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RESUMO

A modelagem de equipamentos elétricos em tempo real é de grande interesse em solugoes
de engenharia da industria 4.0. Como problemas de engenharia geralmente sdo modelados
por equagoes diferenciais parciais, a forma mais 6ébvia de resolvé-los é por discretizacao,
comumente por meio do método de elementos finitos. No entanto, este método tende a
gerar sistemas complexos com alto custo computacional de resolucao. Apesar do poder
computacional de hardware embarcado ser maior do que nunca, simular o mundo fisico
precisamente nele nao costuma ser possivel. Por este motivo, ha interesse em modelos
simplificados que capturam a dinamica do equipamento nao necessitando de grande poder
computacional. Neste contexto, o presente trabalho de conclusdao de curso busca explorar
técnicas matematicas para a reducao de dimensionalidade de modelos térmicos de ele-
mentos finitos, ou seja, deixando-os menos custosos computacionalmente, no contexto de
equipamentos elétricos. A abordagem escolhida envolve a extracao da estrutura matema-
tica da implementacao de elementos finitos, aproximacao do espago de todas as possiveis
solugoes do problema considerando a operagao do equipamento e projecdo do modelo
nesse espaco reduzido. Esse método é bastante simples de implementar para modelos
lineares, porém, nao-linearidades precisam de tratamento especial. O método foi aplicado
a um indutor monofasico resfriado a ar, para o qual foram realizadas analises de acuracia,
complexidade e de tempo. Ganhos de tempo de simulacoes maiores que 95% foram obtidos
ainda mantendo-se acuracia de £2,5 °C. As técnicas desenvolvidas sd@o genéricas e podem
ser aplicadas a quase qualquer modelo térmico de equipamento elétrico, desde que nao
inclua hidrodindmica e que sejam possiveis algumas simplificagoes. Por fim, para auxiliar
na geragao das estruturas matematicas necessarias, softwares open-source foram utilizados
para implementagao das técnicas apresentadas, sua caracteristica crucial sendo que os
mesmos permitem acesso a todas as fases da implementacao de elementos finitos.

Palavras-chave: Reducao de dimensionalidade. Método de elementos finitos. Modelo
térmico. Indutor monofasico.






ABSTRACT

Modeling electrical equipment in real time is of great interest in the context of industry
4.0 engineering solutions. Since engineering problems are usually in the form of partial
diferential equations, the most obvious way to solve them is by discretization often via the
finite element method. However, this method tends to generate complex systems that are
computationally expensive to solve. Even though embedded hardware is more powerful
than ever, simulating the physical world accurately is a task that often far exceeds its
capabilities. For this reason, simplified models that capture equipment dynamics while also
being computationally undemanding are desirable. With that in mind, this thesis aims to
explore a mathematical framework for reducing the dimensionality of thermal finite element
models, i.e., making them less computationally expensive, in the context of electrical
equipment. The selected approach involves extracting the mathematical structure of the
finite element implementation, approximating the space of all possible solutions of the
problem that arise from real world conditions and projecting the model into this reduced
space. This method is fairly straightforward to implement for linear models, however,
nonlinearities will need special treatment. The method was applied to a single-phase air-
cooled inductor, for which accuracy, complexity and qualitative time analyses were carried
out. Simulation times were reduced by more than 95%, maintaining a +2,5 °C accuracy.
The framework developed is generic and can be applied to almost any electrical equipment
thermal model, provided it does not include hydrodynamics and that some simplifications
are possible. Lastly, in order to aid in the generation of the necessary mathematical
structures, open-source software was used to implement the presented techniques, the
crucial feature of which being that they allow access to all stages of the finite element
implementaion.

Keywords: Dimensionality reduction. Finite element method. Thermal model. Single-
phase inductor.
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1 INTRODUCAO

Com os avangos recentes em tecnologia de hardware e software, solugoes da industria
4.0 nas diversas areas da engenharia tém se tornado bastante comuns. Cada vez mais os
engenheiros podem desenvolver ideias visando a conectividade de todas as partes de um
sistema complexo, guiando-se por paradigmas como o da Internet of Things (internet das
coisas) (IoT).

Uma das manifestagoes dessas novas tendéncias no contexto de engenharia elétrica
é a ampliacao do uso de modelos matematicos de equipamentos para além da etapa de
desenvolvimento, podendo eles também serem parte integrante do produto final. Aplicacoes
que tiram proveito disso incluem o controle, diagndstico e sensoriamento de equipamentos.

Como tecnologias embarcadas hoje ja possuem poder computacional consideravel,
tem crescido o interesse por modelos detalhados de equipamentos que possam ser imple-
mentados em microcontroladores, sendo esses comumente utilizados na implementagao de
solugoes da industria 4.0.

Na maioria dos casos, implementar um modelo detalhado de equipamento elétrico
envolve a utilizagdo do Método de Elementos Finitos (MEF). Esse método permite trans-
formar equagoes diferencias parciais dindmicas em um sistema de equacgoes diferenciais
ordindrias e, posteriormente, resolvé-las com grande acuracia.

Esse método porém, costuma gerar sistemas de equagdes muito extensos que re-
querem tempo de CPU elevado. Cada quantidade desconhecida do problema que deve
ser calculada constitui um grau de liberdade, sendo quantidades da ordem de dezenas
de milhares de graus de liberdade normais para um modelo de equipamento elétrico.
Essa complexidade faz com que tais modelos sejam inadequados a sistemas de hardware
embarcado com poder computacional limitado. Sendo assim, é necessario que haja uma
diminui¢do de complexidade do sistema, ainda capturando a dindmica do mesmo com
precisao.

A complexidade de um modelo pode ser reduzida de varias formas, estratégias
incluem o desenvolvimento de modelos analiticos, a linearizacao de fendmenos e até o uso
de conhecimento empirico para simplificar as equagoes.

Uma outra estratégia consiste em identificar e eliminar a redundancia no modelo
de elementos finitos. Em outras palavras, encontrar correlagoes entre os graus de liberdade
do sistema e projeta-los em um espaco reduzido. Essa redundancia nos modelos tende
a surgir dado que ha varias restricoes impostas a um modelo aplicado em equipamento,
fazendo com que o espago de solugoes do mesmo seja muito menor que o espago gerado
por todos os graus de liberdade. Essa técnica é muitas vezes denominada Reducao de
Dimensionalidade (RD).

Neste Trabalho de Conclusdo de Curso (TCC) a abordagem selecionada para

encontrar correlacoes entre os graus de liberdade de um sistema baseia-se na aplicagao da
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Singular Value Decomposition (decomposi¢ao em valores singulares) (SVD).

Métodos similares em partes ao implementado neste TCC sao mencionados na
literatura no contexto de célculos de estresse mecanico em (HERNANDEZ; CAICEDO);
FERRER, 2017) e (FARHAT et al., 2014).

1.1 OBJETIVOS

O objetivo principal deste TCC é explorar a estrutura matemética necessaria
para reduzir a dimensionalidade de modelos térmicos de elementos finitos, visando uma
diminuicao consideravel da complexidade computacional do modelo, sem sacrificar em
muito sua acuracia.

Os métodos apresentados devem contemplar todas as etapas de simplificagoes
e aproximagoes entre o modelo de elementos finitos elaborado e o modelo totalmente
reduzido.

Também objetiva-se a aplicacdo das técnicas exploradas a um exemplo pratico
de equipamento elétrico. Essa implementagao pratica possibilita a realizacao de diversas
analises, como a da quantidade de graus de liberdade reduzidos, perda de acuracia e ganho
em tempo de simulacao.

Um dos objetivos secundarios do TCC ¢é desenvolver métodos que fazem uso de
técnicas ja aplicadas ao MEF. O propésito disso é possibilitar uma implementacao direta
com o uso de ferramentas open-source bastante consolidadas como GetDP (GEUZAINE,
2007), Gmsh (GEUZAINE; REMACLE, 2009) e Octave, sem que seja necessario o de-
senvolvimento de software complexo. Ou seja, que as técnicas sejam simples, praticas e
rapidas de implementar.

Por fim, objetiva-se que o método seja 1util em simplificar modelos complicados
mantendo-os acurados. Que seja genérico, podendo ser aplicado ao maior niimero de
modelos possiveis, desde os idealizados até os que levem em consideracao fendémenos nao
lineares mais complexos. Além de também contemplar qualquer modelo de equipamento
desejado, desde que o mesmo possa ser implementado em elementos finitos e algumas

possiveis simplificacoes sejam realizadas!.

1.2 METODOLOGIA

Primeiramente, realizou-se uma revisao bibliografica sobre o tema do TCC, essa
revisao se manteve durante o andamento do trabalho. Visando suprir uma demanda por
modelos térmicos de equipamentos de baixo custo computacional, a etapa apds revisao
consistiu-se em analisar possiveis solucoes para esse problema. Apds muita reflexao, surgiu
a ideia de juntar RD com MEF.

L' O método também ainda ndo é capaz de lidar com hidrodindmica.
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O préximo passo do trabalho foi, entao, a aplicacao dessa ideia em modelos simplifi-
cados para evoluir o entendimento acerca do acoplamento entre RD e MEF. Estes modelos
foram avancando até chegar-se a uma estrutura plenamente desenvolvida que permitisse
a aplicacao das técnicas a equipamentos elétricos. As partes lineares do problema foram
bem diretas de tratar, ja as nao linearidades tiveram de ser cuidadosamente analisadas
para chegar a uma forma que possibilitasse reducao.

Apés o desenvolvimento da ideia, buscou-se pelo tema na literatura, sendo somente
possivel encontrar dois artigos (ja citados) que fazem algo bem parecido ao apresentado
nesse TCC, porém no contexto de estresse mecanico.

Por fim, as técnicas mateméaticas desenvolvidas foram aplicados a um indutor mo-
nofasico refrigerado a ar. Estes modelos foram entao submetidos a diversas simulagoes e
analises para entender os ganhos de tempo e perdas de acuracia. As andlises foram realiza-
das no software Octave, ficando para um trabalho futuro realizar analises de desempenho

em hardware embarcado.

1.3 ORGANIZACAO DO TEXTO
Este trabalho divide-se nos seguintes capitulos:

Capitulo 1: apresenta uma breve introducao do TCC.

Capitulo 2: apresenta a teoria dos métodos aplicados no TCC, descrevendo a estrutura
desenvolvida para transformacao de um modelo térmico de elementos finitos em um

determinado sistema de matrizes especifico e sua posterior reducao de dimensionalidade.

Capitulo 3: apresenta a aplicacao da teoria a um exemplo de equipamento elétrico, sendo
escolhido nesse trabalho um indutor monofasico. Neste capitulo também sao analisados

ganhos de tempo e perdas de acuracia decorrentes da aplicacao do método.

Capitulo 4: apresenta as conclusoes finais do TCC e as sugestoes para trabalhos futuros.
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2 TEORIA

2.1 RESOLUCAO DE PROBLEMAS DIFERENCIAIS

Um modelo fisico de um equipamento elétrico costumeiramente consiste de equagoes
diferenciais parciais, de uma geometria e da definicao das propriedades dos seus materiais.
Tais modelos podem normalmente ser expressos como um Problema de Valor Inicial e

sobre o Contorno (PVIC) por uma rela¢ao como a da Equagao (1):

ox

E - f (t7 ZE), (1)
sendo que t representa o tempo, x uma variavel distribuida no espaco, f um operador que
relaciona a distribuigao espacial de x (derivadas parciais), conjuntamente com possiveis
excitacoes do modelo com dependéncia temporal!, e a derivada temporal de z. Como um
exemplo, cita-se a equacao do calor: %’Z = V2.

Na drea de equipamentos, a Equacao (1) raramente é resolvida de forma analitica,
sendo conveniente aplicar técnicas de discretizacao como o MEF para resolvé-la. Uma
forma de discretizar consiste em encontrar uma representacao aproximada do sistema num
espaco de estados. Nesse caso, chega-se a um sistema de n equacgoes diferenciais ordinarias

que aproxima a dindmica do modelo por meio de um Problema de Valor Inicial (PVI):

dlx , o, Xy
It I TRTEE ) U AN S | 2
sendo que x; é o componente i do vetor de estados x e f; é uma funcao.

Se a representagao no espago de estados for linear e invariante no tempo, f pode ser
substituida por uma matriz A e um vetor B(¢) da seguinte maneira (SILVEIRA, 2010):

dx
I = Ax + B(t), (3)

sendo A chamada de matriz de estado do sistema e B(t) o vetor de entradas.

2.2 REDUCAO DE DIMENSIONALIDADE

Caso o sistema definido na Equagéo (3) possua redundéncia, ou seja x = g(y) ey
possui dimensao [ < n*, ele pode ser simplificado.
Sera mostrado como encontrar a relagao g na Se¢ao 2.2.1 de modo que ela possua

as propriedades (sendo I, a matriz identidade de dimensao 1):

I Também podendo ser pensadas como entradas do modelo.

O vetor y tem menos elementos que o x.

*
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o g(y) é linear, podendo ser representada por uma matriz G € R™* como Gy;

« G possui colunas ortonormais de modo que GTG = I;.

Para remover a redundéncia do sistema, basta substituir x por Gy na Equagcao (3)

e realizar as devidas manipulacoes, resultando em:

9GY _ Ay +B()

dt
G
GTWY — G"AGy + GTB(1)
d
di; — GTAGy + G'B(1), (4)

sendo a Equacdo (4) referente ao sistema reduzido, ja que GTAG € R™ e GTB(t) € R..

A RD realizada se refere a um caso sem perdas. Em modelos mais praticos, é mais
facil encontrar redundancias do tipo x ~ Gy. Nesses casos, o mesmo procedimento pode
ser aplicado, desde que as devidas relagoes de igualdade sejam substituidas por relagoes
aproximadas.

Note que, enquanto GTAG sé precisa ser calculada uma vez, GTB(t) precisa
ser calculada para cada instante de tempo, por conta da dependéncia temporal. Como
B(t) € R™, esse calculo pode ser custoso. A forma de reduzir a complexidade desse célculo
serd apresentada a seguir.

Para efetuar a redugao de B(t) é necessario conhecimento da sua equagao consti-
tuinte. Se ela for uma equagao simples do tipo B(t) = BYb(t), sendo BY um vetor e b(t)

um escalar, a redugao ficaria:
G'B(t) = (G"B") b(t), (5)

notando que GTBY s6 precisa ser calculada uma vez.

No caso mais geral, além da equagdo de B(t) ser mais complexa, ela pode ser
composta de vérias parcelas (somadas) que podem ou nao conter nao linearidades. Cada
uma dessas parcelas pode ser tratada separadamente, sendo aqui abordado o tratamento
de uma parcela nao linear relevante ao contexto do TCC.

Neste trabalho serdao encontradas nao linearidades do tipo: 57, sendo 5 € R, e
v € R. Tais nao linearidades aparecem tanto no vetor de entradas B(t), quanto na relagao
de estados Ax. Nesta secdo serd apresentado como lidar com B(t), mas o método serd
aplicado a ambos os casos posteriormente.

Assim, considere um vetor de entradas dado por:

T Vale mencionar que, nesse caso, GT é a inversa de Moore-Penrose (PENROSE, 1955) ou pseudo-inversa
de G.
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B(t) = BY (b¥(1)) (6)

sendo B € R bV (t) e R" e vy € R.
Serd apresentado na Segao 2.2.1 como encontrar uma decomposicio de b (t) do

tipo:

bY(t)~ L X b¥(t), (7)

nx1 nxm mxl Ix1

sendo m, ! < n, com a propriedade:
(LXbY(1))" =L (Xb¥(t))". (8)

Essa decomposicao serd denominada daqui em diante de LX.

Com isso, tem-se:
GTB(t) = G"BY (b¥(1))" = G"BVL (Xb¥(1)), (9)

notando que a matriz GTBML € R*™ s6 precisa ser calculada uma vez, tendo assim a

Equacao (6) sido reduzida de ordem n para ordem m.

2.2.1 Calculo da redundancia e estimativa do erro

Sabendo-se que na area de equipamentos elétricos existem restri¢oes para as condi-
coes iniciais e entradas? de um equipamento, o espaco de soluces possiveis do modelo é
muito menor que o espaco gerado por todos os seus graus de liberdade.

Para sistemas nao lineares, uma base para esse espago de solugoes pode ser aproxi-
mada a partir da solucao x do sistema para diversas condi¢oes e entradas distintas que
contemplem toda a variedade de circunstancias de operagao a que o equipamento estara
sujeito.

De posse do espaco de solugoes do sistema, a Anélise de Componentes Principais
(ACP) pode ser utilizada para encontrar correlagoes entre os graus de liberdade do mesmo,
sendo possivel assim identificar a redundancia no sistema e possibilitando a sua projecao
em uma base reduzida. Isso pode ser realizado a partir da organizacao dos vetores solugao

nas linhas de uma matriz M e posterior aplicacdo da SVD, resultando em:

M=U X VI (10)

mxn mxXm mXxXn nxn

2 Tensdo, corrente ou alguma outra varidvel imposta sobre o equipamento.
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sendo ¥ diagonal retangular e U e V ortogonais (ABDI; WILLIAMS, 2010).

Assim, tem-se x = Vy e a importancia das componentes em y ordenada de mais
significante a menos significante. Ou seja, feita a escolha do niimero de componentes a
serem mantidas (L), pode-se aproximar x ~ Vy, sendo V uma matriz com as primeiras
L colunas de V.

A matriz de transformacao de redundancia até agora denotada por G é entao V7.

Cada x’ (linha de M) construido a partir da SVD pode ser expresso pela equagao:
p
Z 0V (11)

sendo p = min{m, n} e “:” denota todos os elementos de determinada dimensao de uma
matriz.

Como U;; <1 e cada V.; é ortonormal aos outros, tem-se:

— ﬁjlajz. (12)

Com isso, pode-se calcular o limite superior para a norma do erro decorrente da

0V

consideragdo de apenas L componentes:

p p p
ij ZUZJUJ Y UyoV Yo oVl =] > o2
Jj=L+1 j=L+1 j=L+1

Uma equagao para o erro médio maximo (e,,,,) em cada uma das n componentes

de x* pode ser encontrada supondo uma distribuicao uniforme do erro, dada por:

Esse erro médio é dado, entdo, pela Equacao (15):

/5P 2
ey = ZJT/L;UJ‘ (15)

A Equacao (15) foi encontrada de uma forma bastante simplificada e nao considera
outras aproximacoes que também serao implementadas pelo método. Sua validade sera

explorada na Sec¢ao 3.3.
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2.2.2 Calculo da reducdo nao linear

O objetivo da LX é aproximar a base de um espaco vetorial por vetores de segmentos
constantes, de forma que a diferenca entre vetor original e aproximacao fique abaixo de
uma determinada tolerancia.

Assim, a combinagao linear de vetores de base que geram um determinado vetor
do espaco ¢ dividida em duas partes: a combinacao das amplitudes dos segmentos da base
e o posicionamento de tais amplitudes.

A amplitude dos segmentos é encontrada através de uma combinagao linear das
componentes principais do espago, de forma analoga ao processo ja apresentado. Essa parte
é realizada através da multiplicacdo de uma matriz X por um vetor de componentes® b.
Tendo as amplitudes, uma matriz L é utilizada para posicionar os segmentos nos locais
adequados no vetor.

Como a matriz L somente rearranja os valores calculados, fica garantida a proprie-
dade definida na Equagao (8).

Como um exemplo visual considere uma onda quadrada adicionada de uma senoide.
A sua aproximacao por segmentos constantes, porém nao continuos, é apresentada no
Gréfico 1.

Grafico 1 — Exemplificagao do resultado da LX
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Fonte: do autor.

Note que cada cor representa um componente diferente, cuja amplitude seria cal-
culada pela matriz X e o vetor b, e cuja posi¢ao no vetor seria determinada pela matriz
L.

3 b"(t), na Equagao (8).
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2.3 O MODELO TERMICO

Esta secao apresenta o modelo térmico implementado neste TCC, partindo da sua
equagao fisica, passando por sua discretizacao e finalmente realizando a RD.
2.3.1 Formulacao diferencial

A equacao diferencial que rege o comportamento de sistemas termodinamicos no

contexto de equipamentos elétricos é:

oT :
sendo T'(z,y, z,t) a distribuigao de temperatura [K], ¢, a capacidade térmica [ﬁ}, ka
condutividade térmica [%} e ¢y a geracao térmica volumétrica {%}

A geragao térmica é dada pelas perdas no nicleo () adicionadas das perdas
a temperatura de referéncia nos enrolamentos () corrigidas pela temperatura atual,

conforme Equagao (17):

QV = QF(t) + QE(t>(1 + a(T - Tref))y (17)

sendo que ¢, varia espacialmente por conta da distribuicao da inducdo no ntucleo do
equipamento e ¢, ¢ espacialmente constante nos enrolamentos*. A variacdo da resisténcia
do enrolamento com a temperatura é contabilizada pelo pardmetro a. Ambas perdas
podem variar no tempo, bastando uma varia¢ao nos valores Root Mean Square (eficaz)
(RMS) de corrente e tensao no equipamento.

Caso a corrente no equipamento possua fortes componentes harmonicas, as perdas
nos enrolamentos ainda podem ser corrigidas para considerar a variagao de resisténcia
com a frequéncia. Neste caso, o calculo de perdas no ntcleo também deve levar em con-
sideracao as harmoénicas. Um exemplo implementando essas consideracoes é apresentado
no Capitulo 3.

Para um determinado problema, além de sua geometria também ¢é necessario es-
pecificar condigoes iniciais e de contorno para resolver a Equagao (16). Tais condigoes
implicam a imposicao de uma temperatura inicial em todo o equipamento e a fixacao
de uma temperatura, um fluxo térmico ou uma combinacao das duas na fronteira do

problema.

2.3.2 Formulacao variacional

A Equagao (16) raramente possui solugao analitica em casos reais, sendo necessaria

sua discretizagao para resolvé-la. Neste trabalho essa discretizacao é realizada através do

4 Supondo uma distribuicio uniforme de corrente.
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MEF.

Para implementar o MEF é necessario encontrar uma formulagao fraca da Equa-
¢do (16). Isso pode ser alcangado realizando o produto escalar em L?(f2) de cada termo da
equacio com fungoes de teste v € H1(Q2) (SULIL 2019). Especificando entdo um problema

variacional:
/ or —/v (kVT) +/' Yo e HY(Q) (18)
0o’ T Ja U v ’

sendo os diferenciais de integracao (omitidos) inferidos pelo dominio das integrais.

Para que o problema fique mais simétrico e também que aparecam termos relati-
vos as condigoes de contorno, realiza-se a integragao por partes do termo de conducao
utilizando a primeira identidade de Green (GREEN, 1828)°, resultando em:

/QV~(kVT)v:—/Qk;VT~VU+ [ —q-iw, (19)

tendo sido utilizado: ¢ = —kVT e sendo 7 o vetor unitario normal a 92 apontando para
fora da superficie.

Desta manipulacao naturalmente surge a condicao de contorno de Neumann, sendo
ela o termo com a integral em 02, representando o fluxo de calor entrando (sinal negativo)
no dominio do problema.

Ao que concerne o escopo deste trabalho, modelagem de um equipamento elétrico,
o fluxo de calor na fronteira do problema serda dado por convecc¢ao e radiacao térmicas. A
representacao de tais fendmenos constitui condi¢oes de contorno de Robin®, nao lineares
para o caso da radiagao. Para o caso da conveccao, considera-se a densidade de fluxo de

calor (g.) proporcional (a menos de um offset) a temperatura na fronteira:
hT — g. - = hTZ, (20)

sendo h o coeficiente convectivo de transferéncia de calor e T, a temperatura média do
fluido que envolve o equipamento.

Para a radiacao, o calor radiado por uma superficie é proporcional a quarta poténcia
da sua temperatura. Além do calor emitido, também deve-se levar em consideracao a
radiacao recebida pela fronteira do problema. Isso é ttil particularmente para o caso em
que no problema considerado existam superficies separadas por ar onde a radiacao de uma
atinge outra. A contabilizacdo matematica disso é feita através dos fatores de forma (Fj),
sendo que os mesmos indicam a razao entre a energia radiativa que sai de uma superficie

(k) e incide noutra (I). Numa formulac¢ao mais detalhada também deve-se levar em conta

5
6

A versao posteriormente generalizada a partir do teorema da divergéncia é utilizada.
Combinacao linear de condigoes de Dirichlet e Neumann.
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a radiacao refletida pelas superficies, que neste trabalho foi desconsiderada. Dessa forma,

a densidade do fluxo de radiacdo térmica na fronteira (g,) obedece, para cada superficie k:

F
ol —q-a=[1-3 FyleTl'+ Y “2E, (21)

A
k k l
lESf leSf

sendo € a emissividade de radiagdo, o a constante de Stefan-Boltzmann, S’JE? o conjunto
das superficies da fronteira em que incide radiacao da superficie k, A; a area da superficie
[, E; a energia radiante emitida pela superficie [ e T a temperatura do ar longe do
equipamento.

Incorporando as Equagoes (19) a (21) a formulacdo do problema (Equacao (18)),

tem-se:

/QCV%ZU:—/Qk:VT-VU—i—/QqVU—/th(T—TCfO)v

E
-3 [ e | T T Y Ry (T;‘*- l) v, Voe HY(Q),
ks, 0% lesh €og A

(22)

sendo:

E = / eoT*. (23)
o,

2.3.3 Discretizacao

Apds a geragao de uma malha de elementos finitos com N, nés, pode-se escolher
um espago discreto de fungoes teste V;, C €2, com N}, graus de liberdade, no qual é possivel
encontrar uma aproximacao para a solu¢ao do problema. Sem perda de generalidade,
as fungoes teste v, € Vj, podem ser tomadas como base unitaria de V},. Dessa forma, a

temperatura pode ser espacialmente discretizada’ como:

Np

Th = ZTliv;u (24)
=1

sendo T}, a temperatura discretizada, T} a temperatura do grau de liberdade i e v} a
funcao base unitaria do grau de liberdade %.

Incorporando a Equagao (24) a cada termo da formulagao, tem-se:

" Continua continua no tempo.
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oT Nh N dT} i
Lo = e (ZTh ) =25 oot >

h . . . .
/Q kYT - Vo = /Q kv (Z Tgvg) Vol =3 T} / KVl - Vol (26)
- —~ "o

E
T — T4 F (T”— l) =
Z/&)ﬂk @ o +Z A Fee ecA; v

kesS leS’;
. (28)
Nno E A
S [ e (zw) —rgte X R (- 2 |
keSy 7 O i=1 lesh €A

4

Np
T = Tivi |, 29
/891 € o, €0 (lz:l hvh) (29)

/QQ.VU = /Q [de(t) + de(t)(1 — aTTef)] U% + /Q aqp(t) (i Tévi) U% =

=1
Np

| e (®) + ()1 = aTrep)] vh + adu(t §3Q/uwg

8A formulacao discreta fica entdo:

dTh

cvvhvh iTéAkVU% -Vl
—i—/ﬂ[qF(t)—l—q'E(t)(l—aTref vl + agy(t ZTZ/ viv]
Nn . . .
—;Tg/m hojh + | hT]
M\ . ., E .
_ Z /Bﬂk €0 (;T,@%) e Z Fy (Tgo — eaAl> vy,

k
lesy

para j = 1,..., Ny.

(31)
O Sistema de Equagdes (31) pode ser representado em forma matricial:
dT sa . c R
CE =—-KT+ Q**(t) + agx(t)QT — HT + F° — F", (32)

8  Vale lembrar que ¢, é uma distribuicio constante no enrolamento e por isso sai da integral.
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sendo T um vetor com as temperaturas em cada grau de liberdade e os elementos de cada

matriz/vetor especificados por:

C,;=Cj = /chvflvi, (33)
K, =K, = /Q KVl - Vol (34)
(1) = | lar(t) + ¢e()(1 = aliep)] v, (35)
Qij = Qji = /Q U, (36)
H,=H, = /8 i, (37)

Fj = | TS, (38)

4
FR: / TZ 7 _TT4+ F <T7'4_ l > j. 39
j ’g;f . €0 (;:1 hUh) 0 > Fu (1L o A, vy, (39)

k
lesSy

O termo F® também pode ser escrito em forma matricial como A(T)T — B(T).
A dependéncia com o vetor de temperaturas aparece por conta da nao linearidade da
equagao de radiacao. Conforme visto na Se¢ao 2.2, é necessario que as matrizes e vetores
do problema sejam constantes para aplicacdo da RD. Assim, a seguinte aproximacao é

realizada, considerando somente a superficie 0€2:

4
A i (R ia, PR ELO
> Ty, SN N K v = [ > Tpopoy, . (40)
=1 Q ‘ o ’ o

0

Essa aproximacao é valida desde que os nés da malha na fronteira geometricamente
proximos tenham temperaturas préoximas, ou seja, desde que a temperatura no contorno
do problema varie de forma suave.

Explicagao: considera-se o caso unidimensional, por simplicidade, com trés nos
possuindo temperaturas de 320, 380 e 280 K (variagoes exageradamente bruscas). A
distribuigdo da quarta poténcia da temperatura real e a aproximagao da Equagao (40) sao
apresentadas no Gréfico 2. Pode-se perceber que, quanto menor a diferenga de temperatura
entre os nds, mais valida é a Equagao (40).

Por fim, o termo fica:

F!~RT!-F - F¥, (41)
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Gréfico 2 — Visualizagao da aproximacao da Equagao (40)
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sendo:
Rij = Rji = /39 EO’U;ZU{L, (42)
Fr = /a eo | 1= Fu | To ', (43)
lesy
- [ S A=Y Y Ry [ (44)
keSy 89’% Sk keSy 1 sk Al o8,
Utilizando-se a Equacao (40), pode-se simplificar Ej:
El:/ o |3 Tivl %/ EUZ vh:ZT,;4/ covi =E - T, (45)
o%u i=1 i=1 i=1 o%u
sendo E! um vetor com entradas dadas por:
) o0, €0V ( )
e também serd utilizada posteriormente a matriz R¢, sendo definida por:
=> > szAl/ v} (47)

keSy leSk

Ainda resta simplificar a geragao térmica. Aplicando o mesmo procedimento de

discretizacao da temperatura, tem-se:
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Np
Grn(t) = D dpn ()0, (48)
=1
Np,

Gen(t) = 4u(t) > v}, (49)

=1

Entao:

Q7 (1) = [ [n(t) + ()1 = aoep)] vh, = Qyl[ar + ()1~ ATyl (50)

sendo Q. a linha j de Q, qx(t) um vetor com as perdas no nicleo em cada grau de
liberdade e e um vetor com valor 1 em cada entrada.

Fazendo q(t) = [qr(t) + ¢u(t)(1 — aT,er) €], as equagoes ficam:

dT
CE = KT +ag;(t)QT + Qq(t) - HT + F* — RT* + F" + R*T* 51)

=Qq(t) +F 4+ F + (agx()Q — K —H)T + (R* — R)T*.

Podem haver variaveis de interesse no problema, como por exemplo a temperatura
média de determinadas regices. Esse tipo de variavel de interesse é expressa por uma
integral volumétrica de temperatura, que pode ser transformada em uma equacao matricial
do tipo y = DT usando o mesmo procedimento empregado nesta secao. Qualquer variavel
de interesse que pode ser expressa por uma combinagao linear dos graus de liberdade do

problema pode ser extraida dessa maneira.

2.3.4 Reducao de dimensionalidade

A Equagdo (51) ja estd em um formato que possibilita a aplicagio da RD. O
procedimento necessario consiste em primeiramente resolvé-la para diversas condigoes
representativas da operagao do equipamento, aproximando assim o espaco de solugoes do
sistema.

Feito isso, a SVD deve ser aplicada para encontrar as amplitudes dos seus valores
singulares, que ajudam na tomada de decisao de quantos componentes serao necessarios
manter, e a base reduzida do espago (V).

A primeira etapa de redugdo pode entao ser realizada conforme Equacgao (4), sendo
T~V,y:
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(g =V,"C (Qq(t) + F*+ F" + (ags()Q - K - H)V, y + (R = R)(V, y)")

=V, 'C (1 - ¢u(t)aTres)Qe + F + F7)
+ V. ICH ag(1)Q-K-H) V. y
+ V. IC R - R)(V y)?
+V'CT Qar(t).
(52)

O vetor q(t) possui algumas parcelas e sera calculado a partir da indugao resultante
nos graus de liberdade do niicleo BY, pela matriz de volume do nicleo V¢ e a funcio pp.
O calculo da inducio em si sera realizado com base na corrente de entrada do modelo e

serda mais detalhado na Secao 3.1.1. Cada parcela do vetor q.(t) é do tipo:
gl
ai(t) =V (pr (B (1)), (53)

sendo g uma parcela das perdas e v € R.
A segunda etapa corresponde a redugao dos vetores qf.(t) e (V, y)4, que é realizada
através da LX. Primeiramente é necessario encontrar as componentes principais do espago

de BY e reduzi-lo para B”. E entdo, obtém-se:

(Vi }’)4 ~ Ly (Xp Y)4 (54)
ar(t) = VoL, (pr (X,B'(1)))". (55)

Vale notar que a fungdo pr é pontual (a saida i é calculada a partir de somente a
entrada i), o que garante que a Equacgao (53) pode ser reduzida a Equagao (55).

Assim, o modelo reduzido fica:

d
d%’ =V,"C(Qe +F° + F") — agu(t)T,;V.,"C™' Qe
+ (agu(t)VLICTIQVL - V,ICTHK + H)V,) y
+V,IC YR - R) Ly (X7 y)*

+V, e QVIL, Y (pr(X,B7 (1))

(56)
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3 APLICACAO

3.1 O PROBLEMA

O método apresentado no Capitulo 2 foi aplicado ao modelo térmico de um indutor
monofasico utilizado para compor um filtro LC. Tal filtro é um circuito adicional composto
por indutores, capacitores e resistores colocados entre os terminais de saida de um inversor e
os terminais de entrada de um motor. O principal objetivo desse filtro é suavizar correntes
e tensoes do motor fornecidos pelo inversor e eliminar harmoénicos de alta frequéncia
indesejados devidos a alta frequéncia de comutacgao de transistores. Na saida do filtro, a
tensao tem forma senoidal (GUZINSKI, 2008). Esse indutor possui nicleo de a¢o com
induténcia de 1,84 mH e seu sistema de refrigeragdo é o préprio ar (a seco).

Uma visdo bidimensional da geometria do indutor é apresentada na Figura 1 e os
valores da geometria sdo encontrados na Tabela 1. Os valores Lgy, ng e N representam a
profundidade do niicleo, o niimero de entreferros e o niimero de espiras do enrolamento,
respectivamente.

Dada a simetria do problema, somente um quarto do equipamento precisa ser
modelado. Uma visualizagao tridimensional da geometria construida ¢ apresentada na
Figura 2a. As regioes de interesse (onde deseja-se conhecer a temperatura média) sdo
apresentadas na Figura 2b.

Considera-se a corrente no enrolamento como entrada do problema e as tempera-
turas médias nas regides de interesse como as saidas.

Os valores de parametros fisicos do problema sao apresentados na Tabela 2, esses
sao obtidos considerando aluminio como condutor nos enrolamentos, resina epoxi como

isolador e um ntcleo de ago. A curva BH do ago é encontrada na Grafico 3.

3.1.1 Perdas

Considerando que em muitas aplicagoes a corrente no indutor pode ter conteido
harménico significativo, o célculo das grandezas afetadas diretamente por ela (perdas nos
enrolamentos e no nicleo) deve levar isso em consideragao.

No caso do enrolamento, o fenémeno a ser quantificado é a variacao da sua resis-
téncia com a frequéncia. A distribuicao de perdas a temperatura de referéncia podem ser

expressas por:

io =3 (1+he) (52) [wh], (57)

sendo f a frequéncia, p a resistividade do condutor, k,. o coeficiente da caracteristica
resisténcia-frequéncia do enrolamento, /¢ a amplitude da harmonica de corrente na frequén-

cia f e Ay a secao transversal do enrolamento.
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Figura 1 — Secdo transversal do indutor monofésico

modelado
Ww 2c C Tabela 1 — Valores da geometria
' ' do problema
F i ] | Simbolo | Valor |
g Wy, 27,5 mm
Wy 255 mm
w,y 15 mm
We 20 mm
= c 100 mm
< g 1 mm
ha 50 mm
L. 200 mm
Ng 5
[ o [ N 50
- ~=
Fonte: do autor.
Wy We

Fonte: do autor.

Figura 2 — Visao tridimensional do equipamento modelado

(a) 1/4 da geometria do indutor (b) Regites de interesse do problema

Fonte: do autor.
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Tabela 2 — Parametros fisicos Grafico 3 — Curva BH do ago
do problema 1
- 10 LT
| Simbolo | Valor | . FEE
Elétricos &‘, i
« 255 1/K =
pcondutor 20 n)-m \_%
1/pisolador 0 S/m §D
— <
Térmicos =
kcondutor 387 W/(mK) %
kisolador 0, 85 W/(mK) Zg«
knucleo 20 W/(mK) -g
cyondutor 13449 6 kJ/ (m-K) | —
¢, tsolador 1890 kJ/(m-K)
¢, Micleo 1 3505 5 kJ/(m-K) 0 1 2 3 4 5
p 0.9 10 10 10 10 10 10

Campo Magnético (A/m)

Fonte: exemplos de modelos do ONELAB (GEUZAINE;
HENROTTE et al., 2013): indutor.

Fonte: do autor.

Figura 3 — Inducao no nucleo para
150 Ace (T)

Tabela 3 — Parametros das perdas

| Simbolo | Valor |
Epe 0,05 s?
Bu 1377
B 91,8 mJ/(m*-T)
Bs 0,765
To 16,67 ms

Fonte: do autor.

Fonte: do autor.
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J& para a distribui¢do de perdas no ntcleo, utiliza-se a equacao (HAJIPOUR et al.,
2011):

) 7 (9B, 1o (9B, \ "’
Gr = By BoABntapBntac L g /T < ) dt+ s / ( 8t> dt  [W/m®|, (58)

ot T

sendo B,, a indu¢ao maxima ao longo do tempo, Ty o periodo fundamental da indugao,
B, a inducao resultante e os demais parametros obtidos experimentalmente. Os valores
utilizados para esses parametros sao encontrados na Tabela 3.

Nota-se que ao discretizar as derivadas e integrais da Equacao (58), a fungao
resultante é do mesmo tipo da Equagao (53), sendo possivel aplicar a LX a mesma.

Também pode-se perceber que para calcular as perdas é preciso encontrar a de-
pendéncia da distribuicao de indugao no nticleo com a corrente. Para isso, foi simulado
um modelo magnetostatico de elementos finitos do equipamento para varios valores de
corrente de entrada em Corrente Continua (CC). Um dos resultados para a indugao no
nucleo pode ser visualizado na Figura 3. A partir dos resultados dessas simulagoes, a
indugao no nicleo pode ser encontrada para correntes dentro dos valores simulados por
meio de interpolagao.

A curva BH do ago utilizada ¢é apresentada no Grafico 3.

3.1.2 Condicoes de contorno

Para finalizar a especificacdo do problema é necessario apresentar a definicao das
condigoes de contorno.

Primeiramente, nas superficies de simetria, onde sao feitos os cortes do modelo
em um quarto, o fluxo de calor é zero. Nas demais, sao definidos fluxos de conveccao e
radiacao, cuja implementagao depende da superficie.

Para a conveccao nas superficies entre nicleo e bobina, o coeficiente de convecgao

depende da altura y e do fluxo de convecc¢ao ¢” de acordo com a equagdo (LEE et al.,

2010):
k 9rBarq’L* S
h(y,q") = 0,204 =% [ 28 = W/ (m*K)|, 59
(v.4") T ey W/ K (59)

sendo k,r a condutividade térmica do ar, L a altura da superficie, g a aceleracdo da

gravidade, B, 0 coeficiente de expansao térmica do ar, v, a viscosidade cinematica do
ar, a,y a difusividade térmica do ar e S a distancia entre o niicleo e a bobina.

Essa definicao de coeficiente de convecc¢ao é nao linear, ja que depende do préprio
fluxo de convecgao. Ainda é possivel aplicar a reducao de dimensionalidade utilizando
essa definicdo porém sai do escopo desse trabalho. Neste estudo, a Equagao (59) foi
linearizada, sendo substituida a variavel ¢” pelo fluxo térmico de conveccao a condi¢ao

nominal (corrente senoidal de 150 Agrys). Nas demais superficies foi utilizado h = 5.
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Para a radiacdo nas superficies em face a outra superficie!, os fatores de forma

foram calculados por meio de uma simplificagao da equagao (VIEW...  2022):
1 cos 0}, cos 0;
F:—//idAdA, 60
A Ja Ts? P (60)

sendo A; a area da superficie 7, 6; o angulo entre o normal da superficie ¢ e uma linha reta
entre os diferenciais das duas superficies e s a distancia entre as superficies.

Para as demais superficies foi considerada apenas radiacao ao ar livre.

3.2 TRATAMENTO NUMERICO

O primeiro passo para implementar o método descrito nesse trabalho é a geracao
de uma malha de elementos finitos para o problema. A mesma foi realizada utilizando-se
o software Gmsh e pode ser visualizada na Figura 4, tendo ficado com 9817 nos.

Apés geracao da malha, é necessario o calculo das matrizes e vetores sem depen-
déncia temporal da Equagdo (51)2. Para isso utilizou-se o software GetDP.

Para poder avaliar o erro decorrente da aplicacao da Equacao (40), a formulagao
variacional do problema foi resolvida na malha de elementos finitos utilizando o GetDP
para uma entrada de corrente senoidal de 150 Arys. Essa simulacdo também foi utilizada
para encontrar o fluxo térmico de convecgao em regime da Equacao (59). A distribuicao
de temperatura no equipamento encontrada ¢é apresentada na Figura 5.

Para aproximar o espago de solugdes do problema, o modelo da Equagao (51) foi
simulado para diversas condigoes. Simulac¢oes dinamicas foram realizadas com corrente
senoidal de 50, 75, 100, 125 e 150 Arwys, utilizando como condicao inicial a temperatura
ambiente em todos os nés (25 °C). Também diversas simulagoes estéticas foram realizadas
utilizando correntes com pertubagoes harmoénicas, variando-se as amplitudes tanto da com-
ponente principal, quanto das harmonicas. A geracao de corrente harmonica foi realizada
por meio da adi¢ao de ruido aleatério nas frequéncias impares até a 19%(um exemplo é
encontrado no Gréfico 4). O espaco de solugdes gerado é apresentado no Grafico 6.

De posse do espacgo de solugoes, pode-se aplicar a SVD no mesmo. Os valores
singulares calculados sao apresentados no Gréfico 5.

Os resultados da LX calculada com tolerancia de 0,1 para a temperatura e a
inducao no nucleo sdo encontrados nos Graficos 7 e 8. O vetor de temperatura exibido foi
selecionado aleatoriamente do espago de solugoes. Ja o da inducao no ntcleo condiz a uma
corrente de 220 A. Ambas decomposi¢oes apresentadas foram calculadas considerando 4
componentes principais, o que gera matrizes X com 127 linhas no caso da temperatura e

175 linhas no caso da indugao.

A7

Nesse problema cada superficie “vé”, no maximo, uma outra superficie.
As grandezas com dependéncia temporal necessarias para cdlculo do vetor qr(t) foram extraidas
anteriormente conforme Seg¢do 3.1.1.

2
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Figura 5 — Distribuigao estatica de
Figura 4 — Malha de elementos finitos temperatura no equipamento (°C)

129

95
Fonte: do autor. Fonte: do autor.
Grafico 4 — Exemplo de corrente de entrada
do modelo Grafico 5 — Valores singulares
4
300 ,%3 10 [
200 g
<
= 100 g 10 s
g S
=] 0 S| U — A T T T T
) o 10 ks
5 -100 = 9 .
O =10 gt 10
-200 =% *
= ey
-300 < 0t
0 5 10 15 1 7 14 21
Tempo (ms) Valor singular

Fonte: do autor.
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Grafico 6 — Espaco de solugoes do problema

Temperatura (K)

2000 4000 6000 8000
N6

Grafico 7 — Aproximacao pela LX do vetor de temperatura

410 [ ' ' —— Temperatura
—— Aproximacao
< 400 | . N — £
£ 390
E
g 380
=
B
= 370
360 1 1 1 1
2000 4000 6000 8000
N6
Graéfico 8 — Aproximacao pela LX do vetor de inducao no nucleo
2.5 ' ' ' —— Inducao
) —— Aproximacgao
e
S 1.5
'
=
= 1
=
0.5 ]
0 1 1 1 L]
2000 4000 6000 8000
N6

Fonte: do autor.
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3.3 ANALISES

Nesta secao sao analisadas as técnicas propostas ao longo deste trabalho, sendo
apresentados ganhos em tempo de simulagao, perdas de acuracia e diminui¢ao de comple-
xidade oriundos da implementacao do método. Todas as simulagoes foram executadas no
Ubuntu 20.04 LTS, com um processador AMD Ryzen 5 3500U com 8 threads, boost de
3,7 GHz e com 9 GB de memoéria RAM.

A primeira aproximacao a ser analisada ¢ a aplicacdo da Equacao (40). Para isso,
compara-se o resultado de temperatura nos nés da simulagao de elementos finitos com
o modelo extraido porém nao reduzido (denominado modelo completo daqui em diante)
apresentado na Equagao (51).

Os resultados da simulagao de elementos finitos e do modelo completo sao apresen-
tados no Grafico 9. A norma média da diferenca ficou em 0,24 °C e a diferenga absoluta
méxima ficou em 0,43 °C, o que sugere que a Equagao (51) é vélida.

O tempo da simulacao estatica de elementos finitos ficou em cerca de 7 min,
enquanto o do modelo completo ficou abaixo de 6 segundos, um ganho de 98,5%. Essa
grande diferenga se d4, pois a simulacao de elementos finitos deve recalcular varias matrizes
a cada iteragao do problema, além de nao ter sido possivel definir a jacobiana de todas
as partes do modelo no GetDP, o que aumenta o nimero de iteragoes necessarias para
convergencia.

A partir do modelo completo ha uma escolha a ser feita quanto ao nimero de com-
ponentes principais a manter. As seguintes analises apresentam como algumas quantidades
de interesse (acurdcia dos resultados, tempo de simulagdo) variam para diferentes escolhas
entre 2 e 10 componentes.

Para realizar as analises foram feitas simulagoes estaticas e dinamicas contemplando
correntes desde zero até a nominal, com e sem contetudo harmoénico. As comparagoes foram
realizadas entre o modelo completo e o reduzido. Os resultados apresentados sao as médias
de todas as simulac¢oes. Para cada niimero de componentes, foram realizadas 5 simulacoes
dinamicas e 25 simulagdes estaticas. A condicao inicial utilizada foi temperatura ambiente
em todo o equipamento.

Para resolugao das simulagoes estaticas foi implementada uma rotina em Octave
utilizando o método de Newton. Para as dinamicas foi utilizada a rotina de resolucao de
sistemas de equacoes diferenciais Isode®.

Comecando com as simulagoes dinamicas, a variacao da diferenca absoluta média
entre as temperaturas médias nas regioes de interesse com o niimero de componentes
principais ¢ apresentada no Grafico 10. Para modelos considerando 5 componentes ou

mais, essa diferenca ficou abaixo de 1,5 °C, porém, para nimeros menores ela aumentou.

3 Nota-se que, a linguagem Octave ndo é focada em altas velocidades de execucdo, portanto, uma

implementacdo em C, por exemplo, poderia render tempos de simulacdo com ordens de grandeza
menores dos que os aqui apresentados.
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Como exemplo, a temperatura na regiao 7 para uma corrente de 140 Arys tragada
ao longo do tempo para a simulacao completa e os modelos considerando somente alguns
componentes é apresentada no Grafico 12.

A simulacao dindmica do modelo completo por um periodo de 10 h leva cerca de
30 min. Esse tempo é diminuido em ao menos 98% considerando os modelos reduzidos.
A variacao dos tempos de simulagdo com o nimero de componentes sao apresentadas no
Gréfico 11.

Passando para as simulacoes estaticas, o Grafico 13 apresenta a norma média
da diferenca entre o modelo completo e o reduzido, além da estimativa realizada por
meio da Equagao (15). A norma média da diferenca ficou elevada para o caso com até
4 componentes, mas ja a partir de 5 ela ficou abaixo de 2,5 °C, sendo esse um valor
aceitavel.

Nota-se que a estimativa de erro da Equagdo (15) subestima o mesmo para poucos
componentes (até 4 nesse caso), porém, a partir de 4 componentes ela tras resultados
considerados satisfatorios. Vale lembrar que a abordagem para dedugao da Equagao (15)
¢ muito simplista e ndo leva em conta varias das fontes de erro do problema, como as
redugoes dos vetores de temperatura e inducao no nticleo por meio da LX.

O Grafico 14 apresenta a diferenca absoluta maxima entre os valores de temperatura
calculados pelo modelo completo e o reduzido em fungao do nimero de componentes. Aqui
também percebe-se uma melhora nos resultados a partir de 5 componentes.

Os Graficos 15 e 16 sao analogos aos Graficos 13 e 14, porém aplicados as tempe-
raturas médias nas regides de interesse do problema.

O tempo de soluc¢ao do modelo completo é de em média 5,6 s, levando 4 iteragdes do
método de Newton para o pior caso (corrente nominal). Ja os modelos reduzidos precisam
de 5 iteracoes para o pior caso, tendo um ganho de tempo em média de 99,9%, conforme
Gréfico 17.

O Gréfico 18 apresenta o numero de linhas das matrizes Xy e X,. Por mais que
esses nimeros aumentem com o numero de componentes principais consideradas, eles
somente representam relagoes algébricas entre as variaveis do problema, acrescentando
pouca complexidade quando comparadas a complexidade advinda de um estado do sistema.
Assim, o principal custo que isso incorre é a necessidade de um pouco mais de memoria
no hardware em que o modelo é executado.

Por fim, também notou-se que as diferencas de temperatura sao maiores quanto
mais distante a corrente for da nominal. Para ilustrar isso, os mesmos graficos de diferenca
foram tragados considerando somente correntes entre 120 e 150 Agrys, sendo eles o 19, 20,
21 e 0 22.
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Grafico 9 — Comparagao entre resultado de elementos finitos e do modelo completo
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Grafico 13 — Diferenca média no vetor de

temperaturas estatico
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Grafico 19 — Diferenca média no vetor de

temperaturas estatico (I ~ nominal)

Gréfico 20 — Diferenca maxima no vetor de

temperaturas estatico (I ~ nominal)
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Grafico 21 — Diferenca média entre as
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4 CONCLUSAO

Neste trabalho uma estrutura matematica foi explorada para reducao de dimensio-
nalidade de modelos térmicos de elementos finitos.

A partir de algumas aproximagoes é possivel abstrair completamente o modelo de
elementos finitos das integrais que geram o mesmo, transformando-o num puro problema
de algebra matricial. Apods isso, aproxima-se o espago de possiveis solugoes do problema
em questao e, com o auxilio da SVD, encontra-se um espacgo reduzido no qual projeta-se
o modelo.

Projetar as partes lineares do problema é tao simples como multiplicar algumas
matrizes. J4 as nao linearidades precisam ser tratadas caso a caso, sendo apresentado um
método para tratar o tipo de nao linearidade encontrado no modelo térmico.

Visando-se averiguar desempenho e acuracia do método, o mesmo foi aplicado a
um indutor monofésico refrigerado a ar. Os modelos gerados foram submetidos a diversas
condigoes de operagao, fornecendo dados para comparacao. Foram realizadas comparagoes
entre o modelo reduzido, o extraido a partir de algumas aproximagoes e o de elementos
finitos. Notou-se que nao é necessario um elevado niimero de componentes para obter uma
diferenga média de 2,5 °C entre modelos, com um ganho de tempo de simula¢ao da ordem
de 99%.

O tempo de simulacao estatica do modelo de elementos finitos ficou em cerca de
7 min, enquanto os modelos completo (Equagao (51)) e reduzido (Equacao (56)) tiveram
tempos da ordem de segundos e milissegundos, respectivamente. As diferencas médias a
partir de 5 componentes principais ficaram abaixo de 2,5 °C.

As simulagoes dinamicas tiveram resultados semelhantes, levando o modelo com-
pleto cerca de 30 min e o reduzido alguns segundos para simular. As diferengas médias a
partir de 5 componentes principais ficaram abaixo de 1,5 °C.

As ideias desse TCC nao sao restritas somente a problemas térmicos. As técnicas
apresentadas podem ser adaptadas também a outros sistemas gerados pelo MEF. Sendo
assim, o método aqui descrito oferece uma solugdo genérica para a simplificacao de modelos
complexos de equipamentos os quais deseja-se rodar em hardware limitado.

Em trabalhos futuros pode-se: expandir o método para modelos hidro termodina-
micos, possibilitando a modelagem de equipamentos refrigerados a 6leo; adaptar o método
para outras classes de problemas, como eletromagnéticos; implementar os modelos reduzi-
dos em microcontroladores e realizar andlises de desempenho; e implementar um sensor

virtual completo que utilize um modelo reduzido.
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