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Caro estudante,
Estamos iniciando a disciplina de Calculo II!

O estudo dos contetidos desta disciplina requer que vocé tenha
nogao de integral de funcao de uma variavel, contetido ja estuda-
do na disciplina de Calculo L

Na primeira parte da disciplina de Calculo II, estudaremos as téc-
nicas de integragao e utilizaremos estas ferramentas para resolver
problemas de comprimento de arco, cdlculo de area, calculo de
volume de sélido de revolugao e suas aplicagdes na Fisica. Na se-
gunda parte, estudaremos os conceitos de limite, continuidade,
derivadas parciais e diferenciabilidade de funcoes de varias vari-
aveis. Aplicaremos as derivadas parciais para resolver problemas
de méximos e minimos de fun¢des com mais de uma variavel.
Além disso, estudaremos as integrais duplas e triplas e aplicare-
mos estes conceitos para resolver problemas de drea, volume de
solido qualquer, centro de massa e momento de inércia de lami-
nas planas e de sélidos.

Esperamos que ao final da disciplina, vocé tenha condi¢bes de
calcular e aplicar, com adequado desembaraco, integrais de fun-
¢Oes de uma variavel, integrais duplas e triplas. E que vocé de-
tenha as nocOes basicas de fungdes de vdrias varidveis, especial-
mente os conceitos de derivadas parciais e maximos e minimos
de funcgoes.

O texto deste material consiste em cinco capitulos. Os dois pri-
meiros foram elaborados pelo professor Taneja e os demais sao de
responsabilidade da professora Janesch.






Capitulo 1
Métodos de Integracao







Métodos de Integracao

Neste capitulo estudaremos algumas técnicas de cdlculo
de integral. Essas técnicas ou métodos incluem os pro-
cedimentos de:

i) integragdo por partes;

ii) integracio envolvendo fungoes trigonomeétricas;
iii) integrac¢do de fungoes racionais;

iv) integrais com expressoes da forma \ax® +bx+c;
v) integrais improprias.

Antes de iniciar nossos estudos, assumimos que vocé
estd familiarizado com algumas integrais padroes jd es-
tudadas no Cdlculo 1. Para facilitar o estudo, incluimos
no final deste capitulo uma tabela de integrais, deri-
vadas e identidades trigonométricas.

No Calculo 1, estudamos como calcular integrais usando o mé-
todo da substituicdo. Mas existem algumas integrais, tais como:
[ Inxdx, jxexdx, jx3 cosxdx, etc. que nao podem ser resolvidas
aplicando o método da substituigao. Necessitamos de mais alguns
conhecimentos. Neste caso, iniciaremos apresentando a técnica

de integracio por partes.

Sejam u(x) e v(x) funcdes diferencidveis num intervalo [a,b].
Entdo, usando a regra da derivagao do produto, de duas maneiras

diferentes podemos escrever

(uv)' =uv'+wu’,

ou seja,

!

vu' = (uv) —uv'.



Onde
, du , av
— V E—

u=— =—,
dx € dx

Integrando os dois membros da igualdade acima, temos

j:vu’dx = Jj (vu)'dx — I: uv'dx,
ou,

I:vdu = uv|z —I:udv .
E para a integral indefinida, tem-se
J'vdu:uv—J'udv,ouseja, J'udv=uv—jvdu (1)

A expressao (1) é conhecida como a férmula de integragio por partes.
Quando aplicarmos esta férmula para resolver a integral I f (x)dx,
devemos separar o integrando dado em duas partes, uma sendo u
e a outra, juntamente com dx, sendo dv. Por essa razao, o calculo
de integral utilizando a férmula (1) é chamado integragao por par-
tes. Para escolher u e dv, devemos lembrar que:

a parte escolhida como dv deve ser facilmente integréavel;

J udv deve ser mais simples que ,[V du.
A seguir, apresentaremos alguns exemplos:
Exemplo 1.1. Calcule a integral
j xe*dx .

Solugdo: Sejam u=x e dv=e*dx. Assim, teremos du=dx e
v=e*. Aplicando a formula Iudv = uv—jvdu , obtemos

jxexdx: x &* —jexdx

=xe" —e* +c.
Exemplo 1.2. Calcule a integral

Iln X dX.



Solucdo: Sejam u=Inx e dv=dx. Assim, teremos du :ldx e
v = X. Aplicando a formula (1), obtemos X
1
Ilnxdx:xln x—jx—dx
X
=XxInx—-x+c.

Exemplo 1.3. Encontre

I arctg xdx.

Solucdo: Sejam u=arctgx e dv=adx. Derivando a primeira ex-

« du 1 dx
pressdo temos — =——= du =——. Integrando a segunda ex-
dx 1+x 1+x

pressdo temos V=X . Logo,

Iarctgxdx:xarctgx—j“xz dx.
: X - G
Para calcular a integral '[ > dx, utilizamos a substitui¢do
1+x

t =1+ x? = dt = 2xdx, entio

'[ X 2dx:i ﬂ:iln|t|+c
1+x 27t 2

:%In(1+ x?) + ¢, pois 1+ x* é sempre positivo.
Portanto,

Iarctg xdx = xarctg x—%ln(1+ X) +C.

Exemplo 1.4. Calcule
j xIn xdx.

Solucdo: Sejam u=Inx e dv=xdx. Assim, teremos du :ldx e
X

1.
v=—X". Logo,
> g

_[xlnxdx :ilen x—lj.xdx
2 2

:lx2 In x—1x2+c
2 4

:%xz(Zln (X)—1)+c.



Exemplo 1.5. Calcule
j e”*sen x dx.
Solucédo: Sejam u=e" e dv=senxdx. Assim, teremos du =e*dx
e V=—-cosX. Logo,
J'exsen xdx:—excosx+jexcosxdx. (2)

Observe que a integral do lado direito ndo € mais simples, porém
como a derivada e a integral de um cosseno da um seno, vamos
aplicar novamente a integral por partes no membro de interesse
para vermos se ha alguma semelhangca com a expressdo obtida
acima.

Considerando U =¢e* e dv = cos X dx temos du = e*dx e v =senx .
De (1), obtemos

.[excosxdx=exsenx—.[exsen xdx. (3)
Substituindo (3) em (2), temos

1
jexsen xdx = Eex(sen X —CO0S X) +C.

Perceba que esse caso ndo se usa a integracdo por partes para
conseguir transformar a integral em uma soma de duas funcoes
mais simples. Nesse caso o uso desse método se deve ao fato de
termos sen’(x) = cos(x) e cos'(x) = —sen(x) .

Exemplo 1.6. Encontre
I sec® x dx.

Solugao: Podemos escrever

Isecs xdx = Isecz X sec x dx.

1
Fazendo u =secx, temos que sec(x) =
Cos

quociente das derivadas, ( f(x) Jl _ ()90 -0'(x)- T(x)) .
g(x) 9°(x)

obtemos du=secxtgxdx, dv=sec’xdx e v=tg x. Aplicando

, usando a regra do

a formula (1), obtemos



Isecs X dx =secxtg X — Isec X tg®x dx
=secxtg x—jsecx(sec2 x —1)dx
=secxtgx—_[(sec3 X —sec x) dx
=secxtgx—jsec3xdx+jsecxdx.

Simplificando, obtemos
stec3 X dx = sec xtg x +jsecx dx.
Pela tabela de integracdo sabemos que
jsecx dx = Infsec x + tg x|+ .
Logo,

jsec3xdx:%secxtgx+%ln|secx+tg x|+c.

Observacao: Estude bem este exemplo, pois serd aplicado nos
proximos capitulos freqiientemente.

Lista de exercicios

Calcule as seguintes integrais usando o método de integracao por
partes:

[ (x+1) eax. ij1+_xdx.
sz sen x dx . jx3ezxdx.
Ixcosxdx. Iszl—_xdx.

A seguir, apresentaremos as diversas situacoes de calculo de inte-
grais envolvendo as fungoes trigonométricas.

Queremos determinar as integrais do tipo:

'[sen”x dx ou ICOS” x dx, onde n é um ndmero inteiro posi-
tivo.



Isen“x cos" x dx, onde n e m sdo ndmeros inteiros positi-
VOS.

Para calcular as integrais do tipo i) e ii), separamo-las em trés

casos distintos.

Caso 1: No item i), quando n é inteiro impar. Neste caso, escreve-
mos as integrais da forma

J. sen"x dx = Isen xsen"*x dx.

Como n-1 é par, utilizaremos a identidade trigonométrica
cos’ X +sen’x =1 para chegar a uma integral mais simples.

Caso 2: No item i), quando n é inteiro par. Neste caso, para sim-
plificar o integrando utilizaremos as identidades trigonométricas

1+cos 2x 1-cos 2Xx

cos’ X = e sen’x = — — para chegar a uma integral

mais facil de calcular.

Caso 3: Para resolvermos as integrais do item ii), utilizaremos os
procedimentos dos casos um e dois. Se um dos expoentes, m ou n,
ou ambos, sao impares, seguiremos o procedimento do caso 1, do
contrério, utilizaremos o procedimento do caso 2, ou seja, quando
os dois expoentes, m e n, sao pares, aplicaremos o caso 2.

A seguir, daremos alguns exemplos.
Exemplo 1.7. Calcule a integral
Isensx dx.

Solucdo: Escrevemos
jsensx dx = Isen“x sen x dx
2 .
= J(l—cos2 x) sen x dx, pois sen’x =1-cos’ X
= j(l—Zcosz X+cos* X )sen x dx

=jsen X dx—ZIcos2 X sen X dx+J'cos,4 x sen x dx.(4)



Vamos calcular inicialmente as duas ultimas integrais usando a

substituicdo u=cosx. Entdo, du =—sen x dx. Logo,
—2_|'cos2 x sen x dx + _[cos“ X sen x dx
= 2J.u2du—J'u4du

2u® U
=————+cC
3 5
_2c0s’x  cos’ X
3 5

+c,.

Pela tabela de integracdo sabemos que:
J.sen X dX =—C0S X +C,.
Juntando (5) e (6) e colocando em (4), temos

2c0s®x  cos® x
5

Isensx dx = —CcosX + +c,

onde a constante C=c¢, +C,.

Exemplo 1.8. Calcule a integral

jcos4 4x dx.

Solucdo: Substituindo 4x=t=dx = %

J'cos“ 4x dx = %J'cos“t dt
1 2 2
=Z_|'(cos t)°dt
2
ZEJ'(“COS 2tj ot
4 2

- %J'[H 2¢0s 2t + Cos? 2t]dt

:i_[ 1+ 2cos 2t + M dt
16 2

1 {2+4c052t+1+ cos4t}dt

" 16 2

=it+isen 2t+isen 4t +c
32 16

=§x+isen 8x+isen 16x+c-
8 16 128

(6)



Exemplo 1.9. Calcule a integral
Isenax cos’ x dx.

Solugao: Utilizaremos o caso 1 para calcular esta integral.

| = _[sen3x cos? x dx = jsenzx sen x cos? x dx
- j(l—cosz x)sen x cos? X dx

= Icosz X sen x dx —jcos“x sen x dx.

Substituindo t = cos x = dt = —sen x dx. Logo,

| = —jtzdt + jt“dt

cos®x  cos® x
+
3

+C.
Exemplo 1.10. Calcule a integral
Jsen22x cos’ 2x dx.

Solucdo: Neste exemplo, utilizaremos o caso 1. Substituindo
t =2x, temos dt =2dx. Logo,

Isen22x cos* 2x dx = %Isenzt cos*t dt

2
zij(l—cosm (1+cos 2tj dt
2 2 2

= %I[N Cos 2t —cos? 2t —cos® 2t] dt

=if 1+ cos2t — mj—(l—senZZt)COSZt dt
16 2

= %I[l—cos 4t + 2sen®2t cos 2t]dt

= it —isen 4t +isen32t +C
32 128 96
1

:—x—isen 8x+isen34x+c'
16 128 96



Exemplo 1.11. Calcule
Isen“x cos* x dx.
Solucdo:
l 4
J.sen“x cos* x dx = J.(Esen 2x) dx

= %I(SEHZZX)Z dx

1 ¢(1-cos4dx 2
=—|| —— | dx
16 2

:6%'[[1—2003 4X + C0S° 4x]dx

= ij{l— 2C0S 4x+—1+COS 8X}dx
64
3 1 1
=——X———5en 4Xx+——sen 8x+c.
128 128 1024
Lista de exercicios
Resolva as integrais abaixo:
jsenzx dx . I(:os2 2x sen?2x dx.
Jsen63x dx. '[senf“x cos x dx .

_ftgxsecxdx. J.c0554xdx.

As vezes é mais facil usar as férmulas de reducao ou recorréncia,
principalmente, quando estdo disponiveis ou quando estamos
trabalhando com poténcias maiores. As férmulas sao dadas por:

sen"faucosau (n-1 _
jsen"au du=-— +( jjsen” au du
an n

7

senaucos"tau (n-1 .
Icos” audu = +( jcos” 2au du
an n

7



n tgn_lau n-2
tg"au du = — | tg" “au du
[tg 20D [tg ,
n-1
jcotg”au du= —COtg—aU—J'cotg”’zau du,
a(n-1)
n-2 _
jsecn audy=>2¢_& g au +(n 2j'[sec”2 au du -

a(n-1) n-1

e

Icosec”au du=-

cosec"“au cotg au N ( n-2

1) lj _[ cosec"au du
a(n - n-— :

onde n é um nimero inteiro positivo e a>0.

As férmulas dadas acima podem ser demonstradas utilizando a
integragao por partes.

A seguir, apresentaremos alguns exemplos de utilizacdo destas
férmulas.

Exemplo 1.12. Utilize a férmula de redugao de cosseno para cal-
cular

jcosS 3x dx.

Solucao: Neste caso, tem-se n=5 e a=3. Logo,

cos* 3x sen 3x N 4

J'cos5 3xdx =
15 5

J'cos3 3x dx

2
=icos4 3xsen 3x+iw+£_fcos 3x dx
15 5 9 15

= icos4 3x sen 3x + icos2 3x sen 3x + isen 3X+C.
15 45 45

Exemplo 1.13. Calcule

'[sen64x dx.

Solucao: Aplicando a formula de reducédo de seno, obtemos

sen’4x cos 4x

Isen64x dx =—
24

+§jsen44x dx
6



sen°4x cos4x 5|( -sen®4xcos4x) 3 )
- _ += +—_[sen 4x dx
24 6 16 4

sen’4xcos4x 5 5[ sen4xcos4x 1
=———————sSen“4x cos 4x +— ——+—jdx
24 96 8 8 2

5
= —w—isenMx cos 4x—isen 4X cos 4x+£x+c.
24 96 64 16

Lista de exercicios

Resolva as seguintes integrais, aplicando as férmulas de redu-
cao:

Isen“Zx dx Isensx dx
Icos‘s X dx J cos® 3x dx
Itg65x dx J.sec7 4x dx

Muitas integrais podem ser calculadas por meio de substituicdes
trigonométricas, principalmente, se o integrando contém uma

expressao da forma Ja?—x2, \Ja?+x® ou x*—a?,a>0. Essas
situagOes sdo resolvidas aplicando substitui¢oes trigonométricas.
Para compreender de onde vém as substitui¢oes que devemos fa-
zer, busque comparar as relagdes trigonométricas fundamentais
sen’d + cos’ 6 =1 e tg°0 +1=sec’d com as expressdes que quere-
mos integrar . Veja a seguir.

Substituir X =asen 6, no caso do integrando conter a ex-

pressdo da forma +v/a’ —x* . Pois,

Ja?—x* =+a? —a%en?0
:\/az(l—senze) =a’cos’ 0
=acosh , a>0




Ao fazer uma substituicao trigonométrica, admitimos que 6
esteja no contradominio da fungdo trigonométrica inversa

: T T
correspondente. Assim, para X =asen 0, temos 3 <0< 7

Substituir X =atg6 no caso do integrando conter uma ex-

pressdo da forma +/a’ +x*. Pois,

Ja? +x* = \Ja? —a’tg?g
= \/az (1—tg?) =~/a’sec?d
=asech, a>0

Assim, para X =atg0, temos —% <6 <%.

Substituir X =a sec 8 quando o integrando contém uma ex-

pressdo da forma +/x* —a’. Pois,

Jx? —a? =+/a’sec?d —a>
— Ja%(sec?0-1) = \[a’tg? 6
=atgf,a>0

. T 3
Assim, para X =asec6, temos OS0<E ou n£6<7.

Em todos os trés tipos de situagdes, para voltar a varidvel inicial e
dar a resposta final, usaremos a defini¢ao das fung¢des trigonomé-
tricas com o auxilio de um triangulo retangulo. Vejamos alguns
exemplos a seguir.

Exemplo 1.14. Calcule

Solucdo: Seja x=3sen 6, entdo dx =3cos 6 d6. Logo,

'[ /9-x" dx=j “g_gsenzescosede
X 3sen o

de

2 _ 2
3J-cos 9d6:3j1 sen<o
sen O sen 0

= 3J' (cosec ©—sen 6)d6



o

Figura 1.1

=3In|cosec 6 —cotg 0 |+3cos6+cC.

9—x°

Agora, X =3sen ezsenezgzcosecezé,cotgez
X

9—x°
e cosO= .

3-49-x?
X

Logo, J.«/g_x2

X

+49-x%* +c.

dx =3In

Exemplo 1.15. Calcule a integral

2X

2
X
[~
V9 -4x°
Solucgdo: Para aplicar substituicdo trigonométrica devemos simpli-

ficar a expressdo v9—4x>.

J‘X—zdx :lj‘x—zdx
/9_4X2 3 1_(2)()2 :
3
3

Substituindo x zgsen 0, entdo dx :E cos 0dO.

2 9senze
X 1¢ 2 3
— dx==|—2—=co0s0dO
I V9 - 4x? 3j J1-sen?0 2
:%Isenzede

:gj(l—cos 29jde
8 2

9 sen 20
=—0- +C
16 2

:ie—isen 0cosO+c
16 16

Temos os resultados em termos de 6, mas, precisamos em ter-
3 2X
mos de X. Sabemos que X:Esene = ?:sene. Sabendo

também que sen @ ¢ a razdo entre o cateto oposto e a hipote-
nusa, podemos construir a Figura 1.1.



Como x=gsen6, temos e:arcsen(z—;], senez%x e

_ 2
cos@:ﬂ.
Logo,
I :iarc sen(zxj—iﬁ\/9—4x2 +C
‘/9 A 3) 16 9

= %arc sen (%}—%x\/9—4x2 +C.

Exemplo 1.16. Calcule

J‘ dx
Ixt 42

Solucdo: Substituindo x=~/21tg 0, entio dx=~/2sec?0do.
Logo,

J‘ _[ V2 sec? 6
\/x +2 \/2+2th6

jsec 0
sec 0

dezjsec 0do

=In|sec 6+ tg 6]+ c.

<

\2

Figura 1.2




Exemplo 1.17. Calcule

X2

Solucdio: Substituindo x =219 0, entdo dx =2sec*0d0.

e

J

2
I 41970 25ec 0do

( (4tg°0+ 4)
B tgzesec 0, tg°0
B I sec® 0 4jsec3ede
1 sen®0

:—Isenzecosedez—
4 4

X
X
& X
0
2
Figura 1.3
Como tg 9—1:>sen 0 - X temos
2 JX+4
J- X2 1 X

Exemplo 1.18. Calcule
J‘ dx
XX -4

Solucdo: Substituindo x=2secO® temos dx=2secOtg6do.
Logo,

J- dx _J- 2secOtgo

= do
xJx?—4 °2secO.4sec’0-4

zij%ezljdezimc.
2ligo 2 2



Como x=2sec 0= 0=arcsec (%} , temos

J‘X\/Xi ——arCSGC(Xj—f-C

Exemplo 1.19. Calcule
2
JX—dX
\8X? -2
Solucao: Podemos escrever

[ =t IX_ZdX
\V8x* -2 V27 Jaxr 21

Substituindo 2x =sec 0 temos dx = %Sec 06tg6do. Logo,

x? 1 sec’OsecOtyg
J dx =7
J8x? -2 827  \fsec?p-1
sec’0secOtg O

:8«/5I tg 0
:%Isec%de

de

do

secOtg 0+ In|sec 6+ tg 6|+c.

1
1642

(ver Exemplo 1.6).

1
1642

ok \axe- 1

Figura 1.4

Como sec 0 =2x = tg 0 =+/4x> -1, temos

2
J' X dx = 1 2XJ4X? — In‘2x+\/4x - ‘+c
J8x2 -2 162

:ﬁx\Mx —1+ In‘2x+\/4x - ‘+c




Vocé vera no estudo de
geometria analitica que
aequacdo y=ax+béa
equacdo de uma reta, por
isso ax +b é chamado de

fator linear.
y
y=ax+b
a>0
b/
//’// X

y=ax’+bx+céa
equacao de uma parabola e
ax® +bx +c ¢ chamado de
fator quadratico por conter
termo elevado ao quadrado.

y y=ax’ +bx+c
a>0
b=0
c=0

O grau de um polindmio

¢ dado pelo seu maior
expoente, por exemplo:
p,(x)=x"+3x"tem grau 5 e
p,(x)=5x"—4 tem grau 2.

Lista de exercicios

Calcule as seguintes integrais:

dx x?
Ne =
J'\/9—4X2 Ix

dx
X J. Xv/9 + 4x?

Um polindmio de grau n é uma funcao da forma
n n-1
p(x)=a,x"+ax"  +..+a,,Xx+a,,

onde a,,a,,...,a,,,a, sdo constantes e reais com a,#0 e n é um
numero inteiro nao negativo.

Por exemplo, 4x°—3x*+2x-1 é um polindmio de grau 3. Veja
mais exemplos no livro de célculo I.

Podemos expressar um polindmio como um produto de fatores li-
neares reais de forma e fatores quadraticos reais-irredutiveis

da forma

Uma funcao da forma , onde p(X) e q(x) # 0 sao polindmios,

p(x)
(x
é chamada de fungao racional. Tecnicamente, é possivel escrever

p(x)
q(x)

nais cujos denominadores envolvem poténcias de polindmios de

qualquer expressao como uma soma de expressoes racio-

nao superior a 2. Especificamente, se p(x) e q(x) sdo po-
lindbmios e se o grau de p(x) € inferior ao grau de q(x), entdo

p(x)
(x

da forma:

podemos decompor a fragao



P =R+FK+..+F.
q(x)

Sendo F,(k=12,...,n) da forma

A Bx+C
n ’/ ou 2 n

+ +bx+
(ax b) (ax b x C)

para A,B e Creais e n inteiro positivo. Em que ax’ +bx+c é ir-
redutivel, no sentido de que a fungao expressa por este polindmio
nao assume valores de zero, ou seja, o polindmio tem

. Para resolver as integrais de fungdes racionais, deve-
mos adotar os seguintes passos:

Se o grau de p(x) é inferior ao grau de q(x), escrevemos o
polindmio q(x) como produto de fatores lineares ax+b e/
ou fatores quadraticos irredutiveis da forma ax’+bx+c e
agrupamos os fatores repetidos de modo que q(x) seja um
produto de fatores da forma (ax+b)" e/ou (ax’+bx+c)"
para n inteiro positivo.

Se o grau de p(X) ndo é inferior ao grau de ¢(X), usamos
a divisao de polindmios para chegar a soma de um poli-
ndémio com uma func¢ao racional cujo numerador tem grau
menor que o denominador para aplicar o procedimento do
caso (i).
Ao fazer a decomposi¢ao de uma fungao racional (Fq)((x)) em fragdes
simples, devemos sempre supor que p(x) e q(X) sejam primos
entre si, isto é, ndo tém fatores irredutiveis em comum. Supomos
também que o grau de p(x) seja menor que o grau de q(x); do
contrério, devemos efetuar a divisao de p(x) por q(x), conforme
item (ii), obtendo um quociente Q(x) e um resto r(x), de grau
menor que o grau de q(x) . Entao

D00 _ oy 100

a0 2 00
10)

)

Segundo as orienta¢des do passo (i), resolvemos a equagao poli-
nomial ¢(x)=0 e encontramos as raizes. Analisaremos a seguir,

E agora € s6 lidar com a fungao ——

através dos exemplos, cada situacao separadamente.

Solucdes complexas sdo
possiveis resultados ndo
reais de uma equacao de
grau > 2.

Por exemplo, a equacéo
x” +9 =0 que tem raizes
x=+J-9 = +3J-1=13;,
onde i ¢ denominada
unidade imaginaria. Veja
mais em AVILA, Geraldo.
Variaveis complexas

e aplicacdes. 3.ed Rio

de Janeiro: LTC, 2000

ou busque por numero
complexo na wikipedia.



Caso 1: Quando q(Xx) tem raizes reais e distintas, entdo podemos
escrever

px) A A A
q(x) ax+b ax+b,  ax+b’

onde as fra¢des sdo todas distintas e a, #0, Vie{L,2,..,n}.
Exemplo 1.20. Calcule a integral

I 2X+3 dx

X*+Xx—6
Solucdo: Fatorando o polindmio x>+ x—6, temos
X*+X—6=(x-2)(x+3).
Portanto, podemos escrever

2x+3 __A B
X2+X-6 Xx—-2 X+3

_ A(x+3)+B(x-2)
T (x=2)(x+3)

_ (A+B)x+3A-2B
T (x=2)(x+3)

Comparando os numeradores dos dois lados, podemos escrever

2x+3=(A+B)x+3A-2B-

A equacdo acima fornece o seguinte sistema:

A+B=2
3A-2B=3
que tem a solucgéo
A=ZeB:§.
5 5
Logo,
j 2X+3 _ J
x2+x—6 X— 2 5 x+3

:—In|x—2|+—ln|x+3|+c.
5 5



Exemplo 1.21. Determine

J- x> —3x-1 dx.

X2+ x% - 2x
Solugao: Temos
XCAXT=2x=x(X* +Xx=2) =x(x-1)(x+2).

Portanto, podemos escrever
x*-3x-1 A B C
NI VI A X
X*+x°-2x X x-1 x+2
onde A, B e C sdo constantes. Seguindo os passos do exemplo
anterior, o0 que também ja foi visto no pré-calculo, a equacao aci-
ma fornece a sequinte solugéo:

A=l go1ec=3
2 2

Logo,

X* —3x — 1 3
Ix +X° :_I_ _Ix 1 2 x+2

:—In|x|—In|x—1|+—|n|x+2|+c.
2 2

Caso 2: Quando q(X) tem raizes reais, distintas ou repetidas.

Vamos supor que n é o nimero de repeti¢oes do fator ax+b na
fatoracdao de q(x). Entdo, neste caso, a decomposicdao em fragoes
parciais contém uma soma de n fragdes parciais da forma

A A A

ax+b (ax+b)> T (ax+b)"-

onde A (k=12,..,n) é um nimero real. Vamos entender melhor
este aspecto utilizando alguns exemplos.

Exemplo 1.22. Calcule

J- X —5x+7 y
(x—2)(x+3)*

Solucgao: Escrevemos

X -5x+7 A . B cC
(Xx=2)(x+3)*> x-2 x+3 (x+3)




_A(X+3)?+B(x—2)(Xx+3) +C(x—2)
- (x—2)(x+3)?

_ (A+B)X* +(6A+B+C)x+(9A-6B-2C)
- (x—2)(x+3)°

Comparando os numeradores dos dois lados, podemos escrever

x> —5x+7 =(A+B)x*+(6A+B+C)x+(9A-6B-2C)

A equacdo acima fornece o seguinte sistema:

A+B=1
6A+B+C=-5,
9A-6B-2C =7
que tem a solucgéo
A:i,B 24 C:—ﬂ.
25 25 5
Logo,
.[ X —5x+7 (o L 1
_2TORT Y 0
(x—2)(x+3)° 25 x+3 5 (x +3)?
=iln|x—2|+ﬁln|x+3|+ SER
25 25 5(x+3)

Exemplo 1.23. Calcule

X* —2X+3
| .
X" +2X° +X
Solucgdo: Escrevemos
X —2x+3  x*-2x+3
X427+ X X(x+1)?
A B C

t—t—
X x+1 (x+1)

CAX+1)?+B x(x+1)+C x
X(X +1)?




_(A+B)X*+(2A+B+C)x+ A"
X(x +1)°

Comparando os numeradores dos dois lados, podemos escrever
x> —2x+3 =(A+B)X*+(2A+B+C)x+ A"

A equacdo acima fornece o seguinte sistema:

A+B=1
2A+B+C=-2
A=3

que tem a solugao:
A=3,B=-2 e C=-6.
Logo,

—-2X+3
jx 3 42x? +xd _3-[

J‘x+1 I(x+1)

~3In|x-2In|x+1]+—>—+c.
x+1

Caso 3: Quando q(Xx) tem raizes complexas e/ou complexas repeti-
das.

Anadlogo ao caso 2, se n é o nimero de repeti¢des do fator irre-
dutivel x*+bx+c, entdo neste caso a decomposicao em fragdes
parciais contém uma soma de n fragdes parciais da forma

AX+B, AX+B, AX+B,
> +— st —
X“+bx+c (X“+bx+c) (x“+bx+c)"’

onde A e B, (k=12,...,n) sdo nimero reais, e o fator X +bx+c é
irredutivel, ou seja, tem raizes complexas. Vimos acima que as raizes
complexas nos levam a uma fragao parcial da forma:

Ax+B Ax+B
> ou 2 5.
X“+bx+c (X* +bx+c)

Vamos analisar a integral

J-ZM—JFde:J- 5 AX dx+j > B dx
X“+bx+c X“+bx+c X +bx+c




2x+b b dx
B ] s
X2 +bx+c X +hbx+c

=5J22X—+bdx+(8—ﬁbjf#
29X +bx+c 2 X +bx+c

:AJ‘ 22X+b |X+(B—Ab)j 2dX
29 x2+bx+c 2 ( bj +(c

=éln|x2+bx+c|+(8—ébj ! arc tg
2 2 b2
C_i
4
Exemplo 1.24. Calcule
J' dx
X3 +3x
Solucgdo: Temos
1 1 A Bx+C
X*+3x x(x*+3) x x*+3
_ A(X*+3)+(Bx+C)x
X(x* +3)
_ (A+B)x*+Cx+3A
X(x* +3)
que fornece o sistema A+B=0
C=0
3A=1
cuja solugdo ¢
A:E,B=—1 e C=0
3 3
Logo,
e
X +3x X2 +3
YL
x? +3
1

=—In|x|—£|n|x2 +3|+c
3 6




Exemplo 1.25. Calcule

J' dx

x* -8

Solucdo: Sabemos que a’®—b® =(a-b)(a*+ab+b*), entdo po-
demos escrever

x*—8=(x=2)(x* +2x+4)

1 1
x*—8 (X-2)(x*+2x+4)

A Bx+C
+

2 1 2xsd’ pois X>+2x+4 ¢é irredutivel.
X—2 X +2x+

O sistema obtido é

A+B=0
2A-2B+C =0,
4A-2C =1
que fornece a solucao
A:i, B:—ie C=—l
12 12 3
Logo,
1X 1
1 RV
Y S ST R Y
Xx>-8 127 x-2 Jx°+2x+4
1¢dx 1 X+4
= dx

129 x—2 129 x®+2x+4

1 dx _i 2X+2 __I
129 x=2 247 x*+2x+4

(X +1)? +(f)

:%In|x 2|——In|x +2x+4| \/garc tg[x\/glj+c.

Exemplo 1.26. Calcule a integral

J- 2x% —3x+1
(x* +2)?



Observe na expressio (7)
que a primeira e a sequnda
integrais do segundo
membro sdo imediatas,
pois a primeira pode ser
obtida diretamente da
tabela de integracado e a
segunda pode ser calculada
utilizando a substituicdo

x> +2=t.

Solucgao: Escrevemos

2x*-3x+1 Ax+B Cx+D
= +
(xX*+2)* x*+2 (xX*+2)

_(AX+B)(x*+2)+Cx+D
(x> +2)°

Utilizando o mesmo procedimento dos exemplos anteriores, obte-
mos
A=0,B=2,C=-3,D=-3.

Logo,
2x* —3x+1 dx -3x-3
J. 2 2 XZZJ- 2 + 2 2
(x*+2) X“+2 J(x°+2)

dx 3 2X dx
=2 -= dx - 3[ ———
Ix2+2 2-[(x2+2)2 I(x2+2)2

Vamos calcular a terceira integral:
J- dx
(x> +2)*

Para resolver esta integral utilizamos a substituicdo que vimos na
secdo 1.4.

Fazendo x =+/2 tg 0, temos dx =~/2 sec?0 d@. Entso,

dx V2 sec? 0
J. 2 2:j 7 40
(x*+2) 2°sec” 0

4 Jsec 0

:Qj'cosz(—)de
4

de

Q'[Hcos 20
4 2

2

= —{9 +£sen 26} .
8 2



Agora

x:\/ztge :ezarctg(%)

¢ sen 20 = 2sen 0 cos 0

X V2 2/2x

=2 , = .
U242 Jfx2+2 XP+2

Figura 1.5

Logo,

[ V2o ()

(2+2?% 8 2) 4 +2)

Finalmente, escrevendo a integral de cada expressdo dada em (7),
obtemos

2x% —3x+1 dx 3 2X dx
XX o[ X2 X gy g X
I (x* +2)? J.x2+2 ZI(x2+2)2 J‘(x2+2)2

[LJ_EM
2) 2 —2+41

2 X X
—S{Yarc tg (ﬁ}LM}LC
3

~ 2 arct (LJ+—
2 J J2 ) 2(x2+2)

Sﬁ X 3x
———arctg| ——= |[-—————=+¢
8 g[\/EJ 4(x* +2)

52 (X)) 32-%)
= arctg(ﬁj+4(xz+2)+c

= iarctg

NG



Exemplo 1.27. Calcule

_[ dx
(X* +2x+2)*"

Solugao: Podemos escrever

| =J' dx =J’ dx =J' dx
(X +2x+2)% (X2 +2x+1+1)? [(x+1)? +1]2'
Substituindo

X+1=1tg0, temos X=-1+1tg 0 e dx=sec’0d0,

que fornece

sec 0
I(tg 20+1)° Isec i
:jcoszede

:J1+c0529 do

:[§+lsen ZG}LC
2 4

:9+£2 sen 6cos 0+ c
2 4

X+1

1
=—arctg (x+1)+——+cC
2 9(x+D) 2(X* +2x+2)

Lista de exercicios

Calcule as seguintes integrais:

I dx .[ dx
x(x-1) N
2
J- : dx . J-x —5x+1lx
x?—3x+2 x(x-2)

J- : X+1 X J~ dx _
x?+4x-5 (x+1)(x+2)
X+1 2x+1
J.x3+x2+2x+2dx' J-2x2+3x—2 X

J- dx dx
X} —x*’ Ix3+2x'



Quando temos integrais de fungdes racionais envolvendo fungoes
trigonométricas de seno e cosseno, ou seja, o integrando tem uma
expressdo da forma R(sen6,cos0), onde R representa fungao

: . o~ 0
racional, neste caso utilizamos a substituicao z =tg X 0e(—mm).

Entao, temos
2dz

O=2arctgz edb=
1+z

5
Podemos escrever

senf = Zsenﬂcosg
2 2

Agora multiplicando e dividindo por Cosg, obtemos

0 0
Zsen—-cosE

senf =
COS —
0
2tg—
—2tg2cos? ¥ - 2-= 2z
2
e
COSG=COSZ(EJ=2COSZQ—1
2 2
S 2 g2 51
sec’ — 1+1tg°—
2
2 1-7
1+ 72 1+72%

o 0
Quando substituirmos z = tg E' teremos

_ 52
dezﬁzz,senez zzzecosezl 22. ®)

1+z 1+z 1+z




A seguir apresentaremos alguns exemplos.

Exemplo 1.28. Calcule

j L de.
1+sen 0+cos 0

Solucdo: Utilizando as substituicdes expressas em (8), obtemos

2
2
[—————do=[—LZ
1+sen ©+cos 6 22 1-z
1+ >+ 5
1+z° 1+z
2

dz

:~[1+22+22+1 z°

= —dz_ln|1+ z|+c
1+z

=In

0
1+1tg—|{+cC
g2

Exemplo 1.29. Calcule

jl—cosede
1+sen©

Solucdo: Utilizando as substituicdes expressas em (8), obtemos

1= z?
J-l—cose _J- 1472 2 dz
1+sen 0 27 1+7°
1+7°
:Il+z -1+2* 2
1+2°+2z 1+7°
47°

=Iﬁdz
1+2)°1+z%)

dz

2

. 4z "
Para resolver a integral jmdz utilizamos o processo de
+Z +Z

fracoes parciais estudado anteriormente. Assim, podemos escrever

47° A N B +C2+D
(1+2)°(A+2%) 1+z (+z2)* 1+7°

Resolvendo o sistema de equacoes resultante da identidade acima,



obtemos A=-2, B=2,C=2¢e D=0. Logo,

J‘ 422 2 2
— -z =———2In|1+z|+|n|1+z |+c
1+2)°1+z%) 1+2

Como z = tgg, obtemos

do=- —2In

1+sen 0 1“92

+In

Jl—cose 2 ‘e

0 , 0
1+tg— 1+tg°—
gZ g 2

Exemplo 1.30. Usando a substituicdao z =tg g, demonstre que
1+1tg 9
jsecedezln 21, c.
1-tg )
2

Mostre que este resultado é equivalente ao

In|sec 6+ tg 6|+ c.

Solucéo: Utilizando as substituicdes expressas em (8), obtemos

2
Isecedez'[idez % dz
cos 0 1-z
1+ 72?

:J'_dz _ z:j;dz
1-z 1-2)1+2)

N L+i}dz=ln|l+z|—ln|l—z|+c
11+z 1-z
0
147 1+tg—
=In——/+c=1In 5 +C.
1-z 1—tgE

Vamos provar agora a equivaléncia, ou seja, queremos mostrar que:

1+tg§

2 _ sec 0+1g 0.
1—tg§
2




Podemos escrever

1+t 0
i g§:1+z _(1+7)1+2)
1_,[92 1-z  (1-2)Q+2)
1+2z+7% 14722 2z 1+7°
1-22  1-7% 1-721+7°

22

:L M:Ler (utilizando (8))
1-7> 1-z%> <cosO cos6

1+72° 1+2°

=sec 0+1tgo.
Logo,
1+tg9
2 =secO+1tgo.
1—tg§
2
Portanto,
1+tg§
J.secedezln|sece+tg9|+c=|n E) +C.
-9

Lista de exercicios

Calcule as seguintes integrais:

J- sen 6 0 I1+sen9
1-sen© 1-cos©

J- 1 0 J- cos 0
1+sen® 1+cos 0



Queremos calcular integrais em que o integrando tem uma ex-
pressdo da forma vax® +bx+c¢ . Quando a =0, faremos mudan-

¢a de variavel u=Dbx+c, mas quando a # 0, calcularemos a inte-
gral completando quadrado:

2 2
Jax® +bx+c¢ :\/a(x2 +ij+c :\/a(x+£j +c—b—
a

2a 4a

Completado o quadrado, utilizamos uma substituicao adequada.
Veja alguns exemplos a seguir:

Exemplo 1.31. Calcule a integral

X
—_dXx
j\/2x2 —2x+1

Solucao: Inicialmente, completaremos o quadrado obtendo

2x? —2x+1=2(x2 —x+i—1j+1
4 4

_ 2()(_%)2 +%:%[(2x—1)2 +1],

Agora,

dX\/—I

Substituindo 2x—1=y, temos dx =d7y.
Logo,

J- y+1

VY2 +1
R S R CX S
8I/yz+ y+4j/y2+1 y
I(y +1) In‘y+\/y7+‘+c
- +

2

I\/2x —-2x+1




onde a primeira integral € obtida fazendo a substituicio y*+1=t,ea
segunda integral € obtida utilizando a tabela de integracdo. Assim,

[
2x% —2x +1

:ﬁwl 2+1+£In +4y?+1|+c

4 y 4 Yy
=%,/(2x—1)2+1+g|n‘(2x—1)+,/(2x—1)2+1
:g\sz—4x+2+?In‘(2x—l)+\/4x2—4x+2‘+c
:%\/ZXZ—2x+1+gln‘(2x—1)+\/§\/2x2—2x+1‘+c

+C

Exemplo 1.32. Calcule a integral

j\/xz +2X+3 dx.

Solucgdo: Temos

_[\/x2+2x+3 dx:.[\/(x2+2x+1)+2 dx
:J'\/(x+1)2 +(ﬁ)2 dx.

Substituindo X +1=+/2 tg 0, temos dx =~/2sec?0d0.

Logo,
j\/xz +2X+3 dx:\/EI«/Z tg°0+2 sec’ 0 dO
= 2_|.sec fsec’0dO
:stecsede

=sec 0tg 6+ Infsec 0+1tg 6|+ c (ver Exemplo 1.6)

X +2x+3 x+1 |\/x2+2x+3 x+1|
= . +1In +
V22

+C

J2 2
:%(x+1)M+
(x+1)+vx* +2x+3

J2

+In| |+c.



Lista de exercicios

Calcule as seguintes integrais:

IV2x2—2x+1dx. J;ﬁiﬁqu

2X+1

dx dx
'[\/x2+x—3' J.(x+2)\/x2+4x+9.

Sabemos que toda fungdo continua num intervalo fechado é inte-
gravel nesse mtervalo Ou seja: se f é uma fungao continua em
[a,b] entdo existe L f (x)dx. Quando f nao estd definida num dos
extremos do intervalo [a,b], digamos no extremo a, mas existe
j f (x)dx para todo t € (a,b), podemos definir I f (X)dx como sen-
do o limite tILrep L f (x)dx quando este limite existir. Para os outros

casos a situagao é andloga. Assim, esse tipo de integrais sdo conhe-
cidas como integrais improprias. A seguir apresentaremos a defini¢ao
e o procedimento para calcular integrais impréprias. Analisaremos
cada caso separadamente.

Dado f:(a,b]—> R, se existe .[tb f (x)dx para todo te(a,b),
definimos

[ t)dx=lim [ f(x)dx, a<t<b,
a t—>a*

quando este limite existe. Caso nao exista, diremos que a
integral I f (x)dx nao existe ou nao converge.

Graficamente,

yl\

>

Figura 1.6



Dado f :[a,b) > R, se existe jt f (x)dx para todo te(a,b),
definimos

ffumx=mpffumx,a<t<b
a tob Ja

quando este limite existir. Caso nao exista, diremos que

b
.[ f (x)dx nao existe ou nao converge.
a

Graficamente,

y

y =f(x)

Figura 1.7

Dado f:(a,b) > R, escrevemos

b c b
qumx=qumx+qumx,a<c<b
quando as duas integrais do 2° membro existem.

As integrais do segundo membro foram definidas em (i) e
(ii), respectivamente.

Quando f :[a,b] >Ré descontinua em algum ce(a,b),
entdo escrevemos

b c b
qumx=qumx+qumx,a<c<b
sempre que as integrais do 2° membro existam.

As integrais do segundo membro foram definidas em (ii) e
(i), respectivamente.

Dada f :(—o,b] > R, seexistir _[tb f (x)dx paratodot € (—x,b),
definimos



[ f (x)dx = lim J'tbf(x)dx, _o<t<b

quando este limite existir. Se ndo existir, diremos que a
b
integral I f (x)dx ndo existe ou ndo converge.

Dada f :[a,0) > R, se existir It f (x)dx paratodo t [a,x),
definimos

[“fedx=tim [ f(x)dx, a<t<o,

a t

quando este limite existir. Se ndo existir, diremos que a
integral j f (x)dx ndo existe ou nao converge.
a

Dada f :(-,0)—> R, escrevemos,

[7 tdx=[" t(dx+ [ F(x)dx, —w<c<oo
quando as duas integrais do 2° membro existirem.

As integrais do segundo membro foram definidas em v) e
vi), respectivamente.

Quando uma integral imprépria existe, ou seja, o limite
envolvido tem valor finito, dizemos que ela é convergente
caso contrdrio, ela é divergente.

A seguir apresentaremos alguns exemplos.

Exemplo 1.33. Calcule, se existir,

Il dx

Solucgdo: Observemos que a funcdo f(Xx)=

dx . ,
nado esta de-
V1-x?
finida no ponto x=1. Neste caso, calculamos o limite

. t dx . t
lim =lim arc sen x O<t<l1
t>1" J0 ll_ X2 t—>1" |O ( )

=lim (arcsent—arc sen 0)

t—-1"

. TC
=limarcsent=—.
-1 2



Portanto, a integral converge e temos

=7

f(x) = dx
NS
5 o4 T i 3 5 ¥

Figura 1.8

Exemplo 1.34. Calcule, se existir,

1dx
OXZ'

Solucdo: Observemos que a funcdo f(x) =i2 nao esta definida

. X
no ponto x=0. Neste caso, calculamos o limite

o dx X!
lim —_Ilm—
50 Jt x2 50" —1
) 1
:Ilm(—1+—
t—0" t
=00.

f(x):%

Figura 1.9



Exemplo 1.35 Calcule, se existir,

3
Z  Cos X
'[ 2 dx.

0
1-sen x
COS X

Solucgdo: Observemos que f(X) =—=————== ndo esta definida
\J1—sen x

T . .
em X:E. Assim, calculamos o limite

J' COS X

0. /1—sen X

—Ilmj (1—sen x) "* cos x dx

t

(1-senx)"”
=T 1
. =

2 0

=lim| -2 /1—sen T +2j =2
tez 2

2

Logo, a integral converge, e temos

J‘ COS X

ﬂ —senx

Exemplo 1.36. Determine, se existir,
/2 t d
[t xox

Solugdo: Observemos que f(x)=tgXx ndo estd definida em
X :g e tampouco em X = —g. Assim,

I//ZZ tg xdx = .[,Onlztg X dx +j0“2tg X dx,

se as integrais do sequndo membro convergirem.

Temos

lim tg X dx + I|m J‘ tg x dx

to>—n/2

= lim (-In|cos x||f)+tlin72(—ln|cos x||;)
RN

t% 2

= lim —In1+|n|cost|)+ lim —In|cost|+|n1)

ta—rr 2 ton/2

Observamos que calculando o primeiro limite obtemos o resultado

E importante sempre buscar

a visualiza¢do do grafico da

funcgéo. Vocé pode acessar o

endereco http://fooplot.com

para plotar seus graficos

em 2D. Por exemplo, a
cos(x)

fungéo y(x) = m

¢ escrita da seguinte forma:
y=(cos(x))/(sqrt(1-sin(x))).



o, logo podemos concluir que a integral proposta nao existe, ou
seja, a integral € divergente.

Exemplo 1.37. Determine, se existir,

4 dx

OE'

1
X—2

Solucdo: Observemos que f(X)= ndo estd continua em

X =2. Assim,

J-4 dx 2 dx +,[4 dx

0x—2 Jox—2 d2x_2’

se as integrais do sequndo membro convergirem.

. rtodx .4 dx
Iim| —+Ilim| —
t527 0 X —2 tos2rdt x -2

=limIn|x -2} +limIn|x - 2|

t—2" t—2*

=lim (In|t -2|- In|—2|)+ lim(In|2| - Int - 2|)

t—>2" t—>2*

Observamos que, calculando o primeiro limite, obtemos o resultado
. Logo, podemos concluir que a integral proposta ndo existe, ou
seja, a integral € divergente.

Exemplo 1.38. Determine, se existir,
0
I e*dx.

Solucdo: Calculamos

0
tIim texdx:tlimexf (—o<t<0)
N H _ t
= lim (1-¢')
=1.

Logo, a integral converge, e temos
0
j e'dx=1-
Exemplo 1.39. Determine, se existir,

= d
.L T))((



Solugao: Calculamos

t t
—L—l

tim 2% — jim X © o iimX (1<t<oo)
t—>w \/7 t—owo +1 t—w 1

2 1 2 h

= lim 2Vt -2)=c0

t—oowo

1/2

Portanto, a integral diverge.

Exemplo 1.40. Calcule, se existir,

o dx
-[—w1+ X

Solucao: Escrevemos
= dX o dx © dXx
= +
Lo1+x2 J-—°°1+ x? IO 1+ x?

e calculamos os limites:
. dx t dx
lim
t——0 t]__|_X t—o 01+X

= lim arc tg x|O +limarc tg x|
t—>—o t t—>o 0

T T
=—| — |[+—=TT
33

Portanto, a integral converge e temos

- d
L)<>1+)§(2 -

Lista de exercicios

Calcule, se existirem, as seguintes integrais impréprias. Indique
se converge ou diverge:

3 dx d
Foly [
dx 4 dx
-[—200 x§+4. I

Nl



A seguir, apresentaremos tabela de derivadas, integrais e identi-
dades trigonométricas.

Derivadas

Sejam u e v fungdes derivéveis de X, e n constante.

1) y=u" = y'=nu""u".
2) y=uv =y'=u'v+v'u.

u , u'v—v'u
3 y=— =Y =

v v
4) y=a’ = y'=a‘(lna)u’, (a>0,a=1).
5) y=e¢e" = y'=e'u".

ul
6) y=Ilog,u :y':jlogae.
1 1 1

7) y=Inu :>y:Uu.
8) y=u’ =y'=vuu+u‘(Inu)v'.
9) y=senu = y'=u'cosu.
10) y=cosu = y'=-u'senu.
11) y=tgu = y'=u'sec’u.
12) y =cotgu = y'=-U'cosec’u.
13) y=secu = y'=u'secutgu.

14) y =cosecu

15) y=arcsenu

= y'=-u'cosecucotgu.




16) y=arccosu =V'= .
) N
17) y=arctgu =>Yy'= ! 5
1+u
18) y=arccotgu =y = _ulz.
1+u
ul
19) y=arcsecu,|ul>1 >y =——— |u>1
' " i
_u'
20) y =arccosec u,(u|>1 >y =—— |u>1.
) o2 =yt

Identidades trigonométricas
1) sen®x +cos’ x =1.
2) 1+1tg*x =sec’ X .

3) 1+ cotg®x = cosec’x .

4) Senzx :M.
2
5) cos’ X :M_

6) sen 2x =2sen X COS X.

7) 2sen xcosy =sen(x—y)+sen(x+y).
8) 2sen xsen y =cos(x—y)—cos(X+Yy).
9) 2cos x cos y =cos(x—Yy)+cos(x+Yy).

10) 1+sen x :1icos(g—xj.

Integrais

1) _[du:u+c.
un+l

2)ju“du: +c, n=-1.
n+1



3) .[O:J—U:In|u|+c.

u

4) _[a”du: 2

+c, a>0, a=1.
Ina

5) je”du:e”+c.

6) J'senudu:—cosu+c.

7) Icosudu:senu+c.

8) jtgudu=|n|secu|+c.

9) J'cotgudu:ln|sen ul+c.

10) jsecudu:ln|secu+tgu|+c.

11) '[cosec u du = In|cosec u —cotg u|+c.
12) J'secutgudu=secu+c.

13) J' cosec u cotg u du = —cosecu+c.
14) J'seczudu:tgu+c.

15) jcoseczu du=—cotgu+c.

16) j W1 glc.
a

u’+a? a
du 1, |u—-a

17) [ =2=In c, u’>a’.
u‘°-a° 2a |u+a

18) Id—uzln‘u+x/u2+a2 +C.

19) Id—uzln‘u+\/u2—a2 +C.

du u s o
=arcsen—+c¢, u“<a“.
a




Formulas de recorréncias

sen"faucosau (n-1 _
22) J'sen“au du=— +( jj‘sen” ?au du.
an n

n nt n-1
23) [ cos" au du = enaucos au +( jjcos” 2audu.

an
24) Itg au du _;%— J'tgn ?au du.
cotg"au

n _ 2y Y n-2
25) Icotg audu= ) jcotg au du

a(n

n-2 _
26) Isec” audu= ¢ augau +(n jjsec au du .
a(n-1) n-1

n-2
27) Icosec"au du — _ Sosec” “au cotg au +(n 2

oD - 1j_[cosec”‘zau du .
a(n— -

Neste capitulo apresentamos vdrias técnicas de integracao. Sa-
bendo da familiariza¢do do aluno com célculo de integrais por
substituicao, estudado no Calculo 1, iniciamos nosso estudo com
integracao por partes. Em seguida, apresentamos as técnicas de
fracoes parciais, ilustrando vérias situagdes diferentes. Ensina-
mos como calcular integrais envolvendo fungdes trigonométricas.
Consideramos situagdes diferentes de fungdes trigonométricas,
ou seja, resolvemos algumas integrais com substitui¢oes trigo-
nométricas e outras com fungdes racionais trigonométricas. No
final, apresentamos as integrais impréprias. Demos varios exem-
plos para ilustrar os assuntos apresentados e, no final de cada
se¢do, fornecemos uma pequena lista de exercicios. Para facilitar,
apresentamos no final deste capitulo uma tabela com derivadas,
integrais e identidades trigonométricas usadas freqiientemente.
A seguir, apresentamos as respostas dos exercicios propostos.



Secao 1.1

xe*+c.

%xw/(x +1)° —%«/(x +1)° +c.

—X?COSX+2C0SX+2XSen X+cC.

EXSeZX _EXZeZX +§Xe2x _Ee
2 8

Zic.

XSen X+ CosX+cC.

8

_gxz(l_x)?’/z__ E
3 15

x(1—x)*? - 105

1-x)"?+c.

Secao 1.2

E(X_sen(Zx)}Lc.
2 2

i(4x_3en(8x)j+c
32 2

3
4_18(15)( —4sen(6x) + 3sen(12x) + sen”(6x) J +cC.

4 3

1 ons
—sen*x+c.

Sec X+cC.

1 [sen5(4x) _ 2sen’(4x)

+sen(4x) [+c.
4 5 ( )}

Secao 1.3

3
_ sen’(2x)-cos(2x) —isen(Zx) -€0S(2x) +§ X+cC.
8 16 8

1 4 4 8
——Sen X cos X ——sen xcosx—Ecosx+c.



1 5 3 5 5x
—CO0S’ X SeN X +—C0S° X SeN X +—COSX Sen X +—+C..
6 24 16 16
1, 2

gcos 3x sen 3Xx+—sen 3x+cC.

1 o 1., 1

—1g°5Xx ——1g°5x +—-tg5Xx - X +cC.

25 J 15 J 5 J

Que é equivalente a

isec5(4x) -tg(4x) + isec3 (4x)-tg(4x) + isec(4x) -tg(4x)
24 96 64

+% In|sec(4x) + tg(4x)|+c

Secao 14

VX2 +4

4x

+C.

X x2—4+2|n|x+ X2_4|+c
2
3-9-4x°

2X

+C.

V9 —4x? +%In
NO+4x* -3
2X

1
ZIn
3

+C.

Secao 1.5

x-1

X

In +C.

1
ZIn
6

X—3
X+3

+C.

X_

X—<ln|x| - 2ln|x-2|+c.
2 2

gIn|x+5|+lln|—1+x|+c.
3 3



§In|x+2|+gln|2x—1|+c.
5 5

1 1-x
—+1n +cC.
X X

lIn|x|—£|n|x2 +2|+c.
2 4

Secao 1.6

—-0-————+cC.

0
tg?| = 21
g (2]+44. .

2
-———+C.

0
tal — |—-1
g(zj

0
—tgl = |+06+cC.
g(2j+ e

Secao 1.7

—In

o2l o

1 2 1 2
ﬁ(Zx—l)\/(Zx—l) +1+ﬁln‘(2x—l)+w/(2x—1) +1‘+c.
%[«/(Zx +1)* —1—arcsec(2x +1)]

In %+x+\/x2+x—3
\/x2+4x+9—\@|

+C.
X+2 |

+C.




* Secao 1.8
1) Diverge.
2) Diverge.
3 3
4

1) 6.



Capitulo 2
Aplicacoes da Integral







Aplicacoes da Integral

No capitulo anterior, apresentamos algumas técnicas de
cdlculo da integral. No Cdlculo 1, estudamos aplicagoes
da integral definida em cdlculo da drea de uma regido
plana e limitada. Neste capitulo, estudaremos aplica-
coes da integral definida em cdlculo de volume do sélido
de revolugio e comprimento de arco de uma curva uti-
lizando o sistema de coordenadas cartesianas. Introdu-
ziremos a nogdo de coordenadas polares e aplicaremos
esta nogdo para calcular o comprimento do arco de uma
curva e a drea de uma regido plana e limitada.

O volume de um sdélido desempenha um papel importante em
muitos problemas nas ciéncias fisicas, tais como: determinagao de
centro de massa e determinacao de momento de inércia. Como é difi-
cil determinar o volume de um sélido de forma irregular, come-
caremos com objetos que apresentam formas simples. Incluidos
nesta categoria estao os sélidos de revolucao estudados a seguir.

Um sélido de revolugao é gerado pela rotagao de uma regiao do
plano, em torno de uma reta chamada eixo de revolugio, contida no
plano.

Seja S o solido gerado pela rotagao da regidao do plano limitada
por y=f(x),oeixo X, X=a e x=Db em torno do eixo x. Entao
o volume V deste sélido é dado por

v =n (f(x)fax.

Podemos provar a férmula acima utilizando argumentos seme-
lhantes aos usados para calcular a drea de uma regiao plana e
limitada, mas daremos apenas uma nocao intuitiva de onde pode
vir essa formula.



O volume de um cilindro é dado por V =zR*h, onde h ¢ a altu-
ra. Se considerarmos o volume de um cilindro com uma altura

infinitesimal, teremos ((j:i_\F/]:ﬂRz' ou seja, dV = 7R?dh . Obtere-
mos o volume de um cilindro de altura ab calculando a integral
Jj dv = I:ndeh =7R’h Z O calculo do volume de um sélido de

revolugdao pode ser considerado como uma generalizagdo dessa
férmula. Se compararmos a expressdo acima com a figura 2.1, en-
tdo podemos dizer que h=x e R= f(X), perceba que na figura
nao temos um raio constante, mas sim que varia com X. Para sa-
ber o volume de um sélido de revolucao considerando uma varia-
¢do pequena ao longo do eixo X, conforme as consideragdes feitas
acima, teremos dV = z(f(x))’dx. Assim, para saber o volume de
um solido de revolugao considerando um X que vai de um ponto

a até um ponto b obtemos a integral J: dv = Jjn(f (x))?dx .

Graficamente,

y =/x)

Figura 2.1

Figura 2.2

Analogamente, quando o eixo de revolugio é o eixo y e a fronteira
da regido plana é dada pela curva x=g(y) eoeixo yentre y=c



e y=d, entdo o volume V do sélido de revolugao é dado por

V= (a(y)) dy.

Figura 2.3

Sejam f (x) e g(x) fungdes continuas no intervalo [a,b], e supo-
nhamos que f (x)>g(x)>0 para todo x € [a,b]. Entdo o volume
do sélido de revolugao gerado pela rotagao em torno do eixo x, da
regido limitada pelas curvas y = f (x) e y=g(x) easretas x=a
e x=b é dado por

V=l [ (1 00Y (@) Jox

Graficamente,

=

— / y=2gx)

a% b X

Figura 2.4



Figura 2.5

Nao é necessario que os eixos de rotacdo sempre sejam os eixos
dos x ou dos Y. Podemos calcular o volume considerando retas
paralelas ao eixo X ou eixo y como eixo de rotagdao. Neste caso,
as féormulas de célculo de volume sdo dadas por

V=nf [f(0)-LTdx

quandorotacionarmosaregiaoplanalimitadapelacurva y = f(x),
areta y=L easretas Xx=a e Xx=b em torno do eixo y=L.

Figura 2.6

O volume é dado por

V=nf[gy)-MT dy,

quando rotacionarmos a regido plana limitada por x=g(X), a
reta Xx=M easretas y=Cc e y=d em torno do eixo x=M.



y
d
x=g(y)
0 \ X
¢ X =M AN
Figura 2.7

A seguir, apresentaremos exemplos de calculo de volume de s6li-
dos de revolugao considerando diversas situagoes.

Exemplo 2.1. A regido limitada pela curva y=x?, o eixo X e as
retas Xx=1 e x=2 sofrem uma rotacao em torno do eixo x. En-
contre o volume do sélido de revolugao gerado.

Solucgdo: Temos

v =af) (1 (o o= () o

P
2| = X321
ne| =g (82-1)

1

- %n unidades de volume (u.v.).

y=x

Figura 2.8



Figura 2.9
Exemplo 2.2. Calcule o volume do sélido que se obtém por rota-
cdo da regido limitada por y=x°, y=0 e x =1 em torno do eixo

yedareta y=1.

Solucgao: Inicialmente, construimos o grafico das curvas dadas.

y

24 y=x
1.5+

1 y=1
0.5+

05 1 15 2 X

Figura 2.10

Figura 2.1



De y=x® temos x =Yy"%. Logo, o volume do sélido obtido pela
revolucdo em torno do eixo y € dado por

V= rch (g (y))zdy = n.[ol y2%dy

_3m g 3m
iy |0 =g uv
O volume do sdlido obtido pela revolucido em torno da reta y =1

¢ dado por

V=] (f(0-LYdx=n[ (-’

[ty 9y3
_njo(x 2X° +1)dx

7 4 !
| X 2% i x
7 4 .

Exemplo 2.3. Calcule o volume do sélido que se obtém por rota-
cdo da regido limitada por X’ =y-2,2y-x-2=0,x=0 e x=1.

In
=—— uv.
14

Em torno do eixo X;

Em torno do eixo y=3.

Solucgdo: Veja a Figura a seguir representando a regido:

y
ST x2=y-2
3 y=3

N

2y-x-2=0
)/LV
2 :
14

Figura 2.12

a) Volume do solido em torno do eixo x. Neste caso, temos

v =] (¢ () ~(@ ) o
- nj:l:(xz + 2)2 —(%x +1T}dx



:nj.l(x“+§x2—x+3jdx
0 4

797
=—— uv

20

b) Volume do solido em torno da reta y =3. Neste caso, a reta
2y—x-2=0 ¢é "maior" que a curva X*=Yy—2 em relacdo ao
eixo da rotacdo y =3, conforme pode ser observado na figura
2.12.Portanto,

V= nj: (3—6“1))2 ~(3-(x* +2))2}dx

5 43 2 X
=7 ——+§—1+3 =E u.v.
4 20

Exemplo 2.4. Encontre o volume do sélido gerado pela rotagao
em torno da reta X =-3 da regido limitada pelas duas pardbolas

x=y-y’ e x=y*-3.

Solucgéo: Determinamos inicialmente as interse¢oes das curvas da-

das.
y-y =y’ -3=2y*-y-3=0
3
=>y== =-1
y 20Uy
:>x:—§ou X=-2.
4

Logo, os pontos de intersecdo das duas curvas sdo (—%E) e

(-2,-1).



\X:y_yZ , X:y2_3

Figura 2.13

Aplicando a formula, obtemos
V= nfllz[(y— y? +3)2 ~(y*-3+ S)Z}dy
= [y sy -y oy

= nfllz[—Zy3 —5y? +6y+9]dy
3/2

4
=7{_y7—§y3+3y2 +9y}

-1

(B2
g

_[814522776}

+
32 8 4 2 6

Exemplo 2.5. Calcule o volume gerado pela rotacdo da regiao li-
mitada pela pardbola y=4x-x*,asretas y=5, x=0e x=4 em
torno da reta y =5.

Solucdo: Conforme a Figura 2.12, 5> 4x— X2,



3T fy=4x-x

Figura 2.14
Logo,
V= n.[:(S— (4x- xz))zdx
= n‘[o4[25+ (4x — xz)2 —10(4x - xz)}dx

= TEJ.: (x4 —8x*+16X° — 40X + 25)jx

4

5
NI TPV VNPT
5 3 0
:n[@—slmﬁ—szoﬂoo}
5 3
412
= ——-170 U.w.
15

Observamos na secao anterior que, quando giramos uma regiao
plana limitada por um eixo ou uma reta fixa, obtemos um sélido
de revolugdo, mas também obtemos uma superficie de revolugio. Po-
demos, entdo, calcular a drea desta superficie.

Seja y = f(x) equacdo da uma curva, onde f e f'sao fungoes
continuas em [a,b] e f(x)>0, Vx e[a,b]. A drea de superficie de
revolugdao S, gerada pela rotagdao da curva y = f(x) ao redor do
eixo X (veja Figuras 2.1 e 2.2) , é definida por

A=2nj: f(X)y1+[F'()Tax.

Vamos considerar agora uma curva X =g(y), g(y) =0, vy e[c,d]
em vez de y = f(X). Se giramos esta curva em torno do eixo y



, , obtemos novamente uma superficie de revolugao. A area desta
Veja como se obtém

essas formulas no livro: superficie é dada por
GONCALVES, Mirian Buss;

FLEMMING, Diva Marilia. d 2
Calculo B: funcdes de 4= 2“]; g1+ [g,(y)] dy.
varias variaveis, integrais
multiplas, integrais
curvilineas e de superficie. ~ . )
2. ed. rev. e ampl. S3o rotacao em torno do eixo X da curva y“=4x de x=0a x=1.

Paulo: Prentice Hall, 2007.

Exemplo 2.6. Calcule a area da superficie de revolugao gerada pela

Solucdo: E dado y? = f(x) =4x. Derivando os dois lados obte-

2
mos, 2yy'=4, onde y —S—y Isto implica que Y’ _T Vamos
X

supor y >0 o que assegura que \/? =Y. Logo, pela formula aci-
ma, temos a area dada por

A= 2nj f (X)y/1+ (F'(x))%dx
_Zn_[ y(x) 1+(y(x))dx
:ZnI y(X) 1+Ey(2)J dx , pois y(x)—i

y(x)
vy (X)+4
_2nj y(x )/ 00 dx

1M y?(X) +4 dx

=47 = 8?“(2\/5—1) unidades de area (u.a.)
0

Exemplo 2.7. Calcule a drea da superficie de revolugao gerada pela
rotagdo, em torno do eixo Yy, da curva dada por x=y°, 0<y<2.

Solucgao: Aplicando a formula, obtemos

A=2r["g(y)1+[g'(»Tay

- znjoz Y31+ (3y2)2dy = 27:]02 y31+9y*dy -

Vamos calcular a integral

[y L+oytay:



Substituindo 1+ 9y* =t, entdo 36y°dy = dt, ou seja, ydy = ﬂ

36
Logo,
j yi 1+ 9ytdy = 3—16.fx/fdt
3/2
_1r-_1 1+9y4)3/2.
363/2 54
Portanto,

A= 2n5i4(1+ 9y*)”

_ %(145J14_5 —1) u.a.

2
0

Lista de exercicios

Determine o volume do sélido de revolugao gerado pela ro-
tagao, em torno do eixo X, de regiao limitada por:

y=2x+1 x=0, x=3ey=0.
y=x’+1, x=1, x=3ey=0.
Determine o volume do sélido de revolucao gerado pela

rotagdo, em torno do eixo Yy, de regido limitada por:
y=Inx, y=-1 y=3ex=0.

Calcule o volume do sélido gerado pela rotagao em torno da
reta Y =3 da regido limitada por: y=1-x*, x=-3, x=3 e
y=3.

Determine o volume do sé6lido obtido com a rotacao da re-
giao limitada por Yy = Jx e pelas retas y=3 e Xx=1 em tor-
no:

do eixo X;

doeixo y.
Determine a area de revolugao obtida com a rotacao da re-
gido limitada pelas retas y=2x, y=0 e x=1 em torno:

do eixo X;



do eixo y.

A seguir, apresentaremos o comprimento de arco de uma cur-
va plana em coordenadas cartesianas. Em coordenadas polares
esses cdlculos serdao dados posteriormente. Seja f uma fungao
continua no intervalo fechado [a,b]. Consideremos o gréfico da
funcao y = f(x).

B= (b, f(b))
y=1()

_

A=(a f(a)

a b X

Figura 2.15

Sejam A(a, f(a)) e B(b, f (b)) dois pontos na curva y = f(x). Seja
s o comprimento da curva AB do gréfico da funcdo y= f(x).

Entdo s é dado por
s= {01+ (F'(0) dx.

A férmula dada acima podera ser obtida aplicando os argumentos
semelhares aos usados no calculo da area. Neste trabalho, exclui-
remos esses cdlculos. A seguir, apresentaremos alguns exemplos.

Exemplo 2.8. Determine o comprimentodearcodacurva y = 24X,
0<x<1.

Solucgdo: Temos

y=2Jx=2x"? = y':ZEX%_l:i.
2 Jx



y=2X

Figura 2.16

Logo,

= '[01 1+[%j2 dx
e

x+1 . . . N . .

Sabemos que /— ndo tem integral imediata. Entdo a identi-
X

dade trigonométrica mais proxima, de v/ x+1, é 1+th0. Assim,

substituimos X por tg®@, entdo dx = 2tg6-sec’0d6 . Logo,

2
—J '9 ele2tg€)sec 0do

_Zjﬁtg 0sec’0do

= ZJ'sec 0do

=sec 0tg 0+Injsec 6+1tg 6|.

(utilizando Exemplo 1.6 - capitulo 1)

Como X = tg?0 temos tg 0 =/ .

Figura 2.17



Portanto,

s=2 M-\/}+|n‘M+&
:2[\/§+In(\/§+1)} U.C.

Exemplo 2.9. Calcule o comprimento do arco da curva
24xy =x*+48 de x=2 a x=4.

1
0

)

Solugdo: Temos

24xy = x* +48
1 5, 2
SYy=—X+—
24 X
Ly ¥ 2 X6
24 x2 8x%
Agora,

2
s:'|'ab,/1+(y')2 dx :Jj 1+{X;;216j dx

:J‘:\/l+ ! (x8+256—32x4)dx

64x*

4 [x®+32x* + 256 4 x* +16
:I n dx =J. — | dX
2 64x 2\ 8x

1 ) 1[x 167
:gj':(xz +16x )dx =g[%—71

:1 6_4_4_§+8 :l §+4 :E u.v.
8] 3 3 8] 3

Exemplo 2.10. Determine o comprimento dearcodacurva y =In x

entre os limites X = \/§ e X= \/§ )

Solucgdo: Temos

.1
y=Inx=y'==.
X

ﬁ/ 1Y B X7 +1
S:L§ 1+(;) dx=L§ de.

Logo,



Inicialmente calculamos a integral I

2
1 S
j dx sem utilizacdo dos
X
limites. Fazendo X =tg © que fornece dx =sec®0d0, obtemos

2
s:j 9 92+1seczede

_.[ﬂsec 0do

Isec 9
tg 6
:j%nede
sPo——
cos o

:J.coseceseczede.

A sequir, calculamos a integral Icosecﬁseczede utilizando a
técnica de integracdo por partes.

Tomando u = cosec O e dv = J.sec2 0do, temos
du = —cosecOcotg06d6O e v=tg0. Aplicando a formula de inte-
gracao por partes dada no capitulo 1, obtemos

J' cosecOsec’ 0 dO = cosecO tgo — J' tg 0 (—cosecH cotgH)do
=coseco tge+jcoseced6

=cosecO tg0+In|cosecd—cotg0|.

Agora x=tg® implica que (usando trigonometria)

VX% +1

cosecO= e cotgezl. Portanto,
X X
2 2 2
.[\/X 1 Vx + WK 1
X X | X X

{2
:\/x2+l+lnx+l_1-

Aplicando os limites de integracdo, obtemos



NG)
\/’ 2 /2 _
L/; X_-:ldxz «/x2+1+lnL11
V X X

NG
Jo-1 4-1
=49 +In —J4—In
V8 V3
2
=3-2+Inj =1+iln(§j u.c
5 2 2

Lista de exercicios

Determine o comprimento das curvas dadas por:

2
yzx——llnx, 2<x<4,
2 4

y=x"?de x=0 a x=4.
y*=8x" de x=1a x=8.

6xy=x'+3dex=1lax=2.

No sistema de coordenadas cartesianas, o par ordenado (a,b) de-
nota o ponto cujas distancias orientadas a partir dos eixos y e
X sdao a e b, respectivamente. A seguir, apresentaremos outra
forma de representar um ponto no plano, conhecida como coor-
denadas polares. Para definirmos as coordenadas polares, primeiro
escolhemos um ponto fixo O no plano, chamado pdlo ou origem,
e uma semi-reta orientada, conhecida como eixo polar, com ori-
gem em O. Em seguida, consideramos um ponto arbitrario P do
plano, diferente de O. Entdo, o ponto P pode ser localizado por
meio de sua associagao a um par coordenado polar (r,0),no qual
r da a distancia orientada de O a P e 0o 6 d4 o angulo orientado
do eixo polar a semi-reta OP. Como de costume, 6 é considerado
positivo se o angulo for descrito no sentido anti-hordrio do eixo
polar para OP e negativo no outro caso.



P(r,0)

0
origem ou polo eixo polar

Figura 2.18

r é a distancia orientada de 0 a P
P(r,0)

é angulo orientado do eixo polar ao OP

Figura 2.19

As coordenadas polares de um ponto nao sdo tnicas. Por exemplo,
(2, %) , (2, - %) e [2, %Ej representam o mesmo ponto. Veja a Figura
220:

P2 Ey=P2=p@®
373 3

eixo polar

Figura 2.20

Podemos também representar os pontos no plano nos quais r

seja negativo. Por isso, falamos acima a palavra “distancia orien-
. o T <

tada” ao definir P (r,0). O ponto simétrico ao P (2, Ej em relagao

a origem é representado por P'(—Z,%) . Veja a Figura 2.21:



P2,

w|a

eixo polar
P2
Figura 2.21

Assim, podemos dizer que coordenadas polares podem ter valo-
res negativos de r ede 6.

wl|a

O ponto P '(—2, j também pode ser representado por P (2, 4?“) ,

o)

wl|a

ouseja, P '(—2,

a-':::l . = 4—
P2 3)=P@ 3

Figura 2.22
Exemplo 2.11. Mostre o ponto que tem coordenadas polares
P (3, - gj Encontre um outro conjunto de coordenadas polares deste

ponto, para o qual:

r<0e0<0<2m.

r>0e0<0<2x.



r<0e-2n<0<0.

Solucao: Veja abaixo quatro figuras representando o mesmo pon-
to com diferentes coordenadas, conforme solicitado:

0
T eixo polar
6
3
P(3,-L
( 6)
Figura 2.23
' (3.57
P (3,7)
5
3 6
" p(3,5z
(-3,
Figura 2.24
lin
6
0
eixo polar
p@3,Un
( < )
Figura 2.25
P'(3,-1z
( 6)

eixo polar

3.7
P (-3, Fﬂ)

Figura 2.26



Grafico da funcéo polar
r(0) =1+ cos(6)

z
2
:—y4

3n
2

Gréafico da funcéo polar
r(0)=1-sen(0) =1—sen( —0)

z
/\|A2
T .. Fr
wzs
31
2

Gréafico da funcéo polar
r@)=2

K
HZ\
b ; ; r
3n
2

Para construir os gréficos das curvas dadas em coordenadas po-
lares, é importante fazer algumas consideragdes, principalmente
em relagao a simetria da curva.

Simetria em relagdo ao eixo polar

Se o ponto (r,0) for substituido na equagao dada por (r,—0)
ou (-r,n—0) e a equagdo continuar sendo a mesma, entao
neste caso dizemos que a curva é simétrica em relacdo ao
eixo polar.

Simetria em relacdo ao eixo Y

Se o ponto (r,0) for substituido na equagdo dada por (r,—6)

ou (-r,-0) e a equagdo permanecer a mesma, entdo dizemos
e - . .

que a curva dada é simétrica em relagdo ao eixo > ou seja, 0

eixo Y.

Simetria em relagdo a origem

Se o ponto (r,0) for substituido na equagéo dada por (-r,6)
ou (r,m+0) e a equagdo permanecer a mesma, entdo dize-
mos que a curva dada é simétrica em relagao a origem.

Também é importante encontrar os valores de 0 para os quais a
curva passa pelo pdlo.

Exemplo 2.12. Teste as simetrias do grafico de

r=4cos20.

Solucdo:
i) Substituir (r,0) por (r,—0),
r=4cos 20
=4c0s2(-0)



=4c0s 26, pois cos® =cos(-9).
Logo, r=4cos 26 ¢ simétrica em relacdo ao eixo polar.
ii) Substituir (r,0) por (r,n—8),
r=4cos20 =4cos2(n—0)

=4c0s(2n—20)=4c0s26.

Portanto, existe simetria em relacdo ao eixo .
iii) 7@ Opgdo: Substituir (r,8) por (-r,0),
r=4cos 20

—r=4cos 20. (Nio vale)
2¢ Opgdo: Substituir (r,0) por (r,m+0),

r=4c0s26 =4cos2(n+0)
=4cos(2n+260)

=4.c0s20. (Vale)

Portanto, existe simetria em relacdo ao polo.

Observacao: Nas trés situagOes acima, temos duas possibilidades
para cada uma. Para valer a simetria, é necessario satisfazer pelo
menos uma das duas opg¢des dadas.

Exemplo 2.13
Trace o grafico da equagao polar
r=2(1+cos9).

Solugao: Sabemos que a funcdo cosseno decresce de +1 a —1
quando O variade O a m, portanto r decrescerade 4 a zero neste
intervalo. Também podemos observar que a curva r =2 (1+ CcoS 9)
¢ simétrica em relacdo ao eixo polar, pois cos6 = cos(—0) . Neste
caso, € suficiente tracar a curvade 0 a m, poisde m a 2r ela sera
simétrica. Veja a tabela abaixo com alguns valoresde r e 9.



o|a
NS
wl|a
NS
w
AN
o

2+3 2442 3 2 1 2-J2 2-3 0

Figura 2.27

Exemplo 2.14. Trace o grédfico do Exemplo 212, ou seja,
r=4cos20.

Solugao: Observamos pelo Exemplo 2.12 que a curva € simétrica
em relacdo ao eixo X e ao eixo Y. Portanto, € suficiente tracar de

OaE.
2
Em osesg, r=0=4c0s20=0=c0s20=0=20=—=_ ou

seja, Ozg. Isto quer dizer que, quando 9:% temos r=0, ou

. \ T
seja, a curva passa pelo polo quando e:z.

T T Y T
0 0 — — — —

6 4 3 2
r 4 2 0 -2 —4



r .
eixo polar

Figura 2.28

Pela simetria da curva em outros quadrantes, temos o resultado final.

-

eixo polar

Figura 2.29

* Algumas curvas polares

a) Circunferéncias

r= asenf

a>0

a<o0

Figura 2.30



r=acosf
a<0 a>0

Figura 2.31
/////"\\\<\acdR
Figura 2.32
b) Espiral
471 r=0
- \
N
Figura 2.33
¢) Retas
s
2
a
0
rsen0=a,a>0

Figura 2.34



s
2
0
-a
rsen=a a<0
Figura 2.35
T
2
0 b X
rcos9=5b, b>0
Figura 2.36
-b 0 X
rcosd =h, b<0
Figura 2.37

2.3.2 Relacao entre coordenadas cartesianas
retangulares e polares

As coordenadas cartesianas retangulares de um ponto P(X,y) e
as coordenadas polares deste mesmo ponto P (r,0) estdo relacio-
nadas da seguinte forma:

i) X=rcos0, y=rsen®o.

i) rr=x"+y%



P(x, ») =P(z; 0)

l
lx

Figura 2.38

Observagdo. Se r <0, ouseja, [r|=-r e 0<6< g, pela Figura 2.37

vemos que:

cosp=—-"X_X, senez_—y:_—:l,
| -r r | -r r

0 que assegura X=rcos e y=rsen 0, também neste caso. Para
os outros valores de 6 a situagdo é andloga.

P('Xv 'y)

P(x,y) =P(r, 8)

Figura 2.39

Portanto, podemos dizer que as formulas Xx=rcos6 e y=rsen 6
sao vélidas para qualquer r, seja ele positivo ou negativo.Se r =0,
entdo o ponto é o polo, independente do valor de 6.

A seguir, daremos exemplos de transformacdo de equagdes de
um sistema de coordenadas para outro.

Exemplo 2.15. Transforme as equagdes dadas em coordenadas
cartesianas:

rcos9=3.

r? =3sen 20.



Solucdo:

i) rcos0=3 = x=3, pois Xx=rcos0.
ii) Sabemos que x=rcos0 e y=rseno.
Logo,

r? =3sen26 =6senHcos 6, onde utilizamos a identidade trigono-
métrica sen26 = 2sen@cos@, entio:

r2=615, r+0
rr

(x2 + yz)2 = 6Xxy

ou, X" +y* +2xy(xy—3)=0.

Exemplo 2.16. Encontre uma equagao polar que tenha o mesmo
grafico da equagdoem X e y:

X2+ (y-2) =4.
Xy=4.
Solucao:
i) Temos
X +(y - 2)2 =4

X*+y*—4y+4=4

2 2

X°+y =4y
r’=4rsen0

ou r=4sen0, r=0.
ii) Temos

Xy =4

r’ cos fsen 0 =4

Como sen26 =2senfcosd = senHcosh = %senze , portanto

rzlsen20=4
2



ou, r’sen20=8.

Lista de exercicios
Transforme as equagdes cartesianas em equagdes polares:

X*=y. x*—y?=3.
X*+y?=9. X2+ xy+y*=3.

Transforme as equagdes polares em equagdes cartesianas:

rsen9=0. r=4cosecO.

r(cos0+sen6)=1. r’=4rseno.

A férmula em coordenadas polares para o comprimento de arco de
uma curva r=f (8), <6<, é dada por

B |, (dr ?
S= j r-+{—1do.
a do
A seguir, apresentaremos alguns exemplos.

Exemplo 2.17. Encontre o comprimento da cardidéide r =1-cos 6.

Solugao: Observamos que a curva r=1-c0s0 € simétrica em
relacdo ao eixo polar, pois cos(—0) = cos 0. Veja a Figura 2.38:

(SIS}

eixo polar

r=1-cos 0

Figura 2.40



E suficiente calcular o comprimento do arco de 0 a m e multipli-
ca-lo por 2, em vez calcula-lo de 0 a 2m:

s_Zj r +(ng do = Zj \/(1 cos 0)° +sen’0 do

Aplicando a identidade trigonométrica 1_Cosezsenzg, entdo
podemos escrever
T 0 o[
=4| sen| — |d6=4(-2)cos—| =-8(0-1
Jsen( 3 a0 -4 (-2)cos ] ~-8(0-1)

=8 unidades de comprimento (u.c.)

Exemplo 2.18. Encontre o comprimento da curva

= JL+sen26, 0<0<m/2.
Solucéo: De r =,/1+sen 26 temos

1
£:1(1+sen 26)5_12005 20 =ﬂ.
dao 2 J1+sen 20

Logo,

g

\/+sen 20+ cos” 20 —————do

1+sen 20

\/(1+sen 29) +C05? 29 :J.Onﬁﬁde

1+sen 20

_2nuc

0

Exemplo 2.19. Encontre o comprimento da espiral

r:iee, 0<0<T.

N

Solugdo: Temos

5T (T




= J.n,/ieze +Lewgg
oy2 2

= IO e’do = e9|z —e"—~1u.c.

Lista de exercicios

Determine o comprimento das curvas dadas por:

r=-1+cos0.
r=2sen 9+Zcose,0§e£§.
r=+1+co0s20, —ggesg.

r=asen6,a>0.
r=acosf, a>0.

r=a,a>0.

A area de uma regiao plana limitada pela curva r= f(0), e por

duas semi-retas 6 =0 e 8 =f, com origem no pdlo, é dada por

1 2
A:EL[f(G)] de.

r=1f(0)

]

0 o B

eixo polar
Figura 2.41



Exemplo 2.20. Encontre a area da regido no plano limitada pela car-
didide
r=1-cos 0.
Solucdo: Como a curva dada € simétrica em relacdo ao eixo polar,

entdo é suficiente calcular a areade 0 a m emvezde O a 2m, e
depois dobrar o valor obtido.

oIy

-1 -0,5 O]\ eixo polar

r=1-cos 0

Figura 2.42
1 n 2 m 2
A=2§j0 (1-cos0) d6 = [ (L+cos” 60— 2cos 6)d6

1+%—Zcose}de

Il
—_—
S 3

J' 3L 0s20-2c0s6 o
0|27 72

—-2sen0

[3 1sen 20
26+

o

:gn unidades de area (u.a.)

Exemplo 2.21. Calcule a area no interior do circulo r=3cos0 e
exterior a cardidide r =1+ cos 6.

Solucao. Primeiramente, encontramos os pontos de intersecéo en-
tre as duas curvas.

1+cos©=3cos0O

:>cose:1
2

T oue=-2
3

=0=



Y,
1,5+

r =3cos 0

1
G
-1
1,5+

Figura 2.43

Pela simetria de duas curvas em relagcdo ao eixo polar € suficiente
, T T T .
calcular a area de 0 a — em vez de —— a —, e depois dobrar o
3 3 3
valor.

Logo,
1 ¢n/3
A= ZEIO [(3 oS 6)2 —(1+cos e)z}de

= Ion/3(9 cos’>0—1-cos?0—2cos e)de
= IM(SCOS2 0—2cos 9—1)d6
0
=I“’3{8(M]—1—2cos e} d6
0 2
/3
= [, [3—2cos 6+4cos 20] do
0

/3

=[36—-2sen 6+2 sen 26]
=T Uu.qa.

0

Exemplo 2.22. Encontre a drea total da lemniscata
r? =2 cos 26.

Solucdo: Observamos pela Figura 2.42, que a curva € simétrica em
relacdo ao polo e ao eixo polar.

y

0,41
012_.

Il Il
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20,2
-0,47

Figura 2.44



Portanto, € suficiente calcular a area de 0 a 1 e depois multipli-
ca-la por 4:

A=41j“’42coszede
2 0

:4[sen 29}
2

=2 u.a.

nl4

0

Lista de exercicios
Calcule a 4rea da regido do plano limitado pela curva:
r=1-cos0.
r=2sen20.
r=3(1+seno).
Encontre a area das seguintes regides limitadas:
Interior ao circulo r=3sen 0 e exteriora r=1+sen 6.

Interior ao circulo r =1 e exteriora r=1-c0s0.

Neste capitulo apresentamos algumas aplicagdes das integrais.
Iniciamos nosso estudo com calculo de volume de sélido de revo-
lucao e comprimento de arco, utilizando o sistema de coordena-
das cartesianas. Introduzimos as coordenadas polares, apresenta-
mos sua relagdo com coordenadas cartesianas e explicamos como
construir graficos em coordenadas polares. Apresentamos, tam-
bém, o calculo de comprimento de arco em coordenadas polares e
explicamos como calcular a drea de uma regido limitada do plano
em coordenadas polares. Demos varios exemplos para ilustrar os
assuntos apresentados e no final de cada segao, fornecemos uma
pequena lista de exercicios.



Secao 2.1.3

1016

i) 57w w.v,; ii)

nl s 1 _
E —e—2 u.o.,

966
—T

T U.0.

u.o.
i) 327 u.v ;i) %n uv.
i) 251 w.a;ii) V5 uc.
Secao 2.2.1
1
6+Zln2 =6,173 u.c.

%[10@ ~1]=9,073 uc.

2—17 (52+/527 —125) u.c

E =1,416 u.c.
12
Secao 2.3.2.1
rcos’0-sen0=0. r’cos20 =3.
r2=9. (214 3820y 5
2
y=0. y=4.
X+y=1. X +y?=4y.
Secao 2.3.3.1
8 u.c. V2r uc.

\/ETE u.c. am U.C.



az U.C. 2am u.c.
Secao 2.3.4.1

i) gn u.a,ii) 2z u.a.;iii) 2—2731 u.a.

T
1) ® u.a,;ii). 2——.
) ) 1



Capitulo 3

Funcoes de varias

variaveis







Funcoes de varias variaveis

Até agora trabalhamos com fungoes que envolviam uma
tinica varidvel. Entretanto, em vdrios problemas reais,
encontramos fungoes com duas ou mais varidveis inde-
pendentes, por exemplo:

i) A drea A de um tridngulo de base b e altura h é dada
por A:b—zh. Para cada par de valores b e h existe um
valor correspondente para a drea A. Dizemos que a
drea é uma fungdo de duas varidveis, b e h, e escrevemos

A(b,h):b—zh.

ii) O volume V de um cone é dado por V = % r’h, onde

r éoraiodabasedo conee h éaaltura. V éuma funcio

. . n
de duas varidveis, r e h, e indicamos V (r,h)= Erz h.

iii) O montante M de um capital C aplicado a taxa i %
por periodo, durante n periodos édadopor M =C (1+i) .
Aqui, M é uma funcgdo de trés varidveis, C, i e n, e
escrevemos M (C,i,n)=C(1+i)".

iv) A equacdo de estado de um gds ideal é dada por

nRT , - , P
p= v onde p é pressio, V é o volume, n é massa

gasosa em moles, R é constante dos gases ideais, e T ¢é
a temperatura. Para cada quddrupla de valores n, R,
T eV, a formula acima produz um valor para p, ou
seja, p éuma funcio de quatro varidveis n, R, T e V.



v) Umafibricadealimentosusa n ingredientes diferentes
paraproduzirum determinado alimento, sendo c; o custo
por unidade do i-ésimo ingrediente. Se sdo necessdrias
X, unidades do i-ésimo ingrediente, entio o custo total
C para produzir o alimento é uma fungdo de n varidveis
X, Xy, X, dada por:

C (Xy) Xy e Xy )= CyX, +CyXp + 0o+ C X,

Para apresentar a defini¢ao de fungao de varias variaveis, precisa-
mos considerar pontos no espago n-dimensional R". Lembramos
que R"=Rx...xR é o conjunto de todas as n-uplas ordenadas
de nimeros reais. Cada n-upla ordenada (Xl, Xyyuees Xn) é um pon-
todo R".

Seja A um subconjunto de R". Uma funcao real f
de n variaveis reais, definida em A, é uma relacao entre A e R
que associa a cada ponto (X, X,,...,X, )€ A um tnico valor real z,
denotado por z = f (X, X,,..., X, ).

Escrevemos: f:A— R

(% X X ) £ (X X000, X, )

As varidveis X, X,,..., X, sao varidveis independentes, e z é a va-
riavel dependente.

O conjunto A é denominado dominio da funcdo f, e é denotado
por D(f).

O conjunto de todos os valores possiveis de f é chamado ima-
gem de f, e é denotado por Im(f). Assim,

Im ()= {f (X X0 X ) (X Xg1r X, ) € A}

={zeR|z="f (X, X, X, ) COM (X, %y, X, )€ AL



Exemplo 3.1. Determine o dominio e a imagem das seguintes fun-

coes:

f(y)=yx+y-2;

g (% Y)=36-x"-y*;
Z2=2x+3y—-4.
Solucdo:

a) A funcdo f € uma funcdo de duas variaveis. O dominio da
f é o conjunto de todos os pontos (X,y) de R? para os quais
f (x, y): \JX+Yy—2 éum nimero real. Neste caso, a fungio esta
definida se o radicando for ndo-negativo. Assim, o dominio da
funcdo f ¢

D(f)= {(x,y)e R?| x+y22}.

Eaimagemda f,

Im(f)={zeR|z=\x+y-2 com (x,y)eD(f)}

= [0,+oo).
b) O dominioda g é

D(9)= {(x y)eR?*|x*+y? 336}.

A'imagemda g ¢
Im(g) =3z eR|z=4/36—x*—y* com (x,y) e D(g)}.

Temos z>0 e vale a relacdo 36—X2—y2S36. Assim,

0<4/36—x*—y? <6. Portanto, Im(g)=]0, 6]

¢) O dominio da funcdo z=2x+3y—4 é todo o espaco R?, ou
seja, D(z)=R".

Os valores possiveis de z formam a imagem da funcdo. Neste caso,
Im(z)=R.



Exemplo 3.2. Determine o dominio da fungao

g (X, y, Z): ij e Calcule g (2, 1, 1)

Solucéo: O dominio da fungdo g ¢

D(9)= {(x y,z2)eR®|2x+y+12 7&4}.

1

1
2,11)=—-—=—.
g( ) 4+1+1-4 2

Exemplo 3.3. Determine e represente graficamente o dominio das

seguintes fungoes:

1
f(Xy) =———=;
1_X2_y2

g(x,y) =In(x* - y);

h(x,y,2)=4—x* —y*—2*;
m(le)ley—X-i-\/]j.

Solucao:

a) A funcdo f ¢é uma funcdo de duas varidveis. O dominio da
f € o conjunto de pontos do R? tais que 1-x*—y?> >0 ou
x* +y? <1. Assim,

D(f)= {(x y)eR?|x*+y? <1}.

A Figura 3.1 mostra a regido do R? que representa graficamente

o dominio da f.

Figura 3.1



b) A funcdo g € uma funcio de duas variaveis. Assim, o dominio
da g € um subconjunto do R?. Para a expressdo da g fornecer
um numero real, precisamos ter

X*-y>0 ou y<Xx’.
Assim,
D(g):{(x,y)eR2|y<x2}.

A representacdo grafica do dominio € apresentada na Figura 3.2.

I

Figura 3.2

¢) O dominioda h ¢é

D(h)={(xy,2)eR*|4-x*-y*-7° 20}
={(xy.2)eR X +y’ + 27 <2*}.

Geometricamente, o dominio de h representa o conjunto de todos
os pontos de R® pertencentes a esfera de centro na origem e de
raio 2, e os pontos da regido do espaco limitado pela esfera, como
mostra a Figura 3.3.

Figura 3.3



d) A funcdo m ¢é uma funcio de duas variaveis. O dominio da m
é 0 conjunto de pontos do R? tais que
y—-x>0el-y=>0,
ou s€ja,
y>xe y<l1
Assim,
D(m)={(x,y)eR?|y>xey<1}

A representacdo grafica do dominio € apresentada na Figura 3.4.

y=x

y=1

Figura 3.4

Exemplo 3.4. Dada a fungdo f(x,y,z)=2x*+y-3z,

determine o dominio;

encontre a imagemda f;

calcule f(-1,2,-5);

calcule f(x+AXx,y,2).

Solucao:

a) 0 dominio da f é R®.

b) Aimagemda fé R.

o) f(-1,2,-5)=2-(-1) +2-3-(-5)=19.
d) f(X+AX,y,z)=2(x+Ax)"+y-3z

= 2(X* + 2XAX+ AX*) +y -3z



= 2X% +y — 37 + AXAX + 2AX°.

Sejam f uma fun¢do de uma varidvel real e g
uma fungdo de n varidveis reais. A fun¢do composta de f com
g, denotada por fog, € a fungao de n variaveis definida por

(f e @)X Xp0e X )= F(I (X %0000 %,)).

O dominio de fog € o conjunto de todos os pontos (X;,X,,..., X, )
no dominio de g tais que g (xl, Xy seens Xn) estd no dominio de f .
Simbolicamente, escrevemos:

D(fog)={(X: %% )eD(9) 9 (X %, %, )e D ()},
Exemplo 3.5. Dadas as funcdes f(t)=t*e g(x,y)=x-y,

determine (f oQ);

encontre o dominioda fog;

calcule (fog)(1-2) e (f og)(x? y?).

Solucdo:

a) (fog)(x.y)=f(g(xy))=f(x-y)=(x-y)"

b) O dominio da f ¢ D(f)=R. O dominio da g é D(g) =R’
Assim, o dominio de f og € o conjunto de pontos de R? tal

que g(x,y)eD(f), ou seja, os pontos (X,y)eR? tais que
x—yeR. Logo, D(f og)=R".

¢) (fog)(L-2)=@1-(-2))"=9 e (fog)(y", x*) =(y* -x*)".
Exemplo 3.6. Dadas as funcoes g(s)=Ins e f(x,y,z2)=x*+y+2z,

encontre go f ;

apresente o dominio go f .
Solucao:

a) A funcdo composta

(gof)(xy.2)=0(f (x,y,z)):g(x2+y+z): In(x2+y+z)



b) O dominio da g é D(g)=(0,+). O dominio da f ¢
D(f)=R® Assim, o dominio gof & o conjunto de todos os
pontos de R®, tais que f(X,y,z)e(0,+), isto & os pontos de
R? tais que x> +y+2z>0. Logo,

D(gof):{(x,y,z)e]R3|x2+y+z>0}.

Exemplo 3.7. Considere as fungdes f(t)=arcsent e
g(x,y)=+1-x*—y*. Determine fog e D(foqQ).

Solucao:

(fea)(xy)=f(g(xy) = f(y1-x*—y?)
=arcsen 1-x°—y?>.

0 dominio da funcio composta fog é
D(feg)={(xy)D(9)lg(xy)=D(f)}.
Temos que o dominio da g ¢é
D(9)= {(x,y)e R? | x* + y? sl},
aimagemda g ¢ Im(g) =[0,1],eodominioda f ¢ D(f)=[-11].
Como Im(g) < D(f), segue que
D(fog)=D(g)= {(x,y)e R? | x* +y? Sl}.

Lista de exercicios

Expresse como fungao de trés varidveis o volume de um pa-
ralelepipedo reto-retangulo de base de lados X e Y, e altura
Z,

Determine o dominio e o conjunto imagem das seguintes
funcoes:

f(X,y)=3x+2y+3;

7=+X"+y*—4.



Faga uma representacdo grafica do dominio das fungdes:

f(xy)=yx*+y’-9;

g(x,y)=In(x+y).

Considere as funcdes f(t)=+/t, g(x,y) =1—(x—-1)? - (y—2)?
e encontre fog, D(fog) e (f og):(%,Z).

Uma fungao polinomial de duas variaveis X,y é uma funcao

f tal que f(x,y) é asoma de termos da forma cx"y", onde
¢ é um niimero real e N e M sdo inteiros nao negativos. O
grau da funcdo polinomial é determinado pela maior soma
dos expoentes de X e Y que aparecem em qualquer termo.
Determine o grau das seguintes func¢oes polinomiais:

f(xy) =x’y+2x+le g(xy)=x"+x‘'y’ +X°y+3;

defina fungao racional de duas variaveis usando o concei-
to de funcao racional de uma variavel;

dé um exemplo de fungdo racional de duas variaveis e
determine o seu dominio.

Como no estudo das fung¢des de uma varidvel, podemos definir o
grafico de uma fungao de vérias varidveis.

Seja f uma fungdo de n variaveis. O gréfico de f
é o conjunto de pontos do espaco R"™* dado por

graf (f)= {(xi,xz,...,xn, f (X %o %, ))ER™ [ (X, %, 00, %, ) € D(f )}

No caso em que n =1, o gréfico de uma fun¢ao f de uma varia-
vel é uma curva C com equagdo y = f (x,).

Quando n=2, o grafico de uma funcao f é uma superficie S
com equagao z = f (x,X,).

Quando n =3, ndo podemos esbogar o gréfico da fungao f , pois
ele esta no espaco tetradimensional.



Exemplo 3.8. Esboce o grafico da fungdo f(x,y)=3-2x-3y.

Solugao: Para esbocar o grafico de uma funcdo, temos que conhe-
cer o dominio desta fungo. O dominio da funcdo f ¢ D(f)=R?
e o grafico da funcdo f € o conjunto

graf (f)= {(x,y,z)e R®|z :3—2x—3y}.

Geometricamente, o grafico de f representa um plano.

Se na equacdo z =3-2x-3y fizermos:

x=0ey=0,vem z=3
x=0e z=0,vem y=1

y=0ez=0,vem Xx=—
2
Obtemos assim, os pontos A =(0,0,3), A,=(0,1,0) e
A= (% 0, O) nos quais o plano intercepta os eixos coordenados.

A porcao do grafico que esta no primeiro octante esta esbocada
na Figura 3.5.

Exemplo 3.9. Trace um esbogo do grafico da funcao
f(xy)=16-x"-y>.
Solucéo: O dominio da fungao ¢

D(f)= {(x,y)e R?|x*+y® 316},

e aimagem ¢ Im(f)=[0,4].

O grafico da funcdo € a superficie que tem equacéo
z =4/16—x" - y?. Elevando ao quadrado ambos os lados
da equacdo e passando as variaveis para o primeiro mem-
bro, temos

Figura 3.5

x* +y%>+12° =16.

A equacéo acima representa geometricamente a esfera com centro
na origem e raio igual a 4. Mas, como z>0, o graficode f éo
hemisfério superior da esfera.



A Figura 3.6 mostra um esboco do grafico da f.

z

Figura 3.6

Se fosse pedido o grafico da funcdo g(X,y)=—16—x*-y*,

este seria o hemisfério inferior da esfera (ver Figura 3.7).

z

Figura 3.7

Exemplo 3.10. Esboce o grafico da fungdo f(x,y)=x*+y>

Solucdo: O dominio da fungao ¢
D(f)=R?,
e a imagem ¢€

Im(f)=[0,+).
0 grafico de f ¢ a superficie que tem equagdo z = x* +y?, que
representa um paraboloide circular ao longo do eixo dos z. A Fi-
gura 3.8 ilustra este exemplo.

A

Figura 3.8



Note que o traco (intersecdo de uma superficie com um plano) da
superficie z=x?+y? no planoxy (z=0) ¢éa origem (0,0,0) e

os seus tracos nos planos xz (y =0) e yz (x =0) séo as parabolas

_ y2 2
=X 2=y respectivamente.
y=0 x=0

Outra maneira conveniente de visualizar geometricamente uma
funcao de duas variaveis z = f (X, y) consiste em representar, no
plano xy, as chamadas curvas de nivel de f .

Seja k um ntmero real. Uma curva de nivel, C,, de
uma fungdo f de duas variaveis é o conjunto de todos os pontos
(x,y)eD(f), tais que f(x,y)=k, ouseja,

Co={(xy)eD(f): f(xy)=k}.

Note que a curva de nivel f(x,y)=k é o traco do grafico da fun-
¢do f no plano z =k projetado no plano xy.

Exemplo 3.11. Desenhe as curvas de nivel da funcao
f(x,y)=x*+y* para k=0,1,4¢€9.
Solucgdo: As curvas de nivel sdo
C,:xX*+y?=k,onde k>0.

Para k >0, as curvas de nivel correspondem a uma familia de cir-
cunferéncias com centro na origem e raio igual a JK . A curva de
nivel correspondente a k =0 ¢ o ponto (0,0).

As curvas de nivel para k =0, 1, 4 e 9 sdo mostradas na Figura 3.9.

y

)
&

Figura 3.9
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Exemplo 3.12. Desenhe as curvas de nivel da funcao

g(x,y):\/4—xz—4y2 para k=0,1,e 2.

Solugdo: As curvas de nivel sdo
C.:4-xX*—4y* =k ou X’ +4y*=4-K?,
que correspondem a uma familia de elipse com centro na origem e

eixo maior sobre o eixo dos X, quando —2<k <2.

2
Para k =0, temos a curva x* +4y® =4 ou X—2+ y? =1.
2

X2

(\/5)2 +({T)2:1'

Para k =2, temos x* +4y* =0, ou seja, a origem (0,0).

Para k =1, temos x* +4y® =3 ou

A Figura 3.10 ilustra este exemplo.

N

Figura 3.10

Quando consideramos varias curvas de nivel de uma dada fun-
cao f, podemos ter uma idéia do grafico dessa fungao. As vezes,
porém, somente este procedimento pode causar dificuldade para
esbogar o grafico corretamente. Um outro recurso ttil para visua-
lizar a forma do grafico consiste em determinar a intersegao deste
com os planos coordenados yz e xz. (A intersecao do grafico com o
plano xy é a curva de nivel z=0).

Exemplo 3.13. Trace algumas curvas de nivel e esboce o grafico
da fungao f(x,y)=1-x".

Solugéo: O dominio da fungdo ¢ D(f)=R? e Im(f )= (—oo, 1].

As curvas de nivel da f sio



1-x* =k, ou x*=1-k, ou ainda|x|=~/1-k para k<1,

que correspondem a uma familia de retas paralelas ao eixo y (ver

Figura 3.11).

Figura 3.1

z
A intersecao do grafico de f com o plano yz € a reta {

A intersecdo do grafico de f com o plano xz ¢ a parabola

z2=1-x° _ _ _ i
{ 0" de concavidade voltada para baixo. As intersecoes do
y =
grafico com os planos paralelos ao plano xz sdo também parabolas.
=1-x°
). Com

(Com o plano y =k a intersecdo ¢é a parabola {Z

estas informacoes, podemos visualizar o grafico de f, que esta es-

bocado na Figura 3.12.

Quando trabalhamos com fungao de trés variaveis, nao po-
demos desenhar o gréfico da funcao. Porém, podemos ter
algum conhecimento de f desenhando suas superficies
de nivel, que sdo as superficies com equacdo f(x,y,z)=k,
onde k é um nimero pertencente a imagem de f . Na Fi-
sica, a funcdo f pode ser uma funcdo potencial, dando o
valor da energia potencial em cada ponto do espacgo. As
superficies de nivel sio chamadas superficies equipoten-
ciais. A funcao f pode representar a distribuicdao de tem-
peratura. Neste caso, as superficies de nivel sao chamadas
superficies isotermas.

Exemplo 3.14. Determine as superficies de nivel da funcao

f(xy,z)=x*+y*+2%.

‘ Q
Iy

[y

-

Figura 3.12



Solucdo: As superficies de nivel da funcdo f sdo
x> +y*+12>=k,onde k>0.

Para k >0, as superficies de nivel constituem uma familia de esferas
com centro na origem € raio Jk.A superficie de nivel correspondente
a k=0 ¢oponto (0,0,0).A Figura 3.13 ilustra o exemplo.

Figura 3.13

Lista de exercicios

Faga um esbogo das curvas de nivel C, para valores de k da-
dos.
f(x,y)=x*+y*-9 k=—4,-2,-1¢e0;
f(x,y)=y°—x k=0,1,2 e 3.

Desenhe algumas curvas de nivel e esboce o grafico da fun-
¢ao.

f(xy)=x+y-1;
7=25-x"-y°.

A temperatura em um ponto (x,y) de uma placa de metal pla-
na é t graus e t =2x* + y*. Trace as isotermas para t =6, 3,1 e 0.

Nesta secao, vamos estender os conceitos de limite e continuidade
as fungOes de varias varidveis. Para isso, vamos precisar dos con-



ceitos de distancia entre dois pontos, bola aberta e ponto de acu-
mulacao.

Sejam P =(X,%,,... X, ) € A=(a,a,,...,a, ) pontos em
R". A distancia entre P e A, denotada por ||P — A, é dada por

||P—A||:\/(xl—a1)2+(x2—a2)2+...+(xn—an)2 .

Exemplo 3.15. Dados os pontos P=(1, -2, 3) e A=(3,1, -2)
em R?, encontre ||P - A”

Solucdo:

[P =(-3) + (-2-1) + (6-(-2)) =3B ue

Sejam A=(a,a,,...,a,)eR" e r>0 um ndmero
real. A bola aberta de centro em A e raio r, que indicaremos por
B(A;r), é definida como sendo o conjunto de todos os pontos
P = (X, %y, X, ), tais que [P — Al <r, ou seja:

B(A;r)= {(xl,xz,...,xn)e R"; \/(xl—a1)2 +(%—8,) +.t(x,—a,) <r }

Exemplo 3.16.
Em R, a bola aberta B(a;r) é o intervalo aberto
(a-r,a+r).
ar 1 T

Figura 3.14

Em R?, a bola aberta B((ai,az);r) representa o conjunto
dos pontos internos a circunferéncia de centro em (a,,a, )
eraio .



........

Figura 3.15

Em R?, a bola aberta B((ai,az,ag); r) representa os pontos
internos a esfera com centro em (a,,a,,a,) e raio r.

A
YA

~o -

Figura 3.16

Seja S um subconjunto de R". Um ponto A é um
ponto de acumulacdo de S , se toda bola aberta de centro em A
possui uma infinidade de pontos de S ..

Exemplo 3.17. Seja S = {(X, y)eR*[x>0 e y> O}. Temos

que todos os pontos pertencentes a S sdo pontos de acu-

mulacdo de S. Ainda, os pontos (0,y) com y>0 e (x,0)

com X >0 sdo pontos de acumula¢do de S e nao perten-
:: ° cema S. (Ver Figura 3.17).

Exemplo 3.18.Seja S = <{(X,y)e NxN:1<x<5 e 1< y£4}.

>

Este conjunto nado possui ponto de acumulagdo, pois para

qualquer ponto P =(x,y)e R?, abola aberta de centro P e

Figura 3.17 . < ) e
1gur raio I <1 ndo contém uma infinidade de pontos de S .



3 ° ° ° ° °
2 . . . :: ‘17:} .
1 ° ° . . .

% 5 4 sx

Figura 3.18

Sejam f:ScR"— R uma fun¢do, e A um ponto
de acumulacdo de S. Dizemos que o limite de f(X) quando X
se aproxima de A é um ndmero real L, e escrevemos

lim f(X)=L

X—>A

se, dado £ >0, existir 6 >0 tal que
|f(X)—L|<s sempre que X €S e 0<||X—A||<6.

O estudo de fungdes de trés ou mais varidveis (n > 3) difere pou-
co do estudo de fung¢des de duas varidveis. Desta forma, por sim-
plicidade de apresentagao, no restante deste capitulo vamos estu-
dar as funcoes de duas variaveis. Comecaremos reescrevendo a
definicao de limite de fun¢des de duas variaveis.

Sejam f:S <R’ — R uma fungdo e (a,b) um pon-
to de acumulag@o de S. Dizemos que o limite de f (X,y) quando
(x,y) se aproxima de (&,b) é um niimero real L, e escrevemos

lim f(x,y)=L,

(x,y)—>(ab)

se, dado & >0, existir 6 >0 tal que

|f(X, y)- L|<8 sempre que (X, y)eS e 0<\/(x—a)2+(y—b)2 <3.

Em palavras, dizer que o limite da f(x,y) é L quando (X,Y)
se aproxima de (a,b) significa que podemos obter valores de



f(x,y) tdo proximos de L quanto desejarmos, desde que to-
memos (X,y)e D(f) suficientemente proximo de (a,b), com

(xy)=(a,b).

A defini¢ao de limite de fun¢ao pode ser reformulada em termos
(X’yl)iir(]a]b) f (x,y)=L, significa que dado
um intervalo pequeno em torno de L (L—¢,L+¢), podemos de-
terminar uma bola B((a,b);S), 8>0, tal que f leva todos os
pontos de B((a,b);S), com possivel exce¢cao do ponto (a,b), no
intervalo (L—¢,L+¢).

de bolas. Assim, escrever

A Figura 3.19 ilustra a definigdo de limite para fungdes de duas vari-
aveis.

D(f)

Figura 3.19

Exemplo 3.19. Usando a definicdo de limite, mostre que
lim (4x-3y)=5.

(x.y)—=(2.1)

Solucdo: Dado € >0, devemos encontrar 5 >0 tal que

|(4x-3y)-5|<& sempre que 0 < \/(x— 2y +(y-1) <8.
Usando a desigualdade triangular, podemos escrever

|(4x—3y) -5| =|(4x—8)—(3y —3)
<4|x-2|+3]y-1.

Como |x—2|£\/(x—2)2+(y—1)2 e |y—1|£\/(x—2)2+(y—1)2,
temos

4|x—2|+3|y -1 <45+35 sempre que



0<J(x=2) +(y-1Y <3.
Assim, tomando & = ; temos

|(4x—3y)—5|£4|x—2|+3|y—1|<4;+3§:s

sempre que 0<\/(x—2)2+(y—1)2 <$.
Portanto, lim (4x-3y)=5.

(x,y)—>(2,)
A demonstra¢ao do Exemplo 3.20 pode ser facilmente adaptada
para mostrar que

lim (cx+d)=ca+d e lim (cy+d)=cb+d, 1)

(x,y)—>(ab) (x.y)—>(ab)

onde ¢ e d sdao nimeros reais quaisquer.

Para funcdo de uma variavel, quando escrevemos X — a, exis-
tem duas formas possiveis para X se aproximar de a, pela di-
reita ou pela esquerda. Para fun¢des de duas varidveis, quando
escrevemos (X, y)— (a,b), existe uma infinidade de maneiras de
(x,y)e D(f) se aproximar de (a,b).

No caso de fung¢des de uma variavel, lim f (X) existe se e somente
X—a
se lim f(x) e lim f (x) existirem e forem iguais. Para fungdes de
x—a* X—a~

duas variaveis, a Defini¢ao 3.9 diz que para existir IIm o f(xy)
x,y)—>(a

é necessério que f (X,y) se aproxime do mesmo valor limite, in-
dependente da forma como (X, y), ponto do dominio da fungao,
se aproxima de (a, b). Assim, se tivermos dois caminhos diferen-
tes para (x,y) se aproximar de (a,b) tais que f(x,y) tenha li-

mites diferentes através destes caminhos, entao o ( I)irr(I ) f(xy)
X,y)—(a,

nao vai existir. Este fato é apresentado no teorema a seguir.

Sejam f:ScR*—>R uma fungdo de duas varia-
veis, S; e S, subconjuntos de S e (&,b) um ponto de acumulagéo
de S; e S,.Se f(x,y) tem limites diferentes quando (X, y) tende
(a,b) através dos pontos de S, e S, entdo IIm f(x,y) nao

. (x,y)—(a,b)
existe.



Demonstragio: Vamos supor que ( I)irr(1 ) f(x,y) existe, e ¢
. x,y)—(a,
igual a LeR.

Da Definicéo 3.9, dado € >0, existe >0 tal que

(x,y)eS e 0<\/(x—a)2+(y—b)2 <d =|f(xy)-Ll<e.

Como S, c S,

(x,y)eS, e O<\/(x—a)2+(y—b)2 <3

= |f (x.y)- L| <e. (2)

Da mesma forma, de S, = S, temos que

(x.y)eS, e 0<\/(x—a)2+(y—b)2 <$

= | f(xy)- L| <e. (3)

De (2) e (3) temos que o limite de f(X,y) ¢ igual a L quando
(x,y) se aproxima de (a,b) tanto através de pontos de S; como
de S,. Mas isto contradiz a hipotese de que f (x,y) tem limites
diferentes quando (X, y) se aproxima de (a,b) por pontos de S,
e por pontos de S, .

Portanto,

f (x,y) ndo existe.
(x,y)>(ab) ( y)

A notagio I)irr(l ) f(x,y) indica o limite da f(x,y) quando
X,y)—>(a,

X,Y) tende (a;f)as1 a,b), com (x,y) restrito ao conjunto S,.
p J

Exemplo 3.20. Dada a funcdo f (X, y):SXZX—y

mostre que
+y?’

lim f(x,y) nao existe.

(xy)—(0.0) (xy)

Solucdo: Para mostrar que o limite ndo existe, vamos usar o Te-
orema 3.1. Tomaremos dois caminhos (conjuntos) diferentes para
aproximar (x,y) de (0,0) e mostraremos que os limites sdo dife-
rentes.

Seja S, = {(x y)eD(f)|y= O} o conjunto dos pontos do domi-
nio da f que estdo sobre o eixo X. Entéo,



] 0
[ f = | f(x,0)=li =0
(x,(yx)%r{g?m (x,y) = al (x0)= XLT 5x2+0

Seja S, = {(x y)eD(f)|x= y} o conjunto dos pontos do domi-
nio da f que estdo sobre a reta y=X. Entédo

2

. 1
(x,yI)ILT(]O,O) f(x.y)= I|m f(x,x)= I|m N 5

(x,y)eS

Como

lim f(x,y) #limf(x,y),
(xy)(0.0) (x)-(0,0)
0y (x.y)eS2

seque que lim f (X, nao existe.
gueq (x,y)-(0.0) ( y)
2xy?

Exemplo 3.21. Considere a fungdo f(x,y)=———. Verifique se
X"+

(xy)ILT(]o ) f(x,y) existe.
Solucdo: Seja S, = {(x y)e D(f)|y= 0}_ Entio
- 2x(0)
‘X'(ylx).lﬁrgf"” Fley)=lim F(0) = fim e = %
Seja S, = {(x,¥)e D(f)|x=2y}. Entéio
(X'(y!?lgf*o) f(xy)= LILTJ f(2y,y)
3
_im 2@ i &Y g

o0 (2Y)°+y?  yoo 5Y°

Neste exemplo, doiscaminhosdiferenteslevaramao mesmo resulta-

do. Ndo podemos concluir que ( I)in?0 ) f(x,y) = 0. Vamos consi-
X,¥)—=>(0,

derarumterceirocaminho,oconjunto S, = {(x y)eD(f)|y= xz}.

Temos
. . . 2X(x?)?
( I)mg )f(x,y) = lim f x,xz): lim (—)2
X, 0,0 Xx—0 x—0 2 2
s > 70X+ (x)
o2
= lim — = 0.
x>0 X2 4+ X

Para trés caminhos distintos tivemos o mesmo valor para o limite da
f(X,y) quando (x,y) tende a (0,0). Isto nos leva a suspeitar que



2

- . . , 2X
o limite existe e é zero. Afirmamosque lim y

=0.Agora,
(x>0 X2+ y?

vamos prova-lo.

Da definicao de limite, dado &€ >0, devemos encontrar >0 tal

que
2
fxy ~—0|<e sempre que (X,y) e D(f) e 0</x*+y* <38,
X“+y
ou seja,
2y” ey
> < & sempre que 0</X"+Yy" <3.
X*+y°

Como Y2 <x*+y® e |X|</x*+Yy*, temos

2y 20 +y)
XC4+y: T X 4y?

=2|X<2yx*+y*.

Assim, tomando 8=% temos

| 2xy? ~ 2| |y?
|x2+y2 X +y

£
~<2 x2+y2<2§:z—:

>=0.

2xy2
sempre que  0<+/X*+Yy? <&. Portanto, lim
pre q y (x,y)—>(0,0) x +y

No que segue, apresentamos as propriedades dos limites de fun-
¢Oes de duas variaveis sem demonstra-las.

Se lim f(x,y)=Le lim g(xy)=M,eceR

~ (x,y)—>(a,b) (x,y)—>(a,b)
entao:
(XyJ)ILT(]a’b) [ f(xy)xg(x y)] =L+M;
o yl)lg(]ab) cf(xy)=cL;

. y)»(ab) (X y) g(x Y) L-M;
f( )

o y)ILr(lab) e y) IVE , desde que M = 0.



Se g é uma funcdo de duas varidveis tal que

( I)irr(I 59 (x,y)=c e f é uma fungdo de uma variével continua
X,y)—>(a,

em C, entdo ( I)irr(l b)(f °g)(x,y)=f(c),
X,y)—(a,
ou

lim Tgy)="1( lim g(xy)

(x,y)—>(a,b) x,y)—>(a,b)

Exemplo 3.22. Calcule lim _In(xy+3x).

(xy)>(2.3)

Solucdo: Aplicando os Teoremas 3.3 e 3.2 e a observacdo (1) feita
apos o Exemplo 3.19 temos:

lim ) In(xy,3x) =In( (X’yl)lir(]m)(xy +3X))

(xy)-(23
=In( lim x- lim y+ Ilim 3x)
(Y)-23) (-2 7 (y)-23)
=In(2.3+6)
=Inl2.
Exemplo 3.23. Calcule os limites.
X+4y
()21 2%% +3xy
X3_x2y
(y)-(22) x2—y2
Solucao:
a) _
im X4y (x,y!I—[pz,—l) (x+4y) _ 2+4-(-1) -
o)D) 2x% + 3xy lim (2x2+3xy) 2-2°43-2-(-1)

(x.,y)—>(2-1)

b) Temos Ilim (x3—x2y)=0e Ilim (x2-y2)=0.
) (x,y)e(z,z)( ) (x,y)e(z,z)( y?)

. L .0
Neste caso, temos uma indeterminacao do tipo —. Para resolver o
0
limite, fatora-se o numerador e denominador fazendo as simplifi-
cacoOes possiveis.

Entéo,

X3—x2y im X3(x-y) im X2 22

(-22) x2—y2 (22 (X—Y)(X+Y) D X+y 242




Dizer que uma funcdo real g
de duas variaveis ¢ limitada
significa que existe k e R’
tal que |g(x, y)|<k para
todo (x,y) e D(g).

Se ( I)irr(l ) f(x,y)=0 e g é uma funcio real de duas
X,y)—>(a,

variaveis em D(g)B((a,b);r) para r >0, entdao

lim f(x,y)-9(xy)=0.

(x,y)—>(a,b)

3

Exemplo 3.24. Verifique se o limite  lim

> existe.
(xy)=(00) X* 4y

2

Solucdo: Vamos considerar as funcoes f(x,y)=y e
2

g(x,y)= 2y >. Podemos escrever
X+
y3
2 z:f(x’y)'g(X,Y)-
X“+y
T lim f(x,y)= lim y=0,
€mos 4ue o) (x.¥) (x,y)»(o,O)y ¢
2
lg(x, y)|= 2y <1 para todo (X,y)#(0,0), ou seja, g ¢ limi-
X“+y
3
tada. Logo, pelo Teorema 3.4 temos que  lim Y __o.

(9)=>(00) X* 4 y?
Outra forma de mostrar que a funcdo g € limitada € usar coorde-
nadas polares. Fazendo
x=rcosf e y =rsend,

Temos
| y2 | | recos20 | | recos2 |
~[x2+y?| |r2cos20+rzsen2d| |r¥(cos?6 +sen26)|

lg(x, y)|

=|cos26| <1 para todo (x,y)# (0,0).

Logo, g ¢é limitada.

Lista de exercicios

Use a definigdo de limite para mostrar que ( I)irr(l2 ) (3x+2y)=8.
X,¥)—(2,

Calcule os limites abaixo:
lim (4x3+2x°y—y*+2);
(x,y)—>(01) ( y=y )’

lim X°y—2x° -4y +8
(xy)>(22) Xy —y '




Mostre que os seguintes limites nao existem.

8X2y2 .
(=00 x* 4+ y*’
2
. X
lim %
(xy)=(00) 2X° +y

Calcule o limite, se existir, ou mostre que ele nao existe.

lim _(x+4y+xy);

(xy)>(2-2)
X2 —2xy
I 3. 2/
(xy)=>(00) X +Yy
3+ yX
()>12) X—y+2
3xy? +2yx®
(x,y)-(0,0) (yz v )2 ’
. 5x
lim 2.
(x,y)=>(0.0)  [x2 4 y2
x’y* -9

(x)->0-3) X3y +3X

Sejam f:S c R’ - R uma funcdo, e (a,b) €S um
ponto de acumulagao de S . Dizemos que f é continua no ponto
(a,b) se

lim f(x,y)=f(ab).
oim fxy)=T(ab)
Quando f ndo é continua no ponto (a,b), dizemos que f é des-
continua em (a,b).

Dizemos que f € continua, se f for continua em todos os pontos
do dominio.

Exemplo 3.25. Considere a funcdao de duas variaveis
f(x,y)=3x+y"

Mostre que f é continua no ponto (2,3);

Mostre que f é continua.



Solucdo:

a) Pelas propriedades de limite

lim f(xy)=_lim (3x+y2):3-2+32:15:f(2,3).

(x,y)>(2.3) (x,y)>(2.3)

Logo, f ¢ continua no ponto (2,3).

b) Seja (a,b)e D(f)=R? Temos

lim f(xy)=_lim (3x+y*)=3a+b’=f(a,b).

(x.y)>(ab) (x.y)>(ab)
Como (a,b) ¢ um ponto qualquer, seque que f ¢é continua.

Exemplo 3.26. Seja a funcao definida por

. SXXi 7 se (1 y)#(0.0)

0, se(x,y)=(0,0).

Verifique se f é continua em (0,0).

Solucgdo: Vimos no Exemplo 3.20 que

Xy

lim nao existe.
(xy)>(0.0) 5X* 4 y?

Logo, f ¢ descontinua em (0,0).

Sejam f e g fungdes continuas no ponto (a,b). Entdo

f +g écontinuaem (a,b);

f —g é continua em (a,b);

f.g é continua em (a,b);

é é continua em (a,b), desde que g(a,b)=0.

A demonstragao do Teorema 3.5 é uma aplicacado direta das pro-
priedades dos limites de fungoes.

Uma funcao polinomial de duas variaveis é continua em to-
dos os pontos de R®.



Uma fungao racional de duas varidveis é continua em todos
os pontos de seu dominio.

Demonstracao:

a) Basta notar que uma funcéo polinomial é soma de produtos das
funcoes continuas f(x,y)=x, g(x,y)=y e h(x,y)=c, onde
c e R (ver Exercicio 3.5 da Secdo 3.1.1). Aplicando os itens (a) e (c) do
Teorema 3.5 repetidas vezes, temos o resultado desejado.

b) Uma funcio racional é o quociente de duas fungdes polinomiais.
Como funcdes polinomiais sdo funcdes continuas, segue do item (d)
do Teorema 3.5 que uma funcéo racional € uma funcéo continua.

Exemplo 3.27. Considere as fungdes f(X,y)=4x*+3xy+2 e

AX* —3X+Y
g(X’y)=z—z_1-

f é continua? Justifique.

g € continua? Justifique.

Solucao:

a) f écontinuaem R?, pois f é uma funcio polinomial.

b) g € continua em todos os pontos de seu dominio, pois € uma
funcao racional.

Sejam f uma fun¢ao de uma varidvel e g uma fun-
cao de duas variaveis. Se g é continua em (a,b) e f é continua
em g(a,b), entdo a fungdo composta f o g é continua em (a,b).

Exemplo 3.28. Considere a fungdo h(x,y)=sen(x+y). Analise a
continuidade da h.

Solugdo: A funcio h(x,y)=sen(x+y) ¢ a composta da funcéo
f (t)=sent coma funcdo g(x,y)=x+y. Afuncdo g ¢ conti-
nua em R?, pois ¢ uma funcéo polinomial e a funcdo f é continua
em R. Portanto, pelo Teorema 3.7 temos h continua em R?.

Lista de exercicios

Determine o conjunto dos pontos de continuidade de f.



f(x,y)=4x*+y*+3;
2

(0 y)=1 7 erz,se(x ,¥)=(0,0)
0,se(x y)=(0,0).

Considere a fungao

2

- # .
f(xy)=4x"+y? e (xy)%(0,0)

0,se(x y)=(0,0)

f é continua em (0,0) ? Justifique.

Analise a continuidade das fung¢des abaixo:

f (x,y):{XJr y,se(xy)=(0,0)

1,se(x,y)=(0,0)

g(xy)=——

Esboce a regiao de continuidade das seguintes fungoes:

X+y

f(x,y)= e”y‘z'

D
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Resumo

Os principais assuntos estudados neste capitulo foram:

* definicao de funcao de varias variaveis;

¢ dominio e imagem de fungao, e representagao grafica do domi-
nio;

¢ graficos e curvas de nivel;
* 0 conceito e calculo de limite de fungao de varias variaveis;

¢ definicao de fungdo continua e suas propriedades. E impor-
tante saber analisar se uma fungao é continua ou nao.



Secao 3.1.1

V(xy.2)=xyz.
D(f)=R?%; Im(f)=R;
D(f)={(xy)eR?|x +y? 222}, Im(f)=[0,+e0).
(f09)(0y)=\1- (-1 - (y-2) ;
D(fo9)={(xy)eR?|(x-1) +(y-2) <1}

(1-0):.2)= Y22

3; 6.

Secao 3.3.3.1

1, b) 0.

-10; Nao existe; 5; Nao existe; 0;

Secao 3.34.1

R?; 1) R*-{(0,0)}.

Sim.






Capitulo 4

Derivadas parciais e
maximos € minimos de
funcoes de varias variaveis
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Derivadas parciais € maximos
e minimos de funcoes

de varias variaveis

Neste capitulo, discutiremos a nogdo de diferenciabi-
lidade de fungoes de vdrias varidveis e veremos como
aplicar as derivadas parciais para encontrar pontos de
mdximos e minimos de funcoes de mais de uma varid-
vel. Iniciamos definindo a derivada parcial de uma fun-
¢do de duas varidveis.

Sejam f uma fun¢ao de duas varidveis, X e Y,
e S={(x,y)eD(f);(x,y) é ponto de acumulagdo de D(f)}. A
derivada parcial de f em relacdo a x é a fun¢do denotada por

(;i, tal que o seu valor em qualquer ponto (x,y)e S é dado por
X

f (x+h,y)-f(x,y)
. ,

2 (xy)=lim (1)

se o limite existir.

Analogamente, a derivada parcial de f em relacdoa y é a fun-
¢ao, denotada por %, tal que o seu valor em qualquer ponto

(x,y) e S édado por

%(x, y)= lim f(x,y+h)-f(x y)’

h—0 h

se 0 limite existir.



Outras notagdes para a fun¢do derivada parcial de f em relagdo
a xsao D .f,D,f,f,f

11 "x-

De forma semelhante, as notagoes Dyf ,D,f, f,, f representam

21 'y
a fun¢ao derivada parcial de f emrelagdoa y.

As notacdes (;i(x, y).D.f(x,y), D, f(x,y), f,(X,y) representam
X

o valor da funcdo derivada parcial de f em relacdo a X no pon-
to (X,y). Analogamente, %(x y),D,f(xy). D, f(xy) f,(xy),
representam o valor da derivada parcial de f em relacdoa y no
ponto (X,Y).

As notagoes A e % sdo também usadas para indicar Z—];(X, y)e
E(X, y), respectivamente.

Se z= f (x,Y), escrevemos a e a para indicar ﬂ(x y)e ﬂ(x y).

ox oy OX oy

Seja (a,b) um ponto do dominioda f . As fungdes derivadas par-
ciais de f no ponto (&,b) podem ser escritas como:

%(a,b):lim f(x’bz:;(a’b)

X—a

, se 0 limite existir (3)

i(a,b)z lim f (a’ y)_ f (a’b), se o limite existir. (4)
oy y-b y—-b

Exemplo 4.1. Considere a fungdo f (X, y)=2x"—3xy. Determine
of of

—(x, —(x,y)

oY) e o (xy)

Solucao:
f(x+h,y)-f(x,y)

L of .
i) &(x, y)= Llirg

h
2(x+h) =3(x+h)y—(2x*-3
_jim (x+h) =3(x+h)y (x xy)
h—0 h
Z[XZ+2xh+(h)2}—3xy—3hy—2x2+3xy
=[im

h—0 h



4xh+2 (h)2 —3hy

h—0 h

=lim (4x+2h-3y)

=4x -3y

f(x,y+h)-f(xy)

i) %(x, y) = lim

h
2x% —3x(y+h)—(2x*> —3x

i (y+h)-(2x* -3xy)

h—0 h

2 2

_lim 2x° —3xy —3xh —2x° + 3xy

h—0 h

=lim -3x

h—0
=—3X.

Exemplo 4.2. Considere a fungdo f(x,y)=3x+y-7.
of
Encontre a—(l, 2) usando (1);
X

Encontre %(Z, 1) usando (4).

Solucdo:

2) @(1,2)= lim f (1+ h, 2)— f (1, 2)
OX h—0 h
_ii 3(1+h)+2-7-(3+2-7)
B hlﬂg h
. 3+3h-5+2
=lim ———
h—0 h
3h

=lim —
h—0 h

=3.
f(2,y)-1(21)
y-1
_lim 3-24+y-7-(3-2+1-7)
y—l y_l

b) %(z, 1)=lin

[

<

=lim
y—1 y_

=1.

[HEY



Seja f uma funcdo de duas varidveis X e y. Suponha que dei-
xamos somente X variar e que mantemos fixo o valor de y, di-
gamos Y=k, onde k é uma constante. Neste caso, esta-
mos com uma fun¢do de uma tnica varidvel X, ou seja,
g(x)=f(x,k). Observando a Definicdo 4.1, temos que a de-
rivada parcial da f em relacdo a x é a derivada da funcao g
de uma tnica variavel obtida mantendo-se fixo o valor de Y.
Analogamente, a derivada parcialde f emrelagdoa y éaderivada
da funcao h(y)= f (k,y) de uma tinica variavel, y, obtida man-

tendo fixo o valor de x . Olhando desta maneira, para calculara Z—f ,
X

vamos considerar Y como uma constante e derivar f com re-
lagdo a X, e para calcular ﬂ, vamos olhar X como constante e
derivar f comrelagdoa y.
Exemplo 4.3. Encontre as derivadas parciais das fungoes seguin-
tes:

f(x,y)=4x°+3xy+5y*+3;

f (x,y)=cos (3x+y?).

Solucao:

a) D, f (x,y)=12x*+3y e D,f (x,y)=3x+10y.

b) D, f (x,y)=-3sen (3x+y*) e D, f (x,y)=-2ysen (3x+Yy*).

Exemplo 4.4. Considere a funcdo z = xy’e*"”. Encontre ? e %
X
Solucao:
oz

— =y xy’e =y?e™ (1+x) e
OX
oz X+ 2 X+ X+ .
— =2yxe™ +xy’e™ =xye*’ (2+y)

Seja f uma fungao de duas variaveis. O gréfico de f é uma su-
perficie S de equagdo z= f(xy).



Se f(ab)=c entdo o ponto P(a,b,c) é um ponto de S.
Fazendo a intersec¢ao do plano y =b com a superficie S, temos a
curva C, (ver Figura 4.1) dada pelas equagdes

y=bez="1(xY).

A curva C, ¢é o grifico da fungao g(x)=f(xb),

e a derivada da g'(a)= Z—f(a,b) representa a inclinagdo da reta
X

tangente a curva C, no ponto (a,b,c).

De modo semelhante, a inclinag¢do da reta tangente a curva C,

(intersecdo da superficie S com o plano X =a) no ponto (a,b,c) é

a %(a, b). (Ver Figura 4.2)

Figura 4.1

Figura 4.2



Os conceitos de derivadas parciais estudados para fun¢do de duas
variaveis se estendem de modo natural as fun¢des de mais de duas
variaveis.

Sejam f uma fungdo de n variaveis, X, X,, ..., X, , €
S= {(Xl,xz,---,xn) e D(f); (x,,%,,--+,X,) é ponto de acumulagao de
D(f )} . A derivada parcial de f emrelacdoa x; € afungao denota-

da por S—f , tal que o seu valor em qualquer ponto (X, X,,...,X, )€ S
X;

é dado por

h—0 hi

i(xl,xz,...,xn)z lim f (X Xareees X X D X X0 )= F (X X000 X))
OX;
se este limite existir.

Lista de exercicios

Seja f(x,y)=3x’+2xy—2. Usando a defini¢do de derivada
parcial, encontre:

D.f(x.y); f, (5.1).
Calcule as derivadas parciais das fungoes:

X’y

z=x3+x2y3-2y?; Z= )
y ooy X2 +2y°

2xy
—,se(x,y)=(0,0
Verifique que a fungdo f(x,y)=1 x> +Y? (x.y)= (0.0 adm
0, se (x,y)=(0,0)

(0,0)

te derivadas parciais em , mas nao € continua neste ponto.

Nesta secao, vamos estender o conceito de diferenciabilidade de fun-
¢ao de uma variavel as func¢oes de duas variaveis. Para isto, escreve-
remos a definicao de diferenciabilidade de fungao de uma variavel
de modo conveniente, para que possamos generalizar a definigao.

Considere uma fungao f de uma varidvel real. Dizer que f é



diferenciavel (derivavel) em t=a significa que o limw
—a —a

existe, isto é, € um nimero real. Em outras palavras, f é diferen-

cidvel em a quando existe um nimero real denotado por f'(a),

tal que

imtO=T@) _ '@).
t—a t—a

Podemos reescrever este limite da seguinte forma:

iml O -f@-f@t-a) _,
t—a t—a

4
que é equivalente a

lim f(t)—[f(a)+ f '(a)(t—a)]zo.
t—a |t_a|

Assim, f é diferenciavel em a se existir um namero real, f'(a), tal
que

lim ft)-[f(a)+f '(a)(t—a)]:O.

t—a It_a|

Agora temos condi¢Oes de apresentar o conceito de diferenciabili-
dade de fungao de duas variaveis.

Sejam f uma funcaode duasvariaveise(a,b)e D(f),
um ponto de acumulagdo de D(f). Dizemos que f é diferenci-
avel no ponto (a,b), se as derivadas parciais ;i(a,b) e %(a,b)

X
existem e se
of of
f(x,y)-| f(a b)+&(a, b)(x— a)+@(a, b)(y-b)

TR [y @p)] -

onde [ (x,y)-(ab)|=(x-a) +(y=bY .

Quando f ¢ diferencidvel em todos os pontos de seu dominio,



dizemos que f é diferenciavel.
Exemplo 4.5. Mostre que f (X, y)=2x+3y é diferenciavel.

Solugdo: Seja (a,b)e D(f)=R*. Para mostrar que f ¢ dife-
renciavel em (a,b) devemos mostrar que %(a,b) e %(a,b)
existem e que o limite da Defini¢do 4.3 € zero.

A funcdo f tem derivadas parciais em (a,b)e sdo dadas por

of of
&(a,b)—Z e 5(a,b)—3.

Agora,

I y)—[f (a,b)+g((a,b)(x—a)JrZ;(a,b)(y—b)}
LU |(x,y) - (a,b)|
i 2x+3y—[2a+3b+2(x—a)+3(y—b)]zol

(x,y)>(ab) \/(x—a)z +(y—b)2

Como (a,b) € um ponto qualquer em R?, temos que f ¢ diferenci-
avel.

Vimos para func¢do de uma variavel que, se f € derivavel em um
ponto t =a, entdo f é continua neste ponto. Este resultado conti-
nua vélido para fungdes de duas variaveis.

Se f édiferenciavel em (a,b) e D(f) entao f é con-
tinua em (a,b).

Exemplo 4.6. Considere a fungao

Xy
———,se (X, 0,0
f(x,y)=15x"+Vy? (6 y)=( ).f

0, se (x,y)=(0,0)

é diferenciavel em (0,0)?

Justifique.

Solugdo: Mostramos que f ¢ descontinua no ponto (0,0) (Exem-
plo 3.26), portanto f néo é diferenciavel em (0,0).

Nem sempre € facil usar a Definicao 4.3 para verificar a diferen-



ciabilidade de uma fungao. O préximo teorema fornece uma con-
di¢do suficiente para que uma funcao seja diferenciavel.

Sejam f uma funcdo de duas varidveis e (a,b) e D(f).
Se as derivadas parciais ﬂ, i existem na bola aberta B ((a, b); r)
oX oy

e sdo continuas em (a,b), entdo f é diferencidvel em (a,b).

Exemplo 4.7. Verifique se as fung¢des abaixo sdo diferencidveis em
R?.

f(x,y)=3x"y+4xy*;
h(x,y)=e"".

Solucdo:
a) A funcdo f tem derivadas parciais em todos os pontos de R? e
sdo dadas por

i: 6xy+4y2 e i:3X2 +8xy.
OX oy

As derivadas parciais sdo continuas, pois sdo funcdes polinomiais.
Portanto, f é diferenciavel em R?.

b) A funcio h tem derivadas parciais em todos os pontos de R?.
Estas sdo dadas por
oh ., oh

OX oy

Como as funcdes derivadas parciais sdo continuas em R?, temos

— ex+y .

h diferenciavel em R2.

Quando estudamos func¢des de uma variavel, y = f (X), definimos
a diferencial de y como sendo dy = f '(x)Ax. Dessa defini¢ao de-
corre que a diferencial de y =X ¢ igual ao acréscimo da varidvel
independente, ou seja, dx = AX. Vimos que para AX pequeno, a di-
ferencial de y fornece uma boa aproximacao para o acréscimo Ay
da varidvel dependente. Nesta se¢do, vamos definir a diferencial
de uma funcao de duas variaveis z = f (X, y), e veremos que esta
representa uma boa aproximagao para o acréscimo da varidvel z
quando os acréscimos das varidveis independentes sao pequenos.



Seja z = f(x,y) uma funcdo diferenciavel. A dife-
rencial de f em (x,y)e D(f), denotada por df ou dz, é dada
por

df (x,y)=%(x,y)dx+%(x,y)dy, (5)

ou, usando a notacao cléssica,

dz :de+@dy,
OX

oy

onde dx e dy sdo as diferenciais das varidveis independentes
X € Y respectivamente.

A diferencial dz também é chamada de diferencial total de f (X, y).

Se tomarmos dx =Ax=x—a e dy = Ay = y —b na expressao (5), a di-
ferencial da f no ponto (a,b) pode ser escrita da seguinte forma:

df (a,b):%(a,b)(x_a)+%(a,b)(y_b).

Comparando esta igualdade com a Defini¢do 4.3, vemos que
quando Ax e Ay se aproximam de zero (x—>a e y-—b) te-
remos Az = f (x,y)- f (a,b) se aproximando da df (a,b), ou seja,
de dz. Portanto, para valores pequenos de Ax=dx e Ay=dy a
diferencial em z fornece uma boa aproximagao para Az.

Exemplo 4.8. Calcule a diferencial de f (x,y)=x*+y* no ponto

1L 2).
Solugdo: A diferencial de f no ponto (1, 2) ¢ dada por

of of
dz =—(1, 2)dx+—(1, 2)dy.
=T a2 T2
Como Z_:((l 2)=2ce %(1 2)=4, temos dz = 2dx + 4dy.

Exemplo 4.9. Considere a funcdo z = f (x,y)=7x+3y’.



Determine a diferencial total dz.

Calcule Az e dz, se x variar de 2 para 2,05 e y variarde 1
para 0,98. Determine Az—dz.

Solucdo:

a) A diferencial total ¢

dz :gdx+@dy
OX oy

dz = 7dx + 6ydy.
b) O ponto (a,b)=(2,1), dx=Ax=0,05 e dy=Ay=-0,02.
O incremento de z ¢
Az = f(2,05;0,98)- f (2,1)
Az=7(2,05)+3(0,98) —(7-2+3:1%)
=0,2312,
e a diferencial total é

dz =7(0,05)-6-1(0,02)=0,23.

Portanto,
Az —dz =0,0012.

Exemplo 4.10. Use diferencial para encontrar um valor aproxima-
do para a expressao

(0,995)" +(2,001)’.
Solugdo: A expressdo da qual queremos determinar um valor apro-
ximado ¢é do tipo x* + y®. Assim, vamos considerar a fungéo
z=f(xy)=x"+y°.

Queremos encontrar  f (Xx+Ax, y+Ay)=(X+AX)4 +(y+Ay)3
onde

x=1, y=2, dx=Ax=-0,005 e dy=Ay=0,001.

Como dz = Az temos f (Xx+Ax,y+Ay)= f(x,y)+dz.



a

Calculando f(1,2)=1+8=9 e dz:ai(l, 2)dx+%(1,2)dy

temos

dz = 4-1°(-0,005)+3-22 (0,001) = ~0,008.

Seque que
(0,995)" +(2,001)’ ~9-0,008 =8,992.
Os conceitos de diferenciabilidade e diferencial apresentados
para fungdes de duas varidveis se estendem de modo natural as

fungoes com mais de duas varidveis. Deixamos a cargo do aluno
escrever estas defini¢des para fungdes com n variaveis.

Lista de exercicios
Usando a definicao de diferenciabilidade de funcao, mostre que

a funcdo f(x,y)=xy é diferencidvel em R®.

Usando o Teorema 4.2, verifique que as fung¢des abaixo sao di-
ferencidveis em R?.

f(x,y)=4x’y*+3x+5; f =(x,y)=sen(x+y?.

Calcular a diferencial das seguintes fungoes:

z=xeY; f(xy,z)=x"+Iny-z°.
Encontre um valor aproximado para a expressao (1, 016" )7.

Mostre que, se f (x,y) é diferenciavel em (a,b) entdo f é con-
tinua em (a,b).

A regra da cadeia para fung¢des de uma varidvel é usada para
calcular a derivada de fungdes compostas. Nesta se¢ao, vamos
apresentar a regra da cadeia para func¢oes de varias varidveis. Ini-
cialmente, consideramos dois casos especificos de composigao de
fungoes de duas varidveis e, em seguida, apresentamos a regra da
cadeia generalizada.



(Regra da cadeia — caso 1) Suponha que z= f (x,y)
seja uma fungdo diferencidvel de x e y, onde x=x(t) e y=y(t)
sdo fungoes diferencidveis de t. Entao a funcao z = f (X (t). y(t )) é
uma fungao diferenciavel de t e

dt  ox dt oy dt

Exemplo 4.11. Sejam z= f(x,y)=In(3x’ +y), x=(t+1) e y=5t.

. dz .
Determine pr usando a regra da cadeia;

Calcule a fungao composta z = f (x(t), y(t)) e %

Solucdo:

a) Aplicando a regra da cadeia
dz_of dx of dy
dt ox dt oy dt
dz  6x 1

—= 1+ -5.
dt 3x*+y  3x°+y

Substituindo x=(t+1) e y =5t na expressdo acima temos
dz _ 6(t+1)+5
dt ?,(t+l)2 +5t

ou seja,
dz  6t+11

dt 3(t+1) +5t

b) A funcdo composta é
z=f(x(t),y(t)) = f((t+1),5t) = In(3(t +1)* +5t)

A derivada de z em relacdo a t (calculada a partir desta expressio)
é

dz _ 3-2(t+1)+5  6t+11

dt  3(t+1) +5t 3(t+1)+5t

Exemplo 4.12. Sejam z =X’ +2xy+Yy?,x=cost e y=sent. Deter-

. z
mine —.

dt



Solugao: Usando a regra da cadeia
dz o0z dx oz dy

dt ox dt oy dt

=(2x+2y)(-sent)+(2x+2y)(cost)
=(2x+2y)(cost—sent)
=2(cost+sent)(cost—sent),

ou seja,

d
d—i:Z(coszt—senzt).

(Regra da cadeia — caso 2) Suponha que z = f (u,v)
seja uma fungdo diferenciavel de u e v, onde u=u(xy) e
v=v(x,y) sdo fungdes diferencidveis de x e de y. Entdo
z=f (u (% y).v(x y)) é uma funcaode x e y, e
oz _of au 8f ov

ax A ax oV OX
az af ou of ov

Exemplo 4.13. Se z=f (u,v)=e"cosv, onde u=xy e v=x+y?,

. oL oz .
determine x e — usando a regra da cadeia.
X

Solucao:

oz of ou of ov

OX ou OX oV ox

=(e"-cosv)y—e"-senv-1
=e”[ y-cos(x+y?)—sen (x+y*)]

82 _of ou 6f8v

ay - ou oy 8v oy
= (" -cosv)x —(senv)-e" -2y

=eY [xcos(x+y2) —2ysen(x+y2)] .



~ ~ 0z :
Observacgao: A notacao x nao pode ser considerada como a ra-
X
zao de 0z e 0x, pois nenhum destes simbolos isoladamente tem

um significado préprio.

(Regra da cadeia generalizada) Suponha que
w = f (u,U,,..,U,) seja uma fungao diferenciavel de n varidveis
Ui tzooth 5nde cada u ; € uma fungdo diferencidvel de m varia-

veis, X, X,,..., X, . Entdo w é uma funcao de X, X,,...,X, €

ow _of ou af ou, of ou, .
. +..+ . , paracada i=12,.,m
6x 6u 8X 6u2 OX; ou, OX

Exemplo 4.14. Suponha que todas as fungdes sejam diferencia-
veis

w=f(xy,z), x=x(r,6,7), y=y(r.8,y)e z=2(r,6,7).

Determine ;ﬂ @ ow

00 ay'
Solucao: Aplicando o Teorema 4.5 temos
ow of ox of ay of oz

or  ox or oy ar oz or
ow afaxafay of oz

Vimos no estudo das fungoes de uma varidvel que uma equagao
do tipoF (x,y)=0, onde F(X,y) é uma expressdo envolvendo x
e Yy pode definir, implicitamente, uma ou mais fungdes, sendo x
a varidvel e y afuncao, ouseja, y=f (X) Nesta se¢ao, vamos es-
tudar a derivagdo (derivagao parcial) de funcdes dadas de forma
implicita. Consideraremos duas situagdes especificas.

1° Situagdo: Suponhamos que a fungdo y= f (x) seja definida
implicitamente pela equagdo F(x,y)=0.Se f e F sdo fungoes

diferencidveis e %(x, f (x));é 0, entdo podemos encontrar a de-



dy

rivada ™ derivando ambos os lados da equagéo F(X,y)=0 em
X
relacao a X. Usando a regra da cadeia (caso 1) temos,
oF dx OF dy_
ox dx oy dx

Como %(X, f (x));t 0e %=1, segue

_oF
dy __ox ©)
dx OF °

oy

Para obter a férmula (6), assumimos que a equagdo F (X, y)= 0
define y implicitamente em func¢do de x. O Teorema da Fungao
Implicita, demonstrado em cursos mais avangados, fornece con-
di¢oes segundo as quais essa hip6tese é valida. Uma versao deste
teorema diz:

Se F é definida numa bola aberta contendo (a,b), onde

F(a,b)=0,ﬁ(a,b)¢0 e 62 e 67 sdo fungdes continu-
oy ox oy

as nessa bola, entdo a equagao F(x,y)=0 define y como uma

funcao de x perto do ponto (a,b), e a derivada dessa fungao é

dada pela férmula (6).

Exemplo 4.15. Supondo que a funcéo y = f (x) é definida implicita-
dy

mente pela equagao In(xy)+3x =3y, determine sua derivada Fve
X

Solucado: A equacédo dada pode ser escrita da sequinte forma:

F(x,y)=In(xy)+3x-3y=0.

Temos ﬁ:l+3 e ﬁ:i—& Aplicando a formula (6) ob-
temos Xy y X
_(3xy+ yJ
dy Xy
dx  —3xy+X

Xy



_3Xy+y
3xy—X

Exemplo 4.16. Mostre que a equagao F(X,y)=x’y+seny =0 defi-
ne implicitamente uma fungao derivavel y = f(x).

Solugiio: Temos F (X, y) = X*y +sen y, funcio definida em R? com

F(0,0)=0, E:2xy e E:x2+cosy continuas em R? e
OX oy

%:(0,0) =1 0. Entdo pelo Teorema da Funcdo Implicita, a equa-

cdo F(x,y)=0 define uma funcdo derivavel y= f(x).

2* Situagao: Suponhamos que a fungdo z = f (x,y) seja dada im-
plicitamente pela equacdo F(x,y,z)=0. Se f e F sdo funcdes
diferenciaveis e aa—l:(x, y, f (X, y));t 0, podemos aplicar a regra da
cadeia para obter as L 52 Derivando os dois membros da

OX
equagdo F(x,y,2)=0 em relacdo a x, temos

oF ox oF oy oF oz
——t+———+——=0.
OX OX 0oy Ox 0z OX

Mas %(X)=l e %(y)zo, portanto

_oF
[
ox OF
0z
De modo semelhante, obtém-se
oF
ooy
oy OF
oz

Como no caso anterior, estamos assumindo que a equacgao
F(x,y,z)=0 define z implicitamente como funcdo de x e y.
Uma outra versdo do Teorema da Funcado Implicita fornece as
condic¢Oes para que a hipétese seja valida.



Exemplo 4.17. Suponha que a fungao diferenciavel z = f (X, y) seja

definida pela equagao xy+ze* =0. Calcule 2—2 e @
X

Solucdo: Seja F(X,y,z)=xy+ze" =0.

oF oF oF .
Como — =y, —=X e —=e"+1ze", segue que
OX oy 0z
oz -y 0z —X

&:ez(l-l-Z) ¢ Ezez(lJrz)'

Lista de exercicios
Considere as fungdes f (x,y)=4y-3x* x(t)=t"-1le y(t)=1-t>.

Calcule a fungéo composta z = f (x (t), y(t ))
dz .

Encontre pr usando o item (a).

Encontre % usando a regra da cadeia.

: : oz o1
Use a regra da cadeia para determinar = e —, sabendo que
z=u?+Vv2, u=x’—-y?ev=e?. X oy

Determine a derivada da fungdo implicita f tal que y= f (x)
estd definida pela equagdo x*—y+4xy’-78=0.

Se x*—xy+4xz-5=0, calcular a e a usando a regra de

derivacao de fungao implicita. X

Nesta se¢do, vamos definir o gradiente de uma funcao, a matriz
jacobiana e o determinante jacobiano. O gradiente de uma fun-
¢ao aparece em diversas aplicacoes matematicas. Usa-lo-emos no
estudo de maximos e minimos de fun¢des de vérias variaveis. O
determinante jacobiano vai surgir quando estivermos estudando
mudangas de varidveis em integrais duplas e triplas.

Seja z = f (x,y) uma fungdo que admite derivadas
parciais no ponto (a,b). O gradiente de f no ponto (a,b), deno-



tado por Vf (a,b), é um vetor cujos componentes sdo as derivadas
parciais de f nesse ponto, ou seja,

Vf(a,b)= ( (a, b) (a b)j
Quando trabalhamos com um ponto genérico (X,y), escrevemos

Vi = aax . O simbolo Vf élido como “gradiente de f ”.
o 8y
Estendemos a definicdo para fungdes com n varidveis. Se
W= f (X,X%,,....X, ), entdo o gradiente da f em um ponto arbitra-
rio é Vf = i i . ,i )
ox, ' OX, OX,

Exemplo 4.18. Determine o gradiente da funcdo g (X, y,z)= xyz’ em
um ponto(X, Y, z).
Solucdo:
vg(x.y.2)=(yz*, x>, 2xyz) ou Vg =(yz*, xz?, 2xyz).
Sejam f,, f,,..., f, funcdes de m variaveis x, X,,..., X,

que admitem derivadas parciais no ponto A= (ai, a,,...,a, ) A ma-
triz formada pelas derivadas parciais no ponto A

Xll(A) le (A) - axl (A)
Aoony Fogpy ... Oz

J(A) = &(A) ox, (A ox_ . A
of, o, o o,
SR TR 2R

é chamada de matriz jacobiana de f,f,,---,f, em relacdo a
X, Xy, 0+, X, no ponto A.

Se n=m, entdo podemos calcular o determinante da matriz ja-
cobiana. Definimos o determinante jacobiano de f,f,,...,f, em

8(f1, for-es ) como sendo o

0 (%, X100 %)

relacdo a x,X,,...,X,, denotado por

determinante da matriz jacobiana.



Observe que as linhas da matriz jacobiana no ponto A sdo os
gradientes das fung¢des f,, f,,..., f, no ponto A.

Exemplo 4.19. Sejam X =r cos0 e y =rsen 0. Determine a matriz
jacobiana de x e y emrelagdoa r e 6 no ponto (1, ) e calcule o
determinante jacobiano em um ponto arbitrério (r,0).

Solugdo: Temos x=x(r,0) e y=y(r,0). A matriz jacobiana em
um ponto arbitrario (r,0) ¢

cosO -rseno®
J(r,0) = :

sen® rcoso

Quando r=1e O =mx temos

J(Ln)= [_01 _OJ.

O determinante jacobiano ¢

oxy) _
o(r,0)

cosfd -rsenf
senf® rcosé

Exemplo 4.20. Sejam x=rcos6 e y=rsen6 e z=1z. Encontre

o(x,y,2)
o(r,0,z)

Solucao:

a(x, y,z):
o(r,0,2)

cos® -—-rsenO O
sen® rcoso O|=r.
0 0

Se z=f(x,y) é uma funcdo de duas varidveis, suas derivadas

parciais f, = ;i e f, = % sdo funcoes de duas varidveis. A par-
X

tir destas fungdes podemos considerar suas derivadas parciais

(f)e, (1), (f,),, (f,),, chamadas derivadas parciais de se-

gunda ordem de f .



Notagoes:

o (of ot 0z
f)=f =f, =D, f=ntr| — |=2> =22
(f) = fu= fu =Dy ox\ox) ox*  ox
o (of o°f 0%z
(fx) =fy =T =D,f=—|—|= -
y oy\ oOx/) Oyox oOyox
of(of )\ o*f oz

(f,) =fu=fu=Dyf=—| = |=——=
x ox\ 0y ) Oxoy oOxoy

X

0 0*f 0%z

2

Destacamos que a notagao significa que derivamos primei-
X

ro em relagdo a X e depois em relagdo a y. A notagdo f,, indica

que derivamos primeiro em relacdo ay e depois em relacdo a x.

As defini¢oes das derivadas parciais de ordem superior sao simi-
lares.

Exemplo 4.20. Dada a fungdo f(x,y)=x’y+4x%y’, calcule:
o* f

ayax ’ fxx ’ D121f ’ fxxy .
Solucdo:
2
a) Syaf = %(g—f] = %(3x2y +8xy° )z 3x% + 24xy?.
X X

b) f =3x’y+8xy® e f_=6xy+8y°.
c) D,f =3x°y+8xy°, D, f =3x*+24xy* e D, f =6x+24y>.
d) f,, =6x+24y°.

Exemplo 4.21. Considere a fungdo f(x,y)=e¥seny. Calcule
o’f | of
oyox — oxoy

Solucdo:

A 3e* cos y
OX ’

a_ 3e¥seny e
OX

of
—=e¥cosy e =3e*cosy.




Observando o Exemplo 4.21, vemos que as derivadas parciais mis-

o f o f
e

OXoy  0yox

ordem de derivagao ndo importa. Na verdade, esta propriedade é

tas

sao iguais. Isto significa que, para esta funcao, a

satisfeita pela maioria das fun¢des que aparecem na pratica. Exis-
tem, porém, fung¢des onde as derivadas mistas sdo diferentes (ver
Exercicio 6 desta sec¢do). O préximo teorema fornecerd condigdes
que garantirdo que as derivadas parciais mistas sejam iguais.

(Teorema de Schwarz) Suponhamos que f sejauma
funcao de duas variaveis, X e y, definida em bola aberta B com

derivadas parciais de segunda ordem continuas em B . Entao
2 2
of (ab)= of (a,b) para todo (a,b) € B.
OXoy OYyOX

Como conseqiiéncia do teorema acima, se a funcdo z=f(x,y)
tem todas as derivadas parciais continuas em uma bola aberta,
entdo a ordem da derivacdo ndo altera o resultado. Por exemplo:

o't  o'f  O°f
OX’0y  Oxoyox  oyox®

Lista de exercicios

Considere a fungdo f(x,y,z)=xsenyz+ysenxz. Calcule
V(X Y,2).

Considere as fungdes f(x,y)=x*+y* e g(x,y)=¢€". Determi-
ne a matriz jacobiana de f e g emrelagioa x e y, J(x,y). Cal-
cule o determinante jacobiano em um ponto arbitrario (X, ).

Calcule as derivadas parciais de segunda ordem da funcao
f(x,y)=sen (x2 + y) e verifique que f,=f, .

Considere a fungao f(X,y,z)=cos(x+y+z). Calcule f,, e

f321.

Verifique que xazf +yazf =0, onde f(x y):(x+y)e§
que q oy oy , , -

Considere a funcao



3

Xy
f(X,y)=4x2+y?
0, se (x,y)=(0,0)
2 2
o f (0,0)=0 e o f
OXoy 0yox

se (x,y)#(0,0)

Mostre que

(0,0) =1.

Vimos que uma das aplicagdes da derivada de fun¢des de uma
variavel é o estudo de maximos e minimos de fung¢des. Nesta se-
¢ao, vamos ampliar a teoria de méximos e minimos a fungoes
com duas variaveis. Destacamos que todo o estudo pode ser feito
para fungdes com mais de duas varidveis.

Seja z = f (X, y) uma fungdo de duas variaveis. Di-
zemos que o ponto (a,b)e D(f) é

um ponto de maximo absoluto (ou global) de f se
f(a,b)> f(x,y) para todo (x,y)e D(f);

um ponto de minimo absoluto (ou global) de f se
f(a,b)< f(x,y) para todo (x,y)e D(f).

O ntimero f (a, b) é o valor maximo de f ouvalor minimode f,
conforme o ponto (a,b) é um ponto de méximo absoluto ou de
minimo absoluto de f.

Seja z = f (x,y) uma fungdo de duas variéveis. Di-
zemos que o ponto (a,b)e D(f) é:

um ponto de méaximo local de f se existir §>0 tal que
f(a,b)> f (x,y) para todo (x,y)e D(f)n B((a,b);S);
um ponto de minimo local de f se existir 6>0 tal que

f (a,b)< f (x,y) para todo (x,y)e D(f)nB((a,b);).

A Figura 4.3 ilustra as defini¢des acima.



maximo
z absoluto

maximo
local

/ y

X

minimo

minimo local

absoluto

Figura 4.3

Exemplo 4.22. Considere a fun¢do f definida por
f(xy)= (x—l)2 +(y—2)2 ~1.

Oponto (1, 2) épontodeminimoglobalde f ,pois f (1, 2)< f(x,y)
para todo (x,y)eR?.

A Figura 4.4 ilustra o Exemplo.

A
z

/ y
X (L2, -1)

Figura 4.4

Exemplo 4.23. Seja f a fungdo definida em R?® tal que

f (x,y)=—-x*-y? Oponto (0,0) éumpontodemaximoglobalde f ,
pois f(x,y)=—x*-y?<0 paratodo (x,y)eR* e f(0,0)=0,logo
f (x,y)< f(0,0) para todo (x,y)e R?.

Exemplo 4.24. Considere a funcdo f definida em R’ tal que

f (x,y)=xy. Oponto (0,0) ndo é um ponto de maximo nem pon-
to de minimo de f, pois para qualquer bola aberta B ((O, 0); 8) te-
mos:

f(x,y)>f(0,0)=0 se (x,y) é um ponto da B((0,0);S) Si-
tuado no primeiro ou terceiro quadrante;



f (x,y)< f(0,0) se (x,y) é um ponto da B((0,0);3) situa-
do no segundo ou quarto quadrante.

Portanto, ndo existe uma bola aberta B((0,0):8) tal que
f(0,0)< f(x,y)ou f(0,0)>f(x,y) paratodo (x,y)e B((0,0);S).

Vimos que se uma fun¢do f de uma varidvel é derivdvel em um
ponto a, e a é um ponto de maximo ou minimo local de f, en-
tdo f'(a)=0.0O proximo teorema é uma extensdo deste resultado
as funcoes de duas variaveis.

(Condigao necessaria). Seja z = f (X, y) uma fungao
definida na bola aberta B((a,b);r). Se f tem um maéaximo ou
minimo local em (a,b) e as derivadas parciais de primeira ordem

existem em (a,b), entdo ﬂ(a,b)= Oe i(a,b)= 0.
OX oy
Demonstracao: Suponhamos que (a,b) seja um ponto de maxi-

mo local de f. Entdo, o ponto a é ponto de maximo da funcédo
g, definida por g(x)= f (x,b), de onde resulta que g'(a)=0.

Como ¢ '(a):%(a,b), segue que %(a,b):o. De forma ana-

loga, mostra-se que %(a,b): 0.

Um ponto (a,b) é denominado ponto critico de f
se as derivadas parciais de primeira ordem de f em (a,b) forem
ambas nulas ou se f nao for diferenciavel em (a, b).

Observagao: Um ponto critico que ndo é um ponto de maximo nem
de minimo é chamado de ponto de sela. Pelo Exemplo2.24,a funcao
f(x,y)=xy tem ponto de sela em (0,0).

Exemplo 4.25. Determine os pontos criticos de f (x,y)=x*+y’.

Solucdo: Como f tem derivadas parciais em todos os pontos de
R?, para determinar os pontos criticos de f basta resolver o sis-

t
€ma ﬂ_o
ox , 2x =0
, OU seja, .
I o J 2y=0

oy



A unica solucdo deste sistema € o ponto (0,0). Portanto, a funcéo
tem (0,0) como tnico ponto critico.

Exemplo 4.26. Determine os pontos criticos da funcao

f(x,y)=x*+xy+y*+3x-3y+4.

Solucgdo: A funcdo f ¢é uma funcdo polinomial. Assim, suas de-
rivadas parciais existem para todo (X, y)e R?. Para encontrar os
pontos criticos, devemos resolver o sistema

of

ax_o ou seia 2X+y=-3

, OU S€ja, .
X _q : X+2y=3
oy

Resolvendo o sistema, obtemos (X, y)=(-3,3) como tnica solu-
¢do. Logo, (=3,3) ¢ o tnico ponto critico de f.

O Teorema 4.7 fornece condigdes para identificar os pontos criti-
cos de uma funcao f. Agora, precisamos saber, entre os pontos
criticos, quais sdo pontos de maximo ou minimo. O préximo te-
orema fornece condi¢des que nos auxiliam na identificagao dos
pontos criticos. O resultado é analogo ao critério da segunda de-
rivada para funcao de uma variavel.

Seja z= f (x,y) uma funcdo tal que suas derivadas
parciais de segunda ordem sejam continuas em uma bola aberta
B((a,b);r), e suponhamos que (a,b) seja um ponto critico de f .
Seja H (x,y) o determinante
o’ f o’ f
X, X,
ox? () 6y8x( 2

o f
Oxoy (xy)

H (x,y)= azf ’
Y (xy)

0% f
ox?
minimo local de f .
o* f
Ox?
maximo local de f .

Se H(a,b)>0 e (a,b)>0, entdo (a,b) é um ponto de

Se H(a,b)>0 e (a,b)<0, entdo (a,b) é um ponto de

Se H(a,b)<0, entdo (a,b) é ponto de sela.



Se H(a,b)=0, nada se pode afirmar.

Exemplo4.27.Considereafuncdo f (x,y)=x*+ Xy + y* +3x—3y +4.
Determine, caso existam, os pontos de maximo local e os pontos
de minimo local da fungao.

Solugdo: Vimos no Exemplo 4.26 que o ponto (-3,3) ¢ o lnico
ponto critico de f . Para classifica-lo vamos usar o Teorema 4.8.
Para isto, precisamos calcular as derivadas parciais de sequnda or-
dem. Temos

o* f o* f
2 (xy)=2, @(X’y)ﬂ’

o f o B
Y (xy)=1e W(x y)=2.

Assim,
2 1
H(-3,3)= =3.
CEEHs
o* f
= (-3,3)=2>0, segue que

(-3,3) é um ponto de minimo local de f .

Como H(-3,3)=3>0 e

Exemplo 4.28. Dada a fungdo f (x,y)=x’+y’+3xy, encontre os
pontos de méximo e minimo locais, caso existam.

Solucdo: Vamos determinar inicialmente os pontos criticos:

at _
X , 32 +3y=0

, OU seja, ,
LELI 3x+3y* =0
oy

Resolvendo o sistema, temos os pontos criticos (0,0) e (=1, —1).
Calculando as derivadas de segunda ordem e H (X,y),

0 f
OyOoX

o’ f o’ f
oy 0 Y)=3 57 (xy)=6y

o° f
W(X' y)=6x, (xy)=3,

e Hooy)= 2| =aexy—9
ly - 3 6y_ y '

Vamos analisar o ponto (0,0).

Temos H (0,0)=-9<0. Assim, (0,0) ¢ um ponto de sela.



Agora, vamos analisar o ponto (=1, —1).

2

Temos H(-1,-1)=36-9=27>0¢ 88_];(_1’ -1)=-6<0, logo
X

(-1, —1) é um ponto de maximo local de f.

Portanto, a fungdo f tem um maximo local em (=1, —1) enquan-
to (0,0) € um ponto de sela de f.

Exemplo 4.29. Mostre que a area total de um paralelepipedo re-
tangular de volume dado V ¢é minima quando o sélido é um
cubo.

Solucdo: A funcdo que representa a area total do paralelepipedo €

f(X,y,2)=2xy+2yz+2xz.

Figura 4.5

0 volume (V = constante) ¢ dado por V =xyz e X,y,z>0. As-
sim, a funcdo que expressa a area total pode ser escrita da sequin-

te forma: N
g(x,y)=2xy +—+—.
X Yy
Agora, vamos encontrar os pontos de minimo da funcio g.
og 2V
—=0 2y——-=0
ox ou seja ' X
8_g:O 2X—2—\£=0
oy y

Resolvendo o sistema e observando que X,y =0, temos X :W

e y=33W.

Segue que o unico ponto critico é (W,W) .



Calculando as derivadas parciais de sequnda ordem e H(X,y), ob-

temos:
6g A& og 0°g 0°g a
— (%, )‘— (y)‘ XW(X’V)ZZ’W(X’V)ZF
) a
X3 16V 2
H(x,y)= =
2 N (xy)y

y
Como HGN ,3N)=16-4=12>0 e (J\7 J\7)_—>o

temos que (W,W) ¢ ponto de minlmo relativo. Pela natureza
fisica do problema, o ponto (W,W) ¢ um ponto de minimo
absoluto.

Para x=3 e y:§/\7 segue que Z:L
X

=N
Portanto, o paralelepipedo retangular que possui menor area total
€ 0 cubo.

Lista de exercicios

Determine, caso existam, os pontos de maximo local e os pon-
tos de minimo local das fung¢des dadas por:

f(x, y)=—(x—4)2—(y—2)2.
f (x,y)=4x*-5y*+2xy +4x—8y+10.

f (% y)=3xy*+x*-3x.

Uma caixa retangular sem tampa deve ser feita com 12m?* de
papeldo. Determine o volume maximo de tal caixa.

Na secao anterior, vimos como determinar maximos e mini-
mos de fungdes cujas varidveis estavam livres, ou seja, ndo ha-
via restricdo alguma sobre as varidveis. Vimos também o Exem-
plo 4.29, que trata de minimizar uma fungao com trés variaveis,
f (X, Y, Z), onde as varidveis estao restritas a uma condicao do



tipo g(x,y,z)=0 (V —xyz=0). Para resolvé-lo, transformamos
o problema com trés varidveis e uma “restricdo” em um problema
“irrestrito” com duas variaveis e aplicamos a teoria de minimiza-
¢ao (irrestrita) vista na Secao 4.8.

Nesta secao, vamos tratar de maximos e minimos de fungdes com
restricoes a partir das quais nao podemos (ou nao queremos) ex-
plicitar uma varidvel em fungao das outras. Para resolver proble-
mas desta natureza empregaremos o método dos multiplicadores
de Lagrange que sera estabelecido no teorema abaixo. Inicialmen-
te, vamos considerar o problema de otimizag¢do com apenas uma
restricao de igualdade, especificamente, o problema de minimi-
zar (ou maximizar) f(x,y,z) sujeitaa g(x,y,z)=0.

Seja f (x,y,z)uma fungdo diferencidvel em D(f).
Seja g (X, Y, Z) uma func¢do com derivadas parciais continuas em
D(f) tal que Vg(x,y,z)#(0,0,0) para todo (x,y,z)eS, onde
S={(x,v,2)eD(f)lg(xy,2)=0}.Se (a,b,c)eS é ponto de ma-
ximo ou minimo local de f em S entdo existe um ndmero real

A tal que
v f(ab,c)+AvVg(ab,c)=0.

O ndmero A é chamado multiplicador de Lagrange.

Observando o Teorema 4.9, temos que se (a,b,c) é um ponto de
méximo ou de minimolocal de f , sujeita a restricdo g(x,y,z)=0,
entao (a,b,c,k) é um possivel ponto de médximo ou minimo da
funcao

L(x,y,z,0)=f(xy,2)+2g(XY,2),

denominada de fun¢ao de Lagrange. Assim, para se determinar
os possiveis pontos (X,y,z) de maximo ou minimo da fungao
f (X, y,z) restritaa g(X,y,z)=0 pelo método de Lagrange, basta
determinar os possiveis pontos de méximo ou minimo (X, Y, Z, k)
da fungdo lagrangena, isto €, resolver o sistema,



Ao

OX

oL ) =

E:O’ ou seja, {Vf (x,y,2)+AVg(xy,2)=0, 7)
%_0 g(xy,z)=0

oz

L

oA

onde 0 representa o vetor nulo, neste caso, 0=(0,0,0).

Note que os pontos obtidos na resolugio do sistema (7)) sdo candi-
datos a extremos da fungao f . Assim, para classificad-los em ma-
ximo ou minimo, precisamos de outros meios, como por exemplo,
argumentos geomeétricos.

Exemplo 4.30. Determine, caso existam, os possiveis pontos de
méximo ou minimo da fungéo dada por f (x,y)=4xy, sabendo-
se que x> +Yy* =1.

Solugdo: Neste caso, f(x,y)=4xy e g(xy)=x"+y’-1. A
funcao lagrangeana associada ao problema é

L(x,y,k)=4xy+%(x* +y*-1),

e o sistema que devemos resolver €

4y +2xA =0

,ou seja, 14x+2yA=0 .

{Vf (x,y)+2Vg(x,y)=0
g(xy)=0

X +y*-1=0

Resolvendo o sistema, encontramos os sequintes pontos:

Y232 ) (V2 N2 L) (N2 N2
2 27 ) 22" ’ 2 27

Portanto, os possiveis pontos de maximo ou de minimo sao:

£ (49 £

2 2 2 2 2 2 2 2



Exemplo 4.31. Determine o ponto do plano x+4y+3z=2 que
estd mais préximo do ponto (1, -1, -1).

Solugdo: A distancia de um ponto (Xx,y,z) ao ponto (1,-1,-1)
¢ dada por

d = J(x=1) +(y+1) +(z+1.

Como d sera um minimo quando d* for um minimo, podemos
formular o problema solicitado da sequinte forma:
minimizar f (X, y,z)=(x—1)2+(y+1)2+(z +1)2
sujeitaa g(X,y,z)=x+4y+3z-2=0.

Assim, aplicando o método dos multiplicadores de Lagrange, deve-

mos resolver o sistema
2 (x —1)+ A=0

Vi(xy,z)+1Vg(xy,z)=0 _|2(y+1)+4r=0
, OU seja, _
g(xy,z)=0 ’ 2(z+1)+31=0
X+4y+3z2-2=0

A solucdo do sistema ¢ E i_—l_—8 )
13 13 13 13

O ponto Ei _—1 € um candidato a extremo. Por inspecao,
13 13 13
verifica-se que € o ponto do plano que esta mais proximo do ponto

(1, -1, -1), e a distancia ¢

17 (3 .Y (-1 4
d=,/|1-—| 4| —=+1| +| —=+1| =—+/26.
\/( 13) (13 j (13 j 13

O método dos multiplicadores de Lagrange pode ser aplicado em

problemas com varias restricoes, para isso devemos usar varios
multiplicadores. Em particular, se o problema for minimizar ou ma-
ximizar a funcao f (x,y,z) sujeita as restricoes g(x,y,z)=0 e
h(x,y,2)=0, entdo a fungdo lagrangeana associada ¢

L(X,Y,Z.A,2,)=F (X, y,2)+ A0 (X Y, 2)+ A0 (XY, 2).
E o sistema que devera ser resolvido ¢é
Vf (x,y,z)+ A, Vg (x,y,z)+/12Vh (x,y,z)=6
g(x,y,z) =0
h(x,y,z) =0.



Lista de exercicios

Determine os possiveis pontos de maximo ou minimo da fun-
cdo f(x,y,z)=x2+y2+122 sujeitaa x* +2y*-z°-1=0.

Determine a distancia minima entre o ponto (0,1) e a curva
2

X°=4y.

Determine o valor maximo da funcdo f (X, y,z)=x+2y+3z na
curva da intersecio do plano x—y+2z =1 com o cilindro x* + y* =1.



Os principais assuntos estudados neste capitulo foram:
Defini¢des de derivadas parciais e diferenciabilidade de
fungao.

O Teorema 4.2, que fornece uma condigao suficiente para a
diferenciabilidade de funcgao.

O conceito de diferencial, que pode ser usado como aproxi-
magao para o acréscimo da varidvel dependente.

Derivagao de fun¢do composta (regra da cadeia) e derivagao
de funcao dada de forma implicita.

Aplicagao das derivadas parciais para determinar os pontos
de maximos e minimos de funcdes.



Secao 4.1.2

D, f(x,y)=6x+2y; fy(5,l):10.

af 3
—(x,y)=3x"+2xy*; X,Y)=—"—

OX ( 2y )
of _— of x* —2x° y
—(X,y)=3xy" -4y, =

3)/( ) ( )= (x +2y? )
Secao 4.3.1

dz = (e +xy e )dx+(x* €™ )dy;
Escrevendo w= f (x, y,z) dw= 2de+£dy—22dz )
y
1175.

Secao 4.5.1
6 3 dz 5 2
z=-3t"+2t°+1;b) E:—lSt +6t°.

ZX—4x(x —y* praye® e ;_—4y(x —y? }+4xe™.

dy  —4x°+4y°

dx  12xy?-1
o _3x'-y+d4z oz _1

X 4x oy 4



Secao 4.7.1

VF(X,y,2)=(sen yz+yz cos Xz, Xz COS yz +Sen Xz , Xy COS Yz + Xy COS Xz )

s 2 ) S a(eer-yrer)

ye* xe’ a(x,y)

o°f _ 2cos (X +y )-4x* sen (x> +y); o't _ —sen (x* +Y);
aXZ 1 ayz b
ot _ —2xsen (x*+y )
oxoy

fs=sen(x+y+z).

Secao 4.8.1

(4, 2) é ponto de maximo.

2 6),
(——, ——J é um ponto de sela.
7 7

(0,1) e (0,-1) é um ponto de sela; (1,0) é um ponto de mi-
nimo local; (-1, 0) é um ponto de méximo local.

O volume méaximo é 4m>.

Secao 4.9.1

(10,0), (-1,0,0), (o,%,o] e (o,—g, ]

+1.

O valor maximode f é 3+ @ .



Capitulo 5

Integrais multiplas







Integrais multiplas

Neste capitulo, vamos estudar as integrais duplas e tri-
plas, que consistem numa extensdo do conceito de inte-
gral definida para as funcoes de duas e trés varidveis,
respectivamente. Usaremos estes conceitos para resol-
ver problemas que envolvem cilculos de drea, volume,
centro de massa e momento de inércia.

Seja z= f (x,y) uma fungdo definida numa regido
R do plano xy, fechada e limitada. Subdividimos R em retan-
gulos, tragando retas paralelas aos eixos X e y. Numeramos os
retangulos no interior de R de 1 até n e escolhemos um ponto
arbitrario (X,¥;) em cada retangulo R.. Em seguida, formamos
a soma

Zf(Yi,Vi)AA, @
i=1
onde AA € a area do retangulo R,. (Ver Figura 5.1 (a))

Suponhamos que mais retas paralelas aos eixos dos X e dos Yy
sejam tracadas, tornando as dimensdes dos retangulos cada vez
menores, fazendo isso de tal maneira que a diagonal méxima dos
retangulos R, tenda a zero quando n tender a infinito. Se

n

lim > f(X,,)AA

N—>+o0 <
i=1

existir, este niimero serd chamado integral dupla de f (x,y) sobre
aregiao R, e escrevemos

N—>-+c0

lim Zn:f(x,yi)AA =[] f e y)dA.

Outras notagoes para a integral dupla:



H f(x,y)dxdy e ﬂ f (x,y)dydx.

B 11,
3 : R
KUY /47'1/‘ ) Ri
=
(@) ()

Figura 5.1

Interpretacdo geométrica da integral dupla

Suponhamos que f(x,y) >0 para todo (x,y) € R. Observando
a Figura 5.1 (b), temos que o nimero f(X,V,)AA representa o
volume do prisma cuja base é o retangulo R e aaltura, f (X,¥;).
A soma Z f (X.V,)AA fornece uma aproximagao para o volume
do solidomostrado na Figura 5.1 (b). Quanto menor for drea AA
de cada retangulo R;, melhor serad a aproximacao. Assim, quan-
do f(x,y)=0 sobre R, a ” f (x,y)dA representa o volume do
R

solido limitado acima pelo grafico de f, abaixo pela regido R e

lateralmente pelo cilindro vertical de base R.

Vérias propriedades da integral dupla sao anélogas as proprieda-
des da integral definida de uma funcao de uma variavel. No que
segue, listamos as que sdo mais usadas no calculo de integrais.
Admitiremos que todas as integrais existam.

Propriedades da integral dupla

”C f(x,y)dA= C” f (x,y)dA, onde ¢ é uma constante.
R R



ITf )+ g (uy)JdA= [T f (xy)dA+ [fa(x.y)dA.

”f(x y)dA= jjf(x y)dA+Hf(x y)dA, onde R é com-

posta de duas sub-regloes, R e R,, que nao tém pontos em
comum, exceto os pontos de suas fronteiras. (Ver Figura
5.2)

R=R,UR,

Figura 5.2

As demonstragoes das propriedades acima seguem diretamente
da definicao de integral dupla e das propriedades de limites de
fungdes.

Quando estudamos a integral definida de uma funcdo de uma
varidvel, vimos que calcular a integral pela definicao é trabalho-
so. No caso da integral dupla, tentar obter a integral pela defi-
ni¢ao é ainda mais complicado. O procedimento prético que se
utiliza é fazer duas integragoes simples. O desenvolvimento rigo-
roso deste método é estudado em cursos mais avangados. No que
segue, indicamos como tratar o cdlculo de integral dupla em que
a regiao R é retangular, e o caso em que R é uma regido plana
qualquer.

Se aregidao R é um retangulo, digamos R =[a,b]x[c,d] (ver Figu-
ra 5.3), entao a integral dupla é calculada da seguinte forma:

J..[ f (x,y)dxdy = Ld U: f(x, y)dx}dy
_I U f(x, y)dy]dx

Ao calcular a “integral interna” na primeira igualdade, x € a va-



ridvel de integragdo e y € considerada uma constante. Assim, efe-
tivamos primeiro uma integracao simples em X e depois em Y.
Na segunda igualdade, ocorre o inverso.

yn
d

a X

Figura 5.3

Exemplo 5.1. Calcule a integral dupla H 3xy?’dA  sendo
R
R=[0,1]x[1, 2]

Solucdo:

H3xy2dA J' U 3xy dx}dy

[”1]

Exemplo 5.2. Calcule a integral ” xsen(xy)dA, onde
R
R=[0, n]x[0,1]
Solucao:

” xsenxydA= .[:D:x sen (xy) dy}dx

Azl

= .[: —(cos x—1)dx




= (-sen x+x)|2:n.

No caso em que a regido R é descrita por

asx<b
: (Ver Figura 54)

lg(x)<y<h(x)

com g e h sendo fungdes continuas em [a,b], entdo a integral
dupla é calculada da seguinte forma:

jRj f(xy)dA= jb[ j:(())f (x, y)dy}dx_

y y=h(x)

/

—

R

_

T

y=g(x)

Figura 5.4

De maneira andloga, se R for descrita por

je<y<d

R'{p(y)éxsq(Y)

com p e q fungdes continuas em [c,d ], entdo
df ray)
JTFOuy)da=[7] 20 (xy)ox oy
R

y
d

(Ver Figura 5.5)

x=p(y)" R \<x=d)

Figura 5.5



Exemplo 5.3. Calcule ” (x*+y*)dA, onde R é a regido limitada
R
pelasretas y=X, y=2x e x=1.

Solugao: A regido R ¢€ descrita por

0<x<1 _
R: ) (Ver Figura 5.6)
X<y <2x
y x=1 y=2X
y=x
2
1L /R
0
1 X
Figura 5.6

Temos

[+ on= [+ )
- J‘:{xzy - yg}

= lEX‘°'dx
03

10 x*
3 4

dx

X

1

>
, 6

Exemplo 5.4. Calcule a integral dupla ”(y +1)dA, onde R é a
regido do primeiro quadrante limitada por y* =X, y=-x+2 e
y=0.

Solucdo: A regido R esta esbocada na Figura 5.7 € des-

crita por X=yP
|0<y<1
'{yz <x<2-y R
1 2\ X
X=-y+2

Figura 5.7



Temos

J.Rj(y +1)dA= I:U;_y(y +1)dx}dy
_ J.:[(yx + x)|;yjdy

~[[(v-2y* -y +2)ay

_19
12°

Exemplo 5.5. Calcule a integral J..[ 2xy dA, onde R é o tridngulo
R

limitado pelas retas y=0, y=X,eareta x+y=2.

Solucdo: A regido R € mostrada na Figura 5.8. R € decomposta
em R e R,,onde R, e R, sdo descritas por:

[1sx<2
2"locy<2-x
y=X
R=R1UR2
0 1 2 X
X+y:2
Figura 5.8
Assim,
Hny dA= ”2xy dA+”2xy dA
R R R,

= j:JOX2xy dy dx+‘|.121027x2xy dy dx

2 2-X

dx+I22xy—
1 2
0 0

2X

:EZX% dx




_ _[01 x3dx + f x(2- x)2 dx

i 2
+L (4x—4x2 + xs)dx
0

4

Outra maneira de calcular a ﬂny dA ¢é expressar a regido R da
R

R_{ySXSZ—y

seguinte maneira:

0<y<1

”2xy dA = I:I;_y2xy dx dy

R 2-y

1 %2
=25y o

-[le-nrvTo
Sy

(ay: 4y 2
2 3 3

0

As vezes, para calcular uma integral dupla, torna-se necessério
inverter a ordem de integragdo para que as integrais possam ser
obtidas por meio de fungoes elementares.

Exemplo 5.6. Calcule a integral j: J.j e Xdx dy.

Solucao: Ndo € possivel obter algebricamente a integral
com a ordem de integragdo dada, pois a funcdo f (x)= e
nao tem primitiva entre as fungdes elementares. Assim,
para calcula-la temos que trocar a ordem de integracdo. A
regido de integracdo esta esbocada na Figura 5.9.

X=2

y:ZX

Aregido R esta descrita por

|<

(=2 N}
IA
<
IN
I

2

Figura 5.9



Podemos reescrevé-la da sequinte forma:

0<x<2
0<y<2x
Assim,

I: E e ¥dx dy = _[02 j:xe’xzdy dx

= IOZZX e dx

2X
dx
0

2

=—e

0

=1-e™.

Exemplo 5.7. Calcule a integral .[03 J. 92 ycosx’dx dy trocando a or-
y
dem de integragao.

Solucdo: A regido de integracao € apresentada na Figura 5.10.

} X=9

Figura 5.10

Podemos escrever R da seguinte forma:
0<x<9
0<y<+/x

Assim,

_[OSI; ycos x*dx dy = Iogjf y cos x2dy dx
i

2
:'[gy—cosx2 dx
02

0

9 X
=.[ Zcos x2dx
02



9
=£senx2 :isen81.
474

Podemos estender a técnica de mudanca de variavel estudada
para funcao de uma varidvel as funcdes de duas varidveis. O ob-
jetivo é simplificar o calculo da integral.
Para a integral dupla
I =ﬂ f (x,y)dxdy,
R

introduzimos novas varidveis de integracao fazendo

x=x(u,v) e y=y(u,v),
de modo que a integral dupla sobre a regiao R do plano Xy seja
transformada em uma integral dupla sobre uma regiao R'do pla-
no uv.
A integral | pode ser calculada da seguinte forma:

I _” f(x,y)dxdy = ” f(x(u,v).y(u, v))
o(xy)

y)

dudv, 2

onde é o determinante da matriz jacobiana de X e y em
u,v
o(uv) ax OX
o(x, EY
relagdo a u e v, ou seja, ( y) v
o) |y
ou ov

A férmula (2) é demonstrada em cursos mais avangados. Aqui,
limitar-nos-emos apenas em aplica-la.
Coordenadas polares

Uma mudanga de varidvel muito usada é a mudanga para coorde-
nadas polares. Neste caso,



X=rcos® e y=rseno.

O determinante jacobiano é

oY) _

o(r,0)

cosO -rsen6
sen® rcoso

Entao,
”f(x,y)dxdyzﬂf(rcose,rsene)r dr do, )
R R’
onde R' é aregiao R descrita em coordenadas polares.
Exemplo 5.8. Calcule ” e Vdxdy, onde R é a regido limitada
R
pelo semicirculo x =./a* -y’ e o eixo Y.
Solucao: A regido R ¢ apresentada na Figura 5.11.

Yla

-a
Figura 5.11
Para calcular a integral, vamos usar coordenadas polares.

Fazendo Xx=rcosO e y=rsen0, entdo a regido R"' do plano r0,
que corresponde a regido R do plano Xy, € dada por:

0<

<r<a
R':< 1
2

<p<l
2

Assim, pela formula (3) temos
H e Vdxdy = J‘Eﬂ I:e‘“z rdrdé
R 2

1 z rza
:—EJ-ZZE Ode




1, o
= (e —1)I_Zd9

JU 2
=—(1-e).
S-e)

1
Exemplo 5.9. Calcular || ——=dA, onde R é a regido do primei-
=

ro quadrante que é externa a curva X’ + Yy’ =4 e interna a curva

(x=2)*+y *=4,

Solucdo: A Figura 5.12 ilustra a regido R.

da
N

Figura 5.12
Vamos usar coordenadas polares para calcular a integral.
Em coordenadas polares,
X=rcosf, y=rsen e X +y’=r’

Entdo a circunferéncia x*+y? =4 tem equagdo polar r=2 e a
circunferéncia (x—2)° + y> =4, que ¢ equivalente a X* + y* = 4x
e tem equacdo r =4cos6.

Para descrever R em coordenadas polares devemos observar a va-
riacdodere 6.

Temos,
2<r<4cosf

No<o<Z.
3



Note que 6 :% € obtido resolvendo o sistema {r i 4cos0
Logo, . L 1
IRI mdh ["], rrdo
= (7 drdo
[

= IO% (4cos6-2)do

= (4senf — 20)|;A

Exemplo 5.10. Calcule a integral ” %dx dy, sendo R o anel
XSty

delimitado por X’ +y*=1e X’ +y* =4.

Solucgdo: A Figura 5.13 indica a regido R.

71N
\JIZX

Figura 5.13

Vamos usar coordenadas polares para calcular a integral.
Fazendo x=rcos® e y=rsen0 temos

R'. 0<0<2rn
ll<r<2
Assim,



”ded _J-Zfrj rsene rdr do

:jonj'l senO dr do

2n 2
:L rsen9 do

1

= j:nsen 0do

=0.

Lista de exercicios

Calcule as integrais ” f (x,y)dx dy sendo:
R

f(x,y)=xcos(xy) e R oretangulo 0<x<2, OSyS%.

f (X, y)= X e R aregido limitada pelas curvas
y=x e y=x.

Esboce a regiao de integragao e calcule a integral trocando a
ordem de integragao.

j Ilseny

I Lye dx dy .

Use coordenadas polares para calcular as seguintes integrais.

”e Y )dx dy, onde R é o circulo de centro na origem e de

ra1o igual a 3.

”\/az —x?—y?dx dy, onde R estd no primeiro quadrante e

é limitada pela circunferéncia x> +y* =a’.

Nesta se¢dao, vamos estudar algumas aplicagdes das integrais du-

plas.

Vimos que se f (X,y) >0 para todo (X,y) € R, entdo o volume V



do sélido delimitado inferiormente pela regido R, superiormente
pela superficie z = f (x, y) e lateralmente pelo cilindro vertical de

base R é dado por V :H f(x,y)dA.
R

Exemplo 5.11. Calcule o volume do sdélido limitado pelas
superficiesx=0,y=0,z=0 e 2x+3y+z=6.

Solucgdo: O volume do sélido €

V = [[(6-2x-3y)dA,

onde R ¢ a regido mostrada na Figura 5.14.

2x+3y+2=6

Figura 5.14

Portanto,

3 —Ex+2
Y :IO IO 3 (6-2x—-3y)dy dx

_y —4x+6+§x2jdx

—4x? 2x°
= +6X+—
2 9

3

0



=6 u.v.

Exemplo 5.12. Determine o volume do sélido que esta abaixo do

paraboléide z=x’+y® e acima da regido limitada por y=x" e
2

X=y°.

Solucdo: O volume do sdlido €

V=[]0 +y?)dA,

onde R € mostrada na Figura 5.15.

y= X

Figura 5.15

Portanto,

V= J':J.f(x2 + y®)dy dx

Exemplo 5.13. Calcule o volume do sélido delimitado superior-
mente pelo grafico de z =Xy, inferiormente pela regidao R deli-

mitada por y = % X, y=2X, y=-X+3 e lateralmente pelo cilin-
dro vertical cuja base éR.

Solucgao: A integral dupla que fornece o volume do sélido €



\Y :”xy dA,
R

onde R=R, UR, € o tridngulo da Figura 5.16.

y y=2X
y=2
2 [ Y=—X+3
R>
oy
12
Figura 5.16

Temos que V =ny dAzﬂxy dA+ﬂxy dA,
onde ’ § *

0<x<1 1<x<2
RlZ X (S RZZ X .
—<y<2X —<y<—X+3
2 y 2 y
Calculando
ny dA= _[:sz Xy dy}dx
R 2
22x
Y R
0 2 R
= lEx‘"’dx
08
_15x 15
8 4| 32




N 1

32 3 4 ) 32

Portanto, o volume é V :E+3—7:E u.v.
32 32 8

Observacgao 5.1 Se f(x,y) <0 para todo (x,y)eR (ver Figura
5.17), entdao o volume do sélido limitado acima pela regido R,
abaixo pelo grafico de f e lateralmente pelo cilindro de base R
é dado por:

V =

J;J'f(x,y)dA

1

2= f(cy)

Figura 5.17

Observacao 5.2 Se o sélido S for limitado superiormente pela
superficie z= f (x,y) e inferiormente pela superficie z=g(x,y)
com f (X y)>g(x,y) >0 para todo (X,y)eR onde R é uma re-
gido do plano Xy contida na intersecao D(f)D(g) (ver Figura
5.18) entao o volume de S ¢é dado por:

V=[[(fony)-a(x.y))dA @

A férmula (4) continua valida, ndo apenas quando f(x,y) e
g(x, y) sdo ndo negativas, mas também quando f (x,y) > g(x,y)
para todo (x,y)eR.



Figura 5.18

Exemplo 5.14. Calcule o volume do sélido delimitado pelo plano

2=0 e pelo cone z=4x’+y* —4.

Solucao: A Figura 5.19 indica o solido e a regido R de integra-
cdo.

Figura 5.19

Note, temos f (x,y)<0 para todo (X,y)eR. Assim,

V =

R

j j f(x, y)dA‘.

A regido de integracio R ¢é descrita pela circunferéncia x* + y* = 4.

Escrevendo esta regido em coordenadas polares, temos
'{OSGSZR

R .

0<r<2

Portanto,

V =

j j f(x,y)dA

Lj[m - 4} dx dy‘




[ [ a-arar de‘

R
o3 2

=‘_ 2216 ‘

drdo

0

—do
3

0

327
=—Uu.V.

3

Exemplo 5.15. Determine o volume do sélido delimitado pelos
paraboldides z=9-x*-y* e z=Xx"+y°.

Solugdo: A Figura 5.20 (a) ilustra o solido limitado por
7=9-x*—y’ e z=Xx"+Yy°.

z y
7=9-x -y
dan
X
""" 302 K/ﬂ
2 2
Z=X2 +y?
y
* @) (b)
Figura 5.20

Pela Observacédo 5.2 temos
Vv :.[.[[9—x2 —yr = (X + yz)]dA
R

onde R ¢ aregido do plano xy limitada pela projecdo da interse-
cdo das superficies no plano xy. Calculando a intersecéo

{z=9—x2—y2

. :>x2+y2=g,
z=X"+Yy 2

R ¢é a regido circular ilustrada na Figura 5.20 (b). Vamos usar co-
ordenadas polares para encontrar o volume. Assim,



V = J':f.[ozn(Q— r’—r)r dodr

_ J':fj:n(Qr —2r*)dodr

:j:f(ger—zﬁei2 dr

0

= .[:f(l&rr —4nr3)dr

2 4 o
_ 18nr__47cr
2 4

81n
=—Uu.V.
4

0

Na expressdo V = H f(x,y)dA, se f(x,y)=1 entdo H dA for-
R R

nece a area da regiao R.

Exemplo 5.16. Calcule a 4rea da regiao R limitada no primeiro
quadrante pelas curvas y* =x’ e y=X.

Solucdo: A regido R esta esbogada na Figura 5.21.

y y=X
y2zx3

Figura 5.21




1
=—Lu.a.
10

Exemplo 5.17. Calcule a drea da regidao R limitada pela parabola
y=6X—X* e pelareta y=X.

Solucao: A Figura 5.22 mostra a regido R.

y

y =6X — x?

5 6 X
Figura 5.22

A o

Iy

5
:IO (6x — x> —x) dx

6X—X?
dx
X

= J‘OS (5x — x*) dx

125
=—u.a.
6

Exemplo 5.18. Calcule a drea da regiao R limitada pela curva
X +y*=a’.

Solucdo: A regido R ¢ ilustrada na Figura 5.23.

o
U/

Figura 5.23



Vamos calcular a area usando coordenadas polares. Assim,

A:j:joz"r d6 dr

:J.ar 2ndr
0

2 a
:r—2n

2 0

=na’ u.a.

As integrais de fun¢des de uma varidvel podem ser usadas para
determinar massa, centro de massa e momento de inércia de uma
barra homogénea. Com o auxilio de integrais duplas, podemos
encontrar massa, centro de massa e momento de inércia de uma
lamina plana.

Centro de massa

Suponhamos uma ldmina com a forma de uma regiao fechada R
no plano Xy. Seja p(x, y) a medida da densidade de massa por
unidade de drea da lamina em um ponto qualquer (x,y) de R,
onde p é uma funcdo continua em R. Mostra-se que a medida
M da massa da lamina é dada por

M = [[p(x y)dA,

e o centro de massa (7, 7) é dado por

Y—& e M

M M

<l
I
>

onde:
M, = ” yp (X, y) dA é o momento de massa em relagao ao
R
eixo X, e
M, = J J' Xp (X, y) dA é o momento de massa em relagdo ao

R

eixo Y.



Momento de inércia

O momento de inércia |, em relacdo ao eixo x é dado por

I, :”yzp(x, y)dA.

O momento de inércia |, em relagao ao eixo y € dado por

l, :Iszp(x, y)dA, e

O momento de inércia em relagdo a origem ou momento de inér-
cia polar é dado por

l, = ”.(x2 +y* )p(x y) dA

Exemplo 5.19 Uma lamina tem a forma da regiao retangular li-
mitada pelas retas x=3 e y =2 e os eixos coordenados. Encontre
a massa e o centro de massa da ldmina, sabendo que a densidade
de massa por unidade de drea em um ponto qualquer é dada por

p(x,y)=xy’kg/m?.

Solucao: A lamina esta desenhada na Figura 5.24.

y

Figura 5.24

A massa da lamina é

M :ij(x, y) dA



3

2
2% _18 kg m.

0

Os momentos de massa em relacdo aos eixos sdo:

, 3
Portanto, o centro de massa esta no ponto (2, —].

Exemplo 5.20. Calcule 0 momento de inércia em relagao ao eixo
dos y de umalamina que tem a forma da regido plana delimitada
pelas parabolas y =2x-x* e y =3x*—6x. Sua densidade de mas-
sa por unidade de drea é constante, ou seja, p(x, y): ckg/m?,

Solucdo: A [amina esta desenhada na Figura 5.25.



y=2X — x?

y = 3x2 — 6X

Figura 5.25

Temos
l, :H x’p(x,y)dA

R
= j: I > e dydx

3x%-6x

2x—x?
dx

3x%2-6x

_ J.Ozcx2 [ZX— x? —3x? +6x] dx
=4f02cx2 [8x—4x2]dx

_ 2 3 _ 2 4
_SCjoxdx 4cj0xdx
2 52

4
_4CX_
5

:80X—
4

0 0

32
==—ckgm?®.
5 g
Exemplo 5.21. Uma lamina ocupa parte do disco X* + y* <1 do pri-

meiro quadrante. Determine o centro de massa se a densidade em
qualquer ponto for proporcional a distancia do ponto ao eixo X.

Solucgao: A Figura 5.26 ilustra a forma da lamina.

Figura 5.26



A densidade da Idmina no ponto (x,y) é p(x,y)=Kky, onde k ¢
constante.

A massa da lamina ¢
M =.”p(x,y)dA
R
5 o

= I:fkr(cos 0) rdodr (em coordenadas polares)
= kJ.;rzsene

2
dr
0

= kJ';rzdr

3t

—k—

_k u.m. (unidades de massa).
3 3

0

Os momentos de massa em relacdo aos €ixos sao:
M, = [[ky*dA
R
M, = Jjj:k r’(cos’0) rdodr  (em coordenadas polares)

=J.1kr3.[%cosze dodr
0 0
1 1,z
=J.0kr3{5_|'0 (cos26 +1)d6}dr

3 2
= lk—rFsen 20+ 9} dr
0 2

0

M, :Lj.kydi

M, = Jjj;k (rcos0)(rsen0) rdo dr (em coordenadas polares)
:J‘lkrs[jgcose sen ede}dr
0 0



20l
:.[:kr3sen 0 dr
0
_k "ridr
2 0
kel k
=— =—u.m.
8| 8
Logo,
- M, 3 __M__3m
X=——=— e y= -
M 8 M 16

, 33
Portanto, o centro de massa esta no ponto (E 1—“)

Lista de exercicios

Calcule o volume do sélido limitado pelas superficies
x=0, y=0, z=0e 6x+3y+2z=6.

Calcule o volume do sélido limitado pelas superficies
2=0, X*+y*=le x+y+z=3.

Calcule a 4rea da regido R delimitada por x=y’+1 e
X+y=3.

Calcule a area da regido R delimitada por y=6+X%, y=x’
e Xx=-2y.

Determine a massa e o centro de massa da lamina que ocu-
pa a regidao do primeiro quadrante limitada pela parabola
y=x" epelareta y=1sendo p(x,y)=Xy.

Uma lamina com densidade p(X,y)=p ocupa um quadra-
do de vértices (0,0), (a,0), (a,a) e (0,a). Determine os
momentos de inércia I, e I, .

A integral tripla é uma extensdo natural da integral dupla. As-
sim, o estudo das integrais triplas € semelhante ao das integrais
duplas.

Seja w=f(X,y,z) uma fungdo definida em uma
regiao limitada e fechada S do espaco tridimensional. Subdividi-
mos S por planos paralelos aos 3 planos coordenados, obtendo n



paralelepipedos no interior de S. Numeramos estes paralelepipe-
dos de 1 até n e escolhemos em cada paralelepipedo S, um ponto
(X.Y:.Z,), sendo AV, o volume de S;. Em seguida formamos a
soma

Z::f(x,ﬁ,z)Avi_

Suponhamos que mais planos paralelos aos planos coordenados
sejam tracados, de modo que as dimensoes dos paralelepipedos
se tornem cada vez menores, e a maior aresta dos paralelepipedos
S; tenda a zero quando n — +oo.

Quando existir

lim Zn:f(x,yi,z)Avi, 5)

n—+oo £

este nimero serd chamado a integral tripla de f em S e denotado
por

J'”f(x,y,z)dv ou jﬂf(x,y,z)dxdydz.

No caso de integrais triplas, encontramos o valor da integral fa-
zendo trés integragdes sucessivas. Se a regiao S é um paralelepi-
pedo, digamos, S =[a,b]x[c,d]x[e, f ], (ver Figura 5.27) entdo

T Groyi)av = L[] F (cy.2)dzdyx.

A integral indica que primeiro integramos em relacdo a z, em
seguida integramos em relagdo a y e, finalmente, em relacdo a X.
Existem cinco outras ordens possiveis de integracdo, todas forne-
cendo o mesmo resultado. Por exemplo,

J..U f(xy.2)av :J.ef J.:Ld f(x,y,z)dydxdz.



Figura 5.27

No caso em que S é a regiao do espaco limitada pelos planos
X=a e Xx=b, pelos cilindros y=g,(x) e y=09,(X) e pelas su-
perficies z=f (x,y) e z= f,(X,y), sendo g,(X)<g,(x) para todo
xela,b] e f(x,y)< f,(x,y) para todo (x,y)eR onde R é a re-
gido do plano xy limitada por x=a, x=b, y=0,(X) e y=0,(x),
como mostra a Figura 5.28, entao

Hj f(xy,z)dVv = ”U e y)f(x Y, z)dz}dxdy

= IgZ(X Ifzw)f(x, y, 2 )dzdydx.

adg(x) Jfi(xy)

Note que a regido R é a projecao de S no plano xy.

z 2=f,(xy)
‘?%

VELH 0 . /
Y=0,(X)

Figura 5.28

Exemplo 5.22. Calcule a integral tripla ”I Xx“ydV,onde S é caixa
retangular dada por



S:{(x,y,z)eR3|O£x£1, ~1<y<2, OSZSl}.

Solucdo: O solido pode ser visualizado na Figura 5.29.

z

Figura 5.29

A integral €

X2y dV = I 1xzydzdydx
3 0J-1J0

RSE

([ vy

2.,2
N

= Iolg xdx

1

1
dy dx
0

2
dx
-1

3

Exemplo 5.23. Calcule a integral tripla J“ ydV, se S é a regidao
limitada pelo tetraedro formado pelo plarfio 12x+20y+15z2=60 e
0s planos coordenados.

Solucédo: O tetraedro S estd mostrado na Figura 5.30 (a) e sua
projecdo no plano xy esta ilustrada na Figura 5.30 (b).



(b)

Figura 5.30

A regido R pode ser descrita da sequinte forma:

0<x<5
R: OSyS15;3x'
Portanto,
5 J1573x 4 4
[lyev =L [+ ey
S
15-3x |4 : ’%y
—I I dy dx

15-3x

4. 4
“[°[ 5 yla-2x-2y|dydx
[ y{ - Sy} y

0J0

5 032 4 4
[ [av-pry-gy e
3x
5 2 4
_ 2 _ Sy 2\
L{y Xy gy}o

o3 o g ogalo-3 o

5
15

dx
==

Exemplo 5.24. Calcule J.J.J-\/ y?+2°dV ,onde S é aregido limitada
S

pelo paraboléide x = y*+2° e pelo plano x=4.



Solucgdo: O sélido S pode ser visualizado na Figura 5.31 (a), e a
projecdo de S no plano yz esta ilustrada na Figura 5.31 (b).

z

x:y2+22

(@) (b)

Figura 5.31

Assim,

@de = Lj [ Ay + 2 dxay dz
=[[a-y -2 Ny + 2’0y z
R
= J.OZKJ.OZ (4— r? )r -rdrd6 (coordenadas polares)

:IOZEI02(4rZ—r4)drd9
wfar® o\
=}, [T_Ejo

_ 2n6—4d9=128n.
0 15 15
Exemplo 5.25. Calcule Jﬂ dV , onde S é o solido no primeiro oc-
S

do

tante delimitado pelo cilindro z=1-x* e pelo plano y=1-x.

Solucgdo: O sdlido S € mostrado na Figura 5.32 (a) e sua projecéo
no plano xy esta ilustrada na Figura 5.32 (b).
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@) (b)

Figura 5.32

Assim,

fllav=[[," [, azayox
S

1-x?

dy dx

=1L,
SRR
(=G

= I:(l— X—X* + xs)dx

1-x
dx
0

5.3.2 Mudanca de variaveis em integrais Triplas

Na Secdo 5.1.2 estudamos mudanga de varidveis em integrais du-
plas. De forma andloga ao que foi feito para a integral dupla, po-
demos introduzir novas varidveis de integragao fazendo

x=x(uv,w), y=yuv,w), z=z(uv,w).



Assim, a integral tripla definida sobre uma regido S do espago
Xyz pode ser escrita da seguinte forma:

”." f(x,y,z)dxdydz =
(%2

m‘ (x(u,v,w), y(u,v,w), z(u,v, W))a(u V)

o(xy.z)
o(u,v,w)

du dvdw, (6)

onde S' é a regido no espaco uvw, e € o determinante

jacobiano de X, y, z em relacao u, v, w.

No Capitulo 2, estudamos o sistema de coordenadas polares, que
descreve de forma mais simples determinadas curvas do plano.
Em trés dimensodes, temos dois sistemas de coordenadas seme-
lhantes as coordenadas polares, que fornecem uma descri¢ao mais
simples de algumas superficies e sélidos que aparecem usualmen-
te. No que segue, descrevemos os sistemas de coordenadas cilin-
dricas e esféricas que serdo usados para calcular integrais triplas.

Coordenadas cilindricas

No sistema de coordenadas cilindricas, um ponto P no espago
tridimensional é representado pela tripla ordenada (r,6,z), onde
I e O sao as coordenadas polares da projecao de P sobre o plano
XYy e z éadistancia do plano Xy ao ponto P . (Ver Figura 5.33).

z
P(re,2)

X (r6,0)
Figura 5.33

A relagdo entre as coordenadas cilindricas e cartesianas é dada por
X =rcos0 y=rseno z=1.

Agora, para calcular a integral tripla, vamos fazer a mudanga de



variéveis usando (6) e as relagdes acima. Temos

cos® -rsen® O
o(x,y,2)

——— 2=/sen® rcos® Of=r-
a(r,e,z) 0 0 1

Portanto,

m. f(x,y,z)dxdydz = IH f (rcos6,rsen, z)rdrdodz,
S S'
onde S' é aregido S descrita em coordenadas cilindricas.

Coordenadas esféricas

Ascoordenadasesféricas (p, 0, ¢)deumponto P doespagosao
mostradasnaFigura5.34,onde p éadistanciadaorigema P,
0 é o mesmo angulo que em coordenadas cilindricas,e ¢ éo
angulo entre o semi-eixo positivo z eosegmentodereta OP .
Observe que

p=>20 e 0<¢<m

As relagOes entre as coordenadas cartesianas e as coordenadas
esféricas podem ser obtidas da Figura 5.35. (Note que na Figura
5.35 colocamos o sistema de coordenadas cartesianas e o sistema

de coordenadas esféricas juntos).

z1Q
P(xy.2)
P Pp.0.9)
¢
0 .
) y
r
Y P(y.0)
Figura 5.35

Dos tridngulos OPQ e OPP' temos

Z=pCOSP e Tr=psend.

()

P .6,0)

Figura 5.34




Mas x=rcos0 e y=rsend.Combinando essas relagdes, temos
X=psencosd  y=psenpsend®  z=pcoso, )

que sdo as relagdes entre as coordenadas esféricas e as coordena-
das cartesianas.

Vamos passar a integral tripla de coordenadas cartesianas para
coordenadas esféricas. Usando as relagdes (8) e (6) e o fato

o(x,y,2)
0(p.0.9)

temos

=p’send,

m' f(x,y,z)dxdydz =
m' f (psen¢cos6, psensend, pcosd)p”senddpdddo,

onde S' corresponde a regido S em coordenadas esféricas.

Exemplo 5.26. Calcule I” VX*+y?dV  onde S éa regido limitada
S
por z=x*+y’ -4 e z=4-x*-y>.

Solucdo: O solido S estd mostrado na Figura 5.36 (a) e sua proje-
cdo no plano xy esta ilustrada na Figura 5.36 (b).

(@) (b)

Figura 5.36

Assim,

= [[[y/x*+y*dzdydx = jijﬁ; 4yy4 S+ y2dzdydx.
S



Podemos expressar a integral | usando coordenadas cilindricas. O
solido S é delimitado inferiormente e superiormente pelos respec-
tivos paraboldides z=x*+y*—4 e z=4-x*—y*, que em coor-
denadas cilindricas sdo descritos por

z=r"-4 e z=4-r°.
A regido R escrita em coordenadas polares ¢ dada por

0<rg?
0<0<2n

Portanto,
| = J‘OZRI:I:T r-rdzdrde
-[, [
=[] r*(-2r* +8)drde
= joznjoz[—2r4 +8r2}dr do

2x| —2r°  8r® ’
0 5 3

4-r?
drdo
r2-4

do

0

Exemplo 5.27. Calcule a ”j (*+y*+2°)dV, onde S éa regido
S

delimitada pela esfera x* +y*+2°=9.

Solucao: O solido S pode ser visualizado na Figura 5.37.

z

3

Figura 5.37



Para calcular a integral, vamos usar coordenadas esféricas. A equa-
cdo da esfera x> +y* + 2> =9 em coordenadas esféricas é dada por
p =3. A descricdo do solido S em coordenadas esféricas é

0<p<3
S$':140<0< 27,
0<¢<m

Portanto,

JI1Ge vt w2 )av =[O [T o (pPsena) dododp
= [} 1) Feosé]| pdodp
=[], 20*d0dp
Ej: ArP E;dp

972n
-

Exemplo 5.28. Usando coordenadas cilindricas, calcule a
J.” x? +y?dV ,onde S é a regido contida no cilindro x* +y? =16
S

e pelos planos z=-5e z=4.

Solucgdo: A Figura 5.38 ilustra a regido S.

Figura 5.38

A regido de integracdo em coordenadas cilindricas € dada por:

0<r<4
S'::0<0<2m.
-5<z<4



Portanto,

”J'JXZ +y2dV = I:'[Oznfsr- rdzdodr
S
=], 1, v

4 2 2n
:I Or dodr
0 0

4
dodr
-5

—18n j:rzdr _ 384r.

Exemplo 5.29. Usando coordenadas esféricas, calcule ﬂ I zdV ,onde
S
S esta contida entre as esferas x*+y*+z°=1e X*+y*+2°=4 no

primeiro octante.

Solugao: A regido S descrita em coordenadas esféricas €

|
IA

(@p]
o
IA
D o]
IA IA

o
IA
=
IA
NIERNTE R

Assim,

JIJzav = szo fo (pcos¢)p’senpdddedp
S

:LZpSJ'fchosq)send)dq)}dedp

5sen’d

SOl

[ Lo

_eme’
—14dp

_l5z
16

dodp
0

Lista de exercicios

Calcule as seguintes integrais triplas:



J:U xyzdV ,onde S é o paralelepipedo [1, 2]x[0,1]x[1, 3]
S

I H (xz+3z)dV, onde S é a regido limitada pelo cilindro
S

x*+2°=9 e os planos x+y=3,e z=0 e y=0 acima do
plano xy.

Usando coordenadas cilindricas, calcule

J-zJ.JUJ‘W(X +y )dZdydx

Utilize coordenadas esféricas para calcular ”I (x2 +y°+17° )dV ,
S

sendo S a regido interior ao cone z=,/X*+Yy’ e a esfera
X2 +y?+22=9.

Nesta se¢ao, apresentaremos algumas aplicacoes das integrais tri-
plas.

Vimos que a integral dupla pode ser interpretada como a medi-
da da area de uma regido plana R, quando f(x,y)=1 para todo
(x,y)eR. No caso tridimensional, se f(x,y,z)=1 para todo
(x,y,2)€ S, entdo a integral tripla

Mdv = lim ZAV
S
fornece a medida do volume da regido S.

Exemplo 5.30. Calcule o volume do sélido S delimitado pelos
planos x=1, y=0, y=2, z=0 e pela superficie z=x*.

Solugdo: O solido S esta mostrado na Figura 5.39 (a) e sua proje-
cdo sobre o plano Xy pode ser visualizada na Figura 5.39 (b).



yA Y

, y

z?hx2 2

ey 2y
z=0
X 1 X
(@) (b)
Figura 5.39
Assim,
v=[ffov
S

=[,J, 1, ceayox
[ e
= J'lezy:dx

= 2I1x2dx=zu.v.
0 3

Exemplo 5.31. Use integral tripla para calcular o volume do s6li-
do acima do plano xy delimitado pelo paraboldide z = x*+y* e
pelo cilindro x* +y? =16.

Solucgdo: O solido S pode ser visualizado na Figura 5.40 (a) e sua
projecdo sobre o plano x Y, na Figura 5.40 (b).

(@) (b)

Figura 5.40



Para calcular V = ”f dV , vamos usar coordenadas cilindricas para
S

descrever S. A equagio do paraboldide z = x*+ y* em coordena-
das cilindricas é dada por z =r?. Assim,

Portanto,
V :joznj04jorz rdzdrdo
- joz" j:r3dr de
— ["64do
0
=1287 u.v.

Exemplo 5.32. Calcule o volume do sélido S que esta contido no
cilindro x*+y? =1, abaixo do plano z =2 e acima do parabol6ide
z=1-x*-y2

Solugdo: Em coordenadas cilindricas, o cilindro € r =1 e o para-
boloide é z=1—r2.

A Figura 5.41 ilustra o solido S. A descri¢do da regido S em coor-
denadas cilindricas é dada por:

0<r«1
S$'::0<0<2n
1-r?<z<?
Z i>Z:2

Hz=1-x2-y?

Y

Figura 5.41



\Y

jzj:f rdzdrde

["].r[2-@-r*)]drdo
joz”j:(r +ri)drdo

ZnEdO
0 4

_3m v

2

Exemplo 5.33. Utilizando coordenadas esféricas, determine o vo-
lume do sélido S que estd acima do cone z=+/x’+Yy® e abaixo
da esfera x* +y* +2% =1.

Solucdo: A regido S € mostrada na Figura 5.42.

X2+y*+z72=

Figura 5.42

Em coordenadas esféricas, a esfera x°+y*+z° =1 tem equacéo
p=1.0cone z=4/x*+Yy* pode ser escrito da sequinte forma:

pPCOS P = \/(psen q)cose)2 +(psengsen 6)2 =psen¢,

ou seja, cosd=sen¢d, ou ¢ :%. Assim, a regido de integracdo em

coordenadas esféricas ¢ dada por:




Portanto,
Vv =J':J'Oznj'jpzsen¢ dododp
= j:joznpz(—cow)‘: dodp

(2-2)

D ey

Exemplo 5.34. Calcule o volume do sélido S que corresponde a re-
gido interior a esfera x* +y*>+2° =9 e exterior ao cone X* + Yy’ = z°.

Solucgao: O solido S pode ser visualizado na Figura 5.43.

Figura 5.43

Em coordenadas esféricas, a esfera X* +y®+2> =9 tem equacio

p=3,0cone z=3'(xz+y2 temequagéoq):% e Z=—X +Y’

tem equacao ¢ = TTC

A descricdo do solido S em coordenadas esféricas €

Portanto,

Vv :J'Os.[oznj'?pz sen¢ dpdodp



L1 st
[ s

= 242x pdo

“dedp

= 18\/571 u.v.

As aplicacoes de integrais duplas exploradas na Secgao 5.1.3 po-
dem ser estendidas para integrais triplas. Por exemplo, se a funcao
densidade de um objeto sélido que ocupa a regido S é p(x,y,2),
entdo a sua massa €

M :Jjjp(x, y,z)dv,

e seu centro de massa (X,¥,Z) é dado por

onde

MyZ:IjIXp(x,y,z)dV, szzm'yp(x,y,z)dv e

M, = m zp(x,y,2)dV .

Os momentos de inércia em relacdao aos trés eixos coordenados
sao

I, = ”J.(yz +2°)p(x,y, )dv, I, = I‘U(x2 +2)p(x,y,2)dV e
L= 0¢+yDpxy.2)av
Exemplo 5.35. Calcule a massa do sélido limitado pelas super-
ficies z=4—-x*—y* e z=x"+Y?, considerando a densidade da

massa igual a 4kg/m°.

Solucgdo: O sélido S ¢ apresentado na Figura 5.44 (a) e sua proje-
cdo no plano xy é dada na Figura 5.44 (b).
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(b)

Figura 5.44

Em coordenadas cilindricas o paraboldide z=4-x*—y* tem
equacio z=4-r? e o paraboldide z=x*+y* tem equacio
z =r?%. Assim, podemos descrever a regido S em coordenadas ci-
lindricas da sequinte forma:

<2

r
0<2n

r’<z<4-r?

0<
S'::0<

Temos p(x,Y,z)=4. Portanto,
M = [ 4rdzarde
SR

- jf (16r —8r*)drdo

drdo

2

- j02“8de —167kg.

Exemplo 5.36. Encontre o momento de inércia em relacao ao eixo
z do s6lido homogéneo limitado pelo cilindro r=5, 0 cone z=r
e o plano xy. A densidade da massa por unidade de volume em
qualquer ponto é ¢ kg/m®.

Solucgdo: O solido pode ser visualizado na Figura 5.45.



Figura 5.45

Temos p(X,y,z)=cC.Assim | = J"UC(X2 +y?)dv .

A regido S descrita em coordenadas cilindricas €

0<r<5
§':20<0<27.
0<z<r
Portanto,
5021 pr
IZ:.[OIO Io(cr)rzdzdedr
:J’sj'zncr“dedr
0J0

:I:Zmr“dr
=1250mnc kg m>.

Exemplo 5.37. Determine a massa e centro de massa do cubo dado
por 0<x<a,0<y<a, 0<z<a com fun¢ao densidade dada por

p(X,y,2) =X +y*+17°.

Solucdo: O cubo é mostrado na Figura 5.46.

VA

Figura 5.46



A massa do cubo ¢
M =j0 IO IO (x> +y® +z°) dzdy dx
ara a_3
:jo IO ((x2 + yz)a+?jdydx
4 4
:J. xia? + 2 1 & lgx
0 3 3
=a’u.m.

Calculando os momentos de massa M,,,M e M :

o= J'OaJ'OaJ‘: X(x* +y? +2%) dxdy dz

4 2
-[[ [""—Jr(y2 +zz)a—jdydz

_I (— +—+—32 ]dz
_ 1
12

- I:j:f: y(x% +y? +z%) dy dx dz

:la6
12

v = Ioafoaf: (x> +y® +2°)dz dxdy
7

=—a’.
12
Portanto, as coordenadas do centro de massa sdo
- M, 7 - M, 7 - My, 7
X = =—a, y=—%=—a e 2= =—a.
M 12 M 12 M 12

Lista de exercicios

Determine o volume do tetraedro S limitado pelos planos
2X+2y+2=2,x=0,y=0e z=0.

Encontre o volume do sélido limitado pelo cilindro x* +y* =25
oplano x+Yy+2z=8 e pelo plano Xxy.

4



Calcule o volume da esfera de raio a

usando coordenadas cilindricas

usando coordenadas esféricas.

Encontre o volume do sélido S limitado pelo plano Xy, pelo
paraboldide z =X’ + Yy’ e pelo cilindro x* +y* =a’.

Use integral tripla para determinar os volumes das seguintes
regides, no espaco tridimensional:

limitada acima pelo plano z =1 e abaixo pela metade supe-
rior de z* =X* +y?;

limitada acima e abaixo por z°=X*+Yy’e nos lados por
X +y*+2°=1;

limitada acima por z = x? +y?, abaixo por z=0, e nos lados
por x> +y*=1;

limitada acima por z =X e abaixo por z=x*+Yy’.

Calcule a massa e o centro de massa do sélido S delimitado
por 2X+Yy+1z =1 e pelos planos coordenados, sabendo que a den-
sidade de massa em P(X,Yy,z) é proporcional a distdncia até o
plano xy.

Um sélido S esta contido no cilindro x*+y* =1, abaixo do pla-
no z=4 e acima do paraboléide z=1-x*-y?. A densidade em
qualquer ponto é proporcional a distancia do ponto ao eixo do
cilindro. Determine a massa de S.



Os principais topicos estudados neste capitulo foram:

defini¢Oes e cdlculos de integrais duplas e triplas;
célculo de integral dupla usando coordenadas polares;

célculo de integrais triplas usando coordenadas cilindricas

e esféricas;

aplicacoes de integrais duplas e triplas em célculo de volu-
me, centro de massa e momento de inércia.
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Calculo 1l

Os conteudos abordados neste
livro podem ser divididos em duas
partes: a primeira trata das técnicas
de integracao de funcdes de uma
variavel e de aplicacoes de integral
definida. Nas técnicas de integragao
abordamos integracao por partes,
substituicao envolvendo funcoes
trigonométricas, integracao de fun-
¢oes trigonométricas e o meétodo
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das fracbes parciais. Trabalhamos
também com integrais improprias.
A segunda parte faz um estudo so-
bre funcoes de varias variaveis. Os
conceitos de limite, continuidade,
diferenciabilidade e integral defi
nida de funcoes de uma variavel sao
estendidos para funcoes de varias
variaveis.
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