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Apresentacao
Caros alunos!

Nesta disciplina apresentaremos a vocé as principais idéias do
Calculo Diferencial e Integral, bem como certa habilidade na par-
te algébrica. Através de uma linguagem simples e clara, muitas
vezes coloquial, apresentamos os conceitos com alguns exerci-
cios resolvidos. Dentre os exercicios apresentados, encontram-se
aqueles que se destinam a auxiliar a sua compreensao do con-
tetido trabalhado, e aqueles que objetivam conferir a vocé certa
familiaridade com as técnicas operatorias.

Inicialmente, no Capitulo 1, faremos uma rapida apresentacao
dos ntimeros reais e um estudo sobre desigualdades visando
apenas lidar com dominios de certas func¢des que serdo logo con-
sideradas.

Ja no Capitulo 2, abordaremos as fung¢des reais de uma varidvel
real. Enfatizaremos funcoes especiais e elementares bem como
varias propriedades gerais de fungdes, tais como, dominio, ima-
gem, grafico, inversibilidade, etc. importantes para o desenvolvi-
mento do calculo e suas aplicagoes.

Iniciaremos o Capitulo 3 dando uma nocao intuitiva de limites de
fungOes. Apresentaremos teoremas sobre limites e suas aplicagoes
que usaremos para definir o importante conceito de Continuida-
de de uma funcao, teoremas estes que vocé utilizard durante o
curso.

Abordaremos, no Capitulo 4, um dos principais conceitos do Cal-
culo Diferencial e Integral que é o da derivada, sua interpretagao
geométrica e vdrias regras de derivagao de fungoes. Ja no Capitu-
lo 5, estudaremos as aplicacoes da derivada como, por exemplo,
esbogo de grafico, problemas de maximizagdo e minimizagao e a
regra de LHospital.

Para finalizar, no Capitulo 6, apresentaremos uma outra ferra-
menta de grande importancia no Célculo Diferencial e Integral



que € o conceito de Integral. Ainda neste capitulo vocé conhecera
o conceito de Integral Indefinida e Definida, suas propriedades, o
Teorema Fundamental do Calculo e o célculo de areas entre duas
curvas.

Desejamos a vocé um bom curso!

Gustavo A. T. F. da Costa

Fernando Guerra



Capitulo 1

Numeros Reais,
Desigualdades, Valor
Absoluto e Intervalos







Em matematica, um conjunto
¢ uma colecdo de elementos.
N&o interessa a ordem e
quantas vezes os elementos
estéo listados na colecéo.
Fonte: http://pt.wikipedia.org/
wiki/Conjunto

Capitulo 1
Numeros Reais, Desigualdades, Valor
Absoluto e Intervalos

Para vocé iniciar o estudo de Cdlculo deverd desenvol-
ver nogoes sobre Niimeros Reais, Desigualdades, Valor
Absoluto e Intervalos.

O objetivo é que vocé possa definir os conjuntos numé-
ricos; as operagoes no conjunto dos niimeros reais; citar
as propriedades das desigualdades e as propriedades
do médulo ou valor absoluto de um niimero real, bem
como resolver algumas desigualdades aplicando suas
propriedades.

Num estudo de calculo utiliza-se, apenas, as propriedades dos
numeros reais, ao invés da maneira como sao construidos. As-
sim, estudaremos fungoes, limite, continuidade, derivadas e inte-
grais de fungOes e usaremos situagoes elementares a respeito dos
numeros reais.

1.1 Numeros Reais

Faremos, neste capitulo, uma rapida apresentacdo dos nimeros
reais e suas propriedades.

Conjuntos Numéricos

Numeros naturais
O conjunto N = {0,1, 2, 3, ...} é denominado conjunto dos nime-
ros naturais.

Numeros inteiros
O conjunto Z =1{..,-3,2,-1,0,1,2,3, .. } ¢ denominado conjunto
dos niimeros inteiros.



Numeros racionais

Sao todos os ntimeros fraciondrios, que tém o numerador e do de-
nominador (diferente de zero) pertencentes ao conjunto Z . Sim-
bolicamente

Q:{E;p,qe 7 e q;tO}.
q

Numeros irracionais

Sao os niimeros que ndo sao racionais, mas podem ser “encon-
trados na reta”. Por exemplo, \/521,41421 e, U= 3,14159 ...,
e = 2718282 ...

Denotaremos por Q°, o conjunto dos nimeros irracionais.

Numeros reais
E a unido do conjunto dos niimeros racionais com o conjunto dos
nimeros irracionais, que sera denotada por R, ouseja, R=QUQ".

Como o calculo elementar envolve niimeros reais, devemos estar
familiarizados com algumas propriedades fundamentais do sis-
tema de niimeros reais. Observe, atentamente, a cada uma dessas
propriedades dadas a seguir:

P1. Fechamento: Se a , b € R, existe um e somente um niime-
ro real denotado por a+b, chamado soma de a e b e existe
um e somente um nimero real, denotado por a - b chama-
do produto de a por b.

P2. Comutatividade: Se a , b € R entao

a+b=b+a e a-b=b-a.

P3. Associatividade: Se a, b, ¢ € R entao

a+(b+c)=(a+b)+c e a-(b-c)=(a-b)-c

P4. Distributividade: Se a, b, ¢ €R entao
a.-b+tco=a-b+a.c

P5. Existéncia de elementos neutros: Existem 0 ¢ 1eR tais
que a+0=a e a-1=a,paraqualquer aeR.



P6. Existéncia de simétricos: Todo a € R tem um simétrico,
denotado por —a, tal que a+(-a)=0.

P7. Existéncia de inversos: Todo a e R, a #0, tem um inver-

1 1
so, denotado por —, tal que a-—=1.
a a
Usando P6 e P7 pode-se definir subtracao e a divisao de ntiime-
ros reais!

P8. Subtragao: Se a , b R, a diferenca entre a e b, denotada
por a—b, é definida por a—b=a+(-b).

P9. Divisao: Se a ,beR e b#0, o quociente de a por b é
definido por %: a % E importante observar que sem-
pre que falarmos em nimero, sem qualquer qualificagdo,
entenderemos tratar-se de um niimero real.

1.2 A Reta Real

O uso dos nimeros reais para medicao, tais como comprimento,
area, volume, posigao, tempo e velocidade, se reflete no costume
bastante conveniente de representar esses niimeros graficamente
por meio de pontos numa reta horizontal.

2 3
i\ii’/i

3 2 -1 0 1 2 3

Figura 1.1

Observe que essa representacdo comega com a escolha de um
ponto arbitrdrio, denominado origem ou ponto zero, e um outro
ponto arbitrario a sua direita, o ponto 1. A distdncia entre esses
pontos (distancia unitaria) serve como escala por meio da qual
é possivel associar pontos da reta a nimeros inteiros positivos
ou negativos, como ilustrado na figura 1.1, e também a ntimeros
racionais. Todos os niimeros positivos estao a direta do Zero, no
“sentido positivo”, e todos os niimeros negativos estao a sua es-
querda.



1.3 Desigualdades

A sucessao de pontos na reta real, da esquerda para a direita, cor-
responde a uma parte importante da dlgebra dos niimeros reais a
que trata das desigualdades.

O significado geométrico da desigualdade a <b (leia-se “a menor
que b”) é simplesmente que a esta a esquerda de b; a desigualdade
equivalente b >a (leia-se “b maior que a”) significa que b esta a
direta de a. Um niimero a é positivo ou negativo conforme a >0
ou a<0.Se vocé quer dizer que a é positivo ou igual a zero, es-
creve-se a >0 e lé-se “a maior ou igual a zero”. Do mesmo modo,
a b significaque a>b ou a=b. Assim, 523 e 5 25 sdao ambas
desigualdades verdadeiras.

Assim como o conjunto dos Numeros Reais, as Desigualdades
também apresentam propriedades fundamentais, dadas a seguir.

1.3.1 Propriedades das Desigualdades
Para quaisquer nimeros reais a, b, ¢ e d, valem as propriedades

P1. a<b=a+c<b+c, para qualquer real c.
Exemplo:3<5 = 3+4<5+4.

P2.a<b e c<d=a+c<b+d.
Exemplo: 6<8e5<7 = 6+5<8+7.

P3.a<b e b<c=a<c.
Exemplo: 5<9e9<11 = 5<11

P4. a<b e ¢c>0= a-c<b-c.
Exemplo:4<6e3>0=4-3<6"3.

P5.a<b e c<0=a-c>b-c.
Exemplo:4<6e-3<0= 4-(-3)>6-(-3).

P6. 0<a<b e 0<c<d= a-c<b-d.
Exemplo: 0<4<7e0<5<8 = 4.5<7-8.

E 0 ramo que estuda as
generalizacoes dos conceitos
e operacoes de aritmética.

A élgebra teve a sua origem
com matematicos do antigo
Isla. O nome “Algebra” surgiu
do nome de um tratado
escrito por um matematico
persa nascido por volta do
ano 800 d.c.

Fonte: http:// pt.wikipedia.org/
wiki/Algebra

Para saber mais sobre
Desigualdades e suas
Propriedades, leia LEITHOLD,
Louis. O Cdlculo com
Geometria Analitica. Vol. 1

e 2. 32 Ed., Ed.Harbra, Séo
Paulo, 1994



1.4 Valor Absoluto ou Modulo

Dado um ntiimero real g, valor absoluto ou médulo é definido por

la|=a se a>0 e|a|=—a sea< 0.
Exemplos:

3 3, 3 1] 1
41=4, |-=| =—(->)==, |[H4|==(-4)=4, |0]|=0, | = |==.
||’4‘ (4)4 == | 3‘3
Observagoes:

1) Para qualquer nimero real a tem-se

|a|20 e|a|:0 < a = 0.

2) |—a |:| a | para qualquer real a.

3) Geometricamente, o valor absoluto de um numero real a é
disténcia de a até zero.

, araiz quadrada de

4) Para qualquer real a tem-se: Va’ =|a
qualquer ntiimero real, quando existe, é maior ou igual a
2

a | = a’ =(-a)’.

zero. Logo,

1.4.1 Propriedades do Valor Absoluto
E preciso que vocé observe atentamente as Propriedades do Valor
Absoluto:

P1.|x|<a & —a<x < a, (a>0).

P2.|x|>a < x< —a ou x >a, (a>0)

P3. |a-b|=|a|-|b| para quaisquer a e b € R.

:m, paraaeb € R, (b # 0).

P4.
|b

ST

P5. Para quaisquer a e b€ R vale a desigualdade triangular:

la+b|<la|+]b].



1.5 Intervalos

Um conjunto I de nimeros reais é denominado intervalo quando,
dados a,b € I com a <b, valer aimplicacdo a<x<b = xe€ [.

Os intervalos podem ser limitados ou ilimitados.
Intervalos limitados

1) Fechado [a,b]={xeR;a<x<b}.
2) Aberto (a,b)={xeR;a<x<b}.
3) Semi-abertos (a,b]= {x eR, a<x< b}

[a,b)z{xeR; an<b}.
Intervalos ilimitados

1) Fechados [a,4+0)={xeR;x>a}

(—o0,b]={x e R;x < b}.

2) Abertos (a,+0)={xeR;x>a}

(- oo,b)z{xeR; x<b}.
3) Aberto e fechado (—o,+x)=R.

Veja a representacdo de intervalos na reta real:

-4 3 2 -1 0 1 2 3 4 5

~—

: : { . : : :
t t { f t t t

Figura 1.2

(1,2] 3 2 -1 0 1 2 3 4 5

[

, , , . ({
t t f C

Figura 1.3



Figura 1.4

Para vocé visualizar melhor Resolver uma desigualdade consiste em determinar o conjunto
o0 conjunto solugédo das

desigualdades, marque . . . .
os valores na reta real na posta. Para isto, vocé usa as propriedades das desigualdades (e do

dos ntimeros reais que tornam verdadeira a desigualdade pro-
forma de intervalos. valor absoluto quando este estiver envolvido).

A partir de agora vocé ird acompanhar a resolucao de alguns
exercicios. Nosso intuito é que vocé compreenda a resolucao de
exercicios sobre desigualdades e potencialize seu entendimento
para os exercicios e/ou desafios propostos posteriormente.

Exemplo 1. Resolver a desigualdade 7<5x-3<17.

Resolucdo: Esta desigualdade pode ser resolvida através de dois
procedimentos. O primeiro procedimento consiste em resolver se-
paradamente as duas desigualdades: 7<5x-3 e 5x-3<17,¢
fazer a intersecdo das solucdes. O sequndo procedimento, consiste
em resolver simultaneamente as duas desigualdades.

Primeiro Procedimento: Resolvendo separadamente as duas desi-
gualdades, vem:

7<5x-3 e 5x-3<17 <

7+3<5x-3+3 e 5x—3+3<17+3 (Propriedade 1 da desi-

gualdade) < 10<5x e 5x<20 < %Sx e x<? Rt

2<x e x<4o0ux=>2 e x<4.

O conjunto solucdo, S, da desigualdade proposta é
S={xeR[2<x<4} ouainda S=[2,4).

Segundo Procedimento: Resolvendo simultaneamente as duas de-
sigualdades, vem:

7<5x-3<17 < 7+3<5x-3+3 <17+3 (Propriedade 1 da
desigualdade) < 10<5x <20 (Dividindo por5) < 2<x<4.

Note que obtemos o mesmo conjunto solucdo S = {x € R| 2<x< 4}.



Exemplo 2. Resolver a desigualdade %Jr x< §+ 2.
Resolucdo: Voce elimina as fracdes multiplicando os dois membros
da desigualdade por 12 que € o menor multiplo comum de 3 e 4,
isto ¢, m.m.c.(3, 4) = 12, assim
é+x££+2 < 12 é+x <12:|Xi2]e
4 3 4 3
l2~%+12~x£12~§+12'2 & 9+12x<4x+24 &
15
12x-4x<24-9 < 8x<15 & x<—.
Logo, o conjunto solugdo da desigualdade proposta €

15
S = xe]R|x£1—5 ou S = (—00,— )
8 8

Exemplo 3. Resolver a desigualdade a

seja x # 2.

>5,comx — 2 # 0ou
x—=2

Para resolver este exemplo vocé tem

Y >5 N Y 50 o

x—2 x—2
5(x-2 _

X _(x )ZO X _5x1020®
x—2 x—2 x—-2 x-2
x—5x+H)ZO - —4x+1020'

x—2 x—2

Agora, para que o quociente entre dois numeros reais seja positivo,
vem

positivo negativo

>0 20.
positivo negativo

Assim,

10 5
—4x+1020 <& —-4x2>2-10 & 4x<10 & x<— ou x<—
Do mesmo modo, x—2>0 < x>2.

Localizando, na reta real,xﬁ% para —4x+10>0 e x>2 para
x—2>0, vocé tem



L
- 00
S
2
- - - - 4+ F o+ o+ o+
2
SR DN I LS
2 5
2
Logo, Mzo, com x—2 %0, no intervalo (2 , %}

Y >5¢ S:[2, 5]
x—2 2

Agora, apresentaremos a vocé alguns problemas resolvidos indi-

Portanto, o conjunto solucdo de

cando apenas o percurso para que vocé possa por si sO, chegar a
solugao dos mesmos.

Problema 1. Resolver a desigualdade |2x + 1| < |x - 3| .

Resoluciio. Aqui, vocé utiliza a observagio 4, da pagina 17, |a|2 =a’,
e vem

Rx+l<x-3 & Rx+1] <x-3 & 2x+1) <(x-3) =
4x° +4x+1<x’—6x+9 & 4x’ +4x+1-x"+6x-9<0

3x°+10x—-8<0.

Agora, para decompor 3x”>+10x—8, vocé utiliza a formula de
Baskara, para 3x” +10x—8=0,0onde a=3;p=10 e c =8 e tem

. . 2
as sequintes raizes x=—4 e x = 3

Logo, 3x2+10x—8:(x+4)(x—§j e

3x* +10x—8<0 ¢ (x+4)(x—§j <0.
2 A
Resolvendo (x + 4{x—§j <0, vocé tem

x+4>0 < x>-4.



2 2
x—>0 & x>—.
3 3

. 2
Localizando, na reta real, x >—4 para x+4>0 ¢ x>§ para

x—g>0,vem
3

N i i i i i i s &

\% x+4
_4
- - - - - - - - - ~ +t + + + + 2
A\ x'?
2
3
+++’\____“++++++(x+4)(x—gj
-4 2 3
3

Logo, (x+4)(x—§j <0 no intervalo (— 4,%).

Portanto, o conjunto solucdo da inequagdo |2x+1|<[x—3| ¢

(3

Como vocé pode perceber, mesmo para determinar o conjunto solu-

¢do da desigualdade |2x + 1| < |x - 3| , tivemos um trabalho razoavel.

Mesmo assim, ndo desanime, descanse um pouco e va em frente...
Problema 2. Determine todos os ntimeros reais que satisfazem a
equagao | 3x-5 |:4.

Para resolver este problema, use os sequintes passos:

Passo 1: Pela defini¢do de valor absoluto vocé tem que

|3x—5|=3x—5 se 3x—520 ou 3x=5 ou ng.
. . 5
Admita entdo x 25 neste passo.

Logo, Bx—5=4 < 3x-5=4 que resolvendo tem-se x=3.

Como neste passo x 2%, x =3 ¢ uma solucdo da equacéo dada.



Passo 2: Ainda pela definicdo de valor absoluto, vem

3Bx—5=—-(Bx—-5)=-3x+5 se 3x-5<0 ou x<§.
. . 5
Seja entdo x < 3
Logo, [3x—5|=4 < —3x+5=4 que resolvendo tem-se x = %
1 5 1, . . «
Como — <=, x= 5 € também, solucdo da equacao dada.

Portanto, o conjunto solucdo de | 3x-5 |:4 () ={§, 3}.

Vamos conferir se vocé estd acompanhando tudo até aqui! Para saber,
procure, entdo, resolver os exercicios propostos a seguir, caso tenha
diividas faga uma releitura cuidadosa dos conceitos ou exemplos que nio
foram bem compreendidos.

Exercicios Propostos

1) Determinar todos os nimeros reais que satisfazem as desi-
gualdades abaixo:

a) 3<|x-5]<15.
b) (x-2)-(x+3)<0.

o x-(x—6)<-8.
5
3—x

< 2.

d)
2) Determinar todos os niimeros reais que satisfazem a equagao
|x=3|+|x+1]|=4.
Respostas:
1) a) S=[-10, 2]U[8, 20]  b) S=(-3, 2)
O S=[2. 4] d)S=(—oo, ﬂ UG, +).

2) §={-1,3}.



Resumo

Neste capitulo, vocé estudou os conjuntos numéricos (0 conjunto
numérico usado nesta disciplina é o conjunto dos reais) e suas
propriedades, aprendeu como marcar um ndmero real na reta.
Estudou também o valor absoluto de um nimero real, juntamen-
te com suas propriedades e deve ser capaz de resolver uma de-
sigualdade aplicando essas propriedades, apresentando seu con-
junto-solugao em forma de intervalo.



Capitulo 2

Funcoes Reais de
uma Variavel Real







Funcéo

Funcdes descrevem relagoes
matematicas especiais entre
dois objetos, x e y=f(x). O
objeto x ¢ chamado o argu-
mento da funcéo f'e o objeto
y que depende de x é cha-
mado imagem de x pela /-

Fonte: http://pt.wikipedia.org/
wiki/Fun%C3%A7%C3%B5es

Capitulo 2

Funcoes Reais de uma Variavel Real

Um dos conceitos mais importantes da matemdtica é o
conceito de fungdo. Neste capitulo nosso objetivo serd o de
apresentar a definigdo de funcio e vdrios tipos especiais de
funcoes, chamadas de modo geral de fungoes elementares
que sdo importantes para o desenvolvimento do cdlculo.

Nas ciéncias aplicadas as func¢des sao de grande relevancia, pois,
através delas, os fendmenos naturais podem ser descritos e estu-
dados como vocé aprenderd nas disciplinas do curso de Fisica.
Veremos algumas de suas propriedades.

2.1 Funcao
Mas, afinal, o que é fung¢ao?
Vejamos, entdo, sua definicao.

Definicao 2.1. Sejam 4 e B dois conjuntos. Uma fungdo é uma
relacdo que a cada elemento de A4 associa um tinico elemento de
B, e éindicada por

f:4—>B )

A relagao entre os conjuntos A e B é dada através de uma regra de
associacao expressa na forma

y=s) o)

Essa regra diz que o elemento x € 4, chamado de varidvel indepen-
dente, esta relacionado de modo tnico ao elemento y = f(x) e B,
chamado de variavel dependente. O conjunto 4 é chamado de do-
minio e indicamos 4 = Dom(f’) e o conjunto B, de contradominio.
O conjunto imagem indicado como Im(f") é o conjunto dos elemen-
tos de B aos quais foram associados elementos de 4, isto é,

Im(f)={yeB|y=f(x) paraalgum x € 4}. 3)



Exemplo 1. A funcio indicada como f:R —>R, f(x)=x",é are-
lacdo cujo dominio e contradominio é o conjunto R dos niimeros
reais. A regra de associacdo é dada por f(x) = x*. Esta regra asso-
cia a cada niimero real x um tdnico nimero real da forma x*. O
conjunto imagem é o conjunto dos niimeros reais nao negativos.

Outra maneira de se indicar uma func¢ao e que sera muito
utilizada nos exemplos e exercicios consiste em dar a regra
de associagao seguida do seu dominio. A funcao do exem-
plo anterior pode assim ser indicada por f(x)=x*, xeR.O
contradominio, nesse modo de indicar a funcao, subenten-
de-se que € o conjunto R dos nimeros reais.

Para conferir se vocé compreendeu corretamente a defini¢ao de
funcao resolva o seguinte exemplo.

Exemplo 2. Qual das rela¢Oes abaixo é uma fungao? Procure, com
base na definicdo, identifica-la, justificando. S6 depois, verifique a

respostal

A B A B

=/ \

Figura 2.1 Figura 2.2

Veja, agora, a resposta:

Figura 2.1: A relacdo ndo é uma funcao, pois o elemento 1 € asso-
ciado a mais de um elemento de B.

Figura 2.2: A rela¢do é uma fungdo, pois cada elemento de A é as-
sociado a um tnico elemento de B. O conjunto imagem é {e, f, g}.



Exemplo 3. As fungdes f:R —>R, f(x)=x> e g:(-1, ) >R,
g(x) = x*, ttm dominios Dom( f) =R e Dom(g) = (-1, 1). Essas fun-
¢Oes sdo distintas, pois tém dominios diferentes, apesar de terem
a mesma regra de associagao e o0 mesmo contradominio. Os con-
juntos imagem de ambas sao também distintos: Im( /) =[0, +w) e

Im(g)=[0, 1).

Observacoes:

* Quando o dominio e o contradominio de uma fungao
estdo contidos no conjunto dos nimeros reais, a fun-
¢ao é chamada de uma funcgao real de variavel real.

* Uma funcao tem trés constituintes basicos que sao seu
dominio, contradominio e a regra de associa¢ao. Duas
fungdes sao iguais somente quando tem os mesmos
dominio, contradominio e regra de associagao.

Definicao 2.2. O gréfico de uma func¢do f:4— B, dada como
¥y = f(x), é o conjunto dos pontos do plano cujas coordenadas no
sistema cartesiano retangular sao dadas por (x, f(x)) onde x € 4.

Vejamos alguns exemplos de graficos:

Exemplo 4. Gréfico da fungao g(x)=x’,xe[-1, 1]:

0 i X

Figura 2.3



Duas fungdes podem ser somadas, subtraidas, multiplicadas e

novas fungdes. Temos a seguinte defini¢do, que estabelece mais

Observacao:

Um método prético que pode ajudar a tragar o grafico de
uma funcgao consiste em elaborar uma tabela onde constam
varios valores de x e os correspondentes valores de f(x),
marcando-se os pontos (x, f(x)) no plano cartesiano e esbo-
¢ando-se o grafico.

Este método, contudo, é muito grosseiro, principalmente se
baseado numa tabela com poucos pontos. O auxilio de um
computador pode tornar o método mais eficiente, pois um
grande nimero de pontos pode ser calculado. E o caso dos
gréficos nesse livro.

Outra maneira de esbogar o grafico de uma fungao € através
do calculo da sua derivada; assunto que serd abordado no
capitulo 5.

O grafico de uma fungdo é importante pois ele nos ajuda a
formar uma idéia de como a fungdo se comporta quando x
varia em Dom(f’). Ele pode auxiliar na descoberta de certas
propriedades da fung¢do, mas nao pode ser utilizado como
prova destas propriedades!

Ademais, se Dom(f) é todo o conjunto dos reais somente
uma parte do grafico pode ser esbogado.

divididas desde que estas operagdes sejam efetuadas em pontos
onde ambas as fungdes estao definidas. Obtém-se desse modo

precisamente estas operagdes e as fung¢des obtidas a partir delas:

ponha ANB#O. As fungdes soma, diferenca e produto estao

Definicao 2.3. Sejam f:4—>R e g:B—R duas fungdes e su-

definidas no dominio 4" B e o quociente nos pontos de 4N B
onde o denominador ndo é zero. Estao dadas por:

a) (f+2)(x)=f(x0)+g(x)
b) (f =g)(x) = f(x) - g(x)
A (f-&)x)=f(x) g(x)



d) (ij(x) = M, quando g(x)#0, Vxe ANB.
g g(x)

Exemplo 5. Considere as fungoes f,g do Exemplo 3. No domi-

nio R n(=1, 1)=(=1, 1) temos que (f +g)(x)=2x>, (f—g)(x)=0
LA

e (f-g)(x)=x*. O quociente u £ destas funcdes esta defi-

nido apenas em (-1, 1)-{0}, ou seja, Dom [i] = Dom(§j=
g

(=1, 0)u(0, 1), pois f(0)=g(0)=0. Para todo xe (-1, 0)U (0, 1)

S g
tem- I - & =1.
em: se( j(x) (fj(x)

Definicao 2.4. Uma fungdo f com a propriedade de que
f(x)=f(=x), VxeDom(f), é chamada de funcdo par. Quando
f(=x)=—f(x),Vxe Dom(f), a funcao é chamada de funcao im-
par. Quando um desses casos se verifica dizemos que a fungao
tem uma paridade definida.

Exemplo 6. A fungdo f:[-2, 2]—>R dada pela f(x)=x> é par
pois f(—x)=(-x)* =x* = f(x), Vxe[-2, 2]. Veja a figura 2.4.

A funcdo f(x)=x’,xe[-2, 2], é impar. De fato, f(-x)=(-x)’=
—x’ =—f(x) . Veja a figura 2.5.

Figura 2.4 Figura 2.5



Observacao: quando uma fungao € par, seu gréfico é simétri-
co em relagdo ao eixo Y . Isso significa que, se o ponto (x, )
pertence ao grafico, entao o ponto (—x,y) também pertence.
Quando uma fungao é impar, seu grafico é simétrico em re-
lacdo a origem. Isso significa que, se o ponto (x,y) pertence
ao grafico, entdo o ponto (—x,—y) pertence também ao gra-
tico. Portanto, o conhecimento da paridade de uma funcao,
se existe uma, pode ajudar no esbogo do grafico da funcao.

Vamos verificar se vocé estd acompanhando tudo até aqui? Procure, en-
tdo, resolver os exercicios propostos.

Exercicios Propostos

1) Verifique se as fun¢des dadas sao iguais:

2_
A={xeR|x>0) e B=R, f(x)=x-3 e g(x)= "~ >*
X

2) Dadas as fungdes f(x)=x"+2x+3, xeR, e g(x)=2x+5,
x € (0, ©), obtenha as fun¢des soma, diferenca, produto e
quociente de f com g.

3
3) Determine a paridade da funcao f(x)= ol Jsrx , x#0.
X
Respostas:
) f=g.

) (f+2)x)=x"+4x+8, (f-2)X)=x"=2, (f-2)(x)=(x +2x+3)(2x+5)

3
f (x)= Lx;?a , todas definidas em (0, o).

e -
g 2x +

3) par.

Se ao final desse primeiro estudo sobre fungoes, vocé continua com diivi-
das e ndo conseguiu resolver os exercicios propostos, nio desista! Releia
o material, estude os exemplos mais uma vez. Refaca os exercicios.

Vamos conhecer alguns tipos de fungio?



2.2 Algumas Funcoes Elementares

2.2.1 Funcao Constante

A fungao que associa cada elemento do seu dominio a um mes-
mo elemento do contradominio é chamada de funcao constante.
Vejamos um exemplo.

Exemplo 7. A fungao f:[0, ©) >R, f(x)=2,¢é uma func¢do cons-
tante. Seu grafico no intervalo [0, 2] do seu dominio € o seguinte:

0 2 x

Figura 2.6

2.2.2 Funcoes Afim e Linear

Chama-se funcdo afim qualquer fun¢ao dada como f(x)=ax+b,
a # 0, onde os coeficientes a e b sdao numeros reais dados. Quan-
do b=0, a fungao é chamada de linear. O gréfico da fungdo afim
com dominio e contradominio R é uma reta com coeficiente an-
gularigual a a e que intercepta os eixos coordenados X e Y nos

pontos (—2, Oj e (0, b), respectivamente.
a

Exemplo 8. O grafico da fun¢ao afim tomando-se a=1e b=-1,
no intervalo [-1, 2], é mostrado a seguir.



Figura 2.7

Exemplo 9. Um raio de luz é emitido no ponto de coordenadas
(=1,2). Ao atingir o ponto (1, 0) ele é refletido e passa pelo ponto
(2, 1). Represente o percurso do raio de luz através de fungdes
afim.

Resolugao: Suponha que o raio de luz viaja em linha reta antes e
depois da reflexdo. Veja a figura:

-1 0 1 2 X

Figura 2.8

Uma reta ou semi-reta pode ser sempre representada como uma fun-
cdo afim da forma y =ax+b. Precisamos determinar a e b. O raio
de luz € emitido no ponto (-1, 2) que tem x=-1 e y =2; logo,
estes valores de x e y devem satisfazer a equacdo y =ax+b, 0 que
fornece 2=(-1)-a+b ou —a+b=2.

Como o raio de luz incide em (1, 0) que tem x=1¢€ y=0, es-
tes valores também devem satisfazer a equagdo y =ax+b. Assim,
obtém-se 0=1-a+b ou a+b=0.

—-a+b=2

Temos entdo o sistema e fornece a =—1 e, portan-
| { a+b=0 ¢ P



to, b =1. A trajetoria do raio entre os pontos (-1, 2) e (I, 0) esta
representada pela funcdo afim f(x)=—-x+1, xe[-1, 1].

No ponto (1, 0) o raio é refletido. Sequindo novamente uma tra-
jetoria reta ele passa pelo ponto (2, 1) e prossegue viagem. Repe-
tindo o calculo anterior, obtemos que:

g(x)=x-1, xe[l, +x).

2.2.3 Funcdo Modulo

E a funcdo definida por f(x)= |x|

x, x>0 . o
’ , cujo grafico é o
. —x, x<0
seguinte:

0 X

Figura 2.9

Exemplo 10. A trajetéria do raio de luz do exemplo anterior pode
ser expressa como uma fun¢do médulo da forma f(x)= |x-1]|,
xe[-1, «).

De fato, pois para x €[-1, 1], x—1<0 e, portanto,
|x=1| = =(x=1)=—x+1.

Quando x€[l, ©), x—1>0 e |[x—1|] =x-1.

2.2.4 Funcao Polinomial

E toda fungao cuja regra de associagao é um polindmio, isto §é,
f(x)=ax"+a, x"" +..+ax+a, onde os coeficientes a,,a,,...,q,
sao numeros reais e n é algum natural.



Exemplo 11. As fungdes afim e linear sao exemplos de fungoes
polinomiais de grau n =1. Outro exemplo é a fungao quadratica
cuja regra de associagdo é f(x) =ax’ +bx+c,onde a # 0. Funcdes
quadréticas ocorrem em varios exemplos anteriores. Quando
Dom(f)=R, o gréfico desta funcdo é chamado de pardbola. Seu

eixo de simetria é a reta x = _Zi . O vértice da pardbola é o ponto
a
b A 2 .
vV By TR onde A=5b"—4ac. Quando a >0, a pardbola tem
a a

sua abertura voltada para cima e quando a <0, a tem para baixo.
Se A>0, entdo a parabola cruza o eixo das abcissas nos pontos

ac < . s 2
x= que sao as raizes da equagao ax” +bx+c=0.

2.2.5 Funcao Racional

p(x)
q(x)

onde p(x) e g(x) sdo fung¢des polinomiais. Note que uma fungao

E toda funcio f cuja regra de associagao € da forma f(x) =

racional estd definida em qualquer dominio que nao contenha ra-
izes do polindmio ¢g(x).

Exemplo 12. Determine o maior dominio possivel da funcao ra-

2
cional f(x)= Lxlﬂ , no conjunto (-1, ).
x+

Resolucdo: Uma fungdo racional com esta regra de associacdo esta

definida em todo ponto x tal que x+1= 0. Portanto, o maior do-
minio possivel € o conjunto {xe R |x>-1}.

1

1 0 x

Figura 2.10



2.3 Composicao e
Inversao de Funcoes

Nesta secdo, vocé estudara uma outra operacao importante en-
tre fungdes, chamada de composicao. Em seguida vocé aprendera
que as vezes uma fungao pode ser invertida. Caso esteja cansado,
ndo desanime. Respire fundo, retome o folego... s6 apds retome
seus estudos.

2.3.1 Composicao de Funcoes

Outra operacdo importante entre funcoes é a operagao de compo-
sicao, definida como segue:

Definicao 2.5. Dadas as funcdes f:4—>B e g:C—R, a
funcdo composta de g com f € a funcdo h:E—>R, onde

E={xe A| f(x)eC} dada por h(x)= g(f(x)).

A operacao de composicdo entre duas fungdes é também indicada
com o simbolo "o" de composi¢ao. Com este simbolo, a fun¢ao com-
posta de g com f éindicada como go f e (go f)(x)=g(f(x))-

Observagoes:

* A operagao de composicao estd definida somente
quando existem valores f(x) no dominio da funcdo
g como fica claro a partir da regra de associagao. Caso
contrdrio, a composi¢ao nao é possivel.

e Quando Im(f) < Dom(g), entdo Dom(go f)=
E=Dom(f).

Exemplo 13. Dadas as fungoes f:[0, 1]1—[0, o), f(x)=2x"+1,
e g:[0, ©) >R, g(x):\/;, temos que Im(f)=[l, 3]< Dom(g).

Portanto, a fun¢ao composta de g com [ estd definida e é a fun-

gado go f:[0, ] >R dada como (go/f)(x)=g(f(x))=+/(x)=

2x° +1.



A composta de f com g é a fungao fog:[0, ] >R dada por
(fog)(x)=2(g(x))’ +1=2(\x)’ +1 . Observe que fog # gof .

2.3.2 Inversao de Funcoes

Dada uma fungdo f: 4— B, y = f(x), arelagdo inversa da f, que
se indica x= f'(y), nem sempre é uma fungao como ilustram os

exemplos a seguir.

Exemplo 14. Considere a funcao f:{1,2,3} > {1,2,4,7,9} dada
por f(x)=x".0 diagrama a seguir descreve a relacdo y = f(x):

A B
/

Figura 2.1

O diagrama seguinte descreve a relacio inversa x = f~'():

B f‘l A

Figura 2.12

A relacdo f~' ndo é uma fungao pois uma funcio relaciona cada
elemento do seu dominio a algum (e tinico) elemento do contra-
dominio. O niimero 7 ndo tem correspondente y = f~'(7) pela .



Outro exemplo é o seguinte.

Exemplo 15. Seja a fungdo g:{-1, 1, 0} = {1, 0}, f(x)=x", cujo
diagrama é o seguinte:

A B
g

\ =

Figura 2.13

A relagdo inversa g~' tem o seguinte diagrama:

A B

1\

Figura 2.14

Arelagdo g™' nao pode ser uma funcéo pois ela relaciona o 1 a
dois elementos. Uma fungao, repetimos, associa cada elemen-
to do seu dominio a um unico elemento do contradominio.

A seguir definiremos quando uma funcao € inversivel.
Definicao 2.6 Uma funcdo f: 4 — B ¢é inversivel quando a rela-

¢do inversa da f também é uma funcdo. Nesse caso, diz-se que a
f em funcdo inversa f':B—> A.



Propriedades de Funcao Inversa

Seja f uma funcdo inversivel e ' a sua inversa. Entao,
1) Dom(f")=Im(f).
2) Im(f™")=Dom(f).

3) Seja f: A— B uma fungao inversivel. A fungao g:B—> 4 é
funcdo inversa da f quando para todo x€ 4 e todo yeB
tem-se g(f(x))=x e f(g(y)=y.

4) O grafico da f~' é simétrico ao grafico de f em relacdo a reta
diagonal y = x. Isso significa que se o ponto (x, ) pertence ao
grafico da £ entdo o ponto (y,x) pertence ao grafico da f .

5) Dada a regra de associacdo da f; y = f(x), para se obter a
regra que define 7', procede-se assim:

A partir darelacdo y = f(x), expresse x em termos de y para
obter a relagdo inversa x = f'(y).

Exemplo 16. As funcdes f:[0, ©) —[0, ©), f(x)=x>,e
g:[0, ) > [0, ), g(y) = \/; , sdo inversas uma da outra pois
g(f () =f(0) =\x* =|x|=x, Vxe Dom(f)e f(g(») = (g()) =

(J»)* =¥y € Dom(g).

Exemplo 17. As fungdes [f:R—[0,©), f(x)=x", e
g:[0, ©)>R, g(y)= \/; , Ndo sdo inversas uma da outra pois

g(F () =7 = = |x= {

Nesse caso, existe x € Dom(f) tal que g(f(x))#x. Como exem-
plo, x=-2e g(f(-2)=2#-2.

x, x>0

—x, x<0

Vamos verificar como estd sua aprendizagem? Procure, entdo, resolver o0s
Exercicios Propostos.

Exercicios Propostos

1) Sejam f,g:R — R definidaspor f(x)=x’, g(x)=x"+3x+1.
Obtenha as regras de associacao que definem as compostas

gof/fog/fof'



2) Seja f:[0, ©) —>[-2, ), y=f(x)= x* —2. Determine a in-
versa da funcao f.

Respostas:
1a) gof(x)=x"+3x+1, b) fog(x)=(x*+3x+1),
0 fo f(x)=x",todas definidas em R

2) ' (x)=+x+2

Vocé estudard, agora, como finalizagio desse capitulo, outras fungées do
tipo elementares.

2.4 Qutras Funcoes Elementares

2.4.1 Funcao Exponencial de Base a

Seja a um ntimero positivoe a #1. A fun¢ao f:R — (0, ©),dada
por f(x)=a", é chamada de funcdo exponencial de base a. Os
gréficos dessas fungdes sao os seguintes.

a>1

Figura 2.15 Figura 2.16

O conjunto imagem é o intervalo (0, +©).

Apresentaremos, a seguir, as propriedades de Exponenciacao. E
preciso que voceé esteja bastante atento a elas.



Propriedades da Exponencial

As seguintes regras valem para quaisquer a,b,x,y e R com a >0,
b>0:

3) (@) =(a’) =a”
4) (a'b")=(ab)'

datl

Observagoes: a funcao exponencial mais comum em aplica-
¢Oes é a funcao exponencial de base a =e onde e=2,71828...
é a constante de Euler, que é um niimero irracional. A fun-
¢ao, nesse caso, é chamada de funcao exponencial natural ou,
simplesmente, funcdo exponencial. Veremos mais adiante
que a fungao exponencial de base qualquer a pode ser sem-
pre expressa em termos de uma fungao exponencial natural.

2.4.2 Funcao Logaritmica

A funcdo exponencial de base a definida anteriormente admite
uma funcdo inversa g chamada de funcdo logaritmo na base a.
Portanto, g:(0, +o) - R. A regra de associa¢do desta fungao é
representada como g(x)=log, x.

Como as fungdes exponencial e logaritmica (ambas de base a) sao
inversas uma da outra, segue pela defini¢ao de fungao inversa que:

a"s" = x 24
log, (a*)=x (2.5)

Segue imediatamente desta tltima relagdo, tomando-se x=0 e
x =1, respectivamente, que:



log,1=0 (2.6)
log, a=1 2.7)

Vejamos os gréficos da fungao logaritmica:

Yy y
logax 1+ loga X
1
0 1 a X
a>1 0 a 1 X
N<ax<l
Figura 2.17 Figura 2.18

O logaritmo na base a = e,

¢ chamado de logaritmo
natural e € comum indica-lo
como In (x).

Propriedades Operatarias
Para todo x,y >0, valem as seguintes regras:

1) Propriedade do produto:

log, (xy) = log, x+log, y.

2) Propriedade do quociente:

log, (ij =log,x—log, y.
Y

3) Propriedade da potenciacao:

log,(y*)=xlog, y.

Exemplo 19. Mostrar a propriedade do produto:

Resolucdo: Basta aplicar a propriedade (1) da exponenciagio e a

relacdo (2.5) para obter g'*%**'°%” = g"%* . g% _ )

xlna

Exemplo 20. Mostrar que: " = ¢

Resolucdo: Temos que, pela propriedade (3) de exponenciacéo,
exlna — (elna)x — (elogga)x — ax.



Exemplo 21. Mostrar que log, x = Inx

Ina

(2.8)

Resolugéo: Da relacio (2.4), vem In(a**)=Inx e pela proprie-

dade (3) de potenciagdo, temos In(a**)=log x-Ina, ou seja,

Inx =log, x-Ina, ou ainda, logalen—x.
Ina

A férmula (2.8) é chamada de féormula da mudanga de base (da

natural para uma base a qualquer).

2.4.3 Funcoes Trigonométricas

A) Funcées Seno e Cosseno

Considere a circunferéncia de raio unitario e centro na origem do

sistema ortogonal de coordenadas, chamada de circulo trigono-

métrico.

Vamos convencionar o seguinte: o ponto 4 € a ori-
gem dos arcos sobre a circunferéncia, e o compri-
mento x de um arco € positivo quando o mesmo é
obtido a partir de 4, deslocando-se, no sentido anti-
horério e, negativo, se no sentido horario.

Chama-se fungdo seno a funcao f:R — R, indicada
como f(x)=senx,que associa a cada niimero real x,
entendido como o comprimento de um arco 4B da
circunferéncia, a ordenada do ponto B no eixo OY.

Numa circunferéncia de raio 7, o comprimento x de
um arco e o angulo 6 subentendido, estao relaciona-
dos pela férmula x=6-r.

y
1.7 , B (cos x, sen x)
X
r sen (0)
0 A
-1 070—0;79 1 X
-1
Figura 2.19

Se r=1, tem-se x=0 e, nesse caso, podemos interpretar sen x

como sendo o seno do angulo cuja medida, em radianos, é x. Lem-

bramos que a medida de um arco é 1 radiano quando o compri-

mento do arco é igual ao raio da circunferéncia.
A conversao para graus é dada por:

1 radiano = 180 57 graus
7



A funcgao cosseno € a funcao f:R — R indicada
por f(x)=cosx, que associa a cada niimero real x,
entendido aqui também como o comprimento de
um arco 4B da circunferéncia unitaria, a abcissa
do ponto B no eixo OX.

Vejamos, ao lado, as propriedades das fungoes
seno e cosseno.

1) Ambas as fungdes tém por conjunto imagem o
intervalo [—-1, 1]. Para todos os valoresde xe R,
tem-se que —1< sen x <1 e —1<cosx<1.

Sendo x o comprimento de um arco 48 da cir-
cunferéncia unitaria, a ordenada e a abcissa de B,
sen x e cosx,saonomaximo 1 e,nominimo, —1,

qualquer que seja x, como se constata exami-
nando-se a figura 2.21.

2) As fungdes seno e cosseno sao exemplos impor-

tantes de fung¢des periddicas.

Figura 2.21 - Grafico da funcédo cosseno

Uma fungao f(x) é chamada de periédica quando satis-
faz, para algum p, a relagao f(x)= f(x+ p), qualquer que
seja x € Domf. O menor valor de p para o qual se tem
f(x+ p)= f(x) para qualquer x e R é chamado de periodo
da fungao f.

As fungOes seno e cosseno sao fungdes periddicas com perio-
do 2m. Isso significa que, para todo xR, sen (x+27) = senx,
cos(x+2m) =cosx.

Esta propriedade segue da interpretacdo geométrica dessas fun-
¢oes. Examinando o circulo trigonométrico, conclui-se que a ex-
tremidade C de um arco AC de comprimento x+2s coincide
com o ponto B do arco ZE e, portanto, B e C tém as mesmas
coordenadas.



3) A fungdo cosseno é uma fungao par.

De fato, considere o arco AB de comprimento x>0, como
indica a figura abaixo, e o0 arco AC , medido no sentido an-
ti-horario, cujo comprimento é também —x. Isto §é, AC é o
arco —x . Os pontos B e C, portanto, tém a mesma abcissa, de
modo que cos(—x) =cosx

s€n x

seén -x

-1

Figura 2.22

4) A fungao seno é uma fungado impar, isto €,
sen(—x)=(-1) sen(x).

Verifique!

5) As fungles senx e cosx satisfazem algumas relagdes cha-
madas relagOes trigonométricas. Em especial, aplicando o
teorema de Pitadgoras ao tridngulo retangulo Q0B, obtém-se
a relacao

cos’ x+sen’x =1 (2.9)

s€n x

Figura 2.23



Outras relagdes que ndo serdo demonstradas aqui, sao:

sen(a+b)=sena-cosb+cosa-senb (2.10)
cos(a+b)=cosa-cosb—sena-senb (2.11)
sen(2a)=2-sena-cosa 2.12)
cos(2a) =cos’ a—sen’a (2.13)

Exemplo 22. Mostre que:

»  l+cos(2a)

cos“ a 2.14
5 (2.14)

1-cos(2a)
2

esen’a = (2.15)
Resoluciio: Pela propriedade 5), cos” @ =1- sen’a. Substituindo
na (2.13), obtém-se cos(2a)=1-2sen’a da qual seque a (2.15).
Da mesma forma, substitua sen’a =1-cos’ a na (2.13) para obter
(2.14).

As fungdes seno e cosseno tém intimeras aplica¢Oes na fisica e na
modelagem de fenémenos que apresentam periodicidade como
mostra o exemplo a seguir.

Exemplo 23. Um corpo de massa M estd preso a uma mola como
mostra a figura 2.24.

Figura 2.24

Na posicao de equilibrio, isto €, quando nenhuma forca é exercida
sobre a massa, sua posigao é x = 0. Suponha, também, que o ar e a
mesa sobre a qual a massa M se encontra, ndo oferecem nenhuma
resisténcia ao movimento de M. Fora da posicao de equilibrio, a
fisica nos diz que a mola exerce uma forga sobre a massa M da
forma F(x) = —kx, onde k > 0 é uma constante e x é a posigao de M.
Ver figura 2.25.



) 0 X (t)

Figura 2.25

v

O movimento da massa M é periddico, isto €, ela oscila entre as

posicoes —x, e x, >0. Em cada instante ¢ >0, sabe-se que a posi-

¢ao é dada por x(¢) = Xx,s€en (wt +%j onde w = \/E é a freqiiéncia
m

das oscilagoes. Portanto, a posi¢ao de M é dada em termos de uma

funcao seno.

Exemplo 24. Determine o periodo da funcao x(¢) do exemplo an-

terior.

Resolucdo: Queremos determinar o menor p tal que, para

todo ¢, x(t+ p)=x(¢). Temos x(t+ p)= xosen{w(z‘ +p) +%} =

X, sen[wt+%+wp} ¢ igual a x(¢) quando wp =2k, pela pe-

riodicidade da funcgdo seno. Portanto, a fungdo x(¢) tem periodo

271

2, pois 0 menor valor positivo possivel para 2k € 27t.

w

B) Funcdo Tangente

A funcdo f:4—->R, f(x)=tgx, definida por

tgx =Y onde 4 ={xeR|cosx#0} é chamada de

cosx
funcao tangente.

A fungdo tangente tem uma interpretagdo geomé-
trica que é a seguinte. Na circunferéncia unitaria
desenhe a reta tangente a circunferéncia no ponto
A, chamada eixo das tangentes (reta E na fig. 2.26),
como indica a figura 2.26.

;>>-<

tgx

)

Figura 2.26




A funcdo tangente associa a cada numero real x, interpreta-
do como a medida de um arco 4B, a medida do segmento AC,
mostrado na figura. Os valores da fun¢do tangente sdo positivos
quando no semi-eixo acima de A, e negativos abaixo de A.

A funcao tangente é periddica. Seu periodo é 7 . Verifique!

y

Figura 2.27 - Grafico da funcdo tangente

C) Funcio Secante

Eafuncao f:4—R,indicada por f(x)=secx,onde secx =

eA={xe]R|cosx¢0} COS X

Figura 2.28 - Grafico da funcdo secante

A fungao secante é uma fungdo par e periédica com periodo 27 .
Seu conjunto imagem é Im(secx) = (-, —1]U[l, +o).



D) Funcio Cossecante

Eafuncdo f:4—> R, onde 4 é o conjunto dos nimeros reais x

tais que senx # 0, dada por f(x)=cossecx = .
sen x

Vejamos, agora, o grafico da funcdo cossecante:

y

Figura 2.29
A funcao cossec x é uma fungao impar, peridédica com periodo
27 . Seu conjunto imagem € o conjunto:

Im(cossec x) = (-0, —1]U[l, )

E) Funcio Cotangente

A funcao f:4—> R, dada por f(x)=cotgx= cosx’ onde 4 é o
sen x

conjunto dos nimeros reais x tais que sen x # 0, é chamada fun-
¢ao cotangente.

R

Figura 2.30 - Grafico da funcédo cotangente



A fungao cotangente é uma funcao impar, periddica de periodo
7w e Im(cotgx)=R.

2.4.4 Funcoes Trigonométricas Inversas

A) Funcdo Arco Seno

Considere a fungao seno com dominio {—%, E} e contradominio
[-1,1]. Essa fungdo admite inversa que €é a fungdo
-1 1]-> {—%, %} indicada por  f(x)=arcsenx ou

f(x)=sen"' x chamada de funcao arco seno.

Vejamos, agora, o grafico da fungdo arco seno:

y

b
2

: T
_________ e

Figura 2.31

B) Funcdo Arco Cosseno

E a funcio f:[-1, 1]—[0, 7], indicada por f(x)=arccosx ou
f(x)=cos' x, chamada de funcdo arco cosseno. Esta funcdo é a
inversa da funcao cosseno, com dominio [0, 7] e contradominio

-1, 1].

Vejamos o grafico da fungdo arco cosseno:



Figura 2.32

C) Funcio Arco Cotangente
A fungado tangente definida no dominio (—%, %) com contrado-

minio R admite fungao inversa. Esta é a funcdo f:R — (—E, EJ ,
.- i 22
indicada por f(x)= arctg x ou f(x)=tg " x.

Vejamos o grafico da fungado arco tangente:

y
......................... eI
2
0 X
......................... i
2
Figura 2.33

D) Funcdo Arco Secante

E a fungdo f:(—o, —1]JUJL, o) —>[O0, n]—{%} indicada por

f(x)= arcsecx ou f(x)=sec x.

Vejamos o grafico da fungao arco secante:



Figura 2.34

E) Funcdo Arco Cossecante

A fungao arco cossecante € a funcao
A

f:(_ooa —I]U[l, OO)_)|:_35 Ei|_{0}/

indicada como ou f(x) = cossec™'x.
Vejamos o grafico da fungado arco cossecante:

y

A0 1 x

Figura 2.35

F) Funcdo Arco Cotangente

A funcao arco cotangente é a fungdo f:R — (0,x), indicada por
f(x)= arccotgx ou f(x)=cotg 'x.

Vejamos o grafico da funcado arco cotangente:



0

Figura 2.36

2.4.5 Funcoes Hiperbolicas

As fungdes hiperbdlicas sdo definidas a partir da fungao f(x)=e".
O quadro a seguir apresenta as defini¢des de cada uma delas.

Funcao Dominio
senhx = i R
2
X +e—x
coshx = R
2
tghx = senh x R
cosh x
cosh x
ctghx = R-10
< senh x { }
1
sech x = R
cosh x
cosech x = !
senh x R_{O}

Imagem

R

[1,+0)

(=10

(—o0,—1) U (1,+0)

(0.1]

R—1{0}

Gréficos das fungdes hiperbolicas:



0 X
1
0 x
Figura 2.37: Grafico de senh (X) Figura 2.38: Grafico de cosh (X)
y Y
i L S
0 X 0 X
............................ B
-1
Figura 2.39: Grafico de tgh (x) Figura 2.40: Gréfico de ctgh (X)
Y y
X
0
0 X

Figura 2.41: Grafico de sech (X) Figura 2.42: Gréfico de cossech (X)



2.4.6 Funcoes Hiperbolicas Inversas

As funcgdes hiperbdlicas inversas estao dadas no quadro seguinte:

Funcao Dominio Imagem
argsenh (x) R R
argcosh (x) [—1,00) [0,+0)

argtgh (x) (-L1) R
argcotgh (x) (—o0,=1) U(l,+x) R —{0}
argsech (x) (0,1] [0,+0)
argcossech (x) R —-{0} R —-{0}

Vamos verificar se vocé conseguiu compreender os topicos das segdes
acima. Faga, entdo, os Exercicios Propostos.

Exercicios Propostos

1) Escreva a funcao exponencial dada na base natural e:
y= 2x+3

2) Escreva a funcao dada em termos do logaritmo natural

y=2+Tlog,(2x+1)
3) Determine y na equacdo In(2y) =2x* +1.
4) Determine o periodo da fun¢ao f(x)=cos(3x+2), xeR.

5) Determine o conjunto dos pontos x € R onde

a) cosx=0e

b) senx=0.
Respostas:
1) o2
%) p=2+47 In(2x+1)

In3



er2 +1

3:
)y2

21
3

4)
7
5) a) x:(2n+l)5, n=0,t1,+2,...

b) x=na,n=0,%1,%2,...

Resumo

Neste capitulo, vocé teve a oportunidade de estudar e aprender o
que é uma fungao. A defini¢do € bastante simples. Uma fungao
€ uma relacao entre conjuntos que associa a cada elemento de
um dos conjuntos um unico elemento do outro conjunto. Vocé
aprendeu que quando certas condigdes sao satisfeitas é possivel
somar, subtrair, multiplicar e dividir fung¢des e assim obter novas
fungoes. Além dessas operagdes vimos que também é possivel
compor fungdes. A composicao de fungdes é outra operagao im-
portante entre fungdes. Em seguida indagamos se a relagdo inver-
sa daquela que define uma fun¢ao também é uma funcao. Alguns
exemplos mostraram que esse nem sempre € o caso. Além disso,
estudamos vérios tipos de fun¢des chamadas de fung¢des elemen-
tares que sao relevantes para o desenvolvimento do célculo e suas
aplicacoes. Em alguns exemplos, ilustramos algumas situagoes
oriundas da fisica onde estas fungdes sdo importantes na descri-
¢ao e modelagem quantitativa de alguns fendmenos fisicos.
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Limite e Continuidade







Augustin Louis Cauchy (1789-
1857). Curiosidade: Vocé
sabia que Augustin Louis
Cauchy foi um matematico
francés do século XIX que
formulou as nocdes de
limites e continuidade,
obtendo resultados que
marcaram a Andlise
Matematica?

Capitulo 3

Limite e Continuidade

Nesse capitulo, vocé aprenderd a expressar algebrica-
mente a defini¢do de limite de uma funcdo de uma ma-
neira intuitiva; enunciar e aplicar os teoremas de limite
na resolugio de problemas; calcular limites laterais; re-
solver exercicios de limites quando ocorrer um tipo de
indeterminacdo; identificar e calcular limites no infini-
to e limites infinitos, bem como calcular limites através
dos limites fundamentais e analisar a continuidade de
uma fungdo no ponto x=a.

O conceito de limite é importante na construcao de muitos outros
conceitos no cédlculo diferencial e integral. As no¢oes de derivada
e de integral abordados nos capitulos 4 e 6, sao os suportes de
toda a construgao das varidveis fisicas. Além disso, sdo importan-
tes no calculo de area e volumes.

3.1 A Nocao de Limite

A nogao de limite fornece um caminho preciso para distinguir o
comportamento de algumas fungdes que variam continuamente
e o0 comportamento de outras func¢oes que podem variar indepen-
dente do modo como se controla as variaveis.

E com base nisso que pretendemos apresentar a vocé uma nocao
intuitiva de limite, para que vocé possa observar o que ocorre com
a funcdo f(x), intuitivamente, quando x tende para um nimero
real a ou quando x tende para mais ou menos infinito. Usaremos
limites, por exemplo, para definir retas tangentes a graficos de
funcgoes. Essa aplicagdo geométrica nos leva ao importante concei-
to de derivada de uma funcado que investigaremos, com detalhes,
no capitulo 4.

Dada uma fungao f°, vocé quer saber o que ocorre com os valores
f(x), quando a variavel x se aproxima de um ponto a. Para vocé



entender isto melhor, considere a funcao f* definida pela expres-
sao a seguir.

Bx+2)-(x-1)

f0) =200

A fungao f esta definida para todo x real exceto x = 1. Assim, se
x#1, o numerador e o denominador de f podem ser divididos
por (x—1) e vocé obtém f(x)=3x+2,para x#1.

Vamos estudar juntos os valores da fun¢ao f(x), quanto x esti-
ver préximo de 1, mas nao é igual a 1. Primeiro, vamos considerar
valores de x cada vez mais préximo de 1, com x <1 e observar-
mos o que estd acontecendo com f(x), conforme a tabela abaixo:

0.9 0,99 0,999 0,9999 0,99999

f(x)=3x+2 2 2,75 3,5 4,25 470 | 497 | 4997 | 4,9997 4,99997

Agora, vamos considerar que a varidvel x aproxima-se cada vez
mais de 1, com x >1 e observar o que estd acontecendo com f(x):

1,01 1,001 1,00001

f(x)=3x+2 8 7.25 6,5 5,75 5,30 5,03 5,003 5,00003

Observamos, em ambas as tabelas, que quan-

do x se aproxima cada vez mais de 1, a fun-
¢ao f(x) se aproxima cada vez mais de 5. Em
outras palavras, é possivel obter o valor de 47
f(x) tao proximo de 5 quando desejarmos, 3
desde que tomemos x suficientemente proxi-
mo de 1. Examine o grafico de f(x) ao lado.

—_
1
R

Para x cada vez mais proximo de 1, f(x) : A ! 0 7 %
aproxima-se de 5 e escreve-se a seguinte ex- /
pressao: ligll f(x)= ligll (Bx+2)=5. Figura 3.1

Lé-se: O limite da fungao f(x) quando x aproxima-se de1é5, ou
ainda, o limite de f(x) quando x tende a1 é 5. Isto significa dizer



que o valor da expressao 3x+2 cada vez mais aproxima-se de 5 a
medida que os valores de x estdao aproximando-se de 1. Quando
x—>1, f(x)->5.

Vejamos, agora, mais um exemplo e para isto vamos considerar a

fungdo f(x) definida pela expressao f(x)=1+ l, para x # 0.
X

Queremos saber o que ocorre com f(x) quando x assume valo-
res (positivos ou negativos) arbitrariamente grandes, ou seja, x
tende para +oo, x>0 e x tende para -, x <0. Observamos na
tabela abaixo, quando x cresce cada vez mais o que estd aconte-
cendo com a funcao f(x).

1
f(x)=1+— 2 1,5 538 1,25 1,2 1,002 1,001 1,0001
X

Quando x cresce cada vez mais, ou seja, x tende para +oo, a fun-
¢ao f(x) aproxima-se cada vez mais de 1.

Observamos na tabela abaixo, quando o valor absoluto de x cres-
ce cada vez mais (para valores negativos de x ) o que esta aconte-
cendo com a fungado f(x).

1
f(x)=1+— 0 0,5 0,666 0,75 0,99 0,998 0,9998
X

Quando o valor absoluto de x cresce cada vez mais, para valores
negativos de x, ou seja, quando x tende para —w, a fungao f(x)
aproxima-se cada vez mais de 1. Assim, concluimos, nas duas ta-
belas, que quando x tende para +w e quando x tende para -, a
funcdo f(x) tende para 1 e escreve-se:

lim f£(x)= lim (1+lj =1 e lim f(x)= lim (1 +1) =1
X—>+0 X—>+0 X X—>—00 xX—>—0 X



Lé-se: O limite da fungao f(x) quando x tende para + é1
e o limite da funcdo f(x) quando x tende para —o é 1 ou
quando x -+, f(x) >1 e quando x — —oo, f(x) = 1.

Observemos o grafico da funcao f(x)=1+ ! ao lado.
X

Nao ¢ dificil de observar no grafico da fungdo f(x)
acima que:

* Quando x aproxima-se cada vez mais de 0 pela N0 X
direita, ou seja, para valores de x >0, que a fun-
¢do f cresce cada vez mais com valores positi-

vos, ou seja, pode-se dizer que a fungdo f ten-
de para +c. Quando x tende a O pela direita,
x— 0", f(x) >+ e escreve-se:

Figura 3.2

lim £(x) = lim (1 +lj — +o0-
x—0" x—0" X

* Quando x aproxima-se cada vez mais de 0 pela esquerda,
ou seja, com valores de x <0, que os valores absolutos da
fungdo f crescem cada vez mais e sdo negativos, ou seja,
pode-se dizer que a fungao f tende para —oo. Quando x
tende a 0 pela esquerda, x > 0™ , f(x) — —o0 e escreve-se:

lim f(x)=lim [1 +lj = —o0,
x—0" X

x—0"

Consideremos agora a funcdo f definida pela expressao

f(x):%,para x—-1#0,0ouseja, x#1.
Queremos saber o que ocorre com a fungdo f(x) quando x ten-
de para 1 através de valores de x >1 e o que ocorre com a funcao
f(x) quando x tende para 1 através de valores de x <1. Vejamos
o que acontece com f(x) na tabela abaixo, quando x tende para 1
através de valores de x>1.



1,1 1,01 1,001 1,0001

f()_3x+1 517 11| 19 | 43| 203 | 4003 | 40003

Observamos que quando x tende para 1, através de valoresde x > 1,

ou seja, pela direita de 1, a funcao f(x) cresce indefinidamente,

ou seja, a fungdo f tende para +oo. Pode-se dizer que o limite de

f(x) quando x tende a 1 pela direita é +o0, x > 1" , f(x) > 4w e
3x+1

anota-se por hm f(x)=1lim =400

-t x—1

Vejamos o que acontece com f(x) na tabela abaixo, quando x
tende para 1 através de valores de x <1.

0,99 0,999 0,9999

1 | =1 | =37 | =397 | =3997 | 39997

Observamos que quando x tende a 1, através de valores de x <1,
ou seja, pela esquerda de 1, os valores absolutos da fungao f(x)
crescem e sao negativos, ou seja, a fungao f tende para —oo.
Pode-se dizer que o limite de f(x) quando x tende a 1 pela

esquerda é —oo, x >17, f(x) > — e anota-se por

lim £(x)= lim Sxtl_

y x>0 X — 1 .
3 S~ Conforme estudado acima, temos ao lado o gréfico

da funcao f(x)=

ol 1 X Com base no que vocé aprendeu até aqui, tente es-
bogar o gréafico de uma fungao f(x) com as seguin-
tes caracteristicas:

lim f(x)=+x0 e hm f(x)=—o,

x—>—1"

lim f(x)=0 e lim f(x)=0.
Figura 3.3 Y=+ ¥=>=o



Escreva a expressao algébrica de uma funcao com as caracteristi-

cas acima.

Em outras palavras, vocé quer esbogar o gréafico de uma fungao

com as seguintes caracteristicas:

Para x aproximando-se de -1 pela direita, a funcao f(x)
cresce indefinidamente;

Para x aproximando-se de -1 pela esquerda, a fungao f(x)
decresce indefinidamente;

Para x crescendo indefinidamente, a funcao f(x) aproxi-
ma-se de 0;

Para x decrescendo indefinidamente, a fun¢do f(x) apro-
xima-se de 0.

Note que uma fungdo com estas caracteristicas apresenta um gra-

tico do seguinte tipo:

Figura 3.4

A expressao algébrica de f pode ser f(x)= Ll' para x+1=#0,

X+

ouseja, x #—1.

Vamos apresentar agora alguns problemas resolvidos com indicagdo do
percurso para sua solugdo.



Problema 1. Seja a fungdo f(x) = x——i_; ,com x—2#0, ou seja,
x_
x#2.

Vocé quer saber o que ocorre com a func¢do f(x) quando x tende
para 2 com valores de x maiores que 2, x>2, e quando x tende
para 2 com valores de x menores que 2, x <2, e com base nestas
informacoes esbogar o grafico de f(x).

Resolucdo: Inicialmente vocé elabora uma tabela com valores de
x>2 e observa o que ocorre com f(x).Vocé vai perceber que a
funcdo f(x) cresce indefinidamente, isto ¢, pode-se afirmar que
f(x) tende para mais infinito, f(x) — + oo.

Elaborando uma tabela com valores de x <2 vocé vai observar
0 que ocorre com f(x). Vocé vai perceber que a funcdo f(x)
decresce indefinidamente, isto €, pode-se afirmar que f(x) tende
para menos infinito, f(x) —» —oo.

Com base na tabela que vocé elaborou para valores de x>2 e
x <2, vocé esboca o grafico a seguir.

Y

Figura 3.5

Analisando as duas tabelas que vocé elaborou e o grafico de f(x),
concluimos que:

x+3

1) lim f(x)= lim
x—2*

=+o0. Lé-se: O limite de f(x) quando x
=2t x =2

tende a 2 pela direita € mais infinito.



2) Tim £(x) = lim > = — . Lé-se: O limite de f(x) quando
x—2"

x=27 X —

x tende a 2 pela esquerda € menos infinito.

Problema 2. Considere a funcao f(x)= x—+;, para x#2. Vocé
x —_—

quer saber o que ocorre com a fungdao f(x) quando x tende para

mais infinito e quando x tende para menos infinito.

Resolucdo: Elaborando uma tabela quando x assume valores po-
sitivos grandes, isto €, x tende para mais infinito, conforme a tabe-
la abaixo, vocé observa que a funcdo f(x) aproxima-se cada vez
mais de 1.

100 1000 10000 100000

f(x) = ) 6 | 35 | 225 | 1625 | 1,1042 | 1,051 1,002 1,0002 1,00002
X

Fazendo o mesmo, conforme tabela a sequir, quando x assume valo-
res negativos de modulo grande, isto €, x tende para menos infinito,
vocé observa que a funcdo f(x) aproxima-se cada vez mais de 1.

-50 -100 -1000 -10000 -100000

f(x) = 5 0,29 0,58 0,90 0,95 0,9950 0,9995 0,99995
X

Apos esta analise vocé conclui que:

x+3

® Primeiro: lim f(x)= lim

X—+o0 x40 x —

=1. Lé-se: O limite de f(x)
quando x tende para mais infinito € igual a 1.

x+3

* Segundo: lim f(x)= lim =1. Lé-se: O limite de f(x)

X—>—0 x_2

quando x tende para menos infinito é igual a 1.

Observe isto no grafico de f(x) = x_+; apresentado no Proble-
x_

ma 1 resolvido acima, figura 3.5.



Apresentaremos agora a defini¢do formal de limite de uma funcao.

Definicao 3.1. Seja / um intervalo qualquer, ae/ e f(x) uma
funcao definida no intervalo /, (exceto eventualmente em a). Diz-
se que o limite de f(x) quando x tende a a é L, e escreve-se
£1_r>13 f(x)=L, se para todo ¢ (epslon), €>0, existe um o (delta),

0>0, tal que |f(x)—L|<e sempre que O<|x—a|<5.

3.2 Teoremas Sobre

Limites de Funcoes
Nesta se¢ao, enunciaremos, sem demonstragao, os teoremas sobre
limites de fungdes e suas aplicagdes na resolugdao de problemas,

teoremas estes que desempenhardo um papel importante em
todo o nosso curso.

Teorema 3.1. Unicidade do limite
Se lim f(x)=L e limf(x)=M entao L=M .

Teorema 3.2. Se f(x)=k para todo x real, entdo para qualquer
nimero real g, tem-se lim f(x) =limk =k .

Exemplo. Considere f(x)=4 e a=2 entao lim f(x)=1lim 4=4.
x—2 x—2

Ou seja, o limite de uma constante é a propria constante.
Teorema 3.3. Se lim f(x)=L e limg(x)=M entao:
a) lim(f(x) £ g(x)) = lim f(x) £ limg(x) = L + M..

b) Para qualquer ntimero real &, tem-se
lim(k- £(x))=k-lim f(x)=k-L.

) lim(f(x)-g(x)) = lim f(x)-lim g(x) = L- M.

i
d) lim ACI "IE‘}f(X) _L se M #0.
wegly) limg(x) M

e) lim(f(x))" = (lim f(x))" = L.



Teorema 3.4.Se lim f(x)=be lin[} g(y)=L,com L=g(b),
x—a >

lim g(/(x)) = g(lim £ (x)).

Teorema 3.5 SejambeR, b#1, b>0 e neN.Selim f(x)=L,

entdo:

a) liin(sen f(x)= sen(liin f(x))=senL.

b) liin(cos f(x))= cos(liin f(x))= cos L.

. lim /(x)
o limp’™ =p=> " =p".

xX—a

d) lim (log, f(x)) = log, (lim f(x))=log, L, para L>0.

e) }Clila’l Q/f(x): %ig}f(x):ﬁ/z, para todo n se L >0 e s6 para

n impar se L<0.

Primeira Observacao: lim x" =a".

X—a

Exemplo: lim x’ =2°=8.

x—2

Segunda Observacio: Seja p(x) = b, x"+ b,, X" +..4b x +b,
um polindmio qualquer, pelo teorema 3.3 a, 3.3 b e pela “Primeira
Observagao”, vocé tem:

lim p(x) =lim( b, X"+ b, x"" +...+b, x +b,)
=limb, x" + limp,_, x""' +..+ limb x + limb,

xX—a X—>a X—>a X—a

=b limx" +b_, limx"" +...+b limx+limb,

X—a X—a X—a X—a

=p(a).
Logo, li_r>np(x) = p(a).

Usando a segunda observagao, calcular os limites abaixo.

) lim(2x =T +4)=2.2'~7-244=2.4-7-2+4=18,
2) linll(xs—3x4+2x3+2):15—3-14+2-13+2:1—3+2+2:2.

Vejamos agora alguns exemplos de exercicios resolvidos!



. X +Tx=2
Exemplo 1. Calcular lim X2
x—1 3x_5
Resolucdo: Pelo teorema 3.3, letra d e pelo Teorema 3.3 letras a e
b, vocé tem:
X 4Tx=2 lim(x2 +7x-2)
hm — x~>1.
=l 3x-5 11rr11(3x—5)

lin} x*+ lin} Tx— liml2
lim3x—1im5

x—1 x—1

linllx2 +lin117~lin11x—lir1112
Iim3-limx—1lim5

x—1 x—1 x—1

_P471-2_ 6,
31-5 2

X +7x=2 B

Portanto, lim -3.

=1 3x-5
Exemplo 2. Calcular lin(} [(x - (x+ 5)} .

Resolucao: Inicialmente vocé aplica o Teorema 3.3 letra ¢ depois o
Teorema 3.3 letra e, vem

: _1\l0

£1£13[(x D" (x+5)]
= lirr(}(x—l)10 -lirr(}(x+5) = lirr(}(x—l))lo -lirr(}(x+5)
=(0-1)"°-(0+5)=(-1)"°-5=1-5=5.

Portanto, lin(}[(x D" (x+ 5)] =5.

Exemplo 3. Determinar lirrll[loglo(x2 —2x+ 101)] .

Resolucédo: Aplicando o Teorema 3.5 letra d e em seguida o Teore-
ma 3.3 letra a vocé tem:

linll[logw(xz ~2x+101) |

= log,, |:linll(x)2 “2x+ 101} =log, [ 1> ~2-1+101]



=log,,100 =log,,10°> =2-log,,10=2-1=2.
Portanto, 1in]q[10g10(x2 —2x+101) | =2.

Vamos apresentar para vocé alguns problemas resolvidos indi-
cando o caminho para sua resolugao.

Problema 1. Determinar lim X'CoSX

T o x+1
2

Resolucdo: Aplicando diretamente o Teorema 3.3 letra d e o Teo-
rema 3.5 letra b, vem

lim(x-cosx)
- -

lim 2598 _ 775 - 2n 2
2 x+1 llrr;(x+1) T
x> 2
4
=0
=7%—=WLO
—+1 —+1
2 2
Portanto, lim X1 COSX =0.
T ox+1
2
x?-cosx
Problema 2. Calcular lim———.
o x4 2

Resolucdo: Aplicando o Teorema 3.3 letra d, e a seguir o Teorema
3.3 letra c e o Teorema 3.3 letra a, vocé tem

. 2 . .
2 - COS X ~ }Cl_rg(x -cosx) limx-limcosx

lim — X—>TT X—TT
or x+2 lim(x +2) limx+lim2
X—>TT X—>>T X—>T
_atcosm a-(-) A
T+2 T+2 T+2
2 2
. X" -cosx T
Portanto, lim =— .
xon x42 T+2

Vamos, agora, verificar se vocé compreendeu os teoremas sobre limites.
Resolva os exercicios a seguir, caso seja necessdrio estude novamente os
itens anteriores.



Exercicios Propostos

3 —
1) Calcular lim Yx-l

=27 x—2

3102
2) Calcular lim 2x 21 Ox” +8x+1 .
=2 x"=5x-6

X
itgx

3) Calcular lim 2
H% I+x

4) Calcular lin;[cos (x*=5x + 6)].

5) Calcular lim 3% +2

x—-—1

Respostas:
y 2. ) L. 3y __ T
25 12 2-(4+m)
1
4) 1. 5 —.
) ) 9

O estudo e compreensao destes itens serdao importantes
para toda a seqiiéncia de nosso curso. Por isto, s6 passe para
a préxima sec¢ao quando tiver feito todos os exercicios pro-
postos acima. Se vocé teve ainda alguma divida releia o
item, novamente, e ap0s isto retorne aos exercicios. Este pro-
cedimento pode ser bastante ttil para descobrir o que vocé
conseguiu compreender até agora.

3.3 Limites Laterais

No item anterior analisamos o comportamento de uma fungao
f(x) quando x se aproxima de um nimero real a e quando x
assume valores (positivos ou negativos) de valor absoluto mui-
to grande. O nosso objetivo agora é estudar os casos quando x
tende para a pela direita, x - a e x>a ou quando x tende para
a pela esquerda, x - a e x<a e com isto identificar a existéncia



de limite de uma fungao através dos limites laterais e esbocar o
grafico de uma fungao usando limites laterais. Para isto vejamos
as seguintes definicoes.

Definicao 3.2. Limite a esquerda.

Se f(x) tende para L, quando x tende para a através de valores
menores que a diz-se que L, é o limite de f(x) quando x tende
para a pela esquerda e indica-se por li_)m f(x)=L,.

Definicao 3.3. Limite a direita.

Se f(x) tende para L, quando x tende para a através de valores
maiores que a diz-se que L, é o limite de f(x) quando x tende
para a pela direita e indica-se por lirq J(x)=L,.

Vamos ver agora alguns exemplos aplicando as defini¢oes acima:
Exemplo 1. Seja a funcdo f'definida por

x+1, se x<l1
f(x)= 4, se x=1.

4—x, se x>1
Determinar: a) linlr} f(x);Db) lir{} f(x). Esboce o gréfico de f(x).

Resolucdo: Pela definicdo de limite a esquerda, vocé respon-
de a letra a. Observe que a funcdo f(x) estd definida por
f(x)=x"+1 se x<I1.

Logo, lim f(x)=lim(x* +1) =1 +1=2.
x—>1 x—1
Assim, linl} f(x)=2.

Agora, pela defini¢do de limite a direita vocé responde a letra b. Ob-
serve que a funcdo f(x) esta definida por f(x)=4—-x se x>1.

Logo, lim f(x)=lim(4—x)=4—1=3.
x—-1* x—1"
Assim, lirg f(x)=3.
Note que f(1)=4. Com estas informagdes, de que f(1)=4,
lirg f(x)=2e lin]q f(x)=3, vocé consegue perceber como f(x)

se comporta quando x estd proximo de 1. Para esbogar o gréfico



<7
/

de f(x), dé valores para x, x <1 e calcule os valo-
res de f(x)correspondentes através da expressao
x> +1, dé valores para x>1 e calcule os valores de
f(x) correspondentes através da expressdao 4—x e
veja o grafico de f(x) ao lado (figura 3.6).

Figura 3.6

x Exemplo 2. Considere a funcao
x'-1, se x<-=2
J(x)= :
2x+7, se x>-2

Determinar: a) lil’Izli f(x);b) lir_r21+ f(x) . Esbogar o
gréfico de f (x).x+

Resolucdo: Pela definicdo de limite a esquerda, vamos resolver le-
tra a. Observe como esta definida a funcdo acima para valores de
x a esquerda de -2, ou seja, para x <—-2.

Assim, f(x) = x’—1se x<-2 e

lim f(x)= lin}(xz ~1)= (-2 -1=3.
Logo, lirrzlf f(x) = 3.

Pela definicdo de limite a direita, vamos resolver a letra b. Para
valores de x a direita de -2, a funcdo f(x) esta definida por
f(x)=2x+7 sex>-2e

lin;+f(x)= l_i)rr21+(2x+7)=2~(—2)+7=3.

Logo, lim f(x)=3.
x—-2"
Portanto, lim f(x) = lim f(x) = 3.
x—>-2" x—>-2"
Note que f(-2)=(-2)"-1=4-1=3.

Como f(-2)=3 e lim f(x) = lim f(x) = 3, para esbocar o
x—>-2" x—>-2"

grafico de f(x), dé valores para x, x <—2 e calcule os valores
de f(x) correspondentes através da expressio x° —1, dé valores
para x >—2 e calcule os valores de f(x) correspondentes atraves
da expressdo 2x+7 e veja o grafico de f(x) a seguir.



Figura 3.7

Exemplo 3. Considere a funcdao f(x)=2 ++/x—4. Determinar
se possivel lirE f(x) e hIB f(x). Esbogar o gréfico de f(x).

Resolucdo: Ndo se pode questionar lim f(x) pois a funcdo f(x)
x—4"

soO esta definida para x—4>0 ou x>4.5e x<4 entdo x—4

sera um numero negativo e x¢ Domf .

Para calcular o hrn f(x),vocé tem que a funcdo f(x) esta definida
somente para valores de x—4>0 ou x >4 epodemos escrever

lim f(x) = hm 1(2+Vx—4)= hm 2 +lim+/x
x—4*

x—>4"

=2+ [lim(x—4)=2+J4-4=2+0=2.
x—4"

Portanto, lim f(x) = 2.
x—4"

Para esbocar o grafico de f(x), dé valores para x, x > 4 e calcule os
valores de f'(x) correspondentes e vocé tera o grafico de f(x) a se-

quir.
y
2 ......... f‘
0 4 X

Figura 3.8



As definicoes de limite a esquerda e de limite a direita nos motiva
o seguinte Teorema.

Teorema 3.6. (Teorema de Existéncia do Limite).
Sejam I um intervalo aberto, a um ponto deste intervalo e
f:I-{a} >R .Entdo lim f(x) = L < lim f(x) = lim f(x)=L.

Vejamos agora alguns exemplos de aplicacdo do teorema de exis-
téncia do limite.
X2+l se x<2

Exemplo 1. Considere a fungdo f(x) = <1, se x= 2.
x +3, se x>2

Determinar o lim f(x) , se existir, e esbogar o gréfico de f(x).

Resolucdo: Para determinar o £i£r21f(x), vamos calcular os limi-
tes laterais de f(x), ou seja, calcular )Eg’l f(x) e }ann f(x). Para
calcular }ann Jf(x), observe na funcdo dada como f(x) esta defi-
nida por f(x)=x’+1 para valores de x menores que 2.

Assim, jl_gl f(x) = }i_g}(xZ +1)=2°+1=5.

Para calcular }l_gl Jf(x), observe na funcdo dada como f(x) esta
definida por f(x)=x+3 para valores de x maiores que 2.
Assim, )}ig}f(x) = )}ig}(x +3) =2+ 3 = 5.

Como }i_)nzqf(x) =5ce )}i_)rgf(x) = 5,, pelo teorema
acima temos £i£r21f(x) = 5.

Para esbocar o grafico da funcdo f(x) voceé utiliza o mes-
mo procedimento do exemplo anterior e consequira fa-
cilmente o grafico da fungdo f(x) conforme figura 3.9.

‘ B x+2, se x<4
Exemplo 2. Seja a fungao f(x)= .
5-x, se x>4

Figura 3.9

Determinar 1in41 f(x), se existir, e esbogar o grafico
x—>

de f(x).



Resolucdo: Para determinar o £ill}f(x) , devemos calcular os li-
mites laterais de f(x), ou seja, calcular }Lr? f(x) e xlir? f(x).
Para calcular }151 f(x)observe na funcdo dada como f(x) esta
definida por f(x)=x+2 para valores de x menores que 4.
Assim,}ig; f(x) = }Lr?(x+2) =4+2=6.

Para calcular o xlir? f(x) verifique agora como f(x) esta definida
por f(x)=5-x paravaloresde x>4.

Assim, }Lrgf(x):}LrB(S—x)z 5-4 = 1.

Como }Lrgf(x) =6 ¢ jiri}f(x) = 1,isto &, os limites laterais
sdo diferentes, conclui-se pelo teorema de existéncia do limite que
nao existe !Cig}f(x).

Para esbocar o grafico da funcdo f(x) vocé utiliza 0 mesmo pro-
cedimento dos exemplos anteriores e consequira facilmente o gra-
fico da funcdo f(x) conforme a sequir.

Figura 3.10

3x—5, se x<2

Exemplo 3. Considere a funcao = .
P ' ungao f(x) {4x+k, se x=>2

Determinar o valor da constante real k para que exista lin} f(x).

Resolucdo: Inicialmente vamos calcular os limites laterais de
f(x). Para calcular o limite & esquerda de 2 (para x<2), temos



lim f(x)=lim(3x-5)=3-2-5=6-5=1.
x—>27 x—27
Assim, lim f(x)=1.

x—27

Para calcular o limite a direita de 2 (para x>2), temos
lim f(x)=lm(dx+k)=4-2+k=8+k.
x—2" x—2"

Assim, rhﬁnzn f(x)=8+k.

Pelo teorema 3.6, vocé sabe que existe £1_r)121 f(x) se e somente se 0s
limites laterais existem e sdo iguais, ou seja, )}l_gl f(x)= xlirgl f(x).
Como }Lr?f(x) =1 e }Lrgf(x) = 8 + k,vem 1=8 +k, o que
fornece k=1-8=-7.Logo k=-7.

Portanto, o valor da constante real £ para que exista £i_r)r21f(x) é

k=-7.

Vamos apresentar agora alguns problemas resolvidos indicando
o percurso da solugao.

—X, se x<0
Problema 1. Considere a funcao f(x)= <3, se 0<x<3.
X, Sse x>3

Calcular: a) lirg; f(x);b) lirél f(x);0 ll_gl f(x);d) lirg f(x).

Resolucéo:
a) Para x <0 vocé tem f(x)=—x, assim, lim f(x)= lim(—x)=0.
x—0" x—>0"
b) Para x>0, 0<x <3, vocé tem f(x) =23, assim,
lim f(x)=lim3=3.
x—0" x—0"
Logo, pelo Teorema 3.6, vocé conclui que ndo existe lingf(x).
¢) Para x <3, ouseja, 0<x <3, vocé tem f(x)=3,assim,
lim f(x) = lim3=3.
x—37 x—3
d) Para x>3 , vocé tem f(x)=x, assim, lirg f(x)= lirg x=3.
Como lim f(x)=3 e lim f(x)=3, vocé conclui, pelo Teorema
x—3 x—3*

3.6, que 1i1131f(x) =3.



Problema 2. Determinar: a) lim f(x) ; b) lirIZl+ S(x);0 lim2 f(x),
x—>-2" X—>— X—>—

3x+1, se x<-2
onde f(x) é definida por f(x)= :
—X, se x>-2

Resolucao:

a) Para x <=2 , note que f(x) esta definida por f(x)=3x+1,
assim, lim f(x)=limQBx+1)=3-(-2)+1=-6+1=-5ou
x—27 x—2"

lim f(x)=-5.

x—>-2"

b) Para x > -2, f(x) esta definida por f(x)=—x, assim,
lin;+ f(x)= 1i1r21+(—x)=2 ou lim f(x)=2.
X X—— x—-2"

¢) Como lin} f(x)=2 e lim f(x)=- 35, ou seja,
X x—>-2"

lin}+ f(x)# lirrzlf f(x), pelo Teorema 3.6, lirgl2 f(x) néo existe.

Problema 3. Considere o grafico da funcao a seguir

1.

0 X

Figura 3.1

Intuitivamente, determinar lirg f(x) e lim f(x).
x—> x—=0"

Resolucdo: Vocé observa no grafico acima que quando x assume
valores positivos “proximos” de zero, f(x) se aproxima de 2, logo,

lim f(x)=2.
x—>0"
Do mesmo modo, observando no grafico acima, vocé tem que

quando x assume valores negativos "proximos” de zero, f(x) se
aproxima de 0, logo, lim f(x)=0.
x—0"



Vamos conferir se vocé estd acompanhando tudo até aqui? Tente resolver
0s exercicios propostos a seguir.

Exercicios Propostos

) Tx-2, se x>2
1) Seja f (x):{

x*=2x+1, se x<?2

Calcular: lim f(x) , lim f(x) e 1in21 f(x).
x—>2" x—2" x—>

x+1, se x<0
2) Seja f(x)= <2, se x=0

Jx+5, se x>0

Calcular: lim f(x); liI})l f(x) e lin(} f(x).
x>0~ x—0" x>

x+1, se x<2
; , calcular:
NxT+1, se x=>2

lirg;f(x) , lirg f(x) e liirzlf(x).

3) Seja f(x)= {

4) Seja f(x) uma fungdo definida para todo nimero real por

f(X)={

2
_ < = .
X" —4x, se <=2 Doterminar o valor da constante

4—k, se x>-2

k para que exista }g{lz f(x).

2_ 6x+8 4
5) Seja f(x):{: x+o, se x>

-X, se x<4

Calcular: lim f(x) , lim f(x) e lin} f(x).
x—4" x—>4" x—

Respostas:
1) }5? f(x) =12, llgl f(x)y =1e &12} f(x) nao existe.
2) }Ll’gl f(x) =1; }Ll’(l)l f(x) = +V/5. Nao existe %gr(} f(x).
3 lim f(x) =3, lim f(x) = 3 e lim /(x) = 3.

4) k = -8.

5) lim f(x) = 0, lim f(x) = 0 e limf(x) = 0.



Os exercicios deste item tém por objetivo contribuir para o amadurecimen-
to do conceito da existéncia do limite de uma fungio. Para isto, é impor-
tante que vocé tenha resolvido a maioria deles. Se vocé percebeu alguma
dificuldade, reveja os exemplos, pois eles contém tudo que vocé precisa
para resolvé-los.

Da nogao de limite lateral, dependerd, fundamentalmente,
o entendimento de continuidade de uma fungao que sera
estudada na secao 3.8.

3.4 Indeterminacao

Na secao anterior, vocé estudou Limites Laterais. Nesta secao,
vamos entender melhor o que vem a ser Indeterminagao. Nosso

objetivo aqui é “levantar” uma indeterminacdao que é uma ex- Para saber mais sobre
como levantar uma

pressdo sem sentido que se obtém ao tentar calcular um limite. , antdr ,
indeterminacdo do tipo

Por exemplo, usando erroneamente o item d do Teorema 3.3 para 0/0, leia KUHLKAMP, Nilo.
. f(x) . .0 . L Calculo 1. 3. Ed.UFSC,
calcular hmﬁ se chega a expressao - que nao possui signi- Florianépolis, 2006
xX—>a g x O

ticado. Neste processo utilizaremos alguns artificios algébricos.

Até agora calculamos limites do quociente entre duas fungoes
aplicando o Teorema 3.3, letra d, veja o exercicio 1 resolvido
2
: +7x—2 s A ~
(hn}% = —3} Utilizando este teorema, vocé notou que nao
X—> X —
houve nenhuma dificuldade para encontrar o valor do referido li-

mite, mas podem ocorrer situagdes em que vocé, usando erronea-
. 0 . .
mente o item d do Teorema 3.3, encontre — . Cuidado quando isto
. . 0 : A
ocorrer: o limite nunca é o pois o nao é numero algum. Neste

caso, o que fazer? E o que veremos a seguir.

Consideremos f(x) e g(x) funcgdes tais que ling f(x) =0 e
ligr(} g(x) = 0. A principio, nada se pode afirmar sobre o

L) _ 7O

: = i = 0 (com a aplicagao indevida do
g(x)  limg(x)

Teorema 3.3 idem d).



Dependendo das fung¢des f e g o limite pode assumir qualquer
. e 0 . . o
valor real ou nao existir. Diz-se que " é uma indeterminacao, ou

um simbolo de indeterminagao. Para melhor entendimento, veja-
mos os exemplos abaixo.

Exemplo 1. Sejam f(x)=x" e g(x) = x’.

Tem-se lim /(x) = limx* = 0° = Oelimg(x) = limx’ =0" =0.

4
S _fim® —timx=0.

3 x—0

Mas, lim
x—0 g(x) x=0 x

Exemplo 2. Sejam f(x) = x’ e g(x) = 4x°.
Vocé tem lin(}f(x) = lingx3 =0’=0e lingg(x) = lirr(}4x3 =4.0°=0.

3
Neste caso, lim ACY — lim—= 5 :liml = l
x—0 g(x) x=0 4 x x>0 4

Tentando calcular limites de fungdes, aplicando os teoremas vis-
tos, vocé pode chegar a outras expressoes cujo significado, ou va-
lor, nao é determinado. Ao todo sao sete as indeterminacdes:

,0.0,0—0,0°,1° e’

oo

818

Vamos entao calcular alguns limites.

Sempre que no calculo de um limite vocé chegar a um des-
tes simbolos, deve buscar alguma alternativa para obter o
valor do limite usando artificios algébricos. A este trabalho
da-se o nome de levantamento de uma indeterminacao.

Exemplo 1. Calcular lim f_s .
=5 x° =25

Resolucdo: Se no calculo deste limite vocé tentar utilizar o item d
Fatorar ¢ transformar do Teorema 3.3 (que nio pode ser aplicado aqui, pois o denomina-

equacoes algébricas em . R Lo . x
! pl’%dutosgde duas ou dor tem limite 0), vocé chegara a indeterminacéio % Neste caso o

mais expressoes,
chamadas fatores.
Ex: ax + ay = a.(x+y). a fatoracdo.

artificio algébrico usado para levantar a indeterminacdo obtida ¢é



Para fatorar o denominador x* —25 vamos utilizar o produto no-
tavel a® —b*> =(a—b)-(a+b).

Assim, vocé tem x° —25=x>-5=(x-5)-(x+5).

Desta forma o limite dado, sera igual a

) x-5 ) 1 1 1
lim > =lim =1lim = =—
=5 x° =25 =5 (x=5)-(x+5) =5x+5 5+5 10

Portanto, lim X=3 = i
5x2-25 10

3 g .2
Exemplo 2. Calcular limw.
=2 x"=T7x + 10

Resolucdo: Se no calculo deste limite vocé tentar utilizar o item d
do Teorema 3.2.3 (que ndo pode ser aplicado aqui, pois o denomi-

nador tem limite 0), vocé chegara a indeterminagao % Neste caso

o artificio algébrico usado para levantar a indeterminagao obtida
¢ a fatoracdo. Para obter as fatoracdes necessarias, voc€ usa a
seguinte proposicao, que diz:

Um nidmero a é raiz ou zero de um polindmio p(x) se, e
somente se, p(x) é divisivel por x—a.

omo x =2 é uma raiz ou zero do numerador e do denominador,
C 2 d d dod d
para efetuar a fatoracdo de ambos, em divisdo de um polinémio
por um mondmio, faremos isto em duas etapas:

Etapa 1. Vocé divide o numerador, x’ —5x” +6x por x—2, tem

X —5x*+6x x—=2
—x> +2x° x? —3x
—3x% +6x
+3x* —6x
0

Assim, x* —=5x% +6x = (x—2)- (x> —3x).



Etapa 2. Vocé agora divide o denominador x*> -7 x + 10 por x—2,
tem

x> =7x+10 x—2
—x* +2x x-=5
—-5x+10
—5x+10
0

Assim, x* —5x% +6x=(x—2)-(x—5). Logo,

3 2 2
limx2 Sx +6x=1irn (x—=2)-(x"—3x)
=2 x"=Tx+10 =2 (x=2)-(x-5)

X*-3x 2°-32 4-6 -2 2
=2 x5 2-5 -3 -3 3

_ 2
Portanto, hmm = E_
=2 x* =T x + 10 3

Exemplo 3. Calcular lim V=3 .

-9 x—9

Resolucdo: Para calcular este limite se voc€ tentar utilizar o item
d do Teorema 3.3 (que ndo pode ser aplicado, pois o denominador

tem limite 0), vocé chegara a indeterminacéo 9

Vamos levantar esta indeterminacgao e para isto vocé usa o artificio
algébrico do produto notavel a* —b*> =(a—b)-(a+b). Vocé mul-
tiplica o numerador da funcéo, \/;—3, pelo seu conjugado, \/;+3,
para eliminar a raiz quadrada do numerador. Para ndo alterar a fun-
¢do vocé multiplica também o denominador por Jx +3.

Como (Vx+3 =3)-(Wx+3 +/3) = (/x+3)> = (+/3) temos
Jx-3 V-3 Jx+3 (f 3)-(Vx +3)

lim = lim
9 x—9 19 x—9 Jx+3 p (x=9)-(Vx +3)
im0 i
=9 (x=9)-(Wx+3) ' Jx+3
1.1
" J9+3 343 6

Portanto, lim\/;_3=l.
x—9 x_9 6




Apresentaremos, agora, alguns problemas resolvidos indicando o percur-
so para sua solugdo.

Problema 1. Determinar o valor do seguinte limite lim

x—0

VX o+ 3—\/5.

Resolucdo: Neste limite se vocé tentar utilizar o item d do Teorema
3.3 (que néo pode ser aplicado, pois 0 denominador tem limite 0),

A s .0
voce chegara a indeterminacao o

Vamos usar o artificio algébrico da racionalizacdo do numerador da
funcao para levantar a indeterminacao. Vamos multiplicar o nume-

rador da funcdo, vx + 3 ~3, pelo seu conjugado, vx + 3 +3

e aplicar o produto notavel g’ —b>=(a—b)-(a+b). Temos

Wx+3-V3)- (Wx+3+3)=(x+3)’ = (\3)
=(x +3)-3=x.

Para nao alterar a fracdo vamos multiplicar também o denomina-

dor da funcéo por vx + 3+\/§.
Vx o+ 3—\/5

Assim o limite dado passa de lim——— para
X

x—0

3-8 33
x—>0 X m+f

S 3

lim =lim

x—0 x—0 X ' /x+3+\/§

- (fr+3-43)-(Ja+3+43)
HO x-(Wx+3+3)

=lim

ou s€ja,

=0 x- (x/x+3+\/—)

=lim ! 1

=0 \x + 3+f Jo + 3443
1 1

:\/_3+\/§:2\/§'

. oAx + 3—\/5 1
Portanto, lim = .
10 X 23



. Yx-2
Problema 2. Calcular lim .
x>8 x—8
Resolucao: Neste limite se vocé tentar utilizar o item d do Teorema
3.3 (que néo pode ser aplicado, pois o denominador tem limite 0),

vocé chegara a indeterminacdo 9
0

Vamos transformar a expressdo cujo limite se quer calcular num
quociente entre dois polindbmios para levantar a indeterminacao
e para isto vamos fazer uma mudanca de variavel, escrevendo

Yx =u.
1
De %/;:u temos que u = %/; = x* e elevando a igualda-
3
1

de a terceira poténcia vem u® = | x3 | =x. Vocé observa que,

quando x tende para 8, u tende para 2, de fato, em Yx =u, faca

x=8evocé terdu = 2.
3

Assim, o limite dado passa de lim~——— para lim u3_ ou
%/;_2 5 =8 x—8 u—2 9> — 8
lim = lim u3 . Agora, a fatoracdo do denominador vocé

-8 x—8 u-2° —8

obtém dividindo «® —8 por u —2, cujo quociente é u” +2u + 4.
Entdo, v’ —8=(u—2)-(u’ +2u+4).

. Rx=2 . u=2 ) (u—-2)
Logo, lim = lim 5 = lim >
=8 x — 8 w2y’ =8 w2 (u—-2)-(u"+2u+4)

. 1 1 1
= lim— = =—.
w2y +2u+4 4+4+4 12

3 J—
Portanto, lim\/; 2 ! .
-8 x — 8 12

Vamos conferir se vocé estd acompanhando tudo até aqui? Considerando
0s estudos feitos até o final deste item, resolva os exercicios propostos:

Exercicios Propostos

3 2 _
1) Calcular lim al +22 X o x=2
=l x +T7x+6

2 —
2) Calcular limx2+—x2'
=l x"4+2x-3



3—J5+x

3) Calcular lim———

4o f5- x
Jx + 2-2
X

4) Calcular ling

VX =T x + 4-2

5) Calcular lim

x>0 X
Respostas:
1) _% 2) %.
3) _i. 5) %
5) _%.

3.5 Limites no Infinito

Vimos anteriormente o comportamento de uma fungao f(x) quando
x aproxima-se de um ndmero real a. Vimos também, na se¢do ante-

rior, como levantar uma indeterminagao do tipo 9 Nesta secao, ire-

mos analisar o comportamento de uma fung¢ao f'(x) quando x assu-
me valores positivos arbitrariamente grandes (quando x tende para
+o0), ou valores negativos com valores absolutos arbitrariamente

grandes (quando x tende para —oo); aplicar o Teorema de lim L. 0,

x>t "

para n um nimero positivo qualquer e levantar indeterminagao
. o0 . . 21> 2 . .z
do tipo —. Pois, aqui, a andlise sera feita com a varidvel x tenden-

o0
do ora para mais infinito, ora para menos infinito. Utilizaremos

sempre algum artificio algébrico para levantar uma indetermina-

cdo do tipo 2.
o0

Para um melhor entendimento, consideremos a seguinte funcao:

3x +1
1,para x#1.

fx) =



Para valores de x, por exemplo, 0, 1, 2, 4, 5, 10, 100, 1000 e 10000 e
assim por diante, de tal forma que x cresca ilimitadamente cons-
truimos a seguinte tabela para os correspondentes valores da
funcao f(x).

100 1000 10000

3x+1
x+1

f(x) =

A medida que x cresce através de valores positivos, observamos
que os valores da fungdo f(x) se aproximam cada vez mais de 3.

Logo, pode-se dizer que lim f(x) =lim 3x + 11 _
xX—>®0 oo x4

3.
Temos a seguinte definicao.

Definicao 3.4. Seja f(x) uma fungao definida em todo niimero
real de um intervalo (a,+o0). O limite de f(x), quando x cresce ili-
mitadamente, € L, e escreve-se lim f(x) = L, se para qualquer & > 0,

existir um ntimero T >0 tal que | f(x) —L| <esempre que x >T.

3x +1
x+ 17
para x#-1. Considerando para x valores, por exemplo,
-1,5;-2;-3;-5;-10;-100; -1000; -10000 e assim por diante de tal
forma que x decresga ilimitadamente. Entdo os valores da fungao
f(x) correspondentes estao na tabela a seguir

Vamos considerar novamente a funcdo f(x) =

-100 -1000 -10000

3x+1
x+1

fx)=

-7 5 4 35 3,222 3,0202 3,0020 3,0002

Observamos que, a medida em que os valores de x decrescem
ilimitadamente, f(x) aproxima-se cada vez mais de 3. Logo, po-

de-se afirmar que lim f(x) = lim 3x + 1

x—>—0  x +

=3. E por conta disso

temos a seguinte definicao.

Definicao 3.5. Seja f(x) uma fungao definida em todo nimero real
de um intervalo (-, @). O limite de f(x), quando x decresce ilimi-



tadamente, é L, e escreve-se lim f(x) =L, se para qualquer € >0,
X——0

existir um niimero 7 <0 tal que | S (%) —L| <esempre que x <T.

Assim, Tim £(0) =lim>1 23 e lim £(0)= lim 2123, veja o
X—®© x>0 y 41 X—>—0 x>0 x4 ]
grafico de f(x) a seguir.
Y
3
/
-111 10 X
Figura 3.12

Observe atentamente pelo grafico que lin}+ f(x)=—we
lim f(x)=+ o. o
x—>-1"

Teorema 3.7. Se n é um niimero positivo qualquer, entao

i) lim - =0; i) Tim —— = 0.

x>+ " x—- "

Vamos agora aplicar o Teorema 3.7 na resolugao de exemplos.

Exemplo 1. Determinar o valor de lim Tx+ 2 .

Resolucdo: Se no célculo deste limite vocé tentar utilizar o item
d do Teorema 3.3 (que se aplica somente quando lim f(x)=L e

lim g(x)=M #0,com L, M € R o que nio ocorre aqui), vocé che-
xX—a
;o . ~ 00 . . ~ .o
gara a indetermina¢cdo —. Para levantar esta indeterminacéo, divi-
o0

da o numerador e o denominador de f(x) por x, para x maior que
zero, pois os valores x devem ser considerados positivos.

Assim,



Tx + 2 Tx + 2

lim—>"2 _fim — lim——2
X—>0 \/SX X—>0 \/SX _ 3 X—>0 \/5 x2_ 3
X x?
7x 2 7+g
=lim—X—2_ _lim X

X—0 5 x X—®0 ’ 3
x2
2
hm(7 + = j hm(7 + = j
X—>0 x _ X—>0 x

lim(‘ /5—32J \/lim(S —32j
X—>00 x X—>00 x

lim7+limz lim7+lim(2-
X—® x—>w x x—® X—®

3
\/th lim— \/limS—lim(}
X—0 X—0 x X—>0 X—0

XN"_‘ ==

)

X—>00 X—>00 X—0 x

\/limS —(lim3 . limlzj
X—>00 X—>00 X—>00 x

Iim7+ (lim2 . limlj

o1 o1 .
Pelo Teorema 3.7, im—=0 e 11m—2=0, calculando o limite
x—o x X0

quando x — oo, a expressdo do lado direito da igualdade acima,

fica —7+2'0 —l
J5-3.0 5
Tx + 2 7

Portanto, Ilm——— =

N RN

Exemplo 2. Calcular lim Tx+ 2

o5 X7 =3 .

Resolucao: Se no calculo deste limite vocé tentar utilizar o item
d do Teorema 3.3 (que se aplica somente quando lim f(x)=L e

lim g(x) =M #0,com L,M € R o que nio ocorre aqui), vocé che-
X—a
4 hY . . ~ w .
gara a indeterminacdo —. Como no exemplo anterior, para levan-
o0

tar esta indeterminacéo, divida o numerador € o denominador da
funcao f(x) por x. Como x tende a menos infinito, os valores de



x devem ser considerados negativos. Para o denominador vamos

considerar x = —/x?.

Assim,
7x+2 7x+2

7er2—hm —hm

5 xt - x"“’\/Sx H”\/Sx—
X _\/7

7x + 2 1. 7x + 2
= lim
e 5 x? —3 5x° —3
Iim 71-}-% lim (74‘2)
_ I 4 X X—=o X

xX—— x2 _x2 X% X

2
_ lim \/5" 3 limf5-2

lim 7+ lim %

X—>—0 X——0 x

—\/ lim 5— lim %
X—>—00 x—>—0 X

Iim 7+ lim 2- liml

X—>—0 X—>—0 X—>—0 x
—\/lim 5—1lim 3- lim iz
X—>—00 X—>—0 X—>—0 x
7+2-0 7 7

" 530 5 5

Portanto, lim 7x—+2 = —l.
N S N

3
Exemplo 3. Determinar lim %
X—>— 0 X —

Resolucdo: Para calcular este limite se voc€ tentar utilizar o item
d do Teorema 3.3 (que se aplica somente quando lim f(x)=L

e limg(x)=M #0, com L,M €R e aqui isto ndo ocorre), vocé

o0
chegara a indeterminacdo —. Para levantar esta indeterminacao,
o0



divida o numerador € o denominador da funcdo f(x) pela maior
poténcia ou expoente da variavel x, que no neste nosso caso € x”.

45 — 8x +7

3_ 5
Assim, lim w: i X
oo 6x” =3 xo-o 6x° =3

Il
.é..

Il
g.

lim (6——-

X—>— 0 xS

.4 ) .
lim — = lim —+ lim —
_x—)foox x—)foox x—>700x

) .3
lim 6— lim —
X—— © Xx——o x

lim (4-2}— lim (8-14J+ lim (7 lsj
_ X—>—00 x X—>—0 x X—>—00 x

lim 6 - lim (3@

X—>—00 X—>—00 X

4. lim %—8- lim %+7' lirni5
X—>=0 X X—>—0 x x—-0 x

lim 6 -3- lim is
X—>—00 X—>—0 X

Pelo Teorema 3.7, sabemos que lim i: lim L = lim L: 0,

X—>—00 x2 X—>—00 x4 X—>—00 xs

.. 4AxX’—8x+7 4-0-8:-0+7-0
assim lim < = =0
>0 6x° =3 6-3-0

3 —
Portanto, lim M =

0.
x>—o X0 =3



Apresentaremos, agora, alguns problemas resolvidos indicando o percur-
so de sua resolugdo. Acompanhe, atentamente, os passos indicados.

[ 2
Problema 1. Calcular lim M

Resolucdo: Para calcular este limite se voc€ tentar utilizar o item
d do Teorema 3.3 (que se aplica somente quando lim f(x)=L

e limg(x)=M #0, com L,M €R e aqui isto ndo ocorre), vocé
xX—a
: P . .
chegara a indeterminacdo —. Para levantar esta indeterminacao
o0

acompanhe atentamente o sequinte desenvolvimento algébrico

) \/2x2+x+1 o 2x+x + 1
lim =,/ lim

X—— 0 [3x2+4 X—— © 3x2+4

\/. 2x+x + 1
lim —————
- 3 xT 44




lim 2 + liml+ limi2

_ X—>—00 X—>—00 x X—>—00 x

- . . 1
lim 3+ lim (4'2
X—>—00 X—>—00 X

_/2+o+o_J§
3+4-0 3

Portanto, IlIm ————— 2x X \/7

o 3x +4

2x +x+ 1
Problema 2. Calcular lim — —3x x2 .
e X +3x" =3 x7 42
Resolucdo: Para calcular este limite se vocé tentar utilizar o item
d do Teorema 3.3 (que se aplica somente quando lim f(x)=L e

limg(x)=M #0, com L,M €R o que nido ocorre aqui), vocé

X—a

. L™ . L
chegara a indeterminacdo —. Para levantar esta indeterminacao
o0

vamos dividir o numerador e o denominador de f(x) pela maior
poténcia em x, neste caso x° e vem

2x'=3x7+x + 1
2x"-3x+x +1 X
lim > = lim - : >
w0 13 x 2342 e XX +3x =3 X742

5
X

2)64_3x2 x 1

+ -
=111’1’1 XS XS XS XS
o 0 3yt 3522
X X X X
2 3 1
A A
= lim
x>+ o 3 3 2
I+=——+—
X X X
1 2 3 1
v S B R




lim (2-1j— lim (3-13)+ lim %+ lim LS
X—>+00 X X—>+00 X X—>+0 x X—>+0 x

Iim 1+ lim (3-1j— lim (3-13j+ lim (22}
x—>+o0 X—>+0 X X—>+o0 X X—>+00 X

.1 .1 o1 o1
2-lim —+3- lim —+ lim —+ lim —
X+ X X—>+0 x X400 X X—+0 X

Iim 1+3- lim l—3- lim i}+2- lim is
X—>+00 x>+ X X—>+0 X x>+ X

2:0-3-0+0+0 O

C143-0-3-042-0 1

Co2x"=3xT+x + 1
Portanto, lim f f x2 =
xote X +3x" =3 x7+2

Vamos conferir se vocé estd acompanhando tudo até aqui?
E, para isto, tente resolver os exercicios propostos a seguir.

Exercicios Propostos

2
1) Calcular lim ﬂ
ot D x" 41

2
2) Calcular lim X 437
oo 2 x+]

1' 2
3) Calcular lim dx £3x + 1.
29X +5x + 4

5 4 .4 2
4) Calcular lim 3x5 7x4+2;c 7
e G X +2x - X +2

[ .2
5) Calcular lim 3x + vx'+1

ER2 X + \/4x2+9.

Respostas:

1) 2) + . 3)

w N

1
-

4) % 5 1.



Nesta secao e na anterior, vocé estudou como levantar uma in-
. .0 o )
determinacao do tipo 0 e —.No Capitulo 5, voltaremos a abor-
o0

dar, novamente, como levantar uma indeterminacao dos tipos
citados, aplicando derivadas através do Teorema de L Hospital.

Ao estudar Limites Infinitos, a seguir, pretendemos que vocé
consiga analisar, quando x se aproxima de um niimero real
a pela direita ou pela esquerda, o comportamento de uma
funcdo f(x); levantar uma indeterminagao do tipo co— e
aplicar o Teorema do Limite de uma fungdo racional.

3.6 Limites Infinitos

Consideremos a fungdo definida por f(x)=

para x #3.
(x=3)°

Queremos determinar os valores da fungao f(x) quando x esta
proximo de 3. Para x se aproximando de 3 pela direita, x > 3, te-
mos os valores de f(x) dados na tabela abaixo.

3,25 3125 31 3,01 3,001

2 8 32 128 200 | 20.000 | 2.000.000

Observamos que, fazendo x aproximar-se cada vez mais de 3, com
x>3, f(x) cresce ilimitadamente, isto €, pode-se tornar f(x) tao
grande quanto vocé desejar desde que se tome x bem préximo de 3.

Escreve-se lim =+00. Quando x — 3", f(x) — +w.

x—-3" (x —

3)

Agora vamos considerar x se aproximando de 3 pela esquerda.
Para x <3 obtém-se os valores de f(x), dados na tabela a seguir.

2 8 32 50 2.000 | 20.000 2.000.000




Observamos que fazendo x aproximar-se cada vez mais de 3, com
x <3, f(x) cresce ilimitadamente, isto é, pode-se tornar f(x) tao
grande quanto vocé desejar desde que se torne x bem préximo
de 3.

Escreve-se lim ( 23)2 =+00. Quando x =3, f(x) >+ .
x=>3" (X —

Portanto, quando x se aproxima de 3 pela direita (x >3) ou pela
esquerda (x < 3), f(x) cresce ilimitadamente e escreve-se

lim =+
=3 (x=3)
. . ~ . s 2
Apés estas consideragdes, veja o grafico de f(x)= 3y para
X # 3 a seguir. -3
Y
0 3 X

Figura 3.13
Escrevemos lim f(x) =+ para dizer que f(x) cresce ilimitada-
x—>a
mente quando x tende para a.

Se f(x) <0 para x proximo de a e o médulo de f(x) crescer ilimi-
tadamente escrevemos lim f(x) = —oo.

De maneira analoga atribuimos significados para lim f(x)=twe
. x—a*

lim f(x)=*oo.

x—a

Escrevemos lim f(x) =+ para dizer que f(x) cresce ilimitada-
X—>+00
mente sempre que x crescer ilimitadamente.

De maneira andloga atribuimos significado para lim f(x)=-we
X—>+0

lim f(x)=+oo.

X—>—00



Teorema 3.8. Se n é um nimero natural, entao

a)lmll—=+w;

x—0" x"

1 + o se n par
— o0 se n impar

Vejamos alguns exemplos de aplicagao do teorema 3.8.
Exemplo 1. Calcular lim i4
x—=0" x

Resolucdo: Neste caso n =4 e pela letra a do teorema 3.8, temos

.1
hm—4 = + o0,
x=0" x

Exemplo 2. Calcular lim LS

x=0" x

Resolucdo: Agora n =35, impar, pela letra b do teorema 3.8, vem

Iim 5 = —00 .,
x=0" x

Exemplo 3. Calcular lim Lg
x=0" x

Resolucao: Como n =38, par, pela letra b do teorema 3.8, temos,

o1
lim — =40,
x=0" x

Consideremos mais alguns exemplos aplicando o Teorema 3.8 e

anteriores.

Exemplo 4. Determinar lim (x“ +3/x +—6j :
X

x—0*

Resolucao: Usando os teoremas sobre limites e o teorema 3.8 vem

. 1 . . o1
lim x4+3x+—6 :llmx“+hmi/;+hm—6
x—0" x—0" x—>0" x=0" x

=0+ 0+ 00 = o0,

Exemplo 5. Determinar lim (5 x" =3 x” +2).

x>+



Resolucdo: Tentando aplicar o item a do Teorema 3.3 ao limite
lim (5 x” -3 x* +2) vocé chega a indeterminagio oo—oo. Para

levanta-la, vamos multiplicar e dividir a funcio dada por x’ que é
o termo de mais alto grau da funcado f(x), e temos

x'-(5x7 =3x" +2)

7
X

lim (5x7 —3x° +2) = lim

X—>+00 X—>+00

7 5
lm o .(SL_3L+£j

X—>+0 x7 x7 x7

. 3 2
= lim x’ ( ——2+—7j.
X—>+0 X X

Como lim (5——+—j ( lim 5— lim —2+ lim %)

X—>+ o X—+ © x>+ 0 x X+ o x

(hm 5— lim 3 sz-f- lim (2%])
X—>+0 X—>+00 X X—>+0 X

X—>+0 X—>+00 x X—>+00 X—>+0 x

=5-3.042-0=5,
enquanto lim x” =+, tem-se lim (5 x” =3 x° +2)=+ .
Portanto, lim (5x" =3 x”+2) =+ o,

3x?

Exemplo 6. Determinar lim —
x> 2" x° —

Resolucdo: O limite do numerador ¢ lim3x*> =3-2>=3-4=12 ¢

x—2*

o limite do denominador é

lim (x —2)-(x+2) = lim (x—2)- lim (x +2)
x—2+ x—2* x—2"

=(2-2)-(2+2)=0-4=0

O limite do denominador € 0, e 0 denominador esta se aproximando
de 0 através de valores positivos, isto ¢, quando x — 2 tem-se

x>2¢e x—2>0. Logo, x—2 — 0 por valores positivos €, assim a
2
fracao

€ positiva e assume valores arbitrariamente grandes.

)

=[lim 5—1im 3- lim Ler lim 2- lim —



3x°

Portanto, lim =400,

2 xt 4

Apresentaremos alguns problemas resolvidos indicando o percurso de
sua resolugdo. Procure acompanhar cada um dos passos atentamente.

Problema 1. Calcular lim ——.
x—3" x—3
Resolucdo: Tem-se lim x =3 e o lim(x—3) =0. O limite do deno-
x—3" x—3"
minador € 0, e o denominador esta se aproximando de O através de
valores positivos, isto é, quando x — 3" tem-se x >3 oux—3>0.

X
Logo, x—3 — 0 por valores positivos e a fracdo T3 cujo valor

absoluto cresce indefinidamente € sempre positiva.

Portanto, lim =400,

x—=3" x =13

Problema 2. Determinar lim 3
x=3 X —

Resolucdo: Tem-se limx = 3eo lim(x—-3) = 0.

x—3" x—3"
O limite do denominador € 0, e o denominador esta se aproximando
de O através de valores negativos, isto €, quando x — 3" tem-se
x <3 o0ux—-3<0.Logo, x—3 — 0 por valores negativos e a fracdo

X : e . .
—— cujo valor absoluto cresce indefinidamente € sempre negativa.
x_

Portanto, lim
=3 x — 3

= —00.

Teorema 3.9. Limite de Funcao Racional

Este teorema vai nos facilitar o calculo de limite de uma funcao
racional quando a variavel x tende para mais infinito ou tende
para menos infinito. Vejamos o seu enunciado.

Seja a funcdo racional (0 quociente entre dois polindmios)

P(x) a x"+ a x"'+a, x"*+..+a
) _a, — “coma, # 0eb, = 0.
O(x) b, x"+b x"" +b, x"" +..+b

P(x) lim o x"

f(x)=

Entao, lirp f(x)=lim ou seja, o limite da fun-

Xx—>+o0 Q(x) X—>Foo bO " ’

¢do racional f(x) é dado pelo limite da razao ou o quociente dos
termos de maior grau dos polindmios P(x) e O(x).
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Vejamos alguns exemplos aplicando o Teorema de uma fungao
racional quando x — +oo.

3 2
4T —
Exemplo 1. Determinar lim 3)§ xz Tl .
om0 5xT —2x"+x +3

Resolucéo: Pelo Teorema 3.9, temos

.3 =x"+7x-1 _ .. 3x . 3 3
lim 3 > = lim 3:11m—:—-
om0 5xT =2Xx"+x +3 > -25x -5
(Aqui n=m=3).

3 2

— " +Tx =

Portanto, lim 3)3C x2 7x-1 =§.
=0 5y —2x 4+ x +3 5

5 4 2
Exemplo 2. Determinar lim — 3x*+2x7 +2

e x0 41 2x  — P+ X+l

Resolucdo: Pelo Teorema 3.9 e pelo Teorema 3.7, temos

. X =3x"+2x*+2 X |
lim < — —= lim —= lim —=0.
x> +0 x4 2x° —x" 4+ x°+] xo+ox x>+ oy

(Aquin=5em=6).

5 4 2
. X =3x"+2x°+2
Portanto, lim - — 5 =0
x>+ x4 2% —x" 4+ x"+1

2
Exemplo 3. Determinar lim ﬂ
x>+ Dx+3

Resolucdo: Pelo teorema 3.9, temos

o oxP=Tx+2 .ox .X . 1
Im————=lim—=1lim—=lim| —-x |=+.
X—>+0 2X + 3 X—>+00 2x X—>+0 2 X—>+0 2

(Aquin=2em=1).

2
. —Tx+2
Portanto, lim & = + o0.

X +®© 2x+3

Mostraremos agora alguns problemas resolvidos indicando o percurso de
sua resolucao.

_ 2
Problema 1. Determinar lim m
xo>—w 6x+1



103

Resolucdo: Veja os passos na resolugao deste problema e aplican-
do o Teorema 3.9, vocé tem

. S5+ Tx—x? . —=x*+7x+5
lim ———— = lim ——
- 6x+1 oo 6x+1
_ 2
= lim

| (_1 j
=lim|—-x |=+c0.
x>0 6
5+7x—x"

Portanto, lim ——— = + o,
- 6x+1

. ) -(1-
Problema 2. Determinar lim Lx)
oo (x+2)-(x+3)
Resolucdo: Vamos melhorar o numerador e o denominador efetu-
ando os produtos indicados, e temos:

x-(1-x) . x—x°

oo (x+2)-(x+3) e X x4+3-x4+2-x+2-3

2
X—X

= lim ———
x>+ x 4+ 5546

-+ x

= lim ———
=t x" +5x+6

2

-X
= lim
X—> + © x2
= lim (-1)=-1
Portanto, lim M——l.

i (x4+2)(x+3)

/ 2
Problema 3. Determinar lim M

X—> + o l2x2_x

Resolucdo: Aplicando os teoremas sobre limites e pelo Teo-
rema 3.9, temos
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lim \/8x+3x f8x +3x
X—> + © 2x _x x—)+00 x _x
\/ . 8x*+ 3«x
=,/ Iim ————
X—> + o0 2x _x

2
8x
lim
X—>+0 2X

= [lim 4=+/4=2.
A

/ 2
Portanto, lim M =2.
X— + o /2 x2 —x

Vamos conferir se vocé estd acompanhando tudo até aqui?
Considerando o que estudou até o final deste item, resolva os exercicios

propostos.

Exercicios Propostos

1) Calcular lim 3x’-2x’ +4).

X +®

: P+ 7x-2x-1
2) Determinar lim \/9x 7 Al
e J16x° —2x +1

-2x

3) Calcular lim

x—>-2" 4—x2

6 _~.5 3
4) Determinar lim al 52 al +37x 2
rome X7 =2x" +4

4 A3 2 _
5) Calcular lim 4x 3)56 +2)3€ rx 1.
x>+ oo 6x” +2x" -2

Respostas:
3
1) + . 2) —.
) ) 2
3) —0. 4) —0.

5) 0.
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Nos exercicios desta segdo e da anterior vocé teve a oportunidade de per-
ceber se compreendeu a aplicagio dos teoremas estudados nessas segoes.
S6 prossiga apds fazer todos os exercicios propostos em ambas as segoes,
porque contriburd para um melhor entendimento desses conteiidos.

3.7 Limites Fundamentais

Daremos a seguir trés teoremas, sem demonstragéo, que caracte-
rizam os chamados Limites Fundamentais, pois através deles po-
demos calcular outros limites. Nosso intuito é que vocé, ao estudar
Limites Fundamentais, consiga identificar os tipos de limites fun-

) . . .0 o o1
damentais; levantar indeterminacoes do tipo 0 e 1™ utilizando os
limites fundamentais e calcular limites através dos limites funda-
mentais.

Teorema 3.10. Primeiro Limite Fundamental
E conhecido como o limite trigonométrico fundamental dado

. senx
por lim
=0 x

=1. Este limite pode ser apresentado também por
. o depr . . tgx . P
lim =1. Nao é dificil de observar que lim—=—=1 é também
x> 0sen x x>0 x

um limite fundamental, para isto basta usar a relacao trigonomé-

. sen x . TR -
trica tgx = e aplicar o limite trigonométrico fundamental
cos X

acima.

Para melhor compreendermos o limite trigonométrico funda-
mental, vejamos alguns exemplos.
sen 5 x

Exemplo 1. Calcular lirr%
X—> x

Resolucao: Calculando o limite do numerador e do denominador
. .0 . o
chegamos a indeterminacgao o Para levantar esta indeterminacéo,

vamos multiplicar e dividir a funcdo f(x) por 5, ou seja,

senSx _isenSx _ 5-senSx

X 5 X 5x



Agora fazendo a mudanca de variavel, isto ¢, fazendo 5x =¢, vem

SeNSx _ SNl gpcerve em Sx=1, quando x — 0,7 — 0

X t
.. . senS5x ) sent )
e o limite dado passa de lim——— para lim5-——, ou seja,
x—> 0 X t—0 t

. sendSx .. sent .. . sent
lim =lim5-——=1lim5-im——=5-1=5.
x—0 X t—0 t t—0 t—0 t

. senSx
Portanto, im ——— = 5.

x— 0 X

x*-secx
Exemplo 2. Determinar lim——.
=0 secx—1

Resolucao: Calculando o limite do numerador e do denominador

chegamos a indeterminacéo K para levanta-la vamos utiliza a

relagao trigonométrica sec x =

e temos:
COS X

x’secx

secx—1 1

X COS X

cosx l—cosx

2
X

l—cosx

2 2
) . . X“-secx ) X
Assim, o limite dado passa de lim——— para lim———, ou
x>0 gecx—1 x=>0]—cosx
... Xx'-secx .. 2
seja, lim———= _—
x>0 gecx—1 0]—cosx

2

) X .
Em lim ———— calculando o limite do numerador e do deno-
x> 0] —cosx

. . N .
minador chegamos a indeterminacgao 0 e para levanta-la vamos
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multiplicar e dividir ———— por 1+cosx € o limite
I-cosx

2 2

. x“-secx . X 1+cosx
dado passa de lim—————paralim . ,
=0 gecx—1 x=>0]—cosx l+cosx

x’secx . x° 14 cosx

ou seja, lim =lim ,
—=0gecx—1 *»0]1-cosx 1+cosx

x* - (1+cos x)
-0 (1—cos x)-(1+cosx)’

2
_ limxz (1+cosx)
=0 1" —(cosx)’

x” - (1+cos x)

=0 (senx)’

X
=lim———-(I+cosx
0 (sen x)’ ( )
B 2
) X )
=lim -lim(1+cos x)

x—0 sen x x—0

=lim -lim(1+ cos x)
x=0| sen x x—0
2
. X . .
=| lim -(lim1+limcos x)
-0 sen x x—0 x—0

1> -(1+cos0)=2.

x*-secx

Portanto, lim 2.

=0 gecx—1

Vejamos agora a resolucdo de alguns problemas, aplicando o Teorema
3.10, indicando o caminho para sua solugdo.

Problema 1. Calcular lirrol(x -COS €C X - SeC X).

Resolucao: Aplicando os teoremas sobre limites e usando a relacdo

vocé tem

trigopnomeétrica cossecx =
sen x



Problema 2. Calcular lim

. . 1
lim(x-cossecx-secx)=lim(x-
x>0 x>0 senx cosx

) X 1
=1lim .
=0l senx COSx

) X . 1
=lim -lim
=0 senx ) *0Ccosx
1
cos0

=1- =1-1=1.

Portanto, lirr(} (x-cossecx-secx)=1.
sen (x* —4)
x—> 2 x_2 )
Resolucdo: Aqui, calculando o limite do numerador e do denomi-
. U { .
nador chegamos a indeterminacédo o Para levantar esta indeter-

minacdo vamos novamente usar uma mudanca de variavel fazendo
x*—4=t.Observe, quandox — 2 , t+ — 0.Dex’ —4= ¢ te-

mos x> =t+4ex=+t + 4.

De x*—4=¢ temos ainda

¢
x=2)-(x+2)=t=>x-2= >x-2=—
(=20 ) x+2 Nt+4+2
2
Agora, em lin% wzé‘), substituimos x> —4 por ¢, x — 2
X—> x_

t
port — 0ex—2por ﬁ Assim, o limite dado passa de
+ 4+

sen (x* —4) . sen t .
m ——— = para lim —————, ou seja,
x— 2 X — t—>0 t

Nt+4+2

sen ¢

t
Nt+4+2

= lim

t—>0



_ 1im(&‘”. (Ji+4d+ 2))

t—0 t

= lim sent, lim(x/r +4 +2)
t— t -

=1.(Jo+4+2)

=1-(V4 +2)
=1-2+2)=1-4.
2
Portanto, lim M =4,
x— 2 x_2

Teorema 3.11. Segundo Limite Fundamental
Este limite é conhecido como o limite exponencial fundamental e

dado por lim (1 +lj =e onde e =2,718281... é a constante de Eu-

x—t0 X
ler, que é um nimero irracional e é também a base dos logaritmos
naturais ou neperianos.

O limite exponencial fundamental também é dado por
1

lirr(}(l + x); =e.
(Obtenha-o a partir do limite acima fazendo uma mudanca de

variavel).

Este limite fundamental sera utilizado para levantar uma inde-
terminagao do tipo 17.

Vejamos agora alguns exemplos de aplicacdo do Teorema 3.11

o 5Y

Exemplo 1. Determinar lim (1 +—j .
X—> © X

Resolucdo: Se tentarmos calcular este limite usando os teoremas

sobre limites de funcgoes, secdo 3.2, chegamos a indeterminacgéo

. , L . 5Y 5
17 e para levanta-la, vamos substituir em Im|1+—|,= por t, ou
X—> 00 x x

.5 5 : 5 1
seja, —=t € X por —,ouseja, x=—=—-5.
X t t t
1 1
Observe, quando x = +0,——>0,5-——>0et—0. (pelo Teore-
X

ma 3.7) o



X—> ©

* 1
Assim, o limite dado passa de lim (1+§j para 1im(1+t)?5. ou
X x—0

X—o t—0

x 1 1 5
seja, lim(1+£j :lim(l+t)’5 :[lin&(Ht}f} =e.
X t—
Pelo limite exponencial fundamental.

Portanto, lim (1+£j =e.

X—> © X

X +5
Exemplo 2. Calcular lim (l+lj .

X—> + ®© X

Resolucdo: Aqui temos também a indeterminacdo 1”. Para le-
vantar esta indeterminacdo utilizaremos a propriedade de Potén-

x +5
cias @™ =a"-a’ e escrevemos (1+—) da seguinte maneira

X
x+5 x 5
(1+1] :(1+1J -(1+1] .
X X X

Assim,
x+5 x 5
= lim 1+l = lim KHLJ -£1+1) }
X—>+0 X X—>+00 X X

X 1 5
=lim|1+— ~lim(1+—)

X—>+00 X X—>+00

x 5
= lim l+l -[lim (1+lﬂ
X—+0 X X+ X

=e-(1+0)’ =e.

X +5
Portanto, lim (1+—j = e.

X—> + © X

Exemplo 3. Calcular lim (LJ .

X—> + © x+

Resolucgao: Temos aqui a indeterminagdo 1%,

: o x )
Para levantar esta indeterminacdo vamos em 1 dividir o
x+

numerador € o denominador por x e temos

X

)|
x+1 x+1 N




Assim,

)
x+1) Y
)
X
Passando ao limite, quando x — + o, ambos 0s membros da
equacao acima vem

lim (Lj — lim —
x>+l y+1 X +® 1 x
g

Portanto, lim Lj =e.
X—>+00 X+1

Vejamos agora a resolucao de alguns problemas, indicando o per-
curso para sua solugao.

5
) 7 X+
Problema 1. Calcular lim [l+— .
X—> + © X
Resolucao: Também aqui temos a indeterminacao 1”. Para levantar
esta indeterminacdo vamos usar a mudanca de variavel.

7 x+5 7 7
Em lim (1+—j vamos substituir — por ¢t ou —=¢ € x por
X + 0 X X X

pois x:Z:7-l. Observe, quandox —» + o , t— 0
t t

(Pelo Teorema 3.7).

x+5 1
Assim, o limite dado passa de lim [1+—) para lirrO1(1+t)f7 5,
X (a4

X—> + ©

ou s€ja,

‘ 7 x+5 ‘ L7+5
lim | 1+— =lim(1+¢)’
X t—0

xX—>+0
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1
—lim(1+7) -lim(1+7)°
t—0 t—0

[t oo | [ima+o]

:e7-[1+0]5 =e 1=¢’.

x+5
Portanto, lim (1 + —j =e'.

X—> + © X

Problema 2. Calcular lim ln(1+1J )

X—> + © X

Resolucdo: Aplicando diretamente o Teorema 3.5 letra d,
lim In f(x) = In lim f(x), o limite dado passa para

X + o

In {lim (1+lj :lz Ine = 1.
X—> 400 X

Portanto, lim ln(1+lj =1.

X—> + © X

2
Problema 3. Calcular lim0 (1-8x)~.

Resolucdo: A indeterminagao aqui presente € 1°. Para levantar
esta indeterminacdo vamos usar a mudanca de variavel, fazen-
, t t
do-8x = teisolando o valor de x vem x = 5 3
2 2 28 16 16 -16 1 .
e —=—=—=—=-——=—-=—:(-16), ou seja,
-t t t t

z:1-(—16).Observe que quandox —» 0 , t—> 0.
x t

2
Agora, em lin% (1-8x)*, substituimos x — 0 por ¢t— 0,

- 8 x port, 2 por %-(—16) e o limite dado passa de
X
2 1_(716)

lim (1-8x)* para 1in01(1+t)? , OU seja,
xX—> =

2 L 16) e
lim(1-8x)* =lim(1+7)"  =|lim(1+2)" | = e’
2
Portanto, lim (1-8x)* =e ",
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Teorema 3.12. Terceiro Limite Fundamental

X

) -1 P
Este limite é dado por lim a =Ina, paraa >0, a#1. E utilizado

x—0

para levantar indeterminacao do tipo %

Vejamos aplicagdes diretas deste limite fundamental. Para calcu-

) Y — ) -1
lar lim neste caso a =10 e lim =In10. Para calcular
x—> 0 X x— 0 X
e —1 e -1
lim , observe que a = ¢, logo lim =lne=1
x—> 0 X x— 0 X

Vamos agora resolver juntos alguns exemplos utilizando este te-
orema fundamental.

x+3
Exemplo 1. Calcular lim 5—125

x—=> 0 X

Resolucio: Como lim 5

x—0

- .. 0
—125 =0, temos aqui a indeterminacéo 0
Para levantar esta indeterminagdo sabemos que
5 =5".5° pela propriedade, a*** =a*-a’, logo,

. 5125 5.5 -5
m

li =1lim
x—0 X x—0 X
3 x
=lim 6 =D
x—0 X
~lims® >
x—0 X
_lim5’ - lim >
x—0 x—0 X

=5".1n5=125-1n5.

x+3
Portanto, limﬂ =125-1n5.

x—0 X

L 16—4"77
Exemplo 2. Determinar hn})—.
x> X

Resoluciio: Como lim16—4*** =0 a indeterminacio aqui presente
x—0

.0 . .

e 6 Para levantar esta indeterminacao, vamos usar o0 mesmo ra-

ciocinio do exemplo 1 e temos
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_ X2 2._x 201 _A%
16-4 £-1-4) _ . 414

lim——=1lim =1
x—0 X x—0 X x—0 X
=1im(42-1_4 ]:42-1im_4” *l
X—>0 X x—0 X
:16.1imﬁ:16.1imw
x—0 X x—0 X
—16-Tim (-1)- =L~ 16-(=1)-lim *—!
x—0 X x—0 X

=16-(~1)-1n4=16-(=1)-1n2’
=-16-2-1n=-32-1n2.
(Lembre que In 4" =n-1n A).

Axt 2
Portanto, limo& = -32-1n2.
X—> x

Mostraremos alguns problemas resolvidos com o percurso de sua
solugao.

Problema 1. Calcular lim 7l
x—> 0 5 X

Resolucdo: Como ling(7’“ —1)=0 a indeterminacdo aqui presente
.. 0
também é —.
0

Levantando esta indeterminacao, vem que

lim 1 =1im(l-7” _ljzé-lim7 -1 :é~ln7.

5 X =0 x

7°-1 1

Portanto, lim =—-In7.
x—0 5

x-2
5

Problema 2. Calcular lim 3° -1
x> 2 X — 2

, .0 .
Resolucao: Temos a indeterminagcdo — . Para levantar esta indeter-
x-2
35 -1 x—2

minacao, no limite dado lim , vamos substituir

x—> 2 x_2

por ¢,

isto €, x_—52: t, € x—2 por 5t isto €, x—2=5¢. Observe, quando

x—>2,(x-2)—>0et—0esubstituimos x — 2 por t = 0.
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x—2
s r_
Assim, o limite dado passa de lim 3 ! para lim , OU S€ja,
x>2 x=2 t— 0 t
x—2
3 -1 r r
lim—3— —fim > — fjm .2 =]
x—2 x_2 t—0 St t—o 5 t
L ima =,
5 x-2 t
3x;2 -1 In3
Portanto, lim =—-In3=—-—.
-2 x=2 5 5
x+2 _
Problema 3. Calcular limw.
x—0 14x

: - .0
Resolucdo: A indeterminacdo a ser levantada aqui € o Para levan-
tar esta indeterminagdo sabemos que 7°** = 7".7° e 49 = 7°, assim,

7 —49 - 7T =T _hm72 (7" -1)

lim
x—0 14x X—0 14x x—0 14x
) 7 77 -1 7 7 =1
=lim| —- =—-lim
=0\ 14  x 14 0 x
2
w7 ="T 7= T 7
2.7
x+2_
Portanto, lim—49:1-1n7.
=0 14.x 2

Vamos conferir se vocé estd acompanhando tudo até aqui? Para saber,
procure resolver os exercicios propostos, calculando os limites abaixo.

Exercicios Propostos



4) lim .
x>0 sen(2x)

9) lim w

x>0 3 X
s =4
10) lim —2——.
x—4 8 . (x — 4)
Respostas:
7
1) es. 2) e’ 3) 0.
3
@5. 5) In 6. 6) 3.
1
7)er. 8) In 20. %%;.
10) 0>
24

Nesta secdo vocé estudou e compreendeu a aplicacdo dos limites funda-
, ) L 0 L
mentais para levantar indeterminagdo do tipo ° e 1, além disso, deve

demonstrar habilidades nos teoremas de limites bem como das proprie-
dades bdsicas das fungées seno e coseno. Caso vocé tenha alguma dificul-
dade, releia a se¢do 3.2.



Para saber mais sobre
fungdes continuas, consulte
THOMAS, George B. Cdlculo.
Vol. 1, Addison Wesley, Sao
Paulo, 2002 e SWOKOWSKI,
E. William. Cdlculo com
geometria analitica. Vol 1.,
2. ed., Makron Books do
Brasil, 1994.

3.8 Funcoes Continuas

Nesta secao vamos estudar uma das conseqiiéncias importantes
da nocdo de limite, que é a no¢ao de continuidade de uma funcao.

E para isto, o nosso intuito é que ao estudar a continuidade de
uma fungdo f(x) no ponto x=a vocé amplie o entendimento
quando for esbogar o gréfico de uma fungao.

Na linguagem quotidiana dizemos que o tempo é continuo, uma
vez que ele decorre de maneira interrupta. O tempo nao salta, diga-
mos, de 2 horas para 2 horas e 1 minuto da tarde, deixando um lapso
de 1 minuto. Se a altitude inicial é 300 metros, o objeto passa por to-
das as altitudes entre 300 metros e 0 metro antes de atingir o solo.

Em matemdtica usamos a expressao continua em um sentido se-
melhante.

Intuitivamente gostariamos de afirmar que uma fungao f é conti-
nua em x = a quando o grafico de f ndo tem interrupcao em a, ou
seja, o grafico de f ndo tem quebras ou saltos em a. Para muitas
funcoes continuas isto é verdadeiro mas existem excecoes.

As consideragdes acima motivam as defini¢des a seguir.

Definicao 3.6. Seja f uma funcdo definida em um conjunto X
constituido de uma reunido de intervalos e seja a € X. Diz-se que
a funcdo f'é continua no ponto a quando lim f(x) = f(a).

A maior parte das fungdes elementares, vistas no capitulo 2, sao
continuas em todo x real. Por exemplo:

f(x)=c,f(x)=ax+b, f(x)= senx e f(x)=cosx.

Definicao 3.7. Seja a € Dom f* diz-se que uma funcao f é descon-
tinua no ponto x = a se f nao for continua em x = a.

Isto significa que f* é descontinua em x =a se ocorrer a0 menos
uma das seguintes condigoes:

Vamos ver alguns exemplos.

117




i) Nao existe lim f'(x).
E 1 Sx,af( ) x—1,sex<3
xemplo: Seja f(x) = .
P ) 4, se x>3
A fungdo f(x) é descontinua no ponto x=3, pois,
lim f(x)=lim(x-1)=3-1=2e lim f(x) = lim 4 =4, logo nao
x—>37 x—3" x—3" x—3"

existe lin} f(x).
Observe que f(3)=3-1=2, mas isto ndo é suficiente para

a continuidade de f(x). Seria necessdrio que se tivesse
lim f(x) = f(3) o que jamais poderia ocorrer visto que nao
x—3

existe li1r31 f(x). Veja o gréfico de f(x) a seguir.

X
Figura 3.14
ii) Existe f(a), mas lim f(x) # f(a).
Exemplo: A funcao f(x)= (x+3)(x=2) ,sex # 2
(x=2)
3, sex=2

A fungao f(x) é descontinua no ponto x =2, pois,

. L (x+3)-(x-2)
£1£121f(x)—£1£r21 (x—2)

isto & lim f(x) % /(2).

=ling(x+3)=2+3=5€f(2)=3,

Veja o grafico de f(x)na figura 3.15.



/3 2 -

Figura 3.15

Definicao 3.8. Uma funcdo f é continua no conjunto X se f € con-

tinua em todos os pontos de X.

Por exemplo, as fungdes f(x)=tgx e g(x)=senx sao continuas
4

. T A 4 .
nos intervalos | ——, —| e | ——, — |, respectivamente.
22 22

Vamos estudar agora os teoremas elementares de fungdes continuas, tais
como: soma, produto, quociente e composicio.
Teorema 3.13. Se as fungoes f(x) e g(x) sdo continuas em x =g,
entao:

1) A'soma, f(x)+ g(x), é continua em x =a;

2) A diferenca, f(x)—g(x)é continua em x =ga;

3) O produto, f(x)-g(x),, é uma funcdo continua em x = a;

S ()

g(x)
se tenha g(a) # 0.

4) O quociente, , € uma fungao continua x = a, desde que

Teorema 3.14. A composicao, (f o g)(x) = f(g(x)) é continua em
x =a, desde que g(x) seja continua em x=a e f(x) seja continua
em g(a).
Observagiol.Afungaopolinomial f(x) = a,x" +ax"" +...+a,
é continua em (—,+x) = R.

Observacao 2. Uma fungao racional é continua em todo nu-
mero real de seu dominio.
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Observacao 3. As funcdes abaixo sao continuas em todo nu-
mero real x de seu dominio:

f(x)=a, g(x)= log,x , h(x)=~/x.

Vejamos alguns exemplos de fung¢des continuas pelo Teorema
313 e 3.14.

Exemplo 1. As fungdes f(x)=x" e g(x)=3x sdo continuas para
todo niimero real x, logo, (f + g)(x) =x” +3x é continua para todo
ndamero real x.

Exemplo 2. As fungdes f(x)=x+1 e g(x)=cosx sao continuas
para todo nimero real x, logo, (f-g)-(x)=(x+1)-cosx é conti-
nua para todo niimero real x.

Exemplo 3. As funcdes f(x)=x’ e g(x)=x +1 sdo continuas para
3
X X

g}ﬂzﬂ)zz

todo nimero real x, logo, [ é continua para

g(x) x"+1
todo nimero real x.

Exemplo 4. A funcdo f(x) =2x’ —x’ +3 x* —1é continua para todo
nimero real x.

Exemplo 5. As fungdes f(x) = 2x + 1 e g(x) = 2x sdo con-
tinuas para todo numero real x, logo (f og)(x)=f(g(x))=
f(2x)=4x + 1,istoé, (f 0g)(x) = 4x + 1é continua para todo
numero real x.

Vamos analisar a continuidade de uma fun¢ao num determinado
ponto x = a e para isto consideremos os seguintes exemplos resol-
vidos.

Exemplo 1. Verificar se a fun¢ao definida por
Tx—06, se x<2

f(x)= é continua em x = 2.
2x*, sex>2

Resolucdo: Vamos verificar se lirrzlf(x):f(2). Inicialmente ob-

serve que f(x)=2x" para x>2, assim f(2)=2-2"=2-4=8,
ou seja, f(2)=8. Agora, vamos calcular os limites laterais e te-
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mos lim f(x)=lim(2x*)=2-2>=8 e lirgl f(x)= 1inzn(7x—6) =
x—2* x—>2* x—2" x—2"
7-2—6=28, ou seja, lirrzlf(x) = 8=£(2).

Portanto, f(x) € continua em x =2.

Exemplo 2. Analisar se a fun¢ao f definida por

ﬁ sex #3
f(x)=9 x-3~ é continua em x =3.
5, se x=3

Resolucao: Precisamos verificar se 1irr31f(x) = 1 (3).
E facil observar que em x =3 a funcdo f(x)vale 5, isto é, f(3) =5.

Agora, calculando o limite de f(x) quando x—3, temos

2— — .
lim /(x) = lim~ % lim&E =3 (x+3)

x—3 x_3 x—3 x_3

=1irr31(x+3)=3+3=6.

Como lirr31f(x) = 6 ¢ diferente de f(3) =5, a funcdo f(x) ndo ¢é

continua em x =3.

Exemplo 3. Verificar se a funcao f definida por

Senx se x#0
f(x) =2 x ° é continua em x = 0.

2, se x=0
Resolucdo: Vamos verificar se ling f(x) = f(0).
N&o ¢ dificil de observar que f(0) =2, isto €, quando x =0 f vale

sen x

1

2. Agora, calculando !Cigolf(x) temos £iir(}f(x)=£i_r)r(}
(Primeiro limite trigonométrico fundamental).
Como £i£1’(}f(x) =1 ¢ diferente de f(0) =2, a funcdo f ndo € con-
tinua em x=0.

Vamos agora apresentar alguns problemas resolvidos, mostrando o per-
curso de suas solucoes.



Problema 1. Verificar se a fung¢ao definida por

x 1 se x#1
f(x)=<x-1" é continua em x =1.
2, se x=1

Resolucdo: Precisamos verificar se lirrllf(x) = 7(1). E facil obser-

var que para x =1, f(x) =2, ou seja, f(1)=2. Agora vamos calcu-
lar lirrllf(x) e temos

2
lim £(x) = lim 2 = lim =D OHD vy = 14122,
x—1 x—1 x_l x—1 x_l x—1

Como lirrllf(x) = 2= f(1), a funcdo f é continuaem x=1.

Problema 2. Verificar se a funcdo f'(x) definida por

X +3x+2
—, se x<-I
x+1
f(x)=41, s¢ x=-1 ¢ continua no ponto x =-1.
3x, se x>—1

Resolucdo: Precisamos verificar se xlirlgl f(x) = f(-D).

Para x =—1, € facil observar que f(x) vale 1,isto &, f(-1) =1L
Agora, calculamos )Clirr}lf(x), para isto vamos calcular os limi-
tes laterais e devemos ter }Ln}lf(x)il_ifl{ f(x) = xl_i)r}}+f(x)=
f(=1)=1 para que f'seja continua em x =—L

Inicialmente, vamos calcular lim f(x).
x—>-1"
¥ 4+3x+2
x+1

tanto o numerador quanto o denominador tém limite 0 quando

Observe que para x < —1, f(x) esta definida por Como
: T ()
x — —1 temos a indeterminacao 6

Para levantar esta indeterminacdo, vamos usar o método da fato-
racdo, e para isto, calculamos as raizes de x* +3x+2 = 0.

Usando a formula de Bhaskara, encontramos as raizes x, =—1 e
x, = =2 (Verifique!).

Agora, fatorando x* +3x+2 vem



S (b))
()
fa)

P 43x42= (= (=) (x=(=2)) = (x+1)-(x +2)
ou x> +3x+2=(x+1)-(x+2) e temos

2
lim f(x)= lim XAdxA2 o D G+2)

x—>—1" x—>—1" x+1 x—>-1" (x + 1)

= lim (x+2) =1.

x—=>-1"
Assim, lim f(x)=1.
x—=>-1"

Agora vamos calcular lim f(x).

x—>-1"
Para x>—1, observe que f(x) esta definida por 3 x, isto €,
f(x)=3xparax>-1,logo, lim f(x)= lim 3x)=3-(-1)=-3.
x—>-1" x—>-1"
Assim, lim f(x)=-3.

x—>—1

Como, lil’l’ll f(x)=1e lim f(x)=-3, ndo existe limlf(x).
x—>-1" x——1" x— —

Portanto, a funcdo f(x) dada ndo € continua em x =—-1.

Teorema 3.15. Teorema do Valor Intermediario para Funcoes
Continuas.

Uma funcdo y=f(x) que é continua em um in-
tervalo [a, b] assume cada valor entre f(a) e f(b).
Em outras palavras, se y, for qualquer valor entre f(a) e f(b), en-
tao y, = f(c) para algum c em [a, b].

Geometricamente, o teorema do valor intermediario diz que qual-

quer reta horizontal y =y, cruzando o eixo y entre os niimeros
f(a)e f(b) cruzard a curva y = f(x) pelo menos
uma vez no intervalo [a, b]. Veja a figura 3.16.

A continuidade de fno intervalo é essencial para
o Teorema 3.15. Se f'é descontinua em um ponto
do intervalo, a conclusdao do teorema pode fa-
lhar, como acontece, por exemplo, com a fungado
2x—=2, se 1<x<2

3 h<x<d’ que nao assume to-
, se 2<x<

f(x):{

Figura 3.16

X dos os valores entre f(1)=0 e f(4)=3; ela nao
assume nenhum valor entre 2 e 3.
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Vejamos um exemplo usando o Teorema do Valor Intermediério.

Exemplo. Algum niimero real somado a 1 é exatamente igual ao
seu cubo?

Resolucdo: Respondemos a essa pergunta aplicando
o Teorema 3.15 da maneira a sequir. Um tal numero x
deve satisfazer a equacdo x+1=x"ou x’ —x—1=0. Por-

tanto estamos procurando um zero da funcdo continua
f(x)=x"—x—1. A funcdo muda de sinal ente 1 e 2, en-
tao deve existir um ponto c entre 1 e 2 em que f(c)=0.
Veja o grafico ao lado.

Vamos conferir se vocé estd acompanhando tudo até aqui?
Para saber, procure atender aos exercicios propostos abaixo, verificando
a continuidade de uma funcdo f(x) no ponto x = a indicado.

Exercicios Propostos

x+3, se x2>1

1) Seja a funcao f(x) definida por f(x)= {3 —k, se x<1’

Determinar o valor da constante & tal que a funcao f(x) seja
continua no ponto x =1.

X +1, se x>2
2) Seja f(x)=15, se x=2.
7x-9, se x<2
Verificar se f(x) é continua em x = 2.
x*—x, se x<-3
3) Verificar se a fungdo f definida por f(x)=4x’+2, se x>-3
¢ continua no ponto x = -3. 4, se x=-3

x—1, se x<3
4) Seja f(x)=15, se x=3
8—x, se x>3

Verifique se f(x) é continua em x =3.




125

5) Determinar o valor de £ de modo que a funcdo f(x) definida

por f(x)={

e*, se x#0

X seja continua em x = 0.
k=7, se x=0

Respostas:
1) k=-1
2) Sim, f(x) é continua em x =2.
3) A fungao dada nao é continua em x =-3.
4) A fungao f(x) nao é continua em x =3.

5) A fungao f(x) serd continua em x =0 quando £ =2.

Resumo

Neste capitulo, vocé estudou e compreendeu a definigao de limite de
uma forma intuitiva, bem como aprendeu a calcular limite de uma
fungao usando os teoremas sobre limites.

Vocé estudou também o significado dos limites laterais, limites no
infinito e limites infinitos, percebeu como levantar uma indetermi-

1+00

. .0 e )
nagao do tipo 6 e usando os limites fundamentais, aprendeu a

analisar a continuidade de uma funcao aplicando limites laterais e o
esboco de grafico de uma funcao.






Capitulo 4

Derivada
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Capitulo 4

Derivada

Nosso objetivo neste capitulo é apresentar a definigio
de derivada de uma funcdo e seu significado geométri-
co, além de algumas regras que auxiliam o seu cdlculo
em geral e a derivada das funcoes elementares. Come-
caremos, entdo, por sua definicdo.

4.1 Derivada

Definicao 4.1. A derivada de uma funcdo f:/ — R em relagdo a
varidvel x €  é a fungao f"'(x) dada por

1 f(x + hz — f(X) (41)

/') =lim
A derivada estd definida em todo ponto x onde o limite exista.
Diz-se, nesse caso, que a fungao f(x) é derivavel em x.

Observacao:

Leibniz nasceu em Leipzig, ~ e . =
Alemanha. no dia 1p° dge Na notagao de Le1bn1z a derivada de uma fungao f(x) tam-

julho de 1646.
Julho de o4 bém é indicada por f (x) ou ——= df (x)
A derivada de uma fungao f (x) em um ponto x, pode ser
expressa também como
() = Tim L=/ ()
f (xO) - }1_1;2 X—X, (42)

Basta tomar x = x, na (4.1) e, em seguida, fazer x,+h=x.0
limite 7 — 0 é entdo equivalente ao limite x — x,,.

Quando x €/ é uma extremidade do intervalo /, o limite
que define f”(x) é na verdade, apenas um limite lateral e
a derivada coincide com o que serd chamado de “derivada
lateral” mais adiante neste capitulo.
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Vejamos um exemplo:

Exemplo 1. Calcular a fungao derivada das seguintes fungoes:
a) f(x)=x*VxeR;
b) f(x) =

¢) f(x)=c, VxeR, onde c é uma constante.

,VxelR;

X

Resolucéo: a) A funcéo derivada ¢ calculada pelo limite (4.1). Para

todo x e R;
_ 2 _ 2
limf(x+h) f(x):hm(erh) X
h—0 h h—0 h
X2+ 2xh+ R =Xt 2xh+h?
=1lim =1lim
h—0 h h—0 h
lim PR i x = 2
h—0 h h—0

Portanto, a funcdo derivada de f(x):xz, VxeR, é a funcao
f'(x)=2x que também esta definida em todo x € R; ou seja, a f
€ derivavel em todo o dominio da funcao.

b) Nesse caso, f(x)=x,se x>0, e f(x)=—x, se x <0. Para todo

lirnf(x+h)—f(x) _ lim(x+h)—x

x>0, = 1 e, para todo
h—0 h h—0 h
X<O'1imf(x+h)_f(x) — lim_(x+h)_(_x)=—1.
h—0 h h—0 h

No ponto x =0, os limites laterais sdo:

lim £ @D =SO) _ O+ =0\
h—0" h h—0* h
i LONIO _ py O+D=O) __,

Os valores sdo distintos. Concluimos, pela definicéo 4.1, que o limite
nao existe em x = 0 para a fun¢do do problema. Portanto, a funcéo
f(x)=|x| no & derivavel em x = 0. A funcéo derivada da funcao
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f(x)=|x|, xeR, & a fungdo £) = —1,se x<0, e ['(x) = 1, se
x > 0. A funcgéo derivada, nesse caso, ndo esta definida em x = 0.

¢) Para todo xeR, f(x)=c e, portanto, f(x+h)=c, também.
Logo,
llmf(x+h)_f(x) =0

h—0 h

Conhecida a funcdo derivada de uma funcédo f, pode-se calcular a
derivada de f em qualquer ponto onde ela € derivavel, através da
funcdo derivada. Como exemplo, no item a), a derivada de " em
x=x,¢€ f'(x,) =2x,.0 mesmo resultado pode ser obtido utilizan-
do-se a relacéo (4.2).

Uma importante propriedade da derivada é dada a seguir:

Teorema 4.1. Se uma fungao f(x) é derivavel num ponto x,do seu
dominio entdo f(x) é continua em x,, ou seja,

lim f(x) = £ (x,) (4.3)

Observacao: a partir do teorema 4.1, verificamos que se
uma funcdo é descontinua em um ponto, nesse ponto ela
nao é derivavel. Portanto, a continuidade da fungao num
determinado ponto é condi¢do necessdria para que ela seja
derivavel nesse ponto. Porém, esta ndo é uma condi¢ao su-
ficiente. Uma funcdo pode ser continua mas ndo derivéavel
num ponto. O exemplo classico disso é a fun¢ao médulo do
exemplo 1b).

: —o0, 1
Exemplo 2. Considere a fungao f(x) = x, X, ].
x+1, xe(l, o)

Resolucdo: Essa funcdo € descontinua em x =1 e, portanto, ndo
possui derivada nesse ponto.

Vamos ver se vocé aprendeu a definicdo de derivada? Resolva os trés
primeiros exercicios da lista de exercicios propostos no final do capitulo.
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4.2 Interpretacao Geometrica
da Derivada

A derivada de uma fun¢do num dado ponto, quando existe, tem
um significado geométrico importante que é o discutido nesta se-
cao.

Definicao 4.2. Dada a fungao f(x), o quociente

Ay _ S~ f(x)

44
Ax X=X, @9

onde x # x, ¢ chamado de taxa de variacao média da fungao f'(x)
no intervalo determinado por x,e x.

Consideremos o grafico de uma funcdo f(x) definida em [a,b]
onde é continua. Vamos supor que f também é derivavel em x,,.
Veja a figura a seguir:

Figura 4.1

Observe que o quociente na defini¢ao (4.2) é igual a tga, o coefi-
ciente angular da reta secante passando nos pontos P(x,, f(x,)) e
Q(x, f(x)), onde « é o angulo de inclinagao da reta. Tome o limite
do quociente (4.4) quando x — x,. Este limite existe pois f é deriva-
vel em x,. Observe que nesse limite a reta secante tende para a reta
tangente ao grafico da fun¢dao f(x), no ponto P(x,, f(x,)). Pode-
mos concluir que a derivada de uma fungao f(x) em um ponto x,,
quando existe, coincide com o coeficiente angular da reta tangente
ao gréfico da fun¢ao no ponto de abcissa x,. Vocé saberia calcular
a equacao dessa reta? Nao? Entao, vejamos como se faz isso.



Observacao: a equacdo de uma reta nao vertical passando
em um ponto (x,,y,) €

Y=Y, =a(x—x,) 4.5)

onde a é o coeficiente angular da reta. Se f(x) é uma fun-
¢ao derivavel em x =x, segue da interpretacdo geométrica
da derivada que a reta tangente ao gréfico de f(x) no pon-
to (x,, f(x,)) tem coeficiente angular a = f"(x,). Portanto, a
equacao da reta tangente é

=S (x) = f(x)(x—x). (4.6)

Exemplo 3. Determine a equagao da reta tangente ao gréfico da
fungao f(x)=x"no ponto (2, 4).

Resolucdo: Temos que

712 =lim L =S @), =4
x—2 x—2

x—2 x_2

y=4+4(x-2)

i D +2)
. = (x-2)

Figura 4.2

= lim(x+2) = 4.

A equacdo dareta é y—4=4(x-2).

4.3 Derivadas Laterais

Se I é um intervalo aberto contido no dominio de uma funcao,
entdo a derivada desta fungao num ponto de /, quando existe, esta
definida em termos de um limite bilateral. A existéncia do limite
bilateral depende da existéncia dos limites laterais e de que estes
limites sejam iguais. Os limites laterais associados ao limite (4.1)
sdo chamados de derivadas laterais. Eles serdo relevantes para se
determinar pontos onde a func¢ao nao é derivavel e no tratamento
da derivada nos extremos de um intervalo.

133




134

Definicao 4.3. Dada a func¢édo f(x):/ >R

i) aderivada a direita de x, € I é o nimero real indicado como
1!(x,) e dado pelo limite lateral a direita

£y = tim L= (0) @7),

XXy X=X,
quando este existir.

ii) a derivada a esquerda de x, € I é o nimero real indicado

como f '(x,) dado pelo limite lateral a esquerda

7 x,) = lim L=/ () @8),

X=Xy X — XO
quando este existir.

Exemplo 4. Calcule as derivadas laterais da fungao

x> -8, x<3
x) = ’ nos pontos x, =3 e 6.
e {4—x,3<x£6 P ’

Resolucao: Temos que

— — — 2 — —
£'3) = 1imM: 1im4x—(38): 1im3_x_
x—3" x—3 x—>3" x—3 3" x =3
=lim-1=-1;
x—3"
2 Q. 2 _
703 = lim LSOy X781 X9
x—37 (x—3) -3 x=3 x—=3 x—3
pim EZIEED (v 3) =6
x—3" x—3 x—3"

Como £, '3) = f '(3), entdo f ndo € derivavel em x =3, isto €, ndo
existe f'(x). Em x, = 6, temos

S@)=f(O) _ . A=x=(2)

'(6) = lim
ﬂ ( ) X6~ (x—6) x—o3” x—6
Cim T .
=3 x—6

Antes de passar para a proxima segio, tente resolver o exercicio 5 no final
do capitulo.



4.4 Regras de Derivacao

O célculo da derivada de uma funcao pela defini¢do, dependendo
da funcao, pode ser bastante tedioso e as vezes complicado. Con-
tudo, com base na defini¢do (4.1), é possivel obter vérias regras que
facilitam muito o trabalho. Sdo as chamadas regras de derivagao
para soma, produto e quociente de fungoes. Elas sdo importantes
no célculo de derivadas de qualquer fungao.

Vamos, entao, as regras:

Teorema 4.2. Sejam g e f duas fungdes definidas no mesmo in-
tervalo I e derivaveis em x € /. Entao,

a) A funcao w= f + g é derivavel em x e

w'lx)=f'(x)+g'(x) 49
b) A funcao h= f.g é derivavel em x e
h'(x) = f'(x0)g(x)+ f(x)g'(x) (4.10)
¢) A fungao t= ! é derivavel em x e
g
(= L DD~/ g @) a1
(g(x))

Os resultados a), b) e ¢) no teorema acima serdo daqui em diante
chamados de regras da soma, do produto e do quociente, respec-
tivamente.

Exemplo 5. Seja f:/ — R uma fungdo derivavel em x, €/ e a
uma constante. Verifique que a funcdo /4 (x) = af (x) também é de-
rivavel em x, € I e h'(x) = af '(x).

Resolucao: A funcgdo 4 € o produto da funcédo constante a com a f.
Aplicando a regra do produto e o resultado a’= 0 pois a € uma cons-
tante (vejaexemplo 1c),seque que z'(x) = a' f(x) +af '(x) = af '(x).

Exemplo 6. Calcule a derivada da funcao f(x)=x’, x e R.
Resolucdo: Temos que f(x)=x-x. Aplicando a regra do produ-

to, f'(x) = x'x + xx'. Pelo exemplo 1b) sabemos que x'=1 e, assim,
obtemos f'(x) =2x.
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Exemplo 7. Calcular a derivada de f(x)=x" —4x +l, x>0.
x

Resolucdo: Aplicando a regra da soma, do produto e do quociente,
obtemos

X

f'(x):(x2 —4x+lj':(xz)'+(—4x)'+(lj' :2x—4—L2.
X X

Vamos verificar se vocé aprendeu a aplicar as regras de derivagido? Re-
solva o exercicio 5 da lista.

4.5 Derivada da Funcao Composta

Sejam u uma funcao derivavel no ponto x e f uma fungao deri-
vavel no ponto u(x). Entdo, se existir a composta &= f ou ela serad
derivavel no ponto x e teremos

B'(x) = f () '(x). 4.12)

Portanto, a derivada da composta é igual a derivada da fungao f,
calculada em u(x), vezes a derivada de u, calculada em x.

A expressao (4.12) também é chamada de regra da cadeia.
Exemplo 8. Calcular a derivada de 4(x) =(2x’ +4x+1)°, xe R.

Resolucdo: Fazendo u(x) =2x" +4x+1e f(u)=u’,
obtemos que A(x) = f(u(x)). Aplicando a regra da cadeia,
W(x)=f'u)-u' =4’ u' =402x° +4x+1)*-(6x° +4).

4.6 Derivada da Funcao Inversa

Seja y = f(x) uma funcdo que admite inversa e é derivavel no in-
tervalo / e tal que f(x) # 0, Vx € I. Entdo, a fungdo inversa /' ()
é derivavel em todo y € f(I) e

1
N =—— 413
') I (4.13)

onde a derivada f'(x) deve ser calculada em x=f""(y).
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Exemplo 9. Determine a derivada da inversa da funcao

[ (0, 0) = (0, ), f(x) = x".

Resoluciio: A inversa da f € a funcdo x= f'(y) = i/; y € (0,0).
Ademais, f'(x) =0 para todo x. Aplicando a regra (4.13), temos

EIVIN SN SRS B
que (f7)'(») 03 Ay

Que tal fazer o exercicio 7 no final do capitulo? Tente!

4.7 Derivadas das Funcoes
Elementares

No capitulo 2 vocé estudou as fungoes elementares. Nesta seciio vocé
aprenderd a calcular as derivadas destas fungoes.

4.7.1 Derivada da Funcao Exponencial de Base a

Seja f(x)=a",a>0,a#1exeR. A derivada desta funcao é

f'(x)=a"na. @.14)
De fato,
von e St = f(x) . a™—a" . a"(a"-1)
f'(x)=1lim =lm——=lim—=
h—0 h h—0 h h—0 h )
h f—
:ax%qinga =a'lna.

O dltimo limite é um limite fundamental apresentado no capitulo 3.
Exemplo 10. Calcule a derivada da funcao f(x)=e", xeR.

Resolucdo: Temos que f'(x)=e" lne=¢e".

Verifique se vocé estd compreendendo as Derivadas das Fungdes Ele-
mentares. Faga o exercicio 8 da lista do final do capitulo. ] fez? Acertou?
Otimo! Aprenda em sequida como se deriva a funcio logaritmica.
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4.7.2 Derivada da Funcio Logaritmica

A funcdo g(x) =log, x é a inversa da funcao y= f(x)=a", xeR.
Sabemos que f'(x)# 0, para todo x € R. Podemos entao aplicar a
formula (4.13) para calcular (f')'(y):

11 1
f'(x) a*lna ylna

gmM=N'=

Indicando a varidvel de g por x, obtemos

1
xlna’

g'(x)= (4.15)

Exemplo 11. Calcule a derivada da fungao g(x) =Inx, x € (0,+o0).

Resolucdo: Nesse caso, a base € a natural, a =e e Ine=1. Entdo,
1

X

g'(x)=

Nesta se¢io vocé aprendeu a derivar a fungdo logaritmica. Procure resol-
ver o exercicio n° 9 da lista.

4.7.3 Derivada da Funcao Poténcia

A derivada da funcdo y =x", chamada funcdo poténcia, onde r é
um numero real qualquer, pode ser calculada usando o logaritmo
do seguinte modo:

Iny=Inx"=rInx.

Agora, calcule a derivada de ambos os lados da igualdade, com

respeito a x:

d d
—(ny)=—-((rInx).
dx( ») dx( )

. . . . 1 r
Aplicando resultados anteriores vocé obtém que —-)'=—, ou
y x

ainda,

Y= 4.16)



139

Exemplo 12. Calcule a derivada da funcao f(x) = Jx, x>0.

1
Resolucdo: Temos que f(x)=x?, portanto

1 21 1 = 1
'(X)==—x? =—x?2=—+.
A 5 P

Resolva o exercicio de mimero 10 no final deste Capitulo.

4.7.4 Derivada da Funcao Seno
Seja f(x)=senx, x € R. Aplicando a defini¢ao de derivada, obte-

sen(x+h)—senx

mos f'(x) = kmg

Usando a identidade trigonométrica sen(x+ /) =senx.coshsenx,

segue que
f(x)= %ing[sen yloosh=l)  senh o x}
. cosh-1 . senh
= sen x lim +cosxlim——
h—0 h =0 )
onde lim sen / =le
=0 )
. cosh—-1 .. cos’h-1 . —sen’h
lim = lim =lim
h=>0 ) h—0 h(cosh+1) 0 h(cosh+1)
:limsenh tim = sen h ~0.
=0 >0 cos h+1
Logo,

S'(x) =cosx 4.17)

ou seja, (sen x)' = cos x.

4.7.5 Derivada da Funcao Cosseno

O célculo da derivada de f(x) =cosx, x € R, pode ser feito como
no caso do sen x. Outra maneira mais simples é a seguinte.
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7
Como cos x =sen (5 —xj segue que

(cos x)‘=[sen [%—xﬂ' =
5 G-)-=(3~]
=cos| ——x |-| ——x | =—cos| ——x |=—sen x.
2 2 2

(cos x)’=-sen x 4.18)

Portanto,

4.7.6 Derivada da Funcéo Tangente

enx

. . . < S
Aplicando a regra do quociente a relagao tg x = , obtemos

COS X

(tgx)'= 4.19)

cos’ x
Portanto, a derivada da funcao tg x é (tg x)'=sec’ x.

Verifique o resultado (4.18)! Este é um boa oportunidade de praticar a
regra do quociente! Em seguida, procure resolver os exercicios propostos
de 11 a13.

4.7.7 Derivada da Funcao Arco Seno

A funcao y =arcsen x, x €[—1, 1], é a inversa de x =sen y. Aplican-
do a regra (4.13), obtemos:

1 1 1 1

'

X :cosy Z\/l—senzy =\/1—x2 .

Portanto,

(arcsen x)’ = ;2, xe(=L1). (4.20)
1-x

4.7.8 Derivada da Funcao Arco Cosseno

A funcao y=arccosx, x €[—1, 1], é a inversa da fungdao x =cos y.
Aplicando a regra da derivada da inversa, obtemos:



141

y_i_ 1 1 1
x' —seny —\/l—coszy N

Portanto,

(arccos x)'=— xe(=1, 1. 4.21)

1
N1=x* '

4.7.9 Derivada da Funcao Arco Tangente

A funcao y =arctg x, x € R, é a inversa da funcao x = tg y. Entao,

D S
4 ¥ osec’y l+tg’y 1+x’
Assim,
(arctgx)':1 ! -, xeR “4.22)
X

4.7.10 Derivada da Funcao Arco Cotangente
A fungao y = arccotg x, x € (0,7), é a inversa da funcao x = cotg y.

1 1 1 1
Entdo, y'=—= = —

x' —cossec’y  l+cotg’y  l+x*’

Assim,

(arccotg x)'=—

— 4.23)

Exemplo 13. Calcule a derivada das fungoes:

a) y=arcsecx e b) y=arccossecx

Resolucéo:

a) Sendo secx =

1 L
, temos y =arccos| — |, que € a inversa da
COS X x

L1 «
funcdo —=cos y. Entéo
X

;1 1 1 _cos’y  cos’y

y:—’: ,: _— —_ .
x' (secy) tgy-secy seny [1-cosy

1 1
Lembrando que cos y =— , obtemos y'= ————.
X |x|x* -1
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b) Sendo cossecx =

1 L
, temos y =arcsen | — | que € a inversa
sen x X

da funcéo 1 =sen y. Entdo,
X

1 1
4 x' (cossecy)'

B 1 _ sen’y  sen’y

—cotg y-cossec y cos y J1-sen’ y '

Como seny:l entdo, y'=—

1
|x|\/x2—1.

4.7.11 Derivada das Funcdes Hiperbolicas

Reunimos na tabela embaixo as derivadas das fung¢des hiperbdlicas.

(senh x)" = cosh x (tgh x)'=sech *x

(cosh x)'=senh x (cotgh x)'= —cossech *x

(sech x)' = —tgh x-sech x

(cossec hx)' = —cotgh x - cossec hx

4.7.12 Derivada das Funcoes Hiperbolicas Inversas

Na tabela a seguir exibimos as derivadas das fungdes hiperboli-
cas inversas.

1
(arcsenh x)' = (arccosh x)'= 1 . x>1
x%+1 x* -1
(arctgh x)'= L |x|<1 (arcctgh x)' = | x[>1
arctgh x =17 X arcctgh x)'= ot X
(arcsech x)' —1 (arccossech x)' —1
X) == ,0<x<l1 == ,
xm X |x|m x#0




4.8 Derivadas Sucessivas

Suponha que f é uma funcao derivével no intervalo /. Se a fungao
f'(x), também chamada de derivada primeira de f(x), é derivéavel
no mesmo intervalo, entdo existe a funcao derivada de f'(x), in-
dicada como f"(x) que é chamada de derivada segunda de f(x).
Diz-se entdao que f(x) é duas vezes derivavel.

Seguindo esse procedimento sucessivamente e, supondo que f'(x)
é n vezes derivavel, obtém-se a funcao derivada n-ésima, ou de
ordem 7, de f(x) indicada como f"(x). As funcdes f'(x), f"(x),
.y f"(x), sdo as derivadas sucessivas de f(x).

Exemplo 14. Seja f(x)=x’+2x’+x+1, x e R. Aplicando as regras
de derivacao vistas, obtemos:

f'(x)=3x"+4x+1, xeR

f'(x)=6x+4, xeR

[P (x)=6,xeR

f"(x)=0,Vn>4,xeR

4.9 Derivacao Implicita

Até aqui estudamos as fungdes em que a variavel dependente y é
dada explicitamente em termos da variavel independente x atra-
vés de uma relagao y = f(x). Por exemplo, a funcao quadratica

y=x"+3x-1, xeR.

H4 funcgdes, contudo, que sao definidas implicitamente através de
uma equagdo da forma F(x, y) = 0 envolvendo as variaveis x e y.
Um exemplo simples é a equagao da circunferéncia de raio 1 dada
como x> +y* —1= 0. Nesse caso é possivel resolver a equagao em
¥ e obtém-se as fungodes:

y=Al-x*, xe[-11] e y=—+1-x%, xe[-11].
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Ha equagdes mais complicadas onde a resolugao explicita de y em
termos de x nao é simples ou possivel como € o caso da equagao

2xy” +cos(xy)+1=0.

O objetivo da regra de derivacao implicita é o de calcular a deri-
vada da y, como funcao de x, quando y é dada implicitamente.

A regra consiste em derivar os dois membros da equagdo em re-
lagdao a x usando a regra da cadeia quando preciso e, em seguida,
isolar o termo y".
Exemplo 15. Calcular y’, sendo:
2
a) x> +y°=1=0.

b) 2xy° +cos(xy)+1=0.

Resolucio:

a) Derivando os dois membros da equacédo (a) em relacdo a x ob-
temos 2x+2yy'=0.

Isolando o termo y', obtém-se que 2yy'=-2x.
Suponha que existe um intervalo onde y € derivavel e onde y # 0,

, X
seque que y' =——.
Y

b) Derivando os dois membros da equacéo (b) em relagdo a x ob-
temos 2y +2x2yy'-sen (xy)[y+xy"=0.

—2y° — ysen(xy)
4xy + xsen(xy)

Isolando o termo y": y'=

Também nesse caso pressupoe-se a existéncia de um intervalo
onde y é derivavel e x # 0 e 4y +sen(xy) # 0.

4.10 Diferencial

Seja f(x) uma funcdo continua e derivavel em x, € I. Da interpre-
tagdo geométrica da derivada, sabemos que f'(x,) é o coeficien-
te angular da reta tangente ao grafico de f, no ponto (x,, f(x,)).



Veja a figura:

Sx,+dx)
Ay

Sxy)

Figura 4.3

Seja dx um acréscimo a x, e defina dy = tga-dx. Como
tga=f'(x,), entao

dy = f(x,)dx. 4.24)

O nimero dy é chamado de diferencial da funcao y = f(x), no
ponto x = x,.

Vamos denotar por Ay o acréscimo sofrido por f quando se dé
um acréscimo dx a x,, ou seja,

Ay = f(x, +dx)— f(x,). 4.25)

Se o acréscimo dx for suficientemente pequeno, podemos esperar
que a diferenga Ay —dy é também pequena e podemos aproximar
Ay pela diferencial dy, sendo dy = f” (x,) dx, ou seja

F G ) = £ () + () )dx (4.26)

Para entendermos melhor esse resultado, chame x,+dx de x na
equacao (4.26). Em seguida, faca dx = x —x,. Obtemos que

)= 1(x) + /1 (x)(x = %) (4.27)

A equagao da reta tangente ao grafico de f no ponto (x,, f(x,))
é y=f(x,)+ f'(x,)(x—x,) onde (x,y) sao as coordenadas de um
ponto da reta. Comparando com a expressao (4.27) segue que o
grafico da funcdo f(x), para x préximo de x,, pode ser aproxi-
mado por uma linha reta (ou uma fungao afim).
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Exemplo 16. Calcule um valor aproximado para o acréscimo Ay
da funcao y = x” nointervalode x=1a 1+dx=1,001.

Resoluciio: A diferencial de y = x> é dy = 2xdx. Em x = 1, dy = 2dkx.
Temos que dx = 0,001, logo dy =0,002. O valor do acréscimo Ay ¢é
Ay = f(1+dx)— f(1)=(1,001)* =1> = 0,002001.

O erro que se comete ao se fazer a aproximacdo Ay = dy € igual
a Ay—dy =0,000001 um numero muito pequeno. A aproximacgao
pode ser considerada muito boa.

Para finalizar este capitulo, resolva os exercicios propostos abaixo.

Exercicios Propostos
1) Verifique que nao existe a derivada de f(x) em x =x,, para
f(x)=\/;, x€[0, ©) e x,=0.

2) Calcule f'(x), xeR,em x=x,, para f(x)=3x|x|, x,=0.

3) Calcule a funcio derivada da f(x)=x>+x, xeR, e o valor
da funcao derivada em x, = 5. Em seguida, calcule a deriva-
da da f no ponto x, =5, utilizando a relacdo (4.2) e compare
os resultados.

4) Calcule as derivadas laterais no ponto x =1, da fungao

¥ —=2x, x<1
x) = .
LU e
A funcao é derivavel em x =17 Justifique.
X +x
5) Calcular a derivada de f(x)= = x#1.

6) Calcule a derivada da funcdo composta f(x)=(x"+1)",
xeR.

7) Calcule a derivada da funcdo inversa das seguinte fungao
y=fx)=x*+1, x>0.
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8) Calcule a derivada da funcdo g(x)=a* >, xeR.

9) Calcule a derivada da funcdao g(x)=1In(2x* +2x*+1), xeR.

10) Calcule y' onde y=(2x+1)*, xeR.

11) Calcule a derivada da funcao f(x)=ctgx = cos x ,

x#kak=0,1,.. sen x

Resposta: f'(x)=- =—cossec’ x.

sen’x

12) Calcule a derivada da fungao f(x)=secx= ! ,
COS X

x¢(2k+1)%,k:0,1,2,...

Resposta: (sec x)' =tgx-secx.

13) Calcule a derivada da fungdo f(x)=cossecx= ! ,
x %k, k=0,1,... senx

Resposta: (cossec x)' =—cotg x-cossec x .



Resumo

Neste capitulo vocé aprendeu a definicao de derivada de uma
funcao f(x) e sua interpretacdo geométrica. Segundo esta inter-
pretacao, a derivada de uma fun¢ao em um ponto x, é o coefi-
ciente angular da reta tangente ao grafico da funcao no ponto de
coordenadas (x,, f(x,)). Além disso, aprendeu como determinar
a equacao desta reta. O conjunto dos pontos onde a derivada exis-
te é o dominio de definicao da funcdo derivada. Este dominio
nao coincide sempre com o dominio da prépria fun¢ao mas pode
ser um subconjunto deste. Realmente, a derivada de uma funcao
pode nao existir em alguns pontos do dominio da fungao. Foi ob-
servado que uma condi¢do necessdria para sua existéncia em um
ponto é a de que a funcao seja continua. Importante lembrar que a
continuidade da fungao nao é suficiente. Vocé teve a oportunida-
de de estudar um exemplo de uma fungao, a fungao médulo, que
é continua mas nao derivavel em x =0. Uma outra maneira de se
determinar se uma funcao é derivavel em um ponto é através das
derivadas laterais. Também aprendeu regras para derivar soma,
diferenga, multiplicagdo e quociente de fun¢des bem como regras
para derivar uma func¢do composta e a inversa de uma funcao.
Com estas ferramentas foi possivel, entdo, calcular a derivada das
fungdes elementares. Nas tltimas se¢Oes deste capitulo vocé teve
a oportunidade de aprender a derivar uma fungao sucessivas ve-
zes e a derivar uma fungao implicita. Na tltima sec¢ao, definimos
a diferencial de uma funcao que permite calcular o valor através
de uma aproximacao linear.
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Capitulo 5

Aplicacoes da Derivada

No capitulo anterior vocé aprendeu o que é a derivada
de uma fungdo, sua interpretacdo geométrica e vdrias
regras que auxiliam no seu cdlculo. Neste capitulo vocé
aprenderd a aplicd-la para determinar informacgoes im-
portantes sobre a funcio. Estas informagoes o ajudario
a analisar a variagdo de uma func¢do ao longo de seu
dominio e a esbogar o seu grifico.

5.1 Taxa de Variacao

Definic¢ao 5.1. Dada a fungdo f:/ >R e [a, b]c [, a taxa de va-
riacao média de f em [a,b] é o0 quociente

)= 1@ 51
b-a

A taxa de variagao média indica quanto, em média, variou a fun-
¢do por unidade de varia¢do da variavel no intervalo considerado.

O significado da taxa de variacao média serd melhor compreendi-
do através de alguns exemplos.

Exemplo 1. Suponha que no intervalo de 5 anos, uma arvore cres-
ceu de 50 cm para 150 cm.

A variagdo média de sua altura nesse intervalo é, portanto,
150-50
5

=20 cm/ano.

Isso significa que a &rvore cresceu 20 cm a cada ano, em média.
Nesse exemplo, o intervalo corresponde a 5 anos e a unidade de
intervalo, a um ano. A funcdo que descreve o crescimento da ar-
vore varia 20 cm, em cada intervalo de 1 ano.
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Observe que a taxa média de variacao pode ser entendida
como uma velocidade. Assim, no exemplo anterior, pode-
mos dizer que a velocidade de crescimento da arvore foi de
20 cm ao ano.

Exemplo 2. Um carro, inicialmente no quilémetro 100 de uma
rodovia, chega ao quilémetro 200 apds 2 horas de viagem. A va-
riagdo média da posi¢ao do carro durante a viagem é, portanto,

200100 _ < 4 n/m.

Isso significa que a cada hora, o carro percorreu, em média, 50 km.
Podemos dizer que a velocidade do carro foi de 50 km por hora
ou, mais precisamente, que a funcao que descreve a posicao do
carro, cresceu a taxa média de 50 km por hora.

A taxa de variacdo média de uma funcdo que descreve a
posi¢ao de um mével num dado intervalo de tempo, é a ve-
locidade média do mével.

Exemplo 3. Para atingir o seu destino em duas horas o carro do
exemplo anterior, teve que percorrer em média 50 km em cada
hora de viagem. Isso ndo significa que de fato em cada instante
da viagem a velocidade do carro foi sempre igual a velocidade
média. Ela pode ter variado, ou seja, o carro pode ter acelerado
em alguns momentos e desacelerado em outros. Suponha que ini-
cialmente no quilémetro 100 o carro estava parado e portanto sua
velocidade era zero km/h no instante inicial e, ao atingir o quilo-
metro 200, duas horas depois, sua velocidade é 100 km/h. Nesse
caso, a aceleracdo média do carro nestas duas horas de viagem é

100-0 (km/h)
2 (h)

=50 (km/h)/h = 50 km/h>.

Portanto, a fungao que descreve a velocidade do carro cresce, em
média, 50 km/h, a cada hora.
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A taxa de variacdo média de uma func¢dao que descreve a
velocidade de um mével num dado intervalo de tempo, € a
aceleracao média do mével.

Na definicdo (5.1), tome b —a = h. Entao, a taxa de variacao da fun-
cao f:I— R nointervalo [a, a+h]c I pode ser expressa por

fla+h)-f(a)
h

Supondo que f é derivavel em a €/, no limite 7 — 0 obtemos a
derivada de f em a:

f'(a) =1lim

h—0

fla+h)-f(a)
h

Suponha, agora, que f descreve a posi¢ao de um mével em fungao
do tempo ¢ e a =t,. Sabemos da discussao anterior que a velocida-
de média do mével no intervalo de tempo / é dada pela taxa de
variacao média de f'em h. No limite & — 0, podemos interpretar
f'(¢,) como sendo a velocidade do mével no instante ¢,, chamada
entao de velocidade instantdnea do mével.

Temos, entdo, que

A velocidade instantanea v(¢) de um moével no instante 7 € a
derivada da fungao f () que descreve a posicao do mével,
no instante #:

v(t) = f(2) (52)

O conceito de aceleragao instantanea é introduzido da mesma for-
ma. Temos:

A aceleracgao instantdnea a(t) de um mével no instante ¢ € a
derivada da funcao velocidade v(¢):

a(t)=v(t). (5.3)
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Como v(t) = f'(t), e vI(t) = f7'(¢), segue que a aceleragao ins-
tantanea é a derivada de 2* ordem da funcdo posicao:

a(t) = f"(1). 54

Exemplo 4. A posicao de um mével (em metros) no instante ¢ é
dada pela fungao s(t) = 4¢> + 3¢ — 5. Vamos calcular a sua velocida-
de no instante ¢, =2 segundos. Derivando a fungao s(t) obtemos
s'(t) =8¢ +3. Portanto, a velocidade do mével no instante ¢, =2 é
v(2)=5'(2)=19m/s.

Exemplo 5. Vamos obter a aceleragao do mével do exemplo ante-
rior no instante ¢ =2. A aceleragdo em um instante ¢ qualquer é
obtida derivando-se a funcao velocidade v(¢) = s'(¢) = 8¢ + 3. Obte-
mos a(t) =8 m/s’.

5.2 Maximos e Minimos de
uma Funcao
Definicao 5.2 Dada a fungao f':/ - R, um ponto x, € I é chama-
do de:
i) ponto de maximo absoluto da fun¢ao quando
f(x)< f(x,) paratodo xel; (5.5)
ii) ponto se minimo absoluto da fungao quando
f(x,) < f(x) paratodo xe/; (5.6)

iii) ponto de maximo local (ou relativo) quando (5.5) é satisfei-
ta em algum subintervalo aberto de / contendo x,.

iv) ponto de minimo local (ou relativo) quando (5.6) é satisfeita
em algum subintervalo aberto de / contendo x,.

O valor f(x,) é chamado de méaximo ou minimo, absoluto ou
local, conforme o caso. Observe que um ponto de maximo ou mi-
nimo absoluto também é um ponto de maximo ou minimo local.
O contrario ndo é necessariamente verdadeiro. Os maximos e mi-
nimos de uma fungao sao também chamados de extremos.
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A derivada de uma fungdo nos seus pontos de maximo ou mini-
mo tem uma propriedade, dada a seguir, que auxilia na determi-
nagao desses pontos.

Teorema 5.1. Seja f uma funcado derivével em x,. Se ftem um ma-
ximo ou minimo local em x,, entdao f"(x,)=0.

Exemplo 6. A funcio f(x) = x°, x € (-1, 1), tem derivada f"(x) = 2x.
Em x=0, a funcdo tem um minimo absoluto e f”(0)=0.

Observagoes

* O teorema afirma que, se a funcao f é derivavel em
um ponto onde hd um méximo ou minimo da fungao,
entdo neste ponto f'=0. Esta é uma condigao necessa-
ria, mas nao suficiente para ocorréncia de maximo ou
minimo no ponto. Veremos a seguir exemplo de uma
funcao cuja derivada se anula num ponto onde nao ha
um maximo nem um minimo.

* Outro caso possivel de ocorrer é aquele onde uma
fungao nao é derivavel num dado ponto. No entanto,
nesse ponto ha um maximo ou minimo. Veremos um
exemplo disso a seguir.

Exemplo 7. A funcdo f(x)=x’, x € R, é derivavel em todo seu do-
minio e f'(x)=3x".Em x=0, '(0)=0 mas a f nao tem maximo
nem minimo nesse ponto. Veja a figura 2.5, do capitulo 2.

Exemplo 8. A funcado f(x) = x*3, xeR, é derivavel em todo x#0
onde f'(x)= % A funcdo f possuium minimo no ponto x =0

%/;

pois f(x)>0, para todo x, e ndo existe a f”(0).
Definicao 5.3. Dada a fungao f(x), um ponto x, € Dom(f’) é cha-
mado de ponto critico da fun¢ao quando:

i) f nao é derivavel em x, ou

ii) f éderivavel em x, e f'(x,)=0.
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Exemplo 9. A fungdo f(x)=x’-3x’, xeR, é derivavel em todo
xeRe f'(x)=0 em x=0 e x=2, que sao os unicos pontos cri-
ticos da funcao.

Exemplo 10. A fungao f'(x) = (x — 1)*3, x e R, ndo é derivavel em
x =1. Nesse caso, este é o tinico ponto critico.

5.3 Teoremas de Rolle e
do Valor Medio

Teorema 5.2. (Teorema de Rolle). Seja f :[a, b] - R uma fungao
continua. Supondo que f é derivavel em (a,b)e f(a)= f(b), exis-
te pelo menos um x, € (a, b) onde f'(x,)=0.

O teorema de Rolle garante a existéncia de pelo menos um
x, €(a, b) onde f"'(x,)=0. Mas pode haver mais de um ponto no
intervalo com esta propriedade. Confira o exemplo a seguir.

Exemplo 11. O polindmio f(x) = x’ —4x é uma funcéo continua e
derivével para todo xe R, e f(2)= f(-2)=0. O teorema de Rolle,
entdo, garante a existéncia de um x, € (-2, 2) onde f'(x,)=0.De

fato, f'(x)=3x’-4=0 em x, = —i, mas também em x, =

2
V3 V3
O teorema de Rolle tem uma interpretacao geométrica sim-
ples que é a seguinte. Lembre-se que a derivada de uma fun-
¢ao num ponto x, € igual ao coeficiente angular da reta tan-
gente ao grafico da fun¢do no ponto (x,, f(x,)) . Se f'(x,) =0,
isso significa que a reta tangente no ponto (x,, f(x,)) é para-
lela ao eixo x.

Teorema 5.3 (Teorema do Valor Médio). Seja f:[a, b] > R uma
funcao continua. Supondo que f é derivavel em (a, b), existe
X, € (a, b) onde

J(b)~f(a)

S(x) = g (5.7)

O matematico francés
Michel Rolle(1652-1719)

foi um autoditada em
matematica. Em 1691
publicou Démonstration
d'une méthode pour
resoudre les egalitez de tous
les degrez, que continha o
teorema que leva seu nome.

Fonte: http://cwx.prenhall.
com/bookbind/pubbooks/
thomas_br/chapter1/medialib/
custom3/bios/rolle.htm
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Observacgoes

* Quando f(a)=f(b), o teorema do valor médio implica
f'(x,) =0 para algum x, €(a, b), que é o resultado do teo-
rema de Rolle.

* O teorema do valor médio tem uma interpretacao fisica que
é a seguinte:

Se f(¢) descreve a posi¢ao de um mével no intervalo de tem-
po [a, b], entdo em algum instante ¢, € (a, b), a velocidade
instantanea do moével em =1, € igual a velocidade média
do mével no intervalo [a, b]. Isso significa que, se um carro
viaja a velocidade média de 60 km/h, entdo, pelo menos em
um momento durante a viagem, a velocidade (instantanea)
do carro foi precisamente 60 km/h.

* Geometricamente, o teorema afirma que existe pelo menos
uma coordenada x, € (a, b) tal que a reta tangente ao gra-
tico da func¢do no ponto (x,, f(x,)) ¢é paralela a reta que
passa pelos pontos (a, f(a)) e (b, (b)), como indica a figura
a seguir:

(a. 1 (@) (b,f (b))

Figura 5.1

Exemplo 12. Verifique que as fungoes seguintes tém f'(x,)=0
para algum x, no intervalo dado, mas alguma hipétese do teore-
ma de Rolle nao é satisfeita.

a) f(x)=x",xe[-1,4]

1
, xe[-2, 2
) [ ]

b) f(x)=
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Resolucdo:

a) A funcdo ¢ continua em [—1,4], ¢ derivavel em (-1,4) e tem
derivada nulaem x=0 mas f(-1)=1=# f(4)=16

b)Emx=0, f'(0)=0,e f(—2)=f(2)=%,mas [-2, 2] & Dom(f)
pois —1 & Dom(f) e 1¢& Dom(f).

O exemplo acima mostra que nao vale o reciproco do teorema de
Rolle.

Exemplo 13. Verifique se as condi¢es do teorema do valor mé-
dio sdo satisfeitas pela funcdo f(x)=x"+3x>-5em [-1,2]. De-
termine os pontos desse intervalo onde se verifica a afirmacao
do teorema.

Resolucdo: A funcdo € um polindbmio e como tal satisfaz as hipote-
ses do teorema e f'(x) = 3x” + 6x. Queremos determinar x,, tal que

oy JS@)-f(=D
S(x) = 2-(-1) .

Ou seja, 3x, +6x, = 6. Obtém-se x, = ~1++/2.

5.4 Funcoes Crescentes
e Decrescentes

Definicao 5.4. Dada uma fungao f:/ - R, diz-se que

i) f écrescente nointervalo / quando dados x,,x, € I, quais-
quer, com x, <x,, tem-se que f(x,)< f(x,);

ii) f é decrescente no intervalo / quando dados x,, x, €1/,

quaisquer, com x, < x,, tem-se que f(x,)> f(x,).

O seguinte teorema estabelece um critério para determinar-se
onde uma funcao é crescente ou decrescente:

Teorema 5.4. Seja f(x) uma fungdo derivavel no intervalo (a, b).

a) Se f'(x)=0 em (a, b), entao f(x) é constante em (a, b);



b) Se f'(x)>0 em (a, b), entdo f(x) é crescente em (a, b);

o) Se f'(x)<0 em (a, b), entdo f(x) é decrescente em (a, b).

Exemplo 14. A funcao f(x)=x"—3x’, xR, tem derivada
f'(x)=3x" —6x=3x(x-2).

Portanto, f'(x)=0 quando x<0 ou x>2 e f'(x)=0 quando
0<x<2. A funcao é crescente nos intervalos (—©,0) e (2, +x)e
decrescente no intervalo (0, 2) . Confira o gréfico abaixo.

y
A

Ve

Figura 5.2

5.5 Critérios para Determinar
Extremos de uma Funcao

A seguir apresentaremos uma condicao suficiente para a existén-
cia de méximo e minimo.

Teorema 5.5. Seja f:/ - R uma funcdo derivavel em / exceto,
talvez, num ponto critico x, € /. Se existir a < x, e b > x, tal que

i) f1(x)>0, Vxe(a, x,), e f'(x)<0, Vxe(x,, b), entdo f tem
um méximo local em x,; ou

i) f'(x)<0, Vxe(a, x,),e f'(x) >0, Vx e (x,, b) entdo f tem um
minimo local em x,.
Exemplo 15. A funcado f'(x) = (x — 1)*3, x € R, é derivavel em todo o

2
dominio exceto no ponto x, =1. Mas f'(x) = g(x —1)"3<0, em todo

159




x<le f'(x)>0em todo x >1. A funcgdo f'é decrescente em (-, 1)
e crescente em (1, ); logo, f tem um minimo absoluto em x, =1.

Um outro critério para determinar extremos de uma funcao apli-
ca a segunda derivada.

Teorema 5.6. Seja f':/ — R uma funcao derivavel em todo x e/
sendo / um intervalo aberto e x, € / um ponto critico de /. Se
existir f"(x,), e:

i) f"(x,)<0 entdo x, é ponto de maximo local

ii) f"(x,) >0 entdo x, é ponto de minimo local

Exemplo 16. Determinar os pontos de maximos e minimos locais

da funcao f(x)=2x" +§x3 -8x%, xeR.

Resolucdo: Temos f'(x)=8x"+8x” —16x =8x(x+2)(x—1) e
f'(x)=0emx, =0,x,=1e x;, =-2.Logo, x=0, 1, =2 sdo pontos
criticos. Como f"(x) =24x+16x—-16, obtemos f"(0)=-16<0,
f"1)=24>0 ¢ f"(-2)=-96<0.

Portanto, pelo critério anterior, x, =0 € ponto de maximo local
enquanto que x, =1, -2 sdo pontos de minimo.

5.6 Concavidade e
Pontos de Inflexao

Definicao 5.5. Seja f': 1/ - R uma fungao continua no intervalo /
e derivavel em x, € /. Diz-se que o gréfico da f(x) tem concavi-
dade positiva (negativa) em x, quando existe uma vizinhanga V'
deste ponto, isto é, um intervalo aberto contido no intervalo 7 e
que contém x,, tal que para todo x eV o grafico da funcao esta
acima (abaixo) da reta tangente ao ponto da curva com abcissa x,.

Um critério para se determinar a concavidade de uma fungao é
dado pelo seguinte teorema:

Teorema 5.7. Seja f uma funcado derivavel até segunda ordem no
intervalo / e suponha que em x, €1, f"(x,) # 0. Nesse caso,



i) se f"(x,)>0,0 gréficoda f tem concavidade positivaem x,;

ii) se f"(x,) <0, 0 grafico da f tem concavidade negativa em x,.

Definicao 5.6. Um ponto do dominio de uma fungao f, no qual f
é continua, é chamado de ponto de inflexao quando neste ponto a
fungdo muda de concavidade.

Exemplo 17. Analisar a concavidade das fung¢des
a) f(x)=3x>-2x+1, xeR;
b) f(x)=x"-3x+6, xeR.

Resolucéo:

a) Temos que f'(x)=6x-2 e f"(x)=6>0, Vx. A funcio tem
concavidade para cima em todo o seu dominio.

b) f'(x)=3x"-3 e f"(x)=6x+8 quando x>0 e f"(x)<O0
quando x <0.

Portanto, a fungao € concava para cima em (0, o) e concava para
baixo em (—oo, 0). A funcdo muda de concavidade em x =0, entdo
este € um ponto de inflexao.

Teorema 5.8. Seja f uma fungdo derivavel até segunda ordem
num intervalo / e suponha que x, € / € a abcissa de um ponto de
inflexao do grafico da /. Entao, f"(x,)=0.

O teorema 5.8 d4 uma condicdo necessaria porém nao suficiente
para que x, seja um ponto de inflexao da £ Nao basta que f"(x,) =0
em algum x, para que (x,, f(x,)) seja um ponto de inflexao.

Exemplo 18. A funcdo f(x)=x", xe[-1, 1], cujo gréfico
é mostrado na figura 5.3, tem f'(x) =4x’ e f"(x)=12x".

Em x=0, f"(0)=0, f"(x) >0, para todo x.

O gréfico tem concavidade sempre para cima. Portanto,

Figura 5.3

apesar de termos f"(0)=0 a fun¢do ndo tem ponto de
inflexao.
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1
Exemplo 19. A fungao f(x)=x?, xR, tem derivadas primeira
2 23
e segunda f'(x) =§x e f(x) =—§x 3, ambas definidas para

todo x#0. A fungao festa definida em x=0 e f(0)=0 mas nao
f' e f". Para sabermos se em x=0 h4d um ponto de inflexdo,
note que f"(x) >0para x<0 e f"(x)<0 em x>0; logo, f'é conca-
va para cima em (-, 0) e € concava para baixo quando (0, «). Em
x=0 o grafico da /" tem um ponto de inflexao.

5.7 Esboco de Graficos de Funcoes

Os critérios anteriores para determinar-se os extremos de uma
funcao, onde ela cresce ou decresce, a concavidade e os pontos
de inflexao constituem ferramentas importantes que auxiliam no
esbogo do gréfico da fungao, como veremos no exemplo a seguir.

Exemplo 20. Esboce o gréfico da fungdo f(x)=x(x+2)’, xeR.
Resolucao: A funcdo € um polindmio, logo € uma funcdo continua
e derivavel em seu dominio. Em x =0 e em x =-2 temos f(x)=0.

O grafico da f* toca o eixo x nos pontos (0, 0) e (=2, 0). Temos
que f(x) =+ quando x -+ e f(x) > —oco quando x — —oo.

A primeira e sequnda derivadas da f sdo:

fF'(x)=3x"+8x+4 e f"(x)=6x+8.

Temos que f'(x)=0 em x1=—§ e x,=-2. Nesses pontos,

S"(x)=4>0¢ f"(x,)=—4<0.Logo, x, € ponto de minimo lo-
cal e x, € ponto de maximo local.

Também, f'(x)>0 para x>—§ ou x<-2 e f'(x)<0 para

2 ,
—2<x<—§. A funcdo, entdo, € crescente em (—oo, —2) €

2
(_E’ +oo] e decrescente em (—2, —gj

Para x>—§,tem—se f"(x)>0ce, parax<—§, tem-se f"(x)<O0.
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O grafico da funcdo € concavo para cima em (—£,+oo) e para
baixo em (—00, _Ej O ponto x=—§ ¢ abcissa de um ponto de
inflexdo do grafico.

Com essas informacoes, podemos esbocgar o grafico da f:

y

-2 -4/3 0 -23

ol -32/27

Figura 5.4

5.8 Problemas de Maximizacao
e Minimizacao

O calculo da derivada tem aplicagao concreta em problemas onde
precisa-se determinar quando uma determinada funcao tem seu
valor maximo ou minimo. Esta fun¢do pode descrever o volume
de uma caixa, a velocidade de um movel, etc.

Exemplo 21. Pretende-se fazer uma caixa de papelao a partir de
uma lamina retangular de 1 metro de largura e 2 metros de com-
primento, recortando-se quadrados iguais em cada canto da la-
mina para obter os lados da caixa, como mostra a figura. Qual
o comprimento dos lados dos quadrados para que o volume da
caixa seja maximo?

_____ x T

2m

Figura 5.5
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Resolucdo: Seja x o comprimento do lado dos quadrados a se-
rem recortados. Apos o recorte dos mesmos, a lamina per-
mite fabricar uma caixa de altura x, largura 1-2x e compri-
mento 2-2x. Portanto, o volume como uma funcdo de x ¢

Vi(x)=x(1-2x)(2-2x)=2x—6x>+4x", onde x e [O, %} i

Temos que V' '(x) =2 —12x+12x* =0, com x =

3-3
X=—-

6

3+ﬁ¢[o, 1}
6 2
e[o, ﬂ e V"(x) =—12+24x.

3-3
6

Como V"[

3-3
x:
6

J<0, segue que 0 volume ¢ maximo quando

metros.

5.9 Regras de L'Hospital

A seguir apresentamos algumas regras para o calculo de limites

. . . . 0 o
associados a indeterminagoes do tipo 0 0.0, 0—00, 1%, o’
o0

e 0°. Estas regras baseiam-se no célculo da derivada e sdo chama-
das de regras de L'Hospital.

A) Indeterminacdes do Tipo % e .
f ()
(

Considere o limite lim

X—a

,onde g(x) # 0 para x # a, nos casos

1) f(x)>0e g(x) >0 quando x > a

2) f(x) > e g(x) > o quando x > a

Regra 1. Nos casos 1) e 2), calcule f'(x), g'(x). O limite esta dado

Como limf '(x).
= g'(x)

Se a indeterminacao continua, isto é, f'(x) e g'(x) satisfazem 1) e

2), calcule f"(x)e g"(x) e limf ) .
x—a g"(x)

Guillaume Francois Antoine,
Marqués de L'Hépital (Paris,
1661 - Paris, 2 de Fevereiro
de 1704) foi um matematico
francés. E principalmente
conhecido pela regra que
tem o seu nome para
calcular o valor limite de
uma fragdo cujo numerador
e denominador tendem para
zero.

Fonte: http://pt.wikipedia.
org/wiki/Guillaume_
Fran%C3%A7ois_
Antoine_|'"Hospital
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E assim por diante. A regra, € claro, pressupde que as fungdes f
e g sao derivaveis.

Exemplo 22. Calcular:
2
2) 1im3 69 ) fim
x—0 4x x>0 o
Resolucao:

a) A indeterminacéo ¢ do tipo % Aplicando a REGRA 1,

i S0 (6x) Mim (sen (6x)) Mim 6 cos(6x)
x—0 4x x—0 (4x)' x—0 4

= s, limcos(6x) = E
4 x—0 4

b) A indeterminacéo ¢ do tipo f. Pela REGRA 1,
o0

2 2\1
.X . (x . 2x
lim—= hm( ) =lim .
X—>0 ex X—>0 (ex)' X—0 ex

A indeterminacdo continua. Aplicando a regra uma segunda vez,

limz—x = lim@ = limi =0.
X—>0 ex X—>0 (ex)' X—>0 ex

B) Indeterminacao do Tipo 0.«

Ocorre quando se considera limites da forma lim f(x)- g(x), no
caso f(x)—>0 e g(x) >, quando x —a.

S(x)

Regra 2. Escreva lim f(x)- g(x) =lim = = ou

g(x)
lim £(x)- g(x) = lim = £ (1x) ,
f(x)

. . .. .0 0
obtendo assim as indeterminagdes n ou —.
o0

Aplique entdo a regra 1.



Exemplo 23. Calcular

lim Kl - ﬁj tg x} (5.8)
x%% 4

Resolucdo: Este limite é da forma indeterminada 0 - oo. Aplicando
a regra 2, temos que (5.8) é igual a:

1-2x), -2
4 & 2500 x

lim =lim

P 1 ) P -1 P T
2 R 2 ) 2
tg x sen’x

C) Indeterminacdo do Tipo «-c.

Ocorrem no calculo do limite lim[ f(x)—g(x)] com f(x)—>x e
g(x) > o0 quando x > a.

Regra 3. Para calcular o limite, escreva:

lim[ f'(x) — g(x)] =lim g(x)[f(x) - 1}
x—a x—a g(x)
em seguida, aplique a regra 2.

Exemplo 24. Calcular

lim( 2 —L). (59)

2
o x =1 x-1

Resolucdo: Nesse caso, ocorre a indeterminacdo da forma oo—oo.
Pela regra 3, (5.9) é igual a

este ultimo limite é da forma «-0.
Aplicando a regra 2, obtemos

2 [2_1)

lim| +*+—— |= lim~—- L =——,
x—1 x—1 x—1 (x_l)' 2
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As demais indeterminacdes 1, «” e 0’ ocorrem no calculo de

lim(f (x))* ) quando, para x —> a, tem-se:
1) f(x)>le g(x)> o
2) f(x)>0e g(x)—>0

3) f(x)>xoe g(x)—>0

Regra 4. Nos casos acima, tome o logaritmo natural como segue:

In(lim( £'(x))*™) =limIn( £ (x))*"” e aplique uma das regras ante-

riores.
Exemplo 25. Calcular
1
1) 1in3(1+x)x 2) lim x*
x—> x—0"
Resolucao:

1) A indeterminacgdo neste limite é da forma 1. Pela regra 4,

mln(1+x)n

1 1
ln{lim(l + x)"} = limln((l + x)"j =i
x—0 x—0 x—0 X
. .0
que ¢ do tipo o Pela regra 1,

1 ,
ln[lirr(}(l+x)"] G Cuk)) T

x—0 X x>0 1+ x

1
Invertendo o logaritmo: lin8(1+x)x =e.
X—>

2) Este limite é da forma 0°. Pela regra 4,

In( lim (x)") = lim In(x)* =lim x-In(x), que € do tipo 0- e pode
x—0* x—0" x—0"

.1 ) ¥ .
ser calculado como lim n(x) _ lim —*— = lim(-x) =0 usando

x—>0" x—0" x—>0"
aregra 1.

Portanto, In(lim x*)=0 e lim(x")=1.
x—0* x—0"



5.10 Formula de Taylor

Seja f :1 — R umafuncdo n vezesderivavele x, € I .Opolindomio
" (n)
T (xi0) = £ )+ £ )= i)+ o e L ey s10)

é chamado de polinémio de Taylor, de grau #, de f no ponto x,.

Exemplo 26. Calcule o polindmio de Taylor 7,(x;0) de grau
n=1,2,3dafuncdo f(x)=e", x€ R, no ponto x, =0.

Resoluciio: A derivada de ordem n da f(x)=e" é £ (x)=e¢",
n=1,2,.. (Verifique!). Portanto, em x=x,=0, f”(0)=1e
T (x; 0)=1+x
2

X
T, (x; O):1+x+5

2 3

X X
T (x; 0)_1+X+E+§'

Os graficos desses 3 polindmios e o da funcdo e* estdo dados na
tigura abaixo:

<—y=¢'

%y: T3(X)

<= Tz(x)
%y:Tl(x)

0,1
X
[y= T
Figura 5.6

E interessante analisarmos, agora, a diferenga

R,(x: %)= f(0)~T,(x; x,) (5.11)



para termos uma idéia de como os polindmios de Taylor aproxi-
mam a fungdo f(x)=e". A diferenca R, é chamada de erro da
aproximacao.

Comparando os gréficos percebe-se que para um valor de x fixa-
do, por exemplo, x =2, R, > R, > R;, o erro diminui quando o grau
do polindmio aumenta. Por outro lado, quando o valor de x é
tomado cada vez mais préximo de x, = 0, o erro também diminui,
qualquer que seja o grau do polinémio.

O seguinte teorema permite tirar conclusdoes bem gerais sobre o
erro R, (x; x,), que se comete quando uma fungao f* é aproximada
por T,(x; x,) para quaisquer 7 e Xx,.

Teorema 5.9. Seja f:/ - R, uma funcdo n+1 vezes derivéavel
com derivadas continuas em / e sejam x, x,, € /. Existe um nime-
ro ¢ no intervalo de extremos x, e x tal que

S =T,(x; %)+ R, (x, %) (5:12)
onde
_ ") nl
Rn (x, XO) —m(x—xo) (513)

Além disso, se ‘ f (”“)(c)‘ <K, K>0,entio

K
<
(n+1)!

n+l

: |x = x, (5.14)
_ n+l

Como lim X~ %

e (n+1)!

tende a zero quando o grau n é tomado cada vez maior.

=0 segue que, fixado um ponto x, o erro

Exemplo 27. Seja f(x) = In x, x > 0. Determine o polindmio de Taylor
de f'de grau 3, no ponto x, = 1. Em seguida, calcule um valor apro-
ximado para f(1, 1) e avalie o erro cometido na aproximacao.

Resolucao: Temos que f(1) = 0 e as derivadas de f até ordem 4 sdo:

F10) === £ =1
X
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1
S (%)= = f'=-1
Gy 2 31y =
A (X)—?:f =2
) 6 )
FOm === f=-6.
Portanto, T;(x, 1)=(x—1)—5(x—1) +§(x—1) .
Tomando x =1,1 , obtemos:
1 2, L
T,(1,1; 1)=(O,1)—5(0,1) +§(O,1) =0,09533 e
In(1,1) = 0,09533+ R,(L,1; 1), onde
R A (O PV (3 )
R3(1915 1)_ 4' (191 1) - 4c4
para algum ponto ¢ entre 1 e 1,1.

Portanto, se aproximarmos In(1,1) pelo valor 0,09533 o erro que
(0.)*

se comete é |R3| < =0,000025, pois ¢ >1. Esse erro é muito

pequeno e s afeta o valor da aproximacdo a partir da 5° casa

decimal.

Vamos ver se vocé estd compreendendo os contetidos deste capitulo?
Resolva os exercicios a seguir.

Exercicios Propostos
1) Um carro desloca-se em linha reta obedecendo a funcao po-
sicdo f(t)=t"+cost, t>0.
Determine:
a) sua velocidade em funcao de .
b) sua aceleragcao em fungao de «.

¢) sua velocidade em ¢ =0.
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Resposta:

a) v(t) =4t —sen t.
b) a(t) =12 —cost.
o) v(0)=0.

2) Determine os pontos criticos da fungao f(x)=x*+2x"+4,
xeR.

3) Verifique se as hipéteses do teorema de Rolle sdo satisfeitas
pela funcao f'dada. Determine onde f'(x)=0.

f(xX)=x"-2x"—x+2,xe[-1,2]

2447
3

Resposta: x, =

4) Seja f(x)=x"+1, xe[-3, 3]. Determine x, €[-3, 3] onde

oy JB)-f(3)
S(x0) = 3-(-3) .

Resposta: x, =0

5) Determine os intervalos onde a funcgao é crescente e onde
decrescente: f(x)=senx, x<€[0, x].

Resposta: A funcdo cresce em {0, 1} e

decresce em {?, n]

6) Obter os pontos de méximo e minimo locais da fungao:
f(x)=3x"-8x"—14x*+5, xeR.

7) Determinar os pontos de inflexdo dos graficos da seguinte
funcdo: f(x)=x"-2x"-12x"+12x-5, xeR.

Resposta: (2, —29) e (-1, —26)

8) Esboce o grafico da fungdo f(x)=2x’-6x, xeR.
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9) Verificar os seguintes limites:
a) lim(senx)" =1.
x—0

2 —
b) m_ X —4

=2 x* —5x+6

10) Calcule o polindmio de Taylor de ordem » da funcdo

f(x)=§, x>0 no ponto x, =1.

Resumo

As aplica¢Oes da derivada ao estudo de fung¢des sdo muitas, como
vocé verificou ao estudar este capitulo. Iniciamos com uma dis-
cussao sobre o significado da taxa de variagao média de uma fun-
¢ao em um intervalo do seu dominio. Ela pode ser interpretada
como sendo a velocidade média de crescimento da fungao no in-
tervalo. Em especial, se a fungdo descreve a posigao de um mével
no tempo, a taxa corresponde a velocidade média do mével no
intervalo de tempo. Se considerarmos intervalos cada vez meno-
res de tempo, no limite em que o intervalo vai a zero a taxa de
variagao é igual a derivada da fun¢do em um ponto que é igual a
velocidade instantanea do mével. Da mesma forma, a aceleragao
média do movel é igual a taxa de variacdo média da velocida-
de e a aceleracado instantanea é a derivada da funcao velocidade,
ou ainda, a derivada de segunda ordem da funcdo posi¢ao. Em
seguida, vocé aprendeu a aplicar a derivada para determinar os
pontos onde ocorrem os extremos de uma funcao, isto €, aque-
les pontos do dominio da func¢do onde ela assume seus maiores
ou menores valores relativos. Nesses pontos, se a funcao for de-
rivavel, sua derivada é igual a zero. Temos assim uma maneira
de achar os pontos que sdao candidatos a serem pontos extremos:
determinando onde a derivada é igual a zero. Alguns exemplos
mostraram no entanto que essa informagao nao é suficiente. O co-
nhecimento de onde no dominio a fungao é crescente ou decres-
cente auxilia a determinar maximos e minimos de uma funcao.
Essa informagao pode também ser obtida através da derivada. A
fungao é crescente em cada intervalo onde a derivada é positiva
e é decrescente em cada intervalo onde ela é negativa. Portanto,



para certificar-se de que um ponto onde a derivada se anula, ou nao
existe, é suficiente verificar se no ponto a derivada da fun¢ao muda
de sinal. Vocé certamente aprendeu que outro critério importante é o
da segunda derivada. Supondo que ela existe e a primeira derivada
se anula num dado ponto, entdo esse ponto é ponto de minimo (ma-
ximo) se a segunda derivada é positiva (negativa) neste ponto. Essas
informagdes sobre os pontos onde uma funcao cresce ou decresce,
onde tem seus pontos de maximo ou minimo auxiliam a esbogar o
grafico da fungdo. O esbogo, € claro, sera mais preciso se vocé conhe-
cer sua concavidade e ponto(s) de inflexao. O gréfico é concavo para
cima (para baixo) onde a segunda derivada € positiva (negativa). Os
pontos onde f é continua e a concavidade inverte sao os chamados
pontos de inflexdo. Nesses pontos a segunda derivada, se existir, é
igual a zero; mas, cuidado, pois vocé viu um exemplo onde a segun-
da derivada se anula em um ponto onde a fun¢ao nao tem ponto de
inflexdo. Outras aplicacdes da derivada é em problemas de maximi-
zagao e minimizagao de fungdes e no calculo de limites - através das
regras de L'Hospital - e no calculo de aproximagoes de uma fungao
- através da férmula de Taylor.
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Capitulo 6

Introducao a Integral







0 nome Calculo Integral foi
criado por Johann Bernoulli
e publicado pela primeira
VeZz por seu irmdo mais
velho Jacques Bernoulli em
1690. Veja mais em http://
www.cepa.if.usp.br/
e-calculo/historia/historia
_integrais.htm

Capitulo 6

Introducao a Integral

Desejamos que vocé, neste capitulo, possa, compreen-
der o conceito de integral definida, aplicar o Teorema
Fundamental do Cdlculo para calcular integrais, calcu-
lar a drea da regido do plano compreendido entre duas
curvas, usar as propriedades das integrais, calcular in-
tegrais imediatas e usar o método da substitui¢do para
calcular uma integral.

Nos capitulos 4 e 5 tratamos da derivada e suas aplicagdes. A de-
rivada é um dos conceitos mais importantes do célculo. Outro
conceito também muito importante é o de integral.

Existem dois problemas fundamentais em calculo. O primeiro € en-
contrar a inclinacao de uma curva em um ponto dado e o segundo é
encontrar a drea sob a curva. Vocé viu, no capitulo 4, que o conceito de
derivada esta ligado ao problema de tracar a tangente a uma curva.

Agora, vocé vera que a integral esta ligada ao problema de deter-
minar drea de uma figura plana qualquer. Assim, a derivada e a
integral sao as duas nogoes bésicas em torno das quais se desen-
volve todo o calculo.

6.1 Conceito de Area

Ja sabemos que a integral estd ligada ao problema de determinar
a area de uma figura plana qualquer.

Para isso, motivaremos o entendimento do calculo de area, usan-
do o método do retangulo, de uma regidao R compreendida entre
o grafico de uma func¢do f(x) com valores positivos, o eixo x, em
um intervalo fechado [a,b] conforme figura a seguir.
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Figura 6.1

Talvez o primeiro contato que vocé tenha com o conceito de area
seja a formula 4 = b . h, que da a area 4 de um retangulo como
o produto da base b pela altura /. Logo a seguir vocé tem a 4rea
de um tridngulo que € igual a metade do produto da base pela
altura. Isto decorre do fato de que qualquer tridngulo pode ser de-
composto em dois tridngulos retangulos, e todo triangulo equi-
vale exatamente a meio retdngulo, conforme figura a seguir:

Figura 6.2

Dada a formula 4= %b-h para a area de um tridngulo, pode-se,

encontrar a area de qualquer poligono. A razao é que qualquer
tigura poligonal pode ser subdividida em tridngulos que nao se
superpoem, a drea do poligono é entdo a soma das areas desses
triangulos. Essa abordagem de drea remonta ao Egito e a Babilo-
nia de muitos milénios atrés.

Poligono

Poligono ¢ uma figura ge-
ométrica cuja palavra ¢
proveniente do grego que
quer dizer: poli(muitos) +
gonos(angulos), ou seja, um
subconjunto do plano delimi-
tado por uma “curva” fechada
consistindo em um nimero fi-
nito de segmentos retilineos.
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Os problemas de calcular a drea nao apresentam grande dificul-
dade se a figura plana for um retdngulo, um paralelogramo ou
um triangulo.

A &rea de uma figura plana qualquer pode ser calculada aproxi-
mando a figura por poligonos cujas dreas possam ser calculadas
pelos métodos da geometria elementar.

Isto nos motiva a considerar agora o problema de calcular a
area de uma regiao R do plano, limitada por duas retas verticais
x=a e x=b,peloeixo x e pelo grafico de uma funcao f(x)limitada
e ndo negativa no intervalo fechado [a, b], conforme figura abaixo:

Y

Figura 6.3

Para isso, vamos fazer uma parti¢ao P do intervalo [a,b], isto §é,
vamos dividir o intervalo [a, b] em n subintervalos, por meio

dos pontos x, , X, , Xy, ... , X, | , X; , ..., X,, escolhidos arbitra-

1

riamente da seguinte maneira:

a=x,<x <x,<..<x,, <x<..<x,=b,vejafigura a seguir

Y
Jleg)| S
e
fle)) 1

0] a=x, é, X, c, X, é X, X, 07 x,=b x

Figura 6.4



O comprimento do i-ésimo subintervalo, [x, , , x,] , € dado por
A x, = x,—x,_,. Vamos construir retingulos de base x, - x, , e altu-
ra f(c;) onde ¢, ¢ um ponto do intervalo [x,, , x,].
Da figura acima, temos:

* Ax, =x,—x, base do primeiro retangulo;

* Ax, =x,—x, base do segundo retangulo; ... ;

* Ax, =x,—x,_, base do i-ésimo retangulo; ... ;

* Ax,=x,—x,, base do n-ésimo retangulo e

* f(c) altura do primeiro retangulo;

* f(c,) altura do segundo retangulo; ... ;

* f(c,) altura do i-ésimo retangulo; ...;

* f(c,) altura do n-ésimo retangulo.

Logo, a 4rea de cada retangulo sera:
* Ax, x f(c) area do primeiro retangulo;
* Ax, x f(c,) area do segundo retangulo; ..,
* Ax, x f(c,) area do i-ésimo retangulo; ... ;
* Ax, x f(c,) area do n-ésimo retangulo.
Vocé ja deve ter percebido que, aumentando o niimeros de retan-

gulos pode-se obter uma melhor aproximagao para a area 4 da
regiao R.

Assim a soma das areas dos n retangulos, denotada por S, sera
S =f(c) Ax, + f(c,) Ax, +...4+ f(c,)Ax,

:if(ci)'Axi .

Essa soma é chamada Soma de Riemann da funcao f relativa
a particdo P. Quando n cresce, é “razodvel” esperar que a soma
das dreas dos retangulos tenda a area 4 sob a curva. Deste modo,
definimos a medida da area 4 da regido R como sendo

Bernhard Riemann (1826-
1866), matematico aleméao,
que trouxe contribuicoes
importantes para a

analise e a geometria
diferencial, algumas das
quais abriram caminho
para o desenvolvimento da
relatividade geral.

Fonte: http://pt.wikipedia.org/
wiki/Bernhard_Riemann



Chamamos a atencéo do
leitor para o fato de que

a integral ndo significa
necessariamente uma area.
Dependendo do problema,
ela pode representar
grandezas como volume,
quantidade de bactérias
presentes em certo instante,
trabalho realizado por
uma forca, momentos e
centro de massa (ponto de
equilibrio).

A= lim Z f(c,)-Ax, se esse limite existir. E entdo se diz que a
=1

n—+owo =
1

regido R é mensurével.

6.2 A Integral

A integral estd associada ao limite apresentado acima. Neste item
apresentaremos a definicdo da integral que nasceu com a formu-
lacao dos problemas de &reas e citaremos as suas propriedades.
Ja sabemos que a integral e a derivada, estudada no Capitulo 4,
sao as duas nogoes basicas em torno das quais se desenvolve todo
o Célculo. Conforme terminologia introduzida anteriormente, te-
mos a seguinte definicao.

Definicao 6.1. Seja f(x) uma funcao limitada definida no interva-
lo fechado [a, b] e seja P uma particao qualquer de [a, b]. A inte-

b
gral de f(x)no intervalo[a, b], denotada por J f(x) dx, é dada por

[f@a = tm 3 /) A,

desde que o limite do segundo membro exista.

b
Na notacao j f(x) dx:

e f(x) é chamada fungdo integrando;
. I é o simbolo da integral.

Os ntimeros a e b sao chamados limites de integragao
(@ = limite inferior e b = limite superior).

b
Se j f(x) dx existe, diz-se que f € integravel em [a, b] e geometrica-

mente aintegral representa a area da regido limitada pela fungao f(x),

asretas x=a e x=>b eoeixo x, desde que f(x)>0 Vxe[a, b].

O método de calcular a area, conforme a secgao 6.1 pode ser am-
pliado de modo a incluir o caso em que o limite inferior seja maior
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do o limite superior e o caso em que os limites inferior e superior
sdo iguais, sendao vejamos.

Definicao 6.2. Se a > b, entao
b a
[ ) de = =] £(x) ax
u b
se a integral a direita existir.
Definicao 6.3 Se a=b ¢ f(a) existe, entao J.f(x) dx=0.

Teorema 6.1. Se f(x) é uma fung¢ado continua no intervalo fecha-
do, [a, b] entdao f(x) € integravel em [a, b].

A seguir citaremos algumas propriedades fundamentais da inte-
gral que usaremos no curso.

6.3 Propriedades da Integral

As propriedades da integral ndo serdo demonstradas, pois foge
do objetivo do nosso curso.

P1. Se a fungao f(x) é integravel no intervalo fechado [a, b]
e se k € uma constante real qualquer, entao

j.kf(x)dxz kj-f(x)dx.

a a

P2. Se as fungdes f(x) e g(x) sao integraveis em [a, b], entdo
f(x) £ g(x) éintegravel em [a, b] e

QA C— >

(f() £ g(0)dv = [f(x)dx = [g(x)dx.

P3. Se a<c<b e afungdo f(x) é integravel em [a,c] e em
[c,b], entdo f(x) é integravel em [a, b] e

if (x) dx = j f(x)dx + f f(x) dx.
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P4. Se a funcgao f(x) é integravel e se f(x) >0 para todo x em

[a, b], entdo j Ff(x)dx = 0.

P5. Se as fungdes f(x) e g(x) sdo integraveis em [a, b] e
f(x) > g(x) para todo x em [a, b], entao

'b[f(x) dx > ig(x) dx.

P6. Se f(x) é uma funcao integravel em [a, b], entdo | f (x)| é
integravel em [a, b] e

i f(x)dx| < T| f(x) | dx.

Calcular uma integral através do limite das Somas de Rie-
mann é geralmente uma tarefa ardua. Por isso nosso proxi-
mo objetivo é estabelecer o chamado Teorema Fundamental
do Célculo, o qual nos permite calcular muitas integrais de
forma surpreendentemente facil.

6.4 Funcao Primitiva

No estudo da derivada tinhamos uma fungao e obtivemos, a par-
tir dela, uma outra, a que chamamos de derivada. Neste item,
faremos o caminho inverso, isto é, dada a derivada, vamos en-
contrar ou determinar uma funcgao original que chamaremos pri-
mitiva. Vocé deve observar que é importante conhecer bem as
regras de derivagdo e as derivadas de vérias fungoes, estudadas
no Capitulo 4, para determinar primitivas.

O que acabamos de mencionar nos motiva a seguinte defini¢ao.

Definicao 6.4 Uma funcdo F(x) é chamada uma primitiva da fun-
¢ao f(x)emum intervalo /, se para todo x € [, tem-se F'(x) = f(x).

Vejamos alguns exemplos.
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5
Exemplo 1. A fungao F(x)= x? € uma primitiva da fungado

5x*

f(x)=x*, pois F'(x)= =x* = f(x), para todo x real.

5 5
Exemplo 2. As fungdes T'(x) = x? +9, H(x)= x?_ 2 também sao

primitivas da funcdo f(x)=x", pois T'(x) = H'(x) = f(x).

-3 x

Exemplo 3. A func¢ao F(x)= ¢ _ ¢uma primitiva da funcao

_7. —3x
f(x) = e, pois F'(x)= 3 2 =e ™ = f(x) para todo x real.

1
Exemplo 4. A fungdo F(x)= Jx =x? éuma primitiva da funcao

R

1
E'x% 2\/;_f(x)-

Observagao. Seja / um intervaloem R .Se F:/ - R é uma
primitiva de f: I = R, entdo para qualquer constante real &,
a funcdo G(x) dada por G(x) = F(x)+k é também uma pri-
mitiva de f(x). Se F,G:I — R sao primitivas de f:/ > R,
entdo existe uma constante real £ tal que G(x)=F(x)+k,
para todo x e I.

Exemplo 5. Vocé sabe que (senx)'=cosx. Assim, F(x)=senx é
uma primitiva da funcdo f(x)=cosx e toda primitiva da fungao
f(x)=cosx édotipo G(x)=senx+k para k € R. Assim,

G,(x)=senx+10, G,(x)=senx—50 e G3(x):senx—% ,

sdo todas primitivas da fun¢ao f(x)=cosx, pois
G/(x) = Gy(x) = Gj(x) = cos.x = £ ().

Exemplo 6. Encontrar uma primitiva F(x), da funcao f(x)=
cosx—senx , que satisfaca a seguinte condicao £(0)=0.
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Resolucéo: Pela definicao de fungao primitiva temos F''(x) = f(x)
para todo x €/, assim, F(x) sera uma funcdo cuja derivada sera a
funcao f(x) dada. Logo,

F(x)=senx—(—cosx)+k=senx+cosx+k, pois,
F'(x)=(senx)+(cosx)'+k'

=cosx+(—senx)+0

=cosx—senx = f(x).
Ou seja, F(x)=senx+cosx+k.

Como F'(x) deve satisfazer a condicdo F'(0) =0, vamos calcular o
valor da constante k, fazendo x =0 na funcdo F(x), isto €,

F(0)=sen0+cos0+k=0 = 0+1+k=0 = k=-1
Assim, F(x)=senx+cosx—1.

Portanto, F(x)=sen x+cosx—1¢ uma funcao primitiva de
f(x)=cosx—sen x.

6.5 Teorema Fundamental
do Calculo (TFC)

Esta se¢ao aborda um dos mais importantes teoremas do calculo.

Este teorema permite calcular a integral de uma funcao utilizan-
do uma primitiva da mesma, e por isso, é a chave para calcular
integrais. Ele diz que, conhecendo uma funcado primitiva de uma
funcado f(x) integravel no intervalo fechado [a, b], podemos cal-
cular a sua integral.

As consideragOes acima motivam o teorema a seguir.
Teorema 6.2. (Teorema Fundamental do Calculo). Se a funcao

f(x) é integravel no intervalo fechado [a, b] e se F(x) é uma
funcao de f(x) neste intervalo, entao

[ (o) de=F(b)-F(a).

Costuma-se escrever F(x)[’ para indicar F(b)—-F(a).




O Teorema Fundamental do Calculo (TFC) nao s6 torna o
calculo de integrais mais simples, como também contém em
si a relacdo entre a derivada, o limite e a integral. Isto por-
que o Teorema Fundamental afirma que o valor da integral,

b
J f(x) dx, pode ser calculado com o auxilio de uma funcao

F tal que a derivada de F seja igual a f, possibilitando encon-
trar o valor de uma integral utilizando uma primitiva da
funcao integrando.

Vejamos agora alguns exemplos aplicando o Teorema Fundamen-
tal do Calculo.

2
Exemplo 1. Determinar I x dx.

0
2

Resolucdo: Sabemos que F(x)=% € uma primitiva da funcéo
f(x), pois F’(x):Z%:x:f(x), logo, pelo Teorema Funda-

mental do Calculo, vem

2

fx dr=F(); ==-[=F@)~F(0)

—F@-FO) =2-C

2
Portanto, J.x dx=2.
0

3
Exemplo 2. Calcular I (x> +4) dx.
1

3
Resolucdo: Aqui, temos F(x)=x?+4x que € uma primitiva de

2

f(x)=x2+4, pois F'(x):3-x?+4-1:x2+4:f(x), logo, pelo

Teorema Fundamental do Calculo, vem



3
3
[l + 4yar = (x? + 4xj - F3)-F(l)
1
3 3
= 3—+4-3 - 1—+4-1 :(9+12)—(l+4J
3 3 3
=21_(1+12 _,q 13_63-13_50
3 3 3 3

; 50
Portanto, j(xz +4)dx = B
1

3
Observe que podemos calcular a integral .[(xz +4)dx usando as
1

propriedades um e dois da integral e o teorema fundamental do
calculo, o resultado serd o mesmo, de fato,

i(xz +4)dx:j.x2dx+j.4 dx = ixz dx+4jdx
1 1 1 1

1

3 3
_26+24 _ 50
3 3’

r 50
Assim, j(xz +4)dx = 3

1

Portanto, usando propriedades da integral e o TFC chegamos ao
50

3
mesmo valor no calculo da integral .[ (x* +4) dx que é
1
4

Exemplo 3. Calcular J‘L dx .

PN

Resolucdo: Sabemos que F(x) = \/; € uma primitiva de

f(x)= ﬁ pois F'(x) = ﬁ = f(x), logo pelo TFC, temos

4 \
!m dv=vx|i = F@)-F() =J4-J1=2-1=1.
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1

Portanto, dx=1.

—e—
By

2

4
Exemplo 4. Calcular a integral J- f(x) dx, onde
0
x*, se 0<x<2

2x, se 2<x<4

f(X)={

Resolucdo: Pela propriedade 3 da integral, temos

[f@ydx = [£(0)dx + [ £(x) dx. Como
;‘(x)=x2 par; 0<x< 2 é f(x)=2xpara 2<x< 4,vem

4 4
If(x) dx = Ixz dx + | 2x dx
0 2

0

3
= §—oj+2-(8—2):§+2-6
3 3
_ 8, 8%36_44
3 3 3

4
Portanto, j () dxz?.
0

Vamos conferir se vocé estd acompanhando tudo até aqui? Considerando
os estudos feitos até o final deste item e resolva os exercicios propostos.

Exercicios Propostos

7T—x, sex<2

3
1) Calcular a integral dx ond - '
) Calcular a integra .([f(x) x onde f(x) {x+3, sex>2

2) Determinar o valor das seguintes integrais aplicando o Teo-
rema Fundamental do Calculo.



2 3
a) I(x2+5)3-2xdx. b) J.(x+cosx) dx .
0 0
, i
) I(x3—6x+8)dx. d) J.seczxdx.
0 0
2
e) Ie" dx .
0
Respostas:
35
1) —.
) 2
.7-[2
D) a) 1484. b) Z-+1.
21
—. d 1.
Q) 2 )
e) e —1.

Nesta segiio vocé teve a oportunidade de perceber se entendeu o significado e
a importincia do Teorema Fundamental do Cdlculo. S6 prossiga apés resol-
ver 0s exercicios propostos acima, pois tudo que veremos a seguir depende do
conceito trabalhado neste item.

6.6 Integral Indefinida

Sabemos que a derivada é um dos conceitos mais importantes
do Calculo. Outro conceito também muito importante é o de In-
tegral. Existe uma estreita relagao entre estas duas idéias. Assim,
nesta segao, sera apresentada a defini¢ao de integral indefinida e
explicada sua relagdo com a derivada.

Acreditamos que vocé ja esta preparado para a defini¢do a seguir.

Definicao 6.5. Seja fuma funcao integravel em [a, b]. Toda fun-
¢do G:[a, b] >R definida por G(x)= [ f() dt+k onde k é uma

constante, € chamada integral indefinida da funcao /.



Observacao: Se F' é uma primitiva de f em [a, b] entdo, pelo
TEC, aintegral indefinida de f é

G(x) :If(t) dt+k=F(x)-F(a)+k=F(x)+C,
onde C =k —F(a) é chamada constante de integragao.
Assim, se F' é uma primitiva de f a integral indefinida de f é
dada por G(x) = F(x)+ C que representa a familia de todas as pri-

mitivas de f.

A integral indefinida de f'é também representada por J f(x) dx.

Em sintese, quando a fungao f possui primitiva temos:

1) j f(x)dx=F(x)+C < F(x)=f(x).

2) j f(x) dx representa uma familia de fungdes, isto €,
a familia ou o conjunto de todas primitivas da fungao
integrando.

d d d
3) ([ r@dx)=—-(F@)+CO)=—-F(x) = F(x) = f (x).

b
Para reforcar a diferenca entre I f(x)dx e I f(x) dx, dizemos

b

também que a integral de f, I f(x) dx, é a integral definida de .
Vejamos alguns exemplos da parte 3 apresenta anteriormente.

d
Exemplo 1. Como d—(sen x)=cosx temos I cosx dx=senx+C

x

d 4 3 3 4
Exemplo 2. Como d—(x ) =4x” temos J.4x dx =x"+C.

x

Exemplo 3. Como —(\/—)_ \/7 temosj . dx=~lx+C.



Exemplo 4. Como di(tg x) =sec’ x temos jsecz xdx=tgx+C.
x

d 1
Exemplo 5. Como E(arc tg x) = i temos

Il > dx=arctgx+C.
+x

d(3 2 2 2 3 3

Exemplo 6. Como —| = x* |=x? temos Ix3 de=—=x*+C.
dx| 5 5

Estes exemplos confirmam o que foi provado na parte 3 acima.

No que segue, ao nos referirmos a I f(x) dx admitiremos sempre

que f possui primitiva.

6.7 Propriedades da
Integral Indefinida

Sejam f(x) e g(x)fungdes reais integraveis definidas no mesmo
dominio e C uma constante real. Entao:

P1. [C- f(x)dx=C [ f(x)dx.

P2. j( f(x)+g(x))dx = j F(x) dx+ j 2(x) dx.

6.8 Integrais Imediatas

Neste item apresentaremos a tabela de integrais imediatas para
que, aplicando as propriedades da integral indefinida, vocé possa
calcular uma integral imediata de uma funcao.

6.8.1 Tabela de Integrais Imediatas

Daremos agora algumas férmulas de integrais simples e imediatas.
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Usando as propriedades da integral e a tabela de integrais imediatas,
vamos através de alguns exemplos calcular a integral de fungoes.

Exemplo 1. Calcular j (7x* +sec’ x) dx .
Resolucéo: Das propriedades da integral indefinida e da tabela de
integrais imediatas, temos
J‘(7x4 +sec’ x)dx =7 Ix“ dx + Isecz x dx

= I7 xtdy + J.secz x dx

4+1

_72
4+1

+C +tgx+C,

5

X
=7—+ tgx+C, +C,,
5
onde C, e C, sdo constantes arbitrarias.
Como asoma C, + C, € uma nova constante arbitraria, vocé es-

5 xS
creve C;, + C,=Cevem7 x?+tgx +C o+ C2:7?+tgx+C.

5
Portanto, J'(7x4 +sec’ x) dx = 7%+tgx+C.

Sempre que vocé tiver uma soma de duas ou mais integrais
indefinidas, escreva apenas uma constante para indicar a
soma das varias constantes de integracdo.

Exemplo 2. Calcular I [3 e’ +L— sen xj dx .

X

Resolucao: Das propriedades da integral, vem

I[.” e +L—senxj dx
4 x

= j3exdx + J.%de—jsenxdx
=3~J.exdx+I%%—J.senxdx

=3~J.e"dx +%J-%—J.senxdx
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=3e" + % ln|x|—(—cos x) + C

=3¢ + % In |x| + cos x + C.
(Pelas formulas de integrais).
.1
Portanto, J-(3 e +4——sen xJ dx
x
= 3¢ +iln |x| + cosx + C.

Exemplo 3. Calcular (3 e’ +L— sen x} dx .

4 x

,;;‘g'.—..q\;l

Resolucdo: Pelo exemplo 2 acima e pelo T.F.C., temos

3
(3 e’ +L—senxj dx = (36" +%ln|x|+cos xj

4 x

B |y

5
LA | 7T | 7T 7T
3e’+—In|—|+ cos —|—|3e*+— In [+ cos —
4 2 4 4 4
=/3e’+—In |-+ 0]|- 3eZ+lln an ﬁ
4 4 2

2
Portanto, j(.% e +L—sen xj dx
h

X
_3lercet |4 mEomE —ﬁ.
4 2 4

4
Exemplo 4. Calcular .[(3/; + x)dx .
1

4 !
Resolugao: Como I(%/;+x)dx=_|.[x2 +x]dx, aplicando as pro-
1

1

priedades da integral e o T.F.C., temos
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3 4
2

4 il 1 2
I(%/;+x)dx=j X2 4x |de=| 224X
1 1 3 2

1

3 3
2 2 2 2 2

24_+4_ _ 21_+1_ — 2 64+£ _ 24_1
3 2 3 2 3 2 3 2

16 2 1 16+24 4+3) 40 7 73
—+8 |- =+=|= - =———=—.
SRR R A o R

4
Portanto, I(%/; + x)dx = 7_63
1

Vocé conseguiu acompanhar o contelido estudado até aqui? Para saber,
procure resolver os exercicios, propostos abaixo, de fungdo primitiva e
integral.

Exercicios Propostos
1) Determinar a fun¢do primitiva F(x) da fun¢dao f(x), onde:

a) f(x)=5x"+7x+2.

b) f(x) = x*.

9 f) = ——.
X VX

d) f(x) = Lpara x>1.
x—1

o) f(x) = ',

2) Encontrar uma fungdo primitiva F(x) da funcdo f(x) dada,
que satisfaca a condicgdo inicial dada, onde:
a) f(x) = 2senx + cos x—% x* tal que F[%j:—%.

b) f(x) = x%+ x tal que F(1) = %

¢ f(x)=secx-tgx+cosx tal que F(%)zl



d) f(x) = xIx+ ¢ tal que F(0) = 2.

e) f(x) = 2cosec’ x—sec’ x+cos x tal que F(%)=2.

3) Calcular as integrais

a) Icotgzx-sec2xdx. b) J(x—2)2-(x+2)2dx.
_L
-3 ¢ x3+2
0 j(r +7' —cost)dt. d) | o dx.

2 1
e) J.COSGC X x. f) J.(x3 +x° +1)dx.
sec x !

(cos x+2 sen x)dx .

g

O [ q

Respostas:
55 7,
Da) Fx)==—x +—x"+2x + K,
3 2
b) F(x)=—4x"" +K,
0 F(x)==2x"+K,

d) F(x)=In (x-1)+K,

e4x

e) F(x) = + K

3 J'L'3

2) a) F(x):—ZCosx+senx—x—+K e K=—1,
6 384

1 2

b) F(x) = 3x3 + %+K e K=-3,

3

c) F(x) = sec x +senx + K e K:_T'

7

d) F(x) = %x3+ & +KeK=lI,

e) F(x)=—2 cotgx— tgx +senx + K e K:2+¥.

3)a) —cotg x+C,



5
X

b) = — §x3+16x+C,
5 3
_ 2 ‘
+
2 In 7
1

dlnx+6x +C,

0

—sent+C,

e) —cossecx+C,

19
f 7
) 12

V2

Os exercicios propostos nesta segio contribuirdo para amadurecer 0s con-
ceitos que acabamos de apresentar. As propriedades apresentadas nesta
secdo serdo utilizadas durante o curso. Por este motivo, é extremamente
importante que vocé tenha resolvido corretamente a maioria deles. Caso
encontre alguma diivida nos exercicios, releia o item acima com atengio
e tente resolvé-los novamente.

Vamos estudar a sequir uma técnica para calcular a integral de uma fun-
¢do conhecida como Integragdo por Substituicdo ou Mudanga de Varidvel.

6.9 Integracao por Substituicao

Veremos nesta se¢do uma técnica utilizada com o objetivo de de-
senvolver o cdlculo de integrais de fungdes que possuem primiti-
vas. A esta técnica damos o nome de integracdo por substituigao
ou mudanga de variavel.

Suponha que u é derivavel em [a, b], f uma funcdo para a qual
a composta fo u estd definida, f'e f(u(x))-u'(x) integraveis, e F

uma primitiva de fem u([a, b]). Entao, pelo Teorema Fundamen-
tal do Calculo tem-se:

[ £@)-u'(ydx =] F' (u(x))-u (x)dx = [ (F o) (x) .
= (Fou)(x)),

= F(u(x))|;=F(u(b))~ F(u(a))
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u(b) ' u(b)
= J.F(u)duz_[f(u)du.
u(a) u(a)

u(b)

Portanto, J. f(u(x))u'(x)dx = I fw)du.

u(a)

Para a integral indefinida, tomando x €[a,b] tem-se

u(x)

[f@@)w@di= [ fa)du

u(a)

ou na notagao sem os limites de integragao

[ o) wxydx = fdu.

Note que interpretando du e dx como diferenciais tem-se
du =u'(x) dx e as férmulas de mudancga de variaveis tanto na in-
tegral definida como na indefinida se tornam “naturais”.

Na prética, vocé deve escolher uma fungdo u = u(x) conveniente,
de tal forma que a integral obtida seja mais simples.

Vejamos agora alguns exemplos de como determinar a integral de uma
fungdo aplicando a técnica da mudanga de varidvel ou substituigdo e
usando a tabela de integrais imediatas, na secio 6.9.1.

Exemplo 1. Calcular a integral I(xz +5)° - 2xdx.

Resolucdio: Fazendo a substituicdo de x> + 5 por u na integral
dada, vem u = x* + 5. Como a diferencial de u é du =u'dx, te-
mos du =2 x dx.

Agora, vamos em '[(x2+5)3-2xdx. substituimos  x° + 5
por u e 2x dx por du e temos

4
u

J.(xz +5)° -2xdx=Iu3du :T+C.

4 2 4
Como u=x>+5 temos u—+C:M+ C.
4 4
2 4
Portanto, J-(x2 +5) - 2xdx = (G



1
Exemplo 2. Calcular I(xz +5)2xdx .
0

b u(b)
Resolucdo: Sabemos que jf(u(x))~u'(x)dx: _[ f(u)du.

a u(a)
Como a funcdo integrando € a mesma do exemplo 1, fazemos a
mesma escolha para u, ou seja, u = x> +5. Assim temos

du=2xdx , u(0)=0"+5=5 e u(l)=1"+5=6 .

Pelo exemplo acima e pelo T.FC., temos:

1 u(l) 6 40
j(x2+5)3 2xdx = I u3du:ju3du =—
0

u(0) 5 5

6" 5 1296 625 671

4 4 4 4 4

1
Portanto, J.(xz +5) 2xdx = % :
0

3x% dx
1+x°

Exemplo 3. Calcular j

Resoluciio: Fazendo a substituicio de 1 + x* por u na integral
dada,ou u = 1 + x°, vem du =3 x* dx.

2
Agora, vamos em I 31x_cfx
+x

3x’dx por du e temos

substituimos u =1+x’ por u e

2
| 3X |+
I+x u

Como u =1+x7, temos ln|u|+C=1n|1+x3|+C.

3 x% dx
1+x°

Portanto, I :1n|1+x3|+C.

2
Exemplo 4. Calcular o valor da seguinte integral j 7 x dx .
0

Resolucdo: Fazendo a substituicdo u=x> vem du=2x dx,

%ﬂ dx, u(0)=0 e u(2)=4. Logo
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j7 X dx—uT)T’

u(0)

du

1.200
In7

2400
2In7

~ 1.200
In7"

2
Portanto, I7xzx dx

Exemplo 5. Calcular _[

6+9x>

Resolucdo: Na integral dada temos
dx

+(3x)2

I16+9x _I4M322 2142

1

u

4

1

" 2In7

0

2In7

aqui a=4eu=3x.Assim, u=3x e du=3dx ou dx=

. d
Agora, vamos a integral dada Il6—x

(7 =7

lafu.
3

9, , substituimos 3x por u e
X

du e temos

dx
j16+9x2

1
dx por —
P 3

X
=I¥+on2

1
4 +u*

(1 u)
Pois | — arctg — | =
(4 4)

Como u =3x, temos % arc tg%+C=1i arc tg3—x+C.

Portanto, I Ty
=+

L arc tg3—+C
12 4



Exemplo de Aplicacao. Suponhamos que a velocidade de uma par-
ticula movel seja dada pela fungao v(r) =30-2¢m/s. Determinar a
func¢do que fornece a distancia percorrida em x segundos e a dis-
tancia que ela percorre entre os instantes ¢ =0 e ¢ =20 segundos.

Resolucdo: Para determinar a funcdo distancia, sabemos que
s(t) t
V(1) =% e assim a diferencial de s é ds =v(¢)dt e J. ds = jv(t) dt.
5(0) 0
t t 20
= jv(t) dt = s(t)= j v(t) dt = s(20) = j w(t) dt =

0 0 0

s(t)

Slo

20

$(20)= [ (30-20)dt = (30:—2%) = F(20) - F(0)

0
(30-20-20%)—(30-0-0%) = (600 —400) — (0 —0) = 200 — 0 = 200,
ou seja, s(20)=200.

Logo, a distancia s(20) percorrida € 200 metros.

Para calcular a distancia total percorrida, sabemos que a velocida-
de pode ser positiva se v >0 e negativa se v<0. Para a velocida-
de positiva, temos:

v=30-2¢t>0 = 30>2¢t = %>t = 15>t ou t<15.

Assim, a velocidade sera positiva nos primeiros 15 segundos do
movimento, isto €, no intervalo [0,15].

Logo,
15 tz 15
v>0 = I(30—2t)dt=[30t—2-3) = F(15)- F(0)

0

0

=(30-15-15%)—(30-0-0%) = (450 -225)—(0—0) = 225
Assim, a particula percorre 225 metros para frente.
Para a velocidade negativa, temos
v=30-2¢t <0 = 30-2t<0 = 30<2t = %q =
15< ¢t ou t>15.

Assim, a velocidade sera negativa apos 15 sequndos do desloca-
mento e no maximo 20 segundos, isto € no intervalo [15, 20].

Logo,

201




202

20

= F(20)- F(15)

15

20 t2
v<0 = J‘(30—2t)dt:(301—2-3j
15

=(30-20-20%)—(30-15-15%)
= (600—400) — (450 —225)= 200 — 225 =—25.

Portanto, a particula percorre 25 metros para tras, com uma dis-
tancia total de 250 metros.

Vamos verificar se vocé compreendeu a técnica de integracio de uma
fungdo aplicando o artificio de mudanga de varidvel?

Exercicios Propostos

1) Determinar o valor das integrais abaixo.
R,
(7-5x)
1
b) |— dx.
) [
) Icos(7t —m)dt.

d) J-\/x2 -2x* dx.

dx
) I X +3
3
f) J.cos3x sen x dx.
0
445
Int
g) I dt .
L
Poox
h) dx .
'([ x*+1
Respostas:
1) a) 2 C b) -t + C .

———+C.
5(7-5x) X
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3

Q) % sen(7t—m)+C. d) %1(1—2x2)2+C.
e)garctg %+C. f)%
g) %-(1114)2. h) V10 -1,

Vamos ver agora alguns exemplos de aplicagdo da Integral na Fisica, tais
como, 0 movimento uniformemente acelerado e o modelo de queda livre.

6.10 Movimento Uniformemente
Acelerado

Consideremos que s(t) é a fungdo que indica a posicao de uma
particula que se move ao longo de um eixo s, no instante ¢. Entao a

velocidade instantanea é dada por v(t) =s'(¢) = ds ou % =v(t)
- dv dv
e a aceleragdo é dada por a(t)=v'(t) = o ou o a(t).

Tem-se a partir das férmulas apresentadas acima que s(¢) € uma
primitiva de v(¢) e, por sua vez, que v(¢) é uma primitiva de a(?).

De fato, de % =v(t) temos que a diferencial de s(t) é ds = v(¢) dt.

Logo,

s(1) t s(t) t

I a’s:J.v(r) dr =s :J-v(r) dr =
s(t) ty s(ty) ly
s(t)—s(t,) = j v(r) dr =

s(t)=s(t,)+ j.v(r) dr )

v(t) t
E,ﬂ:a(z):sdv:a(z)dt:s j dv:J‘a(r)dr:>
dt v(ty) ty
v(n) t
v :ja(r) dr = v(t)—-v(t,)) = J.a(r) dr =

v(ty) fo Lo
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v(t)=v(t,))+ j.a(r) dr 2

Como exemplo, vamos supor que a particula tenha uma acelera-
cao constante a(t)=a, s=s, quando t=0 e v=v, quando =0
onde s, e v, sao conhecidos.

Pela equagao (2), temos
t t t
V(1) :v(0)+Ia(r) dr =v, +J.a dr=v,+ aJ.dr =v,+a r‘;zvo +at,
0 0 0

ou seja,
v(t)=v, +at 3)

Agora, pela equagao (1), temos

t
r

s(t):s(0)+jv(r) dr:s0+j(v0+a r)dr=s0+(v0 r+a 5 ]

ly )

tz at2
s@)=s,+[| v t+a3 - v, t0+7O ,como ¢, =0, vem

s(t)=s,+V, t+%at2 @)

)

Resumindo, temos o seguinte resultado: Se uma particula
move-se com uma aceleracao constante, ao longo de um eixo
s, e se s, ev, forem, respectivamente, posigao e velocidade
no instante ¢ =0, entdo as fung¢des posigao s(¢) e velocidade

1
v(¢) da particula sdo s(t) = s, + v,t +5at2 e v(t)=v,+at.

Para justificar o fato mencionado anteriormente, vejamos um exemplo:

Exemplo: Suponha que uma nave espacial intergalactica usa vela
e “radiacdo solar” para produzir uma aceleragdo constante de
0,032 m/s* Supondo que a velocidade da nave é de 10.000 m/s
quando a vela é desfraldada pela primeira vez, até onde viajara a
nave em uma hora e qual serd a sua velocidade?



Resolucdo: Vocé introduz um eixo s cujo sentido positivo esta
no sentido do movimento e escolhe a origem coincidente com a
posicao da nave em ¢t =0 quando a vela ¢ desfraldada. Assim, para
o0 movimento uniformemente acelerado as formulas acima podem
ser aplicadas com s, =5(0)=0, v, =v(0)=10.000 ¢ a=0,032.
Como uma hora corresponde a 3600 sequndos, tem-se, usando (4)
que em uma hora a nave percorre a distancia de

5(3.600) =10.000- (3.600) + % -(0,0320)- (3.600)°

= 36.207.400 metros
e a partir de (3) tem-se , que apos uma hora, a velocidade é de:
v(3.600) =10.000+0,032-3.600 =10.115 m/s.

Portanto, quando a vela é desfraldada pela primeira vez, em uma
hora a nave percorre a distancia de, aproximadamente, 36.207.400
metros e apos uma hora a sua velocidade sera de, aproximadamen-
te, 10.115 m/s.

Vejamos agora uma outra aplicagdo da integral na Fisica.

6.11 Modelo de Queda Livre

Vamos supor que um objeto se move sobre um eixo s, cuja origem
estd na superficie da Terra e cuja direcao positiva € para cima,
suponha que no instante ¢ =0 a posicao e a velocidade sejam, res-
pectivamente, s, e v, .

E um fato da Fisica que uma particula, movendo-se sobre uma
reta vertical préoximo da superficie da Terra, sujeita somente a for-
¢a de atracdo da gravidade, move-se com aceleracdo constante,
denotada pela letra g, aproximadamente igual a 9,8 m/s?.

Lembre-se que uma particula estd aumentando a sua rapidez
quando a velocidade e a aceleracdo tiverem o mesmo sinal, e di-
minuindo quando tiverem sinais opostos. Assim sendo, como
vocé escolheu a dire¢do positiva para cima, tem-se que a acele-
racao a(f) de uma particula em queda livre é negativa para to-
dos os valores de ¢. Para vocé ver porque é assim, observe que
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uma particula subindo (velocidade positiva) esta diminuindo a
rapidez, logo a sua aceleracdo deve ser negativa. Uma particula
descendo (velocidade negativa) estd aumentando a sua rapidez,
portanto a sua aceleragao deve ser negativa. Assim, vocé conclui
que a =a(t)=-g e deste modo, tem-se a partir de (3) e (4) que as
fungdes posicao e velocidade de um objeto em queda livre sao

s(t)=s,+V, t—%gl‘2 ev(t)=v,—gt.

Para justificar o que foi mencionado acima, vejamos o seguinte
exemplo.

Exemplo 1: Uma bola é atirada diretamente para cima com uma
velocidade inicial de 49 m/s, a partir de um ponto a 8 metros do
solo. Supondo que o modelo de queda livre se aplica, até onde
chega a bola?

Resolucdo: Como a distancia esta em metros, vamos considerar
g=9,8 m/s’.

Inicialmente, tem-se s, =8 metros e v, =49 m/s; assim, a partir
de (3) e (4), temos

s(t)=8+49 t—%9,8 t?=8+49t-4,9¢ e v(t)=49-9,8 ¢.

A bola subira até que se tenha v(¢) =0, ou seja,

0=49-9,8¢t = 9,8¢t=49 = t:%:S ou t =35 segundos.

b

Neste instante, a altura acima do solo sera de:
s(5) = 8+49.5-4,9-5* =130,5 m.

Portanto, a bola chega até uma altura de 130,5 metros.
Veja agora mais exemplos de aplicacdo da integral na Fisica.

Exemplo 2. A velocidade, num instante ¢, de um corpo em movi-
mento é dada por v=at, onde a é uma constante. Se a posi¢ao do
corpo é s, no tempo ¢ =0, determinar a distancia (s) como uma
funcao de ¢.
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Resolucdo: A velocidade v € a derivada da distancia s em relacdo

: ds «
ao tempo ¢, ou seja, v:d—z a t. A resolucdo do problema con-
t

. . ds
siste em resolver a equacio 7 =at, s=s,,quando t=0.
t

De é=at, tem-se ds =at dt.

s(1) t r2’ pe
Logo, I ds=.[a rdr ou s(t)—s, :a7 =a—.

5(0) 0 0

Portanto, a solucédo do problema ¢é s(¢) = s, +a?.

Exemplo 3. Determinar a posi¢ao s como fungao do tempo ¢ a par-
. . d. .
tir da velocidade v dada por v ij. Calcular a constante de inte-

gracao de modo que s = s, quando ¢ = 0, para as seguintes fungoes.
1) Seja v=21t+1.

Resolucdo: Como a velocidade v € a derivada de s em relagdo a ¢,
. ds
ou seja, —=v ecomo v=2t+ 1, temos §:2t+1.
dt dt

De ? =2t+1, tem-se ds = (2t +1)dt.
t

t

s(0) t 5
Logo, I ds =I(2r+l)dr ou s(t)—s(to):(2%+r]

(1) 0

0

s, + (2 +7)|) =5, +17 +1, ou seja,

s@)=1"+t+s,.
Portanto, a solugfio do problema é s(t) =t> +t+s,.

2) Seja v= (1> +1)°.

Resolugéo: Como ? =vev=(+1)’, temos % = (> +1).

De % = (> +1)° tem-se ds = (¢* +1)’dt .
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s(t) t t
Logo, [ ds={[(*+1)dr=[(*+2r* +D)dr ou
0

s(ty) 0

P’ P £ 13
s =st))+| —+2—+r || =5, +—+2—+¢.
(1) =s(t,) (5 3 ]0 ot 23

5 3
Portanto, a solucdo do problema é s(¢) = g+2 ?+t+s0.

6.12 Aplicacoes da Integral Definida

O objetivo desta segio é que vocé compreenda algumas aplicagoes da
integral definida em problemas de Fisica, tais como o Trabalho e a Forga.

6.12.1 Trabalho e Forca

Imagine que vocé esteja dentro de seu veiculo e o mesmo este-
ja atolado numa estrada ndo asfaltada. Quando ele é empurrado,
voceé sabe que a velocidade atingida por ele, para sair desta situa-
¢ao desagradével, depende da forca f com a qual ele é empurra-
do e da distancia d, durante a qual a forga é aplicada. Sendo meu
caro aluno, para resolver este problema chame um guincho! Isto
nos motiva a seguinte definicao.

Definicao 6.5. Se uma forca constante f (em Newton, N) for apli-
cada na dire¢ao do movimento do objeto, e se esse objeto move-se
a uma distancia d (em metros) entdo define-se o trabalho W (em
Joule, J) realizado pela forga sobre o objeto como sendo

W=f-d (1)

Exemplo: Um objeto move-se 25 metros ao longo de uma reta,
enquanto sujeito a uma forca constante de 4 N, na dire¢do ao seu
movimento. O trabalho realizado sera

W=£f.d=4-25=100N-m=100J .

Definicao 6.6. Suponha que um objeto se move no sentido positi-
vo ao longo de um eixo coordenado no intervalo [a,b], enquanto
sujeito a uma forca varidvel f(x) que é aplicada na diregao do
movimento.



(Robert Hooke, Fisico inglés,
1635 - 1703)

Entdo, define-se o trabalho W realizado pela forca sobre o objeto

b
como sendo W = I f(x) dx.

A Lei de Hooke estabelece que, sob condigdes apropriadas, uma
mola esticada em x unidades além do seu comprimento natural
puxa de volta com uma for¢a f(x)=k x onde k é uma constante
(chamada de constante da mola ou rigidez da mola). O valor de
k depende, por exemplo, da espessura da mola e do material do
S ()
X
de forga por unidade de comprimento.

qual é feita. Uma vez que k = , a constante £ tem unidades

Para aplicar a Lei de Hooke, vejamos alguns exemplos.

Exemplo 1. Uma mola exerce uma for¢ca de 5 - N quando esticada
1 metro além do seu comprimento natural. Calcular:

a) a constante £ da mola;

b) quanto trabalho é necessario para esticar a mola 1,8 metros
além do seu comprimento natural?

Resolucédo: Vocé tem que f(x)=5N quando x =1 metro.

a) A partir da Lei de Hooke, f(x)=k-x,vem 5=k-1 = k=5,
ou seja, a constante da mola é k£ =5 Newtons por metro (N /m).
Isto significa que a for¢a f(x) necessaria para esticar a mola em
x metros € f(x)=5-x.

b) Colocando a mola ao longo de um eixo coordenado, veja figura
a sequir:

0 1.8 x

Figura 6.5
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Vocé quer encontrar o trabalho W necessario para esticar a mola
no intervalo de x=0 a x=1,8, logo o trabalho necessario é:

=5.1,62=8,1

Portanto, o trabalho necessario para esticar a mola no intervalo de

x=0ax=1L8¢éde81 J.

Exemplo 2. Calcular o trabalho realizado por um forca de inten-
5

sidade f(x)=— Newton, aplicada formando um angulo de 45°
X

com a horizontal (eixo x) ao deslocar um mével (ao longo do eixo
x) do ponto de abscissa x =4 m ao ponto de abscissa x =8, con-
forme figura abaixo.

! T X

4 8

Figura 6.6

Resolucdo: Observe que o deslocamento € realizado pelo compo-
nente de f paralelo ao eixo x, que tem intensidade,

532 52 521

x)-cos45° =
/) x 2 2x 2 x

Assim, o trabalho sera:



W:jﬂgdx:ﬂ.jidx
Y 20X 2 ax
52 fax 52
A L
2 9 x
zﬂ-(ln8—1n4):ﬂ-ln%
32102 o0 w3202

Portanto, o trabalho realizado é % In2 Joules.

6.13 Calculo de Area
Entre Duas Curvas

Nesta secao abordaremos uma das aplica¢des da integral definida.
Comecaremos com a aplicacao que motivou a defini¢ao deste impor-
tante conceito matemadtico — a determinagdo da 4rea de uma regiao
R do plano, que estudamos na secao 6.1. Outras aplicagoes da inte-
gral definida, tais como, calcular volumes, comprimento de gréficos,
areas de superficies de sélidos de revolu¢ado, momentos e centro de
massa, etc., vocé estudard na Disciplina de Calculo 2, aguarde!

Vamos considerar sempre a regido que estd entre os graficos de
duas funcoes.

Suponhamos entao que f(x) e g(x) se-
jam fungdes continuas no intervalo fecha-
do [a,b] e que f(x) = g(x)para todo x em
[a,b]. Entdo a 4drea da regido limitada acima
por y = f(x), abaixo por y = g(x) a esquer-
da pelareta x =a e a direita pelareta x=5,
conforme ilustra a figura 6.7, é

Q -

Figura 6.7

A=[(f(x)-g(x)) dx.

[ T T,
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Quando a regido nao for tao simples como a da figura 6.7, é neces-
sario uma reflexao cuidadosa para determinar o integrando e os
limites de integragao. Segue abaixo um procedimento sistematico
que podemos seguir para estabelecer a férmula, utilizando os se-
guintes passos:

Passo 1. Vocé faz o grafico da regido para determinar qual
curva limita acima e qual limita abaixo.

Passo 2. Vocé determina os limites de integracao. Os limi-
tes a e b serdo as abscissas x dos dois pontos de intersecao
das curvas y = f(x) e y = g(x). Para tanto iguala-se f(x) e
g(x), ou seja, faz f(x)=g(x) e resolve-se a equagao resul-
tante em relacao a x.

Passo 3. Calcule a integral definida para encontrar a drea
entre as duas curvas.

Apresentaremos alguns exemplos de cilculo de drea entre duas curvas.

Exemplo 1. Determinar a drea da regiao limitada entre as curvas
y=f(x)=x+6e y=gx)=x".

Resolucdo: Utilizando o procedimento sistematico apresentado
acima, temos os sequintes passos.

Passo 1. Esboco da regido

Figura 6.8



Bhaskara viveu de 1114 a
1185 aproximadamente,
na India.Veja mais no site
http://pet.mtm.ufsc.br/
biobha.html

A K

Passo 2. Para encontrar os limites de integracdo fazemos
f(x)=g(x),isto ¢, x+6=x" ou x*>=x+6, que fornece
X —x-6=0.

Pela formula de Bhaskara encontramos as raizes da equacdo acima,
x=-2 e x =3, que serdo os limites de integracao.

Observe, pelo grafico acima, que x + 6 > x°, para todo x em
[_273] .

Passo 3. Calculando a area da regido limitada por y = f(x) =
x+6ey =g =x> em [-2,3] temos:

A=[(f(x)-g(x) dx

3

i[(x+6) x* | dx j(x+6 %) dx

-2

[326333J ((2) 62(2)J
L, \2 3 2 3
= 2+18_9j_(2_12+§j
2 3
- 2+18—32j—(i—12—_—8)
2 2 3

(o) (o3 (5905

27 =22 27+22 81+44 125

2 3 2 3 6 6

A= j;[(x+6) x]dx I(x+6 x)dx—%

Portanto, a area limitada por y = f(x) = x + 6 ¢

y=g(x)=x"em [-2,3] ¢é % unidades de area.
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Exemplo 2. Determinar a area da regido limitada por y = f(x) =4
ey=g(x)=x".

Resolucdo: Utilizando o procedimento sistematico apresentado
acima, temos os seguintes passos.
Passo 1. Esboco da regido, como mostra a figura 6.9.

Passo 2. Para encontrar os limites de integracdo fazendo
F(x)=g(x), temos, 4=x> ou x*=4. Logo, x=+/4 = £2, ou
seja, x, =—2 e x, =2.

Assim, a=-2 e b=2.

Passo 3. A drea da regido limitada por y=f(x)=4 e
y=g(x)=x",em [-2, 2] sera:

A=[(f(0)-g)) dv

- :2[(4—x2)dx = (4x—x?3j|f2

:(4.2_%_(4,(_2)_(—;)3]
(a2

_g-3,5 8 15-0.8 1610
3 3 3 3 Figura 6.9

2
=48 16:2 ou A= J.(4—x2)dx=2.
3 3 it 3

Portanto, a area limitada por y=f(x)=4 e y=g(x)=x" em

[-2,2] é % unidades de area.

Exemplo 3. Determinar a area da regido limitada por
y=f(x)=8-x"e g(x)=x".

Resolucdo: Temos os seguintes passos.

Passo 1. Esboco da regido, como mostra a figura 6.10.
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Passo 2. Para encontrar os limites de integracdo, fazemos
f(x)= g(x),isto &, 8—x> = x* que fornece 8=2x" e
x,=-2 ¢ x,=2.Assim,a=-2 e b=2.

Passo 3. A area da regido limitada por

y=f(x)=8—x" e g(x)=x" sera

A=[(f()-g() dx = [E-x" -2 dx

2

=j(8—2 X )dx =(8 x—2%3J|32

-2

2 ) [g.0y_0.
(82 2 3j (8(2) 2 j
:(16—2-§j—(—16—2-_—8j

3 3

(16——] ( 16 + —] —16-18 110
3 3

=32-2- 16
. 3
Figura 6.10 —32—2 _26-32 =ﬁ , ou
' 3 3 3

_ 2 2 2 _64
A—J._Z(S—x —xh)dx ===

Portanto, a area limitada por y= f(x)=8-x" e g(x)=x" em

[-2,2] €& 63—4 unidades de area.

Exemplo 4. O gréfico da figura 6.11 mostra as
curvas velocidade x tempo para dois carros de
carro 2 . . .
! corrida, movendo-se em pista reta, partindo do
| . repouso alinhado. O que representa a area en-
' carro .
tre as curvasnointervalo 0 < ¢t < T?

Resolucdo: Néo ¢ dificil de observar, pelo grafico ao

lado, que v,(¢) >v,(¢) para todo £ em [0,7]. Logo, a
area A entre as duas curvas sera

Figura 6.11
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T

Azj(vz(t)—vl(t)) dt = [v,() dt- fvl(t) dt .

0

T

A primeira integral, Ivz(t) dt, € a distancia percorrida pelo Carro 2
0

e a segunda integral, IOTvl(t)dt ¢ distancia percorrida pelo Carro 1.

Portanto, a area 4 entre as duas curvas € distancia que o Carro 2
esta a frente do Carro 1 no tempo T .

Consideremos agora a area da figura plana limitada pelo grafico
de f(x), pelas retas x=ae x=b e 0 eixo x, onde f(x) é uma
funcao continua sendo f(x) < 0, para todo x em [a, b], confor-
me figura 6.12.

y
a b
0 X
J)
Figura 6.12

O calculo da éarea 4 é dado por

A =

4

jj‘f(x) dx

ou seja, basta vocé calcular a integral definida e considerar o moé-
dulo ou valor absoluto da integral definida encontrada.

Vejamos alguns exemplos:

Exemplo 1. Determinar a drea limitada pela curva y= f(x)
=x"—5x,0eixoxeasretas x=1 e x=3.

Resolucdo: Temos os seguintes passos.

Passo 1. Esboco da regido, como mostra a figura 6.13.

Passo 2. Os limites de integracdo sdo a=1 e b=3.



! 1|,5 2| 2|,5 3 Passo 3. A area limitada pela curva y = f(x)=x>-5x oeixoxe
X asretas x=1 e x=3 sera:
-1
3 3 2 3
-2 A= (x* =5x)dx|=| =—-5-—
fit-sma-| 555
-3
3 2 3 2
-4 - 3__5.3_ - 1__5.1_
3 2 3 2
-5
(27 s.2) (1 5.1
-6 4 3 2)\3 2
Figura 6.13 B 9_£ _(l_é ~ 18_45)_ Z_ISJ
2 3 2 2 6
(-27] (-13) |-27 13
= _ = +_
2 6 ) 12 6
|81 +13| |-68] |- 34
6 | lel ]3]
‘ -34
ou seja, A= I(xz —-5x)dx :‘T
1
Logo, 4= ﬁ :ﬁ unidades de area.
3 3
Portanto, a area limitada pela curva y = f(x) =x> —5x oeixox e
4 .
asretas x=1e x=3 ¢ 3? unidades de area.
Exemplo 2. Encontrar a 4rea da regido limitada pela curva
y=f(x)=senx e peloeixoxde 0 a2m.
y
Resolucdo: Vocé tem os seguintes passos.
a Passo 1. Esboco da regido, como mostra a fi-
gura 6.14.
Passo 2. Para determinar os limites de inte-
, , gracao temos, pelo grafico acima, no inter-
0 X .
/2 T 3n/2 2n valo [0, 7], f(x)=senx>0 e no intervalo
[7,27], f(x)=senx<0.
-1-

Figura 6.14

AW
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Passo 3. A area da regido limitada pela curva f(x)=senx, e pelo
eixox de 0 até 2m sera

2w
j sen x dx

41

T

2m
+(‘— coS X
0

=—COSX

A=jsenxdx+ )

0

=(—cos T — (—cos 0)) + |(—cos 2w — (—cos J'L')|
—=(=D)= (=1 + |-1=(=(=D)
= 1+1+-1-1=2+|-2| =2+2=4, ouseja, A = 4.

Portanto, a area da regido limitada pela curva f(x)=sen x e pelo
eixox de 0 até 2w € 4 unidades de area.

Vamos verificar se vocé compreendeu esta importante aplicagio da inte-
gral definida e, para isto, resolva os exercicios propostos a seguir.

Exercicios Propostos

1) Calcular a 4rea assinalada nas figuras a seguir.

Va5 ]V
3 -
2,5 —
2 —
1,5 —
1 —
0,5 —

[ [
01, 2 3

Figura 6.15

Onde y = f(x) = %
X
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b) s 1V e
4
3
2|
1 —
o s
Figura 6.16

Onde y= f(x)=x+1.

Figura 6.17

Onde y = f(x) = Jx.

2) Determinar a area da regido limitada por y=f(x)=x e
y=gx)=x"-x.

3) Determinar a 4rea da regido limitada por y= f(x)=-x+1,
oeixoxeasretas x=—-2 e x=0.

4) Determinar a area da regido limitada por y=f(x)=x* e
y=g(x)=—x"+4x.
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e e 1 .
5) Calcular a drea da regido limitada por y = f(x) = T , 0 eixo
xeasretas x=1¢ x=4. ¥

Respostas:
52 . (
1)a) 4= m unidades de area,
b) 12 unidades de area,

Q) ? unidades de area.

2) % unidades de area.

3) 4 unidades de area.
8 . [

4) 3 unidades de area.

5) 2 unidades de area.

Resumo

Neste capitulo, vocé estudou como encontrar uma fungao primiti-
va (fazendo a relagao com a derivada), como calcular uma integral
indefinida aplicando suas propriedades e como calcular integrais
imediatas (aplicando as férmulas apresentadas). Além disso, vocé
também aprendeu a calcular uma integral usando a técnica da
substituicao ou mudanca de variavel. Pode compreender, geome-
tricamente, o cdlculo de area de uma regido plana através de re-
tangulos usando a Soma de Riemann e conhecer um dos resultados
mais importantes do Calculo Diferencial e Integral: O Teorema
Fundamental do Célculo e aprender a aplicé-lo.
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