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Apresentacao

Neste livro-texto apresentamos duas partes importantes no es-
tudo das disciplinas de Célculo Diferencial e Integral, que sdo:
cdlculo vetorial e equagdes diferenciais ordindrias.

Na primeira parte — Calculo Vetorial, formada de 6 capitulos va-
mos considerar fungdes cujos valores (imagens) sao vetores. Mos-
traremos como derivar e integrar tais fun¢des. As relacoes entre
as novas integrais, de linha e de superficie, com as integrais de
uma varidvel, dupla e tripla ja conhecidas sao apresentadas nos
trés teoremas importantes do Calculo Vetorial: Teorema de Grenn,
Gauss e Stokes. Esse calculo aproxima-se, entdo, do método pura-
mente geométrico, observando a poténcia do calculo algébrico.

Na segunda parte — Equagdes Diferenciais Ordindrias, formada
de dois capitulos, apresentaremos a defini¢cao e métodos de reso-
lucdo de uma equacao diferencial ordinaria.

Mostraremos ao longo desta parte que uma equagao diferencial é
um tipo de equagao que envolve derivadas de uma fungado e que
sua solucdo é esta funcao. E um assunto com aplicagdes em diver-
sas areas, ao qual daremos énfase as suas aplica¢oes na Fisica.

O contetido deste trabalho é importante tanto como complemento
no estudo do Calculo Diferencial e Integral como base para outras
disciplinas do Curso de Fisica.

Esperamos assim contribuir para a constru¢ao do seu conheci-
mento.

Marcos Henrique Santos Martins

Rosimary Pereira
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Capitulo 1

Funcoes vetoriais de uma variavel

Os valores das fungoes consideradas até aqui sdo niime-
ros reais. Neste capitulo introduziremos fungoes cujos
valores sdo vetores. Exemplo de tal fun¢ido com valor
vetorial é a velocidade, no instante t, de um objeto que
se move no espago. As fungoes vetoriais sdo realmente
importantes por suas aplicagoes a Fisica. As proprieda-
des de limites, derivadas, continuidade e integral sdo
andlogas ao caso das fungoes reais de uma varidvel real.
O presente material deve ser lido cuidadosamente, com
o objetivo de apreciar a importincia dos métodos veto-
riais, aplicando-os aos mais variados fendmenos fisicos
que tratam do movimento de uma particula no espaco.

1.1 Introducao

Definicao 1.1. Seja D < R. Uma fungao vetorial F(t) com domi-
nio D é uma lei que associa a cada nimero t € D exatamente um
vetor F(t).

Uma fungio é uma correspondéncia que associa a cada elemento
de seu dominio exatamente um elemento de seu contradominio.
Se os valores da fungao sao niimeros reais, referimo-nos a funcao
como uma fungdo com valores reais, ou fungdo escalar. Estudaremos
aqui funcdes com valores vetoriais, denotadas por F(t); os valores
dessas fungoes sao vetores.

O contradominio de F(t) consiste em todos os valores possiveis
paratem D.

Na Figura 1.1, o dominio D é um intervalo fechado; entretanto,
D pode ser qualquer conjunto de nimeros reais. Esbocamos tam-
bém o vetor posigao F(t).



Adiante, nao faremos distin¢ao entre o vetor E(t) em R® e seu vetor
posicao OP . Assim, esbocar F(t) significara esbogar OP.

Como as trés componentes de F(t) sdo determinadas univocamen-
te para cada t € D, podemos escrever:
F(t) = f,0)i + f,(t) ]+ f, (K
ou
FO)=((f,0), L0, 1)

emque f,, f, e f; (chamadas componentes de F ) sdo fungoes esca-
lares com dominio D, sendo {i, j,k} a base candnica de R®.

74
P
F
0
y
X
D
- ]
a t b
Figura 1.1

Observacio 1.1. Se a funcdo F(t) assume valores em R?, escre-
vemos: F(t)= f,(t)i+ f,(t)j ou F(t)=((f,(t), ,(t)), em que {i,]}
é a base candnica de R’ Se a funcio F(t) assume valores em R*,
por exemplo, escrevemos F(t)= fl(t)T+ f, t)j+ f, (t)k + f, I ou
F(t) = ((f,(t), £,(t), f,(t), f,(t)). Da mesma forma, se F(t) assu-
me valores em R", escrevemos ﬁ(t) = fl(t)7+ f, (t)]+...+ f, (t)ﬁ ou

F(®) = (.0, f,0),.., f,0)-

Reveja a Secdo 5.2 do livro
de Geometria Analitica.

[R* — Quando vocé for
estudar relatividade, ira
considerar o espaco com
quatro dimensées, sendo
uma delas o tempo, que por
hora sera visto apenas como
uma variavel independente.

R"— Vocé ja deve estar
acostumado a ouvir falar
em Teoria de Cordas — mais
especificamente Teoria

M. Esta, para dar conta

de unificar a Mecanica
Quantica com a Relatividade
Geral, precisa considerar um
espaco no R™.



Exemplo 1.1: Seja
F:[L3] > R®
F(t) = (t+1)i+(t* —4) j+t°k,
esboce F(1) e F(3).
Solucao:
Fazendo t=1e t=3 em F (t) = (t+1)i+ (t?—4)j +t?k , obtemos:
FO)=>A+D)i+(*-4)j+@0)*k=2i-3j+1k =2i—-3j+k =(2,-3,1)

€

FB) =B+1)i+((3)?*-4)j+(B)*k=4i+5j+9k =4i+5j + 9K = (4,5,9).

A Figura 1.2 exibe esses vetores, em que OTD1 representa a imagem
da funciio vetorial F (t) = (t+1)i+(t*?—4)j+t?k para t=1e OP,,
a imagem para t =3. Como pode ser observado, a imagem de cada

ponto t pela F ¢ um vetor E(t). Logo, o conjunto imagem de F ¢
um conjunto de vetores.

Z
9
P,(4,5.9)
F3)
3 | 5
— 0 : y

Figura 1.2




1.2 Curva associada a uma
funcao vetorial

Observemos o seguinte exemplo.

Exemplo 1.2: Seja
G:R>R
G(t)=(9—4t)i +(—4+6t) j+ (3+3t)K .
a) Esboce G(0),G(1) e G(2).

b) Descreva graficamente o conjunto imagem de a(t) .

Solucao:
a) Fazendo t=0,t=1et=2 em,
G(t) = (9—4t)i + (—4+6t) j+ (3+3t)k
obtemos:
* G(0) = (9-4(0))i + (—4+6(0))  + (3+3(0))k =
=9i—4j+3k=(9,-4,3);

o G =(9-4@Q)i+(-4+6(1)]+(3+3L)k =
=5i+2j+6k =(5,2,6);

o G(2)=(9-4(2)i+(-4+6(2) ]+ (B3+3(2)k =
=i+8j+9k =(1,8,9).

A Figura 1.3 exibe esses vetores.



Z
P,(5,2,6)
P (x,y,2)
' G ()
P,(5,2,6) G
"G ()
B 2 8
Im(G) Z (U y
P, (9,-4.3) G (0)
' 5 ...........
................................ 9
X
Figura 1.3

b) Se P(x,y,z) ¢ a extremidade de G(t), conforme indicado na
Figura 1.3, entéo

X(t)=9-4t
y(t)=—-4+6t,teR
z(t)=3+3t

sdo chamadas equacdes paramétricas da reta ?PS cujas extremi-
dades dos vetores posicdo de G(t) sdo pontos pertencentes a reta

PP,.

As extremidades de G(t) no Exemplo 1.2 determinam uma reta em
um sistema coordenado xyz.Em geral, as extremidades de

F(t) = f,(t)i + f,) ]+ f,(Ok,

em que as fungoes escalares f, f, e f; sdo continuas em um inter-
valo | , definem uma curva no espago (ou simplesmente curva), isto é,
um conjunto C de ternos ordenados (f,(t), f,(t), f,(t)). O grafico de
C consiste em todos os pontos P(f,(t), f,(t), f;(t)), em um sistema
coordenado xyz, que correspondem aos ternos ordenados.



As equagoes
x=f(t), y="1,(t), z=f,(1);, tel (1.1

sdo equagdes paramétricas de C. Sendo C uma curva parametrizada
pelas equagdes (1.1).

Genericamente, se F:l >R" é uma funcao vetorial, entdao o con-
junto de todos os pontos de R" que tem vetor posicio F(t) para
algum te | é denominado curva associada a funcio F ou simples-
mente curva de F .

YA
Lo+

P =(f f f

Curvade F .
F f, ()
f. ()
X
Figura 1.4
Exemplo 1.3: Seja .
F:[-2,2] > R®

F(t)=ti + 2 +1)].

Esboce a curva representada pela fungao vetorial F(t).

Solucao:
As equagdes paramétricas de C sdo: x=t, y=t>+1; 2<t<2,

Para visualizar o grafico, eliminamos o parametro da sequnda equa-
cdo e obtemos
y=x"+1; 2<x<2,

que € uma parabola no plano xy(R?), definida em
| = Dom (F) =[-2,2], conforme exibido na Figura 1.5.



Figura 1.5

Observe na Figura 1.5 que F()=] ou (0,1); F(-D)=-i+2j
ou (-12); F@)=i+2] ou (L2); F(-2)=-2i+5] ou (-2,5);
F(2) = 2i + 5] ou (2,5) sao alguns vetores posicao de F(t).

]ixemplo 1.4: Es‘?oce a curva C representada pela fun¢ao vetorial
Ft)=(1-t)i+3tj;teR.

Solucao:

As equacoes paramétricas de C sdo:

x=1-t,y=3t;teR.
Para visualizar o grafico, eliminamos o parametro t e obtemos:
X=1l-t=t=1-xXx
y=3t=3(1-x)=3-3x; xeR,

que é uma reta no plano xy(R?), definida em | = Dom (E):R,
conforme exibido na Figura 1.6.




y
C
37
F(1)
F3)
01 F) X
FEd)
Figura 1.6

Observe na Figura 1.6 que

F(0)=i ou (1,0); F(1)=3] ou (0,3);

F(2)-Lit2j ou (E,zj; E(_lj:ﬂf_] ou (i,_lj
3) 3 3 3) 3 3
sdo0 alguns vetores posicio de F(t).

Exemplo 1.5: Esboce a curva C representada pela fungao vetorial
F:[-2,2] > R®
F(t) =t +t] + 2k.
Solucao:
As equacoes paramétricas de C sdo:
X=t%, y=t,z=2; 2<t<2.
Eliminando o parametro t, obtemos:

X=Yy?, 72=2; 2<y<2,



que é um "pedaco” da parabola x = y*, no plano z=2, do ponto
(4,-2,2) ao ponto (4,2,2), conforme exibido na Figura 1.7.

(x,y,2) =(0,0,2)

Figura 1.7

Exemplo 1.6: Esboce a curva C representada pela funcdo vetorial
F(t)=ti+t?j+t°k;t>0.

Solucao:

As equacdes paramétricas de C sdo:

x=t,y=t>, z=t%; t>0.
Como X,y e z sdo nio negativos, C esta no primeiro octante.
Eliminamos o parametro t das duas primeiras equacdes e obtemos:
y=x"; x>0.

Isso implica que todo ponto P(X,y,z) de C também pertence ao
cilindro parabolico y = x°.

Eliminamos agora o parAmetro t de X =t e z =t e obtemos:
3.
z=x"; x20,

que € a equacdo de um cilindro de diretrizes paralelas ao eixo y. A
curva C ¢é a intersecgdo dos dois cilindros: y = x*e z = x*, confor-
me exibido na Figura 1.8.



Figura 1.8

1.3 Aplicacoes

Suponhamos que uma particula se move no plano ou no espago, de
modo que sua posi¢do em cada instante t é dada pela extremidade
do vetor r(t). Quando t varia em certo intervalo, a trajetéria da par-
ticula é a curvade r.

]ixemplg 1.7: O deslocarpento de uma particula é expresso por
F(t) =ti+(9-t)j+(L—t*)k; t > 0. Esboce a trajetéria dessa particula.
Solucio:
As equacdes paramétricas de C sdo:
Xx=t, y=9-t,z=1-t*; t>0.
Eliminamos o parametro t e obtemos:
X+y=9ez=1-x*; x>0.

Portanto, a trajetoria é a interseccdo das superficies Xx+y=9 e
z =1-x%, como observamos na Figura 1.9.



O
b

Trajetdria C

Figura 1.9

Exemplo 1.8: O deslocamento de uma particula é expresso por
F(t) =2costi +2sent j +4k; te[0,27 ] Esboce a trajetéria dessa
particula.

Solucao:
As equacoes paramétricas de C sdo:
X=2cost, y=2sent, z=4; 0<t<2m.

Temos: X*+ y? = 4cos”t +4sen’t = 4(cos’ t +sen’t) = 4. Portanto, a
trajetoria € a interseccdo do cilindro x> +y? =4 com o plano z=4,
como observamos na Figura 1.10.

\Z

[ >

C (Trajetodria)
X <

Figura 1.10




1.4 Operando com funcoes vetoriais

Sejam
F@t)=f,(t)i+f,@)j+ )k, telcR e

G(t)=g,®i+0,®j+0,(k, tel cR.

Seja h(t) uma fungdo escalar definida em | c R. Entao:

i) A soma ou diferenca das funcdes vetoriais F e G é definida

Ccomo:

Ft)£G@M) =[f,t) g, i +[f, ) g, ]i+[f,®) g, )] k, tel,

que é uma funcao vetorial.

ii) O produto da funcdo escalar h pela funcdo vetorial F é defi-

nido como:

h@)F@) =[h@) f,OTi+[h®)f,®]i+[h® 0]k, tel,

que é uma funcao vetorial.

iii) O produto escalar de F por G é definido como:

F(t)-G(t) = f,(t)g,(t) + f,(t)9, (1) + f,(1)g, (),

que é uma fungao escalar.

iv) O produto vetorial de F por G é definido como:

i j k
FOxGt)=/, /
g & &

:(fz'gs_ fs'gz)r+(f3'gl_ fl'g3)j+(f1'gz_ fz'gl)E!

ou seja, F(t)xG(t) é uma funcao vetorial.

Exemplo 1.9: Sejam E(t) =ti+3tk; G(t) :T—t?’]; h(t) = % Determine:

a) F(t)+5G(t)
b) h(t)F ()

Se atente para o fato
de que ao utilizar

i J Kk
f, f, f
9 9. U

2 3|

para calcular um produto
vetorial, vocé nio estara
obtendo

um determinante, mesmo
que operacionalmente
vocé use a mesma légica
empregada para o calculo
de um. Nesse caso, 0
produto resultante da
aplicacdo desse operador
em dois vetores resultara
em um novo vetor. Observe
que ndo teria sentido
apenas ubstituir 7, ] e k
por nimeros.



o FE(t)-G(t)

d) F(t)xG(t)
Solucao:
a) F(t)+5G(t) =ti+3tk+5(1—t°]) = (t+5)i —5t° j + 3tk
b) h(t)F(t) =%(ﬁ+ 3tk) =i+ 3k

¢) F(t)-G(t) = (ti +3tk)- (i —t*j) = (t-1) + (0- (t°)) + (3t-0) =t

ik
d) F()xG(t) =t 0 3t|=3tj-t'k+3ti=3t"1+3t]j—t'k.
1 -t 0
Norma de um vetor € Definicio 1.2. Se F é uma funcdo vetorial, definimos a norma de

sindbnimo de magnitude, ou

tamanho do vetor. F como:

FO|=VFO-F@).

Exemplo 1.10: Um ponto mével move-se sobre uma curva plana,
dada por y=,/1+x*, a partir do ponto (0,1), onde se encontra no
. 1 o A ) . .
instante tzZ' para a direita. A distancia do ponto até a origem é

proporcional ao tempo t. Encontre a fungdo vetorial que descreve
esse movimento.

Solucao:
Seja F(t) = (x(t), y(t)), tz%. Conforme os dados do problema, o

caminho percorrido serd a curva descrita por y(t) =+ 1+ (x(t))*,
e a distancia do ponto (x(t),y(t)) até o ponto (0,0) é dada por

\/(x(t))2+(y(t))2 =kt para algum k>0. Como ﬁ(%j:(o,l),

temos:

V0% +12 :k-1:>k:4.
4
1

Entdo, (X(t))* +1+ (x(t))* =16t* = x(t) =, 8t -5

Logo, F(t) = \/Stz—l, \/8t2+1 ; tzl.
2 2 4




1.5 Limites de funcoes vetoriais

Seja F uma funcio vetorial definida no intervalo |, exceto talvez
no ponto t, € | . Entao:

limF(t)=u

t—t,
se, e somente se, para todo &>0 existe >0, tal que |F(t) u| <&
sempre que 0<|[t—t,|<¢.
Observagao 1.2. ‘E(t) —G‘ representa a norma do vetor F(t)-u.
Em outras palavras, !Irp F(t)=u se, a medida que t se aproxima
indefinidamente de t,, o vetor I_f(t) se aproxima de D, em modulo,
diregao e sentido.
Teorema 1.1. Sejam F (t) = f,(t) + f,(t) ]+ f,()k e V =(Vv,,V,,V;). En-

tao, !inI;I E(t) =V se, e somente se, !Irp f,(t)=v, para i=123.

Observacoes:

1.3) O Teorema 1.1 diz que o calculo de limites de fung¢des vetoriais
reduz-se ao cdlculo dos limites das fun¢des componentes.

1.4) Decorre do Teorema 11 que se IimE(t):a e !irpa(t)zg,

limh(t)=a, sendo h uma funcao escalar, entao:

t—ty

) lim[FO£6() |=u+v;
i) limh (F(t)=au;

iif) !LTE(t)-G(t):GV;

iv) !LTE(t)xé(t)zaxv.

Temos como exemplo o calculo do seguinte limite:

(ot C2-D) - [y fe 20 - (2
ItI—I;Tl](W \/_Jj {t%m}j{tﬂ t:|]—5|+1—( .



Exemplo 1.11: Se]am f(t)=tg(2t)i +\/_j +(@€'-Dk e h(t)==
Calcule Ilm h(t)-F(t).

Solucao:

[im[h(t)f(t)] = lim _%(tgzti*wt?ﬁ(e‘ —1)12)}
=lim [tht i+ Ve j+ (€ -1) EH

t—0 t t t

=27 +k ou (2,0,1).
Exemplo 1.12: Sejam  f(t) = (t?,4e*); g(t)=(6t,e™). Calcule
lim f(t)-g(t).
Solucao:
(12 opcdio) f(t)-g(t) =6t +4e'. Logo,
lim f(t)-g(t) = lim(6t° +4e')=6+4e.

(2 opgdo) lim f(t) =@ 4€?); lim g(t)=(6,e™).

Pela Observacio 1.4, Itirrlﬁ(t)-ﬁ(t) = (L, 4e?)-(6,e ) =6+4e.

1.6 Continuidade de funcoes vetoriais

Definicao 1.3. A funcado F , definida no intervalo | , é continua no
ponto t, el se !Irp F(t)=F(t).

Decorre do Teorema 1.1 que uma fungao vetorial é continua num
ponto se, e somente se, cada uma das suas componentes for continua

neste ponto.
Exemplo 1.13: Seja

- . sent -
_ t’I +cost]j+——k, se t=0
F(t) = I .

j, se t=0

F ¢ continua no ponto 07?



Solucédo:

Néo, pois lim F(t)=J+k enquanto F(0)= ] . Note que as duas pri-
meiras funcdes componentes de F sio continuas em 0, porém a
terceira néo, ja que 'ﬂ? f(t) = Iti_r)rgset—nt:l (1° limite fundamental),

mas f,(0)=0.

1.7 Derivada de uma funcao vetorial

Definicio 1.4. A derivada da funcdo F ¢é outra funcio vetorial de-
tinida por:

) - lim FEFAD-F @)
At—0 At

desde que o limite exista e seja finito.

Novamente, pelo Teorema 1.1, conclui-se que uma fungdo vetorial é
derivavel em t, se, e somente se, cada uma das fungdes componentes o for.

1.7.1 Interpretacdo geométrica

Sejam F derivavel no intervalo | e C a curva descrita pelo vetor
posicao F(t) quando t percorre | .

z

p F(1)
F (t+At) - F(t)

F ()

F (t+At)

<y

Figura 1.11



Sejam tel e At, tais que (t+At)el.Sejam P e Q os pontos cor-
respondentes aos vetores posicao F(t) e F(t+At), respectivamente.
Entao, F(t+At)-F(t) = PQ.

F(t+At)—F(t)
que PQ.Se At -0, entdo Q — P, e o vetor PQ (sobre a reta secan-

Sendo At um escalar, o vetor tem a mesma direcao

te a curva C por P) tende ao vetor F'(t) (sobre a reta tangente a
curva C por P). Logo, se E’(t) #0, entdo E’(t) ¢ um vetor tangente
acurva C em P. Seu sentido é dado pelo sentido em que a curva é
percorrida pela extremidade de F(t) quando t percorre | .

1.7.2 Calculo das derivadas

Seja F = f,i + f, ] + f,k . Entdo, ainda como consequéncia do Teore-
ma 1.1, F é derivavel em t se, e somente se, for derivavel em t para
i=1,2,3 e nesse caso, F'(t)=f,'(t)i + f,'(t) ] + f,"(t)k . Basta, entdo,
aplicar as regras de derivagao para fun¢oes de uma varidvel.

Exemplo 1.14: Seja F(t)=costi+sent]; te[0, 2z]. Determine
F'(t).
Solucao:

F'(t)=—senti +cost j . Observe que F'(t) € um vetor tangente a
curva de F para todo t € [0, 277]. Veja:

F(t)-F'(t) = (cost, sent)-(—sent, cost) = —costsent +costsent = 0.
Produto Escalar
Exemplo 1.15: Seja F(t) =sen?(3t)i —cotgt?j +In(sec2t) k . Determi-
ne F'(t).
Solucao:

F'(t) =(2-sen (3t)-cos(3t)-3) i — (-1—cotg’t?)-2t ] + .2sen 2tk

sec 2t

F'(t) = (6-sen (3t)-cos(3t), 2t + 2tcotgt?, 2-cos(2t) -sen(2t)).



1.7.3 Derivadas de ordem superior

Assim como calculamos F'(t), procedemos para calcular F"(t),
F"(t), etc.

Teorema 1.2. Sejam F e G funcdes vetoriais e h uma funcdo esca-

lar, todas derivaveis em t. Entao:

) [Fo+GO]=F®+6'();
i) [hOF ©] =hOF @ +h' OF ©);
i[FO-60)] =F 060 +F1)-G'®);

W[FOxGM ] =F <Gty + FO<G'().

Produto Vetorial

1.7.4 Interpretacao fisica da derivada

Suponhamos que uma particula descreve uma trajetéria no espago
(ou no plano) e que R(t) é o seu vetor posi¢ao no instante t.

v(t,)

R (t,)

R (t,+At

Figura 1.12



Definimos o vetor velocidade instantidnea no tempo t, como:

R(t, + At)—R(t,)

i) = 0

ou seja, \7(t0) =R’ (t,) , desde que R seja derivavel em t;.
Observe que o vetor velocidade é tangente a trajetoria.

Observacao 1.5. Ao médulo do vetor velocidade, ‘\7 (t,)|, chamamos

velocidade escalar no instante t,. Aqui denotaremos apenas pela
letra v.

Definimos o vetor aceleragio instantinea no tempo t, como:
a(ty)=v'(t)=R"(t,).

Observagao 1.6. Ao médulo do vetor aceleragao, ‘5(to)L chamamos
aceleragdo escalar no instante t,. Aqui denotaremos apenas pela letra a.

Exemplo 1.16: Uma particula move-se ao longo de uma
curva e seu vetor posicdo no instante t ¢é dado por

R(t) =4cos (%)T +4sen (%} j; te]0, 47]. Se as unidades de tempo
e espago sdo segundo e metro, respectivamente, faga o que se pede.

a) Determine o vetor velocidade e a velocidade escalar no tempo
t qualquer.

b) Calcule o vetor aceleracao e a aceleracao escalar no tempo t
qualquer.

¢) Mostre que os vetores velocidade e aceleracdo sao ortogonais.
Solucao:

Inicialmente repare que a trajetoria € uma circunferéncia com centro
na origem e raio 4.

a)
S s t)- )=,
v(t)=R'(t) = Zsen(zjl +2cos(2jj,

o] (ol 2] -2

Logo, v=2 m/s (Velocidade escalar é constante em toda a trajetoria.)




b)
- _>ll __)I — l T’_ l 4".
aft)=R"(t)=v'(t) = cos(zjl sen(zjj,

oA Ll o)

Logo, a =1 m/s® (Aceleraciio escalar constante.)

¢) Em geometria analitica, foi visto que os vetores a e b sdo or-

togonais se, e somente se, d-b =0. Precisamos verificar o sequinte
produto escalar:

R'(0)-R"(0)=v(t)-at)=| —2sen[ L V) cos[ L] —senf L]]=
R'(t)-R"(t)=v(t)-a(t) [Zsen(zj,cos(zn( cos(zj, sen(ZD 0.

Logo,\?(t) e a(t) sdo ortogonais, como representado na Figura 1.13.

y

v
4

a
t
2
4 X

Figura 1.13

Exemplo 1.17: Um projétil de massa m € lancado ao ar de uma al-
tura de Yy, metros, com velocidade inicial de v, m/s, segundo um

angulo de elevagao de « radianos. Desprezando a resisténcia do ar
e a rotacao da Terra, determine:

a) o vetor posicao do projétil em cada instante;

b) o vetor velocidade do projétil em cada instante.



Solucao:

Sejam R (t)=x(t)T +y(t) ] o vetor posicdo do projétil, v(t) e at)
os vetores velocidade e aceleracdo, respectivamente, no instante t.
Entdo:

V) =x'(O)T+y'(t)] e a@) =x"O)T +y"®)].

0 problema pede R(t)e v(t) em funcgdo de t, y,, V,, a. Pois bem, a
unica forca que atua sobre o projétil € a forca gravitacional, que tem
intensidade "mg ", direcdo vertical, sentido para baixo. Representan-
do-a por F , temos:

F(t)=-mg ] ou (0,—-mg) (F é constante!)

Mas conforme a 2¢ Lei de Newton, F (t)=m-a(t). Logo,
(0, —mg) = (m-x"(t), m-y"(t))
e, como m=0, seque:
X"(t)=0=x'(t) =k paraalgum keR epara t>0.
y"(t)=—g=y'(t)=—gt+c paraalgum ceR epara t>0.
Precisamos determinar k e c:
Tomando t =0, obtemos x'(0)=k e y'(0)=c. Por outro lado,

(x'(0), y'(0)) = v (0) = (v, cos, V,sen ).

Dessas igualdades, seque que k =V, cosa e ¢ =V, sena. Logo,

v(t)=(x"@), y'(t)]) = (v, cosai, — gt +v,senaj)
ou
V(t) =V, cosai +(-gt+v,sena)]j.

Respostaitem (b)

Para chegar a ﬁ(t), 0 caminho € quase 0 mesmo:

X'(t) =v,cosa = x(t) = (v, cosa)t+k, paraalgum k, € R.
2
y'(t)=—gt+v,;sena = y(t)=—%+(vosenoz)t+cl paraalgum c, e R.

Para achar k, e ¢, facamos novamente t =0:

X(0)=0=k, =0;
y(o):yojclzyo-



Portanto,

2
R(t) =[(vocosa)t]i +| ¥, —%+ (v,sen a)t} j . Veja a Figura 1.14a

Resposta do item (a)

e a Figura 1.14b.

y A
vi(t)
y a(,) Im(R(1))
R(t)
X
Figura 1.14a

____

Figura 1.14b

Exemplo 1.18: Tomemos para o mesmo exemplo (anterior):
Y,=0, «a :% rad, v,=50m/s, g=10m/s’. Determine:
a) o alcance do projétil, isto é, o espago entre o ponto de lanca-
mento e o ponto em que atinge o solo;
b) a altura maxima atingida;
¢) a velocidade escalar no momento em que cai no solo;

d) a equagao cartesiana da curva percorrida.



Solucao:

Nesse caso, para os valores fornecidos, R (t) = 25v/3ti + (25t —5t%) j .
Ao atingir o solo, y(t) =0, ou seja, 25t —5t* =0 =1t =5s.

a) O alcance é

X :‘§(5) —ﬁ(O)‘ = J(25V3-5-0)2 + (0—0)* =125y3 = 216 m.

b) A altura maxima ocorre quando a velocidade vertical muda de

sentido, ou seja, quando ela € igual a 0, isto é:
y'(t):0©25—10t=0<:>t=gs.

2
A altura maxima sera entdo y(gj: 25-%—5-(%} =31,25m.

¢) O impacto com o solo ocorre apos 5 sequndos. O vetor velocidade
naquele instante é:
v(5) = (25v/3, — 25).

A velocidade escalar é entdo ‘V (5)‘ =50 m/s.

d) R(t)=25v3ti +(25t—5t*)j=xi +yj. Vamos eliminar t do

sistema,
X = 25\/3t
y = 25t — 5t°
e achar uma relacdo entre X e y:
R, SN y__25x _ 5 = y——X—2+i (Que ¢é uma
25\3 253 25%-3 375 3’
parabola.)
y \
Vol UGy
- a(t)
v(0)| /, R(t)
X
|(X e (D)

Figura 1.15



Exemplo 1.19: Uma particula descreve uma trajetéria cujo vetor po-
5 1-t* 2t
sicaoé R(t)=| ——, — [} t=0.
¢ ® (1+t2 1+t2]
a) Mostre que a particula se movimenta sobre uma circunferéncia.

b) Qual o sentido do percurso?

¢) Supondo que a particula se movimenta “para sempre” (tempo
infinito), ela conseguird dar uma volta completa? Dara meia-
volta?

Solucdo:
a) Lembrando que x*(t)+ y*(t) =1 corresponde a uma circunferén-

cia, verifique aqui que X*(t)+ y*(t) = 1-t* 2+( 2t jz—l

b) A particula parte do ponto (L,0), pois R(0)=(L0). Escrevendo
R(t) = (x(t), y(t)), nota-se que para t>0, y(t)>0. Isso significa
que a particula nunca cruzara o eixo dos X, ou melhor, a trajetoria
esta contida na semicircunferéncia superior. Olhando para

Sy o e [ At 2(1-t%)
R (t)—(X (t), y (t))_((l_tz)z’ (1_,[2)2}'

vemos que X'(t) <0 para t>0. Isso nos faz concluir que o sentido
de percurso € anti-horario.

¢) Fazendo t tender a infinito, temos: !im R(t) = (-1,0).

Entdo, a particula parte de (1,0) e nio da sequer meia-volta, pois ja-
mais atinge o ponto (—1,0), mas chega infinitamente préximo dele.

Resumo

Neste capitulo definimos as fung¢des cujas imagens sao vetores. Re-
presentamos graficamente estas fungdes, calculamos limites, anali-
samos a continuidade e calculamos derivadas dessas funcoes. Vi-
mos que para uma particula que se move no plano ou no espacgo, de
modo que sua posi¢do em cada instante t é dada pela extremidade
do vetor F(t) quando t varia em certo intervalo, tem trajetéria dada
pela curva de F . Finalizamos o capitulo apresentando algumas
aplicagOes das fungoes vetoriais, com énfase no campo da Fisica.



Exercicios propostos

1) A posicdo de uma particula no plano xy, no tempo t, é dada
por X(t)=e', y(t)=te'.

a) Escreva a funcao vetorial f(t) que descreve o movimento
dessa particula.

b) Onde se encontrard a particulaem t=0eem t=27

2) O movimento de um besouro que desliza sobre a super-
ficie de uma lagoa pode ser expresso pela fungao vetorial

- 1-cost- t—sent )~ )

r(t)= I+ (Zt + ) j ,onde m é a massa do besouro.
m m

Determine a posi¢ao do besouro no instante t=0 eno t=s.

De 3 a 9, faca um esbogo da curva dada pela fungdo vetorial.
3) f(t)=2ti+(t*-5)j;te[-2 3]
4) g(t)=t’i+4]j+3k;te[o,3]
5) h(t)=2i+5costj+3sentk; t {—% %}
6) r(6)=sen0i+cos?0j; 0 R
7) s(t) =cos’Oi+senfJ; 6 [0, 2]
8) F(t)=ti+2tj+(9-9t2)k;-1<t<1
9) H(t)=(9-3sent)i+3cost j+3sentk; t e [—n, %}

10) a) Seja E(t) =(1- 2t)T— (2- 3t)]; t € R. Mostre que a curva de-
finida por F é uma reta.
b) Seja é(t) =2+ t)T— a- 2t)] +3tk;t e R. Mostre que a cur-
va definida por G é uma reta e determine o ponto em que ela
fura o plano xz.



11) Uma particula se desloca no espago. Em cada instante t o seu

vetor posicdo é dado por r(t) =ti+ %] +k.

a) Determine a posicdo da particula no instantet=0enot=1.

b) Esboce a trajetdria da particula.

¢) Quando t se aproxima de 2, o que ocorre com a posigao da

particula?
12) Determine o dominio das fungdes vetoriais.
a) ft)=ti+vt-1j+~/5-tk
2
( )= (—2 sent, In(9—t ))
13) Sendo f(t)=ti+2t?j+3t°k e g(t) =2ti+ j—3t?k, calcule:

a) lim _3?(t) —%ﬁ(t)}

t—>1

b) lim[ T(t)-g(®)|

t>1L

o lim f(t)xa(t)]

t—1

14) 'V (verdadeiro) ou F (falso)? Justifique.

Seja F:1 — R® uma fungéo trés vezes derivavel em | .

a) (FxF) =F"F
b) (F'xF)' =F"xF
o (F-Fy=2F F4|F)

d) Se U(t) = ,entdo F(t)-F'() =U (U (t).

15) Seja u(t) = T i+6] 6+t COSG) k . Determine, se existir:

o) e fiy



16) Se a afirmacdo é verdadeira, prove-a. Caso contrario, dé um
contraexemplo.

Afirmacao: Se]a ‘1 >R*ael.Seo !im E(t) existe, entao

im[F (0] - imF o]

17) Prove, usando o Teorema 1.1: Uma funcdo vetorial f :1 — R?
é continua num ponto se, e somente se, cada componente for
continua no ponto.

18) Verifique se f é continua em 7:

3/
t27+ tt+ Z 2]+2tk set=7

f)=
49i+14k, set=7.

19) Seja E(t) = %T+ Vit +1] +(t +1)E e C acurvade F.Obtenha
dois vetores unitdrios tangentes a C no ponto (1, J3 ,3).
20) A posicao de uma particula que se move no espago, no ins-
tante t >0, é dada por:
x(t) = 2t; y(t)=3; z(t) =4 -t°.

a) Escreva a funcdo vetorial que descreve a trajetéria da
particula.

b) Faga um esboco da trajetoéria.

¢) Determine os vetores velocidade e aceleracao da particu-
la, bem como a velocidade e aceleragdo escalar no instante
t=2.
21) Determine a derivada das seguintes fungoes vetoriais.
a) g(t)=sentcosti+e?j

b) f(t)=eti+e?j+k

o) h(t)=Inti+tj +tk

d) w(t) = (El(l t)5j
+



22) Seja r(t)=(t*+2t)i -3¢ j+2sen(5t)k uma funcio que des-
creve a posicdo de uma particula. Calcule e dé um possivel
significado fisico do que ocorre em cada situagdo abaixo quan-
do t=0.

dr dr
_ b I
I g ) Tt
d?r d?r
_ d |
) e e

23) Determine os vetores velocidade e aceleracao para qualquer
instante t. Determine, ainda, o mdédulo desses vetores no ins-
tante dado.

a) r(t)=2costi+5sent j+3k; t :%

b) r(t)=e'i+e?j;t=In2
24) A posigao de uma particula em movimento no plano, no tem-
po t, é dada por
1 1
X)==(t-1) e yt)==(t* -2t +1).
2 4
a) Escreva a funcdo vetorial f (t) que descreve o movimento
desta particula.
b) Determine o vetor velocidade e o vetor aceleragao.
c) Esboce a trajetéria da particula e os vetores velocidade e
aceleracdo no instante t =5.
25) No instante t, a posi¢ao de uma particula no espago é dada por
x(t) =t2, y(t) = 24t e z(t) = 4/E.

a) Escreva a funcdo vetorial que nos da a trajetéria da
particula.

b) Determine um vetor tangente a trajetéria da particula no
ponto P(L,2,4).

¢) Determine a posicao, a velocidade e a aceleracdo da particu-
la para t=4.



26) Prove a afirmagdo: Se uma particula se move com velocida-

de escalar constante, os vetores velocidade e aceleracao sao

ortogonais.

Respostas
1.a) f@t)=e'i+te'j b) (1,0);(e?,2¢e?)

2. 7(0) = 0, r(x) :%T+(2n+%j j

11. a) (0,—%,1);(1,—1,1)

¢) A particula tende para uma posicao infinita.
12.a) {teR/1<t<5} b) {teR/-3<t<3 t=-2}

121
13. a) (2,5,7J b) -5 o) (~9,9,-3)

44" 2

m{ﬁzﬁ]

21. a) (-3cos?(t)sen(t),sec’(t), 2sen(t) cos(t)) b) (-e™,—2e7,0)

) (51,1) d) S ,— 2 ,0
t (2t+1)°° 1-t?

22.a) (2,6,10): vetor velocidade em t=0

b) 2435 : velocidade escalar
¢) (0,—12,0): vetor aceleracao em t =0

d) 12 : aceleracao escalar



23. a) v(t) = (-2sent,5cost), \7(%] = 2—29; a(t) = (-2cost,—5sent),
~(nj 29
al — | =,—
4 2

v(In 2)| f

b) V() = ('~ 2¢™), v s a() = (e', 4e?), |a(|n2)| J5

24, ) (%(t—l),%(tz—zul)j b) (1) = (1 Lo 1)) (t):(o,%j
V() = (%2) a(5) = (o%j
5. ) (3, 241, M5 b) (2,1,6)

(1 ! 3
9 (16,4,32),(8,5,&) (2 -1 Ej
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Capitulo 2

Curvas

O conceito de curva é mais geral do que o de grifico de
uma fungdo, pois, uma curva pode interceptar a si pro-
pria no formato de um oito, ser fechada (como é o caso
de circulos e elipses) ou desenvolver-se em espiral em
torno de um ponto. Primeiramente, as curvas que estu-
daremos neste capitulo estio situadas em um plano xy
e gozam da propriedade de que as coordenadas x e y
de um ponto arbitririo P da curva podem expressar-se
como fungoes de uma varidvel t, chamada parametro.
A razdo da escolha da letra t é que, em muitas aplica-
coes, esta varidvel denota o tempo e P representa um
objeto em movimento que estd na posi¢iao (X,y) no ins-
tante t. Adiante, estenderemos os conceitos para o estu-
do de curvas no espaco. Também empregaremos tal re-
presentacgio para definir velocidade, aceleracdo e outras
definigoes associadas ao movimento.

2.1 Introducao

Se f e g sdo fungdes continuas de t em um intervalo |, entdao o
conjunto de pares ordenados (f(t), g(t)) é uma curva plana C. As
equagoes X = f(t) e y=g(t) sdo as equagdes paramétricas de C, e
t € o pardmetro.

O conjunto dos pontos do plano da forma (x,y)=(f(t),g(t)) é
chamado de gréfico da curva C. Para tornar mais simples o que
se segue, nao faremos distin¢do entre a curva e o seu grafico. Ao
esbogar uma curva descrita por um par de equagdes paramé-
tricas, continuamos a colocar os pontos do gréfico no plano xy.
Cada ponto da curva, de coordenadas (X, y), é determinado por
um valor do parametro t. Ao colocar os pontos do plano utili-
zando valores crescentes de t, a curva é percorrida em uma certa
direcgao. Essa € a orientagdo da curva (conforme veremos adiante).



Analogamente, se f, g e h sdo fung¢des continuas de t em um in-
tervalo | , entdo o conjunto de ternas ordenadas (f(t), g(t), h(t)) é
uma curva C no espago tridimensional. As equagdes x = f(t), y=g(t)
e z=Nh(t) sdo as equagdes paramétricas de C, e t é o pardmetro.

Muitas vezes, em situagoes de aplica¢cdes, uma curva pode represen-
tar a trajetéria de uma particula no plano ou no espaco. Nesse caso,
€ necessdrio representar as coordenadas da curva em fun¢ao de um
parametro, ou seja, as coordenadas X,y e z sdo representadas por
meio de funcdes escalares x(t), y(t) e z(t), respectivamente, em
que X(t), y(t) e z(t) sdo fun¢des continuas do parametro t, defini-
das para t €[a,b] = R. Essa representacao é chamada de representa-
cao parameétrica da curva, ou simplesmente caminho.

Por outro lado, dada uma curva, podemos imagina-la como uma
trajetéria e escrever as coordenadas de seus pontos em fungao de
um parametro t. Tais fung¢Ges, juntamente com seus dominios co-
muns, sao denominadas equagdes paramétricas da curva. Nesse caso,
as equagoes X(t), y(t) e z(t) determinam, em cada instante t, a
posicao do ponto P ao se deslocar sobre a curva C.

Exemplo 2.1: Aristételes trabalha no Aeroporto Internacional Her-
cilio Luz, em Floriandpolis. Sua fungdo é controlar o trafego aéreo
na regido proxima ao aeroporto onde, devido ao grande nimero de
decolagens e aterrissagens, o risco de colisao é muito grande. Du-
rante um unico turno de trabalho, Aristoteles deve analisar cente-
nas de trajetdrias percorridas pelos aeroplanos que aparecem na tela
do radar, a sua frente. Se os cursos de dois avides se aproximam
perigosamente, Aristételes deve avisar a um deles para alterar a sua
rota. Para desempenhar sua tarefa com sucesso, Aristoteles necessi-
ta conhecer, com precisao, a rota percorrida por cada aviao e o ins-
tante em que esses passam em cada ponto dos percursos. A tela do
radar com que Aristételes trabalha monitora uma 4rea de 3600 km?
ao redor do aeroporto e mostra uma espécie de mapa cartesiano
da regido: a imagem que aparece na tela é uma janela de [-30,30]
por [-30,30], com a torre de controle na origem, conforme mostra a
Figura 2.1a e a Figura 2.1b.

As representacdes
paramétricas de uma curva
podem ser compreendidas
como representacoes
vetoriais, pois a partir
delas pode-se determinar
a posicao do ponto de

uma curva no sistema de
coordenadas ao qual a
funcdo foi parametrizada.
Uma funcédo € uma
correspondéncia que
associa a cada elemento de
seu dominio D exatamente
um elemento de seu
contradominio E. Se essa
funcéo esta representada
parametricamente, entdo
D ¢ o conjunto de todos
0S numeros reais que
podem ser assumidos

pelo parametro t e E ¢

o conjunto formado por
todos os vetores possiveis
r(t) para te D. Assim,

0 conjunto imagem dessa
funcdo € o conjunto

| < E formado por todos
0s vetores que estdao em
correspondéncia com algum

elemento t e D.
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Figura 2.1a

Figura 2.1b

Para simplificar o problema, vamos considerar que cada aviao viaja
em linha reta com velocidade constante. (Na realidade, Aristételes
deve lidar com mudangas na velocidade, seja na magnitude ou na
diregdo). A tabela a seguir mostra as coordenadas (posicao) de trés
avides no momento em que comega 0 monitoramento, isto €, no mo-
mento em que a imagem aparece na tela (t=0) e um minuto mais
tarde (t=1).



Coordenadas em ¢ =0 Coordenadas em t =1

Avido A (-12,-30) (=7,-22)
Avido B (-9,30) (-6, 21)
Avido C (30,-8) (15,-24)

O que pedimos a seguir tem como objetivo ajudéd-lo a analisar e ex-
plorar os dados fornecidos na tabela anterior.

a) Deduza a equagdo cartesiana que descreve a rota seguida pelo
aviao A.
Solucao:

Os avides descrevem um movimento retilineo. Devemos, entéo, deter-
minar a equacao cartesiana da reta descrita pelo avido A. A equacio
da reta € do tipo: y=ax+Db.

No intervalo de tempo de 1 minuto, o avido A passa do ponto
(-12,—30) para o ponto (-7,—22).

Temos o sistema:

8
~30=-12a+b a=c
=
—22=-Ta+b b——%
-
Portanto, a equacdo cartesiana que descreve a rota seguida pelo
avido A é:
5 5

b) Em algum instante do percurso, o avido A passa diretamente
sobre a torre de controle? Justifique a sua resposta.

Solucao:

A torre de controle fica localizada no ponto (0,0). Se fizermos x=0
na equacao cartesiana, obtemos:



8 54

=—X——
y 5 5
8 54
)
y 5() e
__>
5.

Como podemos verificar no calculo anterior, 0 avido A passa pelo eixo
das ordenadas no ponto (0,—%) . Assim, podemos concluir que nao
passa por (0,0), onde se encontra a torre de controle.

¢) Quais sao as coordenadas do avidao A quando a sua imagem
desaparece da tela do radar?
Solucéo:

Veja o grafico da reta que descreve a rota sequida pelo avido A.

3
0..
201
/
10
/!
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Figura 2.2



A imagem do avido aparece na tela do radar no ponto de coordenadas
(-12,-30) e desaparece no ponto de coordenadas (%,30}. Essa
observacdo pode ser confirmada algebricamente, calculando-se na

equacgao y:%x—% o valor de X, quando y =30.

d) Para Aristételes, € muito importante saber a posicao do aviao,
em cada instante. Usando a equacdo que vocé deduziu no
item (a), é possivel saber a posi¢ao (coordenadas) do aviao A,
3 minutos apés o inicio do monitoramento? E possivel saber
quanto tempo leva para a imagem deste avidao desaparecer da
tela do radar?

Solucao:
A equacio deduzida no item (a) ndo permite relacionar a posicdo do

avido com o tempo transcorrido.

e) A tabela seguinte mostra as coordenadas x e y do avido A,
em cada instante de tempo indicado. Sabendo que o avido se
desloca com velocidade constante, complete esta tabela.

0 -12 -30
1 -7 =22
2
3
4
5

Solucao:

Pelos dados da tabela e levando em consideracio que o avido se des-
8 54 .

loca sobre a reta y =§X_? com velocidade constante, podemos

deduzir que, a cada minuto transcorrido, 0 movimento do avido re-
sulta num deslocamento de 5 km na direcdo x (para leste) e 8 km na
direcdo y (para norte). A partir desses dados, podemos completar a
tabela dada como é mostrado a sequir. Repare que todos os pontos
(x,y) dessa tabela pertencem a reta que descreve a rota sequida
pelo avido.



0 -12 -30
1 -7 -22
2 -2 -14
3 -6
4 2

5 13 10

f) Use a tabela obtida no item anterior para expressar a coorde-

nada X do avido como uma fungao afim do tempo.
Solucao:

Pelos dados apresentados, € possivel deduzir que Xx(t) =—12+5t.

¢) Use a tabela obtida no item anterior, para expressar a coorde-

nada y do avido como uma funcdo afim do tempo.
Solucao:

Pelos dados apresentados, é possivel deduzir que y(t) =-30+8t.

h) Use as equagdes obtidas nos dois itens anteriores para achar a

posicao (coordenadas) do avido, decorridos 3 minutos apds o
inicio do monitoramento.

Solucao:

Substituindo-se t=3 nas equacdes deduzidas nos dois itens ante-
riores ou, simplesmente, olhando a tabela completa no item (e), é
possivel afirmar que, 3 minutos apos o inicio do monitoramento, o
avido estara sobrevoando o ponto de coordenadas (3,—6). Essas co-
ordenadas significam que, neste instante, o avido estara sobrevoando
um ponto localizado 3 km a leste e 6 km ao sul da torre de controle.

Quanto tempo leva para que a imagem deste avido desapareca
da tela do radar?

Solucao:

Pelo item (c), sabemos que a imagem do avido desaparecera da
tela do radar quando ele atingir o ponto de coordenadas (%,30}.

Usando ou a equacéo obtida no item (f) ou a equacéo obtida no item
(g), é possivel calcular em que instante o avido sobrevoara este ponto.



. . b1

Para isso, basta resolver qualquer uma das equacoes: ?:—12+5t
ou 30=-30+8t. Em qualquer dos casos, o resultado encontrado ¢

15 . . . :
t=?: 7,5 minutos, que € o tempo necessario para que a imagem
do avido atravesse a tela do radar.
Repita a anélise feita acima para os outros dois avides e decida
se é necessario que algum deles altere a sua rota.
Solucéo:

Pela analise feita anteriormente, podemos concluir que a rota de um
dos avides devera ser alterada se as retas que descrevem o movimen-
to de cada um deles se cruzarem num mesmo instante, durante o tra-
jeto. As equacoes cartesianas das retas que descrevem a trajetoria dos

avides B e Csdo, respectivamente, y =-3Xx+3e y = % X —40. Veja na

Figura 2.3 os graficos dessas equacoes tracados no plano cartesiano.
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Apesar de a reta que representa o curso seguido pelo avido B cruzar
as outras duas, ndo € possivel deduzir, a partir das equacdes cartesia-
nas deste movimento, se os avioes colidirdo ou ndo. Para obter esta
informacdo, € necessario também conhecer em que instante cada
avido passa pelo ponto de intersecdo das duas rotas. A intersecao
das rotas segquidas pelos avides A e B se da no ponto de coordenadas
(3,—6) . Para chegar a essa conclusio, basta resolver o sistema:

Para decidir se o avido B precisa alterar o seu curso, € necessario
saber em que instante os dois avides sobrevoardo este ponto. Para o
avido A, isso se dara 3 minutos apos o inicio do monitoramento; para
0 avido B, 4 minutos apos o inicio do monitoramento, quando o avido
A ja estara sobrevoando o ponto (8,2). Portanto, nesse caso, ndo ha
risco de colisdo.

As equagdes x(t) =-12+5t e y(t) =-30+8t, obtidas no exemplo an-
terior, sdo exemplos de equagdes paramétricas. Na maior parte dos
problemas préticos, t representa o tempo. Nesse caso, as equagoes
paramétricas descrevem a trajetéria de um objeto que se move em
um plano, fornecendo, em cada instante de tempo t, as coordenadas
(x,y) desse objeto.

O dominio de um conjunto de fung¢des paramétricas é constituido
pelos valores do parametro t, que pertencem ao intervalo durante
o qual o movimento se processa, e a sua imagem (os valores corres-
pondentes de X e y) é um subconjunto do plano cartesiano.

No exemplo estudado no exercicio anterior, 0 dominio das equagoes

paramétricas x(t) =-12+5t e y(t) =-30+8t, deduzidas nos itens (f)
. . 5.

e (g), pode ser entendido como o intervalo {O, ?} , isto é, os valores

de t compreendidos entre 0 e 7,5 minutos. Esse dominio representa
o intervalo de tempo desde que se comeca a monitorar o movimento
dos avides até o instante em que a imagem sai da tela. A imagem é

definida pelos valores de X e y, tais que —12< X < % e —30<y <30,

e corresponde a um retangulo no plano definido por



51
{—12, ?} x[~30,30].

O grafico dessas equacoes, isto €, a trajetoria seguida pelo avido en-
quanto monitorado, € um segmento de reta.

Quando descrevemos um movimento por meio de equagdes pa-
ramétricas, expressamos X e Yy como fungdes de t. Assim, t é a
variavel independente de ambas as fungdes. Consequentemente, a
frase “dominio das fung¢des paramétricas” se refere a valores de t
e “imagem das fungdes paramétricas” se refere a valores de X e y.
Ao considerarmos a equacdo em X e Y correspondente a este movi-
mento, a varidvel independente passa a ser X, e a imagem os valores
correspondentes de Y. Essa situac¢do é resumida no quadro abaixo.

51
x(t) = —12 +5t 15 -12<x<—
Paramétrico 0<t<— 2
y(t) =-30+8t 2
-30<y<30
Cartesiano y=§x—5—54 -12< XS% -30<y<30

As equagOes cartesianas e as equagdes paramétricas deduzidas no
exercicio anterior funcionam como modelos analiticos (algébricos)
para a trajetdria dos avides e apresentam vantagens e desvantagens,
dependendo da informagao que queremos obter. E ttil e importante
saber deduzir os dois tipos de equagdes a partir de uma situagao
problema e obter uma a partir da outra. As equagdes paramétricas
envolvem uma varidvel extra, em geral o tempo, e, a primeira vista,
por envolver mais do que uma equacao, parecem ser mais complica-
das do que a (inica) equagao cartesiana para descrever o movimen-
to em questao.

No entanto, como ja vimos, equagdes paramétricas permitem rela-
cionar a posi¢ao do objeto, por exemplo, com tempo transcorrido, o
que a equagao cartesiana nao permite. Além disso, eliminando o pa-
rametro, a partir das equagdes paramétricas, podemos reconstruir



o modelo cartesiano, e assim obter todas as informacgoes fornecidas
somente pela equacdo cartesiana, como a declividade da trajetéria
seguida. O exemplo a seguir mostra como isso pode ser feito.

Exemplo 2.2 (Eliminando o parametro): As equagOes paramétricas
que descrevem a trajetdria seguida pelo avido A no exemplo ante-
riormente estudado sdo dadas por x(t) =-12+5t e y(t) =-30+8t.
Obtenha a equacao cartesiana desse movimento.

Solucao:

Para obtermos a equacdo cartesiana, a partir das equacgoes parame-
tricas, basta resolvermos a equacdo x(t) = —-12+5t para t e, a sequir,
substituir o resultado obtido na sequnda y(t) =—-30+8t.

o . X+12 -
Da primeira equacgao obtemos t :T. Substituindo este resultado

na segunda equacao temos y :gx—s—;, que € a equacao cartesiana
obtida no item (a) do Exemplo 2.1.

Esse fato vem comprovar que os dois modelos descrevem a mesma
trajetoria.

2.2 Representacao paramétrica de
curvas

A seguir daremos a parametrizacao de algumas curvas considera-
das importantes, tendo em vista a sua utilizagdo em muitos proble-
mas praticos.

2.2.1 Parametrizacao de uma reta

Uma reta no espago 2-D (plano) ou 3-D (espago) pode ser determi-
nada especificando-se um ponto sobre a reta e um vetor ndo nulo
paralelo a reta. Nas Figuras 2.4a e 2.4b mostramos como obter as
equagdes paramétricas da reta que passa por um ponto B, e é para-
lela ao vetor ndo nulo V.
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i) A reta no plano que passa no ponto P,(X,,Y,) e € paralela ao
vetor ndo nulo Vv = (a,b) = ai +b j tem as equagdes paramétricas:

{x(t) =X, +at
y(t) =y, +bt’
Sua representacao vetorial é dada por:
r(t) = (x(t), y(t)) = (% +at, y, +bt).

1i) A reta no espago que passa no ponto R (Xo, Yo, Z,) € € parale-
la ao vetor nao nulo v=(a,b,c)=ai +bj +ck tem as equagoes

paramétricas:
X(t) = x, +at
yt)=y,+bt, teR.
z(t) =z, +ct

Sua representagao vetorial é dada por:

r(t) = (x(t), y(t), z(t)) = (x, +at,y, +bt,z, +ct) .

Exemplo 2.3: Determine uma representagao paramétrica da reta:
a) que passa em (4,2) e é paralelaa v=—i+5j.
Solucao:
De acordo com (a), X, =4, y,=2,a=-1e b=5, obtemos:
X(t)=4-t
Le
y(t)=2+5t

b) que passa em (1,2,-3) e é paralelaa v=4i+5j-7k.



Solucao:

De acordo com (b), X,=1,y,=2,2,=-3,a=4,b=5 e c=-7,

obtemos:
X(t) =1+4t
y(t)=2+5t , teR.
z(t)=-3-T7t

—

¢) que passa na origem e é paralelaa v=i+ j+k.
Solucao:

De acordo com (c), X, =y, =2,=0 e a=b=c=1, obtemos:

X(t) =t
yt)=t, teR.
z(t) =t

Exemplo 2.4: Encontre as equagdes paramétricas para a reta no pla-
no de equacdo y =2x+1.

Solucao:

Podemos tomar x=t e y=2t+1, teR. E claro que, se quisermos
somente o segmento de reta com extremos nos pontos (0,1) e (2,5),
tomamos te[0,2] (ou 0<t<2). Note que existe uma infinidade
de representacdes paramétricas para a reta y =2x+1. Por exemplo,
X=—t"+5, y=2(-t*+5)+1=-2t*+11, t e R ¢ outra parametriza-
¢do para a reta dada. Se tomarmos x=t*, y=2t°-1; teR, nio
vamos obter a reta toda, pois, nesse caso, X nunca assume valores
negativos (Verifique!).

2.2.2 Parametrizacao de uma circunferéncia

A circunferéncia com centro (X,, Y,) e raio r tem equacdo cartesiana
dada por (X—x,)*+(y-VY,) =r>.

Tomando

0<t<2x (Figura2.J5),

X = X, + r cos(t)
y=Yy,+rsen(t)’

vemos que X e Yy tomados dessa forma satisfazem a equagao
(x— Xo)2 +(y- yo)2 =r’.



Figura 2.5

Também, se (X, y) é um ponto da circunferéncia, entao
2 2
r r
Logo, existe t €[0, 2], tal que

cos(t) = ( X —rXo j e sen(t) = (%) .

x=x0+rcos(t), te[0,27],
y=Y,+rsen(t)

Assim,

€ uma parametrizagao para a circunferéncia dada e sua representa-
cao vetorial é dada por: r(t) = (x(t), y(t)) = (x, +r cos(t), y, + I sen(t)) .

Exemplo 2.5: Obtenha as equagdes paramétricas da circunferéncia

x* +y>—6x-4y+4=0,n0 plano z=3.

Solucao:

Para encontrarmos o centro e o raio da circunferéncia dada,
devemos primeiramente completar o quadrado da

X?+y?—6x—4y+4=0. Assim,
(x=3)*+(y-2)*=9

€ a equacao cartesiana da circunferéncia dada, onde vemos que se
trata de uma circunferéncia com centro em (3,2) e raio 3, localizada

no plano z=3.



A velocidade angular w €
- do
definida por w =—, ou

dt

seja, a taxa de variacdo
temporal do dngulo 6
com o tempo. Com as
equacdes paramétricas
x(t) = acos(wt) e
y(t) = asen(wt)
descrevendo a projecao
da posicao da particula
no plano Xy, temos que
de
w=—
dt
= wdt=d0

= ow(t-t,)=0-0,
= wAt=A0

ou simplesmente wt =260
conforme a figura abaixo.

Temos, entdo, as sequintes equacdes paramétricas:

X(t) = x, +r cos(t) X(t) = 3+ 3cos(t)
y(t)=y,+rsen(t) =< y(t)=2+3sen(t), 0<t<2m.
z(t) =3 z(t)=3

A Figura 2.6 ilustra esse exemplo:

Z4

D

X .

Figura 2.6

2 2
Para a elipse de equagao ( =% j +( y ;yo j =1, procedendo como
a

. A X=X
no caso da circunferéncia, tomando cos(t) = ( : j e
a

sen(t)=(y_by°j, isto é, x=x,+acos(t), y=y,+bsen(t); 0<t<2m,

obtemos uma representacao paramétrica.

2 2
Para a hipérbole de equacao (%) —(u] =1, como

b
x—xo) o
a

cotg(t) = (%) , isto é, Xx=X,+acosssec(t), y=y,+bcotg(t),

cossec’(t)—cotg®(t)=1, basta tomar cossec(t):(

0<t<2m para obter uma representacao paramétrica.

Suponha que as equagdes paramétricas que descrevem a trajetdria
de uma particula sao Xx(t)=acos(wt), y(t)=asen(wt) e z(t)=bt,
com a, b e w todos positivos. Para descrevermos a trajetéria do
ponto em termos geométricos, primeiramente imagine que o
ponto moével estd sobre o cilindro (reto) que se prolonga indefinida-
mente nas duas direcdes, acima e abaixo do circulo x*+y? =a® no
plano xy.



As equagdes paramétricas dadas, de x ey, revelam que a projegao
do ponto no plano Xy se move em sentido anti-horario sobre o cir-
culo x*+y? =a* com velocidade angular w.

Ao mesmo tempo, com z(t) =bt, o ponto também estd se elevando
com velocidade vertical b. Sua trajetéria sobre o cilindro é uma es-
piral chamada hélice circular, conforme ilustra a Figura 2.7.

Trajetoria
helicoidal

X2+y2=a2

Figura 2.7

Observacao 2.1. A hélice circular acima pode ser a descricao da
trajetéria de uma particula carregada com uma carga ¢, com ve-
locidade inicial V (e componente v, >0), em um campo magnético
B constante, paralelo ao eixo z, no sentido de z positivo para z
negativo. Essa particula estara sujeita a uma forca F = (qV)x B, que
apontara para o centro “do cilindro”.

Observacgao 2.2. Se quisermos, partindo de equagdes paramétricas,
encontrar a equagao cartesiana da curva, devemos eliminar o para-
metro. Para isso, “isolamos” o pardmetro em uma das equagdes e o
substituimos na outra equagao.

Observacao 2.3. Se o parametro t é eliminado nas equagdes pa-
ramétricas, pode acontecer que a eliminacdo do parametro resulte
numa equacao cartesiana, cujo gréfico contenha mais pontos que o
gréfico definido pelas equagdes vetoriais.



Exemplo 2.6: Ache a equacao cartesiana da curva descrita pela fun-
cdo vetorial f(t) = (x(t), y(t)) definida pelas equagdes paramétricas

X =sent
,teR
y =sent

Solucao:
Eliminando o parametro t, vem: y = x. (Verifique!)

Observe e compare os dois graficos esbocados na Figura 2.8:

f(t) =(sent, sent)

y
1
_1 R
0 1 X
-1
y=f(x)=x

A

y
0 ‘x

Figura 2.8
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2.2.3 Parametrizacao de outras curvas

O grafico de uma equacdo y= f(x), em que f é uma funcéo, cos-
tuma chamar-se curva plana. Ja vimos que esta curva pode também
ser representada por uma equagao vetorial f(t)=( f,(t), f,(t)). Ain-
terseccao de duas superficies representa, em geral, uma curva no
plano ou no espago. Observe os dois exemplos a seguir.

Exemplo 2.7: Determine a equagao vetorial que representa a cur-
va obtida pelas intersec¢des do cilindro x*+y*=1 com o plano
y+z=2.

Solucao:

A Figura 2.9 mostra como o plano intercepta o cilindro, e a Figura
2.10 mostra que a curva de interseccdo C € uma elipse.

y+z =2

Figura 2.9 Figura 2.10

A projecdo de C sobre o plano xy € a circunferéncia x*+y* =1,
z=0. Assim, podemos escrever:

X(t) = x, + rcos(t) X(t) = cos(t)
yt)=y,+rsen(t)=< y()=sen(t) ,0<t<2n
z(t)=2-y(t) z(t) =2—sen(t)
Logo, a equacao vetorial correspondente €:

r(t) = (cos(t))i + (sen(t)) j + (2 —sen(t))k; 0<t < 2.



Exemplo 2.8: Determine a equagao vetorial para y =5x+3 no plano
z2=2.

Solucao:

A curva C que queremos parametrizar € a interseccdo dos planos
y=5Xx+3 e z=2. Observe a Figura 2.11.

C

/ y z=2

/

Figura 2.11
Fazemos:
X(t) =t
y(t)=5t+3
z(t)=2
e, entao,

rt)=ti+(5t+3)j+2k; teR.

Observamos que essa parametrizacdo nao € unica. Também poderia-
mos ter feito, por exemplo,

X(t)=2t+1
y(t) =5(2t +1) + 3, e entdo, r(t) = (2t +1)i + 10t +8) j + 2k ; t e R.
z(t)=2

2.3 Curvas planas (caracteristicas)

Por questdao de simplicidade, vamos nos referir as curvas planas
como curvas. O gréfico da curva C é o conjunto de todos os pontos
P(t) =(f(t), g(t)) de um sistema de coordenadas retangulares que
correspondem aos pares ordenados. Cada P(t) é um ponto da curva.



P(a)

P(t)

P(b) <

Figura 2.12a

Xy

Usaremos indistintamente as expressdes “curva” e “grifico de uma
curva”. Convém imaginar o ponto P(t) tracando, ou descrevendo, a
curva C quando t varia no intervalo | . Isso é especialmente verda-
deiro nas aplicagdes em que P(t) é a posicao de uma particula que
se move em um determinado instante t.

d 1 P@=PO)
P(a)=P(b)
P(t) P(t)
X X
Figura 2.12b Figura 2.12¢

As Figuras 2.12a, 2.12b e 2.12c dao o gréfico de vérias curvas, para
o caso em que | é o intervalo fechado [a,b]. Se, como Figura 2.12a,
P(a) = P(b), entao P(a) e P(b) sdo chamados pontos extremos de C .
Note-se que a curva ilustrada na Figura 2.12a se intercepta, no sen-
tido de que dois valores distintos de t originam o mesmo ponto. Se
P(a) = P(b), conforme ilustrado na Figura 2.12b, entao a curva C é
uma curva fechada. Se P(a) = P(b) e C ndo se intercepta em nenhum
outro ponto, conforme ilustrado na Figura 2.12¢, entdo C é uma cur-
va fechada simples.

Se C é a curva conforme a Figura 2.12¢, entdo as equagoes,

x=1f(t) e y=9()

em que t pertence a |, sdo as equagOes paramétricas de C; t é o
parametro. Ao variar t em | , o ponto P(X,y) descreve a curva. As
vezes é possivel eliminar o parametro e obter uma equacao de C
envolvendo apenas as varidveis X e y (conforme ja foi visto).

A continuidade de f e g implica que uma pequena variagao de t
acarreta uma pequena variagao na posicao do ponto (f(t),g(t)) de
C . Pode-se utilizar esse fato para se obter um esboco do grafico,
marcando diversos pontos e ligando-os na ordem dos t crescentes,
conforme ilustrado no Exemplo 2.9.



Exemplo 2.9: Descreva a curva C ={(2t,t* -1)/-1<t <2} e esboce o
grafico.

Solucao:

Neste exemplo f(t)=2t, g(t) =t>—1, e as equacdes paramétricas
de C sdo:

X =2t
{y_tz_l,onde -1<t<2.

Podemos utilizar essas equacgdes para tabular as coordenadas de al-
guns pontos P(x,y) de C:

ST D S R R
2 2

X |1 -21-1]|0 1 2 3 4

Grafando esses pontos e utilizando a continuidade de f e g, obte-
mos o esboco a sequir:

y

Figura 2.13

Pode-se obter uma descri¢do precisa do grafico eliminando-se o pa-
rametro. Para ilustrar, resolvendo-se a primeira equagdo paramétrica



em relagcdo a t, obtemos tzg. Levando este valor de t na segunda
X\’ 1
equacio, vem: y:(zj -1 ou y:Zx2 ~1.

O grafico da ultima equacdo € uma parabola com eixo vertical e vér-
tice no ponto (0,-1). A curva C ¢ a parte da parabola exibida no
ultimo grafico (Figura 2.13).

As equacgOes paramétricas de uma curva nao sao unicas. A curva C
desse exemplo também pode ser dada por:

C ={(t, 1 —1)/—2£t 34}
4
c :{(ts, Leot)izs gyz}
ou por varias outras expressoes.

Exemplo 2.10: Descreva o grafico da curva C de equacoes
paramétricas:
x=cos(t), y=sen(t); 0<t<2m.

Solucao:

Eliminando o parametro, vem Xx°+ y? =1. Logo, os pontos de C es-
tdo sobre a circunferéncia unitaria de centro na origem. Quando t
aumenta de 0 a 2z, P(t) parte do ponto A=(1,0) e percorre a cir-
cunferéncia uma vez no sentido anti-horario. Veja a Figura 2.14. Nes-
se exemplo, o parametro t pode ser interpretado geometricamente
como o comprimento do arcode A a P.

\

y
1

Figura 2.14



Se uma curva C ¢ descrita por uma equagdo y = f(x), em que f
€ uma funcao continua, entdo uma forma simples de obter equacoes
paramétricas consiste em fazer

x=t, y=f(t)

em que t estd no dominio de f. Por exemplo, se y=X’, entdo as
equacoes paramétricas sdo:

x=t, y=t% teR.
Podemos usar muitas substituicdes diferentes para X, desde que, ao

variar t em um intervalo, X tome todos os valores do dominio de f .
Assim, o grafico de y = x* também é dado por

x=%/f, y=t; teR.
Note-se, entretanto, que as equacdes paramétricas X =sen(t),

y=sen’(t); te R dio apenas a parte do grafico de y = x> que esta
entre (-1,-1) e (L1).

Exemplo 2.11: Determine equagdes paramétricas da reta que passa
por (X,Y) e tem coeficiente angular “m”.

Solucao:

Uma equacgdo da reta € y—y, =m(x—X,).

Fazendo x=t, entdo y—-y,=m(t—x,) e as equacdes paramétricas

da reta sdo
X=t, y=y,+m(t-x%,), teR.

De modo analogo, podemos achar equacdes paramétricas mais sim-
ples fazendo X—X,=t. Nesse caso, y—Y,=mt e, assim, a reta ¢
dada parametricamente por

X=X, +t, y=y,+mt, teR.

Naturalmente, ha muitas outras maneiras de representar parametri-
camente uma reta.



2.4 Curvas suaves

Suponhamos uma curva C dada parametricamente por
x=f(t), y=9(t), t pertencente a um intervalo | . Diremos que C
é uma Curva Suave (ou Regular) se as derivadas f'e g' forem con-
tinuas em | e se ndao se anularem simultaneamente (exceto, possi-
velmente, nos pontos extremos de | ). A curva C diz-se Parcialmente
Suave (ou Suave por Partes) se pudermos particionar o intervalo | em
subintervalos, tais que C seja suave em cada subintervalo. O grafico
de uma curva suave nao tem “bicos”. As curvas dos Exemplos 2.9 a
2.10 sao suaves.

Exemplo 2.12: Determine se a pardbola semicubica F(t) = (1+t°, t%)
¢ suave por partes.

Solucao:
Como

r'(t) = (3t%, 2t),

temos F'(0) =(0,0)=0, e entdio a curva ndo ¢é suave. O ponto cor-
respondente a t=0 ¢ (1,0), e podemos perceber na representacio
grafica da Figura 2.15, que existe um bico agudo chamado cuspide,
em (1,0). Qualquer curva com esse comportamento - uma mudanca
abrupta de direcdo - nédo € suave.

Contudo, como a semicubica pode ser decomposta em um numero
finito de partes suaves, entdo ela € suave por partes.

3ty

Figura 2.15



2.5 Orientacao de uma curva

Seja C a curva da funcgao vetorial ft)=x@)i+yt)j+ z(t)E; te[a,b].

Definimos o sentido positivo de C como sendo aquele em que a cur-
va é tracada quando o parametro t varia de a até b . O sentido opos-
to é chamado sentido negativo de C, que representamos por —C .

Como podemos inverter o sentido de C? Se F(t) representa C;
te[a,b], qual é a fungdo G cuja curva contém os mesmos pontos
de C, porém com orientacdo contraria? Seja o intervalo [a,b] e seja
te[a,b]. Chamemos de x adiferenca t—a [x=t—a] quando t per-
corre o intervalo no sentido de a para b. Para a orientagdo contra-
ria, ou seja, quando t percorre o intervalo no sentido de b para a
tomemos x tal que x=b—t. Assim, podemos escrever:

b-x=b-(t—a)=a+b-t.

X X
A A

4 N\ 4 N\

L 4 @ @

a t b

b-x=b-(t-a)=a+b-t

Figura 2.16

Para que isso ocorra, devemos ter:
G(a+x)=F(b-x)=F(a+b—t)
para 0<x<b-a, ou seja,
G(t)=F(a+b-t).
Quer dizer, se
F )=, y(©), 2(1); te[a,b]
representa C, entao

G(t)=(x(a+b-t), y(a+b-t), z(a+b-t)); t e[a,b] representa —C .



Exemplo 2.13:

a) Obtenha uma parametrizacdo para o segmento de reta que
liga o ponto (13,1,12) ao ponto (-15,15,-23).

b) Obtenha uma parametrizacdo que inverte o sentido do item
anterior (—C).

Solucao:

a) Temos o vetor direcdo: v = (13,1,12) — (-15,15, —23) = (28,-14, 35).
Sendo P =(13,1,12),
temos:
x =13-28t
y=1+14t , t€[0,1]
z=12-35t.

b) Para obter —C, determinamos:

x(a+b—-t)=x(1+0-t) =x(1-t) =13-28(1-t) =-15+ 28t X =-15+28t
y@@a+b-t)=y@+0-t)=y(l-t)=1+14(1-t)=15-14t = < y=15-14t ,
z(a+b-t)=z(1+0-t)=z(1-t) =15-14(1-t) =1+14t z=1+14t
t<[0,1].

Exemplo 2.14: Tome a parametrizacao

{x =rcos(t)

y=rsen(t)’ tel0,2x],

da circunferéncia x*+y®=r?, no sentido anti-horério, para obter
uma parametriza¢do da mesma circunferéncia no sentido horario.

Solucao:

Para obtermos a parametrizacdo no sentido horario (—C), determi-
namos:

X =X(0+ 2w —t) =rcos(2z —t) = rcos(t) X = rcos(t)
{y =y(0+27x-t)=rsen(2x —t) =-rsen(t) - y =-rsen(t)
te[0,27].



Observacao 2.4: Toda fungao r fornece uma parametrizacdo para
a curva que representa e vice-versa. Se

F(t)= f,@0)i+ f,0) ]+ f,(t)k; te[a,b],

entao:
X= fl(t)
y="f,(t); telab]
z=f,(t)

é uma parametrizagao da curva de F.

2.6 Reta tangente

Na Secdo 1.7, vimos que a derivada da funcao vetorial I é outra fun-
¢ao vetorial definida por:

) = lim FEA0 =)
At—0 At

desde que o limite exista e seja finito.

Ja na Secao 1.71, vimos o significado geométrico dessa definicao.

Observe a Figura 2.17.
, , F(t+h)—T(t)
bRt h)-T() ~—h
5 Q
r(t)
T(t+h
c (t+h)
}
X y
(a) Vetor Secante (b) Vetor Tangente

Figura 2.17

Se os pontos P e Q tém vetores de posicao r(t) e r(t+h), entdo PQ
representa o vetor r(t+h)—r(t), que pode ser visto como o vetor

secante. Se h> 0, o multiplo escalar (%) (r(t+h)—r(t)) temames-

ma direcdo e o mesmo sentido que F(t+ h)—?(t). Quando h—0,



parece que esse vetor se aproxima de um vetor que estd sobre a reta
tangente. Por essa razao, dizemos que o vetor r'(t) é chamado vetor
tangente a curva definida por r no ponto P, desde que exista r'(t)
e r'(t)#0. A retatangented C em P ¢é definida como a reta que
passa por P e é paralela ao vetor r'(t).

Concluimos que o vetor r'(t) é tangente a curva C. Assim, defini-
mos como vetor tangente unitario a curva C o vetor dado por:

Exemplo 2.15:
a) Determine a derivada de r(t) = (1+t%)i+te™ j+2sen(2t)k .

b) Encontre um vetor tangente unitario no ponto em que t=0.
Solucao:
a) Diferenciando cada componente de r, obtemos:
r'(t) =3t%i + (1—t)e ™' j + 4cos(2t)k .
b) Como r'(0) = j +4k e |r (O)| V17, 0 vetor tangente unitario no
ponto (1,0,0) é:

r'(0) j+4k 1 i+

" (0)\ NERRN T J_

u(0) =

Exemplo 2.16: Para a curva r(t) =ti+(2-1)], determine r'(t) e
desenhe o vetor de posicao r(1) e o vetor r'(l).

Solucao:
Temos

- _i?_‘.’ - _17_*.
r(t)_Z\/fl Jer(l)_2| j-

A curva ¢ plana, e a eliminacdo do pardmetro da equacao x=A/t,

(1,1)
r@) r'@)
\
Figura 2.18

X y=2—t nosdd y=2-x? x>0.Na Figura 2.18, desenhamos o ve-
tor de posicdo r(l) =i+ j, comecando na origem, e o vetor tangente
r'(2) , comecando no ponto correspondente (1,1).



2.7 Comprimento de arco

Ja temos uma ideia de como usar equagdes paramétricas para des-
crever a trajetéria de uma particula movendo-se no plano. Vamos
desenvolver agora uma férmula para determinar a distancia percor-
rida pela particula ao longo da trajetdria.

Lembre-se de que, no Célculo II, quando vocé estudou as Aplicagoes
da Integral, trabalhou com a férmula do comprimento de arco de
uma curva C dada por y =h(x) no intervalo [X,,% ], ou seja, com a
férmula:

/= ]l«/1+[h'(x)]2 j 1+(3yj dx .

X

No caso da curva C estar representada paramétricamente por
x=f(t) e y=g(t), o teorema abaixo apresenta a forma como calcu-
lar o comprimento de arco da curva C,em que a<t<b.

Teorema 2.1: Se uma curva suave C parametrizada por
r(t) = x(t)i+y(t)j, a<t<b, ndo tem autointerseccdes (exceto possi-
velmente, nos extremos do intervalo), entdo o comprimento do arco
C ao longo do intervalo é dado por

(—j\/\(z) +[y'OT a’t—H (z)‘dr

Observacao 2.5: Se a curva C é suave por partes, seu comprimento
é dado por

/= tﬂ?‘(t)‘dHﬂF‘(t)‘dt ot i ‘F‘(t)‘dt,
a Y tha

em que [a,t].[t,t,],---,[t,,,b] sdo os subintervalos de [a,b] nos
quais a curva C é suave.

Analogamente, se C é uma curva suave no espago dada por
r(t)=x@)i+y(t)j+z(t)k, a<t<b, entdo o comprimento de arco de
C nesse intervalo € dado por

0= [JIXOF +1y OF +[2'®)F dt=[|re|dt.

Lembre-se de que

[F@)[=F)-F@).

conforme vimos na Sec¢éo
1.4.



Exemplo 2.17: Encontre o comprimento da hélice circular
r(t) = (cos(t), sen(t), t) do ponto A(L,0,0) a B(-1,0,7).

Solucao:
Temos que: r'(t) = (=sen(t), cos(t), 1)
‘F’(t)‘ = |Jsen?(t) +cos?(t) +1=+/2.

Para A(1,0,0), temost =0 e para B(-1,0, ), temos t = 7. (Verifique!)
Assim, vem: b .
f:ﬂ?'(t)\dt:jﬁdt:x 2 uc.
a 0
Exemplo 2.18: Encontre o comprimento de arco de uma curva no
3. —
espago dada por r(t) =ti +%t2 j +%t2k det=0até t=2.
Solucao:
Usando
4° 1
X(t)=t,y(t)==t2 e z(t) ==t?,
O=tyl)=3 ©=5
obtemos

1

X'(t)=1 y'(t)=2t2 e z'(t)=t.
Portanto, o comprimento de arco de t =0 até t=2 ¢ dado por:
b
(=]

= [VIxOF + [y OF +[='0)F de

?(t)]dt -

Lembre-se da Secdo 1.7 do

livro de Calculo Il - Integrais ’ -
que envolvem expressoes = _[\/ 1+4t+1¢ dt
do tipo 0
vax® +bx+c.

2
:j (t+2)*=3dt
0

:I:%«/(t+2)2 3 —%1n‘(t+2)+«/(t+2)2 3

=2\/B—%1n(4+\/ﬁ)—1+%ln3
~ 4,816 u.c.

]




Observe a seguir a Figura 2.19, que elucida esse exemplo.

Zy

-, T(2)=(0,=,2
T(0) = (0,0,0) h///“)( 3)
\

Figura 2.19

Observagao 2.6. A férmula para o comprimento de arco é indepen-
dente do parametro utilizado para representar C . Para ilustrar isso,
tente usar a fun¢ao com valores vetoriais

- - 4 - 1.,-
rt) =ti+—t3 j+ =tk
t) A

para representar a curva do Exemplo 2.18. Depois, encontre o com-
primento de arco de t =0 até t =+/2 e compare seu resultado com o
obtido no Exemplo 2.18.

2.8 Funcao comprimento de arco

b
Na integral /= _[ ‘r '(t)‘ dt, se substituirmos o limite superior “b ” por
a

um limite variavel “t”, t e[a,b], a integral se transforma em uma
£ 7
t”

funcao de Assim,

s:ﬁD:hFaWdf

é chamada fun¢do comprimento de arco e mede o comprimento de
arco de C no intervalo [a,t].



Exemplo 2.19: Encontre a fungao comprimento de arco da hélice cir-
cular r(t) = (cos(t), sen(t), t).
Solucao:

No Exemplo 2.17, calculamos o comprimento de arco desta hélice do
ponto A(L,0,0) ao ponto B(-1,0, 7).

Temos, entdo: r'(t) = (—sen (t), cos(t), 1)

‘F‘(t)‘ = |Jsen?(t) +cos? (t) +1=+/2.

t t
Assim, s=5(t) :I‘F'(t*) dt” =J.x/§dt* =2t ¢ a funcdo compri-
a 0

mento de arco da referida hélice.

2.9 Reparametrizacao de curvas por
comprimento de arco

Como sabemos, uma curva (ou fungdo) pode ser parametrizada de
varios modos. Seguidamente é conveniente que a parametrizagao
seja feita tendo por pardmetro o comprimento do arco. Veja como
fazé-lo.

Seja C uma curva suave ou parcialmente suave, parametrizada por
r(t) = (x(t), y(t)), com t variando em um intervalo | .

Fixando um ndmero real t, no intervalo |, obtemos sobre C um
ponto P,, tal que r(t,)=OP,. O ponto P, serve como ponto de re-
feréncia e, a partir dele, tomamos um sentido ao longo de C como
sentido positivo e o outro como negativo.

Assim, se P é um ponto da curva, tal que OP = F(t) , 0 comprimento
s do arco f’;b fica orientado: com sinal positivo se P estiver no sen-
tido positivo de C em relacdo a P,; com sinal negativo se P estiver
no sentido negativo.Veja a Figura 2.20.



—> Sentido positivo

—> Sentido negativo

Figura 2.20

t
Vimos, na sec¢do anterior, que a integral s=s(t) = Hr '(t")|dt” define
a

uma funcdo de t chamada fun¢do comprimento de arco e mede o
comprimento orientado de arco sobre C no intervalo [a, t].

Assim, para cada valor de s =s(t) com t € | , encontramos um tnico
ponto de C, o que nos permite obter uma parametrizagao para I por
comprimento de arco. Basta encontrarmos a fungao inversa t =t(s)
da funcao s =s(t) (isolando a variavel t em s =s(t) e encontrando o
intervalo que é sua imagem) e substituirmos em r(t), ou seja,

r(t(s)) = (X(t(s)), y(t(s)), z(t(s))), 0<s<~.
Entao,
R(s) = r(t(s)) = (x(s), y(s), z(s)), 0<s </

é uma parametrizacdo para a curva C em fungdo do parametro
comprimento de arco s. Dizemos, entao, que fizemos uma repara-
metrizacdo da curva C por comprimento de arco.

Exemplo 2.20: Reparametrize por comprimento de arco a circunfe-
réncia dada por C :r(t) = (acos(t),asen(t)), t [0,2x].

Solucao:

Temos: r(t) = (—asen(t),acos(t))

‘F‘(t)‘ = \Ja?(sen?(t) +cos?(t)) = a.

A funcdo comprimento de arco € dada por

s=s(t) = i‘?‘(t)‘dt* - _(i:adt* - [at*]; - at.



Dai,
s:at:t:t(s):g,com s e[0,2an].

Logo,

R(s) =r(t(s)) = F(ij = [acos (Ej ,asen (ED s e[0,2an],
a a a

€ a reparametrizacdo procurada.

Exemplo 2.21: Reparametrize por comprimento de arco a hélice cir-
cular do Exemplo 2.17.

Solucao:
Temos: C:r(t) = (cos(t), sen(t),t), t [0, 7] (Verifique!)

r'(t) = (~sen(t), cos(t),1)

‘F‘(t)‘:\/3en2(t)+cosz(t)+l:\/— - Conforme foi calcu-

lado no Exemplo 2.17.

t t
Entdo, s=s(t) =J.‘F'(t*) dt” :J.\/Edt* =+/2t ¢ a funcdo compri-
a 0

mento de arco da referida hélice (conforme foi calculado no Exemplo
2.19).

De s=+/2t vem t:t(s):%s, para se[0,4/27].

Logo, R(s)=r(t(s)) = F[g s] = (cos {g SJ, sen [% sj , QSJ ,

2

S e[O,\/Eyr], ¢ a reparametrizacdo por comprimento de arco para
a hélice dada.

Resumo

Neste capitulo, apresentamos algumas curvas planas representan-
do-as através de suas equagOes cartesianas e suas respectivas re-
presentacoes paramétricas. Vimos como esbogar graficamente essas
curvas e estendemos nosso estudo para o espaco tridimensional.
Classificamos as curvas em Curva Suave (ou Regular) e Suave por
Partes. Vimos como examinar a orientacao dada a uma curva e tam-



bém como determinar a reta tangentea C em P (P pertencea C).
Calculamos o comprimento de arco e parametrizamos a curva pela
funcao comprimento de arco.

Exercicios Propostos

De 1 a 5, parametrize a curva dada por sua equagio cartesiana.
1) 2x*+2y* +5x+2y—3=0
2) 5x*+2y-79=0
3) 2x+3z=6; y=2
4 y=2Jx;2=9
5 x=¢’;z=¢"

6) Parametrize o segmento de reta do ponto (1,8,9) ao ponto
(2,27,2).

7) Em que pontos sobre a curva, cuja representagdo paramétri-

| ox=t+4t . . .
cae: ) , a reta tangente a curva é paralela a reta:
y=06t°, teR

X=—Tt )
y=12t-5 teR

Nos exercicios 8 e 9, dé a equagio cartesiana da curva e faca um esbogo da
mesma.

X =2+4sent
8
) y =3—2cost, te[o,?’?ﬂ}
Xx=t+1
9) y=t*+4
=2 —0o<t<+o




10) Encontre os pontos em que a curva dada por
rt)=(t2-Di+t>+1)j+3tk; teR fura 0 plano
3Xx-2y—-z+7=0.

11) Verifique se a curva dada pela representacdo vetorial a seguir
é suave (regular).
a) r(t)=(*-1i+t*+1)j+3tk; teR

b) s(t) = (e t + 2sent); te R

12) Quantas voltas completas em torno do eixo z da a hélice
rit)= (acost, asent,%tj; (a>0), em uma distancia de 10 uni-

dades, medidas ao longo do eixo z ?

13) Certa curva é dada por:
r(t) = (2+cost)i + (3+sent) j + 2tk; te [0,37]. Faca um esboco
dela e obtenha uma parametrizagao da curva com orientacdao
contraria.

X =t?

14) Uma curva C tem equacgdes paramétricas: 3 .
y=t2-3t teR

Mostre que existem 2 (duas) retas tangentes a C no ponto (3,0)

e dé as suas equagdes na forma y =ax+Db.

a) Encontre os pontos de C em que a reta tangente a C é hori-
zontal e aqueles em que a a reta tangente a C é vertical.

b) Sendo F(t)=(t? t°-3t);te R, analise o vetor F'(t) e ve-
rifique se o sentido positivo de C é aquele assinalado a
Figura 2.33.

3%

l
<

Figura 2.33



De 15 a 18, determine o comprimento de arco da curva.
15) r(t) =(e'cost, e'sent, e'), 0<t <1
16) x=t3 y=t*, 1<t<3
17) r(t) = (2cost, 4t, 2sent) , de P,(2,0,0) a P,(0,2p,2)
18) r(t)=@t+Di+(t+2)], para tef0,1]
De 19 a 21, escreva a fungdo comprimento de arco.

- t t
19) r(t) :Ksen? cosz, 2tj
20) r(t) = (t, t?)
v 3 3 3
21) r(t):(cos t, sen’t, Zcosth

De 22 a 25, reparametrize pelo comprimento de arco a curva.
22) T(t) = (V2 cost, v2sent), t [0, 2]
23) r(t)=@t-1t+2)
24) r(t) = (e' cost, e'sent, ')
7T
25) x=2cost, y=4t, z=2sent; te {0, E}

De 26 a 28, verifique se a curva estd parametrizada pelo comprimento
de arco.

26) r(t) = (cost, sent), t>0

27) F(s):[%,\/gsj, $s>0

28) q(s) =(acos(£j, asen (Ej b(in, em que ¢* =a’+b?
c c c



De 29 a 32, encontre o vetor tangente unitdrio a curva, no ponto indicado.

29) r(t)=(tcos(2t), tsen(2t)), te [0, co); t :%

30) r(t)=ti+(t*+1)], te[0, 4]; P,(2,5)
31) r(t) =(t, 2t%, 3t%); P,(1,2,3)
32) rt)=(e"+1e" -1,t); P,(2,0,0)

33) Uma particula se move ao longo da curva C, dada por
r) =tfi+t3)+k.
a) Determine os vetores velocidade e aceleracgao.

b) Determine a velocidade escalar.

¢) Verifique se os vetores velocidade e aceleragao sao ortogo-

nais.
Respostas
1or(t) = —§+@cost, —1+@sentj,te[o,2n]
4 4 2 4

2. r(t) = t,E—Etzj,teR
2 2

3.r(t) =|t, 2, 2—3tj, teR
3

4 7(t) = (t, 241, 9), t € [0, +0)

5.r(t)=(t, Int, e'), t e (0, + )

6. F(t) = (1+t, 8+19t, 9-7t), t [0,1]

7 (-5,6) e (_@, §j
27 3

2 2
L (=2 (y-3°
16 4

9. y=x*-2x+5



1

)

11.

12.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

92

26.

27.

28.

. r@)=(0,23) e r(2)=(3 5 6)

a) Nao é regular.

b) E regular.
7 voltas.
b) (0, -3)
V3(e-1)
%(85@ ~13413)
J5p
210
V17

S(t) = Tt

s(t) :%[t 1-4t? +%In ‘Zt +/1+4t°
32

s(t) ==—"sen’
(t) >

[x/_ cos[ fsenﬁj,

|

se [o, 2\@1]

ok

S};/_cos(lnsf/%/—] S?/_sen( \/_]

[2‘3‘”{ N sz :

Sim.
Sim.

Sim.



1 7
29| = , —
1+ 7? \/1+n2j

50, (A7 @]

17 ' 17

o (Y2 242 9V2
M4 7 714
5 [¥B V3B
13" 3'3

33.a) (2t, 3t*,0) e (2, 6t, 0)
b) tv4+9t?

¢) Nao sao ortogonais.
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Capitulo 3

Funcoes vetoriais de varias variaveis

Neste capitulo, estenderemos o que foi visto no Capitu-
lo 1 (Fungoes Vetoriais de Uma Varidvel) para Fungoes
Vetoriais de Virias Varidveis, interpretando e calcu-
lando limites e derivadas, bem como os interpretando
geometricamente. Inicialmente, vamos definir alguns
conceitos preliminares, como: conjunto aberto, conjunto
fechado, vizinhanga, dominios conexos e simplesmente
conexos. Apos, definiremos uma Fungdo Vetorial de Vi-
rias Varidveis mostrando em seguida alguns exemplos
que envolvem cdlculo de limites e derivadas parciais,
tanto de primeira ordem como derivadas sucessivas, ou
seja, de ordem superior.

3.1 Introducao

Primeiramente, veremos algumas definicdes que facilitardo a
compreensao dos topicos a serem vistos posteriormente.
Definicao 3.1. Sejam P, eR* e “r” um ndmero real positivo.
Chama-se bola aberta de centro P, e raio r, e representa-se por
B(R,,r) o conjunto dos pontos P, tal que a distinciade P a R, é
menor que I, ou seja,

B(R,r)={PeR*/d(P,R)<r}.

Observacio 3.1. Analogamente, definimos a bola aberta em R®.
Geometricamente, em R®, B(P,,r) representa o interior de uma
esfera com centro em P,(X,, Y,,Z,) € raio r.Jaem R?, é o interior
de um circulo com centro em Pj(X,,Y,) e raio r.
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Definicdo 3.2. Sejam P, e R® e “r” um ntimero real positivo. Cha-
ma-se bola fechada de centro P, eraio r, e representa-se por B[F,,r]

o conjunto dos pontos P, tal que a distdncia de P a P, é menor ou
igual a r, ou seja,

B[R, r]={PR®/d(P,R)<r}.

Observagio 3.2. Analogamente, definimos a bola fechada em R?.

VA A
y
%
o
é yo .
XO .......................................... >
X Xo X
Figura 3.2a Figura 3.2b

Exemplo 3.1: Em R?, uma bola aberta de centro num ponto (X, Y,)

e raio a serd o conjunto dos pontos (X,y), tais que

d(06Y), (% 1) = (6 Y) = (k)| < @ & J(x=x)? + (Y- ¥,)? <a, isto

é, representa o interior do circulo de centro (X,,Y,) e raio a.

Definicao 3.3. Vizinhanga de um ponto P € R? é qualquer subcon-
junto de R? que contenha uma bola aberta de centro em P, isto ¢, o
subconjunto V é uma vizinhanga de P se B(P,r)cV, para algum
r >0. Analogamente, definimos vizinhanga de um ponto P e R®.



Note-se que qualquer bola aberta é vizinhanga do seu préprio cen-
tro e facilmente se mostra que é vizinhanca de qualquer um dos
seus pontos.

Exemplo 3.2: Verifique se os conjuntos

V1={(X1,yl)eR2/X120 € ylzé}/

V, ={(%, V) e R/ /(% D% +(y, ~1)? < 2},

Vs :{(val) eR’ /\/(&_%j +(y1_%j 32};

V,={(x,y)eR*/x >1 ey >1};

Vs ={(x, ;) e R? /mgﬁ}

sdo vizinhanca do ponto A= (11).

Solucao:

Para dizermos se os conjuntos V,, V,, V;, V, e V., representados res-
pectivamente pelas Figuras 3.3a até Figura 3.3e, sdo vizinhancas do
ponto A, precisamos verificar se esses conjuntos contém uma bola
aberta centrada em A.

Nll—‘|_\
}

Figura 3.3a Figura 3.3b



Figura 3.3¢c Figura 3.3d

Figura 3.3e

Os conjuntos V,, V, e V;, sédo vizinhanca de A, pois contém uma bola
aberta centrada em A (a bola aberta B((l,l),%), por exemplo). No

entanto, os conjuntos V, e V; ja ndo sdo vizinhancas de A.

Definicao 3.4. Seja S um subconjunto de R"(n=2,3). Um ponto
A€ S diz-se ponto interior de S se existir uma bola aberta centrada
em A e contidaem S.Um ponto diz-se ponto exterior ao conjunto S
se for interior ao seu complementar.

Definicao 3.5. No caso de um ponto nao ser interior nem exterior ao
conjunto S, esse ponto chama-se ponto de fronteira de S .

Definicao 3.6. O conjunto de todos os pontos interiores de um con-
junto S designa-se por interior de S e representa-se por “intS”.



O conjunto dos pontos exteriores de S designa-se por exterior de S
e representa-se por “extS”. “ fr S ” representa o conjunto dos pon-
tos de fronteira de S, que se designa por fronteira de S .
e 111), o
Exemplo 3.3: Verifique se o ponto P = 29 € ponto interior, ex-
terior ou de fronteira do conjunto
S={x.¥,,z)eR’/x,>0ey, >0ez >0}
Solucao:
Tomamos, por exemplo, a bola B(P,%), esta que esta contida em S.

Os pontos de S, tais que (0,X,,X;), com X, € X, maiores do que
zero, sdo pontos de fronteira de S, ja que ndo sdo pontos interiores
nem de S, nem do seu complementar.

Exemplo 3.4: Verifique se ha pontos interiores ao conjunto
S ={(%, %) eR* I x, =2x}.
Solucao:

Este conjunto ndo tem pontos interiores. Suponha (com vista a
um absurdo) que (S,2S) é ponto interior de S. Entdo, para certo

r=r,, B((s,29),p) =S. Mas (s+r—2°, 25—r—£Je B((s,2s),1,) e
(s+r—2°, 23—%") ¢ S, 0 que € absurdo. Este fato mostra que S nao

pode ter pontos interiores. Por outro lado, o conjunto dos pontos ex-
teriores de S € extS = {(xl, X,)eR* [ x, # 2x1}, ja que todos esses
pontos sdo interiores ao complementar de S.

Podemos facilmente mostrar que: Se S < R", entdo,

intScS,extScR"-S e R"=intSuwuextSu frS.

Definicao 3.7. Se todos os pontos de um conjunto forem pontos in-
teriores, o conjunto diz-se conjunto aberto.

Observacao 3.3. Um conjunto S € um conjunto aberto se, e somente
se, S coincide com o seu interior.

Definicao 3.8. Um conjunto diz-se conjunto fechado se o seu comple-
mentar for um conjunto aberto.



Exemplo 3.5: Todas as bolas abertas sao conjuntos abertos, pois
B(A,r)=intB(A,r).

Exemplo 3.6: Seja V = {(Xl, x,)eR*/x >0¢ex, > %} Esse conjunto é

aberto, pois s6 tem pontos interiores.

Exemplo 3.7: O conjunto V = {(Xl,xz) eR*/x >0ex,> %} nao é

aberto, ja que, por exemplo, (0,1) ndo é ponto interior de V.

Exemplo 3.8: Seja V = {(xl,xz) eR*/x, = 2x1}. Esse conjunto nao é
aberto, pois tem pelo menos um ponto que nao é ponto interior, por
exemplo, o ponto (1,2) . Nesse caso, V é um conjunto fechado, pois
o seu complementar € aberto.

Definicao 3.9. Um conjunto aberto no plano ou no espago é denomi-
nado dominio D.

Definicao 3.10. Um dominio D € conexo se quaisquer dois pontos
de D podem ser ligados por uma linha poligonal inteiramente con-
tida no dominio D.

Definicdo 3.11. Um dominio D < R? é simplesmente conexo (ndo apre-
senta buracos) quando toda curva fechada simples de D circunda
somente pontos de D.

Definicdo 3.12. Um dominio D c R® é simplesmente conexo quando
qualquer curva fechada simples de D pode ser reduzida de manei-
ra continua a um ponto qualquer de D sem sair de D.

As Figuras 34a a 3.4e mostram conjuntos conexos do plano. Na
Figura 34a, Figura 34b e Figura 3.4c temos dominios simplesmente
conexos. Ja na Figura 3.4d e Figura 3.4e, os dominios nao sao simples-
mente conexos.

_______
e .

SS
SS -
\\\\\\
~
e

Figura 3.4a Figura 3.4b Figura 3.4c

Uma linha poligonal aberta
¢ formada por segmentos
de reta consecutivos e

ndo colineares, ou seja,
segmentos de reta que ndo
estdo alinhados na mesma
reta e que ndo se fecham.
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Figura 3.4d Figura 3.4e

Vocé pode notar que a curva C, circunda apenas pontos contidos
em D e, se for reduzida a um ponto, permanecerd em D, o que ndo
ocorre com a curva C,.

As Figuras 3.5a, 3.5b e 3.5c mostram dominios conexos em R*:
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Figura 3.5a Figura 3.5b Figura 3.5¢

Os dominios representados na Figura 3.5a e na Figura 3.5b sdao sim-
plesmente conexos. J4 o dominio representado na Figura 3.5c ndo é

simplesmente conexo.
Exemplo 3.9: O dominio D ={(x,y) e R*/4 < x* + y* <9} é simples-
mente conexo? Por qué?

Solucao:

Conforme a representacdo grafica de D na Figura 3.6 e a Definicao
3.10, percebemos que D € conexo.
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Figura 3.6

Contudo, da Definicdo 3.11 podemos afirmar que D néo € simples-
mente conexo.



3.2 Funcoes vetoriais de varias
variaveis
Definicao 3.13. Chamamos de funcao vetorial das varidveis X e

y a fungdo definida em D cR?, que associa a cada par ordenado
(x,y) € D o vetor definido por:

f(x,y)=f,(x )i+ )],

em que f, e f, (chamadas componentes ou fun¢des coordenadas)
sao funcoes escalares definidas em D.

Analogamente, se f é definida em D < R?, ento:

?(x, y,2) = fl(x,y,z)T+ fz(x,y,z)]+ f,(X, Y, z)R.

Exemplo 3.10: Encontre o dominio das fungoes
Ty, 2)=(x+D)zi+x(y -1 ]+ 2xzk e
9O, Y) =x*(y-Di+y1-y*].
Solucéo:

Temos que f(x,y,2)=(x+1)zi+ x(y—l)]+2\/§R ¢ uma funcio
vetorial definida em todos os pontos (X, Y, z) € R? tais que xz > 0. Ja
g(x,y)=x2(y=1i++1-y?j é uma funciio vetorial que esta defi-
nida em todos os pontos (X, y) € R?, tais que 1—y*>0.

3.3 Limite e continuidade

Definicdo 3.14. Sejam D < R? um conjunto aberto, P,(X,,Y,) €D e
ro seu vetor posicao. Seja f uma fungao vetorial definida em D,
exceto talvez em ro. Seja a=a,i+a, ] um vetor constante. Se r é o
vetor posi¢do do ponto P(X,Y), dizemos que

lim f(x,y)=a
se para todo £>0 existe 0>0, tal que ‘T(X, y) - a‘ <& sempre que
0< ‘r - Fo‘ <9.



Observacao 3.4. 0< r—ro|<0 representa o interior (exceto P,) de
um circulo de raio 0 e centro em PB,. Geometricamente, dada qual-
quer bola B(A,¢) de raio ¢ e centro em A(a,,a,), existe uma bola
B(PR,,0) de raio 0 e centro em P,(X,,Y,), tal que os pontos B(F,,0)
(exceto talvez em Pj) sao levados por fem pontos de B(A,¢). As-
sim, a direcdo, o sentido e o comprimento de f(x,y) tendem para a
direcdo, o comprimento e o sentido de a quando (X,Y) = (X, Yo) -
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Figura 3.7

De forma andloga as fungoes vetoriais de uma varidvel, se

T(x,y) = (£, ), f,(x,y))

e
a=(a,3a,),
temos
lim f(xy)=ae lim  f(xy)=a, i-=12.
(69) 0 ¥0) (x,y) LU (x,y) =a,, para
Observacoes 3.5.

1) As propriedades dos limites sdo anélogas as propriedades vis-
tas para funcgdes vetoriais de uma variavel (veja Secao 1.5).

2) Analogamente, definimos o limite para uma fungao

f(xy.2)= 06y, 2)i+ £, y,2) J + f,(x, y,2)k,,

definida em um aberto D c R®.



Exemplo 3.11:
a) Calcule o limite de §(x Yy)=(y+1i-(x*-2)] quando T
tendea 0.
Solucdo:
limg(x,y) =lim((y+Di-(x*-2)j)=_lim (y+Di - lim (x*~2)j=(@-2)

2
b) Calcule o limite de f(x,y,z) =(ye"2+1 X—ll 3x yz] quando
F tendea O. y(<+1)

Solucao:

2

.oz . 2 x° -1
I f Y, — I X“+1 N~ - 3
il x.y.2) (x,y,z)lf(]l,zm[ye y(x*+1)’ X yzj

[ m oyt aim X im sy
(x,y,2)>(1,-2,0) " (%,y,2)>(1,-2,0) y(x _|_]_) (x,y,2)>(1,-2,0)
_ (~2¢2,0,0).

Definicao 3.15. Seja D < R? um conjunto aberto. A fungéo f, defi-
nida num dominio D, é continua no ponto B,(x,,Y,) € D se

lim  T(xy)=f(X.Y,)-

(%,¥)=>(X,Yo)

Se f é continua em cada ponto do dominio D, dizemos que f é
continuaem D.
Observacgoes 3.6.

1) De forma analoga as fungdes vetoriais de uma varidvel, temos
que f é continuaem D se, e somente se, as suas fungdes com-
ponentes (escalares) sdo continuas em D.

2) Analogamente, definimos a continuidade para uma fungao

f(xy,2)= f,(xy,2)i+ f,(x, y,2) ]+ f,(x, v, 2)k,
definida em D < R?®.

Exemplo 3.12:

a) Verifique se a fungao vetorial f(x,y)=Yyi—x] é continua em
todo o seu dominio.



Solucdo:

Como as funcdes componentes de f sdo continuas, entdo f tam-
bém € continua em todo o seu dominio, ou seja, em todos os plano
do R?.

b) Verifique se a funcao vetorial
Y 247 xX>-1 - =
h(x,y,z) = ye* ti+——— j+3x3yzk
(x,y.2)=y yoE s LTI
é continua.
Solucao:

Como as fun¢des componentes de h sio continuas, entdo h também
é continua em todos os pontos (X,y,z) € R®, tais que y#0.

3.4 Derivadas parciais

Definicao 3.16. Seja f uma funcao vetorial definida num dominio
D c R®. As derivadas parciais de f emrelacdoa X, y oua z,indi-

of of of _ . . :
cadas por —, —, —, sao definidas respectivamente por:
oXx oy oz
ﬁ_ lim f(x+AxYy,2)-f(xY,2)
OX  M—0 AX '
ﬁ—l f(x,y+Ay,2)- (X Y,2) .
ay Ay—0 Ay
of i Flxy 2442~ F(xy.2)
07 A0 Az '

para todo (X,Y,z), tal que os limites existem.

Se f(xy,2)=(f,(xy,2), f,(xy,2), f,(x,y,2)), entdo

O (%% ) OF (& 2% ), OF (o % %)
OX ’ oz '

oy

oy oy oy

ox' ox ' ox oz o1’ oz



Exemplo 3.13:
= X of of of
a) Seja f(x, y,z)—(v,xyz,—Syzj.Calcule X' oy e Pl
Solucdo:
) i 2
ﬂ: 2, yz, 0] ; ﬂ: —X—z, Xz, -5z | e
ox Ly oy y
of
—=(0, xy,-5y).
oz

- e - or
b) Dada a funcao r(u,v)=ue""i+(u+v)’j, determine 0 no

0
ponto (1,2) e Er no ponto (-1,2).
Solucao:

g =(e"" +ue"™,2(u+v)) = no ponto (1,2), temos
u

U 1,2) = (2¢°,6).

ou

% = (ue"™,2(u+v)) = no ponto (—1,2), temos

%F(—l, 2) =(e,2).

3.5 Interpretacao geométrica da
derivada

Seja f = f(x,y,z) uma funcdo vetorial continua. Se todas as varia-
veis, exceto uma que pode ser tomada como parametro, permane-

. . T of ~
cem fixas, entdao f descreve uma curva no espago. Se 8_(P°) #0,
X

a derivada parcial de T em relagio a variavel x é um vetor tangente
a curva definida por f(X,Y,,z,) no ponto P,. Analogamente, se
of . : T s s .

E(PO) # 0, a derivada parcial de f em rela¢do a variavel y é um

vetor tangente a curva dada por f(x,y,z,) no ponto P, e, se



of
0z
vetor tangente a curva dada por f(x,,Y,,2) no ponto PF,.

(R) = 0, a derivada parcial de f em relagao a variavel z é um

Observe a representacao gréfica (Figura 3.8), que ilustra geometri-
camente as derivadas parciais para uma fungao vetorial de duas

variaveis.

—

o “
a (XO |y0) g(xo,yo)
Y

=4

4

/ \/ y

Figura 3.8

Exemplo 3.14:
a) Seja a fungao vetorial f(x,y,2) =(y, zc0s(x), zsen(x)) . Descreva
a curva obtida fazendo y =0 e z =3. Represente nesta curva a
of
derivada parcial — no ponto P, (£,0,3j.
OX 6
Solucao:
Para y=0 e z=3 (fixos), temos:
1(x,0,3) = g(x) = (0, 3cos(X), 3sen(x)).
Observemos que a(x) = (0, 3cos(x), 3sen(x)) descreve uma circun-
feréncia no plano yz, em que a variavel X pode ser interpretada

como o parametro t (reveja a parametrizacdo da circunferéncia na
Secédo 2.2.2).
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Por outro lado, temos:
5T
—=(0, —zsen(x), zcos(x)).
19)4
Assim,
o py_[o 3 3B
OX 2 2
Por outro lado, temos:

of = (cosv,senv,—2u)
ou

e
ov
Assim,
of T V2 2
—_ 2,— = _1_'_2 2
ou (\/— 4) (2 2 \/—J
e

of T
E(ﬁ’ﬂ =(-110).

3.6 Derivadas parciais sucessivas

Seja f(Xx,y).Se as derivadas parciais dessa funcao vetorial existem,
elas sdo também funcoes vetoriais. Assim, as derivadas parciais de
segunda ordem de f sdo indicadas por:



oyox oy

oxoy  oX
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az?’_ a af L o°f _ofef af Cof_afaef
oxt ' oyox oy ' oxoy ox| oy

au@
v oyl )

Analogamente, obtém-se as derivadas parciais de ordem n > 3.

Exemplo 3.15:
- , ) .ot ot
a) Seja f(x,y,z)=(e”, y*+xz, x°yz) . Determine oyax © axdy
ponto Ry (-11,-1).

Solucao:

_ -
:i[ﬁf J:i(yexy, Z, 2xyz) = (e + xye”,0,2xz) = gy@f (-1,13,-)=(0,1, 2)
X

x ) oy
- ,—
_ofot :i(xexy, 0, x’z) = (e¥ + xye¥, 0, 2xz) = ot (-1,1,-1)=(0,1, 2)
oy ) ox oxoy
b) Seja f(x,y,2) = (sen(xy),cos(yz), e**). Determine o1 e ot
] ' y’ - y ’ y ] . ayax axay .
Solucao:
*f _oafof) o
— |==(ycos(xy),0, yze**) = (0,0, ye** + xy*ze""
2 OZ(GXJ 82(y (xy),0, yze™)=(0,0,y y )

3F s
858 fa = %(s 8f ] :%(0, 0, ye + xy2ze™) = (0, 0, 3xyze™ + x2y?z%™ + &™)
ZOX 20X

Teorema de Schwarz: Seja f = f(x,y). Suponha que f este]a de-

f of o*f
finida sobre uma bola aberta B((X,,Y,),r) e que 6_ 8_ 0

oy oyox ©

o't . : . - aZT' o't
também estejam definidas em B. Entao, se e
oxoy B oyox  oOxoy
continuas em B, temos 62—f(x Yo)= ot — (%, Y,) -

4 ayax 0170 01 J0

X0y

Observacao 3.7. O Teorema de Schwarz também é valido, com as

sao

hipéteses adequadas, para fungdes de trés ou mais variaveis.



Resumo

Neste capitulo, apresentamos as Fun¢des Vetoriais de Varias Varia-
veis. Iniciamos definindo bola aberta, bola fechada, vizinhanca de
um ponto, ponto interior, ponto exterior, ponto de fronteira, conjun-
to aberto e conjunto fechado. Apresentamos a defini¢ao de domi-
nio conexo e simplesmente conexo. Calculamos limite de fungoes
vetoriais de varias varidveis e analisamos a continuidade dessas
fungdes, bem como calculamos as suas derivadas parciais, quando
existem. Verificamos que a derivada parcial de f em relacéo a varia-
vel x éum vetor tangente a curva definida por (X, y,,Z,) noponto P,.
Analogamente, a derivada parcial de f em relacdo a variavel y é
um vetor tangente 3 curva dada por f(x,,y,z,) no ponto P, e a de-
rivada parcial de f em relagdo a variavel z é um vetor tangente a
curva dada por f(X,,Y,,2) no ponto P,. Finalizamos o capitulo cal-
culando derivadas parciais sucessivas de fung¢des vetoriais.

Exercicios Propostos

1) Verifique quais dos conjuntos abaixo sdo conexos.
a) A={(x, y) e R?/2x* +5y* <10}
b) B={(x, y, ) e R®/3x* +9y* + 2> > 18}

2) Determine o dominio das seguintes funcdes vetoriais.
a) F(%Y,2)=Xi+yvJz]+4—x>—y’k
b) g% y,2) = (X +y2)i+xy j+xyk
O R y) =i+

d) p(xy,2) :\/2—x2 —y27+\/x2 +y?-1j+zk

3) Determine os seguintes limites.

a) lim \/2—x2 - y27+\/1—x2 —y2j

(x,¥)—>(0,-1)

b lim 2X3 cosy ] +(xy + 2)K

(x,y,z)a[O%,Z) X
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: X —1)- X —y® -
¢ lim I +C0s ]
xy)-a)l x-1 X—Yy

a)  lim Zsen (lj7+ cos(x) j +tg (yz)k
(x,y,z)a(o,l,%) y X

4) Faga uma andlise da continuidade das seguintes fungdes.

re ~ 2 1_’
— Xi+yseny j+xz'sen—k, se z#0
a) f(xy,2)= z
Xi+ysenyj, se z=0

b) T(x,y,z):u7+x2]+\/§R

5) Calcule as derivadas parciais de 1° ordem das seguintes
funcoes.

a) f(x,y,2)=2xi+yz? j+4-x* - y’k
a X Yy \|r - —

b) g(x, y7z):;Sen(;jl+COS(X)J+tg(yZ)k

C) E(X, Y, Z) = e72X7+ eXy] + efxyz_k'

d) p(x,y) =Xy i+(x-y)Inyj

6) Considere a funcao f(x,y,z)=z%i+ycos(x)]+ ysen (x)k.
a) Descreva a curva obtida quando fazemos y=2 e z= V2.

of
b) Represente nesta curva a derivada parcial 2 1o ponto

P(%,l,\/ij.

Respostas

1. a) E conexo.
b) E conexo.
2.2) D={(x,y,2) eR*/ x> +y* <4 e >0}

b) D={(x,y,z)eR*/y>0}



o) D={(x,y)eR*/x =0}

d) D={(x,y,2) e R*/1<x*+y* <2}
3.a) i

b) 2i + 2k

o 2i

4) j+K
4.a) E continua em R®.

—

b) E continua em todo o dominio de f, ou seja, em
{(x,y,2)eR®/x=y e z>0}

5. a)

ﬂ: 2,0,—; ;ﬂ: 0,22,—4 ;ﬂ:(x,ZyZ,O)
OX 4-x*—y? ) oy 4-x*—y? | oz

b)

aa Xsen (ij —Yysen (){j 55 y COS(i) —XSsen (zj T ;

— = i-senxj;, == _ K
ox Y oy y cos?(yz)
9__ Yy
- 2
0z cos“(yz)
0
N e rTryer ] yrek; Do xej-xze ™k, N xye ik
OX oz

66 re =, 66 X = X—=Y =
d) —==yi+lnyj;—=—=——i+|—=-In
) o yi+iny ] - +( YJJ

6. a) E uma circunferéncia no plano x=2.



Capitulo 4

Campos escalares e
campos vetoriais







Capitulo 4

Campos escalares e campos vetoriais

Neste capitulo, aplicaremos métodos vistos nos capitu-
los anteriores a novos conceitos, obtendo resultados que
encontram muitas aplicagoes no ramo da Fisica. Abor-
daremos os campos vetoriais. As principais aplicacoes
envolvem campos de velocidade e campos de forga,
sejam de sélidos, liquidos ou gases — assim chamados
porque a cada particula da substincia associamos um
vetor velocidade ou um vetor forca. De importincia pri-
mordial sdo os campos vetoriais conservativos, porque
incluem os campos gravitacionais e eletromagnéticos
(campos de quadrado inverso).

4.1 Campos escalares e campos
vetoriais

Dada uma regidao D do espaco, podemos associar a cada pon-
to de D uma grandeza escalar (temperatura, pressao, densidade,
distancia..) ou uma grandeza vetorial (forca, velocidade, acelera-
¢do, posicao, deslocamento..). Dizemos, entdo, que esta definido
sobre D um campo escalar ou um campo vetorial, respectiva-
mente. Geralmente identificamos um campo escalar ou vetorial
com a fungdo escalar ou vetorial que o define.

Definicao 4.1. Seja f uma fungao escalar definida em uma regiao

D contidano R? ouno R®. A regido D, juntamente com as gran-
dezas escalares, imagem de cada ponto de D pela f, é chamada
campo escalar. Dizemos também que f define um campo escalar
sobre D.



Seguem alguns exemplos de campos escalares

* Se D é um sdlido no espago e d ¢é a densidade em cada ponto
(x,y,z)e D, d define um campo escalarem D.

* Uma piscina P na forma de um paralelepipedo com base qua-
drangular de lado medindo 3 me de altura medindo 1,8 m esta
cheia. Cada particula da 4gua em P estd sujeita a uma pressao
que é proporcional a distdncia desta particula até a superficie da
agua. Desta forma, definimos uma funcao escalar p da dgua de
P em R obtendo, consequentemente, um campo escalar. Como
exercicio, usando coordenadas cartesianas escreva a funcao p e
caracterize seu dominio.

* D é uma chapa metdlica na forma de circulo com raio r cuja
temperatura em cada um de seus pontos é inversamente pro-
porcional a uma unidade somada com sua distancia até o cen-
tro do circulo. Isso define uma fungdo escalar T (que associa a
cada ponto da chapa a sua temperatura) e um campo escalar.
Escreva a funcao T e o seu dominio.

Definicio 4.2. Seja f uma funcéo vetorial definida numa regido D
contida no R? ouno R®. A regido D, juntamente com as grandezas
vetoriais, imagem de cada ponto de D pela f, é chamada canpo
vetorial. Dizemos também que f define um campo vetorial sobre D.

Seguem alguns exemplos de campos vetoriais

* Consideremos a funcéo vetorial V que associa a cada ponto da
atmosfera terrestre D a velocidade do vento neste ponto. V de-
fine um campo vetorial em D, chamado campo de velocidade.

* Consideremos D como o espago ocupado pela 4gua em um
riacho. A fungao que associa a velocidade de cada particula de
D em certo instante também define um campo de velocidade
em D.

* Pela Lei da Gravitacao Universal de Newton, a Terra exerce
uma forca de atracdo para o seu centro sobre qualquer corpo
em sua atmosfera. A fun¢ao que associa essa forca a cada pon-
to da atmosfera D define um campo vetorial em D chamado
campo de forca. No caso, esse campo de forga é o campo gra-
vitacional da Terra.



4.2 Representacao geométrica de um
campo vetorial

A funcado vetorial dada por f(x,y)=(M(xYy), N(x,y)) define um
campo vetorial no R?*. Para representa-lo, introduzimos um sis-
tema de coordenadas no plano xOy e selecionamos alguns pontos
(x,y) do plano e desenhamos os vetores a eles associados com a
origem do vetor no préprio ponto. E conveniente lembrar que os
vetores de um campo vetorial sdo infinitos e que ndo podemos re-
presentar todos. Assim, a selecao dos pontos deve ser tal que nos dé
informacgoes sobre o comportamento do campo em geral.

Exemplo 4.1: Considere os campos vetoriais F(X, y)=(x,y) e
V(X,y) = (-Y,X) . Analise-os e dé uma possivel interpretacao fisica.
Solucao:

Podemos comecar produzindo uma tabela com alguns pontos do do-
minio de r e V e as suas respectivas imagens.

(X! y) (11 1) (_11 1) (_1’ _1) (1! _1) (3! 3) (_3! 3) (_3! _3) (3! _3)
F (X, y) (1! 1) (_1! 1) (_1’ _1) (1’ _1) (3! 3) (_3! 3) (_3’ _3) (37 _3)
vixy) | (1) | (-3-D) ) @&-D) 0 @) (83 | (3-3) B3 (B3

Reveja a definicdo de

equipoléncia

na Secdo

4.2 do livro de Geometria

Analitica.

Na Figura 4.1a e na 4.1b representamos os campos vetoriais rev
respectivamente. Note que na Figura 4.1b usamos a propriedade de

equipoléncia para deslocar a representacdo do campo vetorial da ori-
gem para o ponto em que esta aplicado o campo.

! N 7 /
Figura 4.1a Figura 4.1b



Os vetores deste campo vetorial podem representar um campo de
velocidade de uma roda em movimento conforme a Figura 4.2.

Figura 4.2

Sendo r(x,y)=(x,y) a funcéo vetorial que nos da o vetor posicdo
do ponto (x,y)eRR?, temos que r(x,y) e V(x,y) sio ortogonais
em cada ponto (X,Y), pois o produto escalar desses vetores é nulo
conforme seque:

(X, ¥)-(=Y,X) = (=xy +xy) =0.

Observacao 4.1. Na Figura 4.3a, temos uma representacao da fun-
¢ao vetorial V(X,y)=-Yyi+X]. Representacdo similar pode ser pro-
duzida com o auxilio de softwares como o Maple.

Figura 4.3a

Na Figura 4.3b, temos ndo apenas uma representacdo, mas um ma-
peamento fisico de um campo vetorial. Perceba que as linhas de
campo magnético sao mapeadas pelo p6 de ferro préximo ao ima, e
as bussolas indicam a diregao e também o sentido desse campo.



Figura 4.3b

Seguidamente é conveniente indicar campos vetoriais usando a no-
tagdo do vetor através da fungao vetorial que fornece o vetor posi¢ao
de um ponto no plano ou no espaco.

Exemplo 4.2: Da Lei da Gravitagdo Universal de Newton, se uma
particula de massa m, esta localizada na origem de um sistema co-
ordenado xyz, entdo a forga exercida sobre uma particula de massa
m localizada em P(x,y,z) é

m,m
[

F(xy,7)=-G——u, [75%)

r

em que G é a constante gravitacional, r é o vetor que d4 a distancia

entre m, e me u= r é um vetor unitdrio que indica a dire¢ao

1
|
da for¢a. Um campo vetorial desta forma é chamado campo de qua-
drado inverso.

Ja a Lei de Coulomb diz que uma carga elétrica pontual Q, que
esteja situada na origem, exercera sobre uma carga pontual ¢, loca-
lizada em P(X,Y,z), uma forca

Qq

F(x,y,z)=c——=u,
|
sendo ¢ uma constante, r e U tendo o mesmo significado fisico de

(4.1). Note que a Lei de Coulomb tem a mesma forma da Lei da Gra-
vitacao Universal de Newton.



Observacao 4.2. A Figura 4.4 ilustra alguns vetores de campos veto-
riais quadrados inversos para ¢ <0.

\\\\

L\
\

Figura 4.4

4.3 Derivada direcional e gradiente de
campo escalar

Definicao 4.3.Seja f uma funcao escalar (de duas ou mais varidveis).
O gradiente de f, denotado por “Vf 7, € um vetor definido por

VE(xy) = (f,(x y), f,(x,y)), para R? e
vi(xy,2) = (f,(xy.2), f,(x,y,2), f,(x,y,2)), para R®.

Exemplo 4.3:

a) Seja a funcéo f (X, y) = xe” + y’e*. Encontre o campo gradiente
de f.

Solucao:

Para obtermos o gradiente de um campo escalar, basta aplicar o ope-
rador V a respectiva fungdo, como segue:

VE(x,y) = (f,(x,y), f,(x,y)) = (e’ + y’e*, xe’ +2ye”).

b) Seja a funcdo f(x,y,z)=3x"y—zsen(x)+ y°cos(z). Encontre o
campo gradiente de f.

of
L f(x,y)=—
embre que f (X, y) ™



Solucao:

Seguindo o mesmo raciocinio do Exemplo 4.3a, temos:
VE(xy,2)=(f,(x,y.2), f,(xy.2), f,(x,y,2))
= (6xy —zcos(x), 3x* +2ycos(z), —sen(x) — y’sen(z))

¢) Seja a funcdo g(x,y)=3x+2y. Encontre o campo gradiente
de g.

Solucao:
Seguindo o mesmo raciocinio do Exemplo 4.3a e do 4.3b, temos:

vg(x, y)=(9,(x,¥), 9,(x,¥)) =(3,2),

que esta definido por uma funcéo vetorial constante e cuja represen-
tacdo esta esbocada na Figura 4.5.

—
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Figura 4.5

Definicao 4.4. Seja f um campo escalar diferenciavel numa vizi-
nhanga do ponto P € R® e seja U um vetor unitdrio qualquer de R®.
A derivada direcional de f na direcdo de U é definida como:

D, f (P) = lim f(P+td)— f(P) ’

t—>0 t

se esse limite existir e for finito.

Observacao 4.3. D,f(P) é a taxa de variacdo de f em P, na
direcaode U.

4.3.1 Calculo da D, f(P)

Teorema 4.1. Seja f um campo escalar diferenciavel numa vizi-
nhanga do ponto P(X,,Y,.Z,) e seja U=(a,b,c) um vetor unitdrio.



Entao,

Duf(P)=%(P)-a1+%(P)-b+%(P)-c.

a
oy

a

éﬁ —
ay(P). E(P))-(a,b,c):Vf(P).u

D, f(P) =%(P)-a+ (P)-b+%(P).c:(%(p)'

Assim, temos que D, f (P) =Vf(P)-U.

Observacao 4.4. D, f (P) fornece o coeficiente angular da reta “T ”
tangente a curva intersecgao do grafico de f com o plano vertical
na diregao do vetor U. Veja a Figura 4.6.

z

P (xO,yO,zo)

Q (x.y.2)

———

SO

Figura 4.6

Exemplo 4.4: Seja f(x,y)=x’+y®. Encontre a derivada direcional
de f no ponto (-1,3) na direcdo do vetor (1,2).

Solucdo:
Em primeiro lugar, o vetor (1,2) néo € unitario. Devemos, entéo, to-

mar 0 S€u Versor:

5

=2X;

Entéo, ﬂ
X

of 2. OfF oy o O o
5_33,, —(P)=-2 ay(P) 27

52
=

Logo, D, f(P) =



Verifique se tomando
f(x,y,2)=(x+y)+(y+2)*+(z+X)’, P=(2-12) e u=(2-12),

entao teriamos D, f (P) =12.

Observagao 4.5. Seja f um campo escalar diferencidvel numa vizi-
nhanca do ponto Q(X,,Y,) do R?. Definimos analogamente,

fR+t) - f(Q)
t 4

D, f(Q) =lim
sendo U um vetor unitario de R”.
Também de maneira anédloga, calcula-se D, f (Q):

Se U =(a,b), entao

Duf(Q)=%(Q)-a+%(Q)-b-

4.4 Propriedade do vetor gradiente
(o gradiente como direcao de
maxima variacao)

Seja 0 a medida do angulo entre os vetores Vf e U (unitdrio). Entao,
Vi -0 = |Vf ||d|cos(6)
Como D, f =Vf -0, segue que D, f =|Vf||i|cos(h) .

D,f sera maxima quando cos(f) =1, isto é, quando U estiver na
direcdo e no sentido de Vf .

O vetor gradiente de uma fungao aponta na direcao e no sentido em
que a fungdo tem a taxa maxima de variacéo, que é |Vf|.

Exemplo 4.5: A temperatura em cada ponto (X,y) de uma placa re-
tangular situada no plano xy é determinada por T(x,y) = x* + y*.



a) Ache a taxa de variagao da temperatura no ponto P(3,4) na
direcao e no sentido do vetor (%,;J .
Solucao:
Tomando o gradiente da funcio temperatura, temos:
VT (X,y)=(2x,2y)
D,T(x,y)=(VT(x,¥))-U=(2x,2y) (%g] =X ++/3y
D,T(P) =3+4+/3=9,93.

A taxa de variagdo da temperatura no ponto P na dire¢édo e no sen-

tido do vetor [%?J € aproximadamente 9,93.
b) Ache a diregao e o sentido em que a taxa de variacao da tempe-
ratura no ponto Q(-3,1) é méxima. E qual essa taxa méxima?

Solucao:

VT(Q)=(-6,2)

A taxa de variagcdo da temperatura no ponto Q ¢ maxima na direcio
e no sentido do vetor VT (Q) =(-6,2). A taxa maxima ¢ dada por

VT(Q)|=210.

4.5 Derivada direcional de campo
vetorial

Definigdo 4.5. Sejam f (x,y,z) um campo vetorial, um ponto P € R®
e uma direcdo em P, dada por um vetor unitdrio u. A derivada
direcional de f na direcdo de u é definida como:

0, 7(P) = lim f(P+tut)— fP)

se este limite existir e for finito.

Considerando as componentes escalares, f, f, e f, de f, pois

f6y.2) = L6y, 2)i+ f,(xy,2) ]+ f,(x ¥, 2)k,



vem:

f(P +tu)— f(P)
t

=(|tirg £(P+tu)— fl(P)]T{Itmg f,(P+1) - fZ(P)J]J{[iT f,(P+1U) - fs(p)]R_

D, f(P)=

t t t

Assim, concluimos que a derivada direcional de f em um ponto P
existe se, e somente se, existem as derivadas direcionais das func¢oes
escalares f, f,e f,.

Exemplo 4.6: Encontre a derivada direcional em P(-2 1) do campo
vetorial radial f(x,y)=2xi+2y],na direcao do vetor a=i+]j.
Solucao:

Como a ndo é um vetor unitario, determinamos:
TR
EIRERRE
Temos:

o f=2x; Vi (-21)=2i
o f,=2y; Vi, (-2,1)=2]j.

Assim, vem:

D, f(-21) = [a -Vfl(—2,1)]7+ [a -V, (—2,1)}]

Fw )

=2i+/2].

"Velocidade", nesse caso,
poderia ser pensando Observacao 4.6. Considere um fluido movendo-se em uma regiao
como a velocidade de D, em regime estaciondrio, isto ¢, a “velocidade” em qualquer pon-

uma particula que flutua L. ~ .
n6 fluido ou ainda como to P(x,y,z) é mdegendente do tempo. Entdo, a cada ponto esta as-
a quantidade de fluido sociado um vetor V(X,Y,z), que é a “velocidade” do fluido em P
que passa pelo ponto por (Figura 47).
unidade de tempo




/%

Figura 4.7

A derivada direcional de v em P, em uma dire¢ao dada a, expres-
sa a variacao da “velocidade” do fluido, em P, na direcado a.

4.6 Campos conservativos

Definicdo 4.6. Um campo vetorial F é conservativo numa regizo D
do R? oudo R® se F =Vf, para alguma fungio escalar f definida
em D. Nesse caso, a fungio f é chamada funcio potencial de F na
regiao D, e a imagem de um ponto pertencente a D pela f é o po-
tencial neste ponto.

Observacao 4.7. Na Fisica encontram-se, muitas vezes, campos veto-
riais que se podem escrever como o gradiente de um campo escalar.
Denominam-se estes campos como campos conservativos. Exemplos de
campos conservativos sao o campo gravitacional e o campo elétrico.
Exemplo 4.7: O campo vetorial dado por

F(X,y)=2xi +y]
é um campo conservativo, pois existe uma fungao escalar,

f(x,y)=X2+1y2,
2
tal que,
VE(XY)=2XT +y]=F(X,Y).

Mas, como verificar se um campo vetorial é conservativo?

Por enquanto, para saber se um campo vetorial dado é conservativo,
temos que verificar se ele possui uma fungao potencial.



Por exemplo, seja F(x,y,z) = (10xz + ysen(xy), xsen(xy), 5x?), F sera
conservativo se encontrarmos uma fungao escalar f tal que,

F(xy,2) =VE(xy,2) = (f,(xy.2), f,(xv.2), f,(xY,2).

Assim,
f, (X,y,z) =10xz + ysen(xy) @.2

f, (X y,z) =xsen(xy) @.3)
f (xy,2)=5x" (44

Dai, integrando (4.2) em relagdo a X, temos:
f(x,y,z2)= I f (xy z)dx= j[lez + ysen(xy) ]dx = 5x*z - cos(xy) + C,,

em que C, é uma constante em relacdo a X. Porém, C, pode depen-
derde y ou z,isto é, C, =g(Yy,z) e, portanto,

f(x,y,2) =5x"z—cos(xy)+g(y,z). (4.5)

Derivando (4.5) em relacdo a y e comparando com (4.3), temos:
xsen(xy) +9,(y,z) = f,(xy,z) = xsen(xy) = g(y,z) =0.
Dai,
9(y,2)=[g,(y,2)dy = [ody =C,

em que C, é constante em relacio a X ea y. Porém, C, pode de-
pender de z, ouseja, C, =h(z) e g(y,z)=h(z), que substituindo em
4.5) vem:

f (X,y,z) =5xz—cos(xy) + h(z). (4.6)

Derivando (4.6) em relacao a z e comparando com (4.4), temos:

5X* +h,(2) = ,(x,y,2) =5X* = h,(2) =0=h,(2) = [ h,(2)dz = [0dz =C.

Substituindo em (4.6), obtemos a funcdo potencial

f(X,y,z) =5x*z —cos(xy) + C para F.

Logo, F € um campo conservativo.



Afirmacao: “Todo campo vetorial quadrado inverso é conservativo.”

Como exercicio, mostre a afirmacdo acima, considerando F um
campo vetorial quadrado inverso no R?.

Resumo

Neste capitulo, definimos campo escalar e campo vetorial. Defini-
mos e calculamos o vetor gradiente de uma funcao escalar f (de
duas ou mais vardveis). Verificamos que o vetor gradiente de uma
funcado aponta na dire¢do e no sentido em que a fungao tem a taxa
maxima de variacao. Também definimos e calculamos a deriva-
da direcional de f na direcio de um vetor U unitdrio qualquer.
Apresentamos como identificar se um campo vetorial F é ou nio
conservativo. Para os campos conservativos, determinamos a fungio
potencial de F . Mostramos exemplos na area da Fisica em que se
encontram campos conservativos, como o campo gravitacional e o
campo elétrico (campos de quadrado inverso).

Exercicios Propostos

1) Represente graficamente os seguintes campos vetoriais.
a) T(xy)=0E+y?)i+2xy]
D) g% y)=(x=y)i+(x+Y) ]
o h(x,y)=-yi+xj+k
2) Suponhamos que a temperatura em um ponto (X, y, z) do espa-

co é dada por x* +y?+2z°. Uma particula P se move de modo
que no tempo t a sua posicao é dada por (t,t°,t%).

a) Identifique a funcdo escalar que nos da a temperatura em
um ponto qualquer do espaco.

b) Identifique a fung¢ao vetorial que descreverd o movimento
da particula P.



¢) Determine a temperatura no ponto ocupado pela particula

em tzl.
2

3) Determine o gradiente dos seguintes campos escalares.
a) f(x,y,2)=xy+xz+yz
b) g(x y,2) =%z
¢ h(x,y,2)= z—m

4) Calcule a derivada direcional da fungao f(x,y)=¢e*"" na dire-
¢ao do vetor V=i+ ] no ponto P(0,1).

5) Determine a derivada direcional da fun¢ao f(x,y) no ponto
P e na direcao indicada pelo angulo 6.
) )=y —y' PRD, 0=7

b) f(x,y)=+5xy, P 4), ez_%

6) Calcule, usando a definigdo, a derivada direcional no ponto e
diregao indicados
a) f(x,y)=x*—y?, P(12), na direcio de v=2i+2j .
b) f(x,y)=2x+3y, P(-1,2), na direcao da reta y =2x.
o f(x,y,2)=2x+3y-z, P(1-1), na direcao do eixo positi-
vodos VY.
7)Se a poluicio P, em cada ponto, é dada por

100
P(x,vy,2)=
(%.y,2) 1+x° +3y*+z

%), determine o sentido que se deve
q

seguir, a partir de S(2,1,3), para alcangar os pontos mais des-
poluidos. Qual a velocidade de despolui¢ao nesta dire¢ao?

8) Calcule a velocidade com que cresce a temperatura
T(X,Y,2)=40-2x+Yy* quando se desloca na diregdo do vetor
v=2i-3j+5k:

a) a partir de um ponto qualquer.



b) a partir do ponto P(L4,2).

¢) A partir do ponto P(1,4,2) , em que diregao esta temperatu-
ra mais cresce? Qual esta velocidade de crescimento?

9) Represente geometricamente o campo gradiente definido pela
func¢ao dada:

a) u(x,y,z)= —%(x2 +y*+17%)
b) u(x,y)=2x+4y
10) Seja  f(x,y)=2x*+5y°. Represente geometricamente
Vi (X, Y,), sendo (%,,Y,) dado por:
a) L1
b) (_11 1)
1
= 3
Q) ( > V3 j

11) Encontre a derivada direcional em P dos campos vetoriais
dados, na direcao do vetor V= (2,-11).

a) f(x,y,z)=2xi+5y j+4k; P(L12)
b) g(x,y,z) =Y i+e*Y j+2k; P(110)

12) Seja V(X,y,2)=2Xi+2y j+2k o campo de velocidade de um
fluido em movimento. Determine a variacdo de v no ponto

—

P(@1,2), na direcao do vetor —k .

13) Verifique se os seguintes campos vetoriais sdo conservativos
em algum dominio. Em caso afirmativo, encontre uma func¢ao
potencial.

a) f(xy)=2xyi+x?]j
b) g(x,y)=xe’ (2yi+x]j)

- Xi+V i
o) A(x,y)= X2+yyz‘

d) t(x,y)=e*(cosyi+seny j)

) p(xy,z)=senyi—cosx j+k



f) a(x, y,2) = ez(yT+ x]+ Xy R)

) ﬁ(x, Y, Z) =17—L2]+ (2z —1)R
y |y

Respostas

2.a) f(x,y,2)=x+y*+7°
b) r(t)=ti+t? j+t3k

Q) o unidades de temperatura

3.a) VE(X, ¥, 2) = (Y+2) T+ (X+2) j+ (X +y)kK

b) Vag(x,y,2) = DL S j+ Yk
2Xyz  24/Xyz 2,/Xyz

X - y R
Nrasvia vt

¢) Vh(x,y,z2)=-
4. 2e
a) 2+44/3

B

7. Sentido do vetor: (4,6,1); velocidade v = 100v53
i 121
velocidade

unidades de

-4-6y




¢) Direcao do vetor (-1,4,0); velocidade: 2J17 unidades de
velocidade

11. a _
) 6
ez—: 3 =
b) —i+—
) = 61
12. 0

13. a) Conservativo: f(X,y)=x’y+C (C: constante).
b) Conservativo: g(Xx,Yy) = eV +C.
c) Conservativo: h(x,y) = % In(x*+y?)+C.
d) Nao conservativo.
e) Nao conservativo.
f) Conservativo: q(X,y,z)=xye’ +C.

) Conservativo: m(x,y,z) = §+ 7?-z7+C.
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Capitulo 5

Integrais de linha

As integrais de linha sdo também chamadas integrais
curvilineas. Neste capitulo, vamos apresentar as inte-
grais de linha de campo escalar e de campo vetorial. A
integral de linha constitui uma generalizacio da inte-
gral definida de uma fungio sobre um intervalo fecha-
do. Vamos calcular a integral definida de wma funcdio
sobre uma curva qualquer ou uma linha qualquer que
pode ser plana ou espacial, por isso é chamada de inte-
gral de linha.

5.1 Integral de linha de campo
escalar

Definicao 5.1. Seja C uma curva suave, orientada, com ponto ini-
cial A e ponto terminal B.

Seja f(X,y) um campo escalar definido em cada ponto de C.

Dividimos C em n pequenos arcos pelos pontos

A=P,P,..,P,P,.,P =B.

Denotamos por As; o comprimento do arco P_,P.

Em cada arco P_P, escolhemos um ponto Q =(X ;). Veja a
Figura 5.1.
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Figura 5.1

A integral de linha de f ao longo de C, de A até B, denotada por
L f(x, y)ds, é definida por

_[C f(x,y)ds=lim > f(Q)As, = lim > f(x,y;)As;. (5.1)
Nn—+o0 i—1 N— -+ i-1
Observacoes:

1) O valor da integral de linha ndo depende da parametrizacao
da curva, desde que cada ponto da curva seja atingido uma
Unica vez quando "t" cresce da "a" para "b".

2) Como para as integrais de fungdes de uma variavel real, po-
demos interpretar a integral de linha de uma funcado positiva

como uma area. De fato, se f(x,y)>0, JC f(x,y)ds representa

a drea de um lado da “cerca” ou “cortina” cuja base é C e cuja
altura acima do ponto (X,y) é f(x,Yy). Veja a Figura 5.2.

Zl

Figura 5.2
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5.1.1 Calculo da integral de linha de campo
escalar no plano

1° Caso: A curva C é definida na forma vetorial r(t) = x(t)i+ y(t)].

O comprimento do arco PP é As, = /(X (£))2 + (Y (t))?At.

Para algum t; no intervalo [t ;,t;], o ponto Q =(Xy;) tem como

vetor posicao o vetor F(t")=(x(t)I,(y(t)]).

Assim, a equagao (5.1) pode ser escrita na forma

J. f0uy)ds = im >° £ () yEONKEN + V€A, 62

O resultado em (5.2) é reconhecido como limite de uma soma de
Riemann.

Portanto,

[ feoyds =[x, yONKOF + (Y @) dt (53

ou

[ touyds=]"t (F(t))‘?(t)‘ dt. (5.4)

Exemplo 5.1: Calcule L (2+x%y)ds, em que C é a metade superior
do circulo unitério x* +y* =1.
Solucao:

A curva C é ilustrada na Figura 5.3.

y
X2+ y2= 1
(y 20)
-1 0 1 X‘

Figura 5.3
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As equacdes paramétricas de C sdo x=cos(t) e y=sen(t) para
0<t<z, pois C éa metade superior do circulo x* +y* =1,

Entéo,

[_@+xy)ds = [ (2+cos® (thsen(®)y (X (1))° + (v (1)) et

- IO" (2+ cos? (t)sen(t))y/sen? (t) + cos?(t)dt

= [7(2+cos* (tysen(t))dt

_ {Zt— cos%t)}
3

=27t+3.
3

T

0

Suponha agora que C seja uma curva suave por partes, ou seja, C ¢
a unido de um numero finito de curvas suaves C,C,,...,C_, em que
(como mostra a Figura 5.4) o ponto terminal de C, , ¢ o ponto inicial
de C,. Ento, definimos a integral de f aolongo de C como a soma
das integrais de f ao longo de cada trecho suave de C.

Nesse caso,

jc f(x,y)ds = jcl f(x, y)ds+ jc f (X, y)ds+...+ jc f (X, y)ds.

Figura 5.4

2° Caso: A curva C é definida por uma funcao explicita.

Se a curva C for definida por uma funcdo explicita y= f(x),
a<x<b, podemos utilizar X como parametro na equagao (5.3).

Assim, jcg(x,y)ds = j:g(x, f (X)1+ (F'(x))2dx.



y
8__ ............
c/
1
(1) 2

Figura 5.5

A integral IC f(x, y)ds também pode ser representada por
[_IPOx, y)dx+Q(x, y)dyl.
Nesse caso, podemos parametrizar a curva C e resolver a integral

na varidvel t ou escrever a integral na variavel X ou na variavel y
e resolvé-la.

Exemplo 5.2: Calcule jc xydx + x*dy, em que C é dada por y=x’,
-1<x<2.

Solucao:

A curva C é ilustrada na Figura 5.5.

Como C esta definida pela funcio explicita y = x®, podemos utilizar
X como parametro.

Usando dy = 3x%dx, temos:

IC xydx + x*dy = rlxﬁdx + X% (3x°dx)
Ty dy

= I_214x4dx
4 .2 132
:g |-1_?

Exemplo 5.3: Calcule L y?dx — x’dy, em que C é formada pelo arco

de parabola y=x* de (0,0) a (1,1) seguido pelo segmento de reta
horizontal de (1,1) a (3,1)

A curva C esta indicada na Figura 5.6.

ty

Figura 5.6

133
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Solucdo:

Como C ¢ suave por partes, expressamos a integral dada no exemplo
como uma soma de integrais.

Simbolicamente, escrevemos

Je= I+ I

em que C, € o arco da pardbola y=x* de (0,0) a (L1) e C, é 0
segmento de reta de equacdo y=1de (1,1) a (1,3).

¢ (alculo da integral sobre C;:
Utilizando X como parametro, temos dy = 2Xdx.

Assim, L y2dx — x’dy = le“dx — x?2xdx

= Iol(x“ —2x%)dx

1

5 T4
0

¢ Calculo da integral sobre C,:

Utilizando X como pardmetro e como y =1, temos que dy =0.

Assim, L y2dx — x*dy = fldx -x*0= f dx = x|f =2.

Logo, L yedx —xPdy = ——+2=".

5.1.2 Calculo de integrais de linha de campo
escalar no espaco

Suponhamos agora que C seja uma curva espacial suave dada pelas
equacgOes paramétricas X =X(t); y=y(t); z=1z(t); a<t<b ou pela
equacao vetorial r(t) = x(t)i+ y(t)j + z(t)k.

Se f é uma fungao de trés varidveis que € continua em "C", entao de-
tinimos a integral de linha de f ao longo de C (com relagdo ao com-
primento de arco) de modo semelhante ao feito para curvas planas.

Assim, jc f(xy,z)ds=1im>" f(x,y/,2)As
n—oo i1

_ jb f(x(), y(©), Z(O) (X (1) + (¥ (1)* (7 (1))t
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Compactamente

[ teoy.ds=[ f(r) ‘F(t)‘ dt.
Para o caso especial quando f(X,y,z) =1, temos

[Las=] b‘?(t)‘dt _L
C a '
em que L é o comprimento da curva C.

Como nas integrais de linha no plano, podemos calcular integrais
de linha no espago da forma

L P(x,y,2)dx+Q(X,Y,z)dy+R(x,y,z)dz
escrevendo X, Y, z, dx, dy e dz em termos do parametro "t" ou esco-
lhendo uma das variaveis, X, y ou z, como varidvel de integracao.
Exemplo 5.4: Calcule L ysen(z)ds, em que C é a hélice circular dada
pelas equagdes: x=cos(t); y=sen(t); z=t; 0<t<2x.
Solucao:

[ ysen(z)ds = j;”sen(t)sen(t)J(x’(t))2 +(Y () + (2 (1)t

= [7sen? (t)y/(~sen(t))’ + (cos(t))’ +1 dt

-2 J'Oznsenz(t)dt
CV2(, sene)\T
_7(t_ 2 jo =ar

A Figura 5.7 ilustra a curva C.

Exemplo 5.5: Calcule a integral L ydx + zdy + xdz, em que C é a cur-
va definida pelas equagdes paramétricas x=t, y=t’ e z=t° para
0<t<l.

Solucéo:

1
J'C ydx + zdy + xdz = Iotz dt +t° 2tdt + t 3t*dt
dx

dy dz

- j:(t2 + 2t 1+ 3t%)dt

3 5 4 !
= t—+2t—+3t—
3 5 4

0
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5.2 Integral de linha de campo vetorial

Definicdo 5.2. Seja f um campo vetorial continuo definido sobre
uma curva suave C definida por r(t); a<t<h.

A integral de linha de f sobre C, denotada por [C fdr, é definida por
jc fdr= Im; Fr(t)) v (t)AL, .
A hipétese de continuidade garante que o limite sempre vai existir.

Assim,

[ Far=["T(r@)-r Ot (5.5)

Poderiamos atribuir algum significado fisico para uma integral de
linha de campo vetorial?

Suponhamos um campo vetorial f=1(x,y,z) atuando em cada
ponto de uma curva suave C definida por r(t) = x(b)i+ y(t)]j+z()k,
a<t<b, que varia tanto em magnitude quanto em dire¢do. Veja a
Figura 5.8.

Figura 5.8

Poderiamos pensar em uma situagdo fisica na qual a trajetéria de
uma particula submetida a forca f seria a curva C, que vaide A
para B.

Sabemos que, se a particula se desloca de A para B ao longo de
uma linha reta, entdo o trabalho w feito por uma forca constante f
é w=f - AB, ou seja, é o produto escalar do vetor forca f pelo vetor

AB deslocamento.
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Podemos usar essa informacao para determinar o trabalho feito por
T aolongo da curva C.

Como mostra a Figura 5.8, a curva C foi dividida em subarcos P_,P,

com comprimento As;.

Destacamos da Figura 5.8 o arco P_,P, para melhorar o entendimento.

f(P)

‘// T

P ;
1 P P

Figura 5.9

Seja B =(x,Y;,z;) um ponto qualquer do arco P_,P, corresponden-
do ao valor do parametro

Como As; é pequeno, o movimento da particula de P_, para P em
C se processa aproximadamente na diregdo de T(t’), vetor tangen-
te, unitério, a P’.

Entao, o trabalho W, feito pela forca f para deslocar a particula de
P, para P, é
w, = F(R)@AsT (L)

e o trabalho w total executado para deslocar a particula ao longo de
C de A para B é

n

w=lim > T(RT(t)As,
N—+00 i1

n e * * E *
= 1im > F(¢,y;, z)T(t)AS, .
nN—+oo i1
O trabalho w é o limite de uma soma de Riemann, entao

W= Lb?(x, y, z)Tds. (5.6)
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Se C ¢é definida pela equagao vetorial r(t) = x(y)i+y(t) ] +z(t)z,
a<t<b, entdo r(t’) é o vetor posicio do ponto P’, e o vetor tan-
()

)

gente, unitarioem P, é dado por

. Da equagao (5.4), podemos

escrever a equagao (5.6) como
b~ (1) |~
W=Lf0a»F%ﬁhaﬂm

w:ﬁ?ﬁmﬁnmt (5.7)

Esta ndo é a unica

Portanto, a integral de linha jc fdr definida em (5.5) nos da o interpretacio fisica possivel
_ para integrais de campos

trabalho realizado por uma for¢a f para deslocar uma particula ao vetoriais conforme veremos

longo de uma curva. no proximo capitulo.

Exemplo 5.6: Calcule o trabalho realizado pela forca T y)=yi+x]j
newtons (N), ao longo da curva C, definida por y=Inx metros
(m), domarco (1,0) m para o marco (e,1) m.

Solucao:

Fazendo X =t, obtemos as equacdes paramétricas de C, dadas por
Xx=t e y=Int.
A equacio vetorial de C é r(t) =ti+Int], 1<t<e.

W=ﬁ?@®ﬁﬁﬂt

Como f(r(t))=Inti+tj, r{)=i+
temos

—~ |

joe T(r@)-ri)=Int+1,

W=Lum+nm

=(tInt—t)[; =1Nm.

Exemplo 5.7: Calcule IC fdr para T(x,y,z)=yzi+xzj+xyk ao lon-
go da curva dada por r(t) =t%i +t*j+tk para 1<t <3,
Solucéo:

[ Tdr= f?(?(t)) F(t)dt

Como f(r(t)) =t2ti+tt]+t%2k =t%i+t*j +t°k,,
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rt)=3t%i+2tj+k e

T(r(t))r'(t) =3t> +2t° +t° = 6t°, temos que
= 3 t® ’ 3

[ Tdr={6t"dt=6—{ =t°| =728 .
C 1 6 1

1
Exemplo 5.8: Calcule L fdF para (x,y)=2xyi+(x*+Yy?)], sendo
C osegmento de reta que vai da origem ao ponto A(L1).

Solucao:

Primeiro vamos parametrizar C.

0 vetor diretor de C ¢é o vetor OA=(1,1), em que 0=(0,0).

Entdo, C pode ser definida pela equagdo vetorial r(t) = (0,0)+ OA t,
de onde temos que

r(t)=ti+t] para 0<t<1.

Para t=0, temos o ponto 0=(0,0) e para t=1, temos o ponto

AL).
Assim,
[ Fdr=[T@r®) rat
Como
fr@) =2t%i+2t°j, rt)=i+]j
€
T(r(t))-r(t) =2t + 2t = 4t?
seque que

31
[ fdr =j14t2dt=4t— _4
C 0 3 3

0

Teorema 5.1 (Teorema Fundamental para Integrais de Linha). Seja
C uma curva suave dada pela funcao vetorial r(t); a<t<hb.

Seja U uma funcdo diferenciavel de duas ou trés varidveis cujo ve-
tor gradiente VU é continuo em C. Entao,

jCVUdF =U(r(b))-U(r(a)).



O teorema nos diz que, para calcular a integral de linha de um cam-
po vetorial conservativo VU sobre C, basta apenas o valor de U
nos pontos terminais de C.

Demonstracao:
Sejam U =U(x,y,2) e C:{r(t) =x()i+y(t)]j+z(t)k; a<t<b.
Entdo,

[ vudr=["vu-rat

P (dx dy dzjdt

ox oy oz )l dt' dt’dt

:I U dx U dy ou dz dt
ox dt ay dt oz dt

J'b du (f(t))) it
=U (F(t))L =U(r(b))-U(r(a)).

Observagao. Seja C um caminho unindo o ponto A ao ponto B. Se
o ponto A tem r(a) como vetor posicao e o ponto B tem r(b) como
vetor posicao, entao:

j/’VUd?:U(B)—U(A).

Exemplo 5.9: Calcule IC fdr usando o Teorema Fundamental, em

que f(x,y)=yi+(x+2y)] e C é a semicircunferéncia, indicada na
Figura 5.10, que comeca em (0,1) e termina em (2,1).

Solucao:

Veja a Figura 5.10, que representa a curva C.

yl

Figura 5.10

Alguns livros de Fisica
chamam esse teorema

de Teorema Trabalho-
Energia w=AU . Nesse
caso, temos uma relagao
entre a variacdo da energia
potencial gravitacional

AU =U (B)-U(A), a funcdo
forca gravitacional que

¢ dada por VU e, como
vimos anteriormente, o

b —
trabalho w= _L\ VU -dr.

Interpretando de uma
forma geral, o gradiente
de um campo escalar

U representa a taxa de
variacdo desse campo em
uma determinada direcéo,
assim, a integracdo dessa
taxa de variacdo nos
fornecera a variagao total.
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Devemos encontrar, se possivel, uma funcdo ¢(x,y), tal que
Vo(x,y)=f(x,y).

Ja vimos que Vo(Xx,y) = (% %j =(y,(x+2y)).

ox ' oy
%= y= ¢(xy)=| ydx=yx+c(y)
X
o

=Xx+C(y)x=x+2y= c(y)=2y=c(y)=y*+c.

Segue que @(X,y) = yX+ y*+c.
Assim, jc Tdr=¢(B)—¢(A) = (2+1) - (0+1) = 2.

Exemplo 5.10: Calcule IC fdr usando o Teorema Fundamen-
tal, em que f(x,y)=e?i+@1+2xe?”)j e C é definida por
r(t) =te'i+(1+1)j; 0<t<l.

Solucao:

Devemos encontrar, se possivel, uma funcdo ¢(x,y), tal que
Vo(xy) = f(xy).

B _gor e D _3e
oy

- x+c(y)=1+2xe?.
OX

Segue que ¢ (y)=1=c(y)=y+cC e ¢(X,y) =e'xX+y+c.
Entao,

L fdr=g(r®)-¢(r(0)) = p(e,2) ~$(0,1) = (&° +2) ~ () =€ +1.

Logo, IC fdr=e®+1.

5.2.1 Independéncia do caminho

O valor de uma integral de linha geralmente depende da curva ou
do caminho entre dois pontos A e B. Entretanto, hd excegdes.

Existem integrais de linha que sao independentes do caminho entre
AeB.
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Exemplo 5.11: Calcule '[C ydx + xdy, em que C:
a) é o segmento de reta que vai do ponto (0,0) ao ponto (11).
Solucdo:
C ¢ definida na forma explicita pela equacdo y=X.

Utilizando X como parametro, temos dy = dx

L ydx + xdy = I: xdx + xdx

1 le
:j 2xdx = 22| =1.
0 2

0
b) C é definida pela equagdo y = x°, do ponto (0,0) ao ponto (1,1).
Solucao:

Utilizando X como parametro, temos dy = 3x*dx

J. dx + xd —jlxsdx+x3x2dx
Cy y_ 0

1 )(41
= [ axdx=4" =1.
0 4

0

Concluimos que a integral L ydx + xdy tem o mesmo valor em cada
caminho entre (0,0) e (L1).

Nesse caso, € chamada integral independente do caminho.
A seguir vamos apresentar alguns resultados que garantem que
uma integral é independente do caminho.
Teorema 5.2. A integral IC fdr ¢ independente do caminho em D
se, e somente se, ch fdr=0 para todo caminho fechado C em D.
Demonstracao:
Sejam C, e C, dois caminhos quaisquer que unem os pontos A e B.
Veja a Figura 5.11. Entdo, C =C, U (-C,) € um caminho fechado.
i) J'C fdr ¢ independente do caminho = IC fdr=0 (curva C

fechada).

Esse teorema pode ser
interpretado fisicamente
da seguinte forma:

Para dizermos que o
trabalho realizado por
uma determinada forca
independe do caminho,
entéo o trabalho realizado
por essa forca deve ser
nulo no deslocamento de
uma particula por qualquer
caminho que retorne ao
ponto inicial.



Reveja a Definicdo 3.7 no
Capitulo 3.
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Figura 5.11

Observacédo: Se "C" € uma curva fechada, representa-se a ch fdr
por cﬁ?d?.
C

ii) Temos CJSTdF =0= IC fdr ¢ independente do caminho.
C
0= fdr=[ Fdr+[ Tdr=| fdr-[ fdr
Logo, :I fdr=| fdr e, entdo, [ fdreé independente do caminho.
o c, c

Teorema 5.3.Se f é um campo vetorial continuo e em um dominio
conexo D sao equivalentes as trés afirmativas que seguem:

i) f éo gradiente de uma fungdo ¢ em D, ou seja, f é conser-
vativo em D.

ii) A integral de linha de f é independente do caminho de inte-
gracao D.

iii)A integral de linha de f ao redor de todo caminho fechado
simples em D éigual a zero.

Exemplo 5.12: Mostre que a integral
L (2y? -12x°y®)dx + (4xy —9x*y*)dy ¢é independente do caminho e

calcule essa integral, sendo C qualquer caminho de (11) a (3,2).



Solucdo:
[ Fdr=]_fdx+f,dy,
em que
f=(f,f,).
Nesse caso, T (X,y)=(2y?—12x*y*)i+ (4xy—9x*y?) ], D(f)=R?
é simplesmente conexo (ndo contém buracos).

Verificando se o campo f € conservativo:

@=4y_36x3y2; %:4y—36x3y2;
oy OX
i:a—fzz? € conservativo.

oy OX

Entdo, existe uma funcdo ¢(x,y), tal que Ve(x,y) = f (X, y).
Portanto, pelo Teorema 5.3, L (2y* —12x°y*)dx + (4xy —9x*y*)dy ¢é
independente do caminho em R?.

Vamos encontrar a funcdo ¢(X,y) e usar o Teorema Fundamental
para integrais de linha.

Vo(x,y) = F(x,y) = % =2y —12x%y% e % =4xy —9x*y?.

? =2y?-12x°y} = o(X, y) = J. (2y* —12x°y®)dx
X

=2y*x-3x"y? +c(y)

% = 4xy —9x*y* +C'(y) = 4xy - 9x*y°.

Entdo, ¢'(y) =0 e c(y) =k (constante).
Assim, @(x,y) = (2y’x-3x"y*)+k e
JC (2y? —12x°y*)dx + (4xy —9x*y*)dy = ¢(3,2) — ¢(1,1) =1920 +1=1921.

Exemplo 5.13: Mostre que
IC (y+ yz)dx+ (x+3z2° + xz)dy + (9yz* + xy —1)dz

é independente do caminho entre os pontos (1L1,1) e (2,1,4) e calcu-
le a integral.



Solucao:

O campo vetorial nesse exemplo ¢é
T(x,y,2)=(y+yz,x+32° +xz,9yz% + xy - 1).

D(f)=R® é simplesmente conexo.

Sendo f,=y+yz, f,=x+32°+xz e f,=9yz° +xy—1, seque que

i:1+z, — =Yy, —<==1+7,

oy 0z X
a—f2=922+x, %:y, L
0z OX

Como —=—=, —=—, =—2 ¢ D(f) ¢ simplesmente co-

nexo, temos que f € um campo conservativo.

Portanto, existe uma funcdo ¢(x,Y,z), tal que

Vo(x,y,2) = F(X,y,2).

Vamos encontrar a funcdo ¢(x, Y, z) e aplicar o Teorema Fundamental
para integrais de linha para calcular a integral indicada no exemplo.

op

&:f1:y+yz:>

¢(x,y,2) = (y+yz)dx
P(x,y,2)=(y +yz)x+c(y,z) (*)

op

4 =(1+ z)x+%(y, 2)=f,=x+32° +xz

oy
oc
—(y,2)=37°
ay(y 7)=3z
c(y,z):3J. 2°dy = 32°y +¢(2). (**)

Substituindo (**) em (*), temos
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o(x,y,2) = (y+y2)x+32°y +¢(2)

?= yx+92°y+c'(z) = f, =9yz* +xy -1
z

c'(z)=-1=c(z)=-z+cC.

Assim, ¢(X,Y,2) = (Y + yz)Xx+9x’y —z+¢C

L (y+ yz)dx + (x+32° + xz)dy + (9yz® + xy —1)dz = (2,1, 4) — (1,1,1) =198 — 4 =194,

Exemplo 5.14: Verifique se L fdr éindependente do caminho para

X . .
3 y ~,——— | e calcule a integral considerando C com
X“+y" X +y

sendo a circunferéncia centrada na origem e com raio r =2, no sen-
tido anti-horario.

Solucao:

D(f)={(x,y)eR?|x#0 e y=0} e C ¢ definida pela equacio
x*+y?>=4. C esta sempre contida num dominio que contém a
origem. Veja a Figura 5.12.

~ X N .
As funcoes f, = 2y > ¢ f,=———— ndo sdo continuas num
X“+y X“+y

dominio que contém a origem. Nesse caso, ndo podemos aplicar o
Teorema 5.3.

Vamos parametrizar C e calcular a integral indicada pela definicao

§dr= jf?(?(t))-r“'(t)dt

C

C :{r(t) = 4cos(t)i+sen(t)j, 0<t< 2.

sen(t) _cos(t)J
4 ' 4

7o -
r'(t) = —4sen(t)i + 4cos(t) j
[Fdr=]" (-sen?(t) - cos* (t)at
o J, ~(sen’ (t)+cos? ()t

2

|2n
0 0

E
N

Figura 5.12

:
¥

2

X
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Como 4)7d? # 0, temos que qS?dF é dependente do caminho em um
C C

dominio que contém a origem (foi usada a negac¢io do Teorema 5.3).
Exemplo 5.15: Calcule gS(ny+4)dx+(x2+y2dy)+22ydz, sendo C
C

definida por r(t) = cos(t)i +sen(t) j + zk para 0<t<2m.
Solucao:
Temos que D(f)=R?, ou seja, o dominio é simplesmente conexo.
Do enunciado temos f, =2xy +4, f,=x*+2°, f, =22y, assim:

%:ZX, i:0, %:22, i:2x, %:0 ea—f‘?:2z s30 con-
oy 0z oz OX OX

tinuas no dominio de f.

of of, of of of, of -, .
Como —t=—2, —1t="2¢ —2=—2 temosque f & conservativo.

oy ox'ey ox o oy

Portanto, se

=]

€ conservativo, pelo Teorema 5.3,

95(2xy +4)dx + (X* + y*dy) + (2zy)dz = 0.
C

5.2.2 Teorema de Green

Um dos teoremas mais importantes no célculo vetorial relaciona uma
integral de linha em termo de uma curva fechada simples, suave por
partes, a uma integral dupla sobre a regiao limitada pela curva.

Teorema 5.4 (Teorema de Green). Suponha que C seja uma curva
fechada simples, suave por partes, limitada em uma regidao R. Se

of, of , -
f L e —Z forem continuas em R, entdo,

P2y T ox
%S f,dx+ f,dy = J’R [ (%—%1] dA.

f

Exemplo 5.16: Calcule Cf)(x2 —y?)dx+(2y-x)dy aplicando o Teore-
C

ma de Green, em que C consiste no contorno da regiao, no primeiro
quadrante, que estd limitada pelos graficos de y=x* e y=x".



Solucdo:
C € uma curva suave por partes. Veja a Figura 5.13.

y

X
Figura 5.13
0<x<1
¢ cy<x?
Como as fungdes f,=x*—y?, f,=2y-x, 6_1‘1:_2y e %:_1

sao continuas, podemos aplicar o Teorema de Green para calcular a
integral indicada.

c]S(xz —y))dx + (2y — x)dy =jj (-1+2y)dA

- ['[ -1+ 2y)dyax

X2

dx

X3

- j:(—yﬁl{)

= [LI X4 = (X7 + Xl

= Jj[—xz +x*+x3 = x%)]dx

S x x0T
-2 +2 42 42
3 4 4 7 .

Corolario 5.1 (Coroldrio do Teorema de Green). A drea A daregido
R delimitada pela curva fechada simples, suave por partes, C é
dada por

BEEY
420

Azqﬁxdy ou A:gg—ydx.
C

C
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Demonstracao:

Sejam R e C como no Teorema de Green.

Se f =x], entio ﬂ:0, i:1 e (f)xdyzﬂldAzA.
oy OX 2 2

Se f =—vi, entdo i:—1, i:O e qS—ydx:HldA: A
oy OX 2 f

Exemplo 5.17: Seja C o contorno da regidao R que esta limitada pe-
las curvas y = x* e y=4x. Calcule a drea de R aplicando o Teorema

de Green.
Solucao:
y A curva C € a unido das curvas C,, definida por y:XZ, e C,,
16+ definida por y =4x.
C, Veja a Figura 5.14.
A:gg—ydx= I—ydx+J.—ydx
i S
Para C,, temos:
C, )
: > 3
o) 4 X [—yax= [ o =% =22
g 0 31, 3
Figura 5.14
Para C,, temos:
4 Ya 4
I—ydx=j —4xdx=4—| =32
C, 0 2 0
A=—E+32=2.
3 3

5.2.3 Teorema de Green para regioes com

“buracos”

Seja R uma regiao com “buracos”, isto é, uma regiao limitada entre
duas ou mais curvas fechadas simples, suaves por parte.

Sejam C a curva definida por C =C, UC, e R aregido delimitada pelas
curvas C, e C, (veja a Figura 5.15a). A curva C, estd orientada no sen-
tido anti-hordrio e C, esta orientada no sentido hordrio. Dessa forma, a
regido R permanece a esquerda quando percorremos a curva C.
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Figura 5.15a Figura 5.15b

Aplicando o Teorema de Green a cada uma das regioes, conforme a
Figura 5.15b, temos

of, of of, of of, of
I e [
= fudx+ fdy+ f.dx+ f,dy
C Cy

= f,dx+ f,dy.
C

Esse resultado é valido, pois as integrais de linhas opostas, ao longo
dos dois cortes, se cancelam.

Exemplo 5.18: Calcule q’>(4x2 —y*)dx+ (x* + y*)dy aplicando o Teore-
C
ma de Green, em que C é aregido delimitada pelas curvas x* + y* =1
e X’ +y’ =4
Solucao:
Seja R a regido delimitada pelas curvas X’ +y*=1¢e x> +y* =4,
Veja a Figura 5.16.
, B =x3+y? 8—f2=3x2 ei:—By
oX

oy

sdo continuas em R, podemos aplicar o Teorema de Green.

| = <j> (X% = y3)dx + (X°+) y?dy = j j (3x% — (-3y?))dA

3 2

Comoasfungdes f, =4x* -y

= j j (3x% +3y?)dA.

Vamos calcular | em coordenadas polares.

Em coordenadas polares, R € definida por 0<0<2m e 1<r<2.

A
e

Figura 5.16




Figura 5.17

Assim,
| = r”r(Brzcosz(O) +3r%en’(0))rdrdo
0 1
= [ ]/ 13r* (cos (6) + sen’ (6))r]drd
:jznr3r3drd9
0 1
4 2
(2o
4 1
27
J'Z”E(w:Eg _dom
o4 4, 2

Exemplo 5.19: Suponha que C seja uma curva fechada simples, su-
ave por partes, envolvendo a origem.

-y X . ,
Mostre que dx + dy =27 e que essa integral é zero
q ?ﬁ+y2 Y q g

se C ndo envolve a origem.
Solucao:

1°) Considere C uma curva fechada simples, suave por partes, que
nao envolve a origem.

e PN S Y it
eyt Py ()

As funcoes f, =

of, y*-x* , i -
—==->——— sdo continuas na regido R, delimitada por C.
ox (xX“+y9)

Entéo, gs

C

dx + dy = || 0dA=0.
x2+y2 x2+y2 y J;J.

2°) Considere C uma curva fechada simples, suave por partes, con-
tendo a origem.

Nesse caso, envolvemos a origem em um circulo C, de raio a que
esteja inteiramente contido em C. Veja a Figura 5.17.

Seja R aregido delimitada entre C e C,.

Aplicando o Teorema de Green sobre R, temos que
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Pyt il +<j> Y dx+—>—dy = [[odA=o0.
R

2 2 2

Xt +y? Xy X*+y

-y X -y X *XK

dx + d =— - dx + dy (***)
(-fx2+y X+ CJSx +y? X +y?

Parametrizando C, e resolvendo a integral do 2° lado da igualdade
(***), temos que

<j> -y dx+ 5
x+y X4y

> dy = 2.

Consequéncia do Exemplo 5.19. Sejam C, e C, dois caminhos fe-
chados simples, suaves por partes, que ndo se interceptam e que
tenham a mesma orientacao anti-horaria.

of, of
Supor que El :8_2 na regido R contida entre C, e C,, entdo
X

<J3fdx+fdy gSfdx+fdy

2

Isso quer dizer que, em muitos casos, podemos substituir um cami-
nho fechado complicado por um caminho fechado simples, satisfa-
zendo as condi¢des anteriormente citadas.

Resumo

Neste capitulo, foi apresentada a definicdo de integral de linha de
campo escalar e de campo vetorial.

Ap6s algumas observagoes e teoremas, que facilitam o célculo de
uma integral de linha, foi apresentado o Teorema de Green, um dos
importantes teoremas do Calculo Vetorial.

Lembre-se de que o Teorema de Green relaciona uma integral de li-
nha ao longo de uma curva fechada C com uma integral dupla sobre
a regiao delimitada por esta curva.



Exercicios propostos

Calcule a integral de linha indicada sobre a curva dada.

1) J.C (X* +xy)dx+(y* —xy)dy, sendo C o segmento de reta que
une a origem ao ponto (2,2).
2) L ydx+xdy, sendo C a curva definida por r(t)=t +t’ para

0<t<1.

3) | 2xyds, sendo C o arco da circunferéncia x>+ y? =4 de (2,0)
C

a (LV3).

4) _[C 2xydx + (6y* — xz)dy +10zdz, sendo C constituida pelos seg-
mentos de reta da origem ao ponto (0,0,1), de (0,0,1) ao ponto
(0,1,1) ede (0,1,1) a (1,1,2).

5) J.C (xy +x?)dx + x’dy, sendo C o arco da pardbola y=2x* da

origem ao ponto (1,2).

6) | xzds, em que C é a interseccdo da esfera x*+y*+z°=4
C

como o plano X =Y.

7) Determine 0 trabalho realizado pela forca
T(x,y)=(x+2y)i+(6y—2x)] que atua sobre uma particula
que percorre uma vez, no sentido anti-hordario, as extremida-
des do tridngulo de vértices (1,1), (3,1), (3,2).

8) Determine o trabalho realizado por uma forca constante
f(x,y)=ai+b] que atua sobre uma particula que percor-
re uma vez, no sentido anti-horario, o circulo descrito por
X +y> =9

9) Calcule L fdr para:

a) T(x,y)=(x,y), sendo C a curva dada por r(t)=t%i+t*],
te[-11].
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b) ?(x, y,z)=(y,—X,z), sendo C a curva dada por x=sen(t),
y =cos(t), z=2t para 0<t<m.

c) f(xy)=(x’y,xz), sendo C o arco de pardbola x=y? do
ponto (0,0) ao ponto (4,2).

10) Mostre que as integrais sdo independentes do caminho e de-
termine seus valores.

D Joo Xk vy
1,2,3) 3 y ) ,
b) I(m) (2xsen(z)dx + (z° —e¥)dy + (x*cos(z) + 3yz?))dz

2,2,In3
I e?dx + 3y?Y + 2xe?’dz
(LL,In3)

11) Use o Teorema de Green para calcular as integrais:

a) (JS y?dx+(2x—3y)dy, em que C ¢é o circulo x> +y® =9.
Cc

b) (]S(y +e*)dx + (2x* +cos(y))dy, em que C é a fronteira do tri-
C
angulo de vértices (0,0), (1,1) e (2,0).

c) (f)% yldx + (xy + xy*)dx, em que C é o contorno da regido no
C

primeiro quadrante, determinada pelos graficos y =0,
x=y? e x=1-y%

d) (JS(X+ y)dx +xydy, em que C é a curva fechada determina-

c

da pelo eixo dos X, pelareta x =2 e pela curva 4y = x°.

12) Ache a area da regido indicada aplicando o corolério do Teo-
rema de Green.

a) A regido delimitada por y=x" e y=Xx".

b) A regido delimitada pela hipocicloide de equagdes paramé-
tricas x=cos’(t), y=sen’(t), 0<t<2x.
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¢) A regiao que tem por fronteira o quadrilatero com vértices
(0,0), (4,0), (32) e (LD).

d) A regiao delimitada pela elipse X =6cos(f) e y = 2sen(6).

Respostas

6 284
9. a) g b) 7+ 27° Q) T

10. a) 3 b) sen(3)—sen(l) —e* +e+53 ) 16

1
11.a) 187 b) 3 Q) 3 d)

N

12.2) — b) = 5 %(2\/5—1) d) 127
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Capitulo 6

Integrais de superficie

Neste capitulo, apresentaremos a definigdo de integral
de superficie de campo escalar e de campo vetorial.

Se o campo vetorial representa a velocidade da corrente
de um fluido, sua integral de superficie nos dd a qual
taxa o fluido estd passando através da superficie. Essa
taxa é chamada fluxo do fluido através da superficie.
Como no cdlculo de integrais de linha, precisamos de vd-
rios resultados, que serdo apresentados em teoremas e ob-
servagoes, para o cdlculo de uma integral de superficie.
Finalizamos este capitulo com dois teoremas importan-
tes no Cdlculo Vetorial, que sdo: Teorema de Stokes e
Teorema de Gauss.

6.1 Introducao

Uma integral de superficie é, para as superficies no espago, o que
uma integral curvilinea é para as curvas no plano.

Em muitos problemas, a superficie é definida na forma vetorial
r(u,v) = X(u,v)i + y(u,v) j + z(u,v)k, em que (u,v) pertence a uma
regiao R.

As equagdes X=Xx(u,v), y=y(u,v) e z=z(u,v) sao as equagdes
paramétricas da superficie.

Antes de iniciarmos o célculo da integral de superficie, vamos
apresentar a parametrizagdao de algumas superficies.



6.2 Parametrizacao de algumas
superficies

Seja R uma regido limitada, fechada, conexa do R®. Sejam x(u,v),
y(u,v) e z(u,v) funcdes reais continuas e definidas em R.

Considere S uma superficie definida pela equacdo vetorial
r(u,v) = x(u,v)i+ y(u,v) j + z(u,v)k, com (u,v) eR.

Cada ponto de S tem como vetor posicdo o vetor r(u,v). Veja a
Figura 6.1.

z(u,

=

Figura 6.1

Exemplo 6.1: Parametrize a esfera x>+ y>+2z°=a* (a>0).
Solucao:
Nesse caso, tomamos

x=a-sen(v)-cos(u)
y=a-sen(v)-sen(u), com 0<u<2x e Osvsi.
z=a-cos(v)

Q



Figura 6.2

Exemplo 6.2: Parametrize o cilindro x*+y’>=a’ (a>0).
Solucao:
Tomamos

X =a-cos(u)
y=a-sen(u), com 0<u<2mr e Ve (—owo,+0).
zZ=V

Figura 6.3



Exemplo 6.3: Parametrize o paraboloide z =ax’+ay’ (a>0).
Solucao:
Tomamos

X=u
y=Vv ,com u,veRR.
z=au®+av?

YA

<y

Figura 6.4

Observacao 6.1. Se a superficie S for o grafico de uma funcao
z=1(x,Yy), definida em uma regidao R do plano Xy, as varidveis X e
y sempre podem ser tomadas como parametros.

Uma parametrizacdo para essa superficie ¢é dada por
r(x,y)=xi+yj+z(x,y)k, com (x,y)eR.

A regido R é a projecdo de S sobre o plano xy.
Exemplo 6.4: Ache uma parametrizacao para a superficie S, sendo
esta o paraboloide definido por z = X*+ y* para z<4.

Solucao:

Uma parametrizacio de S é dada por r(x,y)=xi+y]+(x*+y?)k,
com (X,y) €R, em que R é o circulo definido por x*+y® < 4.

Veja a Figura 6.5.



Figura 6.5

6.3 Integral de superficie de campo
escalar

Quando falamos em
superficies suaves, estamos o o
nos referindo a superficies definido e limitado sobre S.
continuas em uma
determinada regido R, ou
seja, que estejam definidas
para todos os pontos de
uma regido R e que nao Seja |3ij
contenham picos.

Definicao 6.1. Sejam S uma superficie suave e f um campo escalar

Dividimos S em retalhos com area AS;.

*

um ponto de cada retalho sobre S.Veja a Figura 6.6.

z
(= ATiJ'
ij
AS, _
S
N
Ay.
0 2
(XY, Y
AXi// ........................... \ AAI
X D i

Figura 6.6



A integral de superficie de f sobre S, denotada por ”s f(x,y,2)dS,
é definida por

n m

f(x,y,z)dS = lim f(P)-AS; . 6.1
J.J-S m,n—>+wZZ:: ) )

i=1 j=1

A expressao AS; depende de como a superficie S € definida, na
forma explicita z =g(X,y) ou na forma vetorial r=r(u,v).

6.3.1 Integral de superficie de campo escalar
com S definida na forma explicita
Seja S definida na forma explicita z =(X,y).

O retalho §; esta diretamente acima do retangulo R; e o ponto
Ry = (%Y, 204, ¥)).

O plano tangente 8 S em P; é uma aproximacdo de S perto do

ponto B;.

A drea T; da parte desse plano tangente (um paralelogramo) que
estd diretamente acima de R; € uma aproximacao de AS;.

)) +[%(xi*, yi*)j +1-2A.

Se f écontinuasobre S e g tem derivadas parciais continuas, entao

0, » =«

Assim, AS;; ~ AT, = \/( (%, Y
OX

. L x oz, « oV (2, . oY
J‘L f(X, y’Z)dS:m,lgmwééf(aj).\/(&(x“yi )j +(5(Xi’yi)] +1'AA1

I fouy yds =[] f(xy.z(x y))-\/(%jz +(%T +1-dA,

em que R é a projecao de S sobre o plano Xy.

Exemplo 6.5: Calcule J.J.S x*yzdS, em que S é a porcio do plano
z=1+2x+3y, definida para todos os pontos que estao dentro do
retangulo, definido por 0<x<3 e 0<y<2



y Solucao:
2 S esta definida na forma explicita z=1+2x+3y. R ¢ a projecdo
R de S sobre o plano Xy, que, nesse exemplo, é o retangulo definido
0 T por 0<x<3 e 0<y<2. Vejaa Figura 6.7.
0<x<3
Figura 6.7 : €
0<y<2

”xzyz ds =J..|.x2y(1+ 2X+3y)+/1+4+9 dA
S R

- Jﬁjogjoz(xzy +2x%y +3x%y?) dy dx
2

2 2 3
=\/174J':[x2y7+2x3y?+3x2% J dx
0

= J1_4j;(2x2 +4x% +8x%)dx
= \/EJ': (10x* + 4x%)dx

—17114.

Exemplo 6.6: Calcule HS y?z%dS, sendo S apartedocone z = \/m
que fica entre os planos z=1e z=2.

Solucao:

Para z =1, temos 1:\/W e X*+y>=1.

Para z=2, temos Z:W e X’ +y° =4

Assim, R, que € a projecdo de S sobre o plano Xy, € definida por

R= {(x, y)eRIL< K +y? < 4}. Veja a Figura 6.8.

Figura 6.8

Como R € uma regido circular, vamos resolver o exemplo em coor-
denadas polares.

0<6< 27

Entdo, R:
1<r<?2



2

.Uyzzzds ”y (VX +y )2\/ +—Y da

X2 +y? x+y

2 2
:_[2 J‘zrrzsenz(e)rz\/n ' c032 ) r senz (e)drde
0 1 r

r

_ 21 2 5 P
= jo L r’sen?(0)v/2drd6

63f

j sen®(6)do

B 63\/5 (Q_ sen(ze)j o
6 2 2 ),
:ﬁ( -0)

6372
=—u

6

2142
=—u

2

6.3.2 Integral de superficie de campo escalar
com a superficie S definida na forma vetorial

Seja S uma superficie definida na forma vetorial

r(u,v) = x(u,v)i+ y(u,v)j +z(u,v)k,
com (u,v)eR.

Dividimos S em retalhos S; com drea AS;.

Como ja foi comentado, a drea AS; pode ser aproximada pela area T;;,

que € a area da porgao do plano tangente a S em B;. Veja a Figura 69.

*) seja o vetor posicao do ponto P;

Suponha que 1(u; ¥

I’j

Os vetores (uI Vi) e (uI ,V}) sdo tangentesa S em P, P.. Confor-

1

me pode ser observado na Figura 6.9.



_O*

Figura 6.9

Agora vamos definir a drea T; como sendo a area do paralelogramo

definida pelos vetores 8_u(ui V))-Au e E(ui Vi) - Av.
4 al—; * * al_; * *
Entdo, T; = (8_u(ui ,vj)Au)x(E(ui ,Vj)AV]

or , . . or , . .
1= L o L)

ASU— ~ Tij.

Au - Av 6.2

Substituindo (6.2) em (6.1), encontramos a defini¢do de integral de
superficie para S na forma vetorial, que é dada por

ﬂ f(x,y,2)dS = m'niﬂmzn:i f (r(u;*,v;f))-‘(%(u:,v;)jx(%z(u;,vj)] AU - AV

[[ . y,2)ds = [[ £(r(u,v))

S

8_I’X8_I’ -dudv
ou ov

or or
_X_
ov

ou

=[] £ 0w, YU, 2(u,v)) dudv.

Exemplo 6.7: Calcule ” 1+ x*+y?dS, em que S é a superficie da
S

equagdo vetorial T (u,v)=ucos(v)i +usen(v)] + vk com 0<u<l e
O<v<m.

Solucao:

O campo escalar aplicado em cada ponto de S ¢ definido por
f (x(u,v), y(u,v), z(u,v)) :\/1+ u?cos® (v) + u’sen?(v) = ~/1+u?




a o sen(V)i —cos(v)j +uk.
ou  ov

T =1+ 12

or or
ou

Il
Ot—k O O

V1+u? -y1+u?dvdu

_U 1+ X + y*dS
S

Ot q Oty

(1+u?)dvdu

= [ (1+u?)zdu

1
uls A
=lmu+—| =—
3 . 3

Podemos usar da integral de superficie, por exemplo, para o calculo
da massa de uma lamina.

Suponha que uma ldmina é muito fina, de modo que possa ser con-
siderada uma superficie S do R®.

Suponha que o campo p(X,Y,z) representa a densidade superficial
(massa por unidade de 4rea) no ponto (X, Y, z).

Entdo, a massa da lamina sera dada por:

m= Hp(x, y,z)dS

Exemplo 6.8: Uma lamina tem a forma da parte do plano z=2y+1
recortado pelo cilindro x° +(y—2)? =4. A densidade em cada pon-
to é proporcional a distancia do ponto ao plano xy. Sabendo que
no ponto em que a lamina toca o eixo z a densidade superficial é
3 g/cm?, calcule a massa da lamina.

Solucao:
S € o grafico da funcdo z(x,y)=2y+1, com

(xy)eR={(x,y) 2+ (y-12<4}.

Por sua vez, f(x,y,z)=kz e p(0,0,1) =3. Logo, k =3.

Figura 6.10




m :”3zds :H3(2y+1)\/1+0+4dA

7 4sen(0)

= 3\/§I I (2-r-sen(0) +rdrd6 (em coordenadas polares)
0 0

= 6057 g.

6.4 Integral de superficie de campo
vetorial

Para um bom entendimento da definicdo e do cédlculo da integral de
superficie de um campo vetorial, precisamos examinar o conceito
de superficie orientavel e a definicdo de um vetor especial chamado
vetor normal a uma superficie.

6.4.1 Vetor normal a uma superficie S
Seja S definida por F(u,v)=x(u,v)i + y(u,v)j +z(u,v)k, com
(u,v) eR.

or or _ .. . <
Se os vetores a3 € 7y S linearmente independentes, entdo eles
determinam um plano, chamado plano tangente a superficie S

num ponto P.

O vetor normal a S, denotado por fi(u,v), é um vetor ortogonal ao

or or
plano tangente determinado pelos vetores PV é definido por
~ or _or
(u,v) =—x—.
ou ov

6.4.2 Superficie orientavel

Podemos pensar em uma superficie S orientdvel como uma super-
ficie que possui dois lados. Sabemos que uma superficie esférica tem
o lado interno e o externo e que uma superficie plana horizontal tem
o lado de cima e o de baixo.



Em cada ponto P de S temos dois vetores unitdrios normais fi(P) ou
—fi(P). Se for possivel escolher um desses vetores de maneira conti-
nua em toda a superficie, dizemos que S é orientavel. Veja a Figura
6.11a e 6.11b.

(a) (b)
Figura 6.11a Figura 6.11b

No caso representado pela Figura 6.11a, S tem orientagao para cima,
pois todos os vetores normais unitdrios estdo direcionados para
cima, isto é, tem componentes K positivos.

Ja no caso representado pela Figura 6.11a, S tem orientagao para
baixo, pois todos os vetores normais unitdrios estao direcionados
para baixo, isto é, tem componentes k negativos.

Se S é uma superficie fechada, entdo suas orientagdes sao para fora
(Figura 6.12a) ou para dentro (Figura 6.12b).

Figura 6.12a

Figura 6.12b



Augusto Ferdinand Md&bius
(1790-1868) foi um
matematico alemio que
concebeu a fita que leva o
seu nome, uma superficie
bidimensional, mas que
possui apenas um lado
(Figura 6.13).

Um exemplo de uma superficie ndo orientavel é a fita de Mobius,
pois, se um vetor normal unitario i comegar em P €S e se mover
uma vez em torno da fita na curva C, terminard no “lado oposto”
da fita em P e apontara no sentido oposto. Vocé pode imaginar um
inseto caminhando sobre a fita. Se ele comegar em P, conforme a
Figura 6.13, ap6s uma volta completa o inseto estard sobre o ponto
P do outro lado da fita e isso foi possivel sem atravessa-la.

Figura 6.13

Definicao 6.2. Seja S uma superficie suave, dada por 7 (u,v) e seja
i =f(u,v) um vetor unitario, normal a S.

Seja o campo vetorial f definido sobre S. A integral de superficie
de f sobre S, denotada por H f -fdS, é definida por
S

Hf-ﬁds :ﬂ f(F(u,v))-ﬁ(u,v)%xg dA.

S R

6.4.3 Interpretacoes fisicas para integral de
superficie

Uma integral de superficie pode ser entendida como um fluxo ¢,
ou seja, um campo vetorial através de uma superficie. Contudo, o
conceito de fluxo pode possuir muitos significados fisicos: o fluxo
de calor; de campo elétrico; de campo magnético; de “velocidade”.
Cada um dos fluxos citados tem um significado e uma defini¢ao



particular, porém ha algo em comum entre eles que vamos ver antes
de explorar especificamente cada um. Nos livros de Fisica, é comum
encontrar a definigdo genérica de fluxo como

¢p=|[f-dA ougp=|[F-ndA

Sendo f um campo vetorial qualquer que atravessa um elemento
de drea dA de uma superficie orientavel S,conforme a representa-
¢ao da Figura 6.14a. Perceba que se fe A forem perpendiculares,
teremos como integrando f.-Ai=f-n-cos(90°) =0, ou seja, o fluxo
de f através de S é nulo. Veja a Figura 6.14b.

/'S
f(p)
e s
) f(p) /
/,/ i ) i
C " P fi(p)
Figura 6.14a Figura 6.14b

Observe que a unidade de medida de um fluxo sempre sera dada
em termos da unidade do campo vetorial multiplicada por unidade
de 4rea. Vamos a alguns exemplos:

1) Consideremos o campo de vetores que representa a “velocida-
de” da corrente de um fluido, ou seja, a taxa de variacdo tem-
poral de volume de um fluido. A integral de superficie desse
campo vetorial nos d4 a taxa de fluido, volume por tempo, que
estd passando através de uma superficie. Essa taxa é chamada
fluxo de velocidade. Imagine uma rede de pescar esticada que
é atravessada por uma corrente de 4gua. Suponha que quere-
mos medir a taxa da corrente de dgua através da rede, isto §é,
o volume do fluido que passa pela superficie por unidade de
tempo. Esse volume que passa por uma superficie por unidade
de tempo, fluxo, pode ser obtido com a integral de superficie,
desde que tenhamos o campo de “velocidade” do fluido.



2) Seja f= pV ,em que p é a densidade de um fluido e V o cam-
po de “velocidade” do fluido através de S. S é uma superficie
imagindria que nao implica a passagem do liquido como uma
rede de pescar numa corrente de agua.

3) A integral ” pV-NdS é interpretada fisicamente como a taxa
de massa quse escoa através de S na direcao do vetor fi.

4) Seja E um campo elétrico.

5) A integral ”E -NdS é chamada fluxo elétrico através da su-
perficie S. )

6) Seja B um campo magnético.

7) Aintegral ” B-AdS é chamada fluxo magnético através da su-
perficie S. S

8) Considere que U(X, Y, Z) represente a temperatura em um pon-

to (X, y,z) de um corpo.

O campo vetorial f =—kVu define o fluxo de calor, em que k é uma
constante determinada experimentalmente, chamada condutivida-
de da substancia. O fluxo de calor da superficie S do corpo é dada
pela integral H f.fdS = —kHVu -fdS.

S S

6.4.4 Calculo da integral de superficie de campo
vetorial
i) Seja S definida por F(u,v)=x(u,v)i +y(u,v)]+z(u,v)k;
(u,v)eR.
Seja i, o vetor normal unitrio de S dado por
or or
7X7
(8u 6vj

or _or
7X7

ou ov

ﬁl(u1v):

Podemos ter fi=+0, ou fi =—fi,, dependendo do problema.



(arxarj
P o ou_ ov)|er orF
. -+ AVY VYV T e T
ij AdS _jij(r(u,v)) o ~ X |0A
ou ov
. oF oF
==|| f(r(u,v))| —x— |dA
IRI (" ))(auxavJ

Observacao 6.2: Usa-se o sinal de (+) quando o lado S escolhido
para a integracao for o lado do qual emana o vetor normal unitario
n. Em caso contrério, usa-se o sinal (-).

ii) Seja S definida por z=12z(X,y), (X,¥)eR.

Faca F(Xx,y,2)=z-12(X,Y).

Nesse caso, M, :”Z—E” e J‘J. f - AdS
S

J_rﬂ. f(x,y,z(x, y))VFdA.

R

Exemplo 6.9: Encontre o fluxo elétrico ¢ através da superficie ex-
terior S cortada no cilindro y2+2z2=1 z>0 pelos planos x=0 e
x =1.Considere E = (yzj + z2k) newton-coulomb (N.C)e as unida-
des de distancia em metros (m).

Solucdo:

Vamos parametrizar a equacdo do cilindro e calcular a integral na
forma paramétrica. Veja a Figura 6.14.

Figura 6.15



S :{F (u,v) =Vvi +cos(u)j +sen(u)k, 0<v<1, 0<u <27},

E(F(u,v)) = (0,cos(u) - sen(u),sen?(u))

o . or

o (0,—sen(u),cos(u)), — =(1,0,0)
A _@Xﬁ:
n, = G (0,cos(u),sen(u)).

Entdo, ¢ = i” (0,cos(u) - sen(u),sen?(u)).(0,cos(u),sen(u))dudv.

Escolhemos um ponto P qualquer de facil localizagado para verificar
se o vetor N aplicado no ponto P aponta para o exterior ou interior
de S. (Deve ser feito em cada exercicio.)

Seja P=(0,0,1) eS.
Precisamos encontrar os valores de u e v para os quais
r(u,v)=(0,0,1).

v=0, cos(u)=0 e sen(u)=1=v=0c¢e u:%.

Assim, F(%,Oj € o vetor posicdo de P e o vetor normal unitario
, (7

nesse ponto é n(E,OJ =(0,0,1).

Como 1, aponta para fora da superficie e a parte de integracdo € a
parte externa de S, entdo N =0, e

2n 1

¢= ” (cos®(u)sen(u) +sen®(u))dudv = I I(cosz(u)sen(u)+sen3(u))dvdu =0N.C.m%

Exemplo 6.10: Calcule J‘J.F-ﬁdS, com F(X,y,z):(x,y,z); sen-
S

do S a superficie exterior (fi apontando para o exterior) da esfera
X’ +y*+2*=a%* (a>0).

Solucao:
A representacdo vetorial de S ¢
r(u,v)= (acos(u)cos(v), asen(u)cos(v), asen(v)); 0<u<2m, —% <v< %

i, = g—: X %r = (a’cos(u)cos’ (v),a’sen(u)cos? (v), a’sen(v)cos(v)).



Fazendo u=0 e v=0, encontramos um ponto P de S que
tem como vetor p05|§ao r(0,0)=(a,0,0) e 1, (0,0) ¢ dado por
n,(0,0) ——(0 0)>< (0 0) =(a*0,0), que aponta para o exterior

da esfera, quando colocado com a origem em (a,0,0).

Por ser uma superficie orientavel, isso acontece em qualquer outro
ponto da esfera.

Logo,
f.AdS = ﬂ+
S

”[(a cos(u)cos(v), a sen(u)cos(v), a sen(v)).(a*cos(u)cos?(v), a*sen(u)cos’(v), azsen(v)cos(v))] dA

Sendo R o retangulo 0<u < 2m; —%SVS%.
- 2 %

[[ f-nds = [ [ a%os(v)dvdu = 4ma’.

S 0 —%

Exemplo 6.11: Calcule ” f-AdS, sendo f(x,y,2)=(xy,22) e S a
S

parte do cone z =4/x* +y? interna do cilindro x* +y? =1, com a nor-
mal apontando para fora. Veja a Figura 6.15.

Solucao:

ZA

Figura 6.16

Como f ¢ definido em coordenadas cartesianas, seque que

[[ F-nds =[] f(x, y,2(x, y)) 1, - dA,

emque n, =VF e f(x,y,z(x,y)) = (x,y,2/x* + y?)



Faca F=z-2z(x,y).

F=z-xX*+y?
_ X —y
=VF =| - , 1.
E [ \/x2+y2 \/x2+y2 ]

Seja P=(0,1,1) um ponto de S escolhido aleatoriamente.

A, (P)=VF(P)=(0,-11), fi,(P) aponta para dentro de S.

Como esse sentido de 1, (P) € contrario do exigido no exercicio, faca
i =—n, para qualquer ponto de S.

Entao,

“fnds_—ﬂ(xyZ\/x +y)[\/x v \/X+y ]A

X°+y ]dA (6.3)

_”( Xy’ JX +y?
j[ (x +y)+2m}m

R X +y
A regido R ¢é delimitada pelo cilindro dado e € definida por
X +y? <1,

Como R ¢é uma regido circular, vamos resolver a integral (6.3) em
coordenadas polares.

Assim, R ¢ definida por 0<0<2m e 0<r <1
2

[[7onas =] f[_r_+zr]rdrda

S 0 Jo r

=~ [ [ (-r? + 2rt)drdo

:—IOZHJ‘OerdrdG
27 13 '
= _J-O 30 d0




Exemplo 6.12: Um fluido atravessa a superficie S delimitada pelo Nesse caso, estamos nos
tridangulo de vértices (4,0,0), (0,4,0), (0,0,4), no sentido de cima referindo a "velocidade” ndo
A I como a taxa com que um
para baixo, com vetor “velocidade” V = (xi, yj, zk) —. Calcule o fluxo corpo se desloca no espago
¢ em que atravessa S. > V= % mas como
Solucao: o volume de escoamento
por unidade de tempo
_dve)
Codt

Figura 6.17

Trata-se de calcular o fluxo ¢ que € dado por ¢ = HV-ﬁdS :
S
S pode ser representada explicitamente por:

z=4-x-Y; (X,y)eR={(x,y)/0<x<4; 0<y<4-x}.

A coordenada "z" do vetor normal é negativa, em virtude do sentido
dado pelo enunciado.

Logo, ¢ = Hv -AidS = —ﬂ (=x(=1) — y(=1) + 4—x— y)dA

=—4jRjdA

= (-4)x Area de R

2
~ g
S

Interpretacdo: O sinal de "(—)" deve-se ao fato de o fluxo ndo ocor-
rer no sentido de cima para baixo, mas de baixo para cima. Basta
observar o vetor V. A quantidade de liquido que atravessa S € de 32
litros por seqgundo.

Observacao 6.3. Se f =(f, f,, f;), a integral ” f -AdS é, as vezes,
representada por:

[[ (f,dydz + f,dzdx+ f,dxdy).
S



Exemplo 6.13: Calcule ” (x*dydz + y*dzdx + z°dxdy) , sendo S a super-
S

ficie exterior do solido delimitado pelas superficies X* +y? =4, z=0
ez=3.

Solucao:

S € uma superficie suave por partes: S=S,US, US,, em que:

Sendo f(x,y,2)=(x%y?% 2%, temos:
[[ F-rids = [[ f-nds + [ f-rds + [ f -rids .
S S, S, S3

1°) Uma parametrizacdo de S, é:
(2cos(u), 2sen(u),v); 0<u<2x,0<v<3.

Entio, ax X a_ (2cos(u),2sen(u),0).
ou ov

Como o sentido dado no enunciado ¢ de dentro para fora,

— —

. or or
que corresponde ao sentido do vetor —x—, temos
ou ov

[[ F-ids = +[[[ (8cos®(u), 8sen® (u), v°) - (2cos(u), 2sen(u), 0) JdA

27

= J' J%(160034(u)+16sen4(u)) =72x.

2°) Representacdo de S,:z=0; R:x*+y’ <4. Entdo:

Hf—ﬁds=—g0dA:0.

S

3°) Representacdo de S,:z =3; R:x*+y®<4. Entio:

jjf-ﬁds:+jj27dA:108n.
S, R

Logo, jsjF-ﬁds:{jf~ﬁds+£ﬁ~ﬁds+{jf“~ﬁds=180n.



6.5 Divergéncia e rotacional

Vamos definir duas operag¢des para campos vetoriais que estao rela-
cionadas com fluxo e rotacdo e, dessa forma, caracterizam-se como
ferramentas para o estudo de fendmenos fisicos.

Considere f =(f,, f,, f,) um campo vetorial e nabla “V ” 0 operador
vetorial V = 950 i+ 9K

ox oy 0z
Definicao 6.3. O divergente é um escalar, calculado a partir de um
campo vetorial em um ponto definido por

- re r ar' 5—.» a_’ a af af
div(F) =V - F=| ST +—J+—K |-(f,f, f)=| 2+Z2+ T2 |
(i) =T = 20D i Lk ) 20 D20 2]

Se f representa 0 campo elétrico ou o campo de “velocidade” de um
fluido, entdo o div(f)diz respeito a orientacio do fluxo de campo
elétrico ou de velocidades. No primeiro caso, podemos entender o
divergente como a taxa de variacdo do fluxo, ou seja, como varia o
fluxo de campo elétrico em cada ponto. No segundo caso, o div(f)
pode ser entendido como a taxa de variagao da densidade do fluido.

Se div(f) >0 = o fluido se expande ou o fluxo é direcionado para
fora (se considerarmos uma superficie fechada envolvendo uma
carga elétrica).

Se div(f)<0 = o fluido se comprime ou o fluxo é direcionado
para dentro.

Se div(f)=0 = o fluido é incompressivel ou o fluxo resultante é
nulo (considerando ainda uma superficie que envolve uma carga).

Definicao 6.4. O rotacional é um vetor calculado a partir de um cam-
po vetorial em um ponto definido por

I

rot(T):VxT':i 0 o) (o _of L{a_fl_%]}r o, oy k.
ox oy oz oy oz 0z 0OX ox oy
fl f2

Nesse caso, quando
falamos em "“velocidade”,
estamos nos referindo a
taxa com que a massa de
agua se desloca no tempo,
conforme o caso 2) das
interpretacdes fisicas para
integral de linha.



Se f descreve um campo de velocidade que é evidenciado por par-
ticulas que flutuam em um fluido, seja P um ponto do espaco em
que f esteja definida. Entdo, se o rot(f (p)) # 0, particulas proximas
de P tendem a sofrer rotagdo em torno de um eixo imaginario na
direcdo e no sentido de rot(f(p)). Se rot(f(p))=0 em todo ponto
P, entao nao ha formacgao de redemoinhos (o fluxo é irrotacional).

6.6 Teorema da divergéncia (Teorema
de Gauss)

Seja T um soélido no espago, limitado por uma superficie orientada
S. Se fi é anormal unitdria exteriora S ese f(x,V,z) é uma funcao
vetorial continua que possui derivadas parciais de primeira ordem
continuas em um dominio que contém T, entdo

”f-ﬁdS:ﬂjdiv(f)dV.

S

Esse teorema nos diz que a integral da densidade do fluxo através
de uma regiao solida é igual a integral de fluxo da borda da regiao.

Exemplo 6.14: Sejam f(x,y,z)=x*yi +y*j+xzk e S o cubo no
1° octante limitado pelos planos coordenados e pelos planos
x=1y=1 z=1. Vamos determinar o fluxo de f através de S.

Solucao:
0 fluxo de f ¢ dado pela integral ” f -fids.
S
Aplicando o Teorema da Divergéncia, podemos calcular o fluxo como
sendo a integral _m‘div( f)dv.
T
div(f) =2xy+2y+x

0<x<1
OdeoTédﬁMMOmw 0<y<1
0<z<1

Entao, o fluxo

= H_[(ny +2y + x)dxdydz = jﬁ(zW +2y+Xx)dxdydz =2 unida-
T 000

des de fluxo.



Exemplo 6.15: Calcule o fluxo de saida do campo F(xy,z) =2k
através da esfera x° + y’ +z° = a’.

Solucao:

Seja S aesferae T a regido envolvida por S. Pelo Teorema da Di-
vergéncia, temos

¢ =[[F-nds = [[[div(F)av = [[[dV = volume de T :%naa uni-

dades de fluxo. Confira esse resultado.

6.7 Teorema de Stokes

Seja S uma superficie orientada, suave por partes, delimitada por
uma curva C fechada simples, suave por partes. Entdo, se f é um
campo vetorial continuo com derivadas parciais de primeira ordem
continuas num dominio que contém SUC,

@Fdr:jjrot(ﬂ-ﬁds,

em que a integragao ao longo de C ¢ efetuada no sentido positivo
determinado pela orientagao de S.

Observacoes:

1) O Teorema de Stokes é uma generalizagao para 3 dimensodes
do Teorema de Green. Relaciona uma integral de linha ao lon-
go de uma curva fechada simples C em R®, com uma integral
de superficie sobre uma superficie orientada, da qual C é o
contorno (fronteira).

2) O Teorema de Stokes é, geralmente, a alternativa preferida
para calcular o trabalho ao longo de curvas suaves por partes
com se¢oes multiplas, uma vez que elimina a necessidade de
calcular uma integral para cada parte.

3) Se S, e S, forem superficies com orientacoes diferentes, mas
1 2
que tenham a mesma curva de fronteira C com orienta¢ao po-
sitiva, entdao temos que:

ﬂrot(?).ﬁds=ﬂrot(?)-ﬁds.

5



Exemplo 6.16: Vamos aplicar o Teorema de Stokes para calcular a
integral H rot(f)dS, em que f=(x,y,2)=(yz,xz,xy) e S éa parte

da esfera x*+y?+2° =4 que estd dentro do cilindro x*+y’=1e
acima do plano xy.
Solucao:

Para achar a curva fronteira C, resolvemos o sistema formado pelas
equacdes x>+ Yy’ +2° =4 e x*+y* =1, que resulta z° =3.

Assim, Z =~/3 (uma vez que z>0).

Entdo, C ¢é a circunferéncia dada pelas equacdes x> +y°=1 e

z=+/3.

A equacdo vetorial de C é: r(t) = (cos(t), sen(t), «/5); 0<t<2m.
Entdo, r'(t) = (-sen(t), cos(t), 0).

Temos também, f (F(t)) = (v/3sen(t), ~/3cos(t), cos(t)sen(t)).
Portanto, pelo Teorema de Stokes,

[[rot(f)ds=|[f-dr :T f(r()-r(t)dt

S C 0

- T(—\@ cos(t)sen(t) ++/3 sen(t)cos(t))dt
=3 T 0dt =0.

Exemplo 6.17: Utilizando o Teorema de Stokes, calcule J f.dF sen-

- Cc
do f(x,¥,2)=(-Y X, z?), em que C é a curva de interseccdo do

plano y+2z =2 com o cilindro x* + y? =1, no sentido anti-horario.
Solucao:
Se f(x,y,2)=(-y? x,z2), entdo rot(f)=(0,0,1+2y).

A orientacdo de C dada corresponde a uma orientacdo para cima da
superficie dada. Veja a Figura 6.17.



Figura 6.18

Assim, se F(X,y,2)=y+z-2,entdo n=VF(x,y,z)=(0,11).
Para todo ponto de S, fi aponta para cima.

fdr = [[rot(f)-nds
S

Ot—,
—

= [[(0,01+2y)-(0,1.1)dA

= j j 1+ 2y)dA. (6.4)

A regido R ¢ definida por x* + y? <1.

Como R ¢é uma regido circular, vamos calcular a integral (6.4) em
coordenadas polares.

[fdr= j:” j:(1+ 2rsen(9))rdrdé
C

= Izn[r— + —sen(O)]
_j ( += sen(@))de

1 T 2 T
=50|§ —gcos(9)|§ =

1

0



Resumo

Neste capitulo, para o calculo de integral de superficie, vocé teve
que aplicar seus conhecimentos de vetor ortogonal, vetor unitério,
integral dupla e integral tripla adquiridos em outras disciplinas,
pois uma integral de superficie se transforma numa integral dupla.
Em algumas situagdes, é conveniente aplicar o Teorema de Stokes.
Viu que, em condi¢Oes especiais, ainda podemos relacionar uma
integral de superficie com uma integral tripla aplicando o Teorema
de Gauss.

Esses dois teoremas sdo de grande importancia no Célculo Vetorial

e em aplicagOes fisicas que irdo aparecer em disciplinas especificas
do curso.

Exercicios Propostos

1) Calcule a integral ” f(x,y,2)dS, em que f(x,y,z)=xe S éa
S

porcao do cilindro z=2- X%, no primeiro octante, limitada
por x=0, y=0, y=4 e z=0.

2) Calcule a integral H xz2%dS, em que S é o cone z=+/X’+y’
s
dentro do cilindro x* +y* =1.
3) Calcule a integral ” xydS, em que S é a porgao do paraboloide
$
22=4-x"—y® dentrode 0<x<le 0<y<l.
4) Calcule ” (3z° +4yz)dS, em que S é a parte do plano
$
X+2y+3z =6 no primeiro quadrante.
5) Calcule ” (x> +y?)dS, em que S é a superficie esférica
S

X +y*+12°=16.



6) Calcule o fluxo do campo de vetores T através da superficie S,
indicados abaixo.

a) f=(x-y)i+3j+3xk e S éa parte do plano z = X+ Yy acima
do retangulo 0<x<2, 0<y<3, orientada para cima.

b) f=3xi+yj+zk é parte da superficie z=-2x -4y +1 acima
do triangulo no plano xy com vértices (0,0), (0,2) e (1,0),
orientada para cima.

o) f=xzi+yzj+2°k e S éocone z=+/x*+y® para 0<z<8,
orientada para cima.

d) f=2%1+x]-3zk paraforae S é a superficie cortada do ci-
lindro z=4-y? pelos planos x=0, x=1e z=0.

e) f =3k através da porcao da esfera x> +y’+2> =a’ no pri-
meiro octante no sentido oposto a origem.

f) f=xyi-zk para fora, através do cone z=4/x*+Y’,

0<z<1l.

7) Utilize o Teorema de Stokes para calcular a integral J-?d r, em
C

que T =(2x—y)i+(x—4y)] e C éo circulo de raio 10 centrado
na origem no plano Xy, orientado em sentido horério.
8) Utilize o Teorema de Stokes para calcular I fdr. Considere C
C
orientada no sentido anti-horario para:

a) f=zQ2z+xX)i+(y-2)j+(x+Yy)k, C o tridngulo com vérti-
ces (1,0,0), (0,1,1), (0,0,2).

b) =y i-x*]+2%k, C a interseccdo do cilindro x*+y?=1
no plano X+y+x=1.

9) Utilize o Teorema de Stokes para calcular J-J‘ rot(f)-ndS, nos
S

exercicios a seguir. Considere que a superficie S esteja orien-
tada para cima.

a) f=6yzi+5xj+yze*k; S a porcio do paraboloide

z="x"+y? para 0<z<4,

1
4



b) T =3x"1+8x’yj+3x’k; S a porcao do plano z=X que se
situa dentro do cilindro retangular definido pelos planos
x=0, y=0, x=2, y=2.

10) Utilize o Teorema da Divergéncia para obter o fluxo para fora
”T -ndS do campo vetorial T indicado.
S

a) T=3x%i+y’j+z°k; D a regidgo limitada pela esfera
X +y*+z°=a’

b) T =y*i+2°j+(z-1)°k; D a regido limitada pelo cilindro
x> +y? =16 e os planos z=1, z=5.

o) f=3x"y*i+y]j—6zxy’k; D a regido limitada pelo parabo-
loide z =X’ +y*e o plano z=2y.

Respostas

26
1. —
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Capitulo 7

Equacoes diferenciais de 1 ordem

A Teoria das Equacoes Diferenciais é objeto de intensa
atividade de pesquisa, pois apresenta aspectos pura-
mente matemdticos e uma multiplicidade de aplicagoes,
além de ter diversas ramificacoes. Neste capitulo, abor-
daremos especificamente as equacoes diferenciais ordi-
ndrias (equagoes que sé apresentam derivadas ordind-
rias —em relagido a uma varidvel). Daremos inicialmente
uma breve introdugdo sobre a teoria das equacoes dife-
renciais. Faremos um estudo das equacoes diferenciais
ordindrias de 1° ordem, classificando-as e mostrando
métodos para a solugio dessas. Desenvolveremos pos-
teriormente o estudo das equagoes diferenciais ordind-
rias de 1° ordem utilizando exemplos de aplicacoes no
campo da Fisica.

7.1 Nocoes gerais de equacoes
diferenciais

Uma equagio diferencial (ED) é uma equagdo em que a incogni-
ta é uma fungdo, e a equagdo envolve termos na fungao e suas
derivadas.

Muitas das leis gerais da natureza — em Fisica, Quimica, Biologia
e Astronomia — tém sua expressao mais natural na linguagem
das equagoes diferenciais. Mesmo em Matemdtica sdo muitas
suas aplicagOes, especialmente em Geometria. Também encontra-
mos aplicacoes nas Engenharias, na Economia e em muitos ou-
tros campos da Ciéncia.

E facil entender a razao dessa ampla utilizacio das equacdes dife-
renciais. Recordemos que, se y = f(X) é uma funcdo dada, entdo

dy

sua derivada " pode ser interpretada como a taxa de variagao
X
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de y emrelagdo a x.Num processo natural, as variaveis envolvidas
e suas taxas de variagao estdo em conexdao umas com as outras pelo
significado dos principios cientificos bdsicos que regem os proces-
sos. Quando essa conexdo é expressa em simbolos matemaéticos, o
resultado é, muitas vezes, uma equagao diferencial.

O exemplo seguinte ilustra essa observagao. De acordo com a Se-
gunda Lei do Movimento de Newton, a acelera¢do “a” de um corpo
de massa constante “m ” é proporcional a forca resultante “ F, ” atu-

1
ando sobre ele, tendo - comoa constante de proporcionalidade, de

F
tal modo que a=—= ou
m

ma=F;. (7.1)

Suponhamos, por um momento, que um corpo de massa constante
“m” cai livremente sob a influéncia exclusiva da gravidade. Nesse
caso, a Unica forca atuante nele é “mg”, em que “g” é a aceleragao

7

da gravidade. Se “y ” é a altura do corpo a partir do solo, entao sua
2

d
aceleracao é dtz e (71) se torna

d?y d?y
mFng ou F:g (72)

Se considerarmos que o ar exerce uma forca de resisténcia propor-
cional a velocidade, entdo a forga resultante atuando sobre o corpo é

F, =mg -k [3—{) e (71) se torna

d? d
m dtZ =mg — k(d—)t/) (7.3)

As equagoes (7.2) e (7.3) sao equagdes diferenciais, que expressam as
caracteristicas principais do processo fisico em estudo.

7.2 Classificacao das equacoes
diferenciais

As equagoes diferenciais podem ser classificadas por tipo, ordem,
grau ou linearidade.



1) Tipo: a ED pode ser ordindria ou parcial.

Observe as seguintes equagoes diferenciais:

d
= (74)

d2
deg’z—ky (7.5)
%+ 2xy =e ™ (7.6)

d?y _d
dxg'—5d—§+6y=o (77)
d? d
(1-x?) dxg_zxd_§+ p(p+1)y=0 (7.8)
2

x2%+ X%-I—(XZ— p?)y=0 (79)

E importante que vocé consiga identificar em cada uma das equa-
¢Oes anteriores quais sao as varidveis dependentes e as respectivas
varidveis independentes. No entanto, tenha claro que nos exemplos
anteriores as letras “k ”, “m” e “ p ” representam constantes.

Uma equagdo diferencial ordindria (EDO) é aquela na qual ha s6 uma
varidvel independente, de modo que todas as derivadas que ocor-
rem nela sdo derivadas ordindrias.

Cada uma das equagoOes anteriores (de 7.2 até 79) € uma equagao
diferencial ordinaria.

Uma equagio diferencial parcial (EDP) é aquela que tem mais de uma
variavel independente, de modo que as derivadas que ocorrem sao
derivadas parciais.

Por exemplo, se W= f(X,y,z,t) é uma funcdo do tempo e das trés
coordenadas cartesianas de um ponto no espago, entao as seguintes
equagoes sao equagoes diferenciais parciais:
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o’w  o'w  o'w

+ + = 710
ox*  oy® oz’ (710)
2 2 2

22| W oW, OW]_ oW (711)
ox~ oy° oz ot
2 2 2 2

2| CW, 0w oWl oW (712)
ox- oy° oz ot

Essas equagoes, chamadas equagio de Laplace, equagcio do calor e equa-
¢do da onda, respectivamente, também sdo cldssicas. Cada uma delas
é muito importante na Fisica Tedrica, e seu estudo tem estimulado
o desenvolvimento de muitas ideias importantes na prépria Mate-
matica. Em geral, as equacoes diferenciais parciais aparecem na Fi-
sica do meio continuo — em problemas envolvendo campos elétricos,
dindmica dos fluidos, difusdo e movimentos de onda. Sua teoria é
muito diferente das equagOes diferenciais ordindrias e, em varios
aspectos, é muito mais dificil.

Neste curso, restringiremos nossos estudos as equagdes diferenciais
ordindrias.

2) Ordem: a ordem da ED ¢é dada pela ordem da derivada de mais

alta ordem.
Exemplos:
J % =—ky? é uma ED de 1* ordem;
3
ay_ 2d—y+5y =0 é uma ED de 3° ordem.

dx®*  dx

3) Grau: o grau da ED é o expoente da maior poténcia da deriva-
da de ordem mais alta, ap6s a eliminacao das fracoes e radicais
contendo a varidvel dependente e suas derivadas constantes
na equacao.

Exemplos:

d?y
dt?

+3y?=0 é uma ED de grau 1;

2 5
. [X%j +X%—X6y=0 ¢ uma ED de grau 5.

Para um estudo sucinto
de equacoes diferenciais
parciais, inclusive da
equacao da onda, veja,
por exemplo, Advanced
calculus, de Kaplan,
Capitulo 10
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4) Linearidade: a ED pode ser linear ou ndio linear.

Uma ED é chamada de linear quando pode ser escrita na forma

dny dn—ly
8,00 o + 2.0 oy

+...+a1(x)g—i+a0(x)y =g(x).

As equagOes diferenciais lineares sdo caracterizadas por duas
propriedades:

i) A varidvel dependente y e todas as suas derivadas sao do pri-
meiro grau; isto é, a poténcia de cada termo envolvendo y é 1.

i) Cada coeficiente depende apenas da varidvel independente X.
Uma equacao que nao € linear é chamada nio linear.
Observe as equagdes seguintes.

a) xdy+ydx=0
b) y"-2y'+y=0

3ﬂ_xzﬂ+3xd_y

X
°) dx? dx? dx

+5y=¢"

d) y"-3y* -2y =x°

e) xy"+5(1+x%)y —e*y=x°
f) y' =3y +4y’=x°

) X' -yy+yi=1

h) y" =3(y)*+4y =x*

) oyy'-2y'=x
. d¥y
]) W+y2=0

"7 ‘"_7

Nos exemplos anteriores, as equagdes de “a” até “e” sao equagdes
lineares, pois em todos os termos de cada uma das equacgdes a vari-
avel dependente Yy e todas as suas derivadas sdao do primeiro grau
(a poténcia de cada termo envolvendo Yy € 1) e cada um dos seus co-
eficientes depende apenas da varidvel independente X. No entanto,

1377

as equagdes de “f” até “j” sdo equagdes nao lineares. Observe:



poténcia = 1

coeficiente depende de y

poténcia <1\ \ poténcia # 1

f) y'=3y'+4y*=x* g)xy"—yy*+y*=1

poténcia # 1

coeficiente depende de y

\ coeficiente depende de y
po\téncia #1 /

h) xy"—yYy*+y* =1 i)yy' -2y =x

poténcia # 1

Observacgao 7.1. Esta classificagdo em linear ou nao linear é impor-
tante por causa dos métodos de resolucao. As equagdes diferenciais
lineares sao mais simples de resolver que as nao lineares.

Exemplo 7.1: Classifique as seguintes equagdes quanto ao tipo, or-
dem, grau e linearidade.

dy vy _
o d
dx®
b)d—y_—3x
dx
) d—y+2xy:e‘X2
dx
d’y
d +6y=0
)dt2 y
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d’y i d’y d'y ’
P A VAP A [ B 4
8) [X dxzj o ™

h) (xy)dy —(1+x?)dx =0
Solucao: Nos exemplos dados:

a) € uma EDO de 32 ordem, 2° grau, néo linear;

d’y vy dy Y d’y

LIPS Sy LD A v

dx® ﬂ :[dx3 y dx®
dx®

b) é uma EDO de 12 ordem, 1° grau, linear;
¢) ¢ uma EDO de 12 ordem, 1° grau, linear;
d) é uma EDO de 22 ordem, 1° grau, linear;
e) € uma EDO de 22 ordem, 1° grau, linear;
f) € uma EDO de 12 ordem, 2° grau, néo linear;
g) ¢ uma EDO de 42 ordem, 5° grau, néo linear;

h) é uma EDO de 12 ordem, 1° grau, néo linear.

7.3 Solucao de uma equacao
diferencial

Uma fungdo y = f(x) é uma solugdo de uma ED se a equacao é satis-
feita quando Y e suas derivadas sdo substituidas na equagdo. Neste
contexto, qualquer funcao y = f(x) definida em algum intervalo I,
que, quando substituida na ED, reduz a equagao a uma identidade,
é chamada de solucdo para a ED.

Exemplo 7.2: Determine se as fun¢des dadas sao solu¢oes da ED

d’y
o

a) y=senx

2x

b) y=e



) y=4e™”*
d) y=Ce*
Solucao:

a) Como y=senx, y'=cosx e y"=-senx, vem:

d’y
dx?

—y=-senx—senx=-2senx #0

Portanto, a funcdo y =senX nao ¢ solugado da ED dada.

b) Como y =e*, y'=2e" e y"=4e*, vem:

2
%—y:%“—e2X =320
X

Portanto, a funcdo y = e nio € solucio da ED dada.

—-X

¢)Como y=4e™, y'=—4e e y"=4e", vem:

d’y

e —y=4e7 -4 =0
X

Portanto, a funcdo y=4e™™ é uma solucio da ED dada.

d) Como y=Ce*, y'=Ce* e y"=Ce*, vem:
d2 X X
d—XZ—y=Ce —Ce" =0

Portanto, a funcdo y =Ce” ¢ uma solucio da ED dada para qualquer
valor de C.

Observacio 7.2. Mais adiante (Capitulo 8) veremos que a fungdo
2

d’y

y=Ce*+C,e™ ¢ solugdo da ED —-—
X

y =0 e sera chamada de

solugdo geral.

Exemplo 7.3: A funcio y=e' +t—1 é uma solucio da ED
y' =2ty =1-2t*+2t.



Solucao:
De fato,
y = e +t-1, y' = 2t +1 e

y' =2ty =2te" +1-2t(e" +t—1)=—2t + 2t +1.

7.3.1. Tipos de solucoes

* Solugao geral: é a solugao da ED que contém tantas constantes
arbitrarias quantas forem as unidades da ordem da equagao. As-
sim, se a ED é de ordem 1, a solugao geral terd uma constante
arbitraria, se for de ordem 2, devera conter duas constantes arbi-
trarias, e assim sucessivamente.

Exemplo 7.4: A fungdo y=Cge"+C,e™ é solucdo geral da ED
y"—y =0 (ordem 2). Note que na fung¢do ha duas constantes arbi-
trarias (C, e C,).

Solucao:
De fato, y=C,e"+Ce”, y'=Ce"-Ce ™, y'=Ce " +Ce " e
y'—y=Ce*+Ce*—(Ce*+C,e*)=0.

Exemplo 7.5: A fungao y = —%Xz +C é solugao geral da ED y'=-3x
(ordem 1). Note que na fungao hé apenas uma constante arbitraria (C).
Solucao:

De fato, y:—§x2+C e y'=-3x (ED).

* Solucao particular: é a solucao da ED deduzida da solugao geral,
atribuindo-se valores particulares as constantes arbitrarias.
o N < 3
Exemplo 7.6: Atribuindo valores a constante da funcao y = - 2 x*+C,

que é solugao geral da ED y’'=-3x (conforme mostrado no Exemplo
7.5), obtemos uma solugado particular para cada valor atribuidoa C.
Observe:

Solucéo:

ParaC=-2:y = —gxz —2 ¢ uma solucéo particular da ED y' = -3x ;
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ParaC=0:y= —%XZ ¢ outra solucdo particular da ED y'=-3X;

2

ParaC=1y= —gx +1 ¢ outra solucdo particular da ED y'=-3X;

2

ParaC=p:y= —%X +p € outra solucdo particular da ED y'=—-3x.

Geometricamente, a solugao geral de uma ED de 1 ordem represen-
ta uma familia de curvas conhecidas como curvas-solugio, uma para
cada valor da constante arbitréria.

* Solugao singular: é a solugao da ED que nao pode, porém, ser
obtida da solucao geral.

2
Exemplo 7.7 A fungao y(X):XT é solucao singular da ED

(y)? —xy'+y=0, que tem solucdo geral y(x)=cx~-c’. No entanto,
nao foi obtida da solucdo geral. Observe:

Solucao:
De fato,

x> 1
X)=—, Yy ==X
y(x) LY=o
1Y (11, 1, 1, 1
") —xy' + =0:[—xj —X| =X [+ =X =2x - ZxP+ = x2 =0,
) y+y 2 2 4 4 2 4

Por outro lado,

y(x)=cx-c’,y'=c e
(y)? —xy'+y=c?—x(c)+ex—c? =c? —cx+cx—c, =0,
Assim, apenas alguns tipos de ED apresentam solucao singular. Ve-

remos mais detalhadamente cada tipo de solucdo em nosso estudo
sobre EDO.

Antes de nos dedicarmos a achar solugdes para as EDOs, vamos
procurar responder a trés perguntas importantes sobre solugdes
para uma EDO:

1) Dada uma equacao diferencial, sera que ela tem solugao?

2) Se tiver solugao, serd que essa solugao é tinica?



Em geral, uma integral
eliptica € qualquer integral

da forma j R(X,y)dx ,

onde R(X,y) € uma
funcéo racional de duas

variaveis X, Yy eonde y
¢ a raiz quadrada de um
polindmio de 3° ou 4° grau
em X. O nome "“integral
eliptica” € usado porque
uma integral desse tipo
aparece no problema de
achar o comprimento de
uma elipse. No século XIX,
foi finalmente provado pelo
grande matematico francés
Liouville e seus discipulos
que o problema de resolver
essas integrais em termos
de funcdes elementares ndo
é meramente dificil - é, na
verdade, impossivel.

3) Existe uma solucdo que satisfaz a alguma condicao especial?

Como resposta a primeira das perguntas anteriores, primeiramente
alertamos que descobrir uma solugao para uma ED é algo “similar”
ao calculo de uma integral, e n6s sabemos que existem integrais
que nao possuem primitivas, como é o caso das integrais elipticas.
Dessa forma, ndo é de se esperar que todas as equagoes diferenciais
possuam solugdes.

Quanto a resposta para a segunda pergunta, veremos que é possivel
que uma ED possa ter mais de uma solucao. Aqui é conveniente ou-
tro questionamento: Sob que condigao(6es) uma ED apresenta uma
unica solucdo? E esse questionamento € mais importante do que se
possa imaginar, em especial para os fisicos. Neste contexto, existe
o Teorema de Existéncia e Unicidade de solugdo, que nos garante
resposta no que tange a existéncia de uma tnica solugao, desde que
a equagao tenha algumas caracteristicas. (O tratamento desse teore-
ma foge dos objetivos desta disciplina.)

Teorema 7.1. (Existéncia de uma tnica solugao)

Seja R uma regido retangular no plano Xy definida por
as<x<bc<y<d, que contém o ponto (X, Y,) em seu interior. Se

of
f(x,y) e 5 sdo continuas em R, entdo existe um intervalo I centra-

do em X, e uma tnica funcdo y = f(x) definida em I que satisfaz o
problema de valor inicial. (Equagoes diferenciais, de Zill, Capitulo
2, Teorema 2.1).

A proxima sec¢do deixa claro o que é um problema de valor inicial,
ao mesmo tempo em que fornece uma resposta a terceira pergunta,
pois mostrard solucoes de EDs que satisfazem condi¢Oes especiais.

7.4 Problema de valor inicial (PVI)

Frequentemente, em aplicagdes, é preciso encontrar uma solugao
particular que satisfaca uma condicdo inicial da forma y(x,)=Y,.
Quer dizer, procura-se a fun¢ao y = f(X) que é uma solucdo e que
satisfaga f(X,)=Y,. A este tipo de problema chamamos Problema
de Valor Inicial (PVI).
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Exemplo 7.8: Sejam as fungdes Yy, =vVx°+C e Yy, =—vX*+C. Ambas

satisfazem a ED y'=i; y#0.
y

No entanto, apenas Y, =Jx*+cC satisfaz a condicao seguinte:
y@3)=-

Solucgao: De fato, y, e Yy, satisfazem a ED, pois:

Y =Vx*+e, y)

dyl X

X
_\/x2+c VX 2+c yl
Yy, =—VX*+C, Y, = dy2 - X X

\/X +C dX Jx¢+c Vs

Observe a representacdo grafica (Figura 7.1), que indica algumas cur-
vas que caracterizam solucdes particulares distintas de y, e y,.

Figura 7.1
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Note que nenhuma curva corta o eixo x, pois y#0.

°Para c=1, temos 2 solugdes: VY, (X)=+X*+1; xeR e

Y,(X)=—Vx*+1; xeR.

°Para c=-1 temos 4 solucdes: Y,(X)=vx*-1; Xe(l+);
V,(X)=—vx*-1; xe(l,+o); y,(X)=vx’-1; Xe(-o,-1) e
Y, (X) = —Vx* =1; x e (~o0,-1).

*Para ¢ =0, temos também 4 solucdes: y,(x) = x; X>0; Y,(X) =X;
X>0; y;(X)=—X; x>0 e y,(x)=—Xx; x<0.

Observacao 7.3. O esbogo grafico anterior tem como objetivo ape-
nas dar uma ideia da infinidade de solucdes particulares possiveis.

Voltemos a condicdo y(3)=-2:

* Temos a solugdo geral: y=+~/x*+cC.
* Foi dado na questdo: y(3)=-2.

*Assim: y(3) =2 ¥ +c=-2<9+Cc=4C0=-5.

Entdo, Yy =+vXx*=5.Como y(3)=-2<0, a solucio do problema é:

y=—x? -5, definida em (+/5,+).

Exemplo 7.9: A fungao y = eTC (solugdo geral) satisfaza ED 3_2(/ =Xy.

Determinemos Y = f(X) que satisfaca a condigao inicial: f(1)=1.

X—2+C
Solucido: De fato, y=e2  satisfaz a ED, pois:

X x? X
?+C ’ 7+(: dy ?+c
y=e2 ,y =xe = —=Xe = Xy
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Temos um PVI. Determinemos agora o valor da constante C, sabendo
que f(1)=1:

}i+C 1 1
f=e* =1 +C-0eC-—

x2-1

Entio, y=e 2 éa solucdo do problema de valor inicial dado.

1.5 Equacoes diferenciais ordinarias
de 12 ordem

Definicao 7.1. As equagdes diferenciais ordindrias de 1° ordem sao equa-
¢des que podem ser escritas como:

F(ty,y)=0

Vamos estudar equagdes de 1° ordem que podem ser escritas na
forma

dy
2 = f(t,y).
it ty)

Uma solugio de uma equagao diferencial em um intervalo | é uma
fungdo y(t) derivavel definida no intervalo | que satisfaca a equa-
¢do neste intervalo.

7.5.1 Equacoes diferenciais lineares

As equagoes lineares de 1° ordem sao equagdes que podem ser es-
critas como:

dy _
E‘*‘ p(t)y =q(t)
* Se p(t)=0

dy

Se p(t) =0, a equacdo anterior fica m =((t) e para resolvé-la inte-

gramos ambos os lados da equagdo. Assim, a solucdao geral desta
equagcao é dada por:

I%zjq(t)dt: y() = [at)dt+C



y Observacao 7.4: Na resolucao de uma ED, vocé terd fre-
/L quentemente que utilizar, digamos, integragao por partes,
1 fragdes parciais ou possivelmente uma substitui¢do. Sera

proveitoso gastar algum tempo na revisao de algumas
técnicas de integracao (Célculo II).

>t
0 1 Exemplo 7.10: A equagao v ¢ 6 uma ED linear (com
4/ c= _180 p(t)=0eq(t)=e™) e pode ser resolvida por integracio
. C=—

- c=-6 . e

- A direta obtendo y(t)=[e” dt= ?+ C, que € a solucao ge-
c=-2 ral da equacgao diferencial dada.
Figura 7.2

Observe na Figura 7.2 a representagao gréfica de algumas
solugdes particulares.

Exemplo 7.11: Calcular a solugao geral da equagao 2!_)'[/ =sen(2t).

Solugcdo: A equacdo %:sen(Zt) ¢ uma ED linear (com

p(t) =0 e q(t) =sen(2t)) e pode ser resolvida por integracéo direta,

obtendo
cos(2t)

y(t) =[sen(2t)dt = — +c,

que ¢ a solucao geral da equacao diferencial dada.
O préximo exemplo consiste na solugao de um PVL

Exemplo 7.12: Calcule a solugdo da equacdo y'—(x* +x) =0, que sa-
tisfaca y(1)=1.
Solucdo: A equacio Yy —(x*+x)=0 pode ser escrita da forma

%: x> +X, que é uma ED linear (com p(x)=0e q(x)=x*+Xx), e

pode ser resolvida por integracdo direta, obtendo

3 2
y(x):j(x2+x)dx:%+x?+c,

que € a solucdo geral da equacao diferencial dada.

Como a equacio deve satisfazer y(1) =1, vem:

o 1
=—+—+c=1l=cCc=—
yh =5+ g

205
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3 2 3 2
Portanto, y(Xx) :X?+X7+% :w ¢ a solucdo do proble-

ma de valor inicial dado.
e Caso Geral

dy
Considere a ED E+ p(t)y =a(t) . Vamos definir uma funcio auxi-

liar u(t) de forma que, ao multiplicarmos a equagao por esta fungao

dy

u(t), a equagdo resultante seja do tipo P q(t), a qual ja vimos
como resolver.

jp(t)dt

Considere a fungao u(t)=e . Essa funcao é chamada fator in-

tegrante da funcdo linear (adiante mostraremos porque essa funcao
deve ter esta forma).

Primeiramente, observe que:

du_ Jows d
=e" ([ )

dt
_ ej p(t)dt o(t) *)
=u(t) p(t)

dy

Multiplicando-se ambos os membros de m

temos:

+p(t)y =q(t) por u(t),

u®) 2+ oY = U
Por (¥), vem:
dy du
a2+ Sy =ua)

Como o lado esquerdo desta ultima equagdo é a derivada de um
produto, podemos escrever:

d
a(u(t)Y(t)) =u(B)q(t),

dy

que é uma equacao do tipo P q(t) cuja solucao é dada por:

u®)y() = fu®a®)dt+c ()
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Como u(t) #0, dividimos (**) por u(t), obtendo:

Y0 =%(j Ut dt+c)

d
Observe agora como se chega ao fator integrante u(t) = eI P

O fator integrante u(t) deve ser uma funcao que satisfaz a ED

((jj—l: = p(t)u(t). Supondo u(t) #0, vem:

du 1 1 1 du
EXWZ p(t)U(t)xﬁijZ p(t),

que pode ser escrita como:
d du
—(Inju(t)]) — = p(1).
a0 u(®)) 5~ PO
Pela regra da cadeia, temos:

S (nfu) = (o),

que é uma equacao do tipo @ _ q(t) e, portanto, pode ser resolvida

dt

integrando-se ambos os membros da equacao. Assim:

Infu(t)|= [ p(t) dt+c,.

Aplicando-se a exponencial a ambos 0os membros, obtemos:

u(t) = ICHECLNPWECLS

Como estamos interessados em apenas um fator integrante, pode-
mos tomar ¢ =1 e obtemos:

u(t) = ol PO
Exemplo 7.13: Ache a solugao geral da equagao % +y=¢e"
=1
Solucgéo: Na equacéo ﬂ+ y =¢” (linear), temos: p(x)
dx q(x) =¢"

Determinemos o fator integrante u(x) = ejp(")dX :

u(x) = ej’p(x)dx _ ejldx _ ¥
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Assim, temos:

V09 = o (00900 )

1 X X
y(x):e—x(je -.e¥dx+c)

1 2Xx
y(x)_e—x(je dx+c)

1 e2x
y(X) :e—x( 5 +cj

X

e .
X)=—+cCe
y(x) 5

Logo, a solucédo geral da ED %+ y=e*¢é a funcio f(X) :%+ce‘x.
X
Exemplo 7.14: Encontre a solucao geral da equagao X% -3y =x".
X
~ : dy 3
Solucdo: A ED pode ser escrita na forma o x y =X, em que
X X
3
p() =—>
X -
q(x) = X
3
Assim, o fator integrante ¢ u(x) = ol PO _ eI x A =i3.
X

Dessa forma, temos:

y() =ﬁ(j UG de-+c)

y(x) = %D.%X dx+ C}

X3

y(x) = x° U X2 dx+ c}
y(x) = x° [—£+c}
X
y(x) = —x* +cx°
dy

Logo, a solugdo geral da ED Xd——3y = x* ¢ a funcio
X

y=f(x)=—x"+cx’
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Exemplo 7.15: Resolva o problema de valor inicial

Yoty =t, y(0)=-3

dt
t) =2t
Solucao: Na equagdo 3—¥+ 2ty =t (linear), temos: {g((t))zt

Determinemos o fator integrante u(t) = el

_[p(t)dt _ e_[ztdt _ etz

u(t)=e
Assim, temos:
1
t)=——(lu(t)q(t)dt+c
y(t) u(t)(j()qo +c)
y(t):%(jetz-tduc)
e
1, e
y(t):T(J‘te dt+c)
e
1(e"
t)= —+C
y() etz[z J
1
t)==+ce
y) =2+
A condicéo %+2ty =t e y(0) =-3 nos fornece o valor de c:

1 2 7
0)==+ce’ =3=>c=——
y(0) =5 5

Logo, a solugédo para o problema de valor inicial € a funcdo

1 7 ¢
ty==—-—e".
y(t) >3

7.5.2 Equacoes diferenciais de variaveis separaveis

Uma equagcdo diferencial de 1* ordem de varidveis separdveis pode ser
resolvida por integracdo, quando for possivel reunir todos os termos
em “Yy” com“dy” e todos os termos em “ X ” com “ dx”, isto é, se for
possivel escrever a equacao diferencial sob a forma:

f(y)dy+g(x)dx=0
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Entao, a solugao geral sera dada por:

[fdy+[g(dx=c,

em que “c¢” é uma constante arbitraria.
Exemplo 7.16: Ache a solugao geral da seguinte equacdo diferencial:
(x+1)ﬂ =x(y*+1).
dx

Solucao:

Reescrevemos a equacdo em sua forma diferencial separando as va-
ridveis e integrando:

(x +1)3—y= x(y?+1) = - X 4
X

v+l x+1
J. Sy B
y°+1 Jx+1

arctgy =x—In|x+1+c

Logo, a solucdo da ED dada ¢ a funcio y =tg I:X —In|x+1|+ c].

Exemplo 7.17: Ache a solugao geral da seguinte equacao diferencial:

dy _
a7
Solucao:

Reescrevemos a equacdo em sua forma diferencial separando as va-
riaveis e integrando:

d—yzy:d—:dx
dx y
dy
— =| dx
jo-]
In|y|=x+c

Da definicdo de logaritmo, obtemos:

X+C

y=e

X+C

Logo, a solu¢do da ED dada € a funcdo y =€



AN

Exemplo 7.18: Ache a solugao geral da seguinte equacao diferencial:

@ e’
dx
Solucao:

Reescrevemos a equacgao em sua forma diferencial separando as va-
riaveis e integrando:

Ol—y:ex’y =e".e? =>eddy=e"dx
dx

e’dy—e“dx=0
jeydy—jexdx:o
e -e'=c

e’ =e"+c

y=In(e* +c)

Logo, a solucdo da ED dada ¢ a funcdo y=In(e”* +c).

Exemplo 7.19: Ache a solugao da equagao g—i +xy? =0 que satisfaga
y(@)=3.

Solucao:

Reescrevemos a equacdo em sua forma diferencial separando as va-
riaveis e integrando:

dy

2

d—y+xy2 =0=

dx

+xdx=0

_f%ﬂ.xdx:o

1 x°
-—+—=¢C
y 2
2
—2+X Y ¢
2y
-2+ x%y=2yc
X’y —-2yc=2
y(x*-2c)=2
2
y

x*—2c
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2

Fazendo k = 2c, vem: Yy =—; .
x“—k

Logo, a solucdo geral da ED dada € a funcdo Yy = K

No entanto, aqui se trata de um PVI, pois a solu¢do da equacao deve
satisfazer y(1) =3. Assim:

2 1
1:3 :3 k:_-
YO =3y =3ek=g

2 6
» 1 3x*-1
3

Logo, a solugédo do PVI € a fungdo y=
X

Exemplo 7.20: Ache a solugao geral da seguinte equagao diferencial:

dy_y
dx X’

Solucdo:

Reescrevemos a equacdo em sua forma diferencial separando as va-
riaveis e integrando:

dy _y_ dy_dx
dx X y X
dy _dx_j
y X
Id_y_ d_X:o
y X
In|y|-In|x|=c
InY|=c
X
lzec
X
y =e‘x

Logo, a solucédo da ED dada ¢ a funcdo y =e‘X.

Exemplo 7.21: Resolva o problema de valor inicial

dy

X
=2 y(4)=3.
i yy()
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Solucdo:
Reescrevemos a equacgao em sua forma diferencial separando as va-

riaveis e integrando:

dy_ x_dy_o

dx y y X

ydy + xdx =0
jydy+.[xdx:0
2 2
Y LxX
2 2
y2+x*=2c

y?+x? =k? [k =2c]

Esta solucédo (geral) representa uma familia de circunferéncias con-
céntricas. No entanto, aqui se trata de um PVI, pois a solucdo da
equacdo deve satisfazer y(4) = 3. Assim:

4 +3 =25=k?

Logo, o problema de valor inicial determina x* + y* = 25. Em vista do
Teorema 7.1, podemos concluir que esta € a unica circunferéncia que
passa pelo ponto (4,3).

7.5.3 Equacoes diferenciais homogéneas

Antes de considerar o conceito de equagio diferencial homogénea e seu
método de solugao, precisamos primeiro examinar a natureza de
uma fungio homogénea. Comecamos com a defini¢do desse conceito.

* Funcao Homogénea

Se uma fungao f satisfaz
f(Ax,Ay)=A"T(x,y),

para algum nimero real n, entdo dizemos que f é uma fungio ho-
mogénea de grau n.
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Exemplo 7.22

a) f(xy)=x*-3xy+5y* é uma fungao homogénea de grau 2.
De fato,
f (A, Ay) = (AX)? = 3(AX)(dy) +5(4y)?
= A°x* —=3A*xy +54°y?
= A%(x* =3xy +5y?)
=221 (x,y)

2
b) f(x y)=3x*+y* é uma funcdo homogénea de grau —.
& & 3

De fato,
f (Ax, Ay) = 3/(Ax)? + (Ay)?
— 3[12)(2 +12y2
=704 +y?)
2
=233 +y?

2
=22 (x,y)

c) f(x,y)=x*+y’+1 ndo é uma fungdo homogeénea.
De fato,
f(Ax,Ay) =x*+y> +1
=(Ax)° +(dy)* +1
=22+ A%y +1
=20¢+yY)+1
= A2 (X,y)

d) f(x, y)=2L+4 ¢ uma funcdo homogénea de grau 0.
y

De fato,
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* Equacao Homogénea

Uma equacao diferencial da forma
M (x,y)dx+ N(x,y)dy =0

é chamada de equacio diferencial homogénea se ambos os coeficien-
tes M eN sdo fungdes homogéneas de mesmo grau, ou seja,
M (X, y)dx+ N (X, y)dy =0 é homogénea se

M (Ax,Ay) = A"M (X, y)
M (Ax,Ay) = A"M (X, y) .

Uma equacdo diferencial homogénea M(X,y)dx+ N(x,y)dy=0
pode ser resolvida por meio de uma substituicdo algébrica. Especi-
ficamente, a substitui¢do y =UX ou X=Vy,em que U e V sao as no-
vas variaveis independentes, transformard a equagio em uma equagio
diferencial de 1° ordem separdvel. Para ver isso, seja Y = UX; entdo, sua
diferencial é dy =udx+ xdu.

Substituindo y=ux e dy =udx+xdu em M(X,y)dx+ N(x,y)dy =0,
vem:
M (x,ux)dx + N (x,ux)[u dx + xdu] =0.

Pela homogeneidade das fung¢des, podemos escrever:

X"M (A, u)dx+x"N(A,u)[udx+xdu]=0
ou
[M(4,u) +uN(4,u)]dx+ xN(4,u)d =0.

Assim,
%+ N(4,u)du _
x M@Au)+uN(A,u)

*)

Ap6s termos resolvido (¥), a solugdo da equagao original podera ser

obtida substituindo-se u por Y (retornando a variével original).
X
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Observacao 7.5. A féormula anterior ndo deve ser memorizada. O
melhor é repetir o processo sempre que for necessario. A substitui-
¢do X=Vy também leva a uma equacao separdvel e sua verificacdo
é deixada a cargo do leitor.

Exemplo 7.23: Ache a solugdo geral da equacao:

(x*+y*)dx+2xydy =0.
Solucdo:

Na ED dada, temos:

M(x,y) = (X" +y%)
N(X,y)=2xy.

Vamos verificar se M e N sdo funcées homogéneas de mesmo grau.
M (Ax, Ay) = (Ax)* +(Ay)* = A (x* + y*) = A’M (%, y)
N (2x, Ay) = 2(Ax)(Ay) = 2A°xy = 2*(2xy) = A*N(x, Y)

Entdo, M e N sdo funcdes homogéneas de mesmo grau. Neste caso,
de grau 2, e, portanto, a ED ¢ homogénea.

Fazendo y=vx e j—y =V+ xd—v =vdx+ xdv (observe a regra da ca-

X dx
deia), transformamos a ED (homogénea) numa ED de variaveis sepa-
raveis, como seque:

(X* +Vv*x?)dx + 2x*v(v dx + x dv) = 0.

Aplicando a propriedade distributiva e colocando o termo em evi-
déncia, temos:

X2 dx + VX% dx + 2x%v* dx + 2x°vdv =0
X?(1+3v?) dx+2x*vdv =0
X*[(1+3v?) dx+2xvdv] =0

(1+3v?)dx+2xvdv=0
dx v
—+
2x  1+3v?

dv=0,

que ¢ uma ED de variaveis separaveis. Assim, vem:
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dx v v

@ 20|\,=o:>J'OI_XJr ~dv=0

2X 1+3v 2X 1+3v
LS
2X 1+3v?

1In|x| = —lln(1+ v’ +c
2 6

In|x|+%|n(1+3v2) =C
3In|x|+In(1+3v*) =3¢
In|x3(1+ 3v2)|:3c
X*(1+3v%) =¢*
x*(1+3v?) =k [k =e*]

Em termos de “x" e "y ", a solucdo sera:

X*(L+3v®) =k

X (1+ 3(1] ] —k
X
x(x* +3y°) =k

Logo, a solucdio da ED dada é a fungdo x(x*+3y?) =Kk .

Exemplo 7.24: Ache a solugdo geral da equacao:

d_y _y+X
dx X
Solucao:
Na ED dada, temos:
M(X,y)=Yy+X
N(X,y)=—x

Vamos verificar se M e N sdo funcbées homogéneas de mesmo grau.

M (AX, Ay) = Ay + AX = A(y + X) = AM (X, y)
N (Ax, Ay) = A(=X) = AN (X, y)

Entdo, M e N sdo fungdes homogéneas de mesmo grau. Neste caso,
de grau 1, e, portanto, a ED € homogénea.
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Fazendo y=vxe %:v-ir X% (observe a regra da cadeia), trans-

formamos a ED (homogénea) numa ED de variaveis separaveis, como

segue:
dv  vx+X
v+
dx X
v+xd—v= X(v+1)
dx X

v+x9!:v+1
d

X
dv 1
dx

%—dv 0,

X

que € uma ED de variaveis separaveis. Assim, vem:

——d =0= j——jdv 0
In|x|-v=c

In|x|=v+c

Em termos de “x" e "y ", a solucdo sera:

In|x|:v+c
In|x|=l+c
X
In|X|:y+cx
X

xIn|x| =y +cx
y=X(Inx-c)
y=x(Inx+Ink™) [c=Ink™]
y = xIn(k ™)
y =xIn(px) [p=k™]

Logo, a solucdo da ED dada ¢ a funcdo y = xIn(px).

Exemplo 7.25: Ache a solucado geral da equagao:

(x* + y?)dx + (x* —xy)dy = 0.



Solucao:
Na ED dada, temos

M(xy)=x*+y’
N(X,y)=x*=xy .

Vamos verificar se M e N sdo fungcdes homogéneas de mesmo grau.
M (Ax, Ay) = (Ax)? + (Ay)* = 22 (% +y*) = A’ M (X, Y)
N(Ax, dy) = (Ax)* = (AX)(Ay) = A* (X" = xy) = A*N(x, y)

Entdo, M e N sdo fungdes homogéneas de mesmo grau. Neste caso,
de grau 2, e, portanto, a ED é homogénea.

Fazendo y=ux e j—y: u+ Xg—u: dy =udx + xdu (observe a regra
X X

da cadeia), transformamos a ED (homogénea) numa ED de variaveis
separaveis, como segue:

(x> +u®x?) dx + (x> —ux®)[udx + xdu] =0
X2 dx+M+x2udx+x3du—M—ux3du =0
x*(L+u)dx+x*(1—u)du=0
dx 1-u

—+——du=0,
X 1+u

que € uma ED de variaveis separaveis. Assim, vem:
dx
& 0= [ (1840

x
ITW 20
In|x|—u+2In(l+u)=c

In|X|—u+2In(l+u) =In|c|

Em termos de “x" e "y ", a solucdo sera:
In|x|—u+2InfL+u|=In|c

In|x| +2In 1+ z In|c|

Usando as propriedades do logaritmo, podemos escrever:

219
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In|x|—1+2ln 1+ 3= In|c|
X X
In|x|—1+2ln X+y :In|c|

X X

2
In|x|+ In(&xyj = In|c|+1

X

2
|n(wj=|nc+l
X X

In((X + y)2 j _ elnc+%

X
2 y
(X + y) — eInce;
X
y
(x+y)® = cxex

y
Logo, a solugdo da ED dada é a funcio (x+ y)* =cxe*.

7.5.4 Equacoes diferenciais exatas

As equagdes exatas sao equagdes que podem ser escritas na forma
M (X, y)dx+N(x,y)dy=0 (713)
em que as fungdoes M (X,y) e N(X,y) satisfazem
M _aN
oy 0oX

em um retangulo da forma {(t, YR [a<t<B,y<y< 0}, em que

(714)

M (x,y), N(X, y),(SM e N sao continuas.
oy OX

oM oN

Se E = &, entdo vamos mostrar que existe uma funcao U (X, Y),
tal que
ou ou
M(X,y)=— e N(X,y)=—. 715
(X, y) P> (X, y) Y (7.15)

Substituindo-se esses valores de M(x,y) e de N(x,y) em (713),
obtemos:

N Uy g (7.16)

ox oy dx
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Mas pela regra da cadeia

d oU ouU dy
—(U(x, =t ——.
dx( (x, y(x))) PV oy o
Entao, (7.16) pode ser escrita como
d
d—(U (x,y(x))) =0. (717)
X

A equagao (7.17) é do tipo ((jj—Y—q(x) em que Y(X)=U(X y(x)) e
f(x)=0.

Assim, a solugao geral de (717) é, portanto, solucdo geral de (7.13),

dada por
U(x y(x))=C. (718)

Vamos agora ver como encontrar a fun¢ao U (X, y):

* Integrando-se a 1* equagao de (715) em relacao a x, obtemos

U(x,y) = [M(x,y)dx+h(y), (719)

em que h(y) é uma fungdo a ser determinada.
* U(x,y) dada por (7.19) é solucao da 1% equacdo de (7.15), pois
derivando a equagao (719) em relacdo a x obtemos a 1* equagao

de (715).

* Substituindo-se a fun¢ao encontrada em (7.19) na 2° equagao de

(7.15), obtemos
U
N(X, M (x, y) dx =
(=72 8y(j (%, y) dx )+ J

Dai obtemos uma equagao diferencial para h(y):
o =Now- [ Thoc 720

* Se a equagao (7.13) é exata, o lado esquerdo de (8) nao depende
de x, pois, usando (7.14), obtemos

i(N(X,y)—Iﬁﬂde=a—N—i( aﬂdx} 8_N_aﬂ
OX oy oX Ox\* oy ox oy
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A equagdo (720) é do tipo ((jj—iz f(y), em que Z(y)=h(y) e

f(y)=N(x,y)- I%dx. Assim, uma solugao é dada por

oM
h(y) = N(x y)dy— [J —dx]dy.
oy
* Substituindo-se esse valor de h(y) em (7.19), obtemos

U (X, y):JM(x, y)dx+IN(x, y)dy—f(j%dx)dy.

* Portanto, a solugao geral da equacao exata
M (X, y)dx+N(x,y)dy =0

é por (7.18),

U (X, y)=j|v|(x, y)dx+IN(x, y)dy—j(f%wdxjdyzc.

Observacao 7.6. A formula anterior ndao deve ser memorizada. O
melhor € repetir o processo sempre que for necessario. O que fize-
mos aqui foi mostrar o caminho a ser seguido para resolver uma

equagao exata.
Exemplo 7.26
a) 2xydx+(x*—1)dy =0 é uma equacdo exata.

De fato,
M) =29 oM, N
N(x,y)=x*-1| oy ox
b) (€% —ycosxy)dx+(2xe*’ —xcosxy +2y)dy=0 é uma equagio
exata.

De fato,

M (x,y)=e*’ —ycos
(xy) yeosHy M _ 262 _cos Xy + (xy)sen xy = ﬂ,
N(X,y) = 2xe”’ —XCcosxy +2y OX

oy
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) (1+lj dx+Inxdy =0 é uma equacao exata.

X

De fato,
M(x,y)=1+% M 1 0N

N(x,y)=Inx &y x x
d) (x+y)dx+xInxdy =0 nao é uma equacgao exata.

De fato,

—=1#(Inx+1)=—.
N(X,y)=xInx OX

M(x,y):x+y}a|\/| oN
oy

Exemplo 7.27: Ache a solugdo da equagdo (x°—y*)dx—2xydy =0.

Solucao:
Temos
MO =X -y |aM _ , oN
N(x,y)=-2xy | oy ox
oM ©ON
Como E=& temos que a ED ¢ exata. Portanto, existe uma fun-

cdo U(X,y), talque M(x, y)zg e N(x, y)zﬁ. Assim:
OX oy

U (X, y):J.M(x, y)dx+_[N(x, y)dy—j“%dx}dyzc
:J‘(x2 —yz)dx—I2xydy+j(I2ydx)dy:C

X w2 _
=3 y© — Xy +Inydy—C

_X_S_Xz_ 2 2_¢c
=3 Y — Xy + Xy =
3

X 2
=—-xy°=C
3 y

Logo, %X3 —xy? =C é solucio da ED dada.

Exemplo 7.28: Ache a solucao da equagao

(x* + y*)dx +(2xy +cos y)dy = 0.
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Solucdo:
Temos
Moo =x+y’ oM, N
N(X,y)=2xy+cosy| oy X
oM ©ON . .
Como 8_y =&, temos que a ED € exata. Portanto, existe uma fun-

cdo U(X,y), tal que M(x, y):ﬂ e N(x, y)=@. Assim:
OX oy

U(x,y):jM(x, y)dx+IN(x,y)dy—j(j%ﬂdx)dyzc

:I(xz —yz)dx—_[2xydy+j(j2ydx)dy:C

X 2w _
=3 Xy~ — Xy +J2xydy—C
—X3—X 2 L2 2_¢
=3 Yo =Xy + Xy =

x*
3 y

Logo, %x“ +xy’ +seny =C ¢ solucdo da ED dada.

Exemplo 7.29: Ache a solucdo da equagao 2xy dx+(x* -1)dy =0.

Solucao:
Temos
M) =20y [aM _, N
N(x,y)=x*—-1| oy ox
oM ©ON , .
Como —— =——, temos que a ED ¢ exata. Portanto, existe uma fun-

& X ou ou
cdo U(x,y), tal que M(X,y)=— e N(X,y)=—. Assim:
OX oy
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U (x, y):J.M(x, y)dx+.[N(x, y)dy—j[f%dx}dyzc
=j2xydx+_[(x2—1)dy—J'('fodx)dy:C
=x2y+x2y—y—_|‘x2 dy=C
=Xy +x’y—y-x’y=C
=xy-y=C

Logo, Xy®> -y =C ¢é solucédo da ED dada.

Exemplo 7.30: Ache a solugao da equagao (l+%) dx+Inxdy=0.
Solucao:
Temos
M(x,y):1+% ﬂ:i:ﬂ,
N(x,y)=Inx &y x
Como %:%—T temos que a ED ¢ exata. Portanto, existe uma fun-

cdo U(x,y), tal que M (X, y):aa—g e N(x, y):%. Assim:
oM
U (x, y):J.M(x, y)dx+.[N(x, y)dy—j(jgdxjdyzc

:J‘(1+%jdx+‘[ln xdy—IU%dxjdy:C

=X+YyInx+yln x—jlnxdy:C

=X+YyInx+ylnx-ylnx=C
=X+Yylnx=C

Logo, X+ YyInx=C ¢ solucao da ED dada.

* Fator Integrante

Considere uma ED da forma M (x, y) dx+ N(X, y)dy =0. Se M # oN ,
oy ox

a equacao ndo é exata. Quando multiplicamos uma equacdo da forma
M (X, y)dx+N(x,y)dy=0 que nao é exata por uma fungao u(Xx,y)
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de forma que a nova equacao seja exata, chamamos a func¢ao u(x, y)
de fator integrante para a equagio exata.

Exemplo 7.31: Verifique se a equagao

2xy? ) , )
R —1-2x° |[dx+2y(l+x“)dy =0 € exata.

Solucao:

Para esta equacdo, temos

2

2X
Mx.y) = 1+ 2yx2

N(x,y) =2y(@+x?)

~1-2x* | oM _ —4xy 4 dxy oN
oy 1+2x° OX

oM  ON y )
Como —# o temos que a ED ndo € exata. No entanto, se multi-

oy

. 1
plicarmos a ED por u(x) = ———, obtemos:
1+2x

2 2

_L“_l dx+wdy=0,
(@+2x°) 1+ 2x

que € uma ED exata, pois:

2

2Xy

M(x,y)=-——"->=-1
(x.y) @+2x*)* oM _ —Axy _oN
2y(L+ X2 oy (L+2x7)* X
N(x,y) = 2240 2)
1+2x

Quando a equagao tem um fator integrante que depende apenas de
uma das variadveis x ou y, podemos determina-la da forma como é
mostrada no exemplo a seguir.

Exemplo 7.32: Considere a equagao

2
(—ﬁxgxz —1—2xzjdx+ 2y(Ll+x*)dy =0

e ache o fator de integragao para que ela se torne uma ED exata, vis-
to que ja mostramos no Exemplo 7.31 que esta ED nao é exata.

Solucao:

Vamos supor, apenas, que exista uma funcdo u(x), tal que, ao multi-
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plicarmos a ED por u(X), a nova equacio seja exata. Entdo,

0 0
5(UM)=&(UN),

ou seja,
oM ON

du _ oy 8xu
dx N '

Assim, reciprocamente, se

OM(x,y) _ ON(x,y)
oy OX
N(x,y)

€ uma funcéo apenas de X, entdo uma solucdo da ED

oM ©ON

du_ oy o,
dx N

€ um fator integrante para a ED

2
(—12)2/ S —1—2x2]dx+2y(1+ x?)dy = 0.
+2X

Para a equacdo

2
( 2xy _1_2x2jdx+2y(1+ x?)dy =0,

C142%°
temos que
M(x,y) ON(xy) —axy 4y
oy X _1+2%* y: —Axy
N(X,Y) 2y(L+x*)  1+2x°
M _oN
Assim, a equacao d—u:Mu torna-se
dx N
du___ 4x
dx  1+2x*

que € uma equacao separavel que deve satisfazer o fator integrante
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2

u(x) para a equacio (_12xy - —1—2x2jdx+2y(1+ x?)dy =0.

+2X

4x
1+2x°

Multiplicando a equacéo :—uz— u por 1 obtemos
u

ldu_  4x
udx  1+2x%

Como %:;—u(ln |u]), entdo pela regra da cadeia

l1du d du d 4x
ax - au MM G =g I =—r e
ou
d 4x
wn =1

Integrando-se, obtemos

4x
1+2x°

dx:—ln|1+ x2|+C1.

In|u(x)|:'|'—

Usando propriedades do logaritmo, vem:

Inju(x)(L+x*)|=C,.

Aplicando-se a exponencial, obtemos a solugdo geral para a equacgao
du___4x_
dx  1+2x°

+e“ C

u(x) = = ,
) 1+2x*  1+2x°

que inclui o fator integrante usado no Exemplo 7.31.

Exemplo 7.33: Ache a solu¢ao da equacao
(3xy + y?)dx + (x> + xy)dy = 0.
Solucdo:
Para esta equacdo, temos

M (X, y) =3xy +y?
(X, y) =3xy+y ﬂ=3x+2y¢2x+y=ﬂ-
N(x, y):x2+xy OX
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M ON
Como —# o temos que a ED ndo ¢é exata.

y

Determinemos

OM(x,y) ON(XY)

oy OX  _3X+2y-2X-y _x+y _ x+y _1
N(x,Y) X2 + Xy X24xy  X(X+y) x
Assim,
M _oN
du_y x aXu=£u.
dx N X

Multiplicando a equacéo d—uziu por 1 obtemos
dx x u

1du_1
udx x

Como lzdi(ln |u]), entdo pela regra da cadeia
u du

ldu d du d 1
U&_E(In |u|)&—&(ln |u|)—;
ou
d 1
&(In |u|)_;.

Integrando-se, obtemos

In|u(x)| = jd—; =In[x/+C,.

Entdo, u(x) = x € a funcéo fator integrante da ED dada.

Multiplicando a ED dada pelo fator integrante u(x) =X, a transfor-
mamos numa ED exata. Observe:

X-(3xy + y2)dx + x- (x* + xy)dy =0

(3x?y + xy?)dx + (x* + x*y)dy =0
em que:
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M — 2 2
G =Y LM _ gz gy =N
N(x,y)=x}+x’y | oy OX

Assim, vem:
U (x, y):jM(x, y)dx+IN(x, y)dy—f[j%dx]dyzc

= I(3x2y+ xyz)dx+J'(x3 +x%y) dy—_[('|‘(3x2 +2xy)dx)dy =C
= X‘°’y+%x2y2 +x3y+%x2y2—'[(x3+x2y)dy:c

= x3y+%x2y2 +x3y+%x"‘y2 —xe’y—%xzy2 =C

24,2

1
=x’y+=x’y*=C
y > y
Logo, X’y +x*y* =C é solugdo da ED dada.

Exemplo 7.34: Ache a solugio geral da equagao 2y’ dx+3xydy = 0.
Solucao:
Para esta equacdo, temos

M (X, y):ZyZ}@ ON

=4y #£3y=—,
N(x,y)=3xy | oy Y=y OX

oN
Como —ig, temos que a ED ndo ¢é exata.

oy

Determinemos

M (x,y) _ON(x,y)
oy ox _4y-3y_y _1
N(X,Y) 3xy  3xy 3x

Assim,
oM _oN
du_ oy ox 1

=— " u=—u.
dx N 3x

Multiplicando a equacéo d—uzlu por i obtemos
dx X u

tdu_1
udx 3x



231

Como %:;—u(ln |u]), entdo pela regra da cadeia

ldu d du d 1
U&_E(In |u|)a_&(ln |u|)_§

ou
d 1
Rl -
dx (In |u|) 3x

Integrando-se, obtemos

Inju(x)| =% d7x =%In|x|+Cl.

Entdo, u(x) =3¥x ¢a funcéo fator integrante da ED dada.

1
Multiplicando a ED dada pelo fator integrante u(x)=x3, a transfor-

mamos numa ED exata. Observe:

1 1
x3-(2y?)dx+x3-(3xy)dy =0
1 4

2x3y?dx+3x3ydy =0

em que:
1

M =2x3y° :
(x,y) =2x%y @=4x y:ﬁ
4 oy OX
N(x,y)=3x3y

Assim, vem:

U (x, y):J.M(x, y)dx+.[N(x, y)dy—j(f%dxjdyzc

:J'2x;y2 dx+13xgy dy—J'U4x§y dxjdy:C
:gxgyz +gxgy2—3_|'x:ydy:C

4 4 4

=gx3y2+gx3y2—§x3yzzc
3 4

=—X3 2=C
> y

4

Logo, gx3y2 =C é solugio da ED dada.
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Observacao 7.7. As vezes a funcao fator integrante é do tipo U =u(y).

Observe o exemplo a seguir.

Exemplo 7.35: Resolva a equagao Xy dx+(2x° +3y? —20)dy =0.
Solucao:

Para esta equacdo, temos

M (X, y) = xy oM oN
—=X#4X=—.
N(X,y)=2x*+3y*-20| oy OX
Como @iﬂ temos que a ED ndo ¢é exata.
oy oX
Determinemos
ON(X,y) OM(xy)
oy ox  _Ax=x_3x_3
M(X,y) Xy —oxy vy
Assim,
oN oM
d_u:—ay X u:iu.
dy M y

Multiplicando a equacéo g—uziu por 1 obtemos
u

ldu_3
udy y

Como l=di(ln |u]), entdo pela regra da cadeia
u du

ldu d du d 3
u dy du(n|u|)dy dy(n|u|) y
ou
d 3
—(njup)=—
dy( up y

Integrando-se, obtemos

d
|n|u(y)|=3j7y —3In]y|+C,.
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Entdo, u(y)=y® € a funcéo fator integrante da ED dada.

Multiplicando a ED dada pelo fator integrante u(y)=y?, a transfor-
mamos numa ED exata. Observe:
y* - (xy)dx+y*-(2x* +3y* - 20)dy =0
xy* dx+ (2x°y* +3y° —20y®)dy =0

em que:
M(X, Y):Xy4 @_4Xy3_m
N(x,y) =2x*y® +3y° -20y° | oy X
Assim, vem:

U (x, y):IM(x, y)dx+IN(x, y)dy—j[j%vldxjdyzc

:J'xy4 dx+I(2x2y3 +3y° —20y%) dy—‘|.(.[4xy3 dx)dy =C

=1x2y4 Ly

416 4 2.3
+=y -5y —2[x y*dy=C
5 S XY oY by [xy*dy

1 2.,4 1 - 4 1 6 4 1 2,4
=—X +—X +—y —-by"——x =C
> y 5 y 2y y 5 y

124,16 £oa
=Xy + Sy Byt =C
XY Y By

Logo, %Xzy4 +%y6 ~5y* =C é solugo da ED dada.

Exemplo 7.36: Resolva a equagao ydx+(2xy —e?’)dy =0.
Solucdo:
Tente resolver esta ED vocé mesmo. Para isso, siga 0s seguintes passos:
1° passo: Verifique se a ED dada é exata. (Ndo é.)

2y
. e
20 passo: Encontre o fator integrante u=u(y)=—.
y

2y
3¢ passo: Multiplique a ED dada por u=—.
y

4° passo: Resolva a nova ED, que devera ser exata.

Resposta: A solugéo geral ¢ e?’x—Iny =c. (Confira!)
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7.6 Aplicacoes das equacoes
diferenciais ordinarias de 12 ordem

As equagoes diferenciais ordindrias de 1° ordem, embora sejam as
mais simples EDOs, sao indispensaveis para a resolucao de vérios
problemas em Fisica e nas mais diversas dreas. A seguir abordare-
mos exemplos que evidenciam como as EDOs sao importantes para
resolver problemas de queda livre (Figura 7.3), quedas amortecidas
(Figura 74), circuitos, entre outros.

Figura 7.3 Figura 7.4

. , d
Exemplo 7.37: Sendo a corrente elétrica expressa por i(t) = T em

que Q éacargae t, o tempo. Se a fun¢ao que descreve a corrente que
percorre um fio é i(t) =3, determine qual seré a carga total que
ird passar por uma seccao transversal ao fio no primeiro segundo.

Solugdo: Temos, nesse caso, um problema envolvendo uma ED se-
paravel, pois podemos separar a variavel independente da variavel
dependente. Assim:

it) =‘3—? ou i(t)dt =dQ.

Como i(t) =3e™ (unidades de corrente), entio:

dQ =3e*'dt
Integrando de t=0 a t =2, temos:

de = jBe‘tht
1 0

2

3
Qt_QtO :_Ee 2

0
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Como no tempo t=0 a carga que passa pelo fio ¢ nula, Q_=0,

entdo:
<t
3 . 3
=——e" —| ——e
Q=-3¢' (-3¢
i(t)=3e™ R 3 3
| t=1s t Q = —EeJ1 +E unidades de carga.
Na Figura 7.5, a area em azul representa a carga total que passou pelo
Figura 7.5

fio em 1s, e a curva em azul claro representa a corrente elétrica em
funcao do tempo.

Exemplo 7.38: (Descarga de um capacitor) Seja um capacitor de ca-
pacitancia C carregado e ligado a um circuito, conforme a Figura
7.6a e a Figura 7.6b, que possui uma chave S (inicialmente desliga-
da) e uma resisténcia R . Determine:

S
/_@ \
—7v S
% R C— =R
Figura 7.6a Figura 7.6b

i) Como varia a carga do capacitor em fungao do tempo?

ii) Como varia a corrente em fun¢ao do tempo a partir do mo-
mento que fechamos a chave?

Observacao 7.8. Lembre que da Lei de Kirchhoff a variacao de po-
tencial (AV ) deve ser igual a zero ao percorrer um circuito fechado.
Lembre, também, que a diferenca de potencial AV, entre os termi-

nais do capacitor é dada por AV, = % ,em que Q € acarga; e que a

queda de potencial devido ao resistor é dada por AV, =Ri, em que
i é a corrente elétrica i(t) = —dd—?.

Solucéo:

i. Usando a Lei de Kirchhoff para circuitos descritos na Figura 7.6b,

temos que AV, —AV, =0, em que AV, :% e AVy =Ri=- d—Q
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Logo,
Q_(_Rd_Q]:o
C t
g:—Rd—Q ou
C dt
Q__ 14
Q RC

Tomando a integral desde a carga Q, (inicial) até a carga final Q:

Q t

Id_Q:_L dt
Qo Q RC )
2t

Q, RC
_t
Q(t) =Qpe ¢
Q, € a constante arbitraria que, nesse caso, € a carga inicial do

capacitor.

ii. Temos que a corrente elétrica € dada por

im-_9Q
i(t) = it
Logo, n
-0 __d@e™)
dt dt
[ Qe
I(t) = ( RCe j
_ Q% we
I(t)_RCe
|(t)=|0e’r%C

Perceba, na Figura 7.7, que a corrente cai exponencialmente com o
tempo.



it)}

/I (t) = |0e‘%

t=1s t

Figura 7.7

Exemplo 7.39: Um paraquedista com o seu paraquedas pesa 70 kg e
salta de uma altura de 1.400 metros (Figura 7.8a). O paraquedas abre
automaticamente apds 5 segundos de queda, conforme a Figura 7.8b.
Sabe-se que a velocidade limite é de 5 m/s. Determine:

a) a velocidade que o paraquedista atinge no momento que o pa-
raquedas abre;

b) o tempo que demora para a velocidade chegar a 51 m/s;

¢) a altura em funcado do tempo.

P=-mg

Figura 7.8a Figura 7.8b
Solucao:

a) Vamos convencionar que o sentido positivo é para cima e que a
origem esta na superficie da Terra.

Até o momento em que o paraquedas abre, a velocidade € a solugao
do problema de valor inicial:

dv
m—=P-m
dt J

v(0)=0 '

237
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ou se€ja,
N _ 10
dt
v(0)=0 ,
o0 que leva a solugao:
v(t) =-10t.

Quando o paraquedas abre, a velocidade ¢ entdo de

v(5)=-50 m/s.

b) Até este momento, a altura do paraquedista em funcido do tempo
€ a solucdo do problema de valor inicial:

dh

Lo vy =-10¢
™ ()
h(0) =1400 :

cuja solugdo ¢

h(¢) =1400-5/°.

Assim, até o momento que o paraquedas abre, o paraquedista caiu

1400—h(5) =125 m.

Dai em diante a velocidade do paraquedista € a solucdo do problema
de valor inicial
dv
m— =-mg — kv
dt

v(5) = -50

A forca de resisténcia ¢ igual a —kv. O sinal "negativo” com uma
constante positiva indica que a forca de resisténcia € no sentido con-
trario ao da velocidade. Observe que a velocidade € negativa, o que
faz com que a forca de resisténcia seja positiva, ou seja, para cima,
COMO convencionamos no inicio.

ﬁ:—10—Lv:—10—Kv; K :L

dt 70 70
v(5) =-50
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Resolvendo a equacao:

ﬂ:—lO—Kv
dt
1 ﬁ——l
10+ Kv dt

i(iln 10+ Kv|j =-1
dt\ K

In[10+ Kv| =—Kt+C,

10+ Kv = +e%e ™M

v(t) = 10 ewe
K
A velocidade limite é de -5 m/s, logo,

limv(t) :—E=—5:> K=2.
t—o0 K

Substituindo-se t=5 e v=-50 em v(t) :—%+Ce’“, vem:
-50=-5+Ce™" = C =-45¢°",

ou seja, a solugdo do problema de valor inicial é:

v(t) =-5-45e29),

Substituindo-se v =—5,1 (v é negativa porque ¢ para baixo), obtemos:

51-_5_ 456209 — {5 N(450)

~ 3 segundos,

ou seja, 3 segundos depois do paraquedas aberto, a velocidade ja ¢
de 51 m/s.

c) Depois que o paraquedas abre, a altura em funcdo do tempo ¢ a
solucdo do problema de valor inicial

ah_ v(t) = -5-45¢ %
dt

h(5) =1400-125 =1275

A solucéo geral da equacéo é

h(t) = -5(t—5) + %ez(tf’) +C.
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Substituindo-se t =5 e h=1275, obtemos C =%.Assim, a solu-
cao deste problema de valor inicial é:

h(t) = —25205 —5(t-5)+ %ez“s) para t>5.

Exemplo 7.40: Ache a equagao da curva no plano Xy que satisfaz
0 caso em que a inclinagao da reta tangente a curva, em qualquer
ponto da curva, é igual a metade da inclinagao da reta que liga a
origem ao referido ponto.

Solucao:
Observe primeiramente a Figura 7.9.

Vamos achar a equacdo diferencial que descreve a situacio:

® Inclinacdo da reta tangente t: y'.

* Inclinacdo da reta tangente que passa por O e por P: tgq = X.
X

y

1
Portanto, y'= E ,ouseja, y'= 5 € a equacao diferencial obtida.

Yy
X

A solucao é:

y>=cx; ceR(x=0). (Verifique!)

Exemplo 7.41: Foram encontrados restos mortais numa certa regiao.
Verificou-se no laboratério que a porcentagem relativa de is6topos
de carbono 14 encontrados era de 0,12% (Isto é o quociente entre a
populacao atual e a populacao original de isétopos multiplicada por
100). Calcule o tempo de antiguidade desses restos. Considere que,
depois de 100.000 anos, o carbono restante é apenas 4 x10°® do car-
bono 14 existente inicialmente.

Solucao:

Suponhamos que o tamanho da populagdo de isotopos satisfaca a
equacéo diferencial

p'(t) =—rp(t).
Entdo, a solugdo da equacdo acima € dada por

p(t)=ce™. (Verifique!)

yA
P
y
0 X X
Figura 7.9
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Note que quando t =0, entdo se verifica que p(0)=c. Assim, temos
que a populacdo atual pode ser expressa em funcado da populacao
original da segquinte forma

p(t) = p(0)e™".

Como depois de 100.000 anos apenas restam 4 x107° vezes a quan-
tidade original do isotopo, temos que

p(100.000) = 4x10°° p(0).

Substituindo na equacdo acima, temos que

4 % 10—6 p(o) — p(o)e—loo.OOOr = 4 % 10—6 — e—lO0.000r .

De onde segue que

In(4x107°) =-100.000r = r = 0,0001243.

Portanto, a equacao ¢ dada por

p (t) — p(o)e—lO0.000t ] (*)

Por outro lado, como a porcentagem relativa de isotopos era de
0,12%), isso significa que

100”0 _0 12— PO _ 4 0012,
p(0) p(t)

Usando a equacédo (*), encontramos

p(t) = g 000028 _ () )19 = g 0000124
p(0)

Tomando logaritmos, temos que

In(0,0012) = -0,0001243t = —6,725 = -0,0001243t.

De onde encontramos que o tempo ¢ dado por

6,725

=————=">54233,87.
0,0001243

Portanto, os restos mortais sdo de mais de 54 mil anos atras.
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Exemplo 7.42: No tempo t =0, um tanque contém 2 kg de sal dissol-
vidos em 20 ¢ de dgua. Assuma que dgua contendo 0,1 kg de sal por
litro esta entrando no tanque com uma velocidade de 3 ¢ /minuto e
que a dgua bem misturada estd saindo do tanque com a mesma ve-
locidade, conforme representa a Figura 7.10. Calcule a expressao que
defina a quantidade de sal no tanque em cada instante de tempo.

Solugao: Denotemos por p(t) a quantidade de sal, medida em qui-
logramas que se encontra no tanque no instante t. A taxa de varia-
cdo da quantidade de sal sera igual a quantidade do sal que esta en-
trando no tanque menos a que estd saindo no mesmo instante.
Repare que o sal esta completamente dissolvido na agua. Assim, para

p(t)

Figura 7.10

cada litro de agua, teremos uma quantidade igual a 0 kg de sal.
Como esta saindo 3 litros de agua por minuto, a quantidade de sal
3p(t)

que esta saindo sera igual a kg de sal.

Portanto, a taxa de variacdo de sal no tanque sera igual a

3x0,1- 3%’;) . Assim, teremos que

P _g01-3P0_3 5 _py
dt 20 20

Esta € uma equacdo linear de 12 ordem. Portanto, podemos escrever

dp 3 dp 3 3
—F " dt ——=|—dt=In(2-p)=——(t+c).
2-p 20 3-[2—p j20 = In2=p) 20(+)

De onde seqgue que
3 3
2-p=Ce ' = p=2-Ce 2

Como a quantidade original de sal ¢ igual a 2 kg, temos que
3

p0)=2=2=2-Ce @

De onde concluimos que C, = 0. Portanto,

p(t)=2,vt>0.
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Isso quer dizer que a concentracdo de sal sempre sera a mesma, pois

originalmente no tanque tinhamos %:0,1 kg/¢ . Como a aqua

esta entrando com a mesma concentracdo, entdo a concentracido no
tanque permanecera sempre a mesma.

Exemplo 7.43: Suponha que a temperatura de uma xicara de cha
segue a Lei de Resfriamento de Newton. Se o chd estd a uma tempe-
ratura de 95°C, e um minuto depois a temperatura baixou para 70°C
num quarto onde a temperatura é de 25°C, determine o tempo que
demorara a xicara de ché para atingir a temperatura de 30°C.

T =25°C Solugio:
q(0) =95°C
Para resolver esse problema, utilizamos a Lei de Resfriamento de

Figura 7.1 Newton, que estabelece que a taxa da variacdo da temperatura de
um corpo ¢ proporcional a diferenca de temperatura do corpo com o
meio ambiente.

Assim, temos que q(t) denota a temperatura da xicara no tempo t .
Entdo, temos que ela deve satisfazer a sequinte equacdo:

da_ - .
g - Ka@-T). ()

em que T denota a temperatura do meio.

Nosso problema consiste em determinar esses valores. A equacéo (*) é
uma equacao diferencial de 12 ordem, que pode ser resolvida utilizan-
do o método de separacgdo de variaveis. Assim temos que

q d
ﬁ:—kdt:jﬁz—kjdt.

De onde seqgue que

InQ-T)=-kt+C,
ou
q=T+Ce™,
em que C, = e“. Das condicdes do problema sabemos que o cha ini-
cialmente esta a temperatura de 95°C, portanto temos que q(0) =95,

e que a temperatura do quarto é 25°C. Assim,

95=25+C, = C, = 70.
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Apos 1 minuto, a temperatura baixou para 70°C. Assim, temos que
q(@)=70.Como T =25, temos,

70=25+Ce "  =45=Ce™".

Substituindo o valor de C;, seque que

45=706* e = 2 —k=—In" ~0442.
14 14

Assim, a temperatura da xicara esta dada por
q(t) = 25+70e %,
Finalmente, para conhecer o tempo que demorara a xicara para atin-
gir a temperatura de 30°C, fazemos q = 30, de onde temos:
30 = 25+ 70e **?*' = 5 = 70e "

Portanto,

_In(L4)

L g _ In(14) = -0, 442t = t

~ 5,97 minutos.
14

Assim, a xicara levara aproximadamente 6 minutos para atingir a
temperatura de 30°C.

Exemplo 7.44: Observe o circuito (Figura 7.12).
Este circuito consta dos seguintes elementos:

1) Uma fonte de forga eletromotriz (&) que produz uma corrente
de I(t) amperes e uma forca eletromotriz de &(t) volts.

2) Uma resisténcia (R) que se opOe a passagem da corrente, pro-
duzindo uma queda &; na amplitude da forca eletromotriz.
Pela Lei de Ohm, ¢; =R-1.

3) Uma bobina de indutancia (L), que produz uma queda na am-
dl

plitude da forca eletromotriz: & =L e

Uma das leis de Kirchhoff estabelece que ¢; +¢&, =¢, ou seja,

di
L-—+R-1=¢(t),
™ (t)

N

EL

Figura 7.12
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que é uma equagao diferencial linear de 1° ordem, cuja solugao, I(t),
fornece a intensidade da corrente no tempo t.

Suponhamos que, no circuito anteriormente descrito, a resisténcia vale
R ohms e a indutancia L henry. Se uma bateria fornece uma forga
eletromotriz constante € e a corrente inicial é 1(0) =0, determine:

a) a funcao 1(t);

b) a intensidade da corrente ap6s 1 segundo;

¢) o valor limite de | quando t se torna muito grande.
Solucao:

a) A equacdo diferencial anterior deve, em primeiro lugar, ser escrita
na sua forma padrao:

di R E
— ==
d L L
Temos:
JBdt Ry
e Fator Integrante: p(t)=e’'t =et

R R R
. -t Tt R Ttog
* Multiplicando: et -1'+et -—1 =et .—
L L
Assim, vem:
' R R R
ot € T T e L Tt
et -1 |=—et =et -l =—-—-e" +c.
LR
Logo,

1(t) :%[1—63‘}

R

b)Set=1, I(D) :%(1—6_LJ (unidades de corrente).

0 !Lrgl(t)zé.
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Resumo

Uma equagio diferencial é uma equacdo que envolve uma ou mais
derivadas, ou diferenciais de uma funcao. As equagdes diferenciais
podem ser classificadas pelo tipo (ordindrias ou parciais), pela ordem
(aquela da derivada de ordem mais elevada, na equagao) ou pelo grau
(0 expoente da maior poténcia da derivada de ordem mais alta). Uma
solugdo de uma equagao diferencial em um intervalo | é uma funcao
y(t) definida no intervalo | que satisfaca a equagao neste intervalo.
Podemos ter a solugio geral (€ a solugao da ED que contém tantas cons-
tantes arbitrdrias quantas forem as unidades da ordem da equacao),
a solugdo particular (€ a solu¢do da ED deduzida da solugao geral, atri-
buindo-se valores particulares as constantes arbitrarias) ou a solugdo
singular (€ a solugao da ED que nao pode, porém, ser obtida da solucao
geral). Frequentemente, em aplicages, é preciso encontrar uma solu-
¢do particular que satisfaca uma condigio inicial da forma y(X,) =Y,
A esse tipo de problema chamamos Problema de Valor Inicial (PVI). As
equacoes diferenciais ordindrias de 1° ordem sdao equagdes que podem ser
escritas como F(t,y,y") =0. Estudamos equagdes de 1 ordem da for-

d . L . : ..
ma d_)tl = f(t,y). Vimos técnicas para resolver equagoes diferenciais

ordindrias de 1* ordem (de varidveis separaveis, homogéneas, exatas
e lineares). Finalizamos o capitulo apresentando algumas aplicacoes
das EDOs de 1° ordem, com énfase no campo da Fisica.

Exercicios propostos

1) Classifique as equagdes abaixo quanto ao tipo, a ordem e o

grau.
a)yy'+t=0 b)x*y" +bxy +cy =0
2) Determine qual ou quais das funcoes

2,(x)=x%,2,(x) = x> e z,(x) =e™* é (sdo) solugao(des) da equa-

cao (X+3)y ' +(x+2)y-y=0.

3) Determine os valores de r para os quais a fungao y(t) é solu-
cao da equagao dada.
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r

£ +1 ey 20" =0

ey +° =0 bh)yy(t) =

a)y(t) =

4) Resolva os problemas de valor inicial:
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dy 2x+1

»(0)=2

o _ - _ gt +sent =
. {wa 2)y = xe b>{y e ofdr 3773

=2 ¥(0)=0

5) Resolva as seguintes equagdes diferenciais:

a)2xy—sem+(x2+€y)ﬂ=0 b)y2+cosx+(2xy+ey)d—y:0
dx dx
2 2 1 dy , x2
C)2xy" +cosx+| 2x"y—— |—=0 d)y'=—
y©)dx y
2
0)y'= (3x +4x +2)(3y —4) Ny __2x
dx 1+2y
dp 2 . Ox? +3xy+7)°
i h —
8 dt p=r Y 6x° +5xy
Hy= 9y% + 2xy o, 9x+3y
g x? Tx+6y
)y —=y=1+x" )y +x’y =2x°
m)y'+Z:l n)y+3x°y =2x"
X X

o)y’+Z = senx
X

6) Encontre um fator integrante u(y) para a equagdo
Xy + (2x* +3y* - 20)3—y =0 de forma a transforma-la numa ED
X

exata e resolva a ED.

7) Encontre um fator integrante u(x) para a equacdo

2y + 2y + (2xy +2+ ng—y =0 de forma a transformé-la numa
X X ) dx

ED exata e resolva a ED.
8) Calcule a solugao geral da ED y'+3y =0.

9) Considere a ED (:l—)t/+ p(t)y=0.
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a) Mostre que se Y,(t) ey,(t) sdo solucdes da ED, entdo
y(t) =y, (t)+y,(t) também é solugao da ED.

b) Mostre que se Y,(t) é solucdo da ED, entdao y(t)=cy,(t)
também é solucao da ED.

10) Encontre a equagao diferencial de 1* ordem que tem como
solucado a funcgao:

a) f(t) = 3" het)=e" +t-1

11) Um corpo de massa 10 kg é abandonado a certa altura. Sabe-se
que as Unicas forcas atuando sobre ele sdo o seu peso e uma
forca de resisténcia proporcional a velocidade. Admitindo-se
que 1 segundo ap6s ter sido abandonado a sua velocidade é
de 10 m/s, determine a velocidade no instante t (suponha a
aceleragao da gravidade igual a 10 m/s?).

12) A reta tangente ao grafico de y = f(x), no ponto (X,Y), in-
tercepta o eixo Oy no ponto de ordenada xy. Determine f
sabendo que f(1)=1.

13) Um objeto aquecido a 100°C é colocado em um quarto a uma
temperatura ambiente de 20°C; um minuto apds, a temperatu-
ra do objeto passa a 90°C. Admitindo (Lei de Resfriamento de
Newton) que a temperatura T =T (t) do objeto esteja variando
a uma taxa proporcional a diferenca entre a temperatura do
objeto e a do quarto, isto §é,

T
?j_t =qa(T —20) (a constante),
determine a temperatura do objeto no instante t (suponha t
dado em minutos).

. - . dm
14) Um material radioativo se desintegra a uma taxa ot Pro

porcional a m, em que m=m(t) é a quantidade de matéria
no instante t. Supondo que a quantidade inicial (em t=0) de
matéria seja M, e que 10 anos apods ja tenha se desintegrado

1 . o ‘o
3 da quantidade inicial, calcule o tempo necessario para que

metade da quantidade inicial de desintegre.
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15) Uma particula desloca-se sobre o eixo 0X com aceleracdo
proporcional a velocidade. Admitindo-se que v(0)=3,v(1) =2
e X(0) =0, determine a posi¢ao da particula no instante t.

Respostas
1. a) EDO de 1* ordem e 1° grau
b) EDO de 2° ordem e 1° grau

2. 7,(x) = x* e z,(x) = x> ndo sdo solugdes da equacio e z,(x) =e*
é solucao da equagao.

3. ar=0 our=2 b)r=0 our=-1

4. a) y(x) = —%e‘x Jrgexz‘X b) yt)=¢e* +e*

0 y*-3y—-x*-x=0
5. a)U(x,y)=x’y+cosx+e’ =C
b) U(x,y)=xy*+senx+e’ =C
o U(x,y)=x*y*+senx+In|y|[=C

11

d ==x*+C
)Zy 3 "

e) %In(?,y—4):x3+2x2 +2x+C

1
f) y==++vc—x°
)y >
) p:C—et
& 1+ Ce'

arctg(z ’75J+%In(|9—32+222|):In(Cx)




250

j)
2
5 In y+0,33x—+/1,39 —(ljln 9—3l—6y—2
121,39 y+0,33x++/1,39x 2 X X

k) y=3-2x+x*+Ce*

I

2
) y==+Ce?
)y 3

m) y=1+S
X

2 6 4 _L
ny=—x-—+Ce ?
) Y=3%X"3

senx C
0) Yy=C0SX+—+—
X X

6. p(y)=Yy°

2

7 u(xX)=x; x°y° +2xy+y7:C

8. y=Ce™
9. Demonstre.

10.a) y=Ce™

b) y'—2ty =1-2t* + 2t
. . d®X
11. A queda do corpo é regida pela equacao mF =mg —av
ou 10%:100—av e sabe-se que v(0)=0 e v(1)=10. Tem-se:

_at _a
v(t):@(l—e 1"],emque a éaraizdaequagao a:lO(l—e 10] .
a

12. y=xe

7 t
13T =80(§j +20

10In2

. —— =17 anos
In3—-In2

15. x(t) = g(e“t ~-1), onde a = Ing.
a 3
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Capitulo 8

Equacoes diferenciais ordinarias

lineares de ordem N

Neste capitulo, vamos encontrar solugoes para Equacoes
Diferenciais Ordindrias Lineares de ordem n, com n
maior ou igual a 2. Veremos que nossa habilidade para
resolver uma Equacdo Diferencial Linear de ordem n
(n>2) depende de nossa habilidade de resolver equa-
¢oes polinomiais de grau n.

8.1 Introducao

Uma equacao diferencial ordinaria (EDO) de ordem n pode ser
subclassificada como sendo linear ou ndo linear. Por exemplo, as
equacoes:

1) y"=3y"-2y=x%
2) xy"+5(1+x*)y'—e*y =x%
3) y"-2(x* -9y =x4

dy .
4) —+3t=0;
)dt+ ()

2
5) d ¥+d—y—2xy=1—2x2+2x;
dx®  dx
6) y'—y'=1+x

sdao exemplos de equagdes diferenciais lineares.

Enquanto as equagoes:
1) y"=3y'+4y’ =x*
2) xy"-y'yr+yt =L
3) y'=3(y) +4y =x



2 3
5) (3;] +xy =1-2x%

6) ()2 —-(y) =x

sao exemplos de equagdes nao lineares.

Observando detalhadamente as equagoes do grupo (i), verificamos
que em todos os termos da equacdo aparecem somente expressoes
lineares em "y" e suas derivadas. Portanto, essas equagdes sao cha-
madas de equagdes lineares. Enquanto que no grupo (ii) ja aparecem
expressOes nao lineares, em "y", por exemplo, termos ctbicos ou
quadraticos em algumas de suas derivadas. Portanto, as equagoes
do grupo (ii) sdo chamadas de equagdes nao lineares. E importan-
te salientar que para analise quanto a linearidade de uma equagao
nao interessam as expressoes na variavel independente (nos nossos

exemplos, na variavel "x" ou "t").

Nao abordamos o assunto equagao diferencial (ED) de ordem n,
nao linear, pois ndo existem regras ou métodos pelos quais sua so-
lucdo possa ser exibida em termos de fungoes elementares ou outros
tipos. Em geral, EDs ndo lineares sao resolvidas através de métodos
computacionais.

As equagoes diferenciais lineares de ordem n sao da forma

d’y
dx?

dny dn—ly
P (x
" na )dx”’1

P, (%)

+...+B,(x) +Pl(x)%+ R, (x)y =r(x), (8.1)

em que P,(x), P (x),P,(x),...P,(X),r(x) dependem apenas de x ou sao
constantes. As fungoes P,,R,,...,P, sdo chamadas de coeficientes da
equagao.

Se r(x)=0, a ED (8.1) se torna

dn dn—l d2 d
Pn(x)d72’+ Pnl(x)dx—n§’+...+ Pz(x)d7¥+ Pl(x)d—i+ P(X)y=0 (82

e é chamada de equacdo diferencial homogénea de ordem n.



8.2 Dependéncia linear

Teorema 8.1. Se Y,, Y,,..., ¥, sdo solugdes da ED (8.2), entao a combi-
nagao linear y=Cy, +C,y, +...+C,y,, em que C,,C,,...,C sdo cons-
tantes arbitrarias, é também uma solucao da ED (8.2).

Exemplo 8.1: Sejaa ED y"+y =0. Asfuncdes Y, = cos(x) e y, =sen(x)
sao solugoes da ED dada. Mostre que Yy = cos(x) +sen(x) também é
solucdo da ED dada.

Solucao:
De y =cos(x)+sen(x) temos y"=—cos(x)—sen(x).
A funcdo y = cos(x) +sen(x) ¢ solucdo da ED, pois
y"+y = (-cos(x) —sen(x)) + (cos(x) +sen(x)) = 0.
O seguinte teorema proporciona condicdo suficiente para a inde-

pendéncia linear de "n" fun¢des em um intervalo. Supomos que
cada fungdo seja diferencidvel pelo menos "n—-1" vezes.

Teorema 8.2. (Critério para Independéncia Linear de Fungoes) Su-
ponha que f,(x), f,(x),..., f,(X) sejam diferenciaveis pelo menos
"n-1" vezes. Se o determinante

f, f, f,
f,' f, f'
fo0 0 f 0D

for diferente de zero em pelo menos um ponto do intervalo |, entao
as funcoes f,(x), f,(X),..., f,(X) serdo linearmente independentes
(LI) no intervalo 1.

Observacao 8.1. O determinante do teorema acima é denotado por
W (f.(x), f,(X),..., f,(X)) e échamado Wronskiano das fungoes.

Corolario 8.1. Se f,(x), f,(x),..., f,(X) possuem pelo menos "n-1"
derivadas e sdo linearmente dependentes (LD) em |, entdo
W =(f,(x), f,(x),..., f,(x)) =0 para todo x no intervalo.



Exemplo8.2: Confiraseas funcdes f,(x) =sen’(x) e f,(x) =1-cos(2x)
sao LD ou LI em R

Solucao:
Temos o Wronskiano das funcdes, dado por:

sen’®(x) 1—cos(2x)
2sen(x)cos(x)  2sen(2x)

= (2sen(2x)) - (sen’(x)) — (2sen(x) cos(x)) - (L — cos(2x))

W (sen®(x), 1—cos(2x)) =

= 2sen(2x)sen’(x) — 2sen(x)cos(x) + 2sen(x)cos(x)cos(2x)
= 2sen(2x)sen’(x) — 2sen(x)cos(x) + 2sen(x)cos(x)(cos®(x) —sen?(x))
= 2sen(2x)sen’(x) — 2sen(x)cos(x) + 2sen(x)cos’(x) — 2sen®(x)cos(x)
= 2sen(2x)sen’(x) —sen(2x) + 2sen(x)cos(x)(cos*(x) —sen?(x))
= sen(2x)(2sen?(x) —1) + sen(2x)(cos*(x) —sen*(x))
= sen(2x)(2sen?(x) —1+ cos?(x) —sen®(x))
= sen(2x)(sen®(x) + cos?(x) —1)
=sen(2x)(1-1)
=sen(2x) - (0)
=0
Foram aplicadas as identidades trigopnométricas
sen(2x) = 2sen(x)cos(x);
cos(2x) = cos®(x) —sen?(x) e
sen®(x) +cos®(x) =1

para simplificar a expressao do Wronskiano.

Assim, f (x) e f,(x) sdo linearmente dependentes em R, pois

W (sen”(x), 1—cos(2x)) =0 para todo nimero real.

Exemplo 8.3: As funcdes f,(x)=¢", f,(X)=xe* e f,(x)=x’€" sdo li-
nearmente independentes? Se sim, em que intervalo do eixo Xx?



Solucéo:

Para saber se as funcdes sao linearmente independentes, tomamos o
Wronskiano das funcoes:

e xe* x2e*
W (e*, xe*, x%e") =| e* xe* +¢* x’e* +2xe*  |=2e*.
et xe*+2e*  x%* +4xe* +2e*

Logo, as funcdes f,(x), f,(x), f,(X) sdo LI, pois o Wronskiano des-
sas funcoes nado se anula em ponto algum.

8.3 Solucao geral de uma equacao
linear homogénea de coeficientes
constantes

Considere a equagao diferencial

d"y d"ty d’y _ dy
+a 4. 4a,——+a—+a,y=0, 8.3
dx" n-1 an—l 2 dXZ a1 dx Oy ( )

em que a,,a,,...,8, ; sdo constantes dadas.
Sejam Y,,Y,,..., Y, n solugdes LI da ED (8.3) em um intervalo I.
A solugao geral da ED (8.3) no intervalo | ¢é definida por

y=Cy,+C,y,+...+Cy,, em que C,C,,...,C
arbitrarias.

, Sao constantes

Comecamos nosso estudo com uma ED linear homogénea de ordem
2 com coeficientes constantes dada por

d’y _dy
—+a-—>+hy=0, 84
dx? " der y ®4)

em que a e b sdo constantes.

Supomos que
y =e™ (8.5)

possa ser solucdo da ED (8.4) se A for escolhido adequadamente.



Substituindo (8.5) e suas derivadas na ED (8.4), obtemos
Ae™ +ale™ +be™ =0
e™(A* +al+b)=0

Como e #0, y=e" ¢ uma solucdo para a ED (84) se A for uma
raiz da equagao

A*+al+b=0. (8.6)

A equacao (8.6) é chamada equacao caracteristica da ED (8.4).
Dependendo da natureza das raizes da equagao (8.6) temos um tipo
de solucao geral para a ED (8.4).

A equacao (8.6) pode ter:

1) Raizes reais distintas

Sejam 4, e 4, essas raizes.

As solugdes Y, =e"* e y, =e"* sdo solucdes LI da ED (84), pois
A=A, e W(y,,Y,)=0.

A solucdo geral da ED (8.4) é y=ce™* +c,e™.

Para n>2, y=ce"* +c,e™* +...+c e™"
em que A, 4,,..., 4,

teristica correspondente a ED (8.3).

é a solucao geral da ED (8.3),
sdo as raizes reais distintas da equagao carac-

Exemplo 8.4: Encontre a solugdo geral da ED y"+y-2=0.
Solucdo:

A%+ —-2=0 ¢ a equagio caracteristica da ED dada e admite como
raizes A, =1 e 4, =-2.

Portanto, a solugéo geral da ED dada ¢ y=Ce* +C,e™>".

Exemplo 8.5: Encontre a solugéo geral da ED y —5y"+4y=0.



Solucao:

A* =51 +4 =0 ¢é a equacio caracteristica da ED dada e admite como
raizes A, =1, A,=-1 A;=2¢e¢ A, =-2.

Portanto, a solucéo geral da ED dada ¢

X -X 2x —2X
y=Ce +C,e” +Ce” +C,e".

2) Raizes reais e iguais
Seja y, =e™ uma solugdo para a ED (8.4).

Vamos supor que Y, =U(X)Y, seja outra solugao para a ED (8.4), LI
com Y,.

Como a equagao (8.6) tem uma tnica raiz, segue que A= —%, pois
A=0.

Substituindo Y, e suas derivadas na ED (8.4), encontramos a fun¢ao
u(x) = x.

Nesse caso, a solugdo geral da ED (8.4) é dada por y = Ce™ +C,xe™.
Verifique.

Para n>2, se 4 é uma raiz de multiplicidade k da equacao carac-
teristica da ED (8.3), entdo a parte da solugao geral para a ED (8.3)
correspondente a raiz 4 é

Ce” +C,xe™ +C,x%e™ +...+ C x* e,

Exemplo 8.6: Encontre a solucdo geral da ED y"+4y'+4y =0.
Solucao:

> +4A+4 =0 éaequacio caracteristica da ED dada e admite como
raizes A, =4, =-2.

2X

Logo, y =C,xe > +C,e > ¢ a solucdo geral da ED dada.

Exemplo 8.7: Encontre a solugao geral da ED y@ +y"-3y"-5y—2y=0.
Solucdo:

A+ A% -3A°>-5A-2=0 ¢é a equacdo caracteristica da ED dada.



Resolvendo a equacéo caracteristica, encontramos as raizes 4, =2 e
Ay=Ay=A, =-1.

Observamos que -1 € uma raiz de multiplicidade 3, pois
se repete 3 vezes. Assim, a solucdo geral da ED dada ¢
y=Ce”+C.e*+Cxe " +C,x%e ™"

3) Raizes complexas conjugadas

Sejam A, =a+Dbi e 4, =a—bi raizes da equacao (8.6).

A solugao da ED (8.4) é dada por
y — Cle(a+bi)x + Cze(a—bi)x — Cleaxeibx + Czeaxe—ibx

y — eax [Cleibx + Cze_ibx].

Usando a férmula de Euler (e” = cos(z) +isen(z)), temos

(e™ = cos(bx) + isen(bx))

(™™ = cos(bx) — isen(bx)).

Assim,
y =e*[(C, + C,)cos(bx) +i(C, — C,)sen(bx)]. (8.6a)

Finalmente, ao introduzirmos novas constantes arbitrarias
A=C +C, e B=i(C,-C,), aequacado (8.6a) assumira a forma
y = e*[Acos(bx) + Bsen(bx)].

Para n>2, se A, =a+bi e A,=a-bi sao raizes comple-
xas da equagdo caracteristica correspondente a ED (8.3), entdao
e™[Acos(bx) + Bsen(bx)] € a parte da solugao geral da ED (8.3) rela-
cionada com as raizes complexas.
Exemplo 8.8: Encontre a solucdo geral da ED y"+2y'+2y =0.

Solucao:

A% +22+2=0 éaequacio caracteristica da ED dada e admite como
raizes A, =-1+ie A, =-1-1i

Logo, y =€ *(Acos(x) + Bsen(x)) ¢ a solucdo da ED dada.



Exemplo 8.9: Encontre a solugao geral da ED y"+4y =0.
Solucao:
A% +4=0 admite como raizes 4, =2i e A, = -2i.

y = Acos(2x) + Bsen(2x) ¢é a solucdo da ED dada, pois a parte real
das raizes complexas € igual a zero.

8.4 Solucao geral de uma ED linear
nao homogénea (ED (8.1))

Sejam Y, uma solucao dada da ED (8.1) em um intervalo | e y, a
solugdo geral da ED linear homogénea, ED (8.2) associada a ED (8.1)
no intervalo 1.

A solugao geral da ED (8.1) é definida por

Y=Yy + Y,

Qualquer solugao Yy, que satisfaca a ED (8.1) ¢ chamada solugao par-
ticular da ED (8.1).

Vamos apresentar a seguir alguns métodos para determinar a Y,
que dependem se os coeficientes P,(X),P,(X),..., P,(x) sdo constantes
ou nao.

8.4.1 Solucao geral de uma ED linear nao
homogénea com coeficientes constantes

Uma ED linear nao homogénea com coeficientes constantes é da
forma

dny dn—ly dZy
ax" +a,, an_l +..+a, dXZ

d
+a1d—i+ y =r(X). 8.7)

A ED linear homogénea associada a ED (8.7) é da forma

2

d’y
dx?

dny dn—ly
+a , —+..+a
dx"  "tdxt 2

d
+a1d—§+y=0. 8.8)



1° Método: Método dos coeficientes a determinar

O célculo de uma solugao particular em geral ndao é uma tarefa facil.
O método de coeficientes a determinar se aplica quando o lado di-
reito da ED (8.7) € uma das seguintes fungoes:

Ce™, Asen(ax), Acos(Bx), a x"+...+aX+a, ou combinacio delas.

As fungOes anteriores tém em comum que as derivadas delas per-
tencem a mesma classe de fungodes, isto €, derivadas de funcoes
exponenciais sdo fungoes exponenciais, assim como derivadas de
fungdes "sen(x) e cos(x)" recaem sempre em combinagdes de senos
e cossenos. Finalmente, derivadas de polindmios sdao também poli-
nomios (de ordem inferior).

O objetivo desse método é construir uma fungdo tendo como ideia

que ela estd na classe de fungdes exponenciais, polinomiais ou na

classe de senos e cossenos.

1° Caso: r(x) é um polinémio de grau m

Nesse caso, Y, € um polindmio de grau m+ p, em que m € o grau

de r(x) e p é a ordem da menor derivada que aparece na ED.

Exemplo 8.10: Encontre a solugao particular da ED y"+3y'+y = x+1.
Solucao:

Note que o segundo membro da equacdo € um polindmio. Portanto,
uma solugdo particular deve ser um polindbmio e, neste caso, um po-
lindbmio de grau 1, isto ¢, y =ax+h.

Calculando as derivadas de 12 e 22 ordem de y, temos y'=a-y"=0
e substituindo-as na ED dada, encontramos 3a+ax+b=x+1, de
onde concluimos que a=1e b=-2.

Logo, uma solucdo particular € dada por y =X—2.

Exemplo 8.11: Encontre a solugéo particular da ED 3y"+2y'=x* +1.
Solucao:
Uma solucdo particular da ED dada ¢ da forma y = ax® + bx® +cx +d.
Substituindo y com suas derivadas na ED dada, temos

3(6ax + 2b) + 2(3ax® + 2bx + ¢) = x> +1=> 6ax’ + (18a + 4b)x + (6b + 2¢) = x* +1.



Segue que azl,b:—l,C:E edeR.
6 3 4

) : , xX* 3., 11
Portanto, uma solucio particular é dada por y:E—ZX +IX’

fazendo d =0.

2° Caso: r(x) = ce®

Nesse caso, uma solucdo particular é dada por y, = AX"e*, em que

h é a multiplicidade de k como raiz da equagao caracteristica cor-

respondente a ED.

Exemplo 8.12: Encontre a solugao particular da ED y"-3y'-4y =¢e™*.
Solucao:

A equacio caracteristica da ED dada é A>—3A—-4=0 cujas raizes
sdo 4 e -1, de multiplicidade 1 cada raiz.

Como r(x)=e™, a constante ¢ k=-1 e ¢ uma raiz da equacio
caracteristica, a solu¢do particular da ED tem a forma y, = Axe™.

Substituindo Yy, esuas derivadas na ED dada, encontramos A= —%.
1
Assim, y_ =—=xe .
Yo 5

3° Caso: r(x) =Csen(kx) ou r(x) = Ccos(kx)
Nesse caso, y, = x" (Acos(kx) + Bsen(kx)), em que h é a multiplicida-
de de k como raiz da equagao caracteristica correspondente a ED.
Exemplo 8.13: Encontre a solugao particular da ED
y"+y'+ Yy = cos(3x).
Solucao:

A equagéo caracteristica da ED dada ¢ A>+4+1=0 cujas raizes sio

—1++/3i . _1-4/3i
2 2

Como r(x) =cos(3x) e a constante k =3 ndo € raiz da equacéo ca-
racteristica, entdo, a solucdo particular da ED tem a forma

Y, = Acos(3x) + Bsen(3x).



Substituindo y, e suas derivadas na ED dada, encontramos
(-9B-3A+B)sen(3x) +(-9A+ 3B + A)cos(3x) = cos(3x).
Seque que
(-8B -3A)sen(3x) +(-8A+3B + A)cos(3x) =cos(3x) = -8B-3A=0, -8A+3B=1.

Portanto,

A solucdo particular ¢

8 3
=——C0S(3X) + — c0s(3x).
Yp="—3 (3x) -3 (3x)

Exemplo 8.14: Encontre a solucdo geral da ED y"+4y=x’+3¢" sa-
tisfazendo y(0)=0 e y'(0) =2.
Solucdo:

Neste exercicio temos um problema de valor inicial (PVI) para uma
ED de ordem 2.

Vamos resolvé-lo de maneira analoga demonstrada no Capitulo 7
para uma ED de 12 ordem.

Vamos encontrar a solugdo geral y e depois substituir y(0) e y'(0)
pelos valores indicados.

A ED dada é uma ED linear ndo homogénea com coeficientes cons-
tantes. O lado direito da ED é uma combinaco linear das funcées X
e e’

Neste exercicio, temos que resolver um problema de valor inicial, pois
ha duas condicdes: y(0)=0 e y'(0) =2.

A solugdo geral da ED dada ¢ y=Y,+Yy, como ja mencionado
anteriormente.

Primeiro vamos encontrar a Y,, solucdo homogénea associada a ED
dada, depois a Yy, solucdo particular da ED dada, e por ultimo resol-
veremos o problema de valor inicial.

A ED homogénea associada a ED dada: y"+4y =0.

Equacdo caracteristica: A*+4=0.



Como as raizes da equacdo caracteristica sdo —2i e +2i, segue que

y, = C,cos(2x) + C,sen(2x).
A solucio y, € dada por y, =ax’+bx+c+de”.

Substituindo Y, e suas derivadas (y', e y",) na ED dada, temos que

azi, b=0, c:—1 e d=§
4 8 5
Assim,
y _EXZ—E-I—EGX
| 8 5

A solugao geral da ED dada é
y = C,cos(2x) + C,sen(2x) + %xz —%+ %ex,

Essa solugao tem que satisfazer as condi¢oes y(0)=0 e y'(0) =2.
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0)=0=C, =——

y(0) 1 40
'0)=2=C _ 7

y 2~ 10

Portanto, a solugao para a ED deste exemplo é

y = C,cos(2x) + C,sen(2x) +%x2 —%+ gex,

2° Método: Método de Variacao dos Parametros

Existe um método geral para encontrar a solugdo particular de
uma equacao nao homogénea uma vez conhecida a solucdo geral
da equagao homogeénea associada. Esse método é conhecido como o
método de variagdo dos parametros.

Vamos iniciar nosso estudo com uma ED linear ndao homogénea de
ordem 2, como segue:
2

d°y  _dy
a—=+by=r(x). 89
Lt tby=r() 89)




Seja

d’y _dy
~ +by=0 8.10
dx? +ader y ©.10)

a ED linear homogénea associada a ED (8.9).

Seja y, =cCYy, +C,Y, a solucao geral da ED (8.10), em que Y,, Yy,sao
solugdes LI da ED (8.10).

Esse método consiste em substituir as constantes C, e C, na solugao
geral da ED (8.10) pelas fungdes v, =V,(X) e Vv, =V,(X), de modo que
Y, =VY, +V,Y, satisfaga a ED (8.9).

Para determinarmos V,, V,, duas condi¢des sdao necessarias. Uma
condicao sobre Vv;, V, e que Yy, deva satisfazer a ED (8.9) e uma se-
gunda condicdo imposta arbitrariamente e que serd escolhida de
modo a facilitar os calculos.

Temos assim que:
Yo=Y +VoY,

Yo=Y 1 HVL Y VY 5V Y,

1% condigao: v’ y, +Vv', ¥, =0 (condicao arbitraria) 8.11)
Y;) =VY'1+V, Y5
y;; :Vlylll+V2y"2+V'1 yI:I-—I_VI2 ylz.

Ao substituirmos essas expressoes no primeiro membro da equagao
(8.9), vamos obter:

dy, , dy d’y, , dy Yy
vl{del+d—)(1+byl}+v{dez+d—;+by2 +VL YV, Y, =1(X).

Os dois termos dentro dos colchetes sdao nulos, pois Y, e Y, sdo so-
lucdes da equagao homogénea associada, ED (8.10). Assim, temos a
2% condicao.

22 condigao: V', y'+Vv', ¥, =r(x). 8.12)

As equagdes (8.11) e (8.12) constituem um sistema de equagdes line-
ares cujas incognitas sao V', e V', .



Resolvendo o sistema, encontraremos as fungoes V', e v',. Integran-
do as fungdes V', e V', em termos da varidvel X, encontraremos as
funcoes v, e v, e finalmente a solugdo particular da ED (8.9).
Exemplo 8.15: Encontre a solugao geral da ED y"+2y'-3y =6.
Solucao:
A ED homogénea associada a ED dada ¢ y"+2y'-3y =0.

Resolvendo a equacdo caracteristica da ED homogénea, encontramos
as solucdes LI desta, que sdo y,(X) =€ e y,(x)=¢€".

Portanto, a solucdo geral da homogénea ¢ y, =C.e~>* +C,e*.

Resolvendo a ED dada no exemplo pelo método de variacdo de para-
metros, temos sua solu¢do particular que €:
vie¥4v,e =0

-3x X
y =ve ¥ +v,e* e :
P v (-3e*)+v',e* =6

Vamos resolver o sistema acima pela Regra de Cramer.

Sejam
—3X X X
e e 0 e
w= e o =4e7, 1:‘6 ,|=-6e"e
e e e
-3x
e 0 _
w,=| . |=6e™
-3e 6
W 3 w, 3 _
Vllz_l___eSX Vlz__2:_e X
w 2 w 2
Entao,

v, = I—ge“dx = —%e” e
v, :Ige‘xdx:—%e‘x.

A solucdo particular da ED dada ¢é

1 3x | 4-3X 3 X | A%
yp: —Ee e + —Ee e

E a solugdo geral é: y=Ce > +C,e* -2.



8.5 Equacoes diferenciais com
coeficientes variaveis

Até agora temos resolvido equagdes diferenciais lineares de ordem
2 ou mais alta somente quando estas possuem coeficientes constan-
tes. Em aplicac¢Oes, equagOes lineares de ordem superior com coe-
ticientes ndo constantes (varidveis) sao igualmente importantes, se
nado mais. Por exemplo, se quisermos encontrar a temperatura ou o
potencial "u" na regido compreendida entre duas esferas concéntri-
cas, como mostrado na Figura 8.1, entdo sob certas circunstancias
temos de resolver a equacao diferencial
r ﬂ +2 au =0,
dt?  dt

em que a varidvel r >0 representa a distancia radial medida a partir
do centro das esferas, conforme a Figura 8.1.

Equagoes diferenciais com coeficientes varidveis, tais como
Xy xy'+ (X* - y)y =0,
1-x*)y"-2xy'+n(n+1)y=0 e
y"-2xy'+2ny =0,
ocorrem em aplicagdes como problema de potencial, distribuicdo de

temperatura e fenomeno vibratdrio, para mecanica quantica.

Equagdes com coeficientes varidveis nao podem ser resolvidas com
a mesma facilidade com que resolvemos equagdes diferenciais com
coeficientes constantes.

Na verdade, ndo podemos esperar que a solugdo, mesmo de uma
equacao simples como y"-2xy =0, possa ser expressa em termos
de fung¢des elementares construidas com poténcias de "Xx", senos,
cossenos, logaritmos e exponenciais.

O melhor que podemos fazer em relagao a equacao y"-2xy=0 é
encontrar uma solucdo na forma de uma série infinita.

Figura 8.1



Ha um tipo de equagao diferencial com coeficientes variaveis, cha-
mada equacao de Cauchy-Euler, cuja solucdo geral pode ser escrita
em termos de funcdes elementares.

8.5.1 Equacao de Cauchy-Euler

Qualquer equacao diferencial da forma

n n-1

LY
dx"

L d™y dy
a X"'—2+.. +ax—
+a,4 + +a1 dx

anfl

+a0y: r(X) ’

em que a,,d, ,,...,8, sao constantes, é chamada de equagio de Cau-
chy-Euler, ou equagdo equidimensional.

A caracteristica desse tipo de equagao diferencial é que o grau de
cada coeficiente monomial coincide com a ordem de derivacao:

grau: n; ordem: n grau: n-1; ordem: n-1

— —
ndny n—ldnily
a‘n X d n +an—l X d n-1 oo
X X

Somente para efeitos de discussao, concentraremos nossa atencao
na resolucdo para a equacao homogénea de 2° ordem
d? d
ac Sy Y

—+cy=0.
dx? dx y

A solugao para equagdes de ordem superior é andloga. Podemos re-
solver a equagao nao homogeénea

2
d y+bxﬂ+cy: g(x)
dx

X2

ax?

pelo método da variagao dos parametros.

Método de Solug¢oes: Tentaremos uma solucao da forma y = x", em
que "m" deve ser determinado. A primeira e a segunda derivadas
sao, respectivamente,

d d?

_y _ m-1 y (m _1)Xm—2.

e —2=m
dx dx?



Consequentemente, a ED (8.13) torna-se:

2
23 ¥+bxg—y+cy=ax2m~(m—l)xm2+bxm-x"‘1+c~x
X X

m

ax

=am(m-1)x" +bmx™ +cx™ = x"[am(m—1) + bm +¢c] =0.

Logo, y =x" serd uma solugdo para a ED (8.13) quando "m" for uma
solucdo para a equacao auxiliar

am(m-1)+bm+c =0, (8.14)
que € equivalente a

am®+(b—a)m+c=0.

HA4 trés casos distintos a serem considerados, dependendo das raizes
dessa equacao (8.14), a saber: raizes reais e distintas, reais e iguais ou
complexas conjugadas.

1° Caso: Raizes Reais e Distintas

Sejam "m" e "m," as raizes reais de (8.14) com m, #m,. Entdo,
y,=Xx" e y,=Xx"™ formam um conjunto de solu¢des, e a solugdo
geral de (8.13) é:

y = C x™ +C, x™

2° Caso: Raizes Reais e Iguais

Se as raizes da equagao (8.14) forem iguais, isto §, m, =m,, entao
obtemos somente uma solucao, a saber, y = x™.

Ora, quando as raizes da equagdo quadratica am’+(b—a)m+c=0
sdo iguais, o discriminante (A) dos coeficientes é necessariamente
—(b-a)

nulo. Segue-se dessa férmula quadratica que a raizé m, = 5
a

Agora, podemos construir uma segunda solucao Yy, usando o se-
—jP(x)dx

. e
gulnte y2 = yl(X)J‘WdX
1



Primeiro escrevemos a equacao de Cauchy-Euler na forma

e fazemos a identificacao P(X) = i
ax

Logo,

—Igdx —Elnx
ax ax b b (b-a) d

ix”‘l)z dx:x”‘ljexm1 dx:x”‘lj[xa-xz”‘l]dx=xmlj(xa-x a jdx:xmlj%:xm1 In x.

b b
2 — b —
e( axj nX:eInx aX:X a ,2m1=ﬁ
a

A solugdo geral da ED (8.13) é, portanto, y = C, x™ + (C, x™) Inx.

3? Caso: Raizes Complexas Conjugadas

Se as raizes da equacao (8.14) sdo complexas conjugadas m, = a + fi
em,=a-pi, com a e >0 reais, entdo, uma solugao é:

_ +ip -ip
y=C X" +C,x“".

Mas, como no caso das equagdes com coeficientes constantes, quan-
do as raizes da equacgao auxiliar sio complexas, queremos escrever a
solucdo em termos de funcdes reais somente. Notamos a identidade:
X’ =(e")"” =", a qual, pela férmula de Euler, é 0 mesmo que
X' = cos(BInx) +isen(BInx).

Analogamente, temos X =cos(8Inx)—isen(fInx). Somando e
substituindo os dois ultimos resultados, temos, respectivamente,
iB —ig _
X"+ x7" =2cos(BInx)

x? —x7 = 2isen(BIn x)

Como y=Cx“"’?+C,x“" ¢ uma solucdo de ax’y"+bxy'+cy=0,
para qualquer valor das constantes C, e C,, vemos que:
y, =x“(x? +x), [C,=C,=1] e

y, =x“(x? —x*), [C,=C,=-1].



y, = 2x“[cos(BInXx)] e
y, = 2ix“[sen(BInx)]
sao também solucoes. Como
W = (x*cos(BInx), x“sen(BInx)) =px*** =0, B>0,
no intervalo (0,%), concluimos que
y, = x“cos(BInx) € y, =x“sen(BInx)

constituem um conjunto fundamental de solu¢des para a equagao
diferencial. Logo, a solugdo geral da ED (8.13) é

y = x“[C,cos(BInx) + C,sen(BInx)].

2
Exemplo 8.16: Encontre a solugdo geral da ED X 3—32/ - ZX% -4y =0.
X X

Solucdo:

Em vez de simplesmente memorizar a equacio (8.14), é preferivel su-
por que y=Xx" seja a solucdo para entender a origem e a diferenca
entre essa nova forma de equacéo auxiliar e a obtida antes (associada

Yn)-

Derivando y =Xx" duas vezes, encontramos

2
a_ mx", d 2’ =m(m-1)x"?
dx dx

e substituindo na ED dada, temos

2
24y 2xﬂ—4y =x’m(m-1)x"? —2xm- x"? — 4x"

X —_
dx? dx

=x"[m(m-1)—2m—-4]=x"(m*-3m—-4) =0

m’-3m-4=0, =>m =-1lem,=4

Logo (pelo 1° caso), temos que a solucdo geral da ED dada ¢
y=Cx"+C,x"



2
Exemplo 8.17: Encontre a solugdo geral da ED 4x? 3—2’ + SX% +y=0.
X X

Solucao:

A substituicdo y=Xx" implica

2
4x2M+8x dy

o &+y:xm[4m(m—1)+8m+1]=xm(4rr12+4m+1):O

Am* +4m+1=0= (2m+1)* =0.

Como m =m, = —%, a solucéo geral (2° caso) da ED dada é

1 1
—Cx 2 2
y=Cx 2+C,x 2Inx.

Observacdo: Para equacdes de ordem superior, se m, for uma
raiz de multiplicidade "k", entdo pode ser mostrado que
x™; x™Inx; x™(Inx)?; ...; x™(Inx)*" sdo "k" solugdes LI. A so-
lucdo geral para a ED deve, portanto, conter uma combinagao linear
dessas "k" solucdes.

2
Exemplo 8.18: Encontre a solucado geral da ED x? d’y + BXQ +3y =0,

2
em que y(1)=1e y'(l)=-5. dx dx
Solucao:
Temos
2
xz(; 2/+SX%+3y=xm[m(m—1)+3m+3]=Xm(m2+2m+3):0'
X X

Quando m*+2m+3=0, pela formula quadratica, encontramos

m =-1+2i e m,=-1-/2i.

Se fizermos as identificacdes a=-1e = \/2_ veremos que a solu-
cdo para a ED é:

y = X [C,cos(~/2Inx) + C,sen(~/2Inx)].
Usando as condicdes do PVI: y(1) =1 e y'(1) =-5 na solucdo acima,
vem C, =1, C, = —2«/5. Logo, a solugdo do PVI é:

y = X"'[cos(~/2Inx) — 2+/2sen(v/2Inx)].



Método Alternativo de Solugao:

Qualquer ED de Cauchy-Euler pode ser reduzida a uma equacgao
com coeficientes constantes por meio da substitui¢do x =¢'.

O préximo exemplo ilustra esse método.

2
Exemplo 8.19: Encontre a solugéo geral da ED x* 3—2/— X%+ y =Inx.
X X

Solucdo:

Com a substituicio x =¢€' ou t =Inx, temos que:

i) d_y:d_yﬂziﬂ (regra da cadeia).
dx dt dx x dt

ii)
d’y 1 d(dyj dy( 1} 1(d%y 1 dy( 1) 1 (d?y dy
- - | |+ =] — |+ —— = —=——Z .
dx*  x dx\dt) dy\ x*) xldx* x) dx \ x*) x* |dt® dt
2

Y oWyt
dt dt

Como essa ultima equacdo tem coeficientes constantes, sua equacdo
caracteristica €é:

Substituindo na ED dada e simplificando,

m?>-2m+1=0 = (M-1)°=0 = m =m, =1.
Logo, y, =C.e' +C,te'.

Pelo método dos coeficientes a determinar, tentamos uma solugao
particular da forma y, = A+ Bt.

Essa suposicdo conduz a —2B+ A+ Bt =t. Assim, A=2 e B=1.
Usando y =y, +Y,, obtemos y=Ce'+C,te' +2+1.

A solucédo geral para a ED original no intervalo (0,) e na variavel

X" é:
y =Cx+ CxInx + 2 + Inx.

Resumo

Neste capitulo, apresentamos varios métodos para resolver uma
equacao diferencial linear homogénea ou nao, de grau maior ou
igual a 2 com coeficientes constantes. Lembramos que para as
equagOes diferenciais homogéneas, basta resolver uma equagao



polinomial chamada “equagdo caracteristica” da equacdo diferen-
cial dada para encontrarmos sua solugao geral e que para as nao ho-
mogéneas podemos aplicar dois métodos: método dos coeficientes a
determinar X e método de variacdo de parametros. Neste método,
temos que resolver um sistema para encontrar a solugao geral da
equacao diferencial dada.

Apresentamos também um tipo especial de equagao diferencial li-
near com coeficientes ndo constantes, que sao as equagdes de Cau-
chy-Euler que tem uma forma diferente de resolucdo comparando
com as equagOes diferenciais de coeficientes constantes.

Exercicios propostos

1) Mostre que y(x) = x* é solucdo da ED 2xy"-xy'-9y =0.

2) Determine qual ou quais das fungdes z,(x)=x%,z,(x)=x° e
z, =€ é(sdo) solugao(¢oes) da ED (x+3)y"+(x+2)y'-y=0.

3) Determine a solucdo geral das equagdes diferenciais.
a) y+y+y=0
b) y"+4y'+4y=0
c) y+3y+2y=0
d) y¥+2y"-2y-y=0
e) y¥ +3y® 43y"ry'=0
f) 4y"+12y'+9y =0
g) y¥ -y +y'-y=0
h) y® +3y"-4y'-12y =0

4) Determine a solugdo geral das seguintes EDs:
a) y+3y+y=x+1
b) y"+y'+y=cos(3x)
) y'-2y'+y=e”



d) y"+2y'+y=t* com y(0)=y'(0)=0

e) y'+y'-2y=t>+3 com y(0)=y'(0)=0
f) y"+4y'=x

g) y"-5y'+6y=2e"

h) y"-3y'—-4y=e"* com y(0)=1, y'(0)=0
Doy +y=19(x)

) y"+4y'=x*+3e"

5) Resolva as seguintes equagdes:
a) X*y"—xy'+2y =3x
b) x’y"+3xy'+3y=0 com y() =1 e y'(1)=-5
o) X*y"-2xy'—=4y=0
d) 4x°y"+8xy'+y=0
e) X°y"-3xy'+3y=2x"e"
f) x*y"—xy'+y=Inx

Respostas

2. ,(xX)=x* e z,(x) =x* nao sdo solugdes da ED e z, =€ é so-
lucao da ED.

3. a) y=Ce 2sen [ﬁ XJ +Che ? [ﬁ x]
2 2
b) y=Ce? +C,xe ™

) y=Ce*+Ce™

B el
d)y=Ce*+Ce' * / +Cge *
e) y=C,+C,ty+C,e ™ +C,te™

3 3y
f) y=Ce 2 +C,xe ?



g) y =C,cos(x) + C,sen(x) + C,e*

h) y=Cge”*+C,e ™ +Ce™

[_3+\E 3—\6])(

4 a) y=Cg' ’ ]+C2e[_ ’

1 1
b) y=Cse 2cos(~/3)x+C,e 2 sen(~/3)x— %cos(Sx) + %(3x)

c) y=Ce*+C,xe* +x%"

t _t
d) y=-4e 2cos(%)+4e Zsen(%jJr(t—Z)2

12 . 6, 12 9
=—e +—te” ——cos(2t) ——sen(2t
e)y o5 5 25 (2t) o5 (21)

f) y =C, +C,cos(2x) + C.sen(2x) + %xz

o) y=Ce*+C,e¥* +¢*

i) y =C,c0s(x) +C,sen(x) — cos(x) In|sec(x) + tg(x)|

i) y =C,cos(2x) + C,sen(2x) +%x2 —%+§ex

5. a) y=X(C,cos(Inx) + C,sen(Inx) + 3x
b)y= %(Clcos(\/i In ) + C,sen(+/2 In x))
c) y=Cx*+C,x*
1 L
d) y=Cx 2 +C,x 2Inx

e) y=Cx+C,x*>+2x%e* — 2xe*

f) y=Cx+CxInx + 2 + Inx
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Calculo lll e IV

Este livro aborda dois assuntos im-
portantes para alunos de Ciéncias
Exatas que sao: Calculo Vetorial e
Equacoes Diferenciais Ordinarias.
Na parte de Calculo Vetorial, sao
destacados os trés teoremas im-
portantes: teorema de Green, de

Gauss e de Stokes além da teoria
necessaria para um bom entendi-
mento de funcao vetorial. Na parte
de Equacoes Diferenciais Ordina-
rias, sao destacados alguns tipos
de equacoes diferenciais e métodos
de resolucao para essas equacoes.
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