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Apresentação
Neste livro-texto apresentamos duas partes importantes no es-
tudo das disciplinas de Cálculo Diferencial e Integral, que são: 
cálculo vetorial e equações diferenciais ordinárias.

Na primeira parte – Cálculo Vetorial, formada de 6 capítulos va-
mos considerar funções cujos valores (imagens) são vetores. Mos-
traremos como derivar e integrar tais funções. As relações entre 
as novas integrais, de linha e de superfície, com as integrais de 
uma variável, dupla e tripla já conhecidas são apresentadas nos 
três teoremas importantes do Cálculo Vetorial: Teorema de Grenn, 
Gauss e Stokes. Esse cálculo aproxima-se, então, do método pura-
mente geométrico, observando a potência do cálculo algébrico. 

Na segunda parte – Equações Diferenciais Ordinárias, formada 
de dois capítulos, apresentaremos a definição e métodos de reso-
lução de uma equação diferencial ordinária.

Mostraremos ao longo desta parte que uma equação diferencial é 
um tipo de equação que envolve derivadas de uma função e que 
sua solução é esta função. É um assunto com aplicações em diver-
sas áreas, ao qual daremos ênfase às suas aplicações na Física.

O conteúdo deste trabalho é importante tanto como complemento 
no estudo do Cálculo Diferencial e Integral como base para outras 
disciplinas do Curso de Física.

Esperamos assim contribuir para a construção do seu conheci-
mento.

Marcos Henrique Santos Martins 

Rosimary Pereira
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Capítulo 1
Funções vetoriais de uma variável

Os valores das funções consideradas até aqui são núme-
ros reais. Neste capítulo introduziremos funções cujos 
valores são vetores. Exemplo de tal função com valor 
vetorial é a velocidade, no instante t , de um objeto que 
se move no espaço. As funções vetoriais são realmente 
importantes por suas aplicações à Física. As proprieda-
des de limites, derivadas, continuidade e integral são 
análogas ao caso das funções reais de uma variável real. 
O presente material deve ser lido cuidadosamente, com 
o objetivo de apreciar a importância dos métodos veto-
riais, aplicando-os aos mais variados fenômenos físicos 
que tratam do movimento de uma partícula no espaço.

1.1 Introdução

Definição 1.1. Seja D ⊂  . Uma função vetorial ( )F t


 com domí-
nio D  é uma lei que associa a cada número t D∈  exatamente um 
vetor ( )F t



. 

Uma função é uma correspondência que associa a cada elemento 
de seu domínio exatamente um elemento de seu contradomínio. 
Se os valores da função são números reais, referimo-nos à função 
como uma função com valores reais, ou função escalar. Estudaremos 
aqui funções com valores vetoriais, denotadas por ( )F t



; os valores 
dessas funções são vetores.

O contradomínio de ( )F t


 consiste em todos os valores possíveis 
para t  em D . 

Na Figura 1.1, o domínio D  é um intervalo fechado; entretanto, 
D  pode ser qualquer conjunto de números reais. Esboçamos tam-
bém o vetor posição ( )F t



. 
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Adiante, não faremos distinção entre o vetor ( )F t


em 3
  e seu vetor 

posição OP


. Assim, esboçar ( )F t


 significará esboçar OP


. 

Como as três componentes de ( )F t


 são determinadas univocamen-
te para cada t D∈ , podemos escrever:

1 2 3( ) ( ) ( ) ( )F t f t i f t j f t k= + +
   

ou

1 2 3( ) ( ( ), ( ), ( )( )F t f t f t f t=


em que 1 2,f f  e 3f  (chamadas componentes de F


) são funções esca-
lares com domínio D , sendo { , , }i j k



 

 a base canônica de 3
 .


F (t)

y
x

D 

P

a t b

z

Figura 1.1

Observação 1.1. Se a função ( )F t


 assume valores em 2
 , escre-

vemos: 1 2( ) ( ) ( )F t f t i f t j= +
  

 ou 1 2( ) ( ( ), ( )( )F t f t f t=


, em que { , }i j
 

 
é a base canônica de 2

 . Se a função ( )F t


 assume valores em , 
por exemplo, escrevemos 1 2 3 4( ) ( ) ( ) ( ) ( )F t f t i f t j f t k f t l= + + +

    

 ou 

1 2 3 4( ) ( ( ), ( ), ( ), ( )( )F t f t f t f t f t=


. Da mesma forma, se ( )F t


 assu-
me valores em , escrevemos 1 2( ) ( ) ( ) ( )nF t f t i f t j f t m= + + +

   

  ou 

1 2( ) ( ( ), ( ), , ( )( )nF t f t f t f t=


 .

Reveja a Seção 5.2 do livro 
de Geometria Analítica.



4 — Quando você for 
estudar relatividade, irá 
considerar o espaço com 
quatro dimensões, sendo 
uma delas o tempo, que por 
hora será visto apenas como 
uma variável independente.



n — Você já deve estar 
acostumado a ouvir falar 
em Teoria de Cordas — mais 
especificamente Teoria 
M. Esta, para dar conta 
de unificar a Mecânica 
Quântica com a Relatividade 
Geral, precisa considerar um 
espaço no 11

 .
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Exemplo 1.1: Seja

3:[1,3]F →




2 2( ) ( 1) ( 4) ,F t t i t j t k= + + − +
   

esboce (1)F


 e (3)F


.

Solução: 

Fazendo 1t =  e 3t =  em 2 2( ) ( 1) ( 4)F t t i t j t k= + + − +
   

, obtemos:

2 2(1) (1 1) (1) 4 (1) 2 3 1 2 3 (2, 3,1)( )F i j k i j k i j k= + + − + = − + = − + = −
         

e

2 2(3) (3 1) (3) 4 (3) 4 5 9 4 5 9 (4,5,9).( )F i j k i j k i j k= + + − + = + + = + + =
         

A Figura 1.2 exibe esses vetores, em que 1OP


 representa a imagem 
da função vetorial 2 2( ) ( 1) ( 4)F t t i t j t k= + + − +

   

 para 1t =  e 2OP


, 
a imagem para 3t = . Como pode ser observado, a imagem de cada 
ponto t  pela F



é um vetor ( )F t


. Logo, o conjunto imagem de F


 é 
um conjunto de vetores. 





4

P1()

x




yF (1)

F ()

z

P

 ()



Figura 1.2
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1.2 Curva associada a uma  
função vetorial

Observemos o seguinte exemplo.

Exemplo 1.2: Seja 

3:G →


 

( ) (9 4 ) ( 4 6 ) (3 3 )G t t i t j t k= − + − + + +
   

.

Esboce a) (0), (1)G G
 

 e (2)G


.

Descreva graficamente o conjunto imagem de b) ( )G t


.

Solução:

a) Fazendo 0, 1t t= =  e 2t =  em,

( ) (9 4 ) ( 4 6 ) (3 3 )G t t i t j t k= − + − + + +
   

obtemos:

(0) 9 4(0) 4 6(0) 3 3(0) 9 4 3 (9, 4,3);( ) ( ) ( )G i j k i j k= − + − + + + = − + = −
      

•	

(0) 9 4(0) 4 6(0) 3 3(0) 9 4 3 (9, 4,3);( ) ( ) ( )G i j k i j k= − + − + + + = − + = −
      

(1) 9 4(1) 4 6(1) 3 3(1) 5 2 6 (5,2,6);( ) ( ) ( )G i j k i j k= − + − + + + = + + =
      

•	

(1) 9 4(1) 4 6(1) 3 3(1) 5 2 6 (5,2,6);( ) ( ) ( )G i j k i j k= − + − + + + = + + =
      

(2) 9 4(2) 4 6(2) 3 3(2) 8 9 (1,8,9).( ) ( ) ( )G i j k i j k= − + − + + + = + + =
      

•	

(2) 9 4(2) 4 6(2) 3 3(2) 8 9 (1,8,9).( ) ( ) ( )G i j k i j k= − + − + + + = + + =
      

A Figura 1.3 exibe esses vetores.
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P1 ()

P2 
()

P3 ()

x




G ()

G (t)
G ()


 

y

z



P (x,y,z)

G ()

Im(G)

Figura 1.3

b) Se ( , , )P x y z  é a extremidade de ( )G t


, conforme indicado na 
Figura 1.3, então

( ) 9 4
( ) 4 6 ,
( ) 3 3

x t t
y t t t
z t t

= −
 = − + ∈
 = +



são chamadas equações paramétricas da reta 1 3PP


, cujas extremi-
dades dos vetores posição de ( )G t



 são pontos pertencentes à reta 

1 3PP


. 

As extremidades de ( )G t


 no Exemplo 1.2 determinam uma reta em 
um sistema coordenado x yz . Em geral, as extremidades de 

1 2 3( ) ( ) ( ) ( )F t f t i f t j f t k= + +
   

,

em que as funções escalares 1 2,f f  e 3f  são contínuas em um inter-
valo I , definem uma curva no espaço (ou simplesmente curva), isto é, 
um conjunto C  de ternos ordenados 1 2 3( ), ( ), ( )( )f t f t f t . O gráfico de 
C  consiste em todos os pontos 1 2 3( ), ( ), ( )( ),P f t f t f t  em um sistema 
coordenado ,x yz  que correspondem aos ternos ordenados. 
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As equações 

1 2 3( ), ( ), ( );x f t y f t z f t t I= = = ∈   (1.1)

são equações paramétricas de C . Sendo C  uma curva parametrizada 
pelas equações (1.1).

Genericamente, se : nF I →


  é uma função vetorial, então o con-
junto de todos os pontos de n

  que tem vetor posição ( )F t


 para 
algum t I∈  é denominado curva associada à função F



 ou simples-
mente curva de F



. 

P  (f1(t) f2(t) f3(t))

z

Curva de F

F (t) f2 (t)
y

x

f3 (t)

f1 (t)

Figura 1.4

Exemplo 1.3: Seja 
2:[ 2, 2]F − →





2( ) ( 1) .F t ti t j= + +


 

Esboce a curva representada pela função vetorial ( )F t


.

Solução: 

As equações paramétricas de C  são: x t= , 2 1y t= + ; 2 2t− ≤ ≤ .

Para visualizar o gráfico, eliminamos o parâmetro da segunda equa-
ção e obtemos

2 1y x= + ; 2 2x− ≤ ≤ , 

que é uma parábola no plano 2( )x y  , definida em 
[ 2, 2]( )I Dom F= = −



, conforme exibido na Figura 1.5.
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P1() P2()

C

F ()

F () F (1)

F(0)

I  []  x

y

F ()

Figura 1.5

Observe na Figura 1.5 que (0)F j=
 

 ou (0,1); ( 1) 2F i j− = − +
  

 
ou ( 1, 2)− ; (1) 2F i j= +

  

 ou (1, 2) ; ( 2) 2 5F i j− = − +
  

 ou ( 2,5)− ; 
(2) 2 5F i j= +
  

 ou (2,5)  são alguns vetores posição de ( )F t


.

Exemplo 1.4: Esboce a curva C  representada pela função vetorial 
( ) (1 ) 3 ;F t t i t j t= − + ∈
  

 .

Solução: 

As equações paramétricas de C  são:

1x t= − , 3y t= ; t∈ .

Para visualizar o gráfico, eliminamos o parâmetro t  e obtemos:

1 1x t t x= − ⇒ = −

3 3(1 ) 3 3y t x x= = − = − ; x∈ , 

que é uma reta no plano 2( )xy  , definida em ( )I Dom F= =


 , 
conforme exibido na Figura 1.6.
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y

x

F ()

F (    )

F ()

C






F (     )



Figura 1.6

Observe na Figura 1.6 que

(0)F i=
 

 ou (1,0) ; (1) 3F j=
 

 ou (0,3) ;

2 1 2
3 3

F i j  = + 
 

  

 ou 
1 , 2
3

 
 
 

; 
1 4
3 3

F i j − = − 
 

  

 ou 
4 , 1
3

 − 
 

são alguns vetores posição de ( )F t


. 

Exemplo 1.5: Esboce a curva C  representada pela função vetorial

3:[ 2, 2]F − →




2( ) 2 .F t t i t j k= + +
 

 

Solução: 

As equações paramétricas de C  são:

2x t= , y t= , 2z = ; 2 2t− ≤ ≤ .

Eliminando o parâmetro t , obtemos:

2x y= , 2z = ; 2 2y− ≤ ≤ ,
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que é um “pedaço” da parábola 2x y= , no plano 2z = ,  do ponto 
(4, 2, 2)−  ao ponto (4, 2, 2) , conforme exibido na Figura 1.7. 

y

z

x

(x,y,z)  ()
(x,y,z)  ()

(x,y,z)  ()

Figura 1.7

Exemplo 1.6: Esboce a curva C  representada pela função vetorial 
2 3( ) ; 0F t t i t j t k t= + + ≥

   

.

Solução: 

As equações paramétricas de C  são:

x t= , 2y t= , 3z t= ; 0t ≥ .

Como ,x y  e z  são não negativos, C  está no primeiro octante.

Eliminamos o parâmetro t  das duas primeiras equações e obtemos:

2y x= ; 0x ≥ .

Isso implica que todo ponto ( , , )P x y z  de C  também pertence ao 
cilindro parabólico 2y x= . 

Eliminamos agora o parâmetro t  de x t=  e 3z t= e obtemos:

3z x= ; 0x ≥ ,

que é a equação de um cilindro de diretrizes paralelas ao eixo y . A 
curva C  é a intersecção dos dois cilindros: 2y x= e 3z x= , confor-
me exibido na Figura 1.8. 
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C

(2, 4, 8)

y

z  x³

y  x²

z

x
(1, 1, 1)

Figura 1.8

1.3 Aplicações

Suponhamos que uma partícula se move no plano ou no espaço, de 
modo que sua posição em cada instante t  é dada pela extremidade 
do vetor ( )r t



. Quando t  varia em certo intervalo, a trajetória da par-
tícula é a curva de r



. 

Exemplo 1.7: O deslocamento de uma partícula é expresso por 
2( ) (9 ) (1 ) ; 0F t t i t j t k t= + − + − ≥

   

. Esboce a trajetória dessa partícula.

Solução: 

As equações paramétricas de C  são:

x t= , 9y t= − , 21z t= − ; 0t ≥ .

Eliminamos o parâmetro t  e obtemos:

9x y+ =  e 21z x= − ; 0x ≥ .

Portanto, a trajetória é a intersecção das superfícies 9x y+ =  e 
21z x= − , como observamos na Figura 1.9.
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9 y

−1

1 

1 

z

9

x

Trajetória C

Figura 1.9

Exemplo 1.8: O deslocamento de uma partícula é expresso por 
[ ]( ) 2cos 2sen 4 ; 0,2 .F t t i t j k t = + + ∈

 

 

 Esboce a trajetória dessa  
partícula.

Solução: 

As equações paramétricas de C  são:

2 cosx t= , 2seny t= , 4z = ; 0 2t ≤ ≤ .

Temos: 2 2 2 2 2 24cos 4sen 4(cos sen ) 4x y t t t t+ = + = + = . Portanto, a 
trajetória é a intersecção do cilindro 2 2 4x y+ =  com o plano 4z = , 
como observamos na Figura 1.10.

z

x

y

z  

(Trajetória)C

Figura 1.10
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1.4 Operando com funções vetoriais

Sejam 

1 2 3( ) ( ) ( ) ( )F t f t i f t j f t k= + +
   

, t I∈ ⊂   e

 1 2 3( ) ( ) ( ) ( )G t g t i g t j g t k= + +
   

, t I∈ ⊂  . 

Seja ( )h t  uma função escalar definida em I ⊂  . Então:

A soma ou diferença das funções vetoriais i) F


e G


 é definida 
como:

[ ] [ ] [ ]1 1 2 2 3 3( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) , ,F t G t f t g t i f t g t j f t g t k t I± = ± + ± + ± ∈
    

, ,k t I∈


que é uma função vetorial.

 O produto da função escalar ii) h  pela função vetorial F


 é defi-
nido como:

[ ] [ ] [ ]1 2 3( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )h t F t h t f t i h t f t j h t f t k= + +
   

, t I∈ ,

que é uma função vetorial.

 O produto escalar de iii) F


 por G


 é definido como: 

1 1 2 2 3 3( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )F t G t f t g t f t g t f t g t⋅ = + +
 

, 

que é uma função escalar.

 O produto vetorial de iv) F


 por G


 é definido como:

( ) ( )F t G t× =
 

2 3 3 2 3 1 1 3 1 2 2 1( ) ( ) ( ) ,f g f g i f g f g j f g f g k= ⋅ − ⋅ + ⋅ − ⋅ + ⋅ − ⋅


 

ou seja, ( ) ( )F t G t×
 

 é uma função vetorial. 

Exemplo 1.9: Sejam 3 1( ) 3 ; ( ) ; ( ) .F t t i t k G t i t j h t
t

= + = − =
     

 Determine: 

( ) 5 ( )F t G t+
 

a) 

( ) ( )h t F t


b) 

Se atente para o fato   
de que ao utilizar

1 2 3

1 2 3

i j k
f f f
g g g



 

,

para calcular um produto 
vetorial, você não estará 
obtendo 
um determinante, mesmo 
que operacionalmente 
você use a mesma lógica 
empregada para o cálculo 
de um. Nesse caso, o 
produto resultante da 
aplicação desse operador 
em dois vetores resultará 
em um novo vetor. Observe 
que não teria sentido 
apenas ubstituir i



, j


 e k


 
por números.



25

( ) ( )F t G t⋅
 

c) 

( ) ( )F t G t×
 

d) 

Solução: 

a) 3 3( ) 5 ( ) 3 5( ) ( 5) 5 3F t G t t i t k i t j t i t j tk+ = + + − = + − +
        

b) 
1( ) ( ) ( 3 ) 3h t F t ti tk i k
t

= + = +
    

c) 3 3( ) ( ) ( 3 ) ( ) ( 1) 0 ( ) (3 0)( )F t G t ti tk i t j t t t t⋅ = + ⋅ − = ⋅ + ⋅ − + ⋅ =
     

d) 4 4 4 4

3

( ) ( ) 0 3 3 3 3 3
1 0

i j k
F t G t t t t j t k t i t i t j t k

t
× = = − + = + −

−

  

       

.

Definição 1.2. Se F


é uma função vetorial, definimos a norma de 
F


 como: 

( ) ( ) ( )F t F t F t= ⋅
  

.

Exemplo 1.10: Um ponto móvel move-se sobre uma curva plana, 

dada por 21y x= + , a partir do ponto (0,1) , onde se encontra no 

instante 
1
4

t = , para a direita. A distância do ponto até a origem é 

proporcional ao tempo t . Encontre a função vetorial que descreve 
esse movimento. 

Solução: 

Seja ( ) ( ), ( )( )F t x t y t=


, 
1
4

t ≥ . Conforme os dados do problema, o 

caminho percorrido será a curva descrita por 2( ) 1 ( )( )y t x t= + , 
e a distância do ponto ( ), ( )( )x t y t  até o ponto (0,0)  é dada por

2 2( ) ( )( ) ( )x t t kty+ =  para algum 0k > . Como 
1 (0,1)
4

F   = 
 



,  

temos: 

2 2 10 1 4.
4

k k+ = ⋅ ⇒ =  

Então, 2 2 2 2 1( ) 1 ( ) 16 ( ) 8
2

( ) ( )x t x t t x t t+ + = ⇒ = − .

Logo, 2 21 1( ) 8 , 8
2 2

F t t t
 

= − +  
 



; 
1
4

t ≥ . 

Norma de um vetor é 
sinônimo de magnitude, ou 

tamanho do vetor.
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1.5 Limites de funções vetoriais

Seja F


 uma função vetorial definida no intervalo I , exceto talvez 
no ponto 0t I∈ . Então:

0

lim ( )
t t

F t u
→

=
 

se, e somente se, para todo 0 >  existe 0 > , tal que ( )F t u − <




 
sempre que 00 .t t < − <

Observação 1.2. ( )F t u−
 

 representa a norma do vetor ( )F t u−
 

.

Em outras palavras, 
0

lim ( )
t t

F t u
→

=
 

 se, à medida que t  se aproxima 

indefinidamente de 0t , o vetor ( )F t


 se aproxima de u


, em módulo, 
direção e sentido. 

Teorema 1.1. Sejam 1 2 3( ) ( ) ( ) ( )F t f t i f t j f t k= + +
 

 

 e 1 2 3( , , ).v v v v=


 En-

tão, 
0

lim ( )
t t

F t v
→

=
 

 se, e somente se,  
0

lim ( )i it t
f t v

→
=  para 1,2,3i = .

Observações: 

1.3) O Teorema 1.1 diz que o cálculo de limites de funções vetoriais 
reduz-se ao cálculo dos limites das funções componentes. 

1.4) Decorre do Teorema 1.1 que se 
0

lim ( )
t t

F t u
→

=
 

 e 
0

lim ( )
t t

G t v
→

=
 

, 

0

lim ( )
t t

h t a
→

= , sendo h  uma função escalar, então: 

0

lim ( ) ( )
t t

F t G t u v
→

 ± = ± 
   

i) ;

0

lim ( ) ( )
t t

h t F t au
→

=
 

ii) ;

0

lim ( ) ( )
t t

F t G t u v
→

⋅ = ⋅
   

iii) ;

0

lim ( ) ( )
t t

F t G t u v
→

× = ×
   

iv) .

Temos como exemplo o cálculo do seguinte limite:

3 21 1 1

2 2 2( 1) 2 2lim lim lim ,1 .
3 4 ( 1)( 4) 5 5t t t

t ti t j i t j i j
t t t t t t→ → →

 − −    + = + = + =      + − − +    
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Exemplo 1.11: Sejam 3( ) tg (2 ) ( 1)tf t t i t j e k= + + −
 

 

 e 
1( )h t
t

= .  
Calcule 

0
lim ( ) ( )
t

h t F t
→

⋅


.

Solução: 
3

0 0

3

0

1lim ( ) ( ) lim tg2 ( 1)

tg2 ( 1)lim

2 ou  (2,0,1).

( )t

t t

t

t

h t F t t i t j e k
t

t t ei j k
t t t

i k

→ →

→

   = + + −    
  − = + +     

= +

 

 



 





 

Exemplo 1.12: Sejam 2 2( ) ( , 4 ); ( ) (6 , ).t tf t t e g t t e−= =
 

 Calcule 

1
lim ( ) ( )
t

f t g t
→

⋅
 

. 

Solução: 

(1ª opção) 3( ) ( ) 6 4 tf t g t t e⋅ = +
 

. Logo, 

3

1 1
lim ( ) ( ) lim(6 4 ) 6 4t

t t
f t g t t e e

→ →
⋅ = + = +

 

.

(2ª opção) 2 1

1 1
lim ( ) (1,4 ); lim ( ) (6, )
t t

f t e g t e−

→ →
= =

 

. 

Pela Observação 1.4, 2 1

1
lim ( ) ( ) (1,4 ) (6, ) 6 4
t

f t g t e e e−

→
⋅ = ⋅ = +

 

. 

1.6 Continuidade de funções vetoriais

Definição 1.3. A função F


, definida no intervalo I , é contínua no 
ponto 0t I∈  se 

0

lim ( ) ( )
t t

F t F t
→

=
 

.

Decorre do Teorema 1.1 que uma função vetorial é contínua num 
ponto se, e somente se, cada uma das suas componentes for contínua 
neste ponto. 

Exemplo 1.13: Seja 

2 sencos ,    0
( )

,      0

tt i t j k t
F t t

j t

 + + ≠= 
 =



 





se

se
. 

F


 é contínua no ponto 0 ?  
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Solução: 

Não, pois 
0

lim ( )
t

F t j k
→

= +
 



 enquanto (0)F j=




. Note que as duas pri-

meiras funções componentes de F


 são contínuas em 0 , porém a 

terceira não, já que 30 0

senlim ( ) lim 1
t t

tf t
t→ →

= =    (1° limite fundamental), 

mas 3 (0) 0f = . 

1.7 Derivada de uma função vetorial

Definição 1.4. A derivada da função F


 é outra função vetorial de-
finida por: 

0

( ) ( )'( ) lim
t

F t t F tF t
t∆ →

+ ∆ −
=

∆

 



, 

desde que o limite exista e seja finito. 

Novamente, pelo Teorema 1.1, conclui-se que uma função vetorial é 
derivável em 0t  se, e somente se, cada uma das funções componentes o for. 

1.7.1 Interpretação geométrica

Sejam F


 derivável no intervalo I  e C  a curva descrita pelo vetor 
posição ( )F t



 quando t  percorre I . 

z

x

y

P

Q

C

F’(t)

F (t+t) - F(t) 

F (t+t) 

F (t) 

Figura 1.11
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Sejam t I∈  e t∆ , tais que ( )t t I+ ∆ ∈ . Sejam P  e Q  os pontos cor-
respondentes aos vetores posição ( )F t



 e ( )F t t+ ∆


, respectivamente. 
Então, ( ) ( )F t t F t PQ+ ∆ − =

  

. 

Sendo t∆  um escalar, o vetor 
( ) ( )F t t F t

t
+ ∆ −
∆

 

 tem a mesma direção 

que PQ


. Se 0t∆ → , então ,Q P→  e o vetor PQ


 (sobre a reta secan-
te à curva C  por P ) tende ao vetor ( )F t′



 (sobre a reta tangente à 
curva C  por P ). Logo, se ( ) 0F t′ ≠

 

, então ( )F t′


 é um vetor tangente 
à curva C  em P . Seu sentido é dado pelo sentido em que a curva é 
percorrida pela extremidade de ( )F t



 quando t  percorre I . 

1.7.2 Cálculo das derivadas

Seja 1 2 3F f i f j f k= + +
 

 

. Então, ainda como consequência do Teore-
ma 1.1, F



 é derivável em t  se, e somente se, for derivável em t  para 
1, 2,3i =  e, nesse caso, 1 2 3'( ) '( ) ' ( ) '( )F t f t i f t j f t k= + +

 

 

. Basta, então, 
aplicar as regras de derivação para funções de uma variável. 

Exemplo 1.14: Seja [ ]( ) cos sen ; 0, 2F t t i t j t = + ∈


 

. Determine 
'( )F t



.

Solução: 

'( ) sen cosF t t i t j= − +


 

. Observe que ' ( )F t


 é um vetor tangente à 
curva de F



para todo [ ]0, 2t ∈ . Veja:

( ) '( ) (cos , sen ) ( sen , cos ) cos sen cos sen 0F t F t t t t t t t t t⋅ = ⋅ − = − + =
 



Produto Escalar

.

Exemplo 1.15: Seja 2 2( ) sen (3 ) cotg ln(sec 2 )F t t i t j t k= − +
 

 

. Determi-
ne ' ( )F t


. 

Solução: 

2 2 1'( ) 2 sen (3 ) cos(3 ) 3 ( 1 cotg ) 2 2sen 2
sec 2

( )F t t t i t t j t k
t

= ⋅ ⋅ ⋅ − − − ⋅ + ⋅
 

 

2 2' ( ) 6 sen (3 ) cos(3 ), 2 2 cotg , 2 cos(2 ) sen(2 )( )F t t t t t t t t= ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅


. 
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1.7.3 Derivadas de ordem superior

Assim como calculamos ' ( )F t


, procedemos para calcular '' ( )F t


, 
''' ( )F t



, etc.

Teorema 1.2. Sejam F


 e G


 funções vetoriais e h  uma função esca-
lar, todas deriváveis em t . Então:

'
( ) ( ) '( ) '( )F t G t F t G t + = + 

   

i) ;

'
( ) ( ) ( ) '( ) '( ) ( )h t F t h t F t h t F t  = + 
  

ii) ;

'
( ) ( ) '( ) ( ) ( ) '( )F t G t F t G t F t G t ⋅ = ⋅ + ⋅ 
     



Produto Escalar

iii) ;

( ) ( ) '( ) ( ) ( ) '( )F t G t F t G t F t G t′ × = × + × 
     



Produto Vetorial

iv) .

1.7.4 Interpretação física da derivada

Suponhamos que uma partícula descreve uma trajetória no espaço 
(ou no plano) e que ( )R t



 é o seu vetor posição no instante t . 

z

x

y

v (t0)

R (t0+t)

R (t0)

Figura 1.12
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 Definimos o vetor velocidade instantânea no tempo 0t  como:

0 0
0 0

( ) ( )( ) lim
t

R t t R tv t
t∆ →

+ ∆ −
=

∆

 



,

ou seja, 0 0( ) '( )v t R t=
 

, desde que R


 seja derivável em 0t . 

Observe que o vetor velocidade é tangente à trajetória. 

Observação 1.5. Ao módulo do vetor velocidade, 0( )v t


, chamamos 
velocidade escalar no instante 0t . Aqui denotaremos apenas pela 
letra .v  

Definimos o vetor aceleração instantânea no tempo 0t  como:

0 0 0( ) '( ) '' ( )a t v t R t= =
  

.

Observação 1.6. Ao módulo do vetor aceleração, 0( )a t


, chamamos 
aceleração escalar no instante 0t . Aqui denotaremos apenas pela letra a. 

Exemplo 1.16: Uma partícula move-se ao longo de uma 
curva e seu vetor posição no instante t  é dado por 

[ ]( ) 4cos 4sen ; 0, 4
2 2
t tR t i j t   = + ∈   

   



 

 . Se as unidades de tempo 

e espaço são segundo e metro, respectivamente, faça o que se pede.

Determine o vetor velocidade e a velocidade escalar no tempo a) 
t  qualquer.

Calcule o vetor aceleração e a aceleração escalar no tempo b) t  
qualquer.

Mostre que os vetores velocidade e aceleração são ortogonais.  c) 

Solução: 

Inicialmente repare que a trajetória é uma circunferência com centro 
na origem e raio 4 . 

 a)

2 2
2 2

( ) '( ) 2sen 2cos ;
2 2

'( ) 2sen 2cos 4 sen cos 4 2.
2 2 2 2

t tv t R t i j

t t t tR t

   = = − +   
   

            = − + = + = =            
            

 

 



Logo, 2 m/sv =  (Velocidade escalar é constante em toda a trajetória.)
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b)

2 2
2 2

( ) '' ( ) '( ) cos sen ;
2 2

'( ) cos sen sen cos 1 1
2 2 2 2

t ta t R t v t i j

t t t ta t

   = = = − −   
   

          = − + − = + = =          
          

  

 



 

  

 Logo, 21 m/sa =  (Aceleração escalar constante.) 

c) Em geometria analítica, foi visto que os vetores a  e b


são or-
togonais se, e somente se, 0a b⋅ =





. Precisamos verificar o seguinte 
produto escalar:

' ( ) '' ( ) ( ) ( ) 2sen , cos cos , sen 0.
2 2 2 2
t t t tR t R t v t a t           ⋅ = ⋅ = − ⋅ − − =          

          

   

Logo, ( )v t


e ( )a t


são ortogonais, como representado na Figura 1.13. 

t


a

v

y



 x

Figura 1.13

Exemplo 1.17: Um projétil de massa m  é lançado ao ar de uma al-
tura de 0y  metros, com velocidade inicial de 0 m/sv , segundo um 
ângulo de elevação de   radianos. Desprezando a resistência do ar 
e a rotação da Terra, determine:

o vetor posição do projétil em cada instante; a) 

o vetor velocidade do projétil em cada instante.  b) 
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Solução:

Sejam ( ) ( ) ( )R t x t i y t j= +


 

 o vetor posição do projétil, ( )v t


 e ( )a t


 
os vetores velocidade e aceleração, respectivamente, no instante t . 
Então: 

( ) '( ) '( )v t x t i y t j= +


 

 e ( ) '' ( ) "( )a t x t i y t j= +


 

.

O problema pede ( )R t


e ( )v t


 em função de 0 0, , ,t y v a .  Pois bem, a 
única força que atua sobre o projétil é a força gravitacional, que tem 
intensidade “ mg ”, direção vertical, sentido para baixo. Representan-
do-a por F



, temos:

( )F t mg j= −




 ou (0, )mg−  ( F


 é constante!)

Mas conforme a 2ª Lei de Newton, ( ) ( )F t m a t= ⋅
 

. Logo, 

(0, ) '' ( ), "( )( )mg m x t m y t− = ⋅ ⋅

e, como 0m ≠ , segue:

"( ) 0 '( )   0.
"( ) '( )  0.

x t x t k k t
y t g y t gt c c t

= ⇒ = ∈ ≥
 = − ⇒ = − + ∈ ≥





para algum e para

para algum e para

Precisamos determinar k  e c :

Tomando 0t = , obtemos ' (0)x k=  e ' (0)y c= . Por outro lado, 

0 0' (0), '(0) (0) ( cos , sen )( )x y v v v = =


.

Dessas igualdades, segue que 0 cosk v =  e 0senc v = . Logo, 

0 0( ) '( ) , ' ( ) ( cos , sen )( )v t x t i y t j v i gt v j = = − +


   

  
ou

0 0( ) cos ( sen )v t v i gt v j = + − +


 



Resposta item (b)

.

Para chegar a ( )R t


, o caminho é quase o mesmo:

0 0 1 1
2

0 0 1 1

' ( ) cos ( ) ( cos )  .

' ( ) sen ( ) ( sen )  .
2

x t v x t v t k k
gty t gt v y t v t c c

= ⇒ = + ∈



= − + ⇒ = − + + ∈





 

 

para algum

para algum

Para achar 1k  e 1c , façamos novamente 0t = : 

1

0 1 0

(0) 0 0;
(0) .

x k
y y c y

= ⇒ =
= ⇒ =
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Portanto, 

[ ]
2

0 0 0( ) ( cos ) ( sen )
2

gtR t v t i y v t j 
 

= + − + 
 



 



Resposta do item (a)

. Veja a Figura 1.14a 

e a Figura 1.14b.

x

y

0y 1( )a t

1( )v t

1( )R t
��

 ( )( )Im R t
��

Figura 1.14a

y

Figura 1.14b

Exemplo 1.18: Tomemos para o mesmo exemplo (anterior): 

2
0 00, rad, 50m/s, 10m/s

6
y v g

= = = = . Determine:

o alcance do projétil, isto é, o espaço entre o ponto de lança-a) 
mento e o ponto em que atinge o solo;

a altura máxima atingida;b) 

a velocidade escalar no momento em que cai no solo; c) 

a equação cartesiana da curva percorrida.  d) 
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Solução: 

Nesse caso, para os valores fornecidos, 2( ) 25 3 (25 5 )R t t i t t j= + −


 

. 
Ao atingir o solo, ( ) 0y t = , ou seja, 225 5 0 5st t t− = ⇒ = .

a) O alcance é

2 2
max (5) (0) (25 3 5 0) (0 0) 125 3 216 m.x R R= − = ⋅ − + − = ≅

 

 

b) A altura máxima ocorre quando a velocidade vertical muda de 
sentido, ou seja, quando ela é igual a 0, isto é:

5'( ) 0 25 10 0 s
2

y t t t= ⇔ − = ⇔ = .

A altura máxima será então 
25 5 525 5 31,25 m

2 2 2
y    = ⋅ − ⋅ =   
   

. 

c) O impacto com o solo ocorre após 5 segundos. O vetor velocidade 
naquele instante é:

(5) (25 3, 25)v = −


.

A velocidade escalar é então (5) 50 m/sv =


. 

d) 2( ) 25 3 (25 5 )R t t i t t j x i y j= + − = +


   

. Vamos eliminar t  do 
sistema,

2

25 3
25 5

x t
y t t

 =


= −

e achar uma relação entre x  e y :

2 2

2

25 5
25 3 37525 3 25 3 3

x x x x xt y y= ⇒ = − ⇒ = − +
⋅

. (Que é uma  

parábola.) 

x

y



1( )a t

1( )v t

1( )R t


my

max |(     |x     (t))



v (0)



Figura 1.15
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Exemplo 1.19: Uma partícula descreve uma trajetória cujo vetor po-

sição é 
2

2 2

1 2( ) , ; 0
1 1

t tR t t
t t

 −
= ≥ + + 



. 

Mostre que a partícula se movimenta sobre uma circunferência. a) 

Qual o sentido do percurso?b) 

Supondo que a partícula se movimenta “para sempre” (tempo c) 
infinito), ela conseguirá dar uma volta completa? Dará meia-
volta? 

Solução: 

a) Lembrando que 2 2( ) ( ) 1x t y t+ =  corresponde a uma circunferên-

cia, verifique aqui que 
2 22

2 2
2 2

1 2( ) ( ) 1
1 1

t tx t y t
t t

 −  + = + =   + +  
.

b) A partícula parte do ponto (1,0) , pois (0) (1,0)R =


. Escrevendo 
( ) ( ), ( )( )R t x t y t=


, nota-se que para 0t > , ( ) 0y t > . Isso significa 
que a partícula nunca cruzará o eixo dos x , ou melhor, a trajetória 
está contida na semicircunferência superior. Olhando para

2

2 2 2 2

4 2(1 )'( ) '( ), ' ( ) ,
(1 ) (1 )

( ) t tR t x t y t
t t

 − −
= =  − − 



,

vemos que ' ( ) 0x t <  para 0t > . Isso nos faz concluir que o sentido 
de percurso é anti-horário. 

c) Fazendo t  tender a infinito, temos: lim ( ) ( 1,0)
t

R t
→∞

= −


.

Então, a partícula parte de (1,0)  e não dá sequer meia-volta, pois ja-
mais atinge o ponto ( 1,0)− , mas chega infinitamente próximo dele. 

Resumo

Neste capítulo definimos as funções cujas imagens são vetores. Re-
presentamos graficamente estas funções, calculamos limites, anali-
samos a continuidade e calculamos derivadas dessas funções. Vi-
mos que para uma partícula que se move no plano ou no espaço, de 
modo que sua posição em cada instante t  é dada pela extremidade 
do vetor ( )F t



 quando t  varia em certo intervalo, tem trajetória dada 
pela curva de F



. Finalizamos o capítulo apresentando algumas 
aplicações das funções vetoriais, com ênfase no campo da Física.
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Exercícios propostos

A posição de uma partícula no plano 1) xy , no tempo t , é dada 
por ( ) tx t e= , ( ) ty t te= .

Escreva a função vetorial a) ( )f t


 que descreve o movimento 
dessa partícula.

Onde se encontrará a partícula em b) 0t =  e em 2t = ?

O movimento de um besouro que desliza sobre a super-2) 
fície de uma lagoa pode ser expresso pela função vetorial 

1 cos sen( ) 2t t tr t i t j
m m

− − = + + 
 

  

, onde m é a massa do besouro. 

Determine a posição do besouro no instante 0t =  e no t = .

 

De 3 a 9, faça um esboço da curva dada pela função vetorial. 

[ ]2( ) 2 ( 5) ; 2, 3f t t i t j t= + − ∈ −
  

3) 

[ ]2( ) 4 3 ; 0, 3g t t i j k t= + + ∈
   

4) 

( ) 2 5cos 3sen ; ,
2 2

h t i t j t k t   = + + ∈ −  

   

5) 

2 2( ) sen cos ;r i j= + ∈   
  

6) 

[ ]2( ) cos sen ; 0, 2s t i j   = + ∈
  

7) 

2( ) 2 (9 9 ) ; 1 1F t t i t j t k t= + + − − ≤ ≤
   

8) 

( ) (9 3sen ) 3cos 3sen ; ,
2

H t t i t j t k t 
 = − + + ∈ −  

   

9) 

a)10)  Seja ( ) (1 2 ) (2 3 ) ;F t t i t j t= − − − ∈
  

 . Mostre que a curva de-
finida por F



 é uma reta. 

b) Seja ( ) (2 ) (1 2 ) 3 ;G t t i t j t k t= + − − + ∈
   

 . Mostre que a cur-
va definida por G



 é uma reta e determine o ponto em que ela 
fura o plano xz . 
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 Uma partícula se desloca no espaço. Em cada instante 11) t  o seu 

vetor posição é dado por 
1( )

2
r t ti j k

t
= + +

−

   

.

Determine a posição da partícula no instante a) 0t =  e no 1t = .

Esboce a trajetória da partícula.b) 

Quando c) t  se aproxima de 2, o que ocorre com a posição da 
partícula?

Determine o domínio das funções vetoriais.12) 

2( ) 1 5f t t i t j t k= + − + −
   

a) 

22( ) , sen , ln(9 )
2

tg t t t
t
− = − + 



b)  

Sendo 13) 2 3( ) 2 3f t t i t j t k= + +
   

 e 2( ) 2 3g t t i j t k= + −
   

, calcule:

1

1lim 3 ( ) ( )
2t

f t g t
→

 −  

 

a) 

1
lim ( ) ( )
t

f t g t
→
 ⋅ 
 

b) 

1
lim ( ) ( )
t

f t g t
→

 × 
 

c) 

V (verdadeiro) ou F (falso)? Justifique.14) 

Seja 3:F I →


  uma função três vezes derivável em I . 

'( ' ) "F F F F× = ×
   

a)      

"( ' ) '"F F F F× = ×
   

b)      
2"( ) 2( " ' )F F F F F⋅ = ⋅ +

    

c) 

Se d) ( ) ( )U t F t=


, então ( ) '( ) ( ) '( )F t F t U t U t⋅ =
 

.

Seja 15) 
2

3

1( ) 6 costu t i j t k
tt

 = + +  
 

   

. Determine, se existir:

 
0

lim ( )
t

u t
→



 e 
0

( )lim
t

u t
t→



.
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Se a afirmação é verdadeira, prove-a. Caso contrário, dê um 16) 
contraexemplo.

Afirmação: Seja 2: ;F I a I→ ∈


 . Se o lim ( )
t a

F t
→



 existe, então 

lim ( ) lim ( )
t a t a

F t F t
→ →

=
 

. 

Prove, usando o Teorema 1.1: Uma função vetorial 17) 2:f I →




é contínua num ponto se, e somente se, cada componente for 
contínua no ponto.

Verifique se 18) f


 é contínua em 7: 

3
2 1 2 2 , se 7

( ) 7
49 14 , se 7.

tt i j t k t
f t t

i k t

 + −
+ + ≠= −

 + =

  



 

Seja 19) ( ) 1 ( 1)
2
tF t i t j t k= + + + +

   

 e C  a curva de F


. Obtenha 

dois vetores unitários tangentes à C  no ponto (1, 3,3) . 

A posição de uma partícula que se move no espaço, no ins-20) 
tante 0t ≥ , é dada por: 

2( ) 2 ; ( ) 3; ( ) 4x t t y t z t t= = = − .

Escreva a função vetorial que descreve a trajetória da  a) 
partícula.

Faça um esboço da trajetória.b) 

Determine os vetores velocidade e aceleração da partícu-c) 
la, bem como a velocidade e  aceleração escalar no instante 

2t = . 

Determine a derivada das seguintes funções vetoriais.21) 

2( ) sen cos tg t t ti e j−= +
  

a) 

2( ) t tf t e i e j k− −= + +
   

b) 

( ) lnh t ti t j tk= + +
   

c) 

25 2( ) , ln(1 ),5
2 1
tw t t
t
− = − + 



d) 



40

Seja 22) 3 2( ) ( 2 ) 3 2sen(5 )tr t t t i e j t k−= + − +
   

 uma função que des-
creve a posição de uma partícula. Calcule e dê um possível 
significado físico do que ocorre em cada situação abaixo quan-
do 0t = .

dr
dt



a)      b) 
dr
dt



c) 
2

2

d r
dt



      d) 
2

2

d r
dt



Determine os vetores velocidade e aceleração para qualquer 23) 
instante t . Determine, ainda, o módulo desses vetores no ins-
tante dado.

( ) 2cos 5sen 3 ;
4

r t ti t j k t 
= + + =

   

a) 

2( ) ; ln 2t tr t e i e j t−= + =
  

b) 

A posição de uma partícula em movimento no plano, no tem-24) 
po t , é dada por

1( ) ( 1)
2

x t t= −  e 21( ) ( 2 1)
4

y t t t= − + .

Escreva a função vetorial a) ( )f t


 que descreve o movimento 
desta partícula.

Determine o vetor velocidade e o vetor aceleração.b) 

Esboce a trajetória da partícula e os vetores velocidade e c) 
aceleração no instante 5t = . 

No instante 25) t, a posição de uma partícula no espaço é dada por 

2( )x t t= , ( ) 2y t t=  e 3( ) 4z t t= .

Escreva a função vetorial que nos dá a trajetória da  a) 
partícula.

Determine um vetor tangente à trajetória da partícula no  b) 
ponto (1,2,4)P .

Determine a posição, a velocidade e a aceleração da partícu-c) 
la para 4t = . 
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Prove a afirmação: Se uma partícula se move com velocida-26) 
de escalar constante, os vetores velocidade e aceleração são  
ortogonais.

Respostas 

1. a) ( ) t tf t e i te j= +
  

 b) 2 2(1,0);( , 2 )e e

2. 
2(0) 0, ( ) 2r r i j
m m


  = = + + 

 

    

11. a) 
10, ,1 ;(1, 1,1)
2

 − − 
 

 

c) A partícula tende para uma posição infinita.

12. a) { }/1 5t t∈ ≤ ≤  b) { }/ 3 3, 2t t t∈ − < < ≠ −

13. a) 
1 212, ,
2 2

 
 
 

 b) 5−   c) ( 9,9, 3)− −      

19. 
3 1 3, ,

4 4 2
 

±  
 

21. a) 2 23cos ( )sen( ),sec ( ), 2sen( )cos( )( )t t t t t−      b) 2( , 2 ,0)t te e− −− −

c) 
1,1,1
t

 
 
 

  d) 2 2

9 2, ,0
(2 1) 1

t
t t

 
− + − 

22. a) (2,6,10) : vetor velocidade em 0t =

b) 2 35 : velocidade escalar

c) (0, 12,0)− : vetor aceleração em 0t =

d) 12 : aceleração escalar
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23. a) ( ) ( 2sen ,5cos )v t t t= −


, 
29

4 2
v   = 
 



; ( ) ( 2cos , 5sen )a t t t= − −


, 

29
4 2

a   = 
 



b) 2( ) ( , 2 )t tv t e e−= −


, 
17(ln 2)
2

v =


; 2( ) ( ,4 )t ta t e e−=


, (ln 2) 5a =


24. a) 21 1( 1), ( 2 1)
2 4

t t t − − + 
 

     b) 
1 1( ) , ( 1)
2 2

v t t = − 
 



, 
1( ) 0,
2

a t  =  
 



c) 
1(5) ,2
2

v  =  
 



, 
1(5) 0,
2

a  =  
 



25. a) 2 3( , 2 , 4 )t t t   b) (2,1,6)

c) 
1 1 3(16,4,32); 8, ,12 ; 2, ,
2 16 2

   −   
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Curvas





Capítulo 2
Curvas

O conceito de curva é mais geral do que o de gráfico de 
uma função, pois, uma curva pode interceptar a si pró-
pria no formato de um oito, ser fechada (como é o caso 
de círculos e elipses) ou desenvolver-se em espiral em 
torno de um ponto. Primeiramente, as curvas que estu-
daremos neste capítulo estão situadas em um plano xy  
e gozam da propriedade de que as coordenadas x  e y  
de um ponto arbitrário P  da curva podem expressar-se 
como funções de uma variável t , chamada parâmetro. 
A razão da escolha da letra t  é que, em muitas aplica-
ções, esta variável denota o tempo e P  representa um 
objeto em movimento que está na posição ( , )x y  no ins-
tante t . Adiante, estenderemos os conceitos para o estu-
do de curvas no espaço. Também empregaremos tal re-
presentação para definir velocidade, aceleração e outras 
definições associadas ao movimento.

2.1 Introdução

Se f  e g  são funções contínuas de t  em um intervalo I , então o 
conjunto de pares ordenados ( ( ), ( ))f t g t  é uma curva plana C . As 
equações ( )x f t=  e ( )y g t=  são as equações paramétricas de  ,C  e 
t  é o parâmetro.   

O conjunto dos pontos do plano da forma ( , ) ( ( ), ( ))x y f t g t=  é 
chamado de gráfico da curva C . Para tornar mais simples o que 
se segue, não faremos distinção entre a curva e o seu gráfico. Ao 
esboçar uma curva descrita por um par de equações paramé-
tricas, continuamos a colocar os pontos do gráfico no plano xy . 
Cada ponto da curva, de coordenadas ( , )x y , é determinado por 
um valor do parâmetro t . Ao colocar os pontos do plano utili-
zando valores crescentes de t , a curva é percorrida em uma certa 
direção. Essa é a orientação da curva (conforme veremos adiante).  
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Analogamente, se f , g  e h  são funções contínuas de t  em um in-
tervalo I , então o conjunto de ternas ordenadas ( ( ), ( ), ( ))f t g t h t  é 
uma curva C  no espaço tridimensional. As equações ( )x f t= , ( )y g t=  
e ( )z h t=  são as equações paramétricas de ,C  e t  é o parâmetro. 

Muitas vezes, em situações de aplicações, uma curva pode represen-
tar a trajetória de uma partícula no plano ou no espaço. Nesse caso, 
é necessário representar as coordenadas da curva em função de um 
parâmetro, ou seja, as coordenadas ,x y  e z  são representadas por 
meio de funções escalares ( )x t , ( )y t  e ( )z t , respectivamente, em 
que ( )x t , ( )y t  e ( )z t  são funções contínuas do parâmetro t , defini-
das para [ , ]t a b∈ ⊂  . Essa representação é chamada de representa-
ção paramétrica da curva, ou simplesmente caminho.  

Por outro lado, dada uma curva, podemos imaginá-la como uma 
trajetória e escrever as coordenadas de seus pontos em função de 
um parâmetro t . Tais funções, juntamente com seus domínios co-
muns, são denominadas equações paramétricas da curva. Nesse caso, 
as equações ( )x t , ( )y t  e ( )z t  determinam, em cada instante ,t  a 
posição do ponto P  ao se deslocar sobre a curva C . 

Exemplo 2.1: Aristóteles trabalha no Aeroporto Internacional Her-
cílio Luz, em Florianópolis. Sua função é controlar o tráfego aéreo 
na região próxima ao aeroporto onde, devido ao grande número de 
decolagens e aterrissagens, o risco de colisão é muito grande. Du-
rante um único turno de trabalho, Aristóteles deve analisar cente-
nas de trajetórias percorridas pelos aeroplanos que aparecem na tela 
do radar, à sua frente. Se os cursos de dois aviões se aproximam 
perigosamente, Aristóteles deve avisar a um deles para alterar a sua 
rota. Para desempenhar sua tarefa com sucesso, Aristóteles necessi-
ta conhecer, com precisão, a rota percorrida por cada avião e o ins-
tante em que esses passam em cada ponto dos percursos.  A tela do 
radar com que Aristóteles trabalha monitora uma área de 23600 km  
ao redor do aeroporto e mostra uma espécie de mapa cartesiano 
da região: a imagem que aparece na tela é uma janela de [ 30,30]−  
por [ 30,30]− , com a torre de controle na origem, conforme mostra a  
Figura 2.1a e a Figura 2.1b. 

As representações 
paramétricas de uma curva 
podem ser compreendidas 
como representações 
vetoriais, pois a partir 
delas pode-se determinar 
a posição do ponto de 
uma curva no sistema de 
coordenadas ao qual a 
função foi parametrizada. 
Uma função é uma 
correspondência que 
associa a cada elemento de 
seu domínio D   exatamente 
um elemento de seu 
contradomínio E . Se essa 
função está representada 
parametricamente, então  
D  é o conjunto de todos 
os números reais que 
podem ser assumidos 
pelo parâmetro t  e E  é 
o conjunto formado por 
todos os vetores possíveis 

( )r t  para t D∈ .  Assim, 
o conjunto imagem dessa 
função é o conjunto 
I E⊂  formado por todos 
os vetores que estão em 
correspondência com algum 

elemento t D∈ .
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Torre de Controle 

 























Figura 2.1a 

Figura 2.1b

Para simplificar o problema, vamos considerar que cada avião viaja 
em linha reta com velocidade constante. (Na realidade, Aristóteles 
deve lidar com mudanças na velocidade, seja na magnitude ou na 
direção). A tabela a seguir mostra as coordenadas (posição) de três 
aviões no momento em que começa o monitoramento, isto é, no mo-
mento em que a imagem aparece na tela ( 0)t =  e um minuto mais 
tarde ( 1)t = . 
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Coordenadas em Coordenadas em 

Avião A ( 12, 30)− − ( 7, 22)− −

Avião B ( 9,30)− ( 6, 21)−

Avião C (30, 8)− (15, 24)−

O que pedimos a seguir tem como objetivo ajudá-lo a analisar e ex-
plorar os dados fornecidos na tabela anterior. 

Deduza a equação cartesiana que descreve a rota seguida pelo a) 
avião A. 

Solução:

Os aviões descrevem um movimento retilíneo. Devemos, então, deter-
minar a equação cartesiana da reta descrita pelo avião A. A equação 
da reta é do tipo: y ax b= + .

No intervalo de tempo de 1 minuto, o avião A passa do ponto 
( 12, 30)− −  para o ponto ( 7, 22)− − . 

Temos o sistema:
8

30 12 5
22 7 54 .

5

aa b
a b b

 =− = − + ⇒ − =− +  = −


Portanto, a equação cartesiana que descreve a rota seguida pelo 
avião A é: 

8 54
5 5

y x= − .

Em algum instante do percurso, o avião A passa diretamente b) 
sobre a torre de controle? Justifique a sua resposta. 

Solução: 

A torre de controle fica localizada no ponto (0,0) . Se fizermos 0x =  
na equação cartesiana, obtemos:
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8 54
5 5
8 54(0)
5 5

54 .
5

y x

y

y

= −

= −

= −

Como podemos verificar no cálculo anterior, o avião A passa pelo eixo 

das ordenadas no ponto 
540,
5

 − 
 

. Assim, podemos concluir que não 

passa por (0,0) , onde se encontra a torre de controle. 

Quais são as coordenadas do avião A quando a sua imagem c) 
desaparece da tela do radar? 

Solução: 

Veja o gráfico da reta que descreve a rota seguida pelo avião A.

 























( 7, 22) 

( 12, 30) 

Figura 2.2
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A imagem do avião aparece na tela do radar no ponto de coordenadas 

( 12, 30)− −  e desaparece no ponto de coordenadas 
51,30
2

 
 
 

. Essa 

observação pode ser confirmada algebricamente, calculando-se na 

equação 
8 54
5 5

y x= −  o valor de x , quando 30y = . 

Para Aristóteles, é muito importante saber a posição do avião, d) 
em cada instante. Usando a equação que você deduziu no 
item (a), é possível saber a posição (coordenadas) do avião A, 
3 minutos após o início do monitoramento? É possível saber 
quanto tempo leva para a imagem deste avião desaparecer da 
tela do radar? 

Solução: 

A equação deduzida no item (a) não permite relacionar a posição do 
avião com o tempo transcorrido.

A tabela seguinte mostra as coordenadas e) x  e y  do avião A, 
em cada instante de tempo indicado. Sabendo que o avião se 
desloca com velocidade constante, complete esta tabela.

t x y

0 -12 -30

1 -7 -22

2

3

4

5

Solução: 

Pelos dados da tabela e levando em consideração que o avião se des-

loca sobre a reta 
8 54
5 5

y x= −  com velocidade constante, podemos 

deduzir que, a cada minuto transcorrido, o movimento do avião re-
sulta num deslocamento de 5 km na direção x  (para leste) e 8 km na 
direção y  (para norte). A partir desses dados, podemos completar a 
tabela dada como é mostrado a seguir. Repare que todos os pontos 
( , )x y  dessa tabela pertencem à reta que descreve a rota seguida 
pelo avião.
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t x y

0 -12 -30

1 -7 -22
2 -2 -14

3 3 -6
4 8 2

5 13 10

Use a tabela obtida no item anterior para expressar a coorde-f) 
nada x  do avião como uma função afim do tempo. 

Solução: 

Pelos dados apresentados, é possível deduzir que ( ) 12 5x t t= − + .

Use a tabela obtida no item anterior, para expressar a coorde-g) 
nada y  do avião como uma função afim do tempo. 

Solução: 

Pelos dados apresentados, é possível deduzir que ( ) 30 8y t t= − + .

Use as equações obtidas nos dois itens anteriores para achar a h) 
posição (coordenadas) do avião, decorridos 3 minutos após o 
início do monitoramento. 

Solução: 

Substituindo-se 3t =  nas equações deduzidas nos dois itens ante-
riores ou, simplesmente, olhando a tabela completa no item (e), é 
possível afirmar que, 3 minutos após o início do monitoramento, o 
avião estará sobrevoando o ponto de coordenadas (3, 6)− . Essas co-
ordenadas significam que, neste instante, o avião estará sobrevoando 
um ponto localizado 3 km a leste e 6 km ao sul da torre de controle.

Quanto tempo leva para que a imagem deste avião desapareça i) 
da tela do radar? 

Solução: 

Pelo item (c), sabemos que a imagem do avião desaparecerá da 

tela do radar quando ele atingir o ponto de coordenadas 
51,30
2

 
 
 

.  

Usando ou a equação obtida no item (f) ou a equação obtida no item 
(g), é possível calcular em que instante o avião sobrevoará este ponto. 
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Para isso, basta resolver qualquer uma das equações: 
51 12 5
2

t= − +  

ou 30 30 8t= − + . Em qualquer dos casos, o resultado encontrado é 
15 7,5
2

t = =  minutos, que é o tempo necessário para que a imagem 

do avião atravesse a tela do radar.

Repita a análise feita acima para os outros dois aviões e decida j) 
se é necessário que algum deles altere a sua rota.

Solução: 

Pela análise feita anteriormente, podemos concluir que a rota de um 
dos aviões deverá ser alterada se as retas que descrevem o movimen-
to de cada um deles se cruzarem num mesmo instante, durante o tra-
jeto. As equações cartesianas das retas que descrevem a trajetória dos 

aviões B e C são, respectivamente, 3 3y x= − +  e 
16 40
15

y x= − . Veja na 

Figura 2.3 os gráficos dessas equações traçados no plano cartesiano.
                                        

Avião A

)

Avião C 

Avião B 

(30, 8)

(15, 24)

)

 























( 7, 22) 

( 12, 30) 
 

   Figura 2.3
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Apesar de a reta que representa o curso seguido pelo avião B cruzar 
as outras duas, não é possível deduzir, a partir das equações cartesia-
nas deste movimento, se os aviões colidirão ou não. Para obter esta 
informação, é necessário também conhecer em que instante cada 
avião passa pelo ponto de interseção das duas rotas. A interseção 
das rotas seguidas pelos aviões A e B se dá no ponto de coordenadas 
(3, 6)− . Para chegar a essa conclusão, basta resolver o sistema: 

8 54 3
5 5

63 3

xy x
by x

 == −  ⇒  = − = − +

Para decidir se o avião B precisa alterar o seu curso, é necessário 
saber em que instante os dois aviões sobrevoarão este ponto. Para o 
avião A, isso se dará 3 minutos após o início do monitoramento; para 
o avião B, 4 minutos após o início do monitoramento, quando o avião 
A já estará sobrevoando o ponto (8,2). Portanto, nesse caso, não há 
risco de colisão. 

As equações ( ) 12 5x t t= − +  e ( ) 30 8y t t= − + , obtidas no exemplo an-
terior, são exemplos de equações paramétricas. Na maior parte dos 
problemas práticos, t  representa o tempo. Nesse caso, as equações 
paramétricas descrevem a trajetória de um objeto que se move em 
um plano, fornecendo, em cada instante de tempo t , as coordenadas 
( , )x y  desse objeto. 

O domínio de um conjunto de funções paramétricas é constituído 
pelos valores do parâmetro t , que pertencem ao intervalo durante 
o qual o movimento se processa, e a sua imagem (os valores corres-
pondentes de x  e y ) é um subconjunto do plano cartesiano. 

No exemplo estudado no exercício anterior, o domínio das equações 
paramétricas ( ) 12 5x t t= − +  e ( ) 30 8y t t= − + , deduzidas nos itens (f) 

e (g), pode ser entendido como o intervalo 
150,
2

 
  

, isto é, os valores 

de t  compreendidos entre 0 e 7,5 minutos. Esse domínio representa 
o intervalo de tempo desde que se começa a monitorar o movimento 
dos aviões até o instante em que a imagem sai da tela. A imagem é 

definida pelos valores de x  e y , tais que 
5112
2

x− ≤ ≤  e 30 30,y− ≤ ≤  

e corresponde a um retângulo no plano definido por
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5112, [ 30,30]
2

 − × −  
. 

O gráfico dessas equações, isto é, a trajetória seguida pelo avião en-
quanto monitorado, é um segmento de reta. 

Quando descrevemos um movimento por meio de equações pa-
ramétricas, expressamos x  e y  como funções de t . Assim, t  é a 
variável independente de ambas as funções. Consequentemente, a 
frase “domínio das funções paramétricas” se refere a valores de t  
e “imagem das funções paramétricas” se refere a valores de x  e y . 
Ao considerarmos a equação em x  e y  correspondente a este movi-
mento, a variável independente passa a ser x , e a imagem os valores 
correspondentes de y . Essa situação é resumida no quadro abaixo. 

Modelo Função (Funções) Domínio Imagem

Paramétrico
( ) 12 5x t t= − +
( ) 30 8y t t= − +

150
2

t≤ ≤

5112
2

x− ≤ ≤

30 30y− ≤ ≤

Cartesiano
8 54
5 5

y x= −
5112
2

x− ≤ ≤ 30 30y− ≤ ≤

As equações cartesianas e as equações paramétricas deduzidas no 
exercício anterior funcionam como modelos analíticos (algébricos) 
para a trajetória dos aviões e apresentam vantagens e desvantagens, 
dependendo da informação que queremos obter. É útil e importante 
saber deduzir os dois tipos de equações a partir de uma situação 
problema e obter uma a partir da outra. As equações paramétricas 
envolvem uma variável extra, em geral o tempo, e, à primeira vista, 
por envolver mais do que uma equação, parecem ser mais complica-
das do que a (única) equação cartesiana para descrever o movimen-
to em questão.

No entanto, como já vimos, equações paramétricas permitem rela-
cionar a posição do objeto, por exemplo, com tempo transcorrido, o 
que a equação cartesiana não permite. Além disso, eliminando o pa-
râmetro, a partir das equações paramétricas, podemos reconstruir 
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o modelo cartesiano, e assim obter todas as informações fornecidas 
somente pela equação cartesiana, como a declividade da trajetória 
seguida. O exemplo a seguir mostra como isso pode ser feito. 

Exemplo 2.2 (Eliminando o parâmetro): As equações paramétricas 
que descrevem a trajetória seguida pelo avião A no exemplo ante-
riormente estudado são dadas por ( ) 12 5x t t= − +  e ( ) 30 8y t t= − + . 
Obtenha a equação cartesiana desse movimento.

Solução: 

Para obtermos a equação cartesiana, a partir das equações paramé-
tricas, basta resolvermos a equação ( ) 12 5x t t= − +  para t  e, a seguir, 
substituir o resultado obtido na segunda ( ) 30 8y t t= − + .

Da primeira equação obtemos 
12

5
xt +

= . Substituindo este resultado 

na segunda equação temos 
8 54
5 5

y x= − , que é a equação cartesiana 

obtida no item (a) do Exemplo 2.1.               

Esse fato vem comprovar que os dois modelos descrevem a mesma 
trajetória. 

2.2 Representação paramétrica de 
curvas 

A seguir daremos a parametrização de algumas curvas considera-
das importantes, tendo em vista a sua utilização em muitos proble-
mas práticos.  

2.2.1 Parametrização de uma reta

Uma reta no espaço 2-D (plano) ou 3-D (espaço) pode ser determi-
nada especificando-se um ponto sobre a reta e um vetor não nulo 
paralelo à reta. Nas Figuras 2.4a e 2.4b mostramos como obter as 
equações paramétricas da reta que passa por um ponto 0P  e é para-
lela ao vetor não nulo v



. 
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y

x

( , )a b
v

C

P0 
(x0,y0)

  

z

y

x

CP0 
(x0,y0,z0)

v

Figura 2.4a     Figura 2.4b

A reta no plano que passa no ponto i) 0 0 0( , )P x y  e é paralela ao 
vetor não nulo ( , )v a b ai b j= = +

  

 tem as equações paramétricas: 

0

0

( )
( )

x t x at
y t y bt

= +
 = +

, t∈ .

Sua representação vetorial é dada por:

 0 0( ) ( ( ), ( )) ( , )r t x t y t x at y bt= = + +


. 

A reta no espaço que passa no ponto ii) 0 0 0 0( , , )P x y z  e é parale-
la ao vetor não nulo ( , , )v a b c ai b j ck= = + +

   

 tem as equações  
paramétricas:

0

0

0

( )
( )
( )

x t x at
y t y bt
z t z ct

= +
 = +
 = +

, t∈ . 

Sua representação vetorial é dada por:

 0 0 0( ) ( ( ), ( ), ( )) ( , , )r t x t y t z t x at y bt z ct= = + + +


. 

Exemplo 2.3: Determine uma representação paramétrica da reta:

que passa em a) (4, 2)  e é paralela a 5v i j= − +
  

.

Solução: 

De acordo com (a), 0 04, 2, 1x y a= = = −  e 5b = , obtemos:

( ) 4
( ) 2 5
x t t
y t t

= −
 = +

, t∈ .

que passa em b) (1, 2, 3)−  e é paralela a 4 5 7v i j k= + −
   

.
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Solução:

De acordo com (b), 0 0 01, 2, 3, 4, 5x y z a b= = = − = =  e 7c = − ,  
obtemos:

( ) 1 4
( ) 2 5

( ) 3 7

x t t
y t t
z t t

= +
 = +
 = − −

, t∈ .

que passa na origem e é paralela a c) v i j k= + +
   

.

Solução:

De acordo com (c), 0 0 0 0x y z= = =  e 1a b c= = = , obtemos:

( )
( )
( )

x t t
y t t
z t t

=
 =
 =

, t∈ .

Exemplo 2.4: Encontre as equações paramétricas para a reta no pla-
no de equação 2 1y x= + .

Solução: 

Podemos tomar x t=  e 2 1y t= + , t∈R . É claro que, se quisermos 
somente o segmento de reta com extremos nos pontos (0,1)  e (2,5) , 
tomamos [0, 2]t∈  (ou 0 2t≤ ≤ ). Note que existe uma infinidade 
de representações paramétricas para a reta 2 1y x= + . Por exemplo, 

3 5x t= − + , 3 32( 5) 1 2 11;y t t t= − + + = − + ∈R  é outra parametriza-
ção para a reta dada. Se tomarmos 2x t= , 22 1y t= − ; t∈R , não 
vamos obter a reta toda, pois, nesse caso, x  nunca assume valores 
negativos (Verifique!).  

2.2.2 Parametrização de uma circunferência

A circunferência com centro 0 0( , )x y e raio r  tem equação cartesiana 
dada por  2 2 2

0 0( ) ( )x x y y r− + − = . 

Tomando
0

0

cos( )
sen( )

x x r t
y y r t
= +

 = +
, 0 2t ≤ ≤  (Figura 2.5), 

vemos que x  e y  tomados dessa forma satisfazem a equação 
2 2 2

0 0( ) ( )x x y y r− + − = .
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 x

y

z

P

At
xr

Figura 2.5

Também, se ( , )x y  é um ponto da circunferência, então
2 2

0 0 1x x y y
r r
− −   + =   

   
.

 Logo, existe [0, 2 ]t ∈ , tal que

0cos( ) x xt
r
− =  

 
 e 0sen( ) y yt

r
− =  

 
.

Assim,

0

0

cos( )
sen( )

x x r t
y y r t
= +

 = +
, [0, 2 ]t ∈ ,

é uma parametrização para a circunferência dada e sua representa-
ção vetorial é dada por: 0 0( ) ( ( ), ( )) ( cos( ), sen( ))r t x t y t x r t y r t= = + +



. 

Exemplo 2.5: Obtenha as equações paramétricas da circunferência 
2 2 6 4 4 0x y x y+ − − + = , no plano 3z = . 

Solução:

Para encontrarmos o centro e o raio da circunferência dada, 
devemos primeiramente completar o quadrado da equação 

2 2 6 4 4 0x y x y+ − − + = . Assim,

2 2( 3) ( 2) 9x y− + − =

é a equação cartesiana da circunferência dada, onde vemos que se 
trata de uma circunferência com centro em (3, 2)  e raio 3 , localizada 
no plano 3z = . 
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Temos, então, as seguintes equações paramétricas:

0

0

cos( ) ( ) 3 3cos( )( )
( ) sen( ) ( ) 2 3sen( )

( ) 3 ( ) 3

x x r t x t tt
y t y r t y t t

z t z t

= + = + 
 = + ⇒ = + 
 = = 

, 0 2t ≤ ≤ .

A Figura 2.6 ilustra esse exemplo:

x

z

y

3 2

Figura 2.6

Para a elipse de equação 
2 2

0 0 1x x y y
a b
− −   + =   

   
, procedendo como 

no caso da circunferência, tomando 0cos( ) x xt
a
− =  

 
 e 

0sen( ) ,y yt
b
− =  

 
 isto é, 0 cos(t)x x a= + , 0 sen(t)y y b= + ; 0 2t ≤ ≤ , 

obtemos uma representação paramétrica. 

Para a hipérbole de equação 
2 2

0 0 1x x y y
a b
− −   − =   

   
, como 

2 2cossec ( ) cotg ( ) 1t t− = , basta tomar 0cossec( ) x xt
a
− =  

 
 e 

0cotg( ) y yt
b
− =  

 
, isto é, 0 cosssec( )x x a t= + , 0 cotg ( )y y b t= + , 

0 2t ≤ ≤  para obter uma representação paramétrica.

Suponha que as equações paramétricas que descrevem a trajetória 
de uma partícula são ( ) cos( )x t a t= , ( ) sen( )y t a t=  e ( )z t bt= , 
com a , b  e  todos positivos. Para descrevermos a trajetória do 
ponto em termos geométricos, primeiramente imagine que o  
ponto móvel está sobre o cilindro (reto) que se prolonga indefinida-
mente nas duas direções, acima e abaixo do círculo 2 2 2x y a+ =  no  
plano xy . 

A velocidade angular   é 

definida por 
d
dt


 = , ou 

seja, a taxa de variação 
temporal do ângulo   
com o tempo. Com as 

equações paramétricas 
( ) cos( )x t a t=  e 

( ) sen( )y t a t=  
descrevendo a projeção 
da posição da partícula 
no plano xy, temos que

0 0( )

d
dt
dt d
t t
t




 

  

 

=

⇒ =
⇒ − = −
⇒ ∆ = ∆  

ou simplesmente t =  
conforme a figura abaixo.

y

x

z

 t 
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As equações paramétricas dadas, de x  e y , revelam que a projeção 
do ponto no plano xy  se move em sentido anti-horário sobre o cír-
culo 2 2 2x y a+ =  com velocidade angular  . 

Ao mesmo tempo, com ( )z t bt= , o ponto também está se elevando 
com velocidade vertical b . Sua trajetória sobre o cilindro é uma es-
piral chamada hélice circular, conforme ilustra a Figura 2.7.

Trajetória 
helicoidal

 x+y=a

y

x

z

Figura 2.7

Observação 2.1. A hélice circular acima pode ser a descrição da 
trajetória de uma partícula carregada com uma carga q , com ve-
locidade inicial v (e componente 0zv > ), em um campo magnético 
B


 constante, paralelo ao eixo z , no sentido de z  positivo para z  
negativo. Essa partícula estará sujeita a uma força ( )F qv B= ×

 



, que 
apontará para o centro “do cilindro”. 

Observação 2.2. Se quisermos, partindo de equações paramétricas, 
encontrar a equação cartesiana da curva, devemos eliminar o parâ-
metro. Para isso, “isolamos” o parâmetro em uma das equações e o 
substituímos na outra equação.

Observação 2.3. Se o parâmetro t  é eliminado nas equações pa-
ramétricas, pode acontecer que a eliminação do parâmetro resulte 
numa equação cartesiana, cujo gráfico contenha mais pontos que o 
gráfico definido pelas equações vetoriais.
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Exemplo 2.6: Ache a equação cartesiana da curva descrita pela fun-
ção vetorial ( ) ( ( ), ( ))f t x t y t=



 definida pelas equações paramétricas

sen
, .

sen
x t

t
y t
=

∈ =


Solução: 

Eliminando o parâmetro t , vem: y x= . (Verifique!)

Observe e compare os dois gráficos esboçados na Figura 2.8:

x

y

0

y = f (x) = x

1

1

−1

−1
x

y

0

f (t) = (sen t, sen t)

Figura 2.8
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2.2.3 Parametrização de outras curvas
O gráfico de uma equação ( )y f x= , em que f  é uma função, cos-
tuma chamar-se curva plana. Já vimos que esta curva pode também 
ser representada por uma equação vetorial 1 2( ) ( ( ), ( ))f t f t f t=



. A in-
tersecção de duas superfícies representa, em geral, uma curva no 
plano ou no espaço. Observe os dois exemplos a seguir.

Exemplo 2.7: Determine a equação vetorial que representa a cur-
va obtida pelas intersecções do cilindro 2 2 1x y+ =  com o plano 

2y z+ = . 

Solução: 

A Figura 2.9 mostra como o plano intercepta o cilindro, e a Figura 
2.10 mostra que a curva de intersecção C  é uma elipse.

  x+y= 

  y+z = 

y
x

z

    

C

y
x

z



Figura 2.9           Figura 2.10

A projeção de C  sobre o plano xy  é a circunferência 2 2 1x y+ = , 
0z = . Assim, podemos escrever: 

0

0

( ) cos( ) ( ) cos( )
( ) sen( ) ( ) sen( )

( ) 2 ( ) ( ) 2 sen( )

x t x r t x t t
y t y r t y t t

z t y t z t t

= + = 
 = + ⇒ = 
 = − = − 

, 0 2 .t ≤ ≤

Logo, a equação vetorial correspondente é:

( ) (cos( )) (sen( )) (2 sen( )) ; 0 2 .r t t i t j t k t = + + − ≤ ≤
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Exemplo 2.8: Determine a equação vetorial para 5 3y x= +  no plano 
2z = . 

Solução: 

A curva C  que queremos parametrizar é a intersecção dos planos 
5 3y x= +  e 2z = . Observe a Figura 2.11.

y

x

z
C

Figura 2.11

Fazemos: 
( )

( ) 5 3
( ) 2

x t t
y t t

z t

=
 = +
 =

 

e, então, 

( ) (5 3) 2r t ti t j k= + + +
   

; t∈ .

Observamos que essa parametrização não é única. Também podería-
mos ter feito, por exemplo,

( ) 2 1
( ) 5(2 1) 3

( ) 2

x t t
y t t

z t

= +
 = + +
 =

, e então, ( ) (2 1) (10 8) 2r t t i t j k= + + + +
   

; .∈t  

2.3 Curvas planas (características)
Por questão de simplicidade, vamos nos referir às curvas planas 
como curvas. O gráfico da curva C  é o conjunto de todos os pontos 

( ) ( ( ), ( ))P t f t g t=  de um sistema de coordenadas retangulares que 
correspondem aos pares ordenados. Cada ( )P t  é um ponto da curva. 
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Usaremos indistintamente as expressões “curva” e “gráfico de uma 
curva”. Convém imaginar o ponto ( )P t  traçando, ou descrevendo, a 
curva C  quando t  varia no intervalo I . Isso é especialmente verda-
deiro nas aplicações em que ( )P t  é a posição de uma partícula que 
se move em um determinado instante t . 

y

x

P(a)

P(b)

P(t)
P(t)

P(a)=P(b)

y

x

P(t)

P(a)=P(b)
y

x

Figura 2.12b       Figura 2.12c                                       

As Figuras 2.12a, 2.12b e 2.12c dão o gráfico de várias curvas, para 
o caso em que I  é o intervalo fechado [ , ]a b . Se, como Figura 2.12a, 

( ) ( )P a P b≠ , então ( )P a  e ( )P b  são chamados pontos extremos de C . 
Note-se que a curva ilustrada na Figura 2.12a se intercepta, no sen-
tido de que dois valores distintos de t  originam o mesmo ponto. Se 

( ) ( )P a P b= , conforme ilustrado na Figura 2.12b, então a curva C  é 
uma curva fechada. Se ( ) ( )P a P b=  e C  não se intercepta em nenhum 
outro ponto, conforme ilustrado na Figura 2.12c, então C  é uma cur-
va fechada simples. 

Se C  é a curva conforme a Figura 2.12c, então as equações, 

( )x f t=  e ( )y g t=

em que t  pertence a I , são as equações paramétricas de C ; t  é o 
parâmetro. Ao variar t  em I , o ponto ( , )P x y  descreve a curva. Às 
vezes é possível eliminar o parâmetro e obter uma equação de C  
envolvendo apenas as variáveis x  e y  (conforme já foi visto). 

A continuidade de f  e g  implica que uma pequena variação de t  
acarreta uma pequena variação na posição do ponto ( ( ), ( ))f t g t  de 
C . Pode-se utilizar esse fato para se obter um esboço do gráfico, 
marcando diversos pontos e ligando-os na ordem dos t  crescentes, 
conforme ilustrado no Exemplo 2.9. 

Figura 2.12a
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Exemplo 2.9: Descreva a curva 2{(2 , 1) / 1 2}C t t t= − − ≤ ≤  e esboce o 
gráfico. 

Solução: 

Neste exemplo 2( ) 2 , ( ) 1f t t g t t= = − , e as equações paramétricas 
de C  são:

2

2
1

x t
y t

=
 = −

, onde 1 2t− ≤ ≤ . 

Podemos utilizar essas equações para tabular as coordenadas de al-
guns pontos ( , )P x y  de C :

t –1
1
2

− 0 1
2

1
3
2

2

x –2 –1 0 1 2 3 4

y 0 3
4

− –1 3
4

− 0 5
4

3

Grafando esses pontos e utilizando a continuidade de f  e g , obte-
mos o esboço a seguir: 

y

x

1t = −

1
2

t = −

0t =

1
2

t =

3
2

t =

1t =

2t =

Figura 2.13

Pode-se obter uma descrição precisa do gráfico eliminando-se o pa-
râmetro. Para ilustrar, resolvendo-se a primeira equação paramétrica 
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em relação a t , obtemos 
2
xt = . Levando este valor de t  na segunda 

equação, vem: 
2

1
2
xy  = − 

 
 ou 21 1

4
y x= − .

O gráfico da última equação é uma parábola com eixo vertical e vér-
tice no ponto (0, 1)− . A curva C  é a parte da parábola exibida no 
último gráfico (Figura 2.13). 

As equações paramétricas de uma curva não são únicas. A curva C  
desse exemplo também pode ser dada por: 

2

3 6 3 3

1, 1 / 2 4
4

1, 1 / 2 4
4

C t t t

C t t t

  = − − ≤ ≤  
  
  = − − ≤ ≤  
  

ou por várias outras expressões. 

Exemplo 2.10: Descreva o gráfico da curva C  de equações  
paramétricas:

cos( )x t= , sen( )y t= ; 0 2t ≤ ≤ .

Solução: 

Eliminando o parâmetro, vem 2 2 1x y+ = . Logo, os pontos de C  es-
tão sobre a circunferência unitária de centro na origem. Quando t  
aumenta de 0  a 2 , ( )P t  parte do ponto (1,0)A =  e percorre a cir-
cunferência uma vez no sentido anti-horário. Veja a Figura 2.14. Nes-
se exemplo, o parâmetro t  pode ser interpretado geometricamente 
como o comprimento do arco de A  a P .

0

1

1

C

A

y

x 

Figura 2.14
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Se uma curva C  é descrita por uma equação ( )y f x= , em que f  
é uma função contínua, então uma forma simples de obter equações 
paramétricas consiste em fazer

, ( )x t y f t= =

em que t  está no domínio de f . Por exemplo, se 3y x= , então as 
equações paramétricas são:

3, ;x t y t t= = ∈R . 

Podemos usar muitas substituições diferentes para x , desde que, ao 
variar t  em um intervalo, x  tome todos os valores do domínio de f . 
Assim, o gráfico de 3y x=  também é dado por 

3 , ;x t y t t= = ∈R .

Note-se, entretanto, que as equações paramétricas sen( )x t= , 
3sen ( )y t= ; t∈R  dão apenas a parte do gráfico de 3y x=  que está 

entre ( 1, 1)− −  e (1,1) . 

Exemplo 2.11: Determine equações paramétricas da reta que passa 
por ( , )x y  e tem coeficiente angular “ m ”.

Solução: 

Uma equação da reta é 0 0( )y y m x x− = − .

Fazendo x t= , então 0 0( )y y m t x− = −  e as equações paramétricas 
da reta são 

0 0, ( ),x t y y m t x t= = + − ∈R .

De modo análogo, podemos achar equações paramétricas mais sim-
ples fazendo 0x x t− = .  Nesse caso, 0y y mt− =  e, assim, a reta é 
dada parametricamente por 

0 0, ,x x t y y mt t= + = + ∈R .

Naturalmente, há muitas outras maneiras de representar parametri-
camente uma reta. 
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2.4 Curvas suaves 

Suponhamos uma curva C  dada parametricamente por 
( ), ( ),x f t y g t t= =  pertencente a um intervalo I . Diremos que C  

é uma Curva Suave (ou Regular) se as derivadas 'f  e 'g  forem con-
tínuas em I  e se não se anularem simultaneamente (exceto, possi-
velmente, nos pontos extremos de I ). A curva C  diz-se Parcialmente 
Suave (ou Suave por Partes) se pudermos particionar o intervalo I  em 
subintervalos, tais que C  seja suave em cada subintervalo. O gráfico 
de uma curva suave não tem “bicos”. As curvas dos Exemplos 2.9 a 
2.10 são suaves. 

Exemplo 2.12: Determine se a parábola semicúbica 3 2( ) (1 , )r t t t= +


 
é suave por partes. 

Solução: 

Como 
2'( ) (3 , 2 )r t t t=



, 

temos '(0) (0,0) 0r = =




, e então a curva não é suave. O ponto cor-
respondente a 0t =  é (1,0) , e podemos perceber na representação 
gráfica da Figura 2.15, que existe um bico agudo chamado cúspide, 
em (1,0) . Qualquer curva com esse comportamento – uma mudança 
abrupta de direção – não é suave. 

Contudo, como a semicúbica pode ser decomposta em um número 
finito de partes suaves, então ela é suave por partes. 

y

x

3− 2− 1− 3 42

2

1

1

3

Figura 2.15
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2.5 Orientação de uma curva

Seja C  a curva da função vetorial ( ) ( ) ( ) ( ) ; [ , ].= + + ∈
   

f t x t i y t j z t k t a b  

Definimos o sentido positivo de C  como sendo aquele em que a cur-
va é traçada quando o parâmetro t  varia de a  até b . O sentido opos-
to é chamado sentido negativo de C , que representamos por C− . 

Como podemos inverter o sentido de C ? Se ( )F t


representa C ; 
[ , ]t a b∈ , qual é a função G



 cuja curva contém os mesmos pontos 
de C , porém com orientação contrária? Seja o intervalo [ ],a b  e seja 
[ ],t a b∈ . Chamemos de x  a diferença [ ]t a x t a− = −  quando t   per-

corre o intervalo no sentido de a  para b . Para a orientação contrá-
ria, ou seja, quando t   percorre o intervalo no sentido de b  para a    
tomemos x  tal que x b t= − . Assim, podemos escrever:

( ) .− = − − = + −b x b t a a b t

x

a t b

x

b − x = b − (t − a) = a + b − t

Figura 2.16

Para que isso ocorra, devemos ter:

( ) ( ) ( )G a x F b x F a b t+ = − = + −
  

 para 0 x b a≤ ≤ − , ou seja,

 ( ) ( )G t F a b t= + −
 

.

Quer dizer, se 

( ) ( ( ), ( ), ( )); [ , ]F t x t y t z t t a b= ∈


representa C , então 

( ) ( ), ( ), ( )( )G t x a b t y a b t z a b t= + − + − + −


; [ , ]t a b∈  representa C− . 
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Exemplo 2.13: 

Obtenha uma parametrização para o segmento de reta que a) 
liga o ponto (13,1,12)  ao ponto ( 15,15, 23)− − .

Obtenha uma parametrização que inverte o sentido do item b) 
anterior ( C− ). 

Solução: 

a) Temos o vetor direção: (13,1,12) ( 15,15, 23) (28, 14,35)v = − − − = −


. 
 Sendo (13,1,12)P = ,     

 temos: 

13 28
1 14

12 35 .

x t
y t

z t

= −
 = +
 = −

, [0,1]t∈

b) Para obter C− , determinamos:

( ) (1 0 ) (1 ) 13 28(1 ) 15 28 15 28
( ) (1 0 ) (1 ) 1 14(1 ) 15 14 15 14 ,
( ) (1 0 ) (1 ) 15 14(1 ) 1 14 1 14

 + − = + − = − = − − = − + = − +
 + − = + − = − = + − = − ⇒ = − 
 + − = + − = − = − − = + = +

x a b t x t x t t t x t
y a b t y t y t t t y t
z a b t z t z t t t z t

 [0,1]t∈ .

Exemplo 2.14: Tome a parametrização 

cos( )
sen( )

x r t
y r t
=

 =
,  [0, 2 ]t ∈ , 

da circunferência 2 2 2x y r+ = , no sentido anti-horário, para obter 
uma parametrização da mesma circunferência no sentido horário.

Solução: 

Para obtermos a parametrização no sentido horário ( C− ), determi-
namos:

(0 2 ) cos(2 ) cos( ) cos( )
(0 2 ) sen(2 ) sen( ) sen( )

x x t r t r t x r t
y y t r t r t y r t

 

 

= + − = − = = 
⇒ = + − = − = − = − 

;   

[0, 2 ]t ∈ . 
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Observação 2.4: Toda função r  fornece uma parametrização para 
a curva que representa e vice-versa. Se

 1 2 3( ) ( ) ( ) ( ) ; [ , ]F t f t i f t j f t k t a b= + + ∈
   

, 

então:
1

2

3

( )
( )
( )

x f t
y f t
z f t

=
 =
 =

;   [ , ]t a b∈

é uma parametrização da curva de F


.  

2.6 Reta tangente

Na Seção 1.7, vimos que a derivada da função vetorial r  é outra fun-
ção vetorial definida por: 

0

( ) ( )'( ) lim
t

r t t r tr t
t∆ →

+ ∆ −
=

∆

 



, 

desde que o limite exista e seja finito. 

Já na Seção 1.7.1, vimos o significado geométrico dessa definição. 
Observe a Figura 2.17.

��

0
C

P Q

y

z

x 

( ) ( )r t h r t+ −

( )r t h+
( )r t

0
C

P
Q

y

z

x 

( )r t h+
( )r t

'( )r t

(a) Vetor Secante (b) Vetor Tangente

( ) ( )r t h r t
h

+ −�� ��

��

��

��
��

�� ��

Figura 2.17

Se os pontos P  e Q  têm vetores de posição ( )r t


 e ( )r t h+


, então PQ


 
representa o vetor ( ) ( )r t h r t+ −

 

, que pode ser visto como o vetor 

secante. Se 0h > , o múltiplo escalar 
1 ( ) ( )( )r t h r t
h

  + − 
 

 

 tem a mes-

ma direção e o mesmo sentido que ( ) ( )r t h r t+ −
 

. Quando 0h → , 
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parece que esse vetor se aproxima de um vetor que está sobre a reta 
tangente. Por essa razão, dizemos que o vetor '( )r t



 é chamado vetor 
tangente à curva definida por r



 no ponto P , desde que exista '( )r t


 
e '( ) 0r t ≠


.   A reta tangente à C  em P  é definida como a reta que 
passa por P  e é paralela ao vetor '( )r t



.

Concluímos que o vetor '( )r t


 é tangente à curva C . Assim, defini-
mos como vetor tangente unitário à curva C  o vetor dado por:

'( )( )
'( )

r tu t
r t

=




 .

Exemplo 2.15:

Determine a derivada de a) 3( ) (1 ) 2sen(2 )tr t t i te j t k−= + + +
   

.

Encontre um vetor tangente unitário no ponto em que b) 0t = .

Solução: 

a) Diferenciando cada componente de r


, obtemos:

2'( ) 3 (1 ) 4cos(2 )tr t t i t e j t k−= + − +
   

.

b) Como '(0) 4r j k= +
  

 e '(0) 17r =


, o vetor tangente unitário no 
ponto (1,0,0)  é:

'(0) 4 1 4(0)
17 17 17'(0)

r j ku j k
r

+
= = = +
  

  

 .

Exemplo 2.16: Para a curva ( ) (2 )r t t i t j= + −
  

, determine '( )r t


 e 
desenhe o vetor de posição (1)r



 e o vetor '(1)r


. 

Solução: 

Temos
1'( )

2
r t i j

t
= −

  

 e 
1'(1)
2

r i j= −
  

.

A curva é plana, e a eliminação do parâmetro da equação x t= , 
2y t= −  nos dá 22 , 0y x x= − ≥ . Na Figura 2.18, desenhamos o ve-

tor de posição (1) ,r i j= +
  

começando na origem, e o vetor tangente 
'(1)r


, começando no ponto correspondente (1,1) . 

y

x 

2

10

(1,1)
'(1)r�(1)r�

Figura 2.18
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2.7 Comprimento de arco

Já temos uma ideia de como usar equações paramétricas para des-
crever a trajetória de uma partícula movendo-se no plano. Vamos 
desenvolver agora uma fórmula para determinar a distância percor-
rida pela partícula ao longo da trajetória. 

Lembre-se de que, no Cálculo II, quando você estudou as Aplicações 
da Integral, trabalhou com a fórmula do comprimento de arco de 
uma curva C  dada por ( )y h x=  no intervalo 0 1[ , ]x x , ou seja, com a 
fórmula:

1 1

0 0

2
21 [ '( )] 1

x x

x x

dyh x dx dx
dx

 = + = +  
 ∫ ∫ .

No caso da curva C  estar representada paramétricamente por  
( )x f t=  e ( )y g t= , o teorema abaixo apresenta a forma como calcu-

lar o comprimento de arco da curva C , em que a t b≤ ≤ .

Teorema 2.1: Se uma curva suave C  parametrizada por 
( ) ( ) ( ) ,r t x t i y t j a t b= + ≤ ≤
  

, não tem autointersecções (exceto possi-
velmente, nos extremos do intervalo), então o comprimento do arco 
C  ao longo do intervalo é dado por

Observação 2.5: Se a curva C  é suave por partes, seu comprimento 
é dado por

1 2

1 1

'( ) '( ) '( )
n

t t b

a t t

r t dt r t dt r t dt
−

= + + +∫ ∫ ∫
  

  ,  

em que  1 1 2 1[ , ],[ , ], ,[ , ]na t t t t b−  são os subintervalos de [ , ]a b  nos 
quais a curva C  é suave. 

Analogamente, se C  é uma curva suave no espaço dada por 
( ) ( ) ( ) ( ) ,r t x t i y t j z t k a t b= + + ≤ ≤
   

, então o comprimento de arco de 
C  nesse intervalo é dado por

2 2 2[ '( )] [ '( )] [ '( )] '( )
b b

a a

x t y t z t dt r t dt= + + =∫ ∫


 .

Lembre-se de que 

( ) ( ) ( )F t F t F t= ⋅
  

, 

conforme vimos na Seção 
1.4.
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Exemplo 2.17: Encontre o comprimento da hélice circular 
( ) (cos( ), sen( ), )r t t t t=


 do ponto (1,0,0)A  a ( 1,0, )B − .

Solução: 

Temos que: '( ) ( sen( ), cos( ), 1)r t t t= −


2 2'( ) sen ( ) cos ( ) 1 2r t t t= + + =


.  

Para (1,0,0)A , temos 0t =  e para ( 1,0, )B − , temos t = . (Verifique!) 
Assim, vem:

0

'( ) 2 2
b

a

r t dt dt


= = =∫ ∫


  u.c.

Exemplo 2.18: Encontre o comprimento de arco de uma curva no 

espaço dada por 
3

224 1( )
3 2

r t ti t j t k= + +
   

 de 0t =  até 2t = . 

Solução: 

Usando

 
3
24( ) , ( )

3
x t t y t t= =  e 21( )

2
z t t= , 

obtemos

 
1
2'( ) 1, '( ) 2x t y t t= =  e '( )z t t= . 

Portanto, o comprimento de arco de 0t =  até 2t =  é dado por:

Lembre-se da Seção 1.7 do 
livro de Cálculo II - Integrais 

que envolvem expressões 
do tipo

2ax bx c+ + .
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Observe a seguir a Figura 2.19, que elucida esse exemplo.

y

z

x 

2

2

C

(0,0,0)(0)r 


8
3

8(0, , 2)
3

r(2) 

Figura 2.19  

Observação 2.6. A fórmula para o comprimento de arco é indepen-
dente do parâmetro utilizado para representar C . Para ilustrar isso, 
tente usar a função com valores vetoriais 

2 3 44 1( )
3 2

r t t i t j t k= + +
   

para representar a curva do Exemplo 2.18. Depois, encontre o com-
primento de arco de 0t =  até 2t =  e compare seu resultado com o 
obtido no Exemplo 2.18. 

2.8 Função comprimento de arco

 Na integral '( )
b

a

r t dt= ∫


 , se substituirmos o limite superior “b ” por 

um limite variável “ t ”, [ , ]t a b∈ , a integral se transforma em uma 
função de “ t ”. Assim, 

( ) '( )
t

a

s s t r t dt∗ ∗= = ∫


é chamada função comprimento de arco e mede o comprimento de 
arco de C  no intervalo [ , ]a t . 
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Exemplo 2.19: Encontre a função comprimento de arco da hélice cir-
cular ( ) (cos( ), sen( ), )r t t t t=



. 

Solução: 

No Exemplo 2.17, calculamos o comprimento de arco desta hélice do 
ponto (1,0,0)A  ao ponto ( 1,0, )B − .

Temos, então: '( ) ( sen ( ), cos( ), 1)r t t t= −


2 2'( ) sen ( ) cos ( ) 1 2r t t t= + + =


.

Assim, *

0

( ) '( ) 2 2
t t

a

s s t r t dt dt t∗ ∗= = = =∫ ∫


 é a função compri-

mento de arco da referida hélice. 

2.9 Reparametrização de curvas por 
comprimento de arco

Como sabemos, uma curva (ou função) pode ser parametrizada de 
vários modos. Seguidamente é conveniente que a parametrização 
seja feita tendo por parâmetro o comprimento do arco. Veja como 
fazê-lo.

Seja C  uma curva suave ou parcialmente suave, parametrizada por 
( ) ( ( ), ( ))r t x t y t=


, com  t  variando em um intervalo I .

Fixando um número real  0t  no intervalo I , obtemos sobre C  um 
ponto 0P , tal que  0 0( )r t OP=

 

. O ponto 0P  serve como ponto de re-
ferência e, a partir dele, tomamos um sentido ao longo de C  como 
sentido positivo e o outro como negativo. 

Assim, se P  é um ponto da curva, tal que ( )OP r t=
 

, o comprimento 
s  do arco 0P P  fica orientado: com sinal positivo se P  estiver no sen-
tido positivo de C  em relação a 0P ; com sinal negativo se P  estiver 
no sentido negativo.Veja a Figura 2.20.



78

C

Sentido positivo

Sentido negativo       

oP

2S =

1S =

0S =3S = −
2S = −

1S = −

Figura 2.20

Vimos, na seção anterior, que a integral *( ) '( )
t

a

s s t r t dt∗= = ∫


 define 

uma função de t  chamada função comprimento de arco e mede o 
comprimento orientado de arco sobre C  no intervalo [ , ]a t .

Assim, para cada valor de ( )s s t=  com t I∈ , encontramos um único 
ponto de C , o que nos permite obter uma parametrização para r  por 
comprimento de arco. Basta encontrarmos a função inversa  ( )t t s=  
da função ( )s s t=  (isolando a variável t  em ( )s s t=  e encontrando o 
intervalo que é sua imagem) e substituirmos em ( )r t



, ou seja, 

( ( )) ( ( )), ( ( )), ( ( ))( )r t s x t s y t s z t s=


, 0 s≤ ≤  . 

Então, 
( ) ( ( )) ( ), ( ), ( )( )R s r t s x s y s z s= =
 

, 0 s≤ ≤   

é uma parametrização para a curva C  em função do parâmetro 
comprimento de arco s . Dizemos, então, que fizemos uma repara-
metrização da curva C  por comprimento de arco.

Exemplo 2.20: Reparametrize por comprimento de arco a circunfe-
rência dada por : ( ) ( cos( ), sen( ))C r t a t a t=



, [0, 2 ]t ∈ .   

Solução: 

Temos: '( ) ( sen( ), cos( ))r t a t a t= −


2 2 2'( ) (sen ( ) cos ( ))r t a t t a= + =


.

A função comprimento de arco é dada por 

0
0 0

( ) '( ) .
t t

t
s s t r t dt adt at at∗ ∗ ∗ = = = = = ∫ ∫
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Daí,
( ) ss at t t s

a
= ⇒ = = , com [0, 2 ]s a∈ .

Logo,

( ) ( ( )) cos , sens s sR s r t s r a a
a a a

      = = =      
      

  

, [0, 2 ]s a∈ , 

é a reparametrização  procurada.

Exemplo 2.21: Reparametrize por comprimento de arco a hélice cir-
cular do Exemplo 2.17. 

Solução: 

Temos: : ( ) (cos( ), sen( ), )C r t t t t=


, [0, ]t ∈  (Verifique!)

'( ) ( sen( ), cos( ),1)r t t t= −


2 2'( ) sen ( ) cos ( ) 1 2r t t t= + + =


 - Conforme foi calcu-

lado no Exemplo 2.17. 

Então, 
0

( ) '( ) 2 2
t t

a

s s t r t dt dt t∗ ∗ ∗= = = =∫ ∫


 é a função compri-

mento de arco da referida hélice (conforme foi calculado no Exemplo 
2.19). 

De  2s t=  vem 
2( )
2

t t s s= = , para  [0, 2 ]s ∈ . 

Logo, 
2 2 2 2( ) ( ( )) cos , sen ,

2 2 2 2
R s r t s r s s s s

      
= = =                   

  

, 

[0, 2 ]s ∈ , é a reparametrização por comprimento de arco para 
a hélice dada. 

Resumo 

Neste capítulo, apresentamos algumas curvas planas representan-
do-as através de suas equações cartesianas e suas respectivas re-
presentações paramétricas. Vimos como esboçar graficamente essas 
curvas e estendemos nosso estudo para o espaço tridimensional. 
Classificamos as curvas em Curva Suave (ou Regular) e Suave por 
Partes. Vimos como examinar a orientação dada a uma curva e tam-
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bém como determinar a reta tangente à C  em P  ( P  pertence à C ). 
Calculamos o comprimento de arco e parametrizamos a curva pela 
função comprimento de arco.

Exercícios Propostos

De 1 a 5, parametrize a curva dada por sua equação cartesiana.

2 22 2 5 2 3 0x y x y+ + + − =1) 

25 2 79 0x y+ − =2) 

2 3 6; 2x z y+ = =3) 

2 ; 9y x z= =4) 

;y xx e z e= =5) 

Parametrize o segmento de reta do ponto 6) (1,8,9)  ao ponto 
(2,27,2) .

Em que pontos sobre a curva, cuja representação paramétri-7) 

ca é: 
3

2

4
6 ,

x t t
y t t

 = +


= ∈ 

, a reta tangente à curva é paralela à reta: 

7
12 5,

x t
y t t

= −
 = − ∈ 

 ?

Nos exercícios 8 e 9, dê a equação cartesiana da curva e faça um esboço da 
mesma.

2 4sen
33 2cos , 0,
2

x t

y t t 

= +

  = − ∈   

8) 

2

1
4

2;

x t
y t

z t

= +
 = +
 = −∞ < < +∞

9) 
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Encontre os pontos em que a curva dada por 10) 
2 2( ) ( 1) ( 1) 3 ;r t t i t j t k t= − + + + ∈

   

  fura o plano 
3 2 7 0x y z− − + = .

 Verifique se a curva dada pela representação vetorial a seguir 11) 
é suave (regular).

2 2( ) ( 1) ( 1) 3 ;r t t i t j t k t= − + + + ∈
   

a) 

3 4 cos( ) ( , 2sen );t ts t e t t t+= + ∈


b) 

Quantas voltas completas em torno do eixo 12) z  dá a hélice 
2( ) cos , sen , ;( 0)

10
r t a t a t t a = > 

 
 , em uma distância de 10 uni-

dades, medidas ao longo do eixo z ?

Certa curva é dada por: 13) 
[ ]( ) (2 cos ) (3 sen ) 2 ; 0,3r t t i t j t k t = + + + + ∈

   

. Faça um esboço 
dela e obtenha uma parametrização da curva com orientação 
contrária. 

Uma curva 14) C  tem equações paramétricas: 
2

3 3 ,
x t

y t t t
 =


= − ∈ 

. 

Mostre que existem 2 (duas) retas tangentes à C  no ponto (3,0)  
e dê as suas equações na forma y ax b= + .

 Encontre os pontos de a) C  em que a reta tangente à C  é hori-
zontal e aqueles em que a a reta tangente à C  é vertical. 

Sendo b) 2 3( ) ( , 3 );F t t t t t= − ∈


 , analise o vetor '( )F t


 e ve-
rifique se o sentido positivo de C  é aquele assinalado a 
Figura 2.33. 

y

x

2−

1−

2

1

C1

Figura 2.33
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De 15 a 18, determine o comprimento de arco da curva.

( ) ( cos , , ), 0 1t t tr t e t e sent e t= ≤ ≤


15) 

3 2, , 1 3x t y t t= = ≤ ≤16) 

( ) (2cos , 4 , 2sen )r t t t t=


17) , de 0 (2,0,0)P  a 1(0,2 ,2)P p

( ) (3 1) ( 2)r t t i t j= + + +
  

18) , para [ ]0, 1t∈

De 19 a 21, escreva a função comprimento de arco.

( ) sen , cos , 2
2 2
t tr t t =  

 



19)         

2( ) ( , )r t t t=


20)           

3 3 3( ) cos , sen , cos2
4

r t t t t =  
 



21) 

De 22 a 25, reparametrize pelo comprimento de arco a curva.

[ ]( ) ( 2 cos , 2sen ), 0, 2r t t t t = ∈


22) 

( ) (3 1, 2)r t t t= − +


23) 

( ) ( cos , sen , )t t tr t e t e t e=


24) 

2cos , 4 , 2sen ; 0,
2

x t y t z t t  = = = ∈   
25) 

De 26 a 28, verifique se a curva está parametrizada pelo comprimento  
de arco.

( ) (cos , sen ), 0r t t t t= ≥


26) 

6( ) , , 0
77

sr s s s
 

= ≥  
 



27) 

( ) cos , sen ,s s sq s a a b
c c c

      =       
      



28) , em que 2 2 2c a b= +
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De 29 a 32, encontre o vetor tangente unitário à curva, no ponto indicado.

[ )( ) cos(2 ), sen(2 ) , 0, ;
2

( )r t t t t t t t 
= ∈ ∞ =



29) 

[ ]2
0( ) ( 1) , 0, 4 ; (2,5)r t t i t j t P= + + ∈

  

30) 

2 3
0( ) ( , 2 , 3 ); (1,2,3)r t t t t P=



31) 

0( ) ( 1, 1, ); (2,0,0)t tr t e e t P−= + −


32) 

Uma partícula se move ao longo da curva 33) C , dada por 
2 3( )r t t i t j k= + +

   

. 

Determine os vetores velocidade e aceleração.a) 

Determine a velocidade escalar.b) 

Verifique se os vetores velocidade e aceleração são ortogo-c) 
nais. 

Respostas

1. 
5 53 1 53( ) cos , sen , [0,2 ]
4 4 2 4

r t t t t 
 

= − + − + ∈  
 



2. 279 5( ) , ,
2 2

r t t t t = − ∈ 
 





3. 
2( ) , 2, 2 ,
3

r t t t t = − ∈ 
 





4. ( ) ( , 2 , 9), [0, )r t t t t= ∈ +∞


5. ( ) ( , ln , ), (0, )tr t t t e t= ∈ +∞


6. ( ) (1 , 8 19 , 9 7 ), [0,1]r t t t t t= + + − ∈


7. 
208 32( 5, 6) e ,
27 3

 − − 
 

8. 
2 2( 2) ( 3) 1

16 4
x y− −

+ =

9. 2 2 5y x x= − +
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10. (1) (0, 2, 3) e (2) (3, 5, 6)r r= =
 

11. a) Não é regular.

      b) É regular. 

12. 7 voltas. 

14. b) (0, 3)−

15. 3( 1)e −

16. 
1 (85 85 13 13)
27

−

17. 5p

18. 2 10

19. 
17( )
2

s t t=           

20. 2 21 1( ) 1 4 ln 2 1 4
2 2

s t t t t t = − + + +  
          

21. 23 2( ) sen
2

s t t=

22. 2 cos , 2 sen , 0, 2 2
2 2
s s s 

   ∈    

23. 
3 1, 2
10 10
s s − + 

 

24. 
3 3 3 3 3cos ln , sen ln ,

3 3 3 3 3
s s s s s    + + + + +

            

25. 
22cos , , 2sen , 0 5

2 5 5 2 5
s s s s 

  ≤ ≤ 
 

26. Sim.

27. Sim.

28. Sim. 
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29. 
2 2

1 ,
1 1



 

 
− − 

+ + 

30. 
17 4 17,

17 17
 
  
 

31. 
2 2 2 9 2, ,

14 7 14
 
  
 

32. 
3 3 3, ,

3 3 3
 

−  
 

33. a) 2(2 , 3 , 0) e (2, 6 , 0)t t t

b) 24 9t t+

c) Não são ortogonais. 
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Capítulo 3
Funções vetoriais de várias variáveis

Neste capítulo, estenderemos o que foi visto no Capítu-
lo 1 (Funções Vetoriais de Uma Variável) para Funções 
Vetoriais de Várias Variáveis, interpretando e calcu-
lando limites e derivadas, bem como os interpretando 
geometricamente.  Inicialmente, vamos definir alguns 
conceitos preliminares, como: conjunto aberto, conjunto 
fechado, vizinhança, domínios conexos e simplesmente 
conexos. Após, definiremos uma Função Vetorial de Vá-
rias Variáveis mostrando em seguida alguns exemplos 
que envolvem cálculo de limites e derivadas parciais, 
tanto de primeira ordem como derivadas sucessivas, ou 
seja, de ordem superior.

3.1 Introdução
Primeiramente, veremos algumas definições que facilitarão a 
compreensão dos tópicos a serem vistos posteriormente.  

Definição 3.1. Sejam 2
0P ∈  e “ r ” um número real positivo. 

Chama-se bola aberta de centro 0P  e raio r , e representa-se por 

0( , )B P r  o conjunto dos pontos P , tal que a distância de P  a 0P  é 
menor que r , ou seja,

{ }2
0 0( , ) / ( , )B P r P d P P r= ∈ <R . 

Observação 3.1. Analogamente, definimos a bola aberta em 3
 . 

Geometricamente, em 3
 , 0( , )B P r  representa o interior de uma 

esfera com centro em 0 0 0 0( , , )P x y z  e raio r . Já em 2R , é o interior 
de um círculo com centro em 0 0 0( , )P x y  e raio r . 
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z

z0

x0

y0 y

x

r

P0

 

y

x

r
0y

0P

0x
Figura 3.1a      Figura 3.1b

Definição 3.2. Sejam 3
0P ∈  e “ r ” um número real positivo. Cha-

ma-se bola fechada de centro 0P  e raio r , e representa-se por 0[ , ]B P r  
o conjunto dos pontos P , tal que a distância de P  a 0P  é menor ou 
igual a r , ou seja,

[ ] { }3
0 0, / ( , )B P r P d P P r= ∈ ≤R . 

Observação 3.2. Analogamente, definimos a bola fechada em 2
 . 

z

y

x

r

P0

0y

0x

0z

 

y

x

r

0y 0P

0x
Figura 3.2a                                                            Figura 3.2b

Exemplo 3.1: Em 2R , uma bola aberta de centro num ponto 1 1( , )x y  
e raio a  será o conjunto dos pontos ( , ),x y  tais que 

2 2
1 1 1 1 1 1( , ),( , ) ( , ) ( , ) ( ) ( )( )d x y x y x y x y a x x y y a= − < ⇔ − + − < , isto 

é, representa o interior do círculo de centro 1 1( , )x y  e raio a . 

Definição 3.3. Vizinhança de um ponto 2P∈  é qualquer subcon-
junto de 2R  que contenha uma bola aberta de centro em P , isto é, o 
subconjunto V  é uma vizinhança de P  se ( , )B P r V⊂ , para algum 

0r > . Analogamente, definimos vizinhança de um ponto 3P∈ .
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Note-se que qualquer bola aberta é vizinhança do seu próprio cen-
tro e facilmente se mostra que é vizinhança de qualquer um dos 
seus pontos.

Exemplo 3.2: Verifique se os conjuntos

2
1 1 1 1 1

1( , ) / 0 e  
2

V x y x y = ∈ ≥ ≥ 
 

 ,

2 2 2
2 1 1 1 1{( , ) / ( 1) ( 1) 2}V x y x y= ∈ − + − ≤ ,

2 2
2

3 1 1 1 1
1 1( , ) / 2
2 2

V x y x y
     = ∈ − + − ≤    

     
 ,

2
4 1 1 1 1{( , ) / 1 e 1}V x y x y= ∈ ≥ ≥ ;

2 2 2
5 1 1 1 1{( , ) / 2}V x y x y= ∈ + ≤

são vizinhança do ponto (1,1)A = .

Solução: 

Para dizermos se os conjuntos 1V , 2V , 3V , 4V  e 5V , representados res-
pectivamente pelas Figuras 3.3a até Figura 3.3e, são vizinhanças do 
ponto A , precisamos verificar se esses conjuntos contêm uma bola 
aberta centrada em A .

V1

A

1

1
1
2

y

x     

y

x

A1

1

V2

Figura 3.3a      Figura 3.3b 
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y

x

V3

A

       

A

1

1

4V

y

x

Figura 3.3c    Figura 3.3d  

y

x

V5

A

2

2

                              
 Figura 3.3e 

Os conjuntos 1V , 2V  e 3V  são vizinhança de A , pois contêm uma bola 

aberta centrada em A (a bola aberta 
1(1,1),
4

B 
 
 

, por exemplo). No 

entanto, os conjuntos 4V e 5V  já não são vizinhanças de A .  

Definição 3.4. Seja S  um subconjunto de ( 2,3)n n = . Um ponto 
A S∈  diz-se ponto interior de S  se existir uma bola aberta centrada 
em A  e contida em S . Um ponto diz-se ponto exterior ao conjunto S  
se for interior ao seu complementar.  

Definição 3.5. No caso de um ponto não ser interior nem exterior ao 
conjunto S , esse ponto chama-se ponto de fronteira de S . 

Definição 3.6. O conjunto de todos os pontos interiores de um con-
junto S  designa-se por interior de S  e representa-se por “ int S ”.  
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O conjunto dos pontos exteriores de S  designa-se por exterior de S  
e representa-se por “ ext S ”. “ fr S ” representa o conjunto dos pon-
tos de fronteira de S , que se designa por fronteira de S . 

Exemplo 3.3: Verifique se o ponto 
1 1 1, ,
2 2 2

P  =  
 

 é ponto interior, ex-

terior ou de fronteira do conjunto

 { }3
1 1 1 1 1 1( , , ) / 0 e 0 e 0 .S x y z x y z= ∈ ≥ ≥ ≥

 

Solução: 

Tomamos, por exemplo, a bola 
1,
4

B P 
 
 

, esta que está contida em  S . 

Os pontos de ,S  tais que 2 3(0, , )x x , com 2x  e 3x  maiores do que 
zero, são pontos de fronteira de S , já que não são pontos interiores 
nem de S , nem do seu complementar. 

Exemplo 3.4: Verifique se há pontos interiores ao conjunto

 { }2
1 2 2 1( , ) / 2S x x x x= ∈ = . 

Solução: 

Este conjunto não tem pontos interiores. Suponha (com vista a 
um absurdo) que ( , 2 )s s  é ponto interior de S . Então, para certo 

0r r= , 0(( ,2 ), )B s s r S⊂ . Mas 0 0
0, 2 (( ,2 ), )

2 2
r rs s B s s r + − ∈ 

 
 e 

0 0, 2
2 2
r rs s S + − ∉ 

 
, o que é absurdo. Este fato mostra que S  não 

pode ter pontos interiores. Por outro lado, o conjunto dos pontos ex-
teriores de S  é { }2

1 2 2 1( , ) / 2ext S x x x x= ∈ ≠ , já que todos esses 
pontos são interiores ao complementar de S . 

Podemos facilmente mostrar que: Se nS ⊂  , então, 

int S S⊂ , next S S⊂ −  e n int S ext S fr S= ∪ ∪ . 

Definição 3.7. Se todos os pontos de um conjunto forem pontos in-
teriores, o conjunto diz-se conjunto aberto. 

Observação 3.3. Um conjunto S  é um conjunto aberto se, e somente 
se, S  coincide com o seu interior. 

Definição 3.8. Um conjunto diz-se conjunto fechado se o seu comple-
mentar for um conjunto aberto. 
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Exemplo 3.5: Todas as bolas abertas são conjuntos abertos, pois
( , ) int ( , )B A r B A r= .

Exemplo 3.6: Seja 2
1 2 1 2

1( , ) / 0 e
2

V x x x x = ∈ > > 
 

 . Esse conjunto é 

aberto, pois só tem pontos interiores.

Exemplo 3.7: O conjunto 2
1 2 1 2

1( , ) / 0 e
2

V x x x x = ∈ ≥ ≥ 
 

  não é 

aberto, já que, por exemplo, (0,1)  não é ponto interior de V. 

Exemplo 3.8: Seja { }2
1 2 2 1( , ) / 2V x x x x= ∈ = . Esse conjunto não é 

aberto, pois tem pelo menos um ponto que não é ponto interior, por 
exemplo, o ponto (1,2) . Nesse caso, V  é um conjunto fechado, pois 
o seu complementar é aberto. 

Definição 3.9. Um conjunto aberto no plano ou no espaço é denomi-
nado domínio D .

Definição 3.10. Um domínio D  é conexo se quaisquer dois pontos 
de D  podem ser ligados por uma linha poligonal inteiramente con-
tida no domínio D .  

Definição 3.11. Um domínio 2D ⊂   é simplesmente conexo (não apre-
senta buracos) quando toda curva fechada simples de D  circunda 
somente pontos de D .

Definição 3.12. Um domínio 3D ⊂   é simplesmente conexo quando 
qualquer curva fechada simples de D  pode ser reduzida de manei-
ra contínua a um ponto qualquer de D  sem sair de D .

As Figuras 3.4a a 3.4e mostram conjuntos conexos do plano. Na 
Figura 3.4a, Figura 3.4b e Figura 3.4c temos domínios simplesmente  
conexos. Já na Figura 3.4d e Figura 3.4e, os domínios não são simples-
mente conexos.

            
Figura 3.4a          Figura 3.4b            Figura 3.4c   

Uma linha poligonal aberta 
é formada por segmentos 
de reta consecutivos e 
não colineares, ou seja, 
segmentos de reta que não 
estão alinhados na mesma 
reta e que não se fecham. 
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C1
C2

Figura 3.4d            Figura 3.4e 

Você pode notar que a curva 1C  circunda apenas pontos contidos 
em D  e, se for reduzida a um ponto, permanecerá em D , o que não 
ocorre com a curva 2C .

As Figuras 3.5a, 3.5b e 3.5c mostram domínios conexos em 3
 :

Figura 3.5a  Figura 3.5b  Figura 3.5c

Os domínios representados na Figura 3.5a e na Figura 3.5b são sim-
plesmente conexos. Já o domínio representado na Figura 3.5c não é 
simplesmente conexo. 

Exemplo 3.9: O domínio 2 2 2{( , ) / 4 9}D x y x y= ∈ ≤ + <  é simples-
mente conexo? Por quê?

Solução: 

Conforme a representação gráfica de D  na Figura 3.6 e a Definição 
3.10, percebemos que D  é conexo. 

x

y



D



Figura 3.6

Contudo, da Definição 3.11 podemos afirmar que D  não é simples-
mente conexo.
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3.2 Funções vetoriais de várias 
variáveis

Definição 3.13. Chamamos de função vetorial das variáveis x  e 
y  a função definida em 2D ⊂  , que associa a cada par ordenado 
( , )x y D∈  o vetor definido por:

1 2( , ) ( , ) ( , )f x y f x y i f x y j= +
  

, 

em que 1f  e 2f  (chamadas componentes ou funções coordenadas) 
são funções escalares definidas em D . 

Analogamente, se f


 é definida em 3D ⊂  , então: 

1 2 3( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )f x y z f x y z i f x y z j f x y z k= + +
   

. 

Exemplo 3.10: Encontre o domínio das funções

 ( , , ) ( 1) ( 1) 2f x y z x zi x y j xz k= + + − +
   

 e

2 2( , ) ( 1) 1g x y x y i y j= − + −
  

.

Solução: 

Temos que ( , , ) ( 1) ( 1) 2f x y z x zi x y j xz k= + + − +
   

 é uma função 
vetorial definida em todos os pontos 3( , , )x y z ∈ , tais que 0xz ≥ . Já 

2 2( , ) ( 1) 1g x y x y i y j= − + −
  

 é uma função vetorial que está defi-
nida em todos os pontos 2( , )x y ∈ , tais que 21 0y− ≥ .  

3.3 Limite e continuidade 

Definição 3.14. Sejam 2D ⊂   um conjunto aberto, 0 0 0( , )P x y D∈  e 
0r


 seu vetor posição. Seja f


 uma função vetorial definida em D , 
exceto talvez em 0r



. Seja 1 2a a i a j= +
  

 um vetor constante. Se r


 é o 
vetor posição do ponto ( , )P x y , dizemos que 

0
lim ( , )
r r

f x y a
→

=
 

 

se para todo 0 >  existe 0, >  tal que ( , )f x y a − <
 

 sempre que 
00 r r < − <

 

. 
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Observação 3.4. 00 r r < − <
 

 representa o interior (exceto 0P ) de 
um círculo de raio   e centro em 0P . Geometricamente, dada qual-
quer bola ( , )B A   de raio   e centro em 1 2( , )A a a , existe uma bola 

0( , )B P   de raio   e centro em 0 0 0( , )P x y , tal que os pontos 0( , )B P   
(exceto talvez em 0P ) são levados por f



em pontos de ( , )B A  . As-
sim, a direção, o sentido e o comprimento de ( , )f x y



 tendem para a 
direção, o comprimento e o sentido de a



 quando 0 0( , ) ( , )x y x y→ . 

D

r0

rr0

f

r

 

A

a

f(p)

y y

x x

P0




Figura 3.7

De forma análoga às funções vetoriais de uma variável, se 

1 2( , ) ( , ), ( , )( )f x y f x y f x y=


 
e

1 2( , )a a a=


, 
temos 

0 0 0 0( , ) ( , ) ( , ) ( , )
lim ( , ) lim ( , )i ix y x y x y x y

f x y a f x y a
→ →

= ⇔ =
 

, para 1,2.i =

Observações 3.5. 

As propriedades dos limites são análogas às propriedades vis-1) 
tas para funções vetoriais de uma variável (veja Seção 1.5). 

Analogamente, definimos o limite para uma função 2) 

1 2 3( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )f x y z f x y z i f x y z j f x y z k= + +
   

,

definida em um aberto 3D ⊂  . 
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Exemplo 3.11:  

Calcule o limite de a) 2( , ) ( 1) ( 2)g x y y i x j= + − −
 



 quando r  
tende a 0



.

Solução:

2 2

( , ) (0,0) ( , ) (0,0)0 0
lim ( , ) lim ( 1) ( 2) lim ( 1) lim ( 2) (1, 2)( )

x y x yr r
g x y y i x j y i x j

→ →→ →
= + − − = + − − = −

   

   



Calcule o limite de b) 
2

2
1 3

2

1( , , ) , ,3
( 1)

x xf x y z ye x yz
y x

+ −
=  + 



 quando 
r  tende a 0



.

Solução:

                  2

2

2
1 3

2( , , ) (1, 2,0)0

2
1 3

2( , , ) (1, 2,0) ( , , ) (1, 2,0) ( , , ) (1, 2,0)

2

1lim ( , , ) lim , ,3
( 1)

1lim , lim , lim 3
( 1)

( 2 ,0,0).

x

x y zr

x

x y z x y z x y z

xf x y z ye x yz
y x

xye x yz
y x

e

+

→ −→

+

→ − → − → −

 −
=  + 
 −

=  + 
= −

 



Definição 3.15. Seja 2D ⊂   um conjunto aberto. A função f


, defi-
nida num domínio D , é contínua no ponto 0 0 0( , )P x y D∈  se 

0 0
0 0( , ) ( , )

lim ( , ) ( , )
x y x y

f x y f x y
→

=
 

.

Se f


 é contínua em cada ponto do domínio D , dizemos que f


 é 
contínua em D . 

Observações 3.6. 

De forma análoga às funções vetoriais de uma variável, temos 1) 
que f



 é contínua em D  se, e somente se, as suas funções com-
ponentes (escalares) são contínuas em D .

Analogamente, definimos a continuidade para uma função2) 

1 2 3( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )f x y z f x y z i f x y z j f x y z k= + +
   

,

definida em 3D ⊂  . 

Exemplo 3.12: 

Verifique se a função vetorial a) ( , )f x y y i x j= −
  

 é contínua em 
todo o seu domínio.
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Solução: 

Como as funções componentes de f


 são contínuas, então f


 tam-
bém é contínua em todo o seu domínio, ou seja, em todos os plano 
do 2
 . 

Verifique se a função vetorialb) 

2
2

1 3
2

1( , , ) 3
( 1)

x xh x y z ye i j x yzk
y x

+ −
= + +

+

   

 

é contínua.

Solução: 

Como as funções componentes de h


 são contínuas, então h


 também 
é contínua em todos os pontos 3( , , )x y z ∈ , tais que 0y ≠ .

3.4 Derivadas parciais

Definição 3.16. Seja f


 uma função vetorial definida num domínio 
3D ⊂  . As derivadas parciais de f



 em relação a x , y  ou a z , indi-

cadas por , ,f f f
x y z

∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂

  

, são definidas respectivamente por: 

0

0

0

( , , ) ( , , )lim ,

( , , ) ( , , )lim e

( , , ) ( , , )lim ,

x

y

z

f f x x y z f x y z
x x
f f x y y z f x y z
y y

f f x y z z f x y z
z z

∆ →

∆ →

∆ →

∂ + ∆ −
=

∂ ∆
∂ + ∆ −

=
∂ ∆

∂ + ∆ −
=

∂ ∆

  

  

  

para todo ( , , ),x y z  tal que os limites existem. 

Se 1 2 3( , , ) ( , , ), ( , , ), ( , , )( )f x y z f x y z f x y z f x y z=


, então

1 2 3 1 2 3 1 2 3, , ; , , e , ,f f f f f f f f f f f f
x x x x y y y y z z z z

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   = = =    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂    

  

. 
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Exemplo 3.13: 

Seja a) 
2

( , , ) , , 5xf x y z xyz yz
y

 
= − 
 



. Calcule 
f
x

∂
∂



,
f
y

∂
∂



 e 
f
z

∂
∂



 .

Solução: 

2 , , 0f x yz
x y

 ∂
=  ∂  



;  
2

2 , , 5f x xz z
y y

 ∂
= − − ∂  



 e

(0, , 5 )f xy y
z

∂
= −

∂



. 

Dada a função b) 2( , ) ( )u vr u v ue i u v j+= + +
  

, determine 
r
u
∂
∂



 no 

ponto (1, 2)  e 
r
v
∂
∂



 no ponto ( 1, 2)− . 

Solução: 

, 2( )( )u v u vr e ue u v
u

+ +∂
= + + ⇒

∂



  no ponto  (1, 2), temos 

3(1, 2) (2 ,6).r e
u
∂

=
∂

  

, 2( )( )u vr ue u v
v

+∂
= + ⇒

∂



 no ponto ( 1, 2),−  temos 

( 1, 2) ( , 2).r e
v
∂

− =
∂



3.5 Interpretação geométrica da  
derivada

Seja ( , , )f f x y z=
 

 uma função vetorial contínua. Se todas as variá-
veis, exceto uma que pode ser tomada como parâmetro, permane-

cem fixas, então f


descreve uma curva no espaço. Se 0( ) 0f P
x

∂
≠

∂





, 

a derivada parcial de f


 em relação à variável x  é um vetor tangente 
à curva definida por 0 0( , , )f x y z



 no ponto 0P . Analogamente, se 

0( ) 0f P
y

∂
≠

∂





, a derivada parcial de f


 em relação à variável y  é um 

vetor tangente à curva dada por 0 0( , , )f x y z


 no ponto 0P  e, se  
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0( ) 0f P
z

∂
≠

∂





, a derivada parcial de f


 em relação à variável z  é um 

vetor tangente à curva dada por 0 0( , , )f x y z


 no ponto 0P .

Observe a representação gráfica (Figura 3.8), que ilustra geometri-
camente as derivadas parciais para uma função vetorial de duas 
variáveis. 

C2

C1

z

x
y

(x0,y0) (x0,y0)

(x0,y0)

Figura 3.8

Exemplo 3.14:  

Seja a função vetorial a) ( , , ) ( , cos ( ), sen( ))f x y z y z x z x=


. Descreva 
a curva obtida fazendo 0y =  e 3z = . Represente nesta curva a 

derivada parcial 
f
x

∂
∂



 no ponto 0 ,0,3
6

P  
 
 

. 

Solução: 

Para 0y =  e 3z =  (fixos), temos:

( ,0,3) ( ) (0, 3cos ( ), 3sen( ))f x g x x x= =
 

.

Observemos que ( ) (0, 3cos( ), 3sen( ))g x x x=


 descreve uma circun-
ferência no plano yz , em que a variável x  pode ser interpretada 
como o parâmetro t  (reveja a parametrização da circunferência na 
Seção 2.2.2).
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g (x)

y

z

x

C
    

C

g

y

z

(π/6)

π/6

∂f
∂x

(P0)

Figura 3.9

Por outro lado, temos:

 (0, sen( ), cos( ))f z x z x
x

∂
= −

∂



.

Assim, 

0
3 3 3( ) 0, ,
2 2

f P
x

 ∂
= −  ∂  



.

Por outro lado, temos:

 (cos ,sen , 2 )f v v u
u

∂
= −

∂



 

e

 ( , cos ,0)f usenv u v
v

∂
= −

∂



.

Assim,

 
2 22, , , 2 2

4 2 2
f
u

  ∂   = −    ∂    



 

e

 2, ( 1,1,0)
4

f
v

∂   = − ∂  



.

3.6 Derivadas parciais sucessivas 

Seja ( , )f x y


. Se as derivadas parciais dessa função vetorial existem, 
elas são também funções vetoriais. Assim, as derivadas parciais de 
segunda ordem de f



 são indicadas por:
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2 2 2

2 ; ;f f f f f f
x x x y x y x x y x y

     ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= = =     

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂     

     

 

e

 
2

2

f f
y y y

 ∂ ∂ ∂
=  

∂ ∂ ∂ 

 

.

Analogamente, obtêm-se as derivadas parciais de ordem 3n ≥ . 

Exemplo 3.15: 

Seja a) 2 2( , , ) ( , , )xyf x y z e y xz x yz= +


. Determine 
2 f
y x
∂
∂ ∂



 e 
2 f
x y
∂
∂ ∂



 no 
ponto 0 ( 1,1, 1)P − − . 

Solução: 

               2 2

2 2
2

( , , 2 ) ( ,0, 2 ) ( 1,1, 1) (0, 1, 2)

( , 0, ) ( , 0, 2 ) ( 1,1, 1) (0, 1, 2)

xy xy xy

xy xy xy

f f fye z xyz e xye xz
y x y x y y x

f f fxe x z e xye xz
x y x y x x y

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= = = + ⇒ − − = 

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= = = + ⇒ − − = 
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

  

  

Seja b) ( , , ) sen( ),cos ( ),( )xyzf x y z xy yz e=


. Determine 
2 f
y x
∂
∂ ∂



 e 
2 f
x y
∂
∂ ∂



.

Solução: 

2
2

3 2
2 2 2 2

( cos( ),0, ) (0,0, )

(0,0, ) (0, 0, 3 )

xyz xyz xyz

xyz xyz xyz xyz xyz

f f y xy yze ye xy ze
z x z x z

f f ye xy ze xyze x y z e e
y z x y z x y

 ∂ ∂ ∂ ∂
= = = + 

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
 ∂ ∂ ∂ ∂

= = + = + + 
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

 

 

Teorema de Schwarz: Seja ( , )f f x y=
 

. Suponha que f


 esteja de-

finida sobre uma bola aberta 0 0( , ),( )B x y r  e que 
2

, ,f f f
x y y x

∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂ ∂

  

 e 

2 f
x y
∂
∂ ∂



 também estejam definidas em B . Então, se 
2 f
y x
∂
∂ ∂



 e 
2 f
x y
∂
∂ ∂



 são 

contínuas em B , temos 
2 2

0 0 0 0( , ) ( , )f fx y x y
y x x y
∂ ∂

=
∂ ∂ ∂ ∂

 

. 

Observação 3.7. O Teorema de Schwarz também é válido, com as 
hipóteses adequadas, para funções de três ou mais variáveis. 
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Resumo

Neste capítulo, apresentamos as Funções Vetoriais de Várias Variá-
veis. Iniciamos definindo bola aberta, bola fechada, vizinhança de 
um ponto, ponto interior, ponto exterior, ponto de fronteira, conjun-
to aberto e conjunto fechado. Apresentamos a definição de domí-
nio conexo e simplesmente conexo.  Calculamos limite de funções 
vetoriais de várias variáveis e analisamos a continuidade dessas  
funções, bem como calculamos as suas derivadas parciais, quando 
existem. Verificamos que a derivada parcial de f



 em relação à variá-
vel x  é um vetor tangente à curva definida por 0 0( , , )f x y z



 no ponto 0P . 
Analogamente, a derivada parcial de f



 em relação à variável y  é 
um vetor tangente à curva dada por 0 0( , , )f x y z



 no ponto 0P  e a de-
rivada parcial de f



 em relação à variável z  é um vetor tangente à 
curva dada por 0 0( , , )f x y z



 no ponto 0P . Finalizamos o capítulo cal-
culando derivadas parciais sucessivas de funções vetoriais. 

Exercícios Propostos

Verifique quais dos conjuntos abaixo são conexos.1) 

2 2 2{( , ) / 2 5 10}A x y x y= ∈ + ≤a) 

3 2 2 2{( , , ) / 3 9 18}B x y z x y z= ∈ + + ≥b) 

Determine o domínio das seguintes funções vetoriais.2) 

2 2( , , ) 4f x y z xi y z j x y k= + + − −
   

a) 

2 2( , , ) ( )g x y z x y i x y j xy k= + + +
   

b)  
1( , )h x y i xy j
x

= +
  

c) 

2 2 2 2( , , ) 2 1p x y z x y i x y j zk= − − + + − +
   

d) 

Determine os seguintes limites.3) 

2 2 2 2

( , ) (0, 1)
lim 2 1

x y
x y i x y j

→ −
− − + − −

 

a) 

( , , ) 0, ,2
2

sen 2lim cos ( )
x y z

x i y j xy z k
x → 

 

+ + +
  

b) 
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2 2 2

( , ) (1,1)

1lim cos
1x y

x x yi j
x x y→

  − −
+     − −   

 

c) 

( , , ) 0,1,
4

lim sen cos( ) tg ( )
x y z

x y i x j yz k
y x → 

 

  + + 
 

  

d) 

Faça uma análise da continuidade das seguintes funções.4) 

2 1sen sen , se 0
( , , )

sen , se 0

xi y y j xz k z
zf x y z

x i y y j z

 + + ≠= 
 + =

  



 

a) 

2( , , ) x yf x y z i x j z k
x y
+

= + +
−

   

b) 

Calcule as derivadas parciais de 1ª ordem das seguintes  5) 
funções.

2 2 2( , , ) 4f x y z zx i yz j x y k= + + − −
   

a) 

( , , ) sen cos ( ) tg ( )x yg x y z i x j yz k
y x

 = + + 
 

   

b) 

2( , , ) x xy xyzh x y z e i e j e k− −= + +
   

c) 

( , ) ( ) lnp x y x y i x y y j= + −
  

d) 

Considere a função 6) 2( , , ) cos ( ) sen ( )f x y z z i y x j y x k= + +
   

.

Descreva a curva obtida quando fazemos a) 2 e 2.y z= =

Represente nesta curva a derivada parcial b) 
f
x

∂
∂



 no ponto 

,1, 2
2

P  
 
 

.

Respostas
1. a) É conexo.

b) É conexo.

2. a) 3 2 2{( , , ) / 4 e 0}D x y z x y z= ∈ + ≤ ≥

b) 3{( , , ) / 0}D x y z y= ∈ ≥



106

c) 2{( , ) / 0}D x y x= ∈ ≠

d) 3 2 2{( , , ) /1 2}D x y z x y= ∈ ≤ + ≤

3. a) i


b) 2 2i k+
 

c) 2 i


d) j k+
 

4. a)  É contínua em 3.

b) É contínua em todo o domínio de f


, ou seja, em 
3{( , , ) / e 0}.x y z x y z∈ ≠ ≥

5. a)

2

2 2 2 2
,0, ; 0, , ; ( , 2 ,0)

4 4
f x f y fz z x yz
x y zx y x y

   ∂ ∂ ∂   = − = − =
   ∂ ∂ ∂− − − −   

  

b)

2 2

2

sen sen cos sen
sen ;

cos ( )

cos ( )

y y y yx y y x
g g zx x x xi x j i k
x xy y y yz

g y k
z yz

       − −       ∂ ∂       = − = +
∂ ∂

∂
=

∂

 

   





c)

22 ; ;x xy xyz xy xyz xyzh h he i ye j yze k xe j xze k xye k
x y z

− − − −∂ ∂ ∂
= − + − = − = −

∂ ∂ ∂

  

     

d) ln ; ln
2

p p x x yy i y j i y j
x y yy

 ∂ ∂ −
= + = + − ∂ ∂  

 

   

6. a) É uma circunferência no plano 2x = .



Capítulo 4
Campos escalares e 
campos vetoriais





Capítulo 4 
Campos escalares e campos vetoriais 

Neste capítulo, aplicaremos métodos vistos nos capítu-
los anteriores a novos conceitos, obtendo resultados que 
encontram muitas aplicações no ramo da Física. Abor-
daremos os campos vetoriais. As principais aplicações 
envolvem campos de velocidade e campos de força, 
sejam de sólidos, líquidos ou gases – assim chamados 
porque a cada partícula da substância associamos um 
vetor velocidade ou um vetor força. De importância pri-
mordial são os campos vetoriais conservativos, porque 
incluem os campos gravitacionais e eletromagnéticos 
(campos de quadrado inverso).

4.1 Campos escalares e campos 
vetoriais

Dada uma região D  do espaço, podemos associar a cada pon-
to de D  uma grandeza escalar (temperatura, pressão, densidade,  
distância...) ou uma grandeza vetorial (força, velocidade, acelera-
ção, posição, deslocamento...).  Dizemos, então, que está definido 
sobre D  um campo escalar ou um campo vetorial, respectiva-
mente. Geralmente identificamos um campo escalar ou vetorial 
com a função escalar ou vetorial que o define.

Definição 4.1. Seja f uma função escalar definida em uma região 
D  contida no 2

  ou no 3
 . A região D , juntamente com as gran-

dezas escalares, imagem de cada ponto de D  pela f , é chamada 
campo escalar.  Dizemos também que f  define um campo escalar 
sobre D .
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Seguem alguns exemplos de campos escalares

Se •	 D  é um sólido no espaço e d  é a densidade em cada ponto 
( , , )x y z D∈ , d  define um campo escalar em D .

Uma piscina •	 P  na forma de um paralelepípedo com base qua-
drangular de lado medindo 3 m e de altura medindo 1,8 m  está 
cheia. Cada partícula da água em P  está sujeita a uma pressão 
que é proporcional à distância desta partícula até a superfície da 
água. Desta forma, definimos uma função escalar p  da água de 
P  em   obtendo, consequentemente, um campo escalar. Como 
exercício, usando coordenadas cartesianas escreva a função p  e 
caracterize seu domínio.

D é uma chapa metálica na forma de círculo com raio •	 r  cuja 
temperatura em cada um de seus pontos é inversamente pro-
porcional a uma unidade somada com sua distância até o cen-
tro do círculo. Isso define uma função escalar T  (que associa a 
cada ponto da chapa a sua temperatura) e um campo escalar. 
Escreva a função T  e o seu domínio.

Definição 4.2. Seja f


 uma função vetorial definida numa região D  
contida no 2

  ou no 3
 . A região D , juntamente com as grandezas 

vetoriais, imagem de cada ponto de D  pela f


, é chamada campo  
vetorial. Dizemos também que f



define um campo vetorial sobre D .

Seguem alguns exemplos de campos vetoriais

Consideremos a função vetorial •	 V


 que associa a cada ponto da 
atmosfera terrestre D  a velocidade do vento neste ponto.  V



 de-
fine um campo vetorial em D , chamado campo de velocidade.

Consideremos •	 D  como o espaço ocupado pela água em um 
riacho. A função que associa a velocidade de cada partícula de 
D  em certo instante também define um campo de velocidade 
em D .

Pela Lei da Gravitação Universal de Newton, a Terra exerce •	
uma força de atração para o seu centro sobre qualquer corpo 
em sua atmosfera. A função que associa essa força a cada pon-
to da atmosfera D  define um campo vetorial em D  chamado 
campo de força.  No caso, esse campo de força é o campo gra-
vitacional da Terra.  
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4.2 Representação geométrica de um 
campo vetorial

A função vetorial dada por ( , ) ( ( , ), ( , ))f x y M x y N x y=


 define um 
campo vetorial no 2

 .  Para representá-lo, introduzimos um sis-
tema de coordenadas no plano xOy  e selecionamos alguns pontos 
( , )x y  do plano e desenhamos os vetores a eles associados com a 
origem do vetor no próprio ponto. É conveniente lembrar que os 
vetores de um campo vetorial são infinitos e que não podemos re-
presentar todos. Assim, a seleção dos pontos deve ser tal que nos dê 
informações sobre o comportamento do campo em geral.

Exemplo 4.1: Considere os campos vetoriais ( , ) ( , )r x y x y=


 e 
( , ) ( , )v x y y x= −


. Analise-os e dê uma possível interpretação física.

Solução: 

Podemos começar produzindo uma tabela com alguns pontos do do-
mínio de r



 e v


 e as suas respectivas imagens. 

( , )x y (1,1) ( 1,1)− ( 1, 1)− − (1, 1)− (3,3) ( 3,3)− ( 3, 3)− − (3, 3)−

r


( , )x y (1,1) ( 1,1)− ( 1, 1)− − (1, 1)− (3,3) ( 3,3)− ( 3, 3)− − (3, 3)−

( 1,1)− ( 1, 1)− − (1, 1)− (1,1) ( 3,3)− ( 3, 3)− − (3, 3)− (3,3)

Na Figura 4.1a e na 4.1b representamos os campos vetoriais r


 e v


 
respectivamente. Note que na Figura 4.1b usamos a propriedade de 
equipolência para deslocar a representação do campo vetorial da ori-
gem para o ponto em que está aplicado o campo. 

Figura 4.1a       Figura 4.1b

Reveja a definição de 
equipolência na Seção 

4.2 do livro de Geometria 
Analítica.

( , )v x y
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Os vetores deste campo vetorial podem representar um campo de 
velocidade de uma roda em movimento conforme a Figura 4.2.

Figura 4.2

Sendo ( , ) ( , )r x y x y=


 a função vetorial que nos dá o vetor posição 
do ponto 2( , )x y ∈ , temos que ( , )r x y



 e ( , )v x y

 são ortogonais 
em cada ponto ( , )x y , pois o produto escalar desses vetores é nulo 
conforme segue:

( , ) ( , ) ( ) 0x y y x xy xy⋅ − = − + = .

Observação 4.1. Na Figura 4.3a, temos uma representação da fun-
ção vetorial ( , )v x y yi x j= − +

  

. Representação similar pode ser pro-
duzida com o auxílio de softwares como o Maple. 

y

x

Figura 4.3a

Na Figura 4.3b, temos não apenas uma representação, mas um ma-
peamento físico de um campo vetorial. Perceba que as linhas de 
campo magnético são mapeadas pelo pó de ferro próximo ao imã, e 
as bússolas indicam a direção e também o sentido desse campo.
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Figura 4.3b

Seguidamente é conveniente indicar campos vetoriais usando a no-
tação do vetor através da função vetorial que fornece o vetor posição 
de um ponto no plano ou no espaço. 

Exemplo 4.2: Da Lei da Gravitação Universal de Newton, se uma 
partícula de massa 0m  está localizada na origem de um sistema co-
ordenado xyz , então a força exercida sobre uma partícula de massa 
m  localizada em ( , , )P x y z  é

0
2( , , ) m mF x y z G u

r
= −

 



,   (4.1)

em que G  é a constante gravitacional, r


 é  o vetor que dá a distância 

entre 0m  e m e 
1u r
r

 
 =
 
 

 


 é um vetor unitário que indica a direção 

da força. Um campo vetorial desta forma é chamado campo de qua-
drado inverso.

Já a Lei de Coulomb diz que uma carga elétrica pontual Q , que 
esteja situada na origem, exercerá sobre uma carga pontual ,q  loca-
lizada em ( , , ),P x y z  uma força 

2( , , ) QqF x y z c u
r

=
 



, 

sendo c  uma constante, r


 e u


 tendo o mesmo significado físico de 
(4.1). Note que a Lei de Coulomb tem a mesma forma da Lei da Gra-
vitação Universal de Newton.  
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Observação 4.2. A Figura 4.4 ilustra alguns vetores de campos veto-
riais quadrados inversos para 0c < .

x

y

z

Figura 4.4

4.3 Derivada direcional e gradiente de 
campo escalar

Definição 4.3. Seja f  uma função escalar (de duas ou mais variáveis). 
O gradiente de f , denotado por “ f∇ ”, é um vetor definido por

( , ) ( , ), ( , )( )x yf x y f x y f x y∇ = , para 2
  e

( , , ) ( , , ), ( , , ), ( , , )( )x y zf x y z f x y z f x y z f x y z∇ = , para 3
 .

Exemplo 4.3:

Seja a funçãoa) 2( , ) y xf x y xe y e= + . Encontre o campo gradiente 
de .f

Solução: 

Para obtermos o gradiente de um campo escalar, basta aplicar o ope-
rador ∇  à respectiva função, como segue:

2( , ) ( , ), ( , ) ( , 2 )( ) y x y x
x yf x y f x y f x y e y e xe ye∇ = = + + .

Seja a função b) 2 2( , , ) 3 sen( ) cos( )f x y z x y z x y z= − + . Encontre o 
campo gradiente de .f

Lembre que ( , )x
ff x y
x
∂

=
∂



115

Solução: 

Seguindo o mesmo raciocínio do Exemplo 4.3a, temos:

2 2

( , , ) ( , , ), ( , , ), ( , , )

6 cos ( ), 3 2 cos( ), sen( ) sen( )

( )
( )

x y zf x y z f x y z f x y z f x y z

xy z x x y z x y z

∇ =

= − + − −

Seja a função c) ( , ) 3 2g x y x y= + . Encontre o campo gradiente  
de .g  

Solução: 

Seguindo o mesmo raciocínio do Exemplo 4.3a e do 4.3b, temos:

( , ) ( , ), ( , ) (3, 2)( )x yg x y g x y g x y∇ = = , 

que está definido por uma função vetorial constante e cuja represen-
tação está esboçada na Figura 4.5.

Figura 4.5

Definição 4.4. Seja f  um campo escalar diferenciável numa vizi-
nhança do ponto 3P∈  e seja u  um vetor unitário qualquer de 3

 . 
A derivada direcional de f  na direção de u  é definida como: 

0

( ) ( )( ) limu t

f P tu f PD f P
t→

+ −
=



, 

se esse limite existir e for finito.

Observação 4.3. ( )uD f P  é a taxa de variação de f  em P , na  
direção de u . 

4.3.1 Cálculo da 

Teorema 4.1. Seja f  um campo escalar diferenciável numa vizi-
nhança do ponto 0 0 0( , , )P x y z  e seja ( , , )u a b c=



 um vetor unitário. 
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Então, 

1( ) ( ) ( ) ( )u
f f fD f P P a P b P c
x y z
∂ ∂ ∂

= ⋅ + ⋅ + ⋅
∂ ∂ ∂

.

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), ( ), ( ) ( , , ) ( )u
f f f f f fD f P P a P b P c P P P a b c f P u
x y z x y z

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= ⋅ + ⋅ + ⋅ = ⋅ = ∇ ⋅ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 



Assim, temos que ( ) ( )uD f P f P u= ∇ ⋅


.

Observação 4.4. ( )uD f P  fornece o coeficiente angular da reta “T ” 
tangente à curva intersecção do gráfico de f  com o plano vertical 
na direção do vetor u . Veja a Figura 4.6.

S

x

z

T P (x,y,z)

P’ (x0,y0,0)

Q (x,y,z)

Q’ (x,y,)

C

yha h
hb

u

Figura 4.6

Exemplo 4.4: Seja 2 3( , )f x y x y= + . Encontre a derivada direcional 
de f  no ponto ( 1,3)−  na direção do vetor (1,2) .

Solução: 

Em primeiro lugar, o vetor (1,2)  não é unitário. Devemos, então, to-
mar o seu versor:

1 2,
5 5

u  =  
 



.

Então, 22 ; 3 ; ( ) 2; ( ) 27f f f fx y P P
x y x y
∂ ∂ ∂ ∂

= = = − =
∂ ∂ ∂ ∂

.

Logo, 
52( )

5uD f P = . 
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Verifique se tomando

2 2 2( , , ) ( ) ( ) ( )f x y z x y y z z x= + + + + + , (2, 1, 2)P = −  e (2, 1, 2)u = −


, 

então teríamos ( ) 12.uD f P =

Observação 4.5. Seja f  um campo escalar diferenciável numa vizi-
nhança do ponto 0 0( , )Q x y  do 2

 . Definimos analogamente, 

0

( ) ( )( ) limu t

f Q tu f QD f Q
t→

+ −
=



,

sendo u  um vetor unitário de 2
 . 

Também de maneira análoga,  calcula-se ( )uD f Q : 

Se ( , )u a b=


, então

( ) ( ) ( )u
f fD f Q Q a Q b
x y
∂ ∂

= ⋅ + ⋅
∂ ∂

.

4.4 Propriedade do vetor gradiente 
(o gradiente como direção de 
máxima variação)

Seja   a medida do ângulo entre os vetores f∇  e u  (unitário). Então, 
 

cos( )f u f u ∇ ⋅ = ∇
 

Como uD f f u= ∇ ⋅


, segue que cos( )uD f f u = ∇


.

uD f  será máxima quando cos( ) 1 = , isto é, quando u  estiver na 
direção e no sentido de f∇ .

O vetor gradiente de uma função aponta na direção e no sentido em 
que a função tem a taxa máxima de variação, que é f∇ .

Exemplo 4.5: A temperatura em cada ponto ( , )x y  de uma placa re-
tangular situada no plano xy  é determinada por 2 2( , )T x y x y= + .
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Ache a taxa de variação da temperatura no ponto a) (3,4)P  na 

direção e no sentido do vetor 
1 3,
2 2

 
  
 

.

Solução: 

Tomando o gradiente da função temperatura, temos: 

( , ) (2 ,2 )T x y x y∇ =
1 3( , ) ( , ) (2 ,2 ) , 3
2 2

( )uD T x y T x y u x y x y
 

= ∇ ⋅ = ⋅ = +  
 



( ) 3 4 3 9,93uD T P = + ≅ .

A taxa de variação da temperatura no ponto P  na direção e no sen-

tido do vetor 
1 3,
2 2

 
  
 

 é aproximadamente 9,93 .

Ache a direção e o sentido em que a taxa de variação da tempe-b) 
ratura no ponto ( 3,1)Q −  é máxima. E qual essa taxa máxima?

Solução: 
( ) ( 6,2)T Q∇ = −

A taxa de variação da temperatura no ponto Q é máxima na direção 
e no sentido do vetor ( ) ( 6,2)T Q∇ = − . A taxa máxima é dada por 

( ) 2 10T Q∇ = .

4.5 Derivada direcional de campo 
vetorial

Definição 4.5. Sejam ( , , )f x y z


 um campo vetorial, um ponto 3P∈  
e uma direção em P , dada por um vetor unitário u



. A derivada  
direcional de f



 na direção de u


 é definida como: 

0

( ) ( )( ) limu t

f P tu f PD f P
t→

+ −
=

  



, 

se este limite existir e for finito.

Considerando as componentes escalares, 1 2 3, ef f f  de f


, pois

1 2 3( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )f x y z f x y z i f x y z j f x y z k= + +
   

, 
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vem:

0

3 31 1 2 2

0 0 0

( ) ( )( ) lim

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )lim lim lim .

u t

t t t

f P tu f PD f P
t

f P tu f Pf P tu f P f P tu f Pi j k
t t t

→

→ → →

+ −
=

     + −+ − + −
= + +     
     

  



 

  

Assim, concluímos que a derivada direcional de f


 em um ponto P  
existe se, e somente se, existem as derivadas direcionais das funções 
escalares 1 2 3, ef f f . 

Exemplo 4.6: Encontre a derivada direcional em ( 2,1)P − , do campo 
vetorial radial ( , ) 2 2f x y xi y j= +

  

, na direção do vetor a i j= +
  

.

Solução: 

Como a


 não é um vetor unitário, determinamos:

1 1
2 2

au i j
a

= = +


  



 
Temos:

1 12 ; ( 2,1) 2f x f i= ∇ − =


•	  

2 22 ; ( 2,1) 2f y f j= ∇ − =


•	 .

Assim, vem:

1 2( 2,1) ( 2,1) ( 2,1)

1 1 1 12 2
2 2 2 2

2 2 .

uD f u f i u f j

i j i i i j j j

i j

   − = ⋅∇ − + ⋅∇ −   
      = + ⋅ + + ⋅      
      

= +

    

       

 

Observação 4.6. Considere um fluido movendo-se em uma região 
D , em regime estacionário, isto é, a “velocidade” em qualquer pon-
to ( , , )P x y z  é independente do tempo. Então, a cada ponto está as-
sociado um vetor ( , , )v x y z



, que é a “velocidade” do fluido em P   
(Figura 4.7). 

“Velocidade”, nesse caso, 
poderia ser pensando 
como a velocidade de 

uma partícula que flutua 
no fluido ou ainda como 

a quantidade de fluido 
que passa pelo ponto  por 

unidade de tempo
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y

x

z

P
 v

Figura 4.7

A derivada direcional de v


 em P , em uma direção dada a


, expres-
sa a variação da “velocidade” do fluido, em P , na direção a



. 

4.6 Campos conservativos

Definição 4.6. Um campo vetorial F


 é conservativo numa região D  
do 2
  ou do 3

  se F f= ∇


, para alguma função escalar f  definida 
em D . Nesse caso, a função f  é chamada função potencial de F



 na 
região ,D  e a imagem de um ponto pertencente à D  pela f  é o po-
tencial neste ponto. 

Observação 4.7. Na Física encontram-se, muitas vezes, campos veto-
riais que se podem escrever como o gradiente de um campo escalar. 
Denominam-se estes campos como campos conservativos. Exemplos de 
campos conservativos são o campo gravitacional e o campo elétrico. 

Exemplo 4.7:  O campo vetorial dado por

 ( , ) 2F x y x i y j= +


 

 

é um campo conservativo, pois existe uma função escalar,

2 21( , ) ,
2

= +f x y x y
tal que, 

( , ) 2 ( , )f x y x i y j F x y∇ = + =


 

.

Mas, como verificar se um campo vetorial é conservativo?

Por enquanto, para saber se um campo vetorial dado é conservativo, 
temos que verificar se ele possui uma função potencial.
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Por exemplo, seja 2( , , ) (10 sen( ), sen( ), 5 )F x y z xz y xy x xy x= +


, F


 será 
conservativo se encontrarmos uma função escalar f  tal que, 

( , , ) ( , , )  ( , , ), ( , , ), ( , , )( )x y zF x y z f x y z f x y z f x y z f x y z= ∇ =


.

Assim,
( , , ) 10 sen( )xf x y z xz y xy= +   (4.2)

( , , ) sen( )yf x y z x xy=   (4.3)

2( , , ) 5 .zf x y z x=   (4.4)

Daí, integrando (4.2) em relação a x , temos:

[ ] 2
1( , , ) ( , , ) 10 sen( ) 5 cos( )xf x y z f x y z dx xz y xy dx x z xy C= = + = − +∫ ∫ , 

em que 1C  é uma constante em relação a x . Porém, 1C  pode depen-
der de y  ou z , isto é, 1 ( , )C g y z=  e, portanto, 

2( , , ) 5 cos( ) ( , ).f x y z x z xy g y z= − +  (4.5)

Derivando (4.5) em relação a y e comparando com (4.3), temos:

sen( ) ( , ) ( , , ) sen( ) ( , ) 0y yx xy g y z f x y z x xy g y z+ = = ⇒ = .

Daí, 

2( , ) ( , ) 0yg y z g y z dy dy C= = =∫ ∫ ,

em que 2C  é constante em relação a x  e a y . Porém, 2C  pode de-
pender de z , ou seja, 2 ( )C h z=  e ( , ) ( )g y z h z= , que substituindo em 
(4.5) vem:

2( , , ) 5 cos( ) ( ).f x y z x z xy h z= − +   (4.6)

Derivando (4.6) em relação a z  e comparando com (4.4), temos:

2 25 ( ) ( , , ) 5 ( ) 0 ( ) ( ) 0 .z z z z zx h z f x y z x h z h z h z dz dz C+ = = ⇒ = ⇒ = = =∫ ∫             

Substituindo em (4.6), obtemos a função potencial

 2( , , ) 5 cos( )f x y z x z xy C= − +  para F


.

Logo, F


 é um campo conservativo.
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Afirmação: “Todo campo vetorial quadrado inverso é conservativo.” 

Como exercício, mostre a afirmação acima, considerando F


 um 
campo vetorial quadrado inverso no 2

 .

Resumo

Neste capítulo, definimos campo escalar e campo vetorial. Defini-
mos e calculamos o vetor gradiente de uma função escalar f  (de 
duas ou mais varáveis). Verificamos que o vetor gradiente de uma 
função aponta na direção e no sentido em que a função tem a taxa 
máxima de variação. Também definimos e calculamos a deriva-
da direcional de f  na direção de um vetor u



 unitário qualquer. 
Apresentamos como identificar se um campo vetorial F



 é ou não 
conservativo.  Para os campos conservativos, determinamos a função 
potencial de F



. Mostramos exemplos na área da Física em que se 
encontram campos conservativos, como o campo gravitacional e o 
campo elétrico (campos de quadrado inverso). 

Exercícios Propostos

Represente graficamente os seguintes campos vetoriais.1) 

2 2( , ) ( ) 2f x y x y i xy j= + +
  

a) 

( , ) ( ) ( )g x y x y i x y j= − + +
  

b) 

( , )h x y y i x j k= − + +
   

c) 

Suponhamos que a temperatura em um ponto 2) ( , , )x y z  do espa-
ço é dada por 2 2 2x y z+ + . Uma partícula P  se move de modo 
que no tempo t  a sua posição é dada por 2 3( , , )t t t .

Identifique a função escalar que nos dá a temperatura em a) 
um ponto qualquer do espaço.

Identifique a função vetorial que descreverá o movimento b) 
da partícula P .
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Determine a temperatura no ponto ocupado pela partícula c) 

em 
1
2

t = . 

Determine o gradiente dos seguintes campos escalares.3) 

( , , )f x y z xy xz yz= + +a) 

( , , )g x y z xyz=b) 

2 2( , , )h x y z z x y= − +c) 

Calcule a derivada direcional da função 4) ( , ) x yf x y e +=  na dire-
ção do vetor v i j= +

  

no ponto (0, 1)P .

Determine a derivada direcional da função 5) ( , )f x y  no ponto 
P  e na direção indicada pelo ângulo  .

2 3 4( , ) , (2, 1),
3

f x y x y y P 
= − =a) 

( , ) 5 , (1, 4),
6

f x y x y P 
= = −b) 

Calcule, usando a definição, a derivada direcional no ponto e 6) 
direção indicados

2 2( , )f x y x y= −a) , (1, 2)P , na direção de 2 2v i j= +
  

.

( , ) 2 3f x y x y= +b) , ( 1, 2)P − , na direção da reta 2y x= . 

( , , ) 2 3f x y z x y z= + −c) , (1,1, 1)P − , na direção do eixo positi-
vo dos y . 

Se a poluição 7) P , em cada ponto, é dada por 

2 2

100( , , ) (%)
1 3

P x y z
x y z

=
+ + +

, determine o sentido que se deve 

seguir, a partir de (2,1,3)S , para alcançar os pontos mais des-
poluídos. Qual a velocidade de despoluição nesta direção?

Calcule a velocidade com que cresce a temperatura 8) 
2( , , ) 40 2T x y z x y= − +  quando se desloca na direção do vetor 

2 3 5v i j k= − +
   

:

a partir de um ponto qualquer.a) 
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a partir do ponto b) (1, 4, 2)P .

A partir do ponto c) (1, 4, 2)P , em que direção esta temperatu-
ra mais cresce? Qual esta velocidade de crescimento?

Represente geometricamente o campo gradiente definido pela 9) 
função dada:

2 2 21( , , ) ( )
6

u x y z x y z= − + +a) 

( , ) 2 4u x y x y= +b) 

Seja 10) 2 2( , ) 2 5f x y x y= + . Represente geometricamente 

0 0( , ),f x y∇  sendo 0 0( , )x y  dado por:

(1, 1)a) 

( 1, 1)−b)     

1 , 3
2

 
 
 

c) 

 Encontre a derivada direcional em 11) P  dos campos vetoriais 
dados, na direção do vetor (2, 1,1)v = −



.

( , , ) 2 5 4 ; (1,1,2)f x y z x i y j k P= + +
   

a) 

( , , ) 2 ; (1,1,0)x y x yg x y z e i e j k P+ −= + +
   

b) 

Seja 12) ( , , ) 2 2 2v x y z x i y j k= + +
   

 o campo de velocidade de um 
fluido em movimento. Determine a variação de v



 no ponto 
(1,1, 2)P , na direção do vetor k−



. 

Verifique se os seguintes campos vetoriais são conservativos 13) 
em algum domínio. Em caso afirmativo, encontre uma função 
potencial.

2( , ) 2f x y xy i x j= +
  

a) 

2

( , ) (2 )x yg x y xe y i x j= +
  

b) 

2 2( , ) x i y jh x y
x y
+

=
+

 



c) 

( , ) (cos sen )xt x y e y i y j= +
  

d) 

( , , ) sen cosp x y z y i x j k= − +
   

e) 
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( , , ) ( )zq x y z e y i x j xy k= + +
   

f) 

2

1( , , ) (2 1)xm x y z i j z k
y y

= − + −
   

g) 

Respostas 

2. a) 2 2 2( , , )f x y z x y z= + +

b) 2 3( )r t t i t j t k= + +
   

c) 
21
64

unidades de temperatura

3. a) ( , , ) ( ) ( ) ( )f x y z y z i x z j x y k∇ = + + + + +
  

b) ( , , )
2 2 2

yz xz xyg x y z i j k
xyz xyz xyz

∇ = + +
  

c) 
2 2 2 2

( , , ) x yh x y z i j k
x y x y

∇ = − − +
+ +

  

4. 2 e

5. a) 2 4 3+

b)
515

2
−

6. a) 2−

b) 
8 5

5

c) 3

7. Sentido do vetor: (4,6,1) ; velocidade 
100 53

121
v =  unidades de 

velocidade

8. a)  
4 6

38
y− −

b) 
28
38

−



c) Direção do vetor ( 1, 4,0)− ; velocidade: 2 17  unidades de  
velocidade

11. a) 
2 6 5 6

3 6
i j−
 

b) 
2 3
6 6

e i j+
 

12. 0


13. a) Conservativo: 2( , )f x y x y C= +  (C : constante).

b) Conservativo:  
2

( , ) x yg x y e C= + .

c) Conservativo: 2 21( , ) ln ( )
2

h x y x y C= + + .

d) Não conservativo.

e) Não conservativo.

f) Conservativo: ( , , ) zq x y z xye C= + .

g) Conservativo: 2( , , ) xm x y z z z C
y

= + − + . 



Capítulo 5
Integrais de linha





Capítulo 5
Integrais de linha

As integrais de linha são também chamadas integrais 
curvilíneas. Neste capítulo, vamos apresentar as inte-
grais de linha de campo escalar e de campo vetorial. A 
integral de linha constitui uma generalização da inte-
gral definida de uma função sobre um intervalo fecha-
do. Vamos calcular a integral definida de uma função 
sobre uma curva qualquer ou uma linha qualquer que 
pode ser plana ou espacial, por isso é chamada de inte-
gral de linha.

5.1 Integral de linha de campo 
escalar

Definição 5.1. Seja C  uma curva suave, orientada, com ponto ini-
cial A  e ponto terminal .B  

Seja ( , )f x y  um campo escalar definido em cada ponto de .C  

Dividimos C  em n  pequenos arcos pelos pontos

 0 1 1, ,..., , ,..., .i i nA P P P P P B−= =

Denotamos por is∆  o comprimento do arco 1 .i iP P−  

Em cada arco 1i iP P− , escolhemos um ponto * *
,( ).i i iQ x y=  Veja a  

Figura 5.1.
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y

x

A = P0
P1 Pi−1 Qi Pi

B = Pn

a = t0
t1 ti−1 ti

ti

b = tn
t

∆si

*

 Figura 5.1

A integral de linha de f  ao longo de ,C  de A  até ,B  denotada por   

( , ) ,
C

f x y ds∫  é definida por 

* *

1 1
( , ) lim ( ) lim ( , )

n n

i i i i iC n ni i
f x y ds f Q s f x y s

→+∞ →+∞
= =

= ∆ = ∆∑ ∑∫ . (5.1)

Observações:

O valor da integral de linha não depende da parametrização 1) 
da curva, desde que cada ponto da curva seja atingido uma 
única vez quando " "t  cresce da " "a  para " ".b  

Como para as integrais de funções de uma variável real, po-2) 
demos interpretar a integral de linha de uma função positiva 

como uma área. De fato, se ( , ) 0,f x y ≥  ( , )
C

f x y ds∫  representa 

a área de um lado da “cerca” ou “cortina” cuja base é C  e cuja 
altura acima do ponto ( , )x y  é ( , ).f x y  Veja a Figura 5.2.

0

z

C

x

f (x,y)

(x,y)

y

 Figura 5.2 
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5.1.1 Cálculo da integral de linha de campo 
escalar no plano

1º Caso: A curva C  é definida na forma vetorial ( ) ( ) ( ) .r t x t i y t j= +
  

 

O comprimento do arco 1i iP P−  é  ' * 2 ' * 2( ( )) ( ( ))i i is x t y t t∆ = + ∆ i .

Para algum *
it  no intervalo 1[ , ]i it t− , o ponto * *

,( )i i iQ x y=  tem como 

vetor posição o vetor  * * *ˆ ˆ( ) ( ( ) , ( ( ) ).i i ir t x t i y t j=


Assim, a equação (5.1) pode ser escrita na forma

* * ' * 2 ' * 2

1
( , ) lim ( ( ), ( )) ( ( )) ( ( )) .

n

i i i i iC n i
f x y ds f x t y t x t y t t

→+∞
=

= + ∆∑∫      (5.2)

O resultado em (5.2) é reconhecido como limite de uma soma de 
Riemann.

Portanto,

' 2 ' 2( , ) ( ( ), ( )) ( ( )) ( ( ))
b

C a
f x y ds f x t y t x t y t dt= +∫ ∫  (5.3)

ou
'( , ) ( ( )) ( ) .

b

c a
f x y ds f r t r t dt=∫ ∫





 (5.4)

Exemplo 5.1: Calcule 2(2 ) ,
c

x y ds+∫  em que C  é a metade superior 

do círculo unitário 2 2 1.x y+ =  

Solução: 

A curva C  é ilustrada na Figura 5.3.

−1 1

x2 + y 2 = 1
(y  ≥ 0)

x

y

0

Figura 5.3 
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As equações paramétricas de C  são cos( )x t=  e sen( )y t=  para   
0 ,t≤ ≤   pois C  é a metade superior do círculo 2 2 1.x y+ =  

Então,

2 2 2 2

0
(2 ) (2 cos ( )sen( )) ( (́ )) ( (́ ))

C
x y ds t t x t y t dt


+ = + +∫ ∫

 2 2 2

0
(2 cos ( )sen( )) sen ( ) cos ( )t t t t dt


= + +∫
2

0
(2 cos ( )sen( ))t t dt


= +∫  

= 
3

0

cos ( )2
3

tt


 
− 

 
22
3

= + .

Suponha agora que C  seja uma curva suave por partes, ou seja, C  é 
a união de um número finito de curvas suaves 1 2, ,..., ,nC C C  em que 
(como mostra a Figura 5.4) o ponto terminal de 1iC −  é o ponto inicial 
de .iC  Então, definimos a integral de f  ao longo de C  como a soma 
das integrais de f  ao longo de cada trecho suave de .C   

Nesse caso,  

1 2

( , ) ( , ) ( , ) ... ( , ) .
nC C C C

f x y ds f x y ds f x y ds f x y ds= + + +∫ ∫ ∫ ∫  

x

y

C1

C2

C3

C4

C5

0

Figura 5.4

2º Caso: A curva C  é definida por uma função explícita.

Se a curva C  for definida por uma função explícita ( ),y f x=  
,a x b≤ ≤  podemos utilizar x  como parâmetro na equação (5.3). 

Assim, ' 2( , ) ( , ( )) 1 ( ( )) .
b

C a
g x y ds g x f x f x dx= +∫ ∫  
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A integral ( , )
C

f x y ds∫  também pode ser representada por

 [ ( , ) ( , ) ].
C

P x y dx Q x y dy+∫   

Nesse caso, podemos parametrizar a curva C  e resolver a integral 
na variável t  ou escrever a integral na variável x  ou na variável y   
e resolvê-la.

Exemplo 5.2: Calcule 2 ,
C

xydx x dy+∫  em que C  é dada por 3,y x=  
1 2.x− ≤ ≤    

Solução: 

A curva C  é ilustrada na Figura 5.5.

Como C  está definida pela função explícita 3,y x=  podemos utilizar   
x  como parâmetro.

Usando 23dy x dx= , temos:

 

22 3 2 2

1
(3 )

C
y dy

xydx x dy x x dx x x dx
−

+ = +∫ ∫   

2 4

1
4x dx

−
= ∫

25

1

4 132
5 5

x
−

= = .

Exemplo 5.3: Calcule 2 2 ,
C

y dx x dy−∫  em que C  é formada pelo arco 

de parábola 2y x=  de (0,0)  a (1,1)  seguido pelo segmento de reta 
horizontal de (1,1)  a  (3,1) 

A curva C  está indicada na Figura 5.6.

1

1

3
x

y

C

 Figura 5.6 

x

y
8




C

Figura 5.5
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Solução: 

Como C  é suave por partes, expressamos a integral dada no exemplo 
como uma soma de integrais.

Simbolicamente, escrevemos

1 2

,= +∫ ∫ ∫C C C

em que 1C  é o arco da parábola 2y x=  de (0,0)  a (1,1)  e 2C  é o 
segmento de reta de equação 1y =  de (1,1)  a (1,3).  

Cálculo da integral sobre •	 1C :

Utilizando x  como parâmetro, temos 2 .dy xdx=  

Assim, 
12 2 4 2

0
2

C
y dx x dy x dx x xdx− = −∫ ∫  

1 4 3

0
( 2 )x x dx= −∫  

15 4

0

32
5 4 10
x x 

= − = − 
 

.

Cálculo da integral sobre •	 2C :

Utilizando x  como parâmetro e como 1y = , temos que 0.dy =  

Assim, 
2

3 3 32 2 2
11 1

1 0 2.
C

y dx x dy dx x dx x− = − = = =∫ ∫ ∫  

Logo, 2 2 3 172 .
10 10C

y dx x dy− = − + =∫  

5.1.2 Cálculo de integrais de linha de campo 
escalar no espaço

Suponhamos agora que C  seja uma curva espacial suave dada pelas 
equações paramétricas ( ); ( ); ( );x x t y y t z z t a t b= = = ≤ ≤  ou pela 
equação vetorial ( ) ( ) ( ) ( ) .r t x t i y t j z t k= + +

   

 

Se f  é uma função de três variáveis que é contínua em " ",C  então de-
finimos a integral de linha de f  ao longo de C (com relação ao com-
primento de arco) de modo semelhante ao feito para curvas planas.

Assim, * * *

1
( , , ) lim ( , , )

n

i i iC n i
f x y z ds f x y z s

→∞
=

= ∆∑∫  

2 2 2( ( ), ( ), ( )) ( (́ )) ( (́ )) ( (́ )) .
b

a
f x t y t z t x t y t z t dt= +∫
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Compactamente

'( , , ) ( ( )) ( ) .
b

C a
f x y z ds f r t r t dt=∫ ∫





Para o caso especial quando ( , , ) 1f x y z = , temos

' ( ) ,
b

C a
ds r t dt L= =∫ ∫



em que L  é o comprimento da curva .C  

Como nas integrais de linha no plano, podemos calcular integrais 
de linha no espaço da forma

( , , ) ( , , ) ( , , )
C

P x y z dx Q x y z dy R x y z dz+ +∫
escrevendo , , , ,x y z dx dy e dz em termos do parâmetro " "t  ou esco-
lhendo uma das variáveis, x , y  ou ,z  como variável de integração.

Exemplo 5.4: Calcule sen( ) ,
C

y z ds∫   em que C  é a hélice circular dada 

pelas equações: cos( );x t=  sen( );y t=  ;z t=  0 2 .t ≤ ≤     

Solução: 
2 2 2 2

0
sen( ) sen( )sen( ) ( (́ )) ( (́ )) ( (́ ))

C
y z ds t t x t y t z t dt


= + +∫ ∫

2 2 2 2

0
sen ( ) ( sen( )) (cos( )) 1t t t dt


= − + +∫
2 2

0
2 sen ( )t dt


= ∫

2

0

2 sen(2 ) 2
2 2

tt


 = − = 
 

A Figura 5.7 ilustra a curva .C  

Exemplo 5.5: Calcule a integral ,
C

ydx zdy xdz+ +∫  em que C  é a cur-
va definida pelas equações paramétricas ,x t=  2y t=  e 3z t=  para 
0 1.t≤ ≤  

Solução: 

  

1 2 3 2

0
2 3

C
dx dy dz

ydx zdy xdz t dt t tdt t t dt+ + = + +∫ ∫  
1 2 4 3

0
( 2 3 )t t t dt= + +∫

13 5 4

0

1 2 3 892 3
3 5 4 3 5 4 60
t t t 

= + + = + + = 
 

 .

y

z

x

Figura 5.7
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5.2 Integral de linha de campo vetorial
Definição 5.2. Seja f



 um campo vetorial contínuo definido sobre 
uma curva suave C  definida por ( );r t



 .a t b≤ ≤   

A integral de linha de f


 sobre ,C  denotada por ,
C

f d r∫
 

 é definida por

'

1
lim ( ( )) ( )

n

i i iC n i
f d r f r t r t t

→∞
=

= ⋅ ∆∑∫
    

.

A hipótese de continuidade garante que o limite sempre vai existir.

Assim, 
'

( ( )) ( ) .
b

C a
f d r f r t r t dt= ⋅∫ ∫
    

 (5.5)

Poderíamos atribuir algum significado físico para uma integral de 
linha de campo vetorial?

Suponhamos um campo vetorial ( , , )f f x y z=
 

 atuando em cada 
ponto de uma curva suave C  definida por ( ) ( ) ( ) ( )r t x t i y t j z t k= + +

   

, 
,a t b≤ ≤  que varia tanto em magnitude quanto em direção. Veja a 

Figura 5.8.

a = t0 t1 ti − 1 ti

t1

tn = b

A = P0

0

r (ti )

P1

P2

Pi − 1 Pi Pi

B = Pn

C

*

**

Figura 5.8 

Poderíamos pensar em uma situação física na qual a trajetória de 
uma partícula submetida à força f



 seria a curva ,C  que vai de  A  
para .B  

Sabemos que, se a partícula se desloca de A  para B  ao longo de 
uma linha reta, então o trabalho w  feito por uma força constante f



  
é ,w f AB= ⋅

 

 ou seja, é o produto escalar do vetor força f


 pelo vetor 
AB


 deslocamento.
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Podemos usar essa informação para determinar o trabalho feito por   
f


 ao longo da curva .C  

Como mostra a Figura 5.8, a curva C  foi dividida em subarcos 1i iP P−  
com comprimento .is∆  

Destacamos da Figura 5.8 o arco 1i iP P−  para melhorar o entendimento.

f (P )

Pi
Pi

Pi − 1

T (ti )

*

*
*

 Figura 5.9

Seja * * * *( , , )i i i iP x y z=   um ponto qualquer do arco 1i iP P−  corresponden-
do ao valor do parâmetro  

Como is∆  é pequeno, o movimento da partícula de 1iP−  para iP  em   
C  se processa aproximadamente na direção de *( ),iT t



 vetor tangen-
te, unitário, a *.iP  

Então, o trabalho iw  feito pela força f


 para deslocar a partícula de   

1iP−  para iP  é
* *( )( ( ))i i i iw f P s T t= ∆

 

e o trabalho w  total executado para deslocar a partícula ao longo de   
C  de A  para B  é 

 
* *

1
lim ( ) ( )

n

i i in i
w f P T t s

→+∞
=

= ∆∑
 

* * * *

1
lim ( , , ) ( )

n

i i i i in i
f x y z T t s

→+∞
=

= ∆∑
 

.

O trabalho w  é o limite de uma soma de Riemann, então

( , , ) .
b

a
w f x y z Tds= ∫

 

 
(5.6)
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Se C  é definida pela equação vetorial ( ) ( ) ( ) ( ) ,r t x y i y t j z t z= + +
   

 
,a t b≤ ≤  então *( )ir t



 é o vetor posição do ponto *,iP  e o vetor tan-

gente, unitário em *,iP  é dado por 
*

*

(́ ) .
(́ )

i

i

r t
r t



  Da equação (5.4), podemos 

escrever a equação (5.6) como

(́ )( ( )) (́ )
(́ )

b

a

r tw f r t r t dt
r t

= ∫


  



( ( )) (́ )
b

a
w f r t r t dt= ∫

  

 (5.7)

Portanto, a integral de linha 
C

f d r∫
 

 definida em (5.5) nos dá o  

trabalho realizado por uma força f


 para deslocar uma partícula ao 
longo de uma curva.

Exemplo 5.6: Calcule o trabalho realizado pela força ( , )f x y yi x j= +
  

 
newtons (N) , ao longo da curva ,C  definida por lny x=  metros 
(m) , do marco (1,0) m   para o marco ( ,1)e m .

Solução: 

Fazendo ,x t=  obtemos as equações paramétricas de ,C  dadas por   
x t=  e ln .y t=  
A equação vetorial de C  é ( ) ln ,r t ti t j= +

  

 1 .t e≤ ≤   

1
( ( )) (́ )

e
w f r t r t dt= ∫

  

 

Como ( ( )) lnf r t ti t j= +
   

, 
1(́ )r t i j
t

= +
  

 e ( ( )) (́ ) ln 1f r t r t t⋅ = +
  

,  
temos

1
(ln 1)

e
w t dt= +∫  

1
( ln ) 1 Nm.et t t= − =

Exemplo 5.7: Calcule 
C

f d r∫
 

 para ( , , )f x y z yzi xz j xyk= + +
   

 ao lon-

go da curva dada por 3 2( )r t t i t j tk= + +
   

 para 1 3.t≤ ≤  

Solução: 

3

1
( ( )) (́ )

C
f d r f r t r t dt= ⋅∫ ∫
    

 

Como 2 3 3 2 3 4 5( ( ))f r t t ti t t j t t k t i t j t k= + + = + +

      

, 

Esta não é a única 
interpretação física possível 
para integrais de campos 
vetoriais conforme veremos 
no próximo capítulo.
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2(́ ) 3 2r t t i t j k= + +


  

 e

5 5 5 5( ( )) '( ) 3 2 6f r t r t t t t t= + + =
  

, temos que
363 35 6

11
1

6 6 728
6C

tf d r t dt t= = = =∫ ∫
 

 .

Exemplo 5.8: Calcule 
C

f dr∫




 para 2 2( , ) 2 ( ) ,f x y xyi x y j= + +
  

 sendo   

C  o segmento de reta que vai da origem ao ponto (1,1).A  

Solução: 

Primeiro vamos parametrizar .C  

O vetor diretor de C  é o vetor (1,1),OA =


 em que 0 (0,0).=   

Então, C  pode ser definida pela equação vetorial ( ) (0,0)  r t OA t= +
 

, 
de onde temos que

( )r t ti t j= +
  

 para 0 1.t≤ ≤  

Para 0,t =  temos o ponto 0 (0,0)=  e para 1,t =  temos o ponto 
(1,1).A   

Assim,

 
1

0
( ( )) (́ ) .

C
f d r f r t r t dt= ⋅∫ ∫
    

 

Como

 2 2( ( )) 2 2f r t t i t j= +
   

, (́ )r t i j= +
  

 

e 

2 2 2( ( )) (́ ) 2 2 4f r t r t t t t⋅ = + =
  

,

 segue que 
131 2

0
0

44 4 .
3 3C

tf d r t dt= = =∫ ∫
 

 

Teorema 5.1 (Teorema Fundamental para Integrais de Linha). Seja   
C  uma curva suave dada pela função vetorial ( ); .r t a t b≤ ≤



 

Seja U  uma função diferenciável de duas ou três variáveis cujo ve-
tor gradiente U∇  é contínuo em .C  Então,

( ( )) ( ( ))
C

Udr U r b U r a∇ = −∫
  

.
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O teorema nos diz que, para calcular a integral de linha de um cam-
po vetorial conservativo U∇  sobre ,C  basta apenas o valor de U  
nos pontos terminais de .C  

Demonstração: 

Sejam ( , , )U U x y z=  e :{ ( ) ( ) ( ) ( ) ;  C r t x t i y t j z t k a t b= + + ≤ ≤
   

.

Então,

(́ )
b

a
Udr U r t dt∇ = ∇ ⋅∫ ∫
 

, , , ,
b

a

U U U dx dy dz dt
x y z dt dt dt

 ∂ ∂ ∂  =   ∂ ∂ ∂   
∫

b

a

U dx U dy U dz dt
x dt y dt z dt

 ∂ ∂ ∂
= + + ∂ ∂ ∂ 
∫

( ( ( )))b

a

d U r t dt
dt

= ∫


( ( )) ( ( )) ( ( ))
b

a
U r t U r b U r a= = −
  

.

Observação. Seja C  um caminho unindo o ponto A  ao ponto .B  Se 
o ponto A  tem ( )r a



 como vetor posição e o ponto B  tem ( )r b


 como 
vetor posição, então:

.

Exemplo 5.9: Calcule 
C

f d r∫
 

 usando o Teorema Fundamental, em 

que ( , ) ( 2 )f x y yi x y j= + +
  

 e C  é a semicircunferência, indicada na 
Figura 5.10, que começa em (0,1)  e termina em (2,1).  

Solução: 

Veja a Figura 5.10, que representa a curva C.

x

A B

2

y

C

 
Figura 5.10 

Alguns livros de Física 
chamam esse teorema 
de Teorema Trabalho-
Energia  w U= ∆ . Nesse 
caso, temos uma relação 
entre a variação da energia 
potencial gravitacional 

( ) ( )U U B U A∆ = − , a função 
força gravitacional que 
é dada por U∇  e, como 
vimos anteriormente, o 
trabalho .

b

a
w U dr= ∇ ⋅∫



  

Interpretando de uma 
forma geral, o gradiente 
de um campo escalar 
U  representa a taxa de 
variação desse campo em 
uma determinada direção, 
assim, a integração dessa 
taxa de variação nos 
fornecerá a variação total.
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Devemos encontrar, se possível, uma função ( , ),x y  tal que 
( , ) ( , ).x y f x y∇ =



 

Já vimos que ( , ) , ( , ( 2 )).x y y x y
x y
 


 ∂ ∂

∇ = = + ∂ ∂ 
 

y
x
∂
= ⇒

∂
 ( , ) ( )x y ydx yx c y = = +∫    

' ( ) 2x c y x x y
y
∂

= + = + ⇒
∂


 ' 2( ) 2 ( ) .c y y c y y c= ⇒ = +

Segue que 2( , ) .x y yx y c= + +  

Assim, ( ) ( ) (2 1) (0 1) 2.
C

f d r B A= − = + − + =∫
 

   

Exemplo 5.10: Calcule 
C

f d r∫
 

 usando o Teorema Fundamen-

tal, em que 2 2( , ) (1 2 )y yf x y e i xe j= + +
  

 e C  é definida por 

( ) (1 ) ; 0 1.tr t te i t j t= + + ≤ ≤
  

 

Solução: 

Devemos encontrar, se possível, uma função ( , ),x y  tal que 
( , ) ( , ).x y f x y∇ =



 

2 ye
x
∂
=

∂
 e 2 ' 22 ( ) 1 2 .y ye x c y xe

y
∂

= + = +
∂


 

Segue que ' ( ) 1 ( )c y c y y c= ⇒ = +  e 2( , ) .yx y e x y c= + +  

Então, 

5 5( (1)) ( (0)) ( , 2) (0,1) ( 2) (1) 1.
C

f d r r r e e e= − = − = + − = +∫
   

     

Logo,  5 1.
C

f d r e= +∫
 

5.2.1 Independência do caminho

O valor de uma integral de linha geralmente depende da curva ou 
do caminho entre dois pontos A  e .B  Entretanto, há exceções.

Existem integrais de linha que são independentes do caminho entre   
A  e B .
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Exemplo 5.11: Calcule 
C

ydx xdy+∫ , em que C :

é o segmento de reta que vai do ponto a) (0,0)  ao ponto (1,1).  

Solução: 

C  é definida na forma explícita pela equação y x= .

Utilizando x  como parâmetro, temos dy dx=  

1

0C
ydx xdy xdx xdx+ = +∫ ∫

121

0
0

2 2 1.
2
xxdx= = =∫

Cb)  é definida pela equação 3.y x= , do ponto (0,0) ao ponto (1,1).

Solução: 

Utilizando x  como parâmetro, temos 23dy x dx=  

1 3 2

0
3

C
ydx xdy x dx x x dx+ = +∫ ∫  

141 3

0
0

4 4 1.
4
xx dx= = =∫

Concluímos que a integral 
C

ydx xdy+∫  tem o mesmo valor em cada 
caminho entre (0,0)  e (1,1).  

Nesse caso, é chamada integral independente do caminho.

A seguir vamos apresentar alguns resultados que garantem que 
uma integral é independente do caminho.

Teorema 5.2. A integral 
C

f d r∫
 

 é independente do caminho em D  

se, e somente se, 0
C

f d r =∫
 

 para todo caminho fechado C  em .D  

Demonstração: 

Sejam 1C  e 2C  dois caminhos quaisquer que unem os pontos A  e .B    
Veja a Figura 5.11. Então, 1 2( )C C C= ∪ −  é um caminho fechado.

i) 
C

f d r∫
 

 é independente do caminho 0
C

f d r⇒ =∫
 

 (curva C   

fechada).

Esse teorema pode ser 
interpretado fisicamente 
da seguinte forma: 
Para dizermos que o 
trabalho realizado por 
uma determinada força 
independe do caminho, 
então o trabalho realizado 
por essa força deve ser 
nulo no deslocamento de 
uma partícula por qualquer 
caminho que retorne ao 
ponto inicial.
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Por hipótese 
1 2

,
C C

f d r f d r=∫ ∫
   

 então

1 2 1 2 1 1

0
C C C C C C C

f d r f d r f d r f d r f d r f d r f d r
−

= + = − = − =∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫
             

.

A

B

C2

C1

 Figura 5.11

Observação: Se " "C  é uma curva fechada, representa-se a 
C

f d r∫
 

 
por .

C

f d r∫
 



 

ii) Temos 0
C

C

f d r f d r= ⇒∫ ∫
   



 é independente do caminho.

1 2 1 2

0
C C C C C

f d r f d r f d r f d r f d r
−

= = + = −∫ ∫ ∫ ∫ ∫
         

  

Logo, 
1 2C C

f d r f d r= =∫ ∫
   

 e, então, 
C

f d r∫
 

 é independente do caminho.

Teorema 5.3. Se 1 2 3( , , )f f f f=


 é um campo vetorial contínuo e em um domínio 
conexo 3,D ⊂  são equivalentes as três afirmativas que seguem:

f


i)  é o gradiente de uma função   em D , ou seja, f


 é conser-
vativo em .D  

A integral de linha de ii) f


 é independente do caminho de inte-
gração .D  

A integral de linha de iii) f


 ao redor de todo caminho fechado 
simples em D  é igual a zero.

Exemplo 5.12: Mostre que a integral 

2 3 3 4 2(2 12 ) (4 9 )
C

y x y dx xy x y dy− + −∫  é independente do caminho e 

calcule essa integral, sendo C  qualquer caminho de (1,1)  a (3,2).  

Reveja a Definição 3.7 no 
Capítulo 3.
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Solução: 

1 2 ,
C C

f d r f dx f dy= +∫ ∫
 

 

em que 

1 2( , )f f f=


.

Nesse caso, 2 3 3 4 2( , ) (2 12 ) (4 9 )f x y y x y i xy x y j= − + −
  

, 2( )D f =


   
é simplesmente conexo (não contém buracos).

Verificando se o campo f


 é conservativo:

3 2 3 21 24 36 ; 4 36 ;f fy x y y x y
y x

∂ ∂
= − = −

∂ ∂
 

1 2f f f
y x
∂ ∂

= ⇒
∂ ∂



 é conservativo.

Então, existe uma função ( , ),x y  tal que ( , ) ( , ).x y f x y∇ =


 

Portanto, pelo Teorema 5.3, 2 3 3 4 2(2 12 ) (4 9 )
C

y x y dx xy x y dy− + −∫  é 

independente do caminho em 2.  

Vamos encontrar a função ( , )x y  e usar o Teorema Fundamental 
para integrais de linha.

2 3 3( , ) ( , ) 2 12x y f x y y x y
x



∂

∇ = ⇒ = −
∂



 e 4 24 9 .xy x y
y
∂
= −

∂
 

2 3 32 12y x y
x
∂
= − ⇒

∂
 2 3 3( , ) (2 12 )x y y x y dx = −∫

2 4 32 3 ( )y x x y c y= − +
   

4 2 4 24 9 (́ ) 4 9 .xy x y c y xy x y
y
∂
= − + = −

∂
 

Então, (́ ) 0c y =  e ( )c y k=  (constante).

Assim, 2 4 3( , ) (2 3 )x y y x x y k = − +  e

2 3 3 4 2(2 12 ) (4 9 ) (3,2) (1,1) 1920 1 1921.
C

y x y dx xy x y dy  − + − = − = + =∫
 

Exemplo 5.13: Mostre que 

3 2( ) ( 3 ) (9 1)
C

y yz dx x z xz dy yz xy dz+ + + + + + −∫  

é independente do caminho entre os pontos (1,1,1)  e (2,1,4)  e calcu-
le a integral.
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Solução: 

O campo vetorial nesse exemplo é  

3 2( , , ) ( , 3 ,9 1).f x y z y yz x z xz yz xy= + + + + −


3( )D f =


  é simplesmente conexo.

Sendo 1 ,f y yz= +  3
2 3f x z xz= + +  e 2

3 9 1,f yz xy= + −  segue que

1 1 ,f z
y
∂

= +
∂

 1 ,f y
z

∂
=

∂
 2 1 ,f z

x
∂

= +
∂

 

22 9 ,f z x
z

∂
= +

∂
 3 ,f y

x
∂

=
∂

 23 9 .f z x
y

∂
= +

∂

Como 1 2 ,f f
y x
∂ ∂

=
∂ ∂

 1 3 ,f f
z x

∂ ∂
=

∂ ∂
 32 ff

z y
∂∂

=
∂ ∂

 e ( )D f


 é simplesmente co-

nexo, temos que f


  é um campo conservativo.

Portanto, existe uma função ( , , ),x y z  tal que

 ( , , ) ( , , ).x y z f x y z∇ =


 

Vamos encontrar a função ( , , )x y z  e aplicar o Teorema Fundamental 
para integrais de linha para calcular a integral indicada no exemplo.

1f y yz
x
∂
= = + ⇒

∂
 

( , , ) ( )x y z y yz dx = +∫

( , , )x y z ( ) ( , )y yz x c y z= + +    (*)

3
2(1 ) ( , ) 3cz x y z f x z xz

y y
∂ ∂

= + + = = + +
∂ ∂


3( , ) 3c y z z
y
∂

=
∂

 

3 3( , ) 3 3 ( ).c y z z dy z y c z= = +∫   (**)

Substituindo (**) em (*), temos
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3( , , ) ( ) 3 ( )x y z y yz x z y c z= + + +  

2 2
39 '( ) 9 1yx z y c z f yz xy

z
∂

= + + = = + −
∂


 

'( ) 1 ( )c z c z z c= − ⇒ = − +  .

Assim, 3( , , ) ( ) 9x y z y yz x x y z c = + + − +  

3 2( ) ( 3 ) (9 1) (2,1,4) (1,1,1) 198 4 194.
C

y yz dx x z xz dy yz xy dz  + + + + + + − = − = − =∫

Exemplo 5.14: Verifique se 
C

f d r∫
 

  é independente do caminho para 

2 2 2 2,y xf
x y x y

 
= − + + 



 e calcule a integral considerando C  com 

sendo a circunferência centrada na origem e com raio 2r = , no sen-
tido anti-horário. 

Solução: 

2( ) {( , ) | 0D f x y x= ∈ ≠


  e 0}y ≠  e C  é definida pela equação     
2 2 4.x y+ =   C  está sempre contida num domínio que contém a 

origem. Veja a Figura 5.12.

As funções 1 2 2

yf
x y

=
+

 e 2 2 2

xf
x y

= −
+

 não são contínuas num 

domínio que contém a origem. Nesse caso, não podemos aplicar o 
Teorema 5.3.

Vamos parametrizar C  e calcular a integral indicada pela definição
1

0

( ( )) ( )
t

t
C

f d r f r t r t dt′= ⋅∫ ∫
    



:{ ( ) 4cos( ) sen( ) , 0 2 .C r t t i t j t = + ≤ ≤
  

  

sen( ) cos( )( ( )) ,
4 4

t tf r t  = − 
 

 

 

(́ ) 4sen( ) 4cos( )r t t i t j= − +
  

  

2 2 2

0
( sen ( ) cos ( ))

C

f d r t t dt


= − −∫ ∫
 

  

2 2 2

0
(sen ( ) cos ( ))t t dt


= − +∫      

2 2

00
2 .dt t

 
= − = − = −∫

y

x20

Figura 5.12



147

Como 0,
C

f d r ≠∫
 



 temos que 
C

f d r∫
 



 é dependente do caminho em um 

domínio que contém a origem (foi usada a negação do Teorema 5.3).

Exemplo 5.15: Calcule 2 2(2 4) ( ) 2 ,
C

xy dx x y dy zydz+ + + +∫  sendo C  

definida por ( ) cos( ) sen( )r t t i t j k= + +
   

 para 0 2 .t ≤ ≤  

Solução: 

Temos que 3( )D f =  , ou seja, o domínio é simplesmente conexo.

Do enunciado temos 1 2 4f xy= + , 2 2
2f x z= + , 3 2f zy= , assim:

1 2f x
y
∂

=
∂

, 1 0f
z

∂
=

∂
, 2 2 ,f z

z
∂

=
∂

 2 2 ,f x
x

∂
=

∂
 3 0f

x
∂

=
∂

 e 3 2f z
y

∂
=

∂
 são con-

tínuas no domínio de .f  

Como 1 2f f
y x
∂ ∂

=
∂ ∂

, 1 3f f
y x
∂ ∂

=
∂ ∂

 e 2 2f f
z y

∂ ∂
=

∂ ∂
, temos que f



 é conservativo.

Portanto, se f


 é conservativo, pelo Teorema 5.3,

2 2(2 4) ( ) (2 ) 0.
C

xy dx x y dy zy dz+ + + + =∫  

5.2.2 Teorema de Green

Um dos teoremas mais importantes no cálculo vetorial relaciona uma 
integral de linha em termo de uma curva fechada simples, suave por 
partes, a uma integral dupla sobre a região limitada pela curva.

Teorema 5.4 (Teorema de Green). Suponha que C  seja uma curva 
fechada simples, suave por partes, limitada em uma região .R  Se       

1,f  2,f  1f
y
∂
∂

 e 2f
x

∂
∂

 forem contínuas em ,R  então,

2 1
1 2 .

C R

f ff dx f dy dA
x y

 ∂ ∂
+ = − ∂ ∂ 

∫ ∫∫

 

Exemplo 5.16: Calcule 2 2( ) (2 )
C

x y dx y x dy− + −∫  aplicando o Teore-

ma de Green, em que C  consiste no contorno da região, no primeiro 
quadrante, que está limitada pelos gráficos de 2y x=  e 3.y x=  
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Solução: 

C é uma curva suave por partes. Veja a Figura 5.13.

y

x

yx2 yx3

1

1
R

C

   Figura 5.13

3 2

0 1x
R

x y x
≤ ≤

= 
≤ ≤  

Como as funções 2 2
1 ,f x y= −  2 2 ,f y x= −  1 2f y

y
∂

= −
∂

 e 2 1f
x

∂
= −

∂
  

são contínuas, podemos aplicar o Teorema de Green para calcular a 
integral indicada.

2 2( ) (2 ) ( 1 2 )
C R

x y dx y x dy y dA− + − = − +∫ ∫∫

2

3

1

0
( 1 2 )

x

x
y dydx= − +∫ ∫

2

3

2
1

0
( 2 )

2

x

x

yy dx= − +∫

1 2 4 3 6

0
[( ) ( )]x x x x dx= − + − − +∫

1 2 4 3 6

0
[ )]x x x x dx= − + + −∫

13 5 4 7

0

11 .
3 4 4 7 420
x x x x 

= − + + + = − 
 

Corolário 5.1 (Corolário do Teorema de Green). A área A  da região 
R  delimitada pela curva fechada simples, suave por partes, C  é 
dada por

C

A xdy= ∫  ou 
C

A ydx= −∫ .
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Demonstração: 

Sejam R  e C  como no Teorema de Green.

Se ,f x j=
 

 então 1 0,f
y
∂

=
∂

 2 1f
x

∂
=

∂
 e 1 .

C R

xdy dA A= =∫ ∫∫

 

Se ,f yi= −
 

 então 
'

1,f
y

∂
= −

∂
 2 0f

x
∂

=
∂

 e 1 .
C R

ydx dA A− = =∫ ∫∫

 

Exemplo 5.17: Seja C  o contorno da região R  que está limitada pe-
las curvas 2y x=  e 4y x= . Calcule a área de R  aplicando o Teorema 
de Green.

Solução: 

A curva C  é a união das curvas 1,C  definida por 2 ,y x=  e 2 ,C   
definida por 4y x= .

Veja a Figura 5.14.

1 2C C C

A ydx ydx ydx= − = − + −∫ ∫ ∫

 Para 1,C  temos:

1

434 2

0
0

64
3 3C

xydx x dx− = − = − = −∫ ∫ .

Para 2,C  temos: 

2

424

0
0

4 4 32
2C

xydx xdx− = − = =∫ ∫  

64 3232 .
3 3

A = − + =  

5.2.3 Teorema de Green para regiões com 
“buracos”

Seja R   uma região com “buracos”, isto é, uma região limitada entre 
duas ou mais curvas fechadas simples, suaves por parte. 

Sejam C  a curva definida por 1 2C C C= ∪  e R  a região delimitada pelas 
curvas 1C  e 2C  (veja a Figura 5.15a). A curva 1C  está orientada no sen-
tido anti-horário e 2C  está orientada no sentido horário. Dessa forma, a 
região R permanece à esquerda quando percorremos a curva .C  

x

y







C

R

C

Figura 5.14
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C

C
R

   

R 

R

Figura 5.15a                              Figura 5.15b 

Aplicando o Teorema de Green a cada uma das regiões, conforme a 
Figura 5.15b, temos 

1 2

2 1 2 1 2 1

R R R

f f f f f fdA dA dA
x y x y x y

     ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
− = − + −     ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂     

∫∫ ∫∫ ∫∫

1 2

1 2 1 2
C C

f dx f dy f dx f dy= + + +∫ ∫ 

1 2 .
C

f dx f dy= +∫  

Esse resultado é valido, pois as integrais de linhas opostas, ao longo 
dos dois cortes, se cancelam.

Exemplo 5.18: Calcule 2 3 3 2(4 ) ( )
C

x y dx x y dy− + +∫  aplicando o Teore-

ma de Green, em que C  é a região delimitada pelas curvas 2 2 1x y+ =  
e 2 2 4.x y+ =  

Solução: 

Seja R  a região delimitada pelas curvas 2 2 1x y+ =  e 2 2 4.x y+ =  

Veja a Figura 5.16.

Como as funções 2 3
1 4 ,f x y= −  3 2

2 ,f x y= +  22 3f x
x

∂
=

∂
 e 21 3f y

y
∂

= −
∂

  

são contínuas em ,R  podemos aplicar o Teorema de Green.

2 3 3 2 2 2( ) ( ) (3 ( 3 ))
C R

I x y dx x y dy x y dA= − + + = − −∫ ∫∫

2 2(3 3 ) .
R

x y dA= +∫∫  

Vamos calcular I  em coordenadas polares.

Em coordenadas polares, R  é definida por 0 2 ≤ ≤  e 1 2.r≤ ≤  

Figura 5.16

y

x
R

1 2
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Assim,
2 2 2 2 2 2

0 1
(3 cos ( ) 3 sen ( ))I r r rdrd


  = +∫ ∫  

2 2 2 2 2

0 1
[3 (cos ( ) sen ( )) ]r r drd


  = +∫ ∫   

2 2 3

0 1
3r drd= ∫ ∫


   

242

0
1

3
4
r d


= ∫

2
2

0
0

45 45 45
4 4 2

d


 
 = =∫ .

Exemplo 5.19: Suponha que C  seja uma curva fechada simples, su-
ave por partes, envolvendo a origem.

Mostre que 2 2 2 2 2
C

y xdx dy
x y x y


−

+ =
+ +∫  e que essa integral é zero 

se C  não envolve a origem.

Solução: 

1°) Considere C  uma curva fechada simples, suave por partes, que 
não envolve a origem.

As funções 1 2 2 ,yf
x y
−

=
+

 2 2 2 ,xf
x y

=
+

 
2 2

1
2 2( )

f y x
y x y
∂ −

=
∂ +

   

e 
2 2

2
2 2( )

f y x
x x y

∂ −
=

∂ +
  são contínuas na região ,R  delimitada por .C

Então, 2 2 2 2 0 0.
C R

y xdx dy dA
x y x y
−

+ = =
+ +∫ ∫∫

 

2°) Considere C  uma curva fechada simples, suave por partes, con-
tendo a origem.

Nesse caso, envolvemos a origem em um círculo aC  de raio a  que 
esteja inteiramente contido em .C  Veja a Figura 5.17.

Seja R  a região delimitada entre C  e .aC  

Aplicando o Teorema de Green sobre ,R  temos que

a

(0,0)

C

R

Ca

Figura 5.17
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2 2 2 2 2 2 2 2 0 0.
aC C R

y x y xdx dy dx dy dA
x y x y x y x y
− −

+ + + = =
+ + + +∫ ∫ ∫∫ 

 

2 2 2 2 2 2 2 2
aC C

y x y xdx dy dx dy
x y x y x y x y
− −

+ = − +
+ + + +∫ ∫ 

 (***)

Parametrizando aC  e resolvendo a integral do 2º lado da igualdade 
(***), temos que

2 2 2 2 2 .
C

y xdx dy
x y x y


−

+ =
+ +∫  

Consequência do Exemplo 5.19. Sejam 1C  e 2C  dois caminhos fe-
chados simples, suaves por partes, que não se interceptam e que 
tenham a mesma orientação anti-horária.

Supor que 1 2f f
y x

∂ ∂
=

∂ ∂
 na região R  contida entre 1C  e 2C , então  

1 2

1 2 1 2 .
C C

f dx f dy f dx f dy+ = +∫ ∫ 

Isso quer dizer que, em muitos casos, podemos substituir um cami-
nho fechado complicado por um caminho fechado simples, satisfa-
zendo as condições anteriormente citadas.

Resumo

Neste capítulo, foi apresentada a definição de integral de linha de 
campo escalar e de campo vetorial.

Após algumas observações e teoremas, que facilitam o cálculo de 
uma integral de linha, foi apresentado o Teorema de Green, um dos 
importantes teoremas do Cálculo Vetorial.

Lembre-se de que o Teorema de Green relaciona uma integral de li-
nha ao longo de uma curva fechada C com uma integral dupla sobre 
a região delimitada por esta curva.
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Exercícios propostos

Calcule a integral de linha indicada sobre a curva dada.

2 2( ) ( ) ,
C

x xy dx y xy dy+ + −∫1)  sendo C  o segmento de reta que 
une a origem ao ponto (2,2).  

,
C

ydx xdy+∫2)  sendo C  a curva definida por 2( ) i jr t t t= +


 para 

0 1.t≤ ≤
 

2 ,
C

xyds∫3)  sendo C  o arco da circunferência 2 2 4x y+ =  de (2,0)  

a (1, 3).  

22 (6 ) 10
C

xydx y xz dy zdz+ − +∫4) , sendo C  constituída pelos seg-

mentos de reta da origem ao ponto (0,0,1),  de (0,0,1)  ao ponto 
(0,1,1)  e de (0,1,1)  a (1,1,1).  

2 2( ) ,
C

xy x dx x dy+ +∫5)  sendo C  o arco da parábola 22 ,y x= da 

origem ao ponto (1,2).

,
C

xzds∫6)  em que C  é a intersecção da esfera 2 2 2 4x y z+ + =  

como o plano .x y=  

Determine o trabalho realizado pela força 7) 
( , ) ( 2 ) (6 2 )f x y x y i y x j= + + −
  

 que atua sobre uma partícula 
que percorre uma vez, no sentido anti-horário, as extremida-
des do triângulo de vértices (1,1),  (3,1),  (3,2).   

Determine o trabalho realizado por uma força constante 8) 
( , )f x y ai b j= +
  

  que atua sobre uma partícula que percor-
re uma vez, no sentido anti-horário, o círculo descrito por 

2 2 9.x y+ =  

Calcule 9) 
c

f d r∫
 

 para:

( , ) ( , ),f x y x y=


a)  sendo C  a curva dada por 2 3( ) ,r t t i t j= +
  

 
[ 1,1].t∈ −   
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( , , ) ( , , ),f x y z y x z= −


b)  sendo C  a curva dada por sen( ),x t=       
cos( ),y t=  2z t=  para 0 .t ≤ ≤  

2( , ) ( , ),f x y x y xz=


c)  sendo C  o arco de parábola 2x y=  do 
ponto (0,0)  ao ponto (4,2).  

Mostre que as integrais são independentes do caminho e de-10) 
termine seus valores.

(2,2) 2 2

(0,0)
x dx y dy+∫a)   

(1,2,3) 3 2 2

(1,1,1)
(2 sen( ) ( ) ( cos( ) 3 ))yx z dx z e dy x z yz dz+ − + +∫b)   

2,2,ln3 2 2 2

(1,1,ln3)
3 2z dy ze dx y xe dz+ +∫c) 

 Use o Teorema de Green para calcular as integrais:11) 

2 (2 3 ) ,
C

y dx x y dy+ −∫a)  em que C  é o círculo 2 2 9.x y+ =  

2( ) (2 cos( )) ,x

C

y e dx x y dy+ + +∫b)  em que C  é a fronteira do tri-

ângulo de vértices (0,0),  (1,1)  e (2,0).  

3 31 ( ) ,
3C

y dx xy xy dx+ +∫c)  em que C  é o contorno da região no 

primeiro quadrante, determinada pelos gráficos 0,y =  
2x y=  e 21 .x y= −  

( ) ,
c

x y dx xydy+ +∫d)  em que C  é a curva fechada determina-

da pelo eixo dos ,x  pela reta 2x =  e pela curva 34 .y x=  

Ache a área da região indicada aplicando o corolário do Teo-12) 
rema de Green.

A região delimitada por a) 2y x=  e 3.y x=  

A região delimitada pela hipocicloide de equações paramé-b) 
tricas   3cos ( ),x t=  3sen ( ),y t=  0 2 .t ≤ ≤
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A região que tem por fronteira o quadrilátero com vértices c) 
(0,0),  (4,0),  (3,2)  e (1,1).  

A região delimitada pela elipse d) 6cos( )x =  e 2sen( ).y =  

Respostas

1. 
16
3

 

2. 1 

3. 6  

4. 8  

5. 
11
6

 

6. 0  

7. 4−  

8. 0  

9.  a) 
6
5

   b) 22 +    c) 
284
7

 

10. a) 
16
3

   b) 2sen(3) sen(1) 53e e− − + +   c) 16  

11. a) 18    b) 3    c)  
1
8

  d) 
1
4

 

12. a) 
1

12
   b) 

3
8


   c)  
2 (2 2 1)
5

−   d) 12  
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Integrais de superfície





Capítulo 6
Integrais de superfície

Neste capítulo, apresentaremos a definição de integral 
de superfície de campo escalar e de campo vetorial.
Se o campo vetorial representa a velocidade da corrente 
de um fluido, sua integral de superfície nos dá a qual 
taxa o fluido está passando através da superfície. Essa 
taxa é chamada fluxo do fluido através da superfície.
Como no cálculo de integrais de linha, precisamos de vá-
rios resultados, que serão apresentados em teoremas e ob-
servações, para o cálculo de uma integral de superfície.
Finalizamos este capítulo com dois teoremas importan-
tes no Cálculo Vetorial, que são: Teorema de Stokes e 
Teorema de Gauss.

6.1 Introdução

Uma integral de superfície é, para as superfícies no espaço, o que 
uma integral curvilínea é para as curvas no plano.

Em muitos problemas, a superfície é definida na forma vetorial 
( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ,r u v x u v i y u v j z u v k= + +
   

 em que ( , )u v  pertence a uma 
região .R

As equações ( , ),x x u v=  ( , )y y u v=  e ( , )z z u v=  são as equações 
paramétricas da superfície.

Antes de iniciarmos o cálculo da integral de superfície, vamos 
apresentar a parametrização de algumas superfícies.
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6.2 Parametrização de algumas 
superfícies

Seja R  uma região limitada, fechada, conexa do 3.  Sejam ( , ),x u v  
( , )y u v  e ( , )z u v  funções reais contínuas e definidas em .R

Considere S  uma superfície definida pela equação vetorial 
( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ,r u v x u v i y u v j z u v k= + +
   

 com ( , )u v R∈ .

Cada ponto de S  tem como vetor posição o vetor ( , ).r u v


 Veja a  
Figura 6.1.

v

u

(u,v)

x(u,v)

r(u,v)

y(u,v)R

z(u,v)
S

x

y

z

r 

Figura 6.1

Exemplo 6.1: Parametrize a esfera 2 2 2 2x y z a+ + =  ( 0)a > .

Solução:

Nesse caso, tomamos

sen( ) cos( )
sen( ) sen( ),
cos( )

x a v u
y a v u
z a v

= ⋅ ⋅
 = ⋅ ⋅
 = ⋅

 com 0 2u ≤ ≤  e 0
2

v 
≤ ≤ .
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z
z

x

x
y

y
v

P

a
u


Figura 6.2

Exemplo 6.2: Parametrize o cilindro  2 2 2x y a+ =  ( 0)a > . 

Solução: 

Tomamos

cos( )
sen( ),

x a u
y a u
z v

= ⋅
 = ⋅
 =

 com 0 2u ≤ ≤  e ( , ).v∈ −∞ +∞

z

x

yu

vz

a
ya

xa

Figura 6.3
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Exemplo 6.3: Parametrize o paraboloide 2 2z ax ay= +  ( 0)a > .

Solução: 

Tomamos

2 2

x u
y v
z au av

 =
 =
 = +

, com ,u v∈ .

z

z

x

x
yy

P

Figura 6.4

Observação 6.1. Se a superfície S  for o gráfico de uma função 
( , ),z z x y=  definida em uma região R  do plano ,xy  as variáveis x  e 

y  sempre podem ser tomadas como parâmetros.

Uma parametrização para essa superfície é dada por 
( , ) ( , ) ,r x y xi y j z x y k= + +
   

 com ( , )x y R∈ .

A região R  é a projeção de S  sobre o plano .xy

Exemplo 6.4: Ache uma parametrização para a superfície S , sendo 
esta o paraboloide definido por 2 2z x y= +  para 4.z ≤

Solução: 

Uma parametrização de S  é dada por  2 2( , ) ( ) ,r x y xi y j x y k= + + +
   

 
com ( , ) ,x y R∈  em que R  é o círculo definido por 2 2 4.x y+ ≤

Veja a Figura 6.5.
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z

x

y




R

S

Figura 6.5

6.3 Integral de superfície de campo 
escalar

Definição 6.1. Sejam S  uma superfície suave e f  um campo escalar 
definido e limitado sobre .S

Dividimos S  em retalhos com área .ijS∆

Seja *
ijP  um ponto de cada retalho sobre .S Veja a Figura 6.6.

z

x

y

Sij

Ai

TijPij

xi

yi

D


(xiyj)

S



Rij

Figura 6.6

Quando falamos em 
superfícies suaves, estamos 
nos referindo a superfícies 

contínuas em uma 
determinada região R, ou 

seja, que estejam definidas 
para todos os pontos de 
uma região R e que não 

contenham picos.
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A integral de superfície de f  sobre ,S  denotada por ( , , ) ,
s

f x y z dS∫∫  
é definida por

*

, 1 1
( , , ) lim ( ) .

n m

ij ijS m n i j
f x y z dS f P S

→+∞
= =

= ⋅∆∑∑∫∫  (6.1)

A expressão ijS∆  depende de como a superfície S  é definida, na 
forma explícita ( , )z g x y=  ou na forma vetorial ( , ).r r u v=

 

6.3.1 Integral de superfície de campo escalar 
com S definida na forma explícita

Seja S  definida na forma explícita ( , )z x y= .

O retalho ijS  está diretamente acima do retângulo ijR  e o ponto

* * * * *( , , ( , )).ij i i i iP x y z x y=

O plano tangente à S  em *
ijP  é uma aproximação de S  perto do 

ponto *.ijP

A área ijT  da parte desse plano tangente (um paralelogramo) que 
está diretamente acima de ijR  é uma aproximação de .ijS∆

Assim, 
22

* * * *( , ) ( , ) 1ij i i i i i
z zS T x y x y A
x y

 ∂ ∂ ∆ ≈ ∆ = + + ⋅ ∆   ∂ ∂   
i .

Se f  é contínua sobre S  e g  tem derivadas parciais contínuas, então 

22
* * * * *

, 1 1
( , , ) lim ( ) ( , ) ( , ) 1

n m

ij i i i i iS m n i j

z zf x y z dS f P x y x y A
x y→+∞

= =

 ∂ ∂ = ⋅ + + ⋅∆  ∂ ∂   
∑∑∫∫

22

( , , ) ( , , ( , )). 1 ,
S R

z zf x y z dS f x y z x y dA
x y

 ∂ ∂ = + + ⋅  ∂ ∂   
∫∫ ∫∫

em que R  é a projeção de S  sobre o plano .xy

Exemplo 6.5: Calcule 2 ,
S

x yz dS∫∫  em que S  é a porção do plano 
1 2 3 ,z x y= + +  definida para todos os pontos que estão dentro do 

retângulo, definido por 0 3x≤ ≤  e 0 2.y≤ ≤
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Solução:

 S  está definida na forma explícita 1 2 3 .z x y= + +  R  é a projeção 
de S  sobre o plano ,xy  que, nesse exemplo, é o retângulo definido 
por 0 3x≤ ≤  e 0 2.y≤ ≤  Veja a Figura 6.7.

0 3
:

0 2
x

R
y

≤ ≤
 ≤ ≤

 e

2 2 (1 2 3 ) 1 4 9
S R

x yz dS x y x y dA= + + + +∫∫ ∫∫
3 2 2 3 2 2

0 0
14 ( 2 3 )x y x y x y dy dx= + +∫ ∫

232 23 2 3 2

0
0

14 2 3
2 2 3
y y yx x x dx

 
= + + 

 
∫

3 2 3 2

0
14 (2 4 8 )x x x dx= + +∫

3 2 3

0
14 (10 4 )x x dx= +∫

171 14.=

Exemplo 6.6: Calcule 2 2 ,
S

y z dS∫∫  sendo S  a parte do cone 2 2z x y= +  

que fica entre os planos 1z =  e 2.z =

Solução: 

Para 1,z =  temos 2 21 x y= +  e 2 2 1.x y+ =

Para 2,z =  temos 2 22 x y= +  e  2 2 4.x y+ =

Assim, ,R  que é a projeção de S  sobre o plano ,xy  é definida por 

{ }2 2 2( , ) 1 4 .R x y x y= ∈ ≤ + ≤  Veja a Figura 6.8.

Como R  é uma região circular, vamos resolver o exemplo em coor-
denadas polares.

Então, 
0 2

:
1 2

R
r
 ≤ ≤

 ≤ ≤

y

x0

2

3

R

Figura 6.7

y

x21

R

Figura 6.8
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2 2
2 2 2 2 2 2

2 2 2 21( )
S R

x yy z dS y x y dA
x y x y

= + + +
+ +∫∫ ∫∫
2 2 2 22 2 2 2 2

2 20 1

cos ( ) sen ( )sen ( ) 1 r rrr r drd
r r

  
 = + +∫ ∫

2 2 5 2

0 1
sen ( ) 2r drd


 = ∫ ∫

262 2

0
1

2 sen ( )
6
r d

p
q q= ⋅∫

2 2

0

63 2 sen ( )
6

d


 = ∫
2

0

63 2 sen(2 )
6 2 2


  = − 

 

63 2 ( 0)
6

= −

63 2
6
=

21 2 .
2

= 

6.3.2 Integral de superfície de campo escalar 
com a superfície S definida na forma vetorial

Seja S  uma superfície definida na forma vetorial 

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ,r u v x u v i y u v j z u v k= + +
   

com ( , )u v R∈ .

Dividimos S  em retalhos ijS  com área .ijS∆

Como já foi comentado, a área ijS∆  pode ser aproximada pela área ,ijT  
que é a área da porção do plano tangente à S em .ijP  Veja a Figura 6.9.

Suponha que ( , )i jr u v∗ ∗

 seja o vetor posição do ponto *.ijP

Os vetores ( , )i j
r u v
u

∗ ∗∂
∂



 e ( , )i j
r u v
v

∗ ∗∂
∂



 são tangentes à S  em *.ijP  Confor-

me pode ser observado na Figura 6.9.
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Pij

Tij

Sij
*

 r
u





 r
v



Figura 6.9

Agora vamos definir a área ijT  como sendo a área do paralelogramo 

definida pelos vetores ( , )i j
r u v u
u

∗ ∗∂
⋅ ∆

∂



 e ( , ) .i j
r u v v
v

∗ ∗∂
⋅ ∆

∂



Então,  ( , ) ( , )ij i j i j
r rT u v u u v v
u v

∗ ∗ ∗ ∗∂ ∂   = ∆ × ∆   ∂ ∂   

 

( , ) ( , )ij i j i j
r rT u v u v u v
u v

∗ ∗ ∗ ∗∂ ∂   = × ∆ ⋅ ∆   ∂ ∂   

 

  (6.2)

.ij ijS T∆ ≈

Substituindo (6.2) em (6.1), encontramos a definição de integral de 
superfície para S  na forma vetorial, que é dada por 

, 1 1
( , , ) lim ( ( , )) ( , ) ( , )

n m

i j i j i jm n i jS

r rf x y z dS f r u v u v u v u v
u v

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

→+∞
= =

∂ ∂   = ⋅ × ∆ ⋅ ∆   ∂ ∂   
∑∑∫∫

 



( , , ) ( ( , ))
S R

r rf x y z dS f r u v dudv
u v
∂ ∂

= × ⋅
∂ ∂∫∫ ∫∫
 



( , ), ( , ), ( , ) .( )
R

r rf x u v y u v z u v dudv
u v
∂ ∂

= ⋅ × ⋅
∂ ∂∫∫
 

Exemplo 6.7: Calcule 2 21
S

x y dS+ +∫∫ , em que S  é a superfície da 

equação vetorial ( , ) cos( ) sen( )r u v u v i u v j vk= + +


 



 com 0 1u≤ ≤  e 
0 v ≤ ≤ .

Solução: 

O campo escalar aplicado em cada ponto de S  é definido por 
2 2 2 2 2( , ), ( , ), ( , ) 1 cos ( ) sen ( ) 1( )f x u v y u v z u v u v u v u= + + = +



168

sen( ) cos( ) .r r v i v j uk
u v
∂ ∂

× = − +
∂ ∂

 



 

21r r u
u v
∂ ∂

× = +
∂ ∂

 

1
2 2 2 2

0 0

1 1 1
S

x y dS u u dvdu


+ + = + ⋅ +∫∫ ∫ ∫
1

2

0 0

(1 )u dvdu


= +∫ ∫
1

2

0

(1 )u du= +∫
13

0

4 .
3 3

uu
 

= + = 
 

 


Podemos usar da integral de superfície, por exemplo, para o cálculo 
da massa de uma lâmina.

Suponha que uma lâmina é muito fina, de modo que possa ser con-
siderada uma superfície S  do 3.

Suponha que o campo ( , , )x y z  representa a densidade superficial 
(massa por unidade de área) no ponto ( , , ).x y z

Então, a massa da lâmina será dada por:

( , , )
S

m x y z dS= ∫∫ 

Exemplo 6.8: Uma lâmina tem a forma da parte do plano 2 1z y= +  
recortado pelo cilindro 2 2( 2) 4.x y+ − =  A densidade em cada pon-
to é proporcional à distância do ponto ao plano .xy  Sabendo que 
no ponto em que a lâmina toca o eixo z  a densidade superficial é 

23 g/cm ,  calcule a massa da lâmina.

Solução: 

S  é o gráfico da função ( , ) 2 1,z x y y= +  com

{ }( , ) ( , ) ² ( 1)² 4 .x y R x y x y∈ = + − ≤

Por sua vez, ( , , )f x y z kz=  e (0,0,1) 3. =  Logo, 3.k =
x

z

y

1
R

9

4

S

Figura 6.10
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3 3(2 1) 1 0 4
S R

m zds y dA= = + + +∫∫ ∫∫  

4sen( )

0 0

3 5 (2 sen( ) 1)r rdrd


 = ⋅ ⋅ +∫ ∫  (em coordenadas polares)

60 5 g.=

 6.4 Integral de superfície de campo 
vetorial

Para um bom entendimento da definição e do cálculo da integral de 
superfície de um campo vetorial, precisamos examinar o conceito 
de superfície orientável e a definição de um vetor especial chamado 
vetor normal a uma superfície.

6.4.1 Vetor normal a uma superfície S 

Seja S  definida por ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ,r u v x u v i y u v j z u v k= + +


 



 com 
( , ) .u v R∈

Se os vetores 
r
u
∂
∂



 e 
r
v
∂
∂



 são linearmente independentes, então eles 

determinam um plano, chamado plano tangente à superfície S  
num ponto .P

O vetor normal à ,S  denotado por ( , ),n u v

 é um vetor ortogonal ao 

plano tangente determinado pelos vetores 
r
u
∂
∂



 e 
r
v
∂
∂



 e é definido por 

( , ) .r rn u v
u v
∂ ∂

= ×
∂ ∂

 



6.4.2 Superfície orientável

Podemos pensar em uma superfície S  orientável como uma super-
fície que possui dois lados. Sabemos que uma superfície esférica tem 
o lado interno e o externo e que uma superfície plana horizontal tem 
o lado de cima e o de baixo. 
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Em cada ponto P de S temos dois vetores unitários normais ( )n P  ou 
( ).n P−


 Se for possível escolher um desses vetores de maneira contí-
nua em toda a superfície, dizemos que S é orientável. Veja a Figura 
6.11a e 6.11b.

S

S

(a) (b)

Figura 6.11a           Figura 6.11b

No caso representado pela Figura 6.11a, S  tem orientação para cima, 
pois todos os vetores normais unitários estão direcionados para 
cima, isto é, tem componentes k  positivos.

Já no caso representado pela Figura 6.11a, S  tem orientação para 
baixo, pois todos os vetores normais unitários estão direcionados 
para baixo, isto é, tem componentes k  negativos.

Se S  é uma superfície fechada, então suas orientações são para fora 
(Figura 6.12a) ou para dentro (Figura 6.12b).

z z

x x

y y

Figura 6.12a
 Figura 6.12b
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Um exemplo de uma superfície não orientável é a fita de Möbius, 
pois, se um vetor normal unitário n  começar em P S∈  e se mover 
uma vez em torno da fita na curva ,C  terminará no “lado oposto” 
da fita em P  e apontará no sentido oposto. Você pode imaginar um 
inseto caminhando sobre a fita. Se ele começar em ,P  conforme a 
Figura 6.13, após uma volta completa o inseto estará sobre o ponto 
P  do outro lado da fita e isso foi possível sem atravessá-la.

n

n

P

Figura 6.13

Definição 6.2. Seja S  uma superfície suave, dada por ( , )r u v

 e seja 
( , )n n u v=

 

 um vetor unitário, normal à .S

Seja o campo vetorial f


 definido sobre .S  A integral de superfície 
de f



 sobre ,S  denotada por ,
S

f ndS⋅∫∫




 é definida por

( , ) ( , ) .( )
S R

r rf ndS f r u v n u v dA
u v
∂ ∂

⋅ = ⋅ ×
∂ ∂∫∫ ∫∫
 

 

  

6.4.3 Interpretações físicas para integral de 
superfície

Uma integral de superfície pode ser entendida como um fluxo  , 
ou seja, um campo vetorial através de uma superfície. Contudo, o 
conceito de fluxo pode possuir muitos significados físicos: o fluxo 
de calor; de campo elétrico; de campo magnético; de “velocidade”.  
Cada um dos fluxos citados tem um significado e uma definição 

Augusto Ferdinand Möbius 
(1790-1868) foi um 

matemático alemão que 
concebeu a fita que leva o 
seu nome, uma superfície 

bidimensional, mas que 
possui apenas um lado 

(Figura 6.13).
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particular, porém há algo em comum entre eles que vamos ver antes 
de explorar especificamente cada um. Nos livros de Física, é comum 
encontrar a definição genérica de fluxo como 

S

f dA = ⋅∫∫
 

 ou 
S

f n dA = ⋅∫∫




Sendo f


 um campo vetorial qualquer que atravessa um elemento 
de área dA  de uma superfície orientável ,S conforme a representa-
ção da Figura 6.14a. Perceba que se f



e n  forem perpendiculares, 
teremos como integrando cos(90 ) 0f n f n⋅ = ⋅ ⋅ ° =





, ou seja, o fluxo 
de f



 através de S é nulo. Veja a Figura 6.14b.

S

f (p)

n(p)
PdA

  

f (p)

n (p)

S

P

Figura 6.14a     Figura 6.14b

Observe que a unidade de medida de um fluxo sempre será dada 
em termos da unidade do campo vetorial multiplicada por unidade 
de área. Vamos a alguns exemplos:

Consideremos o campo de vetores que representa a “velocida-1) 
de” da corrente de um fluido, ou seja, a taxa de variação tem-
poral de volume de um fluido. A integral de superfície desse 
campo vetorial nos dá a taxa de fluido, volume por tempo, que 
está passando através de uma superfície. Essa taxa é chamada 
fluxo de velocidade. Imagine uma rede de pescar esticada que 
é atravessada por uma corrente de água. Suponha que quere-
mos medir a taxa da corrente de água através da rede, isto é, 
o volume do fluido que passa pela superfície por unidade de 
tempo. Esse volume que passa por uma superfície por unidade 
de tempo, fluxo, pode ser obtido com a integral de superfície, 
desde que tenhamos o campo de “velocidade” do fluido.
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Seja 2) f v=




, em que   é a densidade de um fluido e v  o cam-
po de “velocidade” do fluido através de .S  S  é uma superfície 
imaginária que não implica a passagem do líquido como uma 
rede de pescar numa corrente de água.

A integral 3) 
S

v ndS⋅∫∫
 

  é interpretada fisicamente como a taxa 

de massa que escoa através de S  na direção do vetor .n

Seja 4) E


 um campo elétrico. 

A integral 5) 
S

E ndS⋅∫∫




 é chamada fluxo elétrico através da su-

perfície .S

Seja 6) B


 um campo magnético. 

A integral 7) 
S

B ndS⋅∫∫




 é chamada fluxo magnético através da su-

perfície .S  

Considere que 8) ( , , )u x y z  represente a temperatura em um pon-
to ( , , )x y z  de um corpo.

O campo vetorial f k u= − ∇


 define o fluxo de calor, em que k  é uma 
constante determinada experimentalmente, chamada condutivida-
de da substância. O fluxo de calor da superfície S  do corpo é dada 
pela integral .

S S

f ndS k u ndS⋅ = − ∇ ⋅∫∫ ∫∫


 

6.4.4 Cálculo da integral de superfície de campo 
vetorial

Seja i) S  definida por ( , ) ( , ) ( , ) ( , )r u v x u v i y u v j z u v k= + +


 



; 
( , ) .u v R∈

Seja 1n  o vetor normal unitário de S  dado por
 

1( , ) .

r r
u vn u v
r r
u v

 ∂ ∂ ×  ∂ ∂  =
∂ ∂ × ∂ ∂ 

 



 

Podemos ter 1n n= +
 

 ou 1n n= −
 

, dependendo do problema.
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Assim, 

( , )( )
S R

r r
r ru vf ndS f r u v dA

r r u v
u v

∂ ∂ ×  ∂ ∂∂ ∂ ⋅ = ± ⋅ ×
∂ ∂ ∂ ∂×
∂ ∂

∫∫ ∫∫

 

 

 

 

 

 

( , ) .( )
R

r rf r u v dA
u v
∂ ∂ = ± × ∂ ∂ ∫∫
 





Observação 6.2: Usa-se o sinal de ( )+  quando o lado S  escolhido 
para a integração for o lado do qual emana o vetor normal unitário 

.n  Em caso contrário, usa-se o sinal ( ).−

Seja ii) S  definida por ( , ),z z x y=  ( , ) .x y R∈  

Faça ( , , ) ( , ).F x y z z z x y= −

Nesse caso, 1
Fn
F

∇
=

∇


 e , , ( , ) .( )
S R

f ndS f x y z x y FdA⋅ = ± ∇∫∫ ∫∫
 



Exemplo 6.9: Encontre o fluxo elétrico   através da superfície ex-
terior S  cortada no cilindro ² ² 1,y z+ =  0z ≥  pelos planos 0x =  e 

1.x = Considere ( ² )E yzj z k= +





 newton-coulomb (N.C) e as unida-
des de distância em metros (m) .

Solução: 

Vamos parametrizar a equação do cilindro e calcular a integral na 
forma paramétrica. Veja a Figura 6.14.

z

x
y

P

S
1

1

1

Figura 6.15
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{: ( , ) cos( ) sen( )S r u v vi u j u k= + +


 



, 0 1v≤ ≤ , }0 2 .u ≤ ≤

( , ) 0,cos( ) sen( ),sen²( )( ) ( )E r u v u u u= ⋅




0, sen( ),cos( )( )r u u
u
∂

= −
∂



, (1,0,0)r
v
∂

=
∂



1 0,cos( ),sen( ) .( )r rn u u
u v
∂ ∂

= × =
∂ ∂

 



Então, 0,cos( ) sen( ),sen²( ) . 0,cos( ),sen( ) .( ) ( )
S

u u u u u dudv = ± ⋅∫∫
Escolhemos um ponto P  qualquer de fácil localização para verificar 
se o vetor n  aplicado no ponto P  aponta para o exterior ou interior 
de .S  (Deve ser feito em cada exercício.)

Seja (0,0,1) .P S= ∈

Precisamos encontrar os valores de u  e v  para os quais

 ( , ) (0,0,1).r u v =


0v = , cos( ) 0u =  e sen( ) 1 0u v= ⇒ =  e .
2

u 
=

Assim, ,0
2

r  
 
 


 é o vetor posição de P  e o vetor normal unitário 

nesse ponto é ,0 (0,0,1).
2

n   = 
 


Como 1n  aponta para fora da superfície e a parte de integração é a 
parte externa de S , então 1n n=

 

 e 

2 1
2 3 2 3 2

0 0

cos ( )sen( ) sen ( ) cos ( )sen( ) sen ( ) 0 . . .( ) ( )
S

u u u dudv u u u dvdu N C m


 = + = + =∫∫ ∫ ∫

Exemplo 6.10: Calcule ,
S

f ndS⋅∫∫




 com ( , , ) ( , , );f x y z x y z=


  sen-

do S  a superfície exterior ( n  apontando para o exterior) da esfera 
2 2 2 2;x y z a+ + =  ( 0).a >

Solução: 

A representação vetorial de S  é 

( )( , ) cos( )cos( ), sen( )cos( ), sen( ) ;0 2 , .
2 2

r u v a u v a u v a v u v 
= ≤ ≤ − ≤ ≤



2 2 2 2 2
1 cos( )cos ( ), sen( )cos ( ), sen( )cos( ) .( )r rn a u v a u v a v v

u v
∂ ∂

= × =
∂ ∂
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Fazendo 0u =  e 0,v =  encontramos um ponto P  de S  que 
tem como vetor posição (0,0) ( ,0,0)r a=



 e 1(0,0)n  é dado por 
2

1(0,0) (0,0) (0,0) ( ,0,0),r rn a
u v
∂ ∂

= × =
∂ ∂

 



 que aponta para o exterior 

da esfera, quando colocado com a origem em ( ,0,0).a

Por ser uma superfície orientável, isso acontece em qualquer outro 
ponto da esfera.

Logo, 

2 2 2 2 2cos( )cos( ), sen( )cos( ), sen( ) . cos( )cos ( ), sen( )cos ( ), sen( )cos( )( ) ( )
S

R

f n dS

a u v a u v a v a u v a u v a v v dA

⋅ = +

  

∫∫

∫∫





Sendo R  o retângulo 0 2 ; .
2 2

u v 
≤ ≤ − ≤ ≤

2 2
3 3

0 2

cos( ) 4 .
S

f ndS a v dvdu a
−

⋅ = =∫∫ ∫ ∫











Exemplo 6.11: Calcule ,
S

f ndS⋅∫∫




 sendo ( , , ) ( , , 2 )f x y z x y z=


 e S  a 

parte do cone 2 2z x y= + interna do cilindro 2 2 1,x y+ =  com a nor-
mal apontando para fora. Veja a Figura 6.15.

Solução:

x

z

y

n

R

n




S

Figura 6.16

Como f


 é definido em coordenadas cartesianas, segue que

1( , , ( , )) ,
S R

f ndS f x y z x y n dA⋅ = ± ⋅ ⋅∫∫ ∫∫
 

 

em que 1n F= ∇  e 2 2( , , ( , )) , ,2( )f x y z x y x y x y= +




177

Faça ( , )F z z x y= − .

2 2F z x y= − +

1 2 2 2 2
, ,1 .x yn F

x y x y

 − = ∇ = −
 + + 



Seja (0,1,1)P =  um ponto de S  escolhido aleatoriamente.

1( ) ( ) (0, 1,1)n P F P= ∇ = −


, 1( )n P

 aponta para dentro de .S

Como esse sentido de 1( )n P

é contrário do exigido no exercício, faça 

1n n= −
 

 para qualquer ponto de .S

Então, 

2 2 2 2

2 2 , ,1( , ,2 )
S R

x yf ndS dA
x y x y

x y x y
 − ⋅ = − ⋅ −
 + + 

+∫∫ ∫∫




                                                                
2 2

2 2

2 2 2 2
2

R

x y x y dA
x y x y

 
 = − − − + +
 + + 

∫∫    (6.3)

2 2
2 2

2 2

( ) 2
R

x y x y dA
x y

 − + = − + +
 + 

∫∫

A região R  é delimitada pelo cilindro dado e é definida por 
2 2 1.x y+ ≤

Como R  é uma região circular, vamos resolver a integral (6.3) em 
coordenadas polares.

Assim, R  é definida por 0 2 ≤ ≤  e 0 1.r≤ ≤

22 1

0 0
2

S

rf ndS r rdrd
r

 
⋅ = − − + 

 
∫∫ ∫ ∫







2 1 2 2

0 0
( 2 )r r drd


= − − +∫ ∫

2 1 2

0 0
r drd


= −∫ ∫

132

0
03

r d


= − ∫

2

0

1 2 .
3 3

d
 
= − = −∫
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Exemplo 6.12: Um fluido atravessa a superfície S  delimitada pelo 
triângulo de vértices (4,0,0), (0, 4,0), (0,0, 4),  no sentido de cima 

para baixo, com vetor “velocidade” ˆˆ ˆ( , , ) .
s
lv xi yj zk=



 Calcule o fluxo 
  em que atravessa .S

Solução:

x






R

z

y

S

Figura 6.17

Trata-se de calcular o fluxo   que é dado por 
S

v ndS= ⋅∫∫
 

 .

S  pode ser representada explicitamente por:

{ }4 ; ( , ) ( , ) / 0 4; 0 4 .z x y x y R x y x y x= − − ∈ = ≤ ≤ ≤ ≤ −

A coordenada " "z  do vetor normal é negativa, em virtude do sentido 
dado pelo enunciado.

Logo, ( ( 1) ( 1) 4 )
S R

v ndS x y x y dA= ⋅ = − − − − − + − −∫∫ ∫∫
 



4
R

dA= − ∫∫

( 4)= − ×  Área de R

2.m32
s

l
= − .

Interpretação: O sinal de "( )"−  deve-se ao fato de o fluxo não ocor-
rer no sentido de cima para baixo, mas de baixo para cima. Basta 
observar o vetor .v  A quantidade de líquido que atravessa S  é de 32 
litros por segundo. 

Observação 6.3. Se 1 2 3( , , )f f f f=


, a integral 
S

f ndS⋅∫∫




 é, às vezes, 
representada por:

1 2 3( ).
S

f dydz f dzdx f dxdy+ +∫∫

Nesse caso, estamos nos 
referindo à “velocidade” não 
como a taxa com que um 
corpo se desloca no espaço 

( )dr tv
dt

∗ = , mas como 

o volume de escoamento 
por unidade de tempo 

( )dV tv
dt

= .
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Exemplo 6.13: Calcule 3 3 3( )
S

x dydz y dzdx z dxdy+ +∫∫ , sendo S  a super-

fície exterior do sólido delimitado pelas superfícies 2 2 4,x y+ =  0z =  
e 3.z =

Solução: 

S  é uma superfície suave por partes: 1 2 3,S S S S= ∪ ∪  em que:

2 2
1

2

3

: 4
: 0
: 3

S x y
S z
S z

 + =


=
 =

Sendo 3 3 3( , , ) ( , , )f x y z x y z=


, temos:

1 2 3S S S S

f ndS f ndS f ndS f ndS⋅ = ⋅ + ⋅ + ⋅∫∫ ∫∫ ∫∫ ∫∫
   

   

.

1º) Uma parametrização de 1S  é: 

(2cos( ), 2sen( ), ); 0 2 ,0 3.u u v u v≤ ≤ ≤ ≤

Então, 2cos( ),2sen( ),0( )r r u u
u v
∂ ∂

× =
∂ ∂

 

.

Como o sentido dado no enunciado é de dentro para fora, 

que corresponde ao sentido do vetor ,r r
u v
∂ ∂

×
∂ ∂

 

 temos 

1

3 3 3(8cos ( ),8sen ( ), ) (2cos( ), 2sen( ),0)
S R

f nds u u v u u dA ⋅ = + ⋅ ∫∫ ∫∫




2 3
4 4

0 0

(16cos ( ) 16sen ( )) 72 .u u= + =∫ ∫




2º) Representação de 2 2
2 : 0; : 4.S z R x y= + ≤  Então:

 
1

0 0.
S R

f nds dA⋅ = − =∫∫ ∫∫




3º) Representação de 2 2
3 : 3; : 4.S z R x y= + ≤  Então:

 
3

27 108 .
S R

f nds dA⋅ = + =∫∫ ∫∫






Logo, 
1 2 3

180
S S S S

f nds f nds f nds f nds ⋅ = ⋅ + ⋅ + ⋅ =∫∫ ∫∫ ∫∫ ∫∫
   

   

.



180

6.5 Divergência e rotacional

Vamos definir duas operações para campos vetoriais que estão rela-
cionadas com fluxo e rotação e, dessa forma, caracterizam-se como 
ferramentas para o estudo de fenômenos físicos.

Considere 1 2 3( , , )f f f f=


 um campo vetorial e nabla “∇ ” o operador 

vetorial .i j k
x y z
∂ ∂ ∂

∇ = + +
∂ ∂ ∂



 

Definição 6.3. O divergente é um escalar, calculado a partir de um 
campo vetorial em um ponto definido por

1 2 3
1 2 3( ) ( , , ) f fdiv f f i j k f f f

x y z x y z
   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= ∇ ⋅ = + + ⋅ = + +   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   

 

 

.

Se f


 representa o campo elétrico ou o campo de “velocidade” de um 
fluido, então o ( )div f



diz respeito à orientação do fluxo de campo 
elétrico ou de velocidades. No primeiro caso, podemos entender o 
divergente como a taxa de variação do fluxo, ou seja, como varia o 
fluxo de campo elétrico em cada ponto. No segundo caso, o ( )div f



pode ser entendido como a taxa de variação da densidade do fluido.

Se ( ) 0div f > ⇒


 o fluido se expande ou o fluxo é direcionado para 
fora (se considerarmos uma superfície fechada envolvendo uma 
carga elétrica).

Se ( ) 0div f < ⇒


 o fluido se comprime ou o fluxo é direcionado 
para dentro.

Se ( ) 0div f = ⇒


 o fluido é incompressível ou o fluxo resultante é 
nulo (considerando ainda uma superfície que envolve uma carga). 

Definição 6.4. O rotacional é um vetor calculado a partir de um cam-
po vetorial em um ponto definido por

3 32 1 2 1

1 2 3

( ) .

i j k
f ff f f frot f f i j k

x y z y z z x x y
f f f

   ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂  = ∇× = = − + − + −    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂    

  

    

Nesse caso, quando 
falamos em “velocidade”, 
estamos nos referindo à 
taxa com que a massa de 
água se desloca no tempo, 
conforme o caso 2) das 
interpretações físicas para 
integral de linha.
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Se f


 descreve um campo de velocidade que é evidenciado por par-
tículas que flutuam em um fluido, seja P  um ponto do espaço em 
que f



 esteja definida. Então, se o ( )( ) 0rot f p ≠


, partículas próximas 
de P  tendem a sofrer rotação em torno de um eixo imaginário na 
direção e no sentido de ( )( ).rot f p



 Se  ( )( ) 0rot f p =


 em todo ponto 
,P  então não há formação de redemoinhos (o fluxo é irrotacional).

6.6 Teorema da divergência (Teorema 
de Gauss)

Seja T  um sólido no espaço, limitado por uma superfície orientada 
.S  Se n  é a normal unitária exterior à S  e se ( , , )f x y z



 é uma função 
vetorial contínua que possui derivadas parciais de primeira ordem 
contínuas em um domínio que contém ,T  então

( ) .
S T

f ndS div f dV⋅ =∫∫ ∫∫∫
 



Esse teorema nos diz que a integral da densidade do fluxo através 
de uma região sólida é igual à integral de fluxo da borda da região.

Exemplo 6.14: Sejam 2 2( , , )f x y z x yi y j xzk= + +
 

 

 e S  o cubo no 
1º octante limitado pelos planos coordenados e  pelos planos

1, 1, 1.x y z= = =  Vamos determinar o fluxo de f


 através de .S

Solução: 

O fluxo de f


 é dado pela integral .
S

f ndS⋅∫∫




Aplicando o Teorema da Divergência, podemos calcular o fluxo como 
sendo a integral ( ) .

T

div f dV∫∫∫


( ) 2 2div f xy y x= + +


O sólido T  é definido por 

0 1
0 1
0 1

x
y
z

≤ ≤
 ≤ ≤
 ≤ ≤

Então, o fluxo 
1 1 1

0 0 0

(2 2 ) (2 2 ) 2
T

xy y x dxdydz xy y x dxdydz= + + = + + =∫∫∫ ∫ ∫ ∫  unida-

des de fluxo.
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Exemplo 6.15: Calcule o fluxo de saída do campo ( , , )F x y z zk=




 
através da esfera 2 2 2 2.x y z a+ + =

Solução: 

Seja S  a esfera e T  a região envolvida por .S  Pelo Teorema da Di-
vergência, temos

( )
S T T

F ndS div F dV dV= ⋅ = = =∫∫ ∫∫∫ ∫∫∫
 



 volume de 34
3

T a=  uni-

dades de fluxo. Confira esse resultado.

6.7 Teorema de Stokes

Seja S  uma superfície orientada, suave por partes, delimitada por 
uma curva C  fechada simples, suave por partes. Então, se f



 é um 
campo vetorial contínuo com derivadas parciais de primeira ordem 
contínuas num domínio que contém S C∪ ,

( ) ,
C S

fdr rot f ndS= ⋅∫ ∫∫
 

 



em que a integração ao longo de C  é efetuada no sentido positivo 
determinado pela orientação de .S

Observações:

O Teorema de Stokes é uma generalização para 3 dimensões 1) 
do Teorema de Green. Relaciona uma integral de linha ao lon-
go de uma curva fechada simples C  em 3

 , com uma integral 
de superfície sobre uma superfície orientada, da qual C  é o 
contorno (fronteira).

O Teorema de Stokes é, geralmente, a alternativa preferida 2) 
para calcular o trabalho ao longo de curvas suaves por partes 
com seções múltiplas, uma vez que elimina a necessidade de 
calcular uma integral para cada parte.

Se 3) 1S  e 2S  forem superfícies com orientações diferentes, mas 
que tenham a mesma curva de fronteira C  com orientação po-
sitiva, então temos que:

1 2

( ) ( ) .
S S

rot f ndS rot f ndS⋅ = ⋅∫∫ ∫∫
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Exemplo 6.16: Vamos aplicar o Teorema de Stokes para calcular a 
integral ( )

s

rot f dS∫∫


, em que ( , , ) ( , , )f x y z yz xz xy= =


 e S  é a parte 

da esfera 2 2 2 4x y z+ + =  que está dentro do cilindro 2 2 1x y+ =  e 
acima do plano .xy

Solução: 

Para achar a curva fronteira ,C  resolvemos o sistema formado pelas 
equações 2 2 2 4x y z+ + =  e 2 2 1,x y+ =  que resulta 2 3z = .

Assim, 3z = (uma vez que 0z > ).

Então, C  é a circunferência dada pelas equações 2 2 1x y+ =  e 
3.z =  

A equação vetorial de C  é: ( ) (cos( ), sen( ), 3); 0 2 .r t t t t = ≤ ≤


Então, '( ) ( sen( ), cos( ), 0).r t t t= −


Temos também, ( ( )) ( 3sen( ), 3cos( ), cos( )sen( )).f r t t t t t=




Portanto, pelo Teorema de Stokes,
2

0

( ) ( ( )) '( )
S C

rot f ds f dr f r t r t dt= ⋅ = ⋅∫∫ ∫ ∫
  

  



2

0

( 3 cos( )sen( ) 3 sen( )cos( ))t t t t dt


= − +∫
2

0

3 0 0.dt= =∫


Exemplo 6.17: Utilizando o Teorema de Stokes, calcule 
C

f dr⋅∫




 sen-

do 2 2( , , ) ( , , ),f x y z y x z= −


 em que C  é a curva de intersecção do 
plano 2y z+ =  com o cilindro 2 2 1x y+ = , no sentido anti-horário.

Solução: 

Se 2 2( , , ) ( , , )f x y z y x z= − , então ( ) (0,0,1 2 ).rot f y= +


A orientação de C  dada corresponde a uma orientação para cima da 
superfície dada. Veja a Figura 6.17.
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n

x

z

yR

S

C

Figura 6.18

Assim, se ( , , ) 2F x y z y z= + − , então ( , , ) (0,1,1).n F x y z= ∇ =


Para todo ponto de ,S  n  aponta para cima.

( )
C S

fdr rot f ndS= ⋅∫ ∫∫
 

 

(0,0,1 2 ) (0,1,1)
R

y dA= + ⋅∫∫

(1 2 ) .
R

y dA= +∫∫  (6.4)

A região R  é definida por 2 2 1.x y+ ≤

Como R  é uma região circular, vamos calcular a integral (6.4) em 
coordenadas polares.

2 1

0 0
(1 2 sen( ))

C

f dr r rdrd


 ⋅ = +∫ ∫ ∫




12 32

0
0

2 sen( )
2 3
r r d


 

 
= + 

 
∫

2

0

1 2 sen( )
2 3

d


  = + 
 ∫

2 2

0 0

1 2 cos( ) .
2 3

= − = 
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Resumo

Neste capítulo, para o cálculo de integral de superfície, você teve 
que aplicar seus conhecimentos de vetor ortogonal, vetor unitário, 
integral dupla e integral tripla adquiridos em outras disciplinas, 
pois uma integral de superfície se transforma numa integral dupla. 
Em algumas situações, é conveniente aplicar o Teorema de Stokes.

Viu que, em condições especiais, ainda podemos relacionar uma 
integral de superfície com uma integral tripla aplicando o Teorema 
de Gauss.

Esses dois teoremas são de grande importância no Cálculo Vetorial 
e em aplicações físicas que irão aparecer em disciplinas específicas 
do curso.

Exercícios Propostos

Calcule a integral 1) ( , , ) ,
S

f x y z dS∫∫  em que ( , , )f x y z x=  e S  é a 

porção do cilindro 22 ,z x= −  no primeiro octante, limitada 
por 0,x =  0,y =  4y =  e 0.z =

Calcule a integral 2) 3 ,
S

xz dS∫∫  em que S  é o cone 2 2z x y= +  

dentro do cilindro 2 2 1.x y+ =

Calcule a integral 3) ,
S

xydS∫∫  em que S  é a porção do paraboloide 

2 22 4z x y= − −  dentro de 0 1x≤ ≤  e 0 1.y≤ ≤

Calcule 4) 2(3 4 ) ,
S

z yz dS+∫∫  em que S  é a parte do plano 

2 3 6x y z+ + =  no primeiro quadrante.

Calcule 5) 2 2( ) ,
S

x y dS+∫∫  em que S  é a superfície esférica 

2 2 2 16.x y z+ + =
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Calcule o fluxo do campo de vetores 6) f


 através da superfície S , 
indicados abaixo.

( ) 3 3f x y i j xk= − + +
   

a)  e S  é a parte do plano z x y= +  acima 
do retângulo 0 2,x≤ ≤  0 3,y≤ ≤  orientada para cima.

3f xi y j zk= + +
   

b)  é parte da superfície 2 4 1z x y= − − +  acima 
do triângulo no plano xy  com vértices (0,0),  (0, 2)  e (1,0),  
orientada para cima.

2f xzi yz j z k= + +
   

c)  e S  é o cone 2 2z x y= +  para 0 6,z≤ ≤  
orientada para cima.

2 3f z i x j zk= + −
   

d)  para fora e S  é a superfície cortada do ci-
lindro 24z y= −  pelos planos 0,x =  1x =  e 0.z =

3f k=
 

e)  através da porção da esfera 2 2 2 2x y z a+ + =  no pri-
meiro octante no sentido oposto à origem.

f xyi zk= −
  

f)  para fora, através do cone 2 2 ,z x y= +  
0 1.z≤ ≤

Utilize o Teorema de Stokes para calcular a integral 7) ,
C

f d r∫
 

 em 

que (2 ) ( 4 )f x y i x y j= − + −
  

 e C  é o círculo de raio 10  centrado 
na origem no plano ,xy  orientado em sentido horário.

  

Utilize o Teorema de Stokes para calcular 8) .
C

f d r∫
 

 Considere C  

orientada no sentido anti-horário para:

(2 ) ( ) ( ) ,f z z x i y z j x y k= + + − + +
   

a)  C  o triângulo com vérti-
ces (1,0,0),  (0,1,1),  (0,0,1).  

3 3 3 ,f y i x j z k= − +
   

b)  C  a intersecção do cilindro 2 2 1x y+ =  
no plano 1.x y x+ + =

Utilize o Teorema de Stokes para calcular 9) ( ) ,
S

rot f ndS⋅∫∫
 

 nos 

exercícios a seguir. Considere que a superfície S  esteja orien-
tada para cima.

2

6 5 ;xf yzi x j yze k= + +
   

a)  S  a porção do paraboloide 

2 21
4

z x y= +  para 0 4.z≤ ≤  
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2 3 23 8 3 ;f x i x y j x k= + +
   

b)  S  a porção do plano z x=  que se 
situa dentro do cilindro retangular definido pelos planos 

0,x =  0,y =  2,x =  2.y =

Utilize o Teorema da Divergência para obter o fluxo para fora 10) 

S

f ndS⋅∫∫
 

 do campo vetorial f


 indicado.

3 3 33 ;f x i y j z k= + +
   

a)  D  a região limitada pela esfera 
2 2 2 2.x y z a+ + =   

2 3 2( 1) ;f y i z j z k= + + −
   

b)  D  a região limitada pelo cilindro 
2 2 16x y+ =  e os planos 1,z =  5.z =  

2 2 23 6 ;f x y i y j zxy k= + −
   

c)  D  a região limitada pelo parabo-
loide 2 2z x y= + e o plano 2 .z y=   

Respostas
1. 

26
3

.

2. 0.

3. 16 2 .

4. 12 14 .

5. 
2048

3


.

6. a) 6 .

b) 
7
3

.

c) 1296 .

d) 32− .

e) 
3

3
a

.

f) 
2
3


.
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7. 200− . 

8.   a) 
3
2

 8.

b) 3
2


− .

9.   a) 152− .

b) 112 .

10. a) 
512

5
a 

.

b) 256 .

c) 
2


.



Capítulo 7
Equações diferenciais de 
1ª ordem





Capítulo 7
Equações diferenciais de 1ª ordem

A Teoria das Equações Diferenciais é objeto de intensa 
atividade de pesquisa, pois apresenta aspectos pura-
mente matemáticos e uma multiplicidade de aplicações, 
além de ter diversas ramificações. Neste capítulo, abor-
daremos especificamente as equações diferenciais ordi-
nárias (equações que só apresentam derivadas ordiná-
rias – em relação a uma variável). Daremos inicialmente 
uma breve introdução sobre a teoria das equações dife-
renciais. Faremos um estudo das equações diferenciais 
ordinárias de 1ª ordem, classificando-as e mostrando 
métodos para a solução dessas. Desenvolveremos pos-
teriormente o estudo das equações diferenciais ordiná-
rias de 1ª ordem utilizando exemplos de aplicações no 
campo da Física. 

7.1 Noções gerais de equações 
diferenciais

Uma equação diferencial (ED) é uma equação em que a incógni-
ta é uma função, e a equação envolve termos na função e suas  
derivadas. 

Muitas das leis gerais da natureza – em Física, Química, Biologia 
e Astronomia – têm sua expressão mais natural na linguagem 
das equações diferenciais. Mesmo em Matemática são muitas 
suas aplicações, especialmente em Geometria. Também encontra-
mos aplicações nas Engenharias, na Economia e em muitos ou-
tros campos da Ciência. 

É fácil entender a razão dessa ampla utilização das equações dife-
renciais. Recordemos que, se ( )y f x=   é uma função dada, então 

sua derivada dy
dx

  pode ser interpretada como a taxa de variação 
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de y  em relação a x . Num processo natural, as variáveis envolvidas 
e suas taxas de variação estão em conexão umas com as outras pelo 
significado dos princípios científicos básicos que regem os proces-
sos. Quando essa conexão é expressa em símbolos matemáticos, o 
resultado é, muitas vezes, uma equação diferencial. 

O exemplo seguinte ilustra essa observação. De acordo com a Se-
gunda Lei do Movimento de Newton, a aceleração “ a ” de um corpo 
de massa constante “ m ” é proporcional à força resultante “ RF ” atu-

ando sobre ele, tendo 
1
m

 como a constante de proporcionalidade, de 

tal modo que RFa
m

=  ou

Rma F= . (7.1)

Suponhamos, por um momento, que um corpo de massa constante 
“ m ” cai livremente sob a influência exclusiva da gravidade. Nesse 
caso, a única força atuante nele é “ mg ”, em que “ g ” é a aceleração 
da gravidade. Se “ y ” é a altura do corpo a partir do solo, então sua 

aceleração é 
2

2

d y
dt

 e (7.1) se torna

2

2

d ym mg
dt

=  ou 
2

2

d y g
dt

= . (7.2)

Se considerarmos que o ar exerce uma força de resistência propor-
cional à velocidade, então a força resultante atuando sobre o corpo é 

R
dyF mg k
dt

 = −  
 

 e (7.1) se torna

2

2

d y dym mg k
dt dt

 = −  
 

. (7.3) 

As equações (7.2) e (7.3) são equações diferenciais, que expressam as 
características principais do processo físico em estudo. 

7.2 Classificação das equações 
diferenciais

As equações diferenciais podem ser classificadas por tipo, ordem, 
grau ou linearidade.
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Tipo:1)  a ED pode ser ordinária ou parcial.

Observe as seguintes equações diferenciais:

dy ky
dt

= −  (7.4)

2

2

d ym ky
dt

= −   (7.5) 

2

2 xdy xy e
dx

−+ =  (7.6)

2

2 5 6 0d y dy y
dx dx

− + =  (7.7)

2
2

2(1 ) 2 ( 1) 0d y dyx x p p y
dx dx

− − + + =  (7.8)

2
2 2 2

2 ( ) 0d y dyx x x p y
dx dx

+ + − =  (7.9)

É importante que você consiga identificar em cada uma das equa-
ções anteriores quais são as variáveis dependentes e as respectivas 
variáveis independentes. No entanto, tenha claro que nos exemplos 
anteriores as letras “ k ”, “ m ” e “ p ” representam constantes.

Uma equação diferencial ordinária (EDO) é aquela na qual há só uma 
variável independente, de modo que todas as derivadas que ocor-
rem nela são derivadas ordinárias.

Cada uma das equações anteriores (de 7.2 até 7.9) é uma equação 
diferencial ordinária.

Uma equação diferencial parcial (EDP) é aquela que tem mais de uma 
variável independente, de modo que as derivadas que ocorrem são 
derivadas parciais.

Por exemplo, se ( , , , )w f x y z t=   é uma função do tempo e das três 
coordenadas cartesianas de um ponto no espaço, então as seguintes 
equações são equações diferenciais parciais:
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2 2 2

2 2 2 0w w w
x y z

∂ ∂ ∂
+ + =

∂ ∂ ∂
 (7.10)

2 2 2
2

2 2 2

w w w wa
x y z t

 ∂ ∂ ∂ ∂
+ + = ∂ ∂ ∂ ∂ 

 (7.11)

2 2 2 2
2

2 2 2 2

w w w wa
x y z t

 ∂ ∂ ∂ ∂
+ + = ∂ ∂ ∂ ∂ 

 (7.12) 

Essas equações, chamadas equação de Laplace, equação do calor e equa-
ção da onda, respectivamente, também são clássicas. Cada uma delas 
é muito importante na Física Teórica, e seu estudo tem estimulado 
o desenvolvimento de muitas ideias importantes na própria Mate-
mática. Em geral, as equações diferenciais parciais aparecem na Fí-
sica do meio contínuo – em problemas envolvendo campos elétricos, 
dinâmica dos fluidos, difusão e movimentos de onda. Sua teoria é 
muito diferente das equações diferenciais ordinárias e, em vários 
aspectos, é muito mais difícil. 

Neste curso, restringiremos nossos estudos às equações diferenciais 
ordinárias. 

Ordem:2)  a ordem da ED é dada pela ordem da derivada de mais 
alta ordem. 

Exemplos:

2dy ky
dt

= −•	  é uma ED de 1ª ordem;

3

3 2 5 0d y dy y
dx dx

− + =•	  é uma ED de 3ª ordem.

Grau:3)  o grau da ED é o expoente da maior potência da deriva-
da de ordem mais alta, após a eliminação das frações e radicais 
contendo a variável dependente e suas derivadas constantes 
na equação.

Exemplos:

2
2

2 3 0d y y
dt

+ =•	  é uma ED de grau 1;

52
6

2 0d y dyx x x y
dx dx

 
+ − = 

 
•	  é uma ED de grau 5.

Para um estudo sucinto 
de equações diferenciais 
parciais, inclusive da 
equação da onda, veja, 
por exemplo, Advanced 
calculus, de Kaplan, 
Capítulo 10
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Linearidade:4)  a ED pode ser linear ou não linear. 

Uma ED é chamada de linear quando pode ser escrita na forma 

1

1 1 01( ) ( ) ( ) ( ) ( ).
n n

n nn n
d y d y dya x a x a x a x y g x
dx dx dx

−

− −+ + + + =

As equações diferenciais lineares são caracterizadas por duas  
propriedades:

A variável dependente i) y  e todas as suas derivadas são do pri-
meiro grau; isto é, a potência de cada termo envolvendo y  é 1.

Cada coeficiente depende apenas da variável independente ii) x.

Uma equação que não é linear é chamada não linear. 

Observe as equações seguintes.

0x dy ydx+ =a) 

2 0y y y′′ ′− + =b)  

3 2
3 2

3 2 3 5 xd y d y dyx x x y e
dx dx dx

− + + =c)  

2 23 2y y y x′′′ − − =d)  

2 35(1 ) xxy x y e y x′′′ ′+ + − =e)  

3 23 4y y y x′′ ′− + =f) 

2 2 1xy y y y′′ ′− + =g)  

3 33( ) 4y y y x′′ ′− + =h)  

2yy y x′′ ′− =i)  

3
2

3 0d y y
dx

+ =j)  

Nos exemplos anteriores, as equações de “a” até “e” são equações 
lineares, pois em todos os termos de cada uma das equações a vari-
ável dependente y  e todas as suas derivadas são do primeiro grau 
(a potência de cada termo envolvendo y  é 1) e cada um dos seus co-
eficientes depende apenas da variável independente x . No entanto, 
as equações de “f” até “j” são equações não lineares. Observe: 
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3 23 4y y y x′′ ′− + =  2 2 1xy y y y′′ ′− + =

 2 2 1xy y y y′′ ′− + =  2yy y x′′ ′− =

3
2

3 0d y y
dx

+ =

f) g)

h) i)

j)

≠potência 1

y

≠potência 1

coe�ciente depende de 

≠potência 1

 
y

≠potência 1

coe�ciente depende de 

 ≠potência 1

 ≠potência 1

 ycoe�ciente depende de 

Observação 7.1. Esta classificação em linear ou não linear é impor-
tante por causa dos métodos de resolução. As equações diferenciais 
lineares são mais simples de resolver que as não lineares. 

Exemplo 7.1: Classifique as seguintes equações quanto ao tipo, or-
dem, grau e linearidade.

3

33

3

1d y y
d ydx
dx

− =a)  

3dy x
dx

= −b)  

2

2 xdy xy e
dx

−+ =c)  

2

2 6 0d y y
dt

+ =d)  

2 2
2 2 2

2 2 ( ) 0d y d yx x x c y
dx dx

+ − − =e)  

2
2dy dyy x x

dx dx
 + =  
 

f) 
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2 52 2 4

2 2 41d y d y d yx y
dx dx dx

   
− − = +   

   
g) 

2( ) (1 ) 0xy dy x dx− + =h) 

Solução: Nos exemplos dados:

a) é uma EDO de 3ª ordem, 2° grau, não linear;
23 3 3

33 3 3

3

1d y y d y d yy
d ydx dx dx
dx

 
− = ⇒ − = 

 
 .

b) é uma EDO de 1ª ordem, 1° grau, linear;

c) é uma EDO de 1ª ordem, 1º grau, linear;

d) é uma EDO de 2ª ordem, 1° grau, linear;

e) é uma EDO de 2ª ordem, 1º grau, linear;

f) é uma EDO de 1ª ordem, 2° grau, não linear;

g) é uma EDO de 4ª ordem, 5° grau, não linear;

h) é uma EDO de 1ª ordem, 1° grau, não linear. 

7.3  Solução de uma equação 
diferencial

Uma função ( )y f x=  é uma solução de uma ED se a equação é satis-
feita quando y  e suas derivadas são substituídas na equação. Neste 
contexto, qualquer função ( )y f x=  definida em algum intervalo I , 
que, quando substituída na ED, reduz a equação a uma identidade, 
é chamada de solução para a ED. 

Exemplo 7.2: Determine se as funções dadas são soluções da ED

2

2 0.d y y
dx

− =  

seny x=a)  

2xy e=b)  
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4 xy e−=c)   

xy Ce=d)   

Solução: 

a) Como sen , cos e seny x y x y x′ ′′= = = − , vem: 

2

2 sen x sen 2sen 0d y y x x
dx

− = − − = − ≠

Portanto, a função seny x=  não é solução da ED dada. 

b) Como 2 2 2, 2 e 4x x xy e y e y e′ ′′= = = , vem: 

2
2 2 2

2 4 3 0x x xd y y e e e
dx

− = − = ≠

Portanto, a função 2xy e=  não é solução da ED dada. 

c) Como 4 , 4 e 4x x xy e y e y e− − −′ ′′= = − = , vem: 

2

2 4 4 0x xd y y e e
dx

− −− = − =

Portanto, a função 4 xy e−=  é uma solução da ED dada. 

d) Como , ex x xy Ce y Ce y Ce′ ′′= = = , vem: 

2

2 0x xd y y Ce Ce
dx

− = − =

Portanto, a função xy Ce=  é uma solução da ED dada para qualquer 
valor de C . 

Observação 7.2. Mais adiante (Capítulo 8) veremos que a função 

1 2
x xy C e C e−= +  é solução da ED 

2

2 0d y y
dx

− =  e será chamada de 

solução geral. 

Exemplo 7.3: A função 
2

1ty e t= + −  é uma solução da ED 
22 1 2 2y ty t t′ − = − + .
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Solução: 
De fato,

2 2

1, 2 1t ty e t y te′= + − = +  e 
2 2 22 2 1 2 ( 1) 2 2 1t ty ty te t e t t t′ − = + − + − = − + + .

7.3.1. Tipos de soluções

Solução geral:•	  é a solução da ED que contém tantas constantes 
arbitrárias quantas forem as unidades da ordem da equação. As-
sim, se a ED é de ordem 1, a solução geral terá uma constante 
arbitrária, se for de ordem 2, deverá conter duas constantes arbi-
trárias, e assim sucessivamente.  

Exemplo 7.4: A função 1 2
x xy C e C e−= +  é solução geral da ED 

0y y′′ − =  (ordem 2). Note que na função há duas constantes arbi-
trárias 1 2( e )C C . 

Solução: 

De fato, 1 2 1 2 1 2, ,x x x x x xy C e C e y C e C e y C e C e− − −′ ′′= + = − = +  e 

1 2 1 2( ) 0x x x xy y C e C e C e C e− −′′ − = + − + = .

Exemplo 7.5: A função 23
2

y x C= − +  é solução geral da ED 3y x′ = −   

(ordem 1). Note que na função há apenas uma constante arbitrária  ( )C .  

Solução:

De fato, 23 e 3
2

y x C y x′= − + = −  (ED). 

Solução particular:•	  é a solução da ED deduzida da solução geral, 
atribuindo-se valores particulares às constantes arbitrárias. 

Exemplo 7.6: Atribuindo valores à constante da função 23
2

y x C= − + , 

que é solução geral da ED  3y x′ = −  (conforme mostrado no Exemplo 
7.5), obtemos uma solução particular para cada valor atribuído a C . 
Observe: 

Solução: 

Para 2C = − : 23 2
2

y x= − −  é uma solução particular da ED 3y x′ = −  ;
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Para 0C = : 23
2

y x= −  é outra solução particular da ED 3y x′ = − ;

Para 1C = : 23 1
2

y x= − +  é outra solução particular da ED 3y x′ = − ;

Para C p= : 23
2

y x p= − +  é outra solução particular da ED 3y x′ = − .

Geometricamente, a solução geral de uma ED de 1ª ordem represen-
ta uma família de curvas conhecidas como curvas-solução, uma para 
cada valor da constante arbitrária. 

Solução singular:•	  é a solução da ED que não pode, porém, ser 
obtida da solução geral. 

Exemplo 7.7: A função 
2

( )
4
xy x =  é solução singular da ED 

2( ) 0y xy y′ ′− + = , que tem solução geral 2( )y x cx c= − . No entanto,   
não foi obtida da solução geral. Observe: 

Solução: 
De fato,

2 1( ) ,
4 2
xy x y x′= =  e 

2
2 2 2 2 21 1 1 1 1 1( ) 0 0.

2 2 4 4 2 4
y xy y x x x x x x x   ′ ′− + = = − + = − + =   

   

Por outro lado,

2( ) ,y x cx c y c′= − =  e 

2 2 2 2
2( ) ( ) 0.y xy y c x c cx c c cx cx c′ ′− + = − + − = − + − =

Assim, apenas alguns tipos de ED apresentam solução singular. Ve-
remos mais detalhadamente cada tipo de solução em nosso estudo 
sobre EDO. 

Antes de nos dedicarmos a achar soluções para as EDOs, vamos 
procurar responder a três perguntas importantes sobre soluções 
para uma EDO:

Dada uma equação diferencial, será que ela tem solução?1) 

Se tiver solução, será que essa solução é única?2) 
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Existe uma solução que satisfaz a alguma condição especial?3) 

Como resposta à primeira das perguntas anteriores, primeiramente 
alertamos que descobrir uma solução para uma ED é algo “similar” 
ao cálculo de uma integral, e nós sabemos que existem integrais 
que não possuem primitivas, como é o caso das integrais elípticas. 
Dessa forma, não é de se esperar que todas as equações diferenciais 
possuam soluções. 

Quanto à resposta para a segunda pergunta, veremos que é possível 
que uma ED possa ter mais de uma solução. Aqui é conveniente ou-
tro questionamento: Sob que condição(ões) uma ED apresenta uma 
única solução? E esse questionamento é mais importante do que se 
possa imaginar, em especial para os físicos. Neste contexto, existe 
o Teorema de Existência e Unicidade de solução, que nos garante 
resposta no que tange à existência de uma única solução, desde que 
a equação tenha algumas características. (O tratamento desse teore-
ma foge dos objetivos desta disciplina.)

Teorema 7.1. (Existência de uma única solução)

Seja R uma região retangular no plano xy  definida por 
,a x b c y d≤ ≤ ≤ ≤ , que contém o ponto 0 0( , )x y  em seu interior. Se   

( , )f x y  e 
f
y
∂
∂

 são contínuas em R, então existe um intervalo I centra-

do em 0x  e uma única função ( )y f x=  definida em I que satisfaz o 
problema de valor inicial. (Equações diferenciais, de Zill, Capítulo 
2, Teorema 2.1).

A próxima seção deixa claro o que é um problema de valor inicial, 
ao mesmo tempo em que fornece uma resposta à terceira pergunta, 
pois mostrará soluções de EDs que satisfazem condições especiais.  

7.4  Problema de valor inicial (PVI)
Frequentemente, em aplicações, é preciso encontrar uma solução 
particular que satisfaça uma condição inicial da forma 0 0( )y x y= . 
Quer dizer, procura-se a função ( )y f x=  que é uma solução e que 
satisfaça 0 0( )f x y= . A este tipo de problema chamamos Problema 
de Valor Inicial (PVI).

Em geral, uma integral 
elíptica é qualquer integral 

da forma ( , )R x y dx∫ , 

onde ( , )R x y  é uma 
função racional de duas 

variáveis  x ,  y  e onde y  
é a raiz quadrada de um 

polinômio de 3º ou 4º grau 
em x . O nome “integral 
elíptica” é usado porque 
uma integral desse tipo 

aparece no problema de 
achar o comprimento de 

uma elipse. No século XIX, 
foi finalmente provado pelo 
grande matemático francês 

Liouville e seus discípulos 
que o problema de resolver 

essas integrais em termos 
de funções elementares não 

é meramente difícil – é, na 
verdade, impossível. 
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Exemplo 7.8: Sejam as funções 2
1y x c= +  e 2

2y x c= − + . Ambas 

satisfazem a ED ' xy
y

= ; 0y ≠ .

No entanto, apenas 2
1y x c= +  satisfaz a condição seguinte: 

(3) 2y = − .

Solução: De fato, 1y  e 2y  satisfazem a ED, pois:

2 1
1 1 2 2

1

, x dy x xy x c y
dx yx c x c

′= + = ⇒ = =
+ +

 e

2 2
2 2 2 2

2

, x dy x xy x c y
dx yx c x c

′= − + = − ⇒ = =
+ − +

Observe a representação gráfica (Figura 7.1), que indica algumas cur-
vas que caracterizam soluções particulares distintas de 1y  e 2y . 

6

4

2

6 842
0

−2

−4

−6

−2−4−6−8 0

c=9c = −9 c = −9

c = −9

c = −9

c=4c = −4 c = −4

c = −4c = −4

c=1c = −1 c = −1

c = −1

c = −1

c=0

c=0

c=1

c=4

c=9

c=0

c=0

Figura 7.1
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Note que nenhuma curva corta o eixo x , pois 0y ≠ . 

• Para 1c = , temos 2 soluções: 2
1( ) 1y x x= + ; x∈  e 

2
2 ( ) 1y x x= − + ; x∈ .

• Para 1c = − , temos 4 soluções: 2
1( ) 1y x x= − ; (1, )x∈ +∞ ; 

2
2 ( ) 1y x x= − − ; (1, )x∈ +∞ ; 2

3( ) 1y x x= − ; ( , 1)x∈ −∞ −  e 

2
4 ( ) 1y x x= − − ; ( , 1)x∈ −∞ − .

• Para 0c = , temos também 4 soluções: 1( )y x x= ; 0x > ; 2 ( )y x x= ; 
0x > ; 3 ( )y x x= − ; 0x >  e 4 ( )y x x= − ; 0x < .

Observação 7.3. O esboço gráfico anterior tem como objetivo ape-
nas dar uma ideia da infinidade de soluções particulares possíveis.

Voltemos à condição (3) 2y = − : 

• Temos a solução geral: 2y x c= ± + . 

• Foi dado na questão: (3) 2y = − .

• Assim: 2(3) 2 3 2 9 4 5y c c c= − ⇔ − + = − ⇔ + = ⇔ = − .

Então, 2 5y x= ± − . Como (3) 2 0y = − < , a solução do problema é:  

2 5y x= − − , definida em ( 5, )+∞ . 

Exemplo 7.9: A função 
2

2
x C

y e
+

=  (solução geral) satisfaz a ED 
dy xy
dx

= .
 

Determinemos ( )y f x=  que satisfaça a condição inicial: (1) 1f = . 

Solução: De fato, 
2

2
x C

y e
+

=  satisfaz a ED, pois:

2 2 2

2 2 2,
x x xC C Cdyy e y xe xe xy

dx
+ + +′= = ⇒ = =
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Temos um PVI. Determinemos agora o valor da constante C , sabendo 
que (1) 1f = : 

 

21
2 1 1(1) 1 0

2 2
C

f e C C
+

= = ⇔ + = ⇔ = −

Então, 
2 1
2

x

y e
−

=  é a solução do problema de valor inicial dado.

7.5  Equações diferenciais ordinárias 
de 1ª ordem

Definição 7.1. As equações diferenciais ordinárias de 1ª ordem são equa-
ções que podem ser escritas como:

( , , ') 0F t y y =

Vamos estudar equações de 1ª ordem que podem ser escritas na  
forma 

( , )dy f t y
dt

= .

Uma solução de uma equação diferencial em um intervalo I  é uma 
função ( )y t  derivável definida no intervalo I  que satisfaça a equa-
ção neste intervalo. 

7.5.1 Equações diferenciais lineares

As equações lineares de 1ª ordem são equações que podem ser es-
critas como: 

( ) ( )dy p t y q t
dt

+ =  

Se •	 ( ) 0=p t  

Se ( ) 0,p t =  a equação anterior fica ( )dy q t
dt

=  e para resolvê-la inte-

gramos ambos os lados da equação. Assim, a solução geral desta 
equação é dada por:

 
( ) ( ) ( )dy q t dt y t q t dt C

dt
= ⇒ = +∫ ∫ ∫
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Observação 7.4: Na resolução de uma ED, você terá fre-
quentemente que utilizar, digamos, integração por partes, 
frações parciais ou possivelmente uma substituição. Será 
proveitoso gastar algum tempo na revisão de algumas 
técnicas de integração (Cálculo II).

Exemplo 7.10: A equação 3dy te
dt

=  é uma ED linear (com 
3( ) 0 e ( ) tp t q t e= = ) e pode ser resolvida por integração 

direta obtendo 
33( )
3

tety t e dt c= = +∫ , que é a solução ge-

ral da equação diferencial dada. 

Observe na Figura 7.2 a representação gráfica de algumas 
soluções particulares. 

Exemplo 7.11: Calcular a solução geral da equação sen(2 )dy t
dt

= .

Solução: A equação sen(2 )dy t
dt

=  é uma ED linear (com 

( ) 0 e ( ) sen(2 )p t q t t= = ) e pode ser resolvida por integração direta, 
obtendo

cos(2 )( ) sen(2 )
2

ty t t dt c= = − +∫ , 

que é a solução geral da equação diferencial dada.

O próximo exemplo consiste na solução de um PVI.

Exemplo 7.12: Calcule a solução da equação 2( ) 0y x x′ − + = , que sa-
tisfaça (1) 1y = . 

Solução: A equação 2( ) 0y x x′ − + =  pode ser escrita da forma 

2 ,dy x x
dx

= +  que é uma ED linear (com 2( ) 0 e ( )p x q x x x= = + ), e 

pode ser resolvida por integração direta, obtendo

3 2
2( ) ( )

3 2
x xy x x x dx c= + = + +∫ , 

que é a solução geral da equação diferencial dada.

Como a equação deve satisfazer (1) 1y = , vem:

3 21 1 1(1) 1
3 2 6

y c c= + + = ⇒ =

1

1

−1

−1 0
−4 c = −10

y

t

c = − 8
c = − 6
c = − 4

c = 2
c = 0

c = − 2

Figura 7.2
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Portanto, 
3 2 3 21 2 3 1( )

3 2 6 6
x x x xy x + +

= + + =  é a solução do proble-

ma de valor inicial dado. 

Caso Geral •	

Considere a ED  ( ) ( )dy p t y q t
dt

+ = . Vamos definir uma função auxi-

liar ( )u t  de forma que, ao multiplicarmos a equação por esta função 

( ),u t  a equação resultante seja do tipo ( )dy q t
dt

= , a qual já vimos 
como resolver. 

Considere a função 
( )

( )
p t dtu t e∫= . Essa função é chamada fator in-

tegrante da função linear (adiante mostraremos porque essa função 
deve ter esta forma). 

Primeiramente, observe que:

( )

( )

( )

( )
( ) ( )

( )p t dt

p t dt

du de p t dt
dt dt

e p t
u t p t

∫=

∫=
=

∫
 (*)

Multiplicando-se ambos os membros de ( ) ( )dy p t y q t
dt

+ =  por ( )u t , 
temos: 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )dyu t u t p t y u t q t
dt

+ =

Por (*), vem:

( ) ( ) ( )dy duu t y u t q t
dt dt

+ =

Como o lado esquerdo desta última equação é a derivada de um 
produto, podemos escrever:

( ( ) ( )) ( ) ( ),d u t y t u t q t
dt

=

que é uma equação do tipo 

 

( )dy q t
dt

=  cuja solução é dada por:

( ) ( ) ( ) ( ) (**)u t y t u t q t dt c= +∫   (**)
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Como 
 

( ) 0,u t ≠  dividimos (**) por 
 

( ),u t  obtendo:

1( ) ( ) ( )
( )

( )y t u t q t dt c
u t

= +∫  

Observe agora como se chega ao fator integrante 
( )

( ) .
p t dtu t e∫=  

O fator integrante ( )u t  deve ser uma função que satisfaz a ED 

( ) ( )du p t u t
dt

= . Supondo ( ) 0u t ≠ , vem:

 
1 1 1( ) ( ) ( ),
( ) ( ) ( )

du dup t u t p t
dt u t u t u t dt

× = × ⇒ =

que pode ser escrita como: 

(ln ( ) ) ( ).d duu t p t
du dt

=

Pela regra da cadeia, temos:

 (ln ( ) ) ( ),d u t p t
dt

=

que é uma equação do tipo ( )dy q t
dt

=  e, portanto, pode ser resolvida 

integrando-se ambos os membros da equação. Assim:
 

1ln ( ) ( ) .u t p t dt c= +∫

Aplicando-se a exponencial a ambos os membros, obtemos:

1
( ) ( )

( ) .
p t dt p t dtcu t e e ce∫ ∫= ± =

Como estamos interessados em apenas um fator integrante, pode-
mos tomar 1c =  e obtemos: 

( )
( ) .

p t dtu t e∫=

Exemplo 7.13: Ache a solução geral da equação .xdy y e
dx

+ =  

Solução: Na equação xdy y e
dx

+ =  (linear), temos: 
( ) 1
( ) x

p x
q x e

=


=
 

Determinemos o fator integrante 
( )

( ) :
p x dxu x e∫=  

( ) 1
( )

p x dx dx xu x e e e∫ ∫= = =  
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Assim, temos:  

2

2

1( ) ( ) ( )
( )

1( )

1( )

1( )
2

( )
2

( )

( )

( )

x x
x

x
x

x

x

x
x

y x u x q x dx c
u x

y x e e dx c
e

y x e dx c
e

ey x c
e

ey x ce−

= +

= ⋅ +

= +

 
= + 

 

= +

∫

∫

∫  

Logo, a solução geral da ED xdy y e
dx

+ =  é a função ( )
2

x
xef x ce−= + . 

 

Exemplo 7.14: Encontre a solução geral da equação 23dyx y x
dx

− = .    

Solução: A ED pode ser escrita na forma 
3dy y x

dx x
− = , em que

 
3( )

( )

p x
x

q x x

 = −

 =

 .

Assim, o fator integrante é 
3

( ) 3ln| |
3

1( ) .
dxp x dx xxu x e e e

x
− −∫∫= = = =  

Dessa forma, temos:

3

3

3 2

3

2 3

1( ) ( ) ( )
( )
1 1( ) 1

( )

1( )

( )

( )y x u x q x dx c
u x

y x x dx c
x

x
y x x x dx c

y x x c
x

y x x cx

−

= +

 = +  

 = + 
 = − +  

= − +

∫

∫

∫  

Logo, a solução geral da ED 23dyx y x
dx

− =  é a função

 2 3( )y f x x cx= = − + .
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Exemplo 7.15: Resolva o problema de valor inicial

 2 , (0) 3dy ty t y
dt

+ = = − .

Solução: Na equação 2dy ty t
dt

+ =  (linear), temos: 
( ) 2
( )

p t t
q t t

=
 =

 

Determinemos o fator integrante 
( )

( ) :
p t dtu t e∫=  

2( ) 2
( )

p t dt t dt tu t e e e∫ ∫= = =  

Assim, temos:  

2

2

2

2

2

2

2

1( ) ( ) ( )
( )

1( )

1( )

1( )
2

1( )
2

(

( )

( )

)

t
t

t
t

t

t

t

y t u t q t dt c
u t

y t e t dt c
e

y t te dt c
e

ey t c
e

y t ce−

= +

= ⋅ +

= +

 
= +  

 

= +

∫

∫

∫

 

A condição 2dy ty t
dt

+ =  e (0) 3y = −  nos fornece o valor de  :c

201 7(0) 3
2 2

y ce c−= + = − ⇒ = −

Logo, a solução para o problema de valor inicial é a função

21 7( ) .
2 2

ty t e−= −

7.5.2 Equações diferenciais de variáveis separáveis

Uma equação diferencial de 1ª ordem de variáveis separáveis pode ser 
resolvida por integração, quando for possível reunir todos os termos 
em “ y ” com “ dy ” e todos os termos em “ x ” com “ dx ”, isto é, se for 
possível escrever a equação diferencial sob a forma:

( ) ( ) 0f y dy g x dx+ =
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Então, a solução geral será dada por:

( ) ( )f y dy g x dx c+ =∫ ∫ ,

em que “ c ” é uma constante arbitrária.

Exemplo 7.16: Ache a solução geral da seguinte equação diferencial: 

2( 1) ( 1)dyx x y
dx

+ = + .

Solução:

Reescrevemos a equação em sua forma diferencial separando as va-
riáveis e integrando:

2
2

2

( 1) ( 1)
1 1

1 1
ln 1

dy dy xx x y dx
dx y x

dy x dx
y x

arc tg y x x c

+ = + ⇒ =
+ +

=
+ +

= − + +

∫ ∫
 

Logo, a solução da ED dada é a função ln 1y tg x x c= − + +   .

Exemplo 7.17: Ache a solução geral da seguinte equação diferencial: 
dy y
dx

=  .

Solução:

Reescrevemos a equação em sua forma diferencial separando as va-
riáveis e integrando:

 

ln

dy dyy dx
dx y

dy dx
y
y x c

= ⇒ =

=

= +

∫ ∫

Da definição de logaritmo, obtemos:

x cy e +=

Logo, a solução da ED dada é a função x cy e +=  .
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Exemplo 7.18: Ache a solução geral da seguinte equação diferencial: 

.x ydy e
dx

−=

Solução:

Reescrevemos a equação em sua forma diferencial separando as va-
riáveis e integrando:

 

0

0

ln( )

x y x y y x

y x

y x

y x

y x

x

dy e e e e dy e dx
dx

e dy e dx

e dy e dx

e e c
e e c
y e c

− −= = ⋅ ⇒ =

− =

− =

− =

= +

= +

∫ ∫

Logo, a solução da ED dada é a função ln( )xy e c= + .

Exemplo 7.19: Ache a solução da equação 2 0dy xy
dx

+ =  que satisfaça  
(1) 3y = . 

Solução:

Reescrevemos a equação em sua forma diferencial separando as va-
riáveis e integrando:

2
2

2

2

2

2

2

2

2

0 0

0

1
2

2
2

2 2
2 2

( 2 ) 2
2

2

dy dyxy x dx
dx y

dy x dx
y

x c
y

x y c
y
x y yc

x y yc
y x c

y
x c

+ = ⇒ + =

+ =

− + =

− +
=

− + =

− =

− =

=
−

∫ ∫
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Fazendo 2k c= , vem: 2
2 .y

x k
=

−
 

Logo, a solução geral da ED dada é a função 2
2y

x k
=

−
. 

No entanto, aqui se trata de um PVI, pois a solução da equação deve        
satisfazer (1) 3y = . Assim:

2
2 1(1) 3 3 .

1 3
y k

k
= ⇔ = ⇔ =

−

Logo, a solução do PVI é a função 2
2

2 6
1 3 1
3

y
xx

= =
−−

. 

Exemplo 7.20: Ache a solução geral da seguinte equação diferencial: 

.dy y
dx x

=  

Solução:

Reescrevemos a equação em sua forma diferencial separando as va-
riáveis e integrando:

0

0

ln ln

ln

c

c

dy y dy dx
dx x y x

dy dx
y x

dy dx
y x
y x c

y c
x
y e
x
y e x

= ⇒ =

− =

− =

− =

=

=

=

∫ ∫
 

Logo, a solução da ED dada é a função cy e x= .

Exemplo 7.21: Resolva o problema de valor inicial 

, (4) 3.dy x y
dx y

= − =



213

Solução:

Reescrevemos a equação em sua forma diferencial separando as va-
riáveis e integrando:

 2 2

2 2

2 2 2

0

0

2 2
2

[ 2 ]

dy x dy dx
dx y y x

ydy xdx

y dy x dx

y x c

y x c
y x k k c

= − ⇒ =

+ =

+ =

+ =

+ =

+ = =

∫ ∫

Esta solução (geral) representa uma família de circunferências con-
cêntricas. No entanto, aqui se trata de um PVI, pois a solução da 
equação deve satisfazer (4) 3y = . Assim:

2 2 24 3 25 k+ = =

Logo, o problema de valor inicial determina 2 2 25x y+ = . Em vista do 
Teorema 7.1, podemos concluir que esta é a única circunferência que 
passa pelo ponto (4,3). 

7.5.3 Equações diferenciais homogêneas

Antes de considerar o conceito de equação diferencial homogênea e seu 
método de solução, precisamos primeiro examinar a natureza de 
uma função homogênea. Começamos com a definição desse conceito. 

Função Homogênea•	

Se uma função f  satisfaz 

( , ) ( , )nf x y f x y  = , 

para algum número real n , então dizemos que f  é uma função ho-
mogênea de grau n .
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Exemplo 7.22

2 2( , ) 3 5f x y x xy y= − +a)  é uma função homogênea de grau 2.

De fato, 
2 2

2 2 2 2 2

2 2 2

2

( , ) ( ) 3( )( ) 5( )
3 5

( 3 5 )
( , )

f x y x x y y
x xy y
x xy y

f x y

     

  





= − +

= − +

= − +

=

2 23( , )f x y x y= +b)  é uma função homogênea de grau 
2
3

.  

De fato, 
2 23

2 2 2 23

2 2 23

2
2 233

2
3

( , ) ( ) ( )

( )

( , )

f x y x y

x y

x y

x y

f x y

   

 







= +

= +

= +

= +

=

3 3( , ) 1f x y x y= + +c)  não é uma função homogênea. 

De fato, 
3 3

3 3

3 3 3 3

3 3 3

3

( , ) 1
( ) ( ) 1

1
( ) 1

( , )

f x y x y
x y
x y
x y
f x y

 

 

 





= + +

= + +

= + +

= + +

≠

( , ) 4
2
xf x y
y

= +d)  é uma função homogênea de grau 0.  

De fato, 

0

0

( , ) 4
2

4
2

4
2

( , )

xf x y
y

x
y

x
y

f x y


 







= +

= +

 
= + 

 
=
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Equação Homogênea•	

Uma equação diferencial da forma  

( , ) ( , ) 0M x y dx N x y dy+ =

é chamada de equação diferencial homogênea se ambos os coeficien-
tes  eM N  são funções homogêneas de mesmo grau, ou seja, 

( , ) ( , ) 0M x y dx N x y dy+ =  é homogênea se

( , ) ( , )nM x y M x y  =  
e

 ( , ) ( , )nM x y M x y  = .

Uma equação diferencial homogênea ( , ) ( , ) 0M x y dx N x y dy+ =   
pode ser resolvida por meio de uma substituição algébrica. Especi-
ficamente, a substituição y ux=  ou x vy= , em que u  e v  são as no-
vas variáveis independentes, transformará a equação em uma equação 
diferencial de 1ª ordem separável. Para ver isso, seja y ux= ; então, sua 
diferencial é dy u dx x du= + .

Substituindo y ux=  e dy u dx x du= +  em ( , ) ( , ) 0M x y dx N x y dy+ = , 
vem:

 ( , ) ( , )[ ] 0.M x ux dx N x ux u dx x du+ + =

Pela homogeneidade das funções, podemos escrever:

( , ) ( , )[ ] 0n nx M u dx x N u u dx x du + + =
ou

[ ( , ) ( , )] ( , ) 0.M u uN u dx xN u d  + + =  

Assim,
( , ) 0. (*)

( , ) ( , )
dx N u du
x M u uN u


 

+ =
+

Após termos resolvido (*), a solução da equação original poderá ser 

obtida substituindo-se u por 

 

y
x

 (retornando à variável original). 
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Observação 7.5. A fórmula anterior não deve ser memorizada. O 
melhor é repetir o processo sempre que for necessário. A substitui-
ção  x vy=  também leva a uma equação separável e sua verificação 
é deixada a cargo do leitor.

Exemplo 7.23: Ache a solução geral da equação:

2 2( ) 2 0x y dx xy dy+ + = .
Solução:

Na ED dada, temos:

2 2( , ) ( )
( , ) 2

M x y x y
N x y xy

 = +


= .

Vamos verificar se M  e N  são funções homogêneas de mesmo grau.

2 2 2 2 2 2( , ) ( ) ( ) ( ) ( , )M x y x y x y M x y     = + = + =
2 2 2( , ) 2( )( ) 2 (2 ) ( , )N x y x y xy xy N x y      = = = =

Então, M  e N  são funções homogêneas de mesmo grau. Neste caso, 
de grau 2, e, portanto, a ED é homogênea. 

Fazendo e dy dvy vx v x v dx x dv
dx dx

= = + = +  (observe a regra da ca-

deia), transformamos a ED (homogênea) numa ED de variáveis sepa-
ráveis, como segue:

2 2 2 2( ) 2 ( ) 0.x v x dx x v v dx x dv+ + + =

Aplicando a propriedade distributiva e colocando o termo  em evi-
dência, temos:

2 2 2 2 2 3

2 2 3

2 2

2

2

2 2 0
(1 3 ) 2 0
[(1 3 ) 2 ] 0

(1 3 ) 2 0

0,
2 1 3

x dx v x dx x v dx x v dv
x v dx x v dv
x v dx xv dv

v dx xv dv
dx v dv
x v

+ + + =

+ + =

+ + =

+ + =

+ =
+

que é uma ED de variáveis separáveis. Assim, vem:



217

2 2

2

2

2

2

3 2

3 2 3

3 2 3

0 0
2 1 3 2 1 3

2 1 3
1 1ln ln(1 3 )
2 6

1ln ln(1 3 )
3

3ln ln(1 3 ) 3

ln (1 3 ) 3

(1 3 )
(1 3 ) [ ]

c

c

dx v dx vdv dv
x v x v

dx v dv
x v

x v c

x v c

x v c

x v c

x v e
x v k k e

+ = ⇒ + =
+ +

= −
+

= − + +

+ + =

+ + =

+ =

+ =

+ = =

∫ ∫

∫ ∫

Em termos de “ x ” e “ y ”, a solução será:

3 2

2
3

2 2

(1 3 )

1 3

( 3 )

x v k

yx k
x

x x y k

+ =

  + =     
+ =

 

Logo, a solução da ED dada é a função 2 2( 3 )x x y k+ = .

Exemplo 7.24: Ache a solução geral da equação: 

dy y x
dx x

+
= .

Solução:

Na ED dada, temos:
( , )
( , )

M x y y x
N x y x

= +
 = − .

Vamos verificar se M  e N  são funções homogêneas de mesmo grau.

( , ) ( ) ( , )M x y y x y x M x y     = + = + =
( , ) ( ) ( , )N x y x N x y   = − =

Então, M  e N  são funções homogêneas de mesmo grau. Neste caso, 
de grau 1, e, portanto, a ED é homogênea. 
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Fazendo e dy dvy vx v x
dx dx

= = +  (observe a regra da cadeia), trans-

formamos a ED (homogênea) numa ED de variáveis separáveis, como 
segue:

( 1)

1

1

0,

dv vx xv x
dx x
dv x vv x
dx x
dvv x v
dx
dvx
dx

dx dv
x

+
+ =

+
+ =

+ = +

=

− =

que é uma ED de variáveis separáveis. Assim, vem:

0 0

ln

ln

dx dxdv dv
x x

x v c

x v c

− = ⇒ − =

− =

= +

∫ ∫

Em termos de “ x ” e “ y ”, a solução será:

1 1

1

1

ln

ln

ln

ln
(ln )
(ln ln ) [ ln ]
ln( )
ln( ) [ ]

x v c
yx c
x
y cxx

x
x x y cx

y x x c
y x x k c k
y x k x
y x x k 

− −

−

−

= +

= +

+
=

= +

= −

= + =

=

= =

 

Logo, a solução da ED dada é a função ln ( )y x x= .

Exemplo 7.25: Ache a solução geral da equação: 

2 2 2( ) ( ) 0x y dx x xy dy+ + − = .
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Solução:

Na ED dada, temos
2 2

2

( , )
( , )

M x y x y
N x y x xy

 = +


= − .

Vamos verificar se M  e N  são funções homogêneas de mesmo grau.

2 2 2 2 2 2( , ) ( ) ( ) ( ) ( , )M x y x y x y M x y     = + = + =

2 2 2 2( , ) ( ) ( )( ) ( ) ( , )N x y x x y x xy N x y      = − = − =

Então, M  e N  são funções homogêneas de mesmo grau. Neste caso, 
de grau 2, e, portanto, a ED é homogênea. 

Fazendo e dy duy ux u x dy u dx x du
dx dx

= = + ⇒ = +  (observe a regra 

da cadeia), transformamos a ED (homogênea) numa ED de variáveis 
separáveis, como segue:

2 2 2 2 2

2 2 2

( ) ( )[ ] 0x u x dx x ux u dx x du

x dx x u dx

+ + − + =

+ 2 3 2 2x u dx x du u x dx+ + − 3

2 3

0

(1 ) (1 ) 0
1 0,
1

ux du

x u dx x u du
dx u du
x u

− =

+ + − =
−

+ =
+

que é uma ED de variáveis separáveis. Assim, vem:

1 10 0
1 1

2 0
1

ln 2ln(1 )

ln 2ln(1 ) ln

dx u dx udu du
x u x u

dx dudu
x u

x u u c

x u u c

− −
+ = ⇒ + =

+ +

− + =
+

− + + =

− + + =

∫ ∫

∫ ∫ ∫

Em termos de “ x ” e “ y ”, a solução será:

ln 2 ln 1 ln

ln 2ln 1 ln

x u u c

y yx c
x x

− + + =

− + + =
 

Usando as propriedades do logaritmo, podemos escrever:
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2

2

2

2 ln

2
ln

2

ln 2 ln 1 ln

ln 2ln ln

ln ln ln

( )ln ln

( )ln

( )

( )

yc
x

y
c x

y
x

y yx c
x x
y x yx c
x x

x y yx c
x x

x x y yc
x x

x y e
x

x y e e
x

x y cxe

+

− + + =

+
− + =

+ + = + 
 

 +
= + 

 
 +

= 
 

+
=

+ =

Logo, a solução da ED dada é a função 2( )
y
xx y cxe+ = .

7.5.4 Equações diferenciais exatas

As equações exatas são equações que podem ser escritas na forma 

( , ) ( , ) 0M x y dx N x y dy+ =  (7.13)

em que as funções ( , )M x y  e ( , )N x y  satisfazem 

M N
y x

∂ ∂
=

∂ ∂
 (7.14)

em um retângulo da forma  { }2( , ) / ,t y t y   ⊂ < < < < , em que 

( , ), ( , ), MM x y N x y
y

∂
∂

 e 
N
x

∂
∂

 são contínuas. 

Se 
M N
y x

∂ ∂
=

∂ ∂
, então vamos mostrar que existe uma função ( , ),U x y   

tal que 

( , ) e ( , ) .U UM x y N x y
x y

∂ ∂
= =
∂ ∂

 (7.15)

Substituindo-se esses valores de ( , )M x y  e de ( , )N x y  em (7.13),  
obtemos:

0.U U dy
x y dx

∂ ∂
+ =

∂ ∂
 (7.16)
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Mas pela regra da cadeia

( ( , ( ))) .d U U dyU x y x
dx x y dx

∂ ∂
= +
∂ ∂

Então, (7.16) pode ser escrita como

( ( , ( ))) 0.d U x y x
dx

=  (7.17)

A equação (7.17) é do tipo ( )dY q x
dx

= , em que ( ) ( , ( ))Y x U x y x=  e 
( ) 0f x = . 

Assim, a solução geral de (7.17) é, portanto, solução geral de (7.13), 
dada por

( , ( )) .U x y x C=  (7.18) 

Vamos agora ver como encontrar a função ( , )U x y :  

Integrando-se a 1ª equação de (7.15) em relação a •	 x, obtemos

( , ) ( , ) ( ),U x y M x y dx h y= +∫  (7.19) 

em que ( )h y  é uma função a ser determinada.

( , )U x y•	  dada por (7.19) é solução da 1ª equação de (7.15), pois 
derivando a equação (7.19) em relação a x obtemos a 1ª equação 
de (7.15).

Substituindo-se a função encontrada em (7.19) na 2ª equação de •	
(7.15), obtemos

( , ) ( , ) .( )U dh M dhN x y M x y dx dx
y y dy y dy

∂ ∂ ∂
= = + = +
∂ ∂ ∂∫ ∫

 Daí obtemos uma equação diferencial para ( )h y :

( , ) .dh MN x y dx
dy y

∂
= −

∂∫  (7.20)

Se a equação (7.13) é exata, o lado esquerdo de (8) não depende •	
de x, pois, usando (7.14), obtemos

( , ) 0.M N M N MN x y dx dx
x y x x y x y
   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

− = − = − =   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   
∫ ∫
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 A equação (7.20) é do tipo ( )dZ f y
dy

= , em que ( ) ( )Z y h y=  e 

( ) ( , ) .Mf y N x y dx
y

∂
= −

∂∫  Assim, uma solução é dada por 

( ) ( , ) .Mh y N x y dy dx dy
y

 ∂
= −  ∂ 
∫ ∫ ∫  

Substituindo-se esse valor de •	 ( )h y  em (7.19), obtemos 

( , ) ( , ) ( , ) .MU x y M x y dx N x y dy dx dy
y

 ∂
= + −  ∂ 
∫ ∫ ∫ ∫  

Portanto, a solução geral da equação exata•	

 
 

( , ) ( , ) 0M x y dx N x y dy+ =  

é por (7.18), 

( , ) ( , ) ( , ) .MU x y M x y dx N x y dy dx dy C
y

 ∂
= + − = ∂ 
∫ ∫ ∫ ∫

Observação 7.6. A fórmula anterior não deve ser memorizada. O 
melhor é repetir o processo sempre que for necessário. O que fize-
mos aqui foi mostrar o caminho a ser seguido para resolver uma 
equação exata.

Exemplo 7.26

22 ( 1) 0xy dx x dy+ − =a)  é uma equação exata.

De fato, 

2

( , ) 2
2

( , ) 1
M x y xy M Nx

y xN x y x
=  ∂ ∂

= = ∂ ∂= − 
.

2 2( cos ) (2 cos 2 ) 0y ye y xy dx xe x xy y dy− + − + =b)   é uma equação 
exata. 

De fato, 

2
2

2

( , ) cos
2 cos ( )sen

( , ) 2 cos 2

y
y

y

M x y e y xy M Ne xy xy xy
y xN x y xe x xy y

= − ∂ ∂ = − + = ∂ ∂= − + 
.
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1 ln 0y dx x dy
x

 + + = 
 

c)  é uma equação exata. 

De fato, 
( , ) 1 1

( , ) ln

yM x y M N
x

y x xN x y x

= + ∂ ∂ = = ∂ ∂= 

.

( ) ln 0x y dx x x dy+ + =d)  não é uma equação exata. 

De fato, 
( , )

1 (ln 1)
( , ) ln

M x y x y M Nx
N x y x x y x

= +  ∂ ∂
= ≠ + == ∂ ∂

.

Exemplo 7.27: Ache a solução da equação 2 2( ) 2 0x y dx xy dy− − = . 

Solução: 

Temos 
2 2( , )

2 .
( , ) 2

M x y x y M Ny
y xN x y xy

= − ∂ ∂
= − = ∂ ∂= − 

Como 
M N
y x

∂ ∂
=

∂ ∂
, temos que a ED é exata. Portanto, existe uma fun-

ção ( , ),U x y   tal que ( , ) e ( , ) .U UM x y N x y
x y

∂ ∂
= =
∂ ∂

 Assim: 

2 2

3
2 2

3
2 2 2

3
2

( , ) ( , ) ( , )

( ) 2 2

2
3

3

3

( )

MU x y M x y dx N x y dy dx dy C
y

x y dx xy dy y dx dy C

x xy xy xy dy C

x xy xy xy C

x xy C

 ∂
= + − = ∂ 

= − − + =

= − − + =

= − − + =

= − =

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

∫

Logo, 3 21
3

x xy C− =  é solução da ED dada. 

Exemplo 7.28: Ache a solução da equação 

3 2( ) (2 cos ) 0x y dx xy y dy+ + + = .
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Solução: 

Temos 
3 2( , )

2 .
( , ) 2 cos

M x y x y M Ny
y xN x y xy y

= + ∂ ∂
= = ∂ ∂= + 

Como 
M N
y x

∂ ∂
=

∂ ∂
, temos que a ED é exata. Portanto, existe uma fun-

ção ( , ),U x y  tal que ( , ) e ( , ) .U UM x y N x y
x y

∂ ∂
= =
∂ ∂

 Assim: 

2 2

3
2 2

3
2 2 2

3
2

( , ) ( , ) ( , )

( ) 2 2

2
3

3

3

( )

MU x y M x y dx N x y dy dx dy C
y

x y dx xy dy y dx dy C

x xy xy xy dy C

x xy xy xy C

x xy C

 ∂
= + − = ∂ 

= − − + =

= − − + =

= − − + =

= − =

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

∫

Logo, 4 21 sen
4

x xy y C+ + =  é solução da ED dada. 

Exemplo 7.29: Ache a solução da equação 22 ( 1) 0xy dx x dy+ − = .

Solução: 

Temos 

2

( , ) 2
2 .

( , ) 1
M x y xy M Nx

y xN x y x
=  ∂ ∂

= = ∂ ∂= − 

Como 
M N
y x

∂ ∂
=

∂ ∂
, temos que a ED é exata. Portanto, existe uma fun-

ção ( , ),U x y  tal que ( , ) e ( , ) .U UM x y N x y
x y

∂ ∂
= =
∂ ∂

 Assim: 



225

2

2 2 2

2 2 2

2

( , ) ( , ) ( , )

2 ( 1) 2( )

MU x y M x y dx N x y dy dx dy C
y

xy dx x dy x dx dy C

x y x y y x dy C

x y x y y x y C
x y y C

 ∂
= + − = ∂ 

= + − − =

= + − − =

= + − − =

= − =

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫
∫

Logo, 2xy y C− =  é solução da ED dada. 

Exemplo 7.30: Ache a solução da equação 1 ln 0y dx x dy
x

 + + = 
 

.

Solução: 

Temos 

( , ) 1 1 .
( , ) ln

yM x y M N
x

y x xN x y x

= + ∂ ∂ = = ∂ ∂= 

Como 
M N
y x

∂ ∂
=

∂ ∂
, temos que a ED é exata. Portanto, existe uma fun-

ção ( , ),U x y  tal que ( , ) e ( , ) .U UM x y N x y
x y

∂ ∂
= =
∂ ∂

 Assim: 

( , ) ( , ) ( , )

11 ln

ln ln ln

ln ln ln
ln

MU x y M x y dx N x y dy dx dy C
y

y dx x dy dx dy C
x x

x y x y x x dy C

x y x y x y x C
x y x C

 ∂
= + − = ∂ 

   = + + − =   
   

= + + − =

= + + − =
= + =

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

∫

Logo, lnx y x C+ =  é solução da ED dada. 

Fator Integrante•	

Considere uma ED da forma ( , ) ( , ) 0M x y dx N x y dy+ = . Se M N
y x

∂ ∂
≠

∂ ∂
 , 

a equação não é exata. Quando multiplicamos uma equação da forma 
( , ) ( , ) 0M x y dx N x y dy+ =  que não é exata por uma função ( , )u x y   
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de forma que a nova equação seja exata, chamamos a função ( , )u x y   
de fator integrante para a equação exata.

Exemplo 7.31: Verifique se a equação 

2
2 2

2

2 1 2 2 (1 ) 0
1 2

xy x dx y x dy
x

 
− − − + + = + 

  é exata.

Solução:

Para esta equação, temos

2
2

2
2

2

2( , ) 1 2 4 4 .1 2
1 2

( , ) 2 (1 )

xyM x y x M xy Nxyx
y x x

N x y y x


= − − − ∂ − ∂ = ≠ =+  ∂ + ∂= + 

Como 
M N
y x

∂ ∂
≠

∂ ∂
, temos que a ED não é exata. No entanto, se multi-

plicarmos a ED por 2

1( )
1 2

u x
x

=
+

, obtemos:

2 2

2 2 2

2 2 (1 )1 0,
(1 2 ) 1 2

xy y xdx dy
x x

  +
− − + = + + 

que é uma ED exata, pois: 

2

2 2

2 22

2

2( , ) 1
4(1 2 )

(1 2 )2 (1 )( , )
1 2

xyM x y
M xy Nx
y x xy xN x y

x


= − −  ∂ − ∂+  = = ∂ + ∂+ = + 

Quando a equação tem um fator integrante que depende apenas de 
uma das variáveis x ou y, podemos determiná-la da forma como é 
mostrada no exemplo a seguir.

Exemplo 7.32: Considere a equação

2
2 2

2

2 1 2 2 (1 ) 0
1 2

xy x dx y x dy
x

 
− − − + + = + 

  

e ache o fator de integração para que ela se torne uma ED exata, vis-
to que já mostramos no Exemplo 7.31 que esta ED não é exata.

Solução:

Vamos supor, apenas, que exista uma função ( ),u x  tal que, ao multi-
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plicarmos a ED por ( ),u x  a nova equação seja exata. Então,

( ) ( ),uM uN
y x
∂ ∂

=
∂ ∂

ou seja, 

.

M N
du y x u
dx N

∂ ∂
−

∂ ∂=

Assim, reciprocamente, se

( , ) ( , )

( , )

M x y N x y
y x

N x y

∂ ∂
−

∂ ∂

é uma função apenas de x, então uma solução da ED

M N
du y x u
dx N

∂ ∂
−

∂ ∂=

é um fator integrante para a ED

 
2

2 2
2

2 1 2 2 (1 ) 0.
1 2

xy x dx y x dy
x

 
− − − + + = + 

Para a equação 

2
2 2

2

2 1 2 2 (1 ) 0,
1 2

xy x dx y x dy
x

 
− − − + + = + 

temos que 

2

2 2

( , ) ( , ) 4 4 41 2 .
( , ) 2 (1 ) 1 2

M x y N x y xy xy xyy x x
N x y y x x

∂ ∂ −− − −∂ ∂ += =
+ +

Assim, a equação 

M N
du y x u
dx N

∂ ∂
−

∂ ∂=  torna-se 

2

4 ,
1 2

du x u
dx x

= −
+

que é uma equação separável que deve satisfazer o fator integrante   
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( )u x  para a equação 
2

2 2
2

2 1 2 2 (1 ) 0
1 2

xy x dx y x dy
x

 
− − − + + = + 

. 

Multiplicando a equação 2

4
1 2

du x u
dx x

= −
+

 por 
1 ,
u

 obtemos

2

1 4 .
1 2

du x
u dx x

= −
+  

Como 
1 (ln ) ,d u
u du
=  então pela regra da cadeia 

2

1 4(ln ) (ln )
1 2

du d du d xu u
u dx du dx dx x

= = = −
+

ou

2

4(ln ) .
1 2

d xu
dx x

= −
+

 
Integrando-se, obtemos

2
12

4ln ( ) ln 1 .
1 2

xu x dx x C
x

= − = − + +
+∫

Usando propriedades do logaritmo, vem:

2
1ln ( )(1 ) .u x x C+ =

 

Aplicando-se a exponencial, obtemos a solução geral para a equação  

2

4
1 2

du x u
dx x

= −
+

:

1

2 2( ) ,
1 2 1 2

Ce Cu x
x x

±
= =

+ +  

que inclui o fator integrante usado no Exemplo 7.31. 

Exemplo 7.33: Ache a solução da equação

 2 2(3 ) ( ) 0.xy y dx x xy dy+ + + =  

Solução:

Para esta equação, temos

2

2

( , ) 3
3 2 2 .

( , )
M x y xy y M Nx y x y

y xN x y x xy

= + ∂ ∂ = + ≠ + = ∂ ∂= + 
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Como 
M N
y x

∂ ∂
≠

∂ ∂
, temos que a ED não é exata.

Determinemos

2 2

( , ) ( , )
3 2 2 1 .

( , ) ( )

M x y N x y
x y x y x y x yy x

N x y x xy x xy x x y x

∂ ∂
−

+ − − + +∂ ∂ = = = =
+ + +            

Assim, 

1 .

M N
du y x u u
dx N x

∂ ∂
−

∂ ∂= =

Multiplicando a equação 
1du u

dx x
=  por 

1 ,
u

 obtemos

1 1 .du
u dx x

=

Como 
1 (ln ) ,d u
u du
=  então pela regra da cadeia 

1 1(ln ) (ln )du d du du u
u dx du dx dx x

= = =

ou
1(ln ) .d u

dx x
=

Integrando-se, obtemos

1ln ( ) ln .dxu x x C
x

= = +∫

Então, ( )u x x=  é a função fator integrante da ED dada. 

Multiplicando a ED dada pelo fator integrante ( ) ,u x x=  a transfor-
mamos numa ED exata. Observe:  

2 2

2 2 3 2

(3 ) ( ) 0
(3 ) ( ) 0

x xy y dx x x xy dy
x y xy dx x x y dy

⋅ + + ⋅ + =

+ + + =  
em que:
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2 2
2

3 2

( , ) 3
3 2

( , )
M x y x y xy M Nx xy

y xN x y x x y

= + ∂ ∂ = + = ∂ ∂= + 

Assim, vem:

2 2 3 2 2

3 2 2 3 2 2 3 2

3 2 2 3 2 2 3 2 2

3 2 2

( , ) ( , ) ( , )

(3 ) ( ) (3 2 )

1 1 ( )
2 2
1 1 1
2 2 2
1
2

( )

MU x y M x y dx N x y dy dx dy C
y

x y xy dx x x y dy x xy dx dy C

x y x y x y x y x x y dy C

x y x y x y x y x y x y C

x y x y C

 ∂
= + − = ∂ 

= + + + − + =

= + + + − + =

= + + + − − =

= + =

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

∫

 

Logo, 3 2 2x y x y C+ =  é solução da ED dada. 

Exemplo 7.34: Ache a solução geral da equação 22 3 0.y dx xy dy+ =  

Solução:

Para esta equação, temos

2( , ) 2
4 3 .

( , ) 3
M x y y M Ny y

y xN x y xy
= ∂ ∂

= ≠ = ∂ ∂= 

Como 
M N
y x

∂ ∂
≠

∂ ∂
, temos que a ED não é exata.

Determinemos

( , ) ( , )
4 3 1 .

( , ) 3 3 3

M x y N x y
y y yy x

N x y xy xy x

∂ ∂
−

−∂ ∂ = = =

Assim, 

1 .
3

M N
du y x u u
dx N x

∂ ∂
−

∂ ∂= =

Multiplicando a equação 
1du u

dx x
=  por 

1 ,
u

 obtemos

1 1 .
3

du
u dx x

=
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Como 
1 (ln ) ,d u
u du
=  então pela regra da cadeia 

1 1(ln ) (ln )
3

du d du du u
u dx du dx dx x

= = =

ou
1(ln )
3

d u
dx x

=

Integrando-se, obtemos

1
1 1ln ( ) ln .
3 3

dxu x x C
x

= = +∫

Então, 3( )u x x=  é a função fator integrante da ED dada. 

Multiplicando a ED dada pelo fator integrante 
1
3( ) ,u x x=  a transfor-

mamos numa ED exata. Observe:  

1 1
23 3

1 4
23 3

(2 ) (3 ) 0

2 3 0

x y dx x xy dy

x y dx x y dy

⋅ + ⋅ =

+ =

em que:

1
3

1
23

4
3

( , ) 2
4

( , ) 3

M x y x y M Nx y
y x

N x y x y


= ∂ ∂ = = ∂ ∂= 

Assim, vem:

1
3

4 4
3 3

4
3

1 4
23 3

4
2 23

4 4
2 2 23 3

4
23

( , ) ( , ) ( , )

2 3 4

3 3 3
2 2
3 3 3
2 2 2
3
2

MU x y M x y dx N x y dy dx dy C
y

x y dx x y dy x y dx dy C

x y x y x y dy C

x y x y x y C

x y C

 ∂
= + − = ∂ 

 
= + − = 

 

= + − =

= + − =

= =

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

∫

 

Logo,  
4

233
2

x y C=  é solução da ED dada. 
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Observação 7.7. Às vezes a função fator integrante é do tipo ( )u u y= . 
Observe o exemplo a seguir. 

Exemplo 7.35: Resolva a equação 2 2(2 3 20) 0xy dx x y dy+ + − = .

Solução:

Para esta equação, temos

2 2

( , )
4 .

( , ) 2 3 20
M x y xy M Nx x

y xN x y x y
=  ∂ ∂

= ≠ = ∂ ∂= + − 

Como 
M N
y x

∂ ∂
≠

∂ ∂
, temos que a ED não é exata.

Determinemos

( , ) ( , )
4 3 3 .

( , )

N x y M x y
x x xy x

M x y xy xy y

∂ ∂
−

−∂ ∂ = = =

Assim, 

3 .

N M
du y x u u
dy M y

∂ ∂
−

∂ ∂= =

Multiplicando a equação 
3du u

dy y
=  por 

1 ,
u

 obtemos

1 3 .du
u dy y

=
 

Como 
1 (ln ) ,d u
u du
=  então pela regra da cadeia 

1 3(ln ) (ln )du d du du u
u dy du dy dy y

= = =
 

ou
3(ln )d u

dy y
=  

Integrando-se, obtemos

1ln ( ) 3 3ln .dyu y y C
y

= = +∫
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Então, 3( )u y y=   é a função fator integrante da ED dada. 

Multiplicando a ED dada pelo fator integrante 3( ) ,u y y=  a transfor-
mamos numa ED exata. Observe:  

3 3 2 2

4 2 3 5 3

( ) (2 3 20) 0
(2 3 20 ) 0

y xy dx y x y dy
xy dx x y y y dy
⋅ + ⋅ + − =

+ + − =  
em que:

4
3

2 3 5 3

( , )
4

( , ) 2 3 20
M x y xy M Nxy

y xN x y x y y y

= ∂ ∂ = = ∂ ∂= + − 

Assim, vem:

2 2

2

4 2 3 5 3 3

2 4 4 6 4 3

2 4 4 6 4 2 4

2 4 6 4

( , ) ( , ) ( , )

(2 3 20 ) 4

1 1 1 5 2
2 2 2
1 1 1 15
2 2 2 2
1 1 5
2 6

( )

MU x y M x y dx N x y dy dx dy C
y

xy dx x y y y dy xy dx dy C

x y x y y y x y dy C

x y x y y y x y C

x y y y C

 ∂
= + − = ∂ 

= + + − − =

= + + − − =

= + + − − =

= + − =

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

∫

 

Logo, 2 4 6 41 1 5
2 6

x y y y C+ − =  é solução da ED dada. 

Exemplo 7.36: Resolva a equação 2(2 ) 0yydx xy e dy−+ − = .

Solução:

Tente resolver esta ED você mesmo. Para isso, siga os seguintes passos:

1º passo: Verifique se a ED dada é exata. (Não é.)

2º passo: Encontre o fator integrante 
2

( )
yeu u y

y
= = .

3º passo: Multiplique a ED dada por 
2 yeu
y

= .

4º passo: Resolva a nova ED, que deverá ser exata.

Resposta: A solução geral é 2 lnye x y c− = . (Confira!)



234

7.6 Aplicações das equações 
diferenciais ordinárias de 1ª ordem

As equações diferenciais ordinárias de 1ª ordem, embora sejam as 
mais simples EDOs, são indispensáveis para a resolução de vários 
problemas em Física e nas mais diversas áreas. A seguir abordare-
mos exemplos que evidenciam como as EDOs são importantes para 
resolver problemas de queda livre (Figura 7.3), quedas amortecidas 
(Figura 7.4), circuitos, entre outros.

y

 
Figura 7.3 Figura 7.4

Exemplo 7.37: Sendo a corrente elétrica expressa por ( ) dQi t
dt

= − , em 

que Q  é a carga e ,t  o tempo. Se a função que descreve a corrente que 
percorre um fio é 2( ) 3. ,ti t e−=  determine qual será a carga total que 
irá passar por uma secção transversal ao fio no primeiro segundo.

Solução: Temos, nesse caso, um problema envolvendo uma ED se-
parável, pois podemos separar a variável independente da variável 
dependente. Assim: 

( ) dQi t
dt

=   ou ( )i t dt dQ= .

Como 2( ) 3 ti t e−=  (unidades de corrente), então:

23 tdQ e dt−=  

Integrando de 0t =  a 2t = , temos: 

0

2
2

0

3
t

t

t

dQ e dt−=∫ ∫

0

2
2

0

3
2

t
t tQ Q e−− = − .
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Como no tempo 0t =  a carga que passa pelo fio é nula, 
0

0tQ = , 
então:

4 03 3
2 2tQ e e−  = − − − 

 

43 3
2 2tQ e−= − +  unidades de carga.

Na Figura 7.5, a área em azul representa a carga total que passou pelo 
fio em 1s, e a curva em azul claro representa a corrente elétrica em 
função do tempo.

Exemplo 7.38: (Descarga de um capacitor) Seja um capacitor de ca-
pacitância C  carregado e ligado a um circuito, conforme a Figura 
7.6a e a Figura 7.6b, que possui uma chave S  (inicialmente desliga-
da) e uma resistência R . Determine: 

 

-
R

S

C
+
++

+ + +++ ++
- -

--
-- - ---

--
- - -

  

R

S

C

Figura 7.6a     Figura 7.6b

Como varia a carga do capacitor em função do tempo? i) 

Como varia a corrente em função do tempo a partir do mo-ii) 
mento que fechamos a chave?

Observação 7.8. Lembre que da Lei de Kirchhoff a variação de po-
tencial ( V∆ ) deve ser igual a zero ao percorrer um circuito fechado. 
Lembre, também, que a diferença de potencial CV∆  entre os termi-

nais do capacitor é dada por C
QV
C

∆ = , em que Q  é a carga; e que a 

queda de potencial devido ao resistor é dada por RV Ri∆ = , em que   

i  é a corrente elétrica ( ) dQi t
dt

= − . 

Solução: 

i. Usando a Lei de Kirchhoff para circuitos descritos na Figura 7.6b, 

temos que 0C RV V∆ −∆ = , em que C
QV
C

∆ =  e .R
dQV Ri R
dt

∆ = = −  

tt=1s

i(t)

 2( ) 3. ti t e−=

tQ

Figura 7.5
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Logo, 

0Q dQR
C dt

 − − = 
 

Q dQR
C dt
= −  ou

1dQ dt
Q RC

= − .

Tomando a integral desde a carga 0Q  (inicial) até a carga final Q :

0 0

1Q t

Q t

dQ dt
Q RC

= −∫ ∫

0

Q tln
Q RC

= −

0( )
t

RCQ t Q e
−

=

0Q  é a constante arbitrária que, nesse caso, é a carga inicial do  
capacitor. 

ii. Temos que a corrente elétrica é dada por

( ) .dQi t
dt

= −

Logo,

0( )( )

t
RCd Q edQI t

dt dt

−

= − = −

0( )
t

RCQI t e
RC

− 
= − − 

 

0( )
t

RCQI t e
RC

−
=

0( )
t

RCI t I e
−

=

Perceba, na Figura 7.7, que a corrente cai exponencialmente com o 
tempo. 
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tt=1s

i(t)

0I

 
0( )

t
RCI t I e

−
=

Figura 7.7

Exemplo 7.39: Um paraquedista com o seu paraquedas pesa 70 kg e 
salta de uma altura de 1.400 metros (Figura 7.8a). O paraquedas abre 
automaticamente após 5 segundos de queda, conforme a Figura 7.8b. 
Sabe-se que a velocidade limite é de 5 m/s. Determine:

a velocidade que o paraquedista atinge no momento que o pa-a) 
raquedas abre;

o tempo que  demora para a velocidade chegar a 5,1 m/s; b) 

a altura em função do tempo. c) 

P = −mg P = −mg

Fr = −kv

Figura 7.8a   Figura 7.8b 

Solução:

a) Vamos convencionar que o sentido positivo é para cima e que a 
origem está na superfície da Terra. 

Até o momento em que o paraquedas abre, a velocidade é a solução 
do problema de valor inicial:

(0) 0

dvm P mg
dt

v

 = −

 = ,
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ou seja,

10

(0) 0

dv
dt

v

 = −

 = ,

o que leva à solução:
( ) 10v t t= − .

Quando o paraquedas abre, a velocidade é então de

(5) 50 m/sv = − .

b) Até este momento, a altura do paraquedista em função do tempo 
é a solução do problema de valor inicial:

( ) 10

(0) 1400

dh v
dt

h

 = = −

 =

 

,

cuja solução é

2( ) 1400 5h = −  .

Assim, até o momento que o paraquedas abre, o paraquedista caiu

1400 (5) 125 m.h− =

Daí em diante a velocidade do paraquedista é a solução do problema 
de valor inicial

(5) 50

dvm mg kv
dt

v

 = − −

 = − .

A força de resistência é igual a kv− . O sinal “negativo” com uma 
constante positiva indica que a força de resistência é no sentido con-
trário ao da velocidade. Observe que a velocidade é negativa, o que 
faz com que a força de resistência seja positiva, ou seja, para cima, 
como convencionamos no início. 

10 10 ;
70 70

(5) 50

dh k kv Kv K
dt

v

 = − − = − − =

 = −
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Resolvendo a equação:

1

1

10

1 1
10

1 ln 10 1

ln 10

10
10( )

C Kt

Kt

dv Kv
dt
dv

Kv dt
d Kv
dt K

Kv Kt C

Kv e e

v t Ce
K

−

−

= − −

= −
+

 + = − 
 

+ = − +

+ = ±

= − +

A velocidade limite é de 5 m/s− , logo,

10lim ( ) 5 2.
t

v t K
K→∞

= − = − ⇒ =

Substituindo-se 5t =  e 50v = −  em 
10( ) Ktv t Ce
K

−= − + , vem:

5 550 5 45K KCe C e−− = − + ⇒ = − , 

ou seja, a solução do problema de valor inicial é:

2( 5)( ) 5 45 tv t e− −= − − .

Substituindo-se 5,1v = −  (v é negativa porque é para baixo), obtemos:

2( 5) ln (450)5,1 5 45 5 3
2

te t− −− = − − ⇒ − = ≈  segundos,

ou seja, 3 segundos depois do paraquedas aberto, a velocidade já é 
de 5,1 m/s . 

c) Depois que o paraquedas abre, a altura em função do tempo é a 
solução do problema de valor inicial 

2( 5)( ) 5 45

(5) 1400 125 1275

tdh v t e
dt

h

− − = = − −

 = − = .

A solução geral da equação é

2( 5)45( ) 5( 5)
2

th t t e C− −= − − + + .
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Substituindo-se 5t =  e 1275,h =  obtemos 
2505

2
C = . Assim, a solu-

ção deste problema de valor inicial é:

2( 5)2505 45( ) 5( 5)
2 2

th t t e− −= − − +  para 5t > .

Exemplo 7.40: Ache a equação da curva no plano xy  que satisfaz 
o caso em que a inclinação da reta tangente à curva, em qualquer 
ponto da curva, é igual à metade da inclinação da reta que liga a 
origem ao referido ponto.

Solução: 

Observe primeiramente a Figura 7.9. 

Vamos achar a equação diferencial que descreve a situação:

Inclinação da reta tangente •	 t : '.y   

Inclinação da reta tangente que passa por •	 O  e por P : 
ytg
x

q = .

Portanto, 
1'
2

yy
x

= ⋅ , ou seja, '
2
yy
x

=  é a equação diferencial obtida. 

A solução é:
2 ; ( 0)y c x c x= ∈ ≠ .  (Verifique!)

Exemplo 7.41: Foram encontrados restos mortais numa certa região. 
Verificou-se no laboratório que a porcentagem relativa de isótopos 
de carbono 14 encontrados era de 0,12% (Isto é o quociente entre a 
população atual e a população original de isótopos multiplicada por 
100). Calcule o tempo de antiguidade desses restos. Considere que, 
depois de 100.000 anos, o carbono restante é apenas 64 10−×  do car-
bono 14 existente inicialmente.

Solução:

Suponhamos que o tamanho da população de isótopos satisfaça a 
equação diferencial 

'( ) ( )p t rp t= − .

Então, a solução da equação acima é dada por 

( ) rtp t ce−= .   (Verifique!) 

0 x

y P t

θ
x

y

Figura 7.9
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Note que quando 0,t =  então se verifica que (0)p c= . Assim, temos 
que a população atual pode ser expressa em função da população 
original da seguinte forma

( ) (0) .rtp t p e−=

Como depois de 100.000 anos apenas restam 64 10−×  vezes a quan-
tidade original do isótopo, temos que

6(100.000) 4 10 (0)p p−= × .

Substituindo na equação acima, temos que

6 100.000 6 100.0004 10 (0) (0) 4 10r rp p e e− − − −× = ⇒ × = .

De onde segue que 

6ln(4 10 ) 100.000 0,0001243r r−× = − ⇒ = .

Portanto, a equação é dada por

100.000( ) (0) tp t p e−= . (*)

Por outro lado, como a porcentagem relativa de isótopos era de 
0,12%, isso significa que 

( ) ( )100 0,12 0,0012.
(0) ( )

p t p t
p p t

= ⇒ =    

Usando a equação (*), encontramos

0,0001243 0,0001243( ) 0,0012
(0)

t tp t e e
p

− −= ⇒ =

Tomando logaritmos, temos que

ln(0,0012) 0,0001243 6,725 0,0001243 .t t= − ⇒ − = −

De onde encontramos que o tempo é dado por

6,725 54233,87.
0,0001243

t = =

Portanto, os restos mortais são de mais de 54 mil anos atrás. 
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Exemplo 7.42: No tempo 0,t =  um tanque contém 2 kg de sal dissol-
vidos em 20   de água. Assuma que água contendo 0,1 kg de sal por 
litro está entrando no tanque com uma velocidade de 3 /minuto e 
que a água bem misturada está saindo do tanque com a mesma ve-
locidade, conforme representa a Figura 7.10. Calcule a expressão que 
defina a quantidade de sal no tanque em cada instante de tempo.

Solução: Denotemos por ( )p t  a quantidade de sal, medida em qui-
logramas que se encontra no tanque no instante t . A taxa de varia-
ção da quantidade de sal será igual à quantidade do sal que está en-
trando no tanque menos a que está saindo no mesmo instante. 
Repare que o sal está completamente dissolvido na água. Assim, para 

cada litro de água, teremos uma quantidade igual a 
( )

20
p t

 kg de sal. 

Como está saindo 3 litros de água por minuto, a quantidade de sal 

que está saindo será igual a 
3 ( )

20
p t

 kg de sal. 

Portanto, a taxa de variação de sal no tanque será igual a 
( )3 0,1 3

20
p t

× − . Assim, teremos que 

( ) 33 0,1 3 (2 ).
20 20

dp p t p
dt

= × − = −

Esta é uma equação linear de 1ª ordem. Portanto, podemos escrever

3 3 3ln(2 ) ( ).
2 20 2 20 20
dp dpdt dt p t c

p p
= ⇒ = ⇒ − = − +

− −∫ ∫

De onde segue que
3 3

20 20
1 12 2

t t
p C e p C e

− −
− = ⇒ = − .

Como a quantidade original de sal é igual a 2 kg, temos que
3

20
1(0) 2 2 2 .

t
p C e

−
= ⇒ = −

De onde concluímos que 1 0C = . Portanto, 

( ) 2, 0p t t= ∀ > .

Figura 7.10
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Isso quer dizer que a concentração de sal sempre será a mesma, pois 

originalmente no tanque tínhamos 
2 kg 0,1 kg /
20

= 



 . Como a água 

está entrando com a mesma concentração, então a concentração no 
tanque permanecerá sempre a mesma. 

Exemplo 7.43: Suponha que a temperatura de uma xícara de chá 
segue a Lei de Resfriamento de Newton. Se o chá está a uma tempe-
ratura de 95°C, e um minuto depois a temperatura baixou para 70°C 
num quarto onde a temperatura é de 25°C, determine o tempo que 
demorará a xícara de chá para atingir a temperatura de 30°C. 

Solução: 

Para resolver esse problema, utilizamos a Lei de Resfriamento de 
Newton, que estabelece que a taxa da variação da temperatura de 
um corpo é proporcional à diferença de temperatura do corpo com o 
meio ambiente. 

Assim, temos que ( )tq  denota a temperatura da xícara no tempo t  . 
Então, temos que ela deve satisfazer a seguinte equação:

( )d k T
dt

= − −
q

q , (*)

em que T  denota a temperatura do meio.

Nosso problema consiste em determinar esses valores. A equação (*) é 
uma equação diferencial de 1ª ordem, que pode ser resolvida utilizan-
do o método de separação de variáveis. Assim temos que

d dk dt k dt
T T
q q

q q
= − ⇒ = −

− −∫ ∫ .

De onde segue que

ln( )T kt C− = − +q ,
ou

1
ktT C eq −= + ,

em que 1
cC e= . Das condições do problema sabemos que o chá ini-

cialmente está à temperatura de 95°C, portanto temos que (0) 95=q  , 
e que a temperatura do quarto é 25°C. Assim,

1 195 25 70C C= + ⇒ = .

25T C= °
(0) 95 C= °q

Figura 7.11
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Após 1 minuto, a temperatura baixou para 70°C. Assim, temos que 
(1) 70=q . Como 25T = , temos,

1 170 25 45k kC e C e− −= + ⇒ = .

Substituindo o valor de 1,C  segue que 
9 945 70 ln 0, 442

14 14
k ke e k− −= ⇒ = ⇒ = − ≈ .

Assim, a temperatura da xícara está dada por

0,442( ) 25 70 tt e−= +q .

Finalmente, para conhecer o tempo que demorará a xícara para atin-
gir a temperatura de 30°C, fazemos 30q = , de onde temos:

0,442 0,44230 25 70 5 70t te e− −= + ⇒ =

Portanto,

0,4421 ln(14)ln(14) 0,442 5,97
14 0,442

te t t−= ⇒ − = − ⇒ = ≈  minutos.

Assim, a xícara levará aproximadamente 6 minutos para atingir a 
temperatura de 30°C.

Exemplo 7.44: Observe o circuito (Figura 7.12).

Este circuito consta dos seguintes elementos:

Uma fonte de força eletromotriz (1)  ) que produz uma corrente 
de ( )I t  ampères e uma força eletromotriz de ( )t  volts.

Uma resistência 2) ( )R  que se opõe à passagem da corrente, pro-
duzindo uma queda εR  na amplitude da força eletromotriz. 
Pela Lei de Ohm, R R I = ⋅ .

Uma bobina de indutância 3) ( ),L  que produz uma queda na am-

plitude da força eletromotriz: 1
dIL
dt

 = ⋅ .

Uma das leis de Kirchhoff estabelece que R L  + = , ou seja,

( )dIL R I t
dt

⋅ + ⋅ = ,

R

Lε

Figura 7.12
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que é uma equação diferencial linear de 1ª ordem, cuja solução, ( )I t , 
fornece a intensidade da corrente no tempo t . 

Suponhamos que, no circuito anteriormente descrito, a resistência vale 
R  ohms e a indutância L  henry. Se uma bateria fornece uma força 
eletromotriz constante ε  e a corrente inicial é (0) 0I = , determine:

a função a) ( )I t ;

a intensidade da corrente após 1 segundo;b) 

o valor limite de c) I  quando t  se torna muito grande.

Solução: 

a) A equação diferencial anterior deve, em primeiro lugar, ser escrita 
na sua forma padrão:

dI R EI
dt L L

+ =  

Temos: 

Fator Integrante: •	 ( )
R Rdt t
L Lt e e ∫= =  

Multiplicando: •	 '
R R Rt t t
L L LRe I e I e

L L


⋅ + ⋅ = ⋅  

Assim, vem:
'

.
R R R Rt t t t
L L L LLe I e e I e c

L L R
  

⋅ = ⇒ ⋅ = ⋅ ⋅ + 
 

Logo,

( ) 1 .
R t
LI t e

R
 − 

= − 
 

b) Se 1t = , (1) 1
R
LI e

R
 − 

= − 
 

 (unidades de corrente).

c) lim ( )
t

I t
R


→∞
= .
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Resumo

Uma equação diferencial é uma equação que envolve uma ou mais 
derivadas, ou diferenciais de uma função. As equações diferenciais 
podem ser classificadas pelo tipo (ordinárias ou parciais), pela ordem 
(aquela da derivada de ordem mais elevada, na equação) ou pelo grau 
(o expoente da maior potência da derivada de ordem mais alta). Uma 
solução de uma equação diferencial em um intervalo I  é uma função 

( )y t  definida no intervalo I  que satisfaça a equação neste intervalo. 
Podemos ter a solução geral (é a solução da ED que contém tantas cons-
tantes arbitrárias quantas forem as unidades da ordem da equação), 
a solução particular (é a solução da ED deduzida da solução geral, atri-
buindo-se valores particulares às constantes arbitrárias) ou a solução 
singular (é a solução da ED que não pode, porém, ser obtida da solução 
geral). Frequentemente, em aplicações, é preciso encontrar uma solu-
ção particular que satisfaça uma condição inicial da forma 0 0( )y x y= . 
A esse tipo de problema chamamos Problema de Valor Inicial (PVI). As 
equações diferenciais ordinárias de 1ª ordem são equações que podem ser 
escritas como ( , , ') 0F t y y = . Estudamos equações de 1ª ordem da for-

ma ( , )dy f t y
dt

= . Vimos técnicas para resolver equações diferenciais 

ordinárias de 1ª ordem (de variáveis separáveis, homogêneas, exatas 
e lineares). Finalizamos o capítulo apresentando algumas aplicações 
das EDOs de 1ª ordem, com ênfase no campo da Física.  

Exercícios propostos

Classifique as equações abaixo quanto ao tipo, à ordem e o 1) 
grau.

Determine qual ou quais das funções 2) 

2 3
1 2 3( ) , ( )  e ( ) xz x x z x x z x e−= = =  é (são) solução(ões) da equa-

ção ( 3) ´́ ( 2) ´ 0x y x y y+ + + − = .

Determine os valores de 3) r para os quais a função ( )y t  é solu-
ção da equação dada.
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Resolva os problemas de valor inicial:4) 

Resolva as seguintes equações diferenciais:5) 

Encontre um fator integrante 6) ( )u y  para a equação 

2 2(2 3 20) 0dyxy x y
dx

+ + − =  de forma a transformá-la numa ED 

exata e resolva a ED.

Encontre um fator integrante 7) ( )u x  para a equação 

2 22 2 2 0y y dyy xy
x x dx

 + + + + = 
 

 de forma a transformá-la numa 

ED exata e resolva a ED.

Calcule a solução geral da ED 8) ´ 3 0y y+ = .

Considere a ED 9) ( ) 0dy p t y
dt

+ = .
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Mostre que se a) 1 2( ) e ( )y t y t  são soluções da ED, então 

1 2( ) ( ) ( )y t y t y t= +  também é  solução da ED.

Mostre que se b) 1( ) y t  é solução da ED, então 1( ) ( )y t cy t=  
também é solução da ED.

Encontre a equação diferencial de 1ª ordem que tem como 10) 
solução a função:

 Um corpo de massa 10 kg é abandonado a certa altura. Sabe-se 11) 
que as únicas forças atuando sobre ele são o seu peso e uma 
força de resistência proporcional à velocidade. Admitindo-se 
que 1 segundo após ter sido abandonado a sua velocidade é 
de 10 m/s, determine a velocidade no instante t  (suponha a 
aceleração da gravidade igual a 10 m/s²). 

A reta tangente ao gráfico de 12) ( )y f x= , no ponto ( , )x y , in-
tercepta o eixo Oy  no ponto de ordenada xy . Determine f  
sabendo que (1) 1f = .

Um objeto aquecido a 100ºC é colocado em um quarto a uma 13) 
temperatura ambiente de 20ºC; um minuto após, a temperatu-
ra do objeto passa a 90ºC. Admitindo (Lei de Resfriamento de 
Newton) que a temperatura ( )T T t=   do objeto esteja variando 
a uma taxa proporcional à diferença entre a temperatura do 
objeto e a do quarto, isto é,

( 20)dT T
dt

= −  (   constante),

determine a temperatura do objeto no instante t  (suponha t    
dado em minutos).

Um material radioativo se desintegra a uma taxa 14) 
dm
dt

 pro-

porcional a m , em que ( )m m t=  é a quantidade de matéria 
no instante t . Supondo que a quantidade inicial (em 0t = ) de 
matéria seja 0m  e que 10 anos após já tenha se desintegrado   
1
3

 da quantidade inicial, calcule o tempo necessário para que 

metade da quantidade inicial de desintegre. 
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Uma partícula desloca-se sobre o eixo 15) 0x  com aceleração 
proporcional à velocidade. Admitindo-se que (0) 3, (1) 2v v= =   
e (0) 0x = , determine a posição da partícula no instante t . 

Respostas

1.   a)  EDO de 1ª ordem e 1º grau

b)  EDO de 2ª ordem e 1º grau

2. 2
1( )z x x=  e 3

2 ( )z x x=  não são soluções da equação e 3 ( ) xz x e−=  
é solução da equação. 

3.   a) 0r =   ou 2r =   b) 0r =   ou 1r = −

4.   a) 
21 5( )

2 2
x x xy x e e− −= − +  b) 

3 3

( ) t t ty t e e− −= +

c) 3 23 0y y x x− − − =

5.   a) 2( , ) cos yU x y x y x e C= + + =

b) 2( , ) sen yU x y xy x e C= + + =

c) 2 2( , ) sen lnU x y x y x y C= + + =

d) 2 31 1
2 3

y x C= +

e) 3 21 ln(3 4) 2 2
3

y x x x C− = + + +

f) 21
2

y c x= ± −

g) 
1

t

t
Cep

Ce
=

+

h) 239 0,75 5arctg ln (| 9 3 2 |) ln ( )
48 3,94 3,94

z z z Cx
 −

+ − + =  
 

i) 
2

1
Cxy

Cx
=

−
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j) 
2

2

5 0,33 1,39 1ln ln 9 3 6 ln( )
212 1,39 0,33 1,39

y x x y y Cx
x xy x x

   + −  − − − =       + +     

k) 23 2 xy x x Ce= − + +

l) 
31

32
3

x
y Ce

−
= +

m) 1 Cy
x

= +

n) 
6

6 22 4
3 3

x

y x Ce
−

= − +

o) 
sencos x Cy x

x x
= + +  

6. 3( )y y =

7. 
2

2 2( ) ;   2
2
yu x x x y xy C= + + =  

8. 3xy Ce−=  

9. Demonstre.

10. a) 3xy Ce−=

b) 2' 2 1 2 2y ty t t− = − +  

11. A queda do corpo é regida pela equação 
2

2

d xm mg v
dt

= −  

ou 10 100dv v
dt

= −  e sabe-se que (0) 0v =  e (1) 10v = . Tem-se: 

10100( ) 1
t

v t e




− 
= − 

 
, em que α   é a raiz da equação 1010 1 e




− 

= − 
 

 . 

12. 1 xy xe −=  

13. 
780 20
8

t

T  = + 
 

 

14. 
10ln 2 17

ln 3 ln 2
≅

−
 anos

15. 
3( ) ( 1)tx t e


= − , onde 
2ln
3

 = . 
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Capítulo 8
Equações diferenciais ordinárias 

lineares de ordem n

Neste capítulo, vamos encontrar soluções para Equações 
Diferenciais Ordinárias Lineares de ordem n , com n
maior ou igual a 2. Veremos que nossa habilidade para 
resolver uma Equação Diferencial Linear de ordem n  

( 2)n ≥  depende de nossa habilidade de resolver equa-
ções polinomiais de grau .n

8.1 Introdução

Uma equação diferencial ordinária (EDO) de ordem n pode ser 
subclassificada como sendo linear ou não linear. Por exemplo, as 
equações:

2''' 3 '' 2 ;y y y x− − =1)   

2 3''' 5(1 ) ' ;xxy x y e y x+ + − =2)   

2 4''' 2( 1) ;y x y x− − =3)  

3 0;dy t
dt

+ =4)   (i)

2
2

2 2 1 2 2 ;d y dy xy x x
dx dx

+ − = − +5)  

 6) 2'' ' 1y y x− = +  

são exemplos de equações diferenciais lineares.

Enquanto as equações:

3 2'' 3 ' 4 ;y y y x− + =1)   

2 2'' ' 1;xy y y y− + =2)   

3 3'' 3( ') 4 ;y y y x− + =3) 



254

2
23 0;dy t

dt
  + = 
 

4)   (ii)

32
2

2 1 2 ;d y xy x
dx

 
+ = − 

 
5)  

2 3( '') ( ')y y x− =6)  

são exemplos de equações não lineares.

Observando detalhadamente as equações do grupo (i), verificamos 
que em todos os termos da equação aparecem somente expressões 
lineares em " "y  e suas derivadas. Portanto, essas equações são cha-
madas de equações lineares. Enquanto que no grupo (ii) já aparecem 
expressões não lineares, em " "y , por exemplo, termos cúbicos ou 
quadráticos em algumas de suas derivadas. Portanto, as equações 
do grupo (ii) são chamadas de equações não lineares. É importan-
te salientar que para análise quanto à linearidade de uma equação 
não interessam as expressões na variável independente (nos nossos 
exemplos, na variável " "x  ou " "t ).

Não abordamos o assunto equação diferencial (ED) de ordem n , 
não linear, pois não existem regras ou métodos pelos quais sua so-
lução possa ser exibida em termos de funções elementares ou outros 
tipos. Em geral, EDs não lineares são resolvidas através de métodos 
computacionais.

As equações diferenciais lineares de ordem n  são da forma

1 2

1 2 1 01 2( ) ( ) ... ( ) ( ) ( ) ( ),
n n

n nn n
d y d y d y dyP x P x P x P x P x y r x
dx dx dx dx

−

− −+ + + + + =  (8.1)

em que 0 1 2( ), ( ), ( ),... ( ), ( )nP x P x P x P x r x  dependem apenas de x  ou são 
constantes. As funções 0 1, , , nP P P  são chamadas de coeficientes da 
equação.

Se ( ) 0r x ≡ , a ED (8.1) se torna 

1 2

1 2 1 01 2( ) ( ) ... ( ) ( ) ( ) 0
n n

n nn n
d y d y d y dyP x P x P x P x P x y
dx dx dx dx

−

− −+ + + + + =   (8.2)

e é chamada de equação diferencial homogênea de ordem .n  
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8.2 Dependência linear

Teorema 8.1. Se 1 2, ,..., ny y y  são soluções da ED (8.2), então a combi-
nação linear 1 1 2 2 ... ,n ny C y C y C y= + + +  em que 1 2, ,..., nC C C  são cons-
tantes arbitrárias, é também uma solução da ED (8.2).

Exemplo 8.1: Seja a ED '' 0.y y+ =  As funções 1 cos( )y x=  e 2 sen( )y x=  
são soluções da ED dada. Mostre que cos( ) sen( )y x x= +  também é 
solução da ED dada.

Solução: 

De cos( ) sen( )y x x= +  temos '' cos( ) sen( )y x x= − − . 

A função cos( ) sen( )y x x= +  é solução da ED, pois

'' ( cos( ) sen( )) (cos( ) sen( )) 0.y y x x x x+ = − − + + =

O seguinte teorema proporciona condição suficiente para a inde-
pendência linear de " "n  funções em um intervalo. Supomos que 
cada função seja diferenciável pelo menos " 1"n −  vezes.

Teorema 8.2. (Critério para Independência Linear de Funções) Su-
ponha que 1 2( ), ( ), , ( )nf x f x f x  sejam diferenciáveis pelo menos 
" 1"n −  vezes. Se o determinante

1 2

1 2

( 1) ( 1) ( 1)
1 2

...
' ' ... '

...

n

n

n n n
n

f f f
f f f

f f f− − −

   

for diferente de zero em pelo menos um ponto do intervalo I , então 
as funções 1 2( ), ( ), , ( )nf x f x f x  serão linearmente independentes 
(LI) no intervalo .I

Observação 8.1. O determinante do teorema acima é denotado por 

1 2( ( ), ( ), , ( ))nW f x f x f x   e é chamado Wronskiano das funções.

Corolário 8.1. Se 1 2( ), ( ), , ( )nf x f x f x  possuem pelo menos " 1"n −   
derivadas e são linearmente dependentes (LD) em I , então 

1 2( ( ), ( ), , ( )) 0nW f x f x f x= =   para todo x  no intervalo.
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Exemplo 8.2: Confira se as funções 2
1( ) sen ( )f x x=  e 2 ( ) 1 cos(2 )f x x= −   

são LD ou LI em . 

Solução:

Temos o Wronskiano das funções, dado por:

2
2 sen ( ) 1 cos(2 )

(sen ( ), 1 cos(2 ))
2sen( )cos( ) 2sen(2 )

x x
W x x

x x x
−

− =

2(2sen(2 )) (sen ( )) (2sen( )cos( )) (1 cos(2 ))x x x x x= ⋅ − ⋅ −

22sen(2 )sen ( ) 2sen( )cos( ) 2sen( )cos( )cos(2 )x x x x x x x= − +

2 2 22sen(2 )sen ( ) 2sen( )cos( ) 2sen( )cos( )(cos ( ) sen ( ))x x x x x x x x= − + −

2 3 32sen(2 )sen ( ) 2sen( )cos( ) 2sen( )cos ( ) 2sen ( )cos( )x x x x x x x x= − + −  

2 2 22sen(2 )sen ( ) sen(2 ) 2sen( )cos( )(cos ( ) sen ( ))x x x x x x x= − + −       

2 2 2sen(2 )(2sen ( ) 1) sen(2 )(cos ( ) sen ( ))x x x x x= − + −  

2 2 2sen(2 )(2sen ( ) 1 cos ( ) sen ( ))x x x x= − + −  

2 2sen(2 )(sen ( ) cos ( ) 1)x x x= + −  

sen(2 )(1 1)x= −  

sen(2 ) (0)x= ⋅  

0=  

Foram aplicadas as identidades trigonométricas

sen(2 ) 2sen( )cos( );x x x=  

2 2cos(2 ) cos ( ) sen ( )x x x= −  e 

2 2sen ( ) cos ( ) 1x x+ =

para simplificar a expressão do Wronskiano.

Assim, 1( )f x  e 2 ( )f x  são linearmente dependentes em  , pois 

2(sen ( ), 1 cos(2 )) 0W x x− =  para todo número real. 

Exemplo 8.3: As funções 1 2( ) , ( )x xf x e f x xe= =  e 2
3( ) xf x x e=  são li-

nearmente independentes? Se sim, em que intervalo do eixo x ?
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Solução: 

Para saber se as funções são linearmente independentes, tomamos o 
Wronskiano das funções:

2

2 2 3

2

( , , ) 2 2 .
2 4 2

x x x

x x x x x x x x x

x x x x x x

e xe x e
W e xe x e e xe e x e xe e

e xe e x e xe e
= + + =

+ + +

Logo, as funções 1( )f x , 2 ( )f x , 3 ( )f x  são LI, pois o Wronskiano des-
sas funções não se anula em ponto algum.

8.3 Solução geral de uma equação 
linear homogênea de coeficientes 
constantes

Considere a equação diferencial 

  
1 2

1 2 1 01 2 0,
n n

nn n
d y d y d y dya a a a y
dx dx dx dx

−

− −+ + + + + =
 (8.3)

em que 2 1, , ,o na a a −  são constantes dadas.

Sejam 1 2, , , ny y y  n  soluções LI da ED (8.3) em um intervalo .I  

A solução geral da ED (8.3) no intervalo I  é definida por 

1 1 2 2 ,n ny C y C y C y= + + +  em que 1 2, , , nC C C  são constantes  
arbitrárias.

Começamos nosso estudo com uma ED linear homogênea de ordem 
2 com coeficientes constantes dada por

2

2 0,d y dya by
dx dx

+ + =  (8.4)

em que a  e b  são constantes.

Supomos que 
xy e=  (8.5)

possa ser solução da ED (8.4) se   for escolhido adequadamente.
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Substituindo (8.5) e suas derivadas na ED (8.4), obtemos
2 0x x xe a e be   + + =

2( ) 0xe a b  + + =

Como 0,x xe y e ≠ =   é uma solução para a ED (8.4) se   for uma 
raiz da equação

2 0.a b + + =  (8.6)
 

A equação (8.6) é chamada equação característica da ED (8.4).

Dependendo da natureza das raízes da equação (8.6) temos um tipo 
de solução geral para a ED (8.4).

A equação (8.6) pode ter:

1) Raízes reais distintas

Sejam 1  e 2  essas raízes.

As soluções 1
1

xy e=  e 2
2

xy e=  são soluções LI da ED (8.4), pois 

1 2 ≠  e 1 2( , ) 0.W y y ≠

A solução geral da ED (8.4) é 1 2
1 2 .x xy c e c e = +  

Para 1 2
1 22, n xx x

nn y c e c e c e ≥ = + + +  é a solução geral da ED (8.3), 
em que 1 2, , , n     são as raízes reais distintas da equação carac-
terística correspondente à ED (8.3).

Exemplo 8.4: Encontre a solução geral da ED '' 2 0.y y+ − =  

Solução:

2 2 0 + − =  é a equação característica da ED dada e admite como 
raízes 1 1=  e 2 2.= −

Portanto, a solução geral da ED dada é 2
1 2 .x xy C e C e−= +

Exemplo 8.5: Encontre a solução geral da ED (4) 5 '' 4 0.y y y− + =  
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Solução: 

4 25 4 0 − + =  é a equação característica da ED dada e admite como 
raízes 1 2 31, 1, 2  = = − =  e 4 2.= −  

Portanto, a solução geral da ED dada é

 2 2
1 2 3 4 .x x x xy C e C e C e C e− −= + + +  

2) Raízes reais e iguais

Seja 1
xy e=   uma solução para a ED (8.4).

Vamos supor que 2 1( )y u x y=  seja outra solução para a ED (8.4), LI 
com 1.y  

Como a equação (8.6) tem uma única raiz, segue que ,
2
b
a

 = −   pois 
0.∆ =  

Substituindo 2y  e suas derivadas na ED (8.4), encontramos a função 
( ) .u x x=  

Nesse caso, a solução geral da ED (8.4) é dada por 1 2
x xy C e C xe = + . 

Verifique. 

Para 2,n ≥  se   é uma raiz de multiplicidade k  da equação carac-
terística da ED (8.3), então a parte da solução geral para a ED (8.3) 
correspondente à raiz   é

2 1
1 2 2 ... .x x x k x

kC e C xe C x e C x e   −+ + + +

 Exemplo 8.6: Encontre a solução geral da ED '' 4 ' 4 0.y y y+ + =  

Solução: 

2 4 4 0 + + =  é a equação característica da ED dada e admite como 
raízes 1 2 2. = = −

Logo, 2 2
1 2

x xy C xe C e− −= +  é a solução geral da ED dada.

Exemplo 8.7: Encontre a solução geral da ED (4) ''' 3 '' 5 2 0.y y y y y+ − − − =

Solução: 

4 3 23 5 2 0   + − − − =  é a equação característica da ED dada.
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Resolvendo a equação característica, encontramos as raízes 1 2 =   e 

2 3 4 1.  = = = −  

Observamos que -1 é uma raiz de multiplicidade 3, pois 
se repete 3 vezes. Assim, a solução geral da ED dada é 

2 2
1 2 3 4 .x x x xy C e C e C xe C x e− − −= + + +  

3) Raízes complexas conjugadas

Sejam 1 a bi = +  e 2 a bi = −   raízes da equação (8.6).

A solução da ED (8.4) é dada por

 ( ) ( )
1 2 1 2

a bi x a bi x ax ibx ax ibxy C e C e C e e C e e+ − −= + = +

 1 2[ ].ax ibx ibxy e C e C e−= +

Usando a fórmula de Euler ( cos( ) sen( )),ize z i z= +  temos

 ( cos( ) sen( ))ibxe bx i bx= +  
e

 ( cos( ) sen( )).ibxe bx i bx− = −  

Assim, 

1 2 1 2[( )cos( ) ( )sen( )].axy e C C bx i C C bx= + + −  (8.6a)

Finalmente, ao introduzirmos novas constantes arbitrárias 

1 2A C C= +  e 1 2( ),B i C C= −   a equação (8.6a) assumirá a forma 

 [ cos( ) sen( )].axy e A bx B bx= +

Para 2,n ≥  se 1 a bi = +  e 2 a bi = −   são raízes comple-
xas da equação característica correspondente à ED (8.3), então 

[ cos( ) sen( )]axe A bx B bx+   é a parte da solução geral da ED (8.3) rela-
cionada com as raízes complexas.

Exemplo 8.8: Encontre a solução geral da ED '' 2 ' 2 0.y y y+ + =  

Solução: 

2 2 2 0 + + =  é a equação característica da ED dada e admite como 
raízes 1 1 i = − +  e 2 1 .i = − −

Logo, ( cos( ) sen( ))xy e A x B x−= +  é a solução da ED dada.
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Exemplo 8.9: Encontre a solução geral da ED '' 4 0.y y+ =  

Solução: 

2 4 0 + =  admite como raízes 1 2i =  e 2 2 .i = −  

cos(2 ) sen(2 )y A x B x= +  é a solução da ED dada, pois a parte real 
das raízes complexas é igual a zero.

8.4 Solução geral de uma ED linear 
não homogênea (ED (8.1))

Sejam py  uma solução dada da ED (8.1) em um intervalo I  e hy  a 
solução geral da ED linear homogênea, ED (8.2) associada à ED (8.1) 
no intervalo .I  

A solução geral da ED (8.1) é definida por 

 .h py y y= +

Qualquer solução py  que satisfaça a ED (8.1) é chamada solução par-
ticular da ED (8.1).

Vamos apresentar a seguir alguns métodos para determinar a py   
que dependem se os coeficientes 1 2( ), ( ), , ( )nP x P x P x são constantes 
ou não.

8.4.1 Solução geral de uma ED linear não 
homogênea com coeficientes constantes

Uma ED linear não homogênea com coeficientes constantes é da 
forma

1 2

1 2 11 2... ( ).
n n

nn n
d y d y d y dya a a y r x
dx dx dx dx

−

− −+ + + + + =   (8.7)

A ED linear homogênea associada à ED (8.7) é da forma 

1 2

1 2 11 2... 0.
n n

nn n
d y d y d y dya a a y
dx dx dx dx

−

− −+ + + + + =   (8.8)



262

1º Método: Método dos coeficientes a determinar

O cálculo de uma solução particular em geral não é uma tarefa fácil. 
O método de coeficientes a determinar se aplica quando o lado di-
reito da ED (8.7) é uma das seguintes funções:

kxCe , sen( )A x ,  cos( )A x , 1 0...n
na x a x a+ + +  ou combinação delas.

As funções anteriores têm em comum que as derivadas delas per-
tencem à mesma classe de funções, isto é, derivadas de funções 
exponenciais são funções exponenciais, assim como derivadas de 
funções "sen( )x  e cos( )"x  recaem sempre em combinações de senos 
e cossenos. Finalmente, derivadas de polinômios são também poli-
nômios (de ordem inferior).

O objetivo desse método é construir uma função tendo como ideia 
que ela está na classe de funções exponenciais, polinomiais ou na 
classe de senos e cossenos. 

1º Caso: ( )r x  é um polinômio de grau m  

Nesse caso, py  é um polinômio de grau ,m p+  em que m  é o grau 
de ( )r x  e p  é a ordem da menor derivada que aparece na ED.

Exemplo 8.10: Encontre a solução particular da ED '' 3 ' 1.y y y x+ + = +  

Solução: 

Note que o segundo membro da equação é um polinômio. Portanto, 
uma solução particular deve ser um polinômio e, neste caso, um po-
linômio de grau 1, isto é, .y ax b= +  

Calculando as derivadas de 1ª e 2ª ordem de ,y  temos ' '' 0y a y= ⋅ =   
e substituindo-as na ED dada, encontramos 3 1,a ax b x+ + = +  de 
onde concluímos que 1a =  e 2.b = −  

Logo, uma solução particular é dada por 2.y x= −  

Exemplo 8.11: Encontre a solução particular da ED 23 '' 2 ' 1.y y x+ = +  

Solução: 

Uma solução particular da ED dada é da forma 3 2 .y ax bx cx d= + + +  

Substituindo y  com suas derivadas na ED dada, temos

2 2 2 23(6 2 ) 2(3 2 ) 1 6 (18 4 ) (6 2 ) 1.ax b ax bx c x ax a b x b c x+ + + + = + ⇒ + + + + = +
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Segue que 
1 1 11, ,
6 3 4

a b c= = − =  e .d ∈  

Portanto, uma solução particular é dada por 
3

23 11 ,
6 4 4
xy x x= − +   

fazendo 0.d =  

2º Caso: ( ) kxr x ce=  

Nesse caso, uma solução particular é dada por h kx
py Ax e= , em que   

h  é a multiplicidade de k  como raiz da equação característica cor-
respondente à ED.

Exemplo 8.12: Encontre a solução particular da ED '' 3 ' 4 .xy y y e−− − =  

Solução: 

A equação característica da ED dada é 2 3 4 0 − − =  cujas raízes 
são 4 e 1,−  de multiplicidade 1 cada raiz.

Como ( ) ,xr x e−=  a constante é 1k = −  e   é uma raiz da equação 
característica, a solução particular da ED tem a forma .x

py Axe−=  

Substituindo py  e suas derivadas na ED dada, encontramos 
1 .
5

A = −  

Assim, 
1 .
5

x
py xe−= −  

3º Caso: ( ) sen( )r x C kx=  ou ( ) cos( )r x C kx=  

Nesse caso, ( cos( ) sen( )),h
py x A kx B kx= +  em que h  é a multiplicida-

de de k  como raiz da equação característica correspondente à ED.

Exemplo 8.13: Encontre a solução particular da ED

 '' ' cos(3 ).y y y x+ + =  

Solução: 

A equação característica da ED dada é 2 1 0 + + =   cujas raízes são   

1 3
2

i− +
 e 

1 3 .
2

i− −
 

Como ( ) cos(3 )r x x=  e a constante 3k =  não é raiz da equação ca-
racterística, então, a solução particular da ED tem a forma

 cos(3 ) sen(3 ).py A x B x= +
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Substituindo py e suas derivadas na ED dada, encontramos

 ( 9 3 )sen(3 ) ( 9 3 )cos(3 ) cos(3 ).B A B x A B A x x− − + + − + + =  

Segue que 

( 8 3 )sen(3 ) ( 8 3 )cos(3 ) cos(3 ) 8 3 0, 8 3 1.B A x A B A x x B A A B− − + − + + = ⇒ − − = − + =

Portanto,

 
3 8, .
73 73

B A= = −  

A solução particular é

 
8 3cos(3 ) cos(3 ).
73 73py x x= − +

Exemplo 8.14: Encontre a solução geral da ED  2'' 4 3 xy y x e+ = +  sa-
tisfazendo (0) 0y =  e '(0) 2.y =

Solução: 

Neste exercício temos um problema de valor inicial (PVI) para uma 
ED de ordem 2.

Vamos resolvê-lo de maneira análoga demonstrada no Capítulo 7 
para uma ED de 1ª ordem. 

Vamos encontrar a solução geral y  e depois substituir (0)y  e  '(0)y  
pelos valores indicados.

A ED dada é uma ED linear não homogênea com coeficientes cons-
tantes. O lado direito da ED é uma combinação linear das funções 2x   
e .xe  

Neste exercício, temos que resolver um problema de valor inicial, pois 
há duas condições: (0) 0y =  e '(0) 2.y =  

A solução geral da ED dada é h py y y= +  como já mencionado  
anteriormente.

Primeiro vamos encontrar a ,hy  solução homogênea associada à ED 
dada, depois a ,py  solução particular da ED dada, e por último resol-
veremos o problema de valor inicial.

A ED homogênea associada à ED dada: '' 4 0.y y+ =  

Equação característica: 2 4 0. + =  
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Como as raízes da equação característica são 2i−  e 2 ,i+  segue que 

1 2cos(2 ) sen(2 ).ny C x C x= +  

A solução py  é dada por 2 .x
py ax bx c de= + + +  

Substituindo py  e suas derivadas ( 'py  e ''py ) na ED dada, temos que 

1 1, 0,
4 8

a b c= = = −   e  
3 .
5

d =

Assim,

21 1 3 .
4 8 5

x
py x e= − +  

A solução geral da ED dada é 

2
1 2

1 1 3cos(2 ) sen(2 ) .
4 8 5

xy C x C x x e= + + − +  

Essa solução tem que satisfazer as condições (0) 0y =  e '(0) 2.y =  

 1
19(0) 0
40

y C= ⇒ = −

 2
7'(0) 2

10
y C= ⇒ =

Portanto, a solução para a ED deste exemplo é

 2
1 2

1 1 3cos(2 ) sen(2 ) .
4 8 5

xy C x C x x e= + + − +

2º Método: Método de Variação dos Parâmetros 

Existe um método geral para encontrar a solução particular de 
uma equação não homogênea uma vez conhecida a solução geral 
da equação homogênea associada. Esse método é conhecido como o 
método de variação dos parâmetros.

Vamos iniciar nosso estudo com uma ED linear não homogênea de 
ordem 2, como segue:  

2

2 ( ).d y dya by r x
dx dx

+ + =  (8.9)
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Seja 

     
2

2 0d y dya by
dx dx

+ + =  (8.10)

a ED linear homogênea associada à ED (8.9).

Seja 1 1 2 2hy c y c y= +  a solução geral da ED (8.10), em que 1y , 2y são 
soluções LI da ED (8.10).

Esse método consiste em substituir as constantes 1C  e 2C  na solução 
geral da ED (8.10) pelas funções 1 1( )v v x=  e 2 2 ( ),v v x=  de modo que 

1 1 2 2py v y v y= +  satisfaça a ED (8.9).

Para determinarmos 1v , 2v , duas condições são necessárias. Uma 
condição sobre 1v , 2v  e que py  deva satisfazer a ED (8.9) e uma se-
gunda condição imposta arbitrariamente e que será escolhida de 
modo a facilitar os cálculos.

Temos assim que:
yp 1 1 2 2y v y v y= +

y'p 1 1 1 1 2 2 2 2' ' ' ' 'y v y v y v y v y= + + +

1ª condição: 1 1 2 2' ' 0v y v y+ =  (condição arbitrária) (8.11)

y'p 1 1 2 2' ' 'y v y v y= +

y"p 1 1 2 2 1 1 2 2'' '' '' ' ' ' 'y v y v y v y v y= + + + .

Ao substituirmos essas expressões no primeiro membro da equação 
(8.9), vamos obter:

 

2 2
1 1 2 2

1 1 2 2 1 1 2 22 2 ' ' ' ' ( ).d y dy d y dyv by v by v y v y r x
dx dx dx dx

   
+ + + + + + + =   

   

Os dois termos dentro dos colchetes são nulos, pois 1y  e 2y  são so-
luções da equação homogênea associada, ED (8.10). Assim, temos a 
2ª condição.

2ª condição: 1 1 2 2' ' ' ' ( )v y v y r x+ = . (8.12)

As equações (8.11) e (8.12) constituem um sistema de equações line-
ares cujas incógnitas são 1'v  e 2' .v  
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Resolvendo o sistema, encontraremos as funções 1'v  e 2' .v  Integran-
do as funções 1'v  e 2'v  em termos da variável ,x  encontraremos as 
funções 1v  e 2v  e finalmente a solução particular da ED (8.9).

Exemplo 8.15: Encontre a solução geral da ED '' 2 ' 3 6.y y y+ − =  

Solução: 

A ED homogênea associada à ED dada é '' 2 ' 3 0.y y y+ − =

Resolvendo a equação característica da ED homogênea, encontramos 
as soluções LI desta, que são 3

1( ) xy x e−=  e 2 ( ) .xy x e=  

Portanto, a solução geral da homogênea é 3
1 2 .x x

hy C e C e−= +  

Resolvendo a ED dada no exemplo pelo método de variação de parâ-
metros, temos sua solução particular que é:

yp
3

1 2
x xy v e v e−= +   e   

3
1 2

3
1 2

' ' 0
.

' ( 3 ) ' 6

x x

x x

v e v e
v e v e

−

−

 + =


− + =

Vamos resolver o sistema acima pela Regra de Cramer.

Sejam  
3

2
3 4 ,

3

x x
x

x x

e e
w e

e e

−
−

−
= =

−
 1

0
6

6

x
x

x

e
w e

e
= = −  e

3
3

2 3

0
6

3 6

x
x

x

e
w e

e

−
−

−
= =

−
 

31
1

3'
2

xwv e
w

= = −  2
2

3'
2

xwv e
w

−= =

Então, 
3 3

1 1
3 1
2 2

x xv e dx e k= − = − +∫  e

2 2
3 3 .
2 2

x xv e dx e k− −= = − +∫ .

A solução particular da ED dada é 

3 31 3
2 2

x x x x
py e e e e− −   = − + −   

   
1 3 4 2.
2 2 2py = − − = − = −

E a solução geral é: 3 3
1 2 2.x xy C e C e−= + −
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8.5 Equações diferenciais com 
coeficientes variáveis

Até agora temos resolvido equações diferenciais lineares de ordem 
2 ou mais alta somente quando estas possuem coeficientes constan-
tes. Em aplicações, equações lineares de ordem superior com coe-
ficientes não constantes (variáveis) são igualmente importantes, se 
não mais. Por exemplo, se quisermos encontrar a temperatura ou o 
potencial " "u  na região compreendida entre duas esferas concêntri-
cas, como mostrado na Figura 8.1, então sob certas circunstâncias 
temos de resolver a equação diferencial

 
2

2 2 0,d u dur
dt dt

+ =

em que a variável 0r >  representa a distância radial medida a partir 
do centro das esferas, conforme a Figura 8.1.

Equações diferenciais com coeficientes variáveis, tais como 

2 2 2'' ' ( ) 0x y xy x y y+ + − = ,

2(1 ) '' 2 ' ( 1) 0x y xy n n y− − + + =  e

'' 2 ' 2 0,y xy ny− + =

ocorrem em aplicações como problema de potencial, distribuição de 
temperatura e fenômeno vibratório, para mecânica quântica.

Equações com coeficientes variáveis não podem ser resolvidas com 
a mesma facilidade com que resolvemos equações diferenciais com 
coeficientes constantes. 

Na verdade, não podemos esperar que a solução, mesmo de uma 
equação simples como '' 2 0,y xy− =   possa ser expressa em termos 
de funções elementares construídas com potências de " ",x  senos, 
cossenos, logaritmos e exponenciais.

O melhor que podemos fazer em relação à equação '' 2 0y xy− =  é 
encontrar uma solução na forma de uma série infinita.

z

x y

r

Figura 8.1
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Há um tipo de equação diferencial com coeficientes variáveis, cha-
mada equação de Cauchy-Euler, cuja solução geral pode ser escrita 
em termos de funções elementares. 

8.5.1 Equação de Cauchy-Euler

Qualquer equação diferencial da forma

 
1

1
1 1 01 ( )

n n
n n

n nn n
d y d y dya x a x a x a y r x
dx dx dx

−
−

− −+ + + + =  ,

em que  1 0, , ,n na a a−   são constantes, é chamada de equação de Cau-
chy-Euler, ou equação equidimensional.

A característica desse tipo de equação diferencial é que o grau de 
cada coeficiente monomial coincide com a ordem de derivação:

grau: ; ordem: grau: -1;  ordem: -1

1
1

1 1 .

n n n n

n n
n n

n nn n
d y d ya x a x
dx dx

−
−

− −+ +

 

  

Somente para efeitos de discussão, concentraremos nossa atenção 
na resolução para a equação homogênea de 2ª ordem

 
2

2
2 0.d y dyax bx cy

dx dx
+ + =

A solução para equações de ordem superior é análoga. Podemos re-
solver a equação não homogênea

2
2

2 ( )d y dyax bx cy g x
dx dx

+ + =

pelo método da variação dos parâmetros. 

Método de Soluções: Tentaremos uma solução da forma ,my x=  em 
que " "m  deve ser determinado. A primeira e a segunda derivadas 
são, respectivamente,

1mdy mx
dx

−=   e 
2

2
2 ( 1) .md y m m x

dx
−= −  
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Consequentemente, a ED (8.13) torna-se:

2
2 2 2 1

2 ( 1) m m md y dyax bx cy ax m m x bxm x c x
dx dx

− −+ + = ⋅ − + ⋅ + ⋅

( 1) [ ( 1) ] 0.m m m mam m x bmx cx x am m bm c= − + + = − + + =

Logo, my x=  será uma solução para a ED (8.13) quando " "m  for uma 
solução para a equação auxiliar 

( 1) 0,am m bm c− + + =  (8.14)

que é equivalente a

 2 ( ) 0.am b a m c+ − + =  

Há três casos distintos a serem considerados, dependendo das raízes 
dessa equação (8.14), a saber: raízes reais e distintas, reais e iguais ou 
complexas conjugadas.

1º Caso: Raízes Reais e Distintas

Sejam 1" "m  e 2" "m  as raízes reais de (8.14) com 1 2.m m≠  Então, 
1

1
my x=  e 2

2
my x=   formam um conjunto de soluções, e a solução 

geral de (8.13) é:

1 2
1 2     m my C x C x= +

2º Caso: Raízes Reais e Iguais

Se as raízes da equação (8.14) forem iguais, isto é, 1 2 ,m m=  então 
obtemos somente uma solução, a saber, 1 .my x=  

Ora, quando as raízes da equação quadrática 2 ( ) 0am b a m c+ − + =   
são iguais, o discriminante ( )∆  dos coeficientes é necessariamente 

nulo. Segue-se dessa fórmula quadrática que a raiz é 1
( ) .

2
b am

a
− −

=  

Agora, podemos construir uma segunda solução 2y  usando o se-

guinte 
( )

2 1 2
1

( ) .
( )

P x dxey y x dx
y x

−∫
= ∫
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Primeiro escrevemos a equação de Cauchy-Euler na forma

 
2

2 2 0d y b dy c
dx ax dx ax

+ ⋅ + =  

e fazemos a identificação ( ) .bP x
ax

=  

Logo,

1 1 1 1 1 1 1

1 1

ln
ln

1

ln ( )
2

2 22

2

ln .
( )

bb bx axxax a

b bdx x b b b aax ax
m m m m m m ma a a

m m

b ame e x a

e e dxy x dx x dx x x x dx x x x dx x x x
x x x

  −− − 
 

− − −
− −−

−
− == =

∫    
= = = ⋅ = ⋅ = =   

   
∫ ∫ ∫ ∫ ∫





A solução geral da ED (8.13) é, portanto, 1 1
1 2     (  ) ln .m my C x C x x= +  

3ª Caso: Raízes Complexas Conjugadas

Se as raízes da equação (8.14) são complexas conjugadas 1m i= +    
e 2 ,m i= −   com   e 0 >  reais, então, uma solução é:

1 2 .i iy C x C x+ −= +   

Mas, como no caso das equações com coeficientes constantes, quan-
do as raízes da equação auxiliar são complexas, queremos escrever a 
solução em termos de funções reais somente. Notamos a identidade:  

ln ln( )i x i i xx e e  = = , a qual, pela fórmula de Euler, é o mesmo que 
cos( ln ) sen( ln ).ix x i x  = +  

Analogamente, temos cos( ln ) sen( ln ).ix x i x  − = −  Somando e 
substituindo os dois últimos resultados, temos, respectivamente,

2cos( ln )i ix x x  −+ =

2 sen( ln )i ix x i x  −− =  

Como 1 2
i iy C x C x   + −= +  é uma solução de 2 '' ' 0,ax y bxy cy+ + =   

para qualquer valor das constantes 1C  e 2 ,C  vemos que:

1 1 2( ), [ 1]i iy x x x C C  −= + = =   e

 2 1 2( ), [ 1].i iy x x x C C  −= − = = −
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Ou

1 2 [cos( ln )]y x x =    e

2 2 [sen( ln )]y ix x =   

são também soluções. Como 

2 1( cos( ln ), sen( ln )) 0, 0,a aW x x x x x   −= = ≠ >   

no intervalo (0, ),∞  concluímos que

 
1 cos( ln )y x x =  e 

2 sen( ln )y x x =

constituem um conjunto fundamental de soluções para a equação 
diferencial. Logo, a solução geral da ED (8.13) é

1 2[ cos( ln ) sen( ln )].y x C x C x  = +

Exemplo 8.16: Encontre a solução geral da ED 
2

2
2 2 4 0.d y dyx x y

dx dx
− − =  

Solução: 

Em vez de simplesmente memorizar a equação (8.14), é preferível su-
por que my x=  seja a solução para entender a origem e a diferença 
entre essa nova forma de equação auxiliar e a obtida antes (associada  

hy ).

Derivando my x=  duas vezes, encontramos

2
1 2

2, ( 1)m mdy d ymx m m x
dx dx

− −= = −

e substituindo na ED dada, temos

2
2 2 2 2

2 2 4 ( 1) 2 4m m md y dyx x y x m m x xm x x
dx dx

− −− − = − − ⋅ −  

2[ ( 1) 2 4] ( 3 4) 0m mx m m m x m m= − − − = − − =
2 3 4 0,m m− − =  1 1m⇒ = −  e 2 4.m =

Logo (pelo 1º caso), temos que a solução geral da ED dada é
1 4

1 2 .y C x C x−= +   
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Exemplo 8.17: Encontre a solução geral da ED 
2

2
24 8 0.d y dyx x y

dx dx
+ + =  

Solução: 

A substituição my x=  implica 

2
2 2

24 8 [4 ( 1) 8 1] (4 4 1) 0m md y dyx x y x m m m x m m
dx dx

+ + = − + + = + + =
 

2 24 4 1 0 (2 1) 0.m m m+ + = ⇒ + =  

Como 1 2
1 ,
2

m m= = −  a solução geral (2º caso) da ED dada é

1 1
2 2

1 2 ln .y C x C x x
− −

= +    

Observação: Para equações de ordem superior, se 1m  for uma 
raiz de multiplicidade " ",k  então pode ser mostrado que 

1 1 1 12 1; ln ; (ln ) ; ; (ln )m m m m kx x x x x x x −
   são " "k  soluções LI. A so-

lução geral para a ED deve, portanto, conter uma combinação linear 
dessas " "k   soluções.

Exemplo 8.18: Encontre a solução geral da ED 
2

2
2 3 3 0,d y dyx x y

dx dx
+ + =   

em que (1) 1y =  e '(1) 5.y = −  

Solução: 

Temos

2
2 2

2 3 3 [ ( 1) 3 3] ( 2 3) 0.m md y dyx x y x m m m x m m
dx dx

+ + = − + + = + + =
 

Quando 2 2 3 0m m+ + = , pela fórmula quadrática, encontramos

 1 1 2m i= − +  e 2 1 2 .m i= − −  

Se fizermos as identificações 1= −  e 2,=  veremos que a solu-
ção para a ED é: 

1
1 2[ cos( 2ln ) sen( 2ln )].y x C x C x−= +  

Usando as condições do PVI: (1) 1y =  e '(1) 5y = −  na solução acima, 

vem 1 21; 2 2.C C= = −  Logo, a solução do PVI é: 

1[cos( 2ln ) 2 2sen( 2ln )].y x x x−= −  
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Método Alternativo de Solução:  

Qualquer ED de Cauchy-Euler pode ser reduzida a uma equação 
com coeficientes constantes por meio da substituição .tx e=  

O próximo exemplo ilustra esse método.

Exemplo 8.19: Encontre a solução geral da ED 
2

2
2 ln .d y dyx x y x

dx dx
− + =  

Solução: 

Com a substituição tx e=  ou ln ,t x=  temos que:

i) 1dy dy dt dy
dx dt dx x dt

= ⋅ = ⋅  (regra da cadeia).

ii) 
2 2 2

2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1 .d y d dy dy d y dy d y dy
dx x dx dt dy x x dx x dx x x dt dt

        = ⋅ + − = ⋅ + ⋅ − = ⋅ −        
        

Substituindo na ED dada e simplificando, 
2

2 2 .d y dy y t
dt dt

− + =  

Como essa última equação tem coeficientes constantes, sua equação 
característica é:

2 2
1 22 1 0 ( 1) 0 1.m m m m m− + = ⇒ − = ⇒ = =  

Logo, 1 2 .t t
hy C e C te= +  

Pelo método dos coeficientes a determinar, tentamos uma solução 
particular da forma .py A Bt= +  

Essa suposição conduz a 2 .B A Bt t− + + =  Assim, 2A =  e 1.B =  

Usando ,h py y y= +  obtemos 1 2 2 .t ty C e C te t= + + +  

A solução geral para a ED original no intervalo (0, )∞  e na variável   
" "x  é:

1 2 ln 2 ln .y C x C x x x= + + +  

Resumo 

Neste capítulo, apresentamos vários métodos para resolver uma 
equação diferencial linear homogênea ou não, de grau maior ou 
igual a 2 com coeficientes constantes. Lembramos que para as  
equações diferenciais homogêneas, basta resolver uma equação  
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polinomial chamada “equação característica” da equação diferen-
cial dada para encontrarmos sua solução geral e que para as não ho-
mogêneas podemos aplicar dois métodos: método dos coeficientes a 
determinar x  e método de variação de parâmetros. Neste método, 
temos que resolver um sistema para encontrar a solução geral da 
equação diferencial dada.

Apresentamos também um tipo especial de equação diferencial li-
near com coeficientes não constantes, que são as equações de Cau-
chy-Euler que tem uma forma diferente de resolução comparando 
com as equações diferenciais de coeficientes constantes.

Exercícios propostos

Mostre que 1) 3( )y x x=  é solução da ED 2 '' ' 9 0.xy xy y− − =  

Determine qual ou quais das funções 2) 2 3
1 2( ) , ( )z x x z x x= =  e  

3
xz e−=  é(são) solução(ções) da ED ( 3) '' ( 2) ' 0.x y x y y+ + + − =  

Determine a solução geral das equações diferenciais.3) 

'' ' 0y y y+ + =a)  

'' 4 ' 4 0y y y+ + =b)  

'' 3 ' 2 0y y y+ + =c)  

 d) (3) 2 '' 2 ' 0y y y y+ − − =  

(4) (3)3 3 '' ' 0y y y y+ + + =e)  

4 '' 12 ' 9 0y y y+ + =f)  

 g) (3) '' ' 0y y y y− + − =  

(3) 3 '' 4 ' 12 0y y y y+ − − =h)  

Determine a solução geral das seguintes EDs:4) 

'' 3 ' 1y y y x+ + = +a)  

'' ' cos(3 )y y y x+ + =b)  

2'' 2 ' xy y y e− + =c)  
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2'' 2 'y y y t+ + =d)  com (0) '(0) 0y y= =  
2'' ' 2 3y y y t+ − = +e)  com (0) '(0) 0y y= =  

''' 4 'y y x+ =f)   

 g) '' 5 ' 6 2 xy y y e− + =  

 h) '' 3 ' 4 xy y y e−− − =   com (0) 1, '(0) 0y y= =  

'' tg( )y y x+ =i)  

2'' 4 ' 3 xy y x e+ = +j)  

Resolva as seguintes equações:5) 

2 '' ' 2 3x y xy y x− + =a)  

2 '' 3 ' 3 0x y xy y+ + =b)  com (1) 1y =  e '(1) 5y = −  

2 '' 2 ' 4 0x y xy y− − =c)  

24 '' 8 ' 0x y xy y+ + =d)  

2 4'' 3 ' 3 2 xx y xy y x e− + =e)  

2 '' ' lnx y xy y x− + =f)  

Respostas

2. 2
1( )z x x=  e 3

2 ( )z x x=   não são soluções da ED  e 3
xz e−=  é so-

lução da ED.

3.  a) 2 2
1 2

3 3sen
2 2

x x

y C e x C e x
− −   

= +   
   

 

b) 2 2
1 2

x xy C e C xe− −= +   

c) 2
1 2

x xy C e C e− −= +  

d) 
3 5 3 5

2 2
1 2 3

x x
xy C e C e C e

   − + − −
      
   = + +  

e) 2 2
1 2 3 4

t ty C C ty C e C te− −= + + +  

f) 
3 3
2 2

1 2

x x
y C e C xe

− −
= +
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g) 1 2 3cos( ) sen( ) xy C x C x C e= + +  

h) 2 2 3
1 2 3

x x xy C e C e C e− −= + +  

4.  a) 
3 5 3 5

2 2
1 2

x

y C e C e
   + −
− −      
   = +  

b) 
1 1
2 2

1 2
8 3cos 3 sen 3 cos(3 ) (3 )
73 73

( ) ( )
x

y C e x C e x x x
− −

= + − +

c) 2
1 2

x x xy C e C xe x e= + +  

d) 22 24 cos 4 sen ( 2)
2 2

t tt ty e e t
− −   = − + + −   

   

e) 
12 6 12 9cos(2 ) sen(2 )
25 5 25 25

t ty e te t t− −= + − −  

f) 2
1 2 3

1cos(2 ) sen(2 )
8

y C C x C x x= + + +  

g) 2 3
1 2

x x xy C e C e e= + +  

h) 
6 19 1
25 25 5

x x xy e e xe− −= + −  

i) 1 2cos( ) sen( ) cos( ) ln sec( ) tg( )y C x C x x x x= + − +  

j) 2
1 2

1 1 3cos(2 ) sen(2 )
4 8 5

xy C x C x x e= + + − +

5.  a)  1 2( cos(ln ) sen(ln ) 3y x C x C x x= + +

b) 1 2
1 cos 2 ln sen 2 ln( ( ) ( ))y C x C x
x

= +

c) 1 4
1 2y C x C x−= +

d) 
1 1
2 2

1 2 lny C x C x x
− −

= +

e) 3 2
1 2 2 2x xy C x C x x e xe= + + −

f) 1 2 ln 2 lny C x C x x x= + + +
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