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RESUMO

Nesta monografia, exploraremos topologias que garantem a compacidade
da bola fechada unitaria em um espago vetorial normado e tal que os ope-
radores lineares de seu espaco dual permanecam continuos. Inicialmente,
serd introduzida uma abordagem sobre topologia geral, trazendo conceitos
bésicos para o entendimento dos assuntos sucessores. Em seguida, estudare-
mos exemplos de espagos vetoriais normados, operadores lineares continuos
e suas propriedades. Também apresentaremos os teoremas fundamentais da
Anélise Funcional e analisaremos a relacao entre os espacos vetoriais norma-
dos e seus espagos biduais. Por fim, identificaremos a topologia fraca como a
menor topologia tal que os operadores lineares do espago dual permanegam
continuos e, sob determinadas condi¢des, mostraremos que a bola unitéria
fechada de um espacgo vetorial normado é compacta nessa topologia.

Palavras-chave: Topologia Geral. Anéalise Funcional. Espacos Normados.
Operadores Lineares Continuos. Dual. Topologias Fracas. Compacidade.






ABSTRACT

In this monograph, we will explore topologies that guarantee the compact-
ness of the closed unit ball in a normed vector space and such that the
linear operators of its dual space remain continuous. Initially, an approach
to general topology will be introduced, bringing basic concepts to the un-
derstanding of successor subjects. Next, we will study examples of normed
vector spaces, continuous linear operators and their properties. We will also
present the fundamental theorems of Functional Analysis and we will an-
alyze the relationship between the normed vector spaces and their bidual
spaces. Finally, we will identify the weak topology as the smallest topology
such that the linear operators of the dual space remain continuous and,
under certain conditions, we will show that the closed unit ball of a normed
vector space is compact in this topology.

Keywords: General Topology. Functional Analysis. Normed Spaces. Con-
tinuous Linear Operators. Dual. Weak Topologies. Compactness
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1 INTRODUCAO

A Analise Funcional é uma &drea da matemé&tica que mescla, entre
outras coisas, Algebra Linear em dimensdo infinita ¢ Anélise num mesmo
ambiente.

O objetivo desse trabalho € trazer os argumentos necesséarios para de-
monstrarmos o Teorema de Banach-Alaoglu-Bourbaki e uma consequéncia
desse teorema. Esses resultados tém a ver com a topologia induzida num
espaco vetorial normado E na qual garantem que o conjunto Bgy = {x €
E:||z||; <1}, em que || || é uma norma em E, é compacto sob determi-
nadas condigoes. Para atender esse propoésito, o trabalho estd organizado
da seguinte forma:

O Capitulo 2 esta dedicado para o estudo de Topologia Geral. Sao
analisados conceitos-chave da teoria como conjuntos abertos e fechados, con-
vergéncia, continuidade e compacidade. O objetivo desse primeiro capitulo
é dar as ferramentas necessarias para o estudo dos capitulos sucessores sem
fazer um estudo exaustivo de Topologia.

O Capitulo 3 abrange os conhecimentos de espacos vetoriais dos
quais é possivel se definir uma norma e induzir uma topologia pela norma,
tornando-os espagos vetoriais normados. Sdo apresentados resultados que
para espacos de dimensao finita sdo facilmente verificados, enquanto que
para espagos de dimensao infinita deve-se ter um maior cuidado no tra-
tamento. Posteriormente, ainda neste capitulo, estudamos os operadores
lineares continuos e suas propriedades. Notamos, em particular, que a line-
aridade dos operadores proporciona caracterizagoes que nao se atrelam a
funcoes quaisquer.

Ainda no Capitulo 3, abordamos os teoremas elementares da teoria
de Anaélise Funcional, como o Teorema de Banach-Steinhaus e, em seguida,
0 Teorema de Extensao de Hahn-Banach com suas consequéncias. Ademais,
analisamos que certos espacos vetoriais normados tém uma estrita relacao
entre seu espaco bidual, sendo possivel enxergar os elementos de um espago

como elementos do bidual. No caso em que o espaco é reflexivo, verificamos
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que o espaco vetorial normado e seu bidual podem ser identificados via um
isomorfismo isométrico.

O ponto de chegada desse trabalho se encontra ao final do Capitulo 4.
Nesse capitulo estdo abordadas as topologias fraca e fraca-estrela em espa-
¢os vetoriais normados e espacos duais, respectivamente. Essas topologias
desempenha um papel importante para obtengao da compacidade de Bg
para espacos de dimensao infinita. Além disso, verificamos que a topologia
fraca mantém os funcionais do dual continuos.

As principais referéncias estudadas para descrigdo do Capitulo 2 que
dialoga sobre Topologia Geral sdo [7] e [9]. A fonte bibliogréfica principal
dessa monografia como um todo sobre Anélise Funcional e para descri¢ao
do Capitulo 3 é [1]. O Capitulo 4 estd baseado em [1] e [10]. Resultados auxi-
liares sobre Espagos Métricos sdo encontrados em [8] e de Anélise Funcional
em [3].

E preciso informar que os espacos vetoriais considerados nos resulta-
dos mencionados nesse trabalho podem ser explorados tanto sobre o corpo
dos reais R, quanto sobre o corpo dos complexos C. Porém, para fins de
abranger um publico de formandos em Licenciatura em Matemética, optou-
se definir os espagos vetoriais sobre o corpo R. Ademais, consideramos que
o leitor ja tenha conhecimentos prévios de Algebra Linear e Analise Real.
Caso o leitor nao tenha tais conhecimentos, para um primeiro momento,
as referéncias [2], [4] para Algebra Linear e [5], [6] para Anélise Real sdo

otimos livros para compreensdo dos conceitos aqui abordados.
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2 ELEMENTOS DE TOPOLOGIA

Segundo o prof. Elon em [7], uma das ideias mais importantes da
Matematica é a de continuidade, a qual se acha estreitamente relacionada
com os conceitos de convergéncia e limite. Dada uma aplicagdo f: X — Y
definida num conjunto X e tomando valores num conjunto Y, diz-se que f
é continua no ponto a € X quando é possivel tornar f(x) arbitrariamente

préximo de f(a), desde que se tome z suficientemente préximo de a. Analo-

oo

n—1» 7 € N, pertencentes

gamente, diz-se que uma sequéncia de pontos (x;,)
a um conjunto X, converge para o ponto a € X quando é possivel tornar x,,
arbitrariamente proximo de a, desde que se tome n suficientemente grande.

Nao obstante, as definigoes de continuidade e convergéncia ndo tém
sentido em conjuntos quaisquer X e Y. Para que elas signifiquem algo, é
fundamental que nos conjuntos em questao existam propriedades que per-
mitam falar em “proximidade” de pontos. Tais conjuntos sdo chamados
espacos topoldgicos. Neles, sdo definidas e tomam valores as funcoes conti-
nuas. Chama-se Topologia a drea da matemadtica que se ocupa do estudo
dos espagos topoldgicos e das fungdes continuas entre estes espacos.

Nesta dissertacao, nao se pretende alongar-se ao estudo de Topologia
Geral. O objetivo desse capitulo é trazer as ferramentas necessarias para
podermos compreender com clareza os conceitos abordados nos proximos
capitulos. Entretanto, tem-se em mente que é necessario trazer exemplos in-
tuitivos e demonstracoes das proposicoes para que o leitor nao fique confuso
ou pense que as defini¢oes sdo meramente abstratas.

Comecamos estudando uma das classes de conjuntos mais fundamen-
tais da teoria: os espacgos métricos. Depois, definimos o que sdo espagos
topolodgicos e abordamos exemplos classicos de topologia. Em seguida, tra-
tamos sobre vizinhangas e bases, ferramentas tteis para determinar uma
topologia. Analisamos o conceito de fun¢io continua no contexto de espa-
¢os métricos e na sua forma generalizada em espagos topolégicos quaisquer.
Estudamos o conceito de redes, que é uma generalizacdo do conceito de

sequéncias. Doravante, analisaremos um tipo especial de topologia que é



20 Capitulo 2. Elementos de Topologia

objeto de estudo no Capitulo 4, conhecida como topologia gerada por uma

familia de fungoes. Por fim, estudamos os conceitos basicos de compacidade.

2.1 ESPACOS METRICOS

Definigao 2.1.1. Seja M um conjunto ndo vazio. Dizemos que uma métrica
em M é uma funcao d : M x M — R que associa cada par de pontos z,y € M
a um numero real d(z,y), chamado de distancia do ponto x ao ponto y, de
tal modo que valem:

(a) Positividade: d(z,y) > 0< x # y,Vo,y € M e d(z,z) = 0,Vz € M;

(b) Simetria: d(z,y) = d(y, z),V,y € M;

(c) Desigualdade triangular: d(z, z) < d(z,y) + d(y, 2),Vz,y,z € M.

Definicado 2.1.2. Um espago métrico é um par (M,d), formado por um

conjunto M nao vazio e uma métrica d em M.

Podemos definir uma métrica em qualquer conjunto nao vazio como

mostra o exemplo a seguir:

Exemplo 2.1.3. Considere X um conjunto nao vazio. Se definirmos uma
funcio d : X x X — R como d(z,y) = 1 se z # y e d(x,y) =0 se x =y,
entdao obtemos uma métrica em X. De fato, é imediata a verificagdo dos
itens (a) e (b) da Definigdo 2.1.1. Para desigualdade triangular, veja que se
d(z,z) = 0 ela é imediata. Se d(x, z) # 0 tem-se que d(z,y) + d(y,z) =1
sex=youy==zed(xy) +dy,z)=2sex#yez#y. A métricadé

conhecida como a métrica zero-um. Portanto, (X, d) é um espago métrico.

Exemplo 2.1.4. Seja M = R. Seja a fungdo d : R x R — R que associa
(z,y) = |z — yl|, em que |- | é o valor absoluto em R. Para mostrar que
(R,|-]) é um espago métrico, precisamos verificar que a fungio d satisfaz os
itens da Definigdo 2.1.1. Tome z,y, z € R. E claro que d(z,z) = 0. De fato,
d(xz,x) = |z —z| = |0] = 0. Temos também que para = # y, d(x,y) = |z —y|,
que é o valor absoluto da diferenga = — y, ou seja, é um nimero positivo.
Portanto d(x,y) > 0, se © # y. Ademais, d(z,y) = |z —y| = |(-1)(y — )| =
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| — 1|ly — x| = |y — x| = d(y, z). Como sabemos, para todo a,b € R, temos

que |a + b| < |a| + |b], sendo assim,

dz,z)=|z—zl=lz+y—y—z2[=|z—y)+ (y—2)|
<lz—yl+ly -2
=d(z,y) +d(y, 2).

Logo, podemos concluir que (R,| - |) é um espago métrico. A métrica d é

conhecida como métrica usual em R.

4—(-1)| =5
e » a » R
S >

Figura 1 — Representagao da métrica usual de R.

Proposicao 2.1.5. Seja (M,d) um espago métrico. Para quaisquer que

sejam x,y,z € M tem-se |d(x,z) — d(y, z)| < d(z,y).

Demonstragigo. Veja que d(x,z) < d(x,y) + d(y,z) = d(z,z) — d(y,z) <
d(z,y) e que d(y, z) < d(y,x) + d(z,2) = d(y,z) — d(z,2) < d(z,y). Dai,
das propriedades de médulo, segue que |d(z, z) — d(y, z)| < d(z,y). |

Por simplicidade, chamamos o espago métrico (M, d) por M, quando

nao houver ambiguidade de qual métrica trabalhamos.

Definicdo 2.1.6. Sejam A e B subconjuntos de M, a distdncia entre A e
B ¢é dada por

dist(A, B) = inf{d(x,y) :z € Aey e B}.!
Em particular, a distancia entre um ponto x € M e A C M é dada por

dist(z, A) = inf{d(z,y) : y € A}.
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dist(y, K)

S ——

K —e Yy

Figura 2 — Representacdo de dist(y, K).

Exemplo 2.1.7. Considere (R,|-]) e A = (1,2] o intervalo semi-fechado
entre 1 e 2. Tem-se d(1, A) = 0. De fato, temos que 1 < a para todo a € A.
Além disso, seja b > 1. Considere o niimero real ¢ = min{2, %‘b} Entao

a€Ael<a<b Logo, 1é o infimo de A.

Exemplo 2.1.8. Seja M = My X ...x M, em que cada M;,i=1,...,n, é
um espaco métrico com a métrica dys,. Entao as fungdes dy, da, doo abaixo
sao métricas em M:

doo(amy) = 1<za<Xn{dM1 (xiayi)}a dl(xay) = Zdﬂﬁ (xiayi)v
- =1

O leitor pode verificar em [8, Exemplo 4, p. 3] que, de fato, dy,ds, ds sd0

métricas. Em particular, se considerarmos, para todo i, que M; = R, temos

n
dm(w7y)=1§?§><n{|$i—yi|}7 d1($7y)=2|$i—yi|»
P

1 O infimo de um subconjunto A de R limitado inferiormente é definido como o ntimero

real m = inf A tal que
(i) Para todo a € A, m < q;
(ii) Se m < b, entdo existe a € A tal que a < b.
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= (z1,91)
y= ($27y2)
ly2 — v

Figura 3 — Representacdo geométrica em R? das métricas d;, da e doo. As
métricas dy, dw € do podem ser interpretadas, respectivamente,
como a soma dos catetos, o maior cateto e a hipotenusa de um
tridngulo retangulo.

A préxima defini¢io envolve o conceito de sequéncias. Através de
sequéncia, podemos compreender a nogao de proximidade ou convergéncia

em espagos métricos.

Defini¢ao 2.1.9. Seja (z,,),., uma sequéncia no espago métrico M.

(a) A sequéncia (z,),., converge para © € M se, dado € > 0, existe

no € N tal que se n > ng, entdo d(z,,z) < €. Neste caso, escrevemos

lim d(z,,2) =0ou lim x, = ou z, — .

n—oo n—oo

(b) A sequéncia (z,),—, é dita convergente se existe x € M tal que z;,, — .

Caso contrario é dita divergente.

(c) A sequéncia (z,,),-, é uma sequéncia de Cauchy se, dado € > 0, existe

np € N tal que se n,m > ng, entao d(x,,Tn) < €, ou, equivalentemente,
lim d(zp,2m)=0.

n,m— 00

(d) O espago métrico (M, d) é um espago métrico completo se toda sequéncia

de Cauchy em M convergir para um elemento de M.

(e) Uma subsequéncia de (z,,),-, ¢ uma sequéncia (z,, ), restrita a um
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subconjunto N’ = {nq,ng,...,ng,...} C N infinito tal que n; > n; se j > i.

E interessante destacar algumas propriedades a respeito de conver-

géncia de sequéncias:

Proposicao 2.1.10. Se uma sequéncia converge, qualquer subsequéncia
desta converge para o mesmo ponto.

Demonstragio. Seja (zn, )., uma subsequéncia de (z,,), ;. Suponha que
T, — x, isto é, dado € > 0, existe ng € N tal que para n > ngy implica
d(xn,z) < e. Como os indices da subsequéncia formam um subconjunto
infinito N’ de N, tem-se que existe kg € N’ tal que ny, > ng. Entdo, ng > ng,

implica ny > ng implica d(zy,,z) < €. Portanto, x,, — x. |

Proposigao 2.1.11. Se uma sequéncia de Cauchy possui uma subsequéncia
convergente, entdo a propria sequéncia de Cauchy converge para o mesmo

ponto da subsequéncia.

Demonstragio. Seja ()., uma sequéncia de Cauchy e (z,,)r., uma

subsequéncia convergente. Dado € > 0, existe n;, tal que ny > n;, implica

£

2
Niy. Seja n;, = max {n;,,n;,}. Se n > n;,, podemos escolher ny > n;, e

d(xy,,r) < §. Existe também n, tal que d (p,, z,,) < § sempre que m,n >

teremos d (2, ) < d (Tp, Ty, ) +d (2p,, ) < §+5 = €. Logo, z, — 2. N

11
792930
é uma sequéncia de I, é de

Exemplo 2.1.12. Considere o conjunto 9t = {1 . } com a métrica

A . 0
usual de R. Temos que a sequéncia (%)n_l

Cauchy e nédo é convergente, logo 91 néo é completo. Por outro lado, MU{0}
é completo pois além dessa sequéncia ser convergente, temos que qualquer
outra sequéncia de Cauchy é convergente. De fato, qualquer sequéncia de
Cauchy neste espago ou é constante a partir de um certo termo e conse-
quentemente convergente, ou possui uma subsequéncia que também pode

1

. N e}
ser vista como uma subsequen01a de (*

n)nﬂ’ que converge para 0.

Pelo exemplo anterior nem sempre podemos garantir que uma sequén-

cia de Cauchy é convergente. Mas a reciproca é sempre verdadeira:
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Proposicao 2.1.13. Toda sequéncia convergente em um espago métrico M

€ uma sequéncia de Cauchy.

Demonstragio. Suponha que (z,,),., convirja para x € M. Dai, dado € > 0
existe ng € N tal que para n,m > ng implica d(z,,,z) < § e d(zp,z) < §.
Logo, d(xy, &y,) < d(xp, x) + d(x, xm) < § + § = €. Portanto, (z,,),-; é de
Cauchy. |

Definicao 2.1.14. Seja M um espago métrico.

(a) Dados a € M e r > 0, o conjunto B(a,r) = {x € M : d(z,a) < r} é
chamado de bola aberta com centro a e raio 7.

(b) Um subconjunto A C M é dito aberto se para cada x € A existe € > 0
tal que B(z,¢e) C A.

=
81N TSNS NN
AN NN
MM [ NRRRARRNY
! '\ M A\ TRV AANAY] Ny \11 !
T ‘J:\\k\ NN I SO
N4 NN ey
v |y AR
: LRy [N AN
di(0,z) <7 d2(0,z) <r deo(0,2) <1

Figura 4 — Bolas abertas em R? centralizadas na origem de raio r com as
métricas dy, ds e do do Exemplo 2.1.8.

Exemplo 2.1.15. A bola aberta B(a,r) em qualquer espago métrico M é
um aberto de M. Com efeito, para cada x € B(a, ), temos que d(z,a) < r.
Temos r — d(z,a) > 0, fazendo r — d(x,a) > s > 0 tem-se que a bola aberta
B(zx,s) estd contida em B(a,r). De fato, se y € B(x,s) entdao d(y,z) <
r—d(z,a), dai

d(y,a) <d(y,z) +d(z,a) <r—d(z,a) +d(z,a) =r.

Logo, y € B(a,r).
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Figura 5 — Ideia da demonstracdo de que bolas abertas sdo conjuntos aber-
tos.

Definicao 2.1.16. Seja M um espaco métrico, dizemos que um subconjunto

de M é um conjunto limitado se estiver contido numa bola aberta de M.

Exemplo 2.1.17. Conjuntos com niimero finito de elementos séo limitados.
Com efeito, seja M = {z1,...,x,}. Se tomarmos r = Jnax [d(zq,2;)] + 1
<i<n

temos que M C B(xy,7).

2.2 ESPACOS TOPOLOGICOS

Definicao 2.2.1. Uma topologia em um conjunto X é uma colecdo 7 de
subconjuntos de X, chamados conjuntos abertos, satisfazendo as seguintes
propriedades:
(a) Qualquer unido de elementos de 7 é um elemento de 7.
(b) Qualquer interse¢do finita de elementos de T pertence a 7.
(¢) X e () pertencem a 7.

Neste caso dizemos que (X, 7) é um espago topoldgico. Abreviamos

(X, 1) para X quando ndo houver perigo de ambiguidade ou de imprecisdo.

Os Exemplos 2.2.2, 2.2.3 e 2.2.5 a seguir sao topologias classicas da
teoria de Topologia Geral. O Exemplo 2.2.6 é crucial para entendermos os

conceitos dos préximos capitulos.
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Exemplo 2.2.2. Considere X um conjunto qualquer e 7 = {{), X }. Entao
(X,7) é um espago topoldgico em que a topologia 7 se chama topologia

caotica.

Exemplo 2.2.3. Considere X um conjunto qualquer e 7 = P, em que P é
o conjunto das partes de X. Entdao (X, 7) é um espago topoldgico em que a

topologia 7 se chama topologia discreta.

Exemplo 2.2.4. Seja X um espaco topoldgico e (7x)rea uma familia de

topologias em X. Entao 7 = m T) é uma topologia em X. Com efeito, os

AEA
trés itens da Definicao 2.2.1 sdo verificados:

(a) Como X, € 7, para todo A € A, segue que X, () € 7.
(b) Seja (A;)ier uma colecao de conjuntos tal que A; € 7, para cada i € I.
Entao A; € 7\ para todo A € A e i € I. Dai, UAZ- € Ty, para cada A € A.

icl
Portanto, | JA; € 7.

iel
(c) Seja A1, Ay € 7, entdo para cada A\ € A tém-se A1 N Ay € 7y, dai

AlmAQET.

No Capitulo 4 esta verificado duas topologias especiais que sdo inter-

secoes de topologias.

Exemplo 2.2.5. Seja X um conjunto infinito. Consideremos a cole¢do 7 for-
mada pelo conjunto vazio () e os complementares dos subconjuntos finitos de

X . Fazendo uso das relagoes X'\ ﬂ Ay = U (X\Ax) e X\ (A U---UA,)
AEA AEA
= (X\A1) N---N(X\Ap), verifica-se que T é uma topologia em X. Essa

topologia é conhecida como topologia co-finita.

Exemplo 2.2.6. Os conjuntos abertos do item (b) da Definicao 2.1.14
formam uma topologia 74 no espago métrico (M,d) e chamamos esta de
topologia induzida pela métrica d. Com efeito, precisamos verificar os trés
itens da Definicao 2.2.1:

(a) Para mostrar que ) é aberto basta notar que um subconjunto X C M s6

deixa de ser aberto quando existe um ponto x € X tal que nenhuma bola de
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centro z estd contida em X. Como nio existe z € (), o conjunto vazio ndo
viola a condi¢do que define os abertos, logo ) é aberto. Ademais, é evidente
que M é aberto.

(b) Seja (Ax) e uma familia qualquer de subconjuntos abertos de M. Sendo

A= U A, mostremos que A é aberto. Dado x € A, existe um indice A € A

AEA
tal que x € Ay. Como A) é aberto, existe uma bola B(x,€) contida em Aj.

Logo, B(x,e) C A.

(c) Sejam Aq,..., A, abertos em M. Seja xz € Ay N...N A,. Para cada
i = 1,...,n existe uma bola aberta B (z,¢;) contida em A;. Tomemos
e = min{ey,...,e,}. Entdo € > 0 e B(x,e) C B(z,¢) C A; para cada i.
Logo B(z,e) CA1N---NA,.

Ou seja, todo espago métrico tem uma estrutura natural de espago topolégico

com a topologia 7.

Definicao 2.2.7. Diremos que 7 é mais fina do que T ou que T é menos
fina do que 7 quando 7 C T, isto é, quando todo aberto segundo 7 for

necessariamente aberto segundo 7.

Segue da defini¢ao acima que toda topologia 7 em X é mais fina que

a topologia cadtica e menos fina que a topologia discreta.

Definicao 2.2.8. Um espaco topolégico X é um espaco de Hausdorff se
para todos z,y € X, © # vy, existem abertos U > x e V 3 y tais que
unv =40.

X X

Figura 6 — Num espago Hausdorff, com z # y, obtemos U; e U, abertos que
sdo disjuntos e contém x; e x2, respectivamente.
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Exemplo 2.2.9. Todo espago métrico M é um espago de Hausdorff. De
acordo com o Exemplo 2.1.15 bolas abertas sdo abertos em M, entao po-
demos tomar dois pontos a,b € M, a # b e raios r > 0, s > 0 tais que
r+s < d(a,b). Dai, as bolas abertas B(a,r) e B(b, s) sao disjuntas, pois caso
contrario se existir algum ponto x € B(a,r) N B(b, s), terfamos d(a,x) < r
e d(b,z) < s. Dai d(a,b) < d(a,z) + d(z,b) < r+ s < d(a,b), gerando um

absurdo.

Figura 7 — Duas bolas abertas disjuntas.

Observagao 2.2.10. Se o espaco topoldgico X nao for Hausdorff, auto-
maticamente temos que X nao pode ser um espago métrico pelo exemplo
anterior. Um exemplo bem simples de topologia ndo Hausdorff é a topologia

cadtica para um conjunto com mais de um elemento.

Apesar de existirem espacos topoldgicos nos quais sejam possiveis
de se obter uma topologia nao induzida por uma métrica, e portanto nao
é possivel obter uma nogao de convergéncia através de uma “distancia”,
ainda é possivel definir o limite de uma sequéncia como mostra a defini¢ao

a seguir.

Definigao 2.2.11. Uma sequéncia (), - ; no espago topoldgico X converge

para x € X eescrevemos lim z, = x oux, — z, quando, para todo aberto
n—oo

A contendo o ponto x, for possivel obter um indice ng € N tal que para
o0

n > ng implique x,, € A. Dizemos que z é o limite da sequéncia (z,),_;-
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Em Calculo, aprendemos que o limite, quando existe, de uma fun-
¢do real é Unico. Em Analise Real verificamos também que o limite de
uma sequéncia é tunico, desde que exista. Em verdade, essa propriedade é

consequéncia de um resultado mais geral como se verifica a seguir:

Proposicao 2.2.12. Num espago de Hausdorff X, uma sequéncia conver-

gente possui um unico limite.

Demonstrag¢do. Considere uma sequéncia (xn)zozl convergente no espaco de
Hausdorff X, digamos que convirja para x. Suponha por absurdo que haja
y € X,y # x etal que z,, — y. Por X ser Hausdorff existem abertos V, W
que contém z,y, respectivamente e tais que V NW = (). Pela defini¢ao de
limite, a partir de um indice ng os elementos x,, estardo em V e z, € W, o

que contradiz a convergéncia para y. |

X
w

Figura 8 — Convergéncia num espago de Hausdorff.

Corolario 2.2.13. Toda sequéncia convergente num espaco métrico M

admite limite unico.

Exemplo 2.2.14. Considere N com a topologia 7 do Exemplo 2.2.5. Neste
caso, um subconjunto A de N é aberto se, e somente se, existe um inteiro
ng € N tal que para n > ng implique n € A. Tome a sequéncia (xn)ff:l

de (N, 1) definida por z,, = n. Verificamos que dado qualquer ¢ € N tem-

se lim n = c¢. Para tanto, considere um aberto A > c¢. Pela defini¢do de
n—oo
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abertos de 7 existird um ng € N tal que para n > ng teremos z,, = n € A,
0 que acarreta x,, — ¢, seja qual for ¢ € N. Temos, pela Proposicao 2.2.12,

que 7 nao é Hausdorff.

Defini¢ao 2.2.15. Um subconjunto F' de um espago topoldgico X é cha-

mado de conjunto fechado se seu complementar for aberto, isto é, X\ F € .

Proposicao 2.2.16. Em um espaco topologico X wvalem as sequintes pro-

priedades:

(a) Os conjuntos () e X sdo fechados;

(b) A intersecio F = ﬂ F) de uma familia arbitraria (Fy),., de subcon-

AEA
juntos fechados F\ C X é um subconjunto fechado de X;

(c) areunido F' = Fy U---UF, finita de conjuntos fechados Fi,..., F, C X

é um subconjunto fechado de X.

Demonstragio. (a) Como X\X =0 e X\ = X, segue que X e ) sdo fecha-
dos.
(b) Seja (Ax)aea uma familia de subconjuntos de X tal que Ay = X\F).

Cada Ay, é aberto em X. Logo, A = U Ay é também aberto. Como
AEA
F = m P, = m (X\A4)) = X\ U Ay = X\ A, segue-se que F é fechado.

AEA AEA AEA
(c¢) Os conjuntos A; = X\Fy,..., A, = X\F, sdo abertos. Logo, A; N

--+NA, éabertoe F = FU---UF, = (X\A)U---U (X\4,) =
X\ (41N...NA,) é fechado. [ |

Exemplo 2.2.17. Num espago de Hausdorff X, {z} é um subconjunto
fechado de X, para todo z € X. Com efeito, para cada y € X\{z}, existem
abertos A, B, tais que z € A, y € B, e AN B, = (. Em particular,
y € B, € X\{z}. Tomando U B, = X\{z} temos que X\{z} é uma

yeX\{xz}
reunido de abertos. Portanto, X\{z} é aberto. Consequentemente {z} é

fechado em X. Segue-se que todo subconjunto finito {z1,...,z,} C X é
fechado.
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Definigao 2.2.18. Sejam (X, 7) um espago topoldgico e E C X.
(a) O interior de E é o conjunto int(E) = J{A C X : Aéabertoe A C E}.
(b) O fecho de E é o conjunto E = ({F C X : F é fechado e E C F}.

Observacgao 2.2.19. (a) A Definicdo 2.2.18(a) é equivalente & seguinte
sentenca: seja X um espaco topoldgico e E C X. Dizemos que z € X
é um ponto interior a F se existe um aberto A C E tal que x € A. O
conjunto int(E) dos pontos interiores de E é chamado de interior de E. Em
[7, Proposigao 12, p. 74] o leitor pode confirmar que, de fato, sdo asser¢oes
equivalentes.

(b) A Definigdo 2.2.18(b) é equivalente & seguinte sentenga: seja X um
espacgo topolédgico e E C X. Dizemos que z € X é um ponto aderente a
E se todo aberto A que contém x também contém algum ponto de E. O
conjunto E dos pontos aderentes de E é chamado fecho de E. O leitor pode
verificar [7, Proposicao 18, p. 81] para comprovar que de fato as definigdes

sao equivalentes.

Proposigao 2.2.20. Sejam (X, 7) um espago topoldgico, x € X e A,B C X.
Entao

(a) int(A) é um conjunto aberto e A é um conjunto fechado,

(b) A € aberto se, e somente se, A = int(A),

(c) A é fechado se, e somente se, A= A,
(d) Se A C B, entio A C B,
() AUB=AUB.

Demonstragio. (a) Por defini¢do, int(A) é uma reunido de abertos, conse-
quentemente int(A) é aberto. Do mesmo modo, pela Proposi¢io 2.2.16, A é
fechado por ser intersecdo de fechados.

(b) De um lado, veja que int(A) C A, por definigdo. Se A for um aberto,
entdo pela definigdo de int(A) temos A C int(A). Logo, A = int(A). Reci-
procamente, suponha que A = int(A). Pelo item (a), A é aberto.

(c) De um lado, veja que A C A, por definicio. Se A é um fechado, entdo
pela definicdo de A temos A C A. Logo, A = A. Reciprocamente, suponha
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que A = A. Pelo item (a), A é fechado.

(d) De A C B C B temos A C B. Além disso, B é um fechado que contém
A, disso segue que A C B.

(e) Como A C AUBe BC AUB, segue que AC AUBe BC AUB
pelo item (d). Logo AU B C AU B. Por outro lado AU B é um fechado
contendo AU B. Logo AUB Cc AUB. |

A préxima proposicdo desempenha uma aplicagdo importante na

determinacdo de conjuntos fechados.

Proposicao 2.2.21. Seja S um subconjunto de um espago topoldgico X .
Para que x € S em X € suficiente que exista uma sequéncia de pontos

Ty € 5 com x, —> x. Se X for um espago métrico a condi¢do é necessdria.

Demonstrac¢do. Seja x, — x, com x, € S para todo n € N. Entao, qual-
quer aberto V' de x contém pontos de S, pois x,, € V para n suficientemente
grande. Pela Observagio 2.2.19(b), z é um ponto aderente de S e, consequen-
temente, x € S. Reciprocamente, se x € SeX espago métrico, entao, para
cada n € N podemos escolher um ponto z, € S na bola aberta B(x,1/n).
Obtemos assim uma sequéncia de pontos z,, € S, com d(z,z,) < 1/n.

Portanto, x,, — x. |

Observagao 2.2.22. Existem espagos topoldgicos em que é possivel obter
um subconjunto S e um x € S de forma que 2 nio seja limite de sequéncias
de S. Pela proposigao acima, estes espagos topoldgicos nao sdo metrizaveis
no sentido que nao existe uma métrica que fornega a topologia considerada.
Um exemplo é o conjunto §(R,R) das fungoes reais f : R — R munido de
uma topologia chamada “topologia da convergéncia simples”. Foge do escopo
desse trabalho tal verificacdo, entretanto, para os leitores interessados, veja
[7, Exemplo 23, p. 128].

Definicao 2.2.23. Sejam (X, 7) um espago topologico e A C X. A colecao
T4:={BNA: Be€r}éuma topologia em A, chamada topologia relativa
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ou topologia em A induzida por 7. Com esta topologia, dizemos que A é

um subespaco de X.

Proposicao 2.2.24. Seja Y um subespaco de um espaco topologico X .

FEntao:

(a) ACY éaberto emY se, e somente se, A= BNY para algum B aberto
em X.

(b) F CY € fechado em'Y se, e somente se, ' = KNY para algum K
fechado em X.

(c) Se S C Y, entio o fecho de S em Y coincide com Y NS, sendo S o
fecho de S em X.

Demonstragdo. (a) E a prépria Definicdo 2.2.23.

(b) F fechado em Y < Y\ F' é aberto em Y < pelo item (a) Y\F' = ANY,
para algum A aberto de X. Pela defini¢do de fechado em X, existe K fechado
de X tal que A = X\ K. Como, por igualdade de conjuntos, FF =Y N K,
temos o resultado.

(¢) Segue imediatamente do item (b) pelo fato de S ser o menor fechado de
X que contém S. De fato, isto implica que Y NS é o menor fechado de YV

que contém S. [ |

2.3 VIZINHANCAS DE UM PONTO E BASE TOPOLOGICA

Definigao 2.3.1. Uma vizinhan¢a de um elemento x do espago topoldgico
X é um subconjunto U de X que contém um aberto V contendo z, isto
é, x €V CU. A colegdo U, de todas as vizinhangas de x é chamada de

sistema de vizinhangas de x.

Observagao 2.3.2. Seja X um espaco topoldgico e x € X. Todo aberto
A C X que contém z é uma vizinhanca de z. E imediato da Definicao 2.3.1

que se C é uma vizinhanga de x em X, entdo x € int(C).
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Exemplo 2.3.3. Counsidere o espago métrico (R,|-|) e o conjunto V =
(a,b]u{c} com ¢ > b. Se x € (a,b) entdo V é uma vizinhanga de . Entretanto,

sex=bouxz=couxz¢g), entdo V nio é vizinhanca de x.

Defini¢ao 2.3.4. Uma base de vizinhangas de um elemento = de um espago
topolégico X é uma subcolegao B, de U, tal que cada U € U, contém algum

aberto V € B,. Neste caso, U, estd determinado por B, da seguinte forma:
U, ={U C X :V CU para aleum V € B, }.
Os elementos de B, sdo chamados de vizinhancgas bésicas de x.

Exemplo 2.3.5. Considere M um espago métrico. Todo ponto x possui
uma base de vizinhangas de bolas abertas B(z, %), de centro z e raio %,
n € N. De fato, sendo V uma vizinhanga de z, temos que = € int(V).
Como int(V) é um aberto, temos que B(z,¢) C int(V'), para algum € > 0
suficientemente pequeno. Podemos escolher ng € N de tal modo que nio <e.
Assim, B(x, n%)) C B(w,€). Definindo, B, = {B(z,2) : n € N}, temos que

B, é uma base de vizinhangas de x.

M M

Figura 9 — Bola aberta B(z,r) contida numa vizinhanga V de .

Defini¢ao 2.3.6. Uma base topoldgica, ou simplesmente base, do espaco
topolégico (X, 7) é uma subcolecao B de 7 tal que todo conjunto aberto

pode ser escrito como uma unido de elementos de B.

Exemplo 2.3.7. As bolas abertas de um espaco métrico M formam uma

base para M. Com efeito, como bolas abertas sdo subconjuntos abertos de
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M, pelo Exemplo 2.1.15, toda reunido de bolas abertas é um aberto de
M. Além disso, se A C M for aberto, para cada z € A existe uma bola
aberta B, com {z} C B, C A. Logo, A C U B, C A, o que mostra ser
z€A
A= U B, uma reuniao de bolas abertas.
z€A
Proposicao 2.3.8. Uma colecio B de subconjuntos abertos do espaco to-
pologico X é uma base para X se, e somente se, para todo aberto A C X e
todo x € A existe B € B tal que x € B C A.

Demonstrag¢do. Seja B uma base para X e A aberto. Logo, podemos escrever

A= U B;, para certos B; € B. Dado = € A, existe iy € I tal que z € B;, C
iel
A. Reciprocamente, suponha que para todo aberto A de X e xz € A, existe

B, € B tal que x € B, C A. Logo, A = U B,. Portanto, B é uma base

z€A
para X. |

Corolario 2.3.9. Uma colecio B de abertos do espago topoldgico X é uma
base para X se, e somente se, {B € B:x € B} € uma base de vizinhangas

de cada x € X.
Demonstraciao. Segue imediatamente da Proposigao 2.3.8. |

O proximo resultado mostra que a partir de uma determinada colecao

de conjuntos podemos formar uma topologia para um conjunto X.

Teorema 2.3.10. Seja B uma cole¢io de subconjuntos de um conjunto X

tais que valem as sequintes propriedades:

(a) Para cada x € X, existe B € B tal que x € B;

(b) Se x € B1 N By, onde By, By € B, entio existe B € B tal que ©t € B C
B; N Bs.

Entao B é uma base de uma topologia em X. Neste caso, os abertos sao

precisamente as unides dos elementos de B mais o conjunto vazio.
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Demonstracdo. Seja B uma colecdo com as propriedades acima. Conside-

remos a colegdo 7 de todos os subconjuntos A = U By de X, que se
A€EA
exprimem como uma reuniao de conjuntos By € B, e mais o conjunto vazio

(. Em virtude de (a), a reunidao de todos os B € B é X, logo, X € 7. Pela
propria defini¢do de 7, é claro que a reunido de uma familia qualquer de ele-

mentos de 7 ainda pertence a 7. Finalmente, se A = U Bye A = U B,
AEA pHEA

pertencem a 7, entdo AN A" = U (BaN B,). A propriedade (b) diz que
A\ uEA
cada BN B, é reunido de conjuntos pertencentes a B. Logo, ANA’ é reuniao

de conjuntos pertencentes a B. Assim, verifica-se que 7 é uma topologia em

X, que admite B como base. |

Algumas consideracoes sobre vizinhangas e base num subespaco Y

de um espaco topoldgico X sao interessantes:

e Sex €Y, entdo V C X é uma vizinhanca de x em Y se, e somente se,

V =UNY para alguma vizinhanga U de x em X.

e Sez € Y e B, é uma base de vizinhangas para z em X, entdo

{BNY : B € By} é uma base de vizinhangas para = em Y.

o Se B é uma base de X, entdo {BNY : B € B} é base de Y.

A verificacdo dos trés itens acima é imediata ao analisarmos as defi-

ni¢oes de subespaco, de vizinhanca e de base.

2.4 FUNCOES CONTINUAS
Comecemos definindo fungdes continuas entre espacos métricos:

Definicao 2.4.1. Sejam f: M — N uma aplicacdo de um espago métrico
M num espago métrico N e a um ponto de M. Diz-se que f é continua no

ponto a quando, dado € > 0, existe 6 > 0 tal que d,,(x,a) < ¢ implique
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dy(f(z), f(a)) < e. Uma funcdo f é dita continua se for continua em todos

os pontos a € M.

M

<

RN \
ANN N f
(\ NNA\NL
NONARNNY - 5
AN

RS
NN\

Figura 10 — Diagrama de uma fungdo continua f entre espagos métricos.

Em outras palavras, f é continua em a se para cada € > 0 existe
0 > 0 tal que f(B(a,d)) C B(f(a),e), ou, de forma equivalente, B(a,d) C
I Y(B(f(a),€)), sendo f~H(X):={x e M: f(x) € X}, com X C N.

Exemplo 2.4.2. Uma classe muito importante de fungdes continuas é a
de contragées fracas, isto é, dados z,y € M tem-se que d, (f(z), f(y)) <
d,,(z,y). Com efeito, dados ¢ >0 e z,y € M com d,,(x,y) < § e tomando
0 = etemos d, (f(x), f(y)) <d,,(x,y) < § = e. Em particular, se fixarmos y
temos que f é continua no ponto y. Vejamos alguns exemplos de contragoes
fracas:

(a) As aplicagoes constantes f : M — N, com f(x) = ¢ € N para todo
reM.

(b) As imersdes isométricas: dado qualquer x,y € M tem-se que d,, (z,y) =
d,(f(z), f(y)). Em particular, quando a imersdo isométrica for sobrejetora,
a chamamos de isometria.

(c) As inclusdes i : X — M, onde X é um subespago de M e i(x) = x para
todo z € X.

(d) Seja M = M; x ... x M, com alguma das métricas do Exemplo 2.1.8.
As projecoes p; : M — M;, 1 < i < n, de um produto cartesiano de
espacos métricos em um de seus fatores. A i-ésima projecao é definida por
pi (x1,...,2,) = x;. Escolhendo uma das métricas citadas temos que as

projegoes sao contragoes fracas em M.
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(e) A métrica d: M x M — R, de um espago métrico M, é uma contragio
fraca do espaco métrico M x M no espago métrico R. Desde que tomemos

em M x M a métrica d,, ,, ((z1,22), (y1,92)) = d(x1,y1) + d (22, y2). Dal,

|d (1, 22) — d (y1,92)| = |d (21, 22) — d (y1,22) + d (y1, 22) — d (y1,72)]
< d(z1,22) — d(y1, 22)| + |d (y1,22) — d(y1,y2) |
< d(z1,y1) +d(22,92)
= dyyyr (1, 22), (Y1, 72))

onde a primeira desigualdade decorre da desigualdade triangular e a segunda

da Proposicao 2.1.5.

Defini¢ao 2.4.3. Diz-se que uma fungao f : M — N entre espagos mé-
tricos é uniformemente continua se para todo € > 0 existe § > 0 tal que
dy (f(z), f(y)) < e sempre que z,y € M e d,,(z,y) < 9.

Uma fungdo uniformemente continua é continua. De fato, tomando
a € M e dado € > 0 quaisquer tem-se que, para um determinado § > 0,
d,,(z,a) < ¢ implique d,, (f(x), f(a)) < e. Por outro lado, nem toda fungéo
continua é uniformemente continua. O leitor pode verificar que a funcao
f:(0,00) = R definida por f(z) = 1 é um exemplo em [5, 21, p. 165].
Definicao 2.4.4. Diz-se que uma funcao f : M — N entre espagos métricos
é lipschitziana se existe uma constante L > 0 tal que d, (f(x), f(y)) <
L-d,, (z,y) para todosz,y € M.

Em particular, quando L € (0, 1] temos que uma fun¢ao lipschitziana
f € uma contracao fraca. No caso geral, podemos constar que f é unifor-
memente continua. Tomando ¢ = €¢/L, tem-se que para d,, (z,y) < J§, com
z,y € M, implica d,, (f(z), f(y)) < L-d,, (z,y) < L-¢/L =e.

Essas duas ultimas defini¢ées tém maior destaque a partir da Secao
3.3. Mas, como as fungoes uniformemente continuas e lipschitzianas sao
classes de fungoes muito importantes em espacgos métricos, as destacamos

previamente aqui.
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A préxima definigdo é uma generalizacdo do conceito de fungdes

continuas para espacos topoldgicos quaisquer.

Definigao 2.4.5. Uma funcdo f : X — Y entre espacos topoldgicos é
continua se f~1(A) := {z € X : f(z) € A} for aberto em X para todo
aberto A em Y.

Vejamos que a Definicdo 2.4.5 é equivalente a Definicdo 2.4.1 no
contexto de espagos métricos. Com efeito, seja f continua pela Defini¢ao
2.4.1 e A’ C N um aberto. Mostremos que A = f~1(A’) é aberto em M.
De fato, para cada ponto a € A, f(a) € A’. Sendo A’ aberto, existe ¢ > 0
tal que B(f(a),e) C A’. Sendo f continua no ponto a, existe um § > 0
tal que f(B(a,0)) C B(f(a),e) C A’. Mas f(B(a,d)) C A’ significa que
B(a,8) C f71(A’) = A. Logo, A é um aberto pois, contendo um ponto
a, contém também uma bola B(a,d). Reciprocamente, suponha que f é
continua de acordo com a Definicdo 2.4.5. Seja a € M um ponto qualquer.
Mostramos que f é continua no ponto a. Ora, toda bola B(f(a),e) = A’ é um
aberto de N contendo f(a). Logo, A = f~1 (A’) é um aberto de M contendo
a. Portanto, existe uma bola B(a,d) C A, isto é, f(B(a,d)) C B(f(a),€).

A equivaléncia entre as Definigdes 2.4.1 e 2.4.5 para espagos métricos
nos diz que o conhecimento dos subconjuntos abertos determina todas as
aplicagoes continuas. Dessa forma, definir para espacos topoldgicos mais

gerais a continuidade a partir da Defini¢do 2.4.5 se faz muito conveniente.

Exemplo 2.4.6. Considere S um conjunto nao vazio qualquer e X um
espago topolégico. Seja f : S — X. A colecdo 7 das imagens inversas
f71(A) dos abertos A C X pela aplicacio f é uma topologia em S, con-
forme resulta imediatamente das relacoes U Ay = f71 U A)\> e

AEA AEA
frAn--nf1A,) = f1(A1n...NA,). A topologia 7 chama-se

a topologia induzida em S pela aplicagio f : S — X. Notemos que f é

continua nessa topologia, contudo, se removermos algum elemento de 7, f
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perde a continuidade. Isso nos diz que 7 é a topologia menos fina tal que f

é continua.

A proxima proposicao faz uma caracterizacdo da fungao identidade

com a inclusdo de topologias.

Proposicao 2.4.7. Sejam 7,7 duas topologias de um conjunto ndo vazio X .
Para que T seja mais fina do que T € necessdrio e suficiente que a aplicag¢do

identidade i : (X, 7) = (X, 7T) seja continua.

Demonstraggo. Suponha que 7 C 7. Seja A C (X, 7) aberto, tem-se entao
que i~ }(A) = A C X aberto em (X,7) pois A € 7 C 7. Logo, i é continua.
Reciprocamente, seja i : (X,7) — (X,7T) continua, entdo dado um A € 7
tem-se que i~ !1(A4) = A C X aberto em (X, 7), ou seja, A € 7. [ |

Proposicao 2.4.8. Sejam X,Y espacos topoldgicos. Entio, f : X —Y ¢é
continua se, e somente se, f~1(F) é fechado em X, para todo fechado F

emY.

Demonstragao. Seja f : X — Y continua. Dado F' C Y fechado, Y\F’ é
aberto em Y. Logo, f~1 (Y\F') = X\f~! (F’) é aberto e portanto f~* (F')
é fechado em X. Reciprocamente, se a imagem inversa de cada fechado em
Y for um fechado em X, dado um aberto A’ C Y, f~1 (Y\4') = X\ f~1 (4)
é fechado em X, donde f~1 (A4’) é aberto. Logo, f é continua. |

Proposicao 2.4.9. Sejam M, N espacos métricos. Entdao, f : M — N
é continua se, e somente se, f(x,) — f(z) em N para toda sequéncia

(zn)0r, em M tal que x, — x € M.

Demonstragdo. Seja f continua no ponto a. Dado € > 0, existe 6 > 0 tal
que d,,(z,a) < ¢ implica d, (f(x), f(a)) < €. Se x,, — a, existe ng tal
que n > ng implica d (x,,a) < d. Logo, n > ng implica d (f (z,), f(a)) < e.
Portanto, f (z,) — f(a). Reciprocamente, se f nao for continua no ponto
a, existe € > 0 tal que, qualquer que seja § > 0, ha sempre pontos x € M

tais que d,, (z,a) < d mas d, (f(z), f(a)) > e¢. Tomando § sucessivamente
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11
599 3
d(f (xn), f(a)) > e. Em suma, supondo que f ndo é continua no ponto a, é

igual a 1 ... obtemos os pontos x1, T2, 3, . .. tais que d (z,,a) < 1/ne

oo

possivel obter uma sequéncia (x,) convergindo para a e tal que (f (zn)), .,

nao converge para f(a). [ |

Observagao 2.4.10. A necessidade de que f(x,) — f(z) para que [ seja
continua se estabelece para quaisquer espagos topolégicos X, Y. Por outro
lado, a reciproca é falsa dependendo dos espacos X e Y. Mais precisamente,
se cada ponto x € X possuir um sistema de vizinhancas enumeraveis e Y
for espago de Hausdorff, entdo a condigdo é suficiente [7, Proposi¢do 5*, p.
128].

Proposicao 2.4.11. Se f: X =Y eg:Y — Z sdo fungdes continuas entre

espacos topoldgicos, entdo a funcdo composta go f: X — Z é continua.

Demonstrac¢iao. Sendo g continua, temos que dado um aberto U em Z acar-
reta g~1(U) ser aberto em Y. Por sua vez, como f é continua e g=1(U)
ser aberto em Y, temos que f~1(g~}(U)) é aberto em X. Ou seja, f~1 o
g Y U) = (go f)~Y(U) é aberto em X. [ ]

Em particular, para espagos métricos M, N, K, a composicao de duas
funcgoes continuas f: M — N e g : N — K também é uma funcdo continua

e se valida pelas seguintes implicagoes: d,, (z,a) < 6 = d, (f(x), f(a)) <

A=d(9(f(2)),9(f(a))) <e.

gof
1 ]
RN TR I
‘5 a ] f [ f(z) @ \ g ] \
\ xe le \/’ ‘(](f(a)N/'
LT \ A \
- \~—/ \5—/

Figura 11 — Diagrama de funcéo composta continua g o f para espagos mé-
tricos.
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Coroléario 2.4.12. Se A for subespaco do espaco topolégico X e a fungdo
f X =Y for continua, entio a restricio de f a A, f|, : A =Y, é

continua.

X

/ !
A——Y
foi
Demonstragio. Basta verificar que f|, = foi,em quei: A — X é a funcio

inclusdo e é claramente continua. | |

Definicdo 2.4.13. Um homeomorfismo entre os espagos topologicos X e

Y é uma funcdo f : X — Y que é continua, bijetora e tem inversa continua.

Exemplo 2.4.14. Toda isometria f : M — N é um homeomorfismo entre
dois espacos métricos M e N. De fato, pelo Exemplo 2.4.2 f é continua e,
por defini¢do de isometria, sobrejetora. Note também que f é injetora, pois,
se f(x) = f(y), entdo 0 = d, (f(x), f(y)) =d,, (x,y) se, e somente se, x = y.
Além disso, f~! é uma isometria. De fato, temos que f (f’l(y)) =y, para

todo y € N. Dali, sendo f: M — N uma isometria, segue que

dy (y1,y2) = dy (FUFH ) FUF T (w2)) = dyy (F (), F 1 (32))

para quaisquer que sejam yi,y2 € N. Portanto, f~! é uma isometria e,
consequentemente, continua pelo Exemplo 2.4.2. Outra propriedade inte-
ressante de uma isometria é que ela preserva a completude entre espagos
métricos. Com efeito, suponha que M seja completo e exista uma isometria
f : M — N. Considere uma sequéncia de Cauchy (y,),—, em N. Como

f~': N — M é uma isometria, temos que, dado € > 0, existe ng € N tal que

para m,n > ng ocorre dar(f ™ (ym), f (yn)) = dn (Ym, yn) < €. Segue que

o0

a sequéncia (2,),_, = (f_l(yn))f;1 ¢ de Cauchy em M, consequentemente

existe € M tal que z,, — . Seja f(x) =y, temos que y,, —> y. De fato,
AN (Yn:y) = dar (f 7 (yn), 1 (y)) = dar(@a, 2) < €, sempre que n > no.
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Observagao 2.4.15. Uma reformulagao interessante de funcao continua a
partir do conceito de vizinhancas é a seguinte: sejam X, Y espacos topoldgi-
cos. f é continua quando para todo x € X e toda vizinhanga U de f(z) em

Y existe uma vizinhanga V de z em X tal que f(V) C U.

2.5 REDES

Em espacos métricos, o conceito de convergéncia é geralmente atri-
buido a utilizagdo de sequéncias. Contudo, quando queremos trabalhar com
espagos topolégicos quaisquer, acabamos tendo alguns problemas como a
impossibilidade de caracterizar propriedades topolégicas através de sequén-
cias. Por exemplo, as Proposic¢oes 2.2.21 e 2.4.9 ndo sdo validas para espagos
topoldgicos quaisquer.

Para contornar esse problema, abordaremos um conceito de conver-
géncia em que o objeto é uma rede, que é uma generalizagado do conceito de

sequéncias.

Defini¢ao 2.5.1. Um conjunto dirigido é um par (A, <) em que < é uma
dire¢do no conjunto A, isto é, é uma relacdo em A tal que:

(a) A < X para todo A € A;

(b) Se A1, A2, A3 € A, Ay =< Ag e Ay < A3, entdo A <X As;

(c) Para todos A1, Ay € A, existe A3 € A tal que A\; < Az e A < As.

Definigao 2.5.2. Uma rede em um conjunto X é uma funcdo P: A — X,
em que A é um conjunto dirigido. Usualmente se denota P(\) por zy, e

neste caso nos referimos a rede (xx)ycy-

Exemplo 2.5.3. Considere A =Ne P: N — X uma funcdo. Considerando
a ordem = no conjunto A como a boa ordenacao < dos naturais, temos que

P é uma rede, ou seja, toda sequéncia é uma rede.

Definicdo 2.5.4. Dizemos que a rede (x)),., no espaco topolégico X
converge para x € X, e, neste caso, escrevemos ), — &, se para cada

vizinhanca U de x existe \g € A tal que x, € U para todo A = Ag.
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Exemplo 2.5.5. Sejam X um espago topolégico, x € X e B, uma base de
vizinhangas de x. A relacao de continéncia invertida Uy < Uy <= Uy C Uy
torna B, um conjunto dirigido. Escolhendo xyy € U, para cada U € B,

temos uma rede (zy);;c5 em X que converge para x.
@x

Para comprovar o beneficio de se utilizar redes, os itens da proposicao

a seguir garantem que redes descrevem a topologia de um espago topoldgico.

Proposigao 2.5.6. Sejam X,Y espagos topoldgicos, S C X ex € X.

(a) (Unicidade do limite) X € um espago de Hausdorff se, e somente se,
toda rede em X converge para, no mdrimo, um ponto.

(b) x € S se, e somente se, existe uma rede (x3),c, em S tal que xy — x.
(¢) (Caracterizacao de fechados) S é fechado se, e somente se, para toda
rede (zx)ycp €m S com xy — x, tem-se x € S.

(d) Uma fungio f: X —'Y € continua se, e somente se, f(xy) — f(z)
para toda rede (zx)\cp em X tal que v\ — x € X.

Demonstragao. (a) Se X for um espaco de Hausdorff, entdo pontos distintos
x e y possuem abertos U, V disjuntos, respectivamente, que os contém. Su-
ponha que uma rede (z))rea convirja para x. Entao, a partir de um indice
Ao € A acarreta que para todo A = Ao temos x) € U e z)\ € V, segue que
uma rede nao pode convergir para dois pontos distintos. Reciprocamente,
suponha que X nao for Hausdorff. Entao existem dois pontos distintos x e
y tais que VNW # (), para quaisquer que sejam as vizinhancas V, W de
x,y respectivamente. Consideremos os sistemas de vizinhancas U, de x e
V, de y, e a direcdo, em U, x V,;, dada por (U1, V1) <X (Uz, Vo) & Uy C Uy €
Vo C V4. Definamos a rede P : U, x Vy, — X por P(U,V) = zy,v, com zy,v
um ponto escolhido em UNV. Provamos, em seguida, que essa rede converge
para = e y, concomitantemente. De fato, dadas as vizinhangas arbitrarias
Up de z e Vp de y, para (U, V) = (Uy, V), teremos xzyy € UNV C Uy NV,
ou seja, Ty,y — T e Ty, y — Y.

(b) A suficiéncia foi verificada na Proposicao 2.2.21. Para garantir a neces-

sidade, seja a € S. Para cada vizinhanca U de a, tomemos zy € UN S. A
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rede (zv)y¢p,, com a diregdo descrita no Exemplo 2.5.5, converge para a.
(¢) Consequéncia imediata do item (b) e da Proposigdo 2.2.20(c).

(d) Se f é continua em z,? entdo dada uma vizinhanca V de f(z), existe
uma vizinhanga U de A com f(U) C V. Desde que x)y — z, existe \q tal
que se A = Mg, entdo xy € U. Logo, f(zy) € V. Entdo, f(z)) — f(x).
Reciprocamente, se f nao for continua em z, entao existird uma vizinhanca
V de f(z) com a seguinte propriedade: para cada vizinhanca U de z, existe
zy € U tal que f(zy) nio estd em V. Considere a rede (zy)ycp, - Por

construgdo, ry converge para z, enquanto que (f (zv))yep, 7 f(x). W

f(U)

Figura 12 — Ideia da demonstragdo da reciproca da Proposigao 2.5.6(d).

2.6 TOPOLOGIA GERADA POR UMA FAMILIA DE FUNCOES

No Exemplo 2.4.6 verificamos a topologia induzida em um conjunto
S por uma funcdo f : S — X, em que X é um espaco topoldgico. Essa
topologia tem a propriedade de ser a topologia menos fina tal que uma
funcdo f seja continua nesse espago. Veremos agora que essa mesma, ideia
pode ser aplicada para uma familia de fungdes (f;)icr, com f; : X = Y; e

Y, é um espago topoldgico, para cada ¢ € I.

2 Dizer-se que f é continua no ponto x do espaco topolégico X é afirmar que para cada

aberto B C Y, com f(z) € B, existe um aberto A C X, com z € A, tal que f(A) C B.
O leitor pode verificar em [7, Proposicao 8, p. 63] que f ser continua e ser continua
em todo ponto x sdo asser¢des equivalentes.
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Sejam X um conjunto nao vazio, (Y;),.; uma familia de espagos
topoldgicos e (f;);c; uma familia de fungdes f; : X — Y] para cada i € I.
A ideia é definir em X a topologia menos fina que torna todas as funcoes
fi continuas. Para isso, considere, para cada i € I e cada aberto A; em Y;,
o conjunto

P A) ={r e X: fi(x) € A;}.
Seja B a familia dos subconjuntos de X que podem ser escritos como inter-
secoes finitas de conjuntos da forma f[l (A;). Consideremos o conjunto 7
das unides dos elementos de B. A proposi¢do a seguir deixa claro que 7 é

uma topologia:

Proposicao 2.6.1. A familia B é uma base para uma topologia 7 em X,

em que os elementos de T sdo unides de elementos de B.

Demonstracdo. Podemos utilizar os itens do Teorema 2.3.10 para mostrar
que B é de fato uma base para .

(a) Dado = € X, considere um aberto V; C Y; que contém f;(z). Assim,
F7Y(V;) contém x e f; 1(V;) € B pela definigio de B.

(b) Considere By, Bs € B e x € By N By. Pela definicao de B temos que exis-
tem abertos A;,,...,A4;, e Aj,,...,A; deY;,....Y; eY;, ...,
pectivamente, tais que By = f; ' (4;,)N-- -ﬁfijll(Ain) e By = szl(Ajl)ﬂ- -0
f Tl(Ajm)- Como a interse¢ao de duas intersegoes finitas é uma intersegéo

Jm
finita, temos que B = B1NBs € B. Consequentemente z € B C BiNB;. MW

Yj,,, res-

in

Definigao 2.6.2. A topologia 7 da Proposicao 2.6.1 é chamada de topologia

gerada pela familia de fungoes (f;);c;-

As propriedades da proxima proposi¢ao abrangem grande parte do
que foi estudado anteriormente. Esses resultados sao de grande valia quando
introduzimos o estudo de topologias fracas em espagos vetoriais normados,
tema do Capitulo 4. Ademais, é interessante verificar que, neste momento,
estamos estudando essa topologia em espagos topoldgicos Y; arbitrarios.
Isso significa dizer, com excegao do item (g), que os resultados a seguir nao

dependem de qual topologia estivermos trabalhando em cada Y;.
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Proposicao 2.6.3. Seja 7 a topologia em X gerada pela familia de fungées
(fi);er- Entdo:

(a) Para cadai € I a fungdo f; : X —Y; é continua.

(b) T é a menor topologia em X tal que vale (a).

(¢) T € a intersegio de todas as topologias em X em relagio ds quais todas
as f; sao continuas.

(d) Para cada x € X, o0s conjuntos da forma f;l (Uy)n---nN f;l (Uyn) onde
n €N, iy,... i, € I eU; évizinhanga de f; (x), j =1,...,n, constituem
uma base de vizinhancas para x.

(e) Seja (xx)ycp uma rede em X. Entdo xx — x em (X, T) se, e somente
se, fi (xx) — fi(z) emY; para todo i € 1.

(f) Sejam Z um espago topoldgico e f: Z — (X, 7). Entao f € continua se,
e somente se, fio f:Z —=Y; € continua para todo i € I.

(g) Suponha que todos os Y; sejam espacos de Hausdorff. Entio a topologia
7 € de Hausdorff se, e somente se, a familia (f;),; separa pontos de x, isto

é, para todos x,y € X, x # y, existe i € I tal que f;(x) # fi(y).

Demonstragdo. (a) Considere um aberto B; de Y;, seja qual for ¢ € I, entdo
f71(B;) é aberto em X por definigio, logo f; é continua.

(b) Seja 7 uma topologia em X tal que todas as funges f; sejam continuas.
Dado A; aberto de Y;, temos que ffl(AZ-) estd em 7. Pela propriedade de
intersecao finita de topologia, temos que todos os elementos de B, como des-
critos na Proposic¢do 2.6.1, estdo em 7. Pela propriedade de unifo arbitraria
em topologia, temos que todos conjuntos que sdo uma unido arbitraria de
elementos de B estdo em 7. Logo, pela Proposi¢ao 2.6.1, 7 C 7.

(c) Segue do item (b) e do fato que a intersecdo de topologias ser uma
topologia (veja Exemplo 2.2.4).

(d) Seja z € X e U, a colegido de todas as vizinhangas de x. Seja B, a
colegdo dos conjuntos da forma W = f;l Uy, )N---nN f;l (U;,) em que
n €N, iy,..., i, € I e U; évizinhanga de f; (v), j =1,...,n. Seja V € U,.
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Logo,

UA,

v-y| Ao

el Lt=i1

em que U; sdo vizinhangas de f;(z) e A C X é um conjunto arbitrario. Dali,
conclui-se que B, é uma base de vizinhangas de =, pois W C V.

(e) A ida foi estabelecida na Proposi¢do 2.5.6(d). Reciprocamente, suponha
que f; (xx) — fi(z) em Y;, para todo i € I. Seja U aberto de X que contém

x, entdo existem U;,,...,U;, abertos de Y, ,...,Y;, , respectivamente, que
contém f(z) tal que a intersecio f~1(U;,)N---N f~1(U;,) estd contido em
U. Pela noc¢ao de convergéncia, e finitude i1, ...,17x, existe Ay tal que se

A = Ao, entdo f(xy) estd na intersegdo U;, N---NU;,. Dai,
ax € [TH UL N---NU,) = fTHU,) N -0 fHU).

Portanto, x estd em U. Pela arbitrariedade de U, temos que ) — .

(f) A ida segue da Proposicao 2.4.11. Reciprocamente, suponha f; o f :
Z — Y, continua, para todo i € I. Entao, dado B; € Y; aberto, temos que
Yo f7N(By) = f~1(f71(By)) é aberto em Z, para cada i € I. Queremos

que dado um A C X aberto, f~1(A) seja aberto em Z. Como os abertos de

X sao da forma U [m 7By

el Lt=1;

, temos que

7

U [ﬁ 7By

=Jr [ﬂ f7H(BY)

i€l Lt=11 i i€l t=11
in
=yJlnNst By))
1€l Lt=1iy i

é um aberto em Z pois é a unido de uma intersecao finita de abertos em Z.

Consequentemente f é continua.

X

2]

Z*)Y«

N
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(g) Suponha que (f;),.; separe pontos. Logo, para x # y tem-se, para algum
i € I, que fi(z) # fi(y). Tome-se dois abertos U ¢ V com f;(x) € U e
fily) € V tais que U NV = (). Isto é possivel pois Y; é Hausdorff. Disso
segue que f; 1(U) e f; (V) sio abertos em E. Temos que z € f; (U) e
y € f; (V). Observa-se que f; *(U)N f;H(V) = 2 (UNV) = £750) = 0.
Segue que 7 é Hausdorff. Reciprocamente, suponha que existam z,y € X
tais que f;(x) = fi(y) para todo i € I. Seja U aberto em X que contenha

x. Logo, existem Uj,,...,U;, abertos em Y; ., Y;, , respectivamente, tais

e
que cada U;; contenha f; () e a interse¢ao f~H(Us;,) N---N f1(U;,) estd
contido em U. Desde que f;(x) = f;(y) para todo i € I, temos y estd na
intersecdo f~1(U;,)N---Nf~1(U;,). Logo y estd em U. Portanto, concluimos
que todo aberto que contém x também deve conter y. Isto nos diz que 7

nao é Hausdorff. [ |

Observagao 2.6.4. Na Proposicio 2.6.3(e) utilizamos redes. Como néo
podemos garantir que a topologia gerada por uma familia de funcoes é
metrizavel, isto é, uma topologia induzida por uma métrica, ou que possa
ser uma topologia descrita através de sequéncias, ndo podemos fazer carac-
terizagoes a partir de sequéncias. Ao efetivarmos o uso de redes, podemos
garantir que determinadas propriedades sejam obtidas, enquanto que para

sequéncias nao é possivel. A Proposicao 2.5.6 evidéncia essa necessidade.

2.7 COMPACIDADE

Definig¢ao 2.7.1. Um subconjunto K do espago topoldégico X é dito com-

pacto se para toda familia (4;),., de abertos em X tal que K C U A,

iel
iel
existem n € N e iy, ...,i, € I tais que K C (A;, U---UA4;,).> Além disso,

se K = X, dizemos que K é um espago compacto.

3 A familia (Ai);cs € chamada de cobertura aberta de K. Uma subcobertura finita da

cobertura (A;);c; ¢ uma familia (A4;,...,4;, ) tal que A;, € (A;);¢p, 1 <n <k
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Exemplo 2.7.2. O exemplo mais comum de conjunto compacto é o in-
tervalo [a,b], a < b, do corpo dos reais R com a topologia usual.* Além
disso, um conjunto K C R é compacto se, e somente se, K é fechado e
limitado. Esse fato é, na verdade, o Teorema de Borel-Lebesgue, que pode

ser verificado em [5, Teorema 10, p. 125].

Proposicao 2.7.3. Sejam K um espago topologico e F C K. Se K ¢

compacto e F é fechado, entdo F € compacto.

Demonstragao. Seja (Uy)rea uma cobertura aberta de F, dai F' C U U,.

AEA
A familia que consiste dos Uy, A € A, e mais o conjunto U = K\ F, é uma

cobertura aberta de K. Como K é compacto, existe uma cobertura finita
(Urys..-,Ux,,U) com K = Uy, U---UU,, UU. Como nenhum ponto de

F pode pertencer a U, tem-se necessariamente F' C Uy, U---UU,_, o que

n?

prova a compacidade de F'. |

Proposicao 2.7.4. Sejam X espaco topoldgico e K C X. Se X for Haus-
dorff e K for compacto, entdo K ¢é fechado.

Demonstragao. Seja x € X\ K. Devemos obter um aberto A C X tal que
x € Ae ANK = (. Pela definicido de espaco de Hausdorff, para cada y € K
existem abertos A, contendo z, e B, contendo y, tais que A, N B, = 0.

Obtém-se deste modo uma cobertura aberta (By)yex de K, K C U B,

yeK
da qual se pode extrair uma subcobertura finita K C By, U---U B,, .

Correspondentemente, definimos A = A,, N---NA4,, . Vé-se que A é um

aberto contendo = e nenhum ponto de A pode pertencer a K. |

Proposigao 2.7.5. Seja M um espago métrico e K C M compacto, entdo
K ¢ limitado.

Demonstragio. Considere a familia B = (B(xx,71)),cp de bolas abertas

de centro x e raio r) tais que x) € K. Claramente B é uma cobertura

4 A topologia usual do corpo dos reais R é a topologia que tem como base os intervalos
abertos (a,b), com a,b € R.
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aberta de K. Como K é compacto, existe um nimero finito de indices
A, ..., Ag tais que K C B(xy,,ry,) U--- U B(xy,,7r,)- Seja r = ry +

Jnax [d(zx,,zx,) + ra;]- Temos que K C B(zy,,r). Portanto, K é limitado.
1=
]

Definigao 2.7.6. Sejam X espago topologico e K C X. Se toda sequéncia
(z,),2, em K admitir uma subsequéncia convergente para um elemento de

K, dizemos que K é sequencialmente compacto.

A préxima proposicdo desempenha um papel importante na determi-
nacao de um espago ser compacto quando estivermos trabalhando na Secao

3.2 com espagos vetoriais normados de dimensao infinita.

Proposicao 2.7.7. Sejam X espago topologico e K C X. Se X for um
espaco métrico, entao K € compacto se, e somente se, K for sequencialmente

compacto.

Demonstragio. Seja K compacto e seja (2,,),-, uma sequéncia de elementos
de K. Defina para cada n € N, E,, := {x : k > n}. Seja F,, o fecho de E,,.

Mostremos, inicialmente, que K N ﬂ F, | # 0. Suponha, por absurdo,
neN

que K N (ﬂ Fn> = (. Entdo K C X\ m F, = U X\F,. Como os

neN neN neN
X\F, sao abertos, isso diz que {X\F,, : n € N} é uma cobertura aberta de

K. Como K ¢é compacto, existe uma quantidade finita de indices n1,...,n;,
com ny <ng <...<nj, tal que K C X\F, U---UX\F,,. Porém, como
X\F,, U---UX\F,, C X\F,,, isso implica que KN E,, C KNF,, =0,

que ¢ uma contradicdo, ji que E,; C K. Ja que KN (ﬂ Fn> é nao-vazio,
neN
podemos tomar um ponto a nesse conjunto. Logo, a € K assim como a € F,

para todo n € N. Como Fj, é o fecho de F,,, pela Proposicao 2.2.21 existe
uma sequéncia de pontos de F,, que converge para a na métrica d. Isto prova
que existe uma subsequéncia da sequéncia (:rn)noo=1 que converge para a € K,

provando que K ¢ sequencialmente compacto. Reciprocamente, seja (U;),;;
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uma cobertura aberta de M. Afirmemos primeiramente que existe r > 0 tal
que, para cada y € M, é possivel encontrar ¢ € I de modo que B(y,r) C Us.
Suponhamos que ndo. Nesse caso, para cada n € N, existe y,, € M de forma
que B (yn, %) N (M\U;) # 0, para todo i € I. Por hipdtese, existem uma
subsequeéncia (yn, )re; € b € M tais que kli_>nolo Yn, = b. Desde que (U;);er é

cobertura de abertos para M e b € M, existe ig € € > 0 tal que B(b,€) C Uj,.

£

Note que existe j € N, com ni < §, tal que d (yn,,b) < §
J

sempre que 1y €
N’ e k > j. Portanto, seguem imediatamente as inclusoes B (ynj, 771]) -
B(b,e) C Uj,, o que é um absurdo. Agora, afirmemos em seguida que, dado
s > 0, existem j € N e yp,...,y; € M tais que M = B(y1,s) U---U
B (y;, s). Entao, suponha que néo. Tomemos b; € M. Assim, M # B (b1, s)
e podemos encontrar by € M tal que d(be,b;) > s. Analogamente, M #
B (b1, 5)UB (ba, s) donde existe bg € M tal que d (b3, b1) > s e d(bs,b2) > s.
Prosseguindo dessa forma, definimos indutivamente uma sequéncia (by,) -,
em M satisfazendo d (by,,b,) > s para quaisquer m,n € N, com m # n.
Logo, (b,),~; ndo possui subsequéncias convergentes, j& que estas nao sao
sequéncias de Cauchy. No entanto, isto contradiz que M é sequencialmente
compacto. Mostremos, por fim, que M é compacto. De fato, aplicando a
segunda afirmacao com o ntmero real > 0 obtido da primeira afirmagao,
sabemos que existem j € N e yi,...,y; € M tais que M = B (y;,r) U
-+ U B(yj,r). Da primeira afirmacdo, para cada k € {1,...,j}, existe
ix, € I de modo que B (yg,r) C U;,. Logo, M = B (y1,r) U---UB (y;,r) C
Ui, U---UU,,. Portanto, M é compacto. |

Observacgao 2.7.8. A proposi¢do anterior néo vale para espagos topoldgicos
quaisquer. Tanto a necessidade quanto a suficiéncia nao sdo cumpridas em
determinadas topologias. Para o leitor interessado que deseje encontrar

contra-exemplos vide [5, Observagdo 2, p. 193].

Proposicao 2.7.9. Sejam X,Y espacos topolégicos e K C X. Se f: X —

Y for continua e K for compacto em X, entao f(K) é compacto em Y .

Demonstragio. Seja (Vy)rea uma cobertura aberta de f(K), assim f(K) C
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U V. Sendo f continua, os conjuntos f~! (Vy) constituem uma cobertura

AEA

aberta do compacto K, da qual se pode extrair uma subcobertura finita
(FH (Vo) sy f7H(VY,)) com K C f7H(Vy, ) U---U f7H(Vy,). Segue-se
que f(K) C Vy, U---UV,, , o que estabelece a compacidade de f(K). N

n?

A proposicio a seguir assegura que a nogao de conjuntos compactos
nao se altera quando trabalhamos em um espago topolégico X ou em um

subespago de X.

Proposicao 2.7.10. Sejam X espago topoligico e Y subespaco de X. K C

Y ¢ compacto em Y se, e somente se, K é compacto em X.

Demonstragdo. Seja (U;);er uma cobertura de aberta de X. Logo (U;NY );er
é uma cobertura de abertos de Y. Como K é compacto em Y, existe uma
subcobertura finita (U;; NY,...,U;, NY) que cobre K. Como K estd em
Y, (Ui,...,U;,) é subcobertura finita de (U;);e; em X. Reciprocamente,
seja (V;)ier uma cobertura de abertos de K em Y. Entdao V; = U; NY em
que, para cada i € I, U; é aberto de X. E claro que (Ui)icr é cobertura de
abertos de K em X. Como K é compacto em X, existe uma subcobertura
finita (U;,,...,U;,) que cobre K. Como K C Y temos que (V;,,...,V;,) é
cobertura finita de abertos de K em Y. |

Corolario 2.7.11. Sejam X espaco topoldgico e K C X. Se F C K, F é

fechado em X e K € compacto, entao F é compacto em X.
Demonstragdo. Aplique as Proposigoes 2.7.3 e 2.7.10. ]

Visto que apresentamos algumas das propriedades mais elementares
de espagos compactos, podemos enunciar um dos teoremas mais importantes
de Topologia: o Teorema de Tychonoff. Esse teorema afirma que dado uma

familia de conjuntos compactos (K )xea, entdo o produtério H Ky, com a

AEA
topologia produto, que serd definida logo adiante, também serd um espaco

compacto. Esse teorema necessita de uma ferramenta matematica chamada
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Lema de Zorn. Como o “estilo” de demonstragoes que envolvem este lema
possui um juizo diferente ao que estamos acostumados e foge do escopo
do trabalho nao demonstramos tal resultado. Porém, como esse teorema
é necessario para o objeto desse trabalho, deixamos citado uma referéncia
para verificagao.

Comecemos, primeiramente, definindo o conjunto produto cartesiano

generalizado:

Definicao 2.7.12. Seja (X;);e;r uma familia nao vazia de conjuntos. Cha-

maremos de produto cartesiano da familia (X;);e; o conjunto de fungoes

HXZ-:{x:]—>UXi:w(i)EXiparacadaiGI}.

el i€l

Escrevemos x; em lugar de x(i) para cada = € HXi e i € I. Para cada
iel
j € I a projecdo m; ¢ definida por

lel’GHXi*)l'jGXj.

el

Cada z € H X; é usualmente denotado por (z;);.;. Em [9, Proposicao 9.3,
iel
p. 23] o leitor pode verificar que o conjunto H X; é nao vazio.
il
Proposicao 2.7.13. Seja (X;)ic; uma familia ndo vazia de espagos topo-
logicos nao vazios, e seja X = HX1 Seja B a familia de todos os produtos
iel
H U; tais que (U;)icr satisfaz as sequintes condigoes:
iel
(a) U; € aberto em X; para cada i € I;
(b) Eziste J C I, J finito, com U; = X; para cada i € I\J.

Entdao B ¢ base para uma topologia em X, chamada de topologia produto.

Demonstragio. B facil verificar que B satisfaz as condigdes (a) e (b) do

Teorema 2.3.10. E conveniente observar que cada U € B pode ser escrito na
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forma
U= (=" U;).
jeJ
[ |

Proposicao 2.7.14. Seja {X; :i € I} uma familia ndo vazia de espagos
topoldgicos néo vazios, e seja X = HXi' A topologia produto € a topologia
iel

menos fina em X tal que todas as projecoes m; : X — X; sdo continuas.

Demonstracdo. Seja T, a topologia produto. Se U; for aberto em X, entdo
71';1 (U;) pertence ao conjunto B que foi definido na Proposi¢ao 2.7.13, e é
portanto aberto em (X, 7,). Logo m; : X — X é continua para cada j € I.
Seja T uma topologia em X tal que 7; : (X,7) — X é continua para cada
j € I. Provaremos que 7, C 7. Para isso basta provar que para cada U € B,
temos que U € 7. Se U € B, entdo U = ﬂ 71']1 (U;) com J finito e U;

jeJ

aberto em X, para cada j € J. Desde que 7ij1 (U;) é aberto em (X, T) para
cada j € J, U é aberto em (X, 7). ]

Teorema 2.7.15 (Teorema de Tychonoff). Seja (Xa),c

espagos topologicos. Entdo o produto cartesiano generalizado H X, € com-

ael
pacto na topologia produto se, e somente se, X, € compacto, para todo

ael.

r uma familia de

Demonstragiao. Vide [7, Proposicao 11, p. 256]. |
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3 ESPACOS NORMADOS

Em espacos vetoriais sobre um corpo K, temos a operagdo soma entre
seus elementos e a operacao produto de seus elementos por escalares de K.
Vimos no capitulo anterior que em espagos métricos podemos calcular a
distancia entre dois de seus elementos. Um espago vetorial normado é a
estrutura matemaética na qual podemos aproveitar esses dois conceitos em
um mesmo ambito. Neste trabalho, investigamos os casos em que K = R.

Partimos no estudo de uma classe especial de fungoes: normas. Verifi-
camos que normas definem uma métrica em um espago vetorial. Definimos
os espagos de Banach e analisamos alguns exemplos. Em seguida, retomamos
o conceito de compacidade para espacos vetoriais normados e examinamos
alguns resultados singulares que diferenciam caracterizacoes entre espacos
vetoriais de dimensao finita e dimensao infinita. Prosseguindo, analisamos o
Teorema de Banach-Steinhaus que faz uma ponte entre convergéncia simples
e uniforme e o Teorema de Hahn-Banach que é um resultado que possibilita
diversas aplicagoes para espacos vetoriais. Ao final, estudamos os espacos
reflexivos, esses espagos garantem uma isometria linear entre o espago F e
seu bidual E”.

3.1 NORMAS E ESPACOS DE BANACH

Seja R o corpo dos numeros reais. Os elementos de R sao chamados

de escalares. Seja E um espago vetorial sobre R. Uma fun¢do
lll:F—=R
é uma norma se as seguintes propriedades estiverem satisfeitas:
(a) Positividade: ||z||, > 0 para todo z € E e ||z||, =0 <= z = 0;
(b) Médulo escalar: ||az||, = |a| - ||z]|, para todo escalar a e todo x € E;

(c) Desigualdade triangular: ||z + y|, < |z||, + ||yl para quaisquer
T,y € B.
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A grande vantagem de se trabalhar com uma norma em um espago
vetorial é que podemos ter a nocao de tamanho de vetor, que vai além
da ideia de apenas distar dois elementos de um conjunto como visto na

abordagem de espacos métricos.

Exemplo 3.1.1. Considere £ = R. A funcdo mddulo, ou valor absoluto,
que associa
a€R—|al €R

satisfaz as condigbes de norma. O ntimero |a — b| é interpretado como a

distdncia entre a e b.

Um espaco vetorial munido de uma norma é chamado de espago
vetorial normado, ou simplesmente espaco normado. Assim como no caso
do corpo dos escalares, um espaco normado é um espago métrico com a

métrica dada por
d(z,y) =llz =yl -

Em [10, Proposicao 1.10, p. 6] o leitor pode verificar que d é uma métrica.

Portanto,

Neste caso dizemos que a métrica d é induzida pela norma || - || ;.

toda a teoria de espagos métricos do capitulo anterior se aplica aos espagos
normados.

O que torna compativeis as estruturas algébrica e topoldgica de um
espacgo normado é o fato de que, em um espago normado, as operagoes
algébricas de soma de vetores e multiplicagdo de vetor por escalar sao
fungdes continuas. Com efeito, considerando que a norma de E x E seja

dada por [|(,y)[| p.cr = ll#[lx + [lyll5, temos

Iz +y) = (a+b)]s <llz—aly +ly =0l = l(z,y) = (@)l 5.s

para quaisquer z,y,a,b € F. Dai, a adicdo o : (x,y) € EXE »x+y€ E é
uma contracao fraca de £ x F em E e, portanto, é continua. Para verificar
a continuidade da multiplicagdo por escalares m : (\,z) ERx E — Az € E,
sejam Ag € R e xg € FE fixados arbitrariamente. Dado € > 0, escolhamos
01 = ¢/3(||lxoll; + 1) e 62 = £/3(JAo] + 1). Entdo, como Az — Aoxg =
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(A=X0)(z—z0) + Xo(z —x0) + (A= o)z, temos [|m(A, z) —m(Ao, zo)lz <
IA = Xolllz — ol + [Aolllz — 2ollx + |A = Aoll[xo|| - Logo, se [A — Ao| < &1

e ||z — zo||, < d2, entdo
A= olllzoll s < dullzolls = ellzoll /3([|oll» +1) < &/3;
[Aolllz = zollz < 02| Xo] = €[Aol/3(JAo| +1) < &/3;

A= Nolllz = ol ; < 6182 = €%/9(l|zoll s +1)(|Xo] + 1) < ?/9 < €?/3.
Nio hé perda de generalidade em supor ¢ < 1, daf €2 < . Logo, |A— \o|||z —
xoll, < €/3, 0 que da ||m(\, z) —m(Xo, zo)||z < &, provando a continuidade
de m.

Além dos itens (a), (b) e (¢) citados acima, a norma usufrui da

propriedade de continuidade em FE:

Proposicdo 3.1.2. Seja E um espago normado, entdo a norma | - |, €

uma fungdo continua.

Demonstragio. Seja x € E, perceba que ||z|l, = |z —y+yll, < llz—yll, +

[yl ouseja, [lz]| s =llyll» < l[x=yll - Por outrolado, |ly|lx = [ly—z+z, <
ly—all o+l s = lle=yll o+l -, ouseja, |yl ,—l|zll, < [z—yll,. Portanto,
Nzl z = llyll 2] < ||z =yl ;- Logo, || - || é lipschitziana e, consequentemente,
continua. ]

Defini¢ao 3.1.3. Um espaco normado E é chamado espaco de Banach

quando for um espac¢o métrico completo com a métrica induzida pela norma.

Exemplo 3.1.4. Em cursos de andlise real se verifica que (R,|-|) é um
espago de Banach. Pode-se encontrar uma demonstragdo em [5, Teorema
13, p. 88].

A proposicao abaixo evidencia a importancia dos subespacos fechados

de um espago de Banach.

Proposicao 3.1.5. Sejam E um espaco de Banach e F um subespaco
vetorial de E. Entdo F é um espago de Banach, com a norma induzida de

E se, e somente se, F' é fechado em E.
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Demonstragdo. Suponha F Banach e tome ()., uma sequéncia em F
tal que lim z,, =x e x € FE. Entao (xn)zo:l é de Cauchy em F', e portanto
converggr_liczC pois F' é completo por hipotese. Existe entao y € F tal que
lim z, = y. Da unicidade do limite, pelo Corolério 2.2.13, temos x =y € F,
g?C)%oando que F' é fechado em E. Reciprocamente, suponha F' fechado em E
e seja (z,),-; uma sequéncia de Cauchy em F'. Logo (z,),., é de Cauchy
em F, e portanto existe x € E tal que Tblgrgo z, = . Como F é fechado

segue que = € F pela Proposicdo 2.2.21, o que prova que F' é completo. W

Observacgao 3.1.6. Enfatizamos que, diferentemente do conceito de “su-
bespacgo” utilizado para descrever subconjuntos com uma topologia induzida
de um espaco topoldgico, o termo subespagco doravante serd utilizado para
referirmos a um subespago vetorial de um espago vetorial. Perceba que os

conceitos diferem por uma questao algébrica.
Exemplo 3.1.7. Seja X um conjunto nao vazio. Considere uma funcao
f: X—-R

Dizemos que f é uma funcéo limitada quando existe um ntimero real Ky > 0,
de modo que, para todo z € X, |f(z)| < Ky. A notagdo B(X,R), ou sim-
plesmente B(X), representa o conjunto de todas as fungoes reais limitadas.

Vale a pena lembrar que a soma de fungdes limitadas e o produto de
um escalar por uma funcao limitada sao também fungées limitadas. De fato,
seja f,g € B(X), de modo que Vz € X, |f(z)| < Ky e |g(z)] < K4, com
K¢, K, € R. Note que:

[(f +9) (@) = f (@) + g(@)| <[f(2)] + |g(2)| < Ky + Ky

Definindo Kyi4 := K¢ + K, vemos que |(f + g)(z)| < Ky + Ky = K4y,
segue que a funcdo f + g é limitada. Além disso, dado um escalar A € R e
f € B(X) tem-se

IAf(@)] = AL [f ()] < |A]- Ky
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Definindo Ky := |A| - Ky temos que [Af(x)] < |A|- Kj = Ky, segue que a
fungdo Af é limitada. Portanto, B(X) é um espago vetorial. Podemos ainda

definir uma norma nesse espaco, para f,g € B(X) seja
[flloc = sup | f(2)].!
zeX

E facil ver que os axiomas (a) e (b) de norma sio cumpridos. Para garantir a
desigualdade triangular usamos a desigualdade triangular do valor absoluto

de numeros reais. Dai

1/ + glloe = sup |(f + g)(x)| = sup |f(z) + g(z)|
zeX rzeX

IA

sup[|f(z)| + |g(z)[]

reX

< sup |f(z)| + sup |g(z)| = || flloc + llglloc-
rzeX rzeX

Ou seja, || f + glloc < || flloc + l|g]lsc- Sendo assim, || - ||o torna B(X) num
espaco normado.

Por fim, mostraremos que B(X) é Banach com a norma || - ||o.. Com
efeito, seja (f,)52; uma sequéncia de Cauchy em B(X). Para cada = € X,

temos

Portanto, (fi(x), fa(z),..., fa(z),...) é uma sequéncia de Cauchy em R.
Sendo R completo, existe o limite f(z) := nh_>rrolo fn(x) em R. Isto define uma
aplicacao f : X — R para a qual a sequéncia de aplicagoes f,, converge
pontualmente para f, isto é, para cada x em X tem-se que f,(x) converge

para f(x) em R. Vamos mostrar que a convergéncia é uniforme,? isto 6,

1 O supremo de um subconjunto A de R limitado superiormente é definido como o

nimero real m = sup A tal que:

(i) Para todo a € A, a < m;

(ii) Se b < m, entdo existe a € A tal que b < a.

No espago B(X) a convergéncia uniforme é equivalente & defini¢do de convergéncia de
sequéncias em B(X) (para mais detalhes vide [7, Proposi¢do 10, p. 119]). Denotamos

fn LN f para dizer que (fn)po; converge uniformemente para f.
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dado € > 0, é possivel obter ng € N tal que n > ng implica ||f, — f|leo < -
Tomemos arbitrariamente € > 0. Desde que f,, é de Cauchy em B(X), existe
ng € N tal que m,n > ng implica || fr, — folleo < €. Portanto, |fm(z) —
fu(x)] < €, para todo = € X. Assim, se n > ng, temos |f(z) — fo(x)] =
Hm |fm(x) — fu(z)| < e, seja qual for x € X. Logo, ||f — fulleo < € para
‘Tor(;igon > ng. Em particular ||f — fulleoc < 00, donde f € B(X) e, como

querfamos demonstrar, lim f, = f no espago B(X).
n—oo

- — - = - - - - - =

|
|
|
Py
ra

Figura 13 — Representacio da norma do supremo em B([a, b], R).

Observacao 3.1.8. No Exemplo 3.1.7, se em vez do contradominio R
tivéssemos um espaco métrico completo M qualquer e, em vez de considerar
uma norma, considerdssemos a métrica d(f, g) = sup{d(f(z),g(z)) : z € X},
o espaco B(X, M) das funcoes limitadas, ou de forma equivalente o espago
tal que f € B(X, M) e f(X) é limitado em M, continuaria sendo completo.
Pode-se verificar uma demonstragao totalmente analoga a desenvolvida

acima em [7, Proposicdo 7, p. 152].

Exemplo 3.1.9. Como |[a, b] é compacto em R, o conjunto Cfa,b] de todas
as fungoes continuas de [a,b] em R é um subespago vetorial do espago de
Banach Bla, b], e portanto é um espago normado com a norma induzida de
Bla, b]

[flloe = sup{|f(2)| : = € [a, b]} = max{|f(z)| : x € [a, b]}.
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Ademais, Cla, b] é um espago de Banach. De fato, pela Proposicdo 3.1.5 basta
provar que Cla,b] é um subespaco fechado de Bla,b]. Para tanto, observe
que se f, — f em Cla,b], entdo (f,),—, converge uniformemente para
f. Segue que f é continua por ser o limite uniforme de fungoes continuas.
Com efeito, tome ¢ € [a,b]. Tome ¢ > 0. Como f, — f em [a,b], existe
no € N tal que |f,(z) — f(x)| < § sempre que n > ng e = € [a, b]. Pelo fato

da funcdo f,,,41 ser continua em c, existe § > 0 tal que

€
a1 (&) ~ Fon(@)] < 5
se x € [a,b] e |z — c| < 4. Dal,

[f(2) = flO <|f(@) = fao+1()]
+ |fno+1(x) - fno+1(c)| + |fno+1(c) - f(C)| <e

se x € [a,b] e |z —¢| < 4. Como ¢ € [a,b] foi tomado de modo arbitrério,

segue que f é continua.

Aprende-se no Célculo que se f e g sdo diferencidveis, entdo (f +g) é
uma fungao diferencidvel e (f+g)' = f'+g' ese A € R, (Af) = Af’. Em nossa
linguagem isso significa que o conjunto de todas as fung¢oes diferenciaveis
possui uma estrutura natural de espago vetorial. O proximo exemplo revela

que o espago das fungoes continuamente diferencidveis é um espago normado.

Exemplo 3.1.10. Definimos o espago das fungdes continuamente diferen-

cidveis por:
C'a,b] := {f : [a,b] — R : f é diferencidvel em [a,b] e f' € C[a,b]}.

De forma usual, nos extremos do intervalo consideramos os limites laterais
correspondentes. Como vimos acima, C[a, b] é subespago vetorial de C[a, b).
Entretanto, C'[a, b] ndo é fechado em C[a, b], e portanto, pela Proposigio
3.1.5, ndo é completo na norma || - || Para o leitor interessado em consultar

essa afirmacao vide [1, Exemplo 2.4.4, p. 44]. Vejamos que a norma

Ifller = 1 lloe + 1 Nl
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faz de C'[a, b] um espago normado e de Banach. Com efeito, como f, f’ sdo

continuas, entdo ||f||c: = 0 se e somente se f = f' = 0. Tem-se que

IMfller = 1A fllse + 1A loe = IAIF oo + AL Nl
= A lloo + 1 1l0) = NI £llcr-

E também

If +gller = 1f + glloe + 1(f +9)'lloc = I1f + gl + 1/ + 9ll
< fllse + llglloe + 11 oo + 119 [l
= (lfllce + 1/ lloe) + (lgllse + [lg'llsc) = [Ifllcr + llgllc-

Agora, provemos que (C'[a,b],]|-[lc1) é completo. De fato, dada uma
sequéncia de Cauchy (fn)p; em (Ca,b], | - |c2), como [|flloo < || fllcr e
'l < Ifllct, segue que as sequéncias (fn)or, € (f1),—, sdo de Cauchy
em Cla,b]. Do Exemplo 3.1.9 sabemos que Cla,b] é completo, logo existem
f,g € Cla,b] tais que f, — f e f/ — ¢ uniformemente. Pelo Teorema

Fundamental do Célculo podemos escrever

ful@) =~ fula) = [ a0

para todos x € [a,b] e n € N. Tomando o limite quando n — oo concluimos
que f € Cta,b] e que f' = g. Segue que f, — f em C'[a,b].

Exemplo 3.1.11. No Exemplo 2.1.8, contemplamos trés métricas para o

espaco R™. Na realidade, essas métricas sao normas em R™, o tornando

um espaco normado. Com efeito, sejam eq, ..., e, vetores canonicos de R".
n

Dado z € R", existem unicos ay,...,a, tais que z = E a;e;. Verifica-se

sem dificuldade que as seguintes fungdes || - ||1, || -]z € || - [|oo S80 normas em

R™ neN:

lelly = laa] + - +lanl;
lzlly = Va2 + -+ lan]?;

2]l oo = max{las],. .. [an[}.
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Definigao 3.1.12. Seja E um espaco vetorial, dizemos que as normas
I lla, I - llp em E sdo equivalentes se existem Cq,Cy > 0 tais que Cyl|z||, <
lz]ls < Callz|| para todo z € E.

Exemplo 3.1.13. Asnormas ||-||1, |||z € |||lcc definidas no Exemplo 3.1.11
sao equivalentes duas a duas no espago R™. Verifiquemos, por exemplo, que
vale [l < llzlls < VAtaloo:

Seja x = (1,...,2,) € R". Provemos primeiro que [[z| < ||z|,-

Considere xy tal que |zg| = max |;|. Segue que
1<i<n

2
llle = max foil = fo] =/l <

n

2
Dzl = el
i=1

Agora, mostremos ||z|, < v/n|z| . Para todo j = 1,...,n, temos que
| < .
| < max |, logo

n

2 2
— . < . . = . S = .
el = | Yo < \fr o ol = V- o o] = Vel
=
Portanto, || - ||oc € || - ||2 sdo equivalentes.

Em relagdo ao exemplo que acabamos de ver, temos que todo espago
normado de dimensao finita é completo. Comprovamos esse fato utilizando

os seguintes resultados:

Proposicao 3.1.14. Duas normas quaisquer no espaco R™ sdo equivalentes.

Demonstragigo. Vide [6, Teorema 8, p. 19]. |
Lema 3.1.15. Sejam B = {x1,...,x,} um conjunto de vetores linearmente
independentes de um espago normado E e || - ||, uma norma qualquer de E.

Entao existe uma constante ¢ > 0, que depende do conjunto B, tal que

n
E aiZ;
i=1

n

1
Z|ai‘ < E

i=1

E

para quaisquer escalares ay, ..., Gy,.
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Demonstragio. Pela Proposi¢do 3.1.14 dadas duas normas || - ||a,| - ||» em
R™, existe uma constante ¢ > 0 tal que ||z||, < ¢||z||, para todo = € R".

Considere a correspondéncia

(a1,...,an) ER" = || (a1,...,a4) ||y = Zajx] eR.
E
Esta correspondéncia || - ||, é uma norma em R™. Com efeito, a verificagdo
n
do item (a) de norma segue pois, de um lado, 0 — ZOajj =1[|0]| =0 e,
=t |,
de outro lado, Zajxj =0 se, e somente se, a; =0 parai=1,...,n, e
j=1
E
consequentemente (ag,...,a,) = 0. O item (b) é garantido ja que
n
1A+ (ar, - an)lly = lar, - Aan)l, = ZA% =A%
E - E

=MDzl = Al(ar . an)lly-
j=1

E

E facil ver que o item (c¢) é cumprido. De fato, considere os vetores canonicos
n —
ej de R™ e aj,b; escalares, j = 1,...,n. Note que

n n
E aje; + E bje;
i=1 i=1 N

n

> (aj +bj)e;

i=1

n

Z(aj +bj)x;

i=1

n n

Z ;T4 + Z bj.]?j

i=1 " i=1 5
n n

= 2w +[D_bies
i=1 N i=1 N

Segue que |||, ¢ uma norma em R™. Logo, o resultado segue pois a expressao

N

n
i L5 + E bjﬂ?j
i=1 E

E

IN

l(a1,...,an)|ly = lai| +--- + |an| também é uma norma em R™. [ |
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Teorema 3.1.16. Todo espaco normado de dimensdo finita € um espaco
de Banach. Consequentemente, todo subespaco de dimensdo finita de um

espaco normado E € fechado em E.

Demonstragigo. Sejam E um espago normado de dimensao n e {f1,..., 5.}
uma base normalizada em F, isto é, os vetores tém norma 1. Dada uma
sequéncia de Cauchy ()7~ em E, para cada k € N existem tinicos escalares
ak,...,ak tais que x1, = a¥py + - + akB,. Dado € > 0, podemos tomar

no € Ntal que ||z — x|, < c- sempre que k,m > ng, onde ¢ é a constante

do Lema 3.1.15 para o conjunto linearmente independente {f1,..., 5.}
Segue que
= 1| 1
k k
Z|aj —aj’| SE Z(% —aj")B; :EHM*ImHE <e
j=1 j=1
E

sempre que k, m > ng. Dai, para cada j = 1,...,n, a sequéncia de escalares

(a;?):i ¢ de Cauchy, portanto convergente. Digamos b; = lim av =
=1 k—oo 7

n
. k _ : _
1,...,n. Nesse caso temos klg{)lo g 1 |aj — bj‘ = 0. Definindo ¢ = b131 +-- -+
j:

bnfBrn temos x € E e

n n
. . k . k
Jin |z, —zfl, = lim E 1(% —by)f;| < lim E 1 laj —bj| =0,
J= J=

E

provando que x; — x e completando a demonstragao de que E é Banach.

A segunda afirmagéo segue da primeira e da Proposicao 3.1.5. |

Observagao 3.1.17. Observemos que se F for um espaco vetorial de di-
mensao finita n entdo, do mesmo jeito que para R™, podemos garantir que
normas sao equivalentes em F, uma vez que é sempre possivel associar uma
norma de E como uma norma de R™ adotando a correspondéncia | - ||

vista no Lema 3.1.15.
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Exemplo 3.1.18. Seja ¢y o conjunto de todas as sequéncias de escalares

que convergem para zero, ou seja,
co = {(ar)pey : ar € R para todo k € N e a, — 0}.

E claro que cg é um espago vetorial com as operacdes usuais de sequéncias

operacoes coordenada a coordenada). A expressao
(operag D
[(ar)pZ Nl = sup {|ax| : k € N}

torna cg um espac¢o normado. Além disso, ¢y é um espago de Banach. Temos

ainda que o espago cgg definido por
Cop = {(ak):,';l € ¢ : existe kg € N tal que ax, = 0 para todo k > ko}

é um subespago de cg. Esse espago é incompleto pela norma || - ||o. O leitor

pode verificar em [1, Exemplo 1.1.7, p. 6] as afirmagdes desse exemplo.

Exemplo 3.1.19. Considere para cada nimero real p > 1, definimos

o0

=1 (a;);2, 1 a; € R para todo j € Ne Z la;|” < o0
i=1

como o espago das sequéncias p-somdveis. Considere a funcéo |- ||, : £, — R

definida como .

o
ez, = | e
p =1

|l - |l define uma norma em ¢,. Os itens (a) e (b) de norma séo facilmente
verificados. O leitor pode verificar em [10, p. 24] que || - ||, cumpre a desi-
gualdade triangular. Ademais, em [3, 2.2-3, p. 61] o leitor pode analisar que

£, é espaco de Banach.

Exemplo 3.1.20. Para p = oo, definimos ¢, como o espagos das sequéncias

limitadas de escalares, ou seja:

loo = {(aj);'il ta; € R para todo j € N e supla;| < oo}.
jEN
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Podemos concluir que /., é um espaco de Banach com as operacoes usuais

de fungbes e com a norma

@iz = sup flas] 5 e )

notando que ¢, = B(N). O fato de toda sequéncia convergente ser limitada
implica que ¢y é subespacgo de £, e por ser Banach, ¢y é subespaco fechado

de /, pela Proposigao 3.1.5.

3.2 CONJUNTOS COMPACTOS EM ESPACOS NORMADOS

A compacidade, além de ser um dos objetos topoldgicos mais impor-
tantes, desempenha papel crucial na Anéalise. Por exemplo, na anélise real
estudamos o Teorema de Weierstrass que garante que toda fungdo continua
f + K — R definida em um compacto K ¢é limitada e assume maximo e
minimo.

O grande diferencial agora é que a compacidade no contexto da
Anélise Funcional traz uma divisdo entre espacos de dimensoes finita e
infinita. Mais adiante verificamos que a bola unitaria fechada em um espago
normado de dimensao finita é sempre compacta, mas que em dimensao
infinita, pelo contrario, nunca é compacta. Para suprir esse entrave da nao
compacidade da bola unitaria em dimensao infinita, estudamos no Capitulo
4 as topologias fraca e fraca-estrela, que, por terem menos abertos, facilitam
a ocorréncia de conjuntos compactos.

Como vimos na Se¢do 2.7, um subconjunto K de um espago topo-
l6gico X é compacto se toda cobertura aberta de K admite subcobertura
finita. Em espagos métricos (em particular para espagos normados) vale a
seguinte caracterizacdo: um subconjunto K de um espaco métrico é com-
pacto se, e somente se, for sequencialmente compacto, isto é, toda sequéncia
formada por elementos de K admite uma subsequéncia que converge para

um elemento de K, conforme provado na Proposicao 2.7.7.

Proposigao 3.2.1. Seja E um espaco normado de dimensdo finita e K C E.
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Entdao, K é compacto em E se, e somente se, K for um conjunto limitado
e fechado.

Demonstracao. Conjuntos compactos em espagos topologicos de Hausdorff
sao fechados pela Proposicao 2.7.4, consequentemente conjuntos compactos
sdo fechados em espagos normados. Além disso, pela Proposi¢do 2.7.5 com-
pactos em espacos métricos sdo sempre limitados. Resta provar que todo
conjunto limitado e fechado K C E é compacto. Suponha que dim E = n
e seja {e1,...,e,} uma base normalizada de E. Por espacgos normados
serem espagos métricos, é suficiente mostrar que K é sequencialmente com-
pacto. Seja (xm)fnozl uma sequéncia em K. Para cada m, existem escalares
n
agm), . al™ tais que 2, = Za;m)ej. Como K é limitado, existe L > 0

Jj=1
tal que ||z,,||, < L para todo m. Consideremos em R" a norma da soma

||-|;- Pelo Lema 3.1.15, existe ¢ > 0 tal que

L2 ol = | Y aies| 2 e So[al]) = (e
j=1 j=1
E
para todo m € N. Assim a sequéncia ((aﬁ”“, ey aém))) é limitada em
m=1

R™. Pelo Teorema de Bolzano-Weierstrass para R",® esta sequéncia possui
subsequénci (mg) (me) )\~

uma subsequéncia ((a; */,...,an g due converge para um certo

b= (b1,...,b,) € R". De

n

Soal™e; =Y bies| =3 [ es ~ bye |
=1
E

Jj=1
E

= [ (™. o afm) b —0

3 O Teorema de Bolzano-Weirstrass para R™ afirma que toda sequéncia limitada em

R™ possui uma subsequéncia convergente, vide [6, Teorema 5, p. 17].
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n
concluimos que lim z,,, = ijej. Por K ser fechado, sabemos que
k—o0 —
. J
ijej € K pela Proposicao 2.2.21. |
j=1

Definicao 3.2.2. Seja F um espaco normado. O conjunto
B ={z € E:|z|, <1}
é chamado de bola unitdria fechada de E.

Corolario 3.2.3. A bola unitdria fechada em um espaco normado de di-

mensdo finita é compacta.

O resultado a seguir desempenha um papel fundamental para mostrar
que a bola unitaria fechada em espagos normados de dimensao infinita nunca

é compacta.

Lema 3.2.4 (Lema de Riesz). Seja M um subespago fechado prdprio de
um espago normado E e seja 0 um nidmero real tal que 0 < 6 < 1. Entdo

exviste y € E\M tal que ||y, =1 e |ly — x|, > 6 para todo x em M.

Demonstragao. Seja yo € E\M e considere o ntimero
d = dist M) := inf — .
it (yo, M) = inf [lyo — al],

Como M é fechado e yo ¢ M, temos d > 0. De fato, supondo d = 0,
existiria uma sequéncia de elementos de M convergindo para yg e, nesse
caso, terfamos yo € M, pois M é fechado. Seja § € (0,1). Como % > d,

podemos escolher zy € M tal que

S RsH

lyo — o, <

Vejamos que, escolhendo

_ Yo — %o
lyo — zoll .’
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as condigbes requeridas estao satisfeitas. De fato, y tem norma 1 e y & M,

pois, caso contrario, terfamos ||yo — x|, -y € M e

Yo — To

T +x0 ="Yo
Z {lyo — woll ’

lyo — xoll - ¥ + 20 = [lyo — zol|

que implica yg € M pelo fechamento da soma em M, o que ndo ocorre. Seja
z € M. Como M é subespago vetorial, (zo + [lyo — 2ol «) € M. Portanto,

d < [lyo — (w0 + llyo — zoll,, - @) . Por fim,
Yo — Zo o — (zo + llyo — ol , - =) ||
ly— 2|, = || — 2| = 5
lyo = woll, lyo — aoll,
> S > 0.
lyo — ol ,

llylls =1

Figura 14 — Representagao geométrica do Lema de Riesz. S = {z € E :
||z|| = 1} é a esfera unitaria de E.

Teorema 3.2.5. Um espaco normado E tem dimensdo finita se, e somente

se, a bola unitdria fechada de E é compacta.

Demonstracio. O Corolario 3.2.3 garante uma das implica¢es. Resta-nos
provar que se a bola é compacta, entdo o espago tem dimenséo finita. Su-

ponha que F tenha dimensao infinita. Tome x; € E com norma 1. Como
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dim E = oo, subespago [z1] gerado por z; é um subespago préprio de E.
Por ter dimenséo finita, [21] é subespaco fechado de F pelo Teorema 3.1.16.
Pelo Lema de Riesz, com 6§ = %7 existe x9 € E\ [z1] de norma 1 tal que

lz2 =21, 2 5 -

Aplicando novamente o argumento para o subespago [z1, 23] gerado por

{1, 22}, que continua sendo um subespago fechado préprio pelas mesmas

razoes, existe x3 € E\ [r1,x2] de norma 1 tal que
1 .
lzs = jll,, = 5 para j=1,2.

Podemos continuar esse procedimento indefinidamente pois em todas as
etapas teremos um subespaco de dimensdo finita de E, logo fechado e
s . ’ A . o0
préprio. Procedendo dessa forma, construimos uma sequéncia (x,),_; em
Bg tal que
1
| —anE > 5
. o0 ’ A . ~ .
sempre que m # n. Assim, (z,),_; ¢ uma sequéncia em Bg que nao possui

subsequéncia convergente, o que impede que Bg seja compacta. |

Exemplo 3.2.6. Apesar das bolas fechadas ndo serem compactas em espa-
¢os normados de dimenséo infinita, isto ndo implica que ndo existam conjun-
tos compactos sofisticados. Um bom exemplo é o Cubo de Hilbert. Esse con-
junto é um subespago C' de ¢5 com a propriedade de que (z1, 22, x3,...) € C
tem-se 0 < z; < %, com 4 € N. O leitor pode verificar em [7, Proposicao 9,

p. 229] que, de fato, C' é compacto.

3.3 OPERADORES LINEARES CONTINUOS

Como verificamos na Secdo 3.1, os espacos normados gozam das
propriedades de um espago métrico, uma vez que a norma induzida se
constitui como uma métrica. Além disso, a estrutura de espaco vetorial faz
com que os espagos normados possam ser algebrizados. Essa estrutura nos

permite introduzir o conceito de operadores lineares continuos.
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Definimos, primeiramente, um tipo especial de fun¢oes entre espacos
normados comumente visto em cursos de Algebra Linear e Célculo: opera-
dores lineares. Esses operadores sao fungdes que associam um elemento do
espago normado E com um elemento do espaco normado F' e possuem as

seguintes caracteristicas:
o T(x+y)=T(x)+T(y), para quaisquer z,y € F;
o T(Ax) = AT'(x), para todo A € R e qualquer = em E.

Seguindo a Definicdo 2.4.1, dizemos que o operador linear é continuo se,
dados zyp € E e € > 0, existe § > 0 tal que ||z — x|, < ¢ implique
IT(x) — T'(xo)||, < €, com x € E. A nomenclatura “operador linear” é
usual em Anélise Funcional, ao passo que em Algebra Linear essas fungoes
sdo conhecidas como “transformagoes lineares”.

No estudo de Algebra Linear ¢ verificado que o espaco L(E,F) dos
operadores lineares de £ em F é na verdade um espago vetorial com as
operacoes usuais de fungao. Em particular, quando o contradominio for o
corpo dos escalares, temos o dual algébrico E* := L(E,R).

Ao levarmos em conta a continuidade, denotamos o conjunto de todos
os operadores lineares continuos de E em F por L(E, F'). Como soma de fun-
¢Oes continuas e produto de escalar e fungao continua sao fungdes continuas,
temos que L(F, F) é um espago vetorial sobre R com as operagoes usuais
de fungdes. Quando F for o corpo dos escalares, escrevemos E’ no lugar de
L(E,R), chamamos esse espaco de dual topoldgico de E, ou simplesmente
dual de F, e dizemos que seus elementos sao funcionais lineares continuos.
Essa distingdo entre L(E, F') e L(E, F') esté claro no decorrer do texto, visto
que o foco é o estudo dos operadores lineares continuos.

Por conseguinte, dizemos que dois espacos normados F e F sdo topo-
logicamente isomorfos, ou simplesmente isomorfos, se existir um operador li-

near continuo bijetor T': E — F cujo operador linear inverso T~ ! : F — E*

4 Para todo operador linear bijetor T, seu operador inverso T~1 é linear, vide 2,
Proposicio, p. 91].
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é também continuo. Tal operador T é chamado de isomorfismo topolégico
(homeomorfismo), ou simplesmente isomorfismo. No contexto de espacos
normados, é preferivel a nomenclatura isomorfismo ja que homeomorfismos
sdo para contextos mais gerais de espacos topologicos.

Na Secdo 2.4 verificamos duas classes de fungoes continuas entre es-
pacos métricos chamadas lipschitziana e uniformemente continua. Podemos

descrevé-las no contexto de espacos normados:

e A funcio f é uniformemente continua se para todo ¢ > 0 existe d > 0

tal que || f(z) = f(y)ll» <& sempre que z,y € M e [l -y, <4;

e A fungdo f é lipschitziana se existe uma constante L > 0 tal que
1f (@) = fW)ll < L- [l =yl para todos z,y € E.

O conceito de funcao continua, dentro de um contexto mais amplo
de espacos métricos, nao é equivalente a ser uniformemente continua ou
lipschitziana. Entretanto, se a fun¢ao que estivermos trabalhando for um
operador linear continuo, todos essas defini¢oes se tornam equivalentes como
verificamos no teorema a seguir. Ademais, conferimos outras equivaléncias

tteis que utilizamos no decorrer do texto.

Teorema 3.3.1. Sejam E e F' espacos normados sobre R e T : E — F
linear. As sequintes condicoes sdo equivalentes:

a) T € lipschitziano;

b) T € uniformemente continuo;

c) T é continuo;

e) T ¢é continuo na origem;

f) sup{||T(2) : z € E e ||z]|, <1} < oo;

(

(

(

(d) T é continuo em algum ponto de E;

(

(

(g) Eziste uma constante C > 0 tal que |T(z)|| . < Cllz||; para todo x € E.

Demonstragio. As implicagdes (a) = (b) = (c) = (d) sd@o validas no
contexto de espagos métricos (consequentemente vale para espagos norma-

dos) e ndao dependem da linearidade de T'.
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(d) = (e) Suponha T continuo no ponto xg € E. Seja € > 0. Entao existe
0 > 0 tal que ||T(x) — T(x0)||, < & sempre que ||z — x|, < J. Tome z € E
tal que ||z —0]|, = ||z]|, < ¢ Entéo ||(z +z0) — zol|, = ||z]|, < . Portanto

1T (z) = TO)» = T(2) = Oll, = 1T ()]l

= [[T(x) + T'(wo) = T(wo)|l

= ||T(x 4+ x0) — T(x0)||» < e,
provando que T' é continuo na origem.
(e) = (f) Da continuidade de T na origem, existe § > 0 tal que ||T(x) —
TO) = IT@@)], <1 sempre que [z = 0[], = [lz], <. Se [z], <1,
entdo ||$z||, < 4, e portanto $||T(z)|, = [|T(2)|, < 1. Pelas propriedade
de supremo, garantimos que sup{||T(z)|, :z € E e |Jz]|, <1} < 2 < 0.
(f) = (g) Para x € E, x # 0, temos

W = HT <||a:$IIE>

Tomando C = sup{||T (W), : llyll, < 1}, para todo x # 0 se confere o

< sup{[[T(W)lx « lyll» <1}

F

resultado. Para © = 0 o resultado é imediato.
(g) = (a) Dados z1,22 € E,

1T (21) = T(@2)|r = 1T(21 — 22)||» < Cllzr — 22]|5,
e portanto T' é lipschitziano com a constante C'. |

Corolario 3.3.2. Seja T : E — F um operador linear bijetor entre espagos
normados. Entdo T € um isomorfismo se, e somente, se existem constantes
Cy,C5 > 0 tais que Cy||z]|, < |T(2)| < Co|lz||, para todo x € E.

Demonstragio. E facil ver que a afirmacio Cy|z|, < |T(2)|, < Cqllzl,
é equivalente a C1|T ()|, < llyll, < C2lT71(y)|, em que Cy,Cy sdo
constantes, T~1(y) = z e y = T(z), com y € F. Isto garante a continuidade
de T~ pelo teorema anterior. Por outro lado, se T e T~! sdo continuas,

é imediato, pelo Teorema 3.3.1, que existam constantes Cp,Cy tais que
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1T Wl < &yl & Cillzll, < IT@)I, em que T7H(y) =z ey =
T(z), e |T(2)|l, < Collz . Portanto, Cijzl|, <[ T(2)ll, < Cofz],. W

Observacgao 3.3.3. Pela Definicao 3.1.12 e Corolario 3.3.2, duas normas
II-1la el -]l» em E sdo equivalentes, se e somente se, a funcdo identidade
i (B la) = (B - |lp) é um isomorfismo. Mais geralmente, em um
espaco métrico M dizemos que duas métricas dy,ds sdo equivalentes se as
topologias 74, , T4, sdo iguais. Em [7, Secdo 4, p. 48] o leitor pode verificar
que a defini¢cao de normas equivalentes implica que as topologias 7., e 7.,
sdo iguais, em que as topologias 7|, e 7., sao induzidas pelas métricas

do(2,y) = [z = ylla € do(2,y) = ||z = ylls, respectivamente.

A condigdo (f) do Teorema 3.3.1 nos dé a possibilidade de induzir
uma norma |- || := [|- || .(g,7) Para o espago L(E, F') dos operadores lineares

continuos de F em F':

Proposicao 3.3.4. Sejam E e F' espagos normados.

(a) A expressio
IT|| = sup{||T(2)]; : 2 € E e [lz|, <1}

define uma norma no espago L(E, F).
) IT@)| < 1T - l|%]| 5, para todos T € L(E, F) e x € E.
(c) Se F for Banach, entio L(E, F) também é Banach.

Demonstragio. (a) Utilizando argumentos totalmente andlogos do Exemplo
3.1.7, apenas considerando que {||T(x)|,. : € Bg} C R e as propriedades
de norma, segue a afirmacao.

(b) Por deﬁnigéo 1T~ < ||IT|| sempre que |ly||, < 1. Considere = € E,
v #00F= - Segue aue 7], < Le 7@, < . Dai,

e —jr@,

o que garante | T(z)]|, <||T| - ||=|l 5, para todo T € L(E,F) e x € E.
(c) Seja (T},).-, uma sequéncia de Cauchy em L(E, F). Dado € > 0, existe

<7,
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ng € N tal que ||T,, — T,n|| < € sempre que n,m > ng. Logo,
10 (2) = T (@)l = [[(To = Ton) (@) <N Tn = Tl - |2l < ell]lz (1)

para todos x € E e n,m > ng. Segue que para cada z € F, a sequéncia
(T (x)),;2, é de Cauchy em F, logo convergente pois F' é Banach. Podemos
entdo definir

T:E—F,T(z)= lim T,(z).

n—oo

Temos que T é linear. Com efeito, sejam z,y € E e A € R arbitrarios. Como
To(x + Ay) = Ty () + AT, (y) para todo n € N temos que

[Tn(z 4+ Ay) = T(z + Ay)||, — 0

[§]

ITo(x + Ay) = T(x) = AT = 1T (2) + ATo(y) = T(x) = AT (y)|[ -
= [Tn(z) = T(x) + ATu(y) = AT (W)l »

(
< Tn(2) = T@)| - + M Taly) = TW)ll» — 0.

P

Como o limite é tnico, segue que T(x + A\y) = T(x) + A\T'(y), isto é, T é

linear. Fazendo m — oo em (1) obtemos

I(Tn = T) (@)l = Tn(z) = T(@)|» < el (2)
para todos x € E e n > ng. Em particular,

[(Tng = T) (@) = 1Ty () = T(@)| <ellzll,

para todo = € E, o que nos garante que (IT'—T,,) € L(E, F). Portanto
T=(T-Tn)+Th € LE,F). De (2) segue que ||T,, — T|| < ¢, para todo
n > ng, e assim segue que T,, — T em L(E, F). [ ]

A proposi¢ao anterior nos mostra que uma norma para o espago dual

E’ do espaco normado E é dada por
el = sup{le(z)] : x € Ee |zf| <1}

para todo funcional ¢ € E’. Da Proposicao 3.3.4(c) e por R ser um espago
de Banach temos:
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Corolario 3.3.5. O dual E’ de qualquer espago normado E é um espaco
de Banach.

Exemplo 3.3.6. O operador linear identidade I : E — FE é claramente
continuo. Além disso, possui norma 1. Com efeito, seja ||z| < 1, |[I]| =

sup [[I(z)[| = sup [lz] = 1.
el <1 lzll<1

Exemplo 3.3.7. Todo operador linear cujo dominio é um espac¢o normado

de dimensao finita é continuo. Com efeito, sejam E, F' espagos normados, F
n

de dimensao finita. Sendo x € E, tem-se x = E a;e; em que a; € R e e; sdo
i=1
vetores normalizados, isto é, vetores de norma igual a 1, e que formam uma

base de E. Seja T : E — F linear. E suficiente mostrar que T' é continua na
n

origem. Primeiro, considere que a norma em E seja dada por ||z||; = Z |a;].
i=1
Considere ey, tal que [[T(ex)ll, = max [|T(e;)|-. Assim, dado € > 0, se
<i<n

tomarmos & > 0 tal que § = &/||T(ex)| ., vemos que

lzll, = || awei| <o
i=1 1
implica
IT@, = ||Y aT(e)|| <3 lallTE)l. <3 lallTlen)],
=1 P =1 =1
< | T(en)ll, < e
f iT(e ,
1T, -

Como € > 0 é arbitrario, segue que T' é continua em x = 0, segundo a norma
|I]l;- Pelo Teorema 3.3.1, T' é continuo. Por outro lado, como argumentado
na Observacao 3.1.17, qualquer norma ||-||,, é equivalente a ||-||; em E e, pela
Observagao 3.3.3, métricas equivalentes (e portanto normas equivalentes)
nao alteram a Topologia, isto ¢, os abertos de 7., e T||.||,, S&0 iguais. Logo,

T é continua em FE.

Diferentemente do que ocorre em espacos normados de dimensao

finita, os operadores lineares perdem a garantia da continuidade quando seu
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dominio passa a ser um espago de dimensao infinita. Um exemplo classico

de Algebra Linear é o caso:

Exemplo 3.3.8. Considere o subconjunto P[0, 1] de C[0, 1] formado pelas
funcées polinomiais. E claro que P[0, 1] é um subespaco vetorial de C[0, 1].
Logo, é um espago normado com a norma || - ||« herdada de C]0,1]. O

operador derivagao
D :P[0,1] — P[0,1] , D(f) = f' = derivada de f

é linear. Suponha que D seja continuo. Nesse caso existe C' > 0 tal que
ID(f)llce < C|lflloos para todo polindémio f € P[0, 1]. Para cada n € N
tome f, € P[0, 1] a fungdo dada por f,(t) =t". Entao

n=fille =110 (fa)lloo < Clifalle =C- jmax [¢"]=C
€[o,1]

)

para todo n € N| e isso configura uma contradigdo. Logo, D nao é continuo.

Vejamos um exemplo em que o operador linear é bijetor e continuo,

mas seu inverso nao é continuo.

Exemplo 3.3.9. SejaT : coo — ¢oo 0 operador linear dado por T' ((ay),o ;) =
(al, SRR IE ) E imediato que T ¢ linear e bijetor. Para verificar que é

continuo note que

) ag\
1T = sup 17 ((ak) p=1)lloo = sup H (?) H
l(ar)7Z, o<1 [(ar)3, oo <1 k=1lleo
< osup l(an)plill, =1

ll(ar)iZylloo <1

Logo, T é continuo. Por outro lado, o operador inverso T~ ! ((a,);—,) =
(a1,2asz,3as, ...) ndo é continuo. Com efeito, se T~ fosse continuo existiria
C > 0 tal que |T71(2)|loc < C||z|s para todo z € cyo. Considere a sequén-
cia (2,,)22; em que n-éssimo termo é dado por x,, = (1, %, ol ﬁ, 0,0,...).
Tém-se que T, € coo € ||Tnllec = 1, para cada n € N. Segue que /n =

IT~Y(z,)|leo < C para todo n € N, o que é impossivel.
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3.4 TEOREMAS ELEMENTARES DE ESPACOS NORMADOS

Essa secdo aborda teoremas classicos da teoria de Andlise Funcional.
Para alguns resultados, apenas citamos referéncias para que o leitor possa
verificar as demonstracoes, uma vez que foge do escopo desse trabalho.

Comecemos essa secdo com o Teorema de Banach-Steinahaus. Esse
teorema garante que uma familia de operadores lineares continuos definida
num espaco de Banach é uniformemente limitada sempre que for pontual-

mente limitada.

Teorema 3.4.1 (Teorema de Banach-Steinhaus). Sejam E um espago de

Banach, F um espago normado e (1;),.; uma familia de operadores em

ic
L(E,F) satisfazendo a condi¢io de que para cada x € E existe Cy, > 0 tal

que

sup [|Ti(z)[| . < Ca.
iel

Entado, sup ||T;|| < oo.
iel
Demonstragigo. Vide [1, Teorema 2.3.2, p. 38]. [ ]

O exemplo a seguir mostra a necessidade da completude do dominio

no enunciado do Teorema de Banach-Steinhaus.

Exemplo 3.4.2. Para cada n € N, considere o funcional linear continuo
©n o — R, @, ((aj);i1) = Nay,.

E facil ver que (¢n)5", C (coo)’ e |l¢n]l = n para todo n € N. Dada uma

(o)

Jj=

que ¢, ((aj);.il) = 0 para todo n > jp. Assim, sup |¢,(z)| < co para todo
neN

sequéncia (a;)._, € cop tomando jo tal que a; = 0 para todo j > jo, segue

x € ¢gp, entretanto sup ||, | = oo.
neN

O Teorema de Banach-Steinhaus tem uma funcionalidade para o

estudo da convergéncia fraca-estrela, tema da Segao 4.2.
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Prosseguindo, abordamos o Teorema de Hahn-Banach que explora
a existéncia de uma extensao para funcionais lineares e no qual tem como
ponto principal que o funcional linear a ser estendido e a extensdo sao
majorados pelo mesmo funcional sublinear. Existem diferentes versées do
Teorema de Hahn-Banach em formas de corolarios nos quais se diferen-
ciam no espago em que é definido funcional linear e, também, quanto a
generalidade do teorema.

A esséncia do Teorema de Hahn-Banach, em sua versao para espacos
normados, é que funcionais lineares continuos definidos em um subespaco
G de um espago normado F podem ser estendidos a todo o espaco E
preservando linearidade, continuidade e até mesmo o valor da norma.

O Teorema de Hahn-Banach na sua forma mais geral necessita do
Lema de Zorn como ferramenta técnica de verificagdo. Assim, como foi desig-
nado para o Teorema de Tychonoff, ndo estd demonstrado o teorema, mas
citamos uma referéncia. Por outro lado, esse teorema é fundamental para
obtermos meios necessarios para os resultados que analisamos doravante.

Neste teorema de extensao, consideramos que o objeto a ser estendido
é um funcional linear ¢ o qual é definido em um subespaco G de E e,
ainda, deve satisfazer uma limitacao estabelecida em termos de um funcional

sublinear.

Definicado 3.4.3. Um funcional sublinear no espago vetorial F é uma

aplicacao p : E — R que satisfaz

p(z+y) <plx)+ply) e plaz)=ap(x)
para todo a > 0 escalar e para todos z,y € F.

Teorema 3.4.4 (Teorema de Hahn-Banach). Sejam E um espago vetorial,
G um subespaco de E e p: E — R um funcional sublinear. Se ¢ : G — R
for um funcional linear satisfazendo o(x) < p(x), para todo x € G, entdo
existe um funcional linear ¢ : E — R satisfazendo p(x) = p(x) para todo

x € G, e @(x) < p(x) para todo x € E. Dizemos que © é a extensio de .
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Demonstragio. Veja [1, Teorema 3.1.1, p. 56]. [ ]

Observacao 3.4.5. E interessante notar que o teorema acima é muito
abrangente: ndo se requisita a continuidade do funcional linear, mas apenas
que exista um funcional sublinear p como definido acima e um funcional

linear ¢ que cumpra as condigdes do teorema.
Tem-se, entdo, a versdo para espagos normados:

Teorema 3.4.6 (Teorema de Hahn-Banach para espacos normados). Seja
G um subespaco de um espaco normado E e seja ¢ : G — R um funcional
linear continuo. Entdo existe um funcional linear continuo ¢ : E — R cuja

restrigio a G coincide com ¢ e ||| ., = ¢l -

Demonstragio. Basta aplicar o Teorema 3.4.4 com p(z) = ||¢||, -[|z|| ;. Seja
¢ uma extensao de ¢ para E. Assim, como ¢(z) < ||¢|,, - ||z||; e —p(x) =
B(—2) < gl =l = Il -2l temos que |3(@)] < ol el on
seja, ¢ é continuo e, pela definicdo de norma de operadores, [|9]| ., < [l¢|,-
Por outro lado, como ¢ é extensdo de ¢, temos ||@[|,, > |l¢||

o Ou seja,

1@l = llellg - |

Corolario 3.4.7. Seja E um espaco normado. Para todo xg € E,xy # 0,

existe um funcional linear ¢ € E' tal que ||¢| =1 e v (x0) = ||zoll 5 -

Demonstragio. Considere G = [xg] e ¢ € G’ definido por ¢ (azo) = al|lzo||,-
E claro que ll¢ll,, = 1. Pelo Teorema 3.4.6 existe uma extensao ¢ de ¢ tal

que [|2]],, = ¢l E imediato que $(x0) = ||zo]l .- u

A préxima consequéncia do Teorema de Hahn-Banach serd um ali-

cerce para obtencao de resultados ao longo da dissertacao.

Corolario 3.4.8. Sejam E um espago normado, E # {0}, e x € E. Entdo

2], = sup {|p(x)] : v € E" e [l¢]| <1}

e o supremo € atingido.
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Demonstragio. Para cada funcional ¢ € E' ||¢|| < 1, é imediato que
lo(@)] < el -zl z < ||#]| ;- Isso mostra que o supremo é menor ou igual a

lz]| - O fato do supremo ser atingido é garantido pelo Corolario 3.4.7. W

3.5 ESPACOS REFLEXIVOS

Do Corolario 3.3.5 sabemos que o espago dual E’ do espago normado
E é um espago de Banach. Consideremos, entdo, o dual (E') = E” do dual
E’, também conhecido como bidual de E. Na proposi¢ao a seguir, vemos que
é possivel, através do Teorema de Hahn-Banach, induzir um isomorfismo
isométrico entre o espaco normado E e um subconjunto de seu bidual E”.

Um operador linear T : E — F que é uma isometria é chamado de
isometria linear. Um isomorfismo que é também uma isometria é chamado de
isomorfismo isométrico, e nesse caso dizemos que 0s espagos sao isomorfos

isometricamente.
Proposicao 3.5.1. Para todo espaco normado E, o operador linear
Jp:E— Jg(E)CE”

em que JE(v) = @(x) para todos © € E e ¢ € E' é uma isometria linear,

chamado de mergulho canénico de E em E".

Demonstragdo. Verifiquemos a linearidade de Jg. Considere z,y € E. Assim
temos que x + Ay € E, com A € R. Daf, Jg(x+\y) = J;JFM’ e, dado ¢ € F',

temos

T (0) = (z + Ay) = (@) + Ap(y) = T (9) + A4 (e).

Como ¢ é arbitrario, segue que Jg é linear. Precisamos garantir que Jg(x) €
E". Mas isto é 6bvio pois |JE(¢)| = |p(x)] < Cllell, em que C = ||z -
Agora, para cada z € F, de

1Tl = sup [JE(p)l = sup [p(z)] = [|lz]l,
wEBp pEBg
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onde a ultima igualdade segue do Coroléario 3.4.8, concluimos que Jg é uma

isometria linear. [ ]

Observacao 3.5.2. Como E e Jg(F) sao isomorfos isometricamente, é
usual identificar ambos os espagos simplesmente como E. Ou seja, em um
contexto em que F seja visto como subespaco de E”, estamos cometendo o

abuso de notagdo de escrever F onde deveriamos ter escrito Jg(FE).

Para que o mergulho canonico Jg de F no seu bidual E” seja um
isomorfismo isométrico falta apenas que seja sobrejetor. Essa propriedade

caracteriza uma classe importante de espagos normados:

Defini¢ao 3.5.3. Um espaco normado E é dito reflexivo se o mergulho
canénico Jg : E — E” for sobrejetor, ou seja, Jg(E) = E”. Neste caso Jg

é um isomorfismo isométrico.
Proposicao 3.5.4. Todo espago normado reflexivo € um espaco de Banach.

Demonstracio. Um espago normado reflexivo é isomorfo isometricamente
ao seu bidual, que é Banach por ser um espaco dual pelo Corolario 3.3.5.

Dai, segue do Exemplo 2.4.14 que E é espaco de Banach. |

Exemplo 3.5.5. Espacgos normados de dimenséo finita sao reflexivos. De
fato, se E tem dimensdo finita n, sabemos da Algebra Linear que seu dual
algébrico E* também tem dimensao n e, pelo Exemplo 3.3.7 — considerando
R como contradominio —, o dual algébrico coincide com o dual topolégico.
Repetindo o argumento resulta que E” também tem dimensdo n e segue

facilmente que Jg é sobrejetora, e portanto E é reflexivo.

Exemplo 3.5.6. Pela Proposicao 3.5.4 espagos normados incompletos nao

sao reflexivos. O espago cqg, por exemplo, nao é reflexivo.

Exemplo 3.5.7. Os espagos das sequéncias p-somaveis £, para 1 < p < oo
sdo espagos reflexivos. Os espagos ¢y, £1 e f ndo sdo reflexivos. Para o

leitor interessado em verificar essas afirmagoes veja [1, Se¢do 4.3, p. 89].
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Uma aplicagdo do Teorema de Hahn-Banach e do Teorema de Banach-
Steinhaus utilizando o mergulho candnico assegura que, se a imagem o (B)
de um conjunto B C F, para qualquer ¢ € FE’, for limitada, entdo B ¢é

limitado como mostra o préoximo exemplo.

Exemplo 3.5.8. Seja B um conjunto de um espaco normado FE tal que
©(B) é limitado para todo ¢ € E’. Nessas condi¢des B é limitado. Com
efeito, considerando o mergulho candnico Jg : F — E” temos que, dado
peFE exeE, Ji(p) = (). Entao, fixado ¢ € E’, existe C, > 0 tal que

sup [Jg ()| = sup [p(z)| < Cy.
zeB reEB
Como E’ é espaco de Banach, pelo Teorema 3.4.1 existe C > 0 tal que
sup ||Jg,, <C.
zeB

Dai, para todo ¢ € E’ com |¢||,, <1 e para qualquer z € B
[JE(R)] = le()] < C.
Fixado = € B, pelo Corolério 3.4.8,
2], = sup{le(z)| : p € E" e [of| <1} < C.

Portanto, ||z||, < C, para todo x € B. Segue que B ¢ limitado.
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4 TOPOLOGIAS FRACAS EM ESPACOS NORMADOS

No Teorema 3.2.5 provamos que a bola unitaria fechada de um es-
paco normado de dimensao infinita ndo é compacta. Este contraste com a
dimensao finita indica que a existéncia de compactos que nio estao contidos
em subespagos de dimensao finita é uma questao delicada. Na Observacao
3.2.6 apontamos a existéncia de um conjunto compacto nao trivial em f5. As
bolas fechadas, infelizmente, ndo o sdo na topologia da norma para espagos
de dimenséo infinita.

Para contornar o problema da falta de compacidade na topologia da
norma, buscamos uma nova topologia, menos fina que a topologia da norma,
e de tal forma que o conjunto considerado torne-se compacto. Ademais, nesta
nova topologia ainda é necessario que certas propriedades permanegam
validas. A ideia é que quanto menos abertos tiver um espago, maior a
quantidade de subconjuntos compactos, pois menores sao as opgoes de
coberturas por abertos. Neste processo de escolher topologias menos finas
que a da norma, é preciso prestar aten¢ao na questdao da continuidade das
funcdes, em especial dos funcionais lineares. E interessante, sob o ponto
de vista de varios aspectos, que os elementos de E’ permanecam continuos
nesta nova topologia em E. Como vimos na Proposi¢do 2.6.3, podemos
considerar esta topologia como sendo a menos fina que mantém todos os
elementos de E’ continuos. Esta é a topologia gerada por E’ e é chamada
de topologia fraca em FE.

Iniciamos a discussdo sobre topologia fraca no ambito de espacos
normados. Em seguida, vemos uma topologia conhecida como topologia
fraca-estrela, definida no dual de um espago normado. Por fim, examinamos
de perto a compacidade nessas topologias e constatamos que a reflexividade
de espacos normados tem um papel essencial para estabelecer a compacidade

na topologia fraca.
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4.1 TOPOLOGIA FRACA

Apliquemos a construgdo da Segdo 2.6 a um espago normado F. As
fungdes que queremos manter continuas sao os funcionais lineares continuos

p € F.

Defini¢ao 4.1.1. A topologia fraca no espaco normado F, denotada por

o (E,E'"), é a topologia gerada pelos funcionais lineares continuos ¢ € F'.

Definigao 4.1.2. Seja (z,,),-, uma sequéncia em E. Se (z,,),-, converge
para z € E na topologia fraca dizemos que a sequéncia converge fracamente

w
€ escrevemos T, — .

As primeiras propriedades da topologia fraca seguem imediatamente

da construgdo realizada na Secao 2.6:

Proposicao 4.1.3. Seja E um espaco normado. Entdo:
(a) Funcionais lineares continuos sao fracamente continuos, isto é, para todo
peFE, p:(E,0(E,E"))— R é continuo.

(b) Para cada xo € E, 0s conjuntos da forma
Vie={x € E:|pi(x) — ¢i(x0)| < € para todo i € J}

onde J é um conjunto finito, ¢; € E' para todo i € J e € > 0, formam uma
base de vizinhangas abertas de xy para a topologia fraca.

(c) Seja (zn)oe, uma sequéncia em E. Entdo x, — x se, e somente se,
¢ (zn) — @(z) para todo ¢ € E'.

(d) (E,o (E,E")) é um espago de Hausdorff.

(e) Sejam Z um espago topoldgico e f : Z — (E,o (E,E’)) uma fungdo.
Entao f é continua se, e somente se, po f: Z — R é continua para todo
pEF.

Demonstragio. (a) Segue imediatamente da definigdo de o (E, E’) e da
Proposigéo 2.6.3(a).
(b) Seja U uma vizinhanga de z¢ na topologia fraca. Pela Proposi¢ao 2.6.3(d)
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existem um conjunto finito J, funcionais ¢; € E’ e abertos V; em R contendo

@; (z0),j € J, tais que m ap{l (V;) é um aberto da topologia fraca contendo
jeg
xo e contido em U. Como J é finito e ¢, (z9) € V; para todo j € J, existe

e > 0 tal que B (¢; (x0),€) C V; para todo j € J. Disso segue que

Vie={x € E:|p;j(x) —¢; (x0)| < € para todo j € J}
= (¥ (Blg;(w0),)) C [ oj' (V) U
JjeJ jEJT

e portanto os conjuntos da forma V. formam uma base de vizinhancas
abertas de x( para a topologia fraca.
(c) Pelo Exemplo 2.5.3 vimos que uma sequéncia é uma rede quando a
direcao da rede é a ordenacao do conjunto N. Dai, segue imediatamente da
defini¢do de o (E, E’) e da Proposi¢do 2.6.3(e) o resultado.
(d) Considere z,y € E, x # y. Pelo Corolario 3.4.8 existe ¢ € E’ tal que
[ells =1ep(@—y) =z —ylly Como [z —yll, # 0 segue que

o) —p(y) =@ —y) =z —yll, = p@) =z =yl + ) # ey).

Ou seja, E’ separa pontos de E. O resultado segue entao da Proposicao

2.6.3(g) que o(E, E') é Hausdorft.

(e) Segue imediatamente da defini¢io de o (E, E’) e da Proposicao 2.6.3(f).
|

Corolario 4.1.4. Em um espago normado FE, se x,, — x entdo x, -5 .

Demonstragdo. Se x, — x, da continuidade dos funcionais de E’ segue
que ¢ (z,) — @(x) para todo ¢ € E’. Da Proposi¢ao 4.1.3(c) segue que
Ty — . |

Observagao 4.1.5. E interessante informar que a convergéncia fraca nao
implica convergéncia da norma, em [1, Exemplo 6.2.4, p. 145] o leitor pode
verificar que existe uma sequéncia em ¢y que converge na topologia fraca,

mas nao pela norma.
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Apesar de sequéncias fracamente convergentes ndo serem necessaria-
mente convergentes pela norma, é garantido que sdo limitadas:
Proposigao 4.1.6. Seja E um espaco normado.

(a) Se z,, — x em E, entio a sequéncia (||zn|,)ne, € limitada® e ||z|, <
lim inf ||z, , -2
n—oo

(b) Se x, >z em E e 0, — ¢ em E', entdo o, (z,) — o(z) em R.

Demonstraggo. (a) Para todo ¢ € E’, ¢ (z,) — ¢(z) pela Proposicdo
4.1.3(c). Dai, a sequéncia (¢ (z,,)),—, ¢ limitada para todo ¢ € E’. Pelo
Exemplo 3.5.8, segue que o conjunto {z, : n € N} é limitado em E. De

¢ (2n) — @(z) e @ (za)] < [[@llllznll 5, segue que

o e S
lp(2)] = Tim | (2n)| = liminf [ (2,)] < lim inf {|[} |2, ],

= llell - lim inf [l ||,

Do Corolério 3.4.8 segue que

z||, = sup |p(x)| < sup ((p -liminf ||z )zliminf T .
[Ed0® Sup o ()] Sup Il - lim inf [|z, ||, ) = Timinf [, ],

(b) Pelo item (a), existe C' > 0 tal que |lz,,[|, < C, para todo n € N. Além
disso, dado € > 0, das convergéncias ¢, — ¢ e ¢ (x,) — @(x), existe um
nimero natural ng tal que

€

n — <
lon—¢l,, < o=

e p(zn) —o(z)] < %, para todo n > ng.
Dai,
[on (zn) — @(@)| = |on (2n) — o(zn) + () — @(z)|

= |(en — ) (zn) + ¢ (zn — z)|

<l — @) (@n) [ + | (20 — 2)]|

<llen =@l - llzall, + e (@n) —p@)] < 55C+ 5 =,

I Uma sequéncia (yn)or, de nimeros reais é dita limitada se existe C' > 0 tal que

lyn| < C para todo n € N.
O limite inferior de uma sequéncia limitada de nimeros reais (yn),.; é 0 menor

elemento dos valores de aderéncia da sequéncia e é denotado por liminf y, .
n—oo

2
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para todo n > ng. Isso prova que ¢, (x,) — @(x). [ |

Pela Observacao 4.1.5, temos que a topologia da norma em ¢y nao
coincide com a topologia fraca. Verificamos na proposicdo a seguir que,
mais geralmente, este processo de enfraquecimento de uma topologia sé faz

sentido quando estivermos trabalhando com espagos de dimenséo infinita.

Proposicao 4.1.7. Seja E um espaco normado.

(a) A topologia fraca estd contida na topologia da norma.
(b) As topologias da norma e fraca coincidem se, e somente se, E tem

dimensao finita.

Demonstragigo. (a) Os funcionais ¢ € E’ sdo continuos na topologia da
norma 7). e, pela definicio de topologia fraca o(E, E’) e a Proposicao
2.6.3(c), a topologia fraca é a interse¢ao de todas as topologias em E que
mantém continuos esses funcionais lineares. Consequentemente, o(E, E’) C
URIE

(b) Suponha que E tenha dimensdo finita. Do item (a), deduzimos que
todo aberto da topologia fraca é também aberto da topologia da norma.
Precisamos demonstrar que os abertos da topologia da norma também sao
abertos da topologia fraca. Sejam entdao U um aberto ndo-vazio da topologia
da norma e zy € U. Para demonstrar que U é aberto na topologia fraca é
suficiente, pela Observagdo 2.2.19(a) e Proposigdo 2.2.20(b), mostrar que x
é ponto interior de U para a topologia fraca. Ou seja, precisamos encontrar
um aberto V na topologia fraca contendo zy e contido em U. Para isso,
escolha r > 0 suficientemente pequeno de modo que B (xg,7) C U e fixe
uma base normalizada {ey,...,e,} de E. Para cada j = 1,...,n, considere

o funcional

n
(pj:E—HR, x:Zaiengpj($>:aj_
i=1

E claro que cada @; € linear. Além disso, seguindo o Exemplo 3.3.7, os

funcionais lineares também sdo continuos pois E tem dimensao finita. Pela
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Proposigao 4.1.3(b) temos que o conjunto

roo.
V={zeB:lpi(@) ¢ ()l < 5-j=1,....n}

é um aberto na topologia fraca e contém zy. Assim, dado x = Z aje; €V,

j=1
n
escrevendo xg = Zﬁjej, temos que
j=1
n n n
o — ol = ||D(a; =) e;|| <D laj—azl = lp; (& — o)l
Jj=1 j=1 j=1

E
"y r
< — =<
_;271 2

Logo V C B(xg,7) C U, como queriamos. Agora, suponha que E tenha
dimensdo infinita. Seja S = {x € E : ||z||, = 1} a esfera unitaria de E. Pela
continuidade da norma na topologia da norma, temos que S é fechado na
topologia da norma. E suficiente mostrar que S nao é fechado na topologia
fraca. De fato, mostramos que o conjunto {z € E : ||z|, < 1} estd contido
no fecho de S na topologia fraca. Seja xo € E tal que ||zo||, < 1 e seja V
um aberto na topologia fraca contendo zg. Pela Observacao 2.2.19(b), para
mostrar que zo pertence ao fecho de S na topologia fraca, basta mostrar
que SNV # 0. E razodvel considerar V apenas como sendo um aberto da
base de vizinhancas de x(. Neste caso, existem € > 0 e funcionais @1, ..., ¢,

em FE’ tais que
V={zeE:l|pi(x)—g;(xg)]<e, i=1,...,n}.

Vejamos que existe yo € E\{0} tal que ¢; (yo) = 0 para todo i =1,...,n.

Com efeito, se nao fosse o caso, o operador linear
T:E—=R" T(z)=(p1(2),...,0n(2))

seria injetor, mas isso nao ocorre pois F tem dimensdo infinita. Podemos
entdo considerar a fungdo f(t) = ||zo+tyol|, para todo t € R. Como f é con-

tinua, f(0) = ||zo]| < 1le tlim f(t) = 00, 0 Teorema do Valor Intermediério
— 00
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garante a existéncia de um niimero real ¥ tal que ||z + toyo|| = f (to) = 1.
Assim, zg + toyo € S. Ademais,

lpi(wo + toyo) — wi(xo)| = [wi(z0) + towi(yo) — wi(zo)]
= [towi(yo)] = 0 < ¢,

para cada i = 1,...,n. Dai, o + toyg € V. Logo, xg + toyg € SNV. [ |

4.2 TOPOLOGIA FRACA-ESTRELA

Vimos anteriormente que podemos definir uma topologia em um
espaco normado F a partir dos funcionais de seu dual E’. O mesmo processo
pode ser repetido ao dual E’ com os funcionais de E”. Acontece que se
considerarmos os funcionais do mergulho canonico Jg(E) C E”, verificamos
que serd proveitoso reduzirmos os elementos de E” para Jg(E). Assim,
podemos obter uma topologia em E’ induzida pelos elementos de Jg(E).

Essa topologia é conhecida como a topologia fraca-estrela.

Defini¢ao 4.2.1. A topologia fraca-estrela no dual E’ do espago normado
E, denotada por o (E', E), é a topologia em E’ gerada pelas fungdes per-
tencentes ao conjunto Jg(E) = {JE € E" : x € E}, isto é, pelas fun¢des
peFE — Ji(p) =¢(x) € R, onde z € E.

Definigao 4.2.2. Quando uma sequéncia (¢,,), - ; em E’ converge para ¢ €
E’ na topologia fraca-estrela dizemos que a sequéncia converge fracamente-
w*
estrela, e escrevemos @, — .
Como verificado no caso da topologia fraca, as seguintes propriedades

da topologia fraca-estrela seguem da Proposicao 2.6.3:

Proposigao 4.2.3. Seja E um espa¢o normado. Entdo:
(a) Para todo x € E, J& : (E',0 (E',E)) — R € continuo.

(b) Para cada o € E', 0s conjuntos da forma

Wie={p € E :|p(x;) — o (z;)| < e para todo i € J},
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onde J € um conjunto finito, x; € E para todo i € J e e > 0, formam uma
base de vizinhancas abertas de pg para a topologia fraca-estrela.

(c) Seja (¢n)o, uma sequéncia em E'. Entio o, N @ se, e somenlte se,
on(x) — (x) para todo x € E.

(d) (E',o0 (FE',E)) €é um espaco de Hausdorff.

(e) Sejam Z um espago topoldgico e f : Z — (E',o (E',E)). Entio [ €

continua se, e somente se, JE o f: Z — R € continua para todo = € E.

Demonstraggo. (a) Segue imediatamente da defini¢do de o (E', E) e da
Proposigao 2.6.3(a).

(b) Seja U uma vizinhanca de ¢y na topologia fraca-estrela. Pela Proposigéo
2.6.3(d) existem um conjunto finito R, funcionais Jg" € Jg(E) e abertos

V, em R contendo Jz (¢0), r € R, tais que ﬂ Jir=H (V) é um aberto

reR
da topologia fraca-estrela contendo ¢y e contido em U. Como R é finito e

Ji (po) € V, para todo r € R, existe ¢ > 0 tal que B (Jz (vo),e) C V;

para todo 7 € R. Disso segue que
Wie={p € E :|p(z;) — o (z,;)| < e para todo r € R}
={peE :|Jg(p) — J‘“‘(gpo)| < ¢ para todo r € R}
_ ﬂ T2 (B (T (o), m JEL(V,) C U
r€R reR
e portanto os conjuntos da forma W;. formam uma base de vizinhancas
abertas de ¢ para a topologia fraca-estrela.
(c¢) Considerando que, em particular, uma sequéncia é uma rede quando o
conjunto dos indices da rede é N com a direcdo do Exemplo 2.5.3, segue
imediatamente da defini¢io de o (E’, E) e da Proposicao 2.6.3(e) o resultado.
(d) Seja g1 # 2. Logo, existe = € E tal que p1(x) # pa(z). Dai, considere
Ji € Jg(E). Segue que JE(p1) = pi(x) # @o(x) = JE(p2). Segue da
Proposigdo 2.6.3(g) que o (E’, E) é de Hausdorff.
(e) Segue imediatamente da definicdo de o (E, E’) e da Proposicao 2.6.3(f).
|

Com relagdo a convergéncia fraca-estrela de sequéncias temos:
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Proposigao 4.2.4. Seja E um espago normado.
(a) Se ¢, —= ¢ em E', entio ¢, — ¢.

oo .

w™ , - A
n n ’
(b) Se E for Banach e ¢, — ¢ em E' entio a sequéncia (||¢nll,,) é

n=1
limitada e ||¢l|,, < linrr_l)ioréf lenll -
(¢) Se E for Banach, ¢, — ¢ em E' e x,, — x em E, entdo @ (x,) —
o(z) em R.

Demonstragio. (a) Seja (pn)n., uma sequéncia em E’. Pela Proposi¢ao
4.1.3(c), se @, — @, entdo f(pn) — f(p) para todo f € E". Em particu-
lar, desde que Jg(E) C E”, entdo vale para os funcionais J& € Jg(E), com
x € E. Note que J&(pn) — JE(p) se, e somente se, @, (x) — ¢(z), para
todo x € E, o resultado segue da Proposigéo 4.2.3(c).

(b) Seja (¢n),—, uma sequéncia em E’. Se ¢, N ¢, entdo, pela Propo-
sicdo 4.2.3(c), vn(z) — @(x) para todo = € E. Isto nos garante que
(n(x))o, ¢ uma sequéncia limitada.®> Pelo Teorema 3.4.1, temos que
a sequéncia (||gon\|E,)ZO:1 é limitada. Além disso, de ¢, (z) — ¢(x) e
lon ()| < |lenll, 2]l para todo n € N, segue que

p(2)] = Tim | (2)] = lim inf [, (2)] < liminf o, |-

Tomando o supremo dos valores de ¢ para os vetores z € F com norma
el < 1. obtemos [lp], < liminf g, .-

(c) Pelo item (b) existe C' > 0 tal que ||p,||,, < C, para todo n € N.
Ademais, dado £ > 0, das convergéncias ¢, () — ¢(x) e x, — z, existe
no € N tal que |, (z) — p(z)] < 5 e [|lzn — 2|5 < 55, para todo n > ng.
Dal,

lon(@n) — @(@)] = lon (xn) — @n(z) + on(z) — ()|
< on(Tn — 2)| + [pn(x) — p(2)]

€ €
< llenllpllzn = 2l +len(@) — o)l < C55 + 5 =

3 Uma sequéncia convergente de niimeros reais é limitada, vide [5, Teorema 3, p. 76].
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Observacéo 4.2.5. E interessante informar que a convergéncia fraca-estrela
ndo implica convergéncia fraca, em [1, Exemplo 6.3.4, p. 153] o leitor pode
verificar que existe uma sequéncia em ¢; que converge na topologia fraca-

estrela, mas ndo converge fracamente.

Denotando por (E',o (E',E)) o espaco formado pelos funcionais
lineares de E’ que sdo continuos na topologia fraca-estrela o (E’, E) temos,
pela Proposigao 4.2.3(a), que Jg(E) C (E',o (E', E))'. Para verificarmos

a incluséo inversa precisamos de um resultado complementar da Algebra

Linear:

Lema 4.2.6. Sejam E um espago vetorial e p, o1, . .., pn funcionais lineares
n

em E tais que m ker (;) C ker(p). Entdo, existem escalares aq, ..., a, tais

L=l
que o = a;pi.

i=1
Demonstracao. Considere os operadores lineares

T:E—RY, T(@)=(@1(),...,pulx)) o
U:T(E) =R, U((pr(@),. .., on(2)) = p(2).

O operador U é bem definido: se (¢1(x),...,on(x)) = (01(¥), ..., en(y)),
entdo (¢1(x—y),...,on(x—y)) = (0,...,0). Neste caso, (r—y) € n ker(p;).

i=1
Isso implica que (x — y) € ker(y) e portanto p(z) = ¢(y). A linearidade de
U é trivial. Seja U : R” — R uma extensdo linear de U, com U(v) = U (v)
para v € T(FE). Da representagao matricial das transformagoes lineares entre

espagos de dimensdo finita existem escalares aq, ..., a, tais que

n
U(z1,. -, 2n) = Zajzj para todos z1,...,2z, € R.
j=1

Em particular,

px) =U(p1(@), .., on(2)) =U(p1(2), - . on(@)) = Zajw(x),
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para todo x € E. |

A proposicao a seguir garante que os funcionais em E” que sdo
continuos em E’ na topologia fraca-estrela sdo aqueles que pertencem a
Je(E).

Proposicao 4.2.7. Sejam E um espag¢o normado e f : (E',o0 (E', E)) —
R um funcional linear e continuo. Entdo eriste x € E tal que f = Jg.
Equivalentemente, (E',o (E',E)) = Jg(E).

Demonstragao. Sendo f é continuo na topologia fraca-estrela o (E’, E) e
f(0) = 0, existe uma vizinhanca V da origem em E’ na topologia fraca-
estrela tal que | f(p)| < 1 para todo funcional ¢ € V. Da Proposicao 4.2.3(b),

podemos tomar V' da forma
V={pelE :|p(x) <ei=1,...,n},

ondee >0ewx,...,2, € E. Se Jg () = p(x;) =0, para todo i = 1,...,n,
temos que ¢ € V. Neste caso, para todo natural k é verdade que (ko) (z;) =
0 para todo i = 1,...,n, e, portanto, kp € V. Isso implica que |f(ky)| < 1,
ou seja, | f(¢)| < 4+ para todo k natural. Portanto, f(¢) = 0. Provamos que

ﬂ ker (J5') C ker(f). Pelo Lema 4.2.6 existem escalares az, ..., a, tais que
i=1

i=1 i=1 i=1

De modo anilogo ao que realizamos na Proposicdo 4.1.7, estabe-
lecemos na préxima proposicdo uma relacdo entre as topologias fraca e
fraca-estrela. Fica claro, nessa proposi¢ao e na proxima se¢ao, a relevancia

da reflexividade de um espago normado.

Proposigao 4.2.8. Seja E um espagco normado.

(a) Em E’', a topologia fraca-estrela o (E', E) estd contida na topologia fraca
o(E',E").

(b) As topologias fraca o (E', E") e fraca-estrela o (E', E) coincidem em E’

se, e somente se, E/ € reflexivo.
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Demonstragao. (a) A topologia fraca o (E’, E”) mantém continuos todos
os funcionais de E”. Em particular mantém continuos os funcionais da
forma J% com xz € E. Como a topologia fraca-estrela o (E',E) é a me-
nor topologia que mantém esses ultimos funcionais continuos, segue que
o(E',E)Co(E'E").

(b) Se E for reflexivo, entdo para todo f € E” temos que existe x € E tal
que f = J&. Como o (E’', E) é a menor topologia que perpetua todos os fun-
cionais de Jg(F) continuos, e E” = Jg(F) segue que o (E',E) = o (E',E").
Reciprocamente, suponha que F nao seja reflexivo. Entao existe f € E”,
f ¢ Jg(E). Temos que f é continuo na norma de E’, e portanto é continuo
na topologia fraca o (E’, E") pela Proposigéo 4.1.3(a). Mas pela Proposi¢ao
4.2.7 sabemos que f ndo é continuo na topologia fraca-estrela o (E’, E), o

que prova que as duas topologias nao coincidem. |

4.3 COMPACIDADE FRACA

Estudamos nessa se¢ao a possibilidade de obtermos a compacidade da
bola fechada unitéria Bp = {x € E : ||z||, < 1} de um espago normado FE
a partir das topologias fraca e fraca-estrela. O primeiro passo é verificarmos
esses resultados para a topologia fraca-estrela pelo Teorema de Banach-
Alaoglu-Bourbaki. Posteriormente analisamos que, para a topologia fraca
de E, a reflexividade é um divisor de dguas para sabermos se a bola Bg é
compacta na topologia fraca.

Para a compreensao do teorema abaixo, reveja a Definicdo 2.7.12 de
produto cartesiano generalizado de conjuntos e a Proposigao 2.7.13 que de-
fine a topologia produto num produto cartesiano de uma familia de espacos

topolégicos. Além disso, fazemos uso do Teorema de Tychonoff.

Teorema 4.3.1 (Teorema de Banach-Alaoglu-Bourbaki). Para todo espago

normado E, a bola Bg: é compacta na topologia fraca-estrela de E’.

Demonstrag¢do. Considere o produto cartesiano generalizado Y := H R

zel
com a topologia produto. Os elementos de Y tém a forma w = (w,)zep com
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w; € R, para todo x € E. Para cada x € F, considere a proje¢ao da z-ésima

coordenada definida por
T Y 2 R mp(w) = wy

Pela Proposigao 2.7.14, a topologia produto é a menor topologia em Y que
torna continuas as projecoes m,, * € E. Em outras palavras, a topologia
produto ¢ a topologia induzida pela familia de projegoes (7;),¢ ;- Considere
a funcao

O (E,0(E E) =Y, @) =(p(2))eck-

Para cada x € E, m; o ® = Jg, que é continua na topologia fraca-estrela.
Dai, pela Proposigao 2.6.3(f), concluimos que ® é continua. E claro que
® ¢ injetora, pois dado ¢1 # @2 em E’, temos que existe z € F tal que
p1(x) # pa(x). Logo, na z-ésima coordenada de (¢1(x))zecr € (p2(2))zecE
os valores sdo distintos. Dai (¢1(2))zer # (p2(2))zep. Para provar que ®
¢ um homeomorfismo sobre sua imagem, falta mostrar que ®~! : ® (E') —
(E',o (E',E)) é continua. Para isso, seja x € E. De

JE o @ ((e()yer) = JE(p) = ¢(=),

concluimos que J& o ®~1 é a restrigdo de 7, a ® (E’), e portanto con-
tinua. Assim, J% o ®~! é continua, para todo x € E. Isto nos permite
garantir, pela Proposicio 4.2.3(e), que ®~! é continua. Provamos entdo
que ® : (E',o(F',E)) — ®(E') é um homeomorfismo. Em particular,
(Bgr,o (E',E)) é homeomorfo a ® (Bg/) com a topologia produto. Pela
Proposigao 2.7.9, basta entéo provar que ® (Bg/) é compacto em ® (E’) na
topologia produto. Pela Proposi¢do 2.7.10, é suficiente mostrar que ® (Bg/)
¢ compacto em Y. Como |¢(x)| < ||z|, para todos © € E e ¢ € Bg,

® (Bg:) C H [—lz]l &, |zl z]. Cada intervalo fechado [—||x]| , ||| ;] é com-
el
pacto em R. Logo, H =zl &, |z]l ] é compacto em Y pelo Teorema 2.7.15.

rzeE
Pela Proposigio 2.7.3, resta provar que ® (Bg/) é fechado em Y. Para isso,
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considere uma rede (® (¢x))yc, em @ (Bgr) que converge na topologia pro-
duto para w = (wz),cp € Y. Pelas Proposigoes 2.6.3(e) e 2.7.14 temos

que
A
ex(@) = Tz ((oA(@))pep) = Ta (R (92)) = Ta(w) = wa,
para todo x € E. Definamos
p:E—=R, o) =uw,.
A linearidade de ¢ segue da seguinte caracterizacéo:
A
Wr4ay S P ((E + ay) = ¥ ((E) + QP (y)
A
= pa(@) + apa(y) == wa + awy (3)

em que (3) se refere a convergéncia da rede na topologia usual de R. Agora,
para verificarmos a continuidade de ¢, veja que, como |py(x)| < ||z||, para

todo A e todo = € F, da continuidade do médulo segue que
A
lp(@)] = |wa| <= |ea()| < [|2]|5,

para todo z € E. Isso prova que ¢ € Bgr. E claro que w = ®(p) € @ (Bg').
Portanto, pela Proposi¢ao 2.5.6(c), ®(Bg/) é fechado. |

Doravante, constatamos que é possivel obter compacidade da bola
unitaria fechada Bp na topologia fraca de um espago normado F, desde
que esse espaco seja reflexivo. Esse resultado é decorrente do Teorema de

Banach-Alaoglu-Bourbaki e do seguinte Lema:

Lema 4.3.2. Seja E um espago de Banach. O mergulho candnico Jg € um
homeomorfismo de (E,o (E,E'")) sobre sua imagem Jg(E) com a topologia

induzida pela topologia fraca-estrela de E". Isto é, a fungio
Jg:(E,0 (E,E")) = Jg(E) C (E",0 (E",E"))

€ um homeomorfismo.
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Demonstracio. E evidente que a funcio é bijetora. A propriedade de ser
continua e ter inversa continua segue do fato de que, para toda rede (z) €A

em F,

ry — 2 em E <= ¢ (x)) — ¢(z) para todo funcional ¢ € E’
< J* () — JE () para todo funcional ¢ € E’
= T 5 JL em B
= J 5 JE em Jp(E).
A primeira equivaléncia decorre da Proposigao 4.1.3(c) para a topologia
fraca; a segunda é trivial; a terceira decorre da Proposigdo 4.2.3(c) para

a topologia fraca-estrela; a tltima vem do fato de que em Jg(FE) estamos

considerando a topologia induzida pela topologia fraca-estrela de E”. M

Teorema 4.3.3. Para todo espaco reflexivo E, a bola B é compacta na

topologia fraca o (E, E’).
Demonstragio. Por E ser reflexivo, Jg(E) = E”. Temos que

Jg:(E,o (E,E")) = (E",0c (E",E"))

7

é um homeomorfismo pelo Lema 4.3.2. Pelo Teorema 4.3.1 constatamos
que Bp» é compacta na topologia o (E”, E'). Portanto, Bg = Jbil (Bgr) é
compacta na topologia o (E, E’) pela Proposicao 2.7.9. |
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Nesse trabalho pudemos constatar que os conceitos de topologia geral
se fazem muito Uteis para obtencao de resultados dentro do contexto de espa-
¢os normados. Vimos que a continuidade dos operadores lineares depende da
topologia trabalhada e que podemos aplicar o processo de enfraquecimento
de uma topologia para outra tal que permaneca propriedades interessantes.
Estudamos resultados e conceitos nao explorados em diversos cursos de
graduacao e nos quais sao vistos em cursos de mestrado e doutorado.

Originalmente, esta monografia possuia % a mais de conteidos do
que atualmente, foi necessario escolher a dedo quais resultados permanece-
riam e quais seriam omitidos. Pelo fato do ponto de chegada desse trabalho
ser teoremas que envolvam compacidade em espagos normados, foi crucial
a dedicagao de andlise de conteiidos necessarios para chegar ao propédsito.
Pode-se dizer que esse processo de verificacdo contribui para um amadureci-
mento matematico do formando em como elaborar os problemas e resultados.
Um exemplo de contetido que foi removido sdo os Espagos Separaveis, esses
espagos sdo espagos métricos e possuem a propriedade de que o espago con-
tém um subconjunto denso e enumeravel. As aplicagdes desses espacos sao
imensas, desde de poder determinar se um espacgo é reflexivo ou néo, até
determinar que (Bg,o (E, E’)) é metrizdvel, se E’ for separdvel. Também
estudamos majoritariamente os exemplos de espacos de sequéncias, mas
ainda existem os espacos de fungdes que sdo mais sofisticados que Cla, b].
Tais espacos necessitam da Teoria de Medida e Integragao, teoria na qual é
possivel integrar determinadas fungoes que nao sao possiveis para integral
de Riemann.

A produgao deste trabalho viabilizou um contato mais aprofundado
com os conceitos estudados nas disciplinas de Anélise na Reta I e IT do Curso
de Licenciatura em Matematica da UFSC - Campus Blumenau. Todos os
contetidos abordados neste trabalho podem ser usados como ferramenta para
estudar diversos outros assuntos em matematica avancada. Ademais, pode-

mos prosseguir estudando outros temas interessantes assim como os aborda-
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dos na monografia, como os Espagos de Hilbert, Teoria Espectral, Espacos
Vetoriais Topoldgicos ou outras consequéncias do Teorema de Hahn-Banach

como o Teorema da Aplicagdo Aberta ou Teorema do Gréfico Fechado.
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