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RESUMO

Esta monografia busca detalhar as controvérsias ocorridas no século XVIII
sobre as possiveis solugoes da equagao da onda. Para tal, serdo apresentadas
as solugdes propostas por quatro autores: d’Alembert, Euler, Bernoulli e
Lagrange. Ainda sera discorrido sobre as criticas que cada autor recebeu
por sua solucéo, evidenciando as concepg¢des matemaéticas sobre funcoes e
séries dos autores na época.

Palavras-chave: Equacao da onda; Historia da Matematica; Equacoes
diferenciais parciais; Conceito de fungdo






ABSTRACT

This monograph seeks to detail the controversies that occurred in the 18th
century upon the possible solutions of the wave equation. To this end,
solutions proposed by four authors will be presented: d’Alembert, Euler,
Bernoulli and Lagrange. Also, the criticism that each author received for his
solution will be discussed, evidencing the autors’ mathematical conceptions
about functions and series at the time.

Keywords: Wave equation; History of Mathematics; Partial differencial
equations; Function concept
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1 INTRODUCAO

Embora isto nao fosse algo premeditado ou mesmo que nao tenha
ocorrido de maneira linear, o século XVII comega a preparar as mudancas
profundas que a Matematica sofreria no século seguinte. Se desprendendo
do padrao euclidiano, uma nova filosofia surge com as ideias de diversos
pensadores, entre eles, Gottfried Leibniz (1646 - 1716).

Dentro da geometria, comecga-se a considerar que quanto menos li-
mitagoes, mais profundo e geral é o estudo. Nao caberia mais aos novos
matematicos fazer geometria apenas com régua e compasso. Comeca aqui
a noc¢ao da Matematica como uma arte da invencao, ao passo que bastaria
denotar as ferramentas e o método utilizados para a construgdo de uma
entidade geométrica.

Isso se intersecta com a filosofia de Leibniz: dada uma hipdtese, ou
uma construcao, todas as suas propriedades podem ser deduzidas, por mais
que isto ndo seja trivial em primeira instancia. Isto é, todas suas verdades
ja se encontram presentes, bastam ser formalizadas pelo método rigoroso
da demonstracao.

O cerne desta concepgao se consolida no calculo infinitesimal, método
este que trazia a representacdo das entidades matematicas por meio do
algebrismo. Isso se distancia do padrao de escrita euclidiano, fundamentado
na construgao da geometria pela abstracao. E é por meio desta representacao
candnica a época que Isaac Newton (1642 - 1727) apresenta seu modelo de
célculo. Dois modelos de representagao de uma mesma estrutura. Niccold
Guiccardini (1957 - ), estudioso da obra de Newton, expressa que os métodos
empregados por Newton poderiam ser traduzidos aos algoritmos de Leibniz.
Mas, na época, a comunidade matematica se dividiu entre o conservador e
a inovacao.

Os dois autores, com suas diferentes formas de exposi¢ao se debruca-
ram sobre varios entraves da Matematica da época, que agora poderiam ser
resolvidos por seus novos métodos. Segundo [9], a busca de um algoritmo

para encontrar tangentes e areas inferiores a curvas somada ao desenvolvi-
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mento do calculo infinitesimal levam Leibniz a definir regras de derivagao

de diferentes curvas.

A novidade estava sobretudo em incluir novas curvas, ex-
pressas por equagdes envolvendo fragoes algébricas e irraci-
onais. Leibniz demonstrou como esse novo célculo permitia
ir além dos métodos anteriores para encontrar tangentes,
ao incluir curvas transcendentes que nao podem ser reduzi-
das ao célculo algébrico e que eram excluidas da geometria
por Descartes (ROQUE, 2012, p.306).

Assim, uma equacédo algébrica deixa de ser vista apenas como uma
regra de relacdo, mas também como uma forma de invencdo e criagdo.
Faz sentido que por esta nova compreensao passemos a buscar curvas que
satisfacam certas propriedades. Caso estejam relacionadas a suas taxas de
variagao, obtemos ai uma equacao diferencial, por exemplo.

A busca de provar qual dos dois modelos seria o superior levou ao
estudo de um grupo de problemas fisicos, hoje tidos como classicos. Entre
eles, o problema da corda vibrante o qual passamos a enunciar seguidamente,
baseado em [4]: um fio eldstico uniforme é esticado entre dois pontos fixos,
digamos A e B, distantes de medida [. O fio sofre uma leve vibragao vertical.
B imposto ao sistema a presenca de eixo x, que passa por A e B, e do eixo v,
reta vertical que é perpendicular ao eixo x. O objetivo primério é encontrar
uma equagdo que descreva o movimento em termos de y como uma fungao
da posigao x e do tempo t, para em seguida resolvé-la para encontrar uma
expressao explicita de y em funcao de z e t.

Este trabalho busca apresentar a controvérsia gerada pelas possiveis
solugbes da equacdo da onda, dadas por diferentes autores, com diferentes
visdes fundamentadas nos modelos tratados: d’Alembert, o matematico
rigoroso; Euler e Lagrange, dois fisicos matemaéticos, denominacgao esta
que comegava a surgir na época; e Bernoulli, o fisico. E nesse contexto,
mesmo defini¢des usuais a época seriam revistas. Vieram a tona questoes
relacionadas a convergéncia de séries, as relacoes fisico-matematicas e a

proépria teoria de fungoes. Uma controvérsia devidamente complexa.
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2 AS SOLUCOES DE D’ALEMBERT E EULER, E A PRIMEIRA CON-
TROVERSIA

2.1 D'ALEMBERT EM BUSCA DE UMA SOLUCAO

Jean le Rond d’Alembert (1717 - 1783) foi um dos criticos do modelo
do célculo infinitesimal apresentado por Leibniz. Segundo o mesmo, o uso
dos infinitesimais apenas simplifica uma demonstragdo, mas nao tras o
rigor necessario para a mesma. Esta repulsa ao uso de infinitesimais esta
presente em sua deducdo da equagdo da onda, feita em seu artigo de 1747,
“Recherches sur la courbe que forme une corde tendué mise en vibration”.
Nesse artigo, d’Alembert trabalhou com a seguinte equagéo:

0%y 0%y

ﬁ(t,x) = @(t,m), (1)
em que y(t,z) é uma fungdo desconhecida que depende do tempo ¢ e da
posicdo z. A deducdo desta equacdo pode ser encontrada em apéndice Al

Esta se¢do busca trazer o método utilizado por d’Alembert em seu
artigo original para encontrar sua solucdo geral da eq. (1). A referéncia
principal para esta segdo é o livro [2]. Também serdo utilizadas definigdes e
teoremas auxiliares, baseados em [5] e [6].

Como primeiro passo, de maneira a simplificar a expressao, d’Alembert
define

dy dy
= 2 =2, 2
=g 4= g (2)
Da eq. (2) segue que a eq. (1) pode ser escrita como
dq _ Op
ot Oz’ (3)

Além disso, o autor assume a necessidade de que y(t, z) seja de classe
C?, de forma que suas derivadas mistas sejam iguais?, isto é,
Py(t,z) _ Pyt =)
otdxr Ozt

Note que a eq. (1) ndo estd no seu formato conhecido atualmente. Veja o apéndice A
para mais detalhes sobre o formato de eq. (1)
Seja A C R?, A aberto. Se F' : A — R for de classe C? em A, segue que para todo

1

2
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E usando eq. (2), temos
dq _ Op
dx It )

3

Utilizando-se de p e ¢, d’Alembert define duas expressoes”®, aqui

denotados como « e 3:
a=p-dr+q-dt, =q-dx+p-dt.

Segue sem dificuldade* que o = dy. Para 3, vale uma analise mais
detalhada. Pela igualdade na eq. (3), é garantida® a existéncia de uma
funcao F(z,t) tal que dF = 5. d’Alembert obtém a seguinte expressao:

dy+F)=dy+dF =a+pB=(@p-dr+q-dt)+ (¢-dx+p-dt)
=(p+q)-dr+(p+q)-d.
Aqui busca-se verificar a existéncia de uma funcdo m(t, z) tal que

d(y + F) seja a diferencial da mesma. Utilizando a eq. (3) e a eq. (4),

demonstra-se que:

olta) _Op 0q _0q Op _ 0+
ot ot ot 0Oxr Ox oxr
ponto (z,y) € A,
0?°F _ 9°F
8xdy ~ Oydz’

Em linguagem moderna, dois funcionais lineares.
Seja F : Q C R? — R uma fungio diferencidvel em (z0,yo). A diferencial de F no
ponto (z,y) é dada por

oF OF
dF = —(z0,90) - dz + — (20, %0) - dy.
oz oy

Diz-se que w = P(z,y)dz + Q(x,y)dy é uma forma diferencial exata, isto é, existe
F:Q CR? =R, Q aberto tal que

dF = w = P(z,y)dz + Q(z, y)dy,

se
oP oQ

?y(x’ y) = g(mv ’,_l/),

para todo (z,y) € Q.
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Segue que existe uma fungio m(t, z) tal que dm = d(y + F). Dai,

om om
T —pdg=—. 5
ot pra Ox (5)
Considerando o vetor ul = [1 — 1], a sequéncia de equivaléncias
abaixo é verdadeira:
om  Om
— - — =0 (Vm,u) =0& D,m =0, 6
ot oz < ) “ (6)
em que D, m denota a derivada da fun¢do m na dire¢ao do vetor u. Segue
que D,m = 0 para qualquer vetor w contido na reta t = —x, isto é, todo
vetor w = su, para todo s € R. No caso geral, para retas do tipot = —x+c¢y,

em que c¢; € R, obtém-se
m(t,x) = m(—x + c1,x),

para todo z real. Como m é constante nesta diregao, deduzido da eq. (6),
escreve-se m(—z + ¢1,x) = k1, com c¢1, k1 € R. Destaca-se que k; é inde-
pendente dos valores de x, mas dependente de ¢; na fungdo. Desta forma, é

possivel definir uma fungéo ¢(cp) tal que
m(—x +c1,z) =2 ¢(cy).
Por fim,
m(t,z) =m(—x+ (t+z),2) =2 ¢t + x). (7)

Concluida a dedugdo da funcdo m, ainda deve-se estudar a expressao
d(y — F). Note que
dy—F)=dy—dF=a—-p=(p-de+q-dt)—(q-dz+p-dt)
=P —q) dr+(g—p)-d.

Novamente busca-se encontrar uma fungio n(t,x) tal que d(y — F)

seja a diferencial desta. Repetindo os passos analogos da deducgao anterior,
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conclui-se® que
n(t,x) =2 -z —t). (8)
Juntando eq. (7) e eq. (8), a solugdo pode ser apresentada como

) = WD) mEDERED oy g, (9)

Cabe destacar que tal solucao foi obtida considerando y em dadas
condigoes. Isto é, as derivadas de segunda ordem existem e sdo continuas.
Em particular, y deve ser continua e suave para garantir a existéncia da

solugao.

2.2 D'ALEMBERT E SUA SOLUCAO GERAL

Destaca-se que, embora a eq. (9) seja uma solugao da eq. (1), ela pode
ser simplificada com uma andlise mais aprofundada, utilizando algumas

condigoes. d’Alembert propoe as seguintes:

o As extremidades da corda estdo fixas sobre o eixo das abcissas nos
pontos x = 0 e x = [, isto é, ndo sofrem variacdo de posicdo em
qualquer momento da vibragao. Em termos algébricos, isso significa
que y(t,0) =0 e y(t,1) = 0, para todo ¢t > 0.

Utilizando-se eq. (3) e eq. (4), deduz-se a seguinte igualdade:
Op—q) _9p 99 _0q 9p _9g—p)

ot ot 9t 0Oz Oz dx
Logo, existe uma fun¢do n(t,z) tal que dn = d(y — F). Pelo mesmo argumento
construido anteriormente,
on on
G~ r=—-a=—5-
Dai, considerando o vetor v = [1 1],
88—?—&-(?9—7: =0< (Vm,v) =0< Dym = 0.

Conclui-se que n(z — c2,x) = ka, c2, k2 € R constante reais. Segue que é possivel
definir uma fungéo 2 - ¢(c2) de forma que n(z — c2,z) = 2 - 9 (c2). Por fim,

n(t,z) =m(zr — (x —t),z) =2 -P(x —t).
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e A corda estd em repouso ao se iniciar o movimento, isto é, sua veloci-
dade é nula no instante ¢ = 0. Pode-se descrever isso como

Jy B
E(Oa J?) - Oa

para todo z € [0,1].
o Para todo t' > 0, existem x € [0,{] e t > 0 tal que

t=t—zx

O objetivo é reduzir a eq. (9) & dependéncia de apenas uma fungao

¢. Utilizando a hipdtese de que y(t',0) = 0, obtém-se
o) + (") =0& o) = —p(=t). (10)
Pela terceira hipdtese, a eq. (10) pode ser escrita como
Ot —x) = —p(z —t) & Yz —1) = —(t — x).
Desta forma, eq. (9) se reduz a solucao geral de d’Alembert:
y(t,z) = o(t + z) — ¢t — z). (11)

Cabe destacar que y(t, ) estd definida nas condigdes fisicas do pro-
blema da corda vibrante, isto é, x € [0,1], e t > 0. Mas néo é dessa forma
que d’Alembert entende sua solugdo. A definigdo de fungdo ainda estava
sendo lapidada a época. Para o autor, uma funcao deveria ter como dominio
a reta real, sempre que possivel. E isso deve valer também para a funcao
¢. Logo, o problema fisico apresentado é nada mais que uma restricdo do
dominio da fungdo ¢ para o intervalo [0,1]. Destaca-se que a prépria nogao
de intervalo ndo estava bem definida.

Essa percepcdo de d’Alembert o leva a determinar mais caracteris-
ticas” da funcdo ¢. Por exemplo, ¢ tem periodicidade 2! no tempo. Para

provar tal afirmagcao, utiliza-se a hipdtese de que y(¢,1) = 0:

pt+1D)—ot—-0)=0<¢t+1) =0t —1).

7 Para a melhor compreensio dessas caracteristicas e de conceitos fisicos relacionados
ao estudo das ondas, recomenda-se a leitura do apéndice C.1.
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Além disso, a funcéo ¢ deve ser impar em relagio a z. Pela segunda

hipétese, decorre que
¢(0+2)—¢'(0-2) =0 ¢(z) = ¢(—a).

Por integracao, segue que

d’Alembert néo decorre sobre como determinar a funcio ¢ de maneira
algébrica, encerrando sua dedugdo apenas com algumas caracteristicas da
mesma. Uma andlise mais aprofundada indicaria que ¢ possui uma relacio
direta com a forma inicial do fio, antes do movimento ser iniciado. Bastaria

calcular y(0,z). Nao hé indicagoes de que d’Alembert fez tal conexao.

2.3 EULER E A SUA SOLUCAO

Leonhard Euler (1707 - 1783) buscou reconstruir o cdlculo infini-
tesimal de Leibniz na hoje chamada “andlise algebrizada”, reduzindo os
métodos de Leibniz a algebra, que segundo Euler, seria a forma mais geral
de se compreender um ente matematico. Tal interesse teria real impacto na
sua interpretagao da equagdo da onda.

Em termos praticos, Euler concorda com a dedugao da equacao apre-
sentada por d’Alembert, bem como a solugdo apresentada pela eq. (9). A
diferenca é que Euler apresenta tanto a equag¢do quanto a solu¢gdo de modo
mais geral. Cabe lembrar que a equacao da onda tomada por d’Alembert
eq. (9), possufa uma caracteristica especifica ao considerar a? = 1, condi-
¢do apontada em [11]. A equagdo geral, obtida por Euler, cujo esbogo da

deducao estd apresentada no apéndice A, é

>y 2 >y
w(tax) =a - @(t,l‘), (12)
em que ¢’ = %, com T e o sdo a tensdo e a densidade linear do fio,

respectivamente. Note que d’Alembert considerou em sua construcio que
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o termo constante, a, é unitario. No caso geral, é possivel deduzir que a

eq. (11) pode ser escrita como

y(t,z) = ¢(xz + at) + Y(z — at). (13)

Enquanto d’Alembert exprime seus célculos a partir de uma funcao
arbitraria ¢, que obedece condi¢oes derivadas do problema, e tal dedugao nao
estd errada, Euler prova que a solugao pode ser ainda mais geral, dependendo
apenas da posicao inicial da corda e de sua velocidade neste dado momento.
Um esbogo desta dedugao segue abaixo.

O autor considera a posigao inicial da corda, isto é, U(x) = y(0, z),
a forma da corda antes do sistema entrar em movimento. Portanto, nesse

caso, a eq. (13) é dada por

Ulx) = y(0,z) = ¢(z) + ¢ (x).

Além disso, considera a velocidade V' (z) da corda no instante ¢ = 0,

de forma a obter:

Vi) = S0 = (5 + 5 0.0

ot ot ot
B do O(z + at) dy O(z — at)
- <d(x ) o0 Tdw—ay o )0
o N e
—\“ d(z + at) “ d(x — at) SUTC T d
Derivando U em relagao a x, obtém-se o seguinte sistema:
a _dé_ dy
vy _arae® av
¥) =a- - —a

Multiplicando a primeira linha por a e somando com a segunda, segue que

dp 1 dU 1

Substituindo a eq. (14) na primeira equacao, obtém-se
dp 1 dU 1

@—5-5—%-‘/(33). (15)
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Considerando que ¢ e ¥ sao fungdes dependentes da posigdo, integra-
se a eq. (14) e a eq. (15), de 0 até z, em que x € [0,1], obtendo

o) = 5 U@ + 5+ [ Vieds+60) - 5-U ),

— 5

de forma que a solucio geral y(t,x) é expressa como

y(t,z) = ¢z + at) + ¢(x — at)

r+at
- %-U(x+at)+i/0 V(s)ds +6(0) — 1 - U(0)
+ % U= at) + 5 /Om V(s)ds + 1(0) — % LU(0)
x+at 0
= % (U(x+at) + U(x — at)) + % . (/0 V(s)ds + /x_at V(S)ds)

+ (6(0) +14(0)) = U(0)

1 x+at
-(U(x+at)+U(a:—at))+%~/_ t V(s)ds + U(0) — U(0)

N = N =

(U(x+at) + Uz — at)) + L. /x+at V(s)ds.

2a —at

(16)

A grande novidade da eq. (16) é o fato desta solugdo estar em depen-
déncia da forma inicial da corda e de sua velocidade neste momento. Em
comparacao, a eq. (11), solucao de d’Alembert, estava relacionada com uma
funcdo ¢ desconhecida, e que obedeceria certas condigoes. Para d’Alembert,
como matematico, sua dedugao poderia ja ser suficiente. Mas a preocupacio
fisica de Euler, com suas condig¢bes iniciais, abriria um novo campo para

discussao das solugoes consideradas.
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2.4 EULER E AS NOVAS CLASSES DE FUNCOES

Aqui cabe fazer uma pausa nos cédlculos para apresentar uma dificul-
dade histérica: qual era o conceito de funcdo dos matematicos do século
XVIII?

A passagem de foco da geometria para o algebrismo se deu a partir
de estudos sobre as leis de variacao, influenciados diretamente pela Fisica. A
partir dai fica evidente que a no¢ao do conceito ja comegava a surgir. Porém
isto s6 foi formalizado no século XIX. Antes disso, varias defini¢des foram
propostas por diferentes estudiosos. Ainda no século XVII Leibniz j& havia
definido as nogdes de varidvel e constante, apresentando sua propria nocao
de funcao a partir destes conceitos: fungoes sdo “quantidades formadas a
partir de quantidades indeterminadas e constantes"(ROQUE, 2012, p.321).

Outro destaque se da para a definicdo dada por Johann Bernoulli
(1667 - 1748) em seu artigo de 1718,“Remarques sur ce qu’on a donné
Jusqu’ici de solutions des problémes sur les isoperimétres”:“Chamamos fun-
¢do de uma grandeza varidvel uma quantidade composta, de um modo
qualquer, desta grandeza varidvel e de constantes” (ROQUE, 2012, p.321).

Até entdo a nocao de fungao é dada pela unido de varidveis e cons-
tantes em uma expressao. Isso deixa de fora, em um primeiro momento,
expressoes de curvas transcendentes, como as trigonométricas, exponenciais
e logaritmos. E através da analise algebrizada que essas expressoes passam
a ser vistas como séries de poténcias infinitas. Um dos expoentes desta drea
foi o préprio Euler que, em 1748, traz a definicdo mais geral de funcado
até aquele momento, embarcando na mesma as expressoes transcendentes,
através de suas expansoes: “Uma funcdo de uma quantidade variavel é uma
expressao analitica composta de um modo qualquer dessa quantidade e de
ntimeros, ou de quantidades constantes” (ROQUE, 2012, p.321).

E é Euler que inicia a controvérsia sobre a equacao da onda. Menos
conservador, apoiador do célculo de Leibniz, e com base na Fisica, o autor
viria a considerar novas classes de fungoes como solugoes, o que reestrutu-

raria o conceito de fungdo da época. E o grande destaque da nova solugdo
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apresentada pelo autor era a importancia assumida pela posigdo inicial da
onda, a fun¢do denotada na se¢ao anterior por U(z).

Lembre que d’Alembert assumia a necessidade de que a funcao y(t, x)
fosse duas vezes diferencidvel. Por consequéncia, a curva inicial y(0, z) tam-
bém o seria. Cabe destacar que d’Alembert ndo tomava grande preocupagao
com as implicagoes fisicas de tal assungao.

Euler considera a solu¢do de d’Alembert limitada. Ora, seria possivel
modelar a forma inicial do fio a mao, para em seguida deixéd-lo iniciar o
movimento. Uma forma inicial possivel do fio seria a corda friccionada (veja
fig. 1). Este caso ndo estd contido nas solugoes de d’Alembert, pois néo
existe a derivada no ponto P em destaque. Porém, é uma situacdo que faz

sentido fisico.

Figura 1 — A corda friccionada

Por este pensamento, Euler nomeia novos tipos de fungoes, neste caso
como sinénimo a curvas. Cabe destacar que os termos utilizados pelo autor
ndo sdo os mesmos usados atualmente. O primeiro grupo, sdo as curvas

“continuas” (veja fig. 2), hoje chamadas de curvas diferenciaveis.
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Figura 2 — Um exemplo de curva "continua'

No segundo grupo, estdo as “descontinuas” (veja fig. 3), hoje chama-
das de continuas. Este segundo caso abre a possibilidade de uma funcgao
possuir “bicos”, pontos onde a derivada nao existe. Euler se preocupou
apenas com o formato assumido por tais curvas, ndo se preocupando em

defini-las algebricamente, como uma funcao por partes.

Figura 3 — Um exemplo de curva "descontinua'

Por fim, Euler ainda considera a existéncia de curvas moldadas a
mao e que nao podem ser representadas algebricamente. A consideragio
destes trés grupos como solugoes da equacdo da onda se configura como
um retorno a geometria, ndo se preocupando se a curva pode ser expressa

algebricamente, nem mesmo se esta representacao é tnica.



26 Capitulo 2. As solugdes de d’Alembert e Euler, e a primeira controvérsia

2.5 A PRIMEIRA CONTROVERSIA

Muitas das criticas de d’Alembert a solucdo de Euler se dao em
como o primeiro percebia a equagdo da onda. Em particular quais eram os
principios necessarios para derivacio e integracdo de funcoes. d’Alembert
acreditava que tais operagoes nao podem ser feitas levianamente, isto é, nao
seria possivel assumir que a derivada de uma fungao exista sem ser mostrada
explicitamente. O mesmo valendo para a primitiva.

Ora, nem todas as fungoes possuem as propriedades necessarias que
garantem tais existéncias. d’Alembert encara essa limitacio ao assumir
que as funcoes em uma cadeia de derivadas e integracoes possuam as pro-
priedades necessarias para essa sequéncia valha: tais funcoes devem ser
diferencidveis. E ele ndo estd errado!

Mas, como visto, o conceito de fungdo da época ainda nao havia
adotado a noc¢ao de intervalos. Nem mesmo Euler, ao definir suas curvas
“descontinuas”, as definiu em sua forma algébrica, com uma regra algébrica
para cada intervalo. Cabe destacar que uma curva pode possuir pontos de
descontinuidade (no sentido moderno) e ainda possuir intervalos em que
é diferencidavel. Na nocao de d’Alembert, suas curvas teriam que ser di-
ferencidveis sobre toda a reta real, pois eram onde suas func¢bes estavam
definidas. Caso houvesse algum ponto de descontinuidade (no sentido mo-
derno), essa func¢do nao poderia ser derivada (ou integrada). E essa nogéo
continua valendo para sua solu¢do da equacao da onda. Enquanto seria ape-
nas necessdrio assumir que ¢, definida no intervalo [0, L], fosse duas vezes
diferenciavel, d’Alembert assume que o mesmo deve valer para F, que é a
extensao de ¢ para a reta real por meio da periodicidade algébrica.

As solugbes apresentadas por d’Alembert e Euler ja traziam con-
tradigoes entre si. Enquanto d’Alembert, em seu formalismo matematico,
assumia que a funcao solucdo da equacgdo da onda fosse impar, periddica e
duas vezes diferencidvel em todo ponto, Euler, em sua interpretacao fisica,
assume que a solugdo pode ser mais geral, sendo necessario apenas que seja

uma curva, com suas pontas fixas.
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Em 1761, d’Alembert publica sua principal obje¢do a Euler. Em um
primeiro momento, questiona como seria possivel a corda friccionada (veja
fig. 1) ser uma solucgao inicial. Se Py é o ponto do fio sobre o qual a corda
é friccionada, e U é a funcdo que descreve o fio no tempo ¢ = 0, entéo,
%—g(POJr) + %—g(Pof ). Segue que %(Po) nao existe. Mas o rigor matemaético
de d’Alembert impde que a equacao da onda deve valer para todo ponto do
fio em todo tempo.

Cabe destacar que Euler era um matematico do infinitesimal. A pré-
pria dedugao da equagao da onda decorre por meio deste método. E mesmo
d’Alembert pressupunha a necessidade de “pequenos” deslocamentos do fio
para que a equacdo esteja bem definida. A resposta de Euler as criticas
recebidas, que estdo em artigos de 1762 e 1765, é simples e vaga. Se ha um
erro, ele é quase nada, por ser infinitesimalmente pequeno, e isso se aplica
para a corda friccionada. Ora, se o deslocamento é pequeno, uma pequena
regiao do fio ao redor de P difere apenas infinitesimalmente de uma func¢ao
"continua", ou diferencidvel na nota¢do moderna, como d’Alembert requeria.

O matematico rigoroso ainda nao se da por convencido.
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3 UMA SOLUCAO ESPECIFICA DE EULER, BERNOULLI E A SE-
GUNDA CONTROVERSIA

3.1 EULER E SUA SOLUCAO ESPECIFICA PARA HARMONICOS

A nocdo de harmonicos' ji era estudada & época de Euler, sendo
considerados solugbes especificas para a equacao da onda. Da mesma forma,
o principio da superposicdo também era conhecido por Euler. E é através
deste conceito que o autor busca representar uma solugao geral para este
conjunto de funcgoes.

Considera-se um fio inextensivel e finito, de comprimento L, com suas
extremidades fixas nos pontos x = 0 e x = L. Considera-se um harmonico

na forma de uma onda estacionaria,
y(t, ) = 2y, sin (kx) cos (wt).
Sem perda de generalidade, assume-se 2y,, = A, A € R. Usando a

eq. (39), obtém-se a seguinte expressio:

y(t,z) = Asin (2; x) cos (wt). (17)

Como deduzido na eq. (46), cada harmdnico que atua sobre o mesmo
fio possuirda comprimento de onda distinto do outro. Sem perda de generali-
dade, considere o n-ésimo harmonico, com comprimento de onda

2L
.t

An (18)

Pelas eq. (40), eq. (41) e eq. (43), a velocidade desta onda sera

v =Ay fan = An- 5%, com f, sendo a frequéncia desta onda. Juntando as

duas dltimas equagoes,

27 - vy, 2L

= Ap = —

W

Este capitulo possui grande suporte em dedugdes fisicas sobre o problema da corda
vibrante, como conceitos de frequéncia, periodo e comprimento de onda. Para melhor
compreensao destas defini¢des, recomenda-se a leitura do apéndice C, no qual sdo
apresentadas as defini¢bes e dedugbes necessarias sobre o conceito de harmonicos.
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Segue que, neste caso, w pode ser expresso como

T
- —. 1
w=n-— (19)

Substituindo a eq. (18) e a eq. (19) na eq. (20), obtém-se a fungio

que descreve o n-ésimo harmonico:

t
Yn(t,x) = Ay, sin (?) cos (mzv )

Pelo principio da superposicao, existe um conjunto infinito de ondas

que podem ser geradas ao se combinar diferentes harménicos (e seus multi-
plos, de forma matemadtica) sobre um mesmo fio. Euler apresenta a solugao

geral para este conjunto através da seguinte série:

y(to) =3 A,sin (?) cos ("?), (20)

em que a posi¢ao inicial da fio é descrita por

y(0,z) = ZA” sin (?)

Embora busque representar todas as possiveis combinagbes entre

harmonicos, Euler nao explica se esta série representa uma soma de termos
finitos ou infinitos. E é essa abertura que permite que Daniel Bernoulli tenha

espaco para criar suas teorias sobre a convergéncia da mesma.

3.2 BERNOULLI E SUA SOLUCAO

Daniel Bernoulli (1700 - 1782), filho do matemético Johann Ber-
noulli, teve destaque em seus trabalhos sobre elasticidade e hidrodindmica,
recebendo prémios por seus estudos sobre o segundo tema. Seu texto “Hy-
drodynamica” de 1738 ainda é considerado um dos maiores do género.

E apés ler o artigo de Euler sobre a corda vibrante, Bernoulli também
teceu comentarios em seu artigo de 1753 sobre qual seria a solu¢ao mais geral
do problema. Bernoulli ja havia descrito os modos harménicos assumidos

por um fio e sabia que a sobreposi¢do dos mesmos gerava novas ondas que
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passam pelo fio em questao. Fisicamente, seria possivel sobrepor o harmonico
fundamental do fio com um harménico mais agudo, obtendo um determinado
som. O que motiva Bernoulli é a reciproca dessa afirmacao. Dado um som,
qual seria a combinagdao de harmdnicos utilizada para produzi-lo?

Euler ja havia apresentado sua solugao especifica para harmdnicos
pela eq. (20) em 1749, baseada na superposi¢ao de ondas. Ainda néo indicou
se tal série trigonométrica seria finita ou infinita. Considerando a proposta
fisica de Bernoulli, se o movimento do fio descrito por esta equacao gerar
um determinado som, seria possivel determinar os coeficientes da mesma,
pois seria gerada por uma combinacao de harménicos. Entretanto, Bernoulli
nédo declara uma maneira de realizar tal feito, nem verifica se esta solucao
seria Unica.

Assumindo a existéncia de infinitos harmonicos, o autor propoe que

a melhor forma de exprimir o movimento de uma dada curva seria por

y(t,x) = i A, sin (?) oS (m;vt), (21)
n=1

em que bastaria “escolher” os coeficientes de forma que a série convirja para

alguma funcao desejada. Nas palavras de Bernoulli,

Deve-se destacar que a corda AB nao realiza apenas vibra-
¢Oes como a frequéncia fundamental, ou o segundo harmé-
nico, ou o terceiro, assim por diante até o infinito, mas tam-
bém produz uma combinacido destas vibragdes, qualquer
combinacdo, de forma que todas as novas curvas dadas por
d’Alembert e Euler sdo apenas combinagdes das vibragdes
de Taylor (KLINE, 1972, p. 509, tradugdo nossa).

Brook Taylor (1685 - 1731) j4 havia introduzido uma solugéo trinta
anos antes de d’Alembert, dada simplesmente por

y:K-sin(WTx)

E nota-se que a posicdo inicial da corda na solugao apresentada por

Bernoulli, na eq. (21), quando t = 0, é

y(0,z) = i A, sin (%), (22)
n=1
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isto é, uma combinacdo do conjunto de solu¢des dado por Taylor. O que
Bernoulli ainda propde é que a eq. (21), por se tratar de uma série infinita,
pode vir a representar qualquer funcdo que seja solucao da equacdo da
onda, bastando apenas escolher os coeficientes necessarios para garantir a
convergéncia. Bernoulli ndo apresenta qualquer demonstragdo matematica

que prove tal generalidade, recebendo diversas criticas por isso.

3.3 A SEGUNDA CONTROVERSIA

No mesmo ano de 1753, Euler publica um novo artigo, em parte,
criticando a solugao encontrada por Bernoulli. Euler ndo acreditava na gene-
ralidade da solucao inicial, no tempo ¢ = 0. Um dos problemas apresentados
ocorre com as curvas “descontinuas” de Euler. Enquanto a eq. (22) é infini-
tamente derivavel, para todo x real, tais curvas definidas por Euler possuem
pontos onde a derivada ndo estd definida. Logo, a eq. (22) néo seria geral o
suficiente para incluir esse conjunto de curvas.

Euler ainda comenta sobre propriedades inerentes a soluc¢ao inicial
da eq. (22): ela é impar e periddica. O primeiro argumento decorre do fato
de que seno é uma funcgdo impar, e a soma de funcées impares também é
uma fungdo impar. Segue que a eq. (22) é uma fungdo impar. Porém, nem
todas as curvas iniciais consideradas por Euler sdo impares, por exemplo,
uma curva qualquer desenhada a mao. Este argumento parece desafiar a
generalidade da solugdo. O mesmo ocorre para a periodicidade. A curva
inicial seria periddica, por se tratar de uma soma de senos, mas nem todas
as curvas assumidas por Euler possuem tal caracteristica.

Os dois dltimos argumentos, embora bem estruturados, possuem um
erro sutil, nao tratado por nenhum dos participantes da controvérsia a época,
e apontado por [4] e [7]. A curva inicial U(0, x) esta definida sobre o intervalo
(0, L). Todo o resto da reta real ndo importa para a analise, sendo apenas
uma extensdo da curva definida pelo intervalo. Como o intervalo onde a
funcao estd definida possui apenas valores positivos, segue que U(0,z) é

impar ou par, ou nenhuma das anteriores, a partir de como esta extensao é
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feita, pois esta defini¢do é dada ao se comparar valores de f(z) e f(—zx).

O mesmo vale para a periodicidade, que deve valer apenas para o
intervalo (0,L). Como a eq. (22) possui periodicidade L, pois y(0,0) =
y(0, L) = 0, uma série deste tipo poderia representar uma dada curva inicial
neste intervalo, pois os pontos * = 0 e x = L estariam sobre o eixo das
abcissas. Enquanto y(0, z) possui a periodicidade algébrica da fungao seno,
ela é irrelevante fora do intervalo considerado, bastando apenas verificar o
que ocorre em [0, L].

Se Euler quisesse ser ainda mais geral, para uma curva que independe
da forma algébrica, como uma curva desenhada a mao, nao seria possivel
definir uma periodicidade algébrica para a mesma. Se a mesma curva estd
definida sobre o intervalo, como seria possivel considerar uma expansao
para a reta? E ai que entra a periodicidade geométrica. Isto é, a curva
formada sobre (0, L) é deslocada repetidamente para os intervalos da forma
(n-L,(n+1)- L), n inteiro.

Figura 4 — Periodicidade geométrica de uma curva friccionada

Um exemplo de repeticio geométrica estd na fig. 4, onde considera-se
L; =i- L. A curva inicial, definida no intervalo [0, L], se repete a cada inter-
valo de mesmo tamanho, com a forma da curva permanecendo inalterada.

Na busca de verificar a generalidade da solugdo de Bernoulli, Euler
deixou escapar um argumento que permitiria tal identificacdo: a velocidade

inicial da eq. (21) é 0:

y > nmv, . (NTT\ . nmv-0Y
375(0’$)__7§AWL81D(L)SIH< 7 >—0.

Segue que a solugdo de Bernoulli estd adequada apenas para quando a
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velocidade inicial da curva é nula, sendo menos geral do que a solugdo
proposta por Euler.

Nao apenas Euler, mas também d’Alembert questiona a solucdo de
Bernoulli. Seu maior entrave com a mesma se d4 no campo fisico. Embora
pareca contraintuitivo nos dias de hoje, d’Alembert ndo assume que uma
vibragdo sobre o fio possa ser expressa como a soma de harmonicos. Isto
é, o autor questiona o principio da superposi¢ao. Tal afirmacao se daria na
observacao de que cada movimento do fio possui uma tnica frequéncia. Por
outro lado, a representagdo do mesmo movimento por uma série trigono-
métrica indicaria a existéncia de uma multiplicidade de frequéncias para a

mesma vibragao.
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4 EQUAGCAO DA ONDA - LAGRANGE

4.1 LAGRANGE E SUA SOLUCAO

Embora o debate mais acirrado tenha ocorrido entre os trés partici-
pantes ja citados, um quarto membro buscou encontrar uma solucdo que
agradasse a todos. E é assim que o jovem Joseph-Louis Lagrange (1736 -
1813) trata o problema em seu artigo de 1759, tratando sobre a propagagao
do som.

Revisando a deducao da solucdo ja apresentada por seus antecessores,
o autor endossa a solugdo de Euler como sendo a mais geral, devido a sua
inclusao de novas curvas, a0 mesmo tempo que nega a solucao de Bernoulli,
pelo principio (incorreto) da periodicidade ja tratado na secdo anterior. A
grande novidade é que Lagrange parece dar ouvidos as criticas de d’Alembert
em relacdo ao uso descuidado de infinitesimais por Euler em sua solugao.
O que Lagrange buscou fazer em seguida foi apresentar uma deducao da
solucdo de Euler sem o auxilio de infinitesimais.

Lagrange refaz a dedugéo da equagéo da onda apresentada por d’Alem-
bert, mas busca primeiro resolver as n equacoes da forma da eq. (29) para
depois encontrar uma solucao geral para o caso do fio continuo. Enfim, o
autor encontra sua solugao, fazendo o nimero de massas discretas tender ao
infinito ao aplicar uma integragdo no intervalo [0, L], enquanto o somatdério

indica a soma de infinitos harmonicos:

2 [ - t
y(t,z) = (L/o U(x);sin n7lr:cdx> sin?cos n7;a

2 [F 1 t
+ (m /0 V(z) Z - sin mlmdx> sin ? sin m;a )

n=1

(23)

,

na qual U(z) = y(0,2) é a posigdo inicial do fio, e V(z) = %(O,x) é
velocidade inicial da mesma corda. Uma deducao desta solugdo, utilizando
instrumentos posteriores a época de Lagrange, pode ser encontrada no

apéndice B.
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Lagrange afirma que a eq. (23) valida os argumentos de Euler de que
a curva inicial do sistema, e sua velocidade, podem ser tao gerais quanto se
queira, pois o mesmo se distanciou da utilizacdo de infinitesimais em sua
deducgao. Mas isso ndo é bem verdade. Uma rigorosa demonstracdo deste

método implicaria na necessidade de restri¢oes a estas curvas.

4.2 A SOLUCAO DE LAGRANGE E AS SERIES DE FOURIER

Teria Lagrange se descuidado e deixado passar um importante re-
sultado matemdtico? Sua solugdo, a eq. (23), possui uma caracteristica

interessante. Considere ¢t = 0 na eq. (23):

L 0
y(0,z) = <12?/0 U(ac)gz:lsin mlmdx) sin?cos mrclz 0

2 (b 1 -0
+ <ﬂ'a /0 V(z) Z - sin mlmdx> sin nlﬂ sin nm;

n=1

2 [* =
(L/o U(af)nzz:lsin mlmdx> sin@
= Z (L/o U(z)sin @dw sin ?

isto é,
(0,z) = i 2 /L U(x)sin D72 g ) sin 27 (24)
yohe = L J l 1

Nota-se que a eq. (24) é uma série de Fourier' impar, aplicada em U(x). As
séries de Fourier sao utilizadas de forma a aproximar valores das fungoes
as quais as séries convergem, método muito utilizado desde sua defini¢ao
em 1807 por Jean-Baptiste Joseph Fourier (1768 - 1830). Mas por quais
motivos Lagrange ndo teria as definido antes, se estava tao perto?

Uma possibilidade é que a preocupagao de Lagrange estava em en-

contrar uma solugdo para o problema fisico da corda vibrante, diretamente

1 Recomenda-se a leitura da secido 10.2 de [3] para uma compreensio geral deste conceito.
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relacionada com a propagacdao do som. Por outro lado, a eq. (24) é um
teorema da andlise matematica. Nao estaria dentro do escopo de Lagrange
obter este resultado.

Ainda relacionado a esta possibilidade estd o fato de que para obter
a série de Fourier, deve-se intercalar os termos de integracao e de somatorio.
Esta mudanca ja era sabida aos matematicos da época. Mas Lagrange
considera a integracdo da série como o passo de levar o fio do caso de
massas discretas ao caso continuo, possuindo uma interpretacao fisica. Por
outro lado, uma série infinita de integrais ndo seria uma interpretacao logica
do problema fisico que o autor buscava.

Por fim, ainda pode-se destacar que a eq. (24) é um caso especifico

da eq. (22), a solucdo inicial de Bernoulli, com coeficientes da forma

2 L
A, = E/o U(z)sin ?dw.

Lagrange tendeu a rejeitar a solugdo de Bernoulli, devido ao argu-
mento (incorreto) da periodicidade. Isso levaria Lagrange a ignorar solugdes

descritas por séries.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Nesta monografia foi possivel a verificagdo de diversos momentos
nos quais a Matematica e seus principios foram questionados. Isso decorre
da nocéo de que a mesma nao é um ente fixo e onisciente, mas sim que é
construida por nés, e que seu significado é fluido conforme o periodo historico
que se escolhe analisar. A propria matematica algebrizada, legado de Leibniz,
passou por diversas transformagoes até que seu sistema axiomético fosse
forjado no século XIX.

O plano de fundo da controvérsia da equagdo da onda estava na
legitimidade dos métodos de Leibniz e Newton. Qual dos dois modelos
seria o superior? Até onde é possivel o uso desmedido de infinitesimais?
Como uma série infinita tende a uma funcdo dada por uma tnica expressao?
Ora, uma demonstracao que utilizasse quantidades infinitamente pequenas
poderia ser de pouco valor para um matematico do cAnone newtoniano.

O século XVIII néo foi um grande periodo de formalizagdo, mas sim de
invencao. Entre erros e acertos, estes julgados baseados em principios atuais,
os matematicos estudiosos da equagao da onda mudaram os entendimentos
de conceitos, como fungoes e convergéncia das mesmas, abrindo espago para
que novas defini¢cbes e demonstracoes fossem feitas.

d’Alembert, o matemaético rigoroso, foi o pioneiro a apresentar uma
solucdo tao geral e correta. Mesmo assim, sua crenca na delimitagdo do
conceito de funcao da época impediu que fosse ainda mais inovador. Mas
é ai que Euler, o fisico matematico, consegue o sucesso. Com sua liber-
dade do uso de infinitesimais, evidencia novas propriedades inerentes da
solugdo, bem como expande o conceito de fungdo. S6 nao vai mais além
por nao definir funcdes descritas por partes, o que também o faz criticar
muito severamente a solu¢do de Bernoulli. O fisico estava correto em seu
uso do principio da superposi¢ao, apenas falhava em nao apresentar qual-
quer suporte matematico. E Lagrange, outro fisico matemético, reconhece
inconsisténcias e busca apresentar uma solugao independente de limitagoes,

e que provasse que Euler estava correto, embora ao se aplicar um maior
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rigor, sua solugdo também nao alcangaria seu potencial.

E o debate sobre o conceito de funcio entre d’Alembert e Euler que
leva Fourier, muitos anos depois, a estabelecer oficialmente a andlise alge-
brizada. Finalmente as fung¢oes dadas por intervalos seriam bem definidas
no século XIX. A prépria discussdo sobre a convergéncia da solucdo de
Bernoulli esta contida no problema das séries de Fourier, resultado que
Lagrange esteve proximo de obter. Para quais funcoes as séries de Fourier
convergem seria também uma discussdo para o mesmo século.

E neste século, com o distanciamento necessdrio, que foi possivel
responder: Qual dos quatro principais participantes da controvérsia estava
correto? A resposta é acompanhada pelo estudo de outro classico problema
fisico, a dispersao de calor, também descrita por uma equacao diferencial
parcial. Por meio deste estudo Fourier estabelece suas séries, e por meio
delas as novas funcgoes descritas por Euler podem ser representadas. A
generalidade de seu argumento finalmente havia sido provada.

Embora esta reviravolta nao tenha sido explorada neste trabalho, ela
é citada em algumas das leituras complementares realizadas. O estudo das
séries de Fourier e suas implicagoes na histéria da Matematica, bem como
a analise da equacao da dispersdo do calor poderiam se tornar temas de

pesquisas decorrentes deste projeto.
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APENDICE A - DEDUCAO DA EQUACAO DA ONDA

Esta deducdo estd baseada no capitulo 22 de [7]. Comegam-se as
manipulagdes mateméticas considerando um conjunto de n micangas de
formato desprezivel, todas de mesma massa m, distribuidas de maneira
igualitaria ao longo de um fio de comprimento [, estendido, sem perda de
generalidade, sobre o eixo das abcissas, com suas pontas fixas (Figura 5).
Considerando-se que a n-ésima massa se encontra na posi¢do x = [ e que
nao exista uma massa no ponto x = 0, a distdncia entre cada uma das
migangas serd de % Assim, a posi¢ao xj da k-ésima massa, distribuidas ao
longo de 0 < & < [, serd xp, =k - %, k=1,2,...,n.

0] I
Oo o o00o0O0O0OCOoOo o0 oCooCe

Figura 5 — Fio fixo e suas massas

Considere que este fio sofra uma leve perturbagao, de modo que as
migangas se movam verticalmente. Segue que as mesmas nio estdo mais
necessariamente sobre o eixo x, mas sim sobre o plano zy. Assumindo que
0 Unico deslocamento da k-ésima massa é vertical, isto é, paralelo ao eixo
das ordenadas, a posicdo z; da mesma no plano pode ser descrita como
z,z = [zk Y], com yi determinado pelo deslocamento.

Olhemos para a massa de posicao zj e as forgas verticais que atuam

sobre ela ao longo do movimento.

P

Figura 6 — Forgas que agem sobre a massa zj
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Considere os vetores Ty7 = 2, — zp_1 € Ty! = 2, — Zk+1, COM Y1,

Yk € Yr+1 as ordenadas, respectivamente, de zx_1, 2 € 2i+1. Considerando

T = T1T e 1y = T2T a soma das forcas verticais atuantes na k-ésima
b)

massa pode ser representada da seguinte forma:
Fy. =T - (cospp+1) — T1 - (cos dy,). (25)

Considera-se que as duas forcas paralelas ao eixo das abcissas, as
forgas horizontais, devem ser iguais, de forma que o deslocamento horizontal
da massa seja nulo. Também considera-se que a perturbacao sofrida pelo
fio é pequena, fazendo com que o deslocamento vertical da massa seja tao
pequeno quanto se queira. Uma leve inclinacao de uso de infinitesimais. O
que importa é que dada esta afirmacdo, a medida de |1_“1>| e |172>| se confunde
com Tr41 — Tk = Tk — Th—1 — L

o

Pela afirmacao anterior, assume-se que Ty = T, = T, cos¢r =

Y —Yk—1 Yre+1—Yr
T T

€ CoS Qg1 = . Assim, pode-se escrever eq. (25) como

n n

F, =T ((yk—HZ— yk) _ (yk _lyk—1>> ' (26)

Utilizando a segunda Lei de Newton, isto é, forca é igual ao produto
da massa pela aceleracdo, e sabendo que aceleracao é a segunda derivada

da funcao posicao em relagdo ao tempo, segue que

d2yk

F, =m- pER (27)
Juntando a eq. (26) e a eq. (27), obtém-se a seguinte equagao:
d?y;,  nT
2 = 1y Wt~ 29k + yr-1). (28)
Seja M a massa total do sistema, isto é, a soma de todas as n massas
discretas m, de forma que M = n-m, e definindo a varidvel positiva a® = ZMT,
podemos escrever a eq. (28) como
d?yy, na\ 2
e (T) (Yr+1 — 2Yk + Yr—1)- (29)
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Enfim, a eq. (29) descreve a posigdo de um ponto do fio no plano ao
longo do tempo. Este resultado pode ser generalizado para se obter uma
equagao diferencial parcial. Passa-se do caso discreto ao continuo assumindo

que a distdncia entre as massas dispostas no fio seja cada vez menor, de
l

maneira que ;- se torna um elemento infinitesimal de z, que tende a 0, ao
passo que a soma das massas discretas passa a se confundir cada vez mais
com a massa de um fio continuo. Aqui considera-se a densidade constante
do fio como o, valor ao qual M/I tende quando a distdncia entre as massas
diminui. Portanto, no caso continuo, tem-se a? = % Considera-se a fungao

solugdo varidvel no tempo, mas também no espago. Assim, pode-se fazer as

seguintes substituiges na eq. (29):

%y . o [ Yk+1 — 2Yr + Yr—1
iz (b)) = Jim ( ( As? : (30)

Enfim' ¢é obtida a equacdo da onda:

2
Yy
: @(f,w) (31)

L Para verificar a igualdade entre eq. (30) e eq. (31), recomenda a leitura da secio 1.4

de [10].
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APENDICE B - DEDUCAO DA SOLUCAO DE LAGRANGE PELO
METODO DE FOURIER

Esta solugdo estd baseada em [1], que utiliza o método de Fourier, e
é dada ao se considerar um problema de valores iniciais e de fronteira, no
qual os pontos 0 e L estdo sobre o eixo das abcissas, e f(z) e g(x) sdo a
forma inicial e a velocidade inicial do fio, respectivamente:
%(t,x):a2~%(t,x), em 0<z<L,t>0
y(t,0) =y(t, L) =0,

y(0,2) = f(z) e %(O,x) =g(z), para0<axz<L.

para t > 0;

O método da deducio se d4 ao utilizar a separacio de variaveis', isto
é, assumir que y pode ser escrita como y(t,x) = F(x) - G(t), F e G fungdes
dependentes de uma tnica variavel. Aplicando a expressao na equagao da
onda, obtém-se:
F(z)-G"(t) =d® - F"(z)-G(t), (32)
com F(z) = 28 (2), e G"(t) = TL(t).
Busca-se considerar uma solugéo diferente da trivial, isto é, y(¢, z) # 0.
Segue que F(x) # 0 e G(t) # 0. Logo, eq. (32) pode ser escrita como
F'(x) _ G"(t)
F(z)  a2G(t)

Esta equacao permite identificar que o lado esquerdo da mesma de-

(33)

pende apenas da varidavel x, enquanto o direito depende apenas de t. Mas
como uma expressao dependente apenas de x pode ser igual a uma outra
expressdao dependente apenas de outra varidvel 7 Ora, a igualdade entre os
termos valerd apenas se os dois lados forem iguais a um termo constante,

um pardmetro, que sera denotado aqui por o. Assim, a eq. (33) se torna

J el
—_— = = g
F  a2G ’
1 Recomenda-se a leitura da secdo 10.5 de [3] para uma melhor compreensao da utilizagdo
deste método.
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de forma que as duas equagoes abaixo sdo verdadeiras:

F" —oF = 0;
G" — a’cG = 0.

Cabe agora aplicar as condigoes de fronteira, isto é, y(t,0) = 0, e
y(t, L) = 0. Da primeira, F(0)-G(t) = 0, e da segunda F'(L)-G(t) = 0. Como

G(t) # 0, segue o seguinte problema de equagoes diferenciais ordindrias:

F'"—oF =0;
F(0)=F(L) =0.

As solugbes F' deste problema ja sdo conhecidas pelos métodos de
resolucao de equagoes diferenciais ordinarias. Porém, como serd visto, alguns
casos nao serao considerados devido as condigoes de fronteira, e a necessidade
de considerar F' identicamente nao-nula.

De maneira simples, o problema de considerar f” — \f = 0 possui

solucao geral da forma
f(z) = creVre — cze_‘a’”7 (34)

com ¢ e co constantes reais a serem determinadas pelas condigoes de fron-
teira. A grande dificuldade aqui estd em identificar os valores de \ que
satisfacam as condigbes ja colocadas, particularmente o caso de que f nao
deve ser identicamente nula. Em outras palavras, isto é um problema de
autovalores.

Voltando para a deducdo, deve-se encontrar os valores de o tal que
todas as condigoes do problema sejam satisfeitas. A solugio geral da eq. (34)
indica a necessidade de considerar o em trés casos distintos.

Primeiro, considera-se o > 0. Neste caso, a solucdo geral de eq. (34)

é simplesmente expressa como

F(z) = c1eV7® — cpe= V7", (35)
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c1, ¢o constantes reais. Aplicando as condigoes de fronteira, isto é, F(0) =0
e F(I) =0,

c1+co = 0;
{ cle\/EL + cze*\/gL =0.

Da primeira linha deste sistema, cs = —c1. Fazendo esta substituicao
na segunda linha, conclui-se que ¢; - (eV?F — e~ V7E) = 0. Como eVl —
e VoL — 0, segue que ¢; = 0. Mas se isso acontece, cg = —c; = 0. Assim
sendo, eq. (35) é identicamente nula. Logo, este caso ndao pode ocorrer.

Segundo, considera-se 0 = 0. A EDO F” — oF = 0 se reduz para

F" = 0. Por integracao, a solucao é dada por
F(z)=c1-z+ca,

c1, ¢ constantes reais. Aplicando as condigoes de fronteira,

co2 = 0;
c1-L+c=0.

Da primeira linha, ¢o = 0. Aplicando essa condi¢do na segunda linha,
c1+ L =0, o que implica ¢; = 0. Segue que esse caso também implica que
F(z) ser identicamente nula.

Terceiro, o < 0. Neste caso, escreve-se ¢ = —\%, X # 0, o que garante
a negatividade de 0. A EDO entdo, é expressa como F" + \2F = 0. A

solucgao geral deste caso é expressa como
F(z) = ¢y - cos(Az) + c2 - sin(Ax), (36)

c1, ¢ constantes reais. Aplicando as condi¢oes de fronteira, obtém-se

Cc1 = 0;
1 - co8(AL) + ¢z - sin(AL) = 0.

Da primeira linha ¢; = 0. Aplicando esta condigdo na segunda linha,

¢o - sin(AL) = 0. Ora, se co = 0, F é identicamente nula. Necessita-se entéo,



50 APENDICE B. Deducio da solugio de Lagrange pelo método de Fourier

que sin(AL) = 0. Esta condic¢do ocorre para quando AL = n - 7, n inteiro

nao-nulo. Enfim, o conjunto de autovalores de o deve ter a seguinte forma:

n?n?

2’

on = —
n € N. Da mesma forma, as autofuncoes devem ser da forma

nwx
Fow) = e -sin (77,
(z) = ¢y - sin T

n € N.

Ja foram determinadas as funcgbes F), e os valores o,,. Basta descobrir
as fungdes que satisfazem G” —a%0,G = 0. Neste caso, escreve-se o, = —\2,
de forma a obter a EDO G” + (a\,)?G = 0. As solugdes desta equacio sdo
da forma

Gn(t) = ky - cos(arnt) + ko - sin(ad,t),

n € N. Como mostrado anteriormente, A, = 7, e as solucdes de G sao

nmat nmat
Gn(t) =k, -cos< 7 ) + ko, -sin( T >

Fazendo a,, = ¢y, - k1, € an = ¢, - ko, & n-ésima solugéo y, (¢, x) é

yn(t,z) = Fp(x) - Gu(t)

n € N.
Pelo principio da superposicao, a solugdo mais geral é dada pela soma

de todas as demais solugoes:

e = o (7)o () o (7)o (7).

bastando apenas calcular os coeficientes a,, e b,. E para fazer isso, cabe o

auxilio do formato inicial do fio e de sua velocidade neste instante.
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Como estabelecido no inicio desta se¢do, supoe-se que a forma inicial

da corda possa ser expressa por uma funcao f tal que y(0,z) = f(z). Mas

y(0,x) = ;an sin (?) Ccos <n7rz- 0) + b, sin (?) sin <n7rz. 0)
= ia sin <@>
n=1 ! L ’

isto é,
Z @y, Sin (%) = f(x).
n=1

O que estd se assumindo é que a série converge para a funcao f. Pelo

método de Fourier, os coeficientes a,, sdo da forma

ap, = i/LL f(x)sin (?)dw (37)

A grande dificuldade é que f(x) ndo estéd definida no intervalo [—L, 0),
usado na integral. Mas, como f(0) = f(L) = 0, é possivel estender f(x) para
todo z real, de forma que a funcéo seja impar e possua periodo de 2L. Desta

forma, eq. (37) se reduz a

ap = E/OL f(x)sin (?)dw

Para determinar os coeficientes b,, utiliza-se a velocidade inicial do

. 4, O ,
fio, isto ¢, g tal que 3%(0,x) = g(z). Dai,

dy > A AN nmc-0\ nwe

8t(0w)-§—ansm< 7 )sm( 7 )L
> . /nmx nmc-0\ nwc
+n¥1bnsm<L) cos( 17 )L

= . (NTT\ nwc
= nz::lbn sin (T) A
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Assume-se que essa série resultante convirja para a func¢éo g, de forma que
o0
Z b si (mr:v) nmwe
= sm\|\—— | —.
" L L
n=1

Analogamente ao método de Fourier anterior, como ¢(0) = ¢g(L) =
0, pode-se estender g(z) para a reta real, de maneira que seja fmpar e

com periodo 2L. Assim, os coeficientes b,, estao de acordo com a seguinte

2 L
%bn = Z/o g(z) sin (?)dm

Basta isolar b,, de forma a obter

igualdade:

Enfim, a solugdo encontrada pelo método de Fourier é

y(t, ) ( / [z bln )d;c) sin (%) cos <n7;at>
Z(m/ o (252} ) i (75 i (2.

Em particular, a solu¢do de Lagrange é escrita invertendo os termos

de integracdo e os somatorios, obtendo

(2 g <”7>dw) i (12 o (52

o0




53

APENDICE C - ESTUDO DE ONDAS

C.1 ONDAS TRANSVERSAIS

O objetivo desta se¢do, baseada fortemente no capitulo 16 de [8], é
introduzir conceitos bésicos de ondulatéria que virdo a ser explorados pelos
autores tratados neste trabalho, que se debrucaram sobre o problema de
encontrar fungoes que descrevessem o formato de um fio vibrando a partir
da posi¢ao de uma particula sobre este fio e do tempo.

Para melhor analise, neste capitulo serd considerado um fio inexten-
sivel, tdo grande quanto necessario, cujo comprimento tende ao infinito. A
dedugao da equacao e seus estudos qualitativos é feita no apéndice A.

Segue que o objetivo é encontrar uma fungio y tal que y = y(t, =)
que descreva o formato do fio. Aqui, busca-se investigar um conjunto de
solugbes especificas tido como geral nos dias de hoje. O caso em que y pode
ser representada por fungoes sinusoidais. Busca-se fazer uma construcao

para o conceito de ondas estacionérias. Seja entao
y(ta Z‘) = Ym Sin(kx - Wt) (38)

Diz-se que y(t,z) é o deslocamento, y,, é a amplitude, sin(kx — wt)
é o termo oscilante, kxr — wt é a fase, k é o nimero angular da onda, w é a
frequéncia angular, z é a posicdo, e t é o tempo. Cada um destes termos e
suas implicagées no formato da onda serdo tratados adiante.

E possivel verificar a direcio de uma onda transversal. Por exemplo,

4

na fig. 7, observa-se um “vale” localizado na posi¢do x = 37” Supondo

que este ponto estd fixo sobre a onda, observa-se que o mesmo “vale” se
desloca para as posi¢coes z = 7 na fig. 8, z = 7 na fig. 9 ez = 0 na
fig. 10, respectivamente, caracterizando um deslocamento desta onda para
a esquerda ao longo do tempo. Por fim, na fig. 11 o mesmo “vale” esta na
posigao z = —*. Esta observagao indica a existéncia de um perfodo 7" para

esta onda. Isto serd tratado mais a frente.
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-2.54

Figura 7 — Exemplo de onda em ¢t =0

254

-2.5+

. _T
Figura 9 — Onda em t = 5
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2-5-4
-2.5 0 2.5 5 »5 10
-2.54+
Figura 10 — Onda em t = ?f
A
254
2.5 g 2.5 5 7.5 10
-2.54

Figura 11 - Ondaem t =T

Cabe notar que o movimento horizontal destacado é feito pela onda,
e nao pelo fio. Se analisado um ponto especifico do fio, é possivel verificar
que seu deslocamento é apenas vertical. Por exemplo, se fixado o ponto
do fio x = 0, verifica-se nas imagens acima que seu deslocamento se da
apenas sobre o eixo das ordenadas. Para qualquer outro ponto do fio, o
deslocamento também sera vertical. Isto é, o fio se move paralelamente ao
eixo y.

A amplitude y,, de uma onda é o maior deslocamento vertical dado
pela eq. (38). Como a fungdo seno varia entre os valores de —1 e 1, existe

um par (¢, x) tal que y(t,x) assume maior valor, que é y,,. Sem perda de



56 APENDICE C. Estudo de ondas

generalidade, compreende-se que y,,, € uma constante positiva, por ser uma
magnitude.

A fase kx — wt é o argumento da fungao seno da eq. (38). Conforme
o par (t,x) se altera, o deslocamento y(t,z) varia entre os valores de y,, e
—Ym- Isto é, a fase gera os “picos” e “vales” observaveis nas figuras anteri-
ores. Desta forma, a fase é responsavel pela oscilacdo da onda, enquanto a

amplitude determina os pontos extremos.

Definigao C.1. O comprimento A de uma onda é a menor distancia entre

as repeticoes do formato da mesma.

Por exemplo, em fig. 7, se fixado o ponto x = 0 é observavel que
o mesmo formato aparece no ponto x = 27. Desta forma, o comprimento
desta onda sera de 2.

No caso geral, o comprimento da onda possui relagao direta com o
numero angular da onda. Como A estd relacionada apenas com a varidvel z,

fixa-se o tempo t = 0 para uma andlise mais aprofundada:
y(0,2) = Yy, sin (kx).

Por defini¢ao de comprimento de onda, y(0,z) = y(0,z + \), para
todo x. Entéao
Ym sin (k) = ypm sin (kz + k).
Sabe-se que para a,b € R, sina = sin (a + b) se, e somente se, b for
multiplo inteiro de 27. Segue que kA = 27 - n, n inteiro. Como A deve ser a

menor distdncia ndo nula tal que uma repeticao ocorra, n deve ser 1. Assim,

o
o

Definicao C.2. O periodo de oscilagio T' é o menor tempo que cada

k (39)

elemento do fio leva para completar uma oscilagdo completa.

Por exemplo, a partir da fig. 7, é possivel observar a oscilagdo no

ponto z = 0. Comegando em y = 0, o ponto do fio sobe, assumindo um pico
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em determinado momento, desce, intersecta o eixo das abscissa, assumindo
um vale em determinado tempo, retornando a posigdo y = 0. Apds essa
oscilagdo, o descrito acima se repete. O tempo decorrido dessa oscila¢do é o
periodo desta onda.

Para o caso geral, o periodo possui relacao direta com a frequéncia
angular. Como o periodo é o mesmo para qualquer ponto do fio, considera-se

para anélise o ponto na posicao z = (. Dali,

y(t,0) = ypm sin (—wt) = —yy, sin (wt).

Por defini¢ao de perfodo, y(t,0) = y(t + T,0), para todo t. Segue que

—Ym Sin (wt) = =y, sin (wt + wT).

Pelo mesmo argumento utilizado anteriormente, w7 deve ser multiplo
inteiro de 2, isto é, wT = 27-n, n inteiro. Como T" deve ser o menor possivel

nao-nulo, n deve ser 1. Enfim,

Definicdo C.3. A frequéncia f de uma onda é dada pela relagao

(41)

Nl =

Também é possivel determinar a velocidade da onda. De maneira
geral, considera-se a velocidade de um sistema pela razao de infinitesimais
%. Busca-se encontrar uma expressdo que contenha tal expressao.

Considera-se um deslocamento positivo da onda, como o observado

na figura abaixo, onde a onda verde se desloca para a azul:
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Nota-se que nao ha um deslocamento horizontal dos pontos do fio,
apenas da onda. Se um ponto da onda mantém seu mesmo deslocamento
vertical conforme se move horizontalmente, decorre que a fase da eq. (38)

deve se manter constante, isto é,
kx — wt = ¢, (42)
¢ € R. Derivando esta equacao em relacao a ¢, obtém-se

[R—
a Y

Defini¢ao C.4. A velocidade v de uma onda é dada pela expressao

_dr  w

Tw T E

sendo a razao da frequéncia angular pelo niimero angular da onda.

Utilizando a eq. (39), a eq. (40) e a eq. (41), é possivel generalizar

ainda mais a velocidade da onda:
v=—=\f. (43)

A eq. (42) garante o deslocamento positivo da onda, isto é, a onda
se move para o lado direito do eixo das abcissas. Quanto maior o tempo,
maior deve ser a abcissa relativa a um ponto da onda, de forma a garantir

a igualdade assumida. Logo, a eq. (38) representa ondas deste tipo.
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Segue que para obter uma onda que possua deslocamento negativo,
isto é, que se mova para o lado esquerdo do eixo x, deve-se substituir ¢ na
eq. (42) por —t, obtendo kx + wt. Neste caso, quanto maior o tempo, menor
deve ser a abcissa referente a um ponto da onda. Uma funcdo y(t,x) =

ym sin (kx + wt) representa ondas deste tipo.
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C.2 ONDAS ESTACIONARIAS

Defini¢ao C.5. Sejam duas ondas, y1(t,z) e y2(t, z), atuando sobre um
mesmo fio. Se em dado tempo e posicao, as duas ondas se encontrarem, o

principio da superposi¢ao garante que a onda resultante serd da forma
y(t,z) = y1(t, z) + y2(t, ). (44)

Defini¢do C.6. Se duas ondas sinusoidais, y1 (¢, ) e y2(t, ), de mesma
amplitude, comprimento de onda e periodo, viajam em dire¢bes opostas em
um fio esticado, suas interferéncias produzem uma onda estacionaria. Isto

é, se y1(t, ) = ym sin (kz — wt) e ya(t, ) = Yum sin (kx + wit),

y(ta 3’3) =Y (t’ .T) + y2<t7 )
= ym (sin (kx — wt) + sin (kz + wt)) (45)
= 2y, sin (kx) cos (wt)

é uma onda estaciondria.

- Ty

& %

0 i s

Figura 12 — Onda estacionaria ao longo de seu periodo
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A fig. 12 caracteriza um exemplo de onda estacionédria. A primeira
coluna se trata de uma onda transversal, em diferentes momentos de seu
periodo, com direcdo negativa, isto é, se dirige para a esquerda do eixo
das abcissas. A segunda coluna representa uma onda de mesma amplitude,
comprimento de onda e periodo da anterior, nos mesmos momentos de seu
periodo, com a diferenca de se movimentar positivamente, isto é, se dirige
para a direita do eixo x. A terceira coluna apresenta a onda resultante da
sobreposicao das duas primeiras. Por defini¢do, esta nova onda é estaciondria.
Cabe verificar como ela se comporta nos diferentes momentos representados
nos quadros.

Considera-se a primeira linha no tempo ¢ = 0. Neste momento as
figuras das duas primeiras colunas sao iguais, isto é, os pontos de mesma
amplitude sdo os mesmos para as duas figuras. Realizando a soma da sobre-
posigao, os pontos de maximo e minimo da figura resultante serdo os mesmos
que os das figuras anteriores, com a magnitude maxima do deslocamento do
fio sendo o dobro do deslocamento anterior. O mesmo ocorre para a terceira
e a quinta linha, nos momentos t = % et = T, respectivamente, com T'
sendo o periodo das duas primeiras ondas.

A segunda linha se encontra no tempo ¢t = %. Aqui os picos da
primeira figura estao alinhados com os vales da segunda, bem como os vales
da primeira estao alinhados com os picos da segunda. Realizando a soma
da sobreposicao a onda resultante terd y (i, x) = 0, para todo x. O mesmo
pode ser observado na quarta linha, no momento t = %.

A terceira coluna apresenta o movimento bésico de uma onda estaci-
onaria ao longo de todo um periodo. Como o proprio nome da onda sugere,
este tipo de onda nao possui movimentagao ao longo do eixo das abcissas.

Também sao observaveis pontos de destaque deste fio.

Defini¢gdo C.7. Os pontos x de uma onda estaciondria que nunca se movem,

isto é, y(¢t,z) = 0 para todo t, sdo chamados de nos.

Definigdo C.8. Os pontos x de uma onda estacionaria que assumem o

valor da maxima amplitude em algum momento sao chamados de anti-nés.
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Estes pontos sempre assumem o valor de maximo ou de minimo da onda

em dado momento.

Enquanto nas ondas transversais cada ponto do fio possuia mesma
amplitude, isto é, todos pontos pontos alcancam o valor y,, em algum
momento, isso nao é verdade para as ondas estacionarias, onde a mesma
varia com a posicao. Isso é evidente pela existéncia de nés e anti-noés, que

apresentam a minima e a maxima amplitude possivel no sistema.

Definicdo C.9. A amplitude uma onda estaciondria da forma y(t,x) =

2y sin (kx) cos (wt) é dada pela magnitude da expressao variavel 2y,, sin (kz).

Para identificar todos os nés de uma onda estacionaria, deve-se entao
verificar os valores para os quais 2y, sin (kz) = 0. Isto sé ocorre quando

kx = 7 - n, n inteiro. Usando a eq. (39), segue que os nds sdo da forma

Cabe identificar todos os anti-nés. A méxima amplitude ocorre para
todo kz que gera sin (kz) = 1 ou sin (kz) = —1. Segue que kz = (n+ 3) -,

n inteiro. Usando a eq. (39), os anti-nés sdo da forma

AP
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C.3 RESSONANCIA E HARMONICOS

Até agora, considerou-se um fio de comprimento indefinido, tdo grande
quando necessario, sem que fosse preciso se preocupar com suas pontas fixas,
estudando as vibragoes que passam pelo mesmo. Mas quando se considera
um fio finito, com suas pontas fixas, é possivel observar o fendmeno da
ressonancia. Sem perda de generalidade, considera-se de agora em diante
que o fio esta fixo nos pontos = 0 e x = L, L um ntmero real positivo.

Suponha uma sequéncia de vibragoes de formato sinusoidal, com
mesmo comprimento de onda, periodo e frequéncia, que passam por um
fio fixo, digamos, da esquerda para a direita. Ao alcancar o ponto mais a
direita, a onda rebate, fazendo o caminho oposto, para a esquerda. Esta é o
processo de ressonancia. Em determinado momento esta onda se encontra
com outra vibragdo que segue para a direita. Pela construgao das mesmas,
o resultado deste encontro serda uma onda estacionaria.

Este processo de ressonancia gera curvas tidas como especiais, cha-
madas de harménicos. O primeiro harménico (figura abaixo) caracteriza-se
em um Unico arco variando entre acima e abaixo do eixo formado pelo fio

€em repouso.

Neste caso o comprimento L do fio é metade do comprimento A da

onda que passa pelo mesmo, podendo-se escrever L = % Os noés desta onda

sao as extremidades, z = 0 e z = L, com um anti-né, x = %
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O segundo harmoénico (figura acima) se apresenta como dois arcos,
um acima e o outro abaixo do eixo formado pelo fio em repouso. Assim
sendo, o comprimento da onda é o mesmo que o comprimento do fio. Logo
L=)\= % Os trés noés desta onda sao as extremidades e o ponto médio

do fio, x =0, z = % e x = L, enquanto os anti-nés sao os pontos médios

dos intervalos formados pelos pontos anteriores, x = % ex = %.

O terceiro harménico (figura acima) consiste em trés arcos alternando
entre acima e abaixo do eixo formado entre o fio em repouso. Segue que

o tamanho do fio corresponde a um comprimento e meio da onda, isto é,

L = 7’\ Segue que os nos deste harmonicos sdo z = 0, z = %, T = % e
x = L. Os anti-nés sdo os pontos x = %, T = % ex = %

De maneira geral, o comprimento de onda de dado harmdnico é

2L
A= —, 46
- (46)
paran =1,2,3,.... O primeiro harmonico ocorre se, e somente se, n =1, o

segundo quando n = 2, e assim por diante.

Utilizando a eq. (41) e a eq. (46), deduz-se as frequéncias necessarias
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para produzir tais harmonicos:

n=12,3,..
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