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RESUMO

Esta monografia visa explorar e compreender o funcionamento métodos para
resolugdo de sistemas lineares, nos quais as componentes que definem as
equagoes lineares pertencem ao corpo Z,, bem como implementé-los com-
putacionalmente. Para isto, exploramos o algoritmo da divisdo euclidiana,
e definimos e caracterizaremos o conjunto Z, como um corpo. Além disso,
caracterizamos sistemas lineares no corpo dos nimeros reais, e analisamos
algoritmos para resolugdo de sistemas lineares em Z,. Finalmente, cons-
truimos uma representacdo computacional de Z, por meio da linguagem
de programagao Julia, implementamos os algoritmos para resolucao de
sistemas lineares em Z,, e apresentamos uma aplicacdo em criptografia
utilizando cifra de Hill.

Palavras-chave: Sistemas lineares; Corpo Z,; Linguagem Julia; Cifra de
Hill.






ABSTRACT

This monograph aims to explore and understand the operation of methods
for solving linear systems, in which the components defining the linear
equations belong to the field Z,, as well as to computationally implement
them. To this end, we exploit the Euclidean division algorithm, and define
and characterize the set Z,, as a field. Furthermore, we characterize linear
systems in the field of real numbers, and analyze algorithms for solving linear
systems in Zp. Finally, we construct a computational representation of 7,
by means of the programming language Julia, we implement algorithms for
solving linear systems in Z,, and we present an application in cryptography
using Hill’s cipher.

Keywords: Linear systems; Field Z,; Julia language; Hill’s cipher.
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INTRODUCAO

A histéria mostra que, desde o surgimento de linguagens humanas
mais complexas — em particular, a escrita —, métodos para codificar uma
mensagem de modo que somente seu destinatario legitimo consiga interpreta-
la foram pensados. O estudo desses métodos constitui a criptografia: do
grego, cryptos, secreto ou oculto. Naturalmente, na mesma medida foram
pensados métodos para decifrar codigos criptografados.

Um dos cédigos de criptografia utilizados durante a histéria, é a cifra

de Hill, que se utiliza de um anel Z,, em seu processo de cifragem.

Cifra de Hill

A cifra de Hill foi inventada pelo matematico norte-americano Lester
S. Hill em 1929. Segundo Brandéo [4, p.53], “A Cifra de Hill consiste em
um sistema de criptografia por substituicdo poli-alfabética, baseado em
transformagoes matriciais.”

Nesta cifra, primeiro necessitamos definir uma tabela de conversao,
para que nossos caracteres sejam transformados em niimeros antes de serem
cifrados. A quantidade n de caracteres que a tabela possui, ird definir em
que anel iremos trabalhar, como estamos lidando com unidades inteiras,
esse anel serd Z,. Em seguida convertemos a mensagem usando a tabela
escolhida.

Entao, precisamos escolher a chave de criptografia, que deve ser uma
matriz quadrada A de ordem m X m em que m depende do tamanho da
mensagem que queremos cifrar. Essa matriz precisa possuir inversa tal que
ambas possuam entradas inteiras, ja que estamos trabalhando no anel Z,,
caso contrario, nao seria possivel descriptografar a mensagem.

O préximo passo é quebrar nosso texto cifrado em blocos de tamanho
m, e caso a mensagem nao seja multipla de m, precisamos completar a
mensagem com algum caractere. Feito isso, convertemos estes blocos em

vetores que denotaremos por p.
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Para criptografar a mensagem temos que computar o produto ¢ = Ap
em que ¢ sao os vetores que correspondem aos blocos da mensagem j4 cripto-
grafada. Apdés, é preciso encontrar as classes de equivaléncia correspondentes
dos elementos no vetor ¢ e, por fim, podemos usar a tabela para verificar a
mensagem criptografada.

Por outro lado, dado um vetor criptografado ¢ queremos encontrar
o vetor original p, tal que Ap = ¢, isto é, precisamos resolver um sistema
linear. Por exemplo, para descriptografar a mensagem, podemos calcular a
inversa de A, tal que A- A~' = I, depois calcular o produto A~'c = p e
encontrar suas correspondéncias na tabela. Vamos ver como isto funciona

na pratica.

Pré-codificacdo

Antes da criptografia, é necessario realizar uma fase de pré-codificacio,
em que os caracteres da mensagem sao convertidos em ntmeros através de

uma tabela. Observe a tabela de conversao a seguir:
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a b ¢ d e f g h i j k

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 11
1 m n o} p q r S t u v w
12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23
X y z a a a a ¢ é é i 6
24 | 25 | 26 | 27 28 29 | 30 | 31 | 32 | 33 | 34 | 35
0 0 1 A B C D E F G H I
36 | 37 | 38 | 39 40 41 | 42 | 43 | 44 | 45 | 46 | 47
J K L M N (0] P Q R S T U
48 | 49 | 50 | 51 52 53 | 54 | 55 | 56 | 57 | 58 | 59
V| |W| X |Y 7 AJA|JA|A|]C|E]|E
60 | 61 | 62 | 63 64 65 | 66 | 67 | 68 | 69 | 70 | 71
ftfojJolo |l U0 |[of|1]2]3]4]5]°6
72 | 73 | 74 | 75 76 7r| 78 | 79 | 80 | 81 | 82 | 83
7 8 9 . , ; : ? ! ' % $
84 | 8 | 86 | 87 88 8 | 90 | 91 | 92 | 93 | 94 | 95
T+ = * [/ [N #] <> [ [1

96 | 97 | 98 | 99 | 100 | 101 | 102 | 103 | 104 | 105 | 106 | 107

] { } @ Enter
108 | 109 | 110 | 111 | 112

Tabela 1 — Tabela de conversao para cifragem.

Note que, como este trabalho trata de sistemas lineares em corpos
finitos, escolhemos uma tabela com 113 elementos para podermos trabalhar
no corpo Z13. Porém, a cifra de Hill original trabalha com uma tabela de
26 elementos e efetua os cdlculos necessarios no anel Zog.

Suponha para fins de exemplo que desejamos criptografar a frase
“Que a forga esteja com vocé”. Primeiramente, aplicando a pré-codificacao,
observamos a tabela de correspondéncia, e verificamos que a frase corres-
ponde a55215010615183110519205101031513022153
33.

Codificando

Vamos dar inicio a criptografia de fato. Primeiro devemos escolher

uma matriz A, quadrada de ordem m x m, em que m depende do tamanho
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da mensagem a ser cifrada; como estamos cifrando uma mensagem pequena,
vamos utilizar m = 3. Devemos escolher A de modo que seja inversivel e que

tanto A quanto sua inversa tenham entradas no corpo Z;13. Tome entao

1 3 3
A=11 4 110
1 3 4

Agora, vamos separar nossa mensagem em blocos de tamanho m, no caso
“Que a forga esteja com voce” =55215010615183110519205101
0315 13 0 22 15 3 33 ficard como (Que) (a ) (for) (ca ) (est) (eja) ( co)
(mv) (océ) =55215 010 61518 3110 51920 5101 0315

13022 15 3 33. Por conseguinte, convertemos nossos blocos em vetores

coluna de tamanho m, denotados aqui por px em que k =1,---,9:
55 0 6
b1 = 21 yD2 = 1 yP3 = 15 )
5 0 18
[ 31 ] [ 5 ] [ 5 ]
pa=| 1 |,ps= |19 [,ps=| 10 |,
| 0 | | 20 | | 1
[0 ]| [ 13 ] [ 15 |
b7 = 3 , P8 = 0 P9 = 3
| 15 | | 22 | | 33 |
Entao, devemos calcular os produtos ¢, = A - pg, com k=1,---,9.

O método usual de cifra de Hill efetua as contas com os vetores separa-
damente, mas, para facilitar e otimizar nossos calculos, em vez de efetuar
nove operacoes, podemos concatenar todos os vetores p, em uma matriz
P de ordem 3 x 9, efetuando uma tnica multiplicagao. Por fins estéticos,
vamos concatenar os vetores em trios, reescrevendo-os como trés matrizes
Pij1. de ordem 3 x 3 em que p;, p2 € p3 compdem uma Unica matriz que

denotaremos por Pjo3. Desta forma, quando calculamos A - Pjs3 estamos
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fazendo o equivalente a calcular A - py, A-ps e A-p3. Da mesma maneira,
construimos as matrizes Pys € Prgo.

Vamos entao aos cdlculos com as matrizes concatenadas.

1 3 3 55 0 6 [ 133 3 105
Cioa3=APjp3= |1 4 110 |-| 21 1 15 | =| 689 4 2046
1 3 4 5 0 18 | 138 3 123
[ 20 3 105
=111 4 12 |,
| 25 3 10

em que apresentamos a conta intermediaria em Z e apds reduzimos a Zi13.
Doravante, apresentaremos apenas os resultados em Z113. Procedemos entao

para Cys6 € Crgg:

3 3 31 5 5 34 9 38

Cus6 =APgss = | 1 4 110 | - 1 19 10 | =| 35 21 42 |,
3 4 0 20 1 34 29 39
1 3 3 0 13 15 54 79 10
Crsg=APrgg= | 1 4 110 | - 3 0 3 =1 8 60 41
1 3 4 15 22 33 69 101 43

Por fim, observamos novamente a tabela de conversao e obtemos a
mensagem cifrada 20 11 25 3 4 3 105 12 10 34 35 34 9 21 29 38 42 39 54
80 69 79 60 101 10 41 43 = “tkycdc(1ji6iiuaaDAP3C2V\jCE”, finalizando

assim o processo de encriptagao.

Decodificando

Analisemos agora o processo de descriptografia. Primeiramente, neces-
sitamos da chave de decodificagao. Para isto, precisamos calcular a inversa
de A, no corpo Z13.

Calculemos a inversa de A: Para encontrar a inversa de A basta que

encontremos uma matriz tal que A - A~! = I. Comecamos realizando a
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seguinte multiplicacao

(1 3 3 r s t
1 4 110 |- | v v w
|1 3 4 r Yy z

r+3u+ 3z s+ 3v+ 3y t+ 3w+ 3z
=| r+4u+ 110z s+4v+ 110y ¢+ 4w+ 110z
r+ 3u+4x s+ 3v+4y t+ 3w+ 4z

Agora basta igualar o resultado da multiplica¢do & matriz identidade

r+ 3u+ 3z s+ 3v+ 3y t+ 3w+ 3z 1 0 0

r+4u+110z s+4v+110y t+4w+110z | =| 0 1 O

r+ 3u + 4x s+ 3v+4y t+ 3w + 4z 0 0 1
e resolvendo os trés sistemas lineares

r+3u+ 3zrx=1 s+3v+ 3y=0 t+3w+ 3z=0

r+4u+ 110z =0, s+4v+ 110y =1, t+ 4w+ 1102 =0

r+3u+ 4xr=0 s+3v+ 4y=0 t+3w+ 4dz=1

obtemos a inversa de A em Z113 que é dada por

25 110 92
At=]106 1 6
112 0 1

Para descriptografar a mensagem “tkycdc(lji6{iuatDAP3C2V\jCE”, preci-
samos converté-la novamente nas matrizes C1a3, Cys6 € Crgg € calcular os
produtos A7101237 A710456 e A710789. Portanto:

4010 791 4864 55 0 6
A0 = 2281 340 11202 | =| 21 1 15 | = Pios,

2265 339 11770 5 0 18

7828 5203 9158 31 5 5
A0 = | 3848 1149 4304 | =| 1 19 10 | = Puse,

3842 1037 4295 0 20 1
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16498 17867 8716 0 13 15
A Cg9=| 6218 9040 1359 | =| 3 0 3 | = Prgo.
6117 8949 1163 15 22 33

Aplicando a tabela de conversdo a sequéncia numérica 552150106 15 18
3110519205101 0315130 22 15 3 33 temos novamente a frase “Que
a forga esteja com vocé”, concluindo assim o processo de decodificagao.

Vimos que para realizar o processo de criptografia utilizando cifragem
de Hill, precisamos calcular uma matriz inversa. Sendo assim, sabe-se que
os métodos utilizados para realizar tal computo exigem muitos calculos.
Um dos métodos mais baratos para conseguir obter uma matriz inversa é
resolver sistemas lineares do tipo Av = e;, em que v representa a coluna da
matriz inversa e e; representa a coluna correspondente da matriz identidade.

Como estamos tratando de matrizes no corpo Z,, surge a questao:
como resolver um sistema linear no corpo Z,? E essa a problemdtica que
buscaremos responder no decorrer desta monografia tanto do ponto de vista
tedrico quanto do computacional.

Por uma questao didética, organizaremos este estudo em sete capi-
tulos que permitem responder a questdo acima. O primeiro nos familiariza
com conceitos importantes sobre algoritmo euclidiano estendido. No segundo,
realizaremos a construcao do corpo dos inteiros médulo p. No terceiro, relem-
braremos conceitos importantes acerca de matrizes. No quarto abordaremos
o tema sistemas lineares e métodos utilizados para resolvé-los. No quinto,
estudaremos os algoritmos para resolucdo de sistemas lineares no corpo Z,.
Destacaremos no sexto capitulo, algumas caracteristicas da linguagem de
programagcao escolhida bem como explicamos as implementagoes e apresen-
tamos um exemplo resolvendo uma cifra de Hill. Por fim, apresentamos as

consideragoes finais.
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1 ALGORITMO EUCLIDIANO E EUCLIDIANO ESTENDIDO

Para que possamos computar calculos dentro de Z,,, precisamos de
algumas ferramentas algébricas, dentre elas estdo o Algoritmo da divisao,
o Algoritmo Euclidiano e o Algoritmo Euclidiano estendido, os quais es-
tudaremos neste capitulo, tomando como referéncia o livro de Coutinho
[5].

Um algoritmo é uma sequéncia nao ambigua de instrug¢oes ou ainda,
um processo utilizado para efetuar qualquer célculo. Os algoritmos sao
classificados em exatos, — que buscam a melhor solugao possivel —, ou
aproximados, que buscam uma solucao satisfatéria — que apesar de possuir
uma margem de erro, tem resultados suficientemente bons para resolver o
problema dado —, isto devido a complexidade de determinados problemas
cuja resposta exata seria inviavel.

Segundo Coutinho [5, p.18-19], a palavra algoritmo vem do rabe e
significa Al-Khowarazmi ou, “o homem de Khowarazm”, como chamavam o
matemdtico drabe Ben Musa, que viveu no século IX. Foi por seu livro “Al-
jabr wa’l mugabalah” que os algarismos indo-arabicos chegaram ao ocidente.

Exemplificando, suponha um algoritmo que lhe pede para vestir pri-
meiro as suas meias e sapatos e por ultimo suas calgas, enquanto outro
algoritmo lhe pede que ponha primeiro as calcas e depois as meias e sapatos.
Notamos que o processo do primeiro algoritmo é mais dificil e complexo,
enquanto o segundo é mais facil. Nada obstante, ambos atingem o mesmo

resultado.

1.1 ALGORITMO DA DIVISAO

Nesta se¢do estudaremos o algoritmo da divisdo. Aqui, estamos inte-
ressados apenas nas divisdes no conjunto dos inteiros positivos, ou seja, tais
divisdes consistem em encontrar o quociente g e o resto r quando estamos
dividindo a por b com a, b, r, q inteiros positivos. Formalmente, temos a

seguinte defini¢ao.
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Definigao 1.1. Sejam a e b, inteiros positivos, dizemos que b é divisor de
a, se existir ¢ inteiro positivo, tal que a = b - q. Denotaremos este fato por
b|a.

Naturalmente, dados a, b inteiros positivos, quando b nao é divisor
de a vamos provar adiante (Teoremas 1.2 e 1.3) que existem ¢ e r inteiros
positivos, tais que a =b-q+7 e 0 < r < b. Em geral, para qualquer caso,
teremos sempre

a=b-g+rel0<r<hb. (1.1)

Teorema 1.2 (Existéncia). Dados a, b inteiros positivos, existem q, r

inteiros positivos, tais que a =b-q+1 e 0 <71 < b.

Demonstrag¢do. Por hipdtese, a > 0 e b > 0. Se 0 < a < b, teremos que
q=0er =a.Sea=>b, temos que g =1 e r =0. Suponha, entdo, a > b >0
e considere enquanto fizer sentido, o conjunto S dos inteiros positivos da

forma a —b- ¢ em que ¢ < O:
S={a,a—ba—2-b,...a—n-b,...}.

Pelo principio da boa ordenacéo, S tem um menor elemento, digamos r :=
a—q-b. Precisamos provar que r < b. Ser =b, g =0 que éocaso 0 < a < b.
Suponha r > b. Com isso existe ¢ inteiro positivo tal que » = ¢ + b, logo
r=c+b=a—b-q > b, por consequéncia ¢ = a —b-q— b e por fim,
c=a—(q+1)-be S, comc < r, oqueé uma contradigio com o fato de r
ser o menor elemento de S. Portanto, temos que a =b-g+r,com r < b, o

que prova a existéncia de g e r. |

Teorema 1.3 (Unicidade). Sejam a, b inteiros positivos. Se existem q, T
inteiros positivos tais que a =b-q+1r com 0 < r < b, entao tais q, r sdo

unicos.

Demonstrac¢io. Suponha que existam dois inteiros positivos ¢’ e r’, tais que
a=b-g+rcom0<r<bea=>b-¢ +7r, com0<r" <b Assim, temos

quer=a—b-gequer =a—>b-¢.
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Suponha r > ', além disso, r — 1’ = (a—b-q) — (a—b-¢') = b(¢' — q).
Por outro lado, sabemos que tanto 7 como 7’ sao menores que b, & propor¢ao
quer >/, temos 0 <7 —71' <b.

Como r — 1" =b- (¢ — q), temos que 0 < b- (¢’ —q) < b e entdo
0<b—b-(¢d—¢q),demodoque0< ¢ —¢g<1.Jdqueq —q€Z,q—q=0,

o que garante ¢ =qer=r'. [ |

A equagdo (1.1) sugere naturalmente um algoritmo de divisdo, isto
é, dados a, b inteiros positivos, temos um procedimento para encontrar g, 7.

Tal algoritmo consiste em trés passos:
1. Facag=0er=a.

2. Se r < b escreva o quociente g e o resto r e pare, se ndo va para o

Passo 3.

3. Enquanto r > b subtraia b de r, incremente g em 1 e volte ao Passo 2.

O Algoritmo 1.1 apresenta este procedimento em forma de pseudo-

codigo.

Algoritmo 1.1 Algoritmo da divisao

1: procedure DI1vISAO(a, b) > Entrada a e b inteiros positivos
2 q=0

3 r=a

4: while » > b do > Enquanto r maior ou igual a b, execute:
5 rnr—=> > subtraia b de r
6 g+—q+1 > Incremente ¢ em uma unidade
7 return ¢, r > Saida gertaisquea=b-q+r

Vejamos o Algoritmo 1.1 em agao através dos exemplos abaixo.
Exemplo 1.4. Vamos dividir 182 por 12.

Iteracao 1

1. 182 =12-0+ 182.
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2. Como r > b prosseguimos para 0 proximo passo.

3. 182+12=1-12+170.
Iteracao 2

1. 182 =1-124170.
2. Como r > b prosseguimos para o proximo passo.

3. 182 +12=2-124 158.
Iteracao 3

1. 182 =2-12 + 158.
2. Como r > b prosseguimos para o proximo passo.
3. 182 +12=3-12 + 146.

Continuamos até...

Iteracao 15

1. 182 =15-12 + 2.

2. como r < b o quociente é 15 e o resto é 2.

Note que o algoritmo precisou fazer 15 iteragdes até concluir a divisdo e nos
retornou o quociente ¢ = 15 e o resto r = 2. Assim, podemos escrever 182
como 182 =12-15+ 2.

Vamos ver agora como o algoritmo funcionaria para a divisdo de 12
por 182.

Exemplo 1.5. Vamos dividir 12 por 182.

Iteracao 1

1. 12 =182-0+4 12.
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Note que 12 nao é divisivel por 182, entao a saida sdo o quociente

q=0eorestor =12, e escrevemos 12 como 12 = 182 -0+ 12.

Observacao 1.6. Aplicando o Algoritmo 1.1 repetidas vezes para todos os
b’s, tais que 0 < b < a, com a, b inteiros positivos podemos listar todos os

divisores de a.

1.2 ALGORITMO EUCLIDIANO

Devido a infinidade de nimeros inteiros positivos, é natural que mui-
tos deles possuam divisores em comum. O maior destes divisores é chamado
maximo divisor comum ou, abreviadamente, mdc. A finalidade do algoritmo
Euclidiano, é calculd-lo de forma rapida e eficaz. Vamos defini-lo formal-

mente.

Definicdo 1.7. Sejam a, b inteiros positivos com pelo menos um deles
nao-nulo. Dizemos que o inteiro positivo d é o mdzrimo divisor comum de a,

b, denotado por mdc(a,b), se, e somente se, sio satisfeitas as condigdes:
i) d é divisor de a e d é divisor de b.
ii) Se k divide ambos a e b , entdo, k < d.

Observacao 1.8. No caso em que temos um tnico divisor comum de a e b,

isto é, mdc(a,b) = 1, entdo a e b sdo ditos primos entre si ou coprimos.

1.2.1 Como calcular o maximo divisor comum de dois nimeros?

Uma maneira ingénua para calcular o maximo divisor comum de dois
nameros, seria calcular primeiramente todos os seus divisores individual-
mente, por exemplo, usando o Algoritmo 1.1, e em seguida compara-los,
para ver qual o maior divisor comum. Porém, este algoritmo pode prescindir
de um grande nimero de operagoes para terminar se a diferenga entre os dois
numeros envolvidos for um ndmero muito maior que 1 em valor absoluto —

visto que o algoritmo testa o quociente comecando do zero e acrescentando
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1 a cada iteracao, até encontrar um quociente que deixe resto menor que b.
Portanto, vejamos agora um algoritmo mais adequado.

O algoritmo da divisdo nos fornece uma maneira de escrever um
inteiro positivo a em func¢ao de seu divisor b de maneira que a =b-q+1r
para ¢, r inteiros positivos. Agora vamos apresentar o Algoritmo Euclidiano
que utiliza o fato de que mdc(a,b) = mdc(b,r) (veja Lema 1.9 a seguir),

para podermos encontrar de maneira facil e rdpida o mdc(a, b).

Lema 1.9. Sejam a, b, q, v inteiros nao-negativos, com a # 0, b # 0 e
a=b-qg+r, com0<r <b. Entdo, mdc(a,b) = mdc(b,r).

Demonstragio. Sejam dq = mdc(a,b) e do = mde(b, 7). Por defini¢ao, exis-
tem u, v inteiros positivos, tais que a = d; - u e b = d;j - v. Por hipdtese,
a =1b-q+ r, substituindo os valores de a e b conforme os descritos acima,
temos que (dy -u) = (dy -v)-q+r. Assim, r = dy -u —d; - v - q, desta forma
obtemos r = dj - (u — v - ¢). Portanto d; divide r, mas como dy = mde(b, ),
temos que di < ds.

Similarmente, se do = mdc(b, ), existem inteiros positivos w, z, tais
que b=dy - w e r = dy - z. Substituindo estes valores de b e r na equagao
a="b-q+r, temos que a = (dz-w)-q+ (d2-2), e obtemos a = dy - (w-q+ 2).
Portanto dy divide a, mas como d; = mdc(a, b), temos que dy < d;.

Destarte, como dy < dy e do < dy, temos que d; = ds. Assim,

mdc(a, b) = mde(b, r) como querfamos. [ |

O algoritmo Euclidiano consiste em um processo de divisdes consecu-
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tivas

a‘:b'ql"_rla
b=r1-q +1r,

1L ="2-q3+ 73,

Th—4 = Tp—3 Qn—2 + Tn—2,
Tn—3 = Tn—2 " (n-1 + Tn—1,

Tn—2 =Tp—1"Qn + Tn, COM Ty = 0.

Note que da equacao

Tne2 =7Tp_1° qn + Tn,
temos que r,_1 divide r,_s, portanto, mdc(r,—2,7,—1) = rn—1. Fazendo
uso do Lema 1.9 na equacao,

Tn—3 = Tp—2 " Qn—1 + Tn—1,

obtemos que mdc(ry,_3,7,—2) = mde(r,—2,7n—1) = rp—1. Se continuarmos

o processo, aplicando o Lema 1.9 na equacao
Tn—4 =Tn-3 " qn-2 + Tn-2,

obtemos mdc(7y,—4,rn—3) = mdc(ry—3,"p—2) = rn—1. Assim, usando o lema
sucessivas vezes, obtemos que mdc(a,b) = ry_1.

Veja abaixo o pseudo-codigo para o algoritmo Euclidiano.

Algoritmo 1.2 Algoritmo Euclidiano

1: procedure EUCLIDIANO(a, b) > Entrada a e b inteiros positivos
2 while r 20 do > Ser for 0 o mdc é o menor numero entre a e b
3 r + Divisao(a,b) > r é resto da divisdo inteira entre a e b
4: a+b
5 b« r
6 return a > saida o mdc é a
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Para facilitar, este algoritmo pode ser apresentado em forma de tabela,

conforme segue

q1 q2 q3 dn—1 dn
a b T | T2 | ««« | Tn=3 | Tn—2 | Tn—1
| o | T3 Trn—1 0

Agora, vejamos através um exemplo o Algoritmo 1.2 em acéo.
Exemplo 1.10. Vamos calcular o mdc(1234, 54):

1234 = 54 - 22 + 46,

54=46-1+8,
46 =8-5+6,
8=6-1+2,
6=2-3+0.

Assim, mdc(1234,54) = 2. Usando a forma de tabela temos

2211|513
1234 | 54 | 46
46 816 |20

0]
[\

1.2.2 Boa-definicao do Algoritmo 1.2

Para calcular o mdc(a,b), efetuamos uma sequéncia de divisoes:

a:b'Q1+T1, 0§’l’1<b
b=r1-q+12, 0<ra <
rL =72 q3+ 73, 0<rs<mr

o =713 Q4+ T4, 0<ry<rs
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Entao, olhando para os restos, temos que:

b>ri>rg>rg>ry>...>0.

Como entre b e 0 temos finitos inteiros positivos, esta sequéncia é
finita e tal sequéncia s6 chega ao fim quando o resto é zero, isto garante que
o Algoritmo 1.2 sempre para ao final e, portanto, estd bem definido — este
fato serd formalmente demonstrado mais adiante.

Uma questdo que se coloca aqui, além da boa defini¢do do Algo-
ritmo 1.2, é em relagdo ao maximo de divisdes que precisamos realizar para
chegar ao maximo divisor comum.

Considere novamente a sequéncia de restos b > ry > rg > 13 > 14 >
o Tp_1 > 1y = 0. Assim, o maior resto possivel em uma certa divisao é
igual ao resto anterior menos um. Se isto acontecer em cada divisdo, teremos
que executar b divisoes até chegar ao resto igual a zero, e este seria o pior

caso possivel. Mais formalmente,
Tn—2 = Tn—1" 1;

Th3 =Tp_2 1+ Tn—1,

Tn_4 =Tp-3 1+ Tn—2,

a=b-1+rq.

Note que nesse pior caso, vale a relagdo rp = rx_1 + r,_2, tal qual a relagao

de recorréncia de Fibonacci. Vamos exemplificar estas ideias.

Exemplo 1.11. Digamos r,—1 = 1 e que n = 10, a sequéncia de restos

fornecida pelas equagoes acima (em ordem decrescente) é 34, 21, 13, 8, 5, 3,
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2,1, 1, 0.
34=21-1+13,
21=13-1+ 8,
13= 8-1+ 5,
8= 5-1+ 3,
5= 3-1+ 2,
3= 2.1+ 1,
2=1-1+ 1,
1=1-1+ 0.

Na forma tabelada, temos:

341211138532 |1]1
138 |5 |32|1|1]0

Assim, os menores valores de a e b para os quais temos de efetuar n
divisdes de modo a calcular mdc(a,b) (e descobrir que vale 1) sdo a = 34

e b = 21. Novamente, esta sequéncia faz parte da famosa Sequéncia de

Fibonaccei.

Vamos demonstrar agora a boa-defini¢ao do Algoritmo 1.2 (Algoritmo

Euclidiano).

Teorema 1.12. Dados a, b inteiros positivos, o Algoritmo 1.2 (Algoritmo
Euclidiano) gera a sequéncia finita b > 11 > r9 > ... > rp_1 > Iy COM as

sequintes propriedades
i) Tn =0,

it) rp—1 = mdc(a,b).
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Demonstracao. Supondo que o resto nulo ocorre apés n divisoes e aplicando

o algoritmo a a e b, temos:

a="b-q +r1, 0<ri <b
b=r1-q +1r, 0<ry<m
Ty =12-q3+713, 0<r3<ry
o =T3 Q4+ Tq, 0<ry<r;
Tn—2 = Tn—1"(Qn, TnZO-

Da tltima linha, temos que 7,1 divide r,_2 portanto, mdc(r,—1,7,—2) =
Tn—1. Aplicando sucessivamente o Lema 1.9, temos que mdc(a,b) = r,—1.
[ |

Para finalizar essa subsecéo, como este trabalho também se propoe
a implementar computacionalmente os algoritmos estudados, listamos no

Cédigo 1 os cddigos em Julia do algoritmo Euclidiano.

Cédigo 1.1 Codigo em Julia do algoritmo Euclidiano
function euclidiano(a, b)
while b != 0

resto = a % b
a=>
b = resto
end
return a
end

1.3 ALGORITMO EUCLIDIANO ESTENDIDO

Existe uma relagao muito interessante chamada Identidade de Bézout,

a qual demonstraremos no Teorema 1.17, que diz que dados inteiros positivos
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a e b, existem «, [ inteiros tais que

a-a+ f-b=mde(a,b).

A priori, pensamos que devemos comegar encontrando mdc(a, b) pelo
algoritmo Euclidiano, tentando, posteriormente, calcular « e 8. Assim, « e
[ poderiam ser expressos pelos valores obtidos nas divisoes que efetuamos.
Porém, este método é muito trabalhoso e seria ineficaz para o método
computacional, pois o computador teria de armazenar muita informacao
e nimeros muito grandes, o que torna tudo muito inconveniente ou até
impossivel.

O algoritmo Euclidiano estendido permite que isto seja feito muito
mais facilmente. A ideia consiste em expressar os restos obtidos como « -
a+ B -b = 71, sem esperar chegar ao ultimo resto. A vantagem é que
para efetuar os calculos correspondentes a uma certa divisdo, precisamos
apenas dos dados referentes as duas ultimas divisoes. As demais podem ser
apagadas liberando meméria.

Suponha que, calculando o mdc(a, b), obtemos a sequéncia:

a=b-q1+r1, 0<r <bd
b=r1-qa+ 1o, 0<ry<ry
L =T2-q3+ T3, 0<r3<mr
T2 =73 Q4+ T4, 0<ry<rs

"n—2 = Tn—1"qn, T =0,
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a qual reescrevemos como

a:b'q1+7'17

b=r1-q+12,

ry =r2-q3+ 73,

e =73 q4+ T4,

Tn—2 = Tn—1"(qn,

€I que Ty, T2, ...,Tpn-1 € Y1,Y2,...

colocar as informagoes em um quadro

T1
T2
3

T4

T'n

=axi + by1
= axs + byz
= axrz + bys
= axy + by,

=0

restos | quocientes x Y
a * o1 | Y-1
b * Zo Yo
1 q1 £ hn
72 az T2 Y2
3 a3 x3 Ys
Tn—2 dn—2 Tn—2 Yn—2
Tn—1 dn—1 Tn—1 Yn—1

,Yn—1 Sdo inteiros a determinar. Vamos

As duas primeiras linhas da tabela ndo correspondem a nenhuma di-

visdo, pois nem a e nem b sdo restos, mas vamos precisar delas. Chamaremo-

nas de linhas —1 e 0.

Queremos descobrir como preencher as colunas x e y. Suponha, entéo,

que ja recebemos a tabela preenchida até a (j — 1)-ésima linha. Comecamos

a preencher a j-ésima linha dividindo r;_s por r;_; para encontrar r; e g;

tal que rj_o =7j_1-¢; +7; ¢ 0<7; <7rj_1. Assim

Nas linhas j —1 e j — 2 os valores de x;_1, T;_2 € ¥;—1, ¥;—2 S80 como:

Tj—2 =aXj_2 + byj,Q e

’I"]‘ = 7‘_7'_2 —T‘j_l . Qj'

rj—1=0%j_1+ byjfl.

(1.2)
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Substituindo em (1.2) temos

r; = (azj_2 + byj—2) — (amj—1 + by;—1) - qj
ri=a(xj_o—q; - Tj—1)+byj—2 —q; - yj—1)-

Assim,

Lj==Tj—2 =4 Tj—1 € Yj=Yj—2—9qj Yj-1-

Note que, para calcular z; e y;, precisamos apenas das divisoes efetuadas
nas duas linhas anteriores e de ¢;. S6 precisamos saber agora como calcular

as linhas —1 e 0. Se interpretarmos as linhas como as demais, temos:

a=ar_1+by_1 e b=axg+ by

que nos sugere escolher x_1 =1, y_1 =0, xg =0, yg = 1. Tendo executado

o algoritmo e descoberto que o maximo divisor comum é r,_1, obtemos

d= Tpn—1 = ATp—1 + byn—l-

Ouseja,a=xp_1 € 0 =yp_1-

Observagdo 1.13. Para fim de facilitar a explicacdo deste algoritmo suponha
a>b.

Apresentamos abaixo o pseudo-cédigo do algoritmo Euclidiano esten-
dido.
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Algoritmo 1.3 Algoritmo Euclidiano estendido

1: procedure ESTENDIDO(a, b)> Entrada do algoritmo, inteiros positivos

aeb

2: x=0;x; =1 > Entradas necessarias para o algoritmo comecar a
funcionar

3: y=19y1=0

4: r=byri=a

5: while r # 0 do > Se r for 0, a resposta serd x =0 e y = 1 pois
mdc(a,b) =b

6: q < Divisao(ry,r)

7 (ri,7) < (r,r1 —q-7)

8: (z1,2) + (z,21 —q - )

9: (y1,9) < (Ysv1 —q-y)

10: return i, y; > ae (sdo r1, 1

Vejamos um exemplo da aplicagdo do Algoritmo 1.3.

Exemplo 1.14. Tome a = 1234 ¢ b = 54 como no Exemplo 1.10.

restos | quocientes x Y

1234 * 1 0

54 * 0 1

46 22 1-22.-0=1 0—-22-1=-22
8 1 0—-1-1=-1 1—1-(-22)=23
6 ) 1-5.-(-1)=6 | —22—-5-23=-137
2 1 —-1-1-6=-7|23—-1-(—137) =160
0 3 * *

Portanto, a = —7, § = 160, assim (—7) - 1234 +160-54 =2,2 é o
mdc(1234, 56).
Vamos demonstrar agora a Identidade de Bézout, mas para isto,

precisaremos de dois resultados auxiliares, estabelecido nos lemas a seguir.

Lema 1.15. Se b ¢ divisor de a, entdo, b divide k - a, com a, b, k € Z.
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Demonstragdo. Suponha que b divide a, entdo, 3 n € Z tal que b = a - n,
assimk-b=k-(a-n)=a-(k-n) =a-m, m=(k-n), com n € Z, portanto,
k- b divide a. |

Lema 1.16. Sejam a, b e d inteiros positivos, se d é divisor de a e b entdo

d divide a soma a + b.

Demonstragdo. Se d divide a e b, entdoa =d-k e b= d-j com k e j inteiros
positivos. Assim a+b=d-k+d- j, e colocando d em evidéncia temos que

a+b=d- (k+j). Portanto d divide a soma como queriamos. |

Teorema 1.17 (Identidade de Bézout). Sejam a e b inteiros positivos e

seja d = mdc(a, b). Existem « e 3 tais que a-a+ §-b=d.
Demonstracao. Dados a, b inteiros positivos e b # 0, considere o conjunto
S={a-a+p-b|la,fe€Zea-a+-b>0}.

Suponha d’ = ag-a+ S -b o menor elemento positivo de S, pelo principio da
boa ordenacao. Dado n € S, podemos escrever n = oy - a + (1 - b. Mas pelo
Teorema da divisao, existem q e r inteiros positivos tais que podemos escrever
n=q-d+remque 0 <r < d e, isolando r, temos que n—q-b = r. Portanto,
n—gq-d=(ar-a+pP1-b)—q-(a-a+po-b) = a-(ar1—q-ao)+b-(B1—q-fo) =7
tal que r pertence a S. Mas como d’ é o menor inteiro positivo em S, r = 0.

Logo, podemos escrever S como
S={k-d | k>0}. (1.3)

Por hipétese, d = mdc(a,b). Portanto, pelo Lema 1.15 d divide ag - a e d
divide Sy - b, assim, pelo Lema 1.16, d divide ag - a + ¢ - b, ou seja, d divide
d'. Destarte, d < d'.

Por outro lado, note que a, b € S, pois podem ser escritos como
a=1-a+0-beb=0-a+1-b. Dai, usando Eq. (1.3), temos que d’ divide
a e d' divide b. Como d’ divide a e b, temos que d’ é um divisor comum de

a e b. Mas, como d = mdc(a, b), temos que d > d'.
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Como d < d e d > d, concluimos que d = d. Portanto, sempre
existem o e § taisque a-a+ f-b=d. |

Apresentamos agora o cédigo em Julia do algoritmo Euclidiano

estendido.

Cdédigo 1.2 Codigo em Julia do algoritmo Euclidiano estendido.
1 function estendido(a, b)
2 x=0;x1=1

3 y=1;y1=0

4 r=D>b;rl=a

5 while r !=0

6 quociente = div(rl, r)

7 (r1, r) = (r, rl - quociente * r)
8 (x1, x) = (x, x1 - quociente * x)
9 (y1, y) = (y, yl - quociente * y)
10 end

11 return x1, yi

12 end
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2 0 CORPO Z,

Nesse capitulo definiremos formalmente as estruturas algébricas de-
nominadas anel, anel comutativo, anel comutativo com unidade e corpo.
Além disso, provaremos algumas proposi¢oes e teoremas necessarios. Por
fim, mostraremos que Z, cumpre as propriedades necessarias para ser um
corpo e que suas operagoes estao bem definidas. Para tal, usaremos como

base as obras [5] e [9].

2.1 ANEL

Defini¢ao 2.1. Seja A um conjunto ndo-vazio, munido de duas operagoes

que chamaremos de adi¢do e multiplicagdo, dadas respectivamente por:

+: AxA —A i AXA — A
(a,b) —a+bd (a,b) +—a-b.

Dizemos que (A, +,-) é um anel se V a, b, ¢ € A valem as seguintes propri-

edades:

(A1) Associatividade da adigdo: (a +b) +c=a+ (b+c).

(A2) Comutatividade da adi¢do: a +b= b+ a.

(A3) Existéncia do elemento neutro da adi¢do: 3 04 € A tal que a+04 = a.
(A4) Existéncia do elemento oposto da adi¢do: 3 b € A tal que a +b = 04.
(A5) Associatividade em relagdo a multiplicagdo: (a-b)-c=a- (b-c).
(A6) Distributividade: a-(b+c¢)=a-b+a-ce (a+b)-c=a-c+b-c.

Exemplo 2.2. O conjunto dos inteiros munido das operacgoes de soma e

multiplicacdo usuais (Z, +, ), é um anel.

Exemplo 2.3. Sao anéis (Q,+,-), (R,+,-) e (C,+,").
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Defini¢ao 2.4. Um anel (A, +,-), é chamado anel comutativo, se Va,b € A

vale a seguinte propriedade:
(A7) Comutatividade na multiplicagdo: a-b =10 a.
Exemplo 2.5. Sdo anéis comutativos (Z, +,-), (Q,+,-), (R,+,-) e (C,+, )

Definicao 2.6. Um anel comutativo (A, +, ), é chamado anel comutativo

com unidade, se YVa € A, vale a seguinte propriedade:

(A8) Elemento neutro da multiplicagdo: 3 14 € A tal que a- 14 = a.
Exemplo 2.7. O anel dos inteiros munido das operagoes usuais de soma e
multiplicacdo é um anel comutativo com unidade.

2.1.1 Relacdes de equivaléncia

Definigao 2.8. Seja A um conjunto nao-vazio e seja ~ uma relagio entre os
elementos de A. Dizemos que ~ é uma relacdo de equivaléncia se, e somente

se, valem as seguintes propriedades:
i) a~a,V ae€ A (Reflexiva).
ii) a~b=b~a,Va,bec A (Simétrica).
iii) a~beb~c=a~c¢ Va,b, ce A (Transitiva).

Exemplo 2.9. A relacdo de igualdade no conjunto R é uma relagdo de

equivaléncia.
i) a=a,VaelR.
ii) a=b=b=a,Va,beR.
iii) a=beb=c=a=¢,Va,b ceR.

Definicdo 2.10. Seja A um conjunto e ~ uma relagdo de equivaléncia
definida em A. Se existir a € A, entdo, a classe de equivaléncia de a é o
conjunto dos elementos de A que sdo equivalentes a a por ~. Denotaremos

por @ a classe de equivaléncia de a. Em simbolos: @ = {b€ A | b~ a}.
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Exemplo 2.11. Dado um conjunto B de balas sortidas que possui 11 balas
de uva, qualquer uma das balas pode representar a classe das de uva. Isto é,

se conhecemos um elemento da classe, podemos reconstruir a classe inteira.

Exemplo 2.12. Dados a e b inteiros, com b ndo nulo, o conjunto das fragoes

% ¢ uma classe de equivaléncia de ntimeros, veja bem:

a 2a 3a 4a

b 26 3b 4b
Proposicao 2.13. Dado um conjunto A com a rela¢io de equivaléncia ~
e dado @ uma classe de equivaléncia de A. Se existir b € A tal que b € @,

entdo, a = b.

Demonstracdo. Fixe um b € A, com b € a. Por definicdo, b ~ a; pela
propriedade simétrica a ~ b. Dado ¢ € A tal que ¢ € @, entao, ¢ ~ a. Logo,
pela propriedade transitiva, ¢ ~ b. Portanto, ¢ € b. Assim, @ C b.
Por outro lado, dado d € A tal que d € b entdo, d ~ b. Como visto, b ~ a e
pela propriedade transitiva d ~ a. Portanto, d € @. Assim, b C @.

Portanto, como @ C b e b C @, temos que @ = b. |

Proposicao 2.14. Duas classes de equivaléncia distintas nao podem ter

um elemento em comum.

Demonstrac¢iao. Dado A um conjunto, munido da relagdo de equivaléncia ~,
em que @ e b classes de equivaléncia de A.

Seja ¢ € aNb. Como ¢ € @, pelo resultado anterior @ = ¢. Analogamente,
se ¢ € b, pelo resultado anterior b = ¢. Assim, @ = ¢ e b = ¢, portanto,

a =¢=b, ou seja, a = b como queriamos provar. |

Proposicao 2.15. Um conjunto A qualquer € a reunido de todas as suas

classes de equivaléncia.

Demonstracdo. Queremos mostrar que A é a unido de todas as classes de

A=Ja

acA

equivaléncia, ou seja, que
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Seja b € A, pela propriedade reflexiva b ~ b, entdo, b € b, e b € J,c 4,
logo, A esta contido em |J, 4 @.

Seja ¢ € U,c4 @, logo, ¢ pertence a alguma classe de equivaléncia ¢, isto
implica pela defini¢ao de classes que ¢ € A. Assim, (J,c 4 @ estd contido em

A.
Portanto, como A C (J,c4@ e U,cq@ C A temos que A = J,c 4 @. u

Definicdo 2.16. O conjunto das classes de equivaléncia de ~ em A é

chamado conjunto quociente de A por ~, denotado por A,/ ~.

Observacao 2.17. Os elementos do conjunto quociente sdo subconjuntos
das classes de equivaléncia de A. Isto é, o conjunto quociente nao é um

subconjunto de A, mas sim do conjunto das partes de A.

2.1.2 Anel dos inteiros médulo n

Definig¢ao 2.18. Dados a, b € Z, e n # 0 a e b sao congruentes médulo n
se a — b é um multiplo de n, ou seja, a — b é divisivel por n, em simbolos

n | (e — b). Denotaremos a congruéncia de a e b por n por a = b (mod n).

Exemplo 2.19. Dado n = 5, 10 = 0 (mod 5), pois 1% =2 ¢ 14 = 24

5
(mod 5), pois 4z = —2.

Exemplo 2.20. Dadon = 11,29 = 18 (mod 11), pois 22=18 =129 = 106
29-106 _ _ 7
11 :

(mod 11), pois

Proposicao 2.21. A congruéncia médulo n é uma relacio equivaléncia
sobre Z..

Demonstragdo. Para provar uma equivaléncia, basta que valham as propri-

edades reflexiva, simétrica e transitiva:

i) Reflexiva: Provaremos que a = a (mod n). Seja a um inteiro, assim,

a—a=0,logo, a =a (mod n), pois 0 é miltiplo de todos os inteiros.
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ii) Simétrica: Se @ = b (mod n), entdo, a — b é um miltiplo de n. Mas
b—a=—(a—"b). Logo, b—a também é miltiplo de n. Portanto, b = a
(mod n).

iii) Transitiva: Dados a, b, ¢ inteiros, suponha a = b (mod n) e b = ¢
(mod n). Assim, n | (a—b) en | (b—c), ou seja, a—b e b—c sdo multiplos
de n. Entédo, pelo Lema 1.16 (a —b)+ (b—¢c)=a—-b+b—c=a—cé

multiplo de n, logo, a = ¢ (mod n).

Portanto, estd provado que a congruéncia médulo n é uma relagdo de equi-

valéncia. |

O conjunto em que estamos interessados é o conjunto quociente 7

pela relagao de equivaléncia médulo n. Entao, vamos defini-lo.

Definig¢ao 2.22. O conjunto quociente de Z, pela relacdo de congruéncia

modulo n, é o conjunto de inteiros modulo n sendo denotado por Z,,.

Observagio 2.23. Dado a € Z,a = {a+ k- n,k € Z}. Em particular 0 é o
conjunto dos multiplos de n. Como Z,, é o conjunto de todas as classes de
equivaléncia de médulo n, entdo, a € Z,.

Considere a € Z. Pelo algoritmo da divisdo temos que:
a=n-q+7r,comqgreZeld<r<n-—1.

Entdo, a — r = n - ¢ por conseguinte, n | r — a logo, r = a (mod n). Isto é,
um inteiro qualquer é congruente médulo n a outro inteiro no intervalo que
vai de 0 a n — 1. Além disso, duas destas classes ndo podem ser iguais: a

unica maneira de dois niimeros entre 0 e n — 1 serem congruentes moédulo

n é se forem iguais. Ou seja: Z,, = {0,1,...,n — 1}.

Exemplo 2.24. Z, = {0,1}, 0 ¢ a classe dos pares e 1 é a classe dos
fmpares, ou seja, 0 = {a € Z |a =0 (mod2)} el ={becZ|b=1
(mod 2)}. Assim, 0=2=4=6=...¢e1=3=5=T7=
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e 0=7T=14=

e 1=8=15=

e 2=9=16=

¢« 3=10=17=

e 4=11=18=

e 5=12=19=

e 6=13=20="---

Dado o conjunto Z.,,, definimos as operagoes

+: Zp x4, —7Z, X: Lip X1y — 71,
(a,b) —a+b (a,b) ~>a-b.
em que
i) @a+b=a+b;
ii)a-b=a-b

Proposiciao 2.26. Dados a,b € Z,, sea = a’ e b =V, entio, a+b =

a +b.

Demonstracdo. Note que, @ = a’ nos garante que a — o =n-r enquanto
b=V nos diz que b—b' = n -7y para 1, ro inteiros apropriados. Isto implica
que (a—ad)+(b-V)=n-r1+n-ro=n-(ri1+r2)e(a+d)—(a’+V)=
n - (r1 4+ r2). Por conseguinte, (¢’ —a) + ()’ —b) = (a+b) — (¢’ +V'). Assim,
atb=ad +0. |

Proposicio 2.27. Dados @,b € Z,,, sea=a’ eb=10, entdo,a-b=a'-b.
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Demonstragio. De fato, @ = a/ nos garante que @ — @’ = n - r; enquanto
b =V nos diz que b — b = n - ry para rq, o inteiros apropriados. Isto
implica que a = a’ +n -7 e b = b + n - ry. Multiplicando temos: a - b =
(@4+n-r)- W+n-re)=ad -V + (- -ro+bV-ri+ri-ro-n) n. Assim,

a-b—a -b éum miltiplo de n. Portanto, a-b=a’ - V. [ |

Teorema 2.28. O conjunto Z.,, munido das operacoes

denotado por (Zn,+,-), é um anel comutativo com unidade.

Demonstracdo. Ja provamos que as operacoes estdo bem definidas, agora

provaremos que valem as propriedades da Definicao 2.6. Sejam, @, b, ¢ € Z,,.

—~

a+b)+e=(a+b)+c=a+(btc)=a+(b+c) =

(A5) @-B)-2=(a-b) c=a- (G- =a-(b-c)=a-(b-0).

(A6) @-(b+e)=a(b+c)=a-(b+c)=a-b+a-c=a -b+a-¢=ab+ac.
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2.1.3 Divisdo modular

Nosso objetivo aqui é calcular divisdbes em Z,. Nos niimeros reais,
dados a e b, b # 0, a frase “dividir a por b” é equivalente a “multiplicar a
pelo inverso de b”, denotado por %, em que b - % = 1. Como ja mencionado,

b # 0, pois 0 ndo possui inverso. Usaremos o mesmo raciocinio para Z,,.

Definicao 2.29. Dado a € Z,, @ # 0. Diremos que a classe @ € Z, é o

inverso dea sea-a = 1.

Vamos a questao de executar divisdes em Z,,. Se queremos dividir b
por @ precisamos fazer b multiplicado pelo inverso de a. Logo, se o inverso
de @ néo existir em Z,, nao é possivel efetuar a divisao. Por isso, precisamos

)

que n e a sejam primos entre si.

Proposicao 2.30. A classe @ possui inverso em Z,, se, e somente se, a €

n sao primos entre si.

Demonstracdo. Suponhamos que a classe @ # 0 possua inverso b # 0 em
Z., . Entdo, a-b=1.Logo,@-b=a-b=1 o0 que quer dizer que a-b =1
(mod n) entdo, a-b—1=k-nassim, a-b—k-n =1, para algum k € Z.
Seja d > 1 um divisor de n e de a. Se, d | a entdo, d | a-b e se d | n entéo,
d | k-n e, portanto, d | (a-b—k-n), ou seja, d | 1, logo, d = 1. Destarte,
conclui-se que mdc(a,n) = 1.

Por outro lado, suponha agora que mdc(a,n) = 1. Pelo Teorema 1.17,
existem r e s, inteiros, tais que r-a+s-n=1. Assim, l=7-a+s-n=7-

a+35-m, mas como estamos em Z,,, n = 0. Entdo, 1 = 7-a+35-0 = 7-a+0 = 7-

H <

Logo, como 7 -a = 1, @ possui inverso em Z,,.

Observacdo 2.31. A classe 0 nao possui inverso, pois para que uma classe
a tenha inverso multiplicativo em Z,, mdc(a,p) = 1 e isso ndo acontece

quando a = 0.

Exemplo 2.32. Se queremos dividir 2 por 3 em Zsg. Precisamos encon-

trar o inverso de 3 em Zg e executar a divisdo calculando o inverso de 3,
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multiplicado por 2. Temos que mdc(3,8) = 1, logo, 3 tem inverso em Zsg .
Como neste caso os nimeros sio pequenos podemos encontrar o inverso por
tentativa e erro, 3-1=3,3-2 =06, 3-3 = 1, neste caso 3 é o préprio inverso

de 3. Assim, o resultado da divisdo de 2 por 3 em Zg é 6.

Exemplo 2.33. Qual o inverso de 3 em Z1?
Primeiro devemos verificar se o inverso existe, mdc(3,11) = 1, portanto, o
inverso existe. Agora aplicando o Algoritmo Estendido temos 3-4 —11 =1

que é equivalente a 3-4 =1 em Zi;. Assim, 4 ¢é o inverso de 3 em Z1;.

Exemplo 2.34. Verificaremos agora o inverso de 3 em Zis. Note que

mdc(3,12) = 3, logo, nio existe nenhum @ € Zjs tal que @ -3 = 1. Vamos

verificar:
¢« 3:-0=0 e 3:4=0 e 3:8=0
e 3:-1=3 « 3:5=3 e 3:9=3
©3:2=6 e 3:6=6 e 3-10=6
« 3:3=9 « 3-7T=9 « 3:11=9

De fato, note que efetuaremos as multiplicagoes de 3 com todas as classes

de equivaléncia e nio encontramos nenhum @ tal que 3-@ = 1.

Observagio 2.35. Nem sempre o inverso existe, por exemplo, a classe 3 em

715 nao existe.

Exemplo 2.36. Vamos verificar os inversos de todas as classes de equiva-

léncia em Zs.
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Veja que em Zs3 todos os elementos possuem inverso. O inverso de 1 é o

préprio 1 e o inverso de 2 é o préprio 2.
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Um conjunto como o do Exemplo 2.36 onde todos os elementos pos-

suem inverso recebe o nome de corpo. Vamos, entao, defini-lo.

2.2 CORPO

Defini¢do 2.37. Um anel comutativo com unidade (K, +,-) ¢ chamado

corpo, se ¥V a € K, com a # 0, vale também a seguinte propriedade:
(A10) Existéncia do inverso multiplicativo: 3 b € K tal que a - b = 1.

Como vimos nos exemplos anteriores, quando @ € Z, ¢é tal que
mdc(a,n) = 1, entdo @ tem inverso em Z,. De fato, o teorema a seguir
confirma que isso vai acontecer, uma vez que uma condicdo necesséaria e
suficiente para que Z, seja um corpo é de que n seja primo. Neste caso,

usaremos a notagao Z,, para p primo.
Teorema 2.38. O conjunto Z, é um corpo se, e somente se, p € primo.

Demonstracao. Seja Z, um corpo, com n um numero composto, digamos
n=a-q, coma#0eas# 1 Logo, mdc(a,n) = a. Considere a classe
@ € Z,, nao nula, e seja b # 0 em Z,, seu inverso. Entdo, @ - b = 1. Logo,
@-b=a-b=1demodo que, a-b=1 (modn) entdo, a-b—1=Fk-n.
Portanto, a-b—k-n =1, para algum k € Z. Seja d > 1 um divisor de n e de
a. Destarte, d | (a-b—k-n), ou seja, d | 1, logo, d = 1. Portanto, conclui-se
que mdc(a,n) = 1. Contradigao, pois, a é divisor de n, entdo, mdc(a,n)
deveria ser a. Logo, concluimos que o tnico jeito de Z,, ser um corpo é se n
for primo, visto que ndo ocorreria tal contradigdo. Pois mdc(a, p) = 1 para
todo p primo.
Por outro lado, seja @ € Z,, com p primo e @ # 0. Pelo Teorema 2.28, temos
que Z, ¢ um anel comutativo com unidade. Basta que provemos que Z,
cumpre a propriedade (A10).

Provaremos agora a existéncia do inverso multiplicativo de a. Note
que, como mdc(a,p) = 1 pela Proposi¢do 2.30, @ tem inverso em Z,. Des-

tarte, cumpre (A10) portanto, é um corpo. [ ]



2.2. Corpo 53

Vamos verificar que o produto de duas classes em Z,, também possui

inverso em Z,,.

Proposicao 2.39. Dadosa, b € Zy, sea e b possuem inverso em Zy, entdo,

a- b também possui inverso em Z,.

Demonstracio. Dado @, b € Z, existem @, S taisque @-a=1e f-b=1
Assim, (@-b) - (@-f) = (a-b)-(a-B) = (a-b) - (a-p) = (a-a) (b-§) =
@) 6= m 6F=TI=T .

Podemos usar o que aprendemos para resolver congruéncias lineares
em Z,. Uma congruéncia linear é uma equagdo do tipo a -2 =b (mod n),
a, b € Z. Para resolvé-la, precisamos multiplicar a equagao pelo inverso
de a, para deixar z livre. Para isso, é preciso que mdc(n,a) = 1. Entao,
existe a € Z tal que a-a = 1 (mod n). Logo, a-a-x = «a b (mod n)

consequentemente, 1 -z = «-b (mod n) portanto, x = - b (mod n).

Observagao 2.40. Se mdc(a,n) = 1, entdo, & congruéncia linear de a -z = b

(mod n) tem tnica solugdo em Z,.
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3 MATRIZES

Antes de adentrarmos aos sistemas lineares em R, vamos fazer uma
pequena revisao de alguns conceitos basicos envolvendo matrizes e operacoes
matriciais. Este capitulo baseia-se nas referéncias [3, 8, 10, 14, 19].

Dados dois niimeros naturais e nao nulos m e n, definimos como
matriz m por n (escreve-se m X n) toda tabela de nimeros reais com m
linhas e n colunas. O nimero de linhas por colunas de uma matriz é chamado
ordem da matriz. Representamos uma matriz de m linhas e n colunas (de

ordem m X n) por:

a1 ai2 - Qln

a1 A2 - A2n
A=

am1 Am2 tee Amn

Os ntimeros a;; que compoem a matriz sdo chamados elementos ou entradas
da matriz e sdo, em geral, escalares que pertencem a algum corpo K. O
indice ¢ representa a linha em que o elemento se encontra e o indice j
representa a coluna. E convencionado que as linhas sejam numeradas de
cima para baixo (de 1 até m) e as colunas sejam numeradas da esquerda
para a direita (de 1 até n).

Uma matriz A de ordem m X n também pode ser indicada por A =
[@ijlmxn em que ¢ € {1,2,--- ,n} e j € {1,2,---,m} ou simplesmente
A = [ay;], se a ordem estiver subentendida.

Vejamos agora alguns exemplos de matrizes e suas respectivas ordens.

Tome K um corpo, dai:
a) A=la;; a2 ais aM} tem ordem 1 x 4;

Ok O
b) B = KK tem ordem 2 x 2;
Ok Ok
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ci1 Ok Ok

c) C=|co1 2 Ok| tem ordem 3 X 3;
€31 €32 (33
di1

d) D= |dy | tem ordem 3 x 1;
| d31
€11 €12 €13 €14

e) E=|ey exn €33 eoy| tem ordem 3 x 4;
€31 €32 €33 €34
Ik Ox Ok

f) I=|0kg 1g Og| tem ordem 3 x 3.
Og Ok Ik

Observagao 3.1.

Quando uma matriz tem ordem n x n, diremos apenas que

ela tem ordem n.

3.1 TIPOS DE MATRIZES

Algumas matrizes tém caracteristicas e propriedades que as tornam

importantes e que fazem com que sejam muito utilizadas, por isso recebem

nomes especiais; vamos conhecer algumas delas.

Matriz linha

Definicao 3.2. Uma matriz A é denominada matriz linha se possuir apenas

uma linha, ou seja, se for de ordem 1 x n, em que n € IN*.

Observagao 3.3.

linha.

Matrizes do tipo linha, também sdo conhecidas como vetor

Exemplo 3.4. Vejamos alguns exemplos:

a) A= |an

a12 a1z Q14 A1s5|;



3.1. Tipos de matrizes 57

b) B = [511 b12};
c) C= [011 Cl12 €13 014]

Matriz coluna

Definicdo 3.5. Uma matriz A é denominada matriz coluna se possuir

apenas uma coluna, ou seja, se for de ordem m x 1, em que m € IN*.

Exemplo 3.6. Vejamos alguns exemplos:

a11 C11
a21 C12
a) A= ; c) C=
a31 C13
| Q41 | C14
b1
b) B = |bi2|;
b13

Observagao 3.7. Matrizes do tipo coluna também sao conhecidas como vetor
coluna. Como futuramente trabalharemos muito com vetores colunas, por
convengao, vamos chamaé-los apenas de vetores, omitindo a palavra coluna.
Neste caso, podemos dizer também que tais vetores tem simplesmente ordem

m.

Matriz nula

Defini¢cao 3.8. Uma matriz A é denominada matriz nula se todos os seus

elementos sdo iguais a zero, ou seja, a;; = Ok para todo ¢ € {1,2,--- ,n} e
todo j € {1,2,--- ;m}. Pode-se denotar uma matriz nula de ordem m x n
por Oyyxn-

Exemplo 3.9. Vejamos alguns exemplos:
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a) A= |:O]K OIK O]K:|, OJK OJK
C) C= O]K O]K
Og O
b) B = KK Ok Ok
O Ok

Matiz quadrada

Defini¢do 3.10. Uma matriz A é denominada matriz quadrada se seu
numero de linhas igual ao nimero de colunas, ou seja, m = n. Neste caso,

quando a matriz é de ordem n x n, dizemos apenas que A é de ordem n.

Exemplo 3.11. Vejamos alguns exemplos:

a) A= [an}; Ik Ok Ok

C) C = O]K l]K O]K

b) B = bi1 b2 ; Ok Ox 1k
ba1 b2

A matriz quadrada possui alguns elementos importantes, dentre os

quais estdo a diagonal principal, vamos entao defini-los.

Definicao 3.12. A diagonal principal de uma matriz quadrada é o conjunto

dos elementos da matriz em que o indice ¢ é igual ao indice j, ou seja a1,

22, - .., Unn-
aip  aiz - Qin
a21 G2 - A2n
A =
anl1  Qp2 " OUpp

Matriz triangular superior

Definicao 3.13. Uma matriz A é denominada triangular superior se é
quadrada, e os elementos abaixo da diagonal principal sao todos nulos, ou

seja, a;; = Ok se @ > j.
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Exemplo 3.14. Vejamos um exemplo:
Uil U2 U3
U= |0k uz wus

Ok Ok uss

Matriz triangular inferior

Defini¢cao 3.15. Uma matriz A é denominada triangular inferior se é
quadrada, e os elementos acima da diagonal principal sdo todos nulos, ou

seja, a;; = Ok se ¢ < j.
Exemplo 3.16. Vejamos um exemplo:

fin Ok Ok
L= |ly {n Ok

l31 l30 U33

Matriz diagonal

Definigdo 3.17. Uma matriz A é denominada matriz diagonal se for qua-
drada (m = n) e se a;; = Ok para todo i # j, ou seja, todos os elementos fora
da diagonal principal sdo nulos, ou seja, se for simultaneamente triangular

superior e inferior.

Exemplo 3.18. Vejamos alguns exemplos

a1l O]K O]K OIK O]K O]K
a) A= O]K aso O]K ; b) B = 0]K 1]K O]K
Og O ass Ok Ok Ok

Matriz Identidade

Definicao 3.19. Um matriz A é denominada matriz identidade ou matriz
unidade se é quadrada, diagonal e todos os seus elementos em que ¢ = j
(elemento da diagonal principal) sdo iguais a 1. Denotaremos a matriz

identidade por I,,.
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Exemplo 3.20. Vejamos alguns exemplos:

1k Ox Ok
a) Is = |0g 1k Ok|;
Ox Ok 1k

b) I

3.2 OPERACOES MATRICIAIS

1k Ok
Ok 1k|

Agora que ja conhecemos um pouco sobre matrizes, garantiremos que

as operacoes entre matrizes estao bem definidas.

Igualdade

Definicdo 3.21. Dadas duas matrizes A = [ai;]lmxn € B = [bijlmxn de

mesma ordem, dizemos que s@o iguais (escreve-se A = B) se a;; = b;; para
todoi € {1,2,---,n} etodo je€{1,2,---,m}.

Exemplo 3.22. Sejam A, B matrizes com coeficientes reais e z,y € R, as

matrizes

1 1 3

A= v e B=

-7 0 y 0
sdo iguaisse x =3 ey = —T.
Adicao
Definigao 3.23. Dadas duas matrizes A = [aijlmxn € B = [bijlmxn de
mesma ordem, a soma de A+ B é uma matriz C = [¢;j]mxn, tal que

¢ij = ai; + b;; para todo ¢ € {1,2,--- ,n} e todo j € {1,2,--- ,m}.

Vejamos um exemplo:
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2 -1 0 1 2 3
Exemplo 3.24. Dadas A = -1 2 -1 e B = |4 5 6|, com
0o -1 2 7 8 9
coeficientes reais, temos que:
[2 -1 0 1 2 3
A+B=|-1 2 -—1|+|4 5 6
0o -1 2 7 8 9

(241 —-142 0+3
=|-144 245 -1+6
| 0+7 —1+8 249

ot W

—_
—_

Il
- W w
IS PN

Subtracdo

Definigédo 3.25. Dada uma matriz A = [a;j]mxn, chama-se inversa aditiva
ou oposta de A e denota-se por —A = [—a;;]mxn & matriz tal que A+(—A) =

0, em que 0 representa a matriz nula.

Definicao 3.26. Dadas duas matrizes A = [a;;]mxn € B = [bijlmxn de
mesma ordem, a subtra¢do de A—B = A+(—B) é uma matriz C' = [¢;;]mxn,
tal que ¢;; = a;; — bij = a;; + (—bs;) para todo i € {1,2,--- ,n} e todo
je{1,2,---,m}.

Segue, abaixo, um exemplo:
9 -11 0 2

Exemplo 3.27. Dadas A= |5 7 | eB= |7 3 |, com coeficientes
0 -1 4 -1
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reais, temos que:

9 —11 0 2 9 —11 0 -2
A-B=1|5 7 |-1|7 3|=1|5 7 |+|-7 -3
0 —1 4 -1 0 -1 -4 1
[94+0 —11-2 9 -13
=|5-7 7-3|=|-2 4
0-4 —1+1 —4 0

Proposicao 3.28. Dadas A, B, C matrizes de ordem m X n, valem as

sequintes propriedades:
i) A+ (B+C)=(A+ B) + C (associatividade da adigio);
it) A+ B = B+ A (comutatividade da adigio);

i) A+0x = A, em que Ok denota a matriz nula m x n (elemento neutro

da soma);

i) A+ (—A) = 0k.

Demonstragio. Se A = [a;5], B = [b;;] e C = [c;5], entdo

1) A+(B+C) = [aij]+[bij+6¢j] = [aij-i—(bij—l—cij)] = [(aij+bij)+6ij] —
[@ij + bij] + [cij] = (A+ B)+ C.

i) A+ B = [ag] + [bij] = [aij + bij] = [bij + aij] = [biz] + [ay] = B+ A.
iii) A+ 0k = [aij] + 0k = [aij + O]K] = [aij] = A.

iv) A+ (=A) = [ay] + [-ay] = ai; — aij] = Ok
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Produto por escalar

Definicao 3.29. Seja A = [aijlmxn uma matriz e « € R um escalar,
chama-se produto por escalar a matriz B tal que b;; = o - a;;, para todo
1€{1,2,--- ;n}etodo je{l,2,--- ;m}.

3 5 —6
-1 2 8

TA_7. |3 5 <6 _[73 7.5 7--6| |21 35 —d2
=1 2 8| |71 72 7-8] |-7 14 56|

Exemplo 3.30. Sejama=T7e A = . Temos que:

Proposicdo 3.31. Dados A = [a;j]mxn € B = [bijlmxn matrizes e a, 5 €

K escalares, valem as sequintes propriedades:
i) - (B-A)=(a-p)- A
i) a-(A+B)=a-A+a- B;
i) (a+8)-A=a-A+5-A;
) g - A= A.

Demonstracio. i) a-(B-A) =a-(B-|ay]) =a-B-[aiy] = (a-B)-|ai;] =
(a-8)- A,

ii) a- (A+ B) = a-[a; +bij] = [a- (aij + bij)] = [a-ai; +a-by] =
[Oé'aij]+[04'bij]:Oé'[aij]+0t'[b1;j]:Oé'A+OZ'B.

iii) (a—i—ﬁ)-A:(a—l—ﬂ)-[aij]:a~[aij]+ﬁ-[aij]:oz-A—i—B-A.

iV) ]-]K A= ]-]K . [aij] = [aij] = A.

Produto de matrizes

Definicao 3.32. Sejam A = [aj]mxn € B = [bij]lnxp matrizes, chama-se

produto de A por B ou simplesmente AB a matriz C' = [¢;;]mxp, tal que
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Cij :Zzzlaik'bkjZai1'b1j+~"—|—am-bnj paratodoi€{1,2,3-~- ,m}
etodo j€{1,2,3--- ,p}.

Observagdo 3.33. Note que para que o produto AB seja possivel, o niimero
de colunas de A deve ser igual ao ntimero de linhas de B; devido a isso, a

multiplicacdo de matrizes ndo é comutativa.

Exemplo 3.34. Sejam A e B matrizes com coeficientes reais temos que:

2 1 3 1-34+2-(-1)+1-4 5
-1 =3 |-1=1{3-3+(=1)- (1) +(=3)-4| = |2
2 3 1 4 2:3+3-(-1)+1-4 7

Proposicao 3.35. Sejam A, B e C matrizes e a € R escalar. Desde que

a ordem das matrizes torne as operagdes possiveis, temos que:
i) A-(B+C)=A-B+ A-C (distributividade & esquerda);
it) (A+B)-C=A-C+ B-C (distributividade da direita);
iii) (A-B)-C =A-(B-C) (associatividade);
w) (a-A)-B=A-(a-B)=a-(A-B);
v) A-I=1-A= A (identidade como elemento neutro da multiplicagio).

Demonstragao. i) Sejam A = [aijlmxn, B = [bijlnxp € C = [Cijlnxp,

temos que

A~(B+C) =Zaik~(bkj+ckj)
k=1

= (i brj + air - cxy)
k=1

n n
= E ik, - brj + E Ak - Cj
k=1 k=1

=A-B+A-C.
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ii) Sejam A = [aijlmxn, B = [bijlmxn € C = [¢ijlnxp, temos que

(A+B)-C=> (ak; +bi;) - cin
k=1

= (ak; - in + brj - cix)
k=1

n n
= g agj -+ Cik + g brj - Cik
k=1 k=1

=A-C+B-C.

ili) Sejam A = [a;;]mxn, B = [bijlnxp € C = [Cij]pxq, temos que

M=

(A-B)-C=) (A B)ir - ckj

(Z ai - blk) * Ckj

()

ai - (B - C)yy

=~
Il
MR

1

: HMS M-

I
~
I
—

A-(B-C).

iv) Sejam A = [aijlmxn € B = [bij]lnxp temos que

(aA)B:Z(aalk)ka:aZawbw:a(AB)
= k=1

B):Zaik~(a-bkj):a-2aij~bij :OL(AB)
k=1 k=1
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v) Sejam A = [aij]mxn € I = [§ij]nxn, temos que:

A-Izzn:aik-5kj

k=1
:ail‘§1j+"‘+aij'5jj+"'+am'5nj
:a'il'OK”'—"_aij'lK—i—”'_'_ain'OK
= [ay]

=A.

I~A=Zn:5ik~akj

k=1
=0i1-aj+ 40 aij+ -+ in - Gnj
:OK'a1j+"'+11K'aij+"'+O]K'a’nj
= [aij]
= A.
|

Observagido 3.36. Dados A e B matrizes e a um escalar, faremos um abuso
de notagdo e denotaremos os produtos A- B e - A por AB e aA, respecti-

vamente.
Proposigao 3.37. Sejam A e B duas matrizes triangulares:

i) Se A e B sdo triangulares superiores, entdo o produto AB € triangular

SUperior.

it) Se A e B sao triangulares inferiores, entdo o produto AB é triangular

inferior.

Demonstracao. i) Sejam A e B matrizes triangulares superiores, tome a

i-ésima linha de A como a’, 0 ... 0 ay ... aip|eaj-¢ésima

i®
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coluna de B como b; = . Veja que o produto al, - b;j é zero para

todo i > j, logo AB é tri_ang;ular superior.

ii) Sejam A e B matrizes triangulares inferiores, tome a i-ésima linha de

A como al, = [aﬂ coooau0 L O} e a j-ésima coluna de B como
0]
ol . . . o
b; = e Veja que o produto a;, - b; é zero para todo 7 < j, logo
J3
[0 ]

AB é triangular inferior.

Matriz transposta

Defini¢do 3.38. A transposta de A = [a;j]mxn, denotada por AT =
[@ji]lnxm, é a matriz cuja entrada i, j é a;j;, ou seja, as linhas sdo trocadas

por colunas e vice-versa.

Exemplo 3.39. Seja A = . Entao,

5 2
3 1|

Proposicao 3.40. Sejam A = [a;j] e B = [b;;] matrizes e « € R. Desde que

AT_

a ordem das matrizes sejam compativeis, valem as sequintes propriedades

da transposta:
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i) (ATYT = A;

i) (A+ B)T = AT + BT;

iii) (aA)T = aAT;

i) (AB)T = BT AT

Demonstragio. i) Seja A = [aij]mxn, temos que, (AT)T = [(a};)] =

[(aji)] = [ay;] = A.

ii) Sejam A = [ai;]mxn € B = [bijlmxn entdo, (A+ B)T = [(a;; 4+ b;;)'] =
[aji + bji] = [ai;] + [b};] = AT + BT,

i) (ad)” = [o-aij] = afaz] = alai;) = aAT,

iv) Sejam A = [aijlmxn; B = Dijlnxp € C = AB = [¢ijlmxp, entdo
(AB)" = [c};] = [cji] = [Xh=1 aju - bril = 225 [y - [ag;] = BT AT,
|

Matrizes invertiveis

Definicao 3.41. Seja A uma matriz quadrada de ordem n. Dizemos que
A é uma matriz invertivel se existir uma matriz B quadrada de ordem n,
tal que AB = BA = I,,. Se A néo é invertivel, dizemos que A é uma matriz

singular.

Teorema 3.42. Se A ¢ invertivel, entdo é unica a matriz B tal que AB =
BA=1.

Demonstrag¢do. Suponha que B, C' sejam inversas de A. Logo, AC = CA =
I, e AB=BA =1, Dai, C = I,C = (BA)C = B(AC) = BI, = B.

Portanto, B = C' é a inversa de A e é tnica. |

Definigao 3.43. Dada uma matriz invertivel A, chama-se inversa de A e
denota-se por A~! a matriz tal que AA™' = A"1A=1,.

Proposigao 3.44. Sejam A e B matrizes quadradas de ordem n.
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i) Se A € ndo singular (invertivel), entdo A= também é ndo singular e
(A—H)=t = A.

it) Se A e B sdo ndo singulares (invertiveis), entéo AB também é ndo
singular e (AB)™1 = B71A~L.

iii) (AT)=1 = (AT,

Demonstracio. i) A é invertivel, logo A71A = AA=! = I. Entdo A1 é

invertfvel. Como a inversa é tinica A = (A~1)~L.

ii) (AB)(B™LA™!) = A(BB~1)A~! = ATA~' = AA"' =T e (B~1A7}).
(AB) = B-Y{(A"'A)B=B"'IB=B"'B=1.

iii) Temos que I = IT = (AA™HT = (A=1)T . AT. Mas também temos
[=1IT = (A"1A)T = AT . (A-))T. Entdio (AT)~1 = (AT
|

3.3 SUBMATRIZES E MATRIZES POR BLOCO

Definigao 3.45. Uma submatriz ou bloco de uma matriz A de ordem n, é
qualquer matriz obtida de A de ordem r X s, suprimindo-se n — r linhas ou

n — s colunas, ou é a propria matriz A.

Exemplo 3.46. Determinaremos todas as submatrizes da matriz

a21 G22 a23

ail a2 a13]

Tem-se submatrizes de ordens 2 x 3,2x2,2x1,1x31x2elx1. Sendo,

e 2x3:A;

ail G4i2| |@i11 a3 o a2 Qi3
bl )

a1 A2 a1 az3 a2 A23

.« 9% 1: 11117 a12 e a13;
a21 @22 azs

e 2X2:
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e 1x3: {au a12 a13}, {am a2 a23}§

e 1x2: {an alz]a {012 013]7 {011 G13]7 {021 (l22]a {022 023]a

[a21 az:s} )

vt o] . o). o). - o]

Exemplo 3.47. Seja a matriz

a1 ai12 0 0
a21 Q22 0 0

1 0 ass as

0 1 43 Q44

podemos particionar A nos seguintes blocos,

a1 a2 | O 0
a a 0 0
= 21 22 7
1 0 |asz as
0 1 | a3 au

obtendo as seguintes submatrizes

ail a2
An = [

a1 A2

1 0
Aoy =1r =
0 1 as3 Q44

a33 a34
€ A22 = [ ‘| .

Além disto podemos representar A da seguinte maneira:

A 02
I, Ay
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Definigdo 3.48. Seja A = [aijlnxn. O menor principal de ordem k de A é

7

a matriz Ay = [a;j]kxk que é submatriz de dimensdo k extraida de A, isto é

Ap =

a1l a1k A1(k+1)
a1 ALk

A(k+1)1 A(k+1)k  A(k+1)(k+1)
an1

Observagio 3.49. Veja que A1 = [a11] e A, = A.

A1n

A(k+1)n

ann

As submatrizes ou matrizes por blocos possuem grande importancia

na realizagdo de cdlculos com matrizes muito grandes, pois, algumas vezes,

estamos interessados apenas em observar o comportamento de um deter-

minado bloco da matriz. Utilizando este processo de separar a matriz em

blocos, conseguimos analisar o comportamento da regiao desejada da matriz

economizando cédlculos. Além disso, é possivel definir algoritmos de fatora-

¢ao pensando nos blocos da matriz, o que mais uma vez pode economizar

operagoes, a depender da estrutura de esparsidade da matriz.
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4 SISTEMAS DE EQUACOES LINEARES

Para atingir o objetivo deste trabalho que é analisar métodos de re-
solugao de sistemas lineares no corpo 7, precisamos entender o que é um
sistema linear, e como encontrar sua solucdo. Para facilitar a compreen-
sdo, vamos comecar analisando estes, no corpo dos reais R. Neste capitulo,

usaremos como referéncia as obras de [3, 7, 8, 10, 14, 16, 19].

4.1 COMPONENTES DO SISTEMA LINEAR

Um sistema linear é um conjunto de duas ou mais equacoes lineares,
da forma a1z +asxo+- - -+an,x, = bem que os xx’s sdo incdgnitas, e 0s ay’s
e by’s sdo nimeros reais, para k = 1,...,n. Além disto, a3 +a3+---+a? # 0,
ou seja, os coeficientes sdo nao simultaneamente nulos. Um sistema linear

com m equagoes e n incognitas é dado por

a11xr1 + aexe + ...+ a1, = bl

a21T1 + A29To + ... + aspT, = by

Am1X1 + oo + ... + Ty, = b

Observacao 4.1. Note que o sistema pode ser representado facilmente por
n

Zaijxj =b;parai=1,2,...,m.

j=1

Observagao 4.2. Em algumas situagoes em que hd muitos célculos, usaremos
a notagdo al, para nos referirmos a i-ésima linha da matriz A e usaremos a;
para nos referirmos a j-ésima coluna de A. Assim poderiamos representar a
i-ésima linha do sistema por aZ, - x que é equivalente a a;1 1 + @279 + . .. +

AinLp.

Exemplo 4.3. Vejamos alguns exemplos de sistemas lineares no corpo dos

numeros reais.
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l‘1+21172:5 1‘1+l’2:5
a) c)

201+ 312 =8 2x1 =4

3r1 + 229 —x3 = —2 201 + o+ x3=1
b) ¢ —3z1 — zat+x3=5 d) — X9 — 2x3 = —4

3x1 + 229 + 23 = —2 —dx3 = —4

Um sistema linear também pode ser visto na forma matricial na qual
é expresso como Axr = b em que A é a matriz dos coeficientes, com m linhas

e n colunas, x é um vetor de n incégnitas e b é um vetor com m entradas

reais.
a1 ai2 - Qln Z1 b1
a1 @y -+ Gon | |2 by
am1 Am2 tee Amn Tn bm

Além disso, podemos representar o sistema pela chamada matriz aumentada,

(que denotaremos por [A | b]) como veremos abaixo

air a2 - aip | b
a21 A2 -+ A2p bo
Am1 Am?2 ot Qmn an

Se retomarmos os sistemas lineares do exemplo Exemplo 4.3 podemos

expressa-los na forma Ax = b como a seguir:

Exemplo 4.4.
(1 2] [ = 5 ]
a) = ;
L 2 3 T2 8 ]
3 2 -1 z1 | -2
b) | =3 -1 1 | =1 5 |;
L 3 2 1 3 | -2
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2 1 1 7 1
d o -1 -2 s | = | —4
0 0 -4 5 —4

Tais sistemas tem as respectivas matrizes aumentadas:

1 215 1 15
a) : c) :
2 3 8] 2 0 4]
(3 2 —1]-2 2 1 1|1
b) |-3 -1 1 | 5 |; d) o -1 —2|—4].
13 2 1|2 0 0 —4| -4

42 SOLUCOES

Solucionar um sistema linear corresponde a encontrar o conjunto de
incognitas que satisfazem simultaneamente todas as equagoes. Geometrica-
mente falando, quando resolvemos um sistema linear, estamos encontrando
a intersecao entre todos os hiperplanos dados pelas equagoes do sistema. H&
trés possibilidades para o conjunto das solugdes de um sistema linear em

R"™, a saber:

i) Solugdo tnica: em que existe um tinico conjunto que satisfaz simulta-
neamente todas as equacoes lineares. Assim, hd apenas um ponto de
interseccao entre os hiperplanos gerados. Se isso ocorre dizemos que o

sistema, é possivel e determinado.

ii) Ndao hd solugdo: nao existe um conjunto que satisfaca simultaneamente
todas as equacoes lineares. Isso significa que nao hd nenhuma intersec-
¢ao entre os hiperplanos gerados pelas equacoes. Nesse caso dizemos

que o sistema é impossivel ou incompativel.
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iii) Infinitas solugdes: ha infinitos conjuntos que satisfazem as equagoes
simultaneamente. Isso significa que os hiperplanos sao coincidentes.
Caso isso ocorra dizemos que o sistema linear é possivel e indetermi-

nado.

Observagdo 4.5. Quando um sistema possui solugao, costumamos dizer que

o sistema é consistente.

Observagio 4.6. Se A for quadrada e inversivel, entdo a solugdo tnica de
Az =béx* = A~ b

4.3 SISTEMAS TRIANGULARES

Um caso interessante, de sistemas lineares, sao os sistemas triangu-
lares, em que a matriz dos coeficientes do sistema é uma matriz triangular.
Este sistema é muito conveniente, pois, sua solugdo é encontrada facilmente.
Os sistemas triangulares sdo classificados em triangular superior e triangular
inferior.

Um sistema linear é triangular inferior se tiver a forma

li1zy =b
o171 + oo =bo
3171 + I3272 + 3373 = b3

o121 + oo + ...+ lnen = by

emquel;; =0sei<jel; #0, parai=12,...,n.

Um sistema linear é triangular superior se tiver a forma

U111 + U2 + ... + U, = b1
U20T2 + ...+ Uy = bQ
UnpnTn = bn

em que os coeficientes u;; com ¢ > j sdo nulos e u;; # 0, para i =1,2,...,n.
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Quando um sistema linear estd na forma triangular superior ou infe-
rior, dizemos que ele estd na forma triangular estrita. Vamos definir formal-

mente.

Definicdo 4.7. Um sistema linear Ax = b é dito na forma triangular
superior estrita quando a;; = 0 para todo 7 > j e a;; ndo nulo para todo

i=jcomi,j=1,2---,neA=/alpxn-

Definicdo 4.8. Um sistema linear Ax = b é dito na forma triangular
inferior estrita quando a;; = 0 para todo ¢ < j e a;; ndo nulo para todo

i:jCOHI 21.7:1127 7neA: [aij}nxnn

4.3.1 Substituicdo direta ou avancada

Um algoritmo eficiente para resolver sistemas triangulares estritos do
tipo Lz = b em que L é triangular inferior, é o de substituicao direta. Neste

algoritmo, dado um sistema linear do tipo

L1y =b
lo11 + o222 =by
3171 + l3222 + 3373 = b3
lp1T1 + 2z + .o+l = by

podemos encontrar sua solugao isolando a varidvel x; na primeira equacao e
substituindo o valor descoberto na segunda equacao. Repetimos o processo
sucessivas vezes, até obter o valor da variavel x,,. Veja que, para descobrir o

valor de z; efetuamos x; = ;’1—11. Para descobrir o valor de x5, substituimos

ba—lo17;

o valor de z; encontrado na segunda equagao obtendo assim xy = I

Para resolver x3, substituimos os valores de x; e x5 de modo a obter xz3 =

baz(mmi+laa2) - Geperalizando, temos que

l33
k—1
bk— E ijl'j
j=1

Ik

Il
o~
Il
}\D
B
—~
N
[
N

T
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Exemplo 4.9. Vamos aplicar o método da substituicdo direta no sistema
2371 =2
—x1 + 2729 =3
3r1+ a9 t+ax3=2
Da equacéo 2x; = 2 temos que 7 = 1. Agora vamos usar a férmula
(4.1) e substituir o valor de x1 na equagdo —x1+2x9 = 3. Assim, —x1+2x5 =
3= 3y = H = g, = 38 = 5, = 2. Por fim, utilizamos a férmula (4.1) e
substituimos os valores de x1 e x5 encontrados na equacao 3x1+x2+x3 = 2,
entdo, 3x1 +ro+r3=2=>23=2—-31r1—22 =>23=2—3—-2= 13 =—3.

T
Portanto, a solugao do sistema é dada por xz = {1 2 73] .

4.3.2 Substituicdo reversa ou retro-substituicdo

Um algoritmo eficiente para resolver sistemas triangulares estritos do
tipo Uz = b me que U é triangular superior, é o de substituicdo reversa.

Neste algoritmo, dado um sistema linear do tipo

U111 + U122 + ... + U Tpn = b1
U2To + ... + UspXy, = bo
UpnTn = bn

podemos encontrar sua solucao isolando a variavel z,, na iltima equacao
e substituindo o valor descoberto na pentltima equagdo. Repetimos o pro-
cesso sucessivas vezes, até obter o valor da varidavel zi. Veja que, para
descobrir o valor de z,, efetuamos x,, = Ub—:n. Para descobrir o valor de z,,_1,

substituimos o valor de x,, encontrado na segunda equagao obtendo assim

bpn_1—Un_1,nTn

Tp_1 = . Generalizando, temos que
Unp—1,n—1
n
bk — E Ukj Ty
j=k+1
T = Jk=n—-1,---1. (4.2)

Uk
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Exemplo 4.10. Vamos aplicar o método de retro substituicdo no sistema

201+ 22+ x3=1

— T2 — 21‘3 =—4

— 4:173 =—4
Da equagio —4x3 = —4 temos que 3 = 1. Agora vamos usar a férmula (4.2)
substituir o valor encontrado para x3 na equagdo —xo — 2x3 = —4. Assim,
—Xo — 2I3 = To = (7_)19”3 = I9 = %11 = x9 = 2. Por fim, utilizamos a

formula (4.2) e substituindo os valores de x5 e x3 na equacao 2z, +xo+xs = 1

temosque2x1+x2+x3:1:>$1:H%“:xl:%:xlz—l.

T
Assim, a solucao do sistema linear é dada por [—1 2 1} .

4.4 SISTEMAS EQUIVALENTES

O processo de eliminacdo de Gauss, que veremos sequéncia do tra-
balho, se baseia no fato de que podemos transformar (por operagdes bem
definidas, chamadas elementares) um sistema linear em um outro sistema
mais simples, porém equivalente, por sucessivamente eliminar variaveis e
chegar, de alguma forma, em um sistema mais facil de resolver.

A seguir, apresentamos formalmente o conceito de sistemas equiva-
lente antes de procedermos com o delineamento do cerne da eliminagao de

Gauss: as operagoes elementares.

Definigao 4.11. Dois sistemas lineares sao ditos equivalentes se possuem

0 mesmo conjunto solugao.
Vejamos um exemplo para ficar mais evidente.
Exemplo 4.12. Os sistemas a) e b) abaixo sdo equivalentes.
)
3x1+ 220 — 3 =-2

To =3

21}3:4
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-2

31’1 +2£L’2 — I3
—3r1— x93+x3=05

3r1+2x9 +13 =2

Com efeito, note que o item a) é facilmente resolvido por substituigdo
reversa, veja bem, de 2x3 = 4 temos que z3 = 2 e da segunda equagao
temos que xo = 3, assim x; = w = —2 e portanto r; = —2.
Assim, podemos expressar a solugdo do sistema linear pelo vetor [—2,3,2]7.
J& o b) parece ser muito mais complicado de se calcular, mas, na verdade,
se trata de um sistema equivalente que possui mesma solugdo; vamos ver
que isso é verdade mostrando que o vetor [—2,3, 2]T satisfaz as equacoes.
De fato, efetuando as respectivas substituicoes na ultima equacdo obtemos:
3-—24+2-34+2=06-06+42 = 2. Olhando para as equagoes restante,
podemos encontrar: —3-—-2—-3+2=6—-2+3 =5e, por fim, 3- -2+
2:3—2=—-64+6—2 = —2 e isso significa que, ao realizarmos todas as
substituicoes, as igualdades séo verificadas. Dessa forma, temos dois sistemas
equivalentes que possuem o mesmo vetor solugao. Perceba que a solucao
de a) foi facilmente encontrada aplicando o procedimento de substituigdo
reversa. Ja para o item b) teriamos que calcular a inversa da matriz associada
ao sistema. Salientamos ainda, que nao realizamos esse procedimento aqui,
apenas utilizamos a solugdo encontrada em a) para verificar que ambos os
sistemas sdo equivalentes. Alids, existem algumas operagoes que podemos
utilizar sobre a matriz do sistema linear para transformar um sistema linear

em um sistema equivalente.

4.4.1 Operacoes elementares

Seja A = [a;j]mxn, denotaremos por L;, 1 < i < m a i-ésima linha
da matriz A. Definimos entéo, as seguintes operacoes elementares sobre as
linhas de A:
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i) Permutacao das linhas L; e L;, denotada por L; <> L;;

ii) Multiplicar uma linha L; por um escalar @« € R (ou no caso geral

a € K em que K é um corpo qualquer), denotada por L; < aL;;

iii) Substituigdo de uma linha L; pela adigido desta mesma linha a « vezes

outra linha L;, denotada por L; < L; + oL;.

Vamos exemplificar efetuando as operagoes elementares sobre as li-

nhas da matriz

0 -1 2 Lg(—L3+L1 2 -2 2

Operagao do tipo iii):

2 -1 0 2 -1 0
-1 2 -1 Ly Lo+2L3~ |3 0 —1f.
0o -1 2 0 -1 2

Observacao 4.13. Perceba que todas as operagoes citadas acima, podem ser

aplicadas na matriz aumentada de um sistema linear.

Veja que, toda transformacao elementar é reversivel, isto é, se € é uma
operacgao elementar, entdo existe uma operacao &' tal que £(&'(A)) = A e

&'(E(A)) = A.
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De fato, se € é uma operacao elementar do tipo troca de linhas, basta
tomar & = &’. Se €& é uma operacao elementar do tipo multiplicacao por
um « escalar nao nulo, basta que & multiplique a mesma linha por é Se
€ é uma operacao do tipo soma de uma linha ¢ com S vezes a uma linha j,

basta que &’ subtraia da linha 4, 3 vezes a linha j.

Definigao 4.14. Seja A uma matriz e € uma operagio elementar, se B é
obtida pela aplicacdo de uma operagdo elementar em a E(A) = B, entdo

dizemos que B é equivalente linha a A.

Proposicao 4.15. Sejam Ax = b um sistema linear, se pudermos obter
Az =b por sucessivas e finitas aplicagoes de operagoes elementares, ou seja,

se [A | b] € equivalente linha a [A | b, entdo os sistemas sio equivalentes.

Demonstragdo. Dois sistemas lineares sao equivalentes se possuem o mesmo
conjunto solugdo, vamos entdo mostrar que as operacoes elementares nao
alteram o conjunto solucio do sistema linear. Seja T = [z1, 22,...,7,]T a

solucdo de Az = b.

I) Se aplicarmos uma operacao do tipo I (troca de linhas) no sistema
Ax = b, o conjunto solu¢do permanece o mesmo, a menos de uma

) b
permutacgao de elementos, visto que as equagdes lineares nao foram

alteradas.

IT) Se aplicarmos uma operagao do tipo II (multiplicacdo de uma linha
por escalar), sem perda de generalidade, na i-ésima linha do sistema
de equagoes, a1 -1 + a2 - To+ ...+ Qi - Ty, = by, teremos a- a1 - x1 +
Q- Q- To+ ...+ a-a;, - T, =a-b; para algum a € R, utilizando a
associatividade, obtemos (a-a;1) - x1+ (@ ai2) - za+. ..+ (- i) xn =
« - b;, logo o conjunto solu¢do do sistema linear permanece inalterado,

portanto, os sistemas sao equivalentes.

IIT) Se aplicarmos uma operagdo do tipo III (substitui¢do de uma linha
pela adi¢ao desta mesma linha com um multiplo de outra) suponha,

sem perda de generalidade, que estamos somando a i-ésima linha
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i1 T1+ a0 To+ ...+ Qi - T = b; com um multiplo da j-ésima linha
Q-aj1 T+ oA T2+ ...+ oAy - T, = bj em que o € R teremos
(@i1-x14+ai2-2+. . Fin Tp)+H (a1 -T1+a-ajo-To+. . 4 Q-Gjpn-Tyn) =
b; + (a - bj) ao efetuarmos as somas e colocarmos os x’s em evidéncia
obtemos 1 (a;1 +a-aj1)+z2- (Giot+a-aje)+... 4Ty (G +a-ajy) =
b; + (c - bj). Logo, o conjunto solucdo permanece inalterado portanto,

os sistemas sdo equivalentes.

Vejamos um exemplo de aplicacao da Proposicao 4.15

Exemplo 4.16. Os sistemas

ley + 429 + 323 =1 T =3
2x1 + 50 +4x3=4 € To =-2
11‘1—3$2—2$3=5 l‘3:2

representados respectivamente pelas matrizes aumentadas

1 4 3 |1 1.0 0] 3
A=12 5 4 |4l eB=1|0 1 0| -2
1 -3 -2|5 0 0 1| 2
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sdo equivalentes, visto que

1 4 3] 1
L 1 -3 =2 5 L3(—L3+(—1)L1
1 4 3| 1]
~ 0o -3 -2 2 LQ <— (—%) . Lg
| 0 -7 -5| 4]
1 4 3| 1] Ly« Li—4-L
~loo1 33
0 —7 —5| 4] L3« Ly+7-Lo
[ 1 0 % %— Ll(—L1+L3
~loo )
L0 0 —3|-3]
1 o o 3]
~loo 3]
L 0 0 —3|—-2] L3« (-3)-Ls
1 0 0| 3]
~1 0 1 21 -2 Ly« Lo+ (-2) Ls
0 0 1] 2]
1 0 0 3
~1 0 1 0]-=2/.
0o 0 1| 2

Veja que ambos os sistemas possuem solugao x = [3 -2 2} T. Va-
mos verificar, no primeiro sistema de equagoes temos 1-3+4-(—2)4+3-2 =1,
2:345-(—2)+4-2=4e1-3—-3-(—2)—2-2=75 e no segundo sistema ¢
facil ver que x é de fato solugdo, comprovando assim a equivaléncia.
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4.4.2 Forma escalonada de uma matriz

Definicdo 4.17. Dada uma matriz A = [a;;]mxn dizemos que A estd na

forma escalonada por linhas, ou na forma linha degrau se:

i) Se a linha k ndo é composta apenas de zeros, o nimero de zeros que
antecedem o primeiro elemento nao-nulo da linha k£ + 1 é maior que o
da linha k;

ii) Linhas totalmente nulas ficam abaixo das linhas nao-nulas.

Observacao 4.18. Comumente chamaremos uma matriz na forma escalonada

por linhas, de matriz na forma escalonada.

Defini¢ao 4.19. O primeiro elemento ndo nulo de uma linha de uma matriz

escalonada recebe o nome de pivé da respectiva linha.

Exemplo 4.20. As matrizes abaixo estdao na forma escalonada por linhas

5 3 0 1 .
0 0 13 3
A = e B = 11
00 0 -1
3
0 0 0 O
Além disto, os pivos de A sdo a1; = 5, asg = 13 e azgy = —1 e os pivds de B

SENLOCLH:I a22=1ea33:3.
9

Os pivos também recebem o nome de varidveis principais enquanto

as demais sao chamadas varidveis livres.

Definicao 4.21. O grau de liberdade de um sistema linear é o niimero de

variaveis livres.

Definigao 4.22. Seja A uma matriz na forma escalonada. O rank ou posto

de A, denotado por posto(A) é o ntimero de linhas ndo nulas de A.

Observagio 4.23. Veja que dada a matriz dos coeficientes A = [a;j]mxn €

dada A = [@ij]mx (n+1) @ matriz aumentada de A, por estarmos adicionando

uma coluna a matriz A, posto(A) < posto(A).
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Por exemplo, veja que dadas

5 3 0 -1 5 3 0 —-1|b
e 0 01 3 0 A 0 01 3 |b
0 0 0 =8 0 0 0 —=8|bs
0 00 O 0 0 0 0 |bg

se by = 0, posto(A) = posto(A) = 3 e se by # 0, posto(A4) < posto(A), pois

posto(A) = 4.

4.5 ELIMINACAO GAUSSIANA

A eliminacao gaussiana recorre as trés operacoes elementares para
transformar o sistema linear em um sistema equivalente. Vamos defini-la

formalmente.

Definicao 4.24. O processo de utilizar as operagoes elementares dos tipos
I, II e III para transformar um sistema linear do tipo Ax = b em outro
do tipo Uz = ¢ em que U é uma matriz triangular superior é chamado

eliminacdo gaussiana.

Vamos descrever o algoritmo da eliminagdo gaussiana. Inicialmente,
escrevemos A = A e b0 = b. A cada etapa p=0,1,...,n — 1, operacoes

elementares sdo aplicadas no par [A®) | b(P)] para obter um novo par
()
33
Na primeira etapa, zeramos todos os elementos abaixo do pivo a

[A®P+1) | p(P+D] com zeros abaixo do elemento a
(0)
11

subtraindo da j-ésima linha um multiplo ¢;; da primeira linha.

0 0 0 0 1 1 1 1

aif ay) ..oagy) |0 aff apy) ..oag) |0

0 0 0 0 1 1 1

I VO I IR

ay) al) ool | by 0 a .. )| bd
Para i = 2,...,n, formalizamos este primeiro passo como

(0)
fﬂ = ail b(l) = b(o) — gﬂbgo) e aﬁ) = CLZ(?) — Ellaﬁ)
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Lo . . a1 .
O préximo passo é zerar todos os elementos abaixo do pivo aéQ), subtraindo

da j-ésima um multiplo ¢;5 da segunda linha.

1 1 1 1 2 2 2 2
R TANEE
1 1 1 1 2 2 2
Gy, Qg9 ... Gy, | by 0 ayy ... ag, |by
agl) agblg) S N 0 0 ... a2 |b?
Para ¢ = 3,...,n, formalizamos este passo como
an’ @ o @ _ 0 _,
&2 = Ok bz = b1 — &‘sz e Q0" = Q;9" — £¢2a22 .
D)
De modo geral, para zeramos os elementos abaixo do pivo ag), em
que p=1,2,...,n utilizamos,
e e (1) ®) _ 1) (1)
_ g p) _ p(p— G p) _ (=1 _ , (p—
b = pr=E b,” =b; — 4;b; e a; =a; bijag; .
33

Exemplo 4.25. Vamos utilizar o algoritmo para resolver o sistema:

6 2 —1|7
2 4 1|7
3 2 8 |13
12 etapa. Temos que:
o 21 e 31
21~ —y T 7T 3 € 31770y T 9

=2 = ,
a(n) 6 3 ag
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Assim:
1
o of) — oDty o 261 ol o,
@ _ 0 _ 0 &) 1 @ _10
G5y = Ay — Q15 21 = A5q =4—2-§ = Gyy = E;
2 1 1 2 1 2) 4
“g?)) = a§3) - a§3)£21 = aé?)) =1-(-1)- 37 aé?)) =3
1 14
b7 = b bl = 07 =77 5 > b =
1
a:(fl) = agll) - agll)fgl = agzl) =3-6- 3 = a:(fl) =0;
1
ag? = a%) — a(112)£31 = a:(é) =2-2- 2 = ag) =1;
2 1 1 2 1 2 17
a:(ag) = a:(a:s) - agg)g?d = ‘15,3) =8—(-1)- 5= a§3) =5
1 19
b =0y b = b =137 =0 =
Assim, obtemos a matriz:
6 2 —-1|7
10 4 |14
0 3 3|3
0o 1 g
22 etapa. Temos que:
(2)
a 1 3
(g9 E
Assim:
10 3
o o = ot o 1= 0. 30 o

3 10 %

3 2 2 3 17 4 3 3 81
aé:s) = a:(ss) - a§3)€32 = a:(sg) =5 370 a:(s:s) =10
19 14 3 e 8l

) _ 0 _ @ 3) _ _
b3 —b3 Qs 632=>b3 9 310 = b3 0

Portanto, obtemos:

6 2 —1|7
10 4 14

0 5 3|3
81 81

o o0 8|8
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ou seja:
6 2 -1 I 7
10 4 — |14
0 5 3 T2 3
81 81
O O 10 €T3 10

Este exemplo com riqueza de detalhes, foi apenas para a boa compre-
ensao do algoritmo, nos demais exemplos usaremos apenas a notacao das
operagoes elementares como no Exemplo 4.16.

Ao realizarmos o escalonamento, podemos analisar as possiveis solu-
¢Oes com mais facilidade, pois, apds o escalonamento é possivel constatar o
posto da matriz de forma clara. Seja um sistema linear de m equagdes e n
incégnitas dado por Az = b, cuja matriz de coeficientes A = [a;;]mxn tem
posto r e sua respectiva matriz aumentada A= [aij]mx(nﬂ) tem posto 7.

Entao,
i) Se r =n = # o sistema tem solu¢do Unica;

ii) Se r = # < n o sistema possui varidveis livres e, portanto, possui

infinitas solugoes;

ili) Se r < # o sistema ndo possui solugio.

Sistemas sobredeterminados

Um sistema é dito sobredeteminado se possui mais equacoes do que
incognitas. Sistemas sobredeterminados geralmente (mas nao sempre) nao
possuem solu¢ao. Em um sistema deste tipo, a matriz dos coeficientes possui

mais linhas do que colunas (m > n), como na figura abaixo.

Exemplo 4.26. Vamos ver alguns sistemas sobredeterminados

1+ x9=1

7

a) T1— Ty

—x1 + 629 —6
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Figura 1 — Representacao genérica de um sistema linear sobredeterminado.

x1 +2rx94+ x3=1
2r1 — X9+ x3=2
41 + 3x9 + 33 =4
2x1 — 22+ 3x3 =25

x1+2rx94+ x3=1
201 — X9+ x3=2

4561 +3I2 +3I3 =4

3.’E1+ 1’2+21’3:3

Cujas matrizes aumentadas e respectivas solugoes sao

-1 6 | -6

Podemos ver pela tltima linha que o sistema nao possui solugdo, pois

nao ha como a ultima equagao ser satisfeita.

b)

[N
w
W W = =
T = DN =
o O O =
S O =N
[ e
O vw O
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Usando a substitui¢io reversa no sistema b), obtemos exatamente a
T
solugdo x = [0.1 -0.3 1.5} . Veja que a solugao é tnica, pois as

linhas nao nulas da matriz reduzida formam um sistema triangular

estrito.
c)
1 2 11 1 2 111
2 -1 1|2 01 %1]o0
4 3 3|4 0 0 0]0
3 1 213 0 0 0]0
Pondo z; e z2 em funcdo de x3, obtemos xo = —0.2x3 e 1 =

1—2x9 —x3 =1—0.6x3. Portanto, o conjunto solugdo sdo todos os termos

T
da forma z = {1 — 0.6 —0.2c oz] em que o € R. Este sistema ¢

compativel e tem infinitas solugoes.

Sistemas subdeterminados

Um sistema ¢é dito subdeterminado se possui mais incégnitas do que
equacoes. Em um sistema deste tipo, a matriz dos coeficientes possui mais

colunas do que linhas (m < n), como na figura abaixo.

Figura 2 — Representagdo genérica de um seistema subdeterminado.

Sistemas subdeterminados geralmente possuem solugoes infinitas. Isto
se da, pois, a matriz dos coeficientes na forma linha degrau terd » < m
linhas nao nulas. Entdo, a matriz terd r pivos e n — r varidveis livres, em

quen—r>n—m>0.
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Exemplo 4.27. Vejamos alguns sistemas subdeterminados

£L’1+2(E2+ CU3:].
a
2x1 + 4dao + 223 =3

T1+To+ T3+ T4+ x5=2
b) a1+ o+ 23+ 224+ 225 = 3
1+ a9+ 23+ 204 4+ 325 =2

Cujas matrizes aumentadas e respectivas formas escalonadas sao

1 2 111 1 2 111
2 4 2|3 0 0 0|1
e
b)
11 1 1 1|2 11 1 1 1] 2
1112 23[~|0 0 0 11
111 2 3|2 00 0 0 1|-1

Como podemos ver facilmente, o sistema a) ndo possui solucdo. Jé
o sistema b), visto que temos duas varidveis livres, possui infinitas
solucoes da forma z = |[1—a—f a B 2 —1}T, em que o, €
R.

Vamos aqui utilizar um exemplo visto em [10] sobre o fluxo de trafego

de uma cidade, que mostra uma aplicacao de sistemas lineares.

Exemplo 4.28. Na regiao central de uma cidade, dois conjuntos de ruas
de mao unica se intersetam como na Fig. 3. O volume horéario de trafego
entrando e saindo dessa regiao durante a hora de pique é dado no diagrama.

Determine o volume do trafego entre cada uma das quatro intersegoes.
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— —
Nl J[
& &
520 B 3 500
—

C —_—
]

D

™

Figura 3 — Diagrama de fluxo de trafego do exemplo.

Em cada intersecdo, o niimero de automéveis entrando deve ser o
mesmo numero saindo. Por exemplo, na interse¢do A, o nimero de automo-

veis entrando é x1 + 450 e o ntmero saindo é x5 + 610. Entao
1 +450 = x5 + 610  (intersecdo A).

Similarmente
x2 + 520 = 3 +480  (intersecdo B);
23+ 390 = x4 + 600 (intersecao C);
x4+ 640 = 21 + 310  (intersecdo D).

A matriz aumentada para o sistema é
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A forma escalonada da matriz é

1 0 0 —-1]330
0 1 0 —-1/|170
0 01 —-1/210
0 00 O 0

O sistema possui uma variavel livre, devido a isto, tem infinitas solug¢oes
possiveis. O diagrama de fluxo do trafego nao fornece informacéao suficiente
para determinar x1, xo9, x3 € x4 de forma univoca. Se o volume do trifego
fosse conhecido entre qualquer par de intersecbes, o trafego nas artérias
restantes poderia ser facilmente calculado. Por exemplo, se o total de trafego
entre as intersecoes C' e D é de 200 automoéveis por hora em média, entao

x4 = 200. Usando este valor podemos calcular z1, x5 e x3.
r1 = x4 + 330 = 530;

Ty = x4 + 170 = 370;

r3 = x4 + 210 = 410.

Forma linha degrau reduzida

Definicao 4.29. Dizemos que uma matriz estd na forma linha degrau

reduzida se:
i) estd na forma linha degrau;

ii) O primeiro elemento néo nulo em cada linha é o nico elemento nao

nulo em sua coluna.
Exemplo 4.30. As matrizes a seguir estdo na forma linha degrau reduzida:

a)10. 6 0 0 3
0 1| b) [0 =3 0 —2|;

0 0 1 1
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05 7 0 -1 11 0 -3
) |0 00 if; d o o0 11 13
0000 0 0 0 0

Observacao 4.31. O processo de transformar a matriz aumentada do sistema

linear na forma linha degrau reduzida recorrendo as operagoes elementares
é conhecido como redugio de Gauss-Jordan.

Exemplo 4.32. Vamos utilizar a redugdo de Gauss-Jordan no seguinte
sistema

—r1+x2— x3+324=0
3r14+x9— x3— x4=0

2371—1‘2—2])3— 1‘4:0
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Veja que
-1 1 -1 3]|0]

1 -1 —-11]0 Lo« Ly+3-1L;
| 2 -1 =2 —=1|0] Lz« Ls+2-1L4
(-1 1 -1 3|0] L+ (-1)-L

~ 0 4 —4 810 LQ — i . LQ
| 0 1 —4 5 (0]
1 -1 1 =3]0]
~ 0 1 -1 0
L 0 1 —4 0_ L3 (—L3+(—1) - Lo
[ 1 -1 1 =3|0| L+ Li+Ly
~ 0 1 -1 210
| 0 0 -3 31 0] L3<——%~L3
1 0 0 —1]0]
~ 0 1 -1 210 Lo« Lo+ L3
| O 0 1 —-1]0]
1 0 0 —1]0]
~ 0 1 0 110
| 0 0 1 —-1]0]
retornando ao sistema temos
I — Xy = 0
X9 +x4=0

CE3—CE4=O

T
assumindo x4 = a em que a € R, temos a solu¢do z = | —a « a} .

Observacao 4.33. O sistema que acabamos de resolver é da forma Az =0
(b = 0). Denominamos tal sistema de sistema linear homogéneo. Além disso,

Az = 0 tem sempre uma solugio trivial z = 0.
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Teorema 4.34. Um sistema linear homogéneo m x n tem solucdo ndo

trivial (£ # 0) se m < n ou seja, se for subdeterminado.

Demonstracio. A forma linha degrau de um sistema linear homogéneo tem
no maximo m linhas ndo nulas. Por consequéncia, tem no maximo m varia-
veis principais. Logo, com m < n, hda n —m > 0 varidveis livres, as quais
assumem valores arbitrarios. Segue que temos infinitas solugdes para tal

sistema linear homogéneo. |

4.6 SISTEMAS EQUIVALENTES (VERSAO MATRICIAL)

Algumas operacoes como a multiplicacdo por matrizes néo singulares,
podem gerar sistemas equivalentes, desde que aplicadas em ambos os lados

da igualdade do sistema. Vamos analisar melhor esta afirmacao.

Teorema 4.35. Dado um sistema linear do tipo
Az =b (4.3)

em que A tem ordem m X n, x tem ordem n x 1, b tem ordem m x 1. Dada
a matriz C de ordem m X m, nao singular temos que o sistema Ax = b é
equivalente a

CAx = Chb. (4.4)

Demonstragao. Claro que qualquer solugao de Eq. (4.3) é solucao de Eq. (4.4).
Seja [x1, 79, ..., 2,]T a solucdo de Eq. (4.3), tomando a i-ésima equacio do
sistema linear temos a;1 -1+ a9 -xTo+. ..+ ajn - T, = b; € se multiplicarmos
pela matriz C & esquerda de A obtemos (¢l -a1)-z1+(ck -as) - xa+... (ck -
an) - Tp, = clb; veja que a solugdo = permanece inalterada.

Por outro lado, se & for solugdo de Eq. (4.4), entdo CAZ = Cb =
C~1CA2 = C71Cb = A2 = b e, portanto # é solucio de Eq. (4.3). Logo,
Eq. (4.3) é equivalente a Eq. (4.4). |

Para transformar o sistema linear Az = b em um sistema equivalente

Uz = y, na forma triangular superior, podemos multiplica-lo, sucessivas e
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finitas vezes por matrizes nao singulares Fq, E5, F3, ..., Ex. Em que U =
Ey-...-E3s-Ey-Ey-Aey=EFE;-...-E3-FEy - Fy-b. O sistema sera
equivalente ao original desde que C'= E}, -...- F5- Fs - F1 seja ndo singular.

Mas, como C é um produto de matrizes ndo singulares, C' é nao singular,

pelo Teorema 4.35.

4.6.1 Matrizes elementares sobre matrizes

Definicao 4.36. As matrizes obtidas a partir da identidade mediante a
aplicacdo de uma tUnica operacao elementar sao camadas de matrizes ele-
mentares. Denotaremos Fy = &(I,), em que € é uma operagao elementar e

I,, é a identidade de ordem n.

Exemplo 4.37. Suponha I3, assim
Tipo I:

Ey=¢&1(I3) =

o O =
_ o O
o = O

a matriz F; é obtida através da permutacao das linhas 2 e 3 de I3, portanto

é do tipo I. Se multiplicarmos uma matriz A qualquer por F; obtemos

100 a1 a2 a3 a1l a2 a3
Ei-A=10 0 1 a1 G2 G23| = |as1 asx ass
010 a1 asz ass az1 a2 a3
Tipo II:
1 0 O
EQZEQ(I?,): 0 a O
0 0 1

a matriz Fs é obtida pela multiplicagdo da linha 2 de I3 por um escalar

a # 0, portanto, é do tipo II. Se multiplicarmos uma matriz A qualquer por
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FE5 obtemos

100 a1l a2 a3 ay aiz a3
Es-A=10 o O 21 Qo G93| = |a-a21 @-aze Q- ao3
0 0 1 as;  azz  ass asi asa ass
Tipo III:
1 0 0
Es=8(I) =0 1 0
a 0 1

a matriz F3 é obtida pela soma da linha 3 de I3 a linha 1 por um escalar
a # 0, portanto, é do tipo III. Se multiplicarmos uma matriz A qualquer

por E3 obtemos

1 00 a1 a2 a3
Es-A=10 1 0 a1 Q22 Q93
K& 0 1 a3; Qs Aass

a11 a12 a13

= a21 a22 a23

la31 +a-a11 asxt+a-aip aszz+a-as

Corolario 4.38. Toda matriz elementar € inversivel e sua inversa também

€ uma matriz elementar.

Demonstracdo. Seja E uma matriz do tipo I, entdo E é obtida permutando
as linhas ¢ e j da identidade I. Logo, podemos obter I permutando nova-
mente as mesmas linhas. Portanto F - F = I. Destarte, F¥ é sua prépria
inversa quando ¢é do tipo 1.

Seja E uma matriz do tipo II, entdo E é obtida multiplicando a
i-ésima linha da identidade I por um escalar «.. Logo, podemos obter a iden-

tidade multiplicando F por uma matriz cuja i-ésima linha estd sendo mul-

é a inversa de F. Destarte, matrizes do tipo II sao nao singulares.
Seja E uma matriz do tipo III, entdo E pode ser obtida somando-se

m vezes uma linha ¢ a uma linha j. Portanto, para reverter o processo, bata
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subtrair m vezes a linha ¢ da linha j. Sendo assim, a inversa de F é uma
matriz cuja j-ésima linha é —m vezes a i-ésima linha. Logo, uma matriz do
tipo III possui inversa. Conclui-se entao, que todas as matrizes elementares

sdo nao singulares. ]

Fazendo um apanhado das informagoes reunidas até aqui sobre matri-
zes inversiveis, podemos enunciar e demonstrar o teorema abaixo. Trata-se

de uma sequéncia de afirmacoes equivalentes sobre matrizes inversiveis.

Teorema 4.39. Seja A = [a;j]nxn com coeficientes reais, sio equivalentes

as sequintes afirmacoes
i) A é ndo singular;
it) Az = 0 tem apenas a solugdo trivial x = 0;
iti) A é equivalente linha a I;
w) Az = b tem solugdo unica.

Demonstragio. i) = ii) Se A é ndo singular, existe A~!. Logo, Az = 0 =
A7'Az = Iz = 0. Portanto = = 0.

i1) = 41i) Suponha que x = 0 seja a Unica solugdo de Ax = 0. Através
de operagdes elementares podemos obter [U | 0] em que U estd na forma
linha degrau. Se algum dos elementos da diagonal de U for zero, a tltima
linha de U serd nula, mas dai, Az = 0 teria infinitas solugdes. A forma linha
degrau reduzida de U neste caso é I. Logo, U é uma matriz estritamente
triangular com os elementos da diagonal iguais a 1 (também chamada matriz
triangular unitdria). Segue-se que I é a forma linha degrau reduzida de A
portanto, A é equivalente linha de I.

iii) = i) Se A é equivalente linha a I, existem FEi, Es,..., Ej tal
que E - ... - Ey- By -1 = A. Como cada E; ¢ nao singular, segue que
Ef' Byl E;'-A=1 Entdo, At =E;'-E;' ... E; " e, portanto

A~1 é ndo-singular.
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i) = iv) Se A é ndo singular, entdo, existe A~1. Logo, A=! - Az =
A7l b= 1Tx = A" = 2 = A 'b. Suponha & e x solucdes de AT = b e
Ar =0 . Entdo AT = Az = A~ Az = A"  Ar =7 = 2.

w) = (i) Se A é nao singular e X é qualquer solugdo de Az = b,
entdo A% = b. Multiplicando-se ambos os lados dessa equacdo por A~!,
vemos que % deve ser igual a A~'b. Inversamente, se Az = b tem uma
Unica solugdo &, entdo podemos dizer que A é nédo singular. Realmente, se
A fosse singular, entdo a equacdo Ax = 0 teria uma solu¢do z # 0. mas
isto implicaria que y = & + z é uma segunda solucdo de Az = b, ja que
Ay =A(Z+2) = A2+ Az = b+ 0 = b. Portanto, se Az = b tem uma tnica
solucdo, entao A deve ser nao singular.

|

4.7 FATORACAO LU

Ja vimos em secOes anteriores, que por meio das operacdes elemen-
tares, podemos transformar um sistema do tipo Ar = b em um sistema
equivalente Az = b através de sucessivas e finitas operagoes em suas matri-
zes aumentadas. Porém, se A for uma matriz muito grande e com muitos
elementos, este processo se torna muito demorado e exigird muitos calculos.
Veremos agora uma maneira melhor de transformar um sistema Az = b
em um sistema equivalente mais facil de se resolver usando uma fatoracao
na matriz A. Ao fatorarmos a matriz A em duas matrizes L e U, obtemos
A = LU em que L é triangular inferior unitaria e U é triangular superior.
Deste modo, dado um sistema linear Az = b em que A admite fatoragio
LU, obtemos entdo, (LU)x = b e podemos resolver entdo os sistemas line-
ares Ly = b e Uz = y. Logo, ao invés de resolvermos o sistema original, o
que exigiria muitos célculos, poderiamos apenas resolver Ly = b e depois

Uz =y.

Teorema 4.40. Se uma matriz A = [a;j]nxn pode ser reduzida & forma

triangular estrita somente por operagoes elementares do tipo III (sem troca
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de linhas) entdo A= L-U em que U € triangular superior e L é triangular

inferior com a diagonal de uns.

Demonstrac¢io. Se A pode ser reduzida a forma triangular estrita, entdo
A ~ U. Logo, existem Fi, Fs, ..., E; matrizes elementares do tipo III de
modo que E, - Ey_1-...- E1 - A = U. Manipulando a equagdo obtemos
A=E;"-E;'-....E;'-U. Definindo L = E; ' - E; '+ ... B, temos que
A=L-U.E claro que L ¢ triangular inferior, pois pelo Proposicao 3.37, o

produto de matrizes triangulares inferiores é triangular inferior. ]

Note que as hipéteses requeridas para o teorema acima sao equivalen-
tes a pedir que todas os menores principais (veja Defini¢ao 3.48) da matriz

em questao sao nao singulares.

Teorema 4.41. Seja A uma matriz inversivel que admite fatoracio LU,

entao, L e U sao unicas.

Demonstracao. Suponha, por absurdo, que L e U nao sejam tnicas, ou seja,
que existem L1, Lo e Uy, Us tais que A = L1-U; = Lo-Us, mas dai, L;lLl =
U.U; ! Mas, o produto de duas matrizes triangulares superiores é triangular
superior e o produto de duas matrizes triangulares inferiores é triangular
inferior, conforme visto em Proposi¢do 3.37, portanto L 1L, é uma matriz
triangular inferior unitaria e UsU; 1 ¢ triangular inferior. Dai, para que a
igualdade seja mantida, L;lLl = UgUf1 deve ser obrigatoriamente uma
matriz diagonal, cujos elementos da diagonal sdo 1’s. Portanto L 'L, =

UQUl_l = I e concluimos que L1 = Ly e Uy = Us. [ |

A matriz U é obtida ao final do escalonamento da matriz A e a matriz

L é obtida a partir da identidade, ao longo do escalonamento de A.

Exemplo 4.42. Seja

h

Il
— =
NN
W N =
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Observe que queremos escrever a matriz A como a multiplicacao
de duas matrizes triangulares e, para isso, vamos desenvolver o exemplo,
simultaneamente construindo ambas conforme as operacoes elementares.
Para isto, comecamos identificamos o pivd da primeira coluna que é a;; = 1,
entao zeramos todos os elementos da primeira coluna abaixo do pivo. Para
isso, precisamos encontrar £21 e £3; de modo que multiplicados pelo pivo da
primeira coluna irdo zerar respectivamente os elementos as; € az;. Temos

1 1

— a1 _ . —am; 1 _ :
que lo1 = gl =3= 1, de modo similar f3; = S =3= 1. Assim,

1 1 1 1 1 1

1 2 2| Lo« Ly—¥oy-Li~ |0 1 1

1 2 3| L3+ Ls—1Vls31-14 01 2
Como os elementos as; e az; agora sao nulos, podemos guardar os multi-
plicadores f5; e f31 em seus lugares, visto que, a matriz L é formada pelo

produto das matrizes elementares inversas, assim

1 11

1]1 1
111 2
Na segunda coluna, temos agora que aso = 1 é 0 pivo, assim, precisa-

mos zerar todos os elementos abaixo de ags.

Vamos entdo calcular f35 tal que £35 = 232 = 1 = 1. Entdo,

az2
111 11 1
1)1 1 ~l1]1 1
11 2| Ly Ly—ts- Lo 1 11

Assim,
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. Veja que, na verdade, o que fizemos foi primeiro multiplicar A por

1 0 0
E21 =1-1 1 0 5
|0 0 1]
depois por
_ 0 ol
Exn=(0 1 0f,
-1 0

e, por fim, multiplicamos pela matriz

E32: O 1 0,

obtendo assim

U=F3 B3 -Eyn-AeL=Ey" " Ey' Ej.

4.8 FATORACAO PA=LU

Pivoteamento parcial

Qjj 7 ~
o, que s sdo

obtidos se o piv6 aj; diferir de zero. Entretanto, o que acontece se o pivo

A fatoracdo LU depende dos multiplicadores ¢;; =

for nulo? Mais ainda, e se a;; for muito menor que a;;, relativamente, como

no caso abaixo,

4 | 00001 1 1 0
B 1 1| | 10000 1

No primeiro caso, a operacao é impossivel. No segundo caso, pode-se incorrer

0.0001 1
0 —9999

= LU?

em erro numérico. Para contornar estes problemas, usamos o que chamamos
pivoteamento que nada mais é do que um processo de permutagao de linhas
de modo a obter um pivé nao nulo ou de tamanho comparavelmente menor.
Nesta estratégia, realizamos a permutacao de linhas da matriz A quando

necessario.
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Definicao 4.43. Uma matriz obtida a partir da identidade, permutando
suas linhas (ou colunas) é chamada matriz de permutagdo. Denotaremos

matrizes de permutagao por P.

As matrizes de permutagao sdo exatamente as matrizes elementares
do tipo I da Definicao 4.36 e do Exemplo 4.37.

Exemplo 4.44. Sejam

010 30 12 98
P=1[0 0 1| eA=1(26 5 94
100 10 5 81

entao
30 12 98 26 5 94

0
11-126 5 94| = (10 5 81
0 10 5 81 30 12 98

Se L e U sao fatores de A e A = P - A, dizemos que estamos fazendo
a fatoracio PA = LU.

Exemplo 4.45. Vamos utilizar a fatoracdo PA = LU no sistema abaixo.
3r1 —4xs+ x3=9
T + 2w + 223 = 3
4.’E1 - 31’3 =-2
Veja que
3 -4 1 9
A=11 2 2 3
4 0 -3|-2
O primeiro pivo é o elemento az; = 4 pois é o elemento que possui maior
valor em médulo na primeira coluna. Precisamos entdo multiplicar A pela
matriz P que permuta as linhas 1 e 3
0 0 1 3 -4 1 9 4 0 —-3|-2
1 2 2 3(=11 2 2 3
3
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Agora, vamos aplicar a fatoracdo LU na matriz permutada

4 0 -3|-2 4 0 -3|-2
1 2 2 3 L2<—L2_%.L1N % 9 %1 %
3 -4 1| 9]LyeLs—§-Ln [§]-4 §]12
Agora na segunda coluna, o maior elemento em moédulo é azs = —4, portanto,

vamos permutar as linhas 2 e 3

N

0 —-3|-2

1 7

2 4= L
3 21
74 = =

Prosseguindo com a fatoragao, temos

[

Py A=

O O =
— o O
=

o = O

|
I IC) AN
N) |
B
[
oI~ m‘fﬁ

EN[JORTNTE

0 -3|-2

o
\
w
\
)

ENTENNTIC) IS
|
Non
=g
ISR
2
FNTSNTF N
vl |
S
olF &z
(8 o2

L3<—L3—|—%-L1

4 0 -3 1 0 O

_ 13 _ 3
U=|(0 —4 T e L= g 1 0
35 1 1 35
0 0 i3 %

e estes sdo os fatores da matriz A = P- A em que P = P, - Py, ou seja

00 1] [4 -3 4 0 -3
A=P-A=1|1 0 0 2 2| =13 -4 1
01 0| |3 -4 1 2 2

Resolvendo os sistemas triangulares, temos que

i) Ly = Pb em que

0 01 9 -2
Pb=11 0 0 31=191.
0 1 0] [—-2 3
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3y1 = -2

—2
S+ e =9 = y= 2],
1 1 35
V1 —3Y2 +ys=3
ii) Uz =y
4$1 - 3563:72 1
—dag+ Bay =2 = a2=|-1
35,. _ 35 2
et iy

Com efeito, qualquer matriz pode ser fatorada utilizando pivotea-
mento parcial. Abaixo, enunciamos este resultado, cuja demonstracido pode
ser encontrada em [14, p. 150-153] e em [19, Theorem 1.8.8].

Teorema 4.46. Para qualquer matriz A de dimensdo nxn existem matrizes,
também de dimensdao n X n, L triangular inferior, tais que l;; = 1, U

triangular superior, e uma matriz de permutacdo P tal que

PA=LU

49 CUSTO COMPUTACIONAL

Na cifra de Hill, é necessario calcular a inversa de uma matriz que
é chave de encriptacao para realizar a decodificacao da mensagem. Entre-
tanto, existem métodos que demandam muitos célculos para realizar esse
procedimento. Vamos ver entdo como seria a melhor forma de calcularmos
essa matriz que é a chave de decodificagao.

Em computacao, quando desejamos o custo de um algoritmo, temos
duas opg¢oes, ou comparamos a memoéria gasta para executd-lo, ou compa-
ramos o tempo gasto.

Costuma-se medir o tempo gasto em flops que sdo operagoes de ponto
flutuante, este nome se d4, pois, geralmente os computadores armazenam
nimeros reais como tipo ponto flutuante. Assim, quanto mais célculos séo

necessarios para se resolver um problema, maior sera o nimero de flops. E
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claro que existem outros fatores que influenciam na contagem do tempo,
como memoéria, taxa de transferéncia, etc. Porém, aqui, nos concentraremos
apenas nos flops.

Classificamos a dificuldade de uma operac¢ao com o que chamamos de
ordem, utilizando como base a quantidade de flops, neste caso, a quantidade
de trabalho ¢ igualada linearmente com a dimensao. Por exemplo, se em
um célculo sdo contabilizados n flops, dizemos que a operacéo é de ordem
n e denotamos por O(n). Se forem contabilizados n? flops, dizemos que a
operacio ¢ de ordem O(n?).

Vamos nos basear na referéncia [6], para classificar algumas operagdes
entre vetores e matrizes e contabilizar seus flops, para esclarecer melhor.

Vamos analisar o custo para realizar operagoes entre vetores perten-
centes a um espago vetorial de dimensao n, digamos, por exemplo, o R™.

Veja abaixo.

a) Multiplicagdo de um escalar por um vetor de tamanho n,

T
a-v:[aml Q- vy ... -V

Sao necessarios n produtos, portanto tem ordem O(n).

b) Soma de dois vetores v e w de tamanho n,

T
v—l—w:[vl—i—wl vy +we ... UV, +wy,

Sao0 necessarias n somas, portante tem ordem O(n).

¢) Soma de um multiplo de um vetor com outro vetor

T
a-v+w=|a-v1+w a-vy+wy ... a~vn+wn] .
Sao necessarios n produtos e n somas, portanto tem ordem O(n).

d) Produto escalar de dois vetores de tamanho n,

T
VW =1v] W1 + V2 Wy + Uy Wy
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Sao necessarios n produtos e n—1 somas, temos entao 2n—1 operagoes,

portanto ordem O(n).

Operagoes de ordem O(n), como estas que acabamos de ver, sdo
chamadas operagoes nivel 1.
Vamos analisar agora, o custo de operacoes a multiplicacado de uma

matriz por um vetor A-xz =0bem que A € R™*" e x € R".

a1 a1z - Gip T1 a11 - T1t+ a2 -Ta+ -+ aip - Ty
a1 Q22 -+ Q2n T2 a1 - X1+ Qg2 -T2+ -+ agp - Thy
Am1 Am2 s Qmn Tn aml'x1+am1'x2+"'+amn'mn

Veja que para obtermos um elemento de b é necessario multiplicar
uma linha de A pelo vetor coluna x, isto é equivalente a operacgao de produto
escalar de dois vetores, portanto, possui 2n — 1 operagoes, que como ja vimos
anteriormente tem ordem O(n). Mas, veja que para obter b precisamos
realizar este processo m vezes, teremos o custo de m-(2n—1) = (2n-m—m)
flops. Se supormos m = n teremos o custo de (2n? — n) flops, o que nos d4
ordem O(n?).

Calculemos o custo de multiplicacdo de duas matrizes. Sejam A €

R™*P ¢ B € RP*™, queremos calcular o custo de A- B = C.

a11 a2 - Q1p bir bz - bip C11 Ci2 -+ Cin
a1 @z - agp | |bar b2 - bop Co1  Ca2 tct Cag
. - ,
am1 Am2 - Omp bpl bp2 e bpn Cml Cm2 *°° Cmn
D
em que ¢;; = g a;, - by expressa um elemento de C' dado pela multiplica-
k=1

¢ao de uma linha de A por uma coluna de B.
O custo de multiplicar uma linha de A por uma coluna de B é
equivalente a operacao de produto escalar de dois vetores, e possui 2n — 1

flops e ordem O(n). Veja que isto gera apenas um elemento de C, entdo
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precisamos multiplicar por n pra obter toda uma linha de C' e posteriormente
multiplicar por n para obter todas as colunas de C. Assim, sdo necessarios
n-n-(2n —1) = (2n® — n?) flops, e temos ordem O(n?).

Vamos analisar agora, o custo para resolver um sistema usando a
fatoracao LU, veja que além da fatoragdo LU, temos que implementar
também os algoritmos de substituicdo avangada e o de retro-substituicao.
Comegaremos calculando o custos destes e depois analisaremos o custo da
fatoragao LU.

Seja L uma matriz triangular inferior n x n e b um vetor n x 1.

Podemos expressar o algoritmo de substituicao direta por

Cédigo 4.1 Cédigo do algoritmo de substituigdo direta. Adaptado de [6]
function subdir(L,b)
n = size(L)
b[1] = b[1]/L[1,1]

for i = 2:n

bl[il=(b[i] - L[i, 1:(i-1)] * bl[1:(i-1)1)/L[i,i]

end
return b
end

Vamos contabilizar os flops. Na linha 3 temos uma operacao de divisao,
portanto O(1).

Contabilizaremos, agora, as operacoes do loop na linha 5. Quando
tomamos 7 = 2 temos b[2] = (b[2] — L[2,1: 1] xb[1 : 1])/L[2,2], que envolve
uma operagao de divisdo, uma operagao de multiplicacdo e uma operagao
de subtracao, totalizando 3 flops. Quando ¢ = 3, temos b[3] = (b[3] — L[3,1:
2]« b[1 : 2])/L[3, 3], temos uma subtragdo, duas multiplica¢des, uma soma e
uma divisao, ou seja, 1 + 2+ 1+ 1 =5 flops. De modo geral, se tomarmos
i = n, temos b[n] = (b[n] — L[n,1 : n — 1] xb[1 : n — 1])/L(n,n) temos
uma subtracdo, n — 1 multiplicagées, n — 2 somas uma divisdo, ou seja,
1+(n—1)+(n—2)+1=(2n—1) flops.
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Somando todos os custos, obtemos

3

20k —1)=1+3+5+7+---+2n— 1.
k=1

Usando a férmula da soma da progressdo aritmética temos que Sfiops =
w = % = n?. Portanto, para aplicar o algoritmo da substituicdo
direta, usamos n? flops, sendo assim, uma operagio de ordem O(n?).
Vamos agora calcular o custo de uma substituicdo reversa. Seja U
uma matriz triangular superior n X n e b um vetor n x 1. podemos expressar

o algoritmo de substituigao reversa no cédigo abaixo.

Cédigo 4.2 Cdédigo do algoritmo de substitui¢ao reversa. Adaptado de [6]
function subrev(U, b)
n = size(L)
b[n] = b[n]/U[n,n]
for i = (n-1):-1:1
bli] = (b[i] - U[i, (A+1) :nl*b[(i+1):n])/U[i,i]
return x

end

Veja que os dois algoritmos sdo bastantes similares e possuem a
mesma quantia de flops, a explicacdo é aniloga. Portanto, temos n? flops e
ordem O(n?).

Por fim, vejamos o quéo custosa é, computacionalmente, a fatoracéo

LU. Seja A n x n, temos o seguinte cdédigo em Julia para fatoragdo LU.
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Cddigo 4.3 Codigo em Julia do algoritmo da fatoracao LU

function LU(A::Matrix)

n = size(A, 1)
U = copy ()
L = diagm(£fill(l, n))
for k = 1:n-1
for i = k+l:n
L[i, k] = U[i, k] / ULk, k]
for j = k:n
Uli, j1 -= L[i, k] * ULk, j]
end
end
end
return L, U
end
Para zerar os termos da primeira coluna, temos que calcular os co-
eficientes £;; = 1, i € {2,3,4,...,n} entdo multiplicd-lo com os termos
ai2,...,01y, da primeira linha e somar cada um com o seu termo respectivo

da i-ésima linha. Totalizando entdo n multiplicagoes e n — 1 subtragdes, por
linha. Como temos n — 1 linhas, s@o realizadas n - (n — 1) multiplicagoes
contabilizando o custo dos multiplicadores e o custo da multiplicacao pela
linha que contém o pivo. Sdo realizadas também, (n—1)-(n—1) = (n—1)2
subtragoes.

Para zerar os termos da segunda coluna, realizamos um processo
similar. Efetuamos (n — 1) produtos e (n — 2) subtragoes. Como desejamos
aplicar em todas as n — 2 linhas da coluna 2, temos entdo (n — 1) - (n — 2)
produtos e (n — 2) - (n — 2) subtragdes.

Repetimos o processo até o termo a,, (,—1), 0 Ultimo termo a ser
zerado. Dali, precisamos calcular o coeficiente ¢,, (,,_1) e multiplicé-lo pelo
elemento a(,_1),, e depois realizar a subtragao com o termo a,, (,,—1), totali-
zando entao dois produtos e uma subtracao. Veja que estamos contabilizando
o céalculo do multiplicador como um produto pelo inverso multiplicativo do

pivo.
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Somando todas as subtragoes que precisamos realizar, obtemos entao

n—1
(n=12+n-27+-+12=) %
i=1

n—1 n
e, manipulando o somatério obtemos E i? = g i? — n?. Perceba que esse
i=1 i=1

n

somatério é facil de calcular, pois, E i? é o ntmero piramidal quadrado.
i=1

Assim,

zn:iQ—nQ ”'(n+1)6'(2”+1)_n2

=1

203 +3n%+n
-~ —n

6
20 +3n? 4+ n — 6n?
B 6
_ 23 —3n%2+n
S —

Somando as multiplicagdes que precisamos efetuar, obtemos

n—1
ne(n—1) 442 1= (i-(i+1))
=1
n—1
=) (i*+1)
=1
n—1 n—1
—2224—21
=1 =1
n—1 n—1

veja que, E i refere-se aos multiplicadores e E i? refere-se a multiplicacio
i=1 i=1
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destes pelas linhas que contém o pivo. Assim,

n—1 n—1

9 . on-(n+1)-(2n+1) 5 n-(n—=1)
E i+ g 1= -—n'4+ —"=
i=1 i=1 6 2

2 +3n2+n 5, n?-n

- 6 " 2

_ 20 + 3n% 4+ n — 6n% + 3n? — 3n
N 6

- 2n3 — 2n

N 6

ni-n

=—

Assim o custo da fatoragao LU é

o2n3 —3n24n n®—n

6 3
_2n3—3n2+n+2n3—2n
B 6
_4n3—3n2—n
I a—

Apo6s calcularmos a LU, precisamos resolver dois sistemas triangula-
res, 0 Ly = be o Uz = y, j& vimos que o custo para isto seria 2n?. Portanto,

o custo total para resolver um sistema linear utilizando fatoragdo LU seria:

4n® —3n%2 —n

_ 4n3 — 3n? — n + 12n?
B 6
4An* 4+ 9n% —n
=

Vamos calcular quanto custa para inverter uma matriz, suponha que

desejamos inverter uma matriz 2 x 2, a matriz A =

2
4] por exemplo.

Entao, precisamos encontrar uma matriz do tipo B =

btl
al que
c d 4
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A - B = I. Para isto, efetuamos a seguinte multiplicacio
[1 2 b

A-B= e -
3 4 c d

e depois igualamos a identidade

la+2¢ 1b+2d
3a+4c 3b+4d

:E ﬂ.

Assim obtemos dois sistemas lineares de duas incognitas e duas varidveis

[1a+2¢ 1b+2d
_3a +4c¢ 3b+4d

la+2c=1 1b+2d=0
e )
3a+4c=0 3b+4d=1

Similarmente, se desejamos inverter uma matriz 3 x 3, precisamos resolver 3
sistemas lineares de 3 equagoes cada e 3 incognitas cada, e assim por diante.
Portanto, para inverter uma matriz n x n precisariamos resolver n sistemas
lineares com n equacbes e n incognitas. Assim, o custo final para inverter
uma matriz utilizando a fatoracdo LU seria o custo de uma fatoracao LU
que é % mais o custo de resolver n sistemas lineares triangulares
utilizando a substituicio avancada e reversa que seria n-2n? = 2n>. Portanto,

o custo final para se inverter uma matriz utilizando a fatoracdo LU seria

4n®—3n%—n 3 _ 162> —3z%—z
= 4 2t = 2R

O fazemos é calcular a fatoragdo LU e resolver estes m sistemas
lineares utilizando a fatoracdo computada. Assim, dividimos nosso problema
de inversdo da matriz em n célculos de sistemas do tipo Av = e; em que v
é uma coluna da matriz inversa que queremos encontrar e e; ¢ uma coluna

da identidade de ordem n.
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5 RESOLUCAO DE SISTEMAS LINEARES EM Z,

Ja conceituamos algumas defini¢oes, propriedades e teoremas a res-
peito do corpo Z,,, de matrizes e de sistemas lineares. Vamos entender agora
como se comportam as matrizes e os sistemas lineares no corpo dos inteiros
médulo p. Para elaboracao deste capitulo, foram usadas as referéncias [1,
15, 17].

5.1 O ESPACO VETORIAL Z; SOBRE Z,

Por uma questao didatica, retomaremos alguns conceitos iniciais e
elementares a respeito de espagos vetoriais para, posteriormente, estabelecer
algumas caracteristicas de um espago vetorial sobre um corpo finito Z,,.

A terna (E,+,-) é dita um espago vetorial sobre um corpo K se E
contém o elemento Ok que denominaremos elemento neutro e se as duas
operacoes + : E — IE que chamaremos de soma e - : [E — IE que chamaremos

de multiplicagdo por escalar satisfizerem as seguintes propriedades:
HVuvelE utv=uv+u
ii) Vu,v,w €E, u+ (v+w) = (u+v) +w;

iii) V u € E, existe um tnico O tal que u + O = O + u = u;

iv) V u € E, existe (—u) € E de modo que u + (—u) = (—u) + u = Og;
v) VaeKeVuveE a (utv)=(a u)+ (a-v);

vi) Va,feKeVuveE (a-f) - u=a- (8- u);

vil) Va,feKeVuv ek (a+8) u=(a-u)+(8-u);

viii) Vu € E, 1-u = uem que 1 € K é o escalar dito como elemento neutro

da multiplicagao.

Ao invés de dizer que a terna (IE, +,-) é um espago vetorial, faremos

um abuso de notagdo e diremos que I é um espago vetorial.
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Considere [E um espago vetorial sobre um corpo K qualquer.
Sejam vy, vq, -+ ,v, € [, dizemos que o conjunto {vy,ve, - ,v,} é
composto de vetores linearmente independentes se existirem vy, o, - -,y €

K, em que K é um corpo qualquer, tal que a combinagao linear nula
o1V Fagva+ oy v, =0g

admita uma tunica solu¢do a; = as = --- = «a, = 0g. Caso contrario,
dizemos que vy, va, -+ , vy, 820 linearmente dependentes.

Seja S C E um subconjunto, o conjunto gerado por S ou span de
S, denotado por span(S), é o conjunto de todas as possiveis combinagoes
lineares finitas dos elementos de S.

Perceba que um subconjunto F C [E é um espaco vetorial de It se for
ele mesmo um espaco vetorial com as operacoes herdadas de IE.

Dizemos que B C F, B = {v1,va,...,v,} é uma base para I se valem

as seguintes propriedades:
i) B é linearmente independente;
ii) span(B)=TF.

Assim, dada uma base B de IE, como B gera I, todo elemento de |E

pode ser escrito como combinacao linear finita dos vetores da base, ou seja,
n
Q1 -V Fag vyt F Uy = E ;- U5,
i=1

com «; € K.

A dimensdo de um espago vetorial I, denotada por dim(IE), é o
nimero de elementos de uma base de .

Para garantirmos uma linguagem comum com o leitor, vamos relem-
brar os conceitos de ntcleo e imagem de uma matriz.

Seja A € K™ ™ o espaco-coluna ou imagem de A é o conjunto
Im(A)={be K™ |b=aja1+ - +aya,} em que ay,as,...,a, € K™ sdo
as colunas de A. O espago nulo ou nicleo ou kernel de A é o conjunto de
vetores que zeram A, isto é, N(A) = {z € K" | Az = Og}.
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Com efeito, dim(N(A4)) = n é o nimero de varidveis livres de A e
dim(Im(A)) = r é o nimero de pivds de A; veja mais sobre a relacio entre
varidveis livres, pivos e os espacos fundamentais de uma matriz em [18, Sec.
3.2-3.4].

Se z* é uma solugao de Az = b, com A € K™*" e u € N(A), entao,
x* + u é solugdo de Ax = b. De fato, A(x* +u) = Az*+ Au=b+0=0.

Também é facil provar que o sistema linear Az = b possui solucao
se, e somente se, b € I'm(A). Mais que isso, para que a solugdo seja Unica,
N(A) = {0k~ }. Isto se d& pelo Teorema 4.39.

Suponha N(A) # 0, entdo existe uma base B = {u1,ug,...,ux}. Se
u € N(A), entdo podemos escrever u = ajuj + -+ + agug, em que u é
solucédo geral de Ax = 0. Se o sistema linear Az = b possui solugdo, existe
x, uma solugdo particular tal que Az, = b. Ento, z, + (ajus + - - - + apug)
é a solucao geral de Ax = b.

Estes resultados enunciados acima sao fundamentais. O proximo re-
sultado, conhecido como teorema do ntcleo e da imagem de matrizes esta
formalmente enunciado e sua demonstragdo pode ser encontrada em [14,
p.198-199].

Teorema 5.1. Seja A € K™*", k = dim(N(A)) o nidmero de varidveis

livres de A e r = dim(Im(A)) o nidmero de pivés de A entdo, n =k + r.

Tendo agora revisado alguns conceitos essenciais sobre espacos ve-
toriais, vamos na sequéncia, analisar alguns resultados acerca de espacos
vetoriais sobre Z,. Aqui, utilizaremos o livro de Shokranian [17], o qual é
uma referéncia interessante com varios exemplos de dlgebra linear em corpos

finitos.

Teorema 5.2. Um espaco vetorial I sobre um corpo K tem um numero
finito de elementos (vetores) se, e somente se, dimk () € finita e IX é um

corpo finito.

Demonstrag¢do. Suponha que [E possua um nimero finito de elementos. Isto

implica que dimg(E) é finito. Suponha também que K ndo seja finito,
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o que implica que existem infinitos vetores em IE, pois existem infinitas
combinagbes lineares de vetores da base de IE com coeficientes da combinagao
linear que variam no corpo infinito K. Contradigao! Logo, K é finito.
Suponha agora que dimg (IE) seja finita e que K seja um corpo finito.
Provaremos que E possui um namero finito de vetores. Suponha que E
possui infinitos vetores e que dimg (E) = &, k € IN, entdo K terd que ser um
corpo infinito, pois todos os vetores de IE sdo obtidos como uma combinacio
linear ajvy + -+ + agvg em que ag,...qr € K e vy,...,v, sdo vetores
da base. Novamente chegamos a uma contradi¢do, demonstrando assim, o

teorema em questao. |

Lema 5.3. Seja K, um corpo finito com q elementos. Entdo, o espaco

vetorial i possui q" vetores.

Demonstra¢io. Vamos provar por indugdo. Tome n = 1, neste caso é ver-
dade, pois K} possui 1 elemento, pois K, é um espago vetorial sobre
si e possui exatamente ¢ vetores. Assuma ser verdade para n = k — 1,
ou seja, o espago vetorial ]K’(j_l. Neste caso, considere todos os vetores
v; = (z1,22,...,25-1) de ]K’;_l, em que as entradas x; sao de K,, para
i = 1,2,...,¢""1. Tome agora o caso n = k, acrescentando a cada ve-

k=1 — ¢k em que

tor v; todos os elementos de K , assim é gerado ¢ - ¢
v;(t) = (21,2, ..., TK_1,t) s@o todos os vetores de ]K’; quando t varia em

K,. u

A partir daqui, os resultados apresentados serdao todos considerando
o corpo finito Z,,.

Considere agora o espago vetorial Zj, que ¢ o conjunto de todas as
n-uplas com componentes em Z,. Este conjunto é um espaco vetorial sobre
7., com as operagoes de adicdo por coordenadas + e multiplicacdo escalar

-, ou seja, se
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T1 [
T2 Y2 _
T = i ey = . € Z, e € Ly,
Tn L Un
entao,
T ] a7
T2+ Y2 _ - Ty
rt+y= . ew T =
Tp +Yn | Q- Ty

Exemplo 5.4. Observe que o espago vetorial Z3 é finito e possui 2% = 8,

elementos que sao:

.mzﬁzjﬂﬂ .m:@zjﬂﬁ
.m:ﬁzjﬂi .%:ﬁzjﬂ?
ce=[0 1 0] cu=[0 T 1]
.wzﬁ‘Iﬂﬂ .w:ﬁ‘IﬂT

5.2 MATRIZES E SISTEMAS LINEARES EM Z,

Como ja vimos no Capitulo 2, Z, é um corpo, assim como os reais.

Logo, grande parte do que foi feito no Capitulo 4, é valido também para
Zy.
Uma matriz sobre um corpo finito Z, é uma matriz m x n de entradas

em Z,. Um sistema linear em Z,, ¢ um sistema cujas varidveis e coeficientes

pertencem a Z,,.
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Exemplo 5.5. Tome a equacio linear 1 + x2 + x3 = 1, em que z1, %3
e x3 pertencem a Zs. Vemos que essa equacao possui exatamente quatro

solugoes:

T T X1 6 T 6 T T
To| = 0 y |2 = 1 , [Tl = 0] e To| = 1
T3 6 I3 6 T3 T T3 T

Os sistemas lineares funcionam de modo similar no corpo dos intei-
ros médulo p: podemos também usar os métodos abordados no capitulo
Capitulo 4 para resolver sistemas lineares no corpo Z,, visto que todas as
operagoes estdo bem definidas, como mostrado no Capitulo 2.

Apresentemos entdo, primeiramente, um exemplo mais detalhado.

Exemplo 5.6. Seja A = [a;j]mxn com entradas em Z1;

A:

ool Wl ol
ol pol =
(G2 N

Vamos fatorar A utilizando a fatoracao LU.

Primeiro identificamos o pivd da primeira coluna, no caso a;; = 2,
e zeramos todos os elementos abaixo do pivd as; = 3 e az; = 8. Para
isto, precisamos encontrar f5; de modo que as; + f21 - a11 = 0. Neste caso,
encontramos o inverso aditivo de as; em Zq1, sendo assim, o inverso aditivo
de 3 que é 8, pois 3 +8 = 11 = 0. Entdo, precisamos encontrar f2; de
modo que f91 - a1 = 8. Para isso, calculamos o inverso multiplicativo de
a11 em Zq1, que em nosso caso seria o inverso multiplicativo de 2 que é 6 e
efetuamos a operacio 6-8 = 4, deste modo, £5; = 4. Assim, ag1 + 421 -a11 =
3+4+4-2=3+8=0. Por fim, aplicamos as mesmas operacoes nos elementos
Q99 € ag3. Assim, ago =2+ 4-1=6c a3 =1+4-4=6.

Agora precisamos encontrar £3; de modo que az; + £31 - a;; = 0.
Sabemos que o inverso aditivo de 8 em Zj; é 3. Deste modo, precisamos

encontrar £31 tal que £31-2 = 3. Para isto, utilizamos o inverso multiplicativo
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de ay1, j4 calculado, que é 6 e efetuamos a operacgio 6 - 3 = 7, deste modo
l31 = 7. Assim, az; + ¥31 -a11 =8+ 7-2 =28+ 3 = 0. Por fim, aplicamos
as mesmas operacoes nos elementos ass € agz. Assim, azo =3 +7-1=10¢e
a3 =5+7-4=0.

2 1 4 2 1 14
A=13 2 1 Lo+ Lo+4-L1 ~| 0 6 6
8 3 5| L3« L3+7-1 0 10 0

Novamente, como zeramos as entradas aio € a3, podemos guardar os coefi-

cientes £15 e £13, respectivamente. Assim,

S| N
SR
ol o

Agora, identificamos o pivd da segunda coluna ass = 6 e desejamos
zerar o elemento azo = 10. Para isso, precisamos encontrar f3» de modo
que aszs + £33 - age = 0. Primeiramente encontramos o inverso aditivo de ass
em Z11, no caso, o inverso aditivo de 10 é 1, pois 10 + 1 = 11 = 0. Entéo,
precisamos encontrar £33 de modo que f35 - azy = 1. Para isto, calculamos
o inverso multiplicativo de ags em Zi11, que em nosso caso, seria o inverso
multiplicativo de 6 que é 2, e efetuamos a operacdo 2 -1 = 2, deste modo,
l3o = 2. Assim, agp + l30 - a90 = 104+2-6=10+1=0.

Por fim, aplicamos as mesmas operacoes no elemento ags. Assim,
ass :6+§Z:T

L3<—L3+§'L1

Desta forma, obtemos as seguintes matrizes L e U

NN N

gl o

Sl o
2

EN (NI

NI o

=l o

U=

~
I
N (SN
[N e
=l ol ol
ol ol Nl
Sl o
= Y



124 Capitulo 5. Resolugdo de sistemas lineares em Zy

Provaremos a seguir um resultado importante sobre o ntmero de
solucoes de sistemas lineares em Z,, que é uma consequéncia do famoso
teorema do nicleo e da imagem. Como vimos, pelo fato de os reais serem
um corpo infinito, um sistema linear que possui solugdo e para o qual a
matriz dos coeficientes tem ntcleo diferente do zero, terd infinitas solugoes.
Porém, isso ndo ocorre em Z,; o Teorema 5.7 garante que o nimero de

solucdes serd sempre finito.

Teorema 5.7. Seja A uma matriz m x n com elementos em Z,. Qualquer
sistema de equagoes lineares consistente, com matriz dos coeficientes igual

a A, tem exatamente p"Po°(A) solucées sobre L.

Demonstragdo. Seja A uma matriz m X n com elementos em Z,. Suponha
que A possui varidveis livres, entdo pelo Teorema do ntcleo e da imagem, o
nimero de varidveis livres serd exatamente dim(N(A4)) = n — dim(I'm(A4))
em que n é o nimero total de varidveis, dim(N(A)) = k é o nimero de
varigveis livres de A e dim(Im(A)) = r o nimero de pivos de A. Se [A | }]

for consistente a solugao sera dada por
¥ =zp + N,

em que zp é uma solucdo particular e z pertence ao N(A).

Seja {v1,va, ..., v} uma base do ntcleo, logo, zny = Zle a;v;. Veja
que se a; € R, o namero de solugdes é infinito, pois «; pode assumir qualquer
valor de R. Porém, considere o corpo finito Z,; neste caso, a; pode assumir
apenas p valores. Entdo, temos apenas p* combinacGes possiveis para vetores

n—dim(Im(A))

do ntcleo de A. Portanto, temos p solucoes para um sistema

linear consistente em Z,,. |

Note que se a matriz tiver posto completo, o teorema anterior ainda
é valido, visto que neste caso dim(Im(A4)) = n e logo, como no caso dos
reais, tal sistema tem solugao tnica.

Além disso, aplicando o Teorema 5.7 no sistema linear do Exemplo 5.5,

vemos que como p =2, n = 3 e dim(Im(A)) = 1, o niimero de solugoes do
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23—1

sistema apresentado é dado por =4, o que condiz com o que haviamos

apresentado no exemplo.
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6 IMPLEMENTACOES

Neste capitulo apresentamos as implementacdes dos algoritmos e
estruturas que permitem usarmos o computador para realizarmos operagoes
com objetos que utilizam elementos de Z,.

Para realizar as implementagoes, utilizamos a linguagem de pro-
gramagao Julia. Todos os cddigos encontram-se disponiveis em https:
//github.com/TainaSilva3012/IntZp. j1.

A escolha dessa linguagem foi feita por conta de algumas de suas ca-
racteristicas que serdo explanadas a seguir. Apresentaremos primeiro alguns
conceitos de ciéncia da computagéo, tendo como referéncia [11-13].

Um objeto é um valor na meméria referenciado por um identificador
que possua atributos e consiga realizar agoes. Pode ser uma variavel, uma
estrutura de dados, uma fun¢do ou um método.

Um método é um procedimento do objeto, ou seja, como esse objeto
se comporta.

Um tipo em programacao representa a natureza de objetos reais. Por
exemplo, em Julia, o tipo Int que simboliza os nimeros inteiros, ou o tipo
String que representa uma palavra ou colecao de caracteres, ou o tipo Bool
que caracteriza as varidveis booleanas de verdadeiro ou falso.

Um fato curioso sobre Julia é que “Os objetos carregam etiquetas
de tipo e os proprios tipos sdo objetos Julia que podem ser criados e
inspecionados em tempo de execugdo” [2, p.14, traducdo nossa).

Vamos exemplificar os trés conceitos recém aprendidos, se definirmos
num = 23, teremos o objeto num com valor numérico 23. Podemos dizer que
0 objeto possui o método “pode ser somado a outros nimeros inteiros”. Su-
ponha que pedimos ao programa para realizar a soma num + 5.3, 0 método
nao permite que a soma seja realizada, pois o0 método definido ndo permite
a soma de um tipo inteiro com um tipo ponto flutuante (no caso, 5.3). Po-
rém, se definirmos o método “pode ser somado a ntimeros ponto flutuante”,
conseguimos realizar a operacdo num + 5.3 sem problemas. Além disto, a

existéncia do segundo método ndo compromete o primeiro.


https://github.com/TainaSilva3012/IntZp.jl
https://github.com/TainaSilva3012/IntZp.jl
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O polimorfismo paramétrico permite que um cédigo seja escrito de
forma genérica, utilizando varidaveis no lugar de tipos, ou seja, o mesmo
c6digo pode funcionar em diferentes tipos. Por exemplo, se tenho as variaveis
a =10 e b = 26 do tipo Int e as varidaveis ¢ = 7.2 e d = 1.9 do tipo
Float64, a operacao de multiplicagdo - possui polimorfismo paramétrico,
pois é possivel realizar a * b = 260 e c * d = 13.68 sem haver nenhuma
diferenciacdo da funcgao - com relacdo ao tipo.

A linguagem Julia utiliza-se de tipagem opcional — ou seja, o com-
portamento padrao em Julia quando os tipos sdo omitidos é permitir que
os valores sejam de qualquer tipo —, da compilacao just-time-in — compila
0 programa enquanto o executa — e do que chamamos despacho miiltiplo,
do inglés multiple dispatch — que se tata de um polimorfismo paramétrico.
Isto é, que permite definir uma fungao de forma genérica de modo que o

préprio compilador decida como ird prosseguir na execucgao da funcéo.

O principal meio de abstragiao de Julia é o despacho multi-
plo dindmico. Grande parte de uma linguagem consiste em
mecanismos para selecionar o cédigo a ser executado em
diferentes situacoes — desde a selecdo de métodos até a
selecdo de instrugdes. Utilizamos apenas despacho multiplo
dindmico para este fim, o que é possivel através de regras
de despacho suficientemente expressivas.[2, p.2, tradugdo
nossaj.

Por exemplo, se definimos uma fungdo length_string(x::String),
cuja entrada é uma varidvel do tipo String, ou seja, uma palavra e a saida
é a quantidade de caracteres que a String contém. Assim, se chaméssemos
a funcdo com a entrada length_string("linear"), a saida seria 6, pois
a palavra linear contem 6 caracteres. Suponha agora que desejamos criar
a funcdo length(x: :Array), em que a entrada é um vetor e a saida é o
numero de elementos do vetor. Assim, se chamdssemos a func¢do com a
entrada length([1 2 3]), terfamos a saida 3, que é o comprimento do
vetor indicado.

Com o despacho multiplo, podemos simplesmente chamar a funcao

length e a linguagem diferenciard as varidveis automaticamente, dando a
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resposta de acordo. Sem haver a necessidade da tipagem ou de varias fungoes
que fazem a mesma coisa, mas para tipos diferentes de variaveis. Pois, hé
uma unica chamada que estd associada a varios métodos.

Veja um exemplo de Julia

julia> length("Spock")
-

o)

julia> length([1 2 3 45 6 7 8 9])
9

Figura 4 — Exemplo em Julia do despacho multiplo.

Na verdade, o que ocorre é uma espécie de banco de dados em que ha
varias defini¢bes para a mesma fungao com diferentes tipos de métodos. Por
exemplo, a funcao soma possui 190 métodos dentro do Julia, permitindo

que o usudrio some diversos tipos, inclusive tipos distintos.

6.1 CONSTRUINDO UM CORPO FINITO EM JULIA

Apresentaremos agora a construcdo do corpo Z, em Julia. Tal lin-
guagem possui outra caracteristica bastante ttil para este fim, os chamados
construtores. Essa ferramenta nos permite criar um novo tipo de variavel,
0 que nos possibilita adicionar um novo conjunto numérico a linguagem,
além dos ja existentes (inteiros, pontos flutuantes, etc.). Além disso, os cons-
trutores nos permitem importar fungoes ja existentes na linguagem para
podermos criar um método para a funcdo, permitindo, assim, que a funcao
seja executada no novo corpo. No nosso caso, decidimos adicionar o corpo
dos inteiros médulo p, em que p é um ntmero primo. Abaixo exibimos o

c6digo usado para definir o tipo inteiro médulo p.
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Cédigo 6.1 Cédigo em Julia do construtor do corpo Z,
1 struct IntZp <: Number

2 n::Int

3 p::Int

4 function IntZp(n, p)
5 a=nhp

6 if a <0

7 a+=rp

8 end

9 return new(a, p)
10 end

11 end

Note que na linha 1 do cédigo acima, declaramos IntZp <: Number.
Isso significa que IntZp é um subtipo associado ao tipo Number, e logo, todos
os métodos, objetos e tipos que se utilizam de Number, também podem ser
definidos e utilizados com IntZp. Além disso, optamos por trabalhar apenas
com os inteiros positivos médulo p. Deste modo, sempre que um nimero
negativo médulo p é inserido, ja é realizada automaticamente a conversao
para o menor representante positivo médulo p da classe (linhas 6-8). Por
exemplo, se inserirmos IntZp(-4, 11), este é automaticamente convertido
para IntZp(7, 11).

Definimos como IntZp os nimeros pertencentes a Z,. Para exempli-
ficar, vamos definir @ = 5 (mod 11) e b = 7 (mod 11). Assim, a.n corres-

ponde ao nimero ou classe de equivaléncia de a e a.p corresponde ao primo

p.
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julia> a = IntZp(5,11)
Intzp(5, 11)

julia> a.n
5

julia> a.p
11

Figura 5 — Exemplo em Julia do tipo inteiro médulo p.

Para realizar as operagoes basicas de soma, subtracao, multiplicacao
e divisdo, importamos as func¢ées da biblioteca base de Julia e criamos um
método para IntZp. Para as fungoes de soma e subtracdo temos o seguinte

codigo.

Cédigo 6.2 Cédigo em Julia dos métodos para as fungdes soma e subtragdo
Z,.

import Base: +, -

function +(a::IntZp, b::IntZp)
a.p != b.p && error("$a e $b ndo estdo no mesmo corpo")
x = (a.n + b.n) % a.p
return IntZp(x, a.p)

end

function -(a::IntZp, b::IntZp)
a.p != b.p && error("$a e $b ndo estdo no mesmo corpo")
x = (a.n - b.n) % a.p
return IntZp(x, a.p)

end

Veja o novo método em execugdo na figura abaixo.



132

Capitulo 6. Implementagoes

julia> a = IntZp(5,11)
Intzp(5, 11)

julia> b = IntZp(7,11)

Intzp(7, 11)

julia> a + b
Intzp(1, 11)

julia> a - b
Intzp(9, 11)

Figura 6 — Exemplo em Julia da soma e subtragdo moédulo p.

Para a fungao de divisao, precisamos do inverso multiplicativo de um

elemento em Z,,. Para encontrar o inverso, utilizamos o algoritmo euclidiano

estendido, estudado na Secao 1.3. Primeiro, implementamos o algoritmo

euclidiano estendido com o codigo:

Cédigo 6.3 Cédigo em Julia do algoritmo euclidiano estendido em Z,.

1 function estendido(num::IntZp)
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a = num.n

b = num.p

x =0

x1 =1

y=1

yl =0

r=>

rl = a

while r != 0
quociente
(r1, r) =
(x1, x) =
(y1, y) =

end

return x1
end

= div(rl, )

(r, rl - quociente * r)
(x, x1 - quociente * x)
(y, y1 - quociente * y)
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Em seguida, podemos definir as operagoes de multiplicagdo e divisao

com os codigos abaixo:

Cédigo 6.4 Coédigo em Julia dos métodos para as fungdes multiplicacao
e divisao em Z,,.

import Base: *, inv, /

function *(a::IntZp, b::IntZp)

end

a.p !'= b.p & error("$a e $b nio estdo no mesmo corpo")
x = (a.n * b.n) % a.p
return IntZp(x, a.p)

function inv(num::IntZp)

end

x = estendido(num)
return IntZp(x, num.p)

function /(a::IntZp, b::IntZp)

end

a.p != b.p & error("$a e $b nio estdo no mesmo corpo")
b = inv(b)

X = a.n ¥ b.n

return IntZp(x, a.p)

Veja o novo método definido em execugéo.
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julia> a = IntZp(5,11)
Intzp(5, 11)

julia> b = IntZp(7,11)
Intzp(7, 11)

julia> axb
Intzp(2, 11)

julia> a/b
Intzp(7, 11)

julia> b/a
IntzZp(8, 11)

Figura 7 — Exemplo em Julia da multiplicacao e divisdo médulo p.

Em geral, é importante ressaltar que podemos usar o Constructor
para importar funcgoes de qualquer pacote existente e criar métodos para
que funcionem em nosso novo tipo IntZp, o que faz com que Z, possa
ser usado como um conjunto numérico em julia. Assim, qualquer método
programado para resolver sistemas lineares com nimeros inteiros ou de
ponto flutuante podera também ser usado no corpo Z,. E isso que faremos

a seguir.
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6.2 APLICACAO A CIFRA DE HILL

Como visto anteriormente, usando o Constructor, construimos um
novo objeto IntZp(n,p) e definimos novos métodos para que as fungdes
necessarias para a implementacdo pudessem atuar sobre o corpo Z,.

Vamos nos ater agora a implementagao do algoritmo da cifra de Hill
desenvolvido para um corpo finito Z,. Em nosso caso, utilizamos o corpo
Z:115. Como vimos, o processo de codificacido depende de encontrar a inversa
de uma matriz. Faremos isso usando a fatoracdo LU, em Z,. Para explicar
toda nossa implementacao, utilizaremos de um exemplo para ilustrar com
mais clareza e didatica o procedimento.

Dando inicio a codificacdo, comegamos definindo a entrada do pro-
grama. Optamos por definir como um arquivo de texto que sera lido e
codificado. Do mesmo modo, a saida serd um arquivo contendo o texto
codificado. O mesmo acontece para a decodificagio.

A mensagem que iremos cifrar é o poema de José Saramago, exibido

abaixo.

[OXOX®)
Processo

As palavras mais simples, mais comuns,
As de trazer por casa e dar de troco,
Em lingua doutro mundo se convertem:
Basta que, de sol, os olhos do poeta,
Rasando, as iluminem.

SARAMAGO, José. "Os poemas possiveis". 3 ed., Lisboa: Editorial Caminho, 1981.

Figura 8 — Poema de José Saramago utilizado nos testes.

O primeiro passo é escolher uma chave de criptografia que precisa ser
uma matriz nao singular, ou seja, inversivel em Z,. Para isto, utilizamos a
funcao exibida abaixo que sorteia os elementos que serdo entradas da matriz

10 €Orpo Zy.
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Cddigo 6.5 Cddigo em Julia da fungao que cria aleatoriamente uma chave.

function chave(n::Int,p::Int)
C= diagm(£fill(l, n))
for j = 1:n
Clj,j]l = rand(1:p-1)
for i = 1:n
Clj, i] += rand(0:p-1)
end
end
return IntZp(C, p)
end

Para realizar o experimento de maneira aleatéria e em simultaneo,
para nao ficarmos trocando a matriz chave o tempo todo, usamos o pa-
cote Random e o comando Random.seed!(23), com o intuito de fixar a
matriz aleatéria obtida. Visto que a mensagem a ser cifrada contém 267
caracteres, utilizaremos n = 7. Como estamos trabalhando com 113 corres-
pondéncias na Tabela 1, tomamos p = 113. Assim, utilizando o comando

chave_codifica = chave(7, 113), obtemos a matriz abaixo.

[ 90 82 T4 24 108 68 39 |
15 80 67 39 112 69 48
49 79 81 7 47 22 53
chave_codifica= | 15 I8 6 81 103 73 95
34 56 110 79 21 110 54
96 15 82 102 19 17 15
| 35 48 8 49 15 59 3 |

Para garantir que a matriz escolhida como chave tenha inversa, apli-
camos a fungdo abaixo que utiliza a fatoracdo LU para calcular a inversa
de uma matriz em Z,. Note que estamos utilizando o despacho multiplo
e definindo a fun¢do inv para matrizes com entradas do em Z,, usando o

tipo Matrix{IntZp}.



1

© 0w N 3 s W N

R e
=W N = O

15

6.2. Aplicagdo a cifra de Hill 137

Cddigo 6.6 Codigo em Julia da funcdo que calcula a inversa da matriz
chave.

function inv(A::Matrix{IntZp})
Ainv = copy(4)
m, n = size(A)
OGassert m == n "A matriz dada ndo & quadrada"
L, U = LUCA)
a = A[1]
for colA in eachcol(A)
j = colA.indices[2]
ej = zeros(a, n)
ejljl = IntZp(1, a.p)
y = subdir(L, ej)
Ainv[:,j] = subrev(U, y)
end
return Ainv
end

Utilizando o comando chave_decodifica = inv(chave_codifica),

geramos a seguinte matriz inversa:

11 28 72 44 67 17 48
67 3 70 63 8 5 0
39 81 49 13 79 42 109
chave_decodifica= | 45 9 98 109 101 66 76
108 2 8 27 105 37 46
42 110 107 14 6 39 67
| 63 68 1 21 97 66 43 |

Como a chave foi sorteada aleatoriamente, é interessante verificar-
mos se as matrizes que obtemos como chaves sdo de fato inversas. Para
isto, computamos os produtos chave_codifica * chave_decodifica e

chave_decodifica * chave_codifica. Se em ambos os casos obtemos

a matriz identidade no corpo Zi13, entao a inversa esta correta.
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Agora que temos as chaves escolhidas, utilizamos a fun¢do abaixo
para ler os arquivos, e utilizar a Tabela 1 para converter os caracteres do
texto em numeros.

Para ler o arquivo .txt utilizamos a fungao abaixo.

Cédigo 6.7 Cédigo em Julia da funcdo que lé arquivos .txt.

function lerarquivo(caminho)
pre_string = open(f->read(f, String), caminho)
string = Unicode.normalize(pre_string)
return string

end

Para converter o arquivo em um vetor numérico, salvamos a tabela

no formato .txt e a importamos com a func¢io lerarquivo exibida abaixo.

Cédigo 6.8 Cédigo em Julia das fungoes utilizadas para conversdo.

pre_tabela = lerarquivo("precodificacao.txt")
TABELA = split(pre_tabela,"")

function converte_char(letra)
posicao = findall(x-> x==letra, TABELA)
return posicao[1] - 1

end

function converte_texto(texto)
texto_array = split(texto,"")
array_convertido = converte_char. (texto_array)
return array_convertido

end

O préximo passo no algoritmo de Hill é concatenar o vetor contendo
os simbolos convertidos em uma matriz, cuja ordem seja compativel com
a matriz que escolhemos como chave. Utilizamos a fungao abaixo, que tem
como entrada o inteiro n, que é o mesmo da ordem da matriz, que é a chave

de codificagdo. A fun¢do entdo cria uma matriz com n linhas. Em relacao
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ao niumero de colunas, efetuamos o cdlculo do tamanho do vetor obtido e
convertido e dividimos por n. O resto r obtido é a quantidade de colunas
da matriz.

Quando o vetor convertido ndo contém exatamente n x r elementos,
completamos a matriz com um caractere qualquer conforme mencionado
anteriormente. Em nosso caso, escolhemos completar com o caractere @Q,
mas poderiamos utilizar qualquer outro, ou mesmo, poderiamos sortear

caracteres na tabela.

Cdédigo 6.9 Codigo em Julia da fungdo que concatena o vetor.

function concatena_matrix(array::Array, n::Int)

tamanho = length(array)

resto = tamanho 7 n

falta = n - resto

finalzinho = repeat([111],falta)

array_completado = [array; finalzinho]

return reshape(array_completado,n,:)
end

Como nossa mensagem contém 267 caracteres e escolhemos n=7, te-
mos uma matriz de tamanho 7 x 39, totalizando 273 elementos. Assim, nossa
mensagem serd completada com 6 caracteres.

Para finalizar o processo de criptografia, fazemos o produto da chave
obtida pela matriz concatenada, obtendo uma matriz com a mensagem ci-
frada. Efetuamos entdo o processo de converter a matriz com a mensagem
cifrada em um vetor novamente. Para tal, utilizamos a tabela de correspon-
déncia para converter os niimeros em caracteres e escrevemos um arquivo
de texto que sera a saida. Para isto, utilizamos as funcoes dadas nos cédigos

abaixo.
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Cédigo 6.10 Cédigo em Julia da fungdo que converte uma matriz para
um vetor.
function converte_matrix(matrix::Matrix)
return reshape(matrix,1,:)
end

Cédigo 6.11 Cédigo em Julia da fungdo que converte niimeros para letras
conforme a tabela de correspondéncia.

function converte_num(n::Int)
return TABELA[n+1]
end

function converte_array(array)
array_texto = converte_num. (array)
return join(array_texto,"")

end

Cddigo 6.12 Codigo em Julia da fungdo que escreve um arquivo .txt.

function escrevearquivo(caminho, texto)
open(caminho, "w") do io
write(io, texto)
end
end

Apés aplicarmos as fungoes listadas acima, obtemos um arquivo de

texto com a seguinte mensagem cifrada:
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000
nt6jGX01-D5=6DVsEC68E ; Hbe@FoY (UA. CEc\jYzi=1AS1CP

1bUy>GarVFPWF10G0%+17q47aAVXG-Y (#6]

Na

1;B\)qDD1lbtq), £0U>1§{V-E:BZ6?<E:=nI0\ (4ga4zjh)8gjt0{8iRNg70&=yH"t6Cu7iMy,Gs50/=3t1=A
S79@gcEaD8F294] . 13Mz#nCI&HO . pU, OMAWS "116t4YEbZa3bC !

PA4AKA6ICEMT?t 61m/;Ad9];6Cpz EHU)T;wSv [zAnAIf{.

Figura 9 — Poema codificado.

Para o processo de descriptografar a mensagem, utilizamos o mesmo
processo para ler o arquivo com a mensagem cifrada e converté-la em nime-
ros de acordo com a Tabela 1. Realizamos entdo a conversao da mensagem
em uma matriz n x r. Utilizando a matriz inversa, calculada com a fun-
¢ao inv, multiplicamos a chave de descriptografia pela mensagem cifrada
obtendo, assim, a mensagem descriptografada. Por fim, realizamos todo o
processo de conversao para que a saida seja um arquivo de texto, conforme

o exibido abaixo, finalizando, assim, o processo de descriptografia.

(OXoXe)

Processo

As palavras mais simples, mais comuns,
As de trazer por casa e dar de troco,
Em lingua doutro mundo se convertem:

Basta que, de sol, os olhos do poeta,
Rasando, as iluminem.

SARAMAGO, José. "Os poemas possiveis". 3 ed., Lisboa: Editorial Caminho, 1981.Q@@eEEEEQ

Figura 10 — Poema decodificado.

Veja que o caractere que colocamos para completar a matriz aparece
no final da mensagem. Nao utilizamos nenhuma fung¢éo para remové-lo por
que nao sabiamos o tamanho da mensagem original, visto que temos acesso
apenas a mensagem cifrada e a chave de criptografia. Sendo assim, s6 é

possivel excluir esses caracteres apds a mensagem ser descriptografada.
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7 CONSIDERACOES FINAIS

Neste estudo, apresentamos alguns métodos para resolver sistemas
lineares em Z,,, bem como construimos uma estrutura capaz de reproduzir as
propriedades do corpo finito Z, computacionalmente incluindo algoritmos
para solucao destes sistemas lineares. Além disto, aplicamos nossa estrutura
computacional para resolver cifras de Hill.

Para o desenvolvimento desta monografia, foram necessarios os co-
nhecimentos adquiridos durante o periodo de graduacao nas disciplinas de
algebra — em que estudamos estruturas como anéis e corpos —, algebra
linear — na qual investigamos sistemas lineares e espagos vetoriais —, al-
gebra linear aplicada — em que realizamos implementacoes de métodos
para resolucao de sistemas lineares — e, métodos numéricos — quando
compreendemos questoes acerca de custo computacional. Além disto, outro
fator contribuinte, foram as diversas iniciagoes cientificas realizadas durante
todo o periodo de graduacao, que serviram de grande motivagao para este
trabalho.

Em nossa opinido, o resultado tedrico mais importante que estudamos
é o Teorema 5.7, que garante que num corpo finito Z, caso um sistema seja
consistente, possui um ndmero finito de solugoes. Fora isso, notamos que
os sistemas lineares no corpo Z, se comportam de modo muito similar ao
corpo dos reais, ao menos para os métodos estudados.

O objetivo computacional pretendido com o trabalho também foi
cumprido dada a construcdo do objeto IntZp e seus métodos relacionados
na linguagem Julia, além de sua aplicacao a criptografia de mensagens.

Considerando o escopo deste trabalho, nos atemos apenas a estudar
o método da eliminagio gaussiana, a fatoracdo LU e a fatoracdo PA = LU,
e implementamos o método da fatoragdo LU. Sendo assim, é evidente que
muito estudo ainda pode ser desempenhado em torno das questoes apontadas
aqui. Para um possivel continuacao destes estudos poderiamos seguir a
partir de métodos diretos de fatoragao, tais como fatoragdo de Cholesky,

além de estudar a possibilidade de implementacao de métodos iterativos



144 Capitulo 7. Consideragoes finais

para sistemas lineares em corpos finitos. Outro tema possivel é explorar

outras aplicagdes que envolvam sistemas lineares em corpos finitos.
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