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RESUMO

Neste trabalho, analisamos a solucdo do Molecular Distance Geometry
Problem (MDGP) com distdncias exatas usando a Decomposicao de
Valores Singulares (SVD, do inglés Singular Value Decomposition). O
MDGP consiste em determinar as posigoes dos dtomos de uma molé-
cula, no espago tridimensional, a partir de um conjunto de distancias
entre eles. Quando todas as distancias sdo conhecidas, o problema
pode ser resolvido em tempo polinomial. Caso contrario, é um pro-
blema NP-dificil.

Palavras-chave: molecular distance geometry problem, decomposicao
em valores singulares, algebra linear.



ABSTRACT

In this work, we analyse the solution to the Molecular Distance Ge-
ometry Problem (MDGP), with exact distances, using the Singular
Value Decomposition (SVD). The MGDP consists in estimating the
positions of atoms in a molecule, given their pairwise distances. When
all such distances are known, the problem can be solved in polynomial
time. Otherwise, it is an NP-Hard problem.

Keywords: molecular distance geometry problem, singular value de-
composition, linear algebra.
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1 INTRODUCAO

"We are all connected; To each other, biologically. To the Farth,
chemically. To the rest of the universe, atomically”.

Neil DeGrasse Tyson.

Fazer ciéncia, pesquisar, buscar respostas, experimentar, refutar
afirmacoes por séculos tomadas como inquestionaveis, colocar-se a
prova, aceitar a possibilidade do erro em prol da verdade — acredito que
essas sao caracteristicas de todo cientista, ou seja, de todo homem que
busca estar além de si mesmo para o beneficio de toda a humanidade.

Minha histéria, como cientista, comecou quando eu era ainda
muito crianga, com o desejo de que minha mae vivesse para sempre,
algo semelhante ao que Nicolau Flammel buscou na mitolégica pe-
dra filosofal. Essa foi a primeira chama que agugou a curiosidade em
meu coracdo, e cresceu vertiginosamente: brincando, explorei a natu-
reza quando menino, dediquei-me a aprender as férmulas quimicas
ensinadas em um jogo popular nos anos 2000, e logo as ciéncias e
a matemdtica se tornaram as minhas matérias favoritas na escola.
Quando cresci e precisei escolher uma faculdade, a matematica foi a
minha escolha.

Foi uma grata surpresa descobrir que existe um dos muitos
ramos da ciéncia da logica e dos nimeros que se dedicava ao estudo
das proteinas, suas distancias e interacoes. No fim, ndo descobri como
fazer minha mae viver para sempre, mas enveredei pelo caminho onde
a matematica é fundamental para os avancos das tecnologias relaci-
onadas as vacinas e medicamentos, ou seja, & manutencao da vida
humana.

Assim, é com muito entusiasmo, que comeg¢o minha vida acadé-
mica através desta monografia. O DNA é um conjunto de moléculas

que contém as instrugoes genéticas que coordenam o desenvolvimento



Capitulo 1. Introduc¢do 12

e o funcionamento de todos os seres vivos e de alguns virus, e trans-
mitem as caracteristicas hereditarias entre geracdes. Desde o desco-
brimento da sua estrutura quimica [12], é uma das moléculas mais
estudadas do mundo. Assim, o conhecimento sobre sua estrutura e
seu sequenciamento, tem fundamental importancia nao apenas para
a filogenia biol6gica [4], determinando as linhagens entre espécies co-
nhecidas, mas também para a engenharia genética e sua busca para a
cura das mais diversas doencas [11].

Uma das intersecgbes de tais estudos com a matemaética apli-
cada remonta & década de 1960, com o trabalho do pesquisador Ch-
ristian B. Anfinsen e seus colaboradores [1, 2], que descobriram que
a disposicao tridimensional das proteinas esta diretamente ligada ao
sequenciamento dos aminoacidos: era de fundamental importancia
determinar a estrutura da molécula no R para o entendimento do
sequenciamento das caracteristicas biologicas dos seres terrestres. Este

trabalho foi basilar para o estudo do presente trabalho.

1.1 OBIJETIVOS

Nesta monografia iremos explanar sobre o Problema de Geo-
metria de Distdncias e uma maneira de resolvé-lo, com o objetivo de
aplicar os conhecimentos bésicos da Algebra Linear presentes (ou néo)
no curso de Licenciatura em Matemaética. Iremos também aplicar este
método de resolugao através da decomposicao em valores singulares

utilizando o software Julia.

1.2 ROTEIRO DO TRABALHO

Iniciaremos com o estudo das bases teéricas para a decomposi-
¢ao em valores singulares no capitulo dois — para isso, desenvolvemos

toda a teoria de algebra linear necessaria. Em seguida, no capitulo
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3, enunciaremos o Molecular Distance Geometry Problem (MDGP),
resolvendo-o posteriormente através da Decomposicao em Valores Sin-
gulares (SVD). Para finalizar, no capitulo 4, abordaremos a experién-
cia computacional para a resolugdo de alguns exemplos do MDGP,

utilizando o software Julia e trataremos das conclusdes no capitulo 5.
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2 EXPLORANDO A ALGEBRA LINEAR

Esse capitulo traz uma revisio da drea de Algebra Linear, se-
guindo desenvolvimentos em [3, 9, 10, 13, 14]. Primeiro, definimos
espacos vetoriais e suas propriedades basicas, focando no exemplo do
espaco R™. Em seguida, revisamos algumas propriedades de transfor-
macoes lineares e suas matrizes. Em seguida, introduzimos espacos
de produto interno, que nos permitem definir transformagoes adjun-
tas. Em particular, o Teorema Espectral para operadores simétricos
é demonstrado. Tudo isso culmina no desenvolvimento da decompo-
sicdo em valores singulares (SVD) para transformacoes lineares entre
espagos de dimensao finita. Alguns dos aspectos interessantes dos de-
senvolvimentos feitos aqui sdo que nao sdo usados determinantes no
desenvolvimento da teoria e ela é adequada para qualquer produto
interno de R™ e nao apenas o usual, valida para nocoes distintas de

ortonormalidade nesse espaco.

2.1 ESPACOS VETORIAIS

Um espago vetorial é uma estrutura algébrica que nos permite
somar elementos e multiplica-los por niimeros escalares provenientes

de um corpo. Essa definicdo é formalizada a seguir.

Definicao 1. Um espaco vetorial sobre um corpo K é uma estrutura

algébrica (V,K,+,-,0), com 0 € V, satisfazendo as relagoes
L u+ (v+w) = (u+v)+w;
2.v4+0=0+v = v;
3. 3(—v)eV, v+ (—v)=(—v)+v=0;

4. u+v=v+u
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5. a-(u+v)=a-u+a-v;
6. (a+B)-v=a-v+p- v
7. 1-v=u0,

para quaisquer u,v,w € V e a, 5 € K, sendo 1 € K a unidade do corpo.

E comum denotarmos a - v = av por justaposigao.

Exemplo 1. O conjunto R™ é um espago vetorial sobre o corpo R

dos niimeros reais, com as operagoes definidas como

(1, ) + Y1y Yn) = (X1 + Y1,y Tn + Yn)

e a-(r1,...,z,) = (ax1,...,0z,),

sendo (1,...,%yn), (Y1,.--,Yn) € R™ e a € R. De forma geral, denota-

remos os vetores de R™ como vetores-coluna:

Z1

L2

Tn

Exemplo 2. O conjunto M (K;m,n) de matrizes de dimensdes m x n

com coeficientes em K sao naturalmente um espacgo vetorial.

Exemplo 3. O conjunto V = {0}, com 0+ 0 =0e a-0 = 0, para

qualquer a € K, é um espago vetorial dito trivial.

Espagos vetoriais possuem, em geral, uma nocao de subestru-
tura — subconjuntos do espago que sao espagos vetoriais por si mesmos

com as mesmas operagoes do conjunto original.
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Definigdo 2. Se um subconjunto ndo-vazio S < V de um espago

vetorial V satisfaz as propriedades

0€esS;
u,vES = u+ves,

aeKveS = avels,

S é dito um subespaco de V.

Exemplo 4. Seja V = R2. Um subespaco desse espaco vetorial é o
conjunto

S ={(z,y) e R: y = 0},
ou seja, o conjunto dos pares ordenados da forma (z,0).

Dados subespacos de um espago vetorial, é possivel construir ou-
tros subespacos. Dois exemplos, a interseccao e a soma de subespacos,

sdo mostrados a seguir.

Proposigao 1. Seja V um espago vetorial e S e T subespacos de V.

Sao também subespagos:
e SNT;
e S+T ={s+t:se85,teT}.

Demonstracao. e Temos 0 e Se0eT,logo0e SnT. Sejam
u,veSNT eaek Entao,ue Seves, logou+wvesS, pois
S é subespaco. Similarmente, u +v € T, logo u+ve SnT. Da
mesma forma, u € S e v € T significa que au € S e au € T, logo

aue SnT.

e Como0=0+0e0€S,T,segue que0 e S+T. Sejam u,v e S+T
e a € K. Temos u = ug + ur, v = vg + vy, com ug,vg € S e

ur,opr € T, assim u +v = (ug + vs) + (ur + vr) e au =
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aug +aur e, sendo S e T subespagos, vale que ug +vg, aug € S
e ur +vp,aur € T, logo u + v,au € S + T, 0o que mostra que
S + T é subespaco

O

No caso da soma de subespacos, faz-se necessario distinguir um

caso especial em que a intersecgao é trivial.

Definigao 3. Seja V um espago vetorial e S e T" subespagos de V. Se
S nT = {0}, dizemos que S + T é uma soma direta e denotamos esse

subespaco por S@T.

Exemplo 5. Seja V = R". Nesse espaco, uma reta passando pela
origem na dire¢ao do vetor v € V é um conjunto descrito como R, =
{zeR™: z = aw,a € R}. E possivel verificar que esses conjuntos sao
subespacos de V. Se u,v € V sdo tais que nao existe a € R que
resulta em v = awv, entao os conjuntos R, e R, descrevem retas nao-
colineares. Se R, e R, sdo retas ndo-colineares, entao sua soma é uma
soma direta:

R,+ R, =R,®R,.

Abaixo introduzimos uma nocao fundamental para espacos ve-

toriais: a de combinacoes lineares.

Definigao 4. Seja V um espaco vetorial e vy, ..., v, € V uma cole¢ao

de vetores de V. Chamaremos a expressao
v + s+ Uy

de uma combinagdo linear dos vetores vy, ..., v, pelos nimeros esca-

lares aq,...,a, € K.

Usando combinagoes lineares de um conjunto qualquer (nao ne-
cessariamente um subespaco), podemos usar a nogao de combinagoes

lineares para definir o menor subespago que contém esse conjunto.
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Definigcdo 5. Seja G < V um subconjunto néo-vazio de um espaco
vetorial V. O subespaco gerado por G, denotado por (G, é o conjunto
de todas as combinacoes lineares de G, isto é, dada qualquer colecao

v1,...,Un € G e escalares aq,...,a, € K, segue que
a1v1 + - + apv, € (G

e que, além disso, todo elemento de (G é dessa forma. Quando V =

(G, diz-se que V é gerado por G.
Resta mostrar que (G) é, de fato, um subespago de V.

Proposigao 2. Dado um subconjunto ndo vazio G <V de um espago

vetorial V, seque que {G) é, de fato, um subespago de V.

Demonstragio. Como G # @, existe u € G, portanto 0 = 0-u € (G).
Dado que u,v € (G), segue que 4 = aui+- -+ Quuy € v = B+ -+
BrmnUm, Para Ui, ..., Un,V1,...,Vm € G € a1,...,Qn,B1,...,8m € K,
logo

U+v=aiu + -+ apy + B1v1 + - + BrnVm,

sendo assim uw + v é uma combinacao linear de elementos de G e,

portanto, u + v € (G). Similarmente, para v € K, temos
u = (7a1)u1 +oe 4+ (’Yan)un
e yu € {G). O

Observagao 1. Quando G possui apenas um tnico elemento, ou seja,
G = {u}, denotaremos (G) = (u)

Outra nocao relacionada a combinagdes lineares é a de indepen-

déncia linear.
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Defini¢ao 6. Um subconjunto ndo vazio Z < V de um espago vetorial
V' é dito linearmente independente quando, para qualquer cole¢ao

v1,...,0, €L satisfazendo
avr + -+ apv, =0
para escalares asq, ..., a, € K, decorre necessariamente que
ap =--=ay, = 0.
Quando isso nao é valido, o conjunto é dito linearmente dependente.

A préxima proposicdo nos da exemplos simples de conjuntos

linearmente independentes e linearmente dependentes.

Proposigao 3. Dado um espaco vetorial V e um wvetor ndo nulo
veV,v#0, seque que {v} € linearmente independente. Por outro

lado, o conjunto {0} € linearmente dependente.

Demonstracio. Quando v # 0, temos que, se av = 0, para algum

a € K. Se fosse a # 0, poderiamos multiplicar a expressio por a1,

resultando em
0O=a'0=a(aw)=(atav=1-v=0v#0,

0 que é uma contradicdo. Agora, se v = 0, temos

que é uma combinagdo linear com coeficientes nao-nulos resultando

em 0, mostrando que {v} é linearmente dependente. O

Juntando as nogoes de conjuntos geradores e linearmente inde-

pendes, chegamos a noc¢ao de bases de um espago vetorial.
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Definicao 7. Um conjunto ndo vazio B < V que é linearmente
independente e que gera V — isto é, V = (B) — é chamado de uma
base de V.

Exemplo 6. Uma base para o espaco R, n > 0, é a colecdo dos

vetores

€1 = (130707"'70)7
es = (0,1,0,...,0),

en = (0,0,...,0,1),
que é chamada de base candnica desse espaco.

A seguir, mostramos um teorema bastante geral para espagos
vetoriais. Ele nos diz que, em certas condicbes, podemos completar
conjuntos linearmente independentes para uma base e reduzir conjun-
tos geradores também para uma base. Esse teorema faz uso de um
teorema bastante geral — inclusive equivalente ao axioma da escolha

nas teorias de conjuntos padrées — chamado de Lema de Zorn.

Lema 1 (de Zorn). Seja (P, <) um conjunto parcialmente ordenado.
Uma cadeia em P € um subconjunto C' < P com a propriedade de que,
para quaisquer a,b e C, temos a < b ou b < a. Um mdximo para um
subconjunto X < P em P é um elemento m € P tal que a < m para
todo a € X. Similarmente, um elemento minimo em P é um elemento
m € P com a propriedade de que, para qualquer a € P com m < a,
temos a = m, ou seja, ¢ um elemento que ndo é estritamente menor
do que qualquer outro em P.

O Lema de Zorn diz que, se toda cadeia em P possui um mdximo

em P, entao P possui um elemento maximal.
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Demonstragio. Uma referéncia para essa prova é [15], onde sdo mos-
tradas, sob a teoria de Zermelo-Fraenkel, as equivaléncias entre o

axioma da escolha, o teorema da boa ordenacao e o lema de Zorn. [
Agora provamos o seguinte resultado.

Teorema 1 (Completamento). Seja V' um espago vetorial e T,G
subconjuntos nao vazios de V. comZ < G < V tais que T € linearmente
independente e G gera V. — isto é, V ={G). Entdo existe uma base
BcVdeV tal queI € BcG.

Demonstra¢do. Vamos construir o conjunto J, parcialmente ordenado
por inclusdo, dos conjuntos linearmente independentes contidos em G
que contém Z. Vemos primeiro que J # &, pois Z € J. Vamos tomar

uma cadeia C © J nao vazia em J. Seja entao

c=[Jc

Vamos mostrar que C' é um conjunto linearmente independente. Su-
ponha que nao seja. Entao existem ui,...,u, € C e ay,...,a, € K

com, digamos, oy # 0, tais que
a1u1+-~-+anun = 0.

Existem Ci,...,C, € C tais que u; € C; para cadai e N, 1 <i < n.

Como C é uma cadeia, segue que
Ci=01U"-UCn

para algum ¢ € N, 1 < i < n. Mas isso implica que uq,...,u, € C;, 0
que é uma contradicao, pois C; € C e C; deve ser linearmente indepen-
dente. Segue que C' é entdo um conjunto linearmente independe, logo
C e J, além de ser um maximo para a cadeia C em J. Logo podemos

aplicar o Lema de Zorn e construir um elemento maximal B € J.
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Como B € J, segue que B é linearmente independente. Su-
ponha agora que (B) # V, ou seja V\(B) # @. Como (G) = V,
existe v € G tal que v ¢ (B). O conjunto B U {v} é entdo linearmente
independente, o que contradiz a maximalidade de B. Logo deve ser
(B) =V e entdo B é uma base para V. O

Seu principal coroldrio é o seguinte.

Corolario 1. Todo espago vetorial ndo trivial V. — isto é, V # {0}

— possui uma base.

Demonstragio. Como V # {0}, segue que existe v € V tal que v # 0.
Da Proposicao 3, segue que {v} é um conjunto linearmente indepen-
dente. Além disso, V' é um conjunto tal que (V) = V, logo temos
{v} = V tal que {v} é linearmente independente e V' gerando V, logo,

pelo Teorema 1, existe uma base B de V tal que {v} c Bc V. O

Para finalizar a caracterizacdo de bases de espacos vetoriais,
pelo menos para espagos finitamente gerados, podemos provar os se-
guintes resultados. Denote a cardinalidade de um conjunto X por
| X|.

Teorema 2. Seja V um espago vetorial, G < V um conjunto finito
tal que V = {G) e T < V um conjunto linearmente independente e

também finito. Segue que |Z| < |G|.

Demonstragao. Suponha Z, G, como nas hipdteses, com |Z| = n € N

e |G| = m € N. Queremos mostrar que n < m. Vamos escrever os
conjuntos como Z = {x1,...,z,} € G = {y1,...,Ym}. Entdo olhamos
para a colegdo {z1} UG = {x1,¥y1,- .., Ym ]} Essa colecdo é linearmente

dependente, pois G gera V', logo podemos escrever x; como uma com-

binacao linear de y1, . . ., ym, entdo dados escalares oy, 31, ...,0m € K
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com
arxy + Biyr + -+ Buyn = 0,

segue que pelo menos um dos escalares é nao nulo. Se fosse necessa-
riamente 31 = --- = 3, = 0, entdo terifamos a1 = 0, resultando em
a1 = 0, o que levaria a colecdo ser linearmente independente, o que é
uma contradi¢do. Entdo podemos escolher 3;, # 0, para algum i; € N,
1 <43 < m. Isso significa que, dividindo a expressdo por §;,, podemos
escrever y;, como uma combinagao linear dos outros vetores da colegao
{1} U G. Isso significa que, ao remover y;, da colegdo, resultando em
{z1} U (G\{yi, }) = {71, 91, ¥ir—1,Yir+1, - - -, Ym}, ela ainda gerard
V', pois, além de ter cada um de seus elementos, ela é capaz de gerar
yi, , garantindo que seja possivel gerar todos os elementos de V.

Agora adicionamos o elemento xo, obtendo

{£U1,1U2} v (G\{yzl}) = {$1,$27y1,-~ayi1717yi1+17 e 7ym}»

que é linearmente dependente, porque a colegio anterior {x1}U(G\{y:, })
gerava V. Similarmente, podemos escolher um y;,, i2 € N, 1 < iy < m,
19 # 11, que é combinacao linear dos outros, pois, caso contrario, isso
significaria que {x1,z2} é uma colegdo linearmente dependente, uma

contradicdo. Assim mostramos que a colecéo

{r1, 22} U (G\{yi1, ¥ir })

gera V.
Repetindo esse processo k vezes, sem exaurir o conjunto Z,

conseguimos obter colegoes

{wl, e ,xk} ) (G\{yln e ’yik})’

todas elas geradoras de V', com a propriedade de, ao adicionar x1,

se houver ainda, a cole¢do resultante é linearmente dependente. Por
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absurdo, se fosse n > m, poderiamos, na etapa k = m, remover todos

os elementos de G, obtendo a sequéncia

{1, 0y 2m} U (G\{Wiyy -3 ¥in, }) = {21, ., Tm},

com a propriedade de que {x1,...,%Tm,Tm+1} € linearmente depen-
dente (que é possivel de construir, pois n = m + 1). Mas isso é uma

contradicao, logo segue que n < m. O

Corolario 2. Sejam By e By duas bases de um espago vetorial ndo-
trivial V.. Se By € um conjunto finito, entdo Bo também €. Além disso,

seque que as cardinalidades de By e Bs sdo iguais.

Demonstracdo. Suponha que Bs é infinito. Esse conjunto entao possui
subconjuntos finitos, todos eles linearmente independentes, de todas
as cardinalidades. Mas isso é impossivel, pois, sendo |B;| = n, te-
riamos que By teria um subconjunto linearmente independente de
cardinalidade n + 1. Mas, como B gera V', o teorema anterior mostra
que isso é impossivel. Logo By deve ser finito.

Como B; e B; sao finitos, com, em particular, B linearmente
independente e By gerando V, segue, também do teorema anterior,
que |Bi| < |Bg|. Similarmente, trocando os papeis de By e Bz, segue
que |Bz| < [Bi|, ou seja, [By| = |Bs|. 0

Com isso, podemos definir a no¢do de dimensao de um espago

vetorial

Definicao 8. Seja V um espago vetorial. Se V' = {0}, definimos a di-
mensao de V' como 0. Se V' é ndo-trivial, definimos sua dimensao como
a cardinalidade de uma de suas bases. Em qualquer caso, denotamos

a dimensao de V como dim V.

Defini¢ao 9. Um espaco vetorial V' é dito de dimensdo finita quando

dim V' é uma cardinalidade finita.
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Usando bases, podemos definir a no¢ao de coordenadas de ve-

tores.

Proposigao 4. Seja V um espago de dimensdo finitan >0 e B =
{e1,...,en} uma base desse espago. Para todo vetor v € V, existe uma

colecdo unica de escalares aq,. .., o, € K tais que
vV =qQ1e] + -+ Qpeép,
a menos da ordem dos vetores e; € B.

Demonstragdo. Do fato de B gerar V, existe uma colegdo de escalares

ai, ..., o, € K tais que
UV =qo1€] + -+ apéy.

Resta mostrar a unicidade deles. Sejam Sy, ..., 8, € K tais que
v=[1e1+ -+ Bnen.

Tgualando as duas expressoes de v, temos

aer + -+ anen = frer + oo+ fren
(O‘_ﬂl)el'*'""’_(an_ﬂn)en=07

o que, do fato de B ser um conjunto linearmente independente, implica

ay—f1="=a,—fp =0,
ou seja, a; = f3;, para i = 1,...,n, mostrando sua unicidade. O

Defini¢ao 10. Nas condigoes da Proposigao 4, o vetor-coluna deno-
tado por
aq
[v]s =
(70

é chamado do vetor de coordenadas de v na base B.
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Dadas duas, bases, é possivel fazer mudanca de coordenadas de

um vetor entre elas.

Proposicdo 5 (Mudanca de base). Seja V' um espago vetorial de
dimensdo finitan > 0, com bases By = {e1,...en} e Bo = {f1,..., fn}.
Dado que, para cada j = 1,...,n, temos que as coordenadas dos

vetores da base By na base By sdo

Qqj
fileo =1 ¢ |,

Oénj

podemos definir uma matriz Pp, toB,, chamada da matriz de mudanca

de base de By para Bs, de dimensdes n X n como

11 .. Oqp
Pp,p, =

[67°%1 N )
tal que Pp,_,p, € invertivel e, para todo v eV, temos que

[U]Bz = ]EllaBz [U]Bl‘

Demonstracao. Seja v € V e escrevemos v na base B; como

n
0= 3
i=1
e na base By como

v= Y Nk
j=1

Sabemos que cada elemento da base By pode ser escrito como

n
fi = Z Qij€i,
i=1
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logo, na expressao de v na base By, temos

v = Z )\jfj = Z )\j Z (aijei) = 2 Z Oéij)\j €;,
Jj=1 Jj=1 i=1 i=1

j=1

obtendo uma expressao na base B;. Da unicidade de coordenadas,

obtemos
n
Y= ik,
j=1

ou, matricialmente,

71 a1 ... Qip A1

[1]]31 = = = PBI"B2[’U]B2‘
Tn Qn1l cee (677 )\n

Resta agora mostrar que a matriz Pp, . p, ¢ inversivel.

Escrevendo agora os vetores de By na base By como

Bij
lejlB. = | & |,
Bnj
obtemos uma matriz de mudanca de base
fi1 - Pin
Pp, ., =
Bri - Bun

Repetindo o processo anterior, obtemos a expressao
[U]B2 = PBQ—>31 [U]Bl

para qualquer v € V', que, substituindo na expressao anterior, leva a

[v]ls, = PB,—~B,PB,—~B,[v]B,
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e, substituindo as equacoes na ordem contraria,
[U]Bz = Pp,~B,PB,-B, [1}]32.

Como isso é valido para qualquer v € V', podemos usar os vetores das
bases By e B, respectivamente na primeira e na segunda equagao, o

que resulta nas equagoes matriciais
Pg _.B,Pp,B, =1, e Pp,.B Pp _p,=1I,,

em que [, é a matriz identidade de dimensao n x n, logo segue que

Pp, . B, é inversivel, com

—1 _
Py g, = P,—B-
O

Para uma tltima sequéncia de resultados para essa se¢do, mos-

tramos algumas propriedades da dimensao da soma de subespagos.

Teorema 3. Sejam U e W subespacos de dimensdo finita de um

espaco vetorial V. Tem-se
dim(U + W) =dimU + dim W — dim(U n W).

Demonstragao. Suponha U n W = {0} e sejam E = {e1,...,e,} €
F = {f1,..., fm} bases para U e W, respectivamente. Temos E N
F =09 pois,seve FEcUeveFcW,entaioveUnWe
u = 0, o que nao pode ser, pois E e F' sdao linearmente independentes.
Naturalmente F'u F gera U + W . Falta provar que E U F' é linearmente
independente. Sejam o, 8; € K tais que >, | aje; + Z;”:l Bif; = 0.
Podemos reorganizar essa equagdo como

n m
dlaiei == Bif,
i=1 =1
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e o lado esquerdo estd em U, enquanto o lado direito pertence a W.

Mas eles sao iguais, logo pertencem a U n W = {0}, ou seja,

Zaiei:02—25jfj
i=1 j=1

e de E e F serem linearmente independentes, segue que

ar=-=a,=0=p01 == [,

logo E'U F ¢ linearmente independente e, portanto, uma base. Fazendo
a contagem, temos dim(U+W) = |EUF| = n+m = dim(U)+dim (W)
e o resultado segue.

Seja agora U nW # {0}. Sefor UnW = U, entaioU c W e U+
W =W, logo dim(U+W) = dim(W) = dim(W)+dim(U)—dim(U) =
dim(W) + dim(U) — dim(U n W) e o resultado segue. Analogamente
para U n' W = W. Suponha entdo que U n W < U e Un W <
W e tome uma base G de U n W. Como U n' W < U, segue que
U n W tem dimensdo finita e podemos escrever G = {g1,..., gk},
com dim(U n W) = k, sendo 0 < k < dimU e 0 < k < dimW.
Seja dimU = n e dimW = m. Podemos completar G para uma
base de U como E = G u E', com E' = {exy1,€r42,...,€n} € da
mesma forma para uma base F'de W com F = G U F' com F' =
{fe+1, fk+2, - - -, fm}. Temos primeiro que G N E' = & = G n F’, pois
caso contrario dim(U) = |GU E| < n = dim(U) — uma contradigdo — e
analogamente para W. Além disso, E' " F' = @, pois, casov € E'nF’,
terfamos v € U n W e v seria um elemento, digamos, de E’ gerado por
G e E = G u E' nao seria linearmente independente. Vamos agora
tomar o conjunto H = G u E' U F’, com cada um dos componentes
dois a dois, disjuntos. Temos também que H = E u F, portanto, H

gera U + W. Resta mostrar que H é linearmente independente. Sejam
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aq, B, vr € K tais que

m

27797 + Z az€z+ Z ﬁ]f] _0

i=k+1 i=j=k+1

Essa equagao implica, por exemplo,

n k m
Do ==Y mge— >, Bifj=0.
i=k+1 r=1 i=j=k+1

portanto Y i1 Qi€i € W. Mas também vale que > a1 ici € U,
logo Y e € Un W e X' | ae; deve ser gerado por G,
ou seja, esse vetor pode ser escrito como uma combinagao linear de
elementos de G. Se algum dos «; for nao nulo, poderiamos escrever e;
como uma combinacao linear dos outros elementos de E’' juntos com

os elementos de G, o que seria uma contradicao, pois B/ UG = E é

linearmente independente. Logo ag1+1 = -+ = a,, = 0. Analogamente,
Bri1 = -+ = Bm = 0. Disso, chegamos na igualdade
k
Z Yrgr =0,
r=1
que, sendo G linearmente independente, mostra que y; = - -- = v, = 0,

ou seja, H é um conjunto linearmente independente, e, portanto, uma

base de U + W. Contando a quantidade de elementos, temos

dim(U + W) = |H| = |G|+ |E'|+ |F'|=k+ (n—k) + (m — k)
=n+m—k=dimU +dimW — dim(U n W).

O

Corolario 3. Seja V um espago de dimensdo finita e S <V eT <V
subespacos de V tais que S n' T = {0}. Entdo

dim(S®T)=dimS + dimT.
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2.2 TRANSFORMACOES LINEARES

Agora que sabemos de algumas propriedades bésicas de espagos
vetoriais, passaremos a estudar transformacoes entre esses espacos que

preservam a estrutura deles.

Defini¢ao 11. Dados espagos vetoriais U e V sobre K, uma funcao
T:U — V é chamada de uma transformacdo linear se, para qualquer

u,v € U e a € K temos
T(u+wv)=T(u)+T(v)
e T(au) = aT(u).

Decorre da definicio acima que T(0y) = Oy para qualquer

transformacao linear T: U — V.

Exemplo 7. Dado um vetor coluna x € R™ e uma matriz A € R™*", a
aplicacdo z — Az define uma transformacao linear R™ — R™. Afinal,
temos que A(azx) = a(Az) e A(x +y) = Az + Ay, para quaisquer
z,ye R” e a € R.

Definigao 12. Uma transformacéo linear 7': V' — V entre um mesmo

espago vetorial V' é também chamada de um operador linear.

A seguir, definimos algumas classes especiais de transformagoes

lineares.

Definicao 13. Sejam U e V espagos vetoriais e T: U — V uma

transformagao linear.
o T é dita sobrejetiva quando T(U) = V;

o T é dita injetiva quando T'(z) = T(y) == « = y, para
quaisquer z,y € U,
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o T ¢ dita bijetiva quando é injetiva e sobrejetiva.

Quando uma transformacao linear T é bijetiva, T é também chamada

de um isomorfismo.

Isomorfismos, em particular, sdo importantes, porque definem

a seguinte relagdo entre espacos vetoriais.

Definicao 14. Sejam U e V espacos vetoriais. Quando existe um
isomorfismo T: U — V, os espagos U e V sdo ditos isomorfos e
denota-se U = V.

Espagos isomorfos sdo espacos equivalentes na estrutura de
suas operagoes. Uma das consequéncias dessa equivaléncia estd na
Proposicao 9. Mas, antes, vamos definir algumas outras estruturas

relacionadas a transformacoes lineares;

Definicao 15. Sejam U e V espagos vetoriais e T: U — V uma

transformacéo linear. Definimos a imagem de T como o subespaco
Im(T) ={veV:v="T(u), para algum u e U} = T(U)
e o espago nulo, ou nicleo, de T como o subespago
N(T) ={ueU: T(u) = 0}.

Proposicdo 6. Nas condicoes acima, Im(T') e N(T) sao subespagos

de V e U, respectivamente.

Demonstragio. E imediato que 0 € N(T). Seja uy,us € N(T) e o € K.
Disso temos que T(u1) = 0 e T'(uz) = 0, logo T'(uy + ug) = T(uy) +
T(uz) =0eT(auy) = aT(uy) =0, logour+u; € N(T)eau; € N(T),
o que implica que N(T') é um subespago de U.

Para a imagem, note que T'(0) = 0, logo 0 € Im(T"). Seja v, v €

Im(T) e « € K. Existe uy,ug € U tais que v1 = T'(u1) e vo = T(ug).
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Logo T'(u1 +ug) = T(u1) +T(uz) = v1+vg e T(auy) = o (u1) = avy,
logo v1 + vy € Im(T) e avy € Im(T), mostrando que Im(7T) é um

subespago de V. O

Esses espacos podem nos dizer quando uma transformacao é

sobrejetiva ou injetiva, conforme a préxima proposicao.

Proposigao 7. Sejam U e V espacos vetoriais e T: U — V uma

transformacao linear.
1. T € sobrejetiva se, e somente se, Im(T) = V.
2. T é injetiva se, e somente se, N(T) = {0}.

Demonstraciao. A primeira afirmacéo é trivial. Para a segunda, supo-
nha T injetiva e seja u € U tal que T'(u) = 0. Como T'(0) = 0, segue
que u = 0, logo N(T) = {0}. Agora, suponha que N(T) = {0} e sejam
u,v € U tais que T(u) = T(v). Disso segue que T(u —v) = 0 e o
espago nulo trivial garante que u — v = 0, isto é, u = v, ou seja, T é

injetiva. O

Outra propriedade de transformagoes injetivas é que o dominio

¢é isomorfo a sua imagem.

Proposigao 8. Sejam U e V espagos vetoriais e T: U — V uma

transformacgao injetiva. Entdo seque que Im(T) =~ U.
Demonstracdo. A restricdo de contradominio de T, dada por
7™ U > Im(T),  u— T(u)

é trivialmente uma transformagao linear sobrejetiva. Como 7' é injetiva,
T"™(T) também serd, logo T|™ () é um isomorfismo entre U e Tm(T).
O
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Agora, mostraremos uma importante consequéncia da existén-

cia de isomorfismos entre espagos.

Proposigao 9. Sejam U e V espacos vetoriais. Temos que U =V

se, e somente se, dimU = dim V.

Demonstracio. Quando U = V| existe um isomorfismo 7: U — V.
Se um deles é um espago trivial, o outro também deve ser, pois T
é injetiva, logo eles possuem a mesma dimensao nesse caso. Se U é
nao-trivial, ele possui uma base B. Note que a aplicagdo T' define uma
bijegdo entre os conjuntos B e T'(B), logo |B| = |T(B)|. Afirmamos
que T(B) é uma base para V. Como ela ¢ injetiva, qualquer combina-
¢do linear de elementos de T'(B) resultando no vetor nulo resulta em
uma combinacao linear de elementos de B resultando no vetor nulo,
que implica coeficientes nulos, ou seja, T'(B) é linearmente indepen-
dente. Como T é sobrejetiva, para qualquer v € V existe u € U tal que
v = T'(u). Expressando u na base B resulta, por essa relagdo, em uma
expressao de v por elementos de T'(B), mostrando que T'(B) gera V.

Por outro lado, se a dimensao dos espagos é nula, eles sao clara-
mente isomorfos. Se a dimensao nao é nula, entao tomamos bases By e
By de U e V, respectivamente. Temos por hipétese |By| = | By, logo
exite uma bijecao T': By — By . Podemos estender essa fungao para
uma transformacao linear em U — V. A unicidade dos coeficientes da
expansao em By garante que essa transformacao estd bem definida
e que ela é unica. O fato de By ser uma base implica, agora, que T'
¢ injetivo (por By ser linearmente independente) e sobrejetivo (por

By gerar V), logo essa transformagao é um isomorfismo. O

Para o préximo importante teorema, o Teorema do Posto e
Nulidade, que também é conhecido como Teorema do Ntcleo e da

Imagem, vamos definir as seguintes quantidades.
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Definigdo 16. Sejam U e V espagos vetoriais e T: U — V uma
transformacao linear. Definimos o posto de T' como a dimensao de
Im(T), denotado por

posto(T") = dim Im(T),
e definimos a nulidade de T como a dimensao de N(T'), denotado
nul(T) = dim N (7).

Teorema 4 (Posto-Nulidade). Sejam U e V' espagos vetoriais de

dimensao finita e T: U — V uma transformacao linear. Entdo
dim(U) = nul(T) + posto(T).

Demonstragao. Suponha dim(U) = n. Se T = 0, entdo Im(T") = {0} e
N(T) = U, portanto, a equagdo é valida. Seja entdao T # 0. Se N(T') =
{0}, a transformacao ¢é injetiva e Im(7") =~ U, logo a equagdo é vélida.
Suponha agora que existe u € U, u # 0, tal que T'(u) = 0. Isso significa
que N(T') # {0} e existe uma base E’ de N(T). Como {0} & N(T) <
U, N(T) é um subespago préprio de U, com 0 < dim(N(T)) < n.
Seja entao dim(N(T)) = n — r, para r = 1. Podemos ordenar a base
de N(T) como E' = {€;11,€r42,...,€n—1,€n}. Vamos completar essa
base para uma base E D E’ de U, escrevendo FE = {ey,...,e.} U
{€r41,...,€en}. Vemos que, com essa ordenaciao, de fato E possui n
elementos e E’ possui n — r elementos, com E’ < E. Agora, Seja
v € Im(T). Existe u € U tal que T'(u) = v. Escrevendo u na base E,
temos u = >, a;e;, para coeficientes tnicos «; € K. Podemos pegar
outro vetor v’ = >\, a;e; e teremos também v = T'(u) = T'(u'), pois
os elementos da base E apds e, vao para zero, com v = »._; a;T(e;).
Isso vale para qualquer v € Im(T'), logo o conjunto {T'(e1),...,T(e.)}
gera Im(T"). Esse conjunto também é linearmente independente, caso

contrario, teriamos uma combinacao linear com coeficientes ; € K nao
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todos nulos com 0 = 51T (e1) + -+ + B, T(er) = T(Bre1 + -+ + Brer),
e >, Bie; € N(T), portanto, sendo uma combinacio linear nao
trivial de E’, o que nao pode ser, pois, o conjunto E é linearmente
independente, logo segue que {T'(e1),...,T(e,)} é uma base de Im(7T)
e, fazendo as contas finais, temos dim(N(U)) + dim(Im(7T")) = n—r +
r=n = dim(U). O

Assim como vetores se expressam como coordenadas em um
vetor-coluna dada uma base, transformacoes lineares se expressam

como matrizes dadas bases de U e V.

Proposigao 10. Sejam U e V' espacos vetoriais de dimensdo finita,
comdimU =n>0edimV =m >0, eT: U — V uma transfor-
magdo linear. Se By é uma base de U e By é uma base de V, existe

uma matriz [T g, B, de tamanho m x n tal que
[T(v)]BV = [T]BUBV [U]BU
para todo v e U.

Demonstragao. Sejam By = {e1,...,e,} e By = {f1,..., fm}. Vamos

expandir cada T'(e;) na base By como
T(ej) = arjfi + -+ amjfm.
Seja v € U e escreva
v=p1e1 + -+ Bren.

Temos que

T(v) = Y BT(e;) = >, B D cujfi = ), ( aijﬁj) fi,
j=1 j=1  i=1 1

i=1 \j=
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0 que, em termos de coordenadas, fica

a1 . A1n
[T()]B, = [v]By,
Am1 ... Omp
ou seja, temos
Qi Qln
[T]BUBV =
Am1 .- Omn
e essa matriz ndo depende de v, apenas dos valores de T'(e;). O

Observagao 2. Se T: V — V é um operador linear e B é uma base

de V, denotamos [T]pp como apenas [T]p.

E possivel também fazer mudanca de bases para a matriz de

uma transformagcao linear.

Proposigao 11. Sejam U e V' espacos vetoriais de dimensdo finita,
comdimU =n>0edmV =m >0, eT: U — V uma transforma-
¢do linear. Sejam também By e By, bases de U e By e By, bases de
V. Sendo PBU_,B;] a matriz de mudanga de base de By para By, e

PBVHBQ/ a matriz de mudanga de base de By para By,, seque que

_ p-1
[Ty, 8, = Pp, -5, [T]BuBy P13, -
. . _ p-1
Demonstragdo. Seja u € U e escrevemos [u]BIU = PBUHB;J [u]B,, ou

seja, [u]lp, = Ppy—p;[ulp,. Da mesma forma, temos [T'(u)]p, =

Ppyp, [T(u)]BQ/. A matriz de T nas bases By e By expressa que
[T(u)]Bv = [T]BUBV [U]BU
e, substituindo as expressoes acima obtemos

Py, g, [T(w)]p;, = [T]ByBy Py—By [u]B]
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ou,

[T(w)]p, = ngl_,BQ/ [Ty By Py—By, Ul B, -

Como isso vale para u arbitrario, segue que

(T, B

_ p—1
vBy T PBV—>B{/ [T]BUBVPBU_’B;J'

O

Observagdo 3. Se T: V — V é um operador linear ¢ B e B’ sao
bases de V', com P = Pp_,p' sendo a matriz de mudanca de base de
B para B’, temos que [T|g = P~[T]gP.

Agora vamos comecgar a desenvolver a teoria de autovalores e

autovetores de um operador linear.

Definigao 17. SejaT: V — V um operador linear. Um escalar A € K
é chamado um autovalor de T quando existe p € V, com p # 0,

chamado seu autovetor associado, quando

T(p) = Ap.

Definigdo 18. Seja T: V — V um operador linear e V. T é dito
diagonalizdvel quando existe uma base de V formada por autovetores
de T.

A justificativa para essa nomenclatura estd na seguinte propo-
sicao.

Proposigao 12. Seja T:V — V um operador linear diagonalizdvel
eV um espago de dimensdo finita. A representagao matricial de T em

uma base de seus autovetores € uma matriz diagonal.

Demonstragao. Seja B = {p1,...,p,} uma base de autovetores de T'.

A matriz de T na base T é a matriz cujas colunas sdo os valores de
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T na base B, com os coeficientes escritos também na base B. Sejam
A1, ..., An € K o0s autovalores associados aos autovetores p1, ..., Ppn,

respectivamente. Temos
T(pi) = \ipi,

ou seja, T'(p;), escrito na base B, é o vetor de coordenadas todas iguais

a zero exceto na posicao i, cujo valor é \;. Isso mostra que

M 0 L..000
0 A
[T]5 = ’ ;
0
0 0 A\
que é uma matriz diagonal. O

Observagao 4. Uma consequéncia dessa proposicao é a seguinte dis-
cussdo. Se uma matriz A € R"*" é considerada a representagdo nas
bases candnicas de uma transformacdo linear R" — R"™, essa trans-
formagédo (e por consequéncia a matriz A) é diagonalizdvel quando
existe uma matriz inversivel P € R"*" (a matriz de mudanga de base)

e uma matriz diagonal A € R**" tal que A = P~1AP.

2.3 ESPACOS DE PRODUTO INTERNO

Nesta parte, introduziremos uma estrutura que permite medirem-
se comprimentos e angulos relacionados a vetores. Além disso, estuda-

remos transformagoes lineares relacionadas a essa estrutura.

Definigao 19. Seja V um espago vetorial sobre R. Um produto in-
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terno em V é uma forma bilinear (-,-): V. x V' — R que satisfaz

(u+ v, w)y = (u, vy + (v, w);
{au,v) = alu,v);

(u, v) = (v, u);
{uyuy = 0;

{u,uy =0 = u =0,
para quaisquer u,v,w eV e a € R.
Exemplo 8. Em R", o produto interno usual é dado por
{u, vy = ugvy + -+ 4 upv, = ulv,

considerando-se u, v € R™ vetores-coluna. Este produto interno é co-

nhecido como produto Euclideano.

Definigao 20. Seja V um espago de produto interno. Definimos como

Jul = v/ <, w,

[-]: V- R a fungdo

chamada norma.

,

Exemplo 9. A norma induzida pelo produto interno usual em R™ é
dada por

Jul = ful -+ 02 = VT,
considerando-se u € R™ um vetor-coluna. Naturalmente, esta norma é

conhecida como norma Euclideana ou norma-2.

A nocao de ortogonalidade entre vetores estd relacionada a

produtos internos nulos.

Definicao 21. Dois vetores u,v € V sao ditos ortogonais em um
espaco de produto interno V quando (u,v) = 0. Além disso, se os

vetores possuirem norma 1, dizemos que u e v sdo ortonormais.



Capftulo 2. Ezplorando a Algebra Linear 41

Defini¢ao 22. Uma base B de um espago de produto interno V' é

dita ortonormal quando os vetores da base sdo 2-a-2 ortonormais.

E sempre possivel encontrar uma base ortonormal para um

espaco vetorial ndo-trivial, conforme mostra o seguinte teorema.

Teorema 5 (Ortonormalizagdo de Gram-Schmidt). Seja V' um espago
de produto interno de dimensao finita. Se V' # {0}, entdo V possui

uma base ortonormal.

Demonstragao. V possui uma base finita B = {ey,...,e,}. Vamos

tomar primeiro o vetor e; e construir o vetor

Ji=e1.
Apobs isso, vamos construir o vetor
_ o ey
B
Esse vetor é ortogonal a f, pois
(frs fo) = {f1,e2) — Eﬁzjéigl,fﬁ = 0.
Agora, construimos
_ (e, (faes)
o= T e by
e temos tanto
_ _ fryes) _ (fose3) _
(fiofo =<fres) <f1,f1><f1’f1> For fo> SJE\’,@E 0,
=0
quanto
N ~ (fie) f2,e3) _
<f27f3>7<f27e3> <f17f1> S.fi?ff_lz <f27f2><f2,f2> 07

=0
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e o conjunto {f1, fa, fa} é ortogonal. Note que dividir por {fa, f2)
é possivel, pois, caso contrario, teriamos fy = 0, o que faria e; uma
combinagao linear de ey, o que é impossivel, pois {e1, e2} é um conjunto

linearmente independente. Similarmente, continuamos o processo com

Je =ex— Z <f“ek>fi,

(fis fi)
sendo (f;, fr) para todo j < k, até a etapa k = n. Assim obtemos
um conjunto B’ = {fi,...,fa}, com f; # 0,7 € N, 1 <1 < n,

ortogonal. Da expressao para fj, podemos ver que com os elementos
de B’ podemos escrever cada um dos vetores ex € B, logo (B") = V.
Além disso, sendo aq,...,a, € R tais que

oarfi+--F+anfn=0,

podemos tomar o produto interno para cada f;, obtendo

0={fi,anfi+ - +anfn)=a{fi,fi) = a; =0,

para todo i € N, 1 < ¢ < n, mostrando que B’ é um conjunto li-
nearmente independente, portanto uma base de V. Finalmente, ao

normalizar os vetores como

fi fi
gi = = T
B PRV A
obtemos uma base B” = {g1,...,gn} ortonormal. O

Dado um produto interno, podemos olhar para o conjunto de
todos os vetores ortogonais a uma dada colegdo de vetores (em parti-

cular, um dado subespago).

Definigao 23. Dado um espaco de produto interno V' e um subespago
S < V, definimos o complemento ortogonal de S em V' como o conjunto
de todos os vetores de v que sdo ortogonais a todos os vetores de S.

Esse conjunto é denotado por S*.
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Vamos demonstrar algumas proposi¢des que caracterizam os

complementos ortogonais em espagos de dimensao finita.

Proposigao 13. Seja V um espago de produto interno e S < 'V um

subespago. Entdo ST também é um subespago de V.

Demonstragao. Seja v € S arbitrario. Segue que (v,0) = 0, logo 0 €
S+, Sejam z,y € S*. Segue que (v,z) =0 e (v,y) = 0, logo

v,z +y) ={v,z)y +{v,yy =0+0=0,
o que mostra que z + y € S*. Finalmente, com a € R, temos
(vyaxy = alv,zy =a-0=0,
portanto ax € St e concluimos que S+ é um subespaco de V. O

Proposigao 14. Seja V um espaco de produto interno e R < V e
S < V subespagos tais que R < S. Entio St < R*.

Demonstragio. Seja x € St e s € R. Entdo, para todo t € S, vale que
{x,t) = 0. Em particular, s € S, logo {(z,5) =0 e x € R*. O

Proposigao 15. Seja V um espaco de produto interno de dimensdo
finita e S < 'V um subespaco. Entdo V =S @ S*.

Demonstragido. Seja Bs = {e1,...,ex} uma base ortonormal de S.
Podemos estender Bg para uma base ortonormal de V igual a B =
{e1,...,en}, com Bg < B. Isso pode ser feito via o Teorema 1 e
ortonormalizando a base conforme o Teorema 5, usando primeiro os
vetores de Bg e notando que eles se manterao inalterados durante o
processo.

Seja B’ = B\Bgs. Note que esse conjunto B’ = {egi1,...,€n}

é linearmente independente. Os elementos de B’ sdo, por construcao,
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ortogonais aos elementos de Bg, ou seja, B < S+. Seja v € S+
Escreva v como

v =qo1€1 + -+ apéy.

Esse vetor deve ser ortogonal a todos os vetores de Bg, levando a
0 = e, vy ={e;,a1e1 + -+ + apen) = aile;, e,) = «a; =0,
para todo i € N, 1 < i < k. Assim,
V= Q1€k4+1 + -+ Qpep,

mostrando que S+ é gerado por B’. Disso segue que B’ é uma base de
S+, Além disso, da construcio de B, segue que V = S + S*. Sendo
veSewve St temos, em particular, (v,v) = 0, levando a v = 0, o
que mostra que S N S+ = {0} e finalmente V = S @ S*. O

Proposigao 16. Seja V um espago de produto interno de dimensdo
finita e S < V um subespaco. Entio (S+)* = S.

Demonstragdo. Ao usar as bases Bg, B e B’ da proposi¢ao anterior,
vemos que os elementos ortogonais aos elementos de S+ sdo justamente

os elementos de S. O

Dada essa caracterizacdo inicial de espacos de produto interno,
podemos agora definir o que é a adjunta de uma transformacao linear.

B a transformacio que “troca de lado” dentro do produto interno.

Definigao 24. Seja U e V espacos de produto interno real, respecti-
vamente -, Yy e {-, v, de dimensdo finita e A: U — V uma trans-
formagdo linear. Definimos como AT: V' — U a transformacio linear
tal que

(A(u),v)v = (u, AT(v))v,
para todos v € U e v € V. A transformagdo AT é chamada transfor-

magdo adjunta de A.
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Exemplo 10. Seja V = R? munido de seu produto interno usual e
seja T'(x,y) = (z + y,y — x) um operador linear nesse espago. Note
que a base B = {(1,0),(0,1)} é ortonormal nesse espago. A expressio

de T nessa base é dada por

Tl = l—ll j

Seja P: V — V o operador linear cuja representacdo na base B é

dada pela matriz transposta de [T'] g, na forma

[Pl =TT} - E ﬂ -

Podemos descrever P também na forma P(z,y) = (z —y,z + y). Seja

u = (z,y) e v = (a,b). Ao calcular os produtos internos

(T(u),v)y ={(x+y,y—x),(a,b))=ar+ay — bx + by,

{u, P(v)y ={(z,y),(a —b,a + b)) = xa — xb + ya + yb,

vemos que eles sdo iguais, o que nos permite concluir que P = TT

nesse espaco de produto interno.

Observagao 5. A transformacdo adjunta em espacgos de dimensao
finita sempre existe e é tnica. Basta generalizar o exemplo anterior
e notar que, fixadas bases ortonormais, a matriz da transformacao
adjunta é a transposta da matriz da transformacao original. Note
também que é necessario que as bases sejam ortonormais para que

esse argumento funcione.

Definigao 25. Seja V um espaco de produto interno real de dimensao
finita e A: V — V um operador linear. Diz-se que A é um operador

simétrico quando

(A(u), v) = (u, A(v))
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para todos u,v € V, ou seja, quando A = AT.

Observagao 6. Um operador é simétrico quando, dada uma base
ortonormal, sua matriz nessa base é uma matriz simétrica. Novamente,

o requerimento da base ser ortonormal é essencial.

A importancia de transformagoes simétricas é que elas satisfa-
zem um resultado chamado do Teorema espectral, que diz que além
delas serem diagonalizaveis, é também possivel escolher uma base or-
tonormal de autovetores que fazem essa diagonalizagdo. Para mostrar
isso, provaremos antes uma sequéncia de lemas — que fardo uso da

préxima definicao.

Definigao 26. Seja V um espacgo vetorial e T: V' — V um operador

linear. Um subespago U < V' é dito invariante sobre T se T(U) < U.

Lema 2. Seja V um espaco vetorial de dimensdo 1 e T:V — V.

Entao T € diagonalizavel.

Demonstragio. Seja B = {p} uma base de V. Segue, pela Proposi¢ido
3, que p # 0. Escrevendo T'(p) na base B, temos que T'(p) = ap, para
algum a € K. Logo p é uma autovetor de T', com autovalor associado
«, mostrando que B é uma base de V formada por autovetores de
T. O

Lema 3. Seja V um espaco de produto interno real de dimensdo
finita, T:V — V um operador simétrico e p e V um autovetor de T.
Entio T (({p})*) = {{p})*, isto é, o complemento ortogonal {{p})* ¢é

um subespaco invariante de T .

Demonstracao. Suponha x € <jv>l e que X € R seja o autovalor associ-

ado a p. Entao

(T(x),p) =<z, T(p)) = {w, Ap) = Xz,p) =0,
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portanto T'(z) € (p)*. O

Lema 4. Seja V um espago de produto interno real de dimensdo
finita, T:V — V um operador simétrico e p e V um autovetor de T'.
Entdo a restricio de T como operador no subespaco {{p})* estd bem

definida e € também um operador simétrico.

Demonstracio. Pelo Lema 3, podemos sempre construir uma restricao
da transformacdo linear representada por A ao subespaco (v)*, da
forma Al¢,y1 ()t — (v)*. Essa restricio é simétrica, pois, para

todos z,y € (v)*, temos

<A|<,U>LIE7 y> = <{E, A‘<U>Ly>
[

Lema 5. Seja V' um espaco de produto interno real nao-trivial de
dimensao finitamn =2 eT:V — V um operador simétrico. Entao T

possui pelo menos um par de autovalores e autovetores.

Demonstragio. Seja f: V — R dada por f(z) = (T'(x), z), denomi-
nada a forma quadratica de T'. Seja S = {x € V: |z|| = 1}. O conjunto
S é compacto, logo f atinge um méaximo em S. Seja A € R esse ma-
ximo e p € S um ponto em que f o atinge, isto é, f(p) = . Afirmamos
que A\ é um autovalor de A associado ao autovetor p.

Seja dim V' = n. Agora, denote por {(p) o subespago gerado por
p. Seja u € (p)* um vetor de seu complemento ortogonal com norma
unitéria, que existe porque dim({p)*) =n —1> 0. Quando s € R é
tal que —1 < s < 1, segue que v/1 — s2p + su € S, pois

H\/l — 82p + su

ou seja, quando s percorre (—1,1), o vetor 4/1 — s2p + su percorre um

2
| = A=l + sl = 1,

caminho em S.
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Vamos entao definir uma fungao g: (—1,1) — R como
= f(\/1—52p+su> .

Note que g(0) = f(p) = A, o ponto de méximo em S. Agora, note que,
pelo fato de T ser simétrico, temos {T'(z),y) = {(x,T(y)), para todos

z,y € R™. Vamos usar isso para escrever g de forma explicita como

<Mp + su)
—<MT ) + sT(u mp+su>
= (1= 2T (p), p) + sV/1 — sXT(p), uy + s3/1 — sX(T(u), p)
+ 5T (u), u)
= (1= 2XT(p), p) + 25V/1 — sXT(p), u) + s(T(u), u).

Essa funcao é diferenciavel e

52
m) (T'(p), uy.

Lembramos que s = 0 é um ponto de maximo, logo deve ser que

(9 = 25 (T @0y = T )2 (V= -

¢'(0) = 0, uma relagdo que impde (T(p),uy = 0. Por construgao,
isso vale para qualquer u € (p)* com |ju| = 1. Para outros vetores

u' € {p)*, u' # 0, com norma nio necessariamente unitéria, temos

(o), = o] <T<p>, |§j”> -

ou seja, T(p) é ortogonal a qualquer vetor de (p)*, nos levando a

também

conclusdo de que T'(p) € {p). Em outras palavras, existe s € R tal que

T(p) = pp. Além disso, X = f(p) = (T(p),p) = {up.p) = ulp|* = n,
sendo A\ um autovalor associado ao autovetor p # 0. O

Agora demonstraremos o Teorema Espectral para operadores

simétricos..
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Teorema 6 (Espectral). Seja V um espago de produto interno real
de dimensdo finita e T: V — V um operador simétrico. Entao T €
diagonalizdvel com uma base ortonormal de autovetores. Como con-

sequéncia, todos seus autovalores sao reais.

Demonstrag¢do. A prova é por indugdo. O caso n = 1 é trivial, como
dito antes. Agora, vamos assumir que o resultado é valido para dim V' =
n. Vamos provar que disso decorre que o resultado é valido para n + 1.
Seja dim V' = n+1. O operador T: V' — V possui um autovalor A € R
associado a um autovetor v € V, v # 0, conforme a discussdo ante-
rior. Podemos entdo tomar a restricao T|¢,y1: (v)* — (v)*, sendo
dim({v)*) = n + 1 — 1 = n. Por indugio existe uma base ortonormal
B’ = {v1,...,v,} de (v)* formada por autovetores de T'|(,y+, que tam-
bém sao autovetores de T'. Por construcdo, v é ortogonal a qualquer
um dos vetores de B, logo B = B’ u {LH} é uma base ortonormal

v

de V. O

Observagao 7. Se as bases B e B’ de um espago de produto interno
V' séo ortonormais, entao a matriz de mudanca de base O = Pg_, g/
é uma matriz ortogonal, no sentido de que OTO = I, = OOT. Isso
significa que, dada uma matriz simétrica A € R™*™ segue que ela
é ortonormalmente diagonalizdvel — como a representacdo de um
operador linear na base canénica sob o produto interno usual. Em
outras palavras, existe uma matriz ortonormal O € R"*™ (a matriz
de mudanca de base para a base ortonormal de autovetores) e uma
matriz diagonal A € R™*™ tal que A = OTAO. Note que poderiamos
ter escrito A = O~1AO, j4 que O~! = OT.

Uma classe especial de operadores simétricos sdo os operadores

positivos, cuja definicio e nomenclatura precisa estd a seguir.



Capftulo 2. Ezplorando a Algebra Linear 50

Definigao 27. Seja V um espacgo de produto internoreale T: V — V
um operador simétrico. T' é dito positivo semi-definido quando, para
todo v € V, vale (T'(v),v) = 0. Além disso, quando {T'(v),v) =0 =
v =0, T édito positivo definido.

O préximo resultado caracteriza completamente os operadores

positivos.

Teorema 7. Seja V um espaco de produto interno real de dimensdo

finita e T: V — V um operador simétrico. Entao T é

e positivo definido se, e somente se, todos 0s autovalores de T sdo

positivos;

e positivo semi-definido se, e somente se, todos os autovalores de

T sdao maiores ou tguais a zero.

Demonstragao. e Seja {v1,...,v,} uma base ortonormal de auto-
vetores de T'. Se T é positivo definido, entdo (T'(x),x) > 0 para
qualquer x # 0. Em particular, isso é valido para os autovetores,

pois eles sdo nao-nulos. Seja A; o autovalor associado a v;. Entao
0< <T(vi),vi> = <)\’UZ‘,U2‘> = >\HU2H2 = A > 0.

e Seja {v1,...,v,} uma base ortonormal de autovetores de T'. Se
T é positivo semi-definido, entdo (T(x),x) > 0 para qualquer
x € V. Em particular, isso é vilido para os autovetores. Seja \;

o autovalor associado a v;. Entéao
0 < {T(v3),v5) = Qv = )\HviHQ = A=0.
O

Observacgao 8. Isso significa que uma matriz simétrica A € R™*" é

positiva (semi-)definida quando existe uma matriz ortogonal O € R™*"



Capftulo 2. Ezplorando a Algebra Linear 51

e uma matriz diagonal A € R™ ™, com sua diagonal formada por

elementos positivos (ndo-negativos), tal que A = OTAO.

2.4 DECOMPOSICAO EM VALORES SINGULARES (SVD)

Para desenvolver a teoria da decomposicao em valores singulares
de uma transformacéo linear A: U — V', precisamos estudar os quatro
espagos fundamentais dessa transformacao: N(A), Im(A), N(AT) e
Im(AT). O primeiro resultado investiga a relagdo desses espagos por

meio de complementos ortogonais.

Proposigao 17. Sejam U e V espacos de produto interno de dimen-

sao finta e A: U — V uma transformacdo linear. Entdo vale que
1. N(AT) =Im(A)*;
2. Im(AT) = N(A)*.

Demonstragao. 1. Seja primeiro z € N(AT). Nés vemos que, sendo

y € Im(A), existe z € R" tal que y = A(z) e

(@, y) = (x, A(2)) = (AT(x), 2) = 0, 2) = 0,

logo = € Im(A)* e N(AT) c Im(A)*. Agora, seja = € Im(A)*.
Para qualquer y € Im(A) vale que (z,y) = 0. Note que A(AT(x)) €
Im(A), logo

| AT (@)|* = (AT (), ATz) = (x, A(AT(2))) = 0,

portanto AT(z) = 0, ou seja, v € N(AT), logo Im(A)+ = N(AT),

completando a prova.

2. Seja y € Im(AT). Existe x € R™ tal que y = ATz. Seja z € N(A)

arbitrario. Entao temos que

(Y, 2) = (AT(x), 2) = (x,A(2)) = (x,0) = 0
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ey e N(A)*L, o que mostra que Im(AT) = N(A)L. Para a
outra dire¢do, N(A)* < Im(AT), equivalentemente mostrar que
Im(AT)+ = N(A), pois (S+)* = S. Seja x € Im(AT)*. Para
todo, y € Im(AT), segue que {(z,y) = 0. Note que, em particular,
temos AT(A(z)) € Im(AT). Dai,
|A@)]* = (A(x), A(x)) = (z, AT(A(x))) = 0,

o que indica que A(x) = 0, ou seja, x € N(A). Isso mostra que
Im(AT)+ = N(A), que implica N(A)* < Im(AT) e N(A)* =
Im(AT).

O

A seguir, vamos comegar a mostrar resultados relacionados a

composicao de A com sua adjunta. Primeiro, vamos mostrar o seguinte.

Proposigao 18. Sejam U, V e W espacos de produto interno de
dimensado finita e A: U -V e B: V. — W transformacées lineares.
Entdo (Bo A)T = AT o BT.

Demonstracao. Basta verificar que

(B o A)u,v) = (B(A(u)),v) = (A(u), BT (v))
= (u, AT(BT(v))) = (u, (AT © BT)(v))

para quaisquer ue U e ve W. L]

Observagao 9. Similarmente, é possivel mostrar que (AT)T = A.

Basta ver que

(AT)T(u), v) = (u, AT(v)) = (A(u), v)

para quaisquer ue U eve V.
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Observagao 10. Dadas transformacoes lineares A: U - Ve B: V —
W, é trivial provar que B o A é uma transformacao linear U —
W. Além disso, se By, By e By sao bases dos respectivos espa-
¢os, entdo, em termos de representacdes matriciais, [B o A]p, By =
[Blsy Bw [Al By By -

Agora vamos mostrar que as composi¢oes de A com sua adjunta
sao operadores simétricos e positivas semi-definidas, o que mais para

frente nos permitird usar o teorema espectral nesses operadores.

Proposigao 19. Sejam U e V' espagos de produto interno reais de
dimensdo finita e A: U — V wuma transformagio linear. Entdo as
transformagoes ATo A: U - U e Ao AT: V. — V sdo simétricas e

positivas semi-definidas.
Demonstragdo. Temos
(ATo A)T=ATo(AT)T=A4T0 A

e (AoAT)T = (AT)To AT = Ao AT,

logo as transformagdes sdo simétricas. Agora, seja u € U e v € V.

Temos
(AT 0 A) (u),u) = (AT(A(u)),u) = (A(u), A(u)) = 0
e (Ao AT)(0),v) = (A(AT(1)),v) = (AT(v), AT(v)) > 0,
completando a prova. O

Em seguida, um par de resultados sobre os espagos fundamen-

tais dessas composicoes.

Proposigao 20. Sejam U e V espagos de produto interno reais de
dimensdo finita e A: U — V uma transformacao linear. Valem as

sequintes iqualdades de subespacos:
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1. Im(AT 0 A) = Im(AT);
2. N(AT o A) = N(A);
3. Im(A o AT) = Im(A);
4. N(AoAT) = N(AT).

Demonstracao. Mostraremos apenas 1 e 2, pois 3 e 4 seguem deles ao
trocar o papel de AT por A e AT por (AT)T = A.

1. E equivalente a 2 ao tomarmos complementos ortogonais dos

espacos.

2. E obvio que N(A) € N(AT o A). Seja entdo u € N(AT o A), ou
seja, AT(A(u)) = 0. Temos

[ A(u)[? = (A(w), A(u)) = (u, AT(A(u))) = (u,0) = 0,
ou seja, A(u) =0eue N(A).
O

Corolario 4. Sejam U eV espagos de produto interno reais de dimen-
sao finita e A: U — V uma transformagao linear. Valem as sequintes

igualdades de posto e nulidade:
1. posto(AT o A) = posto(AT) = posto(A) = posto(A o AT);
2. nul(AT o A) = nul(A);
3. nul(Ao AT) = nul(AT).

Demonstragio. Todos os resultados sdo consequéncia imediata da pro-

posigao acima, exceto a igualdade posto(AT) = posto(A).
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Temos que dim(V) = nul(AT) + posto(AT). Como N(AT) =
Im(A)*, segue que nul(AT) = dim Im(A)* = dim(V) —posto(A), pois
V =Im(A) ® Im(A)*, donde

dim (V) = dim(V') — posto(A) + posto(AT)
e posto(A) = posto(AT). O
Agora resta mostrar a resultado principal do capitulo.

Teorema 8 (Decomposigdo em Valores Singulares). Sejam U e V
espacos de produto interno reais de dimensdo finita e A: U — V
uma transformacao linear de posto r. Seja dimU =n e dimV = m.
Denote por AT a transformacio adjunta de A. Entdo existem uma

base ortonormal de U dada por

BU:{ ULy ooy Up au”l‘+1?"')un}
-—

N - ~ N~ d
base para Im(AT) base para N(A)

e uma base ortonormal de V dada por

BV:{ U155 Up 7UT+1?"-3U771}
-—

~ - ~ ~~ -

base para Im(A) base para N(AT)
tais que, conforme denotado acima, {uy,...,u,.} é uma base ortonor-
mal para Tm(AT), {try1,...,un} € uma base ortonormal de N(A),
{vi,...,v.} é uma base ortonormal de Tm(A) e {vy41,...,0m} € uma
base ortonormal de N(AT). Além disso, para cada i € N, com 1 < i <

T,

A(u;) = oyv;,

AT (v;) = oyu,,
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sendo o; > 0 escalares — chamados de valores singulares de A — tais

que
(AT 0 A)(u;) = o?u;
e (Ao AT)(v;) = o?uy,

podendo eles ser ordenados como
oy =2090=---=20,>0.

Demonstracao. Temos que a transformacdo AT o A é um operador
simétrico em U. Logo, pelo teorema espectral, e sendo posto(AT o A) =
posto(A), existe uma base ortonormal de U formada por autovetores
de AT o A dada por

By = {u1,...,un},
com autovalores associados iguais a A1,..., A, € R. Os autovetores
associados ao autovalor 0 formam uma base de N(ATo A) = N(A).

Como nul(A) = n — r, vamos ordenar a base como
By = {’U,l, sy Upy Updy - - ,Un},

sendo {41, ..., u,} uma base de N(A). Além disso, o operador AToA
é positivo semi-definido, logo seus autovalores sao ndo-negativos, o

que nos permite ordenar a base By de forma que
MZXA=z 2N >N=-=X,=0.

Dado que Im(AT) = N(A)* e que {uy,...,u,} é uma base de Im(AT o
A) = Im(AT), segue que {ug,...,u,} é uma base de N(A)‘, mos-
trando, em particular, que A(u;) # 0 para qualquer i € N, com
1<i<r.
Agora, vamos definir os valores o; = 1/\;, para i € N, com
1 <17 < r, e construir os vetores
Vi = iA(Ui)

0
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para i € N, 1 < ¢ < r. Disso resulta que

1
A(UZ) = Ui—A(ui) = 0O;V;
o
e
T 1 T 1,
A (Uz) = ;A (A(UZD = fO'Z' U; = O;U4,
1 1
para todos i € N, com 1 < ¢ < r. Como os vetores uy,..., U, S40

ortonormais, segue que

<vi,vj>—<1A<ui>71A<uj>>— L Aw), Auy))

ag; ag; 0i0;
_ (ugy AT(A(uy))) = ! (ug,o3u;)
003 v J 0;0; A
o 1 sei=j
= 7] <uivuj> = ) o
i 0 sei#j
para qualquer 4,5 € N, com 1 < 4,5 < r, logo os vetores vy,...,v,

sdo também ortonormais. Do fato que A(u;) = o;v;, para todo i € N,
com 1 <i<r, eque A(ug),..., A(u,) é uma base para Im(A), segue
que {v1,...,v,.} é uma base para Im(A) = N(AT)L., que pode ser

estendida para uma base ortonormal de V' dada por
By = {Ula ceey Upy Upgdy oo e 7Um}a

com {Up41,...,Umn} sendo uma base ortonormal de N(AT). Para fina-

lizar, notamos que
(A ] AT> (’Ul) = A(AT(UZ)) = A(azul) = O'lA(’uZ) = 0'1»2%7

para i € N, com 1 < i < r, e, sendo N(Ao AT) = N(AT), que
{vr41,-..,Um} é uma base para N(Ao AT), segue que By é uma base

ortonormal de V' formada por autovetores de Ao AT, com autovalores
2

o; associados a v;, para ¢ € N, com 1 < ¢ < r, e autovalores 0

associados a {vp41,...,Um}- O
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Observacgao 11. Quando A € R™*™ é uma matriz, representado uma
transformacao linear dos espagos R™ — R™ munidos dos produtos
internos usuais, sua decomposicao em valores singulares consiste na
existéncia de uma matriz ortogonal U € R™*™ uma matriz ortogonal
V e R™*" e uma matriz % € R™*" com elementos fora da diagonal
[X]i; todos eles iguais a zero, sendo a diagonal formada pelos valores

singulares [X];; = 0; = 0, matrizes essas tais que ¥ = UTAV.
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3 MOLECULAR DISTANCE GEOMETRY PROBLEM (MDGP)
COM SVD

Seja n € N o ntmero de dtomos de uma dada molécula e

r1,...,T, 0s valores de coordenadas de tais atomos, em que

x; = (@1, Ti2, Ti3),

com z;, € R, (k = 1,2,3), indica a posicdo do dtomo ¢ para cada
i€{l,...,n} é a k-ésima coordenada do &tomo i.

Suponha que as coordenadas z1, ..., 2, sado desconhecidas, ou
seja, desconhecemos as posicdes em R? de seus n dtomos. Suponha
também que conhecemos uma lista de distancias entre cada par de
atomos. Seria possivel descobrir as posi¢oes de cada um dos atomos
no espaco, a partir das distancias entre eles?

Seja S um conjunto de pares (4,j), com 4,j € {1,...,n}, para
os quais conhecemos a distdncia d;; € R entre eles. Portanto, as
coordenadas das posig¢oes x1, ..., T, dos n atomos definem o sistema

nao-lineares de equagdes:
|zi =] =diy  (i,5) €S (1)

Portanto o problema consiste em determinar de modo eficiente as
solugbes das equacoes acima. O problema é chamado de Molecular
Distance Geometry Problem (MDGP), ou Problema Molecular de
Geometria de Distancias.

Vale notar que no problema nem sempre se pode encontrar
todas as coordenadas, visto que precisamos um nimero suficiente
de distancias para definir um sistema vidvel. Na pratica, os valores
das distdncias podem conter erros [7], de modo que cada distdncia
devera ser definida em um intervalo. Entretanto, neste trabalho vamos
considerar apenas conjuntos completos de distancias exatas.

Uma maneira de resolver o MDGP com uma lista completa de

distancias exatas é dando-lhe um tratamento via Decomposicdo em
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Figura 1 — Molécula com sete atomos com conjunto completo de dis-
tancias

Fonte: [8].

Valores Singulares (Singular Value Decomposition (SVD)). Tal cons-
trugdo foi publicada no artigo [6]. Acima temos uma figura extraida

de [8] exemplificando o problema

3.1 RESOLUCAO DO MDGP VIA DECOMPOSICAO EM VALORES
SINGULARES

Considerando as equagoes (1) temos:
|lzi —zj| =diy  i,i=1,...,n (2)
e, elevando ao quadrado e expandindo, temos
|lz:]|? — 22T 2 + ||z = d,ij ,j7=1,...,n. (3)

Considerando que movimentos rigidos como rotacao, reflexao e
translagdo ndo alteram a estrutura molecular da molécula (em apli-
cacOes mais comuns, uma proteina), podemos, sem perda de generali-

dade, definir um sistema de coordenadas de modo que o tltimo dtomo
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da lista se torne a origem. Ou seja, consideremos z,, = (0, 0,0), entdo:

Jil? = Lo = 0,0.0) = i — = 2, (@)
parai=1,...,n — 1. Das equagdes (3) e (4), obtém-se

di, —d; +d5, = 2]z, (5)

parai,j = 1,...,n— 1. Define-se, entdo, a matriz D = [D; ;], em que

d? —d?. +d?
Di,j — M’ (6)
2
parai,j = 1,...,n — 1. Segue das equagoes (5) e (6), que
D; j = xlxj, (7)
parai,j=1,...,n—1. Se X e R»=1*3 ¢ dada por

T
Ty

To

entao, pela Definicdo de D e X, temos que

T

T T 1

1T L1Tn—1 T

Lo

D= : : = . '|:£L'1 :Enfl]a
T T '
LTp1T1 = Tp 1Tn—1 T
Lpn—1
ou seja,

D=XXT. (8)

Como X € R("=1*3 temos que o X tem posto menor ou igual

a 3. Isso segue do fato de que posto(X) = posto(XT), provado no
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Corolério 4, logo o posto deve ser menor ou igual do que qualquer

uma das dimensoes de X. Além disso, se
relm(D) = 3Jye R tal que Dy = ,
segue que

XXy=2 = X X'y) =2 = zelm(X) = Im(D) € Im(X).

Desse modo, o posto de D deve ser menor ou igual a trés,
uma vez que posto(D) < posto(X) < 3. Além disso, D é simétrica
e positiva semi-definida, pois D = XXT = DT. Portanto, é possivel
calcular sua decomposi¢do em valores singulares (SVD) com U =V,
na forma

D=UXUT, (9)

onde U € RO=1x(=1) & yma matriz ortogonal, significando que
UTU = I3 = UUT, e ¥ e R®=Dx("=1) ¢ yma matriz diagonal cujos
elementos diagonais sdo o1 = 09 = -+ = 0,1 = 0, os valores singu-
lares de D. Como posto(X) = posto(D) < 3, e supondo n > 3, segue

que podemos escrever a matriz ¥ como

g1 0

O g9

o O O O
o O O O
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que podemos reduzir, eliminando colunas nulas, para

g1 0
op)
0 g3
_ (n—1)x3
X 0 0 o0 eR .
0 0 0]

Observagiao 12. Quando n = 3, temos que a matriz de valores

singulares terd a forma

que nao poderd ser reduzida. As contas a seguir poderiam ser baseadas
nessa matriz, resultando em vetores de posicio estimada em R?, o que
reflete o fato de que quaisquer trés pontos sdo coplanares, entdo uma
solugao eficiente resultaria em pontos em um espago bidimensional.

Apesar disso, para efeito de consisténcia, vamos usar, para n = 3, a

matriz “reduzida” — que na realidade é estendida — igual a
opr 0 O
Er = ' )
0 g2 0

que, na pratica, resultard em solugdes da forma xz; = (z;1,;2,0), 0
que pode ser interpretado como pertencente a R? se considerarmos
a inclusdo R? — R?. Consideracdes similares podem ser feitas para o

caso limite de n = 1, que resultard em solucdes no R'.

Para obter a solugdo X do problema, usaremos a matriz de
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raizes quadradas dos valores singulares, que denotaremos por

_«/0'1 0 0 ]
0 Vo2 0
0 0 A/03
1/2 _ (n—1)x3
X, 0 0 0o | € R .
| 0 0 0 |
Essa matriz serd usar para construir
X =Ux/2 e RT3 (10)

uma vez que
XXT =US2(USY?)T =USY2 (22Tt
=UXUT = D,
demostrando a seguinte proposigao.

Proposigcao 21. Dada ma molécula com n dtomos, sendo que o 1il-
timo e colocado na origem do sistema de coordenadas, sejam D €

RO=Dx(=1) ¢ matriz definida por
D — d?)n — d%j + din
2
D=UXUT
sua decomposicao em valores singulares, entao, a matriz
X =Us}/? e RO

cujas linhas sdo as posicoes dos n-1 primeiros dtomos da molécula,

resolve a equagcdo matricial

D=XXT.
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Quando todas as distancias entre os dtomos da molécula sao
conhecidas, o MDGP envolvido pode ser resolvido em ordem de com-

plexidade polinomial de grau trés. [8]
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4 EXPERIENCIA COMPUTACIONAL

Para ilustrar os desenvolvimentos do capitulo anterior, vamos
mostrar dois exemplos de uso do processo de solu¢do do MDGP. O
primeiro exemplo é puramente algébrico e considera uma molécula

com n = 3 atomos.

Exemplo 11. Vamos supor que temos n = 3 vetores de posicao
1 = (1,2,-1), 22 = (0,3,1) e 3 = (0,0,0). Temos que as distancias

ao quadrado entre esses vetores é

0 18 6
2
6 10 O

0 que nos permite construir a matriz de distancias

6 -1
-1 10|
Essa matriz tem sua SVD dada por
T
D_[—ﬁ—;g ;ngsm 0 H—ﬁ—g ¢;+g]
- 1 1 1 )
T Tmawll 0 Y
0 que, nos da, pelo processo de solugao do problema,
. \/% R [ 8+v5 0 01
- 1, 1 1 A/
Y 2t 10+4+/5 0 8-
11
- —¢3—275 \/3+2«f _le“T]
2 estT
\/5 2 \/5
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o que, junto com z§* = (0,0,0), nos retorna a matriz de distancias

quadradas estimada original:

0 18 6
2 Jest
[dZ]=" =18 0 10],
6 10 O

indicando que as posi¢oes estimadas estao relacionadas as posigoes
originais por meio de uma isometria. Note também que, pelo problema
conter apenas trés pontos, eles se encontram em um mesmo plano.
Isso é indicado pelos pontos da solucao estimada terem a terceira

coordenada igual a zero.

Em seguida, aplicamos esses mesmos principios no desenvolvi-
mento de um programa em Julia [5], que implementa a solugdo do

problema para um nimero arbitrario de atomos.

Exemplo 12. O proximo exemplo usa um cédigo em Julia que gera
posigoes aleatérias para os pontos x;, os usa para obter uma matriz
de distancias e tenta re-estimar as posi¢oes a partir dela. O codigo

usado para isso estd listado abaixo.

using LinearAlgebra
N = 10;

X = randn(3,N);
X[:,N] = [0;0;0];

d_sq = zeros(N,N);
for i = 1:N
for j = 1:N
d_sqli,j]l = norm(X[:,i] - X[:,jl1)"2;
end

end
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D = zeros(N-1,N-1);

for i = 1:N-1
for j = 1:N-1
D[i,j] = (d_sqli,N] - d_sqli,jl + d_sqlj,N])/2;
end

end

U, SIGMAO, V = svd(D);
SIGMAM = Diagonal (SIGMAO);
SIGMAsqrt = sqrt (SIGMAM);
if N > 3
SIGMA = SIGMAsqrt[:,1:3];
else
SIGMA = [SIGMAsqrt, zeros(2,1)];
end
X_est0 = UxSIGMA;
X_est = [X_est0; zeros(1,3)];

d_est = zeros(N,N);
for i = 1:N
for j = 1:N
d_est[i,j] = norm(X_est[i,:] - X_estl[j,:]1)72;
end

end

err = norm(d_est - d_sq);

2 print (err);

Inicialmente foi feito um teste com um total de n = 10 posigoes.
A norma da diferenca obtida entre a matriz de distancias quadréticas
original e estimada — representando o erro de estimacdo — foi de
4.17 x 10714,

Em seguida, foram feitos testes com n = 100 e n = 1000, ob-
tendo erros iguais a 5.21 x 10713 e 6.00 x 10~*2, respectivamente. Todos
os casos de simulagdo mostram um casamento perfeito entre os dados

originais e os estimados — a menos de uma isomeria. Nota-se apenas
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uma degradacado na precisao da estimagao conforme a dimensionali-
dade do problema aumenta, embora essa degradacao seja pequena o
suficiente (de fato, a preciséo estd, ainda, diversas ordens de grandeza
menor do que o esperado para as medidas de posicdo em qualquer

aplicagdo) para ndo ser relevante para o presente caso.

Exemplo 13. Os exemplos a seguir usam dados de distancias de
atomos obtidos de moléculas reais, a partir do banco de dados presente
em https://www.rcsb.org/. Os dados foram obtidos por meio dos
scripts desenvolvidos por Guilherme Philippi presentes em https:
//github.com/caomem/HCProtCLI.

Foi usada a seguinte proteina para testes:
e 1KYJ (https://www.rcsb.org/structure/1KYJ, N = 144).

A listagem do codigo para o processamento desses dados esta
a seguir.

using LinearAlgebra

include ("pdblkyj.m") ;

sz = size(E);
N = sz[1];
d_s2;

D = zeros(N-1,N-1);

for i = 1:N-1
for j = 1:N-1
D[i,j]l = (d_sql[i,N] - d_sqli,jl + d_sqlj,N])/2;
end

end

U, SIGMAO, V = svd(D);
SIGMAM = Diagonal (SIGMAO) ;
SIGMAsqrt = sqrt (SIGMAM);


https://www.rcsb.org/
https://github.com/caomem/HCProtCLI
https://github.com/caomem/HCProtCLI
https://www.rcsb.org/structure/1KYJ
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if N > 3
SIGMA

else
SIGMA = [SIGMAsqrt, zeros(2,1)];

SIGMAsqrt[:,1:3];

end
X_est0 = UxSIGMA;
X_est = [X_est0; zeros(1,3)];

d_est = zeros(N,N);
for i = 1:N
for j = 1:N
d_est[i,j] = norm(X_est[i,:] - X_est[j,:])"2;
end

end

err = norm(d_est - d_sq);

print (err);

A métrica de erro obtida para esse caso foi:
o 1KYJ: err = 1.3654741375800942 x 10~ 11

Isso mostra como o programa estd correto, produzindo erros

pequenos com dados reais.



71

5 CONCLUSAO

Em resumo, apresentamos, neste trabalho, um algoritmo para
tratar do Problema Molecular de Geometria de Distancias com um
conjunto de distancias completo e exato. Para isso, utilizamos como
ferramenta a decomposicdo SVD da matriz de distancias, que teve
suas bases algébricas fundamentadas no segundo capitulo. O método
foi testado com dados sintéticos e reais, obtidos de uma estrutura
de proteina, mostrando que ele corretamente estima as posicoes do
atomo de uma molécula, dada dua matriz de distancias. Para estudos
futuros devemos abordar os casos mais gerais do MDGP, em que serdo

tratados conjuntos de distancias totalmente arbitrarios.
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