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RESUMO

Neste trabalho estudamos dois problemas classicos da geometria diferencial, a co-
nexidade geodésica em variedades afins e de Lorentz e a existéncia de geodésicas
tipo-tempo fechadas em variedades de Lorentz. No primeiro problema obtemos um
resultado, no contexto das variedades afins, de conexidade geodésica que também nos
fornece informacdes sobre a multiplicidade dos segmentos de geodésica e uma versao
do teorema de Hadamard-Cartan. Para o caso lorentziano obtemos um resultado de
conexidade geodésica por segmento de geodésica tipo-tempo — incluindo a existén-
cia de um lago geodésico tipo-tempo — e uma nova versao lorentziana do teorema
de Hadamard-Cartan. Com relagdo ao segundo problema obtemos uma extensao do
teorema 1.1 em [22] para o caso lorentziano. Além disso, em decorréncia da técnica
utilizada para obter esta extensdo conseguimos generalizar alguns resultados recentes
sobre a existéncia de geodésicas tipo-tempo fechadas ja conhecidos na literatura das
variedades lorentzianas.

Palavras-chave: Variedades afins e de Lorentz. Conexidade geodésica. Geodésica
tipo-tempo fechada.



ABSTRACT

In this work we study two classical problems of differential geometry, the geodesic
connectedness in affine and Lorentz manifolds and the existence of closed timelike
geodesics in Lorentz manifolds. Regarding the first problem we obtain a result, in the
context of affine manifolds, of geodesic connectedness that also provides us informa-
tions about the multiplicity of geodesic segments and a version of the Hadamard-Cartan
Theorem. For the Lorentzian case we obtain a result of geodesic connectedness by
timelike geodesic segments — including the existence of a timelike geodesic loop — and
a new Lorentzian version of the Hadamard-Cartan Theorem. Regarding the second
problem, we obtain an extension of Theorem 1.1 in [22] to the Lorentzian case. Further-
more, as a further application of the technique used to obtain this extension, we were
able to generalize some recent results on the existence of closed timelike geodesics
already known in the literature on Lorentzian manifolds.

Keywords: Affine and Lorentz manifolds. Geodesic connectedness. Closed timelike
geodesic.
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1 INTRODUGAO

Nesta tese abordaremos dois problemas classicos da area de geometria diferen-
cial que sao a conexidade geodésica em variedades afins e de Lorentz e a existéncia
de geodésicas tipo-tempo fechadas em variedades de Lorentz.

O objetivo desta tese € fornecer contribuigdes inéditas para estes dois problemas
da geometria. De forma mais especifica:
+ obter uma condigcao natural que além de nos fornecer a conexidade geodé-
sica em uma variedade afim também nos dé a multiplicidade geodésica, i.e.,
o numero de segmentos geodésicos que conectam dois pontos quaisquer
na variedade — com os possiveis desdobramentos deste resultado;

+ obter a conexidade geodésica via segmentos de geodésicas tipo-tempo em
variedades lorentzianas através da relagdo entre a aplicacdo exponencial
e o conceito de aplicagdo fracamente prépria definida em [18] — isto inclui
garantir a existéncia de lagos geodésicos tipo-tempo em uma variedade de
Lorentz; e

» garantir a existéncia de uma geodésica tipo-tempo fechada em uma varie-
dade de Lorentz sob certas hipbteses neste contexto de modo a estender o
teorema 1.1 em [22] para o caso lorentziano e fornecer generalizacdes de
alguns resultados recentes da literatura.

Apresentaremos a seguir uma breve revisdo bibliografica dos problemas de
conexidade geodésica e existéncia de geodésicas fechadas procurando detalhar um
pouco mais os trabalhos que serao relevantes para esta tese.

1.1 CONEXIDADE GEODESICA

Em variedades riemannianas conexas e completas o problema da conexidade
geodésica esta resolvido positivamente através do teorema de Hopf-Rinow (veja o
teorema 2.30). Este teorema na verdade nos garante mais do que a existéncia de um
segmento de geodésica conectando dois pontos da variedade, i.e., para dois pontos
quaisquer existe uma segmento de geodésica minimal que os conecta. Além disso,
quaisquer dois pontos podem ser conectados por uma quantidade infinita de segmen-
tos geodésicos se a variedade riemanniana é ndo-contratil (veja [23, Pag. 52]).

No caso das variedades semi-riemannianas esta questao é mais delicada, uma
vez que neste contexto ndo temos uma versao do teorema de Hopf-Rinow. Lembre-se
que o espacgo-tempo de de Sitter (globalmente hiperbdlico) € geodesicamente completo,
mas nao é geodesicamente conexo, ou seja, no caso semi-riemanniano a completude
geodésica (e a hiperbolicidade global) ndo implica necessariamente conexidade geodé-
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sica. Outro aspecto também importante € que no caso riemanniano a compacidade da
variedade implica na completude (também pelo teorema de Hopf-Rinow) e como vimos
anteriormente resulta na conexidade geodésica, porém isso nao se mantém em uma
variedade semi-riemanniana como pode ser visto no exemplo 7.16 (toro Clifton-Pohl)
em [42, Pag. 193].

Apesar destes contra-exemplos para a conectividade geodésica no contexto
semi-riemanniano, vale mencionar dois resultados de conexidade geodésica em uma
classe mais restrita (porém importante) de variedades semi-riemannianas que sédo as
variedades lorentzianas. Um é o teorema que hoje se conhece como o teorema de
Avez—Seifert que nos diz que para qualquer par de pontos causalmente relacionados
em um espacgo-tempo globalmente hiperbdlico, existe um segmento de geodésica cau-
sal futuro-dirigida de comprimento lorentziano maximal conectando estes pontos (veja
o teorema 2.88). Aqui a condicao de hiperbolicidade global desempenha um papel
importante no espago-tempo quanto a conectividade geodésica por segmentos de
geodésicas causais maximais, assim como a completude o faz dualmente no caso
riemanniano mencionado acima. O outro € um resultado importante que pode ser en-
contrado em [42, P4g. 248], o qual mostra que em uma forma espacial lorentziana com
curvatura seccional positiva a conexidade geodésica € incompativel com a orientagéo
temporal.

No contexto mais geral de variedades afins, Bates em [4] fornece um exem-
plo que mostra que a conexidade geodésica pode falhar ainda que a variedade seja
compacta e completa simultaneamente (lembramos que compacidade n&o implica
completude nem mesmo na subclasse das variedades de lorentz). Beem e Parker em
[6] apresentam uma discussao quanto a conexidade geodésica em variedades afins a
partir de duas condi¢cdes geométricas: pseudoconvexidade e desaprisionamento, com
respeito a classe das geodésicas da variedade. De forma mais especifica, mostram
que uma variedade afim pseudoconvexa, desaprisionada e sem pontos conjugados é
geodesicamente conexa. Além disso, através das trés condicdes geométricas:

1. pseudoconvexidade;

2. desaprisionamento; e

3. auséncia de pontos conjugados
eles obtiveram uma generalizagdo para variedades afins do teorema de Hadamard-
Cartan e, em particular, que a aplicagao exponencial exp,, : TpM — M € uma aplicagao
de recobrimento universal. Consequentemente, além da conexidade geodésica, vista
anteriormente, podemos dizer algo sobre a multiplicidade geodésica, i.e., dois pontos
quaisquer podem ser ligados por um unico segmento de geodésica (a menos de
reparametrizagoes afins).

Em [18], Costa e Silva e Flores enfraquecem as hip6teses de pseudoconvexi-
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dade, desaprisionamento e auséncia de pontos conjugados da proposicao 5 em [6] e
obtém um resultado de conexidade geodésica (teorema 1.2). Para entender um pouco
este resultado faremos uma breve exposi¢ao das principais ideias deste artigo (isto €
relevante aqui uma vez que as ideias deste artigo [18] nortearam nossas discussoes
sobre conexidade geodésica em nossa pesquisa).

Sejam (M,V) uma variedade afim (conexa) e p € M. Primeiramente, Costa e
Silva e Flores dividem as hipéteses da proposicao 5 em [6] em dois grupos:
(1) pseudoconvexidade e desaprisionamento; e

(2) auséncia de pontos conjugados.

Na proposicao 2.1 (i) mostram que a condi¢ao (1) resulta que a aplicagao exp, : Dp —
M é propria e, consequentemente, exp,(Dp) € um subconjunto fechado em M. Além
disso, a condi¢ao (2) implica que exp, € uma aplicacao aberta. Como M é conexa
entao expy(Dp) = M e, consequentemente, (M,V) € geodesicamente conexa. Com
isso eles tém inicialmente um resultado de conexidade geodésica enfraquecendo a
condicao (1) com o lema 4 do proprio artigo de Beem e Parker. Em seguida, eles
enfraquecem as condi¢des acima separadamente. Na proposicao 2.4 os autores mos-
tram que aplicacoes prdprias suaves em variedades diferenciaveis sao fracamente
proprias (veja a definicdo 3.17). Dessa forma, Costa e Silva e Flores enfraquecem a
condicéo (1), i.e., pseudoconvexidade e desaprisionamento implicam que a aplicagao
exponencial é fracamente propria.

Ainda com respeito as aplicagdes fracamente proprias, eles apresentam trés re-
sultados em que a aplicagéo exponencial € fracamente prépria com relacdo as classes
de variedades riemannianas e lorentzianas:

Proposicao 1.1 ([18], Prop. 2.6). Se (M,g) é uma variedade riemanniana completa,
entdo Vp € M a aplicacao exponencial expy, : ToM — M é fracamente prdpria.

Proposicao 1.2 ([18], Prop. 2.7). Se (M,g) é uma variedade de Lorentz completa com
uma campo vetorial paralelo, entdo Vp € M a aplicacdo exponencial expp : ToM — M
é fracamente propria.

Proposicao 1.3 ([18], Cor. 2.8). Seja (M,g) uma variedade de Lorentz compacta e
suponha que existe uma campo vetorial de Killing tipo-tempo V € X(M) para o qual
Ric(V,V) < 0, onde Ric denota o tensor de Ricci de (M,g). Entéao, Vp € M a aplicagdo
exponencial expp, : ToM — M € fracamente propria.

Em seguida Costa e Silva e Flores definem uma variedade fracamente Wieder-
sehen (M, V) (ver a definigdo 3.16) como sendo uma variedade afim conexa tal que,
para cada p € M,

(i) Conj(p) é fechado; e
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(ii) M\ Conj(p) é conexo.
Note que, se a variedade afim ndo tem pontos conjugados, entdo ela é uma variedade
fracamente Wiedersehen. Dessa forma, eles enfraquecem a condicao (2) acima. Além
disso, eles obtiveram um resultado mais forte do que a proposicao 5 em [6]:

Teorema 1.4 ([18], Teo. 1.2). Seja M = (M,V) uma WW -variedade (i.e., uma variedade
fracamente Wiedersehen). Se expp, : Dp C TpM — M € fracamente propria para cada
0p € TpM, entdo M € geodesicamente conexa.

a partir de um resultado mais geral:

Teorema 1.5 ([18], Teo. 3.1). Seja F : N — M uma aplicacdo suave, entre variedades
diferenciaveis suaves de mesma dimensao, a qual é regular e fracamente propria em
O € N. Denote por S o conjunto formado pelos pontos singulares de F. Se F(S) é
fechada e M\ F(S) conexo, entdo F é sobrejetiva.

Aqui é importante ressaltar que existem muitas outras maneiras (que nao visi-
taremos neste trabalho) de abordar o problema da conexidade geodésica tais como:
métodos variacionais [23, 10, 11], métodos de teoria de grupo [16], técnicas baseadas
no grau topolégico de Brouwer [21] e métodos baseados em (parcial) integracao das
equacoes geodésicas [17].

1.2 GEODESICAS FECHADAS

O problema da existéncia de geodésicas fechadas em variedades riemannianas,
além de ser um dos problemas mais belos da geometria, tem sido alvo de intensa
investigacdo desde o inicio da geometria diferencial global.

O teorema de Cartan em [19] afirma que uma variedade riemanniana compacta
que possui uma classe livre de homotopia nao-trivial possui uma geodésica fechada
nesta classe e, além disso, ela € minimal nesta classe. Deste resultado vemos que
se a variedade riemanniana compacta nao é simplesmente conexa, entao existe uma
geodésica fechada na variedade. Este resultado ainda continua valido se a variedade
riemanniana compacta € simplesmente conexa, porém é um problema mais dificil de
provar (veja [34]). Ou seja, o problema de existéncia de geodésica fechada em uma
variedade riemanniana compacta esta resolvido positivamente.

Em uma variedade riemanniana ndo-compacta, esse resultado ndo se mantém
positivamente sem nenhuma outra hipétese adicional, como pode ser visto nos exem-
plos triviais: espaco euclidiano e espaco hiperbdlico, onde as geodésicas sao, respec-
tivamente, retas e semirretas/semicircunferéncias (modelo do semiplano de Poincaré).
Contudo alguns resultados de existéncia de geodésicas fechadas em variedades rie-
mannianas nao-compactas tém aparecido nas ultimas décadas (ver, por exemplo, [48],
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[12], [3] e [22]). Aqui destacaremos o ultimo artigo [22], pois este motivou inicialmente
nossa pesquisa e, consequentemente, esta diretamente relacionado com nosso tra-
balho. Nele Flores obteve a existéncia de uma geodésica fechada (minimizante na
classe dos lagos geodésicos) em uma variedade riemanniana, ndo necessariamente
compacta, que satisfaz uma condicao topologica, ndo-contratil, e duas condigdes geo-
métricas, a saber, auséncia de pontos conjugados e raio de injetividade divergindo ao
longo de sequéncias divergentes.

Este resultado, teorema 1.4, é obtido a partir de trés resultados fundamentais.
O primeiro diz respeito a existéncia de lagcos geodésicos em cada ponto de uma varie-
dade riemanniana completa e nao-contratil (veja [40, teo. 13.3, Pag. 239]). No segundo
resultado, com a hipdtese adicional do raio de injetividade divergir em sequéncias diver-
gentes Flores constréi um lago geodésico minimizante na classe dos lagos geodésicos
(portanto mais do que localmente minimizante) da variedade. No ultimo resultado, Flo-
res mostra que qualquer lagco geodésico localmente minimizante ndo-autoconjugado
em uma variedade riemanniana é uma geodesica fechada (teorema 1.1).

Lembramos que, no caso lorentziano temos trés tipos de geodésicas: tipo-tempo,
tipo-luz e tipo-espacgo (causal a geodésica é de um dos dois primeiros tipos). Aqui o
nosso principal interesse sdo as geodésicas causais fechadas. O problema de exis-
téncia de geodésicas causais fechadas no caso das variedades lorentzianas é mais
delicado. Diferentemente do caso riemanniano, até quando a variedade lorentziana &
compacta ndo temos garantia de existéncia de geodésicas causais fechadas, como
pode ser visto no ultimo exemplo do artigo de Galloway [25]. Além disso, em [28],
Guediri fornece um exemplo de um espago-tempo (variedade lorentziana conexa tem-
poralmente orientada) completo e compacto que admite uma aplicacdo de recobri-
mento regular globalmente hiperbélica que ndo tem geodésicas causais fechadas (a
variedade do exemplo de Galloway é geodesicamente incompleta e ndo admite uma
aplicacao de recobrimento globalmente hiperbdlica). Contudo temos alguns resulta-
dos classicos sobre geodésicas causais fechadas em variedades de Lorentz. A seguir
destacaremos alguns destes resultados que também serviram de base para a nossa
pesquisa.

Em [49], Tipler considera um espago-tempo compacto admitindo uma aplicacéo
de recobrimento lorentziana regular (como indicou Beem em [9, p. 148]) em que o
espaco de recobrimento contém uma hipersuperficie de Cauchy compacta (i.e., glo-
balmente hiperbdlico) obteve uma geodésica tipo-tempo fechada no espago-tempo.
Galloway em [24] define o conceito de uma classe livre e estavel de t-homotopia, i.e.,
em uma variedade lorentziana (M,g4) dizemos que uma classe livre de t-homotopia
C é estavel se existe uma métrica lorentziana go de M mais larga do que a métrica
lorentziana g4 em que a menor das cotas superiores do comprimento lorentziano, com
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respeito a go, das curvas de C é finita. Em seguida, Galloway adaptando uma versao
da prova do teorema de Cartan dada por Spivak, cuja parte geométrica usava méto-
dos locais e portanto mais flexiveis a adaptagdes para o caso lorentziano, mostra, no
teorema 1, que em uma variedade lorentziana compacta existe uma geodésica tipo-
tempo fechada maximal em cada classe livre de t-homotopia estavel. Como aplicacdes
deste resultado Galloway obtém novamente o teorema de Tipler para geodésicas tipo-
tempo fechadas, mencionado acima, e fornece uma versao lorentziana para o classico
teorema de Synge riemanniano. Além disso, Galloway também obtém, em [25], que
qualquer superficie lorentziana (dimens&do 2) compacta possui uma geodésica causal
(tipo-tempo ou tipo-luz) fechada.

Em [26], Guediri fornece um exemplo de um espago-tempo compacto que ad-
mite um espacgo de recobrimento regular globalmente hiperbdlico com hipersuperficies
de Cauchy ndo-compactas (i.e., 0 espaco-tempo de Heisenberg R3/r, forma espacial
compacta plana, onde o recobrimento universal é o espaco de Minkowski IR%?), que nao
possui geodésicas tipo-tempo fechadas. Desta forma vemos que ndo podemos retirar
a hipo6tese das hipersuperficies de Cauchy serem compactas no espaco de recobri-
mento no teorema de Tipler em [49]. Ele ainda responde positivamente a questdao em
aberto sobre se uma forma espacial compacta plana possui ou ndo uma geodésica
causal fechada. Guediri também define um anéalogo lorentziano do raio de injetividade
riemanniano (raio de injetividade tipo-tempo): considere um espago-tempo (M,g), uma
curva tipo-tempo fechada y e x um ponto em M. Seja Cy a classe livre de t-homotopia
de y e Cy,x 0 subconjunto formado por todos os elementos de Cy, que passam por x. O
raio de injetividade tipo-tempo Tinj,(x) em x relativo ay é

Tinjy (x) =% sup L(o).
0€Cy x

Além disso, o raio de injetividade tipo-tempo Tinj,(M,g) de M relativo ay é

Tinjy(M,g) = sup Tinjy(x).
xeM
Dessa forma, Guediri obteve a existéncia de uma geodésica tipo-tempo fechada no
espaco-tempo substituindo a hip6tese de existéncia de hipersuperficie de Cauchy
compacta no espaco de recobrimento, no teorema de Tipler, pela existéncia de uma
classe livre de t-homotopia, Cy, determinada por uma transfomagéo de recobrimento
central — esta geodésica tipo-tempo fechada € maximal em Cy e Tinj,(M,g) < co. Além
disso, ele conclui que se o grupo de transformagées de recobrimento é abeliano, entdo
este espaco-tempo tem uma geodésica tipo-tempo fechada.

Guediri em [27] estende o teorema 5.1 (resultado de existéncia de geodésica
tipo-tempo fechada mencionado anteriormente) em [26] para translagdes de Clifford no
espago-tempo de recobrimento, i.e., uma isometria ¢ de (I\7I,§]) tal que d(x,p(x)) = cte



Capitulo 1. Introdugéo 16

para todo x € M. Além disso, no teorema 4.1, ele fornece uma caracterizacédo de
quando um espacgo-tempo compacto plano possui uma geodésica tipo-tempo fechada,
i.e., esta condicao sera satisfeita se, e s6 se, o grupo fundamental do espago-tempo
possui uma translacéao tipo-tempo nao-trivial (veja a definicdo na secao 5.4).

Em [29], Guediri responde afirmativamente, embora que para uma classe de
espacos-tempo compactos que admitem um espaco de recobrimento globalmente
hiperbdlico, a um questionamento que Galloway fez na observacao 1 em [24, Pag.
384] —i.e., se ao substituir a condigdo de estabilidade da classe livre de t-homotopia
pela exigéncia do raio de injetividade tipo-tempo ser finito seria suficiente, ainda, para
assegurar a existéncia de uma geodésica tipo-tempo fechada na classe de -homotopia.
A partir deste resultado, assim como Galloway em [24], Guediri apresenta uma versao
lorentziana do teorema do Synge riemanniano:

Proposicao 1.6 ([29], Teo. 4.1.). Para um espaco-tempo (M,q) as sequintes afirmacdes
s&o incompativeis:
1. M e compacta, tem dimensé&o par e é orientavel.

2. Para todo plano tipo-tempo P em M a curvatura seccional K(P) < 0.

3. M admite uma aplicacao de recobrimento globalmente hiperbdlica regular e existe
uma classe de t-homotopia livre C em M tal que Tinj(C) < oc.

Guediri finaliza o artigo [29] apresentando alguns resultados de geodésicas
tipo-tempo fechadas para espagos-tempo estaticos. Ele prova que o recobrimento
universal (que é regular — veja a observacao 2.43(2)) de um espaco-tempo estatico é
globalmente hiperbdlico e, consequentemente, conclui que um espaco-tempo estatico
compacto com uma classe livre de t-homotopia de raio de injetividade tipo-tempo finito
possui uma curva tipo-tempo fechada de maior comprimento nesta classe, que deve
ser necessariamente uma geodésica tipo-tempo fechada.

1.3 ESTRUTURAGCAO DA TESE

Encerraremos a introducéo apresentando a divisdo do corpo desta tese.

No capitulo 2 apresentamos definicoes e resultados basicos da geometria semi-
riemanniana que serao fundamentais para o desenvolvimento dos capitulos 3,4 e 5
(os principais desta tese).

No capitulo 3 comegcamos apresentando algumas defini¢cdes e resultados basi-
cos da teoria desenvolvida por Browder e Rheindboldt em [14, 44] sobre levantamento
e continuagao de caminhos de aplicacées abstratas e, em seguida, aplicamos esta
teoria de levantamento e continuacdo de caminhos a aplicagéo exponencial a fim de
obtermos resultados de conexidade geodésica em variedades afins.
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No capitulo 4 utilizamos algumas ideias do capitulo 3, adaptadas ao contexto lo-
rentziano, para obtermos resultados de conexidade geodésica, por meio de segmentos
de geodésicas causais, em variedades de Lorentz.

No capitulo 5 introduzimos uma no¢ao de homotopia geodésica tipo-tempo e a
combinamos com um argumento local de encurtamento/alongamento de comprimento
de lacos geodésicos tipo-tempo para obtermos uma série de novos resultados de
existéncia de geodésicas tipo-tempo fechadas em variedades de Lorentz.

No ultimo capitulo apresentamos nossas consideracdes finais juntamente com
as perspetivas de trabalhos futuros.
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2 PRELIMINARES

Neste capitulo, apresentaremos algumas definicoes e resultados de alguns te-
mas basicos da geometria semi-riemanniana que serao cruciais para o entendimento
e o desenvolvimento dos préximos capitulos desta tese. Nao revisaremos esses con-
ceitos em detalhes, ja que de fato assumiremos relativa familiaridade do leitor com
estes; uma vez que nosso objetivo aqui é principalmente fixar a nomenclatura, nogdes
basicas e notacdo a serem usadas posteriormente, que podem ser encontradas nas
referéncias [9], [19], [33], [36], [37], [42], [43] e [50].

2.1 VARIEDADES SEMI-RIEMANNIANAS: CONCEITOS BASICOS

O objetivo desta secao é apresentar alguns resultados basicos, em sua maioria
locais, da geometria semi-riemanniana. Apos introduzir os conceitos de variedade afim,
geodésica, aplicacao exponencial e alguns resultados que envolvem estes conceitos
tais como o teorema de existéncia e unicidade de geodésicas inextensiveis e a exis-
téncia de vizinhangas normais/convexas, abordamos alguns resultados de variedades
semi-riemannianas, tais como: a conexao de Levi-Civita, o lema de Gauss e o teorema
de Hopf-Rinow em variedades riemannianas. Finalizamos a secéo discutindo alguns
resultados em variedades de Lorentz referentes a existéncia de orientacdo temporal,
a permanéncia de levantamentos de uma curva tipo-tempo via aplicagcao exponencial
em um mesmo cone causal e de segmentos de curvas causais de maior comprimento
em uma vizinhanga normal.

Lembremos que uma variedade diferenciavel M de dimensdao m < oc € um
espaco topoldgico segundo contavel, Hausdorff e localmente euclidiano de dimenséo
m juntamente com um atlas maximal suave (que para nés sempre significara C>* a
menos de mengao em contrario) A — veja a figura 1. Assumiremos conhecidos do leitor
0s principais conceitos e resultados sobre variedades diferenciaveis correspondentes,
por exemplo, aos dez primeiros capitulos da referéncia [36].

O teorema a seguir apresenta uma versao do teorema da funcéo inversa para
variedades diferenciaveis:

Teorema 2.1 (Teorema da Funcao Inversa — [36], Teo. 4.5, Pag. 79). Sefam M e N
variedades diferenciaveis de mesma dimenséo e F : M — N uma aplicagdo suave. Se
a derivada dFp : ToM — TF(p) N € um isomorfismo, para algum ponto p € M, entéo
existem abertos U > p e V > F(p) em M e N, respectivamente, tais que a aplicacao
Fly : U — V é um difeomorfismo.

Denotaremos por C°°(M) o conjunto formado por todas as fun¢des suaves a
valores reais em M e por X(M) o conjunto formado por todos os campos vetoriais
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Figura 1 — Sistema de coordenadas locais de p em M.

M

“ R

Fonte: Elaborada pelo autor.

suaves de M.

Uma aplicagdo V : X(M) x X(M) — X(M) é uma conexao (afim) se satisfaz a
seguintes propriedades:
i. V\/(X+ Y) = va+VVY;

ii. va+gWx = fVVX+gVVY;

iii. Vy(fX)=fVyX+ V(HX,
onde f,g € C*(M)e V,W,X,Y € X(M). Além disso, VX é chamada de derivada
covariante de X com respeito a V para a conexao V.

Se considerarmos uma carta (U, ¢ = (x1,--~ ,x™) de M podemos escrever
localmente em U a conexdao V como

m
vyX=%" ( ( ) Z v’xfrk) Sk YV X e X(M),
k=1 i, j=1

onde V = 37, via,, X =Y XI0; e Vg0 = SR TKOk para i,j = 1,---,m. As
fungoes suaves I'; : U — R sdo chamadas de simbolos de Christoffel associados a
carta (U, p).

Figura 2 — Campo vetorial V ao longo de umacurvaa : [ — M.

v

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Uma variedade diferenciavel M munida com uma conexao V € chamada de
variedade afim e é denotada pelo par (M, V). Além disso, para uma curva suave
a : | — M existe uma unica aplicagado D/dt : X(a) — X(a), onde X(a) € o conjunto
formado por todos 0os campos vetoriais suaves ao longo de o (veja a figura 2), tal que

i. D/dt(V + W) = D/dt(V) + D/dt(W);

ii. D/dt(fV) = (df/dt) - V + f - DIdt(V);
it. D/O(Z 00)| _ =V Zto €/

onde f € C°(I), V, W € X(a) e Z € X(M). A aplicacdo D/dt € chamada de derivada
covariante induzida (veja [42, Prop. 18, Pag. 65]).

Diremos que uma curva suavey : | C R — M em uma variedade afim (M, V) &
uma geodésica se

Ly =0emy,

onde / € um intervalo da reta real. Podemos caracterizar localmente uma geodésica
através de um sistema de equacdes diferenciais de 22 ordem:

Proposicao 2.2 ([42], Cor. 21, Pag. 67). Sejamy : | ¢ R — M uma curva suave
em uma variedade afim (M, V) e (U, ¢ = (x1,--- ,x™)) uma carta local de M tal que
y(J) C U, onde J ¢ intervalo em I. Ent&o, a curvayly : J — M é uma geodésica de M
em U se, e sO se, as fungdes coordenadas xK o y satisfazem o sistema de equacgbes
diferenciais
d2

m
CK o)+ > oy Sixiopin-

7 d(xfoy)(t)=o,weJ,
t i,j=1

dt
parak=1,--- ,m.

O resultado a seguir garante a existéncia e unicidade de geodésicas inexten-
siveis ou maximais em uma variedade afim dada uma condigéo inicial:

Proposicéo 2.3 ([42], Prop. 24, Pag. 68). Sejam (M, V) uma variedade afime v € TpM,
onde p € M. Ent&o, existe uma unica geodésicayy : Iy — M tal quey ,(0) = v e para
qualquer geodésicao : J — M de M como(0) = v temos J C Iy eo =yy|y.

Sey : Iy — M é uma tal geodésica inextensivel e I, = R entdo dizemos que
a geodésica inextensivel y € completa. Além disso, se toda geodésica inextensivel é
completa dizemos que a variedade afim (M, V) é (geodesicamente) completa.

A proposicao abaixo caracteriza as fungdes de reparameterizacao que garantem
que geodésicas reparametrizadas continuem a sé-lo:

Proposicao 2.4 ([42], Lema 26, Pag. 69). Sejam (M, V) uma variedade afimey : | —
M uma geodésica ndo-constante de M. Uma reparametrizacgoyoh : J — M dey
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€ uma geodésica se, e somente se, a funcao reparametrizacao h é uma fungao afim
ndo-constante, i.e., h(t) = at+ b parat e Jcomaec R* e b € R.

Uma curva o que admite uma funcéo reparametrizacao f tal que a reparametri-
zacao o o f de o € uma geodésica de (M, V) é chamada de pré-geodésica.

Sejam (M, V) uma variedade afim e p € M. Denotamos por Dp 0 conjunto
formado por todos os elementos v de TpM tal que a geodésica inextensivel y, esta
definida no intervalo [0,1]. Dessa forma, definimos a aplicacao exponencial como

expp : Dp — M
v — expp(v) =yv(1)

Além disso, definimos também a aplicacédo E : D ¢ TM — M x M dada por E(v) =
(r(v), exp(v)) para todo v € D, onde m é a projecdo natural de TM sobre M e
D = UpemDp. Os conjuntos Dp (estrelado em Op) e D sao subconjuntos abertos
de, respectivamente, TpM e TM (veja os detalhes em [42, Cor. 4, Pag. 129]). Temos
também que as aplicacoes expp e E sao suaves.

Observacao 2.5. Note que se yy : |y — M é uma geodésica inextensivel completa
entdo R - v C Dp. Dessa forma, se (M, V) € completa temos que D = TM.

Proposicao 2.6 ([42], Prop. 30, Pag. 71). Para cada ponto p em uma variedade afim
(M, V) existem vizinhangas U de 0p em TpM e U de p em M tal que expp |U U= U
é um difeomorfismo.

Dizemos que uma vizinhanca U de p em M é uma vizinhanca normal de p se
existe uma vizinhanga U estrelada em 0p tal que expp |L7 : U — U é um difeomorfismo
— veja a figura 3. Se uma vizinhanga V € uma vizinhanga normal de cada um de seus
pontos entdo dizemos que V é uma vizinhanca convexa — a proposi¢ao 5.7 em [42]
garante a existéncia de uma base de vizinhancas convexas em cada ponto de M.

Proposicao 2.7 ([42], Prop. 31, Pag. 72). Se U é uma vizinhanga normal de p, entdo
cada ponto q em U é conectado a p por um unico segmento de geodésicay :[0,1] — U

tal quey(0) =p ey(1) = q.

Observacao 2.8. Segue-se imediatamente da proposicao anterior que dois pontos
quaisquer p e g em uma vizinhanga convexa V sao conectados por um unico segmento
de geodésica em V.

Proposicao 2.9 ([42], Lema 6, Pag. 129). Se a aplicagao exponencial exp,, € nao-
singularem v € TpM, entéo a aplicagdo E também € ngo-singular em v.

Observacao 2.10. As proposicdes 2.6 e 2.9 mostram que a aplicagao E é nao-singular
em Op e, consequentemente, pelo teorema 2.1, existem vizinhangas de Op em TM e
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Figura 3 — Segmento de geodésica y de p a g em uma vizinhanga normal U de p em
(M V).

Fonte: Elaborada pelo autor.

de (p,p) em M x M tais que a aplicacdo E é um difeomorfismo quando restrita a estas
vizinhancgas.

O lema a seguir caracteriza quando uma geodésica é extensivel como geodé-
sica:

Lema 2.11 ([42], Lema 8, P4g. 130). Uma geodeésicay : [0,b) — M de uma variedade
afim é extensivel como geodésica se, e so se, y é extensivel (continuamente) para b.

Seja V uma vizinhanga convexa de (M, V). Denote por ;ﬁ a velocidade inicial
da geodésica o : [0,1] — V que conecta p a g, onde p e g sé&o pontos quaisquer em V.

Lema 2.12 ([42], Lema 9, Pag. 131). Se V € uma vizinhanga convexa de (M, V), entao
a aplicacao
A VxV — TM
(P.q) — Alp.q)=pd

é suave.

Sejam M uma variedade diferenciavel e g um campo tensorial 2-covariante simé-
trico ndo-degenerado e com indice constante. Chamaremos o par (M, g) de variedade
semi-riemanniana e g de tensor métrico ou, simplesmente, de métrica. Quando néo
houver possibilidade de confusdo denotaremos a variedade semi-riemanniana (M, g)
simplesmente por M. Por outro lado, frequentemente usaremos também a notagao
(v,w) := gp(v,w) para v,w € TpM e o indice de M ¢ o indice (suposto constante) de
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g. Se o indice de M é 0 dizemos que (M, g) é uma variedade riemanniana e, conse-
quentemente, g € um produto interno para cada ponto de M. J& para o0 caso em que o
indice é 1 e dim M > 2 dizemos que (M, g) é uma variedade lorentziana.

Exemplo 2.13. Sejam M = R™ e u = [ u'djlp e v = 3114 VI5j|p vetores em TpM,
onde p € M. Considere as seguintes métricas:

1. gp(u,v) = (uv) = 37, u' - vi. A variedade semi-riemanniana (M,g) = R™
€ uma variedade riemanniana que recebe o nome de espaco euclidiano m-
dimensional.

2 gp(u,v) =XV u V=34 W - VI com 0 < v < m. Chamamos a variedade
semi-riemanniana (M,g) = R/ de espago semi-euclidiano de dimensdo m e
indice v. em particular, para m > 2, R{" é chamado de espago de Minkowski de
dimensao m (que é uma variedade lorentziana).

Os vetores tangentes de uma variedade semi-riemanniana (M, g) sao classifica-
dos da seguinte forma:

Definicao 2.14 (Carater causal de um vetor). Seja v € TM. Entao, v € um vetor
i. tipo-tempo, se (v,v) <0;
ii. tipo-luz, se (v,v)=0e v #0;

iii. tipo-espaco, se (v,v)>0o0uv=0.
Observacao 2.15. Dizemos que um vetor é causal se ele é tipo-tempo ou tipo-luz.

Sejam S uma subvariedade (mergulhada) da variedade semi-riemanniana (M, g)
ei: S — M aaplicagao inclusdo. Dizemos que (S, i*(g)) € uma subvariedade semi-
riemanniana de (M, g) se o pullback i*(g) € uma métrica para S.

Sejam (My, g4) e (Mo, go) variedades semi-riemannianas e f : My — M, uma
aplicacao suave.
i. Se a aplicagéo f é um difeomorfismo e g»(df(u),df(v)) = g1 (u,v), para quais-
quer u,v € TMy, entdo dizemos que a aplicagéo f € uma isometria;
ii. Se a derivada dfp : TpMy — Ty, Mo € um isomorfismo linear para cada
p € My, entdo dizemos que a aplicagdo f € uma isometria local.

A seguir enunciaremos o teorema fundamental da geometria semi-riemanniana:
Teorema 2.16 (Conexao de Levi-Civita — [42], Teo. 11, Pag. 61). Seja (M, g) uma

variedade semi-riemanniana. Existe uma unica conex3o afim V tal que
i. ésimetrica, i.e.,[X,Y]=VxY-VyX;e

ii. compativel com a métrica g, i.e., X(Y,Z)=(VxY,Z)+(Y,VxZ).
Essa conexdo é chamada de conexao de Levi-Civita (associada a métrica g).
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Daqui em diante vamos considerar as variedades semi-riemannianas munidas
com a conexao de Levi-Civita, de modo que, em particular, as geodésicas, vizinhangas
normais, aplicagéo exponencial, etc. de uma tal variedade (M, g) referem-se as tomadas
com respeito a conexao de Levi-Civita de g.

Sejay : | - M uma geodésica de (M, g). Pela compatibilidade da conexado com
a métrica temos que

d . ..

at (v()y(1) =0, Vte L

Dessa forma, o carater causal dos vetores tangentes a geodésica y é o mesmo para
todo t em /. Assim, diremos que uma geodésica é tipo-tempo se os seus vetores

tangentes séao tipo-tempo (idem para tipo-luz, tipo-espaco e causal).
Observacao 2.17. Mais geralmente, no caso de curvas suaves, dizemos que uma
curva c : | — M é tipo-tempo se ¢(t) é tipo-tempo para todo t € / (idem para tipo-luz,
tipo-espaco e causal).

Sejam (MM, g) uma variedade semi-riemanniana e p € M. A proposi¢édo 42 em
[42, Pag. 23] mostra que existe uma unica forma de considerar ToM uma variedade
diferenciavel de dimensdo m tal que os isomorfismos de TpM em R™ sao cartas
(globais). Denotamos por vy, com u,v € TpM, o vetor velocidade inicial da curva

c(t) = u+tv, t € R, que passa por u (na verdade ¢ é a reta em TpM que passa por u e
tem direcao v). Dessa forma, temos que

Tu(ToM) ={vy : v e TpM}.

Obtemos assim o isomorfismo candnico

wy @ TpM — Ty(TpM)

Vo o— myuVi=Vvy
Definimos o seguinte produto escalar em T,(TpM) associado a gp:
() 1 Tu(TpM) x Ty(TpM) — R

(x.y) — (X)) = golwy X, @)
O lema a seguir mostra que a aplicagao exponencial € uma “isometria radial”:
Lema 2.18 (Lema de Gauss — [9], Teo. 10.18, Pag. 338). Sejam (M, g) uma variedade

semi-riemanniana e p € M. Ent&o, para ux, vx € Tx(TpM) tal que x = k - u € Dp, onde
k € R, temos

((ux, Vx)) = Gexp, x (d(epr)xe, d(epr)xVx) -

Seja (M™, g) uma variedade semi-riemanniana munida com a conexao de Levi-
Civita V. O tensor curvatura de Riemann ou, simplesmente, tensor curvatura de M
é a aplicacdo R : x(M)3 — x(M) dada por

R(ZX,Y) = RxyZ = Vix y)Z - VxVyZ + VyVxZ,
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para X,Y,Z € X(M). Note que R é uma aplicacao C°°(M)-multilinear. Dessa forma,
definimos o chamado operador curvatura, i.e., a aplicacéo

V4 — nyz ,

onde x,y € TpM. Além disso, a partir do tensor curvatura R é por vezes conveniente de-
finir um campo tensorial de tipo (1,3) sobre M (i.e., um campo tensorial 1-contravariante
e 3-covariante)

R : X*(M)x x(M)® — C™(M)
(,Z,X,Y) +— R(w,ZX,Y)=w(R(ZX,Y)) =wRxyZ)

Esse novo tensor (1,3) também é as vezes chamado tensor curvatura (de Riemann)
pois veremos que a informacao geométrica que fornece é idéntica a de R.

Observacio 2.19. Os tensores R e R ddo “a mesma informagao algébrica” no seguinte
sentido preciso. Sejam (U, = (x1,--- ,x™)) um sistema de coordenadas de M e

R = >, ijk,a,. Temos que,

Rjg = R(dx".0;.0k.0))

ox'(Rjg) = ox’ ( Rix
r=1

3
>
~
N——

Z k/dX ar = R]Ik/

Considere a 1-forma V*(X) = g(V,X) para X € X(M), onde V € X(M). Como a
aplicacao V — V* é um isomorfismo C°°(M)-linear de X(M) em X*(M) (veja prop. 3.10
em [42]), entdo definimos o campo tensorial 4-covariante

R(W,Z,X,Y) = BW*,Z,X,Y) = g(W,RxyZ2),

para todo X,Y,Z,W € 3€(M)1. Dessa forma, se considerarmos um sistema de coorde-
nadas (U,¢ = (x1,--- ,x™)) de M temos

Rijii = <l1 >’/k/ Zglr ki (1)

para i,j,k,/ =1,---,m. Uma vez que as componentes de R e R s&o iguais, e as de
R obtém-se facilmente via (1), no que segue frequentemente omitimos os simbolos
‘~’ e '~ sobre as componentes desses tensores, considerando-os efetivamente como
(combinagdes de) componentes de R.

1 Os trés campos tensoriais R, R e R serdo chamados de tensor curvatura e denotados simplesmente
por R, quando ndo houver possibilidade de confuséo.
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Observacao 2.20. Uma variedade semi-riemanniana é dita ser plana (ou flat) se
R=0.

O tensor curvatura tem as seguintes simetrias:

Proposigdo 2.21 ([42], Prop. 36, Pag. 75). Seja (U,p = (x',--- ,x™)) um sistema de
coordenadas de M. Entao, em termos das componentes de R, temos as seguintes
identidades:

I. (Antisimetria nos indices k e ) Rjjq = —Rijj;

ii. (Antisimetria nos indices i e j) Rjj = —Rijix;
fii. (Primeira Identidade de Bianchi) Rjjy + Rjyjj + Rijx = 0;
iv. (Simetria dos pares ij e ki) Rjyg = Ryjjj.
Um subespago vetorial bidimensional de ToM é chamado de plano tangente

de M em p (evidentemente os conceitos de plano e espago tangente coincidem em
dimenséo 2). Considere a aplicagédo Q : ToM x TpM — R dada por

Q(u,v) = gp(u,u) - gp(v,v) —[gp(u,v)]z, u,ve TpM.

Um plano tangente /7 = span{u,v} de TpM é ndo-degenerado se, e sé se, Q(u,v) # 0.
Além disso, se [T € um plano tipo-tempo (resp. tipo-espaco), i.e., gp|; tem indice 1
(resp. 0), entdo Q(u,v) < 0 (resp. Q(u,v) > 0) — veja os detalhes em [42].

Definicao 2.22. Seja 1 = span{u,v} um plano tangente nio-degenerado de TpM.
Chamamos de curvatura seccional de 7 o numero real

R(u,v,u,v)

KIm) == Q(u,v)

Observagao 2.23.

1. A curvatura seccional K(I'1) nao depende da escolha da base {u,v} de I'T (veja o
lema 3.39 em [42]).

2. M éflat se, e s6 se, K =0, isto é, a curvatura seccional de todo plano tangente
nao-degenerado é nula (veja o proposicao 3.41 em [42]).

Definicao 2.24. O tensor curvatura de Ricci (ou, simplesmente, tensor de Ricci)
Ric € o campo tensorial 2-covariante dado pela contracéao C% do tensor curvatura R,
i.e.,

Ric = ClR.
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Se considerarmos um sistema de coordenadas (U,y = (x1,--- ,x™)) de M, te-
mos que

B = (Riojy = > P < 2. w)

Z (Z: 9irR /k/>r=1 g <Zg,r ,k/>

l,r=1

Z 9"Rjjg = (C14 Rk
=

i1=1

Dessa forma, Ric = C%_R =Cqa R 2. Além disso, pela proposicéo 2.21, temos

m m
S g"Rij = Z 9" Ryij = Z 9"Rui = > g"Rig = Ry

il=1 iI=1 il=1 iI=1
e, consequentemente, Ric é um campo tensorial simétrico.

Vejamos uma relagéo algébrica para o tensor de Ricci através da curvatura
seccional. Seja u um vetor unitario em TpM (i.e., |ulp = /|gp(u,u)| = 1). Agora,
considere uma base ortonormal {e,-},fz1 de TpM, i.e. |gp(ej,ej)| =6jparai=1,---,m,
onde e = u. Seja (U,p = (x1,--- x™)) um sistema de coordenadas normal de p em M

tal que Jj|p = e; paratodo i=1,---,m(veja [42, Pag. 72]). Dessa forma,

m
> Ryax! @ ax”
k=

1

Ricp(u,u) (u,u)

;

3 ZQ;I)/R/J (ei.&).ex.e)) | dx|p(u)ax|p(u)

J,k=1 \J,/=1
m m B
Rp(u, e;,
= Y gRplej.uue) = > plu.;.u. ;)
i=1 =2 &i
- p(u,u)ZK(I'I,-), (2)
i=2

onde ¢; = gp(e;, e)) e I1; = span{u, e;}. Ou seja, a menos de sinal, Ricp(u,u) € a soma
das curvaturas seccionais de m—1 planos ndo-degenerados ortogonais que contém u.

Observacao 2.25. No caso em que (M,g) é uma variedade riemanniana temos uma
pequena simplificacdo na expressao (2), i.e.,

m
Ricp(u,u) = > K(I1 (3)
=2

2 Denotamos por Cy4 R a contragédo da métrica com respeito aos indices covariantes 1 e 4 do ten-

sor curvatura R — para mais detalhes consulte a sec¢éo intitulada de “Type-Changing and Metric
Contraction" do capitulo 3 em [42].
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Ja se (M, g) € uma variedade lorentziana e u é um vetor tipo-tempo, entéo

Ricp(u,u) =—Y _ K(IT). (4)

m

=2

Definicao 2.26. A curvatura escalar de M é a fungéo suave S : M — R dada por
S = C12 Ric.

Se considerarmos uma vizinhang¢a coordenada de um ponto p de M temos

m .
S(p) = (C12Ric)(p) = > g,’é‘R,-k(p)- (5)
j k=1

Também podemos da uma relacdo algébrica a curvatura escalar através da curva-

tura seccional. Para isso, considere uma base ortonormal {e,--- ,em} de TpM e um
sistema de coordenadas normal (U,p = (x1,--- ,x™M) de p tal que 9j|p = e;, para
i=1,---,m. Assim,
(5) 2) — u
S(p) = > iRip) = > e | &> KTy | =D KTy =2-Y Ky,
i=1 i=1 j=1 i£j i<j

¥
onde /1 = span{e;, e;}. Em outras palavras, a curvatura escalar em um ponto p de M

€ o dobro da soma de todas as curvaturas seccionais dos planos nao-degenerados
(distintos) gerados pelos elementos de uma base ortonormal de TpM.

Seja ¢ : [a,b] — M um segmento de curva em M. Dizemos que ¢ é um seg-
mento de curva suave por partes, se existe uma partigdo P = {fp,t1,-- ,f,1} do
intervalo [a,b] tal que a =ty < ty < -+ < ly,1 = b e Cl, 1,,] € UM segmento suave?,
parai = 0,---, k. Além disso, se ¢ esta definida em um intervalo aberto /, dizemos
que ¢ é uma curva suave por partes, se paratodo a,b € I com a < b, Clia, b] € um
segmento de curva suave por partes.

A seguir definimos o comprimento de um segmento de curva em uma variedade
semi-riemannaina:

Definicao 2.27. Seja c : [a, b] — M um segmento de curva suave por partes em uma
variedade semi-riemanniana (M,g). O comprimento de c é

b
L(c) = /a 1&(t)]g .

Observacgao 2.28.

8 Um segmento de curva é suave se existe uma extens&o, para um intervalo aberto, suave deste
segmento.
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1. Se h é uma fungéo reparametrizagdo para a curva c tal que ou h<0ou h>0 (a
funcédo h € monétona), entédo L(c) = L(c o h) — a prova da proposi¢cao 13.25 em
[36] pode ser facilmente adaptada para o caso semi-riemanniano.

2. Se c é uma curva regular (ou seja, c(t) # 0, paratodo t € [a, b)) tal que |c(t)| > O,
V't € [a, b], entdo podemos definir uma funcao comprimento de arco de ¢

t
s(t) :=/a le(r)|dr, t €[a, b].

Vide observacédo anterior, a funcdo s € estritamente crescente (s : [a,b] —
s([a, b]) é uma bijecao). Dizemos que a curva a = co s~1 :[0,/]] - M é uma re-
parametrizacao pelo comprimento de arco da curva c, onde ¢ = L(c). Observe
que, |a| = 1.

Assumiremos sem comentarios no que segue o fato bem conhecido na geome-
tria riemanniana que toda variedade diferenciavel admite uma métrica riemanniana
(veja [36, Prop. 13.3, Pag. 329)).

Sejam (M,g) uma variedade riemanniana conexa e Q(p, q) o conjunto formado
por todos 0s segmentos de curvas suaves por partes de p a g, onde p,g € M 4.
Definimos a distancia riemanniana de p a g em (M,g) como

d(p, q) :=inf{L(c) : c € Q(p, q)}.

Temos que a variedade riemanniana M munida com a distancia riemanniana
d € um espago métrico, ou seja, a aplicagdo d : M x M — R satisfaz as seguintes
propriedades:
i. (positiva-definida) d(p, q) > 0, para todo p, g € M, e a igualdade vale se, e
sbése, p=q;

ii. (simétrica) d(p,q) = d(q,p), paratodo p,q € M; e

iii. (desigualdade triangular) d(p, r) + d(r,q) > d(p, qQ), para todo p,q,r € M.
Considere € > 0. Chamaremos de e-bola centrada em p o subconjunto de M

Be(p) :={g e M :d(p,q) <€}

A colecao de e-bolas forma uma base para uma topologia em M, que chamamos de
topologia métrica induzida por d. Um fato importante é que a topologia métrica
induzida por d em M coincide com a topologia da variedade diferenciavel M — os
detalhes deste paragrafo podem ser checados através das proposicoes 2.5 e 2.6 em
[19].

4 Observe que o conjunto Q(p, g) ndo é vazio. De fato, como M é conexa existe um segmento de
curva continua de p a g (que, é claro, possui imagem compacta em M). Tome um nimero finito de
vizinhangas coordenadas cobrindo este segmento de curva e em seguida escolha um segmento de
curva suave por partes de p a g tal que cada subsegmento estéa inteiramente contido em uma dessas
vizinhangas coordenadas.
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Observacao 2.29. Sejam p e g pontos de M. Se existe um segmento de curva ¢ €
Q(p, q) tal que d(p,q) = L(c), dizemos que ¢ é um segmento de curva minimal
(ou minimizante) que liga os pontos p € g. Na verdade ¢ € uma reparametrizagao
monétona de um segmento de geodésica de p a q (veja [42, Cor. 19, Pag. 137]).

O teorema a seguir é um resultado global de M (i.e., que depende do comporta-
mento da variedade como um todo) bem conhecido:

Teorema 2.30 (Teorema de Hopf-Rinow — [19], Teo. 2.8, Pag. 162). Sejam (M,g) uma
variedade riemanniana conexa e p um ponto de M. As seguintes afirmacbes s&o
equivalentes:
i. (M,d) € um espago métrico completo, onde d € a distancia riemanniana induzida
pela métrica g.

ii. Dp = TpM, onde Dp € o dominio maximal da aplicagao exponencial em p.
iii. Todo subconjunto limitado e fechado de M é compacto.

iv. (M,g) é geodesicamente completo.
Além disso, as afirmagbes acima implicam que para todo ponto q de M existe um
segmento de geodésica minimal que conectap a q.

O problema da conexidade geodésica (veja os capitulos 3 e 4) em uma varie-
dade riemanniana conexa e completa (M,g) é resolvido de forma positiva através do
teorema de Hopf-Rinow (veja observacéao 2.5), i.e., dados dois pontos quaisquer p e q
de M existe um segmento de geodésica y que conecta os pontos p e g. Aléem disso, y
pode ser escolhida como um segmento de geodésica minimizante, ou seja,

d(p,q) = L(y).
Um corolario importante do teorema de Hopf-Rinow é:
Corolario 2.31. Uma variedade riemanniana conexa e compacta é completa.

Observacao 2.32. Em variedades semi-riemannianas compacidade nao implica ne-
cessariamente em completude geodésica — veja 0 exemplo em [42, Ex. 7.16, Pag. 193]
do toro de Clifton-Pohl.

O proximo resultado diz respeito a existéncia de métricas riemannianas comple-
tas:

Teorema 2.33. Toda variedade diferenciavel conexa M admite uma métrica riemanni-
ana completa.

Em [37, Prop. 8, Pag. 284] esse resultado é obtido induzindo uma mértica
riemanniana completa para M através do pullback da métrica do espaco euclidiano de
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dimens&o 2dim M + 1 por um mergulho préprio de M em R29MM+1 qado no teorema
de Whitney (i.e., toda variedade diferenciavel N” admite um mergulho préprio em R2/+1
—veja [37, Cor., Pag. 284] ou [36, Teo. 6.15, Pag. 134]). J4 em [41, Teo. 1, Pag. 889]
0s autores provam que para uma métrica riemanniana g de M existe uma métrica
riemanniana completa que é conforme a g para M (lembre-se que toda variedade
diferenciavel tem uma métrica riemanniana).

Sejam (M,g) uma variedade lorentziana e p € M. Considere 7p 0 conjunto
formado por todos os vetores tipo-tempo de TpM. Seja u € Tp. Chamamos de cone
temporal de Tp,M que contém u o subconjunto de 7p

Tp(U) :={v € Tp : gp(u,v) < O}.

Dessa forma,
Tp = Tp(U) U Tp(-u), (6)

pois os vetores de ut : {v TpM : gp(u,v) = 0} sao tipo-espago (veja [42, Lema 26,
Pag. 141]). Note que, 1p(-u) = —Tp(u). Temos que dois vetores v e w de Tp estdo em
um mesmo cone temporal se, e sé se, gp(v,w) < 0 (veja [42, Lema 29, Pag. 143)).

Observacao 2.34.
1. Observe que, v € Tp(U) & U € Tp(V) & Tp(U) = Tp(Vv). Assim, a decomposigio de
Tp em (6) € unica e, consequentemente, podemos escrever

Tp=1p U (=Tp),

onde £1p = Tp(£V), para qualquer v em Tp(u).

2. Tp(U) € convexo, i.e., av + bw € Tp(u) para todo a, b € R} e v, w € 1p(u).

3. Denotaremos por Tp(u) := Tp(u) \ {Op} 0 cone causal de TpM que contém u (se
v € Tp(u) entdo v € um vetor causal tal que gp(u,v) < 0).

Sejam M7 := Upem{Tp, — Tp} € uma aplicagéo T : M — MT que associa cada
ponto p de M a um cone temporal de TpM. Se para cada p € M existir um campo
vetorial suave X : U ¢ M — TM tal que U é uma vizinhanga de p e Xy € T(q), para
todo g € U, entdao dizemos que T é uma orientacao temporal para M (denotaremos
a orientacdo temporal por 7" ®). Se uma variedade lorentziana (M,g) admite uma
orientacao temporal dizemos que (M,g) é temporalmente orientavel — veja a figura 4.

O resultado a seguir caracteriza quando uma variedade lorentziana admite uma
orientacao temporal:

Proposicao 2.35 ([42], Lema 32, Pag. 145). Uma variedade lorentziana (M,q) é tem-
poralmente orientavel se, e so se, existe uma campo vetorial X € X(M) tipo-tempo, i.e.,
Xp € Tp, para todo p € M.
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Figura 4 — Orientagéo temporal " de (M, g) em p, i.e, 77(p) = 7p.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Dizemos que uma curva suave por partes ¢ : | - M em uma variedade lorentzi-
ana (M,g) é tipo-tempo (resp. causal), se c(t) é tipo-tempo (resp. causal) para todo
t € I e os vetores ¢(t™) e ¢(t*) estdo no mesmo cone temporal (resp. causal), onde
estes vetores sao, respectivamente, os vetores velocidade final e inicial dos segmentos,
respectivamente, c|j._, ¢ € Cljt+,,]- ISto €, o carater causal da curva € o mesmo em todo
o dominio e os vetores velocidade nas quebras estdo no mesmo cone temporal/causal.

O lema a seguir sera fundamental para garantirmos a existéncia de um seg-
mento geodésico tipo-tempo conectando dois pontos em uma variedade lorentziana
no capitulo 4:

Lema 2.36 ([42], Lema 33, Pag. 146). Sejam (M, g) uma variedade lorentzianae p € M.
Se existe uma curva suave por partes c : [0, b] — Dp C TpM que parte de Op tal que
exppoc :[0,b] = M é tipo-tempo (resp. causal), entdo a curva ¢ permanece no mesmo
cone temporal (resp. causal) de TpM.

A proposicao a seguir nos diz que em uma vizinhanga normal de um ponto p
em uma variedade lorentziana (M, g), os segmentos de geodésicas radiais tipo-tempo
que partem de p sdo, nesta vizinhanga, os Unicos segmentos de curvas tipo-tempo
maximais:

Proposicao 2.37 ([42], Prop. 34, Pag. 147). Sejam (M, g) uma variedade lorentziana
e U uma vizinhanca normal de p € M. Se existe um segmento de curva suave por
partes tipo-tempo de p a q em U, entdo, a menos de reparametrizagées, o segmento de
geodésica radial tipo-tempo que conecta p a q é o unico segmento de curva tipo-tempo,
em U, de maior comprimento que ligap a q.

5 Esta notacéo sera melhor entendida ap6s a leitura da Gltima secéo deste capitulo.
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2.2 APLICACOES DE RECOBRIMENTO SEMI-RIEMANNIANAS E OS TEOREMAS
DE HOPF E HADAMARD

Iniciamos esta se¢do abordando alguns resultados das aplicagdes de recobri-
mento semi-riemannianas. Posteriormente discutimos alguns resultados envolvendo
os campos de Jacobi e Killing e as formas espacias (teorema de Hopf). Encerramos a
secao apresentando o teorema de Hadamard.

Sejam M e M variedades diferenciaveis € k : M — M uma aplicagéo suave
sobrejetora. Dizemos que k é uma aplicacao de recobrimento suave se para cada
ponto p de M existe uma vizinhanga conexa U deste ponto em M tal que cada compo-
nente de k=1 (U) é difeomérfica a U através da aplicacéo k (dizemos que U é coberta
uniformemente por k).

Figura 5 — Aplicac&o de recobrimento k : M — M.

M

Fonte: Elaborada pelo autor.

Em uma aplicagéo de recobrimento k : M — M , onde M é conexa, temos
que card k~1({p}) = cte (um numero inteiro positivo ou oo) para todo p € M, i.e., a
cardinalidade das fibras k1 ({p}) é a mesma para todos os pontos p de M — veja [42,
Lema 8, P4ag. 443]. O numero de elementos de uma fibra € chamado de multiplicidade
da aplicacao de recobrimento k.

Considere k : M — M uma aplicagao de recobrimento e ¢ : P — M uma
aplicagdo. Chamamos uma aplicagéo ¢ : P — M de levantamento de ¢ através
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de k se ko @ = @ em P. O resultado a seguir garante a existéncia e unicidade de
levantamento de uma curva:

Lema 2.38 ([42], Lema 9, Pag. 443). Sejamk : M — M uma aplicacdo de recobrimento,
¢ : | — M uma curva continua (resp. suave), ondeQ € |, e q € M tal que c(0) = k(q).
Entao, existe um tnico levantamento ¢ : | — M continuo (resp. suave) de c através de
k tal que ¢(0) = q.

O préximo resultado € semelhante ao lema anterior, porém trata de uma aplica-
cao e nao de uma curva:

Proposicao 2.39 ([42], Prop. 11, Pag. 444). Sejam k : M — M uma aplicagdo de
recobrimento e ¢ : P — M uma aplicacdo suave. Considere p € P e q € M tal que
@(p) = k(q). Temos que:
i. se P é conexa, entdo existe, no maximo, um levantamento ¢ de ¢ através de k
tal que ¢(p) = q.

ii. se P é simplesmente conexa existe um levantamento como no item i.

Temos que toda variedade diferenciavel conexa possui um recobrimento sim-
plesmente conexo® ([42, Teo. 12, Pag. 444]). Da proposicao 2.39 decorre que para
duas aplicagbes de recobrimento simplesmente conexas k1 : My — M e ko : Mo — M,
existe um unico difeomorfismo ¢ : My — M, tal que ko o p = ki. Nesse sentido di-
zemos que ky e ko sdo equivalentes. Dessa forma, podemos falar “o" recobrimento
simplesmente conexo (ou o recobrimento universal) de M.

Dizemos que uma aplicacao de recobrimento kK : M — M é trivial, se cada
componente conexa de M €& coberta uniformemente por k. Dessa forma, se M é
conexa entdo cada componente conexa de M é difeomorfa M através de k.

Proposicao 2.40 ([42], Cor. 14, Pag. 445). Todo recobrimento de uma variedade
diferenciavel simplesmente conexa é trivial.

Definicao 2.41. Uma transformacao de recobrimento de uma aplicacao de recobri-
mento k : M — M é um difeomorfismo Q: M — M tal que k o @ =K.

Observacao 2.42. Note que uma transformagao de recobrimento simplesmente reor-
ganiza os elementos em cada fibra de k.

O conjunto D(k) de todas as transformacdes de recobrimento da aplicacao de
recobrimento k forma um grupo quando munido com a operagao de composicao de

6 Adotamos aqui o ja consagrado abuso de linguagem no qual propriedades topoldgicas e de varie-
dades diferenciaveis atribuidas a aplicacao de recobrimento k : M — M referem-se, na verdade, ao
espaco de recobrimento M.
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funcdes que é obviamente um subgrupo do grupo Diff(M) de todos os difeomorfismos
de M.

Observe que, devido a proposicao 2.39, se para uma aplicacao de recobrimento
conexa k : M — M temos que existem @1, po € D(k) tal que @1(p) = po(p) para algum

p € M, entdo 1 = @o. Isto implica que a unica transformagdo de recobrimento que
fixa um ponto € a aplicac&o identidade.

Dizemos que uma aplicagdo de recobrimento k : M— Mé regular se para
quaisquer pontos p1, P € k~1({p}), onde p € M, existe @ € D(k) tal que @(p¢) =
p>. Em outras palavras, a agado do grupo de transformagdes de recobrimento age
transitivamente nas fibras.

Observacao 2.43.

1. Todo recobrimento duplo (i.e., multiplicidade 2) é regular. Além disso, o0 grupo
de transformacdes de recobrimento é formado pela aplicacdo identidade e a
aplicagao ¢ tal que (p;) = p; parai,j=1,2 e i #j, onde {py, po} € uma fibra.

2. Todo recobrimento simplesmente conexo é regular (segue diretamente da propo-
sicao 2.39).

Proposicao 2.44 ([42], Prop. 4, P4g. 186). Se k : M — M é uma aplicagdo de recobri-
mento simplesmente conexa, entdo D(K) ~ m1(M).

Definicao 2.45. Sejam (M, g) e (M, §) variedades semi-riemannianas. Dizemos que
uma aplicacdo k : M — M é uma aplicacao de recobrimento semi-riemanniana se
k € uma aplicacao de recobrimento e, também, uma isometria local.

Figura 6 — Aplicagao de recobrimento semi-riemanniana exp, : ]Ri? — S] x R.
t

2
R ST xR
2‘”-' /\
5 ?
y expp
v <

0 X s S

Geodésicas tipo-tempo \_/

Fonte: Elaborada pelo autor.

Observacao 2.46.
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1. Sejam (M, g) uma variedade semi-riemanniana e k : M — M uma aplicagdo de
recobrimento. Se munirmos M com a métrica do pullback § := k*(g), entao (M, g)
€ uma variedade semi-riemanniana e k : (M, g) — (M, 9) € uma aplicagao de
recobrimento semi-riemanniana.

2. Sek: M — Méuma aplicacao de recobrimento semi-riemanniana, entdo D(k) C
Isom(IW) (grupo das isometrias de I\~ﬂ).

Seja (M, g) uma variedade lorentziana. Lembre-se que M7 = Upem{=£Tp} (veja
a secdo anterior). Agora, defina a aplicacdo k : M7 — M dada por k(xtp) = p, para
todo p € M. A observagédo 5 em [42, Pag. 187] mostra que existe uma unica forma
de tornar M7 uma variedade diferenciavel e k uma aplicagdo de recobrimento duplo
(suave). Além disso, de acordo com a observacao 2.46(1) temos que k : MT — Mé
uma aplicacéo de recobrimento lorentziana, onde MT esta munida com a métrica do
pullback k*(g). Temos o seguinte resultado:

Lema 2.47 ([42], Lema 17, Pag. 194). Se M € uma variedade lorentziana, entéo:
i MT é sempre temporalmente orientavel.

ii. M é temporalmente orientavel se, e so se, k : M T s M é trivial.

O teorema a seguir apresenta uma condigao suficiente (através de existéncia de
levantamentos de segmentos de geodésicas — cf. lema 2.38) para que uma isometria
local seja uma aplicacao de recobrimento semi-riemanniana:

Teorema 2.48 ([42], Teo. 28, Pag. 201). Seja k : M — N uma isometria local com N
conexa. Considere que para qualquer segmento de geodesicay :[0,1] — Nep € M tal
que k(p) = y(0), existe um levantamentoy : [0,1] — M dey através de k comy(0) = p.
Entao k é uma aplicacdo de recobrimento semi-riemanniana.

O corolario a seguir caracteriza quando as variedades (dominio e contradominio)
de uma isometria local serdo completas:

Corolario 2.49 ([42], Cor. 29, Pag. 202). Seja k : M — N uma isometria local com N
conexa. M é completa se, e s6 se, N é completa e k é uma aplicacdo de recobrimento
semi-riemanniana.

Uma curva pode ser comparada com curvas suficientemente préximas através
da nocao de variagdo de uma curva, que definimos a seguir:

Definicao 2.50. Sejam M uma variedade diferenciavel e c : [a, b] — M um segmento
de curva suave por partes. Chamamos de variacao de ¢ uma aplicacdo continua
x :[a,b] x (—&,&) — M, onde ¢ > 0, tal que

i. c(t) = x(t,0) para todo t € [a, b] (curva base de x); e
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Ii. existe uma particao P :={fp, t1,--- ,t,q}defa,bl,a=1f <ty < - - <l,q =b,tal
que X|ps t,,]x(—e, ) € SUAVE, parai=0,--- , k.
Se x(a, s) = c(a) e x(b, s) = ¢c(b) para todo s em (—¢, €) dizemos que x é uma variacao
prépria de c. A variagdo x é dita ser suave se x é suave.

As curvas xs : [a,b] — M dadas por xs(t) := x(t,s) para t € [a, b], onde
s € (—¢,¢), sdo chamadas de curvas longitudinais da variacdo x de c. Ja para
t € [a, b] as curvas x¢(s) := x(t, s), s € (—¢, €), sdo chamadas de curvas transversais
da variacédo x. O campo vetorial V € X(c) dado por

V(t) = %x(t, 0), t €[a, b],

€ chamado de campo variacional de x. Isto é, o campo variacional de x é dado pelos
vetores velocidade inicial das curvas transversais.

Figura 7 — Variacao x de uma curva c : [a, b] — M.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Um problema relevante em variedades lorentzianas é determinar quando um
par de pontos pode ser conectado por uma curva tipo-tempo. Através da nocéao de
variacdo que definimos acima temos uma condic¢ao suficiente para a existéncia de uma
tal curva, e que também sera utilizada mais adiante nesta tese:

Proposicao 2.51 ([42], Prop. 46, Pag. 294). Sejam (M, g) uma variedade de Lorentz
e c uma curva causal de p a g em M. Se ¢ ndo é uma pré-geodeésica tipo-luz, entdo
existe uma curva tipo-tempo que liga p a q suficientemente proxima a c.

Definicao 2.52. Sejam y uma geodésica em uma variedade semi-riemanniana (M, g)
e J um campo vetorial ao longo de y. Se o campo vetorial J satisfaz a equacao
diferencial de Jacobi, i.e,

J// — RJyYs

onde R é o tensor curvatura de (M, g), dizemos que J é um campo vetorial de Jacobi.
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Se em uma variagao as curvas longitudinais sdo geodésicas, entdo chamamos
esta variagdo de variacao geodeésica (suave) ou familia a 1-parametro de geodési-
cas. Dessa forma, temos o seguinte resultado:

Lema 2.53 ([42], Lema 3, Pag. 216). O campo variacional de uma variagdo geodésica
€ um campo de Jacobi.

Considere J(y) o conjunto formado por todos os campos de Jacobi ao longo da
geodésica y da variedade semi-riemanniana (M, g). Como a equacao de Jacobi € linear
temos que J(y) é um espaco vetorial real. O resultado a seguir fornece a dimenséo
deste espaco vetorial:

Lema 2.54 ([42], Lema 5, Pag. 217). Sejay uma geodésica de (M, g) tal que y(0) = p,
onde p € M. Para u,v € TpM temos que existe um tnico campo de Jacobi J ao longo
dey talque J(O) =u e J'(0) = v.

Dessa forma, a dimensdo do espago vetorial J(y) é
dim J(y) = 2n.

Sejay :[a, b] - M uma geodésica em uma variedade semi-riemanniana (M, g).
Dizemos que y(b) € um ponto conjugado a y(a) ao longo de y, se existe um campo
de Jacobi ndo-nulo J tal que J(a) = J(b) = 0.

Observacao 2.55. Considere y(a) = pey(b) = q.
1. O fato de q ser um ponto conjugado a p ao longo de y independe da parametri-
zacao (geodésica) de y.

2. Pode existir uma segunda geodésica o que liga p a g em M tal que g ndo é um
ponto conjugado a p ao longo de o.

O resultado a seguir caracteriza a existéncia de pontos conjugados ao longo de
uma geodésica através da existéncia de singularidades da aplicacao exponencial. De
forma mais precisa:

Proposicao 2.56 ([42], Prop. 10, Pag. 271). Sejam (M, g) uma variedade semi-riemanni-
anaey :[a, b] — M uma geodésica em M. Entao, y(b) é um ponto conjugado ay(a) ao
longo de'y se, e somente se, a aplicacao exponencial expya) : Dy s — M é singular
em (b—a) -y(a).

Uma variedade semi-riemanniana conexa, completa e com curvatura seccional
constante é chamada de forma espacial. No caso de uma forma espacial simples-
mente conexa temos o seguinte resultado:

Proposicao 2.57 ([42], Prop. 23, Pag. 227). Formas espaciais simplesmente conexas
s8o isométricas se, e somente se, tétm a mesma dimens&o, indice e curvatura.



Capitulo 2. Preliminares 39

Desta proposicao segue um resultado bem conhecido na geometria riemanni-
ana:

Teorema 2.58 (Teorema de Hopf). Uma variedade riemanniana (M™, g), m > 2, sim-
plesmente conexa, completa e com curvatura constante K é isométrica a(ao):
i. espaco hiperbdlico H™(r), se K = —1/r2;

ii. espaco euclidianoR™, se K = 0;

iii. esferasS™(r), se K =1/r2.
A versao lorentziana do teorema de Hopf é a seguinte:

Teorema 2.59. Uma variedade lorentziana (M™, g), m > 2, simplesmente conexa,
completa e com curvatura constante K é isométrica a(ao):
i. recobrimento universal do espaco pseudohiperbdlico (ou espaco-tempo de anti-
de Sitter) H"(r), se K = —1/r2;
ii. espago de Minkowski R, se K = 0;
iii. pseudoesfera (ou esfera lorentziana ou espago-tempo de de Sitter) S{'(r), se
K=1/rPem>3;

iv. recobrimento universal da pseudoesfera §$(r), seK=1/rPem=2.
Seja M uma variedade diferenciavel. O teorema 15 em [42, P4g. 45] garante a

existéncia de um unico tensor derivagao L, para cada V € X(M) tal que
i. Ly(f)=V(f),parafe C*(M);e
iil. Ly(X)=[V,X], para X € X(M).

Este tensor derivacdao é chamado de derivada de Lie relativaa V.

Definicao 2.60. Seja (M, g) uma variedade semi-riemanniana. Dizemos que uma
campo vetorial V é um campo vetorial de Killing se

Ly(g) =0.

Sendo V € X(M) temos que, para um campo tensorial s-covariante T,

L(T) = fim & Wi ()= T),

onde {y;} é o (resp. um) grupo (resp. grupo local) a 1-parametro de V — veja a prova
em [42]. Deste resultado temos que

Proposicao 2.61 ([42], Prop. 23, Pag. 251). Um campo vetorial V ¢é Killing se, e so se,
cada difeomorfismo ; do (resp. de um) grupo (grupo local) a 1-parametro de V é uma
isometria.
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A proposicao a seguir apresenta duas formas alternativas que podemos utilizar,
por exemplo, para checar se um campo vetorial é de Killing:

Proposicao 2.62 ([42], Prop. 25, Pag. 251). Sejam (M, g) uma variedade semi-riemanni-
ana munida com a conexao de Levi-CivitaV e V € X(M). As afirmacobes a seguir sao
equivalentes:

i. V é um campo de Killing.

ii. Vg(X,Y)=g(V,X],Y)+g(X,[V,Y]), para X,Y € X(M).
iiil. g(VxV,Y)=—-g(X,VyV), para X, Y € X(M).

O lema a seguir relaciona campo de Killing com campo de Jacobi ao longo de
uma geodésica em uma variedade semi-riemanniana:

Lema 2.63 (Lema da Conservacao — [42], Lema 26, Pag. 252). Sejam V um campo
de Killing e y uma geodésica de (M, g). Ent&o, Vy, € um campo de Jacobi e gy(Vy,y) €
uma fungdo constante.

Finalizamos esta secao apresentando dois resultados globais importantes. O
primeiro relaciona o sinal da curvatura com a auséncia de pontos conjugados:

Proposicao 2.64 ([42, 9]).
i. Uma variedade riemanniana com curvatura seccional ndo-positiva ndo possui
pontos conjugados.

ii. Uma variedade lorentziana com curvatura seccional ndo-negativa em planos
tipo-tempo nao possui pontos conjugados ao longo de geodésicas causais.

Exemplo 2.65. De acordo com a proposicao acima, temos que o espaco hiperbdlico
H" (K = -1 < 0) ndo tem pontos conjugados e a esfera lorentziana S (K = 1 > 0) ndo
possui pontos conjugados ao longo de geodésicas causais.

O resultado a seguir nos apresenta uma classe de variedades riemannianas
que sao difeomérficas ao espaco euclidiano:

Teorema 2.66 (Teorema de Hadamard — [42], Teo. 22, Pag. 278). Seja (M, g) uma
variedade riemanniana simplesmente conexa, completa e com curvatura seccional
nao-positiva. Entao, para cada ponto p de M a aplicagdo exponencial expp : ToM — M
€ um difeomorfismo.

Observacao 2.67. Dessa forma,
1. M é difeomoérfica a R™; e

2. dados dois pontos de M existe uma Unica geodésica que o0s conecta.
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2.3 ESPACO-TEMPO

Nesta secao apresentamos alguns aspectos basicos de um classe especial de
variedades lorentzianas, que sdo os espacos-tempo. Iniciamos definindo esta classe
de variedades de Lorentz e em seguida prosseguimos apresentando as relacdes de
causalidade, parte da escala causal, a distancia lorentziana e suas propriedades (por
exemplo: desigualdade triangular reversa e semicontinuidade inferior), o teorema de
Avez-Seifert, que envolve os problemas de conexidade geodésica e curva causal de
maior comprimento, e finalizamos a sec¢ao caracterizando os espagos-tempo global-
mente hiperbodlicos através das hipersuperficies de Cauchy.

Definicao 2.68. Uma variedade lorentziana conexa e temporalmente orientavel é cha-
mada de espaco-tempo.

Sejam (M, g) um espacgo-tempoe 1t : M — MT sua orientacao temporal. Dessa
forma, pela proposi¢cdo 2.35 existe um campo vetorial tipo-tempo X tal que Xp <
1+ (p), para todo p € M. Dizemos que uma curva causal ¢ : | — M é futuro-dirigida
(resp. passado-dirigida) no espaco-tempo (M, g), se ¢(t) € +(c(f)) \ {0} (resp. ¢(t) €
—*(c(1) \ {0}), para todo t € / - ou, alternativamente, se gq(1)(Xg(1),¢(1)) < O (resp. > 0),
paratodo t € I.

Figura 8 — Uma curva causal futuro-dirigida ¢ em M.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Observacao 2.69. Note que uma curva causal ou é passado-dirigida ou é futuro-
dirigida devido a nossa definicdo de curva causal dada na secao 2.1.

Sejam p e g dois pontos de um espaco-tempo M. Denotaremos por:
i. p < @, se existe uma curva tipo-tempo futuro-dirigida em M de p a q;

ii. p< q, se existe uma curva causal futuro-dirigidaem Mde pa g; e

iii. p<g,sep<qoup=aq.
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Além disso, seja A um subconjunto de M, denotaremos por

I*(A) :={q € M : existe p € Atal que p < g}

JY(A):={ge M:q e Aou existe p € Atal que p < q}.

Chamamos os subconjuntos acima de, respectivamente, futuro cronoldgico de Ae
futuro causal de A.

Observacao 2.70.
1. As relagbes acima definidas em M sdao chamadas de relacoes de causalidade
em M. Perceba que esta relagbes sdo transitivas.

2. I*(A) = Upeal™({p}) (por simplicidade escreveremos /*({p}) como I*(p)).
3. AU I*(A) C J*(A).

De forma dual temos as versdes para o passado dos conjuntos /*(A) e J*(A).
Vejamos:

I=(A) :={q € M : existe p € Atal que g < p} (passado cronolégico de A)

J7(A) ={ge M:qg e Aou existe p € Atal que g < p} (passado causal de A).

Aqui enfatizaremos situag¢des futuro-dirigidas, pois as demonstracbées para as situa-
cOes passado-dirigidas sdo analogas e tratam basicamente de inverter a orientacéao
temporal.

Observe que da proposicao 2.51 temos o seguinte resultado:

Corolario 2.71. Sep< qg<roup<g<r,entdop<r.

Sejam U um aberto de um espacgo-tempo (M, g) e A um subconjunto de U.
Denotaremos por I*(A, U) (resp. J*(A, U)) o conjunto formado por todos os pontos de
U que podem ser conectados por curvas tipo-tempo (resp. causais) futuro-dirigidas que
partem de um ponto de A e estao inteiramente contidas em U. Temos que, I*(A, U) C
I*(A) N U — esta inclusdo em geral é propria.

O lema a seguir mostra, em particular, que o futuro cronolégico de um subcon-
junto de um espacgo-tempo € um subconjunto aberto:

Lema 2.72 ([42], Lema 3, Pag. 403). Sejam (M, g) um espago-tempo e p,q € M. Se
p < @, entdo existem vizinhancas abertas U e V de, respectivamente, p e g em M tais
quer < sparatodore Uesec V.
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O préximo lema nos dé informacgdes a respeito do interior e do fecho do futuro
causal e do futuro cronologico de um subconjunto qualquer de um espaco-tempo:

Lema 2.73 ([42], Lema 6, P4g. 404). Seja A um subconjunto de um espago-tempo
(M, g). Entao:
i. intJ*(A) = I"(A); e

ii. J*(A) c I*(A) com a igualdade ocorrendo se, e sé se, J*(A) é um subconjunto
fechado em M.

Seja (M, g) um espaco-tempo. Dizemos que a condicao de cronologia (resp.
causalidade) se mantém em um ponto p de M se nédo existe uma curva tipo-tempo
(resp. causal) futuro-dirigida fechada através de p. Se a condigéo de cronologia (resp.
causalidade) se mantém para todos os pontos de um subconjunto A ¢ M entéao dize-
mos que a condi¢ao de cronologia (resp. causalidade) se mantém em A. Além disso,
se a condicao de cronologia (resp. causalidade) se mantém em M entdo dizemos que
(M, g) € um espaco-tempo cronoldgico (resp. causal).

Observacao 2.74. Note que a condicao de causalidade implica na condicao de cro-
nologia, porém a reciproca € falsa — veja os exemplos em [42, Pag. 407] e [9, Pag.
58].

O resultado a seguir mostra que um espaco-tempo compacto nao € cronoldgico
e, consequentemente, ndo é causal:

Proposicao 2.75 ([42], Lema 10, Pag. 407). Se (M, g) é um espacgo-tempo compacto,
entdo existe uma curva tipo-tempo futuro-dirigida fechada em M.

Um corolario interessante deste resultado é que toda variedade lorentziana
compacta (ndo necessariamente conexa ou temporalmente orientavel) possui uma
curva tipo-tempo fechada:

Corolario 2.76. Seja (M, g) uma variedade lorentziana compacta. Entao, M tem uma
curva tipo-tempo fechada.

Demonstracdo. Considere a aplicacdo de recobrimento lorentziana k : MT — M
definida na secdo 2.2. Pelo lema 2.47(i), M7 é temporalmente orientavel e, conse-
guentemente, suas componentes conexas também sao. Agora, considere uma de suas
componentes conexas, digamos C. Como M é compacta e k € uma aplicacéao de reco-
brimento duplo temos que C é compacta. Dessa forma, (C, g|c) € um espago-tempo
compacto e, pela proposicéo anterior, existe uma curva tipo-tempo fechada 8 em C.
Portanto, B := k o 8 é uma curva tipo-tempo fechada em M, pois k é uma aplicagéo de
recobrimento lorentziana. O
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Em um espaco-tempo (M, g) dizemos que um aberto U é causalmente convexo
se toda curva causal futuro-dirigida intersecta U em um conjunto conexo.

Exemplo 2.77. Sejam p e g dois pontos de M. Note que I*(p) N /7(q) é uma aberto
causalmente convexo.

Definicao 2.78. Sejam (M, g) um espaco-tempo e p € M. Dizemos que (M, g) é for-
temente causal em p, se existem vizinhangas causalmente convexas arbitrariamente
pequenas que contém p. Além disso, se (M, g) é fortemente causal em todo ponto de
M entao (M, g) é dito ser um espaco-tempo fortemente causal.

Observacao 2.79.
1. Todo espaco-tempo fortemente causal é causal e, consequentemente, cronolé-
gico. A reciproca desta afirmacéao é falsa, veja o exemplo 12 em [42, Pag. 408].

2. O subconjunto formado pelos pontos em que (M, g) é fortemente causal é aberto
em M (veja proposicao 4.13 em [43]).

3. Alternativamente, dizemos que um espago-tempo (M, g) é fortemente causal em
p € M, se para cada vizinhanga U de p existe uma vizinhanga V C U de p tal
que todo segmento de curva causal futuro-dirigido com extremidades em V esta
inteiramente contido em U. Se (M, g) é fortemente causal em todo ponto de M
(nesse sentido) dizemos que (M, g) € um espaco-tempo fortemente causal.

Observe que B = {I*(p) N 17(q) : p, g € M} forma uma base para uma topologia
em M. A topologia gerada por B € chamada de topologia de Alexandrov para um
espaco-tempo (M, g). Além da forma alternativa em 2.79(3) de caracterizar um espaco-
tempo fortemente causal também podemos caracteriza-lo através da topologia de
Alexandrov.

Proposicao 2.80 ([9], Prop. 3.11, Pag. 60). Seja (M, g) um espaco-tempo. A topologia
de Alexandrov para M coincide com a topologia da variedade diferenciavel M se, e
somente se, (M, g) € um espago-tempo fortemente causal.

Observacao 2.81. Em geral temos ao menos que a topologia da variedade diferencia-
vel é mais fina do que a topologia de Alexandrov para a variedade.

Proposicao 2.82 ([42], Lema 13, Pag. 408). Seja (M, g) um espaco-tempo fortemente
causal em um compacto K. Se ¢ : [a,b) — M é uma curva causal futuro-dirigida
futuro-inextensivel que inicia em K, entdo existe ty € (a, b) tal que c(t) ¢ K, para todo
t € [fy, b), i.e., ¢ deixa K e ndo retorna mais.

Definicao 2.83. Sejam (M, g) um espaco-tempo e U um subconjunto de M. Dizemos
que U é globalmente hiperbdlico se:
i. (M, g) é fortemente causal em U; e
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ii. J(p,q) :=J"(p) N J7(q) € compacto e esta contido em U, para todo p,q € U.

Note que, se M ¢ globalmente hiperbdlico temos que, por definicdo, M é forte-
mente causal (causal e cronoldgico). Porém a reciproca ndo € verdadeira, para ver isto
basta pensar no espacgo-tempo de Minkowski menos um ponto.

Em um espaco-tempo globalmente hiperbdlico (M, g) temos que J*(p), J7(q) e
J(p, q) sao subconjuntos fechados em M (cf. [9, Prop. 3.16, Pag. 65]), pois:

Proposicao 2.84 ([42], Lema 22, Pag. 412). Seja U um subconjunto aberto global-
mente hiperbdlico de M. Se pn, gn, p, q € U, com n € N*, tal que pn < qn, para n € N*,
pbn— peqgn— q,entdaop<q.

Definicao 2.85. Seja (M, g) um espago-tempo. Definimos a distancia lorentziana
d como a aplicacdo d : M x M — R U {oc} tal que d(p, q) é igual ao supremo dos
comprimentos de todas as curvas causais futuro-dirigidas de p a q, se p < @, caso
contrario d(p, q) = 0.

Observacao 2.86.
1. Caso os comprimentos das curvas causais de p a g sejam ilimitados entao
d(p, q) = + (isto ocorre, por exemplo, se p e g sdo pontos ao longo de uma
curva tipo-tempo fechada).

2. A ordem dos pontos p e g € importante para o calculo da distancia lorentziana,
ou seja, d pode nao ser simétrica — observe isto no espacgo-tempo de Minkowski.

Temos o seguinte lema:

Lema 2.87 ([42], Lema 16, Pag. 410). Seja (M, g) um espaco-tempo. Temos para
p,q,re M:
i. d(p,q) >0se, esose p<kq;e

ii. (Desigualdade triangular reversa) sep < q < r,entdod(p,r) > d(p,q)+d(q, ).

O exemplo 18 em [42, Pag. 410] mostra que a distancia lorentziana d pode nao
ser continua para um espaco-tempo (diferentemente da funcao distancia riemanniana
definida na secdo 2.1). Porém a distancia lorentziana é sempre semicontinua inferior-
mente (veja [42, Lema 17, Pag. 410]) — em geral a distancia lorentziana falha em ser
semicontinua superiormente.

O resultado a seguir responde positivamente os problemas de conexidade ge-
odésica e existéncia de curva causal de maior comprimento entre dois pontos para a
classe de espacgos-tempo globalmente hiperbdlicos:

Teorema 2.88 (Teorema de Avez-Seifert — [42], Prop. 19, Pag. 411). Seja (M, g) um
espaco-tempo globalmente hiperbdlico. Entdo, para quaisquer p,q € M tais que q €
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J*(p) \{p}, existe um segmento de geodésica causal futuro-dirigida maximaly de p a q
(ie., Ly) = d(p, q)).

Observacao 2.89. Dessa forma, a distancia lorentziana é uma funcao a valores reais
em espagos-tempo globalmente hiperbdlicos.

Em espacos-tempo globalmente hiperbdlicos a fungéo distancia lorentziana €
semicontinua superiormente e, consequentemente:

Proposicao 2.90 ([42], Lema 21, Pag. 412). Se (M, g) um espaco-tempo globalmente
hiperbdlico, entao a funcao distancia lorentziana d é continua.

Lembre-se que um espaco topolégico M é uma variedade topologica de di-
mens&o m, se M tem base contavel, é Hausdorff e é localmente euclidiano a R™. Além
disso, dizemos que um subconjunto S de M é uma subvariedade topolégica de di-
menséao s (hipersuperficie topoldgica, se s = m—1) se para cada p € S existe um
homeomorfismo ¢ : U — o(U) C R™, onde U é uma vizinhancga (aberta) de p em M
e o(U) é um subconjunto aberto em R, tal que o(SN U) = o(U) N (RS X 0), onde
0:=(0,---,0) € R™S —tal homeomorfismo ¢ : U — ¢(U) é chamado de carta local
adaptada de M a Sem p.

Sejam (M, g) um espaco-tempo e A um subconjunto de M. Dizemos que A é
acronal (resp. acausal) se qualquer curva tipo-tempo (resp. causal) futuro-dirigida
intersecta A, no maximo, uma vez, i.e., a relagéo p < q (resp. p < q) hao ocorre para
quaisquer que sejam p,q € A.

Definicao 2.91. Seja (M, g) um espaco-tempo. Um subconjunto S de M é uma hi-
persuperficie de Cauchy se toda curva tipo-tempo futuro-dirigida inextensivel em M
intersecta S exatamente um vez.

O lema 29 em [42, P4g. 415] nos diz que uma hipersuperficie de Cauchy € uma
hipersuperficie topoldgica fechada acronal tal que toda curva causal futuro-dirigida
inextensivel a intersecta.

Sejam (M, g) um espaco-tempo e S uma hipersuperficie de Cauchy. Considere
X um campo vetorial tipo-tempo que fornece a orientagdo temporal do espago-tempo
M. Seja p um ponto de M. Dessa forma, existe uma unica curva integral maximal
(inextensivel) a : | — M de X tal que a(0) = p. Além disso, a € uma curva tipo-
tempo futuro-dirigida inextensivel. Como S € uma hipersuperficie de Cauchy entao
ima N S = {ga}. Agora, defina a aplicagdo p : M — S dada por p(p) = ga para p € M.
Como em cada ponto de M passa uma unica curva integral maximal de X, S é uma
hipersuperficie de Cauchy e p(a(t)) = gu paratodo t € /, onde o € uma curva integral
maximal de X, temos que a aplica¢édo p esta bem definida — veja a figura 9.
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Figura 9 — Visualizacdo geométrica da aplicagédop : M — S.
(M, g) a(t) = Xu(t),~ o

Fonte: Elaborada pelo autor.

Pela proposicao 31 em [42, Pag. 415], temos que p : M — S é uma aplicacdo
aberta continua sobrejetora tal que p(p) = p paratodo p € S (i.e., p|lg=id : S = S).
Em particular, toda hipersuperficie de Cauchy é conexa. Como consequéncia desta
proposicao 31 temos que duas hipersuperficies de Cauchy sdo homeomorfas. Assim,
se um espaco-tempo tem uma hipersuperficie de Cauchy compacta entdo todas as
hipersuperficies de Cauchy sdo compactas.

Os dois préximos resultados caracterizam um espaco-tempo globalmente hi-
perbdlico através de uma hipersuperficie de Cauchy. O primeiro resultado pode ser
obtido através do desenvolvimento de Cauchy (veja o capitulo 14 em [42]) e nos diz 0
seqguinte:

Proposicao 2.92 ([42], Cor. 39, Pag. 422). Se um espaco-tempo (M, g) tem uma
hipersuperficie de Cauchy, entdo (M, g) é globalmente hiperbalico.

Ja o segundo resultado foi obtido por Geroch e estabelece a reciproca da pro-
posicao anterior:

Proposicao 2.93 ([33], Prop. 6.6.8, Pag. 212). Se (M, g) € um espaco-tempo global-
mente hiperbodlico, entdo M é homeomorfa a R x S, onde S é uma hipersuperficie
topoldgica de M, e {t} x S € uma hipersuperficie de Cauchy para cada t real.
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Figura 10 — O espaco-tempo de Minkowski RQ’” folheado pelas hipersuperficies de
Cauchy {tf} x R" com t € R.

t

n+1
R |
l {to} x R"
g

{0} x R

|

S=R"
Fonte: Elaborada pelo autor.
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3 CONEXIDADE GEODESICA EM VARIEDADES AFINS

Neste capitulo, comecaremos apresentando algumas definicées e resultados
basicos de levantamento e continuagao de caminhos de aplicages abstratas no con-
texto dos trabalhos de Browder e Rheindboldt [14, 44]. Em seguida, particularizaremos
esta discussao para a aplicagao exponencial de uma variedade afim, obtendo assim
um novo resultado de existéncia e multiplicidade de geodésicas e uma nova versao do
bem conhecido teorema de Hadamard-Cartan da geometria riemanniana para varieda-
des afins. Também apresentaremos aqui uma discussao sobre pseudoconvexidade e
desaprisionamento de geodésicas em variedades afins da qual obteremos um resul-
tado geral que caracteriza a pseudoconvexidade e o desaprisionamento de geodésicas
através da aplicacao exponencial — este resultado sera particularizado/simplificado no
proximo capitulo para o contexto lorentziano, tendo importantes desdobramentos Ia.

3.1 PROPRIEDADES ABSTRATAS DE FUNCOES: LEVANTAMENTO E CONTINUA-
CAO DE CAMINHOS

Varios problemas matematicos estéo relacionados a saber se uma dada apli-
cacao F : X — Y é sobrejetora. Isto é, se a equacao (provavelmente nao-linear)

F(x) = yo, (7)

tem uma solugdo x € X para cada yy € Y dado. Isto nos remete ao trabalho de
Hadamard em [32, 1906] e varios outros trabalhos que desenvolveram ferramentas
topoldgicas para abordar aspectos desse problema geral. Estaremos interessados aqui,
em especial, na analise das propriedades de levantamento e continuagcdo de caminhos
de uma aplicacao entre espacos topoldgicos desenvolvidas nos trabalhos pioneiros
de Browder e Rheindboldt em [14] e [44], respectivamente. A estrutura resultante é
bastante flexivel, tendo sido adaptada a uma vasta gama de problemas diferentes (veja,
e.g., [30, 31] e suas referéncias para uma revisao recente com varias aplicacoes).

Temos dois objetivos nesta sec¢do. Primeiro, estabelecer a maior parte da ter-
minologia e notacdo que usaremos no restante deste capitulo. Em segundo lugar,
fornecer uma descricao abstrata das propriedades de levantamento e continuacéo de
caminhos de aplicacdes entre espacos topoldgicos Hausdorff, como apresentado a la
Browder e Rheindboldt.

Com respeito ao segundo objetivo, descreveremos generalizacdes de certos fa-
tos bem conhecidos na teoria de espacos de recobrimento. Sua importancia para nés
reside em fornecer condigcdes suficientes simples, mas elegantes, para que uma aplica-

' Como seus detalhes podem ser desconhecidos para alguns gedmetras, decidimos incluir um breve
relato dos pontos-chave para este capitulo.
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cao seja sobrejetiva e, em algumas situacoes, de fato uma aplicacdo de recobrimento.
Essas nogdes serdo posteriormente aplicadas a aplicagdo exponencial.

Nesta secdo vamos denotar por X e Y espacos topologicos Hausdorff e F :
X — Y como sendo uma aplicacao continua entre estes espacos topologicos. De
acordo com [44] denotaremos por P(X) (resp. P(Y)) o conjunto formado por todos os
caminhos (continuos) a : [0,1] — X (resp. 8 : [0,1] — Y).

Definicao 3.1. Seja P um subconjunto de P(Y). Dizemos que F : X — Y tem a
propriedade de levantamento de caminhos para P, se para quaisquer a € P e
Xp € F~1(a(0)) existe um caminho @ € P(X) tal que

a(O)=XoeFOa=O(.

Neste caso chamamos o caminho o de levantamento de a através de F que parte
de Xp-

Observacao 3.2.
1. Se F : X — Y tem a propriedade de levantamento de caminhos para P C P(Y),
evidentemente F também tem esta propriedade para todo subconjunto P’ de P.

2. Note que, se F : X — Y é uma aplicacdo de recobrimento, entdo F tem a
propriedade de levantamento de caminhos para todo subconjunto de P(Y) (veja
o lema 2.38).

A distingcdo da abordagem de Rheinboldt em [44] é que a propriedade de le-
vantamento de caminhos pode ser enfraquecida para subconjuntos proprios de P(Y),
e também que ela fornece uma caracterizagdo muito importante de levantamento de
caminhos em termos da seguinte defini¢cao.

Definicao 3.3. Seja P um subconjunto de P(Y). Dizemos que F : X — Y tem a
propriedade de continuacao para P, se para quaisquer a € P e caminho a : [0,b) C
[0,1] — X tais que

Foa= G|[o’b),

existe uma sequéncia (f)xcn €m [0,b) convergindo para b para o qual a sequéncia
(a(tx)) ke converge em X (veja a figura 11).

Note que, uma aplicagdo de recobrimento possui também a propriedade de
continuacao para todo subconjunto de P(Y) devido, novamente, ao lema 2.38 e a
continuidade do levantamento.

A proposicao a seguir nos diz que as propriedades de levantamento e continua-
¢ao de caminhos sao equivalentes para homeomorfismos locais:
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Figura 11 — Aplicacédo F : X — Y tem a propriedade de continuagéo para P.

imFoa = imal[o,b)

a o
I Ik
=t f ] R
0t t3 ‘ b 1 0 1
fk—1

Fonte: Elaborada pelo autor.

Proposicao 3.4 ([44], Teo. 2.4, Pag. 185). Seja P ¢ P(Y). Um homeomorfismo local
F : X — Y tem a propriedade de levantamento de caminhos para P se, e somente se,
F tem a propriedade de continuacdo para P.

De acordo com [30] temos a seguinte definigéo:

Definicao 3.5. Diremos que Y é P-conexo para P C P(Y) se para quaisquer dois
pontos de Y existe um caminho em P que os conecta?.

Dessa forma, através da P-conexidade e a propriedade de levantamento de
caminhos temos um resultado interessante sobre a existéncia de uma solugéo para a
equacéo (7) (i.e. sobre a sobrejetividade da aplicacéo F):

Proposicao 3.6. Se Y é P-conexae F : X — Y tem a propriedade de levantamento
de caminhos para P, entédo F ¢é sobrejetiva.

Assim das proposi¢cdes 3.4 e 3.6 decorre que:

Corolario 3.7. Se Y é P-conexa e o homemorfismo local F : X — Y tem a propriedade
de continuacao para P, entao F é sobrejetora.

2 Na verdade, os autores de [30] exigem que para qualquer caminho a : [0,1] — Y em P, o caminho
inverso o' : t € [0,1] — a(1 —t) € Y esteja contido também em P. Esta é uma condig&o técnica que
ndo usaremos aqui e, consequentemente, iremos omiti-la.
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Consideremos agora algumas aplicacoes dessas ideias topologicas gerais ao
contexto de variedades diferenciaveis. Sejam M e N duas variedades diferenciaveis e
F : M — N uma aplicacao suave. Denotaremos por

P (M) :={a e P(M) : o é suave por partes}. (8)
Temos o seguinte resultado:

Proposicao 3.8. Sejam M e N duas variedades diferenciaveis com N conexa e F
M — N um difeomorfismo local com a propriedade de continuagéo para P°°(N). Entao,
F é uma aplicacdo de recobrimento suave.

Demonstracdo. Seja h uma métrica riemanniana para N. Considere M munida com a
métrica do pullback h := F*h de h por F. Como F é um difemorfismo local, temos que
(M,h) é uma variedade riemanniana e F : (M,h) — (N,h) é uma isometria local. Seja
o :[0,1] — N uma h-geodésica. Dessa forma, o € um elemento de P°°(N). Digamos
que F(p) = o(0), onde p € M. Como F : M — N é uma isometria local (bastaria
ser um homeomorfismo local) entédo, pela proposicao 3.4, F tem a propriedade de
levantamento de caminhos para P°°(N). Consequentemente, existe um levantamento
0 :[0,1] — N de o através de F que comeca em p (6 € uma h-geodésica em M, pois F
€ uma isometria local). Assim, pelo teorema 2.48, F € uma aplicagdo de recobrimento
suave. O

Lembre-se que uma aplicacdo F : X — Y entre dois espacos topoldgicos X
e Y é propria, se a imagem inversa de qualquer subconjunto compacto em Y é um
subconjunto compacto em X. O resultado a seguir decorre imediatamente do teorema
7 em [14] (c.f. também [36, Prop. 4.46, Pag. 94]) — lembrando que uma aplicacao
propria suave entre variedades diferenciaveis é uma aplicacao fechada (veja o corolario
em [45]), i.e., leva subconjuntos fechados do dominio em subconjuntos fechados do
contradominio.

Proposicao 3.9. Sejam M e N variedades diferenciaveis de mesma dimenséo e F :
M — N um difeomorfismo local. Se N é conexa e F é uma aplicacdo propria, entao F
€ uma aplicacdo de recobrimento suave de multiplicidade finita.

3.2 PSEUDOCONVEXIDADE E DESAPRISIONAMENTO DE GEODESICAS

Nesta secdo vamos nos restringir as variedades afins (veja a se¢éo 2.1) e neste
contexto vamos considerar o dominio () # / C R de uma geodésicay : | — M como
sendo um intervalo aberto, fechado ou semifechado, a menos que seja especificado
o contrario. Em particular, quando tivermos / = [a,b] (compacto) diremos que y é um
segmento de geodésica com extremidades em y(a) e y(b).
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Por uma questao de conveniéncia vamos primeiro estabelecer uma estrutura
ligeiramente abstrata para descrever uma colecéo fixa adequada C, nao-vazia, de
geodésicas em uma variedade afim (M,V) em termos da aplicacdo exponencial. Esta
descricao geral pode ser particularizada para os casos de interesse posteriormente —
por exemplo, em variedades de Lorentz.

Denotamos por exp : D C TM — M a aplicacao exponencial de (M,V), onde D
€ 0 seu dominio maximal, e Z C TM a imagem da sec¢édo nula do fibrado tangente TM.
Diremos que uma colegéo C de geodésicas nao-constantes é:

i. pseudoconvexa se para qualquer subconjunto compacto K de M existe um
subconjunto compacto K* ¢ M tal que qualquer segmento de geodésica em
C com extremidades em K estéa inteiramente contido em K*; e

ii. desaprisionada se para qualquer extensdo maximaly : (a,b) — M de uma
geodésicaem C (—oo < a< b < +o0) e ty € (a,b) os fechos de ambos os
subconjuntos y(a,ty] e ylfy,b) ndo sdo compactos. Caso contrario, diremos
que C € aprisionada.

Se C é a colecao de todas as geodésicas (ndo-constantes) de uma variedade afim
(M, V) e C é pseudoconvexa e/ou desaprisionada, entao diremos que (M, V) é uma va-
riedade afim pseudoconvexa e/ou desaprisionada. Além disso, para uma variedade
semi-riemanniana (M, g) temos dois casos bem conhecidos de pseudoconvexidade
e desaprisionamento que sdo abordados na literatura. Seja C a colecao formada por
todas as geodésicas tipo-luz (resp. causal) de (M, g). Se C € pseudoconvexa e/ou desa-
prisionada, entdo dizemos que (M, g) é pseudoconvexa tipo-luz (resp. causalmente
pseudoconvexa) e/ou desaprisionada tipo-luz (causalmente desaprisionada)?.

Fixaremos pelo resto desta secdo (M, V) como sendo uma variedade afim e
h uma métrica riemanniana completa para M. Denotaremos por d, e | - |p, respec-
tivamente, a distancia riemanniana e a norma com respeito a métrica h. Seja S um
subconjunto qualquer de M. Denotaremos por SLS o conjunto formado por todos os
vetores h-unitarios de m~1(S) ¢ TM, onde 1 : TM — M é a projecao natural do fibrado
tangente. Note que, se S é compacto entao SLS também é.

Considere um subconjunto nao-vazio C de D tal que satisfaz as seguintes pro-
priedades:
P1) Para qualquer v € C existe v/ € C\ Z com m(V) = m(v).

P2) Para qualquer v e C\Z, (R-v)ND c C. Em particular, se v € C, entao
0-veC.

3 Evidentemente, podemos considerar separadamente a classe das geodésicas tipo-tempo, mas esta
ndo se comporta bem mediante limites de geodésicas, e portanto tem menor importancia neste
contexto.
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Figura 12 — Esboco de um subconjunto C de D.

™ ToM

P2]

Fonte: Elaborada pelo autor.

Agora, defina o seguinte subconjunto de TM
Cy:={v/lv € SIM : v e C\ 2},
Para cada w € C4, considere o intervalo
Jw={teR :t-weD}
(veja a figura 13). Por fim, defina a seguinte classe de geodésicas

C={y:tel—exp(t-w)eM:IC Jyéumintervalo ndo-degenerado e w € Cy}.

(9)

Observacao 3.10.
1. Note que 0 € Jy, para w € Cy.

2. Para cada w € Cy temos que Jyy € um intervalo aberto e t € Jy — exp(t-w) e M
€ uma geodésica inextensivel.

3. C é nao-vazio. De fato, como C # () temos que a propriedade (P1) implica que
existe v/ € C\ Z. Assim, w := V//|V/|, € Cy. Logo, existe um intervalo ndo-
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degenerado | C Jy talquey : t € | — exp(t- w) € M esta em C e consequen-
temente segue o resultado. Além disso, observe que C nao possui geodésicas
constantes.

4. Qualquer extensao de um geodésica em C esta em C. Logo, para qualquer geo-
désica em C a sua extensao maximal, digamos y : (a,b) — M, esta em C e, além
disso, para qualquer {y € (a,b) temos que y|(5 4 € Yljz,,b) Pertencemac.

Figura 13 — Esbo¢o de um subconjunto Cq e de um intervalo Jy .

™ R.v e Jy < Jw-w

D o W =V/|V|p

Jw SiM

w
/ velC\Z
N

C

Cy

Fonte: Elaborada pelo autor.

Consideraremos agora alguns exemplos concretos referentes a discussao acima.
Nem todos eles serdo utilizados nesta tese, mas mesmo assim servirdo para ilustrar o
escopo bastante amplo das definicbes acima.

Exemplo 3.11. Seja (M,V) uma variedade afim e C = D. Afirmamos que C é o con-
junto formado por todas as geodésicas nao-constantes de (M,V) (a menos de repa-
rametrizac6es afins). Observe que Cy = S%M. Considere a : | — M uma geodésica
ndo-constante e um instante ) € /. Seja v := o/(fy). Como o ndo é constante, v # 0,
entdo podemos definir o seguinte vetor

W= ﬁ € S},M.

Para t € | temos que,
(t—1p) - v e Danda(t) = exp((t—ty) - v) = exp((t=tp)|V]p - w) = (t—1p)|VIh € Jw.
Dessa forma, se definirmos
lw ={(t="1)|vlp : tel}

temos que Iy C Jw. Assimy : s € Iy — exp(s- w) € M esta em C e € uma reparametri-
zacgao afim de a.
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Exemplo 3.12. Considere novamente uma variedade afim (M,V) porém tomando C =
Dp, onde p € M. Note que, CN Z = {0p := OTPM}. Seja a : | — M uma geodésica
n&o-constante tal que a(fy) = p para algum ty € /. Procedendo de forma similar ao
exemplo anterior, podemos mostrar que, a menos de reparametriza¢des afins, esta
geodésica pertence a C. Portanto, C é o conjunto formado por todas as geodésicas que
podem estender-se para passar por p, a menos de reparametrizagdes afins.

Exemplo 3.13. Sejam (M,g) uma variedade semi-riemanniana e S ¢ M uma subva-
riedade (mergulhada) semi-riemanniana de codimenséo > 0. Denote por NS ¢ TM o
fiorado normal de S em M. Considere

C=NSND

e exp, =exp|c : C = M (a aplicagdo exponencial normal a S em M). Pode-se
checar que neste caso C é a colecao de todas as geodésicas de (M,g) que podem ser
estendidas como geodésicas normais a S a menos de reparametrizacoes afins.

Exemplo 3.14. Seja (M,g) uma variedade lorentziana. Denotaremos por Cp o fecho
de 7p em TpM. Dessa forma, Op € Cp e Cp \ {Op} coincide com o conjunto de vetores
causais em TpM. Agora, considere:
i. C=(7pU{0p}) ND. Portanto, C € a colegéo de todas as geodésicas tipo-tempo
através de p (a menos de reparametrizacoes afins e/ou extensdes).

ii. C=(ApU{0p}) "D, onde Ap € o conjunto formado por todos os vetores tipo-luz
de TpM. Assim, C € a colegao de todas as geodésicas tipo-luz através de p (a
menos de reparametrizagdes afins e/ou extensoes).

lii. C=CpND.Logo,C é acolegédo de todas as geodésicas causais através de p (a
menos de reparametrizagdes afins e/ou extensdes).

Agora estamos prontos para enunciar nosso primeiro resultado principal. Este
fornece uma caracterizagdo analitica unificada da pseudoconvexidade e desaprisiona-
mento para uma classe ampla de geodésicas (veja o corolario 4.1).

Teorema 3.15. Se exp | € uma aplicagdo propria, entdo a colegdo C definida em (9)
é pseudoconvexa e desaprisionada. Se C N Z é compacto e C é fechada em D, entao
vale a reciproca dessa afirmacao.

Demonstragdo. Vamos provar a primeira afirmagao do teorema. Portanto, vamos assu-
mir que exp |¢ : C — M é uma aplicagdo propria. Suponha que C nédo € desaprisionada,
i.e., & aprisionada. Sejay : (a,b) - M (com —co < a < b < +00) uma geodésica inex-
tensivel em C e ty € (a,b) para o qual y[fy,b) é compacto (o caso em que Ylat] €
compacto é analogo). Considere y(f) = exp(t - w) para t € [ty,b), onde w € Cy. Temos
que

t-weK:=(explg)” (ip.b), Vi € [ig.b),
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com K compacto em C, e consequentemente, compacto em TM. Seja p := m(w), entdo
w € TpM. Dessa forma, t - w € TpM N K, para todo t € [ty,b), e como TpM N K é
compacto em TpM, decorre que ele € hp-limitado. Assim, b < +oco. Com isso, b- w ¢
K c CcD, consequentemente b € Jy, i.e., y é extensivel a direita, contradizendo a
nossa suposicao de que y é inextensivel. Logo, C € desaprisionada.

Suponha que C nao é pseudoconvexa (neste caso M nao é compacta). Fixe um
ponto g € M, e para cada n € N* considere

Bn:={pe M : dyp,q) < n}.

Temos que Bp é compacto, devido o teorema de Hopf-Rinow para (M,h), ja que estes
subconjuntos sédo fechados, dj-limitados e h € uma métrica riemanniana completa.
Como a pseudoconvexidade falha entao existe um subconjunto compacto K ¢ M e
uma sequéncia (yn : [@n,bn] — M)pen+ de elementos de C tal que

Yn(an),)/n(bn) cKe dtp € [an,bn] com Yn(tn) € En, vn € N*,

Figura 14 — Subconjunto compacto K de M para o qual a pseudoconvexidade de C
falha.

Yn(tn)

[

Fonte: Elaborada pelo autor.

Escreva
yn(t) = exp(t - wp), wp € Cq,t € [an,bn],Vn € N*.

Assim,
an- Wn,bn-wp € K = (explc) (K), V¥ne N,
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e novamente K é compacto em C e, consequentemente, em TM. Para cada n € N*
temos

Pn = m(Wn) = (8n - Wp) = 1(bp - Wp) € m(K).

O ultimo subconjunto é compacto em M, consequentemente também é S},n(f() > whp.
Com isso podemos escolher uma subsequéncia (yn;)jcn, W € S})M e a,b € R tal que
wp, — wem TM, ap, — ae by, — bem R. Em particular, w # 0 e a < b. Como K é
fechadoem Ctemosque a-w,b-w € K c CcD,eofato que an, < tn; < bp, implica
que tn, — fp € [a,b] (a menos de passagem para uma subsequéncia). Agora, como
a-w,b-w € Dy temos que [a,b] - w C Dy, pois o Ultimo conjunto € estrelado. Isto
resulta que fy - w € D, e dessa forma

Yni(tn;) = exp(tn; - wn;) — exp(ty - w).

Em particular, (yn,(fn;)) deve ser dy-limitado, o que é impossivel pela natureza de sua
construcao. Logo, C é pseudoconvexa.

Agora, mostraremos a segunda afirmacédo. Temos que C € pseudoconvexa e
desaprisionada, com C N Z compacto e C fechado em D. Seja K ¢ M um subcon-
junto compacto. Escolha uma sequéncia (vn) C (exp |C)‘1 (K). Devemos mostrar que
existe uma subsequéncia de (vp) que converge para um elemento de (exp |C)‘1(K).
Sem perda de generalidade, suponha que que v # 0 para todo n (do contrario, tome
a subsequéncia tendo todos os seus termos nulos e, em seguida, escolha uma sub-
sequéncia convergente, para um elemento de (exp |C)‘1 (K), desta subsequéncia nula
— a existéncia desta subsequéncia convergente segue da hipétese de compacidade de
C N Z e do fato de que (exp |C)‘1 (K) é fechado em C). Defina

Vn

Wp = e an:=|vnlp>0, VneN*

[Vnlh
Por construgado wp € Cy e [0,an] C Jw,. Seja pp := m(wp) = m(vn). Como 0p, € CN Z,
que é compacto em D (e, consequentemente, em TM), temos que

pnem(CNZ), VneN¥,

e o ultimo subconjunto é compacto em M. Assim, wp € S%n(C N Z). Dessa forma, a
menos de passagem para uma subsequéncia, existe w € S},M tal que wn — w. Agora
considere para cada n € N*, a geodésica

Yn : t €[0,an] — exp(t- wpn) € M,

que esta em C por construcdo. Considere o subconjunto compacto K = m(CNZ)UK C
M. Como yn(0) = pn,yn(an) = exp(vn) € K para cada n € N*, pela pseudoconvexidade
existe um subconjunto compacto £* C M tal que yn[0,an] C K*,vVn € N*. Sejay :
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[0,b) — M a geodésica inextensivel a direita tal que y’(0) = w. Entéo, t- w € D para
qualquer t € [0,b) e
y(t) = exp(t-w), Vte][0,b).

Afirmamos que a sequéncia de numeros reais (ap) é limitada. Suponha que ndo. Pas-
sando para uma subsequéncia se necessario, temos que an — +oo. Fixe 0 < t < b.
Eventualmente ap > t. Assim, por um lado,

t-wn=(ai>-vnec, Vn € N*,

n

pois 0 < t/apn < 1. Por outro lado,
= =D
t-wh—>t-welCnD=C =C
pois C € fechado em D. Concluimos que t-w € C e como t > 0 entdo w € Cy.
Temos que yn(t) — y(t), assim y(t) € K£*. Dessa forma, y € C e y[0,b) C K£* 0 que
contradiz o fato de que C é desaprisionado. Portanto, segue a afirmacao de limitagéo
para sequéncia (an).

A menos de passagem para uma subsequéncia, podemos assumir que an — a.
Sejav = a-w. Entdo, vh — v € C. Dessa forma, resta mostrar que v € D. Do
contrario, temos que b < a. Para qualquer 0 < t < b < a, eventualmente a > t e um
argumento andlogo ao anterior mostra que y € C e y[0,b) C K*, o que é novamente
uma contradicdo. Dessa forma, a < b e, consequentemente, v € DN C=C- = Ce
exp(v) € K. Portanto, v € (exp|c)~ (K). O

3.3 CONEXIDADE GEODESICA EM VARIEDADES AFINS

Nesta secao utilizaremos alguns resultados da sec¢ao 3.1 para tratar da ques-
tdo da conexidade geodésica em uma variedade afim (M, V). Iniciamos definido os
seguintes conjuntos:

Sp :={v € Dp : (dexp)y é singular}

Conj(p) := expp(Sp),

onde p é um ponto de M. Note que o ultimo conjunto na verdade é o conjunto formado
por todos os pontos conjugados a p ao longo de segmentos de geodésicas que partem
de p.

Definicao 3.16. Dizemos que a variedade afim conexa (M,V) é uma variedade fraca-
mente Wiedersehen em p ou WW-variedade em p, com p € M, se
i. Conj(p) € um subconjunto fechado de M; e
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ii. M\Conj(p) é conexo.
Se as condigoes (i) e (ii) se mantém para todos os pontos de (M, V), entdo dizemos
que (M,V) é WW-variedade.

A definicao a seguir é uma restricao da definicdo 2.2 em [18] a aplicagao expo-
nencial:

Definicao 3.17. Sejam (M,V) uma variedade afim e p € M. Dizemos que exp, €
fracamente prépria se para qualquer curva continua® @ : [0,a) — TpM (0 < a < +00)
tal que a[0,a) C Dp e exppoa : [0,a) — M € extensivel a direita, existe um subconjunto
compacto K C Dp que contém a[0,a).

Usando estes conceitos, Costa e Silva e Flores obtiveram o teorema 1.4 so-
bre conexidade geodésica em uma variedade afim em [18]. Agora, nosso objetivo é
melhorar o teorema 1.4. Para isso vamos primeiramente relacionar os conceitos de fra-
camente prdpria e de continuacdo com respeito a aplicagdo exponencial, conectando
assim esta secao com a teoria de Heinboldt-Browder.

Proposicao 3.18. Sejam (M,V) uma variedade afim e p € M. Se a aplicacao expo-
nencial expp : Dp — M é fracamente propria, entao expp possui a propriedade de
continuagéo para P>°(M).

Demonstraggo. Sejam a € P>°(M) e a : [0,b) C [0,1] — Dp uma curva continua tal
que expp o = aljg ). Como exp,, € fracamente prépria, entdo a[0,b) C K, para algum
subconjunto compacto K de Dp.

Seja (tx)ken+ UMa sequéncia em [0,b) tal que t, — b. Como a(ty) € K, Yk € N*,
entdo, a menos de passagem para uma subsequéncia, temos que (a(tx))ken+ CONverge
em Dp. Logo, a aplicagcao exponencial exp, tem a propriedade de continuagao para
P(M). O

O resultado a seguir estabelece a conectividade geodésica de um ponto p atra-
vés da sobrejetividade de uma aplicacao de recobrimento suave. Além disso, também
nos da informacéo sobre o numero de segmentos de geodésicas que conectam p a
um outro dado ponto q.

Teorema 3.19. Sejam (M, V) uma variedade afim conexa e p um ponto de M. Suponha
que
I. expp, tem a propriedade de continuaggo para P>°(M) (o que ocorre, por exemplo,
se expp é fracamente propria — veja a proposicao 3.18); e

4 Em [18] é exigido que @ seja uma curva suave por partes (e regular) em D,. Contudo isso acaba

sendo uma tecnicalidade desnecesséaria em nosso contexto, uma vez que nas situagdes que envol-
vem este conceito aqui temos também que a aplicagéo exponencial exp, € um difeomorfismo local e
assim, um levantamento de uma curva suave por partes acaba também sendo suave por partes.
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ii. (M,V) é uma WW-variedade em p.
Entao, a aplicagao ¢p = expp | N, Np — M\ Conj(p) é uma aplicagdo de recobrimento
suave, onde
Np = expp' (M\ Conj(p)).

Em particular, para qualquer g € M\ Conj(p) existe pelo menos um segmento de
geodésica que conectap a q.

Demonstragéo. Pelo item (ii) temos que os subconjuntos Ap and M\ Conj(p) s&o
abertos em Dp e M, respectivamente. Além disso, estes subconjuntos s&o ndo-vazios
pelo teorema de Sard (veja [36, Teo. 6.10, Pag. 129]). Dessa forma,

v € Np = expp(v) ¢ Conj(p) = v & Sp,

e, consequentemente, pp € um difeomorfismo local pelo teorema da fungao inversa.

Sejam o : [0,1] — M\ Conj(p) um caminho em P>°(M\ Conj(p)) e, consequente-
mente, um caminho também em P°°(M). Agora, considere a : [0,/) C [0,1] — Np uma
curva continua em Np C Dp tal que

¥p © a= epr oQl = Gl[O,/).

Como a aplicagéo exponencial exp, tem a propriedade de continuagéo para
P>°(M), entdo existe uma sequéncia (tx) C [0,/) com t, — [ para o qual a(ty) converge
em Dp para algum v € Dp. Pela continuidade, temos que expp(f/) = a(l) € a[0,1] C
M\ Conij(p). Assim, v € Np. Logo, a aplicagdo ¢p tem a propriedade de continuagao
para P°°(M\Conj(p)). Portanto, pela proposi¢édo 3.8, a aplica¢éo ¢p : Np — M\Conj(p)
€ uma aplicacao de recobrimento suave. ]

Observacao 3.20. Seguem alguns comentarios da proposicao 3.18 e do teorema 3.19:

1. Existem algumas situacbes concretas onde o conceito de fracamente propria

se aplica. Por exemplo, seja (M,g) ou uma variedade riemanniana completa ou

uma variedade de Lorentz completa que admite um campo vetorial tipo-tempo

paralelo V. Entao, para qualquer p € M, a aplicagao exponencial exp,, : TpM —

M é fracamente propria, mas ndo necessariamente prépria (e.g., quando M é
compacta) — para mais detalhes veja [18, Proposigdes 2.6, 2.7].

2. Podemos ter que p € Conj(p), i.e., 0 ponto p é conjugado a ele mesmo ao longo
de um lago geodésico. Dessa forma, 0p ¢ Np. Esta situagédo ocorre, por exemplo,
para qualquer ponto da esfera unitaria S™ munida com a métrica induzida do
espaco euclidiano m + 1-dimensional, m > 2. Observe que todas as hipbteses
do teorema 3.19 s&o satisfeitas, pois S™ é uma variedade riemanniana completa
(veja item (1)) e para qualquer p € S™ temos que Conj(p) = {p, — p}. A aplicacéo
de recobrimento suave yp € trivial para m > 2: N tem uma quantidade infinita
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de componentes conexas em que cada uma delas é difeomérfica a S™\ {p, — p};
isto & esperado para m > 2 pois S™\ {p, — p} é simplesmente conexa, porém isto
também se mantém para m = 2, apesar de 14 (S?2\{p,—p}) = Z. O teorema 3.19
nos diz que para g € S\ {p, — p} existe uma quantidade infinita de segmentos
de geodésicas que conectam p a g, porém vale ressaltar que, neste caso, todos
estes segmentos sao partes de um geodésica fechada (completa) que passa por
p e q (veja a figura 15). Vale mencionar que, neste caso, como p € Conj(p), ndo
podemos aplicar o teorema 3.19 para q = p.

Figura 15 — A aplicagédo de recobrimento ¢p : Np — S™\{p, — p} para m = 2.
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° N,D = UIEN*AI'
o exppla : A = S2\{p, - p} é um difeomorfismo.
o eXpp(Uj) =q,Vie N

Fonte: Elaborada pelo autor.

3. A discussao do item anterior pode ser contrastada com o cilindro riemanniano
plano bidimensional C (geodesicamente completo). Neste caso Conj(p) = (), para
todo p € C, e assim Np = T,C ~ R?. Entdo yp : R? — C é o recobrimento
universal de C com multiplicidade infinita. Para quaisquer p,g € C, o teorema
3.19 nos garante que existe uma quantidade infinita de segmentos de geodésicas
que conectam p a @, neste caso, até se p = g — neste Ultimo caso, novamente
aqui estes segmentos sdo partes de uma mesma geodésica fechada através de
p (veja a figura 16).

O resultado a seguir € uma versao generalizada do teorema de Hadamard-
Cartan riemanniano (veja o teorema 2.66) para variedades afins (c.f. [6, Teo. 9, Pag.
140)):

Corolario 3.21 (Teorema de Hadamard-Cartan Generalizado). Sejam (M™,V) uma
variedade afim conexa e p € M. Se Conj(p) = () e a aplicagdo exponencial exp, tem a
propriedade de continuagcdo para P°°(M), entdo:
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Figura 16 — A aplicagao de recobrimento ¢p : R2 - C.

¥p = E€XPp

A /
—IT 0 T 2;T 3

Fonte: Elaborada pelo autor.

i. Ou1ry(M) é trivial ou infinito (enumeravel).

ii. Se M é simplesmente conexa, entdo M é difeomorfa a R™. Neste caso existe um
unico segmento de geodésica (a menos de reparametrizacées afins) que conecta
um ponto qualquer q € M a p.

iii. Se M nao é simplesmente conexa, entdo para q € M existe uma quantidade
infinita® (enumerdvel) de segmentos de geodésicas de p a q. Em particular,
existem uma quantidade infinita de lacos geodésicos em p.

Demonstracdo. Aqui faremos uso da notacdo do teorema 3.19. Como Conj(p) =
entdo Np = Dp. Como Dp € aberto e estrelado em TpM, entdo Dp é difeomorfo a
R™. Observe que as hipoteses do teorema 3.19 se verificam aqui. Dessa forma, a
aplicagao exponencial exp, : Dp — M é uma aplicacdo de recobrimento universal
suave. Portanto (i) se mantém pelo lema 8 em [6].

Se M é simplesmente conexa, entao a aplicacao de recobrimento expp € trivial.
Como M é conexa, entéo as variedades Dp ~ R™ e M s&o difeomorfas.

Agora, se M nado é simplesmente conexa, entdo m{(M) tem um quantidade
infinita de elementos (por (i)). Consequentemente, a multiplicidade do recobrimento
expp : Dp — M é infinita. Portanto, segue o item (iii). ]

5 Como mencionado na observacgédo 3.20(2-3), estes segmentos podem ser partes de uma mesma
geodésica fechada.
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4 CONEXIDADE GEODESICA EM VARIEDADES DE LORENTZ

Neste capitulo, comecaremos caracterizando a pseudoconvexidade causal e o
desaprisionamento causal através da aplicacdo exponencial — fato que sera necessa-
rio no decorrer do capitulo. Em seguida, adaptaremos a propriedade de continuagao,
vista no capitulo anterior, para o contexto das variedades lorentzianas, i.e., definire-
mos quando a aplicagdo exponencial tem a propriedade de continuagéo causal. Além
disso, forneceremos condicdes suficientes para que a aplicagado exponencial de uma
variedade de Lorentz tenha esta propriedade. Em seguida, daremos condicdes sufi-
cientes (envolvendo a propriedade de continuagao causal) para a conectividade geo-
désica, por meio de geodésicas causais, entre pontos causalmente relacionados de
uma variedade lorentziana — incluindo a existéncia de lagos geodésicos tipo-tempo.
Encerraremos o capitulo apresentando uma nova versdo lorentziana do teorema de
Hadamard-Cartan em que utilizamos hipéteses estritamente mais fracas do que hiper-
bolicidade global e 1-conectividade futura — estas ultimas usadas como hipéteses no
teorema de Hadarmard-Cartan lorentziano tradicional [9, Prop. 11.16].

4.1 PROPRIEDADE DE CONTINUACAO CAUSAL PARA A APLICAGAO EXPONEN-
CIAL

Nesta sec¢éo, particularizaremos as ideias vistas no capitulo anterior para uma
variedade de Lorentz (M™, g), onde m > 2, pensada como variedade afim munida da
conexao de Levi-Civita de g.

Comecamos esta secao apresentando uma aplicagao do teorema 3.15 visto no
capitulo anterior. Para isto, considere o conjunto

Cp=CpﬂD,

onde Cp = Tp. Dessa forma, a colegdo C definida em (9) é formada por todas as
geodésicas causais em (M,g) através de p (a menos de reparametrizagdes afins e/ou
extensdes) — veja o exemplo 3.14(iii). Como Cp € fechadoem D e Cp N Z = {0p} &
compacto, entdo a pseudoconvexidade causal e o desaprisionamento causal de ¢t
fica caracterizada através da aplicacao exponencial pelo teorema 3.15. De forma mais
precisa:

Corolario 4.1. Seja (M,g) uma variedade de Lorentz e p € M. O conjunto de todas as
geodésicas causais de (M,g) que passam por p (ou que podem ser estendidas para
passar por p) € causalmente pseudoconvexo e desaprisionado se, e so se, expp |Cp
€ uma aplicagdo propria. Em particular, se (M,g) é causalmente pseudoconvexa e

desaprisionada, entao expq |Cq € propria para todo g € M.
1

A fim de evitar repeti¢des, daqui em diante quando mencionarmos a frase “causalmente pseudocon-
vexa e desaprisionada” significa “causalmente pseudoconvexa" e “causalmente desaprisionada”.
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Observacao 4.2. Com vistas as aplicacdes fisicas, muitas vezes é conveniente que
as propriedades geométricas dos espacos-tempos sejam derivadas da sua posicao
na chamada escada causal — veja [39]. O degrau mais alto dessa escada € ocupado
pelos espacos-tempo globalmente hiperbélicos. E bem conhecido que se um espago-
tempo (M,g) é globalmente hiperbdlico, entdo ele é causalmente pseudoconvexo e
desaprisionado (veja, e.g., [9, Prop. 7.36]). A reciproca, porém é falsa. Isto é ilustrado
pela faixa R := {(t,x) € R? : 0 < x < 1} (com a restricdo da métrica) no espago-
tempo de Minkowski (R?, — dt? + dx?). De fato, note que J(p,g) ndo é compacto, onde
p=(1/2,-1/2) e g = (1/2,1/2), e, consequentemente, este espacgo-tempo néo €&
globalmente hiperbdlico.

Figura 17 — O subconjunto J(p,q) nao € compacto em R.
t RZ
R

Fonte: Elaborada pelo autor.

Denotaremos por
I(p) ={g € M : 4 segmento de curva tipo-tempo suave por partes que conecta p e g}
e
J(p) = {g € M : 3 segmento de curva causal suave por partes que conecta p e q}U{p}.

Note que o subconjunto /(p) € aberto em M (veja o lema 2.72).

O teorema 3.19, apesar de nos garantir a existéncia de segmentos geodésicos
juntamente com a sua multiplicidade, aqui no contexto de variedades lorentzianas tem
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uma desvantagem, pois exige a propriedade de continuagao para todas as curvas
suaves por partes na variedade. Entretanto, no caso lorentziano, seria interessante
que apenas condicdes sobre a subclasse das curvas causais fossem suficientes para
tais conclusées. Portanto, tendo isto em mente, a préxima definigdo far4 uma pequena
adaptacao da nocao de continuacao apresentada na definicao 3.3.

Definicao 4.3. Sejam (M, g) uma variedade de Lorentz e p € M. Dizemos que a
aplicacao exponencial exp, tem a propriedade de continuacdo causal (CCP)? se
para qualquer curva causal (suave por partes) o : [0,1] — M com o(0) = p e para
qualquer curva continua ¢ : [0,a) C [0,1] — Cp (=Cp N D) tal que 5(0) =0p €

epr o0 = O|[0,a)

existe uma sequéncia (fx)xeny C [0,a2) com fy — a para a qual o(t,) converge para
algum x € Dp (e, consequentemente, x € Cp) — veja a figura 18.

Figura 18 — A aplicagao exponencial exp,, : Dp — M tem a CCFP.
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Fonte: Elaborada pelo autor.
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O lema a seguir mostra que as propriedades de pseudoconvexidade e desaprisi-
onamento causal de uma variedade de Lorentz passam para o espaco de recobrimento
através de uma aplicagédo de recobrimento lorentziana. Além disso, também indica que,

2 Nesta tese optamos por usar a sigla CCP formada pelas iniciais da expresséo em inglés causal con-
tinuation property utilizada em nosso preprint intitulado de “Path-Lifting Properties of the Exponential
Map with Applications to Geodesics" disponivel em <https://arxiv.org/abs/2107.14328v1>.


https://arxiv.org/abs/2107.14328v1
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considerando as aplicacdes exponenciais de uma variedade de Lorentz e de um reco-
brimento lorentziano seu, ou bem ambas possuem a CCP, ou ambas nao a possuem.

Lema 4.4. Sejap : (M,9) — (M,g) uma aplicacdo de recobrimento lorentziana.
i. Se (M,g) é causalmente pseudoconvexa e desaprisionada, entdo (M,g) também
é.

ii. Paracadape M, expg tem a CCP se, e s6 se, expg também a possui.

(p)
Demonstracdo. A fim de reduzir a notacdo desta prova, indicaremos com ~ os ele-
mentos referentes a (I\?I,Q) e sem " os elementos referentes a (M,g). Sejam p & M
e p = @(p) € M. Usando as propriedades de levantamento e de isometria local da

aplicacdo de recobrimento lorentziana ¢, temos
dp(Dp) = Dp € dpp(Cp) = Cp = d(Cp) = Cp, (10)

assim como

@ o exp p = expp odpp, (11)
i.
Como (M,g) é causalmente pseudoconvexa e desaprisionada. Entdo, pelo corolario
4.1, expp ¢, & propria. Sejam K C M subconjunto compacto e (V) C (exp pla )™ (K)

p

uma sequéncia arbitraria. Da compacidade de K temos que, a menos de passagem
para uma subsequéncia,

. . . . . . 11 .

&4 ol (1) = 4 = P 0P s (V1) > P(G) = 4 = expp(dp(¥i) = G
Considere uma vizinhanga compacta V > g in M. Como expp|cp € prépria, entédo
W = (expp |Cp)‘1 (V) compacta em Cp e eventualmente temos que (dgob(f/k)) c W.
Novamente, a menos de passagem a uma subsequéncia, temos

dpp(Vk) = v

para algum vy € Cp. Como d(Pb € um isomorfismo, entao, pela equacao (10),
Vi = (dopp) ™ (v) =: Vg € Cp.

(Vo) =g € K, i.e., Vg € (exp 5|~ )1 (K). Dessa forma, (exp

o i
Assim, exp ple, ple,)” (K)

€ uma aplicagéo propria. Novamente pelo

pl,
é compacto e, consequentemente, exp b'ép
corolario 4.1, segue que (M, g) é causalmente pseudoconvexa e desaprisionada.

ii.

Mostraremos apenas que, se ex“pp tem a CCP, entao exp, também tem, pois a reci-
proca é similar.
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Sejam a : [0,1] — M uma curva causal com a(0) = pe a : [0,a) C [0,1] = Cp
uma curva continua tal que a(0) = Op e ajg 5 = expp °a.

Seja g : [0,1] — M o Unico levantamento de o através de @ iniciando em p.
Note que, 8 € uma curva causal em (M.g), pois ¢ € uma isometria local. Considere
B = (d(pf))_1 oa. Dessa forma, B(0) = 0, e por (10)

Bl0.a) C Dy NC,, (12)

Agora,

Poexpy of Y expp odpp oB
= epranal[o’a).
Assim, pela unicidade do levantamento de alg 4 através de ¢ iniciando em p, temos
que
exp 5 ° B = Blio,a)- (13)

Em decorréncia da equacéo (13) e da CCP para exp p» temos que existe uma sequéncia
(tk)ken+ C [0,8) com t — a para o qual B(t,) converge para algum x Cb' Dessa
forma, a(t,) — dgof)()?) =1 X € Cp. Portanto, a aplicagao exponencial exp, tem a
CCP. O

O resultado a seguir fornece uma condicao suficiente natural para que a aplica-
¢ao exponencial tenha a propriedade de continuagao causal.

Proposicao 4.5. Seja (M, g) um espaco-tempo causalmente pseudoconvexo e desa-
prisionado. Entao, para qualquer p € M, a aplicacdo exponencial exp, tem a CCP.

Demonstracdo. Sejam o : [0,1] — M uma curva causal com o(0) = pe o : [0,a) C
[0,1] — Cp uma curva continua tal que 6(0) = 0p e

epr o0 = O|[0,a)-

Pelo corolario 4.1, expp, |cp € uma aplicagéo prépria. Assim,

K = (expp |Cp)_1 (ol0,1])

€ um subconjunto compacto em Cp e 6[0,a) C K.

Seja () ken C [0,@) uma sequéncia tal que t, — a. Como a imagem da curva
o esta contida no subconjunto compacto K de Cp, segue que o(t) converge para
algum vetor x € Cp, a menos de passagem a uma subsequéncia. Portanto, expp tem
a CCP. O

Observacao 4.6. A reciproca da proposicdo 4.5 é falsa. De fato:
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1. O cilindro lorentziano M = S} x R ndo é causalmente desaprisionado, porém a
sua aplicagao exponencial exp, tem a CCP, para todo p € M — pelo lema 4.4(ii);

2. Toda forma espacial lorentziana (temporalmente orientavel) flat compacta M™
ndo é causalmente desaprisionada. Contudo, pelo lema 4.4(ii), sua aplicacao
exponencial exp, tem a CCP, para todo p € M, pois R{" é um espago de recobri-
mento de M e sua aplicacdo exponencial tem a CCP.

Assim, a condicao geométrica de ser causalmente pseudoconvexo e desaprisionado
para um espaco-tempo € estritamente mais forte do que a CCP para a aplicagcéao
exponencial de um espago-tempo.

Da proposicao anterior e do lema 4.4(ii) temos:

Corolario 4.7. Se (M,g) admite uma aplicagao de recobrimento lorentziana suave
Q : (M,g) — (M,g) tal que (M,9) é causalmente pseudoconvexa e desaprisionada,
entdo, para qualquer p € M, a aplicagao exponencial exp, tem a CCP.

4.2 CONEXIDADE GEODESICA CAUSAL EM VARIEDADES DE LORENTZ

Nesta secao forneceremos condicdes suficientes para a existéncia de um seg-
mento de geodésica causal conectando dois pontos p e g causalmente relacionados
em uma variedade de Lorentz. Um fato importante da nossa abordagem é que ela
nao exclui a possibilidade de p = g e dessa forma garantindo a existéncia de lacos
geodésicos tipo-tempo, quando p e g estdo cronologicamente relacionados e p = g —
isto sera importante para as discussdes do préximo capitulo.

Sejam (M, g) uma variedade de Lorentz e p € M. Denotaremos por Conj,(p)
o conjunto formado por todos os pontos de M que sdo conjugados a p ao longo de
geodésicas causais. Note que Conj.(p) C Conj(p) N J(p), porém esta inclusdo pode
ser estrita (por exemplo, isto ocorre no espaco-tempo de de Sitter).

O teorema a seguir fornece uma condi¢ao suficiente para que os pontos p e
g € I(p) sejam conectados por um segmento de geodésica tipo-tempo. Na verdade
esta condicao é suficiente para a conexidade geodésica causal, pois se g € J(p) \ /(p)
e existe uma curva causal que conecta p a g, entéo, pela proposicao 2.51, existe um
segmento de geodésica tipo-luz que conecta p a q.

Teorema 4.8. Sejam (M, g) uma variedade de Lorentz e p € M. Assuma que expp
tem a CCP Seja q € I(p) tal que existe uma curva tipo-tempo o : [0,1] — M com
o0(0) = p e o(1) = g que n&o intersecta o conjunto Conj.(p). Entdo, existe um segmento
de geodésica tipo-tempo que conecta p a q.

Demonstragcdo. Construiremos um levantamento (suave por partes) de o através de
expp em Cp, isto €, uma curva suave por partes o : [0,1] — Cp tal que 5(0) = Op,
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0(0,1] € Tp N Dp € expp oG = 0. Em particular, o segmento de geodésica tipo-tempo
Y(t) = expp(t - (1)) com ¢ € [0,1] conecta p a g, estabelecendo o resultado desejado.

Como 0p ¢ Sp entdo, pelo teorema da fungdo inversa, existem subconjuntos
abertos U > 0pemDpe V > pem Mtal que V = expp(U) e expp|y : U — V € um
difeomorfismo. Pela continuidade de o existe 0 < ¢ < 1 com 0[0,] C V. Assim, temos
um levantamento ojg .} := (eXxpp |U)‘1 0 0l[o,c] de Oljo ] através de expp |y em U.

A observagao fundamental aqui € que como expy, °d]g..] = 9[o,;] € UMa curva
tipo-tempo entao, pelo lema 2.36, 6(0,c] esta contido em um mesmo cone temporal de
ToM.

Seja 0 < ¢ < 1 a menor das cotas superiores de todo t € (0,1] para o qual Ol[o,1
esta bem definida e é suave por partes com 6| s contida em 7p N Dp.

Como expp, o0|[g,¢) = Oljo,¢) € (0) = Op a CCP implica que existe alguma sequén-
cia (t) € [0,¢) com ty — ¢ para o qual o(tx) — x para algum x € Cp = Cp N Dp. Denote
por &(¢) := x. Como exp,(X) = o(¢) ¢ Conj.(p), entdo o segmento de geodésica causal
n(t) := expp(t - x), t € [0,1], conecta p a o(¢) e d(expp) ndo & singular em x, isto e,
x ¢ Sp. Novamente pela continuidade e o teorema da fungéo inversa, temos que Ojg ¢
esta bem definida e og 4 esta contido em 7p \ Sp pelo lema 2.36. Agora, observe que
se considerarmos ¢ < 1 entdo por um argumento similar ao anterior conseguiremos
estender 0| ¢ com as propriedades definidas acima para uma curva ajg /.5, 6 > 0, 0
gue contradiz a definicdo de /. O

Observacao 4.9. A hipdtese de exp,, ter a CCP n&o pode ser retirada do teorema 4.8.
De fato, considere a variedade lorentziana plana (M = R?\ {(1,0)}, — dt? + dx?) e os
pontos p = (0,0) e g = (2,0) . Temos que g € /(p). Mas nao existe um segmento de
geodésica tipo-tempo que conecta os pontos p e g. Note que

Dp ~R?\{(t,0) : t > 1}.

Considere um segmento de curva tipo-tempo o : [0,1] — M de p a q. Perceba que a
curva U|[O,a)a a < 1, possui um levantamento em Cp através de exp,, porém possivel-
mente inextensivel em Dy, (veja a figura 19).

Corolario 4.10. Sejam (M, g) uma variedade de Lorentz e p € M tal que Conj.(p) = 0
e expp tem a CCP. Entéo, para qualquer g € I(p), existe um segmento de geodeésica
tipo-tempo de p a q. Em particular, se p = q entdo existe um lago geodésico tipo-tempo
emp.

Observacao 4.11. Suponha que para quaisquer p € M e planos tipo-tempo I, C TpM
a curvatura seccional K(Ip) > 0. Entdo, Conj.(p) = @ por [20, Prop. 2.1] (c.f. também
[9, Prop. 11.13]).
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Figura 19 — A aplicagdo exponencial exp, nao tem a CCF.

ToM ~ R? ,
Dp =~ R2\{(t,0) : t > 1) M =R2\{(1,0)}
oM .px = L g=(2,0
VRN A X = @2,0) q=(2,0)
o(r2) /!
: expp
50;*’ 2(1,0) —l ol 9(1,0)
Cp
Op / 2 p=(010) X
t
o
r2
f —t—t )
0 I re 1

Fonte: Elaborada pelo autor.

Decorre imediatamente da corolario 4.7, do corolario 4.10 e da observacao 4.11
que:

Corolario 4.12. Seja (M,g) uma variedade de Lorentz com curvatura seccional néo-
negativa em planos tipo-tempo. Se (M,g) admite uma aplicagcdo de recobrimento lorent-
ziana : (M, g9) — (M,g) tal que (M, g) é causalmente pseudoconvexa e desaprisionada,
entao para quaisquer pontos p,q € M, conectados por uma curva causal, existe um
segmento de geodésica causal que conectap e q.

4.3 TEOREMA DE HADAMARD-CARTAN LORENTZIANO

Nesta secao trabalharemos com os espagos-tempo causalmente pseudoconve-
X0s e desaprisionados em que aplicaremos alguns dos resultados das sec¢des anterio-
res.

O teorema a seguir € uma versao lorentziana do teorema de Hadamard-Cartan
lorentziano (veja [9, Teo. 11.16, Pag. 414]):

Teorema 4.13 (Teorema de Hadamard-Cartan Lorentziano). Sejam (M, g) um espago-
tempo causalmente psedoconvexo e desaprisionado e p € M tal que Conj.(p) = 0.
Entao:
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I. A restricao da aplicacdo exponencial exp, |7;,+m>p : To N'Dp — I*(p) € um dife-
omorfismo. Em particular, I*(p) é difeomdrfico a R™ e para qualquer g € I*(p)
existe um unico segmento de geodésica tipo-tempo futuro-dirigido, a menos de
reparametrizagées, de p a q.

ii. Se q € J*(p)\{p}, existe no maximo um numero finito de segmentos de geodési-
cas tipo-luz futuro-dirigidos, a menos de reparametrizagbes, de p a q.

iii. J*(p) é um subconjunto fechado em M.

Demonstraggo. Primeiramente vamos estabelecer as seguintes notagoes, 1p := Tp N
Dp e 1p :=Tp NDp, onde Ty € o cone temporal futuro em p.

Pelo corolario 4.1, temos que exp, |Cp € uma aplicagéo prépria. Como Conj,(p) =
0, entdo Sp N Cp = 0 e, consequentemente, (d expp)v € n@o-singular para cada v € Cp
(i.e., para cada v € Cp existe uma vizinhanga V' > v tal que expp |y @ V — expp [y(V)
é um difeomorfismo, pelo teorema da fung¢éo inversa).

Seja g € M. Temos que A := (expp |Cp)‘1 (q) é compacto em Cp. Suponha que A
tem uma infinidade de elementos (distintos). Assim, existe uma sequéncia de elemen-
tos (up) (distintos) de A que converge para um vetor u em A C Cp, pela compacidade
de A. Dessa forma, exp, |cp(U) = g, pois expp |Cp(u) — expp |Cp(u,~,) = . Temos que,
existem abertos U > ue W > g tal que expy |y : U — W é um difeomorfismo. Porém,
eventualmente up € U com expy |y(un) = g, 0 que contradiz a injetividade local da
expp |y- Portanto, A é finito (podendo ser vazio), o que estabelece o item (ii).

Pela proposicéo 4.5, exp, tem a CCP. Além disso, como Conj.(p) = (), entéo pelo
teorema 4.8 segue que expy, |7, : Tp — /(p) € sobrejetora. Observe que a prova deste
teorema pode ser adaptada obtendo que expp, |TE 1 75 — I"(p) ainda € uma aplicagao
sobrejetora. Temos que, exp, |cp : Cp — J(p) € um homeomorfismo local sobrejetor,
Cp € um espacgo normal (consequentemente, Hausdorff) e J(p) € um espago conexo
primeiro contavel em cada ponto. Além disso, o fato de que expp, |Cp : Cp — J(p) € uma
aplicacao proépria implica que expp |Cp € uma aplicacao fechada. Logo, pelo teorema
7 em [14], a aplicacao expp|cp : Cp — J(p) € uma aplicagéo de recobrimento de
multiplicidade finita. Dessa forma, ndo € dificil de ver que a restricao expy, |TE PTh =
I*(p) € uma aplicagao de recobrimento suave de multiplicidade finita.

No entanto, T;; é homeomorfo a R (i.e., expp |T5 : T;g — I*(p) € uma aplica-
cao de recobrimento universal). Dessa forma, R cobre /*(p) e, pelo [6, Lemma 8],
4 (I*(p)) é ou trivial ou infinito. Como a multiplicidade da aplicagéo de recobrimento
expp |TE (que é igual a cardinalidade de 1 (/*(p)) para o recobrimento universal) € finita,
entdo 4 (/*(p)) é finito, consequentemente, trivial — ¢ (/*(p)) € simplesmente conexo.
Concluimos que expy, |TE : 75 — I"(p) € uma aplicagéo de recobrimento trivial e, conse-
quentemente, um difeomorfismo — pois 7;, € conexo. Portanto, fica estabelecido o item
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(i).

Agora, checaremos o item (iii). Antes, lembre-se que

Seja q € J*(p). Escolha uma sequéncia (q) C I*(p) convergindo em M para q. Do
item (i), para cada k € N, existe um unico vx € 15 C Cp tal que expp(vk) = gx. Como
expp |Cp € uma aplicagao propria, entdo, a menos de passagem para uma subsequén-
cia, temos que v — Vg, onde vy € Cp. Assim, q = expp(Vp) €, consequentemente,
g € J*(p). Isto é, J*(p) é um subconjunto fechado. N

Observacao 4.14.
1. Note que, pela dualidade temporal, o teorema 4.13 pode ser reescrito para o
passado de um ponto.

2. Nesta versao do teorema de Hadamard-Cartan nao foram requisitadas do espaco-
tempo a hiperbolicidade global e a 1-conectividade futura, diferentemente da
versao existente deste teorema em [9, Teo. 11.16, Pag. 414].

Um espaco-tempo (M, g) é dito ser causalmente simples se ele for causal e
J¥(p) sdo subconjuntos fechados em M para todo ponto p € M — veja [39].

Concluimos este capitulo com o corolario a seguir que € uma variante da propo-
sicdo 2 em [8] e do teorema principal em [20].

Corolario 4.15. Seja (M, g) um espaco-tempo causal, causalmente pseudoconvexo
e desaprisionado. Assuma que para qualquer p € M temos que Conij,(p) = (). Entao,
(M, g) é causalmente simples. Se adicionalmente temos que todas as geodésicas
causais sdo completas, entdo (M, g) é globalmente hiperbalico.

Demonstracdo. A primeira conclusao do corolario, i.e. (M, g) é causalmente simples,
decorre imediatamente do teorema 4.13(iii) e da observacéo 4.14(1).

Para checarmos a ultima afirmagéo, basta mostrarmos que (M, g) é 1-conexo
futuro® em vista do teorema principal em [20].

Pelo teorema 4.13, é suficiente mostrarmos que qualquer curva tipo-tempo
futuro-dirigida o : [0,1] — M com a(0) = p e a(1) = g é homotodpica via curvas
tipo-tempo futuro-dirigidas ao Unico segmento de geodésica tipo-tempo futuro-dirigido
o0:[0,1] > Mdepagq.

3 le., para quaisquer p,g € M com p < g e quaisquer dois segmentos de geodésicas tipo-tempo
futuro-dirigidos de p a g existe uma homotopia com as extremidades fixas em p e g que deforma
continuamente um destes segmentos de geodésicas no outro via curvas tipo-tempo futuro-dirigidas
depaq.
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O teorema 4.13(i) implica que existe um Unico segmento de curva suave por
partes B : [0,1] — TpM com B(0) = Op e B(0,1] C 77; tal que exppof = a. Assim, o
segmento de geodésica o é dado por

o(t) = expp(t- (1)), te[01].

Defina a aplicagéo continua H : [0,1]% — 7;;’ U {Op} dada por

His.t) = { (t/s)-B(s), se0<t<s, ,
B(1), ses<t<1,

quando 0 < s < 1; e H(0,t) := B(t) para t € [0,1]. Agora, defina a aplicagdo continua
H = expp oH. Observe que H é uma homotopia com as extremidades fixas em p e q
que deforma a em o via curvas tipo-tempo futuro-dirigidas de p a q. Isto completa a
prova. [
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5 GEODESICAS TIPO-TEMPO FECHADAS EM VARIEDADES DE LORENTZ

Neste capitulo, abordaremos outro problema classico da geometria diferencial,
que é a existéncia de geodésicas fechadas. A obtencéo de condigdes suficientes para
a existéncia de geodésicas fechadas na geometria riemanniana é um tema bastante
estudado, com muitos resultados elegantes e diversas técnicas poderosas desenvolvi-
das. Contudo muitas destas técnicas ndo funcionam tdo bem na geometria lorentziana.
Dessa forma, a abordagem deste problema no contexto lorentziano passa também
por descobrir condicoes geométricas naturais e/ou desenvolver novas técnicas (ou,
quando possivel, adaptar técnicas riemannianas para o contexto lorentziano) que pos-
sibilitem respostas quanto a existéncia ou ndo de geodésicas tipo-tempo (ou causais)
fechadas em uma variedade de Lorentz. Neste sentido, introduziremos a nocao de
homotopia geodésica tipo-tempo, i.e., uma restricdo aos lagos geodésicos tipo-tempo
da homotopia via curvas tipo-tempo fechadas (também conhecida como t-homotopia)
em variedades Lorentzianas. Combinaremos esta ferramenta com um argumento lo-
cal de encurtamento/alongamento de comprimento de lacos geodésicos tipo-tempo
para fornecer novos resultados sobre a existéncia de geodésicas tipo-tempo fecha-
das em variedades de Lorentz compactas. Além disso, motivados pelos trabalhos de
Guediri [26, 27, 29], introduziremos condicoes geométricas alternativas para a existén-
cia de lagos geodésicos tipo-tempo localmente maximizantes e, consequentemente,
a existéncia de geodésicas do tipo-tempo fechadas em variedades de Lorentz ndo
necessariamente compactas e/ou que possuem um recobrimento globalmente hiperbo-
lico regular, mas que admitem certa classe de simetrias conhecidas na literatura como
translagées de Clifford. Este ultimo permitira generalizar alguns resultados recentes da
literatura.

5.1 PRELIMINARES TECNICOS

Ao longo deste capitulo o par (M, g) denotar4a uma variedade de Lorentz de
dimensao > 2. Diremos que um segmento de geodésica (tipo-tempo, tipo-luz ou tipo-
espacgo) y : [a,b] — M em (M, g) € um laco geodésico (tipo-tempo, tipo-luz ou
tipo-espaco) se y(a) = y(b). Além disso, se y(a) = ¢ - y(b) para algum ¢ > 0, entao
diremos que y é uma geodésica (tipo-tempo, tipo-luz ou tipo-espaco) fechada —
caso y ndo seja uma geodesica tipo-luz fechada entéo ¢ = 1 pela proposi¢ao 7.13(2)
em [42].

Dizemos que duas curvas tipo-tempo fechadas a4, as sdo homotopicas tipo-
tempo (ou, simplesmente, t-homotoépicas) se existe uma homotopia livre entre a4
e ao tal que as curvas longitudinais séo curvas tipo-tempo fechadas. A definicdo a
seguir, na verdade, é uma restricdo das curvas longitudinais da t-homotopia para lagos
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geodésicos tipo-tempo.

Definicao 5.1. Dois lagos geodésicos tipo-tempo y; : [a,b] — M (i = 1,2) em (M,g) séo
(livremente) TG-homotdpicos se existe uma aplicagao continua o : [0,1] x [a,b] = M
tal que
i. 0(0,t) =y4(t) e o(1,t) =yao(t), Vt € [a,b];
ii. para cada s € [0,1] a curva longitudinal os : t € [a,b] — o(s,t) € M € um lago
geodésico tipo-tempo.

Figura 20 — Os lagos geodésicos tipo-tempo y4 e yo em C sdo TG-homotédpicos.

t R% /\ 1
C=S1 x R
21 \/

e o(s,t) = (cost,sint,s)parase[0,1]et € [0,2m].

e 0g, € um lago geodésico tipo-tempo (geodésica fechada).

Fonte: Elaborada pelo autor.

Note que a TG-homotopia define uma relagao de equivaléncia no espaco dos
lacos geodésicos tipo-tempo (que veremos mais adiante), em que suas classes de
equivaléncia serdo chamadas de classes de TG-homotopia. Além disso, como uma
TG-homotopia € uma t-homotopia entao a classe de t-homotopia de um lagco geodésico
tipo-tempo y (notagéo: ¥(y)) contém a classe de TG-homotopia de y (notagdo: T&(y)),
i.e., em termos de notacdo T&(y) C ¥(y). Observe que esta inclusdo pode ser propria.

Da discussao anterior temos que uma cota superior (resp. inferior) do conjunto
formados pelos comprimentos dos elementos de %(y) é também uma cota superior
(resp. inferior) para o conjunto formados pelos comprimentos dos elementos de T&(y).
Assim,

I = inf L < inf L(a)=:} 14
=(y) aelg(y) (a)_aeg‘Qj(y) (a) =2 kg (y) (14)
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Lzg(y) = sup L(a)< sup L(a)=:Lz(y). (15)
acTB(y) ac(y)

Observacao 5.2. Uma situagéo possivel é Iz(y) = 0 < kg(y). Este fato representa
uma vantagem de trabalharmos com classes de TG-homotopia quando pensamos
em garantir a existéncia de uma geodésica tipo-tempo fechada (como veremos mais
adiante).

A seguir apresentamos dois exemplos que ilustram as discussoes anteriores.

Exemplo 5.3. Considere o espaco de Minkowski (M,g) = (R?,—dt? + dx?) (com a
orientagdo temporal padréo 9/0t). Agora, fagamos em (M,9) a seguinte identificacdo
isométrica ao longo do eixo-t (dire¢gao temporal)

(£, x) ~ (t+1,x).

Seja (M,g) a variedade quociente resultante desta identificagdo (que é uma variedade
de Lorentz) — topologicamente um cilindro. Agora, considere o lago geodésico tipo-
tempo y em (M,g) que é a imagem do segmento de geodésica tipo-tempo y : t €
[0,1] — (£,0) € M através da projecao canbnica 1 : M — M. Temos que T&(y) consiste
apenas de lagos geodésicos tipo-tempo n com L(n) = 1. Portanto,

ks (y) = Lss(y) = 1.

Além disso, se considerarmos curvas tipo-tempo fechadas, ainda temos que Lz(y) = 1.
Porém, Iz(y) = 0 pois podemos, por exemplo, construir curvas tipo-tempo fechadas
t-homotopicas a y formadas por dois segmentos de geodésicas tipo-tempo que se
aproximam de diregdes tipo-luz.

Exemplo 5.4. Considere, em R3, o hiperboloide de uma folha M dado por
X2 +y?—7% =1,
e a forma bilinear simétrica (., .) de indice 2 dada por
((v1,v2,v3),(Wq,Wo,W3)) = —vy Wy — VoWy + V3W3.

Com a identificagcao TpIR{?’ ~ RS para cada p € M esta forma bilinear induz uma
métrica semi-riemanniana de indice 2 em R3, e como consequéncia uma métrica
lorentziana g para M. Dessa forma, (M,g) é uma variedade lorentziana bidimensional
cujo recobrimento universal é o espaco-tempo de anti-de Sitter bidimensional [33, Pag.
131], que diferentemente do exemplo anterior ndo € globalmente hiperbdlico. Temos
que todas as geodésicas de (M, g) sdo reparametrizacoes das interse¢cdes de planos
que passam pela origem de R3 com M — para mais detalhes consulte o capitulo 4
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Figura 21 — Uma geodésica tipo-tempo em M.
z

° p=(1,0,0)
* e =(0,v2,1)
e at) = (cost,v/2-sint, sint) com t € [0, 2m]

Fonte: Elaborada pelo autor.

em [42]. Em particular, as geodésicas tipo-tempo fechadas através de p € M (note
que (p,p) = —1) sdo descritas como se segue. Fixe qualquer vetor ey € R3 tal que
(e1,eq) = —1 e (p,eq) = 0 e considere o plano T = span{p,eq}. A curva fechada
a 1 [0,2m] — RS dada por

a(f) =(cos t)-p+(sint)- ey

€ uma parametrizagcéo de 1N M e é uma geodésica tipo-tempo com comprimento
2. Como qualquer lago geodésico tipo-tempo na classe de t-homotopia de o € desta
forma, entao todos estes lacos geodésicos tém comprimento igual a 2. Portanto,

Iz (y) = Lzo(y) = 2m.

Uma questao fundamental para as proximas segdes deste capitulo é ter garan-
tida a existéncia de lacos geodésicos tipo-tempo. Neste sentido o resultado a seguir
fornece uma condicao suficiente para a existéncia de pelo menos um lago geodésico
tipo-tempo em uma variedade de Lorentz.

Proposicao 5.5. Seja (M, g) uma variedade de Lorentz que admite uma aplicacao de
recobrimento lorentziana globalmente hiperbdlica ¢ : (M, g) — (M, g). Se (M, g) possui
uma curva tipo-tempo fechada, entdo (M, g) admite um lagco geodésico tipo-tempo.

Demonstracéo. Seja a : [0,1] — M uma curva tipo-tempo fechada com p := a(0) = a(1).
Escolha p € M tal que ¢@(p) = p. Considere o levantamento « : [0,1] — M de a através
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de ¢ iniciando em p. Como ¢ € uma isometria local, entdo a também é uma curva tipo-
tempo. Como (M, §) € um espago-tempo globalmente hiperbélico temos que &(0) # &(1).
Além disso, pelo teorema de Avez-Seifert, existe um segmento de geodésica causal
futuro-dirigido maximal (consequentemente tipo-tempo) y : [0,1] — M com y(0) = a(0)
e y(1) = a(1). Portanto, y := ¢ oy € um lago geodésico tipo-tempo de (M,g) em p. [

Observacao 5.6. Substituindo a hip6tese de existéncia de uma curva tipo-tempo fe-
chada na proposicao acima por uma condicdo geométrica (que veremos mais adiante)
obtemos o teorema 5.20, que nos garantira mais do que a existéncia de um laco geo-
désico tipo-tempo na variedade de Lorentz. Ou seja, ele garante a existéncia de um
laco geodésico tipo-tempo localmente maximizante (esta definicdo sera dada mais a
frente) através de cada ponto da variedade de Lorentz.

Do corolario 2.76 e da proposicao anterior temos o seguinte corolario:

Corolario 5.7. Seja (M, g) uma variedade de Lorentz compacta que admite uma apli-
cac&o de recobrimento lorentziana globalmente hiperbdlica ¢ : (M, g9) — (M, g). Entao,
(M, g) possui pelo menos um lago geodésico tipo-tempo.

Neste contexto particular, (M, g) compacta e com uma cobertura lorentziana
globalmente hiperbdlica, Galloway em [24] e Guediri em [26, 27, 29] fornecem con-
digcbes que garantem a finitude de Lz (y) e, consequentemente, a finitude de Lzg(y)
para um lago geodésico tipo-tempo y — como mencionado no inicio desta se¢do. Uma
outra maneira de ver este problema da existéncia de um lago geodésico tipo-tempo
é através do problema da conexidade geodésica causal, i.e., dois pontos quaisquer
de uma variedade de Lorentz podem ser conectados por um segmento de geodésica
causal. Nesse sentido, na se¢éo 4.2, o corolario 4.10 faz este link via a propriedade de
continuagdo causal para a aplicagao exponencial quando ela € ndo-singular para cada
vetor de Cp, onde p € M.

Além disso, na secao 4.2 temos também a incorporagédo da pseudoconvexidade
e do desaprisionamento causais tanto no problema da conexidade geodésica causal
quanto no da existéncia de lagos geodésicos tipo-tempo fechados. Ou seja:

Proposicao 5.8. Seja (M, g) uma variedade de Lorentz tal que Conj.(p) = () para
qualquer p € M. Se (M, g) admite uma aplicacdo de recobrimento lorentziana ¢ :
(M, §) — (M, g) tal que (M, §) é causalmente pseudoconvexa e desaprisionada, entdo
para quaisquer p,q € M que podem ser conectados por uma curva tipo-tempo, existe
um segmento de geodesica tipo-tempo que conecta p a q. Assim, se ademais (M,g) é
compacta, entdo existe um lago geodésico tipo-tempo em (M,g).
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5.2 O ESPACO DE LACOS GEODESICOS TIPO-TEMPO

Como justificado na secao anterior, desejamos trabalhar diretamente com o
espaco de lacos geodésicos tipo-tempo e desenvolver argumentos variacionais sobre
ele. Para este fim, descreveremos aqui uma parametrizacdo conveniente para ele.
Obteremos aqui também um resultado importante, que denominaremos informalmente
de lema Hill-Climb. 1sso sera crucial mais tarde para estabelecermos a existéncia de
geodésicas tipo-tempo fechadas.

Para obter uma parametrizacdo conveniente do espaco de lagcos geodésicos
tipo-tempo, considere a aplicacao suave E : D ¢ TM — M x M dada por E(v) =
(r(v), exp(v)) para v € D, onde 1 € a projecao natural do fibrado tangente TM sobre
M (veja a segao 2.1). Denotemos por

Dr=Dn| |J Tp|.
peM
i.e., 0 conjunto formado por todos os vetores tipo-tempo do dominio maximal da aplica-
cao exponencial. Note que D7 € um subconjunto aberto em TM. Também escrevere-
mos Er = E|p...

Denotemos por Ay € M x M a diagonal em M x M, ou seja, o conjunto de
todos os pontos da forma (p,p), para p € M. Assim, o conjunto de lagos geodésicos
tipo-tempo esta em correspondéncia biunivoca com

L= E7 N (Ap), (16)

onde consideramos 0s lacos geodésicos tipo-tempo com parametrizacao afim no in-
tervalo [0,1]'. Ou seja, identificamos o laco geodésico tipo-tempo y : t € [0,1] —
exp(t - v) € M com sua velocidade inicial v € £. Em seguida, dotamos o conjunto
dos lagos geodésicos tipo-tempo y : [0,1] — M com a Unica topologia para a qual
a correspondéncia y — y(0) € £ é um homeomorfismo (com £ munido da topolo-
gia de subespaco de TM). Este espaco topoldgico que acabamos de definir € o que
chamamos aqui de espaco de lacos geodésicos tipo-tempo.

Observacao 5.9. Vejamos algumas caracteristicas de L:
1. Como A, é o gréfico da fungéo identidade em M, temos que Ay, € uma subvarie-
dade fechada de dimensé@o nde M x M. Assim, L é fechado em D

2. Note que, £ n&o precisa ser uma subvariedade de TM, mas tem uma estrutura
de subvariedade n-dimensional em torno de pontos de £ onde E; n&o € singular.

' Esta ndo é necessariamente a parametrizacdo afim mais conveniente para geodésicas em todas as
circunstancias, e em alguns calculos usaremos outra em que as velocidades sdo vetores unitarios
do tipo-tempo. A descricdo pode ser facilmente modificada para refletir isso.
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3. O funcional comprimento dos lacos geodésicos tipo-tempo em £ dado pela apli-
cagao v € L — |v| € R é continuo com respeito a topologia induzida em L.

4. Sejamyq,y» :[0,1] — M dois lagos geodésicos tipo-tempo. Se existe uma curva
continua 8 : [0,1] — £ conectando y;(0) (i = 1,2), entéo

o(s,t) :=exp(t-B(s) e M

€ uma TG-homotopia entre y4 e y». Portanto, dois lagos geodésicos tipo-tempo
na mesma componente conexa por caminhos sdo TG-homotdpicos. A reciproca
se mantém caso exista uma TG-homotopia A : [0,1]2 — M de classe C' entre y;
e y» (i.e., existe uma curva continua em £ conectando y{(0) a y»(0)).

5. Enfatizamos que o espaco de lagos geodésicos tipo-tempo introduzidos aqui ndo
€ 0 mesmo que o espaco de geodeésicas definido em [7]. Para ver isto, considere
um segmento geodésico tipo-tempo y : [a,b] — M. Suponha que y se auto-
intersecta (pelo menos) duas vezes, digamos y(a) = y(b) = y(c) com a< ¢ < b.
Dessa forma, os lagos geodésicos tipo-tempo n1,n2,n3 : [0,1] — M dados por

() = yl(lc-a).t+a),
na(t) = y((b—c).t+c),
n3(t) = y((b—a).t+a),

para 0 < t < 1, sdo distintos entre si, embora todos deem origem a uma Uunica
geodésica inextensivel, a menos de reparametrizacoes afins.

Diremos que um lago geodésico n : [a, b] — M em uma variedade de Lorentz
(M, g) com n(a) = n(b) = p € M é autoconjugado se p &€ um ponto conjugado a ele
mesmo ao longo de n. Agora estamos prontos para enunciar o proximo resultado:

Proposicao 5.10. Sejam (M,g) uma variedade lorentziana e (ny : [0,1] = M)ycn-
uma sequéncia de lagos geodésicos tipo-tempo que pertencem a mesma classe de
TG-homotopia T&(y), ondey € um lago geodeésico tipo-tempo. Considere

nk(0) —v emTM,
onde v € D é um vetor tipo-tempo, e
n:tel0,1]—exp(t-v)eM
€ um lago geodesico tipo-tempo ndo-autoconjugado. Entgo, n € T&(y).

Demonstragdo. Para mostrar que n € T&(y) é suficiente provar que n pertence a
alguma classe de TG-homotopia de (n,). Para isto, escreva vy := 1, (0) € Tp, M com
ponto base p, € M, para cada k, e p o ponto base de v. Assim,

E(v) = E(v) = pk — P,



Capitulo 5. Geodésicas Tipo-Tempo Fechadas em Variedades de Lorentz 82

e como £ é um subconjunto fechado em D (veja a observagéo 5.9(1)), v € L, entéo
n é de fato um lago geodésico tipo-tempo.

Como ) € ndo-autoconjugado, (d expp)y Nao € singular e, consequentemente,
E é também n&o singular em v. Pelo teorema da fungédo inversa, existem vizinhancas
conexas A > v e B > p, respectivamente, em D e M tais que E|p : A - Bx B
é um difeomorfismo, onde todos os vetores de A sdo tipo-tempo2. Como lim Vg =V,
podemos escolher vy € A e, consequentemente, E(vy,) = (Pk,.Pk,) € B x B. Agora,
sejaa :[0,1] — Muma curva suave de p a py, em B. Dessa forma, a = (E|a) To(axa)
[0,1] — TM € uma curva suave que conecta v a vx, em A. Defina a aplicagao suave

A [04]x[01] — M
(s,1) — A(s,t) = exp (t-a(s))

Temos que
* A(0,t) = exp (t- a(0)) = expp(tv) = n(t), para todo t € [0,1];

s A(1,t) =exp (t-a(1)) = exppko(tvko) = Nk, (1), paratodo t € [0,1];

* As curvas longitudinais As séo tipo-tempo (pela escolha da vizinhanga A acima)
e além disso,

As(0) = exp (0 - a(s)) = a(s) = exp (1 - a(s)) = As(1).

l.e., as curvas longitudinais As sdo lagcos geodeésicos tipo-tempo.
Portanto, A € uma TG-homotopia que deforma n em ny, via lagos geodeésicos tipo-
tempo e, consequentemente, n € T&(n, ) = T&(y) como desejado (compare com a
observacao 5.9(4)). ]

A seguir apresentamos o lema Hill-Climb que mencionamos no inicio desta
secao. Este resultado implica que lagos geodésicos tipo-tempo podem ter seus compri-
mentos aumentados ou encurtados dentro de uma mesma classe de TG-homotopia, a
menos que eles sejam ou autoconjugados ou geodésicas tipo-tempo fechadas.

Teorema 5.11 (Lema Hill-Climb). Sejay : [0,/] - M um lago geodésico tipo-tempo
ndo-autoconjugado em uma variedade lorentziana (M,g). Entéo, ouy é uma geodésica
tipo-tempo fechada ou existe uma TG-homotopia suave o : [-6,6] x [0,[] — M tal que
Op=YE€

L(os) < L(y) < L(og), para—-6<s<0<s <é.

Demonstragdo. Sem perda de generalidade, assumimos que y : [0,/]] — M & um
segmento de geodésica unitario com y(0) = y(/) =: p e que y(0)(= y(/)) ndo € conjugado
a ele mesmo ao longo de y. Lembre-se que denotamos a aplicacdo exponencial em

2 Pois v € TM é um vetor tipo-tempo e este caracter causal na verdade é uma condigéo aberta, i.e.,
todo vetor tipo-tempo admite uma vizinhanga de vetores tipo-tempo.
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(M,g) porexp : D C TM — M, e que para qualquer g € M, escrevemos Dgq := DN(TgM)
e eXpq = exp |Dq. Dessa forma, vy :=1y(0) € Dp e

expp (Vo) = €xpy(0)(¥(0)) = y(/) = p.

A condicao de que y ndo é autoconjugada implica que (d expp)v, : Tv,(TpM) —
TpM nao é singular. Temos que a aplicagéo suave E também nao é singularem vy € D
e

E(vp) = (1r(vp), exp(vp)) = (b.p).

Pelo teorema da fungé&o inversa, existem vizinhangas conexas U > vy e V > p, res-
pectivamente, em TM e M paraas quais E|y : U C D — VxV C Mx M éum
difeomorfismo. Diminuindo U e V se necessério, podemos sem perda de generalidade
assumir que todo vetor v € U é tipo-tempo e V é uma vizinhanga convexa de p. Escreva
Uq = UNDq para cada q € V. Temos que expq |Uq : Ug — V € um difeomorfismo.

Fixe 0 < ¥ < I tal que y[-0,0] C V3 e seja a := y|_y 5. Como V é convexo,
temos que a(t) # a(s) para s # t em (—9,99). Agora, para cada q € V, defina a curva
suave

ag = (expq | Uq)—1 oa: (=0,0) = Ug C TgM.

Note que sempre rg(t) := [ag(t)| > 0 para qualquer g € V e qualquer t € (=0,9) pela
escolha de U. Em adicéao, seja

Oqg ={(r,t) € (0, + 00) x (=0,9) : r-wy(t) € Ug}.
Defina a funcéo
fq 1 (r,t) € Oq — expg(r wg(t)) € M. (17)
Em particular,

ofg . of,
= 2 expg(aiglt) = S ara(t).) = T rglt) + 1. ")

Pelo lema de Gauss, g(dfg/0r,0fg/0t) = 0. Além disso, g(dfg/0r,0fg/0r) = —1. Em uma
variedade de Lorentz estas relages implicam que g(0fg/0t,0fg/0t) > 0O (i.e., 0fg/Ot €
tipo-espaco). Consequentemente,

a(t)

ofq|?
at |

3 Claro que estamos admitindo aqui que y estende-se & esquerda de 0, porém manteremos a mesma
nomenclatura.

—1 = g(&(t),a(1)) = g(OfxlOr,dfx/0r) - ()2 + g(9fg/dt,0f5/0t) = —4(t)? +
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ou 5
of,
. Ofy |2
gt = /14|52 =14 — (19)
1+ 1+‘%‘

Em particular, |rg(t)| > 1 e, consequentemente, rq(t) € ou sempre positiva ou sempre
negativa para todo (t,q) € (—J,9) x V.

Agora, observe que
ag(t) = (Ely) H(q.a(t), Y(t.q) € (-9,9) x V, (20)

e, consequentemente, rq(f) = [ag(f)| varia suavemente em (—,) x V. Por continuidade,
existem uma vizinhanga V; > p contida em V e um nimero 0 < ¥ < ¥ tais que rq(t)
tem o mesmo sinal de rp(0) sempre que (t,q) € (=g, V) x Vp.

Para o restante da prova diremos que um numero 6 € (0,9q) é aceitavel se ele é
suficientemente pequeno tal que v := (/IF6)y(£6) € U (note que limg_,q Vg = Vg € U)
e y[-0,6] C Vj. Fixe um é > 0 aceitavel e denote por g5 = y(£6) # p. Temos que

eXPq, 5(Virs) = €XPy (1) ((/ F 8)y(£6)) = y(£6 + (I F 6)) = y(/) = p. (21)
De (21) obtemos que
dq.s(0) = (exPg., |y, )™ (@(0) = (exPg.; lu,, )7 (P) = Vs € Uges C Dauye (22)
Dessa forma, se definirmos
Uss 1= Olqus(£8) = (€XPg, lu,,, ) (a(+£6)) € Ug.; C Da.s, (23)

os vetores u,g, Vi (# 0) sdo distintos (lembre-se que a(0) = p # g5 = a(+6) e
eXPq. s |qu5 € um difeomorfismo).

Por (20), temos que
5 _
g — CXp(O),

expp(Vp) = p = a(0) = expp(ap(0)) = ap(0) = 1y(0).

Consequentemente,
us s/l - y(0). (24)

Agora, se definirmos as geodésicas
Bis it €[0,/]— expg, (t-(urs/l)) € M

vemos que B.5(0) = Bis(/) = 945, i-€., Bs S80 lagos geodésicos tipo-tempo para s = +6.
Além disso, B:t(s(O) = uyg/l. Por (24), temos que os vetores velocidade inicial destes
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lacos geodésicos estdo préximos (ou podemos escolher um novo 6 > 0, tomando
6 — 0, de modo que isso ocorra) a y(0). Note que

L(Bis) = lupgl. (25)

Temos dois casos a considerar:
12 CAsO: rp(0) < 0.

Assim, rq(f) <0 paratodo g € Vj e t € (—9q,9g). Em particular, se escolhermos
um 6 > 0 aceitavel e integrarmos a equacéo (19) em [-6,0] com q = g_g obtemos

0
~(rg.5(0) = g 4(~5)) = /ﬂ(S Fas(Dldt =6+ 15 = |U_g|—Ivegl =5+n_s  (26)

onde
2

Ofy_
0 ot
-6 -= /
P a1 [P
UV T
Portanto, usando a definigdo de v_g e a discussdo em torno da equacéo (25) junta-
mente com a equagéao (26) temos que

dt > 0. (27)

L(B_s) =1+26+n_g>1= L(y). (28)
Dessa forma, se definirmos
o:(st) €[0,6] x [0,] — B-s(t) e M
entdo o € uma TG-homotopia de y tal que cada curva longitudinal (com s > 0) tem o

comprimento lorentziano estritamente maior do que o dey.

Por outro lado, integrando a equacéo (19) em [0,6] com g = g, 5 obtemos

6
—(fq+5(5)—fq+5(0))=/0 Fq.s(Dldt =6 +n.5 = —lUssl + [Visl =6+ 145, (29)

onde

o, |2

.|
N+s :=/ at > 0. (30)
0 2

Ofq ¢

ot

1+4/1+

Novamente, usando a definigcdo de v, g e a discuss&o em torno da equacéo (25) junta-
mente com a equacéo (29), temos que

LBss) =1-26—-n,s <= Ly). (31)
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Logo, se definirmos
o :(s,t) €0,6] x [0,] — Bs(t) € M,

temos uma TG-homotopia de y de quem as curvas longitudinais com s > 0 tém com-
primentos lorentzianos estritamente menor do que o de y.

22 CAsO: rp(0) > 0.

Neste caso, rq(t) > 0 paratodo q € Vj e t € (=Ug,0p). Novamente escolha um
6 > 0 aceitavel, porém agora integramos a equacgéo (19) em [0,6] com g = q,5:

6
(rC7+6(6) —1q,5(0)) = /0 |"’Q+5(t)|dt =6+1n,s = |Usl—|Visl =6 +1nys, (32)
onde
oty |?
+6 ot
N+s :=/0 > at > 0. (33)
1+4/1+ 82”;5

Contudo, usando a definicio de v, 5 e as discussdes em torno da equagéo (25) junta-
mente com a equagéao (32), temos que

LB.s) =1+n.s = 1= L(y). (34)

Esta desigualdade a priori ndo é estrita, porém existem duas possibilidades: ou existe
algum &g > 0 aceitavel tal que n,.5 > 0 para todo 0 < 6 < 6, entdo da desigualdade (34)
obtemos, como no primeiro caso, uma TG-homotopia da qual as curvas longitudinais
com s > 0 tém comprimentos lorentzianos maior do que o de y; ou para algum 6 > 0
aceitavel temos n,s, = 0. Dessa forma, como o integrando em (33) é ndo-negativo

obtemos que
afq+50
ot
Da igualdade (19) temos que (lembre-se que iq+60 > 0)

=0 em]0,5] (35)

rg.s,(f) = t+(I=6¢) Vt€[0,60]. (36)

Em adicao, quando (35) é usado em (17), concluimos que

V+50 —_

Wis, = 0= Wg(t) = w,5,(0) = =y(60) Vt e [0,60]. (37)
|V+6

ol

Dessa forma, (36) e (37) requerem que

Oy (50)(f) = (t+1=80) - Y(60) = a(t) = expys,) (£ +1=0) - y(60)) = y(1) = y(t+1) (38)

em [0,6p]. Em particular,
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0 que significa que y € uma geodésica tipo-tempo fechada.

Finalmente, para o ultimo subcaso, integramos a equacéao (19) em [-6,0] com
q=4s:

0
(q.s(0) = gy (6)) = /ﬂs|fqﬂs<t>|dt=6+nﬂs$|vﬂs|—|uﬂs|=6+nﬂs, (39)

onde
oty |?
0 ot
n-s = > at > 0. (40)
al of,
1 + 1 T

Usando a defini¢gdo de v_g e a discussdo em torno da equagéo (25) juntamente com a
equacéao (39) (os &’s agora "se cancelam em ambos membros"), obtemos

L(B-s) = 1-n_s < 1= L(y). (41)

Novamente, isto requer uma TG-homotopia de y em que os comprimentos lorentzianos
das curvas longitudinais sdo menores do que o de y, sempre que n_s > 0 em um
intervalo de 6’s aceitaveis. Do contrario, n_s, = 0 para, pelo menos, um 6q > 0 aceitavel.
Assim com um argumento similar ao usado no subcaso anterior concluimos que y €
uma geodésica tipo-tempo fechada. ]

Dizemos que um lago geodésico tipo-tempo y : [0,1] — M é localmente minimi-
zante (resp. localmente maximizante) se L({) > L(y) (resp. L(¢) < L(y)) para qualquer
laco geodésico tipo-tempo ¢ : [0,1] — M com condi¢des iniciais (C(O),é(O)) € TM sufi-
cientemente proximas® as condicées iniciais (y(0),y(0)). Além disso, diremos que y é

localmente extremal se ela é localmente minimizante ou localmente maximizante.

Uma consequéncia imediata da definicdo anterior e do lema Hill-Climb é:

Corolario 5.12. Um laco geodésico tipo-tempo localmente extremal ndo-autoconjugado
em uma variedade de Lorentz € uma geodésica tipo-tempo fechada.

5.3 PSEUDOCONVEXIDADE, DESAPRISIONAMENTO E GEODESICAS TIPO-TEMPO
FECHADAS

Esta secao contém as principais consequéncias geométricas da analise da
secao anterior. Os principais resultados aqui sdo a proposi¢éao 5.13 e o teorema 5.14,
que veremos a seguir, que estabelecem novas condicdes naturais para a existéncia de
uma geodésica tipo-tempo fechada em uma variedade de Lorentz.

4 Aqui, TM esta implicitamente dotado com uma métrica riemanniana, digamos, a métrica de Sasaki
associada com alguma métrica riemanniana h de M.
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Proposicao 5.13. Sejam (M,g) uma variedade de Lorentz que contém um lago geodé-
sico tipo-tempoy tal que T&(y) (o subconjunto formado por todos os vetores velocidade
inicial desta classe) é precompacto emD C TM.
Entéo, Lz (y) < oo e existe um lago geodésico tipo-tempo n com comprimento
lorentziano Lz (y) tal que ou
i. n € ¥(y) en é autoconjugado; ou

ii. n € TG(y) en é uma geodésica tipo-tempo fechada.
Se adicionarmos Izg(y) > 0, entéo existe um lago geodésico tipo-tempo n’ com
comprimento lorentziano Iz (y) tal que ou
. n' € Z(y) e ele é autoconjugado; ou

ii’. n' € TB(y) e ele é uma geodésica tipo-tempo fechada.

Demonstragdo. Provaremos apenas a primeira afirmagao (i.e., os itens (i) e (ii)), pois
os argumentos utilizados para a prova da segunda parte séo inteiramente analogos.
Seja (ng :[0,1] = M)xen+ Uma sequéncia de lagos geodésicos tipo-tempo em T&(y) da
qual a sequéncia de comprimentos (¢, = |, (0)[) ke S€ aproxima de / := Lgg(y) < oo,
i.e.,

Uy — L. (42)

Seja px = nk(0) = ng(1). Da precompacidade de T&(y), a menos de passagem para
uma subsequéncia, temos que

Nk(0) = veD= l=|n,(0)] = |v|={<o0.

A existéncia de y (tipo-tempo) implica que ¢ > L(y) > 0. Dessa forma, o carater causal
de v é tipo-tempo. Se p € M é o ponto base de v, entdo py — p. Logo, se definirmos
n:tef0,1] — expp(t-v) € M, temos que n € uma laco geodésico tipo-tempo em i(y)5.
Entdo, ou n é autoconjugado ou, pela proposicao 5.10 e o teorema 5.11, n € T&(y) é
uma geodeésica fechada. O

A precompacidade de uma classe de TG-homotopia T&(y) assumida na pro-
posicao 5.13 pode nao ser facil de verificar na pratica. O teorema a seguir fornece
condicbes geométricas naturais e concretas em que ela ocorre, porém a variedade
lorentziana sera compacta, o que nao era exigido na proposi¢cao anterior.

Teorema 5.14. Seja (M,g) uma variedade de Lorentz compacta. Suponha que:

5 Para ver isto, primeiro tome uma cobertura para a imagem de n (que é compacta) formada por
vizinhangas convexas de (M, g). Em seguida, tome um subcobertura finita para a imagem de n e dai
obtenha uma cobertura finita para o intervalo [0, 1] através da imagem inversa desta subcobertura
finita por . Aplique o lema da cobertura de Lebesgue, para cobertura finita anterior de [0, 1], obtendo
uma particao para este intervalo tal que a imagem de ) de cada subintervalo esta contida em uma
vizinhanga convexa da subcobertura finita de n. Por fim, use o fato de que ,(0) — v = n(0) para
encontrar uma t-homotopia entre n e n, para algum k suficientemente grande.
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i. (M,g) contém um lago geodeésico tipo-tempo y tal que T(y) ndo contém lagos
geodeésicos tipo-tempo autoconjugados;

ii. existe uma aplicagdo de recobrimento lorentziana regular ¢ : (M,g) — (M,g)
tal que (M, 9) é causalmente pseudoconvexa e desaprisionada (e.g., se (M, g) é
globalmente hiperbdlico) e D(p) € um grupo abeliano.

Entdo, T&(y) contéem uma geodésica tipo-tempo fechada de comprimento Lzg(y). Se
acrescentarmos que Izg(y) > 0, entdo T&(y) também contém uma geodeésica tipo-
tempo fechada de comprimento lzg(y).

Demonstragdo. Em decorréncia da proposicao 5.13, perceba que é suficiente provar
que o subconjunto formado pelos vetores velocidade inicial de T&(y) é precompacta
em D.

Sejam (n : [0,1] = M),cn+ uma sequéncia de lagos geodésicos tipo-tempo em
TB(y) e px :=nk(0) = ng(1). Como M é compacto, entédo, a menos de passagem para
uma subsequéncia, px — p.

Escolha uma vizinhanga conexa U > p em M e escreva

|| Ui=97'(U)
ielCN*
tal que |, : U; — U é um difeomorfismo para todo i € /. Além disso, escolha uma
vizinhanga V > p com V c U (note que o fecho de V é compacto) e p ¢ U,-O, para
algum iy € 1, tal que @(p) = p. Eventualmente p, € V, entdo podemos supor que esse
€ 0 caso para todo k, e considere os levantamentos ) : [0,1] — M das geodésicas ny
que iniciam em py = (g0|0[0)_1 (oK) — p.
Temos que A (0) € K, := (¢ U, (V) e (1) € K, = (o] o, )~1(V) para algum
Ik € I (possivelmente i = ip), onde f(,-o e f(,-k sd0 subconjuntos compactos.

Considere k, k' € N*. Afirmamos que U;, = U;, e, consequentemente, iy = i
e Kj = Kj,,. Para ver isto, usaremos o fato de que ny e ny estdao na mesma classe
de TG-homotopia , o recobrimento ¢ € regular e D(¢) € abeliano. De fato, seja oy - :
[0,1] x [0,1] — M uma TG-homotopia com o /(0,t) = nk(t) € ok x(1,t) = Nk/(t) para
todo t € [0,1]. Seja ok s : [0,1] x [0,1] — M o levantamento de Ok k' através de ¢
com 6 /(0,0) = pi. Note que, f,(t) = 6k k(0,t) para t € [0,1], pois @ o &y 4/(0,) =
ok k(0,-) = nk e 0k (0,0) = px = N,(0). Denotaremos por Ny, (t) = 0k (1,t) para
t € [0,1] o levantamento de n, através de ¢ iniciando em pj, = ok k(1,0) € U/* para
algum i* € I (veja a figura 22).

Pela regularidade do recobrimento, existem transformacdes de recobrimento
Fr, Ffy M — M com Fk@k(O)) = ,?k(1) € Ui, e Fi(35(0)) = A (1) € U,-;,, onde i}, € I.
Dessa forma, Fy(U;) = U;, e Fi,(Uj) = Ujs .

k!
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Figura 22 — O levantamento &k : [0,1] x [0,1] — M de o 4 através de ¢ com
Ok, k(0,0) = Py

(M, 9)

Ok k(- 0) = ok (-, 1)
Fonte: Elaborada pelo autor.

Agora, considere a curva
Crk S €10,1] > Ok 4i(5,0) € M
que conecta p, a pys. Dessa forma, temos que as curvas Fy o 2,(’,(/ e
Ex kS €[01] = Ok pi(s1) €M
séo levantamentos através de ¢ iniciando em (1) da curva
s € [0,1] = 0k k/(S,0) = 0k k(S,1) € M

formada pelos pontos iniciais (e finais) dos segmentos de geodésicas de oy /. Assim,
Fk 0 C k= Ek k- Em particular, Fy o Oy k(1) = &k 4(1). Entdo,

Fk(Pkr) = Fi(A7(0) = Fi(Cx k(1)) = &k k(1) = A1) = Fr(A7(0)) = Ffi(Bfr)-
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Consequentemente, Fy = F}, = F. Assim, F(U;)) = U; e F(U;) = U,-;/.
Como Py, P € ¢~ ({pw}) € @ : M — M é regular, entdo 3G € D(¢) tal que
G(py/) = Pys- Assim, G(U,*) = U,-O e N = Gonj em[0,1]. Como D(p) é um grupo

abeliano, entao

G(Uj.) = G(F(U;-)
F(G(U;))
= F(U)=U, (43)

~

Como Aj.(1) € U,-;/, entdo, por (43), A (1) = GoAj(1) € U,. Isto é, U, = U
consequentemente, f(,-k = f(,-k, como afirmamos acima.

ik/ e’

Figura 23 — Os abertos U;, e U;, coincidem.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Dessa forma, da afirmag&o anterior segue que os levantamentos r),, segmentos
de geodésicas tipo-tempo em (M,Q), tém extremidades no subconjunto compacto

K:=K,UK; cCM.
Da pseudoconvexidade e desaprisionamento causais de (M, 9), temos que a
aplicacdo exponencial e>€p|é € propria, onde C é conjunto formado pelos vetores

causais em D e os elementos da imagem da secao nula de TM tais que fT(C) =K (veja
o teorema 3.15). Temos que, para cada k, ﬁk(O) eCe

~

> A1) = eXp p, (1k(0) = 7k(0) € (exXp )" (K) € C,

X>
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onde (exp |C‘)_1 (f() € um subconjunto compacto em C. Logo, a menos de passagem
para uma subsequéncia,
Nk(0) = v € D, (44)

Aplicando do a (44), vem que
Nk(0) = do(v) =: v € Dp.
Portanto, T&(y) é precompacta. O
O teorema 5.14 é uma variante do seguinte resultado:

Proposicao 5.15 ([26], Cor. 5.2). Seja (M,g) um espaco-tempo compacto que admite
uma aplicagcdo de recobrimento regular globalmente hiperbdlica ¢ : (M, g) = (M, g).
Se o grupo de recobrimento D(¢p) € abeliano, entdo (M, g) possui uma geodésica
tipo-tempo fechada.

5.4 TRANSLACOES DE CLIFFORD E RECOBRIMENTOS GLOBALMENTE HIPER-
BOLICOS

Nesta se¢do voltamos ao contexto especifico das variedades lorentzianas que
admitem um espaco de recobrimento globalmente hiperbdlico, porém agora admi-
tindo simetrias tais como as translagées de Clifford e as isometrias tipo-tempo futuro-
dirigidas neste espago-tempo. Nossa abordagem aqui gerou novos resultados de exis-
téncia de geodésicas tipo-tempo fechadas em variedades de Lorentz que sdo um pouco
mais fortes do que resultados similares na literatura, e isso nos motivou a revisita-los
aqui munidos do lema Hill-Climb.

Sejam (M, g) um espago-tempo e p : M — M uma isometria. Dizemos que p €
uma:
i. translacao de Clifford, se d(p, p(p)) é constante para todo p € M.

ii. isometria tipo-tempo futuro-dirigida, se para cada p € M ou p(p) = p ou
p(p) € I*(p).

Estas duas definicdes sdo, em principio, no¢des inteiramente diferentes. Veja-
mos o exemplo a seguir:

Exemplo 5.16. Se X é um campo vetorial de Killing completo tipo-luz ou tipo-espaco
que tem 6rbitas acronais em um espago-tempo (M, g), entédo qualquer estagio p; (t € R)
de seu fluxo é uma translacdo de Clifford, pois d(p,p¢(p)) = O para todo p € M. Até
mesmo se X for um campo vetorial de Killing tipo-tempo futuro-dirigido e (M, g) um
espacgo-tempo cronologico, temos que p;, para t < 0, é uma translagéo de Clifford,
pois também temos que d(p,pt(p)) = 0 para todo p € M e t < 0. Note que, em
nenhuma destas situacoes temos que p; € uma isometria tipo-tempo futuro-dirigida,
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exceto pg = ldy, — que é trivialmente uma translacdo de Clifford, em espagos-tempo
cronolégicos® (ja que d(p,p) = 0 para todo p € M neste caso), e uma isometria tipo-
tempo futuro-dirigida.

O resultado a seguir obtido por Beem, Ehrlich e Markvorsen fornece uma relacao
entre as isometrias tipo-tempo futuro-dirigidas e as translacdes de Clifford em um
espaco-tempo globalmente hiperbdlico e 1-conexo futuro-dirigido.

Teorema 5.17 ([5], Teo. 4.2, Pag. 254). Seja (M, g) um espago-tempo globalmente
hiperbdlico e 1-conexo futuro-dirigido tal que todas as curvaturas seccionais sdo > 0
em planos tipo-tempo. Se (M,g) é geodesicamente completo em alguma das classes de
geodésicas (tipo-tempo, tipo-luz ou tipo-espago), entdo qualquer isometria tipo-tempo
futuro-dirigida nao-trivial de (M, g) € uma translagéo de Clifford.

Este resultado motiva a seguinte defini¢do:

Definicao 5.18. Uma isometria p de um espaco-tempo (M,g) é uma translacao de
Clifford tipo-tempo futuro-dirigida se p € uma isometria tipo-tempo futuro-dirigida e
também uma translagao de Clifford.

A seguir apresentamos dois exemplos simples que ilustram a definigcdo anterior —
contudo no segundo exemplo as hip6teses do teorema 5.17 podem falhar, mas mesmo
assim temos uma translag¢ao de Clifford tipo-tempo futuro-dirigida.

Exemplo 5.19.

1. Considere o espaco-tempo de Minkowski RQ com a orientagao temporal padréo.
Uma translagéo pa : RY — RY dada por pa(x) := x + a, onde a € R" é qualquer
vetor tipo-tempo pertencente ao cone temporal futuro, é uma translacéo de Clif-
ford ndo-trivial tipo-tempo futuro-dirigida (observe que d(x, pa(x)) = |a| para todo
x € RM).

2. Mais geralmente, seja (M = R x N, g = —dt? & h) um cilindro Lorentziano, onde
(N1, h) é uma variedade riemanniana conexa. (M, g) é um espaco-tempo glo-
balmente hiperbdlico e geodesicamente completo se, e somente se, (N,h) é
completo (c.f. [9, Teo. 3.67, Pag. 103]; a orientacdo temporal € escolhida de
modo que 0/0t estd em 1*). No entanto, (M, g) ndo precisa ser 1-conexo futuro-
dirigido; na verdade, pode até ter infinitas classes de t-homotopia, mesmo que
N seja simplesmente conexa (veja [2]). Entdo o teorema 5.17 n&o pode ser apli-
cado diretamente. Porém, para cada numero real positivo a > 0, a aplicacéo
pa: (t,x) € M — (t+a,x) € M é claramente uma translacdo de Clifford tipo-tempo
futura-dirigida nao-trivial com d(p, pa(p)) = a para todo p € M.

6 Curiosamente, por esta definicao, se (M,g) é totalmente vicioso, ou seja, se através de qualquer
ponto de M passa uma curva tipo-tempo futuro-dirigida fechada, entao a aplicagéo identidade é uma
translacao de Clifford, pois d(p,p) = +oo para todo p € M.



Capitulo 5. Geodésicas Tipo-Tempo Fechadas em Variedades de Lorentz 94

Agora forneceremos condicdes suficientes para a existéncia de um laco geodé-
sico tipo-tempo localmente maximizante (veja também o corolario 4.10 e a proposi¢ao
5.5). Observe que no resultado a seguir ndo precisamos nem de compacidade de M e
nem de regularidade do recobrimento.

Teorema 5.20. Seja (M, g) uma variedade de Lorentz que admite um recobrimento
lorentziano ¢ (M, g) — (M, g), onde (M, g) é um espaco-tempo globalmente hiper-
bdlico. Se o grupo D(p) C Diff( ) de transformacgdes de recobrimento contém uma
translagdo de Clifford tipo-tempo futuro-dirigida n&ao-trivial de (I\/I, g), entdo (M, g) tem
um lago geodésico tipo-tempo localmente maximizante em cada ponto p € M.

Demonstracdo. Primeiramente observe que M = cp(l\/l) € conexa, pois M é conexa
e ¢ é uma aplicacdo continua. Sejam p : M — M uma translacao de Clifford tipo-
tempo futuro-dirigida ndo-trivial em D(p) e p € M. Considere py € ¢~ ({p}). Temos
que po = p(pP1) # P1, pois p € uma transformagéo de recobrimento nao-trivial de ¢
e como p € uma isometria tipo-tempo futuro-dirigida, segue que po € I*(p1). Como
(I\N/I, g) é globalmente hiperbdlico, entdo existe um segmento de geodésica tipo-tempo
futuro-dirigido maximal ¢ : [0,1] — M que conecta py a po, ou seja, d(p1,p(pP1)) =
d(p1,p2) = L(0). Seja U > p uma vizinhanga conexa que é coberta uniformemente por
@ e escreva (p_1 (U) = Ujcjcn- Ui (i.e., I €, no maximo, infinito contavel). Sem perda de
generalidade podemos assumir que p; € Ui para i = 1,2. Como consequéncia, temos
que p(@1) = Ug. Denotamos por u a velocidade inicial de 6.

Seja E:D c TM — M x M a aplicagdo dada por E(v) = (71(v), exp(v)) para
v € D, onde D é o dominio maximal da aplicagido exponencial exp em (M,g) e 7 a
projecao candnica de TM sobre M. Como U € D, temos que

E(0) = (7 (1), exp(D)) = (6(0),6(1)) = (P1,P2) € Uy x Us.
Assim, W := E(U; x Up) é uma vizinhanga de & em D. Agora, como a aplicacdo
Q: (M, g) — (M, g) € um recobrimento lorentziano, entdo a derivada d¢ : TM — TM de
¢ € um difeomorfismo local que preserva o carater causal dos vetores. Em particular, a
restricdo da aplicagéo de fibrado dg entre os subconjuntos abertos TU1 = |_|6,6 U, TqM
e TU = UgeyTgM € um difeomorfismo. Observe que W c TU;ND.Seja v e w.
Considere a geodésica inextensivel o, em M tal que 6;(0) = v. Como v € D, entdo 6,
esta definida no intervalo [0,1]. Assim, a geodésica inextensivel oy =@ ooy em M é
tal que 6v(0) = v := dop(v ) e também esta definida no intervalo [0,1]. Concluimos que

a vizinhanca W := (dcp)(W) de u := (do)(u) esta contida em TUND.

Afirmamos que o lago geodésico tipo-tempo o := ¢ o6 : [0,1] - M com ¢(0) =
u € D tem comprimento maximal dentre todos os lagos geodésicos tipo-tempo com
condigdes iniciais em W. De fato, seja 8 : [0,1] — M um laco geodésico tipo-tempo tal
que B(0) =B(1) =x € Ue w = B(0) € W. Considere w € W C D tal que dp(w) = w e
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m(w) € Uy. Agora, considere o segmento de geodésico tipo- tempo,B [0,1] — M
tal que B =Xe ﬁ = W, Ou seja, ,8 = expx (t - w) para t € [0,1] (observe
que ,8 ) = expzW € U2 pela definicdo de W) Note que B = ¢ o[%’ pois ambos 0s
segmentos geodésicos e ¢ o,B possuem as mesmas condlgoes iniciais. Além disso,

B(1) = p(x), porque ambos os pontos estdo em U2 e (p(,B = @(p(x)) = x. Comop é
uma translagao de Clifford, entdo
LB = LB
< d(x,p(X))

]

O teorema 5.20 junto com o Corolario 5.12 produz imediatamente uma generali-
zacao do [27, Teo. 3.5]:

Corolario 5.21. Seja (M, g) uma variedade lorenztiana tal que Conj.(p) = () para al-
gum p € M. Suponha que (M, g) admite uma aplicacao de recobrimento lorentziana
globalmente hiperbdlica go(l\~/l, g) — (M, g) tal que o grupo de transformacéo de recobri-
mento D(p) tem uma translagcao de Clifford tipo-tempo futuro-dirigida nao-trivial, entao
(M, g) tem uma geodésica tipo-tempo fechada através de p. Em particular, se (M, g)
tem curvaturas seccionais ndo-negativas em planos tipo-tempo, entao (M, g) tem uma
geodésica tipo-tempo fechada passando por cada um de seus pontos.

Finalmente, o corolario a seguir decorre imediatamente do teorema 5.17 e do
corolario 5.21 — lembrando que qualquer forma espacial lorentziana plana tem como
recobrimento universal o espaco-tempo de Minkowski. Ele generaliza [27, Cor. 3.6].

Corolario 5.22. Seja (M, g) uma forma espacial lorentziana plana. Se o grupo funda-
mental (M) contém uma isometria tipo-tempo futuro-dirigida néo-trivial, entao (M, g)
contém uma geodeésica tipo-tempo fechada através de cada um de seus pontos.
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6 CONCLUSAO

No capitulo 3 abordamos o problema da conexidade geodésica em variedades
afins e conseguimos avancgos importantes. De forma mais especifica, conseguimos
melhorar o teorema 1.4 obtido por Costa e Silva e Flores em [18] através do teorema
3.19 com a vantagem de termos nao sé informagdes sobre a conectividade geodé-
sica entre dois pontos na variedade, mas como também informacdes a respeito da
quantidade destes segmentos de geodésicas que conectam estes dois pontos.

No capitulo 4 trabalhamos no problema da conexidade geodésica em varieda-
des de Lorentz. Obtemos no teorema 4.8 um resultado relevante sobre a conexidade
geodésica entre dois pontos, que nos garante a existéncia de um segmento geodeé-
sico tipo-tempo conectando dois pontos p e g quando a aplicagao exponencial exp,
tem a propriedade de continuagédo causal (CCP), veja definicdo 4.3, e estes pontos
podem ser conectados por uma curva tipo-tempo que néao intersecta o conjunto for-
mados pelos pontos conjugados a p ao longo de geodésicas causais. Em particular,
este resultado tem uma grande importancia para nossa pesquisa, pois ele nos fornece
condicoes suficientes para existéncia de lacos geodésicos tipo-tempo, corolario 4.10,
o que é fundamental para estabelecermos a existéncia de geodésicas tipo-tempo em
uma variedade de Lorentz em vista da nossa técnica empregada para tal no capitulo
5.

No capitulo 5 tratamos do problema da existéncia de uma geodésica tipo-tempo
fechada em uma variedade de Lorentz. A partir da existéncia de uma lago geodésico
tipo-tempo introduzimos o conceito de TG-homotopia (veja definicao 5.1) e nesse
sentido obtemos o teorema 5.11. Utilizamos esse resultado crucial para a obtencéo de
novos resultados sobre existéncia de geodésicas tipo-tempo fechadas.

Combinando o teorema 5.20 com o corolario 5.12 obtemos o corolario 5.21 que é
uma generalizagao de [27, Teo. 3.5]. A vantagem aqui é que nosso resultado ndo requer
nem a compacidade da variedade de Lorentz e nem a regularidade do seu espago de
recobrimento. Finalizamos o capitulo obtendo o corolario 5.22 que generaliza [27, Cor.
3.6] (ndo requisitamos a compacidade da forma espacial lorentziana).

Como fruto da nossa pesquisa produzimos dois preprints, um intitulado por
“Path-Lifting Properties of the Exponential Map with Applications to Geodesics" em que
tratamos do problema da conexidade geodésica em variedades afins e de Lorentz
abordada nesta tese nos capitulos 3 e 4 (para visualizar o preprint acesse o endereco:
<https://arxiv.org/abs/2107.14328v1>) e o outro por “Locally Extremal Timelike Geode-
sic Loops on Lorentzian Manifolds" em que trabalhamos com o problema da existéncia
de geodésicas tipo-tempo fechadas em variedades de Lorentz, visto aqui no capitulo 5
(para visualizar o preprint acesse 0 endereco: <https://arxiv.org/abs/2201.09993v1>).


https://arxiv.org/abs/2107.14328v1
https://arxiv.org/abs/2201.09993v1

Capitulo 6. Conclusao 97

Como trabalhos futuros em decorréncia desta pesquisa desejamos estudar mais
detalhadamente a hipétese de “ndo-autoconjugacao” exigida para que um laco geodé-
sico tipo-tempo localmente extremal em uma variedade de Lorentz seja uma geodésica
tipo-tempo fechada no corolario 5.12. De fato acreditamos que esta suposicao possa
ser apenas uma limitacado em decorréncia da técnica empregada no problema. Final-
mente, gostariamos também de investigar o quao genérica € a auséncia de pontos
autoconjugados para lacos geodésicos tipo-tempo nas classes de variedades de Lo-
rentz consideradas.
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