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RESUMO

Nesta dissertação, consideramos um problema de valor inicial e de fronteira associado
a uma equação da onda semilinear, com dois termos dissipativos, em um domínio
exterior. O principal objetivo do trabalho é obter taxas de decaimento para a solução
do problema e estudar o expoente crítico em relação a potência p do termo de não
linearidade |u(t ,x)|p. Em particular, para o caso bidimensional os resultados obtidos
são ótimos e o expoente crítico é dado pelo expoente de Fujita. Os resultados aqui
apresentados foram provados por Marcello D’Abbicco, Ryo Ikehata e Hiroshi Takeda
em [11].

Palavras-chave: Equação da onda semilinear, existência e unicidade de solução, ex-
poente crítico, domínio exterior, dupla dissipação.





ABSTRACT

In this dissertation, we consider an initial value and boundary problem associated with
a semi-linear wave equations with double damping terms in exterior domains. The main
goal of the work is to obtain decay rates for the solutions of the problem and to study the
critical exponent in relation to the power p of the nonlinear term |u(t ,x)|p. In particular,
for the two-dimensional case, the data are optimal and the critical exponent is given by
the Fujita exponent. The results presented here were proved by Marcello D’Abbicco,
Ryo Ikehata and Hiroshi Takeda in [11].

Keywords: Semilinear wave equation, existence and uniqueness of solution, critical
exponent, exterior domains, double dissipation.
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INTRODUÇÃO

As Equações Diferenciais Parciais aparecem na modelagem de diversos fenô-
menos físicos. Aspectos como existência, unicidade, regularidade e comportamento
assintótico de soluções para problemas de valor inicial e/ou de contorno são alguns
exemplos de resultados teóricos que são amplamente estudados no contexto de equa-
ções diferenciais.

Neste trabalho, consideramos o seguinte Problema de Cauchy associado a uma
equação da onda semilinear em um domínio exterior de Rn:

utt (t ,x)–∆u(t ,x)+ut (t ,x)–∆ut (t ,x) = |u(t ,x)|p, (t ,x) ∈ (0,+∞)×Ω,
u(0,x) = u0(x), ut (0,x) = u1(x), x ∈Ω,
u(t ,x) = 0, x ∈ ∂Ω, t > 0,

(0.1)

no qual Ω é um domínio exterior, ou seja, Ω = Rn/O , n ≥ 2, com ∂Ω limitada e suave,
sendo O um conjunto compacto de Rn com medida positiva. Sem perda de genera-
lidade, assumimos que 0 ∈ int(O ). Os dados iniciais u0 e u1 são escolhidos em um
espaço de energia usual, mais precisamente,

[u0,u1] ∈H1
0 (Ω)×L2(Ω).

A energia total E(t) associada à solução v (t ,x) do problema linear relacionado
a equação (0.1) é definida por:

E(t) =
1
2
∥vt (t , ·)∥2 +

1
2
∥∇v (t , ·)∥2 (0.2)

e satisfaz a seguinte identidade de energia:

dE
dt

(t)+
∫
Ω

|vt (t ,x)|2 dx +
∫
Ω

|∇vt (t ,x)|2 dx = 0. (0.3)

Observe que a energia total associada ao problema linear é uma função decres-
cente. Dessa forma, os termos ut (t ,x) e –∆ut (t ,x) representam duas dissipações para
o problema (0.1).

O principal objetivo do trabalho é obter taxas de decaimento para a solução
do problema (0.1) e estudar o expoente crítico em relação à potência p do termo de
não linearidade |u(t ,x)|p que aparece na equação, isto é, um valor limítrofe para a
existência ou não-existência de soluções globais no tempo.

Inicialmente, vamos comentar brevemente sobre Problemas de Cauchy para
algumas equações e indicar referências, para que assim, o leitor tenha um acervo
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acessível de pesquisa. Sendo assim, primeiramente, consideremos a seguinte equação
linear homogênea:

utt (t ,x)–∆u(t ,x)–∆ut (t ,x) = 0. (0.4)

Para a equação (0.4) indicamos [26] e [27], pois possuem os principais resultados sobre
estimativas associadas à equação citada. Na sequência, Ikehata-Todorova-Yordanov
[21] e Ikehata [16], apresentam perfis assintóticos de soluções para equação (0.4). No
entanto, considerando a equação:

utt (t ,x)–∆u(t ,x)–∆ut (t ,x) = |u(t ,x)|p, (0.5)

em D’Abbicco-Reissig [12] são estudados os designados "problemas de expoentes
críticos", que apresenta condições sobre onde o Problema de Cauchy está inserido, e
limita intervalos para a potência p de forma a garantir a existência de solução global.

Cabe também uma menção, D’Abbico-Ebert [10] exploram os perfis assintóticos
no caso parabólico para a equação:

utt (t ,x)–∆u(t ,x)+2a(–∆)σut (t ,x) = 0, (a > 0), (0.6)

no qual σ ∈ (0,1/2) e a partir das estimativas apresentadas por [7], D’Abbico-Ebert [9]
e [8] obtém o expoente crítico para o caso de não linearidade da forma |u(t ,x)|p

e |ut (t ,x)|p. Ressaltamos que o caso σ = 1/2 é detalhado por D’Abbicco [6]. E, em
Ikehata-Taketa [19], para σ ∈ [1/2,1), são estudados os possíveis perfis assintóticos de
soluções hiperbólicas com t →+∞.

Recentemente, Ikehata-Sawada [18] propõe um novo problema, com a finali-
dade de descobrir o perfil assintótico de soluções para o Problema de Cauchy homo-
gêneo, associado ao Problema de Cauchy semilinear (0.1). Neste estudo é indicado
que o perfil assintótico é um múltiplo constante do Kernel de Gauss com t →+∞. Em
D’Abbicco [7] é estudado o problema (0.1) com três tipos de não linearidade |u(t ,x)|p,
|ut (t ,x)|p e |∇u(t ,x)|p, e além disso, determina-se os expoentes críticos da potência p
para todo Rn, com n ≥ 1.

Neste trabalho, usamos como base uma Proposição enunciada no Capítulo 3.
Como não exploramos sua demonstração, indicamos [20], na qual este resultado é
enunciado na Proposição 2.1 e demonstrado no Apêndice A desta mesma referência.
Em suma, tal resultado nos traz que, sob certas condições, temos a existência de
solução fraca para o Problema (0.1), e além disso, apresenta boa colocação local. Vale
ressaltar que, entendemos como boa colocação a existência de solução, a unicidade
da mesma e a dependência contínua da solução em relação ao dados iniciais.
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No Capítulo 1 são apresentados conceitos e resultados clássicos da área. As
demonstrações são omitidas, porém devidamente referenciadas, para que toda a es-
trutura de cálculos e notações usadas na sequência seja de conhecimento do leitor.
Por sua vez, no Capítulo 2, consideramos o problema linear associado ao Problema
(0.1), e provamos estimativas para a solução do referido problema, mais precisamente,
apresentamos o seguinte resultado:

Teorema 0.1. Seja n ≥ 2. Se [v0,v1] ∈H1
0 (Ω)×L2(Ω) é tal que:

∥dn(·)(v0 +v1)∥< +∞,

então, a solução única v ∈X1 do problema linear associado a (0.1), satisfaz:

∥v (t , ·)∥2 ≤CJ2
0 (1+ t)–1,

∥vt (t , ·)∥2 +∥∇v (t , ·)∥2 ≤CJ2
0 (1+ t)–2,

para alguma constante C > 0, de modo que:

J2
0 := ∥v0∥2

H1 +∥v1∥2 +∥dn(·)(v0 +v1)∥2 ,

onde
X1 := C

(
[0,+∞);H1

0 (Ω)
)
∩C1

(
[0,+∞);L2(Ω)

)
.

Este resultado é de extrema importância para a demonstração do teorema
abaixo, pois uma vez que o estudo se dá sobre uma equação semilinear, a solução
pode ser obtida usando o método de Duhamel.

Teorema 0.2. Seja n = 2 e 2 < p < +∞ ou n = 3,4,5 e 1+ 4
n+2 < p ≤ n

n–2 . Se as condições
iniciais [u0,u1] ∈H1

0 (Ω)×L2(Ω) satisfizer

I 2
0 := ∥e|·|2/4u1∥2 +∥e|·|2/4∇u0∥2 +∥e|·|2/4u0∥2 ≪ 1,

então, o Problema (0.1) tem uma única solução global fraca u ∈X1 satisfazendo:∫
Ω

e|x |2/2(1+t)
(

|ut (t ,x)|2 +|∇u(t ,x)|2
)

dx ≤I 2
0 ,

e as estimativas:
∥u(t , ·)∥2 ≤CI 2

0 (1+ t)–1,

∥ut (t , ·)∥2 +∥∇u(t , ·)∥2 ≤CI 2
0 (1+ t)–2,

são verdadeiras para alguma constante C > 0.

O resultado acima é enunciado e demonstrado no Capítulo 3, em síntese, prova-
mos a existência e unicidade de solução global fraca sobre certas condições nos dados
iniciais e sobre o expoente p. E, por fim, no Capítulo 4, apresentamos e demonstramos
os seguintes resultados:
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Teorema 0.3. Seja n ≥ 2. Suponha que a condição inicial u0 ∈ L1(Ω)∩H1
0 (Ω) e u1 ∈

L1(Ω)∩L2(Ω) em (0.1) não sejam identicamente nulas. Além disso, considere que u0(x),

u1(x)≥ 0, para qualquer x ∈Ω. Assuma que 1 < p < 2, se n = 2, ou 1 < p ≤ 1+
2
n

, se n ≥ 3.
Então, não existe solução global para o Problema (0.1), isto é, na Proposição 3.1,
Tm < +∞.

Teorema 0.4. Seja n ≥ 3. Suponha que a condição inicial u0 ∈ L1(Ω)∩H1
0 (Ω) em (0.1)

seja tal que u0(x)≥ 0, para qualquer x ∈Ω. Além disso, assuma que existe uma cons-
tante ε> 0 de modo que o dado inicial u1 ∈ L2,1(Ω) em (0.1) satisfaça:

u1(x)≥ ε|x |–1– n
2 (log(1+ |x |))–1 ∀x ∈Ω.

Assim, se 1 < p < 1+
4

n+2
, então, não existe solução global para o Problema (0.1), isto

é, Tm < +∞, onde
L2,1(Ω) =

{
f ∈ L2(Ω) \ |x |f ∈ L2(Ω)

}
. (0.7)

Estes resultados garantem, sob as condições descritas, a não existência de
soluções globais para o Problema (0.1), contrapondo assim, o Teorema 0.2. No capítulo
4, bem como no Teorema 0.2, são impostas restrições aos dados iniciais, entretanto,
consideramos um complementar aceitável para o intervalo no qual o expoente p está
inserido no Teorema 0.2. Sendo assim, garantimos com estes resultados que sob as
condições aqui impostas, o Problema (0.1), não admite solução global.
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1 PRELIMINARES

Neste capítulo buscamos compilar diversos resultados e definições que serão
utilizadas no decorrer deste trabalho. As demonstrações serão omitidas, porém, indi-
camos as seguintes referências [14], [24], [23], [1], [3], [22], [15], [25] e [2], que foram
cruciais no desenvolvimento deste capítulo, e assim, caso o leitor tenha interesse em
se familiarizar com as devidas provas, terá o referido acesso.

1.1 NOTAÇÕES E CONCEITOS PRÉVIOS

1. K indica o corpo R ou C;

2. x = (x1,x2,x3, · · · ,xn) ponto no espaço Rn;

3. | · | norma euclidiana em Rn;

4. |α| =α1 +α2 + · · ·+αn, no qual, α= (α1, · · · ,αn) ∈Nn, n ∈N;

5. Lp (Ω) é o espaço das funções u :Ω→R, mensuráveis de modo que
∫
Ω

|u(x)|pdx <

+∞, com 1≤ p < +∞;

6. Se u ∈ Lp (Ω), então, ∥u∥Lp(Ω) =
(∫

Ω
|u(x)|pdx

)1/p
, com 1 ≤ p < +∞, define uma

norma;

7. ∥ ·∥ denota a norma no espaço L2(Rn);

8. ut =
∂u
∂t

derivada de u em relação a t ;

9. utt =
∂2u
∂t2 segunda derivada de u em relação a t ;

10. Dαu =
∂|α|u

∂xα1
1 . . .∂xαn

n
, α= (α1, · · · ,αn) ∈Nn;

11. Se

u :Ω⊂Rn →R

é diferenciável, então, o gradiente de u, denotado por ∇u, é definido como um
vetor do Rn dado por:

∇u =
(
∂u
∂x1

, . . . ,
∂u
∂xn

)
;

12. Se

U(x) = (u1(x), . . . ,un(x))
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é um campo vetorial de classe C1, definimos o divergente de U(x), denotado por
div(U), como

div(U) =∇·U =
n∑

i=1

∂ui
∂xi

onde ∇ é o operador definido por ∇=
(

∂

∂x1
,
∂

∂x2
, . . . ,

∂

∂xn

)
;

13. O laplaciano de uma função u é definido como

div(∇u) =∇·∇u =
n∑

i=1

∂2u
∂x2

i

e, é denotado por ∆u.

IDENTIDADE RELEVANTES

Sejam u,v funções escalares de classe C1, K uma constante real e U e V
campos vetoriais também de classe C1, então, são verdadeiras as seguintes relações:

1. ∇(u +v ) =∇u +∇v ;

2. ∇(Ku) = K∇u;

3. ∇(uv ) = u∇v +v∇u;

4. div(U +V ) = div(U)+ div(V );

5. div(uU) = u div(U)+∇u ·U,

no qual, o ponto · representa o produto interno usual em Rn.

1.2 DISTRIBUIÇÕES

Seja u :Ω→K uma função mensurável e consideremos (Ki )i∈I a família de todos
os subconjuntos abertos Ki de Ω, de modo que, u = 0 quase sempre em Ki . Defina o
subconjunto aberto K =

⋃
i∈I

Ki . Então,

u = 0 quase sempre em K.

Consequentemente, definimos o suporte de u, que será denotado por supp(u), como
sendo o subconjunto fechado de Ω, dado por:

supp(u) =Ω\K .
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Definição 1.1. Representamos por C∞
0 (Ω) o conjunto das funções

u :Ω→K,

com as derivadas parciais de todas as ordens contínuas e com o suporte em um
conjunto compacto de Ω. Os elementos de C∞

0 (Ω) são chamados de funções testes.

Facilmente, temos que C∞
0 (Ω), munidos das operações usuais de soma e multi-

plicação, é um espaço vetorial sobre K.

Nas próximas seções, apresentaremos noções de convergências, tanto para o
espaço vetorial C∞

0 (Ω), quanto para o espaço vetorial das funções testes, que por sua
vez, será definido na sequência.

NOÇÃO DE CONVERGÊNCIA EM C∞
0 (Ω)

Definição 1.2. Sejam {ϕk }k∈N uma sequência em C∞
0 (Ω) e ϕ ∈C∞

0 (Ω). Dizemos que
ϕk →ϕ, se:

(i) ∃K ⊂Ω, com K um conjunto compacto, de modo que, supp(ϕk ) ⊂ K , para todo
k ∈N;

(ii) Para cada α ∈Nn,Dαϕk (x)→Dαϕ(x), uniformemente em x ∈ Ω.

Definição 1.3. O espaço vetorial C∞
0 (Ω), com a noção de convergência definida em

1.2, é denotado por D(Ω) e, é chamado de espaço das funções testes.

Definição 1.4. Uma distribuição sobre Ω é um funcional linear definido em D(Ω) e
contínuo em relação a noção de convergência definida em D(Ω). O conjunto de todas
as distribuições sobre Ω é denotado por D′(Ω). Desta forma,

D′(Ω) = {T : D(Ω)→K \ T é linear e contínuo}.

Observamos que D′(Ω) é um espaço vetorial sobre K.

Se T ∈ D′(Ω) e ϕ ∈ D(Ω), denotaremos por 〈T ,ϕ〉 o valor de T aplicado no
elemento ϕ.

NOÇÃO DE CONVERGÊNCIA EM D′(Ω)

Definição 1.5. Dizemos que Tk →T em D′(Ω) se 〈Tk ,ϕ〉→ 〈T ,ϕ〉, para toda ϕ ∈D(Ω).
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1.3 ESPAÇOS Lp(Ω)

Definição 1.6. Sejam Ω um conjunto mensurável e 1≤ p ≤∞. Indicamos por Lp(Ω), o
conjunto das funções mensuráveis f :Ω→K de modo que ∥f∥Lp(Ω) <∞, no qual:

∥f∥Lp(Ω) =
(∫

Ω
|f (x)|pdx

)1/p
, se 1≤ p <∞

e
∥f∥L∞(Ω) = supessx∈Ω|f (x)|

= inf{C > 0 \ |f (x)|≤C quase sempre em Ω}.

Observação 1.7. As funções ∥ ·∥Lp(Ω) : Lp(Ω)→R+,1≤ p ≤∞, são normas.

Entendemos Lp(Ω) como um conjunto de classes de funções, no qual duas
funções estão na mesma classe, se elas são iguais quase sempre em Ω.

Os espaços Lp(Ω), com 1 ≤ p ≤∞, são espaços de Banach, sendo L2(Ω) um
espaço de Hilbert, com o produto interno usual da integral. Além disso, para 1 < p <
∞,Lp(Ω) é reflexivo.

Teorema 1.8. C∞
0 (Ω) é denso em Lp(Ω), 1≤ p < +∞.

Teorema 1.9. (Interpolação dos Espaços Lp(Ω))
Sejam 1 ≤ p < q ≤∞. Se f ∈ Lp(Ω)∩Lq(Ω), então, f ∈ Lr (Ω) para todo r ∈ [p,q]. Além
disso,

∥f∥Lr (Ω) ≤ ∥f∥αLp(Ω)∥f∥1–α
Lq(Ω),

de modo que
1
r

=α
1
p

+(1–α)
1
q

.

ESPAÇOS Lp
loc(Ω)

Definição 1.10. Sejam Ω um aberto de Rn e 1 ≤ p < ∞. Denotaremos por Lp
loc(Ω), o

conjunto das funções mensuráveis f :Ω→R tais que fχK ∈ Lp(Ω), para todo K compacto
de Ω, no qual χK é a função característica de K .

Observação 1.11. L1
loc(Ω) é chamado o espaço das funções localmente integráveis.

Seja u ∈ L1
loc(Ω), vamos considerar o funcional

T = Tu : D(Ω)→K,

definido por:

〈T ,ϕ〉= 〈Tu,ϕ〉=
∫
Ω

u(x)ϕ(x)dx .

É fácil verificar que T define uma distribuição sobre Ω.
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Lema 1.12. (Du Bois Reymond)
Seja u ∈ L1

loc (Ω). Então, Tu = 0 se, e somente se, u = 0 quase sempre em Ω.

A aplicação
L1

loc (Ω) –→D′(Ω)

u 7–→Tu

é linear, contínua e injetiva, devido ao Lema 1.12. Sendo assim é usual identificarmos
a distribuição Tu com a função u ∈ L1

loc(Ω). Desta forma, temos que L1
loc(Ω) ⊂ D′(Ω).

Como Lp(Ω)⊂ L1
loc(Ω) temos que toda função de Lp(Ω) define uma distribuição sobre

Ω, ou seja, toda função de Lp(Ω) pode ser vista como uma distribuição.

Definição 1.13. Sejam T ∈D′(Ω) e α ∈Nn. A derivada de ordem α de T , denotada por
DαT , é definida por:

〈DαT ,ϕ〉= (–1)|α| 〈T ,Dαϕ〉 ,
para toda ϕ ∈D(Ω).

Com esta definição temos que se u ∈Ck (Ω), então,

DαTu = TDαu,

para todo |α|≤ k , no qual Dαu indica a derivada clássica de u. E, se T ∈D′(Ω), então,
DαT ∈D′(Ω), para todo α ∈Nn.

1.4 ESPAÇOS DE SOBOLEV

Definição 1.14. Sejam m ∈N e 1 ≤ p ≤∞. Denotaremos por W m,p(Ω), o conjunto de
todas as funções u de Lp(Ω), tais que, para todo |α| ≤ m,Dαu ∈ Lp(Ω), sendo Dαu a
derivada distribucional de u. W m,p(Ω) é chamado de Espaço de Sobolev de ordem m
relativo ao espaço Lp(Ω).

Resumidamente,

W m,p(Ω) = {u ∈ Lp(Ω) \ Dαu ∈ Lp(Ω) ∀|α|≤m}.

NORMA EM W m,p(Ω)

Para cada u ∈W m,p(Ω), definimos normas em W m,p(Ω), da seguinte maneira:

∥u∥m,p =

( ∑
|α|≤m

∥Dαu∥p
Lp(Ω)

)1/p

=

( ∑
|α|≤m

∫
Ω

∣∣(Dαu)(x)
∣∣p dx

)1/p

,

com p ∈ [1,∞) e
∥u∥m,∞ =

∑
|α|≤m

∥Dαu∥L∞(Ω) , p = +∞.
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Observações

1.
(
W m,p(Ω),∥ ·∥m,p

)
é um espaço de Banach.

2. Se p = 2, o espaço de Sobolev W m,2(Ω) é um espaço de Hilbert com produto
interno, dado por:

(u,v )m,2 =
∑

|α|≤m

(Dαu,Dαv )L2(Ω) u,v ∈W m,2(Ω).

3. Denotamos W m,2(Ω) por Hm(Ω).

4. Hm(Ω) é reflexivo e separável.

5. Seja v =
(
v1, · · · ,vn) ∈ (Hm(Ω))n, então,

∥v∥2
(Hm(Ω))n =

n∑
i=1

∥v i∥2
Hm(Ω) .

O ESPAÇO W m,p
0 (Ω)

Definição 1.15. Definimos o espaço W m,p
0 (Ω) como sendo o fecho de C∞

0 (Ω) em
W m,p(Ω).

Observações

1. Se p = 2, escrevemos Hm
0 (Ω) em vez de W m,p

0 (Ω).

2. Se W m,p
0 (Ω) = W m,p(Ω), o complemento de Ω em Rn possui medida de Lebesgue

nula.

3. É verdade que W m,p
0 (Rn) = W m,p (Rn).

O ESPAÇO W –m,q(Ω)

Definição 1.16. Suponha 1 ≤ p < ∞ e q > 1 tal que
1
p

+
1
q

= 1. Representamos por

W –m,q(Ω) o dual topológico de W m,p
0 (Ω). O dual topológico de Hm

0 (Ω) representamos
por H–m(Ω).

IMERSÕES DE SOBOLEV

Teorema 1.17. (Teorema de Sobolev)
Sejam m ≥ 1 e 1≤ p <∞.

(i) Se
1
p

–
m
n

> 0, então, W m,p(Ω)⊂ Lq(Ω),
1
q

=
1
p

–
m
n

;
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(ii) Se
1
p

–
m
n

= 0, então, W m,p(Ω)⊂ Lq(Ω), q ∈ [p,∞);

(iii) Se
1
p

–
m
n

< 0, então, W m,p(Ω)⊂ L∞(Ω);

sendo as imersões acima contínuas.

1.5 DESIGUALDADES IMPORTANTES

Desigualdade de Young

Se a≥ 0, b ≥ 0, 1 < p e q <∞ com
1
p

+
1
q

= 1, então,

ab ≤ 1
p

ap +
1
q

bq.

Desigualdade de Hölder

Sejam f ∈ Lp(Ω) e g ∈ Lq(Ω), com 1 < p <∞ e
1
p

+
1
q

= 1 ou q = 1 e p =∞ ou q =∞
e p = 1. Então, fg ∈ L1(Ω) e∫

Ω
|f (x)g(x)|dx ≤ ∥f∥Lp(Ω)∥g∥Lq(Ω).

Desigualdade de Poincaré

Seja Ω um aberto limitado de Rn. Então,

∥u∥2
L2(Ω) ≤C∥∇u∥2

L2(Ω),

para todo u ∈H1
0 (Ω), sendo C > 0 uma constante que depende do diâmetro de Ω.

Em particular, se u ∈ (H1 (Rn)
)n

e supp(u) está contido na bola |x |≤R, R > 0,
temos que:

∥u∥2
L2(Ω) ≤CR2∥∇u∥2

L2(Ω),

com C > 0 uma constante.

Desigualdade de Gagliardo-Nirenberg

Seja Ω ⊂ Rn aberto e 1 ≤ r < z ≤ ∞,1 ≤ q ≤ z e 0 ≤ k ≤ m. Então existe uma
constante C̃g > 0, de modo que:

∥u∥W k ,z(Ω) ≤ C̃g ∥Dmu∥θLq(Ω) ∥u∥1–θ
Lr (Ω),

para todo u ∈W m,q
0 (Ω)∩Lr (Ω), sendo:

∥Dmu∥Lq(Ω) =
∑

|α|=m

∥Dαu∥Lq(Ω)
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e

θ =
(

k
n

+
1
r

–
1
z

)(
m
n

+
1
r

–
1
q

)–1
.

1.6 TEOREMA DA DIVERGÊNCIA E FÓRMULAS DE GREEN

Seja Ω um aberto limitado, no qual, a ∂Ω é de Classe C2.

(i) Para F ∈ (H1(Ω)
)n

: ∫
Ω

(divF )(x)dx =
∫
Γ

F (x) ·η(x)dΓ;

(ii) Para v ∈H1
0 (Ω),u ∈H2(Ω) :∫

Ω
v (x)∆u(x)dx = –

∫
Ω
∇v (x) ·∇u(x)dx ;

(iii) Para u ∈H2(Ω),v ∈H2
0 (Ω) :∫

Ω
v (x)∆u(x)dx =

∫
Ω
∆v (x)u(x)dx .

A função η(x) representa a normal exterior unitária no ponto x ∈ ∂Ω e a função F
integrada sobre ∂Ω é no sentido da função traço.

1.7 SEMIGRUPOS DE OPERADORES LINEARES

Definição 1.18. Seja X um espaço de Banach e L (X ) a álgebra dos operadores
lineares limitados de X . Dizemos que uma aplicação

S :R+ →L (X )

é um semigrupo de operadores lineares limitados em X se:

(i) S(0) = I, onde I é o operador identidade de L (X );

(ii) S(t +s) = S(t)S(s), ∀t ,s ∈R+.

Dizemos que o semigrupo S é de classe C0, se:

(iii) lim
t→0+

∥(S(t)– I)x∥X = 0, ∀x ∈X .

Proposição 1.19. Todo semigrupo de classe C0 é fortemente contínuo em R+, isto é,
se t ∈R+, então,

lim
s→t

S(s)x = S(t)x , ∀x ∈X .
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Definição 1.20. Se
∥S(t)∥L (X ) ≤ 1,∀t ≥ 0,

S é chamado semigrupo de contrações de classe C0.

Definição 1.21. O operador A : D(A)→X definido por

D(A) =
{

x ∈X \ lim
h→0+

S(h)– I
h

x existe
}

e
A(x) = lim

h→0+

S(h)– I
h

x , ∀x ∈D(A),

é dito gerador infinitesimal do semigrupo S.

Proposição 1.22. O gerador infinitesimal de um semigrupo de classe C0 é um operador
linear, fechado e seu domínio é um subespaço vetorial denso em X.

Proposição 1.23. Seja S um semigrupo de classe C0 e A o gerador infinitesimal de S.
Se x ∈D(A), então, S(t)x ∈D(A), ∀t ≥ 0, e

d
dt

S(t)x = AS(t)x = S(t)Ax .

Definição 1.24. Seja S um semigrupo de classe C0 e A seu gerador infinitesimal.
Façamos A0 = I,A1 = A e, supondo que Ak–1 esteja definido, vamos definir Ak pondo

D
(

Ak
)

=
{

x \ x ∈D
(

Ak–1
)

e Ak–1x ∈D(A)
}

,

Akx = A
(

Ak–1x
)

, ∀x ∈D
(

Ak
)

.

Proposição 1.25. Seja S um semigrupo de classe C0 e A seu gerador infinitesimal.
Então:

(i) D
(
Ak) é um subespaço de X e Ak é um operador linear de X;

(ii) Se x ∈D
(
Ak), então, S(t)x ∈D

(
Ak) , t ≥ 0, e

dk

dtk S(t)x = AkS(t)x = S(t)Akx , ∀k ∈N;

(iii)
⋂
k

D
(

Ak
)

é denso em X.

Lema 1.26. Seja A um operador linear fechado de X. Fazendo, para cada x ∈D
(
Ak),

∥x∥k =
k∑

j=0

∥Ajx∥X , (1.1)

o funcional ∥·∥k é uma norma em D
(
Ak), de modo que D

(
Ak) é um espaço de Banach.

Definição 1.27. A norma (1.1) é dita norma do gráfico. O espaço de Banach que se
obtém munindo D

(
Ak) da norma (1.1) é representado por

[
D
(
Ak)].
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1.8 TEOREMA LUMER-PHILLIPS

Definição 1.28. Seja A um operador linear de X . O conjunto dos λ ∈ C, para os quais
o operador linear λI –A é inversível, seu inverso é limitado e tem domínio denso em X ,
é dito conjunto resolvente de A e é representado por ρ(A).

O operador linear (λI –A)–1, representado por R(λ,A), é chamado resolvente de
A.

Seja X um espaço de Banach, X∗ o dual de X e 〈·, ·〉 a dualidade entre X e X∗.
Façamos, para cada x ∈X ,

J(x) =
{

x∗ ∈X∗ \ 〈x ,x∗〉= ∥x∥2
X = ∥x∗∥2

X ∗
}

.

Pelo Teorema de Hahn-Banach, J(x) ̸=;, ∀x ∈X . Uma aplicação dualidade é
uma aplicação j : X –→ X∗, tal que, j(x) ∈ J(x), ∀x ∈ X . Imediatamente, percebemos
que ∥j(x)∥X ∗ = ∥x∥X .

Definição 1.29. Seja X um espaço de Banach. Dizemos que o operador linear

A : D(A)⊂X →X

é dissipativo se, para alguma aplicação dualidade, j ,

Re〈Ax , j(x)〉 ≤ 0, ∀x ∈D(A).

Para os espaços de Hilbert, a definição de operador dissipativo é dado por:

Definição 1.30. Seja H um espaço de Hilbert. Dizemos que o operador linear

A : D(A)⊂H →H

é dissipativo se,
Re〈Ax ,x〉 ≤ 0, ∀x ∈D(A).

Teorema 1.31. (Lumer-Phillips)
Se A é o gerador infinitesimal de um semigrupo de contrações de classe C0, em um
espaço de Banach X, então,

(i) A é dissipativo;

(ii) Im(λ–A) = X , λ> 0 (Im(λ–A) = imagem de λI –A).

Reciprocamente, se

(i) D(A) é denso em X;

(ii) A é dissipativo;
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(iii) Im(λ0 –A) = X, para algum λ0 > 0, então, A é o gerador infinitesimal de um semi-
grupo de contrações de classe C0.

Definição 1.32. O operador A é dito ser m-dissipativo se A é dissipativo e Im(λ0 –A) =
X , para algum λ0.

Proposição 1.33. Se A é o gerador infinitesimal de um semigrupo de classe C0 em
um espaço de Banach X e B é o operador linear e limitado, então, A+B é o gerador
infinitesimal de um semigrupo de classe C0 em X.

1.9 PROBLEMA DE CAUCHY ABSTRATO

Seja X um espaço de Banach e A um operador linear de X . Consideremos o
problema de Cauchy abstrato 

dU
dt

= AU(t),

U(0) = U0,
(1.2)

no qual, U0 ∈X e t ≥ 0.

Definição 1.34. Uma função u :R+ →X , contínua para t ≥ 0, continuamente diferenciá-
vel para todo t > 0, tal que, u(t) ∈ D(A) para todo t > 0 e que satisfaz (1.2) é chamada
solução forte do problema (1.2).

Teorema 1.35. Se A é o gerador infinitesimal de um semigrupo de classe C0, então,
para cada U0 ∈D(A), o problema (1.2) tem uma única solução forte:

U(t) = S(t)U0 ∈C
(
R+,D(A)

)
,

no qual, S é o semigrupo gerado por A. Se U0 ∈X, então, dizemos que

U(t) = S(t)U0 ∈C
(
R+,X

)
é uma solução fraca para o problema (1.2).
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2 TAXAS DE DECAIMENTO PARA O PROBLEMA LINEAR

Os resultados apresentados na sequência podem ser encontrados em [11]. Seja
Ω⊂Rn (n ≥ 2), um domínio exterior. Sem perda de generalidade, assumimos que zero
pertence ao interior do obstáculo. Consideremos o seguinte Problema de Cauchy:

vtt (t ,x)–∆v (t ,x)+vt (t ,x)–∆vt (t ,x) = 0, (t ,x) ∈ (0,+∞)×Ω,
v (0,x) = v0(x), vt (0,x) = v1(x), x ∈Ω,
v (t ,x) = 0, t > 0, x ∈ ∂Ω.

(2.1)

Nosso propósito é estabelecer estimativas para o Problema de Cauchy supraci-
tado. Sendo assim, defina a seguinte função:

dn(x) =

|x |, n ≥ 3,

|x | log(B|x |), n = 2,
(2.2)

onde B > 0 é uma constante que satisfaz:

B inf
x∈Ω

|x |≥ 2.

O lema a seguir apresenta uma estimativa para a solução v ∈X1 do Problema
(2.1), no qual:

X1 := C
(

[0,+∞);H1
0 (Ω)

)
∩C1

(
[0,+∞);L2(Ω)

)
. (2.3)

Lema 2.1. Suponha que n ≥ 2. Assuma que [v0,v1] ∈H1
0 (Ω)×L2(Ω), de modo que:

∥dn(·)(v0 +v1)∥< +∞,

então, a solução única v ∈X1 do Problema (2.1) satisfaz:

∥v (t , ·)∥2 +
∫ t

0

(
∥v (s, ·)∥2 +∥∇v (s, ·)∥2

)
ds

≤C ∥v0∥2
H1 +C∥dn(·)(v0 +v1)∥2,

(2.4)

para todo t ≥ 0, onde C é uma constante.

Demonstração. Defina

w(t ,x) :=
∫ t

0
v (s,x)ds.

Facilmente verificamos que:
wt (t ,x) = v (t ,x),

wtt (t ,x) = vt (t ,x).

Consequentemente, pelas condições apresentadas no Problema (2.1), temos:

wt (0,x) = v (0,x) = v0(x), ∀x ∈Ω,

wtt (0,x) = vt (0,x) = v1(x), ∀x ∈Ω,

wt (t ,x) = v (t ,x) = 0, t > 0, x ∈ ∂Ω.
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A equação do Problema (2.1) é escrita como:

vtt (t ,x)–∆v (t ,x)+vt (t ,x)–∆vt (t ,x) = 0,

com (t ,x) ∈ (0,+∞)×Ω. Assim, integrando de ambos os lados sobre [0, t ], obtemos:

∫ t

0
vss(s,x)ds –

∫ t

0
∆v (s,x)ds +

∫ t

0
vs(s,x)ds –

∫ t

0
∆vs(s,x)ds = 0,

isto é,

vs(s,x)
∣∣∣∣t
0

–∆
∫ t

0
v (s,x)ds +v (s,x)

∣∣∣∣t
0

–∆v (s,x)
∣∣∣∣t
0

= 0.

Aplicando os extremos e deixando a identidade acima em função de w(t ,x),
podemos reescrevê-la da seguinte maneira:

wtt (t ,x)–∆w(t ,x)+wt (t ,x)–∆wt (t ,x) = v0(x)+v1(x)–∆v0(x).

Multiplicando ambos os lados por wt (t ,x) e integrando sobre [0, t ]×Ω, obtemos:

∫ t

0

∫
Ω

wss(s,x)ws(s,x)dxds –
∫ t

0

∫
Ω
∆w(s,x)ws(s,x)dxds

+
∫ t

0

∫
Ω

|ws(s,x)|2dxds –
∫ t

0

∫
Ω
∆ws (s,x)ws(s,x)dxds

=
∫ t

0

∫
Ω

(v0(x)+v1(x))ws(s,x)dxds –
∫ t

0

∫
Ω
∆v0(x)ws(s,x)dxds.

(2.5)

Vamos analisar cada parcela de (2.5) separadamente. Primeiramente,

∫ t

0

∫
Ω

wss(s,x)ws(s,x)dxds =
∫
Ω

[∫ t

0

1
2

d
ds

(
|ws(s,x)|2

)
ds
]

dx

=
1
2

[∫
Ω

[
|ws(s,x)|2

∣∣∣∣t
0

]
dx

]

=
1
2

∫
Ω

|ws(t ,x)|2dx –
1
2

∫
Ω

|ws(0,x)|2dx

=
1
2
∥wt (t , ·)∥2 –

1
2
∥wt (0, ·)∥2

=
1
2
∥wt (t , ·)∥2 –

1
2
∥v0∥2 .

(2.6)

Na próxima parcela, usaremos a Identidade de Green e o fato de v (t ,x) se
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anular na fronteira.

∫ t

0

∫
Ω
∆w(s,x)ws(s,x)dxds = –

∫ t

0

∫
Ω
∇w(s,x)∇ws(s,x)dxds

+
∫ t

0

∫
∂Ω

∂

∂η
w(s,x)ws(s,x)dΓds

= –
∫ t

0

∫
Ω
∇w(s,x)∇ws(s,x)dxds

= –
∫
Ω

∫ t

0
∇w(s,x)∇ws(s,x)dsdx

= –
∫
Ω

∫ t

0

1
2

d
ds

(
|∇w(s,x)|2

)
dsdx

= –
1
2

∫
Ω

|∇w(t ,x)|2dx

+
1
2

∫
Ω

|∇w(0,x)|2dx

= –
1
2
∥∇w (t , ·)∥2 ,

(2.7)

pois,

w(0,x) =
∫ 0

0
v (s,x)ds = 0.

Assim, w(0,x) é uma função de x . Desta forma,

w(0,x) = 0 e ∇w(0,x) =
–→
0.

Agora, perceba:

∫ t

0

∫
Ω

|ws(s,x)|2dxds =
∫ t

0
∥ws (s, ·)∥2 ds. (2.8)

E, novamente, usando a Identidade de Green e o fato de que v (t ,x) se anula na
fronteira de Ω, ∀t , segue que:

∫ t

0

∫
Ω
∆ws(s,x)ws(s,x)dxds = –

∫ t

0

∫
Ω
∇ws(s,x)∇ws(s,x)dxds

+
∫ t

0

∫
∂Ω

∂

∂η
ws(s,x)ws(s,x)dΓds

= –
∫ t

0

∫
Ω

|∇ws(s,x)|2dxds

= –
∫ t

0
∥∇ws(s, ·)∥2 ds.

(2.9)
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Finalmente,

I : =
∫ t

0

∫
Ω

(v0(x)+v1(x)–∆v0(x))ws(s,x)dxds

=
∫
Ω

∫ t

0
(v0(x)+v1(x)–∆v0(x))ws(s,x)dsdx

=
∫
Ω

(v0(x)+v1(x)–∆v0(x))
[∫ t

0
ws(s,x)ds

]
dx

=
∫
Ω

(v0(x)+v1(x)–∆v0(x))

[
w(s,x)

∣∣∣∣t
0

]
dx

=
∫
Ω

(v0(x)+v1(x)–∆v0(x)) [w(t ,x)–w(0,x)]dx .

(2.10)

Como w(0,x) = 0, temos que:

I =
∫
Ω

(v0(x)+v1(x)–∆v0(x))w(t ,x)dx

= 〈v0 +v1 –∆v0,w(t , ·)〉
= 〈v0 +v1,w(t , ·)〉+ 〈–∆v0,w(t , ·)〉 .

(2.11)

Substituindo (2.6), (2.7), (2.8), (2.9) e (2.11) em (2.5), temos:

1
2
∥wt (t , ·)∥2 –

1
2
∥v0∥2 +

1
2
∥∇w (t , ·)∥2 +

∫ t

0
∥ws (s, ·)∥2 ds

+
∫ t

0
∥∇ws(s, ·)∥2 ds

= 〈v0 +v1,w(t , ·)〉+ 〈–∆v0,w(t , ·)〉 ,
implicando em:

1
2
∥wt (t , ·)∥2 +

1
2
∥∇w (t , ·)∥2 +

∫ t

0

(
∥ws (s, ·)∥2 +∥∇ws (s, ·)∥2

)
ds

= 〈v0 +v1,w (t , ·)〉+ 〈–∆v0,w (t , ·)〉+
1
2
∥v0∥2 .

(2.12)

Na sequência, faremos duas estimativas. Primeiro, veja:∣∣〈v0 +v1,w (t , ·)〉
∣∣= ∣∣∣∣∫

Ω
(v0 +v1)w (t , ·)dx

∣∣∣∣
=
∣∣∣∣∫
Ω

[dn(·)(v0 +v1)]
[

w (t , ·)
dn(·)

]
dx
∣∣∣∣

≤ ∥dn(·)(v0 +v1)∥∥w(t , ·)
dn(·) ∥

=
∥dn(·)(v0 +v1)∥p

2ε

p
2ε∥w (t , ·)

dn(·) ∥ .

Usando a desigualdade de Hardy, que garante que, se φ ∈H1
0 (Ω), então,

∥ φ

dn(·)∥ ≤C0∥∇φ∥.
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E, aplicando a desigualdade de Young, obtemos:∣∣〈v0 +v1,w (t , ·)〉
∣∣≤ 1

4ε
∥dn(·)(v0 +v1)∥2 +εC2

0∥∇w(t , ·)∥2. (2.13)

Na próxima estimativa, usaremos novamente a desigualdade de Green, o fato
de v0 ∈H1

0 (Ω) e a desigualdade de Young.

∣∣〈–∆v0,w(t , ·)〉
∣∣= ∣∣∣∣∫

Ω
–∆v0w (t , ·)dx

∣∣∣∣
=
∣∣∣∣∫
Ω
∇v0∇w (t , ·)dx –

∫
∂Ω

(
∂v0
∂η

)
w (t , ·)dΓ

∣∣∣∣
=
∣∣〈∇v0,∇w(t , ·)〉

∣∣
≤ ∥∇v0∥∥∇w (t , ·)∥

=
∥∇v0∥√

2γ

√
2γ∥∇w (t , ·)∥

≤ 1
4γ

∥∇v0∥2 +γ∥∇w (t , ·)∥2 .

(2.14)

Dessa forma, substituindo (2.13) e (2.14) em (2.12), obtemos:

1
2
∥wt (t , ·)∥2 +

(
1
2

–εC2
0 –γ

)
∥∇w (t , ·)∥2

+
∫ t

0

(
∥ws (s, ·)∥2 +∥∇ws (s, ·)∥2

)
ds

≤ 1
2
∥v0∥2 +

1
4ε

∥dn(·)(v0 +v1)∥2 +
1
4γ

∥∇v0∥2 .

(2.15)

Escolhendo ε> 0 e γ> 0 suficientemente pequenos, usando o fato de que wt = v
e

∥v0∥ ≤ ∥v0∥H1 e ∥∇v0∥ ≤ ∥v0∥H1 ,

segue que:
1
2
∥v (t , ·)∥2 +

∫ t

0

(
∥v (s, ·)∥2 +∥∇v (s, ·)∥2

)
ds

≤C
(
∥v0∥2

H1 +∥dn(·)(v0 +v1)∥2
)

,

para todo t ≥ 0, onde C é uma constante.

Na sequência apresentaremos o Teorema 2.3 e, sua respectiva demonstração.
Sucintamente, a prova será dada a partir da manipulação de duas identidades.

Note que:

d
dt

Ev (t)+∥vt (t , ·)∥2 +∥∇vt (t , ·)∥2 = 0, (2.16)

onde Ev (t) é entendido como a energia total da equação (2.1) e, é definido por:

Ev (t) :=
1
2

(
∥vt (t , ·)∥2 +∥∇v (t , ·)∥2

)
. (2.17)
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De fato, multiplicando a equação do Problema (2.1) por vt (t ,x) e integrando sobre Ω,
temos que: ∫

Ω
vtvttdx –

∫
Ω

vt∆vdx +
∫
Ω

v2
t dx –

∫
Ω

vt∆vtdx = 0. (2.18)

Veja que: ∫
Ω

vtvttdx =
∫
Ω

1
2

d
dt

(
v2

t

)
dx . (2.19)

E usando a Identidade de Green, com o fato de v (t ,x) se anular na fronteira, segue:

–
∫
Ω

vt∆vdx =
∫
Ω
∇vt∇vdx =

∫
Ω

1
2

d
dt

(
|∇v |2

)
dx (2.20)

e
–
∫
Ω

vt∆vtdx =
∫
Ω
∇vt∇vtdx . (2.21)

Substituindo (2.19), (2.20) e (2.21) em (2.18), obtemos:

d
dt

(
1
2

(
∥vt∥2 +∥∇v∥2

))
+∥vt∥2 +∥∇vt∥2 = 0.

Pela definição de Ev (t), dada em (2.17), concluímos que:

d
dt

Ev (t)+∥vt (t , ·)∥2 +∥∇vt (t , ·)∥2 = 0.

Por outro lado, note que:

d
dt

〈vt (t , ·),v (t , ·)〉+∥∇v (t , ·)∥2 +
1
2

d
dt

∥v (t , ·)∥2 +
1
2

d
dt

∥∇v (t , ·)∥2

= ∥vt (t , ·)∥2 .
(2.22)

Verificaremos a identidade acima. Desta forma, multiplicando a equação do
Problema (2.1) por v (t ,x) e integrando sobre Ω, obtemos:∫

Ω
vttvdx –

∫
Ω

(∆v )vdx +
∫
Ω

vtvdx –
∫
Ω
∆vtvdx = 0. (2.23)

Usando a Identidade de Green, observamos que:

–
∫
Ω

(∆v )vdx =
∫
Ω

|∇v |2dx (2.24)

e
–
∫
Ω
∆vtvdx =

∫
Ω
∇vt∇vdx =

1
2

d
dt

∫
Ω

|∇v |2dx . (2.25)

Além disso, temos que:∫
Ω

vtvdx =
1
2

d
dt

∫
Ω

|v |2dx . (2.26)

Substituindo (2.24), (2.25) e (2.26) em (2.23), podemos obter:

〈vtt ,v〉+∥∇v∥2 +
1
2

d
dt

∥v∥2 +
1
2

d
dt

∥∇v∥2 = 0. (2.27)
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Para concluir, basta apenas notar que:

〈vtt ,v〉=
∫
Ω

(vttv +v2
t –v2

t )dx

=
∫
Ω

d
dt

(vtv )dx –
∫
Ω

|vt |
2dx

=
d
dt

∫
Ω

vtvdx –
∫
Ω

|vt |
2dx

=
d
dt

〈vt ,v〉–∥vt∥2.

(2.28)

Desta forma, substituindo (2.28) em (2.27), conseguimos obter:

d
dt

〈vt (t , ·),v (t , ·)〉+∥∇v (t , ·)∥2 +
1
2

d
dt

∥v (t , ·)∥2 +
1
2

d
dt

∥∇v (t , ·)∥2

= ∥vt (t , ·)∥2 .

A fim de garantir a efetivação da demonstração do Teorema 2.3, precisamos
que todas as integrais empregadas sejam possíveis a serem calculadas, sendo assim,
assumimos que v (t ,x) seja uma função suave.

Primeiramente, vamos mostrar o Lema 2.2, que apresenta uma estimativa envol-
vendo a energia do Problema (2.1), a qual nos auxiliará na demonstração do Teorema
2.3.

Lema 2.2. Seja n ≥ 2. Se [v0,v1] ∈ H1
0 (Ω)×L2(Ω), então, a solução única v ∈ X1 do

Problema (2.1), satisfaz:

(1+ t)Ev (t)+
∫ t

0
(1+s)∥vs(s, ·)∥2ds ≤C

(
∥v0∥2

H1 +∥v1∥2
)

,

para alguma constante C > 0.

Demonstração. Integrando a identidade (2.16) sobre [0, t ], obtemos:∫ t

0

d
ds

Ev (s)ds +
∫ t

0
∥vs(s, ·)∥2ds +

∫ t

0
∥∇vs(s, ·)∥2ds = 0. (2.29)

Dessa forma,

Ev (t)+
∫ t

0
∥vs(s, ·)∥2ds +

∫ t

0
∥∇vs(s, ·)∥2ds = Ev (0). (2.30)

Como
∫ t

0
∥∇vs(s, ·)∥2ds ≥ 0, segue que:

Ev (t)+
∫ t

0
∥vs(s, ·)∥2ds ≤Ev (0). (2.31)

Por outro lado, multiplicando (2.16) por (1+ t) e, em seguida, integrando sobre
[0, t ], temos:
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∫ t

0
(1+s)

[
d
ds

Ev (s)
]

ds +
∫ t

0
(1+s)∥vs(s, ·)∥2ds

+
∫ t

0
(1+s)∥∇vs(s, ·)∥2ds = 0.

(2.32)

Integrando por partes, temos:∫ t

0
(1+s)

[
d
ds

Ev (s)
]

ds = (1+s)Ev (s)
∣∣∣∣t
0

–
∫ t

0
Ev (s)ds

= (1+ t)Ev (t)–Ev (0)–
∫ t

0
Ev (s)ds.

(2.33)

E, como
∫ t

0
(1+s)∥∇vs(s, ·)∥2ds ≥ 0, segue de (2.32) que:

(1+ t)Ev (t)+
∫ t

0
(1+s)∥vs(s, ·)∥2ds ≤Ev (0)+

∫ t

0
Ev (s)ds. (2.34)

Nosso objetivo é provar que
∫ t

0
Ev (s)ds ≤ CI0, na qual C > 0. E, neste caso,

obtemos uma taxa de ordem 1 para a energia.
Agora, veja que, integrando (2.22) sobre [0, t ], obtemos:∫ t

0

d
ds

〈vs(s, ·),v (s, ·)〉ds +
∫ t

0
∥∇v (s, ·)∥2ds +

∫ t

0

1
2

d
ds

∥v (s, ·)∥2ds

+
∫ t

0

1
2

d
ds

∥∇v (s, ·)∥2ds =
∫ t

0
∥vs(s, ·)∥2 ds.

(2.35)

Perceba abaixo:∫ t

0

d
ds

〈vs(s, ·),v (s, ·)〉ds =
∫ t

0

d
ds

∫
Ω

vs(s, ·)v (s, ·)dxds

=
∫
Ω

∫ t

0

d
ds

vs(s, ·)v (s, ·)dsdx

=
∫
Ω

[vt (t , ·)v (t , ·)–vt (0, ·)v (0, ·)]dx

=
∫
Ω

vt (t , ·)v (t , ·)dx –
∫
Ω

vt (0, ·)v (0, ·)dx

=
∫
Ω

vt (t , ·)v (t , ·)dx – 〈v0,v1〉 .

(2.36)

Além disso, ∫ t

0

1
2

d
ds

∥v (s, ·)∥2ds =
1
2

∫ t

0

d
ds

∥v (s, ·)∥2ds

=
1
2
∥v (t , ·)∥2 –

1
2
∥v (0, ·)∥2

=
1
2
∥v (t , ·)∥2 –

1
2
∥v0∥2,

(2.37)
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e ∫ t

0

1
2

d
ds

∥∇v (s, ·)∥2ds =
1
2

∫ t

0

d
ds

∥∇v (s, ·)∥2ds

=
1
2
∥∇v (t , ·)∥2 –

1
2
∥∇v0∥2.

(2.38)

Então, substituindo (2.36), (2.37) e (2.38) em (2.35), obtemos:∫ t

0
∥∇v (s, ·)∥2ds +

1
2
∥v (t , ·)∥2 +

1
2
∥∇v (t , ·)∥2

≤ 〈v0,v1〉+
1
2
∥∇v0∥2 +

1
2
∥v0∥2

+
∫ t

0
∥vs(s, ·)∥2 ds –

∫
Ω

vt (t , ·)v (t , ·)dx .

(2.39)

Agora, veja que: ∫
Ω

vt (t , ·)v (t , ·)dx ≤
∫
Ω

|v (t , ·)||vt (t , ·)|dx

≤ ∥v (t , ·)∥∥vt (t , ·)∥

=
∥v (t , ·)∥p

2

p
2∥vt (t , ·)∥.

(2.40)

Usando a desigualdade de Young, obtemos:∫
Ω

vt (t , ·)v (t , ·)dx ≤ 1
4
∥v (t , ·)∥2 +∥vt (t , ·)∥2. (2.41)

Substituindo (2.41) em (2.39), temos:∫ t

0
∥∇v (s, ·)∥2ds +

1
2
∥v (t , ·)∥2 +

1
2
∥∇v (t , ·)∥2

≤ 〈v0,v1〉+
1
2
∥∇v (0, ·)∥2 +

1
2
∥v0∥2

+
∫ t

0
∥vs(s, ·)∥2 ds +

1
4
∥v (t , ·)∥2 +∥vt (t , ·)∥2.

(2.42)

Uma vez que
1
2
∥vt (0, ·)∥2 ≥ 0, Ev (0) =

1
2

(
∥vt (0, ·)∥2 +∥∇v (0, ·)∥2

)
e ∥vt (t , ·)∥2 ≥ 0,

concluímos:

∫ t

0
∥∇v (s, ·)∥2ds +

1
4
∥v (t , ·)∥2 +

1
2
∥∇v (t , ·)∥2

≤ 〈v0,v1〉+Ev (0)+
1
2
∥v0∥2 +

∫ t

0
∥vs(s, ·)∥2 ds +∥vt (t , ·)∥2.

(2.43)

Note que, por (2.17) e (2.31), temos:

1
2

(
∥vt (t , ·)∥2 +∥∇v (t , ·)∥2

)
+
∫ t

0
∥vs(s, ·)∥2 ds ≤Ev (0). (2.44)
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Assim, ∫ t

0
∥∇v (s, ·)∥2ds +

1
4
∥v (t , ·)∥2 +

1
2
∥∇v (t , ·)∥2

≤ 〈v0,v1〉+3Ev (0)+
1
2
∥v0∥2.

(2.45)

Usando (2.44) e (2.45) em (2.34), obtém-se que:

(1+ t)Ev (t)+
∫ t

0
(1+s)∥vs(s, ·)∥2ds

≤Ev (0)+
1
2

∫ t

0
∥vs(s, ·)∥2ds +

1
2

∫ t

0
∥∇v (s, ·)∥2ds

≤ 3Ev (0)+
1
2
〈v0,v1〉+

1
4
∥v0∥2

≤ 3
2
∥v1∥2 +

3
2
∥∇v0∥2 +

1
2
∥v0∥∥v1∥+

1
4
∥v0∥2

≤ 7
4
∥v1∥2 +

3
2
∥∇v0∥2 +

1
2
∥v0∥2

≤C
(
∥v0∥2

H1 +∥v1∥2
)

,

(2.46)

para alguma constante C > 0.

Na sequência, segue o resultado que nos permite apresentar taxas de decai-
mento para a solução v e para a energia do Problema (2.1).

Teorema 2.3. Seja n ≥ 2. Se [v0,v1] ∈H1
0 (Ω)×L2(Ω) é tal que:

∥dn(·)(v0 +v1)∥< +∞,

então, a solução única v ∈X1 do Problema (2.1), satisfaz:

∥v (t , ·)∥2 ≤CJ2
0 (1+ t)–1,

∥vt (t , ·)∥2 +∥∇v (t , ·)∥2 ≤CJ2
0 (1+ t)–2,

para alguma constante C > 0, de modo que:

J2
0 := ∥v0∥2

H1 +∥v1∥2 +∥dn(·)(v0 +v1)∥2 .

Demonstração. Primeiramente, note que:

d
dt

{
(1+ t)2Ev (t)

}
≤ 2(1+ t)Ev (t), (2.47)

pois,
d
dt

Ev (t)≤ 0. (2.48)

Sendo assim, integrando sobre [0, t ] em ambos os lados, temos:∫ t

0

d
ds

{
(1+s)2Ev (s)

}
ds ≤

∫ t

0
(1+s)(2Ev (s))ds, (2.49)
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isto é,

(1+ t)2Ev (t)≤Ev (0)+
∫ t

0
(1+s)

(
∥vs(s, ·)∥2 +∥∇v (s, ·)∥2

)
ds. (2.50)

Pretendemos estimar o termo que envolve a norma de ∇v , em (2.50). Perceba
que multiplicando (2.22) de ambos os lados por (1+ t), obtemos:

(1+ t)
d
dt

〈vt (t , ·),v (t , ·)〉+(1+ t)∥∇v (t , ·)∥2

+
1
2

(1+ t)
d
dt

∥v (t , ·)∥2 +
1
2

(1+ t)
d
dt

∥∇v (t , ·)∥2

= (1+ t)∥vt (t , ·)∥2 .

(2.51)

Desta forma, integrando em ambos os lados sobre [0, t ], temos:

∫ t

0
(1+s)

d
ds

〈vs(s, ·),v (s, ·)〉ds +
∫ t

0
(1+s)∥∇v (s, ·)∥2ds

+
∫ t

0

1
2

(1+s)
d
ds

∥v (s, ·)∥2ds +
∫ t

0

1
2

(1+s)
d
ds

∥∇v (s, ·)∥2ds

=
∫ t

0
(1+s)∥vs(s, ·)∥2 ds.

(2.52)

Agora, note que:

∫ t

0
(1+s)

d
ds

〈vs(s, ·),v (s, ·)〉ds = (1+s)〈vs(s, ·),v (s, ·)〉
∣∣∣∣t
0

–
∫ t

0
〈vs(s, ·),v (s, ·)〉ds

= (1+ t)〈vt (t , ·),v (t , ·)〉
– 〈vt (0, ·),v (0, ·)〉

–
∫ t

0
〈vs(s, ·),v (s, ·)〉ds

= (1+ t)〈vt (t , ·),v (t , ·)〉
– 〈v1,v0〉

–
∫ t

0
〈vs(s, ·),v (s, ·)〉ds.

(2.53)
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Também, temos:

1
2

∫ t

0
(1+s)

d
ds

∥v (s, ·)∥2ds =
1
2

(1+s)∥v (s, ·)∥2
∣∣∣∣t
0

–
1
2

∫ t

0
∥v (s, ·)∥2ds

=
1
2

(1+ t)∥v (t , ·)∥2 –
1
2
∥v (0, ·)∥2

–
1
2

∫ t

0
∥v (s, ·)∥2ds

=
1
2

(1+ t)∥v (t , ·)∥2 –
1
2
∥v0∥2

–
1
2

∫ t

0
∥v (s, ·)∥2ds.

(2.54)

Analogamente,

1
2

∫ t

0
(1+s)

d
ds

∥∇v (s, ·)∥2ds =
1
2

(1+s)∥∇v (s, ·)∥2
∣∣∣∣t
0

–
1
2

∫ t

0
∥∇v (s, ·)∥2ds

=
1
2

(1+ t)∥∇v (t , ·)∥2 –
1
2
∥∇v0∥2

–
1
2

∫ t

0
∥∇v (s, ·)∥2ds.

(2.55)

Assim, substituindo (2.53), (2.54) e (2.55) em (2.52), obtemos:

∫ t

0
(1+s)∥∇v (s, ·)∥2ds +

1
2

(1+ t)∥v (t , ·)∥2

+
1
2

(1+ t)∥∇v (t , ·)∥2

= 〈v1,v0〉+
1
2
∥∇v0∥2 –(1+ t)〈vt (t , ·),v (t , ·)〉

+
∫ t

0
(1+s)∥vs(s, ·)∥2 ds +

∫ t

0
〈vs(s, ·),v (s, ·)〉ds

+
1
2

∫ t

0
∥v (s, ·)∥2ds +

1
2

∫ t

0
∥∇v (s, ·)∥2ds +

1
2
∥v0∥2.

(2.56)

Agora, note que:
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∫ t

0
〈vs(s, ·),v (s, ·)〉ds =

∫ t

0

∫
Ω

vs(s,x)v (s,x)dxds

=
∫
Ω

∫ t

0
vs(s,x)v (s,x)dsdx

=
∫
Ω

∫ t

0

1
2

d
ds

|v (s,x)|2dsdx

=
1
2

∫
Ω

|v (s,x)|2
∣∣∣∣t
0
dx

=
1
2

∫
Ω

(
|v (t ,x)|2 –|v (0,x)|2

)
dx

=
1
2

∫
Ω

(
|v (t ,x)|2 –|v0|2

)
dx

=
1
2

∫
Ω

|v (t ,x)|2dx –
1
2

∫
Ω

|v0|2dx

=
1
2
∥v (t , ·)∥2 –

1
2
∥v0∥2.

(2.57)

Desta forma, podemos reescrever (2.56) da seguinte maneira:∫ t

0
(1+s)∥∇v (s, ·)∥2ds +

1
2

(1+ t)∥v (t , ·)∥2 +
1
2

(1+ t)∥∇v (t , ·)∥2

= 〈v1,v0〉+
1
2
∥∇v0∥2 –(1+ t)〈vt (t , ·),v (t , ·)〉+

1
2
∥v (t , ·)∥2

+
1
2

∫ t

0
∥v (s, ·)∥2ds +

1
2

∫ t

0
∥∇v (s, ·)∥2ds +

∫ t

0
(1+s)∥vs(s, ·)∥2 ds,

(2.58)

e, isto implica em:∫ t

0
(1+s)∥∇v (s, ·)∥2ds +

1
4

(1+ t)∥v (t , ·)∥2 +
1
2

(1+ t)∥∇v (t , ·)∥2

≤ 〈v1,v0〉+
1
2
∥∇v0∥2 +

1
2
∥v (t , ·)∥2 +

1
2

∫ t

0
∥v (s, ·)∥2ds

+
1
2

∫ t

0
∥∇v (s, ·)∥2ds +

∫ t

0
(1+s)∥vs(s, ·)∥2 ds +(1+ t)∥vt (t , ·)∥2,

(2.59)

pois, |〈vt (t , ·),v (t , ·)〉 |≤
p

2∥vt (t , ·)∥
∥v (t , ·)∥p

2
≤ ∥vt (t , ·)∥2 +

1
4
∥v (t , ·)∥2.

Segue do Lema 2.1 e do Lema 2.2 que:∫ t

0
(1+s)∥∇v (s, ·)∥2ds +

1
4

(1+ t)∥v (t , ·)∥2 +
1
2

(1+ t)∥∇v (t , ·)∥2

≤C
(
∥v0∥2

H1 +∥v1∥2 +∥dn(·)(v0 +v1)∥2
)

.
(2.60)

Usando Lema 2.2 e (2.60), segue que:

(1+ t)2Ev (t)≤C
(
∥v0∥2

H1 +∥v1∥2 +∥dn(·)(v0 +v1)∥2
)

. (2.61)
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Ao multiplicar ambos os lados de (2.61) por 2(1+ t)–2, obtemos:

2Ev (t)≤C(1+ t)–2
(
∥v0∥2

H1 +∥v1∥2 +∥dn(·)(v0 +v1)∥2
)

. (2.62)

Desta forma, fazendo:

J2
0 := ∥v0∥2

H1 +∥v1∥2 +∥dn(·)(v0 +v1)∥2,

por (2.60) e (2.62), concluímos:

∥v (t , ·)∥2 ≤CJ2
0 (1+ t)–1,

∥vt (t , ·)∥2 +∥∇v (t , ·)∥2 ≤CJ2
0 (1+ t)–2,

para alguma constante C > 0.
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3 PROBLEMA SEMILINEAR: EXISTÊNCIA DE SOLUÇÃO GLOBAL

Consideremos o Problema Semilinear para a equação da onda em um domínio
exterior Ω⊂Rn (n ≥ 2), com ∂Ω limitada e suave:

utt (t ,x)–∆u(t ,x)+ut (t ,x)–∆ut (t ,x) = |u(t ,x)|p, (t ,x) ∈ (0,+∞)×Ω,
u(0,x) = u0(x), ut (0,x) = u1(x), x ∈Ω,
u(t ,x) = 0, x ∈ ∂Ω, t > 0.

(3.1)

Neste capítulo, nosso interesse é aplicar as estimativas obtidas no Teorema
2.3 no Problema (3.1). Para este fim, usaremos o método da energia ponderada,
modificado por [20]. Iniciaremos definindo a função ψ descrita abaixo, tal função é
solução da equação de Eikonal (ver [5] para o Sistema de Ondas Elásticas):

ψ(t ,x) :=
|x |2

4(1+ t)
. (3.2)

Perceba que a função definida por (3.2) satisfaz algumas relações:

ψt (t ,x) =
|x |2

4
∂

∂t

(
1

1+ t

)
= –

|x |2

4(1+ t)2
< 0, t ≥ 0, x ∈Ω. (3.3)

E,
∇ψ(t ,x) = (ψx1,ψx2, · · · ,ψxn)

=
(

x1
2(1+ t)

,
x2

2(1+ t)
, · · · , xn

2(1+ t)

)
.

(3.4)

Logo,

∥∇ψ(t , ·)∥2 =
n∑

i=1

x2
i

4(1+ t)2
=

1
4(1+ t)2

n∑
i=1

x2
i =

|x |2

4(1+ t)2
. (3.5)

Sendo assim, usando (3.3) e (3.5), temos:

ψt (t ,x)+∥∇ψ(t , ·)∥2 = –
|x |2

4(1+ t)2
+

|x |2

4(1+ t)2
= 0, t ≥ 0, x ∈Ω. (3.6)

E, também,

∆ψ(t ,x) =
n∑

i=1

ψxixi =
n∑

i=1

1
2(1+ t)

=
n

2(1+ t)
, t ≥ 0, x ∈Ω. (3.7)

Perceba que a parte linear da equação do Problema (3.1) coincide com:

wt (t ,x)–∆w(t ,x) = 0, (3.8)

no qual w(t ,x) := ut (t ,x)+u(t ,x).

Na sequência, apresentaremos a Proposição 3.1 que é o resultado da existência
local para o Problema (3.1).
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Proposição 3.1. Seja n ≥ 2,1 < p ≤ n
n–2 (n ≥ 3) e 1 < p < +∞, se n = 2. Para cada dado

inicial [u0,u1] ∈H1
0 (Ω)×L2(Ω), satisfazendo:∫

Ω
e|x |2

(∣∣∇u0(x)
∣∣2 +

∣∣u0(x)
∣∣2 +

∣∣u1(x)
∣∣2)dx < +∞ (3.9)

existe um tempo de existência máximo, Tm > 0, de modo que o Problema (3.1) tem
uma única solução:

u ∈C
(

[0,Tm) ;H1
0 (Ω)

)
∩C1

(
[0,Tm) ;L2(Ω)

)
,

tal que:
sup

t∈[0,T ]

{
∥eψ(t ,·)∇u(t , ·)∥+∥eψ(t ,·)ut (t , ·)∥+∥eψ(t ,·)u(t , ·)∥

}
< +∞ (3.10)

para qualquer T < Tm. Se, em particular, Tm < +∞, então, temos:

limsup
t↑Tm

{
∥eψ(t ,·)∇u(t , ·)∥+∥eψ(t ,·)ut (t , ·)∥+∥eψ(t ,·)u(t , ·)∥

}
= +∞. (3.11)

Sua demonstração é semelhante ao realizado em [20], na Proposição 2.1. O
destaque deste capítulo é a demonstração do Teorema 3.10, que apresenta condi-
ções para existência de solução global para o Problema (3.1). Para este fim, abaixo
apresentaremos alguns resultados que serão importantes para concluir o desejado.

Lema 3.2. Seja u(t ,x) uma solução local para o Problema (3.1), como na Proposição
3.1. Então, para todo t ∈ [0,Tm) temos:

||eψ(t ,·)∇u(t , ·)||+ ||eψ(t ,·)ut (t , ·)||

≤CI0 +C

[
sup

s∈[0,t ]
(1+s)δ∥eγψ(s,·)u(s, ·)∥Lp+1

] p+1
2

,
(3.12)

com
I20 :=

∫
Ω

(
e2ψ(0,x)

(∣∣ut (0,x)
∣∣2 +|∇u(0,x)|2

))
dx

–2
∫
Ω

(
e2ψ(0,x)

p +1
|u(0,x)|pu(0,x)

)
dx ,

(3.13)

no qual γ ∈
(

2
p+1 ,1

]
, δ> 0 e C = Cδ,γ.

Demonstração. Verificaremos que, ao multiplicar a parte linear da equação do Pro-
blema (3.1) por e2ψ(t ,x)ut (t ,x), obtemos:

e2ψ(t ,x)ut (utt –∆u +ut –∆ut ) =
d
dt

(
e2ψ

2

(∣∣ut
∣∣2 +|∇u|2

))
–∇·

(
e2ψut (∇u +∇ut )

)
–

e2ψ

ψt

∣∣ψt∇u –ut∇ψ
∣∣2

+e2ψ ∣∣∇ut +ut∇ψ
∣∣2

+
e2ψ

ψt
u2

t

(
ψt +|∇ψ|2

)
(1–ψt ) ,

(3.14)
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com (t ,x) ∈ [0,Tm)×Ω, no qual ψ=ψ(t ,x) é definido por (3.2). De fato, veja que:

d
dt

(
e2ψ

2

(∣∣ut
∣∣2 +|∇u|2

))
=

d
dt

(
e2ψ

2

(∣∣ut
∣∣2 +

n∑
i=1

∣∣∣∣ ∂u
∂xi

∣∣∣∣2
))

= e2ψψt

(
|ut |

2 +
n∑

i=1

∣∣∣∣ ∂u
∂xi

∣∣∣∣2
)

+e2ψ

(
ututt +

n∑
i=1

∂u
∂xi

∂ut
∂xi

)
= e2ψψt

(∣∣ut
∣∣2 +|∇u|2

)
+e2ψ (ututt + 〈∇u,∇ut 〉) .

(3.15)

E, como:

e2ψut (∇u +∇ut ) = e2ψut

(
∂u
∂x1

+
∂ut
∂x1

, · · · , ∂u
∂xn

+
∂ut
∂xn

)
=
(

e2ψut

(
∂u
∂x1

+
∂ut
∂x1

)
, · · · ,e2ψut

(
∂u
∂xn

+
∂ut
∂xn

))
,

segue que, ao tomar seu divergente,

∇·
(

e2ψut (∇u +∇ut )
)

=
n∑

i=1

∂

∂xi

(
e2ψut

(
∂u
∂xi

+
∂ut
∂xi

))

=
n∑

i=1

2e2ψ ∂ψ

∂xi
ut

(
∂u
∂xi

+
∂ut
∂xi

)

+
n∑

i=1

e2ψ∂ut
∂xi

(
∂u
∂xi

+
∂ut
∂xi

)

+
n∑

i=1

e2ψut

(
∂2u
∂x2

i
+
∂2ut

∂x2
i

)

= 2e2ψut

n∑
i=1

∂ψ

∂xi

(
∂u
∂xi

+
∂ut
∂xi

)

+e2ψ
n∑

i=1

∂ut
∂xi

(
∂u
∂xi

+
∂ut
∂xi

)
+e2ψut (∆u +∆ut )

= 2e2ψut 〈∇ψ,∇u +∇ut 〉+e2ψ 〈∇ut ,∇u +∇ut 〉
+e2ψut (∆u +∆ut ) .

(3.16)
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Agora, perceba:

e2ψ

ψt

∣∣ψt∇u –ut∇ψ
∣∣2 =

e2ψ

ψt

∣∣∣∣(ψt
∂u
∂x1

–ut
∂ψ

∂x1
, · · · ,ψt

∂u
∂xn

–ut
∂ψ

∂xn

)∣∣∣∣2
=

e2ψ

ψt

n∑
i=1

∣∣∣∣ψt
∂u
∂xi

–ut
∂ψ

∂xi

∣∣∣∣2

=
e2ψ

ψt

n∑
i=1

[
ψ2

t

(
∂u
∂xi

)2
–2ψt

∂u
∂xi

ut
∂ψ

∂xi
+u2

t

(
∂ψ

∂xi

)2
]

= e2ψψt

n∑
i=1

(
∂u
∂xi

)2
–2e2ψut

n∑
i=1

(
∂u
∂xi

∂ψ

∂xi

)
+

e2ψ

ψt
u2

t

n∑
i=1

(
∂ψ

∂xi

)2

= e2ψψt |∇u|2 –2e2ψut 〈∇u,∇ψ〉+
e2ψ

ψt

∣∣ut
∣∣2 ∣∣∇ψ∣∣2 .

(3.17)
E, note também que:

e2ψ ∣∣∇ut +ut∇ψ
∣∣2 = e2ψ

∣∣∣∣(∂ut
∂x1

+ut
∂ψ

∂x1
, · · · , ∂ut

∂xn
+ut

∂ψ

∂xn

)∣∣∣∣2
= e2ψ

n∑
i=1

[
∂ut
∂xi

+ut
∂ψ

∂xi

]2

= e2ψ
n∑

i=1

(
∂ut
∂xi

)2
+2e2ψut

n∑
i=1

(
∂ut
∂xi

∂ψ

∂xi

)
+e2ψu2

t

n∑
i=1

(
∂ψ

∂xi

)2

= e2ψ ∣∣∇ut
∣∣2 +2e2ψut 〈∇ut ,∇ψ〉+e2ψ ∣∣ut

∣∣2 ∣∣∇ψ∣∣2 ,
(3.18)

sendo assim, por (3.15), (3.16), (3.17) e (3.18), temos:

d
dt

(
e2ψ

2

(∣∣ut
∣∣2 +|∇u|2

))
–∇·

(
e2ψut (∇u +∇ut )

)
–

e2ψ

ψt

∣∣ψt∇u –ut∇ψ
∣∣2 +e2ψ ∣∣∇ut +ut∇ψ

∣∣2
+

e2ψ

ψt
u2

t

(
ψt +|∇ψ|2

)
(1–ψt )

= e2ψψt

(∣∣ut
∣∣2 +|∇u|2

)
+e2ψ (ututt + 〈∇u,∇ut 〉)

–2e2ψut 〈∇ψ,∇u +∇ut 〉–e2ψ 〈∇ut ,∇u +∇ut 〉
–e2ψut (∆u +∆ut )–e2ψψt |∇u|2 +2e2ψut 〈∇u,∇ψ〉

–
e2ψ

ψt

∣∣ut
∣∣2 ∣∣∇ψ∣∣2 +e2ψ ∣∣∇ut

∣∣2 +2e2ψut 〈∇ut ,∇ψ〉

+e2ψ ∣∣ut
∣∣2 ∣∣∇ψ∣∣2 +

e2ψ

ψt
u2

t

(
ψt +|∇ψ|2

)
–e2ψu2

t

(
ψt +|∇ψ|2

)
= e2ψut (utt –∆u +ut –∆ut ) ,

(3.19)
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no qual ψ=ψ(t ,x), definido por (3.2).
Agora, uma vez que temos a relação dada por (3.19) temos:

d
dt

(
e2ψ

2

(∣∣ut
∣∣2 +|∇u|2

)
–

e2ψ

p +1
|u|pu

)
–∇·

(
e2ψut (∇u +∇ut )

)
= e2ψut (utt –∆u +ut –∆ut )+

e2ψ

ψt

∣∣ψt∇u –ut∇ψ
∣∣2

–e2ψ ∣∣∇ut +ut∇ψ
∣∣2 –

e2ψ

ψt
u2

t

(
ψt +|∇ψ|2

)
(1–ψt )

–
d
dt

(
e2ψ

p +1
|u|pu

)
.

(3.20)

E, pela equação do Problema (3.1) e por (3.6), segue:

d
dt

(
e2ψ

2

(∣∣ut
∣∣2 +|∇u|2

)
–

e2ψ

p +1
|u|pu

)
–∇·

(
e2ψut (∇u +∇ut )

)
= e2ψut |u|p +

e2ψ

ψt

∣∣ψt∇u –ut∇ψ
∣∣2 –e2ψ ∣∣∇ut +ut∇ψ

∣∣2
–

d
dt

(
e2ψ

p +1
|u|pu

)
.

(3.21)

Uma vez que:

d
dt

(
e2ψ

p +1
|u|pu

)
=

2e2ψψt
p +1

|u|pu +e2ψ|u|put , (3.22)

por (3.6), segue:

d
dt

(
e2ψ

2

(∣∣ut
∣∣2 +|∇u|2

)
–

e2ψ

p +1
|u|pu

)
–∇·

(
e2ψut (∇u +∇ut )

)
= –

e2ψ

|∇ψ|2
∣∣ψt∇u –ut∇ψ

∣∣2 –e2ψ ∣∣∇ut +ut∇ψ
∣∣2 –

2e2ψψt
p +1

|u|pu

≤ –
2e2ψψt

p +1
|u|pu,

(3.23)

pois,

–
e2ψ

|∇ψ|2
∣∣ψt∇u –ut∇ψ

∣∣2 –e2ψ ∣∣∇ut +ut∇ψ
∣∣2 ≤ 0. (3.24)

Sendo assim, integrando sobre [0, t ]×Ω de ambos os lados de (3.23), temos:∫ t

0

∫
Ω

d
ds

(
e2ψ(s,x)

2

(∣∣us(s,x)
∣∣2 +|∇u(s,x)|2

))
dxds

–
∫ t

0

∫
Ω

d
ds

(
e2ψ(s,x)

p +1
|u(s,x)|pu(s,x)

)
dxds

–
∫ t

0

∫
Ω
∇·
(

e2ψ(s,x)us(s,x)(∇u(s,x)+∇us(s,x))
)

dxds

≤ –
∫ t

0

∫
Ω

2e2ψ(s,x)ψs(s,x)
p +1

|u(s,x)|pu(s,x)dxds.

(3.25)
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Pelo Teorema do Divergente, temos que:

∫ t

0

∫
Ω
∇
(

e2ψ(s,x)us(s,x)(∇u(s,x)+∇us(s,x))
)

dxds

=
∫
∂Ω

e2ψ(s,x)us(s,x)(∇u(s,x)+∇us(s,x))dΓ= 0,
(3.26)

pois, u(t ,x) = 0, ∀x ∈ ∂Ω e t ≥ 0.
Disto e usando o Teorema de Fubini, temos:

∫
Ω

∫ t

0

d
ds

(
e2ψ(s,x)

2

(∣∣us(s,x)
∣∣2 +|∇u(s,x)|2

))
dsdx

≤
∫
Ω

∫ t

0

d
ds

(
e2ψ(s,x)

p +1
|u(s,x)|pu(s,x)

)
dsdx

–
2

p +1

∫ t

0

∫
Ω

e2ψ(s,x)ψs(s,x)|u(s,x)|pu(s,x)dxds,

(3.27)

implicando em:

∫
Ω

(
e2ψ(t ,x)

(∣∣ut (t ,x)
∣∣2 +|∇u(t ,x)|2

))
dx

≤
∫
Ω

(
e2ψ(0,x)

(∣∣ut (0,x)
∣∣2 +|∇u(0,x)|2

))
dx

+2
∫
Ω

(
e2ψ(t ,x)

p +1
|u(t ,x)|pu(t ,x)

)
dx

–2
∫
Ω

(
e2ψ(0,x)

p +1
|u(0,x)|pu(0,x)

)
dx

–
4

p +1

∫ t

0

∫
Ω

e2ψ(s,x)ψs(s,x)|u(s,x)|pu(s,x)dxds.

(3.28)

Pela definição de I0 dada em (3.13), temos que:

∥eψ(t ,·) ∣∣ut (t , ·)
∣∣∥2

+∥eψ(t ,·)|∇u(t , ·)|∥2

≤CI20 +2
∫
Ω

(
e2ψ(t ,x)

p +1
|u(t ,x)|pu(t ,x)

)
dx

–
4

p +1

∫ t

0

∫
Ω

e2ψ(s,x)ψs(s,x)|u(s,x)|pu(s,x)dxds.

(3.29)
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Logo, temos:

∥eψ(t ,·)ut (t , ·)∥
2

+∥eψ(t ,·)∇u(t , ·)∥2

≤CI20 +C
∫
Ω

(
e2ψ(t ,x)|u(t ,x)|p+1

)
dx

+C
∫ t

0

∫
Ω

e2ψ(s,x)|ψs(s,x)||u(s,x)|p+1dxds

≤CI20 +∥e
2ψ(t ,·)

p+1 |u(t , ·)|∥
p+1
Lp+1

+C
∫ t

0

[
max
x∈Ω

|ψs(s,x)|eψ(s,x)(2–γ(p+1))
]∫

Ω
eγ(p+1)ψ(s,x)|u(s,x)|p+1dxds

≤CI20 +∥e
2ψ(t ,·)

p+1 |u(t , ·)|∥
p+1
Lp+1

+C
∫ t

0

(
max
x∈Ω

φ(s,x)
)
∥eγψ(s,·)u(s, ·)∥p+1

Lp+1 ,

(3.30)

no qual,

φ(t ,x) := ∥ψt (t ,x)∥e(2–γ(p+1))ψ(t ,x) e γ>
2

p +1
. (3.31)

Utilizando-se do fato de que:

Cγ = sup
τ≥0

τe(2–γ(p+1))τ < +∞,

segue:

φ(t ,x) = ∥ψt (t , ·)∥e(2–γ(p+1))ψ(t ,x)

=
|x |2

4(1+ t)2
e(2–γ(p+1)) |x |2

4(1+t)

=
1

1+ t

[
|x |2

4(1+ t)
e(2–γ(p+1)) |x |2

4(1+t)

]
≤ Cγ

1+ t
.

(3.32)

Assim, temos:

max
x∈Ω

φ(t ,x)≤ Cγ

1+ t
. (3.33)

Portanto, de (3.30) e (3.33), temos:

∥eψ(t ,·)ut (t , ·)∥
2

+∥eψ(t ,·)∇u(t , ·)∥2 ≤CI20 +∥e
2ψ(t ,·)

p+1 u(t , ·)∥
p+1
Lp+1

+Cγ

∫ t

0

1
1+s

∥eγψ(s,·)u(s, ·)∥p+1
Lp+1 ds.

(3.34)
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A partir disso, pode-se obter uma série de estimativas da seguinte forma:

∥eψ(t ,·)ut (t , ·)∥
2

+∥eψ(t ,·)∇u(t , ·)∥2

≤CI20 +C

(
sup

s∈[0,t ]
(1+s)δ ∥e

2ψ(t ,·)
p+1 u(t , ·)∥Lp+1

)p+1

+Cγ

∫ t

0

1
(1+s)1+δ(p+1)

(
sup

s∈[0,t ]
(1+s)δ ∥eγψ(s,·)u(s, ·)∥Lp+1

)p+1

ds

≤CI20 +Cγ,δ

(
sup

s∈[0,t ]
(1+s)δ ∥eγψ(s,·)u(s, ·)∥Lp+1

)p+1

,

(3.35)

no qual utilizamos

Cδ :=
∫ +∞

0
(1+s)–1–δ(p+1)ds < +∞. (3.36)

E assim, concluímos o resultado.

Considere um parâmetro σ> 0. Para este parâmetro vamos definir uma família
de espaços de funções peso associadas a função ψ(t ,x):

f ∈H1
0,σψ(t ,·)(Ω) se, e somente se, f ∈H1

0 (Ω) e

∥eσψ(t ,·)f∥2 +∥eσψ(t ,·)∇f∥2 < +∞, t ∈ [0,T ].

O próximo resultado tem como propósito obter a desigualdade de Gagliardo-
Nirenberg para v ∈H1

0,ψ(t ,·)(Ω).

Lema 3.3. Sejam σ> 0 e v ∈H1
0,σψ(t ,·)(Ω). Se t ∈ [0,Tm), então,

∥eσψ(t ,·)∇v∥2 ≥ ∥∇(eσψ(t ,·)v )∥2 +
nσ

2(1+ t)

∫
Ω

e2σψ(t ,x)|v (x)|2dx .

Demonstração. Defina f = eσψv , com σ> 0. Assim, perceba:

∇f –σf∇ψ=∇(eσψv )–σ(eσψv )∇ψ
= eσψ∇v +v∇eσψ–σ(eσψv )∇ψ
= eσψ∇v +σ(eσψv )∇ψ–σ(eσψv )∇ψ
= eσψ∇v .

(3.37)

E, isto implica que:

∥eσψ(t ,·)∇v∥2 =
∫
Ω

|∇f –σf∇ψ|2dx

=
∫
Ω

|∇f |2dx +σ2
∫
Ω

f 2|∇ψ|2dx

–2σ
∫
Ω

f (∇f ·∇ψ)dx .

(3.38)
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Por outro lado, f∇f =
1
2
∇f 2, usando a Identidade de Green, podemos notar que:∫

Ω
f (∇f ·∇ψ)dx =

∫
Ω

1
2
∇f 2 ·∇ψdx

= –
1
2

∫
Ω

f 2∆ψdx +
1
2

∫
∂Ω

f 2 · ∂ψ
∂η

dS

= –
1
2

∫
Ω

f 2∆ψdx ,

(3.39)

pois, v ∈H1
0,σψ(t ,·)(Ω) e isto implica que a segunda parcela é nula.

Substituindo (3.39) em (3.38), segue:

∥eσψ(t ,·)∇v∥2 =
∫
Ω

|∇f |2dx +σ2
∫
Ω

f 2|∇ψ|2dx +σ
∫
Ω

f 2∆ψdx

≥
∫
Ω

|∇f |2dx +σ
∫
Ω

f 2∆ψdx .
(3.40)

Usando (3.7), temos que:

∥eσψ(t ,·)∇v∥2 ≥ ∥∇(eσψ(t ,·)v )∥2 +
nσ

2(1+ t)

∫
Ω

e2σψ(t ,x)|v (x)|2dx . (3.41)

Usando o Lema 3.3 com a finalidade de controlar o termo não linear, nosso pró-
ximo resultado, surge também, uma versão da desigualdade de Gagliardo-Nirenberg.

Lema 3.4. Sejam n ≥ 2, θ(q) := n
(

1
2 – 1

q

)
∈ [0,1) e σ ∈ (0,1]. Se v ∈ H1

0,ψ(t ,·)(Ω), para
cada t ∈ [0,Tm), então, temos que:

∥eσψ(t ,·)v∥Lq ≤C(1+ t)
1–θ(q)

2 ∥∇v∥1–σ∥eψ(t ,·)∇v∥σ,

no qual C > 0 é uma constante.

Demonstração. Seja v ∈H1
0,ψ(t ,·)(Ω) (t ≥ 0). Considere σ ∈ (0,1] e utilizando a desigual-

dade de Hölder, podemos obter:

∥eσψ(t ,·)∇v∥2 =
∫
Ω

|eσψ(t ,x)∇v |2dx

=
∫
Ω

e2σψ(t ,x)|∇v |2σ|∇v |2(1–σ)dx

≤ ∥e2σψ(t ,·)|∇v |2σ∥
L

1
σ
∥|∇v |2(1–σ)∥

L
1

1–σ

= ∥∇v∥2(1–σ)∥eψ(t ,·)|∇v |∥2σ.

(3.42)

Similarmente, temos:

∥eσψ(t ,·)v∥2 =
∫
Ω

|eσψ(t ,x)v |2dx

=
∫
Ω

e2σψ(t ,x)|v |2σ|v |2(1–σ)dx

≤ ∥e2σψ(t ,·)|v |2σ∥
L

1
σ
∥|v |2(1–σ)∥

L
1

1–σ

= ∥eψ(t ,·)v∥2σ∥v∥2(1–σ).

(3.43)
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Sendo assim, por (3.42) e (3.43), notamos que v ∈ H1
0,σψ(t ,·)(Ω), para todo

σ ∈ (0,1]. Assim, segue que f (t , ·) := eσψ(t ,·)v ∈ H1
0 (Ω). Agora, aplicando a usual de-

sigualdade de Gagliardo-Nirenberg para a função f (t , ·), temos:

∥f (t , ·)∥Lq ≤C∥f (t , ·)∥1–θ(q)∥∇f (t , ·)∥θ(q), (3.44)

no qual θ(q) = n
(

1
2

–
1
q

)
∈ [0,1).

Além disso, aplicando o Lema 3.3, obtemos:

∥f (t , ·)∥ ≤
(

2(1+ t)
nσ

) 1
2
∥eσψ(t ,·)∇v∥ (3.45)

e
∥∇f (t , ·)∥ ≤ ∥eσψ(t ,·)∇v∥. (3.46)

Assim, por (3.44), (3.45) e (3.46), podemos obter:

∥f (t , ·)∥Lq ≤Cσ(1+ t)
1–θ(q)

2 ∥eσψ(t ,·)∇v∥. (3.47)

Logo, se σ ∈ (0,1], por (3.47), concluímos que:

∥eσψ(t ,·)v∥Lq ≤C(1+ t)
1–θ(q)

2 ∥∇v∥1–σ∥eψ(t ,·)∇v∥σ, (3.48)

para algum t ∈ [0,Tm), no qual C > 0 é uma constante.

Nosso próximo resultado apresenta uma estimativa que será utilizada na sequên-
cia.

Lema 3.5. Sejam n ≥ 2, 1 < p ≤ n
n–2

(n ≥ 3) e 1 < p < +∞ (n = 2). Para qualquer ε≥ 0 e
δ> 0, existe uma constante C := Cε,δ > 0 de modo que para todo t ∈ [0,Tm), temos:

|x |1+εe–pδψ(t ,x) ≤C(1+ t)
1+ε
2 (x ∈Ω).

Demonstração. Sejam ε ≥ 0 e uma constante C1 > 0 de modo que ey ≥ C1y
1+ε
2 , para

todo y > 0. Faça y =
pδr2

4(1+ t)
. Então,

e
pδr2
4(1+t) ≥C1

(
pδr2

4(1+ t)

) 1+ε
2

. (3.49)

Disto, segue que:

e– pδr2
4(1+t) ≤ 1

C1

(
4(1+ t)
pδr2

) 1+ε
2

=
1

C1

1
r1+ε

(
4(1+ t)

pδ

) 1+ε
2

. (3.50)

Assim, temos:

r1+εe– pδr2
4(1+t) ≤ 1

C1

(
4

pδ

) 1+ε
2

(1+ t)
1+ε
2 . (3.51)
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Logo, fazendo r = |x |, com x ∈Ω, concluímos que:

|x |1+εe–pδψ(t ,x) ≤C(1+ t)
1+ε
2 . (3.52)

Usando Lema 3.5, com ε > 0 pode-se majorar o termo não linear da seguinte
maneira:

Lema 3.6. Sejam n = 2, 1 < p < +∞. Para cada ε > 0 e δ > 0 existe uma constante
C := Cε,δ > 0 de modo que para todo t ∈ [0,Tm) temos:

∥d2(·)|u(t , ·)|p∥ ≤C(1+ t)
1+ε
2 ∥eδψ(t ,·)u(t , ·)∥p

L2p .

Demonstração. Seja ε> 0, arbitrariamente fixado. Note que

Cε := sup
x∈Ω

log(B|x |)
|x |ε

< +∞. (3.53)

Por (2.2), temos:
d2(x) = |x |log(B|x |). (3.54)

Assim, pelo Lema 3.5,

∥d2(·)|u(t , ·)|p∥2 =
∫
Ω

[
|x |log(B|x |) · |u(t ,x)|p

]2 dx

=
∫
Ω

[
|x |log(B|x |)

|x |1+ε

]2
· |x |2(1+ε) · |u(t ,x)|2pdx

≤C2
ε

∫
Ω

|x |2(1+ε)e–2pδψ(t ,x) ·e2pδψ(t ,x) · |u(t ,x)|2pdx

≤C2
εC2

ε,δ(1+ t)1+ε∥eδψ(t ,·)u(t , ·)∥2p
L2p .

(3.55)

Por outro lado, usando novamente o Lema 3.5, com ε = 0 podemos majorar o
termo não linear da seguinte maneira:

Lema 3.7. Sejam n ≥ 3 e 1 < p ≤ n
n–2

. Para cada δ> 0 existe uma constante C := C0,δ
de modo que para todo t ∈ [0,Tm) temos:

∥dn(·)|u(t , ·)|p∥ ≤C(1+ t)
1
2 ∥eδψ(t ,·)u(t , ·)∥p

L2p .

Demonstração. Por (2.2) temos que dn(x) = |x |, com n ≥ 3. Para ε= 0, temos que:

∥dn(·)|u(t , ·)|p∥2 =
∫
Ω

[
|x ||u(t ,x)|p

]2 dx

=
∫
Ω

(
|x |e–pδψ(t ,x)

)2
·e2pδψ(t ,x)|u(t ,x)|2pdx

≤C2
0,δ(1+ t)

∫
Ω

e2pδψ(t ,x)|u(t ,x)|2pdx

= C2
0,δ(1+ t)∥eδψ(t ,·)u(t , ·)∥2p

L2p .

(3.56)
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Logo, concluímos que:

∥dn(·)|u(t , ·)|p∥ ≤C(1+ t)
1
2 ∥eδψ(t ,·)u(t , ·)∥p

L2p . (3.57)

A seguir apresentaremos o enunciado do Teorema 3.10, destaque deste capítulo.
Este resultado, basicamente, apresenta restrições ao expoente p do termo de não
linearidade, com base na Proposição 3.1 e conclui a existência de solução global para
o Problema (3.1).

Observação 3.8. Para provarmos a existência de solução global para o Problema (3.1)
assumiremos a condição (3.58). Tal condição é mais fraca do que assumir que os
dados iniciais têm suporte compacto (ver, por exemplo, [28]).

Observação 3.9. Observe que se n = 2 o expoente crítico é p = 2. No entanto, o
caso crítico não será estudado nos resultados abaixo. Isso se deve ao fato de não
considerarmos dados iniciais em L1(Ω). Se tal hipótese fosse assumida, acreditamos
que teríamos a existência de solução global para o caso em que p é igual ao expoente
crítico (ver, por exemplo, [13]).

Teorema 3.10. Seja n = 2 e 2 < p < +∞ ou n = 3,4,5 e 1+ 4
n+2 < p ≤ n

n–2 . Se as condições
iniciais [u0,u1] ∈H1

0 (Ω)×L2(Ω) satisfizer

I 2
0 := ∥e|·|2/4u1∥2 +∥e|·|2/4∇u0∥2 +∥e|·|2/4u0∥2 ≪ 1, (3.58)

então, o Problema (3.1) tem uma única solução global fraca u ∈X1 satisfazendo:∫
Ω

e|x |2/2(1+t)
(

|ut (t ,x)|2 +|∇u(t ,x)|2
)

dx ≤I 2
0 ,

e as estimativas:
∥u(t , ·)∥2 ≤CI 2

0 (1+ t)–1,

∥ut (t , ·)∥2 +∥∇u(t , ·)∥2 ≤CI 2
0 (1+ t)–2,

são verdadeiras para alguma constante C > 0.

Com a finalidade de provar o Teorema 3.10, denotaremos por

S(t ; {v0,v1})

a solução única do Problema Linear (2.1).
E, pelo Princípio de Duhamel, a solução do Problema Semilinear (3.1), pode ser

expressa por:

u(t) = S (t ; {u0,u1})+
∫ t

0
S
(
t –s;

{
0,|u(s)|p

})
ds. (3.59)
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Veja que:


Stt (t ,x)–∆S(t ,x)+St (t ,x)–∆St (t ,x) = 0, (t ,x) ∈ (0,∞)×Ω,
S(0,x) = u0(x), St (0,x) = u1(x), x ∈Ω,
S(t ,x) = 0, t > 0, x ∈ ∂Ω.

(3.60)

Do Teorema 2.3, os operadores {S(t ; {u0,u1}) : t ≥ 0} satisfazem as propriedades
abaixo:

∥S (t ; {u0,u1})∥ ≤CJ0 (u0,u1)(1+ t)–
1
2 , (3.61)

∥∂tS (t ; {u0,u1})∥+∥∇S (t ; {u0,u1})∥ ≤CJ0 (u0,u1)(1+ t)–1, (3.62)

no qual

J0 (u0,u1)2 := ∥u0∥2
H1 +∥u1∥2 +∥dn(·)(u0 +u1)∥2 . (3.63)

Note que J0(u0,u1) pode ser absorvido por I0 definido no Teorema 3.10. De
fato, veja:

J0 (u0,u1)2 = ∥u0∥2
H1 +∥u1∥2 +∥dn(·)(u0 +u1)∥2

= ∥u0∥2 +∥∇u0∥2 +∥u1∥2 +∥dn(·)(u0 +u1)∥2 .
(3.64)

Sendo assim, note que:

|u0(x)|2 ≤ ey |u0(x)|2,

para todo y ≥ 0 e x ∈Ω. Faça y =
|x |2

8
, com x ∈Ω. Assim, podemos perceber que:∫

Ω
|u0(x)|2dx ≤

∫
Ω

|e|x |2/4u0(x)|2dx .

E, isto nos indica:

∥u0∥2 ≤ ∥e|·|2/4u0∥2. (3.65)

De forma análoga, segue que:

∥∇u0∥2 ≤ ∥e|·|2/4∇u0∥2 (3.66)

e

∥u1∥2 ≤ ∥e|·|2/4u1∥2. (3.67)

Assuma que n ≥ 3, por (2.2), dn(x) = |x |. E, dado ε > 0 existe uma constante
Cε > 0 de modo que, se y > 0, então,

y
1+ε
2 ≤Cεe

y
8 . (3.68)
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Assim,

∥dn(·)(u0 +u1)∥2 =
∫
Ω

|x |2(u0(x)+u1(x))2dx

=
∫
Ω

|x |2u2
0(x)dx +2

∫
Ω

|x |2u0(x)u1(x)dx

+
∫
Ω

|x |2u2
1(x)dx

≤ 2
∫
Ω

|x |2u2
0(x)dx +2

∫
Ω

|x |2u2
1(x)dx .

(3.69)

Usando (3.68), com y = |x |2 e ε= 1, temos:

∥dn(·)(u0 +u1)∥2 ≤ 2C1

(
∥e|·|2/4u0∥2 +∥e|·|2/4u1∥2

)
. (3.70)

Desta forma, para n = 2, temos:

J0(u0,u1)2 ≤ ∥e|·|2/4u0∥2 +∥e|·|2/4∇u0∥2 +∥e|·|2/4u1∥2

+2C1∥e|·|2/4u0∥2 +2C1∥e|·|2/4u1∥2

≤C
(
∥e|·|2/4u1∥2 +∥e|·|2/4∇u0∥2 +∥e|·|2/4u0∥2

)
= CI 2

0 .

(3.71)

Para o caso n = 2, por (2.2), temos que: d2(x) = |x |log(B|x |), no qual B > 0 é uma
constante que satisfaz:

B inf
x∈Ω

|x |≥ 2.

Usando o fato de que, existe C1 > 0 de modo que

log(B|x |)≤C1|x |.

Assim, d2(x) = |x |log(B|x |)≤C1|x |2. Desta forma, a absorção de J0(u0,u1) por I0(u0,u1)
segue de maneira semelhante ao caso anterior.

Além disso, uma vez que (3.59) é solução do Problema (3.1), usando (3.60),
obtemos o seguinte problema auxiliar, vide o Princípio de Duhamel:


S̃tt (t ,x)–∆S̃(t ,x)+ S̃t (t ,x)–∆S̃t (t ,x) = 0, (t ,x) ∈ (0,∞)×Ω,
S̃(0,x) = 0, S̃t (0,x) = |u(s)|p, x ∈Ω,
S̃(t ,x) = 0, t > 0, x ∈ ∂Ω,

(3.72)

no qual S̃ = S(t –s; {0, |u(s)|p}). Assim,

J2
0 (0, |u(s)|p) = ∥|u(s)|p∥2 +∥dn(·)|u(s)|p∥2. (3.73)
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Perceba que:

∥|u(s)|p∥2 =
∫
Ω

|u(s)|2pds

= ∥u(s)∥2p
L2p .

(3.74)

Logo,
J2

0 (0, |u(s)|p) = ∥u(s)∥2p
L2p +∥dn(·)|u(s)|p∥2. (3.75)

Pelo Teorema 2.3, obtemos as seguintes estimativas:

∥S (t –s;
{

0,|u(s)|p
})∥

≤CJ0(0, |u(s)|p)(1+ t –s)–
1
2

≤C
(
∥u(s)∥p

L2p +∥dn(·)|u(s)|p∥
)

(1+ t –s)–
1
2

(3.76)

e
∥∂tS

(
t –s;

{
0,|u(s)|p

})∥+∥∇S
(
t –s;

{
0,|u(s)|p

})∥
≤CJ0(0, |u(s)|p)(1+ t –s)–1

≤C
(
∥u(s)∥p

L2p +∥dn(·)|u(s)|p∥
)

(1+ t –s)–1.

(3.77)

Note que:

∥u(s)∥p
L2p =

(∫
Ω

|u(s)|2pdx
) 1

2

=
(∫

Ω
e–2pδψ(s,x)|eδψ(s,x)u(s)|2pdx

) 1
2

≤
(∫

Ω
|eδψ(s,x)u(s)|2pdx

) 1
2

= ∥eδψ(s,·)u(s)∥p
L2p .

(3.78)

Usando a desigualdade acima, e os Lemas 3.6 e 3.7, obtemos:

∥S (t –s;
{

0,|u(s)|p
})∥

≤C(1+ t –s)–
1
2 (1+s)(1+ε)/2 ∥eδψ(s,·)u(s, ·)∥p

L2p ,
(3.79)

e, também,
∥∂tS

(
t –s;

{
0,|u(s)|p

})∥+∥∇S
(
t –s;

{
0,|u(s)|p

})∥
≤C(1+ t –s)–1(1+s)(1+ε)/2 ∥eδψ(s,·)u(s, ·)∥p

L2p .
(3.80)

Abaixo segue o enunciado da desigualdade da integral, que pode ser visto
em [4].

Lema 3.11. Seja β > 1 um número real. Então, existe uma constante Cβ > 0 depen-
dendo de β, de modo que:∫ t

0
(1+ t –s)–1/2(1+s)–βds ≤Cβ(1+ t)–1/2

∫ t

0
(1+ t –s)–1(1+s)–βds ≤Cβ(1+ t)–1

(3.81)
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para todo t > 0.

Note que (3.79) e (3.80) são verdadeiras para todo n ≥ 2 e ε ≥ 0. Agora inte-
grando de ambos os lados das desigualdades, sobre [0, t ], e usando a desigualdade
da integral, obtemos:

∫ t

0
∥S (t –s;

{
0,|u(s)|p

})∥ds

≤C
∫ t

0
(1+ t –s)–

1
2 (1+s)(1+ε)/2 ∥eδψ(s,·)u(s, ·)∥p

L2p ds

≤C
∫ t

0
(1+s)–1–ν(1+ t –s)–

1
2 ((1+s)

1+ε
2p + 1+ν

p ∥eδψ(s,·)u(s, ·)∥L2p)pds

≤C

(
sup
[0,t ]

(1+s)β ∥eδψ(s,·)u(s, ·)∥L2p

)p

(1+ t)–
1
2 ,

(3.82)

no qual ν> 0 e

β :=
3+ε+2ν

2p
.

De forma similar, podemos obter a seguinte desigualdade:∫ t

0

(∥∂tS
(
t –s;

{
0,|u(s)|p

})∥+∥∇S
(
t –s;

{
0,|u(s)|p

})∥)ds

≤C

(
sup
[0,t ]

(1+s)β ∥eδψ(s,·)u(s, ·)∥L2p

)p

(1+ t)–1.
(3.83)

Combinando as desigualdades obtidas acima, prova-se o seguinte resultado.

Lema 3.12. Seja n ≥ 2 e u(t ,x) a solução local do Problema (3.1) em [0,Tm) dada na
Proposição 3.1. Então, temos:

(1+ t)
1
2 ∥u(t , ·)∥ ≤CI0 +C

(
sup
[0,t ]

(1+s)β ∥eδψ(s,·)u(s, ·)∥L2p

)p

e
(1+ t)(∥ut (t , ·)∥+∥∇u(t , ·)∥)

≤CI0 +C

(
sup
[0,t ]

(1+s)β ∥eδψ(s,·)u(s, ·)∥L2p

)p

,

para qualquer ε> 0, ν> 0, δ> 0 e

β :=
3+ε+2ν

2p
.
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Demonstração. Seja n ≥ 2 e u(t ,x) a solução local do Problema (3.1) em [0,Tm). Assim,

∥u(t , ·)∥= ∥S (t ; {u0,u1})+
∫ t

0
S
(
t –s;

{
0,|u(s)|p

})
ds∥

≤ ∥S (t ; {u0,u1})∥+∥
∫ t

0
S
(
t –s;

{
0,|u(s)|p

})
ds∥

≤ ∥S (t ; {u0,u1})∥+
∫ t

0
∥S (t –s;

{
0,|u(s)|p

})∥ds.

(3.84)

Utilizando (3.61),(3.82) e o fato de que J0 pode ser absorvido por I0, obtemos
que:

(1+ t)
1
2 ∥u(t , ·)∥ ≤CI0 +C

(
sup
[0,t ]

(1+s)β ∥eδψ(s,·)u(s, ·)∥L2p

)p

, (3.85)

e, de forma similar, utilizando (3.62) e (3.83), obtemos:

(1+ t)(∥ut (t , ·)∥+∥∇u(t , ·)∥)

≤CI0 +C

(
sup
[0,t ]

(1+s)β ∥eδψ(s,·)u(s, ·)∥L2p

)p

,
(3.86)

para qualquer ε> 0, ν> 0, δ> 0 e

β :=
3+ε+2ν

2p
. (3.87)

Finalmente, com o objetivo de concluir este capítulo, realizaremos a demonstra-
ção do Teorema 3.10.

Demonstração. Teorema 3.10: Defina

W (t) := ∥eψ(t ,·)ut (t , ·)∥+∥eψ(t ,·)∇u(t , ·)∥
+(1+ t)∥ut (t , ·)∥+(1+ t)∥∇u(t , ·)∥
+(1+ t)

1
2 ∥u(t , ·)∥.

(3.88)

Verificaremos que I0, definido no Lema 3.2, pode ser majorado por I0. Veja:∫
Ω

e2ψ(0,x)(|ut (0,x)|2 +|∇u(0,x)|2)dx

=
∫
Ω

e|x |2/2|u1(x)|2dx +
∫
Ω

e|x |2/2|∇u0(x)|2dx

= ∥e|·|2/4u1∥2 +∥e|·|2/4∇u0∥2.

(3.89)
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Para a próxima majoração vamos usar o Lema 3.4, com σ= 1, t = 0, v = u0 e q = p +1.
E, como I 2

0 ≪ 1, obtemos:∫
Ω

e|x |2/2|u0(x)|p+1dx ≤
∫
Ω

e|x |2 (p+1)
4 |u0(x)|2dx

=
∫
Ω

eψ(0,x)(p+1)|u0(x)|2dx

≤ ∥eψ(0,·)u0∥2

≤I
p+1
0

≤I0.

(3.90)

Então, temos:

I20 ≤C
(
∥e|·|2/4u1∥2 +∥e|·|2/4∇u0∥2 +∥e|·|2/4u1∥2

)
= CI 2

0 . (3.91)

Desta forma, utilizando os Lemas 3.2 e 3.12, obtemos:

W (t)≤CI0 +C

(
sup

s∈[0,t ]
(1+s)δ∥eγψ(s,·)u(s, ·)∥Lp+1

) p+1
2

+C

(
sup
[0,t ]

(1+s)β ∥eδψ(s,·)u(s, ·)∥L2p

)p

,

(3.92)

com t ∈ [0,Tm).
Escolhendo q = p +1 e v := u(s, ·) no Lema 3.4, segue que:

∥eγψ(t ,·)u(s, ·)∥Lp+1

≤C(1+s)
1–θ(p+1)

2 ∥∇u(s, ·)∥1–γ∥eψ(s,·)∇u(s, ·)∥γ

≤C(1+s)
1–θ(p+1)

2 (1+s)γ–1{(1+s)∥∇u(s, ·)∥}1–γ∥eψ(s,·)∇u(s, ·)∥γ

≤C(1+s)
1–θ(p+1)

2 +γ–1
(

(1+s)∥∇u(s, ·)∥
1–γ

+
∥eψ(s,·)∇u(s, ·)∥

γ

)
≤C1(1+s)

1–θ(p+1)
2 +γ–1W (s),

(3.93)

e, de modo similar,

∥eδψ(s,·)u(s, ·)∥L2p ≤C(1+s)
1–θ(2p)

2 ∥∇u(s, ·)∥1–δ∥eψ(s,·)∇u(s, ·)∥δ

≤C2(1+s)
1–θ(2p)

2 +δ–1W (s).
(3.94)

Assim, usando (3.92),(3.93) e (3.94), na definição de W (s), obtemos:

W (t)≤CI0 +C

(
sup

s∈[0,t ]
(1+s)δ+γ–1+ 1–θ(p+1)

2 W (s)

) p+1
2

+C

(
sup

s∈[0,t ]
(1+s)β+δ–1+ 1–θ(2p)

2 W (s)

)p

.

(3.95)
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Usando a definição de θ(q), dada no Lema 3.4, temos:

δ+γ–1+
1–θ(p +1)

2
= δ+γ–1+

1
2

–
n
2

(
1
2

–
1

p +1

)
= δ+γ–

1
2

–
n
4

+
n

2(p +1)
< 0,

(3.96)

pois 1+
4

n+2
< p ou p > 2 e δ e γ suficientemente pequenos.

E, usando a definição de β, vista em (3.87), veja:

β+δ–1+
(

1–θ(2p)
2

)
=β+δ–1+

1
2

–
n
2

(
1
2

–
1

2p

)
= δ+

ε

2p
+
ν

p
+
(

6+n
4p

–
n+2

4

)
< 0,

(3.97)

pois 1+
4

n+2
< p ou p > 2 e δ, ν e ε suficientemente pequenos.

Assim, podemos obter que:

sup
s∈[0,t ]

W (s)≤CI0 +C

(
sup

s∈[0,t ]
W (s)

) p+1
2

+C

(
sup

s∈[0,t ]
W (s)

)p

, (3.98)

com t ∈ [0,Tm).
Agora, defina M(t) := sups∈[0,t ] W (s). Note que M(t) ∈ C([0,Tm)). Desta forma,

por (3.98), temos:

M(t)≤CI0 +M(t)
p+1

2 +M(t)p. (3.99)

Como de costume, escolhendo I0 suficientemente pequeno, podemos obter
M(t)≤CI0, ∀t ∈ [0,Tm), consequência do Lema A.1, demonstrado no Apêndice.

Sendo assim, temos:

∥eψ(t ,·)ut (t , ·)∥+∥eψ(t ,·)∇u(t , ·)∥
+(1+ t)∥ut (t , ·)∥+(1+ t)∥∇u(t , ·)∥+(1+ t)

1
2 ∥u(t , ·)∥

≤CI0.

(3.100)

Do Lema 3.3, com σ= 1 e v := u(t , ·), segue que:

∥eψ(t ,·)∇u(t , ·)∥2 ≥ ∥∇· (eψ(t ,·)u(t , ·))∥2 +
n

2(1+ t)

∫
Ω

|eψ(t ,x)u(t ,x)|2dx . (3.101)

Isto implica em:

∥eψ(t ,·)u(t , ·)∥ ≤C(1+ t)
1
2 ∥eψ(t ,·)∇u(t , ·)∥ ≤C(1+ t)

1
2 I0, (3.102)

com t ∈ [0,Tm), para alguma constante C > 0.
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Agora, vamos provar que Tm = +∞. Suponha, por contradição, que Tm < +∞.
Assim, por (3.100) e (3.102), segue que

limsup
t↑Tm

{
∥eψ(t ,·)∇u(t , ·)∥+∥eψ(t ,·)ut (t , ·)∥+∥eψ(t ,·)u(t , ·)∥

}
≤CI0(1+Tm)

1
2 +CI0 < +∞.

(3.103)

Pela Proposição 3.1, concluímos que Tm = +∞.
Além disso, por (3.100), obtemos facilmente as estimativas desejadas:

∥u(t , ·)∥2 ≤CI 2
0 (1+ t)–1,

∥ut (t , ·)∥2 +∥∇u(t , ·)∥2 ≤CI 2
0 (1+ t)–2.

E desta forma, concluímos a demonstração.
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4 PROBLEMA SEMILINEAR: EXPOENTE CRÍTICO

Seja Ω=Rn\Bρ, para algum ρ > 0. Novamente, considere o problema:


utt (t ,x)–∆u(t ,x)+ut (t ,x)–∆ut (t ,x) = |u(t ,x)|p, (t ,x) ∈ (0,+∞)×Ω,
u(0,x) = u0(x), ut (0,x) = u1(x), x ∈Ω,
u(t ,x) = 0, x ∈ ∂Ω, t > 0.

(4.1)

O objetivo deste capítulo é apresentar as demonstrações dos Teoremas 4.2 e
4.3. Basicamente, estes resultados nos trazem a informação da não existência de so-
luções globais para a equação do Problema (4.1), quando a solução possui condições
específicas.

Considere a função teste Φ ∈C∞
0 ([0,+∞)×Ω), de modo que

Φ(t , ·)
∣∣
∂Ω = 0,

para todo t ≥ 0. Assuma que u(t ,x) é a solução clássica do Problema (4.1). Note que ao
multiplicarmos a equação de (4.1) por Φ e, em seguida, integrarmos sobre [0,+∞)×Ω,
obtemos:

lim
b→+∞

∫ b

0

∫
Ω

∣∣u(t ,x)
∣∣pΦ(t ,x)dxdt

= lim
b→+∞

∫ b

0

∫
Ω

(utt (t ,x)–∆u(t ,x)+ (1–∆)ut (t ,x))Φ(t ,x)dxdt .

(4.2)

Como de costume, as parcelas serão calculadas separadamente, tornando as-
sim, a compreensão mais acessível.

Veja que, usando integração por partes, e observando que

u(t ,x) ∈X1,

visto em (2.3), bem como, Φ possui suporte compacto, obtemos:

lim
b→+∞

∫ b

0

∫
Ω

utt (t ,x)Φ(t ,x)dxdt

=
∫
Ω

[
lim

b→+∞

∫ b

0
utt (t ,x)Φ(t ,x)dt

]
dx

=
∫
Ω

[
lim

b→+∞

(
ut (t ,x)Φ(t ,x)

∣∣∣∣b
0

–
∫ b

0
ut (t ,x)∂tΦ(t ,x)dt

)]
dx

= –
∫
Ω

u1(x)Φ(0,x)dx +
∫
Ω

u0(x)∂tΦ(0,x)dx

+ lim
b→+∞

∫ b

0

∫
Ω

u(t ,x)∂2
t Φ(t ,x)dxdt .

(4.3)
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Por outro lado, usando a Identidade de Green e o fato de que, para qualquer
t ∈ [0,+∞), u(t ,x) = 0 se x ∈ ∂Ω, segue que:

– lim
b→+∞

∫ b

0

∫
Ω
∆u(t ,x)Φ(t ,x)dxdt

= – lim
b→+∞

∫ b

0

[
–
∫
Ω
∇u(t ,x)∇Φ(t ,x)dx +

∫
∂Ω

∂u
∂η

(t ,x)Φ(t ,x)dΓ
]

dt

= lim
b→+∞

∫ b

0

∫
Ω
∇u(t ,x)∇Φ(t ,x)dxdt

= lim
b→+∞

∫ b

0

∫
Ω

–u(t ,x)∆Φ(t ,x)dxdt .

(4.4)

Operando, novamente, com as justificativas para obter (4.3), podemos notar
que:

lim
b→+∞

∫ b

0

∫
Ω

ut (t ,x)Φ(t ,x)dxdt =
∫
Ω

[
lim

b→+∞

∫ b

0
ut (t ,x)Φ(t ,x)dt

]
dx

=
∫
Ω

[
lim

b→+∞

(
u(t ,x)Φ(t ,x)

∣∣∣∣b
0

–
∫ b

0
u(t ,x)∂tΦ(t ,x)dt

)]
dx

=
∫
Ω

[
–u0(x)Φ(0,x)– lim

b→+∞

∫ b

0
u(t ,x)∂tΦ(t ,x)dt

]
dx

= –
∫
Ω

u0(x)Φ(0,x)dx + lim
b→+∞

∫ b

0

∫
Ω

–u(t ,x)∂tΦ(t ,x)dxdt .

(4.5)
E, finalmente:

– lim
b→+∞

∫ b

0

∫
Ω
∆ut (t ,x)Φ(t ,x)dxdt

= lim
b→+∞

∫ b

0

[∫
Ω
∇ut (t ,x)∇Φ(t ,x)dx –

∫
∂Ω

∂ut
∂η

(t ,x)Φ(t ,x)dΓ
]

dt

= lim
b→+∞

∫ b

0

∫
Ω
∇ut (t ,x)∇Φ(t ,x)dxdt

= – lim
b→+∞

∫ b

0

∫
Ω

ut (t ,x)∆Φ(t ,x)dxdt

= –
∫
Ω

[
lim

b→+∞

(
u(t ,x)∆Φ(t ,x)

∣∣∣∣b
0

–
∫ b

0
u(t ,x)∆∂tΦ(t ,x)dt

)]
dx

=
∫
Ω

u0(x)∆Φ(0,x)dx

+ lim
b→+∞

∫ b

0

∫
Ω

u(t ,x)∆∂tΦ(t ,x)dxdt .

(4.6)
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Substituindo (4.3), (4.4), (4.5), (4.6) em (4.2), temos:

lim
b→+∞

∫ b

0

∫
Ω

∣∣u(t ,x)
∣∣pΦ(t ,x)dxdt

= lim
b→+∞

∫ b

0

∫
Ω

u(t ,x)
(
∂2

t Φ(t ,x)–∆Φ(t ,x)
)

dxdt

+ lim
b→+∞

∫ b

0

∫
Ω

u(t ,x)(–∂tΦ(t ,x)+∆∂tΦ(t ,x))dxdt

–
∫
Ω

(u1(x)+u0(x))Φ(0,x)dx +
∫
Ω

u0(x)∂tΦ(0,x)dx

+
∫
Ω

u0(x)∆Φ(0,x)dx .

(4.7)

Observação 4.1. Entendemos que u(t ,x) é uma solução fraca para o Problema (4.1)
se, para qualquer função teste Φ ∈ C∞

0 ([0,+∞)×Ω) com Φ(t , ·)
∣∣
∂Ω = 0, para todo t ≥

0, a identidade integral (4.7) for verificada. Particularmente, soluções clássicas são
soluções fracas, entretanto a recíproca nem sempre é verdadeira.

Em vista das observações realizadas até agora, apresentaremos os resultados
deste capítulo e suas respectivas demonstrações.

Teorema 4.2. Seja n ≥ 2. Suponha que a condição inicial u0 ∈ L1(Ω)∩H1
0 (Ω) e u1 ∈

L1(Ω)∩L2(Ω) em (4.1) não sejam identicamente nulas. Além disso, considere que u0(x),

u1(x)≥ 0, para qualquer x ∈Ω. Assuma que 1 < p < 2, se n = 2, ou 1 < p ≤ 1+
2
n

, se n ≥ 3.
Então, não existe solução global para o Problema (4.1), isto é, na Proposição 3.1,
Tm < +∞.

Demonstração. Seja ρ > 0. Defina ψ ∈C∞
0 ([0,+∞)), sendo,

ψ(x) =

{
1, se x ∈ [0,1],
0, se x ≥ 2.

(4.8)

Seja n ≥ 3. Para cada R > ρ, defina ϕR uma função de suporte compacto em
Ω=Rn\Bρ, da seguinte maneira:

ϕR(x) = ϕ̃R(r ), (4.9)

com ϕ̃R(r ) = K (r )ψ(R–1r ), no qual K (r ) = ρ2–n – r2–n e r = |x |.

É fácil perceber que ϕR satisfaz algumas propriedades, por exemplo, ϕR(x) = 0,
para todo x ∈ ∂Ω. Isto ocorre pelo fato de que, uma vez que x ∈ ∂Ω, segue que, |x | = ρ.
Assim, por definição, K (ρ) = 0. Também, temos que, se x for tal que |x |≥ 2R, ϕR(x) = 0,
aqui, segue pelo fato de que R–1|x |≥ 2 e, por definição, ψ(R–1|x |) = 0.
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Agora, vamos verificar algumas relações para ∆ϕR. Para tanto, consideremos
dois casos: ρ < |x |≤R e R ≤ |x |. Veja:

ϕR(x) = K (|x |)ψ(R–1|x |) = K

√√√√ n∑
i=1

x2
i

ψ

R–1

√√√√ n∑
i=1

x2
i

 . (4.10)

Assim,
∂

∂xi
[ϕR(x)] = K ′(|x |)ψ(R–1|x |)

xi
|x |

+K (|x |)ψ′(R–1|x |)
R–1xi

|x |
. (4.11)

E, então,

∂2

∂x2
i

[ϕR(x)] = K ′′(|x |)ψ(R–1|x |)
x2

i
|x |2

+2K ′(|x |)ψ′(R–1|x |)
R–1x2

i
|x |2

+K ′(|x |)ψ(R–1|x |)
1

|x |
–K ′(|x |)ψ(R–1|x |)

x2
i

|x |3

+K (|x |)ψ′′(R–1|x |)
R–2x2

i
|x |2

+K (|x |)ψ′(R–1|x |)
R–1

|x |

–K (|x |)ψ′(R–1|x |)
R–1x2

i
|x |3

.

(4.12)

Logo,
∆ϕR(x) = K ′′(|x |)ψ(R–1|x |)+2K ′(|x |)ψ′(R–1|x |)R–1

+K ′(|x |)ψ(R–1|x |)
n
|x |

–K ′(|x |)ψ(R–1|x |)
1

|x |

+K (|x |)ψ′′(R–1|x |)R–2 +K (|x |)ψ′(R–1|x |)
R–1n

|x |

–K (|x |)ψ′(R–1|x |)
R–1

|x |

=ψ
(

R–1|x |
)
·
[
K ′′(|x |)+K ′(|x |)

n
|x |

–K ′(|x |)
1

|x |

]
+ψ′

(
R–1|x |

)
·
[
2K ′(|x |)R–1 +K (|x |)

R–1

|x |
(n–1)

]
+ψ′′

(
R–1|x |

)
·
[
K (|x |)R–2

]
.

(4.13)

1º caso: Suponha que ρ < |x | ≤ R. Então, R–1|x | ≤ 1. Assim, temos ψ(R–1|x |) = 1 e
ψ′(R–1|x |) =ψ′′(R–1|x |) = 0. Consequentemente,

∆ϕR(x) = K ′′(|x |)+K ′(|x |)
n
|x |

–K ′(|x |)
1

|x |
. (4.14)

Como, K (|x |) = ρ2–n –|x |2–n, segue que:

K ′(|x |) = (n–2)|x |1–n e K ′′(|x |) = –(n–2)(n–1)|x |–n. (4.15)

Disto, temos:
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∆ϕR(x) =
–(n–2)(n–1)

|x |n
+

n(n–2)
|x |n

–
(n–2)
|x |n

=
–n2 +3n–2+n2 –2n–n+2

|x |n

=
0

|x |n
= 0.

(4.16)

Antes de apresentarmos o próximo caso, defina:

f (y ) = |ψ(y )|+ |ψ′(y )|+ |ψ′′(y )|. (4.17)

Assim,

|∆ϕR(x)|≤
[∣∣∣∣K ′′(|x |)+K ′(|x |)

n
|x |

–K ′(|x |)
1

|x |

∣∣∣∣
+
∣∣∣∣2K ′(|x |)R–1 +K (|x |)

R–1n
|x |

–K (|x |)
R–1

|x |

∣∣∣∣
+
∣∣∣K (|x |)R–2

∣∣∣] f
(

R–1|x |
)

.

(4.18)

Agora, perceba que: ∣∣∣∣K ′′(|x |)+K ′(|x |)
n
|x |

–K ′(|x |)
1

|x |

∣∣∣∣= 0, (4.19)

∣∣∣∣2K ′(|x |)R–1 +K (|x |)
R–1n

|x |
–K (|x |)

R–1

|x |

∣∣∣∣
=
∣∣∣∣ (n–3)
R|x |n–1 +

n–1
R|x |ρn–2

∣∣∣∣
≤C

[
1

R|x |n–1 +
1

R|x |ρn–2

]
,

(4.20)

no qual C > 0 e, finalmente,∣∣∣K (|x |)R–2
∣∣∣= ∣∣∣∣( 1

ρn–2 –
1

|x |n–2

)
1

R2

∣∣∣∣
≤ 2

R2ρn–2 ,
(4.21)

para |x | > ρ.
Substituindo (4.19), (4.20) e (4.21) em (4.18), segue que:

|∆ϕR(x)|≤C
[

1
R|x |ρn–2 +

1
R|x |n–1 +

1
R2ρn–2

]
f (R–1|x |), (4.22)

no qual C > 0.
2º caso: Agora, suponha que ρ < R ≤ |x |. Assim,

1
|x |

≤ 1
R

<
1
ρ

.
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Logo,
1

R|x |ρn–2 ≤ 1
R2ρn–2 , (4.23)

e,
1

R|x |n–1 =
R

R2|x |n–1 ≤ |x |
R2|x |n–1 =

1
R2|x |n–2 ≤ 1

R2ρn–2 . (4.24)

Então,

|∆ϕR(x)|≤C
[

1
R|x |ρn–2 +

1
R|x |n–1 +

1
R2ρn–2

]
f (R–1|x |)

≤ C
R2ρn–2 f (R–1|x |),

(4.25)

no qual C > 0.

Agora, para cada R > ρ, definimos:

ψR(t) =ψ(R–2t). (4.26)

Note que:
∂tψR(t) = ∂tψ

(
R–2t

)
= R–2ψ′

(
R–2t

)
.

Desta forma,
∂2

t ψR(t) = R–4ψ′′
(

R–2t
)

.

Assim, segue que:∣∣∣∂2
t ψR(t)

∣∣∣+ ∣∣∂tψR(t)
∣∣= R–4

∣∣∣ψ′′
(

R–2t
)∣∣∣+R–2

∣∣∣ψ′
(

R–2t
)∣∣∣

≤
(

R–4 +R–2
)

f
(

R–2t
)

.

Escolhendo ψ suficientemente suave, podemos supor que:

f (r )p ≤Cψ(r ). (4.27)

Para tanto, basta considerar ψ=Ψl , no qual Ψ ∈C∞
0 ([0,+∞)) não crescente, com Ψ= 1

em [0,1] e Ψ= 0 em [2,+∞), escolhendo (l –2)p ≥ l , ou seja, l ≥ 2
p

p –1
.

Nosso objetivo é mostrar que o Problema (4.1) não possui solução global. Por
contradição, assuma que existe solução global para o Problema (4.1), isto é, na Propo-
sição 3.1, Tm = +∞.

Para cada R > ρ, considere as integrais não negativas:

IR =
∫

G
|u(t ,x)|pϕR(x)ψR(t)dxdt (4.28)

e
JR =

∫
G\([0,R2]×BR)

|u(t ,x)|pϕR(x)ψR(t)dxdt , (4.29)
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no qual G = [0,+∞)×Ω.

Defina Φ(t ,x) =ϕR(x)ψR(t) em (4.7). Assim:

IR =
∫

G
u(t ,x)

(
ϕR(x)(∂2

t ψR(t)–∂tψR(t))–∆ϕR(x)ψR(t)
)

dxdt

+
∫

G
u(t ,x)(∆ϕR(x)∂tψR(t))dxdt

–
∫
Ω

(u1(x)+u0(x))ϕR(x)dx +
∫
Ω

u0(x)∆ϕR(x)dx .

(4.30)

Veja que, se R for suficientemente grande, temos:

–
∫
Ω

(u1(x)+u0(x))ϕR(x)–u0(x)∆ϕR(x)dx ≤ –
∫
Ω

u1(x)ϕR(x)dx . (4.31)

De fato, se u0(x) = 0,∀x ∈Ω, é imediato. Suponha que u0(x) não seja identicamente
nula. Uma vez que R é suficientemente grande, é fácil perceber que ϕR(x) = K (|x |),
pois R–1|x |≤ 1, e ∆ϕR(x) = 0 em BR∩Ω. Por hipótese, u0 ∈ L1(Ω), assim, pelo Teorema
da Convergência Dominada de Lebesgue, segue que:

lim
R→+∞

∫
Ω

u0(x)∆ϕR(x)dx = 0 (4.32)

e
lim

R→+∞

∫
Ω

u0(x)ϕR(x)dx =
∫
Ω

u0(x)K (|x |)dx > 0. (4.33)

E isso garante a afirmação (4.31).
Defina:

DR(t ,x) = |ϕR(x)(∂2
t ψR(t)–∂tψR(t))+∆ϕR(x)(∂tψR(t)–ψR(t))|. (4.34)

Assim, por (4.30), (4.31), (4.34) e o fato de que:∫
Ω

u1(x)ϕR(x)dx ≥ 0 (4.35)

por hipótese, temos:

IR ≤
∫

G
|u(t ,x)|DR(t ,x)dxdt

=
∫

G
|u(t ,x)|ββ–1DR(t ,x)dxdt ,

(4.36)

com β ̸= 0, observando que, por hipótese, u1(x) ≥ 0, ∀x ∈Ω. Perceba que DR(t ,x) se
anula em [0,R2]× (Ω∩BR), quando R é suficientemente grande, pois ψ é constante
em [0,1] e |∆ϕR(x)| = 0. Assim:

IR ≤
∫

G\([0,R2]×BR)
|u(t ,x)|ββ–1DR(t ,x)dxdt . (4.37)
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Usando Hölder, onde p e p′ são conjugados, segue:

IR ≤
(∫

G\([0,R2]×BR)
|u(t ,x)β|pdxdt

) 1
p
(∫

G
|β–1DR(t ,x)|p′dxdt

) 1
p′

. (4.38)

Defina β= (ϕR(x)ψR(t))
1
p e UR o conjunto em que ϕR(x)ψR(t) se anula. Agora, consi-

dere U =
⋃

R>ρ

UR , assim segue que:

IR ≤ J
1
p
R

(∫
G\U

DR(t ,x)p
′
(ϕR(x)ψR(t))

–p′
p dxdt

) 1
p′

. (4.39)

Vamos estimar DR(t ,x). Por definição, seguem as igualdades abaixo:

ϕR(x)∂2
t ψR(t) = R–4ϕR(x)ψ′′(R–2t),

ϕR(x)∂tψR(t) = R–2ϕR(x)ψ′(R–2t),

∆ϕR(x)∂tψR(t) = R–2∆ϕR(x)ψ′(R–2t),

∆ϕR(x)ψR(t) =∆ϕR(x)ψ(R–2t),

(4.40)

assim, com alguma constante C > 0, obtemos que:

DR(t ,x)≤C(R–4 +R–2)|ϕR(x)|(ψR(t))
1
p

+C(R–2 +1)|∆ϕR(x)|(ψR(t))
1
p .

(4.41)

Para ρ < |x |≤R, temos que ∆ϕR(x) = 0. Assim,

DR(t ,x)≤C(R–4 +R–2)|ϕR(x)|(ψR(t))
1
p . (4.42)

Por definição, ϕR(x) = K (|x |)ψ(R–1|x |). Levando em consideração a referida
região, ψ(R–1|x |) = 1 e ϕR(x) = K (|x |).

Primeiro, assuma que K (|x |)≤ 1. Como
1
p
∈ (0,1) obtemos:

K (|x |)≤ (K (|x |))
1
p ,

e, consequentemente,
|ϕR(x)|≤ |ϕR(x)|

1
p .

Agora, tome como verdade que K (|x |)≥ 1. Logo,
1

K (|x |)
≤ 1 e

1

(K (|x |))
1
p

≤ 1. Por

(4.27), temos:

f (R–1|x |)≤C|ψ(R–1|x |)|
1
p ≤C

1

|K (|x |)|
1
p

|ϕR(x)|
1
p ≤ C̃|ϕR(x)|

1
p . (4.43)

Ademais, por definição,

K (|x |) = ρ2–n –|x |2–n ≤ ρ2–n ≤C1,
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no qual C1 > 0. A desigualdade (4.43) é importante para estabelecer que:

|ϕR(x)| = |K (|x |)||ψ(R–1|x |)|≤C1f (R–1|x |)≤ C̃1|ϕR(x)|
1
p . (4.44)

Sendo assim, concluímos que se ρ < |x |≤R, então,

DR(t ,x)≤C(R–4 +R–2)(ϕR(x)ψR(t))
1
p . (4.45)

Para R ≤ |x |, existem constantes C1 > 0 e C2 > 0, de modo que C2 ≤K (|x |)≤C1.
Assim, (4.43) e (4.44) são obtidas via raciocínio similar. Além disso, por (4.25) e (4.43),
temos:

|∆ϕR(x)|≤C3R–2f (R–1|x |)≤ C̃3R–2|ϕR(x)|
1
p . (4.46)

Por (4.41), (4.44) e (4.46), temos:

DR(t ,x)≤C(R–4 +R–2)(ϕR(x)ψR(t))
1
p . (4.47)

Portanto, por (4.39), obtemos a seguinte estimativa:

IR ≤ J
1
p
R

(∫
G\U

(DR(t ,x))p
′
(ϕR(x)ψR(t))

–p′
p dxdt

) 1
p′

≤CJ
1
p
RR–2

(∫
G\U

(ϕR(x)ψR(t))
p′
p (ϕR(x)ψR(t))

–p′
p dxdt

) 1
p′

,

(4.48)

no qual, usamos que R–4 +R–2 ≤ 2R–2, para R suficientemente grande.
Como ψR(t) =ψ(R–2t) e o suporte de ψ(t) é [0,2], temos que o suporte de ψR(t)

é [0,2R2], com t ∈ [0,+∞). Além disso,

ϕR(x) = ϕ̃R(|x |) = K (|x |)ψ(R–1|x |) = 0,

se R–1|x |≥ 2. Logo, suporte de ϕR(x) = B2R \Bρ, pois Ω=Rn\Bρ. Então,∫
G\U

(ϕR(x)ψR(t))
p′
p (ϕR(x)ψR(t))

–p′
p dxdt

≤
∫

B2R \Bρ

∫ 2R2

0
1dtdx

= 2R2
∫

B2R \Bρ

1dx

= 2R2
∫ 2R

ρ

∫
|x |=s

1dSds

= 2C̃R2
∫ 2R

ρ
1ds

≤CR2Rn.

(4.49)

Logo, temos:

IR ≤CJ
1
p
RR–2+ n+2

p′ , (4.50)
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para R suficientemente grande. Como, por hipótese, se n ≥ 3, então, p ≤ 1 +
2
n

, veja
que:

p ≤ 1+
2
n
⇒ –

pn
2

≥ –
n
2

–1

⇒ p ≥ pn
2

+p –
n
2

–1

⇒ p
p –1

≥ n
2

+1

⇒ p′ ≥ n
2

+1

⇒ 2p′ ≥ n+2

⇒ –2+
n+2
p′ ≤ 0,

(4.51)

assim, temos que R–2+ n+2
p′ é limitado. Portanto, para algum C > 0, temos:

IR ≤CJ
1
p
R . (4.52)

Por construção, JR ≤ IR, assim, IR ≤ CJ
1
p
R ≤ CI

1
p
R, isto é, IR ≤ Cp′. Portanto, IR é

limitado e, consequentemente, temos:∫
G

|u(t ,x)|pdxdt = lim
R→+∞

IR (4.53)

é finito, ou seja, u ∈ Lp(G).
Finalizando o caso n ≥ 3, perceba que, se R →+∞, então, JR → 0, pois

med(G\[0,R2]×BR)→ 0,

quando R →+∞. E, por consequência, IR → 0, quando R →+∞. Disto, concluímos que
u(t ,x) = 0 em G = [0,+∞)×Ω, contradizendo a Proposição 3.1. Portanto, se n ≥ 3, o
Problema (4.1) não possui solução global.

Agora, considere n = 2. Neste caso, faremos uma mudança genuína na função
teste utilizada anteriormente. Aqui, considere que a função teste adequada para a
conclusão do resultado é dada por:

ϕ̃R(r ) = K (r )ψ
(

R–1r
)

, K (r ) = (logr – logρ), (4.54)

no qual r = |x |.
Semelhante ao realizado anteriormente, vamos verificar algumas propriedades

que ϕR satisfaz. Primeiramente, veja: ϕR
∣∣
∂Ω = 0, isto ocorre, pois, como no caso n ≥ 3,

x ∈ ∂Ω, implica que |x | = ρ, fazendo com que K (|x |) = 0. Por outro lado, se ρ < |x | ≤ R,
por (4.14), temos:

∆ϕR(x) = K ′′(|x |)+
K ′(|x |)

|x |
. (4.55)
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Como, K (|x |) = log |x |– logρ, segue que:

K ′(|x |) =
1

|x |
e K ′′(|x |) = –

1
|x |2

. (4.56)

Então,

∆ϕR(x) = –
1

|x |2
+

1
|x |2

= 0. (4.57)

Temos também que, se |x |≥ 2R, então, R–1|x |≥ 2 e, assim, ψ(R–1|x |) = 0. Desta forma,
ϕR(x) = 0.

Além disso, como em (4.18), se |x |≥R, segue que:

|∆ϕR(x)|≤
[∣∣∣∣K ′′(|x |)+

K ′(|x |)
|x |

∣∣∣∣
+
∣∣∣∣2K ′(|x |)R–1 +

K (|x |)R–1

|x |

∣∣∣∣
+
∣∣∣K (|x |)R–2

∣∣∣] f
(

R–1|x |
)

.

(4.58)

Para dar continuidade a estimativa acima, faremos alguns cálculos individualmente e
usaremos (4.56). Veja: ∣∣∣∣K ′′(|x |)+

K ′(|x |)
|x |

∣∣∣∣= 0 (4.59)

e ∣∣∣∣2K ′(|x |)R–1 +
K (|x |)R–1

|x |

∣∣∣∣= ∣∣∣∣ 2
R|x |

+
log |x |
R|x |

–
logρ

R|x |

∣∣∣∣
≤C

[
| log |x ||

R|x |
+

1
R|x |

]
,

(4.60)

e, por fim, ∣∣∣K (|x |)R–2
∣∣∣= ∣∣∣∣ log |x |– logρ

R2

∣∣∣∣≤C
| log |x ||

R2 , (4.61)

para alguma contante C > 0, R suficientemente grande e |x |≥R.

Assim, substituindo (4.59), (4.60) e (4.61) em (4.58), segue que:

|∆ϕR(x)|≤Cf
(

R–1|x |
)[ | log |x ||

R|x |
+

1
R|x |

+
| log |x ||

R2

]
≤Cf

(
R–1|x |

)[ | log |x ||
R2 +

1
R2 +

| log |x ||
R2

]
≤Cf

(
R–1|x |

)
R–2(1+2| log(2R)|)

≤Cf
(

R–1|x |
)

R–2(1+2| log2+ logR|)

≈Cf
(

R–1|x |
)

R–2 logR,

(4.62)

para R suficientemente grande, tal que R ≤ |x |≤ 2R.
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Como em (4.39),

IR ≤ J
1
p
R

(∫
G\U

(DR(t ,x))p
′
(ϕR(x)ψR(t))

–p′
p dxdt

) 1
p′

. (4.63)

Como visto em (4.42), se ρ < |x |≤R, então,

DR(t ,x)≤C(R–4 +R–2)|ϕR(x)|(ψR(t))
1
p . (4.64)

E, ϕR(x) = K (|x |). Analogamente ao caso n ≥ 3, se K (|x |)≤ 1, |ϕR(x)|≤ |ϕR(x)|
1
p . Assim,

para R suficientemente grande, |ϕR(x)| ≤ logR|ϕR(x)|
1
p . Por outro lado, se K (|x |) ≥ 1,

se verifica que:
|ϕR(x)| = |K (|x |)||ψ(R–1|x |)|

≤C1 (| log |x ||+ | logρ|) f (R–1|x |)

≤ C̃ logR|ϕR(x)|
1
p .

(4.65)

Logo, se ρ < |x |≤R, obtemos:

DR(t ,x)≤C(R–4 +R–2) logR(ϕR(x)ψR(t))
1
p . (4.66)

Agora, para R ≤ |x |≤ 2R, temos:

logR – logρ ≤ log |x |– logρ ≤ log(2R)– logρ. (4.67)

Para R ≫ 1, 1≤ logR– logρ. Assim, em vista de (4.67), temos que 1≤K (|x |), isto

indica que
1

|K (|x |)|
1
p

≤ 1. Por um raciocínio semelhante, (4.43) é verificada.

E, por (4.43) e (4.62), temos:

|∆ϕR(x)|≤CR–2 logR|ϕR(x)|
1
p . (4.68)

Usando (4.43) e o fato de:

K (|x |)≤ log(2R)– logρ ≤C2 logR,

obtemos:

|ϕR(x)| = |K (|x |)||ψ(R–1|x |)|≤C2 logRf (R–1|x |)≤ C̃1 logR|ϕR(x)|
1
p . (4.69)

Assim, por (4.41), (4.68) e (4.69) temos que:

DR(t ,x)≤C(R–4 +R–2) logR(ϕR(x)ψR(t))
1
p . (4.70)

Finalmente, se |x | ≥ 2R, então, R–1|x | ≥ 2. Assim, ψ(R–1|x |) = 0, o que implica
em ϕR(x) =∆ϕR(x) = 0. Desta forma, DR(t ,x) = 0 e isto também assegura a desigual-
dade (4.70).
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Logo usando o mesmo raciocínio empregado entre (4.48) e (4.49), podemos
obter:

IR ≤CJ
1
p
RR–2+ 4

p′ log(R). (4.71)

Consequentemente, temos:∫
G

|u(t ,x)|pdxdt = lim
R→+∞

IR = 0. (4.72)

Isto, novamente, implica que u(t ,x) = 0, ∀(t ,x) ∈G = [0,+∞)×Ω. O que contradiz
a Proposição 3.1.

Portanto, se n ≥ 2, o Problema (4.1), não possui solução global.

Note que temos a presença do termo logR em (4.71), sendo assim, não pode-
mos incluir o valor crítico p = 2 no enunciado, pois se assim fosse, IR → +∞, quando
R →+∞.

Agora, apresentaremos nosso último resultado, o que finaliza esta dissertação.
No entanto, preliminarmente, identificaremos por L2,1(Ω) o seguinte conjunto:

L2,1(Ω) =
{

f ∈ L2(Ω) \ |x |f ∈ L2(Ω)
}

. (4.73)

Teorema 4.3. Seja n ≥ 3. Suponha que a condição inicial u0 ∈ L1(Ω)∩H1
0 (Ω) em (4.1)

seja tal que u0(x)≥ 0, para qualquer x ∈Ω. Além disso, assuma que existe uma cons-
tante ε> 0 de modo que o dado inicial u1 ∈ L2,1(Ω) em (4.1) satisfaça:

u1(x)≥ ε|x |–1– n
2 (log(1+ |x |))–1 ∀x ∈Ω.

Assim, se 1 < p < 1+
4

n+2
, então, não existe solução global para o Problema (4.1), isto

é, Tm < +∞.

Demonstração. Seja R > 2ρ. Defina ϕR como (4.9). Daí, para qualquer x ∈Ω, com:

2ρ < |x |≤R, (4.74)

temos que ϕR(x), satisfaz:

ϕR(x) = K (|x |)ψ(R–1|x |) = K (|x |) = ρ2–n –|x |2–n ≥ c(ρ,n), (4.75)

no qual c(ρ,n) := ρ2–n –(2ρ)2–n.
Pela hipótese, para todo x ∈Ω, temos:

u1(x)≥ ε|x |–1– n
2 (log(1+ |x |))–1. (4.76)
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Assim, ∫
Ω

u1(x)ϕR(x)dx ≥ ε
∫
Ω

|x |–1– n
2 (log(1+ |x |))–1ϕR(x)dx

≥ c(ρ,n)ε
∫

R
2 <|x |≤R

|x |–1– n
2 (log(1+ |x |))–1dx

≥ c(ρ,n)ε
∫

R
2 <|x |≤R

R–1– n
2 (log(1+R))–1dx

≥ c(ρ,n)εR–1– n
2 (log(1+R))–1

∫
R
2 <|x |≤R

1dx .

(4.77)

Note que: ∫
R
2 <|x |≤R

1dx = C1Rn, (4.78)

no qual C1 > 0.
Concluímos assim que:∫

Ω
u1(x)ϕR(x)dx ≥CεR

n
2 –1(log(1+R))–1, (4.79)

com C > 0. Logo,

–
∫
Ω

u1(x)ϕR(x)dx ≤ –CεR
n
2 –1(log(1+R))–1, (4.80)

com C > 0.
Pela demonstração do Teorema 4.2, mais precisamente, no caso n ≥ 3, sabemos

que: ∫
G

u(t ,x)
(
ϕR(x)(∂2

t ψR(t)–∂tψR(t))+∆ϕR(x)ψR(t)
)

dxdt

+
∫

G
u(t ,x)(∆ϕR(x)∂tψR(t))dxdt

≤C1I
1
p
RR–2+ n+2

p′ ,

(4.81)

com C1 > 0.
Utilizando (4.80) e (4.81), em (4.30), obtemos:

IR ≤C1R–2+ n+2
p′ I

1
p
R –CεR

n
2 –1(log(1+R))–1, (4.82)

para qualquer R suficientemente grande, tal que R > 4ρ.
Por outro lado, perceba que, a partir da desigualdade de Young, temos:

C1R–2+ n+2
p′ I

1
p
R ≤ Cp′

1
p′ R–2p′+n+2 +

1
p

IR . (4.83)

Então, temos:

IR

(
1–

1
p

)
≤ Cp′

1
p′ R–2p′+n+2 –CεR

n
2 –1(log(1+R))–1. (4.84)
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E, uma vez que p e p′ são conjugados, temos que:(
1–

1
p

)
=

1
p′ .

Portanto,
IR ≤C2R–2p′+n+2 –Cp′εR

n
2 –1(log(1+R))–1. (4.85)

Pela hipótese, temos que p < 1+
4

n+2
. Desta forma,

p <
n+6
n+2

⇒ 1
p

>
n+2
n+6

⇒ 1
p

+
1
p′ >

n+2
n+6

+
1
p′

⇒ 1 >
n+2
n+6

+
1
p′

⇒ 1–
1
p′ >

n+2
n+6

⇒ –
1
p′ >

n+2
n+6

–1

⇒ –
1
p′ >

n+2–n–6
n+6

=
–4

n+6

⇒ –p′ < –
(n+6)

4
⇒ –2p′ < –

n
2

–3.

(4.86)

Assim,
–2p′+n+2 < –

n
2

–3+n+2 =
n
2

–1. (4.87)

Logo,
–2p′+n+2 <

n
2

–1. (4.88)

Considere α> 0 suficientemente pequeno, de modo que:

0 <α<
(n

2
–1
)

–(–2p′+n+2). (4.89)

Agora, seja C̃ > 0 tal que log(1+R)≤ C̃Rα. Portanto, temos:

–[log(1+R)]–1 ≤ – ˜̃CR–α, (4.90)

no qual ˜̃C > 0.
Assim, temos:

IR ≤C1R–2p′+n+2 –Cp′εR
n
2 –1 ˜̃CR–α

≤C1R–2p′+n+2 –C2R
n
2 –1–α.

(4.91)

Como
n
2

–1–α> –2p′+n+2, a segunda parcela domina a primeira quando R →+∞. Daí,
IR < 0, para R suficientemente grande. Sendo assim, segue que a desigualdade (4.85) é
falsa. Portanto, Tm < +∞ na Proposição 3.1, concluindo assim esta demonstração.
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APÊNDICE A – DEMONSTRAÇÃO DE LEMA AUXILIAR

Este apêndice apresenta um resultado a fim de justificar uma desigualdade
utilizada no Capítulo 3 da presente dissertação.

Lema A.1. Seja n = 2 e 2 < p < +∞ ou n = 3,4,5 e 1+ 4
n+2 < p ≤ n

n–2 . Suponha que as
condições iniciais [u0,u1] ∈H1

0 (Ω)×L2(Ω) satisfaçam

I 2
0 := ∥e|·|2/4u1∥2 +∥e|·|2/4∇u0∥2 +∥e|·|2/4u0∥2 ≪ 1.

Além disso, assuma que M(t) ∈C([0,Tm)) seja uma função não-negativa e

M(t)≤CI0 +M(t)
p+1

2 +M(t)p,

onde C > 0. Se I0 for suficientemente pequeno, então, M(t)≤CI0, ∀t ∈ [0,Tm).

Demonstração. Seja F : [0,+∞)→R. Defina:

F (M) = CI0 +M
p+1

2 +Mp –M,

então, F é contínua e

F ′(M) =
p +1

2
M

p–1
2 +pMp–1 –1.

Seja a =
p –1

2
> 0, pois p > 1. Assim,

F ′(M) = (a+1)Ma +(2a+1)M2a –1.

Para encontrar os pontos críticos de F devemos resolver a equação:

(a+1)Ma +(2a+1)M2a –1 = 0.

Seja x = Ma, então,

(2a+1)x2 +(a+1)x –1 = 0. (A.1)

Desta forma,

x =
–(a+1)±

√
(a+1)2 +4(2a+1)

2(2a+1)
.

Assim, (A.1) possui duas raízes reais e distintas, sendo uma positiva e outra
negativa. Denotaremos por x a raiz positiva. Note que (A.1) possui concavidade voltada
para cima:
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Desta forma, para x ∈ [0,x) temos que F ′(M) < 0 e se x ∈ (x ,+∞), então, F ′(M) >
0, o que mostra que x = Ma é um ponto de mínimo. Vamos denotar tal ponto por M0.

Como F (0) = CI0 > 0, o gráfico de F é da forma:

Considere Fν(M) = F (M)–
(

CI0 – CI0
ν

)
= CI0

ν +M
p+1

2 +Mp –M.

Desta forma, para ν suficientemente grande, concluímos que

Fν(M0) < 0.

Em outras palavras, para ε suficientemente pequeno, temos que

F (M0) < 0,
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desde que 0 < I0 < ε.
Agora, note que M(t) é contínua e por definição M(t)≥ 0. Ademais, temos que

F (M(t))≥ 0, para todo t ∈ [0,Tm).
Portanto, se 0 < I0 < ε, pela continuidade de M(t) existem duas possibilidades:

M(t) < M0, para todo t ∈ [0,Tm);

M(t) > M0, para todo t ∈ [0,Tm).

Para M(0) = CI0 < M0, ou seja, para I0 < min
{
ε, M0

C

}
, a primeira possibilidade

ocorre.
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