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RESUMO

Nesta dissertagédo, consideramos um problema de valor inicial e de fronteira associado
a uma equagdo da onda semilinear, com dois termos dissipativos, em um dominio
exterior. O principal objetivo do trabalho é obter taxas de decaimento para a solugéo
do problema e estudar o expoente critico em relagdo a poténcia p do termo de nao
linearidade |u(t, x)|P. Em particular, para o caso bidimensional os resultados obtidos
sao 6timos e o expoente critico € dado pelo expoente de Fuijita. Os resultados aqui
apresentados foram provados por Marcello D’Abbicco, Ryo lkehata e Hiroshi Takeda
em [11].

Palavras-chave: Equacdo da onda semilinear, existéncia e unicidade de solugéo, ex-
poente critico, dominio exterior, dupla dissipagao.






ABSTRACT

In this dissertation, we consider an initial value and boundary problem associated with
a semi-linear wave equations with double damping terms in exterior domains. The main
goal of the work is to obtain decay rates for the solutions of the problem and to study the
critical exponent in relation to the power p of the nonlinear term |u(t, x)|P. In particular,
for the two-dimensional case, the data are optimal and the critical exponent is given by
the Fujita exponent. The results presented here were proved by Marcello D’Abbicco,
Ryo Ikehata and Hiroshi Takeda in [11].

Keywords: Semilinear wave equation, existence and uniqueness of solution, critical
exponent, exterior domains, double dissipation.
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INTRODUCAO

As Equagdes Diferenciais Parciais aparecem na modelagem de diversos fené-
menos fisicos. Aspectos como existéncia, unicidade, regularidade e comportamento
assintético de solugcdes para problemas de valor inicial e/ou de contorno sao alguns
exemplos de resultados tedricos que sao amplamente estudados no contexto de equa-
¢cOes diferenciais.

Neste trabalho, consideramos o seguinte Problema de Cauchy associado a uma
equacao da onda semilinear em um dominio exterior de R":

Ug(t, x)—Au(t, x) + us(t, x)—Aug(t, x) = u(t, x)|P, (t,x) € (0,+00) x Q,
u(0,x)=up(x), u0,x)=uq(x), xeQ, (0.1)
u(t,x)=0, xe€o0Q, t>0,

no qual Q é um dominio exterior, ou seja, Q =R"/0, n=2, com 4Q limitada e suave,
sendo @ um conjunto compacto de R com medida positiva. Sem perda de genera-
lidade, assumimos que 0 € int(G). Os dados iniciais ug e uy séo escolhidos em um
espago de energia usual, mais precisamente,

[ug, u] € HY(Q) x L3(Q).

A energia total E(t) associada a solugao v(t, x) do problema linear relacionado
a equacao (0.1) é definida por:

E(t)= %n vlr(t‘,-)||2+%uvm,-)n2 (0.2)

e satisfaz a seguinte identidade de energia:
%(m/ lvi(t, x)[2 dx+/ IVvs(t, x)[? dx = 0. (0.3)
dt Q Q

Observe que a energia total associada ao problema linear é uma fungao decres-
cente. Dessa forma, os termos u(t, x) e —Au;(t, x) representam duas dissipagoes para
o problema (0.1).

O principal objetivo do trabalho é obter taxas de decaimento para a solugéao
do problema (0.1) e estudar o expoente critico em relagcdo a poténcia p do termo de
nao linearidade |u(t, x)|P que aparece na equagéo, isto é, um valor limitrofe para a
existéncia ou nao-existéncia de solucdes globais no tempo.

Inicialmente, vamos comentar brevemente sobre Problemas de Cauchy para
algumas equacgdes e indicar referéncias, para que assim, o leitor tenha um acervo
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acessivel de pesquisa. Sendo assim, primeiramente, consideremos a seguinte equacao
linear homogénea:
ug(t, x)—Au(t, x)—Aug(t,x)=0. (0.4)

Para a equagéo (0.4) indicamos [26] e [27], pois possuem 0s principais resultados sobre
estimativas associadas a equacao citada. Na sequéncia, Ikehata-Todorova-Yordanov
[21] e lkehata [16], apresentam perfis assintéticos de solugdes para equacgao (0.4). No
entanto, considerando a equagéo:

ug(t, X)—Au(t, x)— Aug(t, x) = |u(t, x)|P, (0.5)

em D’Abbicco-Reissig [12] sdo estudados os designados "problemas de expoentes
criticos", que apresenta condigdes sobre onde o Problema de Cauchy esta inserido, e
limita intervalos para a poténcia p de forma a garantir a existéncia de solugéo global.

Cabe também uma menc¢ao, D’Abbico-Ebert [10] exploram os perfis assintéticos
no caso parabdlico para a equacao:

ug(t,x)—Au(t,x)+2a(-A)% ug(t,x) =0, (a>0), (0.6)

no qual o € (0,1/2) e a partir das estimativas apresentadas por [7], D’Abbico-Ebert [9]
e [8] obtém o expoente critico para o caso de nado linearidade da forma |u(t,x)|P
e |us(t,x)|P. Ressaltamos que o caso o = 1/2 é detalhado por D’Abbicco [6]. E, em
lkehata-Taketa [19], para o € [1/2,1), s&o estudados os possiveis perfis assintéticos de
solucdes hiperbdlicas com t — +oo.

Recentemente, Ikehata-Sawada [18] propée um novo problema, com a finali-
dade de descobrir o perfil assintotico de solucdes para o Problema de Cauchy homo-
géneo, associado ao Problema de Cauchy semilinear (0.1). Neste estudo é indicado
que o perfil assintético € um multiplo constante do Kernel de Gauss com t — +oco. Em
D’Abbicco [7] é estudado o problema (0.1) com trés tipos de n&o linearidade |u(t, x)|P,
|us(t, x)|P e |[Vu(t, x)|P, e além disso, determina-se os expoentes criticos da poténcia p
para todo R, com n=>1.

Neste trabalho, usamos como base uma Proposi¢cao enunciada no Capitulo 3.
Como nao exploramos sua demonstragao, indicamos [20], na qual este resultado é
enunciado na Proposicao 2.1 e demonstrado no Apéndice A desta mesma referéncia.
Em suma, tal resultado nos traz que, sob certas condicdes, temos a existéncia de
solucao fraca para o Problema (0.1), e além disso, apresenta boa colocacgéao local. Vale
ressaltar que, entendemos como boa colocagao a existéncia de solugao, a unicidade
da mesma e a dependéncia continua da solugdo em relacao ao dados iniciais.



SUMARIO 1

No Capitulo 1 sdo apresentados conceitos e resultados classicos da area. As
demonstracdes sdo omitidas, porém devidamente referenciadas, para que toda a es-
trutura de calculos e notacdes usadas na sequéncia seja de conhecimento do leitor.
Por sua vez, no Capitulo 2, consideramos o problema linear associado ao Problema
(0.1), e provamos estimativas para a solugao do referido problema, mais precisamente,
apresentamos o seguinte resultado:

Teorema 0.1. Seja n=2. Se vy, vi]e H}(Q) x L2(Q) é tal que:
lIdn(-) (Vo + V1)l < +oo,
entéo, a solugdo unica v € Xy do problema linear associado a (0.1), satisfaz:
Iv(t, )12 < C5(1+0)7T,
Ive(t, )2+ 19v(t, )1 < CIg(1+8)72,

para alguma constante C >0, de modo que:

JZ = Vol + V412 + lidn(-) (vo + v4) I,
onde

X;:=C <[0,+oo); H; (Q)> nC! ([o,+oo); LZ(Q)) .

Este resultado é de extrema importancia para a demonstracdo do teorema
abaixo, pois uma vez que o estudo se da sobre uma equacao semilinear, a solugcéao
pode ser obtida usando o método de Duhamel.

Teorema 0.2. Sejan=2e2<p<+cooun=3,45e1+-25<p< 1. Se as condigbes

n+2
iniciais [ug, u1] € H3(Q) x L2(Q) satisfizer
2 2 2
g2 = 1€l up12 4 e vug 12 + e ugI? <1,
entédo, o Problema (0.1) tem uma unica solugdo global fraca u € Xy satisfazendo:
/ glxIP/2(1+1) (|u,(t, X)[2+|vult, x)|2> dx <72,
Q
e as estimativas:
lu(t, )2 < Cog(1+2),
lug(t, )2 +1Vu(t, )12 < CIF(1+1)72,
sdo verdadeiras para alguma constante C > 0.

O resultado acima é enunciado e demonstrado no Capitulo 3, em sintese, prova-
mos a existéncia e unicidade de solugéo global fraca sobre certas condigdes nos dados
iniciais e sobre o expoente p. E, por fim, no Capitulo 4, apresentamos e demonstramos
0s seguintes resultados:
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Teorema 0.3. Seja n= 2. Suponha que a condiggo inicial up € L'(Q)n H}(Q) e uy €
L1(Q)nL2(Q) em (0.1) ndo sejam identicamente nulas. Além disso, considere que up(x),
uy(x) =0, para qualquer x e Q. Assuma que 1<p<2,sen=2,oul<p=<1 +%, sen=3.
Entao, ndo existe solugdo global para o Problema (0.1), isto €, na Proposi¢céao 3.1,

Tm < 400.

Teorema 0.4. Seja n= 3. Suponha que a condigo inicial ug € L1(Q) n H}(Q) em (0.1)
seja tal que ug(x) = 0, para qualquer x € Q. Além disso, assuma que existe uma cons-
tante € >0 de modo que o dado inicial uy € L%1(Q) em (0.1) satisfaga:

ur(x) = elx[ 12 (log(1 +|x]))”"  vxeq.

Assim, se1<p<1+ % entdo, ndo existe solucdo global para o Problema (0.1), isto
é, Tm < +o00, onde
L2’1(Q)={feL2(Q) \ |x|feL2(Q)}. (0.7)

Estes resultados garantem, sob as condi¢cdes descritas, a ndo existéncia de
solugdes globais para o Problema (0.1), contrapondo assim, o Teorema 0.2. No capitulo
4, bem como no Teorema 0.2, sdo impostas restricbes aos dados iniciais, entretanto,
consideramos um complementar aceitavel para o intervalo no qual o expoente p esta
inserido no Teorema 0.2. Sendo assim, garantimos com estes resultados que sob as
condicdes aqui impostas, o Problema (0.1), ndo admite solugao global.
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1 PRELIMINARES

Neste capitulo buscamos compilar diversos resultados e definicbes que serao

utilizadas no decorrer deste trabalho. As demonstracdes serdo omitidas, porém, indi-
camos as seguintes referéncias [14], [24], [23], [1], [3], [22], [15], [25] e [2], que foram
cruciais no desenvolvimento deste capitulo, e assim, caso o leitor tenha interesse em
se familiarizar com as devidas provas, tera o referido acesso.

1.1

10.

11.

12.

NOTACOES E CONCEITOS PREVIOS

. K indica o corpo R ou C;

. X=(Xq,X0,X3,-+,Xn) ponto no espaco R;

. |-] norma euclidiana em R";

. |al=aq+as+---+ap, noqual, a=(aq, - ,an)eN?, neN;

. LP(Q) é o espaco das fungdes u: Q — R, mensuraveis de modo que / lu(x)|Pdx <
Q

+00, cOM 1 < p< +o0;

1/p
. Se ue LP(Q), entao, lull p(q) = (/ |u(x)|pdx> , com 1 < p< +oo, define uma
Q

norma;
|- denota a norma no espago L2(R");

ou . ~
Us= 3 derivada de u em relacdo a t;

d%u . .
Ugt = ) segunda derivada de u em relacao a t;

Dey - a|“|u

n.
_6Xa1 axan! a=(a1a'”:an)€,\| 3
1 “ e n

Se
U:QcR"-R

€ diferenciavel, entdo, o gradiente de u, denotado por Vu, € definido como um

vetor do R dado por:
Vi< ou ou \ |
“\oxy " oxn )’

U(x) = (u1(x),..., un(x))

Se
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13.

é um campo vetorial de classe C', definimos o divergente de U(x), denotado por
div(U), como

ou;
div(U)=v-U=) —!
iv(U) 2 ox;
i=1
. - 0 o0 0
onde V € o operador definido por V = ST ;
0X1 0Xo 0Xn

O laplaciano de uma fungéo u é definido como
o)
div(Vu)=V-Vu=) —

e, € denotado por Au.

IDENTIDADE RELEVANTES

Sejam u, v fungdes escalares de classe C', K uma constante real e U e V

campos vetoriais também de classe C', entdo, sdo verdadeiras as seguintes relagdes:

5

. V(u+Vv)=Vu+Vy;

V(Ku)=KVu;
V(uv)=uvv+vvu,
div(U + V) = div(U) +div(V);

div(uU) = udiv(U) +Vu- U,

no qual, o ponto - representa o produto interno usual em R".

1.2 DISTRIBUICOES

Seja u:Q — K uma funcdo mensuravel e consideremos (Kj);; a familia de todos

0s subconjuntos abertos K; de Q, de modo que, u=0 quase sempre em K;. Defina o
subconjunto aberto K =|_J K. Entao,

el

u=0 quase sempre em K.

Consequentemente, definimos o suporte de u, que sera denotado por supp(u), como
sendo o subconjunto fechado de Q, dado por:

supp(u) = Q\K.
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Definicao 1.1. Representamos por C5°(Q2) o conjunto das fungdes
u:Q—K,

com as derivadas parciais de todas as ordens continuas e com o suporte em um
conjunto compacto de Q. Os elementos de C{°(2) sdo chamados de fungdes testes.

Facilmente, temos que C3°(Q2), munidos das operagdes usuais de soma e multi-
plicacao, € um espago vetorial sobre K.

Nas proximas secoes, apresentaremos nog¢oes de convergéncias, tanto para o
espago vetorial C3°(2), quanto para o espago vetorial das fungdes testes, que por sua
vez, sera definido na sequéncia.

NOGAO DE CONVERGENCIA EM C(Q)

Definicao 1.2. Sejam {¢x}xen UMa sequéncia em C3°(Q) e ¢ € C5°(Q2). Dizemos que
Pk — ¢, Se:

(i) 3K < Q, com K um conjunto compacto, de modo que, supp(pk) < K, para todo
keN;
(i) Para cada a € N, D%py(x) — D%p(x), uniformemente em x € Q.

Definicao 1.3. O espago vetorial C3°(Q2), com a nogao de convergéncia definida em
1.2, € denotado por 2(Q) e, é chamado de espaco das funcdes testes.

Definicao 1.4. Uma distribuicdo sobre Q é um funcional linear definido em 2(Q) e
continuo em relacao a nocao de convergéncia definida em 2(Q). O conjunto de todas
as distribuicoes sobre Q é denotado por 2'(Q2). Desta forma,

2'(Q)={T:2(Q)—K \ T élinear e continuo}.

Observamos que 2'(Q2) é um espaco vetorial sobre K.

Se Te2'(Q) e p e 2(Q), denotaremos por (T,¢) o valor de T aplicado no
elemento ¢.

NOGAO DE CONVERGENCIA EM 2'(Q)

Definicao 1.5. Dizemos que Tx — T em 2'(Q) se (T, ) — (T, ), para toda ¢ € 2(Q).
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1.3 ESPACOS LP(Q)

Definicdo 1.6. Sejam Q um conjunto mensuravel e 1 < p < oo. Indicamos por LP(Q), o
conjunto das fungdes mensuraveis f:Q — K de modo que [/fl;p(q) <oo, no qual:

1/p
11l Lp(r) = </Q|f(x)|pdx> , selsp<oco

11l oo () = SUPESSxe|f(X)]

=inf{C>0 \ |f(x)| < C quase sempre em QJ}.
Observacao 1.7. As fungoes |- Il p(q) : LP(Q) — R*,1 < p< o0, S40 normas.

Entendemos LP(Q) como um conjunto de classes de fungdes, no qual duas
funcdes estdo na mesma classe, se elas sao iguais quase sempre em Q.

Os espagos LP(Q), com 1 < p < oo, sd0 espacos de Banach, sendo L2(Q) um
espacgo de Hilbert, com o produto interno usual da integral. Além disso, para 1 <p<
0o, LP(Q) é reflexivo.

Teorema 1.8. C3°(Q) € denso em LP(Q), 1 < p < +oo.

Teorema 1.9. (Interpolacdo dos Espagos LP(Q))
Sgjam 1 <p< g<oo. Se fe LP(Q)nL9(Q), entdo, fe L"(Q) para todo r € [p,q]. Além
disso,

-

1Al r() = 11 11l L2y

de modo que 1 = a1+(1 —a)l.
rp q

ESPACOS P (Q)

loc

Definicao 1.10. Sejam Q um aberto de R” e 1 < p < oco. Denotaremos por L%C(Q), 0

conjunto das fungdes mensuraveis f : Q — R tais que fyk € LP(Q), para todo K compacto
de Q, no qual yk € a fungéo caracteristica de K.

1

Observacao 1.11. L.

(Q) é chamado o espaco das funcdes localmente integraveis.

1

Sejauel,,

(Q2), vamos considerar o funcional
T=Ty:2(Q) - K,

definido por:
(T,p)=(Ty, )= /Q u(x)ep(x)dx.

E facil verificar que T define uma distribuicdo sobre Q.
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Lema 1.12. (Du Bois Reymond)

Sejauce L}OC (Q). Entao, T, =0 se, e somente se, u=0 quase sempre em Q.

A aplicagéo
L@ —2'Q)

é linear, continua e injetiva, devido ao Lema 1.12. Sendo assim € usual identificarmos

a distribuicdo T, com a fungédo u e L] (Q). Desta forma, temos que L] (Q) c2'(Q).

loc loc
Como LP(Q) c L}OC(Q) temos que toda funcdo de LP(Q) define uma distribuicdo sobre

Q, ou seja, toda fungao de LP(Q) pode ser vista como uma distribuicao.

Definicdo 1.13. Sejam T € 2'(Q) e a e N". A derivada de ordem a de T, denotada por
D*T, é definida por:
(DT, = (-1)l7(T, D%),

para toda ¢ € 2(Q).
Com esta definicdo temos que se ue Ck(Q), entao,
D*Ty = Tpeys
para todo |a| < k, no qual D%u indica a derivada classica de u. E, se T € 2'(Q), entao,

DT e 2'(Q), para todo a € N

1.4 ESPACOS DE SOBOLEV

Definicdo 1.14. Sejam meN e 1 < p < oco. Denotaremos por W™P(Q), o conjunto de
todas as fungbes u de LP(Q), tais que, para todo |a| < m,D%*ue LP(Q), sendo D%u a
derivada distribucional de u. W™P(Q) é chamado de Espaco de Sobolev de ordem m
relativo ao espacgo LP(Q).

Resumidamente,

WMPQ)={uelP(Q) \ DelP(Q) Vl|a|<m).

NORMA EM WM-P(Q)

Para cada ue WM™P(Q), definimos normas em W™P(Q), da seguinte maneira:

1/p 1/p
Iullm,p = ( > ||D“u||fp(9)) = ( > /Q\(D“u)(x)\pdx> ,

la|=m |ae|l<m
compe[l,o0) €
lulmeo= Y 1D%Ullwiq), P=+oo.

|a|=m
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Observacgodes
1. (W™P(Q), Il im,p) é um espago de Banach.

2. Se p=2, 0 espaco de Sobolev W™2(Q) é um espaco de Hilbert com produto
interno, dado por:

(U V)m2= > (D%u,D*V) 2y u,ve WT¥(Q).

|a|l=m
3. Denotamos W™2(Q) por H™(Q).
4. HM(Q) é reflexivo e separavel.

5. Seja v=(v',---,v") e (HM(Q))", entdo,
n 2
» .
IV m ) = 21 IV hm() -
/=

O ESPAGO W, "P(0)
Definicdo 1.15. Definimos o espago W, () como sendo o fecho de C$°(2) em

WP (Q).

Observagdes
1. Se p=2, escrevemos HJ(Q2) em vez de Wy "P(Q).

2. Se Wy "P(Q) = W™P(0), o complemento de © em R" possui medida de Lebesgue
nula.

3. E verdade que Wy P (R") = W™P (R").
O ESPACO W—m4(Q)

Definicao 1.16. Suponha 1 < p<oco e g>1 tal que :—)+% = 1. Representamos por

W~m49(Q) o dual topoldgico de Wé"’p(Q). O dual topoldgico de Hg'(2) representamos
por H=M(Q).

IMERSOES DE SOBOLEV

Teorema 1.17. (Teorema de Sobolev)
Sefamm=1e1<p<oo.

(i) Se :—)—%7 >0, entdo, W™P(Q)c LI(Q), —=———;
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(i) Se :—)—% 0, entdo, W™P(Q)c L9(Q), qe[p,o00);

(i) Se %—% <0, entdo, WMP(Q) < L(Q);

sendo as imersées acima continuas.

1.5 DESIGUALDADES IMPORTANTES

Desigualdade de Young

1 1
Sea=0,b=0,1<pe g<ococom l_9+5=1’ entao,
abslap+lbq.
p q

Desigualdade de Hdélder

Sejam fe LP(Q) e ge L9(Q2), com 1 <p<ooe:—)+%=1 oug=1ep=ocooug=o0

e p=1. Entdo, fge L1(Q) e
/Q IF(X)g(x) b < 17l I L

Desigualdade de Poincaré
Seja Q um aberto limitado de R". Entao,
10122y = CIVUIT g,

para todo ue Ha (Q), sendo C >0 uma constante que depende do diametro de Q.
Em particular, se ue (H' (R”))n e supp(u) esta contido na bola |x| <R, R>0,
temos que:
1UIZ2q < CRIVUIT g,

com C >0 uma constante.

Desigualdade de Gagliardo-Nirenberg

Seja QcRMaberto e 1<r<z<oo,1<g=<ze0<ks=<m. Entdo existe uma
constante Cg >0, de modo que:

1l iz < Cg I D™ull oy Ul 7Ry
para todo ue Wy"9(Q) n L7(©2), sendo:

ID™ullaey =Y, 1D%Ull (o

laj=m
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(k 1 1)<m 1 1)‘1
O=|—=-+-——"=|| =+=-—= .
nr z)\n r q

1.6 TEOREMA DA DIVERGENCIA E FORMULAS DE GREEN

Seja Q um aberto limitado, no qual, a 9Q é de Classe C2.

(i) Para Fe (H'(@)":

/(divF)(x)dx:/F(x)-n(x)dl“;
Q

r

(i) Para ve H}(Q),ue H3(Q) :

/v(x)Au(x)dx:—/ Vv(x)-Vu(x)dx;
Q

Q

(iii) Para ue H3(Q),ve H3(Q):

/ v(X)Au(x)dx = / Av(x)u(x)dx.
Q

Q

A funcao n(x) representa a normal exterior unitaria no ponto x € 0Q e a funcao F
integrada sobre 4Q € no sentido da fungao traco.

1.7 SEMIGRUPOS DE OPERADORES LINEARES

Definicao 1.18. Seja X um espacgo de Banach e £(X) a algebra dos operadores
lineares limitados de X. Dizemos que uma aplicagao

S:R* — £(X)
€ um semigrupo de operadores lineares limitados em X se:
(i) S(0)=1, onde | € o operador identidade de £ (X);

(i) S(t+s)=S(t)S(s), Vit seR*.

Dizemos que o semigrupo S é de classe Cp, se:

(i) Jim I(S()=Nxlx =0, vxeX.

Proposicao 1.19. Todo semigrupo de classe Cy é fortemente continuo em R*, isto é,
se te R*, entéo,

limt S(s)x=S(t)x, VxelX.
S—
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Definicao 1.20. Se
||S(l‘)||_5£(x) <1,vi=0,

S é chamado semigrupo de contragdes de classe Cy.

Defini¢ao 1.21. O operador A: D(A) — X definido por

D(A) = {xex Vom 202 existe}
h—0+ h

S(h)—1

Ax) = li
(x) Jim

é dito gerador infinitesimal do semigrupo S.

X, VxeD(A),

Proposicao 1.22. O gerador infinitesimal de um semigrupo de classe Cy € um operador
linear, fechado e seu dominio é um subespaco vetorial denso em X.

Proposicao 1.23. Seja S um semigrupo de classe Cy e A o gerador infinitesimal de S.
Se xe D(A), entao, S(t)xe D(A), Vt=0, e

d
aS(t)x =AS(t)x = S(t)Ax.

Definicao 1.24. Seja S um semigrupo de classe Cy e A seu gerador infinitesimal.
Facamos A =/,A! = A e, supondo que A~ esteja definido, vamos definir AX pondo

D(Ak) - {x \ xe D(Ak—1) e AkTxe D(A)},
Afx=A(A"x), wxeD(AF).
Proposicao 1.25. Seja S um semigrupo de classe Cy e A seu gerador infinitesimal.
Entao:
(i) D(AX) é um subespago de X e AK é um operador linear de X;
(i) Se xe D(AK), entdo, S(t)xe D(AK), t=0, e

dk

WS(:‘)X = AKS(t)x = S() AKX, VkeN;

(iii) (D <Ak ) é denso em X.
k
Lema 1.26. Seja A um operador linear fechado de X. Fazendo, para cada x € D (AK),

k
Ixlle=>_ 1AXIx, (1.1)
j=0

o funcional |-, é uma norma em D (AX), de modo que D (AX) é um espago de Banach.

Definicao 1.27. A norma (1.1) é dita norma do grafico. O espaco de Banach que se
obtém munindo D (AX) da norma (1.1) é representado por [D (AX)].
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1.8 TEOREMA LUMER-PHILLIPS

Definicao 1.28. Seja A um operador linear de X. O conjunto dos A € C, para 0s quais
o operador linear A/—A é inversivel, seu inverso é limitado e tem dominio denso em X,
é dito conjunto resolvente de A e é representado por p(A).

O operador linear (1/-A)~1, representado por R(1,A), é chamado resolvente de
A.

Seja X um espaco de Banach, X* o dual de X e (-,-) a dualidade entre X e X*.
Facamos, para cada x € X,
J)={x"ex* \ oox=ixg=Ix" 1% |

Pelo Teorema de Hahn-Banach, J(x) # », Vxe X. Uma aplicagdo dualidade é
uma aplicagéo j: X — X*, tal que, j(x) € J(x), Vx e X.Imediatamente, percebemos

que lj(x)llx- = lIxl x-

Definicao 1.29. Seja X um espaco de Banach. Dizemos que o operador linear
A:DA cX—-X

é dissipativo se, para alguma aplicagao dualidade, j,

Re(Ax,j(x)y<0, VxeD(A).
Para os espacos de Hilbert, a definicdo de operador dissipativo € dado por:

Definicao 1.30. Seja H um espaco de Hilbert. Dizemos que o operador linear

A:DA\cH—H

é dissipativo se,
Re(Ax,x)<0, VxeD(A).

Teorema 1.31. (Lumer-Phillips)
Se A é o gerador infinitesimal de um semigrupo de contragdes de classe Cy, em um
espaco de Banach X, ent&o,

(i) A é dissipativo;

(i) Im(A-A)=X, A>0 (Im(A-A)=imagem de AI-A).
Reciprocamente, se

(i) D(A) é denso em X;

(i) A é dissipativo;
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(iii) Im(Ag—A) =X, para algum Ay >0, entédo, A é o gerador infinitesimal de um semi-
grupo de contragées de classe Cy.

Definicao 1.32. O operador A é dito ser m-dissipativo se A é dissipativo e Im(1g—A) =
X, para algum Ag.

Proposicao 1.33. Se A € o gerador infinitesimal de um semigrupo de classe Cy em
um espago de Banach X e B € o operador linear e limitado, entdo, A+ B é o gerador
infinitesimal de um semigrupo de classe Cy em X.

1.9 PROBLEMA DE CAUCHY ABSTRATO

Seja X um espaco de Banach e A um operador linear de X. Consideremos o
problema de Cauchy abstrato

du
{ ar ~AYW; (1.2)
U(0) = Up,

no qual, Upe X e t=0.

Definicao 1.34. Uma funcado u:R* — X, continua para t = 0, continuamente diferenciéa-
vel para todo t >0, tal que, u(t) € D(A) para todo f>0 e que satisfaz (1.2) € chamada
solugéo forte do problema (1.2).

Teorema 1.35. Se A ¢é o gerador infinitesimal de um semigrupo de classe Cgy, entéao,
para cada Uy € D(A), o problema (1.2) tem uma unica solugéo forte:

U(t)=S(t)Ug € C (R*,D(A)),
no qual, S é o semigrupo gerado por A. Se Uy € X, entao, dizemos que
U(t) = S(t)Ug € C (R*, X)

€ uma solucgao fraca para o problema (1.2).
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2 TAXAS DE DECAIMENTO PARA O PROBLEMA LINEAR

Os resultados apresentados na sequéncia podem ser encontrados em [11]. Seja
QcR" (n=2), um dominio exterior. Sem perda de generalidade, assumimos que zero
pertence ao interior do obstaculo. Consideremos o seguinte Problema de Cauchy:

Vir(t, X)—=Av(t, X) + vi(t, x)—Ave(t,x) =0, (t,x)€(0,+00) x Q,
v(0,x)=vp(x), v#0,x)=v4(x), x€eQ, (2.1)
v(t,x)=0, t>0, xeodQ.
Nosso proposito é estabelecer estimativas para o Problema de Cauchy supraci-
tado. Sendo assim, defina a seguinte funcao:

| x|, n=3,
dn(x) = (2.2)
Ix|log(B|x]), n=2,
onde B >0 € uma constante que satisfaz:
B inf |x|=2.
XeQ

O lema a seguir apresenta uma estimativa para a solugédo v € Xy do Problema
(2.1), no qual:
X;:=C ([o, +00); H] (Q)> ne! ([o, +00): L2(Q)) . (2.3)

Lema 2.1. Suponha que n=2. Assuma que [vy, V1] € Hc1) (Q) x L3(Q), de modo que:
lAn(-) (Vo + V1)l < +o0,

entéo, a solugdo unica v € Xy do Problema (2.1) satisfaz:

t
||v(t,-)||2+/ (1v(s, )12+ 19v(s,)1%) ds
0
< CllvgliZ, + Clidn(") (vo+v1) 112,
para todo t =0, onde C é uma constante.

Demonstragéo. Defina
w(t,Xx) = /Ot v(s,x)ds.
Facilmente verificamos que:
wi(t, x) = v(t, x),
Wi (t, X) = vi(t, X).
Consequentemente, pelas condi¢cées apresentadas no Problema (2.1), temos:
wi(0,x) =v(0,x) = vp(x), VYxeQ,
wi(0,x) = v4(0,x) = v4(Xx), VxeQ,
we(t,x)=v(t,x)=0, t>0, xe0Q.
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A equacao do Problema (2.1) é escrita como:
Vir(t, X)—=Av (t, x) + ve(t, x)—Avg(t,x) =0,

com (t,x) € (0,+00) x Q. Assim, integrando de ambos os lados sobre [0, {], obtemos:

t t t t
/vss(s,x)ds—/ Av(s,x)ds+/ vs(s,x)ds—/ Avs(s,Xx)ds=0,
0 0 0

0

isto &,

t t t

=0.

t
—A/ v(s,Xx)ds+v(s,X)
0 0

Vs(S, X)

—AV(S,X)
0

0

Aplicando os extremos e deixando a identidade acima em funcéo de w(t,x),
podemos reescrevé-la da seguinte maneira:

Wi (E, X)—=Aw(t, x) + wi(t, x)—Awg(t, X) = vo(X) + V1 (X)—Avy(X).

Multiplicando ambos os lados por wy(t, x) e integrando sobre [0, t] x Q, obtemos:

t t
/O/Qwss(s,x)ws(s,x)dxds—/o /QAW(s,x)ws(s,x)dxds

t t
2 _ 2.5
+/0 /Qlws(s,x)l dxds /O/QAWS(S,X) ws(s, x)dxds (2.5)

t t
=/ /(vo(x)+v1 (x))Ws(s,x)dxds—/ /Avo(x)ws(s,x)dxds.
0 Ja 0 Ja

Vamos analisar cada parcela de (2.5) separadamente. Primeiramente,

/ / Wss(S, X)ws(s, x)dxds = / / d <|WS(S X)| )ds ax

2ds

1 t
=— / \ws(s, x)|?| | dx

2| /Ja 0

R 2 1 5 (2.6)
_E/Q|Ws(t,x)| ox 2/Q|ws<o,x)| x

1 1
= 5 lw(t -)||2—§ Iw;(0,-)11?

1 o 1
—§||Wt( ) ——||Vo||

Na préxima parcela, usaremos a ldentidade de Green e o fato de v(t, x) se
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anular na fronteira.

t t
/O/QAW(S,X)WS(S,X)dXdS=—/ /VW(S,X)VWS(S,X)dXdS

/ / —w(s, X)ws(s,x)dIl’'ds
0Q

=—/ /VW(S,X)VWS(S,X)dXdS
0 JO

=—/ /tVW(S,X)VWS(S,X)deX

// |vW (,X)| )dsdx

=__/ |VW(t,x)|2dx
2 Ja

(2.7)

+1/ IVw(0, x)|?dx
2 Ja

1 2
=—— |V .
2|I w(t, )<,

pois,

0
w(0,x) = /O v(s,x)ds=0.

Assim, w(0, x) é uma funcdo de x. Desta forma,

pa—

w(0,x)=0 e Vw(0,x)=0.

Agora, perceba:

t t
2 _ 12
/O/Q|WS(S’X)| dxds_/o lws(s,-)l ds. (2.8)

E, novamente, usando a Identidade de Green e o fato de que v(t,x) se anula na
fronteira de Q, Vt, segue que:

t t
/O/QAWS(S,X)WS(S,X)O'XdS=—/ /VWS(S,X)VWS(S,X)dXdS

/ /GQ%WS (s,x)ws(s, x)dl'ds
=—//|VWS(S,X)|2dde

0 JQ

t
- /0 IVws(s, )12 ds.
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Finalmente,
t
I:=/0 /Q(vo(x)+v1(x)—Av0(x)) ws(S, x)dxds

t
=// (vo(x) + vq(x)=Avp(x)) ws(s, x)dsdx
QJ0

t
=/ (Vo(x) + v1(x)=Avy(x)) {/ ws(s, x)ds| dx (2.10)
Q 0

t
ax
0

- /Q (Vo 0X) + V4 (X)= Avo (X)) [W(t, X)— w(0, x)]0x.

=/Q(V0(X)+V1(X)—AVO(X)) [W(S!X)

Como w(0,x) =0, temos que:

= / (Vo(x) + vq(x)=Avp(x)) w(t, x)dx
Q

= (Vg +V1—=Avy,w(t,-)) (2.11)

= (Vg +Vq, W(t,:)) +(=Avy, w(t,-)).
Substituindo (2.6), (2.7), (2.8), (2.9) e (2.11) em (2.5), temos:

1 1 1 t
—||Wt(t,-)||2——||v0||2+—||Vw(t,~)||2+/ lws(s,-)I% ds
2 2 2 0

t
+/ ||sz(s,-)||2ds
0
= (Vo +Vq, W(t,-)) + (—Avg, w(t,")),
implicando em:

1 1 :
§||Wt(t,')||2+§”vw(t’ .)“2+/0 <|| ws (s, +IVws (s, -)||2> ds 2.42)

1
= (Vo + V1, W(t, )+ -Avg, W (L, ) + 5 | Voll2.

Na sequéncia, faremos duas estimativas. Primeiro, veja:

/(vo+v1)w(t,-)dx
Q

- ‘/Q[dn(')(Vo+V1 )] {_v;,(]i))l dx’
wit.),

adn()

_ lIidn(-) (vo+ v9)ll w(t,-)

= N Ve | D) I.

Usando a desigualdade de Hardy, que garante que, se ¢ € H(1) (Q), entao,

v+ vy, w(t,)|=

=< Ildn() (Vo +vq)lIll

0 I = CollVell.

Va0
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E, aplicando a desigualdade de Young, obtemos:
1
[(vo+vy,w(t, )= 2. 1dn() (vo+ vi)lI2 +eCIVW(t,-)I2. (2.13)

Na proxima estimativa, usaremos novamente a desigualdade de Green, o fato
de v € H}(©2) e a desigualdade de Young.

|[(—Avg, w(t,-))| =‘/—Avow(t,-)dx
Q

/QVVOVW(z‘,-)dx—/aQ (%) W(t,-)dr'

= [(Vvg, Vw(t,-))|
< [IVyll IVw (t, )

Vvl .
=/ V2y IVw(t,)l

1
S4—}/IIVV0||2+7/IIVW(Z‘,-)II2.

(2.14)

Dessa forma, substituindo (2.13) e (2.14) em (2.12), obtemos:

1 1

t
+/0 (||ws(s,-)||2+||vws(s,-)||2) ds (2.15)
1 1 1
<3 ||vo||2+5 ||dn(')(Vo+V1)||2+E IVvgll2.

Escolhendo ¢ >0 e y > 0 suficientemente pequenos, usando o fato de que w;=v

e
Ivoll = llvoligr € IVl < llvgll g1,

segue que:

1 > (! 2 2

SVt )] +/ (1v(s, )12+ 1V (s, )12 ds

0
< C (Ivol1Zs +lldn() (vo + v1)11%),

para todo t =0, onde C € uma constante. O

Na sequéncia apresentaremos o Teorema 2.3 e, sua respectiva demonstracao.
Sucintamente, a prova sera dada a partir da manipulagdo de duas identidades.
Note que:
d

B+ Ve(t, )12 + IV vi(t, ) I2 =0, (2.16)

onde Ey(t) é entendido como a energia total da equacgéao (2.1) e, € definido por:

~ (1t 2 e 1vvie, )1?)). 217)

Ev(t) = E
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De fato, multiplicando a equagéo do Problema (2.1) por v(t, x) e integrando sobre Q,

temos que:
/vtvttdx /vtAvdx+/ vZdx— /vtAvtdx 0. (2.18)
Veja que:
1d
/QVtVtth /2dt< )dx (2.19)
E usando a Identidade de Green, com o fato de v(t, x) se anular na fronteira, segue:
—/ vtAvdx=/Vvthdx /1 <|Vv| ) (2.20)
e
—/ vtAvtdx=/ Vv;Vvidx. (2.21)
Q Q

Substituindo (2.19), (2.20) e (2.21) em (2.18), obtemos:

d /1
dt( (nvtn LIvv ))+||vt||2+||vw||2=0.

Pela definicao de Ey(f), dada em (2.17), concluimos que:

gEv()+||vf( t, )2+ IV vy(t, )12 =0.

dat
Por outro lado, note que:
d 1d 2, 1d 2
dt<Vt( ), V(L) +IVv(t, )II +2dt"V( ) 2dZ‘IIVV( ) (2.22)
= Iv(t, )12

Verificaremos a identidade acima. Desta forma, multiplicando a equacao do
Problema (2.1) por v(t, x) e integrando sobre Q, obtemos:

/vﬁvdx—/(Av)de+/ vtvdx—/ Avpvdx =0. (2.23)
Q Q Q Q

Usando a ldentidade de Green, observamos que:

—/(Av)vdx:/ IVv[2dx (2.24)
Q Q
—/ Avtvdx=/Vvthdx_——/ |Vv|2dx (2.25)
O Q 2 dt
Além disso, temos que:
2
/VtVdX_2dt/ |v|<dx. (2.26)

Substituindo (2.24), (2.25) e (2.26) em (2.23), podemos obter:

1d 1d
2,0 2 ! 2=
Vi, V) +IIVV +2_dt”V” +2—dt||VV|| 0. (2.27)
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Para concluir, basta apenas notar que:

(Vit, V) =/ (virv+ vl?—vf)dx

/dt VVv) dx — /|vt|2dx
(2.28)
dt/ vivax — /Q|vt|2dx
= V=i,

Desta forma, substituindo (2.28) em (2.27), conseguimos obter:

DD + 19V 5 (e, 1P+ 3 S o, )12
= Ive(t, ).

A fim de garantir a efetivacdo da demonstracdo do Teorema 2.3, precisamos
que todas as integrais empregadas sejam possiveis a serem calculadas, sendo assim,
assumimos que v(t,x) seja uma funcao suave.

Primeiramente, vamos mostrar o Lema 2.2, que apresenta uma estimativa envol-
vendo a energia do Problema (2.1), a qual nos auxiliard na demonstracdao do Teorema
2.3.

Lema 2.2. Seja n=2. Se [vy,v1] € H}(Q) x L(Q), entdo, a solugdo Unica v e Xy do
Problema (2.1), satisfaz:

t
(1+ t)Ev(t)+/0 (1+9)llvs(s,)I2ds < C (IvollZ, +1v112),
para alguma constante C > 0.

Demonstracéo. Integrando a identidade (2.16) sobre [0, t], obtemos:

t t t
/ iE\,(s)ds+/ IIVS(S,-)||2d5+/ IVvs(s,-)II2ds =0. (2.29)
0 ds 0 0

Dessa forma,

t t
. /0 Ivs(s, )1 2ds + /0 1V vs(s. ) 12ds = E,(0). (2.30)

t
Como/ IVvs(s,-)I2ds =0, segue que:
0

t
+ / Ivs(s,-)12ds < Ey(0). (2.31)
0

Por outro lado, multiplicando (2.16) por (1 +1t) e, em seguida, integrando sobre
[0, 1], temos:
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t t
/0(1+s) [%Ev(s)} ds+/0(1+s)llvs(s,-)|I2ds

; (2.32)
+/0 (1+8)IVvs(s,)I2ds = 0.
Integrando por partes, temos:
t t t
/(1+s) [EEV(S)] ds=(1+8)Ey(s) —/ Ey(s)ds
0 as 0 0 (2.33)
; :
=(1 +z‘)EV(z‘)—EV(0)—/0 Ey(s)ds.
t
E, Como/o(1+S)||VV3(S,')||2dSZO, segue de (2.32) que:
t t
(1 +t)Ev(t)+/ (1+8)lvs(s, ) I1%ds < EV(0)+/ Ey(s)ds. (2.34)
0 0

t
Nosso objetivo é provar que / Ey(s)ds = Clp, na qual C > 0. E, neste caso,
0

obtemos uma taxa de ordem 1 para a energia.
Agora, veja que, integrando (2.22) sobre [0, t], obtemos:

t t t
%(Vs( ), (s,-)>ds+/0 IIVV(S,-)II2d3+/ ;5||v( )12ds o
t t ’
/%dinvw ||2ds=/0 Ivs(s, )% ds.
Perceba abaixo:
tiws( ,-))ds= / /VS -)dxds
// —vs -)dsdx
=/ [ve(t,-)v(t,)—=v4(0,-)v(0, )] dx (2.36)
Q
- [ttt dok= [ vi(0.9v(0,)dx
Q Q
=/ ve(t,-)v(t,-)dx—{vp, vq).
Q
Além disso,
t t
/%dEIIV( )|I2d8=%/0 %IIV(s,-)Ilzds
Y=Y 2 237
= SIV(t )= 51v(0,)] (2.37)

1 o 1 2
—§||V(T,')|| §||Vo||,
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t1 d 5 1 [t d 5
— v . =— | /v .
/02ds” v(s,)12ds 2/0 S IVV(s,)1%ds
1 o 1 2
= SI9V(E)P =S 19 v 2.

Entao, substituindo (2.36), (2.37) e (2.38) em (2.35), obtemos:
f 2 1o, ] o 1 2
/IIVV(S,-)II ds+SlIv(t, )+ 51Vv(t,-)l
0 2 2
< Vo, Vi) + S IVVGl2 + L vl
=W, 17+ 51IVVD 511V0
t
+/ ||vs(s,-)||2ds—/ vi(t,-)v(t,-)dx.
0 Q
Agora, veja que:

/ ve(t, Vit )olx < / vt ve(t, ) ox
Q Q

< v (t, ) Ive(t, )l
()l
V2

Usando a desigualdade de Young, obtemos:

V2(lve(t,)lI.

IA

FNJEN

/Q Ve(t, ) v(t,)ax < = lv(t, )2 + T ve(t, ) 112

Substituindo (2.41) em (2.39), temos:
t 2 1 o 1 2
I9V(s,)Ids+ S Iv(t, )1+ S I9V(E, )]
0
1 1
s<vo,V1>+§||vv(0,-)||2+§||vo||2

t
+/0 lvs(s, -)||2ds+%|| v(t, )2 + v, )12

(2.38)

(2.39)

(2.40)

(2.41)

(2.42)

1 1
Uma vez que [1v4(0, )220, E/0) = 5 (||v,(o, M2+ 1V v(0, -)||2> e lIvi(t,)I12 =0,

concluimos:

t 1 1
/nvv<s,->n2ds+va(t-)n"#§||vv(zz-)u2
0

1 t
< (vo, Vi) +Ev(0) + 5 | vo||2+/0 lvs(s, )12 ds+ [ vi(t,)I12.

Note que, por (2.17) e (2.31), temos:

t
% (uvt(t, M2+ Vvt -)||2) +/O lvs(s,-)II2 ds < E,(0).

(2.43)

(2.44)
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Assim,

t
/ IVv(s, ')||2ds+%|| v(t, -)||~2+%||W(z‘,-)u2
0 (2.45)

”
<(vp, V1) +3Ey(0)+ §|| Vo||2-
Usando (2.44) e (2.45) em (2.34), obtém-se que:

t
(1 +1‘)Ev(l‘)+/ (1 +S)||vs(s,-)||2ds

0
1 1!
2 2
sEV(0)+—/ Ivs(s, )l ds+—/ IVv(s,-)I2ds
2 Jo 2 Jo
<3E,(0 1 LY
= V( )+§<V0;V1>+Z”VO” (246)
3 , 3 o 1 1,
< Sl + 51V l2 + S Ivollivill+ g Ivol
7 3 1
SZ||V1||2+§||VV0||2+§||V0||2
< C(IvollZs +1v112),
para alguma constante C > 0. O

Na sequéncia, segue o resultado que nos permite apresentar taxas de decai-
mento para a solugéo v e para a energia do Problema (2.1).

Teorema 2.3. Seja n=2. Se vy, vi]e H}(Q) x L2(Q) € tal que:
||dn() (VO + V4 )|| < +00,
entao, a solugdo unica v € Xy do Problema (2.1), satisfaz:

Iv(t, )2 < CIE(1+1)7",
Ivi(t, )P+ IV v(t, )12 < CIE(1+1)72,
para alguma constante C >0, de modo que:

JZ = Vo121 + V412 + 1) (vg +v4)112.

Demonstragdo. Primeiramente, note que:

d
{0+ 0PEv(n } =201+ DE (), (2.47)
pois,
EE (t)<0 (2.48)
at o '
Sendo assim, integrando sobre [0, {] em ambos os lados, temos:
t d t
/ —{(1 +s)2EV(s)}dss/ (1+5)(2Ey(s))ds, (2.49)
0 ds 0
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isto é,

t
(1+02E,(f) < EV(0)+/0 (1+5) (n Vs(s, )2+ IV V(s, -)||2) ds.

(2.50)

Pretendemos estimar o termo que envolve a norma de Vv, em (2.50). Perceba

que multiplicando (2.22) de ambos os lados por (1 +1), obtemos:

(140 5 1), v(8, ) + (14 DIV v(2, )12

1(1 +t)£|| v(t, -)||2+%(1 +t‘)%nvv(t-)n2

= (1+ 1) vt )||2

Desta forma, integrando em ambos os lados sobre [0, t], temos:

t t
/(1+s)i(vs(s,-),v(s,-))ds+/ (1+s)||Vv(s,-)||2ds
0 ds 0
t1 d 5 tq d 5
+/0 S(1+9) = l1v(s,)] ds+/0 S(1+) S 1VV(s, ) Pds

t
=/0 (1+8) lIvs(s,)I2 ds.

Agora, note que:

t t
/ (1+ s)o,i (Vs(S,-), v(s,)yds=(1+5s)(vs(s,-), v(s,))
0 S 0

/ (Vs(s ,))) ds

=(1+6)(ve(t,-), v(t,)
—<Vt(0,'),V(O,')>

0
=(1+16)(ve(t,-), v(t,)

(2.51)

(2.52)

(2.53)
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Também, temos:

t t
%/O(1+s)%||v(s,-)||2ds-;(1+S)||V( )12

——/ v(s ||2ds

(1+t)||v( I —1||v( )2

(2.54)
- / lv(s,)I%ds
5(1+t)||v( )2 ——||vo||
1 A2
5 /O Iv(s,-)lI<ds.
Analogamente,
1 [t d 5 1 t
5/0(1+S)£IIVV(S,-)II ds=5(1+s)IVv(s, NE
——/ IVv(s ||2ds
(2.55)
(1+t)||w( I ——||vvo||
——/ IVv(s,-)lI2ds.
Assim, substituindo (2.53), (2.54) e (2.55) em (2.52), obtemos:
t 1
/ (1+5)IVv(s, -)||2ds+§(1 +DIv(t, )2
0
%(Ht)nvv( )2
= (1, vo>+§||wo||2—(1 +1) (v(t,-), v(t,-)) (2.56)

+/Ot(1 +85) ||vs(s,-)||2ds+/0t(vs(s,-),v(s,.)>ds

1t 5 1t 5 1 5
— . — \Vj . — .
+2/0 Iv(s,-)l ds+2/0 IVv(s,-)ll ds+2||Vo||

Agora, note que:
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/Ot<VS(S, ), v(S,) ds=/0t/st(s,x)v(s,X)dxds
[t
/ / |V s, x)|?dsdx

ax

=§/Q(|v(t x)|2—|v(0 X)) ox
=%/ (vt )= Ivol?) o
/|vtx|2dx——/|v0|2dx

=2II v(t,)I? ——IIVoII

Desta forma, podemos reescrever (2.56) da seguinte maneira:

/Ot(1 +8)IVV(s,-)I°ds+ %(1 +OIv(t, )% + %(1 +DIVV(t,-)I2

1 1
= (v, vo>+§||Vvo||2—(1 O Vet ), v(E D + 5 v(t,)I?

1 t 1 t t
+—/ ||v(s,-)||2ds+—/ ||Vv(s,-)||2ds+/ (1+s)||vs(s,-)||2ds,
2 Jo 2 Jo 0

e, isto implica em:
f o 1 1 2
/0(1+s)||Vv(s,-)|| G5+ (14 DIV(L)IZ+ 3 (1+ 01V V(t, )
=(vq, V) 1||VV ||2 1||V(t ')||2 1/t||V(5 ')||2d3
= 1, Y0 +2 0 +2 , +2 0 y
t t
+§ 0 ||VV(S,')||2dS+/ (1+9) ||Vs(3,')||2d3+(1+t)||Vt(f,')||2,

pois, [¢v(t, ), v(t, )| = V2Iv(t, )||%—”Vt( )||2+%||v(t,-)||2.

Segue do Lema 2.1 e do Lema 2.2 que:

z 2
< C (IvolIZ +1v4 12 + 1dn()(vo + 1) 1) .

/Ot(1 +8)IVV(s, Y2ds+ (1 + HIV(E Y2+~ (1 + HIVV(E, )12

Usando Lema 2.2 e (2.60), segue que:

(1+12E/ ()< C (n Vol + v 1% + 1 dn(-) (vo + V1)|I2) :

(2.57)

(2.58)

(2.59)

(2.60)

(2.61)
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Ao multiplicar ambos os lados de (2.61) por 2(1 +t)~2, obtemos:
2EAHSCU+n4(mm@ran?wmwx%+wHF) (2.62)
Desta forma, fazendo:
J2 = 1vgl1 2 + V4112 + lidn(-) (vo + 9112,
por (2.60) e (2.62), concluimos:

Iv(t, )2 < CJE(1+1)7",
Ive(t, 2+ IV V(E, )12 < CIR(1+1)72,

para alguma constante C> 0.
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3 PROBLEMA SEMILINEAR: EXISTENCIA DE SOLUCAO GLOBAL

Consideremos o Problema Semilinear para a equagao da onda em um dominio
exterior Q cR" (n=2), com 4Q limitada e suave:

Ug(t, x)—Au(t, x) + us(t, x)—Aug(t, x) = |u(t, x)|P, (t,x) € (0,+00) x Q,
u(0,x)=up(x), u0,x)=uq(x), xeQ, (3.1)
u(t,x)=0, xe€o0Q, t>0.

Neste capitulo, nosso interesse € aplicar as estimativas obtidas no Teorema
2.3 no Problema (3.1). Para este fim, usaremos o método da energia ponderada,
modificado por [20]. Iniciaremos definindo a fun¢ao v descrita abaixo, tal fungéo é
solucdo da equagéao de Eikonal (ver [5] para o Sistema de Ondas Elasticas):

(t0):= 2L 32
VX = 2@ty '
Perceba que a funcao definida por (3.2) satisfaz algumas relacdes:
_IXPo N IxP
w(t,x) = 2 5i\157)° 4(1”)2<0, t=0, xeQ. (3.3)
E,
VW(I.;X)=(1,UX1,1,UX2,"',U/Xn)
(X Xo Xn (3.4)
“\2(1+8)’2(1+1)" '2(1+1))°
Logo,
X R X2
v(t,)I% = L = X2= " . 3.5
Ve (5l 241+ 12 4(1+t)2i§’ A(1+172 (3.9)
Sendo assim, usando (3.3) e (3.5), temos:
|x[? |x[?
t,X) + [Vay(t, )% = =0, t=0, Q. 3.6
vt X) + IV (t,-)l 20+ 02 A1+ 12 >0, Xxe (3.6)
E, também,
n n
Aw(t,x)=;w,x, ;21” 1+t) t=0, xeQ. (3.7)
Perceba que a parte linear da equacao do Problema (3.1) coincide com:
wi(t,x)—Aw(t,x) =0, (3.8)

no qual w(t,x) = ug(t,x) + u(t, x).

Na sequéncia, apresentaremos a Proposi¢éo 3.1 que € o resultado da existéncia
local para o Problema (3.1).
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Proposicao 3.1. Sejan=2,1<p< nTnz (n=38) e 1 <p<+o0, se n=2. Para cada dado
inicial [ug, u] € H3(Q) x L2(Q), satisfazendo:

/ & (Vuo ()2 + | tp(x) [+ us ()] ) dx < +00 (3.9)
Q

existe um tempo de existéncia maximo, Tm >0, de modo que o Problema (3.1) tem
uma unica solugéo:

ue C (10, Tm); H}(@) 1 €' (10, Tm): L2() )

tal que:
sup {1V Ivu(t, )+ 1€V up(t, )+ 16 u(t, Y p <400 (3.10)
te[0, T]
para qualquer T < Tm. Se, em particular, Tm < +oo, entdo, temos:
limsup{n eV EIvu(t, I+ 1e¥ (e, )+ eVt e, ‘)n} = +o0. (3.11)
tTm

Sua demonstracao é semelhante ao realizado em [20], na Proposicéo 2.1. O
destaque deste capitulo & a demonstracdo do Teorema 3.10, que apresenta condi-
cOes para existéncia de solucao global para o Problema (3.1). Para este fim, abaixo
apresentaremos alguns resultados que seréo importantes para concluir o desejado.

Lema 3.2. Seja u(t,x) uma solugao local para o Problema (3.1), como na Proposicdo
3.1. Entéo, para todo t€ [0, Tm) temos:
16 EIvu(t, )]+ (|6 (e, )|

o (3.12)
<Cly+C [ sup (1+5)°11€"¥(8)y(s, )] L,m] :
se[0,1]

com
2 = /Q (ezW(O’X) <|ut(0,x)}2+ |vU(o,x)|2)) dx

2 [ (&7 o, xPu0,0) d
-2 [ (%5 u0.Pu0.0)) o

no qual y (%,1},6>0e0=05,y.

(3.13)

Demonstragéo. Verificaremos que, ao multiplicar a parte linear da equacao do Pro-
blema (3.1) por e2¥(t:X) yy(t, x), obtemos:

d [e2V 2
eZl{/(t,X)ut(utt_Au_l_ Ut_AUt) = E (T (‘Ut‘ + |VU|2)>

~-V- (ezwut (Vu+Vut)>
2y

_e_‘thu_uth‘z (314)
Vi

+e2‘V}Vut+uti|2
eV 2

o (u/t+lvw| )(1—%),
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com (t,x) € [0, Tm) xQ, no qual v =y(t, x) é definido por (3.2). De fato, veja que:

d
(% (ufva >)
d
=gt <— (\ t| +Z ))
(3.15)
2
ou OU OU

= eV, (|ut\2 + |Vu|2> + €2V (usuy + <Vu,Vut>).

0X;

E, como:

eV uy (Vu+Vuy) = 2V uy

n 2
2y, (97U 07Ut
e~"u +
+) e (ax. ax?> (3.16)

+e?V us(Au+Auy)
=262V Uy (Y, VU +Vup) + 2% (Vuy, Vu+Vup)

+ ez"’ut (AU+ AUt) .
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Agora, perceba:

eV
—|WtVU urvy|? =
(43 (43

921// n

ou oy ou oy
(Uftax1 Utax ; ,Wtaxn taxn)‘
2

. ‘ tax,_ tax
i=1

2y N 2
B[ p (NP, 0, v o (O
" [‘”f (ax,-> 2uiggug i 5 ]
ou udy\ eV o~ [oy)\?
_ g2V _ 2w e 2 b d
=€ ”"‘Z< ) 2 Z(@x,ax,> " ““.Z<ax,-

o2V
= ey, |Vu|2—2e2”’u, (Vu,Vy) + ? \ut\z |Vw\2.
t

E, note também que:

2
20 |y, 4 0w 2 = 62¥ | [ OYt 4y, 9% ot , 1, 3V
© | t+ Ut Uf\ ax1+ l'6x1’ " 0Xn taxn
n 2
_ 2y our Oy
=e — tup—
Z 0X; tax,-

=e?V ]Vut} +2ez‘/’ut (Vu;, V) + €2V \ut|2 |Vy 2

sendo assim, por (3.15), (3.16), (3.17) e (3.18), temos:

% (GZ—W <|ut\2+ IVUI2)> -V <92wUt(VU+VUt)>

2y
_iﬂ_t ’thU—UtV’(//‘2 +&%V |Vup + uNw\2

2y
&2 2) (1
# 7 F (w1l (1-w)

= ez‘//u/t <|Ut‘2 + |VU|2) +e2V (Uug +{Vu,Vuy))
—262Y U (Y, VU + Vg — 2V (Vup, Vu+ V) (3.19)

— 2V up (Au+ Aup)— 2V y VUl +262Y Uy (Vu, Vi)

2y
- 5P+ P v 26 0
t

2y
+e2V \utlz |V1//}2+ ew—tul,2 (1//,+ |V1//|2)

A (U/t+ |le2)

= ezwut(utt—Au+ ur—Augy),



53

no qual v =y(t, x), definido por (3.2).
Agora, uma vez que temos a relacdo dada por (3.19) temos:

d 2y 2y
= (eT (\ut|2 + |Vu|2> —%lulpu) -v. (ezwut(Vu+Vut)>

2 2V 2
=e Ut(Utt—AU‘}'Ut_AUt)‘FT‘WtVU_UtVIV‘
t (3.20)
oy 2 & , 2
— eV |Vur+uVy | _Wut (U/t+|V1l/| )(1—1l/t)
d /e o,
~ai (pr71oPu).
E, pela equacao do Problema (3.1) e por (3.6), segue:
d [e?V e’V
dt( (\u| +|Vu| >—m|u|pu) —V-(e&”ut(Vu+Vut)>
2y
=92wUt|U|p+i/,_t‘U’tVU—utvw}z—ez”’IVUt+utvw\2 (3.21)
d /e o,
~ai (7o)
Uma vez que
d [ eV 2e2Vy
2 uPy) 2 T ye 2y 1P 22
T (p+1|u| u) P |ul"u+e“¥|ul|” uy, (3.22)
por (3.6), segue
d [e?V 2 a4
o (T <\ut| +|Vu|2>—m|u|pu) —V~(e‘2wut(Vu+Vut))
2y 22V
e 2 2 c¢€
=—W|thu—uti] — &2V |Vup + usVy | _PT:MMPU (3.23)
2
2e w"”‘|u|/0u
p+1 ’
pois,
eV 2
—WW,VU UtV1/J| —e¥ vy +uti} <0. (3.24)

Sendo assim, integrando sobre [0, {] x Q de ambos os lados de (3.23), temos:

t 1 o /e2w(sx)
/0 /Q£< 2 <‘US(S’X)‘2+|VU(S,X)I2)) dxds
t 2y/(s,X)
- / / %(e 1 IU(S,X)Ipu(s,x)) dxds

/ / 2‘/’ $:X) ys(s, x) (Vu(s, X) +Vus(s,x))> dxds

2wsx
/ / ° p;’l’s X) (s, )P s, x)dxds.

(3.25)
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Pelo Teorema do Divergente, temos que:

/ / 2”’ (8:X) yg(s, x)(Vu(s,x)+Vus(s,x))> dxds
(3.26)

/ e2¥(5:X) (s, x) (Vu(s, x) + Vus(s, x)) dT =0,
0Q

pois, u(t,x)=0, VxedQe t=0.
Disto e usando o Teorema de Fubini, temos:

2y(s,x)
[ (25 ittt )

2y(8,X)
< / / E(‘9p+ |u(s,x)|pu(s,x)) dsdx (3.27)

p+1// eV (5 Xy (s, x)|u(s, x)|Pu(s, x)dxds,

implicando em:

/Q (eZW(f”O <\u,(t,x)12+|w(t,x)|2)) dx
s/ﬂ(eﬁﬂo,x) (\u,(o,x)\2+|w(o,x)|2)) dx
= (ezwf;x)|u<t,x>|Pu<t,x>) ox 3.28)

2 [ (£ o Pu0.x) o
-2 [ (&5 o XPu0.x) ox

p+1/ / e?VS Xy g(s, x)|u(s, X)[Pu(s, x)dxds.

Pela definicado de Iy dada em (3.13), temos que:

Lvu(t, )1
2y(t,X)
5012+2/Q(ep+1 Iu(t,X)IPU(t,X)> ax (3.29)

p+1// eV (X (s, x)|u(s, x)|Pu(s, x)dxds.

le¥ ) uy(t,-
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Logo, temos:

1% )yt )1 + 1€V EIvu(t, )1

CR+C / <e21”(t’x)|u(t,x)|p+1 ) dx
Q

t
+C / / e2V(8X) |y (s, X)||u(s, x)|P+! dxds
0 JQ

> 2y(t,) p+1
< Clg+lie P u(t, )|l o+

t
W C / [mast(s,X)|eU/(SsX)(2‘Y(P+1))

p+
<CI? o+le P+1 |u( Il p+t

+1
+C /O (I&%w(s,x)) 167V u(s, Yo,

p+1

no qual,
B, x) =l (t, )|l e=r(p+)y(t.x) o y> L
Utilizando-se do fato de que:
Cy= sup7el@ Y (PHT < 4o,
=0
segue:
o(t, X) = [yt .)||e(2—7/(P+1))w(l‘,X)
_ IXP e
4(1+1)2
1 |x|? 2—y(p+1))g(%)
T+t 4(1 +t)
S
T+t
Assim, temos:
Cy
maxe(tx) =7
Portanto, de (3.30) e (3.33), temos:
2 2u(t,) p+1
16¥ ) uy(t, )1 + 1€V IVt )1 < CR +lle 7 u(t, )l ow

1

t
+CY/ —eYV(s) s,

01+S

/ey(p+1 w(S:X)|u(s, x)|P* dxds
Q

(3.30)

(3.31)

(3.32)

(3.33)

(3.34)
)IIIZ;+11 ds.
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A partir disso, pode-se obter uma série de estimativas da seguinte forma:
2 2
||e”’(t")ut(t,-)|| +||e”’(t")Vu(t,-)||

2 5 oot -
<Clg+C| sup (1+5)°lle ™ u(t, )l p+1
s€[0,1]

t 5 (s P+ (3.35)
Yy (S, .
+ C)//O (1 +S)1+6(p+1) (szl[«g,)t](‘l +S) ”e U(S, )”Lp+1> ds
p+1
< C/g +Cy 5 ( sup (1+5)21e7¥($)y(s, )| Lp+1> ;
se[0,1]
no qual utilizamos
+00
Cs = / (1+5)7 1790+ gs < 0. (3.36)
0
E assim, concluimos o resultado. H

Considere um parametro o > 0. Para este parametro vamos definir uma familia
de espacos de funcdes peso associadas a funcao y(t, x):

fe H&w(t,.)(ﬂ) se, e somente se, fe H}(Q) e

1e9¥(E)£12 4 eV (LIVFI2 < 400, te[0, T].

O préximo resultado tem como propdsito obter a desigualdade de Gagliardo-
Nirenberg para v € H] (1) Q-

. 1 ~
Lema 3.3. Sejamo>0¢eve HO,Uw(t,-)(Q)' Se te[0, Tm), entao,
1e7¥ )y y)2 > v(e?? () vy 2 4 —2(7‘1 7 /Qez‘””(t’x)|v(x)|2dx.

Demonstracdo. Defina f=e%v, com o >0. Assim, perceba:

Vi—ofVy =V(e’Yv)—a(e’Vv)Vy
=e’Vvv+vve?V —o(e’Vv)Vy

(3.37)
=e’Vvv+o(e’Vv)Vy—o(e’Vv)Vy
=e’Vvv.
E, isto implica que:
||e‘””(ff)w||2=/ IVf—ofVy|?dx
Q
=/ |Vf|2dx+02/ f2|vy|?dx (3.38)
Q Q

—20/ f(VF-Vy)dx.
Q
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Por outro lado, fVf= 1Vf2, usando a ldentidade de Green, podemos notar que:

2
/f(Vf-Vw)dX=/1Vf2-deX
Q a2
Ve 1 [ .oV
2/f Apdx + 2/an o ds (3.39)
__ Vg2
= 2/Qf Aypax,
pois, V€ Hgaw( )( ) e isto implica que a segunda parcela é nula.

Substituindo (3.39) em (3.38), segue:
||e‘”V(t")Vv||2=/ |Vf|2dx+02/ f2|V1//|2dx+a/ f2 Ay dx
Q Q Q

(3.40)
2/ |Vf|2dx+a/ f2 Ay dx.
Q Q
Usando (8.7), temos que:
||eUW(t")VV||2 > IIV(eUU/(t")V)II2+2(1 D /Qez‘w’ (£,x) |V( )|2dX. (3.41)
[

Usando o Lema 3.3 com a finalidade de controlar o termo n&o linear, nosso proé-
ximo resultado, surge também, uma versao da desigualdade de Gagliardo-Nirenberg.

Lema 3.4. Sejam n=2, 6(q) := <%‘a> e[0,1) eae(0,1]. SeveH) (), para

cadate|0, Tm), entdo, temos que:

1-9(q)
167V v g < C(1+1) 2 Vv et Ivy)e,

no qual C>0 é uma constante.

Demonstragdo. Seja v e Ha it _)(Q) (t=0). Considere o € (0,1] e utilizando a desigual-
dade de Hélder, podemos obter:

1e?¥(t)yy)2 =/ 17V (X vy 12 dx
Q

=/ eQO'l[/(t,X)|VV|20'|VV|2(1—U)dX
Q

(3.42)
=127V BV 4 1jvvPT)
= V) 21=o)jevts |Vv|||2"
Similarmente, temos:
”eau/(t,-)V”2=/ 17V (1X) gy
Q
=/QeZaw(t,X)lV|20|V|2(1—0)dx 0.43)

20(t,

<127V v

L5
= [le¥ () y2ay ) 2(1-0),
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Sendo assim, por (3.42) e (3.43), notamos que v € Hc1) Uu/(t-)(Q)’ para todo
o € (0,1]. Assim, segue que f(t,-) := e?V(t)y e H(1) (Q). Agora, aplicando a usual de-
sigualdade de Gagliardo-Nirenberg para a fungao f(t,-), temos:

IF(t, ) pa < CIF(E N0 @ve(t,-)0@), (3.44)

no qual 6(q)=n (%—:—7) e[0,1).

Além disso, aplicando o Lema 3.3, obtemos:

|
L2040\
I, )n_( s ) ¥ (tIyy) (3.45)

VA, )l < 1e”Y vy (3.46)
Assim, por (3.44), (3.45) e (3.46), podemos obter:
I£(t, Yl < Col141) 2 17V IV, (3.47)
Logo, se o €(0,1], por (3.47), concluimos que:
167V v g < C(1+8) 2 Vv ¥y, (3.48)

para algum t€ [0, Tm), no qual C>0 é uma constante. Il

Nosso proximo resultado apresenta uma estimativa que serd utilizada na sequén-
cia.

Lema 3.5. Sgfamn=2,1<p< nTnz (n=38) e1<p<+oo (nN=2). Para qualquere =0 e
6 >0, existe uma constante C := C, 5 >0 de modo que para todo t € [0, Tm), temos:

|X|1+se—p6u/(t,x) <C(1+ t)% (x Q).

Demonstragdo. Sejam € =0 e uma constante C; >0 de modo que &Y = C; y%, para

_ p6r2 ~
todo y>0. Faga y = a0+D Entéao,
1+e
p6r2 p6r2 2
4(1+t)
e+ = Cy (4(1+t)) : (3.49)
Disto, segue que:
1+e 1+e
e A1+ 2 1 1 [4(1+1)\ 2
40+1) < =—— . .
© = ¢ ( pér2 ) Cy r”f( po ) (8.50)

Assim, temos:

1+e
5r2 2 +e
plreg it < 1 (i) (1+ t)17. (8.51)



59

Logo, fazendo r =|x|, com x € Q, concluimos que:

x|+ POVEX) < C(1 4 1) 5" (3.52)
0

Usando Lema 3.5, com € > 0 pode-se majorar o termo nao linear da seguinte
maneira:

Lema 3.6. Sejam n=2, 1 < p<+oo. Para cada € >0 e § >0 existe uma constante
C :=C, 5 >0 de modo que para todo t € [0, Tm) temos:

Ido()ut, )Pl = CA +1) 2 162V y(t, 1P

L2p:
Demonstragdo. Seja € >0, arbitrariamente fixado. Note que
Ce :=sup w < 400. (3.53)
xeq  |XI
Por (2.2), temos:
do(x) = |x|log(B|x|). (3.54)

Assim, pelo Lema 3.5,

oo ()u(t, ) P12 = /Q (Ixllog(BIx])-|u(t,x)|P]? dx

2
_ |x|log(B|x|) ‘|X|2(1+£)'|U(t,X)|2de
Q |x|1+¢ (3.55)
< CEZ/ |X|2(1+e)e—2p6u/(t,x)_ezpéw(t,x) u(t, x)|2Pdx
Q
< C2C25(1+ )+ 1V B y(t, )17,
OJ

Por outro lado, usando novamente o Lema 3.5, com ¢ =0 podemos majorar o
termo ndo linear da seguinte maneira:

Lema 3.7. Sefamn=3 el1<p< nTnz Para cada 6 >0 existe uma constante C := Cg 5
de modo que para todo te [0, Tm) temos:

Idn()u(t, )Pl < C(1 + 12 1Y T y(t, )P

120"

Demonstragdo. Por (2.2) temos que dn(x) =|x|, com n= 3. Para € =0, temos que:
It P12 = | [Ixlutt, 0P o

= / <|X|e—p6u/(t,x)> 2 . e2p5w(f,X)|u(t, X)|2de
Q (3.56)

< Cg5(1+1) /Q e?PoV (LX) u(t, x)|2P dlx

= G 5(1+ 1™V u(t, 28
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Logo, concluimos que:

Idn()u(t, )Pl < C(1+ 1212V u(t, 1P (3.57)

L20*
O

A seguir apresentaremos o enunciado do Teorema 3.10, destaque deste capitulo.
Este resultado, basicamente, apresenta restricoes ao expoente p do termo de nao
linearidade, com base na Proposi¢ao 3.1 e conclui a existéncia de solugéo global para
o Problema (3.1).

Observacao 3.8. Para provarmos a existéncia de solugao global para o Problema (3.1)
assumiremos a condicao (3.58). Tal condicdo é mais fraca do que assumir que 0s
dados iniciais tém suporte compacto (ver, por exemplo, [28]).

Observacao 3.9. Observe que se n=2 o expoente critico é p =2. No entanto, o
caso critico nao sera estudado nos resultados abaixo. Isso se deve ao fato de nao
considerarmos dados iniciais em L1(Q). Se tal hip6tese fosse assumida, acreditamos
que teriamos a existéncia de solugéo global para o caso em que p é igual ao expoente
critico (ver, por exemplo, [13]).

Teorema 3.10. Sejan=2 e2<p<+oo0un=3,4,5 e 1+ <p= 5. Se as condigdes
iniciais [ug, u1] € H}(Q) x L2(Q) satisfizer

72 = 16Ty 12 + 16l v ug 12 + el 4 ug 12 < 1, (3.58)
entéo, o Problema (3.1) tem uma unica solug&o global fraca u € Xy satisfazendo:
/ S P20D) (Juy(t, )2+ Vu(t, X)) dx <78,
Q

e as estimativas:
lu(t, )2 < Co2(1+17",
lug(t, )12 +1Vu(t,)1% < Co2(1 +H72,

sdo verdadeiras para alguma constante C > 0.

Com a finalidade de provar o Teorema 3.10, denotaremos por
S(t;{vo, v1})

a solucao unica do Problema Linear (2.1).
E, pelo Principio de Duhamel, a solu¢éo do Problema Semilinear (3.1), pode ser
expressa por:

t
u(t) = S(t;{ug, u1}) +/0 S(t-s;{0,|u(s)|P}) ds. (3.59)
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Veja que:

Sy(t,x)—AS(t,x)+ Si(t,x)—AS¢(t,x) =0, (t,x)€(0,00)xQ,
S(0,x)=up(x), Si0,x)=uq(x), xeQ, (3.60)
S(t,x)=0, t>0, xeoQ.

Do Teorema 2.3, os operadores {S(t;{ug, uq}) : t = 0} satisfazem as propriedades
abaixo:

1S (t; {ug, us DIl = G (U, ug) (1+)72, (3.61)
10:S (t;{ug, U1 DIl + VS (t:{ug, u1 D1l < Cd (Ug, uy) (1 + 1), (3.62)

no qual
Jo (U, u)? = luglZ +lup 12 + 11 dn() (ug + ug ) 112 (3.63)

Note que Jy(ug, ) pode ser absorvido por %, definido no Teorema 3.10. De
fato, veja:

Jo (Up, u1)? = lugIZ); +1lug I + 11 dln(-) (g + uq) 112 364
= lugll® + IV Ul + lluq 12 + i dn(-) (Ug + uq )12 . '

Sendo assim, note que:

2 2
|up(x)|“ = &¥|up(x)I%,

X2

paratodo y=0e xeQ. Faca y = B com x € Q. Assim, podemos perceber que:

/ |up(x)|2dx < / X174 4o (x) |2 dx.
Q Q

E, isto nos indica:

lupl? < e 4 ug 2. (3.65)

De forma analoga, segue que:

IVupl2 < el 4v g 2 (3.66)

lugl2 < e ug 2. (3.67)

Assuma que n = 3, por (2.2), dn(x) = |x|. E, dado ¢ > 0 existe uma constante
C: >0 de modo que, se y >0, entao,

[o<]h

y'® < Cpeb. (3.68)
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Assim,
I dn(-) (g +ug) 1% = / Ix|2(ug(x) +uq (x))2dx
Q

=/Q|x|2u(2,(x)dx+2/Q|x|2u0(x)u1(x)dx

(3.69)
+ / |x[2 U2 (x)dx
Q
52/ |x|2u§(x)dx+2/ |x[2u2 (x)dx.
Q Q
Usando (3.68), com y =|x|% e e =1, temos:
2 2
I dn(-)(tg + uy) 1% < 2C; (ne' 4 ugl2 + el uy ||2) . (3.70)
Desta forma, para n=2, temos:
2 2 2
Jo(Ug, u1)? < el ug? + 18l 4w ug I + 1€ 14 uy 112
12 12
+2C4 el ug12 +2C; 1€ uq 2
(3.71)

2 2 2
< C(ne"' U2 + 184w ug 2 + el /4uo||2)
=CHE.

Para o caso n=2, por (2.2), temos que: do(x) =|x|log(B|x|), no qual B>0 € uma
constante que satisfaz:
B inf |x| = 2.

xXeQ)

Usando o fato de que, existe Cy >0 de modo que
log(B|x|) = Cq|x|.

Assim, dx(x) = |x|log(B]x|) = C1|x|2. Desta forma, a absorgao de Jo(Ug, U1) por o (ug, U1)
segue de maneira semelhante ao caso anterior.

Além disso, uma vez que (3.59) é solucdo do Problema (3.1), usando (3.60),
obtemos o seguinte problema auxiliar, vide o Principio de Duhamel:

Si(t, X)—AS(t, x) + Si(t,x)=AS;(t,x) =0, (t,x)€(0,00)xQ,
5(0,x)=0, S5;(0,x)=|u(s)|P, xeQ, (3.72)

S(t,x)=0, t>0, xe€0Q,
no qual S=S(t-s;{0,|u(s)|P}). Assim,

J2(0,1u(8)[P) = Il u(s)IPII2 + I dn(-) u(s) P12, (3.73)
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Perceba que:
IIIU(S)I’O"2=/ |u(s)|?Pds

= lu(s)1%%.

(3.74)

Logo,
J2(0,|u(s)IP) = lu(s)I 75, + I dn(u(s)IPI. (3.75)
Pelo Teorema 2.3, obtemos as seguintes estimativas:
IS (t—s;{0,|u(s)[P})]I
< CJp (0, |u(s)P)(1 +t—s5)2 (3.76)
< C (1)1 + 10O U(S)IPI ) (1-+1=5)2

10¢S (t—5;{0,|u(s)P}) I+ 1VS (t=5;{0,|u(s)P})1I
< CJp(0,|u(s)|P)(1 + t—s)" (3.77)
< C (Iu(8)1zp + (N u()P1 ) (1:+=5)"

U)o = ( / |u(s |2de)
1
= —2P5y(8,X)| g0Y(S,X) 20 4y | 2
(/Qe le u(s)| dx) (3.78)

1
< ( / |95‘”(S’X)u(s)|2pdx> ’
Q

=||66W( ) u(s)

Note que:

”L2p
Usando a desigualdade acima, e os Lemas 3.6 e 3.7, obtemos:

1S (t-s5;{0,|u(s)IP})]I 379
3 (1+€)/2 § 20w (s, p (3.79)
<C(1+t-8)"2(1+5s) e u(s,-)llyze,

e, também,
10:S (t—5;{0,|u(s)IP}) I +1IVS (t—s;{0,|u(s)|P})I
< C(1+t=s)"1(1+5)1+e)/2) 0¥ (S:) (s, -)||’L32p.
Abaixo segue o enunciado da desigualdade da integral, que pode ser visto
em [4].

(3.80)

Lema 3.11. Seja f>1 um numero real. Entéo, existe uma constante Cg >0 depen-
dendo de B, de modo que:

t
/ (1+t-5)"2(1+5) Pds< Cy(1+1)72
% (3.81)
/O (1+t=s) (148 Pds< Cy(1+1)
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para todo t> 0.

Note que (3.79) e (3.80) sao verdadeiras para todo n>=2 e € = 0. Agora inte-
grando de ambos os lados das desigualdades, sobre [0, t], e usando a desigualdade
da integral, obtemos:

t
/OIIS(t—s;{O,Iu(s)Ip})IIds

t
< C/ (1 +t—s)‘%(1 +s)(1+e)/2 ||e5”’(s”)u(s,-)||’zzp ds
; (3.82)

1+e , 1+v

t
<C / (1+8) V(1 +t—8)2((1+8)2 "7 1S y(s, )| 120)Pds
0

p
= (SUP“ +8)P 1 u(s, sz> (14072,
0.1

noqualv>0e
3+e+2v

2p
De forma similar, podemos obter a seguinte desigualdade:

pi=

t
/(||6tS(t—s;{0,|u(s)|p})ll+IIVS(f—S;{0,|U(3)|p})||)ds
0 p (3.83)
<C (sup(‘l +5)P 128 ) y(s, )l Lep) (1+t)7.

[0,1]
Combinando as desigualdades obtidas acima, prova-se o seguinte resultado.

Lema 3.12. Sejan=2 e u(t,x) a solucdo local do Problema (3.1) em [0, Tm) dada na
Proposicao 3.1. Ent4o, temos:

p
(1+1)zlu(t, )| < CIp+C (sup(‘l +8)P1e2¥(8) y(s, )|l sz)
[0,1]

(1+1) (lue(t, )N+ IVu(t,-)N)

p
<CH+C (sup(‘l +5)P 12V (S y(s, )l L2p> ,
[0.1]

para qualquere>0,v>0,6>0 e

_3+£+2v

B: 2p
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Demonstragcdo. Seja n=2 e u(t,x) a solucao local do Problema (3.1) em [0, Try). Assim,

t
IIU(t‘,-)II=||~‘3(t‘;{uo,u1})+/0 S(t-s;{0,lu(s)|P}) dsl
t
< ||S(t;{U0aU1})||+||/O S(t-s;{0,|u(s)P}) dsl (3.84)

t
sllS(t;{uo,u1})||+/0 IS (t—s;{0,|u(s)[P})ll ds.

Utilizando (3.61),(3.82) e o fato de que Jy pode ser absorvido por .%,, obtemos
que:

p
(1+1)2]u(t, )| < C.Ig+C (sup(1 +8)P 12 (S) y(s, )l L2p> , (3.85)
[0,1]

e, de forma similar, utilizando (3.62) e (3.83), obtemos:

(T+1) (lue(t, )N+ 1Vu(t,-)N)

p (3.86)
<CHh+C (sup(‘l +S)'6 1e¥(s:) u(s, ')||L2p> ,
[0,1]
para qualquer e>0,v>0,6>0e
3+e+2v
pi= 2 (3.87)
O

Finalmente, com o objetivo de concluir este capitulo, realizaremos a demonstra-
¢ao do Teorema 3.10.

Demonstracdo. Teorema 3.10: Defina

W(t) =16V B ug(t, )+ 1e¥E)vu(t, )l
+(1T+0)lug(t, )+ (1 + ) IvVu(t,-)ll (3.88)
F(1 D)2 ut, ).

Verificaremos que Iy, definido no Lema 3.2, pode ser majorado por .%,. Veja:
/ e2V0X)(1uy(0, x)[2 + |Vu(0, x)[?)dx
Q

= / eX1*2|uy (x)2dx + / eX*/2|v g (x) 2 dx (3.89)
Q Q

2 2
=16l 74 uy 12 + el 4w g2,
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Para a proxima majoragéo vamos usar o Lema 3.4, como=1,{=0,v=uye g=p+1.

E, como foz « 1, obtemos:

/e|X|2/2|uO(X)|p+1de/e|X|2(p |uo(x)|ax
Q Q
_ / eV (0(+1) |y, (x) [Ralx
Q

< IIQW(O")Uollz
< j63+1
< fo.

Entao, temos:

2 2 2
B=c (16 ur 12+ 16 4 vugl? 16 12) = C.o3.

Desta forma, utilizando os Lemas 3.2 e 3.12, obtemos:

pr

2
W(t)< CHy+C ( sup (1+5)%1€"¥(5)y(s, )| L,m)
s€[0,1]

p
+C (sup(1 +S)‘6 1e9¥(s-) u(s, ')||L2p> ,
[0,1]

com te[0, Tm).
Escolhendo g=p+1 e v:=u(s,-) no Lema 3.4, segue que:

lert)u(s -)|| N

<C(1+8) " F Ivu(s, ) I 1e¥ S Ivu(s, )Y
1-6(p+1)

<C(1+8) 2z (1+s) YA +s)IVu(s, )T 1e¥SIvu(s, )Y

+ . (S,') .
< C(1+9)" 10p1) g ((1+s)||Vu(s, ), le¥ :u(s, )||>

T—y
1-0(p+1)
<Ci(1+8) £ ws),

e, de modo similar,

169%S) (s, Y 2o < C(1+5) 2 1Vu(s, )1 TP le¥SIvu(s,

1—9(20)

<Co(1+8) 2 *Tw(s).

Assim, usando (3.92),(3.93) e (3.94), na definicdo de W(s), obtemos:

p1

2
W(t)< C.7y+C ( sup (1+8)0+r-1+8 W(s))
s€[0,1]

P
+C| sup (1 +s)ﬁ+5_1+1_€ézp) W(s)
s€[0,1]

(3.90)

(3.91)

(3.92)

(3.93)

(3.94)

(3.95)
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Usando a definicao de 6(q), dada no Lema 3.4, temos:

1-0(p+1) 1 n/1 1
o+y 1+T_5+Y 1+2 2(2 p+1)
1 n n
=0T 4 o) <0

(3.96)

, 4 "
pois 1+ P <pou p>2ed ey suficientemente pequenos.
E, usando a definicdo de g, vista em (3.87), veja:

120@0)\ 4 5 q, 1 n(1 1
ﬁ+6—1+( 5 )-/3+6 1+2 2(2 2,0)

(3.97)

, 4 .
pois 1+ o <poup>2ed,ve e suficientemente pequenos.
Assim, podemos obter que:

p

2 P
sup W(s)=Csh+C ( sup W(s)) +C ( sup W(s)) : (3.98)
se[0,1] se[0,1] se[0,1]

com te[0, Tm).
Agora, defina M(f) := supg[o, 5 W(s). Note que M(t) € C([0, Tim)). Desta forma,
por (3.98), temos:
M(t) < C.I9+ M(H) % +M(1)P. (3.99)

Como de costume, escolhendo ¢, suficientemente pequeno, podemos obter
M(t) < C#y, Vte[0, Tm), consequéncia do Lema A.1, demonstrado no Apéndice.
Sendo assim, temos:
1Vt uy(t, Y1+ 1V v, )|
F (11U, )+ (1 +DIVU(t, )+ + D2 u(t, )] (3.100)
< Cfo.

Do Lema 3.3, como=1¢€ v:=u(t,-), segue que:

16¥ITu(t, )12 2 1V - (¥ ut, NIZ+ 5 / Vit x)Pdx.  (3.101)
2(1+f) Q
Isto implica em:
16" u(t, )l < C(1+ 0216 EIvu(t, ) < C(1 +1)2.5%, (3.102)

com te[0, Tm), para alguma constante C > 0.
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Agora, vamos provar que Tm = +oco. Suponha, por contradicao, que Tm < +oco.
Assim, por (3.100) e (3.102), segue que

limsup { IIeW(t")VU(f, )+ IIe"’(t")ut(t, I+ 1e¥(t:) u(t, ')||}
1T (3.103)
<CHh(1+ Tm)% + C.H < +oo.

Pela Proposicao 3.1, concluimos que Tm = +oo.
Além disso, por (3.100), obtemos facilmente as estimativas desejadas:

lu(t,)I2 < Co2(1+t)71,

lur(t, )12 +1Vu(t,)IZ < CoE(1+1)2.

E desta forma, concluimos a demonstragao. Il
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4 PROBLEMA SEMILINEAR: EXPOENTE CRITICO

Seja Q= R”\B_p, para algum p > 0. Novamente, considere o problema:

Ug(t, x)=Au(t, x) + us(t, x)—Aus(t, x) = |u(t,x)|P, (t,x) e (0,+00) x Q,
u(0,x)=up(x), u0,x)=uq(x), xeQ, (4.1)
u(t,x)=0, xeo0Q, t>0.
O objetivo deste capitulo é apresentar as demonstracées dos Teoremas 4.2 e
4.3. Basicamente, estes resultados nos trazem a informacao da nédo existéncia de so-

lucdes globais para a equacao do Problema (4.1), quando a solu¢ao possui condicoes
especificas.

Considere a fungéo teste ® € C3°([0,+o0) x Q2), de modo que
o1, ')‘GQ =0,
para todo t = 0. Assuma que u(t, x) € a solugao classica do Problema (4.1). Note que ao
multiplicarmos a equacéao de (4.1) por ® e, em seguida, integrarmos sobre [0, +oo) x Q,
obtemos:

b
lim / /\u(t,x)|pcp(t,x)dxdt
0 JQ

b—+00

b
= lim / /(utt(t,x)—Au(t,x)+(1—A)ut(t,x))QD(t,x)dxdt.
0 JQ

b—+00

(4.2)

Como de costume, as parcelas serado calculadas separadamente, tornando as-
sim, a compreensao mais acessivel.

Veja que, usando integracao por partes, e observando que
U(t, X) € X-| ,

visto em (2.3), bem como, ® possui suporte compacto, obtemos:

b
lim / / ug(t, x)®(t, x)dxat
0 Ja

b—+oco
b

_ / lim utt(t,x)db(t,x)dt} dx
Q |b—+00.J0
b b
=/ [ lim (ut(t,x)tb(t,x) —/ ut(t,x)attb(t,x)dt)] ax (4.3)
Q | b—+oo o JO

=—/ U1 (x)CD(O,x)dx+/ Up(x)0:®(0, x)dx
Q Q

b
+ lim / /u(t,x)a?CI)(t,x)dxdt.
0 JQ

b—+o0
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Por outro lado, usando a Identidade de Green e o fato de que, para qualquer
t€[0,+00), u(t,x)=0 se x € 0Q, segue que:

b
— lim / /Au(t,x)@(t,x)dxdt
b—+00J0 JQ

/ Vu(t,x)Vo(t, x)dx+/mg—5(t,x)q>(t,x)dl“ at
(4.4)

=— lim
b—+00

= lim / /VuthCDtx)dxdt

b—+o0

= lim / / —u(t,x)A®(t, x)dxat.
b—+c0J0 JO

Operando, novamente, com as justificativas para obter (4.3), podemos notar
que:

b r b
lim / /ut(t,x)QD(t,x)dxdt:/ lim us(t, x)D(t, x)
b—+00J0 JQ Q |[b—+0.J0

(t,x)o(t dt} ax
[ b b
=/ lim (u(t,x)@(t,x) —/ u(t,x)c?ﬂ)(t,x)dt)] ax
Q _b—>+oo o JO
b

=/ _—uo( x)®(0,x)— lim u(t, x)o;d(t, x)dt} dx
al

b—+0o

=—/ g (x)@(0, x)dx + hm / / u(t, x)0:@(t, x)dxdt.
Q b—+oco

(4.5)
E, finalmente:

b
~ lim / / AUyt X)0(t, X)dxalt
b—+o00J0 JQ

. b aut
= lim {LVUM,X)V@(I‘,X)dX—/@Q%(t,x)CD(t,x)dr

b—+00.JQ

dt

b
_ lim / / Vuy(t, X)V(t, X)dxalt
Q

b—+00.J0

b
=— lim / / us(t, X)AD(t, x)dxdt (4.6)
Q

b—+00.J0
b b
—/ u(t,x)Ad,@(t,x)dt)] ax
0o /0

=—/ [ lim (u(t,x)Ad)(t,x)
Q | b—+0

=/ Uo(X)A®(0, X)dx

+ lim // (£, X)Ad,(1, X)dxalt.

b—+oo
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Substituindo (4.3), (4.4), (4.5), (4.6) em (4.2), temos:

b
lim / |u(t,x)|Po(t, x)dxalt
0 JQ

b—+o00

- lim /O ’ /Q u(t, x) (a?q>(t,x)—Aq>(t,x)) dxalt

b—+o0

b
+ lim /O / u(t, X) (=0, ®(t, X) + Ad;D(t, x)) dxalt (4.7)
Q

b—+o0

—/ (uq (x)+u0(x))<I>(0,x)dx+/ Up(x)0;@(0, x)dx
Q Q
+/ Up(Xx)AD(0, x)dx.

Q

Observacao 4.1. Entendemos que u(t, x) € uma solucao fraca para o Problema (4.1)
se, para qualquer fungéo teste @ € C5°([0, +o0) x Q) com <I>(t,-)}6Q =0, para todo t =
0, a identidade integral (4.7) for verificada. Particularmente, solucbes classicas sao
solucdes fracas, entretanto a reciproca nem sempre € verdadeira.

Em vista das observagdes realizadas até agora, apresentaremos os resultados
deste capitulo e suas respectivas demonstracoes.

Teorema 4.2. Seja n= 2. Suponha que a condiggo inicial ug € L'(Q)nH}(Q) e uy €
L1(Q)nL2(Q) em (4.1) ndo sejam identicamente nulas. Além disso, considere que ugy(x),
uy(x) =0, para qualquer x e Q. Assuma que 1<p<2,sen=2,oul<p=<1 +%, sen=3.
Entao, ndo existe solugdo global para o Problema (4.1), isto €, na Proposicao 3.1,

Tm < +oo.

Demonstragdo. Seja p >0. Defina y € C§°([0, +o0)), sendo,

(4.8)

w(X)={ 1, se xe0,1],

0, se x=2.

Seja n= 3. Para cada R > p, defina ¢ uma funcéo de suporte compacto em
Q=RMB,, da seguinte maneira:

¢R(X)=¢R(r), (4.9)

com @g(r)=K(r)w(R1r), no qual K(r)=p2""—r>""e r=|x|.

E facil perceber que @R satisfaz algumas propriedades, por exemplo, ¢ g(x)
para todo x € 0Q. Isto ocorre pelo fato de que, uma vez que x € 0Q, segue que, |x|
Assim, por definicao, K(p) =0. Também, temos que, se x for tal que |x| = 2R, ¢pg(x)
aqui, segue pelo fato de que R~'|x| =2 e, por definicao, w(R~1|x|) =0.

0,
p.
0,
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Agora, vamos verificar algumas relagdes para Agp. Para tanto, consideremos
dois casos: p<|x| <R e R<|x|. Veja:

or(x)=K(Ix|)w(Rx|) = ( Zx) (R‘1 Zx,?). (4.10)
i=1

_ k! 1 Xi 1 R_XI
O—XI[(PR( 1=K (IxN)y(R |X|)|X|+K(|XI) V(R IX)——— X]

Assim,
(4.11)

E, entéo,
X2 R1x?

[pR(X)]= K" (IX))y (Fr1|x|)| <P +2K' (X)) (Fr1|x|>|—|2'

92
02

+K'(|x|)w(Fr1|x|>l—K'(|x|) (R x)) L

|| |x | (4.12)
2 2 / 1 R_1
XP L K(x)w' (R XD

R 1x2
—K(Ix)y' (R D=

K(x)y" (R 1|x])

Logo,
Apg(x)=K"(Ix)yw (R xl)+2K'(Ix))y' (R X)) A~

KXy (A X)) 2~ K (xR )

-
K(xDw" (R A2+ K(Ix))y' (R |x])
1

|X]
R1n
|X]

CK(x)' (R |x|)'?x_|

B 1 e / ﬂ_ ! l

=y (Rx1) {K (IxD)+ K (Ix1) 7 K(IXI)|X|]
1

+ <FF1 |x|) : {EK’(IXI)FF1 +K(|XI)i

IX]
+y (RX1) - |K(x) A2

(4.13)

(n-1)]

12 caso: Suponha que p < |x| < R. Entdo, R'|x| < 1. Assim, temos w(R~|x|) =
v (R1|x]) =" (R~1|x|) = 0. Consequentemente,

App(x) = K”(IXI)+K’(IX|)H—K'(| |)|X| (4.14)

Como, K(|x|) = p%"—|x|2", segue que:
K'(Ix))=(n=2)Ix|"™" e  K"(|x])==(n-2)(n=1)|x|™". (4.15)

Disto, temos:
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—(n-2)(n—-1) n(n-2) (n-2)
WA= R T

M +3n=-2+n°-2n—-n+2
- x|

Tl

Antes de apresentarmos o proximo caso, defina:

() =l W)+ v' W)+ lv" (y)l.

Assim,
n 1
Ape(X)| < | IK"(Ix)+ K'(Ix])— =K' (|x]) —
30R00l = | |K )+ K =K
1 1
|2k (xR +K(|x|)R|_X|”—K<|x|)F|r7|

" ‘K(|x|)R‘2H F(RIx).
Agora, perceba que:

’K”(IXI)+K’(IXI)E—K'(IXI)l‘ =0,

|| |X]
R_1 R_1
'2K’(|x|)Ff‘1+K(|x|)|T|n—K(|x|)W

_‘ (n-3) s n—1 ‘
~|RIx|™" " Rix|p"2

{ 1 1P 1
B Fi’|x|”“1 R|x| n-2 |’
no qual C>0 e, finalmente,

1 1\ 1
2| _ _ —
k02| (22 e
2
P
- R2pn—2’

para |x| > p.
Substituindo (4.19), (4.20) e (4.21) em (4.18), segue que:

1 1 1
R|X|p”‘2 * F>’|X|”‘1 * Rzpn—z

3a(x)=C| Gal}
no qual C>0.
22 caso: Agora, suponha que p < R <|x|. Assim,

1

<
x|

<

ol =
D=

(4.16)

(4.17)

(4.18)

(4.19)

(4.20)

(4.21)

(4.22)
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Logo,
1 1
= ’ 4.23
Rixlo™2 = R2pn-2 (4.23)
) R X
1 X 1 1
B = = = : 4.24
F.’|X|n—1 F1’2|x|”—1 = R2|X|n—1 Rzlxln—z = Rzpn_z ( )
Entao,
1 1 1 ]
|Appr(x)| = C + + f(R1x|)
Rlx|p™2 " Rlx|"1 ~ RZpm2 (4.25)
C :
= g e (A X))
no qual C>0.
Agora, para cada R > p, definimos:
va(t) =y (R2Y). (4.26)
Note que:
0ty R(t) =0ty (Fn"zz‘) =R 2y’ (R‘2t> _
Desta forma,
oFwalt) =Rty (A1)
Assim, segue que:
a0+ o] = - | (B720) |+ A2y (Ar22)|
< (H‘4+H‘2) f(H‘2t> _
Escolhendo v suficientemente suave, podemos supor que:
f(r)P < Cy(r). (4.27)

Para tanto, basta considerar y =¥/, no qual ¥ ¢ C5°([0,+00)) ndo crescente, com ¥ =1

em[0,1] e ¥=0em [2,+c0), escolhendo (/-2)p=1, ou seja, | = 2%.

Nosso objetivo € mostrar que o Problema (4.1) nao possui solugéo global. Por
contradi¢cdo, assuma que existe solugéo global para o Problema (4.1), isto é, na Propo-
sicao 3.1, Ty = +oo.

Para cada R > p, considere as integrais ndo negativas:

IH=/G|U(tsx)|p‘PH(X)1VR(t)dth (4.28)

Jr= __lu(t, x)Per(x)yp(t)dxat, (4.29)
G\([0,R?]x BR)
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no qual G=[0,+o0) x Q.
Defina ®(t, x) = pg(X)wR(t) em (4.7). Assim:
In= [ ut.x) (9R00OF v AD -0 A(1)-20R(vA(D) diet
G
+ [ ult. 0 (3 pa(0w A(t) dxcl
G
- | @0+ uox)oa(Idc+ | uob)rpatax.
Q Q
Veja que, se R for suficientemente grande, temos:

- / (U1 (%) + Uo (X)) P R(X)— Uo(X)Ag (X)dx <— / Uy (X)pR(x)dx.
Q Q

(4.30)

(4.31)

De fato, se up(x) =0,Vx € Q, é imediato. Suponha que uy(x) ndo seja identicamente
nula. Uma vez que R é suficientemente grande, é facil perceber que ¢g(x) = K(|x|),
pois R~1|x| <1, e Apg(x) =0 em BgnQ. Por hipétese, ug € L1(Q), assim, pelo Teorema

da Convergéncia Dominada de Lebesgue, segue que:

lim Up(X)AppR(x)dx =0

R—+00JQ
e
lim Uo(X)(pR(X)dX=/ up(x)K(|x])dx > 0.
R—+00JQ Q
E isso garante a afirmacao (4.31).

Defina:

DR(t,x) = lpr(x)(@Fy p() =01y R(N) + Ap () Oy R~ R(L)]

Assim, por (4.30), (4.31), (4.34) e o fato de que:

/ Uy (X)pR(x)dx =0
Q

por hipbtese, temos:
/RS/ lu(t,x)|DpR(t, x)dxdt
G

= /G lu(t, x)| 8B~ DR(t, x)dxdt,

(4.32)

(4.33)

(4.34)

(4.35)

(4.36)

com B #0, observando que, por hipotese, ui(x) =0, Vx € Q. Perceba que Dg(t, x) se
anula em [0, R?] x (Qn Bpg), quando R é suficientemente grande, pois  é constante

em [0,1] e |[AppR(x)|=0. Assim:

Ig < / _Ju(t,x)|BF " DR(t, x)dxdt.
G\([0,R2]xBR)

(4.37)
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Usando Holder, onde p e p’ sdo conjugados, segue:

1
Ip< ( / - |u(t,x),6|pdxdt) g ( / 1671 DR(t, x)|p’dxdt>
G\([0,R?]xBR) G

Defina = ((p,q(x)u/,:;(t))% e %2R o conjunto em que pr(x)yR(t) se anula. Agora, consi-

|-

/

Re]

(4.38)

dere % = U R, assim segue que:
R>p

1

ln<Jh ( /G\% Dg(t,x)ﬂ”«m(x)wa(t))?‘?dxdt) "

(4.39)
Vamos estimar Dg(t, x). Por definigdo, seguem as igualdades abaixo:

RApp(x)y"(R21),

_ 2 / 2

= R2pp(x)v'(R721), 4.40)
= R2ApR(x)y'(R721),

assim, com alguma constante C > 0, obtemos que:

Da(t,x) < C(R™+ B 2)|pp(x)|(wa(H)?

+C(R2+1)|apr(¥)(wR(D)

(4.41)
Para p < |x| < R, temos que App(x)=0. Assim,

o=

Dg(t,x) < C(R™*+ R2)lpp(x)|(vR(t)

oI

(4.42)
Por definigéo, ¢pr(x) = K(|x|)w(FF1 |x|). Levando em consideracao a referida
regido, y(R~'|x|) =1 e pp(x) = K(|x]).

o 1
Primeiro, assuma que K(|x|)<1. Como — € (0,1) obtemos:

TI=

K(Ix1) = (K(Ix1))

e, consequentemente,

TI=

ler(X)| < ler(x)[P.

Agora, tome como verdade que K(|x|) = 1. Logo,
(4.27), temos:

f(R~1x]) = Cly(R|x))|P < C—

Ademais, por definicao,

K(Ix))=p2 =[x < p2 " < Cy,
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no qual Cq >0. A desigualdade (4.43) é importante para estabelecer que:
< 1
l0r()=K(xDIlw(R X))l = Ci (R X)) = Cilop(x)]P. (4.44)

Sendo assim, concluimos que se p < |x| < R, entao,

oI

DR(t,x) < C(R™*+ R2)(pRr(X)yR(t))?. (4.45)

Para R < |x|, existem constantes Cy >0 e Co >0, de modo que Cs < K(|x|) < Cy.
Assim, (4.43) e (4.44) sao obtidas via raciocinio similar. Além disso, por (4.25) e (4.43),
temos:

ApR(X)| = CsR2A(R™"[x]) < CaR2lpa(x)[7. (4.46)

Por (4.41), (4.44) e (4.46), temos:

1
Dg(t,x) < C(R™*+ R 2)(pR(x)wR(D). (4.47)
Portanto, por (4.39), obtemos a seguinte estimativa:
1
1 / - o
< ( [ Oatx)P (oaxvao)’? dxdt)
G (4.48)

oo,

< CJRR? ( /G\% @RV RD)? (PrRWAD) F dxdt) 7

no qual, usamos que R4+ R2 <2R~2, para R suficientemente grande.
Como wg(t)=w(R2t) e o suporte de w(t) é [0,2], temos que o suporte de w(t)
é [0,2R2], com t € [0, +oc0). Além disso,

¢R(x)=@Ra(lx]) = K(Ix|)w(Rx]) =0,

se R~1|x| = 2. Logo, suporte de ¢g(x) = B>g\B,, pois Q=R™MB,. Entéo,

/ (PRX)VA()? (<PR(X)WR(1‘))_% dxdt
G\

2R2
< / / 1dtdx
B2r\B, J0O

=2R? / 1dx
B:R\B, (4.49)

2R
_oR? / / 1dSds
p JIxl=s
R

2
=2@R2/ 1ds
o

< CR?R".
Logo, temos:

b g2+ 4.50
lr<CJRR "V (4.50)
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. . - 2 .
para R suficientemente grande. Como, por hipotese, se n= 3, entdo, p< 1 o veja
que:

2
pst+s= —%2—5—1
= pz%+p—g—1
- P .0
P‘1n 2 (4.51)
= p’2§+1
= 20/ =2n+2
=N —2+an,2_O,

. —24+m2 L
assim, temos que R “* ¢ & limitado. Portanto, para algum C >0, temos:

1
Ir = CJp. (4.52)
1 1
Por construgéo, Jg < Ig, assim, Iz < CJg < CI2, isto é, Ig < CP'. Portanto, Ig €
limitado e, consequentemente, temos:

/ lu(t,x)|Pdxdt=lim Ig (4.53)
G R

—+00
é finito, ou seja, ue LP(G).
Finalizando o caso n= 3, perceba que, se R — +oo, entao, Jg — 0, pois

med(G\[0, R®] x BR) — 0,

quando R — +oo. E, por consequéncia, Igr — 0, quando R — +oco. Disto, concluimos que
u(t,x)=0 em G =[0,+00) x Q, contradizendo a Proposi¢cédo 3.1. Portanto, se n=3, o
Problema (4.1) ndo possui solugéo global.

Agora, considere n=2. Neste caso, faremos uma mudanca genuina na funcao
teste utilizada anteriormente. Aqui, considere que a fung¢ao teste adequada para a
conclusao do resultado é dada por:

#R()=K(Nw (R7'r), K(r)=(logr-logp), (4.54)

no qual r =|x|.

Semelhante ao realizado anteriormente, vamos verificar algumas propriedades
que ¢p satisfaz. Primeiramente, veja: wg}aﬂ =0, isto ocorre, pois, como no caso n= 3,
X € 0Q, implica que |x| = p, fazendo com que K(|x|) =0. Por outro lado, se p <|x| <R,

por (4.14), temos:
K'(1x)).
x|

Apg(x)=K"(Ix]) + (4.55)
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Como, K(|x|) =log|x|—logp, segue que:

K(x)= e K'(x))=——

—. 4.56
x| X2 (4.6)

Entao,
A(pR(X)=—1—+L =0. (4.57)

|2 |x[?
Temos também que, se |x| = 2R, entdo, R~ '|x| =2 e, assim, w(R~1|x|) = 0. Desta forma,
¢Rr(x)=0.
Além disso, como em (4.18), se |x| = R, segue que:

K'(1x])

K" (|x|) +
(Ix1) ™

A R()| < {

(IXI)R_1
x|

+ ‘K(|x|)R‘2H f(FF1 |x|) .

+|2K'(|IX)R™ (4.58)

Para dar continuidade a estimativa acima, faremos alguns calculos individualmente e

usaremos (4.56). Veja:
K'(1x1)
|X]

'K”(|x|) + =0 (4.59)

1
‘2K’(|x|)R‘1 K(x))R~ H 2 log|x| logp

= +
x| Rix| ~ Rlx|  Alx|

loglxll 1
SC{ Rixl A’

e, por fim,
log|x|-logp | _ ,[log|X]|
R2 RZ ’

para alguma contante C >0, R suficientemente grande e |x| = R.

< (4.61)

K(Ix)A?| =

Assim, substituindo (4.59), (4.60) e (4.61) em (4.58), segue que:

x| log|x|[ 1 [log|x]|
Rlx| R|x| R2

)
> [|log|2x|| . . |10,§|2X||}
)
)

Jq

|App(X)| <

2(1+2|1og(2R)|) (4.62)

para R suficientemente grande, tal que R < |x| < 2R.
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Como em (4.39),

1
4

.y ( | (ot x))P’(wR(x)wRu»fdxdt) . (4.63)

Como visto em (4.42), se p <|x| < R, entao,

o=

Dg(t,x) < C(R™*+R2)|lpr(X)(wR(1)>. (4.64)

E, pr(x) = K(|x|). Analogamente ao caso n=3, se K(|x|) <1, |pr(x)| < |(pR(X)|Il’. Assim,
para R suficientemente grande, |pgr(x)| < logFm’|(p/:,v(X)|%. Por outro lado, se K(|x|) =1,
se verifica que:

lor()| = K(XDIly (R~ |x])

< C1 (|log|x||+|logp|) F(A|x]) (4.65)
< Clog Rlpa(x)?.

Logo, se p <|x| < R, obtemos:

TI=

Dp(t,x) < C(R™*+R2)log R(pg(X)yw R(1))?. (4.66)
Agora, para R < |x| < 2R, temos:
log R—logp <log|x|—logp <log(2R)—logp. (4.67)

Para R> 1, 1 <log R—logp. Assim, em vista de (4.67), temos que 1 < K(|x|), isto

indica que < 1. Por um raciocinio semelhante, (4.43) é verificada.

P
E, por (4.43) e (4.62), temos:

o=

|A@g(x)| < CR2logRlpg(X)|P. (4.68)
Usando (4.43) e o fato de:
K(|x|) <log(2R)—logp < CologR,
obtemos:
L L y : 4.69
ler()|=1K(IXDIlw(R™|x])| = C2log Rf(R™"|x]) < C1log Rlpg(x)|P. (4.69)
Assim, por (4.41), (4.68) e (4.69) temos que:
Dp(t,x) = C(R™ + R2)log R(@p(x)vA(1)?. (4.70)

Finalmente, se |x| = 2R, entdo, R~ 1|x| = 2. Assim, w(R'|x|) =0, o que implica
em ¢R(x)=Appgr(x)=0. Desta forma, Dg(t,x)=0 e isto também assegura a desigual-
dade (4.70).
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Logo usando o mesmo raciocinio empregado entre (4.48) e (4.49), podemos
obter:

1 0,4
Ig=< CJER "7 log(R). (4.71)
Consequentemente, temos:
/ lu(t, x)|Pdxdt = hm Ir=0. (4.72)
R—+00

Isto, novamente, implica que u(t,x) =0, V(t,x) e G=[0,+o0) x Q. O que contradiz
a Proposicéao 3.1.
Portanto, se n=2, o Problema (4.1), ndo possui solugao global. O

Note que temos a presenca do termo log R em (4.71), sendo assim, nao pode-
mos incluir o valor critico p=2 no enunciado, pois se assim fosse, /g — +oo, quando
R — +oo0.

Agora, apresentaremos nosso ultimo resultado, o que finaliza esta dissertagao.
No entanto, preliminarmente, identificaremos por L%1(Q) o seguinte conjunto:

121(Q) = {fe 12(Q) \ |x|fe LZ(Q)}. (4.73)

Teorema 4.3. Seja n= 3. Suponha que a condigéo inicial uy € L1(Q) n H} () em (4.1)
seja tal que ug(x) = 0, para qualquer x € Q. Além disso, assuma que existe uma cons-
tante € >0 de modo que o dado inicial uy € L21(Q) em (4.1) satisfaga:

ur(x) z elx"""2log(1 +|x))) vxeq.

, 4 - . . .
Assim, se1<p<1+ L entdo, ndo existe solugao global para o Problema (4.1), isto
é, Tm < +0Q.

Demonstragdo. Seja R>2p. Defina ¢ g como (4.9). Dai, para qualquer x € Q, com:
2p<|x| <R, (4.74)
temos que ¢pR(x), satisfaz:
oR(X) = K(X)y(R'1x]) = K(1x]) = 0> "= |x17" = c(p, ), (4.75)

no qual c(p, n) := p?~"—(2p)>"
Pela hipétese, para todo x € Q, temos:

by (x) = x| 7172 (log(1 + |x|)) ! (4.76)
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Assim,
[ urbatadeze [ X og(1+ ) patads
> clpune [, 1™ H(log(1+1x0) " ox
B<|x|=R 4.77)
> c(p, N)e / R~1=3 (log(1 + R))~" dx '
B<|x|=R
> c(p, eR "2 (log(1+R))™ / 1ax.
Reix|<R
Note que:
/ 1dx=C{R", (4.78)
B<|x|=R
no qual Cq >0.
Concluimos assim que:
/ Uy (X)@R(x)dx = CeR2™ (log(1+R)) ™", (4.79)
Q
com C>0. Logo,
- / ut (X)pp(x)dx =—CeRz " (log(1 + R)) ", (4.80)
Q

com C>0.
Pela demonstragéo do Teorema 4.2, mais precisamente, no caso n= 3, sabemos

que:
/G u(t,X) (2RO RN -0y A(D) + Ap ()W A(1)) dxdt
+ / u(t, x) (Ap g(x)dsw g(t)) dxat (4.81)
G
<G IR
com Cq >0.

Utilizando (4.80) e (4.81), em (4.30), obtemos:

m2 1 n
ln=CiR 2 18— CeRE(log(1+R) ™, (4.82)
para qualquer R suficientemente grande, tal que R >4p.
Por outro lado, perceba que, a partir da desigualdade de Young, temos:
C R_2+%F/% < C1p, R—2p’+n+2 1 / 4 83
1 R= o tolR: (4.83)

Entao, temos:

c’ .
Ig (1 —2—)) < 71,5*@ tM2_CeRz(log(1+R)) ™. (4.84)
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E, uma vez que p e p’ sdo conjugados, temos que:

(1-)-1,
p) p

Portanto,

Ig < CoR2P*™2_Cp'eR2 " (log(1 + R)) .

. 4
Pela hipotese, temos que p< 1+ L Desta forma,

n+6 1 n+2

<n+2=‘p>n+6

1 1 n+2 1
p P 6" p
1>nL2+l
n+6 p
Lyt n+2
P n+6
1 n+21
_E>m_
- 1 _n+2-n-6_ -4
o n+6 n+6
,  (n+6)
= Py
, n
=—-2p <—§—3.
Assim,
—2p’+n+2<—'2—7—3+n+2='2—7—1.
Logo,

—2p’+n+2<g—1.

Considere a > 0 suficientemente pequeno, de modo que:

n_ _(_ /
0<a<<§ 1) (~2p +n+2).
Agora, seja C>0 tal que log(1+ R) < CR®. Portanto, temos:
—log(1+R)]"' =—CR©,

no qual C>0.
Assim, temos:

Ig< CyR2P+M2_cp'eRe1CR™@
< C1 R—2p’+n+2 _ C2 Rg—'l —a.

(4.85)

(4.86)

(4.87)

(4.88)

(4.89)

(4.90)

(4.91)

Como ﬁ_1 —a>-2p'+n+2, a segunda parcela domina a primeira quando R — +oo. Dai,
Ir <0, para R suficientemente grande. Sendo assim, segue que a desigualdade (4.85) €
falsa. Portanto, Tm < +o0o na Proposicéo 3.1, concluindo assim esta demonstracdo. [
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APENDICE A - DEMONSTRACAO DE LEMA AUXILIAR

Este apéndice apresenta um resultado a fim de justificar uma desigualdade
utilizada no Capitulo 3 da presente dissertacao.

Lema A.1. Sejan=2e2<p<+ooo0un=3,4,5¢e1 +$ <ps< % Suponha que as
condigoes iniciais [ug, uq] € Ha (Q) x LZ(Q) satisfacam

72 = 16012 + 1€ P Avug 2 + el g2 < 1.

Além disso, assuma que M(t) € C([0, Tm)) seja uma fungdo ndo-negativa e

M(t) < C.9 + M(8) % + M(1)P,
onde C>0. Se .#, for suficientemente pequeno, entdo, M(t) < C.#y, Vte[0, Tm).
Demonstracdo. Seja F :[0,+o00) — R. Defina:

p+1

F(M)=Cs+M=2 + MP-M,

entdo, F é continua e

F'(M)=%/\/l"?+plwH 1,

Seja a= — > 0, pois p>1. Assim,
F'(M) = (a+1)M?+(2a+1)M?3—1.
Para encontrar os pontos criticos de F devemos resolver a equagao:
(a+1)M23+(2a+1)M?2—-1 =0.
Seja x = M@, entao,

(2a+1)x%+(a+1)x—1=0. (A.1)

Desta forma,

_—(a+1)£+/(a+1)2+4(2a+1)
B 2(2a+1) '

Assim, (A.1) possui duas raizes reais e distintas, sendo uma positiva e outra
negativa. Denotaremos por X a raiz positiva. Note que (A.1) possui concavidade voltada
para cima:
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Y

Ly

&)
K

Desta forma, para x € [0,x) temos que F'(M) <0 e se x € (X,+00), entdo, F'(M) >
0, o que mostra que x=M? & um ponto de minimo. Vamos denotar tal ponto por M.
Como F(0)=C¥#, >0, o grafico de F é da forma:

AF(M)

CL

J“\"[g ]\,_f[

\

%

Considere F, (M) = F(M)— (cyo—%) = Ch o M% s MP-M.

AE(M)

CI,

A.f'[g M

Desta forma, para v suficientemente grande, concluimos que
Fv(Mp) <0.
Em outras palavras, para ¢ suficientemente pequeno, temos que

F(Mp) <0,
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desde que O0< ¥ <e.

Agora, note que M(t) é continua e por definicao M(t) = 0. Ademais, temos que
F(M(t)) =0, para todo te [0, Tm).

Portanto, se 0 < %, < ¢, pela continuidade de M(t) existem duas possibilidades:

M(t)< My, paratodo tel0,Tm);
M(t)>My, paratodo te[0,Tm).

Para M(0) = C.% < My, ou seja, para .9y < min {s, %} a primeira possibilidade
ocorre. [
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