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Resumo

Nesse trabalho descrevemos um método de construcdo de atratores exponenciais para semigru-
pos, usando como base o conceito de semigrupos k-dissipativos definidos em [22]. Aplicamos
os resultados abstratos desenvolvidos para mostrar a existéncia de um atrator exponencial para
uma equacao da onda semilinear amortecida.

Palavras-chave: atratores exponenciais, semigrupos x-dissipativos, dimensao fractal, atrato-
res globais, dimensdo de Hausdorff.






Abstract

In this work we describe a method for the construction of exponencial attractors for semigroups,
using as basis the concept of k-dissipative semigroups defined in [22]. We apply the abstract
developed results to show the existence of an exponential attractor to a damped semilinear

wave equation.

Keywords: exponential attractors, x-dissipative semigroups, fractal dimension, global attrac-
tors, Hausdorff dimension.
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Introducao

O atrator global é o objeto de maior importancia no estudo da dindmica assintdtica de um
semigrupo T, é extensivamente estudado na literatura (veja, por exemplo, [15, 21]), porém
tem suas limitagdes. A principal delas é que n3o ha, em geral, informagbes quantitativas sobre
a taxa de atragdo dos conjuntos limitados para o atrator.

Com esse problema da taxa de atracdo em mente, surgiram as variedades inerciais,
apresentadas por Foias, Sell and Temam em 1988 através do trabalho [12]. O conjunto M é
uma variedade inercial do semigrupo 7', que possui um atrator global A, se é uma variedade
Lipschitz de dimens&o finita que contém A, é positivamente invariante (isto é, T'(t)M C M
para todo t > 0) e atrai exponencialmente os subconjuntos limitados de X . A construcdo de tal
variedade se baseia em condicdes dificeis de serem verificadas, apesar de ja estar estabelecida
para uma grande quantidade de equagdes em dimensdo 1 e 2 (¢ um problema em aberto para
as equagoes de Navier-Stokes em dimens3do 2, e para as equacdes amortecidas de Sine-Gordon
sua inexisténcia foi provada em [18]).

Tendo em vista a dificuldade de se obter variedades inerciais, Eden et. al. [10] em 1994
definiram o conceito de atrator exponencial, que é um conjunto compacto, positivamente
invariante que atrai exponencialmente os subconjuntos limitados de X, e possuem dimensio
fractal finita (veja a Segdo 1.3 para o conceito de dimens3o fractal). Quando tal atrator
exponencial existe, existe também o atrator global para o semigrupo, e esse atrator global
estd contido no atrator exponencial e possui dimens3o fractal finita (veja a Proposi¢do 2.2).
Na literatura, muitos trabalhos sugerem que a grande maioria dos semigrupos que possuem
atrator global com dimens3o fractal finita também possuem um atrator exponencial (mas
veremos aqui que um resultado abstrato nesse sentido precisa de hipdteses adicionais sobre o
semigrupo em questdo). A hipétese da finitude da dimens3o fractal é fruto do Teorema 1.20,
que garante que nessa situacdo podemos projetar injetivamente tal conjunto num espaco de
dimensao finita, o que mostra que o semigrupo, quando restrito ao atrator, define um sistema
dindmico finito dimensional.

Assim, esse trabalho estda focado no problema de exibir um método de construcao
de atratores exponenciais para semigrupos (discretos) e usar esse método, juntamente com o
conceito de semigrupos k-dissipativos (introduzido em [22]), para obter um atrator exponencial

para a equacao da onda semilinear amortecida, dada por

ug(z,t) + w(z,t) — Aulz, t) + f(u(z,t) = g(z), v €Q, t >0,
u(x,0) = ug(x) , w(z,0) = ui(x), x € Q
u(x,t)=0,2€00,t>0,

onde Q C R? é um dominio (aberto e conexo) limitado com fronteira 92 suave. Para isso,

dividimos essa tarefa em trés partes:
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Capitulo 1. Preliminares‘

Aqui definimos formalmente o conceito de semigrupos e atratores globais num espaco
métrico, apresentando (sem demonstracdo) o principal resultado de caracterizagdo de semi-
grupos que possem um atrator global. Definimos e apresentamos também os conceitos de di-
mensdo de Hausdorff e dimens3o fractal, juntamente com resultados (com provas) necessarios
para o restante do trabalho, além do Teorema 1.20 e do Coroldrio 1.21, que sdo as principais
motivacOes para o estudo de conjuntos compactos com dimensao fractal finita. Esse capitulo,
diferentemente dos demais, ndo entra em detalhes das teorias apresentadas, funcionando ape-
nas como uma base de definicGes e notacOes que serdo utilizadas no restante do texto. Por
esse motivo, escolhemos apresentad-lo de uma maneira bastante concisa, com o Teorema 1.20

(junto com a teoria necessaria para obté-lo) sendo a dnica exceg3o.

’Capl'tulo 2. Atratores exponenciais‘

Comecamos esse capitulo definindo o conceito de atrator exponencial e relacionamos
a sua existéncia com a existéncia do atrator global com dimensao fractal finita, através da
Proposicdo 2.2. Com isso, apresentamos o conceito de semigrupo discreto e relacionamos a
existéncia de atratores exponenciais de semigrupos discretos e semigrupos continuos. Para
obter a finitude da dimensao fractal do atrator global de um semigrupo discreto, obtemos uma
estimativa para essa dimensdo na Secdo 2.2. O tépico principal desse capitulo é a Secdo 2.3,
baseada em [23], na qual apresentamos um método de constru¢do de atratores exponenciais

para semigrupos discretos, sob certas hipoteses.

Capitulo 3. Semigrupos k-dissipativos

Baseados em [22], apresentamos o conceito de semigrupos x-dissipativos, como isso se
relaciona com a existéncia de atrator global, e condi¢Ges suficientes para obtermos semigrupos
k~dissipativos. Como passo intermedidrio entre os atratores globais e os atratores exponenciais,
obtemos um método de construcao de conjuntos compactos, positivamente invariantes e com
taxa de atragdo exponencial, porém ndo necessariamente com dimensdo fractal finita (veja
Subsecdo 3.2.3). Existem exemplos (veja o Exemplo 3.14) nos quais tal constru¢do gera um
conjunto com dimens3o fractal infinita, mas sob certas condi¢des (dadas no Lema 3.15, e
vélidas para uma grande classe de problemas) é possivel mostrar a finitude da dimensdo de
Hausdorff (veja o Teorema 3.16). Adicionando uma condigdo de diferenciabilidade (um pouco
mais restritiva que as condi¢Bes do Lema 3.15) é possivel mostrar que tal construgdo gera um
atrator exponencial, desde que o atrator global tenha dimens3o fractal finita. Com todos esses
resultados, na Secdo 3.3 somos capazes de mostrar a existéncia de um atrator exponencial
para a equacao da onda semilinear amortecida apresentada previamente, o que conclui o nosso
trabalho.
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A fim de manter o trabalho limpo, apresentamos no Apéndice alguns resultados que
merecem estar descritos, mas que atrapalhariam a leitura do texto caso fossem apresentados
diretamente no trabalho. Damos principal énfase ao Teorema A.11, que é essencial para a
demonstracao do Teorema 1.20.

Esperamos que o trabalho descreva um caminho coeso para a construcdo de atratores
exponenciais de equacoes de evolucao, que desperte no leitor o mesmo interesse que despertou
em nds, e que possa ser usado como base para estudos futuros em outras equacdes, e possa

ser estendido para o caso nao-auténomo de processos de evolucao.
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1 Preliminares

1.1 Semigrupos e atratores globais

Nesse capitulo apresentamos brevemente as definicbes e os resultados basicos sobre
semigrupos em espacos métricos e atratores globais para tais semigrupos (para mais detalhes
veja, por exemplo, [15]). Para isso, consideramos (X, d) um espago métrico, que denotaremos
simplesmente por X quando n3o houver confusdo, e C'(X) o conjunto das fun¢des continuas
de X em X. Para um subconjunto A de X, A representa o fecho de A.

Um semigrupo em X é uma familia T'= {T'(t): t > 0} C C(X) satisfazendo:

(i) T(0)x = z para todo z € X
(i) T(t+s) =T(t)T(s) para todos t,s > 0;
(iii) a aplicagdo [0,00) X X > (t,z) — T'(t)xz € X é continua.
Para A, B C X nao-vazios, a semidistancia de Hausdorff entre A e B é dada por

dy(A, B) = sup ing d(z,y).

€A YE

Quando A = {a}, denotaremos d(a, B) = dy({a}, B), que é a distancia usual de um ponto
a um conjunto n3o-vazio. Note que, para A, B C X n3o-vazios, temos dy (A, B) = 0 se, e

somente se, A C B.

Observacao 1.1. Em raras ocasides, usaremos a distancia usual entre dois subconjuntos

A, B n3o-vazios de X, dada por

dist(A, B) = inf inf d(z,y).

a€AbeB

Dizemos também que A atrai B sob a acao de 7' se dado € > 0, existe t, > 0 tal

que
dy(T(t)B, A) < € para todo t > t,
isto €, se
tlim duy(T(t)B,A) = 0. (1.1)
— 00

Nés podemos dizer também que A T'-atrai 3, ou simplesmente que A atrai 3, quando ndo
houver confusao com respeito ao semigrupo 7. Uma nocdo relacionada a atracdo é a nocao

de absorcao. Dizemos que A absorve B sob a acao de 7', se existe to > 0 tal que
T(t)B C A para todo t > t.

Também dizemos que A T-absorve B, ou simplesmente que A absorve 3, quando n3o

houver confusdo com respeito ao semigrupo 7.
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Observacao 1.2. Veja que se A absorve B entdo A atrai B, mas o contrario nem sempre
é verdade, como por exemplo A = {0}, B = [-1,1] e T(t)x = ze ' para z € X = R.
De todo modo, se A atrai B, entdo para qualquer r > 0, a r-vizinhanca de A, dada por
O,(A) ={z € X:d(xz,A) <r}, absorve B.

Além da definicao de atracdo, para chegarmos a definicao de um atrator global para
um semigrupo, é fundamental a no¢do de invaridncia. Dizemos que um conjunto n3o-vazio A

é positivamente invariante/negativamente invariante/invariante por 7 se
Tt)ACA | TH)ADA | T(t)A= A paratodot > 0.

Com isto, somos capazes de introduzir a nogcao de atrator global para um semigrupo.
Um conjunto A de X é um atrator global de um semigrupo 7" se A é compacto, invariante
por T e A atrai todos os subconjuntos limitados de X, isto é, se B C X ¢é limitado entdo

lim dy (T(t)B, A) = 0.

t—o00

Observacao 1.3. Segue diretamente da definicdo que um atrator global para um semigrupo
T, quando existe, é tnico. De fato, se Ay, A, sdo atratores globais, A, atrai A; (pois A; é

compacto e, portanto, limitado). Mas A; € invariante, e isso nos da
di( Ay, As) = dy (T(H) A1, As) =3 0.

Assim d (A1, As) = 0 e entdo A, = A; C Ay C As. Trocando A, por A;, obtemos a outra
inclusdo e, portanto, a igualdade.

Uma solucao global de T é uma fung¢do £: R — X que satisfaz T'(¢)&(s) = £(t + s)
para todos t > 0 e s € R. Se além disso o conjunto £(R) é limitado em X, diremos que &
é uma solucao global limitada de T'. A seguinte caracteriza¢do do atrator global A de um
semigrupo T, quando ele existe, nos da uma ideia de quao importante é esse objeto do ponto

de vista pratico:
A ={£(0): £ é uma solucdo global limitada de T'}. (1.2)

Tal caracterizacdo nos mostra que o atrator global A n3o sé é o conjunto sobre o qual
todas as solu¢cdes do semigrupo 7' se acumulam quando ¢ — oo, mas também é formado
somente pelos pontos sobre os quais passa uma solucdo global limitada de T". Desta forma, o
estudo de atratores globais para semigrupos é fundamental para o entendimento ndo somente
do comportamento assintético (quando ¢ — o), mas também para a compreensdo de todas
as solucdes limitadas de um dado problema.

No que diz respeito a existéncia de atratores globais, o seguinte resultado é canonico,

e sua demonstracdo pode ser encontrada em, por exemplo, [15].

Teorema 1.4 (Caracterizagdo de semigrupos que possuem atrator global). Um semigrupo T

num espaco métrico X possui um atrator global A se, e somente se,
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(a) existe um subconjunto limitado By de X que absorve todos os limitados de X, isto €,
dado B C X limitado, existe ty = to(B) > 0 tal que T'(t)B C By para todo t > t,;

(b) T € assintoticamente compacto, isto é, para todas sequénciast,, — oo e {x, }nen+ C

X limitada, {T(t,)xy, }nen+ possui subsequéncia convergente.

Nesse caso, o atrator global A €é dado por
A=w(By) ={y € X: existemt, — 00 e {x,}nen- C By com T (t,,)x, — y}.

Observacado 1.5. Para B C X n3o-vazio, o conjunto w(B) é chamado de w-limite de 5.

N3ao é dificil ver que para cada B C X temos

w(B)=JT®t)B.

s=>0t>s
1.2 Dimensao de Hausdorff

Apresentamos agora os conceitos bdsicos de dimensao de Hausdorff, seguindo os livros do
Falconer [11] e Folland [13]. Para X um conjunto qualquer, o conjunto das partes de X serd
denotado por 2%. Lembremos que uma fungdo u*: 2% — [0, 0] é uma medida exterior se

satisfaz
(i) p(2)=0;
(i) p*(A) < p*(B) sempre que A C B;
(iii) ,u*< 'ool Aj> < iu*(Aj), para qualquer sequéncia {4;}jen+ C 2.
i= i=
Um conjunto £ C X é dito ;/*-mensuravel se para todo A C X
p(E) = p (ENA) +p" (BN A%).

De agora em diante, a menos que especificado o contrdtrio (X, d) serd um espaco
métrico. Para A C X ndo-vazio, o diametro de A é definido por

diam(A) = sup d(ay,as).

a1,a2€A

Dados @ > 0 e d > 0, para cada A C X, definimos

o0

/L((Sa)(A) = inf {Z(diam(Bi))o‘: AcC G B;, diam(B;) < (5} :

=1

com a convencdo de que inf(&) = oo. Como ,u((;a)(A) cresce quando ¢ decresce, podemos

definir
p@(A) = lim i (A) = sup ) (A).

§—0t §5>0
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Observacao 1.6. Podemos considerar, na definicdo de ,uga)(A), que A seja coberto por
conjuntos abertos. Isso muda um pouco o valor de uf;a)(A) para cada 6 > 0, mas ndo altera
o valor de (¥ (A) (veja [7]).

Proposicao 1.7.
(@) Paracadaa>0ed >0, ,uga) € uma medida exterior.
(b) Para cada a > 0, '™ é uma medida exterior.

() Para o/ > a > 0, se pl®(A) < oo entdo ul®)(A) = 0, e se u®)(A) > 0 entdo
p(A) = co.

Demonstracdo. (a) Fixemos o > 0 e § > 0. Note que 1\ (@) = 0 e x{(4) < 1(B)
sempre que A C B.
Consideremos agora uma sequéncia {A;}jen+ C 2%. Fixado € > 0, da definicdo de

/Lga)(A), para cada j € N*, existe uma sequéncia {B/};en- com

A; C UB diam(B/) < 6 para todo i € N* e Z(diam(Bf))a < pf(A)) +27 76
i=1
Deste modo U A C U Bl e
7=1 2,7=1
(UA) ZdlamB] Z,ua
1,j=1 7j=1

Como ¢ > 0 é arbitrario, obtemos

e (UAj) <3 Uy,
j=1 j=1

o que conclui a demonstra¢do do item (a).
(b) Segue diretamente da definicio de ;'™ que p(® (@) = 0 e que ¥ (A) < u*(B)
sempre que A C B. Se {A;}jen C 2% e § > 0, do item (a) segue que

i (U A) < 04y <D0 u(4)
j=1 j=1 j=1
€ portanto
W (J4) < Eaa
j=1 j=1

o que conclui a demonstra¢do do item (b).

(c) E suficiente provar a primeira afirmacao, pois segunda é sua contrapositiva. Assuma
assim ;¥ (A) < oco. Para cada § > 0 existe {B;}jen- com A C |J B;, diam(B;) < § para

j=1
todo 7 € N*, e

Z (diam(B;))* < p@(A) + 1.
7j=1
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Assim
ps (A) < (diam(B))) ™) < 627y (diam(B;))* < 6 (A) + 1,
j=1 j=1
e, como o’ > a, 6% [l (A) + 1] 229 0 e, portanto, pe(A) = 0. O

Dado A C X, a dimensao de Hausdorff de A é definida por
dimy(A) = inf{a > 0: u(A) = 0} = sup{a > 0: u¥(A4) = co}.

Observacao 1.8. Dizemos que um espaco topoldgico K tem dimensdo finita se existe um
inteiro n tal que, para toda a cobertura aberta I/ de K, existe uma cobertura aberta U/’ de
K refinando U com a propriedade de que cada ponto de K pertence a no maximo n + 1
subconjuntos de U’. Neste caso, a dimensao topolégica dim(K) de K é o menor n com

essa propriedade. Sabemos, vide Kahane [14] por exemplo, que
dim(K) < dimpy(K).

Proposicdo 1.9. Se {A,},en C X e A= |J A, entdo

n=1

dimg(A) = sup dimg(A,).

neN*

Demonstracdo. Como A, C A para cada n € N*, segue diretamente que dimy(4,) <

dimg(A) para todo n € N* e portanto sup dimy(A,) < dimgy(A). Para a reciproca, seja

neN*
a > sup dimg(A,). Temos
neN*
p) = (U An) < S uA0) =0,
n=1 n=1
e portanto dimy(A) < a. Como a > sup dimy(A,,) é arbitrario, segue o resultado. O

neN*

A dimens3o de Hausdorff tem um comportamento interessante quando associada a

funcoes Lipschitz continuas, que serd dada no seguinte resultado:
Proposicao 1.10. Sejam X, Y espacos métricos.

(@) Para cada o > 0, se f: X — Y € uma funcdo Lipschitz continua com constante de
Lipschitz L > 0 e A C X entdo p¥)(f(A)) < Lou™(A).

(b) Se f: X — Y uma fungdo Lipschitz continua entdo dimpy(f(A)) < dimgy(A) para
todo A C X.
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Demonstracdo. (a) A demonstracio desse item é trivial caso tenhamos L = 0 ou se u(®)(A) =
00. Assumimos entdo que L > 0, que ,u(o‘)(A) < 00, e fixemos € > 0. Para cada § > 0, existe
{Bj}jen- C 2% tal que A C U2, Bj, diam(B;) < % para todo j € N* e

[e.9]

D (diamn(B;))" < pryjy () +e < pl(A) +e.

j=1

Definimos D; = f(B;) para cada j € N*. Agora:

e como A C |J Bj, temos f(A) C | Dy;

Jj=1 J=1

e se 11,19 € D;, entdo z; = f(y;) onde y; € B; para i = 1,2. Assim

d(w1,22) = d(f(y1), [ (42)) < Ld(y1,y2) < Ldiam(B;)
e, portanto, diam(D;) < Ldiam(B;) < 6.

Assim
Z (diam(D;))* < L Z (diam(B;))* < L*u'“(A) + L.
Jj=1 j=1

Fazendo § — 0% obtemos (™ (f(A)) < Lou'®(A) 4+ L. Como ¢ > 0 é arbitrério, con-
cluimos o resultado.

(b) Pelo item (a), se (¥ (A) = 0 entdo (¥ (f(A)) = 0. Assim, pela definicio de
dimens3o de Hausdorff, temos dimy (f(A)) < dimg(A). O

1.3 Dimensao Fractal

Agora, vamos introduzir o conceito de dimensdo fractal, que nos permitird projetar o atrator
de maneira injetiva em um espaco vetorial de dimens3o finita (veja o Corolario 1.21).

No que segue, K é um subconjunto compacto de um espago métrico (X, d). Defina
N(r, K) = nimero minimo de bolas de raio r necessério para cobrir K.

A dimensao fractal de K é dada por

‘ In N(r, K)
c(K) = limsup ———=,
() = timsup =3 073

onde In denota o logaritmo natural.

Observacao 1.11. Veja que, da defini¢do de ¢(K), dado € > 0 existe § > 0 tal que

1\ c(K)+e
> para todo 0 < r < 4.

N(r K) < <;
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Para cada a > 0 e r > 0, existem By,---, By, k) bolas de raio r que cobrem K.
Assim (
N(r,K)
1\ c(K)+e—a
d Af,}(Qa“<2“<—> .
ol zm e < (2

Tomando a = ¢(K') + 1, onde 0 < € < 7 temos

« ]' e
p ) <2 (D)

r

Fazendo 7 — 0% obtemos p(“F)*"(K) = 0 para cada > ¢ > 0. Da arbitrariedade de
n > € > 0, obtemos p“M))(K) = 0 e, da definicio de dimens3o de Hausdorff, obtemos

dimg (K) < ¢(K).
E possivel que ¢(K) e dimy (K) sejam diferentes (vide Maiié [17], por exemplo).

Exemplo 1.12. Note que se a,b € R com a < b, temos ¢([a, b]) = 1, pois para cada r > 0,

temos b b
<N ab) < 2

T T

+ 1.
Assim, obtemos facilmente que dimpg([a,b]) < 1. Da Observagdo 1.8, como dim([a, b]) =
obtemos dimy([a,b]) = 1

Claramente, como In(a + b) < Ina + Inb para a,b > 1 nimeros inteiros, temos

(K1 U Ks) < ¢(Kq) + o(Ky).

Proposicao 1.13. Se (X, d), (Y, p) sdo espacos métricos, K C X é compactoe f: K — Y
é Lipschitz continua, entdo c(f(K)) < ¢(K).

Demonstracdo. N3o ha nada a provar se ¢(K') = 0o, e assim supomos ¢(K) < co. Denotamos
por L. > 0 a constante de Lipschitz de f. Note que se

N(r/L,K)
K C U BX(x;),

comz; € Kparai=1,...,N(r/L,K), entdo

N(r,K)

f)yc |J BY (f(@),

i=1

ou seja N(r, f(K)) < N(r/L,K), o que nos da

00 = o T < 2 <



24 Capitulo 1. Preliminares

Num espago vetorial normado (X, | - ||x), dados » > 0 e 2 € X denotaremos a bola
aberta em X de centro z e raio r por

B(x) ={y € X: [ly —zllx <7}
Além disso, dados A, B C X, denotaremos a soma de A e 3 por

A+B={x+y:x € Aeyc B}.
Denotaremos também —A={—x:x € A} e A— B:= A+ (—B).
Observacao 1.14. Notemos que se x1,12 € X e r > 0 entdo

B,(x) + B.(y) C Ba(z +vy).
De fato se z € B,(z) e w € B,(y) entdo
lz+w = (z+y)llx <llz—2zlx + lw—yllx <2,

isto é, z+w € By (x + ).

Proposicao 1.15. Sejam (X, | - ||x) um espago vetorial normado e K, K, subconjuntos
compactos de X . Entdo
C(K1 + Kz) < C(Kl) + C(KQ).

. . N(r,K;) .
Demonstracdo. Dado r > 0, existem 1i,..., Ty k) em K; tais que K; € |J B.(z}) e
I’ T ]:1
consequentemente
N(r,K2) N(r,K1) N(r,K2) N(r,K1)
Ki+Kc | | BEh)+BEe)c | | Bul)+a)).
=1 =1 i=1  j=1

Portanto, N (r, K1)N (r, K3) bolas de raio 2r cobrem K+ K3, o que nos dd N (2r, K1+ K») <
N(r, K1)N(r, K3). Consequentemente

IHN(Z’/’, K +K2) ID[N(T, KI)N(Tv KQ)]

c(K1+ K3) = limsu < limsu
(K + 1) e T (2 B In(1/2r)
InN(r, K InN(r, K

o+ In(1/2r) o+ In(1/2r)

Notando que para i = 1,2 temos

In N(r, K;) ) InN(r, K;) In(1/7)

limsup ————= = limsu . = ¢(K;),
B YT R ST 7 R PGV TS R
uma vez que lim 28" — 1) o resultado segue. O

0t In(1/2r)

Corolario 1.16. Sejam (X, ||-||x) um espaco vetorial normado e K um subconjunto compacto
de X. Entdo ¢(K — K) < 2¢(K).
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Demonstragcdo. A prova segue diretamente da Proposi¢do 1.15, ja que ¢(—K) = ¢(K). O

Agora mostraremos que conjuntos compactos que tém dimens3o fractal finita podem
ser projetados, de maneira injetiva, num espaco vetorial de dimensao finita. Isso indica que
podemos pensar os atratores de semigrupos como objetos de dimensao finita, mesmo quando o
semigrupo estd num espaco de Banach de dimensdo infinita. Para tanto, vamos provar alguns
resultados técnicos de andlise funcional, com o propdsito de mostrarmos alguns resultados
sobre dimensionalidade finita de conjuntos compactos invariantes para certas aplicagoes nao-
lineares.

Seja (X, || - ||x) um espago de Banach. Denotaremos por £(X) o conjunto dos ope-
radores lineares continuos de X em X. Dado Y um subespaco de dimensdo finita de X,
denotaremos por P(X,Y’) o subconjunto de £(X') consistindo das proje¢des com imagem Y,
isto é, das aplicagdes P € L(X) tais que P> = P e P(X) =Y. No que segue, a menos que
dito o contrario, (X, || - ||x) é um espaco de Banach e Y um subespaco de dimens3o finita de
X.

Lema 1.17. Dados K um subconjunto compacto de X e r > ( entdo o conjunto
A ={v—w:vwe Kelv—w|x >r}
€ um subconjunto compacto de X.

Demonstragcdo. Notemos primeiramente que, como a aplicagdo X x X > (z,y) —mx—y € X
é continua, o conjunto K — K é compacto. Como A, C K — K, para mostrar que A, é
compacto, basta mostrar que A, é fechado.
Para tanto, considere vg, wy € K e |||ux — wg||x = r para todo k € N*, com y;, :=
k . .
v — wp —— y € X. Usando a compacidade de K, podemos assumir que, passando a
A _» ;- k—o00 k—o0
subsequéncia se necessario, que vy, —— v € K e wy, —— w € K. Portantoy =v —w e

|lv — w||x = r, o que mostra que y € A, r prova que A, é fechado. ]

Lema 1.18. Para K um subconjunto compacto de K e r > 0, defina
P, ={P € P(X,Y): diam(P ' (y) N K) < r para todoy € Y}. (1.3)

Ent3o dada P € P(X,Y) temos P € P, se, e somente se, P~1(0) N A, = &. Além disso, P,

€ aberto em P(X,Y') na topologia uniforme de operadores.

Demonstracdo. Fixemos P € P(X,Y). Suponha P € P, e, por absurdo, que P~1(0) N A, #
@. Tome y; € P71(0) N A,. Assim Py; = 0 e existem v,w € K com |[v —w|x > r com
Y1 = v — w. Deste modo, 0 = Py; = Pz — Pw, e para y = Pv = Pw € Y temos

diam(P~(y) N K) > o — wllx >,

o que mostra que P ¢ P, e nos d4 uma contradigio.
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Por outro lado, se P71(0) N A, = @ paratodoy € Y e v,w € P~}(y) N K, temos
v—w € P71(0) (pois P(v —w) =y —y = 0) e, portanto, devemos ter v — w ¢ A,, isto
é, lv —wl|x <r. Como P'(y) N K é compacto, segue que diam(P~'(y) N K) < r, o que
completa a prova da primeira afirmacao.

Para provar que P, é aberto em P(X,Y’) na topologia uniforme de operadores, vamos
mostrar que seu complementar em P(X,Y") é fechado. Seja P(X,Y)\ P, 2 P, — P €
P(X,Y) na topologia uniforme. Para cada n € N*, como P, ¢ P, temos P, ' (0) N A, # &
e existe z,, € A, com P,z,, = 0. Logo, {, }nen+ C A, € como A, é compacto, x,, — x para

algum x € A, (a menos de subsequéncia). Além disso

”PQUHX = HPm_ PnINHX < ||Px_Pxn”X + prn - ann”X

n— o0

< Plleeolle = znllx + 1P = Pallecx)l2nlx — 0,
o que mostra que Px = 0. Assim z € P~1(0) N A,, e mostra que P ¢ P,. O

Para um espago vetorial normado (X, || - ||x) sobre um corpo K (onde K = R ou C)
denotaremos por X™* o seu dual topoldgico, isto é, o conjunto dos funcionais lineares continuos
de X em K.

Lema 1.19. Sejam X um espago de Banach, { A, }nen uma sequéncia de subconjuntos com-

pactos de X e A = |J A,. Entdo existe uma sequéncia {¢, }nen+ em X* tal que, se a € A
e ¢n(a) =0 para toc?gljz € N*, entdo a = 0.

Demonstracdo. Consideremos W como o fecho do subespaco gerado por A. Como A é uma
unido enumeravel de conjuntos compactos, ele é separavel. Consequentemente W é um espago
de Banach separavel. Consideremos a bola unitaria fechada centrada na origem em W*, de-
notada por E?*(O). Sabemos que E‘;V*(O) é compacto e metrizavel na topologia fraca*,
denotada por o(W* W) (veja os Teoremas A.10 e A.11). Portanto, existe uma sequéncia
densa {1y, }nen em (E‘IV*(O),U(W*,W)). Agora, se © € W e ¢, () = 0 para todo n € N,
segue que ¢(x) = 0 para todo ¢ € BV (0) o que implica que x = 0. Usando o Teorema de
Hahn-Banach, podemos estender cada 1, a um funcional ¢, € X*, nos dando a sequéncia

desejada. O

Com isso, apresentamos o principal resultado desta secdo, que nos mostra que certos
conjuntos podem ser projetados injetivamente num espac¢o vetorial de dimensao finita. Tal
resultado foi retirado de [17].

Teorema 1.20. Sejam X um espaco de Banach sobre K, K = |J K,, com K,, compacto
n=1

para cada n € N e tal que dimy(K — K) < co. Se Y € um subespago de dimensdo finita
de X com dimy(K — K)+ 1 < dimY, entdo o conjunto {P € P(X,Y): P|x € injetora} é
residual * em P(X,Y).

1

Um subconjunto X de um espago topoldgico é um conjunto residual se contém uma intersecdo enumeravel
de subconjuntos abertos e densos.
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Antes de demonstrarmos esse teorema, vejamos um coroldrio imediato:

Corolario 1.21. Sejam X um espagco de Banach sobre K, K = |J K,, com K,, compacto
n=1
para cada n € N e tal que ¢(K) < oo. Se Y € um subespaco de dimensio finita de X

com 2¢(K) + 1 < dimY’, entdo o conjunto {P € P(X,Y): P|k € injetora} € residual em
P(X,Y).

Demonstracdo. Segue diretamente do Teorema 1.20, usando a estimativa do Corolério 1.16.
O

Demonstragdo do Teorema 1.20. Para melhorar o entendimento, separamos a demonstracao
em quatro passos.
- n
Passo 1. Primeiramente vemos que, trocando K,, por K, = |J K, para cada n € N* se
=

J
necessario, podemos assumir que K,, C K, para cada n € N*.

Para cada n € N* e r > 0 definimos
Pnr=1{P € P(X,Y): diam(P'(y) N K,,) < r para todo y € Y}.
Usando o Lema 1.18 sabemos que P, é aberto em P(X,Y) e que
P, ={PeP(X,Y): P H0)NA,, =2},

onde A,, ={v—w:v,we K, elv—w|x=>r}

Passo 2. Notemos que o conjunto das proje¢des em P(X,Y') que sdo injetivas sobre K é
igual a (2, Ny—; P,,. 1. De fato, fixe P € P(X,Y’) com P|x injetiva e n,m € N*. Assuma,
por contradi¢do, que ]3711(0) NA, 1 # @. Entdo existe v,w € K, com ||[v — wl||x > -- com
v—w € P7Y0). Mas assim v # wme Pv = Pw, o que contraria a injetividade de P em K.
Portanto P € P, 1 para todos n, m € N*. Reciprocamente assuma que P ndo ¢ injetiva em
K. Assim, existemmx,y € K com x # y e Px = Py. Existe m € N* tal que || — y||x > %

Além disso, como K; C Kj; para todo j € N*, existe n € N* tal que z,y € K,,. Mas assim
r—y € P0)N A, 1, 0que nos dd uma contradi¢do e mostra que P € injetiva.

Passo 3. Considere o espago quociente Z = {z+Y:z € X}ondez+Y ={z+y:y€ Y}
Em Z, definimos a norma

lz +Yllz = inf Jlz+yllx.

Sabemos que (Z,|| - ||z) é um espago de Banach, e consideramos a aplicagdo quociente
Q: X — Z dada por Q(z) = x + Y para cada x € X. Note que

QU 0} = U {Qw: v e An QW2 > =},

e cada conjunto {Q(v): v € A, [|Q(v)]|z = L} é compacto. Podemos entdo usar o Lema
1.19 para obter uma sequéncia {; }ien+ em Z* tal que se 2+Y € Q(A,,,)\{0} e ¢;(z+Y) =0
para todo i € N*, entdfox +Y =0, isto é, x € Y.
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Para i, 7 € N*, defina

Anras = {2 € Auy: [6,QM))| > %}

Vejamos que

PHO)NA,, = UUP Ay

i=1j=1

De fato, suponha que z € P71(0) N A, e ¢;(Q(x)) = 0 para todo i € N. Se Q(z) =
entdo z € Y = P(X), o que nos 8 = = Pz = 0 e contradiz o fato de z € A,,, (uma vez que
0¢ A,,). Se Q(z) # {0} entdo Q(z) € Q(A,,) \ {0} e obtemos = € Y. Como no primeiro
caso, x € Y = P(X), o que nos dd x = Pz = 0 e chegamos a uma contradigdo. Portanto,
|6:(Q(x))] > 0 para algum ¢ € N* e, escolhendo j € N* tal que |¢;(Q(z))| > % mostramos
que x € A, ,; ;. Reciprocamente, como A,,,;; C A, , para todos 7,j € N*, a outra inclusdo
é trivial.

Por fim, definindo
ani,j = {P S P(X, Y) P_l(O) M An,r,i,j = @}’

vemos que

P r = ﬂ ﬂ Pn,r,i,j7

i€N jeN
pois P~1(0) N A,, = & se, e somente se, P~'(0) N A,,,;; = & para todos i,j € N. Além
disso, como A,,, é compacto (vide Lema 1.17) e A, ,,; C A, , para todos i,j € N, segue
facilmente que A,,,.; ; é compacto (basta ver que A,,,;; é fechado). Procedendo exatamente
como na demonstracdo do Lema 1.18 obtemos que P, ,;; é aberto. Portanto, a prova fica

reduzida a mostrar que para cada n,i,j € Ner >0, P,,,; é denso em P(X,Y).

Passo 4. Fixemos Py € P(X,Y) e defina 5: Y \ {0} — S ={y € Y: |yllx = 1} por
Bly) = e H . Entéo

B(Po(An, 1)\ {0}) = UB Po(Au, 1)) N [Y\ B, (0)]),
e, da Proposicado 1.9,

dimg (¢(Py(An,))) =Sll€1£dimH(¢(Po(An,) [Y\BL,(0)]))-

Note que a aplicagdo /3, quando restrita a Py(A4,,,) N [Y\Bm( )], é Lipschitz continua, uma
vez que para yi,Y2 € Y\ Bl/l( ) temos

18(y1) = By2)llx < 2|y — allx-

Consequentemente, pela Proposicdo 1.10, obtemos

dimgr (B(Po(Anr) N YV\BY,(0)])) < dimgr(Po(An,).
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Lembrando que Py também ¢é Lipschitz continua (pois € linear limitada), usando novamente
a Proposi¢do 1.10 juntamente com o fato de que A,,, C K,, — K,, C K — K e o Coroldrio
1.16, temos

dlmH(ﬂ(PO(An,r))) < dimH(PO(An,r)) < dimH(An,r) < dlmH(K - K)

Com isso, afirmamos que existe yo € S\ B(Fy(A,)). De fato, se este ndo é o caso,
entio S C B(Py(An,)) e dimY — 1 = dim(S) < dimg(S) < dimg(B(Py(An,))) <
dimpg (K — K) o que contradiz a nossa hipdtese (para a desiguldade dim(S) < dimg/(.5),
veja a Observagdo 1.8). Assim, dados ¢ > 0, i, j € N* definimos P. € L(X) por

P.x = Pyx +¢¢;(Q(x))yo  para todo z € X.

Claramente P.z € Y para todo « € X. Além disso, para cada y € Y/, como Q(y) = 0, temos
P.y = Pyy = y. Portanto P.(X) =Y, isto é P, € P(X,Y).
Agora, se z € P-1(0) N A,,;; temos P.(z) = 0, o que implica que

Pox = —6@(@(1’))3107

ex € A,,ij,0quenosddxeA,,ed(Q(x)) #0. Portanto,

o = —(e0i(Q(2))) " Po.

Como yy € S, yo = B(yo) e assim B(Pyx) = FPyx, o que nos dd |e¢;(Q(x))] = 1 e, por-
tanto, +yo = B(Pyx) € B(Po(Anyri;)). Consequentemente yo € S(Fy(A,,-)) contradizendo

a escolha de y, e mostrando que F. € P, ,; ;. Finalmente, como

0
|1P. — Pollex) < elléill 2 — 0,
temos P, ,.; ; denso em P(X,Y’), o que encerra a demonstra¢3o. O

NoTASs

Num espaco de Banach X, quando consideramos um semigrupo 7' com um atrator global
A, a dindmica assintética “interessante” de T' é totalmente definida por A, por meio da
caracterizacdo (1.2). Assim, estudar o comportamento de longo prazo do semigrupo T' é
estudar o atrator global A e sua estrutura interna. O atrator global é objeto constante de
estudo na literatura, como por exemplo em [15] e [21]. O termo “global attractor” gera um
resultado de mais de 2700 artigos no MathSciNet.

Quando A tem dimensdo fractal finita, é possivel projeta-lo num espaco de dimens3o fi-
nita, o que torna o estudo mais simples. Existem muitos artigos dedicados a encontrar condicoes
que garantam que a dimens3o fractal de atratores globais de certos semigrupos (ou atratores
pullback para processos de evolugdo) é finita, como por exemplo [21, 2, 5, 6, 4] dentre tantos

outros.
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Como a dimensao fractal é uma cota superior para a dimensdo de Hausdorff, podendo
ser diferentes, ha resultados que valem para a dimensao de Hausdorff que ndo s3o verdadeiros,
em geral, para a dimens3o fractal (veja o Teorema 3.16 no Capitulo 3, por exemplo). Conhe-
cendo somente a dimens3o de Hausdorff, apesar de ndo sermos capazes de aplicar diretamente

o Corolario 1.21, ainda temos boas caracteristicas geométricas de A.
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2 Atratores exponenciais

Os semigrupos que possuem atratores globais ocorrem frequentemente nas aplicacdes. Porém,
a taxa de atracdo desse atrator global pode ndo ser conhecida. Com isso, surge a teoria de

atratores exponenciais, definidos a seguir:

Definicdo 2.1. Seja "= {T'(t): t > 0} um semigrupo num espago métrico X. Dizemos que

M é um atrator exponencial para T se:
(i) M é compacto;

)

(i) M é positivamente invariante, isto é, T'(t)M C M, para todo t > 0;

(iii) ¢(M) < oo, isto é, M tem dimensdo fractal finita;

(iv) Para cada B C X limitado, existem C'= C(B) >0, ty =to(B) 2 0ea=«a(B) >0
tais que dy (T'(t)B, M) < Ce™* para todo t > to.

Neste capitulo, seguindo as ideias de [23], [9] e [5], estudaremos os atratores expo-
nenciais para semigrupos. Veja adicionamos a taxa exponencial de atragdo, porém perdemos
a invariancia. Com isso, atratores exponenciais podem nao ser tnicos. Devido a sua taxa ex-
ponencial de atracdo, atratores exponenciais sdo mais robustos sob perturbacoes e, quando
existem, garantem a existéncia do atrator global (e sempre o contém), como veremos no

resultado a seguir.

Proposicao 2.2. Se o semigrupo T possui um atrator exponencial M, entdo T possui um
atrator global A, com A C M. Em particular, ¢c(A) < oc.

Demonstracdo. Basta verificarmos que T satisfaz as condicoes do Teorema 1.4. Para isso,
defina By = O1(M) = {z € X: d(x, M) < 1}. Como M é compacto, By é limitado. Ainda,
dado B C X limitado, existem C > 0, tq > 0 e o > 0 tais que dy (T (t)B, M) < Ce™* para
todo ¢ > to. Escolhendo t; > ¢, tal que Ce " < 1, temos temos dy(T(t)B, M) < 1 para
t >ty,isto é, T(t)B C O1(M) = By para todo t > t;

Agora, sejam t,, — 00 € {x,, fnen+ C X uma sequéncia limitada. Entdo B = {z,,: n €
N*} € X ¢ limitado e

d(T(tn) 20, M) < du(T(t,) B, M) == 0.

Como M ¢é compacto, {T'(t,)x, tnen+ possui subsequéncia convergente (veja o Lema A.1).
Portanto, do Teorema 1.4, T possui atrator global A.

Além disso, como A ¢ invariante, temos
dy(A,M) =dg(T(t)A, M) paratodot > 0.
Como A é compacto (e, portanto, limitado) segue que
dy(T(t)A, M) — 0 quando t — 0.
Logo dy (A, M) =0, ou seja, A=A C M= M. O
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2.1 Semigrupos discretos

Nessa secao, veremos os semigrupos discretos. Estudaremos a relacao desses semigrupos com
0s semigrupos continuos e também como se relacionam seus atratores globais.

Um semigrupo discreto num espago métrico X é uma familia {S(n): n € N} C
C(X) tal que

(i) S(0)z = z, para todo = € X;
(i) S(n+m) = S(n)S(m), para quaisquer n,m € N;

Como S(n) = S(1)" para todo n € N, um semigrupo discreto pode ser escrito na forma
{S™: n € N}, e por simplicidade nos referiremos ao semigrupos discreto {S": n € N} sim-
plesmente por S. Um subconjunto compacto C de X é dito um atrator global de S se S"C =C
para todo n € N (ou seja, C é invariante por S) e dy(S"B,C) “=>% 0 para cada B € X
limitado. Claramente, como no caso de semigrupos continuos (isto é, 7' = {T'(t): t > 0}),
um atrator global de um semigrupo discreto, quando existe, é tnico.

Uma fungdo ¢: Z — X é uma solucao global de S se p(n+m) = S™p(m) para todos
n € N e m € Z. Novamente, como no caso de semigrupos continuos (veja a caracterizacdo

(1.2)), quando C é o atrator global de S temos
C ={¢(0): ¢ é uma solugdo global limitada de S}.

No que segue, estudaremos a relagdo entre os semigrupos continuos e discretos, € a de

seus atratores globais. O primeiro resultado é imediato, e omitimos sua demonstrac3o.

Proposicao 2.3. Considere T = {T'(t): t > 0} um semigrupo num espaco métrico X com
atrator global A. Fixado h > 0, defina S = T'(h). Entdo {S™: n € N} define um semigrupo

discreto em X e A € seu atrator global.
Agora vejamos uma espécie de reciproca parcial da proposicao anterior.

Proposicao 2.4. Considere T = {T'(t): t > 0} um semigrupo num espaco métrico X, e
assuma que exista h > 0 tal que para cada B C X limitado temos T ([0, h])B limitado.
Defina S = T'(h) e assuma que o semigrupo discreto {S™: n € N} tenha um atrator global
C. Entao C € o atrator global de T'.

Demonstragdo. Primeiro provemos que 1" possui um atrator global utilizando o Teorema 1.4.
Defina By = O4(C), que é limitado, e considere B C X limitado. Como, por hipdtese,
B =T([0,])B é limitado em X, existe ny € N tal que S"B C B, para todo n > n,. Assim,

se t > ng temos t = nh + r para algum n > ng e r € [0, h) e, portanto,

T(t)B =T(nh+r)B = T(nh)T(r)B C S"B C By.
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Sejam t, — 00, {Zp}nen+ C X uma sequéncia limitada e defina B = {x,,: n € N*}.
Para cada n € N temos t,, = m,h +r,, onde m,, € N e r, € [0,h). Definindo y, = T(r,)z,
temos
T(ty)x, = T(m,h)T(ry)x, = S™"yp.

Note que {¥, }nen- C B := T([0, h])B, que é limitado. Desse modo
A (T(tn)20,C) < dy(S™B,C) == 0,

uma vez que m, —— 0. Portanto {T(t,)xn }nen+ possui subsequéncia convergente. Segue
do Teorema 1.4 que T possui um atrator global A.

Como A é invariante por T' e compacto, temos
di(A,C) = dy(T(nh)A,C) = dy(S"A,C) =250,
o que mostra que A C C. Reciprocamente, como C é compacto e invariante por S, temos
dy(C, A) = dy(S"C, A) = dy(T(nh)C, A) =250,
o que mostra que C C A e conclui a demonstracdo. m

Temos também um resultado andlogo a Proposicdo 2.3, para atratores exponenciais.

A prova é direta e, por isso, a omitiremos.

Proposicao 2.5. Seja T' = {T'(t): t > 0} um semigrupo um espaco métrico X, com um
atrator exponencial M. Fixado h > 0, defina S = T'(h). Entdo M €é também um atrator

exponencial para o semigrupo discreto {S™: n € N}.

Dizemos que M é um atrator exponencial para o semigrupo discreto {S™: n € N}
se M é um conjunto compacto, com dimens3o fractal finita, SM C M, e para cada B C X
limitado, existem C'=C(B) >0, a = a(B) > 0 e ng = no(B) € N tais que

dy(S"B, M) < Ce "  para todo n > ny.

Agora, inspirados nas ideias apresentadas em [23, Sec&o 3], mostraremos que, sob certas
condicoes, é possivel apresentar uma espécie de reciproca do resultado anterior. Isto é, vamos
construir um atrator exponencial M, para o semigrupo 7', a partir de um atrator exponencial
M, do semigrupo discreto {S™: n € N}, onde S = T'(h) para algum h > 0. Notamos aqui

que o atrator exponencial M, obtido n3o é igual, em geral, ao atrator exponencial M,.

Teorema 2.6. Seja ' = {T(t): t > 0} um semigrupo num espaco métrico X. Fixado
h > 0, defina S = T(h), e assuma que o semigrupo discreto {S™: n € N} possua um atrator
exponencial M. Suponha também que existe ¢ > 0 tal que a aplicacdo [0, h] x O ( My) >
(t,x) — T(t)x € X seja Lipschitz continua. Ent3o o conjunto M, = T([0,h]) My é um
atrator exponencial para T'.
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Demonstracdo. Primeiramente, mostremos que 7'(t)M,. C M, para cada t > 0. Para isso,
fixemos t > 0 e © € M.. Da definicdo de M. existe £ € [0, h] e y € M, tais que © = T(&)y.
Escrevendo t + & =nh +r, onde n € Ner € [0,h), temos

Tz =TWHOT( )y =T(t+&y=T(nh+r)y="T(r)T(nh)y
=T(r)T(h)"y =T(r)S"y.

Como S"M,; C M, temos S™y € M, e, portanto, T'(t)z € M..
Para prosseguirmos notemos que, da hipdtese, existe L. > 0 tal que para todos
(s,x),(r,y) € [0,h] X X temos

d(T'(s)x, T(r)y) < L(]s — r[ + d(z,y)).

Assim, se B C X é limitado, existem C' > 0, « > 0 e ng € N tais que dy(S"B, My) <
Ce™" para todo n > ng. Escolhnemos n; > ng tal que Ce™" < € paran > n;. Parat > nqh,
escrevemos t = nh +r, onde n > ny; er € [0,h). Para z € B e z € My, tomando
y=T(r)z € M., obtemos

d(T(t)z, M,) < d(T(t)z,y) =d(T(r)S"z,T(r)z) < Ld(S"z, z),

uma vez que S"B C O(M,). Como essa estimativa é valida para todo z € M, tomando o

infimo (para z € M,) em ambos os lados, obtemos
d(T(t)z,M.) < Ld(S"x, M)

e, novamente, como = € B é arbitrdrio, tomando o supremo (para = € B) em ambos os lados,
segue que
dy(T(t)B, M.) < Ld(S"B, M,).

Portanto, para t > nqh, temos

dy(T(H)B, M,) < LCe™" = LOe™ """ = LOe¥ e~ 7!

ar o _
= LCene nt < Cre ™,

onde €y = LCe" e ay = 7.
Para concluir a demonstragdo, nos resta mostrar que ¢(M,) < co. Para tanto, vamos

T

primeiro estimar N(r, M.) para » > 0. Note que o nimero minimo de bolas de raio

2L
necessarias para cobrir o intervalo [0,h] é j, onde j € N é tal que @ <h< % isto €,
j=E+1]. Assim, se k = N (55, My), existem @1, -+ 2, € Mg e sy, -+, s; € [0, h] tais

que

k
M, C UB%(%) e [0,h] CU(si—ﬁ,si—kﬁ).

p:l =1
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Portanto, dado z € M., existem £ € [0, h] e y € M, tais que z = T'(§)y. Além disso, existem

T, e s; tais que y € Bij-L(mp) ef€(si— 5,8 +77). Logo
d(z, T (s:)xp) = d(T( )y, T(si)xp) < L (1€ — il +d(y, zp)) <,

0 que mostra que
k
M. c [ JUBX(T(si)z,)
p=1i=1

e, portanto, N(r, M,.) < kj. Com isso, temos

In N(r, M.) Inkj  Ink Inj
() Sin(i/r) (/) (i)
InN(&, Mq)  In(E2+1)
In(1/7) In(1/7)
_ InN(5z, Ma) In(2L/r)  In(5"+1)
~ In(2L/7) In(1/7) In(1/r)

Tomando lim sup em ambos os lados, obtemos
r—0t

c(M,) < c(My) +1,

uma vez que

In(£: +1
i RCLT) o RGEHD
r—ot In(1/r)  ro0t In(1/7)

2.2 Estimativa para a dimensao fractal do atrator global para semigrupos discretos

Considere um semigrupo 7" = {T'(t): ¢ > 0} com um atrator global .A. Da Proposi¢cdo 2.3,
fixado h > 0 e definindo S = T'(h), A é também o atrator global do semigrupo discreto
{S™: n € N}. Note assim que A é um compacto invariante por S, isto é, SA = A.

No que segue, queremos construir, sob certas hipéteses, um atrator exponencial M para
o semigrupos discreto {S™: n € N}. Para comegarmos, sejam F' um subespago de dimens3o
finita de um espaco de Banach X e L € £(X). A aplicacao quociente induzida por L ,

denotada por Lp, é definida por

Lp: X — X/F
r+— Lx+ F,

munido da norma || x|/ x/r = }n£||x — fllx para x € X/F.
S
Para cada niimero real A > 0, denotaremos por £,(X) o conjunto das transformagdes
L € £(X) tais que L pode ser decomposta como L = K +C, com K compacto e ||C||z(x) <

A, sendo ||C||z(x) a norma do operador C.
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Lema 2.7. Para cada L € L,(X), existe um subespaco de dimenséo finita FF C X tal que
se Lp: X — X/F é a aplicacdo quociente, entdo ||Lp| z(x x/r) < 2A.

Demonstracdo. Suponha, por contradi¢do, que ||Lp|/z(x,x/r) = 2\ para todo subespago de
dimensdo finita F' C X. Dado x; € X com ||z1]|x = 1, e considerando F} = span{ Lz},
da hipdtese temos ||Lp, ||z(x,x/r) = 1 e, portanto, existe x5 € X com |[|2s][x =1 e ||Las +
Fi|[x = 2\ — 1. Definindo F, = span{Lx1, Lxz,}, da hipétese temos ||Lp,||z(x,x/m) = 2\ €
existe z3 € X com ||z3]|x = 1 e ||Lzy + Fb||x > 2)\ — 5. Indutivamente, construimos uma

sequéncia {Z, }nen C X, com ||z,][x =1 e
|Lzpi1 + Fullx = 2\ — % para todo n € N*,
onde F,, = span{Lxy,- -, Lx,}. Essa dltima desigualdade pode ser escrita da forma
|Lxpi —w]x =2\ — % para todo w € F,, e n € N*.

Como L € L,(X), podemos escrever L = K 4 C, com K compacto e ||C||zx) < A. Entdo
para todos m > n, como Lx, € F,, C F,,_1 temos

I~ e < Lt — Latallx < K — Kallx + [t — Ol x
S [Kzm = Kan| x +2[|Cl ex),
o que nos da
1K — Kaalx > 200 = [Clleqx) — ——.
o que contradiz a compacidade de K, e encerra a demonstracao. O]

Definicdo 2.8. Dada L € £,/2(X), definimos v(L) como o menor inteiro n tal que existe

um subespago F' C X satisfazendo dim F' = n e || Lp||z(x,x/r) < A

Do Lema 2.7, vemos que v, (L) esta bem definido e é finito (note ainda que dim L(F') <
dim(F)).

Lema 2.9. Assuma que S é uma funcdo continuamente diferencidvel numa vizinhanga Os(.A),
d > 0, e suponha que exista um X\ > 0 tal que S'(x) € Ly2(X) para todo x € Os5(A). Entdo

v :=supwvy(5'(x)) < .
z€A

Demonstragdo. Para cada z € A, existe 0 < A\, < X tal que S'(x) € Ly, /2(X), isto é,
existe um subespago F' C X, com dim F' < oo, tal que ||S"(2)r||z(x,x/Fr) < Az. Além disso,
podemos escrever S'(z) = K, +C,, onde K, é compacto e ||Cy|z(x) < 2. Escolha § > 0 tal
que [|S"(2) Fllcxxym) < 0 < Ape||Collex) < & < 2. Como S é continuamente diferencidvel
numa vizinhanca de A, existe uma vizinhanca U, de z tal que para todo y € U, temos

Ay — 0

I18'(9) = 5'(@)lec) < 22
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Logo
S'(y) = 5"(y) = §'(x) + 5'(z) = Ko + Ca + S'(y) — 5'(),
e assim PPN
G2+ 8'w) ~ S @)y < + 220 =22
o que mostra que S’(y) € Ly, /2(X). Além disso, para u € X e f € F temos

Ao — 0 ,
15" () = fllx < 18" (@)u = S"(@)ullx + [5"(@)u = fllx < =5—llullx + 15 ()u = fllx,

o que nos da

Az + 0

ullx + [|S"(z) pullx/F < ]| x

, Ao — 0
1S @l < o0

Portanto
Ay +0

15" (y) Pl cexx/my < < Ay

2
Em particular, obtemos v,(5'(y)) < dim F' para todo y € U,. A cole¢do {U, }rca formam
uma cobertura aberta de A. Da compacidade de A, existem xy,--- ,x; € A tais que
k
Ac| U,
i=1
e como v, (5'(y)) < oo em cada U,,, o resultado segue. O

A seguir veremos dois resultados que serdo fundamentais para dar prosseguimento ao
nosso estudo, e sdo inspirados em [17]. Para tanto, consideraremos X um espago de Banach

real. O caso complexo pode ser feito de maneira analoga.

Lema 2.10. Se F' é um subespaco vetorial de X (onde X € um espaco de Banach real), com

dim F' = m, entdo existem bases {vy,...,v,} de F e {v},... v} de F* tais que ||v;

|x =

|v||p» =1 para cadai=1,...,m, e também que (v;,v}) = 0;; parai,j=1,...,m.

Além disso, se E™ é o espaco R™ munido da norma
H("Eh s 7Im)||00 = i_I{l?iX |:L‘l|,
ent3o existe um isomorfismo linear T': E™ — F' tal que

|20 < [|[Tx||x < m||z||oc  para todo z € E™.

Demonstracdo. Tomemos uma base qualquer B = {uy,...,u,,} de F e, para um elemento
x € F, denotamos por & a matriz coluna m x 1 das coordenadas de = na base B. Defina a

aplicacao continua

Fm s (x1,...,0m) = D(1,...,2,) = |det[Z1, ..., 2,]] € [0,00),
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onde '™ é o produto cartesiano de m-cépias de F'. Tendo F' dimensao finita, a sua bola unitaria

=F, : (.

fechada B (0) é compacta e, portanto, D atinge seu maximo num ponto (vy,...,v,) €
—F 7

(B, (0))™. Claramente D(vy,...,v,) > 0, o que mostra que {vy,...,v,,} é uma base de
F. Além disso, se ||v;||x < 1 para algum ¢ = 1,...,m entdo podemos tomar o > 1 tal que

O./HUZ‘HX <le

D(vi, .. 01, QU Uity oy V) = aD(vp, . 0) > D(v1, ..., Un),
o que contradiz a escolha de (vy, ..., v,) e nos mostra que ||v;||x =1 paracadai=1,...,m.
Agora, para cada i =1,...,m defina
detﬁl ’LA)'_l T, U; Ty )
(,07) = o Uit e RLAREE, m] para cada x € F.
det[oq, ..., Ol
Temos v} € F*, |[v}||p» = 1 e (v;,v}) = &;; para todos i, j = 1,...,m, o que nos da também
que {v},--- v} é uma base de F*.

Finalmente, defina
m
T(x1,. .., 0p) = invi para cada (x1,...,x,) € E™.
i=1

Claramente T' é um isomorfismo linear com ||Tz||x < m||z||x para cada x € E™. Se u =
n
Tx => xv; € F entdo
i=1
) )
[Tallx = ullx > max [(w,vf) = max [a] = o],

em que, em (%) usamos o fato de que |(u,v)| < ||ullx|v}]

o = ||u||x para cada i =
1,....,m. [

Lema 2.11. Temos

T

m
onde By, (0) = {x € R™: ||2]|oc <72} €0 <1y <71

Demonstracdo. Note que para m = 1 temos BF;(O) = (=79, 72). Seja k o inteiro tal que
T T .
ﬁ<k<f+1. Defina

aj=-ry+2(j—1)r;y paraj=1,...,k+1

Veja que
k

(=ro,m2)\{a;:2=1,...,k} = U(aiaai—l-l)a
i=1
pois ar < 79 < Agy1. S€ € = a1 — 19 > 0, entdo escolhendo 1 =0e 0 < <3 < ... <

e < €, temos
k

(=12, 1m2) C U(ai — iy Qi1 — 7).
i=1
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Como cada (a; — 1;, ajy1 — 1) = BEIII(_TQ +2(i — 1)r1), mostramos que Bg“thbbEl(O) pode
ser coberta com k bolas de raio 11, e o resultado para o caso m = 1 esta provado. A prova

para m > 1 é andloga. O]

Lema 2.12. Seja F' um subespaco vetorial de X (onde X é um espaco de Banach real), com

dim F' = m. Para cada 0 < r; < ry temos

NG BEO) < () (14 —)m

T1
onde Bl (0) = {z € F: ||z x <ra}.
Demonstracio. Veja que, como || 77| z(rEm) < 1, temos
BE(0) =TT~ (BE(0) € T(BE' (0)).
Usando o Lema 2.11 obtemos

kz:N(%,Bim(O))< (H@) < (14m)™ (1+9) ,

T T

e assim existem z1,...,z; € By, (0) tais que

k
BE"(0) c | B, (=)
=1

e, portanto,
k

BL(0) c | JT(BY,.(=) c | BE(T(2:)),

=1 =1
ja que ||T||zem ) < m. Isto nos mostra que

N(ri, BE0) <k < (1+m)™ (1+ T—Z)m

1

Note que, no caso 11 > 73, temos

N(ry, BE(0)) =1 < (14 m)™ <1 + Q)W

(&1

Lema 2.13. Sejam L € L(X) e F' um subespaco vetorial de X (onde X é um espaco
de Banach real), com dim F' = m e ||Lp||zx,x/r) < 0o. Entdo, dados v,7 > 0 e A >

||LF||£(X7X/F) temos

(2.1)

N((1+y)Ar, L(BX(0)) < (1 +m)™ (1 + ”LH‘(—X)“)m .

Ay

Além disso, os centros das bolas dessa cobertura podem ser escolhidos em F'.



40 Capitulo 2. Atratores exponenciais

Demonstracdo. Pela linearidade de L, podemos assumir que © = 1. Seja R = ||L||zx) + A
Usando o Lema 2.12, conseguimos cobrir a bola B, (0) por k bolas B!} (x;), com z; € By(0)

parai=1,....k, e

Rm
E<(1 m14 2
(14m) <+7A)

Agora se v € B;*(0) temos
Inf [|Lv —wllx = [|Lrollx/e < [ Lrlleaoxymllvlix <A

Deste modo, existe w € F' com ||Lv — w||x < A. Definindo u = Lv — w, temos Lv = u + w
e |lullx < A Assim [Jw||x < ||Lv||x + [Jullx < [[Lllzx) +A =R, eexistei =1,...,k tal

que w € B, (x;). Portanto
Lo — zillx < llullx + [ — 2illx < A+9A = (1A

0 que mostra que
k
L(B(0) € [ Bl ().
i=1

e o resultado esta provado. O
Podemos, com esses lemas, retomar o nosso estudo sobre o semigrupo {S™: n € N}.

Proposicao 2.14. Suponha que existe 6 > 0 tal que S € continuamente diferencidvel na
vizinhanga O5(.A) e que existe A € (0,1/2) tal que S'(x) € L2 para todo x € O;(.A). Entdo

existem ro > 0, 0 € (0,1) e um inteiro ko, que dependem somente de v := sup v)(S'(x)) e
€A
M :=sup ||S'(x)||z(x) tal que para cada r € (0, 7] temos
xcA

N(0r,S(BX(x) N A)) < k. (2.2)
Além disso, a cobertura bolas sio centradas em A.

Demonstracdo. Fixemos ¢y > 0. Como S é continuamente diferencidvel numa vizinhanca de
A e A é compacto, podemos encontrar ro = ro(€g) > 0 tal que para todo x € Aer € (0,r]

temos
S(BX(x)NA) C S(x) + S'(z)(BX (x)) + BX.(0). (2.3)

onde S'(z)(B(x)) + Be,(0) é a egr-vizinhanga do conjunto S'(x)(BX(z)) em X. Do Lema
2.13, para cada € > 0, temos

M+ \\"

N ((1+e)Ar, 8 (x)(BX (x))) < ko := (1 +v)” (1 + ; ) ,
€

e os centros das bolas da usadas para cobrir S’'(x)(BX(z)) podem ser tomados em F,, em

que F, é um subespaco de dimensZo finita de X obtido pelo Lema 2.7 aplicado a S’(z) (note

que usamos o fato que dim F,, < v, pelo Lema 2.9).
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Aumentando o raio das bolas de (1+4¢)Ar para (1+€)Ar+€gr, obtemos uma cobertura
para S(BX(x) N A) com centros em S(x) + F, e raio 3r onde

ﬁ = (1+€))\+€0

Por fim, se Bg,(y), com y € S(x)+ F,, é uma bola da cobertura e intersecta S(B (x) N .A),
entdo podemos escolher um ponto z € S(BX(z) NA) N BX.(y). A bola B3 () contém a
bola Bg,.(y). Assim, obtemos uma cobertura para S(B(z) N.A) com no méximo kg bolas
de raio 2/3r e centradas em S(B;(z) N A) C S(A) = A. Defina § = 23. Como A < 1/2,
podemos escolher €, ¢y > 0 pequenos o suficiente de maneira que § < 1/2, o que nosdd 6 < 1

€ encerra a prova. ]

Com isso, somos capazes de mostrar que a dimensdo fractal do atrator global A de
{S™: n € N} é finita.

Teorema 2.15. Suponha que existe 6 > 0 tal que S € continuamente diferencidvel na vi-
zinhanca O5(A) e que existe A € (0,1/2) tal que S'(x) € Ly» para todo x € Os5(A).

Entao
In ]CO

C(.A) < _m.

Demonstracdo. Considere ry > 0, § € (0,1) e ko dados na Proposi¢do 2.14. Como A é

compacto, podemos cobrir A com Ny bolas de raio 7, isto é,
No
A={JB) ()N A
i=1
Como S(A) = A, temos
No
Ac|JS(B ()N A).
i=1
Da Proposicao 2.14, existem kg bolas de raio 0ry que cobrem cada uma dessas bolas, ou seja
N(QT(), A) g Noko.
Aplicando indutivamente esse argumento, obtemos
N(ek’f’o, A) < Nokg,
o que nos da

, In N (0*rg, A) In Nokh In ko
< limsup 02 ) _ _Mho,
e(A) S msup =y S s e T T g
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2.3 Construcdo de um atrator exponencial para um semigrupo discreto

Precisaremos adaptar os resultados da secao anterior, a fim de sermos capazes de adicionar
ao atrator global .4 de um semigrupo discreto {S™: n € N} num espago de Banach X (de
dimens3o infinita, em geral) drbitas de pontos cuidadosamente selecionados, e assim construir
um atrator exponencial para tal semigrupo. A adaptacao dos resultados anteriores é necessaria
para que consigamos estimar a dimensao fractal do conjunto obtido. Comegamos com o alguns

lemas.

Lema 2.16. Se A é um compacto, dados x; € A e U,, vizinhangca de x; em X para i =

1,...,n com A C | U,,, entdo existe 6y > 0 tal que Os,(A) C | U.,.
i=1

=1

Demonstracdo. Se o resultado ndo é verdade, entdo existe
n
zn € O1(A)\ UUzi para cada n € N.
, ~

Do Lema A.1, podemos assumir que {z,}nen é convergente para um ponto z de A. Como

- U U,, para todo n € N, e esse é um conjunto aberto, obtemos z € A \ U Uy, 0 que
i=1 i=1
nos da uma contradicdo. O

Estendemos o Lema 2.9 para uma vizinhanga do atrator global.

e

Lema 2.17. Sejam A C X um compacto e suponha que existe ¢g > 0 tal que O (A) é
positivamente invariante por S, e S continuamente diferenciavel em O, (.A). Suponha também
que existe X > 0 tal que S'(x) € Ly, para cada x € O (A). Entdo existe 0 < 6y < € tal

que
sup  wv(S'(x)) < oo.
€05, (A)
Demonstracdo. Procedendo como no Lema 2.9, podemos encontrar zi,...,z, € A e vizi-
nhangas U,, de x;, parai = 1,...,k tais que A C Lle Uz, COq(A) e s%p v (S'(y)) < 0.
i= YUy,
Do Lema 2.16, existe 0 < dy < ¢ tal que Os,(A) C '01 U.,, e o resultado segue. O

Com isso, conseguimos estender a inclusdo (2.3) usada na demonstracdo da Proposicdo

2.14 para uma vizinhanca do atrator global.

Lema 2.18. Suponha que existe ¢y > 0 tal que O, (.A) é positivamente invariante por S,
S é continuamente diferencidvel na vizinhanca O, (A) e que existe A\ € (0,1/2) tal que
S'(x) € Ly)2 para todo x € O, (A). Dado py > 0 existem 1y > 0 e 0 < §; < € tais que para
todo x € O, (A) er € (0,79] temos

S(B () N O5,(A) € S(x) + §'(x)(B;* (x)) + B;,,.(0).
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Demonstracdo. Dados py > 0 e x € A, como S é continuamente diferencidvel em O, (A),

existe r, > 0 tal que para cada 0 < r < r, temos
S(B () N O (A)) € S(x) + 5'(2)(B; (2)) + Bin, (0),
e para u € B, ()

15/ (w) = §'@)lleco < 2 (2.4)

Agora, veja que para cada y € B, () e z € B (y), com 0 < r < %=, temos
2
15(2) = S(y) = S"(y)(z — y)llx

[S'"(y+7(z=y)(z —y) = S'(y)(z — y)] dr

(S'(y+71(2—y)—S(y)dr-(z—y)

— L o —_

X

0

1
/ (18" + 7(z = ) = §'(@)llecx) + 118" (2) = S W)l eexy) d7 - |12 — yllx
0

Das escolhas de y e z, obtemos y + 7(z — y) € B)X(z) para cada 7 € [0,1]. Assim, ao

inserirmos a estimativa (2.4) em (2.5), temos

15(2) = S(y) = S'(w)(z = y)llx < §Po||2 = yllx < pollz = yllx-
Para cada w € Bé(:p) e 0 <r <%, segue que
S(B(w) N O (A)) € S(w) + 8" (w) (B} (w)) + By, (0). (2.6)

Aplicando o Lema 2.16 ao conjunto A, segue que existem 0 < §; < g e Ty,..., Ty, € A

tais que O, (A) C |J B, (x;). Logo para cada w € B (z;) e 0 <r < 5t i=1,...,m,
i=1 2 2
temos

S(B; (w) N O5,(A)) C S(w) + 8" (w) (B (w)) + By, (0).

Tomando 7y = _min i > 0, concluimos que
S(B; () N O5,(A)) C S(x) + S'(2)(B; (2)) + By, (0),
para todos x € Oy, (A) e 0 < r < 19, 0 que finaliza a prova. O

Observagao 2.19. Para cada p € (0, min{dy, 01 }), onde &y é dado no Lema 2.17 e 4, é dado
no lema acima, o conjunto D := O,(A), satisfaz as conclusGes dos Lemas 2.17 e 2.18, isto é,

sup v\ (S'(z)) < oo e, dado py > 0 existe 1o > 0 tal que para cada z € D e r € (0,70] temos
zeD

S(B (z) N D) C S(z) + §'(2)(B; (2)) + B, (0).

O conjunto D, em geral, pode n3o ser positivamente invariante por S.
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Usando as notagdes acima, para um semigrupo {S™: n € N} com um atrator global

A, temos os seguintes resultados.

Lema 2.20. Para cada inteirom > 1, S™(O(A)) € positivamente invariante por S e existe

um inteiro my tal que para cada inteiro m > my, temos
Sm (O, (A)) C D. (2.7)
Demonstragdo. Para m > 1, como S(O(A)) C O (A), temos
S(5™(0q(A))) = 5™ (5(0¢ (A))) C 5™(Oc, (A))-

Agora, basta notar que se C' é um conjunto invariante por S entido seu fecho também ¢é
(veja Lema A.2), e portanto S™(O,,(A)) é invariante por S. Além disso, como A é o atrator
global de {S™: n € N} e O (A) é limitado, existe mo > 0 tal que para m > m, temos
S™(O(A)) C D. Como D é fechado, tomando o fecho obtemos (2.7) O

Defina B = 5™ (O, (A)), onde m, é dado no lema acima. Note que S: B — B e que
B C D. Assim, dado py > 0 existe ry > 0 tal que para cada x € B e r € (0,7] temos

S(B(z) N B) € S(x) + §'(2)(B (x)) + By, (0),

e v:=supuvy(S'(zr)) < oo. Aplicando o Lema 2.13 obtemos
zeB

14

sup ||S"(@)| cx) + A
N((14+3)Ar, S"(z)(BX(2))) < ko= (1+1v)" | 1+ zeB

Ay ’

paray > 0, r > 0 e x € B. Aumentando o raio das bolas de (1 + v)Ar para (1 4+ v)Ar + €,
obtemos uma cobertura para S(BX(z) N B) com centros em S(z) + F, e raio 3r onde

B =1+ + €.

Por fim, se Bg,(y), com y € S(x) + F,, é uma bola da cobertura e intersecta S(BX (x) N B),
entdo podemos escolher um ponto z € S(BX (z)NB)NBj.(y). A bola By, (z) contém a bola
By, (y). Assim, obtemos uma cobertura para S(B;¥ (x) N B) com no maximo k, bolas de raio
20r e centradas em S(BX(z) N B) C S(B) C B. Defina § = 23. Como A < 1/2, podemos
escolher €, ¢y > 0 pequenos o suficiente de maneira que § < 1/2, o que nos dd # < 1. Com

isso, obtemos 6 € (0, 1) tal que para cada r € (0, 7] e subconjunto limitado B C B3 temos

N(0r, S(BX(x) N B)) < ko. (2.8)

PAsso 1. Cobrimos primeiramente S(B).

Como S(B) C B C D, basta cobrir D, onde D = O,(A) é definido na Observagdo

Oro

o onde

2.19). Podemos escolhemos p > 0 suficientemente pequeno tal que 0 < p <
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0 € (0,1) e rg > 0 sdo dados acima. Como A é compacto, podemos cobrir D com N, bolas
{B, (a;)}, centradas em S(B). Assim

S(B)c D c U BY (a:) N S(B),

i=1
e definimos
XW ={ay,...,an,} C S(B).

PASSO 2. Agora cobriremos S?(BB), uma vez que
No
$4(B) < (J S(Bir, () 1 S(B)),
=1

nds precisamos cobrir cada conjunto no lado direito. De (2.8) (com B = S(B)), para cada
i1 € {1,..., Ny} podemos encontrar (no maximo) ko pontos a;, ;, € S*(B), ia = 1,--- , ko,

tal que as bolas By, (as, ,) sejam uma cobertura para S(Bjy, (a;,) N.S(B)). Definimos entdo

X2;i1 = {ail,iQ: ig < {1, e ,ko}} para il = 17 s ,N(),

No
= J X

i1=1

Note que a cardinalidade de X(?, denotada por card(X®), é (no maximo) koNp.
PAssO INDUTIVO. Indutivamente obtemos a k-ésima colegdo de pontos S*(1) satisfazendo

Xk; D1 yeenyl — {azl k1, - .] € {17 ceey kO}}a

No ko

X®) .= U U Xk inyinq C Sk(B)a

i1=1d2,uif_1=1
com card(X (k)) k’k_lN() Notemos que as bolas de raio 6%, com os centros em KXhsivoin s

cobrem o conjunto S(Bj5_;, @i i 1)) 0 S*=1(B)) e também

U By, (a) (2.9)

acX (k)
Definimos entdo
M
=Jx® c [ x®usMs), (2.10)
k k=1
onde M > 1 é um inteiro qualquer fixado, e a inclusio vem dos fatos de que X ¥} ¢ SM+1(B)

para todo k > M + 1 e que todo ponto limite de U, X*®) deve pertencer ao atrator global A,
que por sua vez estd contido em SM*1(3).
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Além disso, consideraremos

Tw:=|J%(Cx), e M:=AUT,
=0

Observacdo 2.21. E simples ver que M é compacto, uma vez que C., é compacto e
dg(S7(Cy), A) — 0 quando j — oo. Além disso, como I'y, é positivamente invariante,

obtemos M positivamente invariante.

Mostremos que M atrai exponencialmente os subconjuntos limitados de X . De fato, se
B C X é limitado, como A é o atrator global, encontramos n > 0 tal que S™(B) C O, (.A).
Como O, (A) é positivamente invariante, temos S?(B) C O (A) para todo j > n e, para
j = n+ mg temos S7(B) C B. Disso segue que

Shtntmo(BYy  S¥(B)  para todo k > 1.
Dado z € B, de (2.9) existe a € X* tal que
IS (2) — all < 0%ro.
Como a € S(X®) C M, obtemos
dp (S*Hm0 (B, M) < 0%r,

para todo k£ > 1. Disso segue facilmente que M atrai B exponencialmente.

Para mostrar que M é atrator exponencial do semigrupo discreto {S™: n € N} basta
mostrar que sua dimens3o fractal é finita. Na secdo anterior j4 mostramos que a dimens3o
fractal de A é finita e, portanto, basta mostrar que a dimens3o fractal de ' é finita.

Comegamos mostrando que a dimensdo fractal de C, é finita.
Lema 2.22. ¢(Cy) < 0.

Demonstracdo. Sejam Bgfno(xi), t =1,..., Ny as bolas de raio fry que formam a cobertura
de S(B). Para cada ¢ > 0 dado, se # < 1 podemos encontrar um inteiro M e p € [0rg, 1] tal
que

oM 2 < e < My, e €= 9M+1p.

De (2.10) temos

M
Co C | X® USMT(B),
k=1
€ portanto

N(e,Co) <Y N(e, XW) + N(e, SM1(B)) (2.11)

Uma vez que € = 0" 1p e p < ry, podemos aplicar iterativamente (2.8) para obter

N(e, SYH(B)) = N(0"*p, SYH(B)) < ky' ' N(p, S(B))
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< k"IN (019, S(B)) < kYN,

Além disso, pela cardinalidade de X&) podemos cobri-lo com (no maximo) k:g_lNo bolas de

raio €. A partir de 2.11 nds obtemos

M
Vle.Co € S+ K < MR+ 5,
k=1

Uma vez que € = 0M+1p temos M + 1 = ;28’;;; de modo que

N(e,Cso) < k"™ (M + 1) Ny
In(p/e)/ 1n(1/6) In(p/e)

N

0 In(1/6) °
) <£>1n(ko)/1n(1/9) In(p/e)
€ In(1/6) "

onde em (*) usamos a propriedade a™®) = (@) Por isso,

In(p/e)
In(N(e,Cwo)) _ In(ko) In(p/e) 1n<Noln<f/e>>

In(1/e)  ~ In(1/6) 1In(1/e) In(1/e)

Fazendo ¢ — 0 obtemos

111(]470)
¢(Cx) < n(1/0) < 00.

]

Com isso, somos capazes de mostrar que a dimensao fractal de I',, é finita, o que

conclui a prova de que M é um atrator exponencial para o semigrupo discreto {S™: n € N}.

Lema 2.23. Temos

c(To) < max{c(Coo), %}

Demonstragdo. Fixemos € > 0. Escolha inteiros M e p como na demonstracao do Lema 2.22,
isto &, 0MF2ry < e < OMFlrg, p € [Org, 7o) tal que e = HMF1p,
Como S7(Cy,) € SMTL(B) para todo j > M, temos

[y = <U Sj(COO)> U ( G Sj((JOO)> C (U sj(ooo)) U SMHY(B),

j=0 j=M+1
e assim

N(e,To) < Y N(e,87(Cy)) + N(e, SMTH(B)).

M-

Il
=)

J
Como antes, temos a seguinte estimativa N (e, SM*+1(B)) < kj' ™ Ny. Os célculos da demons-
tragdo do Lema 2.22 podem ser utilizado iterativamente (uma vez que 07 < e~ < Or,

para j < M) para concluir que

N(e, 5 (C)) < KHN(e077,Cuc)
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e, portanto

M
<) KN(e07,Coo) + k"N,
7=0

Para cada d > ¢(Cy,) existe uma constante ¢ = ¢(d) > 0 satisfazendo

1\¢
N(9,Cx) < ¢(d) (5) para todo § € (0, 7.
Por isso, com 6 = €07 <1y para j =0,..., M, ndés temos
c(d) l
N(e,Too) < =2 Y (Kot + k"' Ny, (2.12)
€
J=0

Consideraremos dois casos. Se kof? < 1 entdo a estimativa acima pode ser simplificada

— In(p/e) .
(lembrando que M + 1 = L

N(e,To) < iff)(M +1) + kN

€
ig) (E)d In(p/€) L N/ n(1/0)
p

e/ In(1/6) = 0
(&) 5w+ )

onde dy := max{d,In(ko)/In(1/0)}. Fazendo ¢ — 0, obtemos da estimativa acima que
c(I's) < max{d,In(ko)/In(1/0)}.

J4 no segundo caso, se kof? > 1, entdo a desigualdade (2.12) implica que

d
N(e,To) < 42 (Z)" (ot (M + 1) + K"+ Ny
p
C(d ( )d dy1 111(:0/6) In(p/e)/ In(1/6)
M ke n(p/e)/In(1/6) Nok P
p m(1/g)
( P\ 4 In(ko6)/In(1/6) In(p/e) p In(ko/ In(1/6))
(6) ( > 1n(1/0)+N0(6)
P\ In(ko)/ (1/0) Te(d) In(p/e)
< (2 2z Mol ,
(e) p? In(1/0) MR
e fazendo ¢ — 0, concluimos que
ln(ko)
I'y) < )
o) S 70y

Como d > ¢(Cy) é arbitrério, a prova estd completa. ]
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NoTASs

Como vimos, seguindo [9], podemos mostrar que, sob certas condi¢des, a dimensdo fractal
do atrator global de um semigrupo 7' é finita. Isso, no entanto, ndo garante que o atrator
global seja um atrator exponencial (pois a atracdo pode n3o ter taxa exponencial), e nem que
exista um atrator exponencial para 7'. Com os resultados da Se¢3o 2.3, retirados de [23], somos
capazes de, sob certas hipdteses, construir um atrator exponencial para um semigrupo discreto.
Com o Teorema 2.6, se esse semigrupo discreto é proveniente de um semigrupo continuo, com
uma condicao de Lipschitz continuidade, podemos construir um atrator exponencial para o
semigrupo continuo.

Seguindo exatamente essa linha de raciocinio, em [23] os autores constroem um atrator

exponencial em L?P(§)) para o semigrupo gerado pela equacdo nio linear de reagdo-difusio

ug(w,t) — Aulx, t) + |u(z, )P u(z, t) + f(z,u(z,t) = g(z) em Q x [0,00),
u(z,t) = em 00 x [0, 00),

u(z,0) = ug(x) em

onde © C R? é um dominio limitado com fronteira 92 suave, p > 2, g € L*(Q) e f: QxR —

R é uma fun¢do duas vezes continuamente diferencidvel, com
arlul'u —co < fl(z,u) < colu|"? +¢o  para (z,u) € Q X R,

para algumas constantes cg,c1,c2 > 0e g € [1,p).
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3 Semigrupos x-dissipativos

Nesse capitulo, seguindo e aprimorando as ideias contidas em [22], apresentamos os semigrupos
exponencialmente k-dissipativos, e mostramos que, sob certas condicGes somos capazes de
construir um conjunto compacto positivamente invariante que atrai exponencialmente todos
os subconjuntos limitados de X, com dimensdes de Hausdorff e fractal finitas.

Para comegarmos, precisaremos do conceito de medida de ndo compacidade de Kura-

towski, cuja definicao e propriedades basicas serdo desenvolvidas na se¢do a seguir.

3.1 Medida de nao compacidade de Kuratowski

Consideremos X um espaco métrico completo, com métrica d. Para B C X limitado, o

diametro de B é definido por

diam(B) = sup d(z,y).

z,yeB

Para A C X limitado, definimos
K(A) = inf {5 >0: AC U, B, com B; C X limitado e
diam(B;) < dparai=1,--- ,n},

que é chamada de medida de nao-compacidade de Kuratowski de A. Claramente k(A) <
diam(A) para cada A C X limitado. As propriedades de x que serdo necessérias para o que

segue estdo enunciadas e demonstradas a seguir.
Lema 3.1. Sejam A, A, e Ay subconjuntos limitados de X . Ent3o:
(@) k(A) =0 se, e somente se, A é relativamente compacto;
(b) se Ay C As, entdo k(A1) < K(Ap);
(c) K(4) = K(A),
(d) k(A1 U Ay) = max{k(A41),k(A2)};
(e) se X é um espago de Banach e A = A, + A,, entdo r(A) < k(A1) + k(As).

Demonstracgo. Os itens (a) e (b) seguem diretamente da defini¢do de .

Provemos agora o item (c). Do item (b) temos x(A) < x(A). Reciprocamente, sejam
0>0eACU}) B, comdiamB; < ¢ parai=1,...,n. Entdo

icUn=Un
=1 i=1

e como diam(B;) = diam(B;) < J, obtemos (c).
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De (b), temos max{r(A;),k(A2)} < k(A1 U Ay). Se s = max{k(A;),k(A2)}, dado
€ > 0 sabemos que ambos A; e A; podem ser cobertos por uma quantidade finita de conjuntos
de didmetro menor do que s+ €. Claramente, a unido dessas coberturas é uma cobertura finita
para A; U Ay, o que nos da k(A; U Ay) < s+ €. Como € > 0 é arbitrario, obtemos (d).

Por fim, para provar (e) notemos primeiramente que se B,C' C X s3o limitados, para
ri=b;+c € B+C,i=1,2, temos

||.I'1 — Z'QHX < ||b1 — bQHX + ||01 - CQ”X < dlam(B) + dlam(C),
o que nos da diam(B + C) < diam(B) + diam(C). Disso o item (e) segue diretamente. [

Lema 3.2. Assuma que {F,},en € uma sequéncia de subconjuntos fechados e limitados de

X, satisfazendo:
(i) F, # @ para cadan € N;
(ii) Fn41 C F), para cadan € N;
(iii) x(F,) — 0 quando n — cc.
Entdo F' = (ﬁ F,, é compacto e n3o-vazio.

n=1

Demonstragdo. Claramente F' é fechado, pois é uma intersecao de fechados. Como F' C F,,
para todo n € N obtemos x(F') = 0, o que mostra que F' é compacto.

Para mostrar que F' # &, para cada n € N escolhemos z,, € F,,, e definimos E, =
{zn,2ps1,...}. Como E, C F, temos k(E,) < k(F,) para todo n € N. Notemos também
que como Ey = {x1,...,2,_1} UE,, do item (d) do Lema 3.1 obtemos

k(X1) = max{x({z1,...,2n_1}),k(En)} = k(E,),

uma vez que x({zy,...,x,—1}) = 0. Portanto k(E;) = 0, e obtemos E; relativamente
compacto. Assim, {x, },en possui uma subsequéncia convergente para um ponto 2 € X. Para
cada n € N, essa subsequéncia eventualmente estd em F), e, sendo F), fechado, obtemos

x € F,,. Portanto x € F', o que completa a prova. O
Por fim, vejamos mais um lema que serd necessario mais adiante.

Lema 3.3. Sejam X espaco de Banach e A, B C X, com A compacto. Se dy(B,A) < v
entdo k(B) < 2.

Demonstracdo. Claramente B ¢é limitado, ja que B C O,(A). Fixemos ¢ > 0. Como A é

compacto, para cada z € B existe y, € A tal que d(z,y,) <y + . Assim

Be B,

z€B
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Como C := {y,: * € B} C A e A é compacto, existem 2y, 2s,...,2, € A tais que C C

U B?(zl) o que nos dd4
=1

m

Bc | Bie(y) < |UBY<(2).
z€B i=1
Segue diretamente da definicdo de k que k(B) < 27+¢, e como € > 0 é arbitrério, o resultado

segue. O

3.2 Definicdo e resultados principais

Com essa nogdo, estudaremos os semigrupos exponencialmente r-dissipativos e seus atratores
globais. Para isso, dados um semigrupo 7' = {T'(t): t > 0} num espago métrico X, B C X

e s > 0, definimos a 6rbita de B por 7" a partir de s como o conjunto

vi(B)=JTW)B={T(t)z: € Bet>s}.
t>s
Quando s = 0, denotamos 7" (B) = v, (B). Quando B = {u} é unitério, escrevemos v (u)

e 7" (u) no lugar de v ({u}) e v ({u}), respectivamente.

Definicdo 3.4. Um semigrupo 7' = {T'(t): t > 0} em X é dito exponencialmente -
dissipativo se dado B C X limitado existem constantes ¢ty = to(B) > 0, C = C(B) > 0 e
a = «a(B) > 0 tais que

k(v (B)) < Ce ™ para todo s > t,.

3.2.1 Condicdes suficientes para obter semigrupos exponencialmente r-dissipativos

Nessa subsecao veremos algumas condi¢cdes que garantem que um semigrupo 7' num espaco
métrico X seja exponencialmente x-dissipativo. Claramente, se T' é um semigrupo unifor-
memente compacto para ¢ grande, isto é, se dado B C X limitado existe tg = #,(B) > 0
tal que 7;(:(3) é relativamente compacto, entao 71" é exponencialmente k-dissipativo.

Temos alguns outros resultados nessa direcao, que sdao enunciados e provados a seguir.
Proposicao 3.5. Seja T' um semigrupo num espaco métrico X. Assuma que:

e existe um subconjunto limitado By de X que absorve os limitados de X (cf. Teorema
1.4);

e T é r-contrativo, isto é dado B C X limitado, existemty = to(B) > 0e 3 = f(B) €
(0,1) tais que
K(T(to) D) < Br(D), (3.1)

para todo D C B.
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Entao T' é exponencialmente k-dissipativo.

Demonstracdo. Para B C X limitado, existe so = so(B) > 0 tal que T'(s)B C By para todo

s > so. Deste modo, tomando ¢ = k(By), temos

K (7;;(3)) <ec

Sejam ty = to(By) > 0 e 5= B(By) € (0,1) tais que x(T'(ty)D) < fr(D) para todo
D C By. Para s > sg, escreva s — sg = ntg + 7 com 7 € [0,ty). Assim, para t > s temos

t—ntg =2 So+T7 =8 €e
T(t)B = T(nto)T(t — nto) B C T(nto)7;: (B),
o que nos da v, (B) C T'(nt)vs (B). Aplicando n-vezes (3.1) obtemos
k(4 (B)) < 8% (v (B)) < .
Como 0 < 3 < 1, existe 7 > 0 tal que 5 =e™7, o que nos da
k(75 (B)) <ce ™  para s > s.

Mas nty > s — sqg — t €, portanto, obtemos

—v(s=sg—tg) y(so+to) _ v

K (Wj(B)) <ce =ce 0 e 0 =Ce ™ paras > s,
7(so+to)
onde C'=ce o ea=="L. ]

to
Proposicao 3.6. Seja T' um semigrupo em X . Assuma que existe A C X compacto tal que
para B C X limitado, existem ty = to(B) > 0, C = C(B) > 0 a = o(B) > 0 tais que
dg(T(t)B,A) < Ce™*  paratodot >t
Entdo T' € exponencialmente k-dissipativo.

Demonstracdo. Para B C X limitado e tg, C, o como na hipétese, temos dy (T(t)B, A) <
Ce " para t > to. Em particular, obtemos dy(T'(t)B, A) < C para t > t5, 0 que mostra
que T'(t )B C Oc(A) para t > to. Portanto B = 7,/ (B) é limitado e, da hipdtese, existem
t1 =t(B ) 0, Cy =Cy(B )2 0ea1:a1(3)>0taisque

dy(T(t)B,A) < Cie™®!  paratodo t >t
Sem perda de generalidade, podemos supor que t; > ty. Assim, para s > sg+1t; temos
d (77 (B), A) < dp (T(s = s0)7,,(B), A)
= dy(T(s — 50)B, A) < Cre=®1(5750) = O e0e0s,

Do Lema 3.3 segue que
k(75 (B)) < 2C1e e,

e a demonstracao esta completa. ]
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Esse resultado mostra que, em particular, se 1" possui um atrator exponencial entao 7T’
é exponencialmente k-dissipativo. Quando X é um espaco de Banach, uma das condi¢cdes que
é usada para se obter semigrupos exponencialmente r-dissipativos é a condigcdo (C*), definida

abaixo.

Definicao 3.7. Diremos que um semigrupo 1" num espac¢o de Banach X satisfaz a condicao
(C*) se para cada B C X limitado existem constantes ty = to(B) > 0, C = C(B) > 0 e
a = «a(B) > 0 tais que para cada € > 0, existe um subespaco finito dimensional X; de X
para o qual {||PT(t)z||x: x € Bet >ty} élimitado e

(I — P)T(t)z||x < Ce ™+ paratodosz € Bet>t,
onde P: X — X, é a projecao de X sobre X;.

Observacido 3.8. E importante aqui notar que as constantes ty, C' e o dadas na condicio
(C*) sdo independentes de . A dependéncia de ¢ estd somente no subespaco X (e, conse-

quentemente, na proje¢do P).

Lembremos que se P é uma projecdo de um espaco de Banach X sobre X; = PX,

podemos escrever
X=X0X,

onde X; = (I — P)X.
Lema 3.9. Nas condicdes acima, se A C X € limitado e k((I — P)A) < ¢, entdo k(A) < e.

Demonstracdo. Note que A= PA+ (I — P)A. Como X; tem dimens3o finita, PA é relati-

vamente compacto e, portanto, K(PA) = 0. Logo do item (e) do Lema 3.1 obtemos
k(A) < k(PA) +k((I — P)A) < e.
[l

Teorema 3.10. Se T é um semigrupo num espaco de Banach X que satisfaz a condigcdo

(C*), entdo T' é exponencialmente k-dissipativo.

Demonstracdo. Seja B C X limitado e fixemos t;, C' e a dados pela condigdo (C*). Tomando

€ = 1, por exemplo, obtemos %Jg(B) limitado. Agora, parac > 0et > s > ty, temos

(I = P)T(t)x — (I = P)T(t)yllx < I(I = P)T(@)z|[x + (I = P)T()ylx

<
< 20e % 4 26 < 2072 + 2¢.

Assim diam(vf(B)) < 2C~*° 4+ 2¢ e o Lema 3.9 nos da x (7] (B)) < 2Ce** + 2¢. Como

€ > ( é arbitrario, o resultado segue. ]
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3.2.2 Existéncia de atrator global para semigrupos exponencialmente x-dissipativos

Veremos aqui que a existéncia de um conjunto limitado que absorve limitados ¢é suficiente para

garantir que um semigrupo exponencialmente k-dissipativo tenha um atrator global.

Teorema 3.11. Assuma que T é um semigrupo exponencialmente k-dissipativo num espaco
métrico completo X, e que existe By C X limitado que absorve todos os limitados de X.
Entdo A = w(By) € o atrator global de T'.

Demonstragdo. Usando o Teorema 1.4, é suficiente mostrar que 7' é assintoticamente com-
pacto. Para isso sejam s, — o0 e {z, }nen limitada. Defina B = {z,: n € N}, que é um

subconjunto limitado de X. Assim, existem to > 0, C' > 0 e a > 0 tais que
k(75 (B)) < Ce ™  para todo s > to.

Podemos assumir, sem perda de generalidade, que s,, > t, para todo n > 0. Definindo

= {T(spn)Tn, T(Sp+1)Tpi1,...} para cada n € N, temos F,, fechado, ndo-vazio, com
Fn+1 C F, e k(F,) < Ce " para cada n € N. Segue do Lema 3.2 que F' = () F),

. neN
compacto nao-vazio.

Fixemos = € F. Como = € F}, existe ny € N tal que d(T(sp,)xn,,z) < 1. Como
x € F 41, existe ny > ny tal que d(T'(sp,)Tp,, x) < 5. Indutivamente, construimos ny41 > n
com d(T(sp,)Tn,, x) < . Assim, a sequéncia {T'(sp, )Tn, }ren converge para x, o que mostra

que T' é assintoticamente compacto. ]

3.2.3 Existéncia de conjuntos exponencialmente atraentes

O Teorema 3.11 nos diz que para um semigrupo exponencialmente k-dissipativo, a existéncia de
um limitado que absorve limitados é suficiente para nos dar um atrator global para T". Veremos
que o resultado é um pouco mais forte, e obtemos um conjunto compacto positivamente

invariante que atrai todos os limitados de X com taxa de atracdo exponencial.

Teorema 3.12. Seja’T' um semigrupo exponencialmente k-dissipativo, e assuma que existe um
conjunto limitado By C X que absorve limitados de X . Entdo existe um conjunto compacto

A* positivamente invariante que atrai exponencialmente todos os limitados de X .

Demonstragdo. Segue do Teorema 3.11 que A = w(By) € o atrator global de T". Além disso,

como T é exponencialmente x-dissipativo, existem constantes ¢ty > 0, C' > 0 e a > 0 tais que
k(75 (By)) < Ce ™ para todo s > t.

Aumentando C', se necessario, podemos assumir que a desigualdade acima é estrita. Assim,
para s; := 1 + to, como k(7 (By)) < Ce ' =: ¢, existem agl),aél),...,a,ill) € By e

tgl),t(l) .. t(l) > s tais que

k1 k1
7 (Bo) C UB (1@!")al) = 0, (UTE)a” | c 00 [UUTOT(51)al”
=1

i=11>0
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Dessa forma, vemos que

k1
dy (7:1 (By), U UT(t)T(sl)a§1)> < €.

=110
Procedendo indutivamente, para s,,, :== m-+tg e €, := Ce~**" existem agm), agm), . ,a,(:z) c
By e tY”’,tg’”), . ,tlg:) > s,, tais que

km
dy (7;(30), U UT(t)T(sm)agm)> < e (3.2)

i=11>0
Definimos ent3o .
A= AU ( Uuu T(t)T(sm)a§m>> .
m=11i=11>0

Claramente A é positivamente invariante.

AFIRMAGAO 1. A* é compacto.
Seja {zp tnen C A*. Se alguma subsequéncia de {z,, },en estd em A, a compacidade de
A nos mostra que ela possui uma subsequéncia convergente. Assim, sem perda de generalidade,

podemos assumir que
0o km

{Zatnen € (J JUTOT(50)ai™.

m=11i=1t>0

Desse modo, para cada n € N existem m,, € N, ¢, > 0e 1 <, < k,,, tais que

T, = T(tn)T(smn)a(m") =T(t, + smn)a(.m").

in in

Se t, — 00 ou s, — 00, como T é exponencialmente x-dissipativo (e portanto, assinto-
ticamente compacto), vemos que {x, },en possui uma subsequéncia convergente. Agora, se

ambas {t, }nen € {Sm, }nen S30 ambas limitadas, existe uma constante Ny tal que

No km No

{zatnen € J JUTOT(5m)a™.

m=11=1t=0

O conjunto do lado direito dessa inclusdo é compacto, o que garante que {x,, },cn possui uma

subsequéncia convergente, e completa a prova da Afirmagdo 1.

AFIRMAGAO 2. A* atrai exponencialmente todos os limitados de X.

Se B C X é limitado, existe t; = t;(B) > 0 tal que T'(t)B C By, para todo t > t;.

Assim, para cada s >ty et > t; + s temos
Tt)B=T(t—t,)T(t;)B C T(t —t1)By C v (By).

Para cada t > t; + s1, existe m € N tal que t — t; € [s,,, $;n + 1), isto é, existe 7 € [0,1)

comt —t; = s, + 7. Disso segue que

T(t)B C v, (Bo),
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e, juntamente com (3.2), obtemos

dy(T(t)B, A") < du(v;, (Bo), AY)

<@<@@@UUT@%W#§<%M &2)

i=17>0
e, portanto,

dg(T(t)B, A*) < Ce @ < Ce™,
onde C' = Ce®®1+D)  para todo ¢ > t; + s;. Com isso, a demostracio estid completa. O
Observacao 3.13. Segue diretamente da prova do Teorema 3.12 que os pontos agm), para
1=1,2,...,k, e m € N podem ser escolhidos em qualquer subconjunto B; denso em Bj.

Sabemos que se A* tiver dimens3do fractal finita, entdo A* é um atrator exponencial
para T e, em particular, a dimensdo fractal de A também serd finita. Nos perguntamos a
reciproca: se A tem dimens3o fractal finita, é possivel garantir que a dimensao fractal de A*
é finita? A resposta para esse problema, em geral, é negativa, como veremos no exemplo a

seguir (cf. com comentdrios em [22, pag. 3497]).

Exemplo 3.14. Vamos dividir esse exemplo em algumas partes, para facilitar sua compreensao.

PARTE 1. Fixe 8 > 0 e defina

ag(x) = { L se |e] 2 6, (3.4)

Sz se |x| < B.

Em R, considere o problema de valor inicial

d

o~ el

z(0) = zo € R.
que define um semigrupo S em R, uma vez que f(z) = —a(z)x é localmente Lipschitz
e f(x)x = —a(z)z® < 0 para todo € R. E simples verificar que o intervalo [—3, 3] é

positivamente invariante e atrai exponencialmente cada subconjunto limitado de R. Segue da
Proposicdo 3.6 que S é exponencialmente k-dissipativo. Mais ainda, vemos que A = {0} é o

atrator global de S.

A constru¢do de A* feita no Teorema 3.12 nos da A* = [—~, 7], para algum 0 < v < j3,
tomando para isso By = [—r,r] com 0 < r < (3 suficientemente pequeno e
y=sup  [S(sm)al™].

PARTE 2. Considere (*(R) o espaco de Banach das sequéncias reais de quadrado somével

com a norma

1
o'} 2
[{za}nenller) = (Z xi) )
n=1
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e vamos indexar as sequéncias em (*(R) da forma

1.2 1 .2 3 4 1 8 1 on
T = {x], X7, Ty, Ty, Ty Toy T3y evy Tayeeey Lyyeney Lo yeno )

Em ¢?(R) consideremos o sistema

dx?
dt
z(0) =z € C*(R),

=—a_i (z1)a?

coma_1 definida em (3.4). Do que fizemos na Parte 1, é simples verificar que esse sistema
d4 origem a um semigrupo T' em (?(R), que é exponencialmente x-dissipativo, com atrator
global A = {0}. Além disso, a constru¢do feita no Teorema 3.12 nos da que A* contém uma
cépia de um retangulo n-dimensional para cada n € N. Como a dimensdo fractal de cada

retangulo n-dimensional é n, a dimensdo fractal de A* é infinita.

Vejamos, porém, que o resultado é verdadeiro para a dimens3o de Hausdorff. Para isso,

comegcamos um lema.

Lema 3.15. Seja T' um semigrupo num espaco métrico completo X com atrator global A, e

suponha que dimy (A) < oo. Assuma que existam ug € X e L > 0 tais que
d(T(t)ug, T(s)ug) < L|t — s|  para todos t,s > 0. (3.5)

Entao
dimy (v (1)) < max{1,dimy(A)}.

Demonstraco. Seja dy = dimy(A) < co. Para cada d > 0, sabemos que (%) (A) = 0,

ou seja, Sup ungrdO)(A) = 0. Logo, dados € > 0 e § > 0, existem conjuntos abertos' {B;}cn

o>

com diam(B;) < d paracadai e N, AC (J B; e
i=1

[e.o]

Z(dlam(B )t < e,

=1

N
Como A é compacto, existe N € N tal que A C |J B; e, assim, existe o > 0 tal que

i=1
O,,(A) C U, Bi. Como A é o atrator global de T para uy existe t; > 0 tal que
dH(T(t)’LLo,A) < Ty parat = tq,

N
o que nos da 7, (ug) C U B,. Portanto p(4t) (vt (ug)) = 0 para cada d > 0 e, logo,

dimpy (7 (uo)) < do. Como [O t1] ot — T(t)up € X é Lipschitz, para C' := {T'(t)up: t €
[0,t1]}, da Proposicdo 1.10 e do Exemplo 1.12 obtemos

1 Veja a Observacio 1.6.
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e assim

dimp (7" (u)) = max{dimg (C), dimg (v, (up))} < max{1,dimy(A)}.

Com esse lema, podemos provar o seguinte resultado.

Teorema 3.16. Sejam X um espaco métrico completo e T' um semigrupo exponencialmente
k-dissipativo em X com um conjunto limitado By, C X que absorve limitados de X . Assuma

que T satisfaz (3.5) em um conjunto B, que é denso em By, e assuma que dimy(A) < occ.
Entdo dimp(A*) < max{l,dimgy(A)}.

Demonstracdo. Segue da Proposicdo 1.9 que

dimpy (A") = max { dimpy(A),sup max dimH(nﬁ(T(sm)aEm))},

meN =1, km

gm), parai = 1,...,k, e m € N s3o escolhidos em B; (veja Observacdo

3.13). Paracada i = 1,....kn e m € N, yH(T(sp)a™) C v+ (al™) e, pelo Lema 3.15,

7 [

onde os pontos a

temos dimpy (71 (ug)) < max{1,dimgy(A)} para todo uy € B;. Portanto
dimpg (A*) < max{l,dimg(A)}.
[

Apesar de sabermos que o resultado acima ndo é valido, em geral, para a dimensao

fractal, adicionando uma hipdtese de diferenciabilidade obtemos o seguinte resultado:

Teorema 3.17. Sejam X um espago métrico completo e T' um semigrupo exponencialmente
k-dissipativo em X, com um conjunto limitado By C X que absorve limitados de X . Suponha
que T satisfaz (3.5) num subconjunto By que é denso em By. Assuma também que ¢(A) < oo
e que existem ¢ > 0 e A € (0,1/2) tais que, para cada h > 0, a aplicacdo S, = T'(h) é
continuamente diferenciavel em O (A) e S} (x) € L/ para todo x € O.(A).

Entdo ¢(A*) < co e A* é um atrator exponencial para T

Demonstracdo. Com demonstracbes andlogas aos Lemas 2.22 e 2.23, mostramos que
c(A"NO(A)) < 0.

Para By € X um conjunto limitado que absorve limitados, existe ¢; > 0 tal que
T(t)By C O (A) para t > t; (pois A é o atrator global de 7). Assim, para s,, como na
construgdo de A* (feita no Teorema 3.12) tais que m > my > t; — to temos s, > t; €

U U UT®T(sm)al™ € O(A).

m>=mg 1=1t>0
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Param=1,...,my— 1 temos
UUT (5m)ai™ C O(A)
i=1t>t

e, portanto,

mo—1 km

Ao |y U T Jal™.

m=1 i=1te[0,t1]
Assim A* \ O.(A) é uma unido finita de trajetérias de comprimento finito e, portanto, tem
dimens3o fractal finita, jd que T satisfaz (3.5) (veja Proposicdo 1.13 e Exemplo 1.12), o que

conclui a demonstracao. O

3.3 Aplicacao a equacao de onda semilinear amortecida

Considere 2 C R? um dominio (aberto e conexo) limitado com fronteira 92 suave, e o seguinte

problema de valor inicial e de contorno:

w(, t) + ug(x, t) — Au(z, t) + f(u(z,t)) = g(x), 2 € Q, t >0,
u(z,0) = up(x) , u(z,0) = uy(x), v € (3.6)
u(z,t) =0,2€00Q,t>0.

onde u: © x [0,00) — R. Consideraremos também os espacos usuais

H=1I1*Q), (u,v)= / wv e |ul* = (u,u) para u,v € H;
Q

V=H)(Q), ((u,v))= /QVU Vo e |jull* = ((u,u)) para u,v € V,

e assumiremos g € H. Denotaremos —A = A: D(A) C H — H o operador Laplaciano, com
dominio D(A) = H?(2) N'V. Sabemos que A é um operador autoadjunto e de tipo positivo,
e podemos definir as suas poténcias fraciondrias A°: D(A°) C H — H. Além disso, temos
H = D(A%), V = D(Az) e para s € R, definimos

%8 - D(As)a
com produto interno (u, s)yv,, = (A®u, A®v) para u,v € Vos. Denotemos Ey = V' x H com
norma
(o, un) |, = lluoll® + [,
e By = D(A) x V com norma
(o, un) I, = lluollpay + luall?,

onde para uy € D(A) = H*(2) NV tomamos a norma [|uol|5 4y = [luoll? + [Auo[*.
No que segue, pediremos vdérias hipdteses de cardter técnico sobre f, que s3o necessarias
para aplicar os resultados de [21] e, assim, obter a Proposi¢do 3.18. Como exemplo, as fung¢des

u) = u" para 1 < r < 3 satisfazem essas condicdes.
p G

Hipoteses sobre a funcao f.
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(f1) f: V. — H é uma func¢do limitada, compacta, e continuamente Fréchet diferencidvel

com derivada f/;
(f2) f(D(A)) C V, f é Lipschitz de limitados de D(A) em V, e de limitados de V' em H,

(f3) existe oy € (0, 1) tal que para cada R > 0 existe ¢y = ¢o(R) > 0 tal quese v € Bg(A)(O)
entao
1 (@) < co(1 + [Av])' =

(f4) f é continuade L°(0,T;V)NL*(0,T; H) em L2(0,T; H), onde o subscrito ws denota

a topologia fraca* e w denota a topologia fraca;

(f5) f' é continua e limitadade V em L(V, H), de D(A) em L(V, H) para algum 0 < s < 1,
edeVem L(H,V,, 1) para algum o5 € (0,1);

(f6) existe & € (0, 1) tal que para todo R > 0 existe dy = do(R) > 0 tal que se u,v € B} (0)
entao
/() = /@)l ey < doflu— o]

(f7) existe G limitada e continuamente diferencidvel de Vem R, com G(0) =0ep: V — H
limitada e continua com f’(u) = G'(u) + p(u) para toda u € V, com

lim inf G(u2) >
lul—o0 |||

I

(f8) existe ¢; > 0 tal que
() — G

llu|—00 |2

= 0;

(f9) existem constantes o3 € (0,1) e ¢35 > 0 tais que

p(w)| < es(1+|G(w))>™  parau e V.

Com essas hipéteses e notagdes, usando os resultados de [21, Se¢Bes IV.4.1, IV.4.2] e
[21, SegBes VI.6.1, VI.6.2] obtemos as seguintes propriedades para (3.6).

Proposicao 3.18. Para cada (ug,u;) € Ey o problema possui uma tnica solucdo fraca
u€ C([0,00);V) e u € C([0,00); H),
ea familia T = {T(t): t > 0} definida por
T(t)(ug,ur) = (u(t),uy(t)) parat >0 e (ug,uy) € Fy,

define um semigrupo Fréchet diferencidvel em Ejy e, se (ug,u1) € Ey, entdo a solugdo fraca u

satisfaz
u€ C([0,00);D(A)) e u € C([0,00);V).
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Além disso, existe um conjunto limitado By C Ey, que absorve limitados de Ey e um
conjunto limitado B, C Ei, denso em By, que absorve limitados de F,, e T possui atrator
global A.

Mais ainda, se € > 0 € fixado, entdo para cada \ € (0,1/2) existe h > 0 tal que se
Sp = T(h) entdo S (x) € Ly2 para todo x € O(A), e c(A) < 0.

O principal objetivo desta se¢do é aplicar o Teorema 3.10 para mostrar que 1" é expo-

nencialmente k-dissipativo, e assim construir um atrator exponencial para 7T'.
Teorema 3.19. O semigrupo T € exponencialmente k-dissipativo.

Demonstracdo. Usando o Teorema 3.10, basta mostrar que T satisfaz a condi¢do (C*) em
Ey. Para isso, consideremos uma base ortonormal completa {w;};eny de H, formada por

autovetores de A, com w; associado ao autovalor A; para cada j € N, tal que

—AWj = /\jwj7 (wj,wk) = 0jk para j, keN

0< A < A

N

<A <..., A\ =00 quando j — oo.

Para cada m € N, definimos HJ" = span{wy,wy, ...,wy}, HY = (H™)* e consideremos a

projecdo ortogonal P,,: H — H{". Entao cada u € H admite a decomposi¢cao
u=Puou+ (I —Py)u:=u +u®, oM enmr «*ecmy.

Se B C Ejy é limitado, da Proposicdo 3.18 existe tg = to(B) > 0 tal que para todos
(up,u1) € B et >ty temos

(u(®), u(t)) = T'(t)(uo, u1) € Bo.
Logo, existe uma constante positiva p > 0 tal que para todo (ug,u1) € B e t > t; temos

lu(®)* + Ju(B)]* < p*. (3.7)

Tomando o produto interno de (3.6) com u{” +1u(® em H, notando que (u®), = u{"”,

() = “g) e Aul = (Au)® parai = 1,2, e lembrando que H?2 = (H]")*, obtemos
W + 1) + @ u® + @) - (2@ W 4 Lu®)
+ (I = Pp) f(w), uf? + 3u®) = (I = Po)g, uw” + 5u®),

ou seja

2 2 2 2 2 2 2
() u?) + L@ u®) + (Vu®, Vi) + Ll u®) + (u u)

+3(Vu®, Vu®) = (I = P)g, u? + 3u®) = (1 = Po) f(u), ut” + Ju®).
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Agora, notando que

d 2
g ) = () u®) + ),

obtemos

1d 1
o (1P 4 Qa2 4 () ) o 2 (P )+ () )

= ((I = Pu)g,ut? + 3u®) — (I = Pp) f(u),u® + Lu®).

(3.8)

Comoge He f: V — H é compacta, dado € > 0, existe m € N tal que A\, 1 > 1,
(I -P,)gl*<e e |(I—P,)f(u)|’ < e paratodo uc EZ(O).

Assim, usando a desigualdade de Young? e a desigualdade de Poincaré® em H?2, obte-

mos
(T = Pu)g,u® + 5u®) < (T = Pu)g,u® + 3u®)| < |(T = Pr)glluf®” + Ju®|
<2 = Bl + gl + 2uP
< 2e+ %<|u§2)|2 + }1|u(2)|2 + (UEQ)a u(z))>
<ot 2 (1P 4+ g 0@ + ()

<2 (WP + a2+ 2 ).
Analogamente
(= P (), o + 2| < 26 4 £ (WP 4 @I + @, 0®)). (39)
Combinando (3.8) com as estimativas (3.9) e (3.9) obtemos

1d 1
2dt (’u§2)]2 + [|u®|? + (u(z),u§2))> +7 <!u§2)‘2 + [|u®]? + (u§2)’u(2)>> <de. (3.10)

Definindo ¢(t) = |ul™|2 + [[u®]2 + (u®, u*), vemos que

@,

20) + () <

Aplicando o Lema de Gronwall (veja Lema A.3) em [to, ] obtemos
B(t) < plto)e 2071 + 16e.
Mas ¢(to) < 2(|us® (to)|2 + [[u® (to)||2) < 2p* (por (3.7)), o que nos d3

o(t) = [P O + |[u®@ O + WP (1), u? (1) < 2p%e2e 2 + 16e  para t > 1.

Para a,beRen>0temosab<na —&——:7
> Parave HZ, NV temos [v]* < 1 — [|lv]|2.
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Como
1 1 1 1 1 1
2 2 2 2
@ u®)] < Shu? P 4 Sl < Gl 4 @ < G g,
obtemos

1 = Pa)T (@) (o, ), = i (O + [[u® (£)]* < 8exe™s + 32¢,
para t > to e (ug,u1) € B. Por fim, segue que (3.7) que para t >ty e (ug,u1) € B
| P () (0, un) I, = a1 + 1 OF < )P+ [m @ < o,
e a condicdo (C*) estd verificada. O

Aplicando o Teorema 3.12, sabemos que existe um conjunto compacto A* em Ej
positivamente invariante que atrai exponencialmente todos os subconjuntos limitados de Ej.
Para aplicar o Teorema 3.16 e garantir que A* tem dimensdo de Hausdorff finita, precisaremos

mostrar que T satisfaz (3.5) em Bj. Para isso, temos os seguinte lemas.

Lema 3.20. Para i = 0,1, existe Bi C B; limitado em E;, positivamente invariante, que

absorve limitados de E;, com B, denso em By.

Demonstragcdo. Como B; absorve limitados de F;, e B; é também limitado em FE;, existe
t* >0 tal que T(t)B; C B; parat > t* e i =0, 1. Defina

B; =] Tt)B:

t>t*

Claramente B; C B; e é positivamente invariante. Se B é um limitado de E; e T(t)B C B,
parat >t >0, parat > tg + t* temos

o0 que prova que B; absorve limitados de E;. Agora, se € By e € > 0, ent3o existe t > t*
e y € By. Para esse y € By, da densidade de B; em B e da continuidade de T'(t), existe
2 € By com |ly—z|lg, < ee||T(t)y—T(t)z||x <e Assim, 2 =T(t)z € Bye ||z — 2| x < e,
0 que mostra que B; é denso em B,. O

Com esse lema, trocando B; por B; para i = 0, 1, se necessario, podemos assumir que

By e B; sao positivamente invariantes.

Lema 3.21. Existe uma constante L > 0 tal que

T (t)(uo, ur) — T'(s)(uo, u1)||g, < Lt —s| para todost,s >0 e (ug,u;) € By.
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Demonstracdo. Do que acabamos de mostrar, podemos supor que By e By sao positivamente

invariantes. Assim existe uma constante C' > 0 tal que
IT(8) (w0, ur)llm < € e [[T(8)(uo, ua) || < C
para todos t > 0 e (ug, u;) € By. Escrevendo (u(t), us(t)) = T'(t)(uo, uy1), obtemos
lu®)| < €, Jue(®)] <O, [Aut)] < C e [lu(t)] <C,

para todo t > 0.
Assim, para t,s > 0, temos

[u(t) — u(s)]| < < CJt - sl

[ tolan

Como f:V — H é compacta, podemos tomar M = |g| + sup,cp, |f(v)|, € como uy =
—up + Au — f(u) + g, temos

Jue(8)] < Jue(@)] + [Au(t)] + [ f (u(t))] + 9] < 2C + M,
e para t,s > 0 obtemos

[ui(t) = wi(s)] < < (20 + M|t = s|.

/St gt (r)|dr

O resultado ent3o estd provado, tomando L = 3C' + M. O]

Conclusao. Os resultados da Proposicao, 3.18 do Teorema 3.19 e do Lema 3.21 nos mostram
que todas as condi¢cdes do Teorema 3.17 estdo satisfeitas, o que garantem que A* é um atrator

exponencial para T'.

NoTas

Usando as ideias de [22], introduzimos a definicdo de semigrupos exponencialmente x-dissi-
pativos e mostramos que, sabendo da existéncia de um subconjunto limitado B, que absorve
limitados, é possivel construir um conjunto compacto A*, positivamente invariante e que atrai
limitados de X com taxa de atracao exponencial.

Assumindo que o atrator global A de T tenha dimensdo de Hausdorff finita, e que
a aplicagdo t — T'(t)x seja Lipschitz continua para cada z num subconjunto denso de By,
obtemos que a dimens3o de Hausdorff de A* também ¢ finita.

Quando o atrator global A tem dimensdo fractal finita e 7" é um semigrupo Fréchet
diferencidvel numa vizinhanca de A, obtemos que a dimens3o fractal de A* é também finita,

o que prova que A* é um atrator exponencial para 7.
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A Apéndice

Nesse apéndice, apresentamos a demonstracao de alguns resultados auxiliares que foram usados

durante o trabalho.

Lema A.1. Sejam X um espaco métrico completo, K C X um conjunto compacto e assuma
que {x,}nen C X € tal que d(x,, K) — 0 quando n — oo. Entdo {x,},en possui uma

subsequéncia convergente para um ponto de K.

Demonstracdo. Como K é compacto, para cada n € N existe z, € K tal que d(z,,2,) =
d(z,, K). Como {z,}ney C K e K é compacto, ela possui uma subsequéncia {z,, }ren

convergente para um ponto x € K. Portanto

k—00

d(zp,,z) < d(Tp,, 2n,) + d(zn,,, ) < d(Ty,, K) + d(zy,, ) — 0,
0 que mostra que {z,, }ren € convergente para = € K. O

Lema A.2. Sejam X um espaco métrico, S: X — X uma aplicacdo continua e C C X. Se
S(C) c C entdo S(C) C C.

Demonstracdo. Se v € C' e C > x, — x entdo Sz, — Sz, ou seja Sz € S(C) C C, e a
demonstracao estd completa. O]

Lema A.3 (Lema de Gronwall - Versdo Diferencial). Sejam ¢: [a,b] — R uma fungdo continua
e continuamente diferencidvel em (a,b), e a > 0 e § € R tais que
do

E(t) + agp(t) < B parat € (a,b).

Entdo

o(t) < Sayet=o 1 2.

«
Demonstracdo. Multiplicando a primeira equacdo por e, temos

d

2 (etalt)) < ge.

Integrando essa expressao de a a t, obtemos

Sl

(eozt _ eaa>,

e"(t) — e™o(a) <

a(t—a)

de onde o resultado segue diretamente, notando que 1 — e~ < 1lparatodot >a. [

A.1 Topologia fraca*

Dados X um conjunto qualquer, (X4, To)aca uma colecdo de espagos topoldgicos e, para cada
a € A, uma funcdo f,: X — X,, queremos dotar X da topologia 7 menos fina que torne

continua todas as fun¢des f,, que sera chamada de topologia gerada por ([, ).cx.
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Notemos que, para que cada f, seja continua devemos ter

f,;1<Ua) S T,

para todo U, € 7, e @ € A. Assim, a topologia 7 menos fina que torna todas as funcdes f, ! é
a dada pela colecdo de todas as unides de interseccdes finitas de elementos da forma f,;!(U,,),
onde U, € 7, e a € A, além dos conjuntos @ e X. Sendo assim, a seguinte proposicdo tem

demonstracao simples, e é deixada a cargo do leitor.

Proposicao A.4. A colecdo formada pelos conjuntos da forma

ﬂ f1(Uy), T éum subconjunto finito de A e U, € 7, para cada a € T,
acl

forma uma base para 7.

Exemplo A.5. Sejam (X, 7,)aca € uma colecdo de espacos topoldgicos, e defina

X = H Xo={f: A — UyearX, com f(a) € X, para todo o € A}.
a€A
Identificamos um elemento f de X por (x4)aca, onde z, = f(«) para cada a € A. Para cada

ap € A fixado, a projecdo na coordenada ag é definida por

Tag: X — X

(Ta)aecr  Tao((Ta)aer) = Taq-

A topologia 7 gerada por (7, )aca é chamada de topologia produto de X. Sabemos do
Teorema de Tychonoff (veja [19, Theorem 37.3], por exemplo) que se (X,,7,) é compacto

para cada o € A entdo (X, 7) é compacto.

Proposicao A.6. Seja T a topologia gerada por (fo)aca em X. Entdo x,, — x em (X, T) se,

e somente se, fo(r,) = fo(x) em (X,,T) para cada o € A.

Demonstracdo. Se x, — x em (X,7) entdo f,(z,) — fa(x) em (X,,7,), uma vez que
fo: X — X, é continua, para cada a € A.

Reciprocamente, assuma que fo(x,) — fo(z) em (X,, 7o) para todo a € A e considere
uma vizinhangca U de x em (X, 7). Da Proposicdo A.4, existe um subconjunto finito I' C A e

abertos U, € 7, para cada « € I tais que

re (/1 (U) CU.
ael
Assim, para cada a € I', como f,(x) € U,, existe no(er) € N tal que f,(x,) € U, para
n = no(a). Para n > ny := max{ng(a): a € I'} temos f,(z,) € U, e todo a € T, ou seja,

Tp € Naerfo 1 (U,) C U para todo n > ng, o que mostra que x, — . ]
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A demonstracao do préximo resultado é imediata e fica a cargo do leitor.

Proposicao A.7. Seja (Z,w) um espago topoldgico. Entdo g: (Z,w) — (X, 7) € continua

se, e somente se, fo0g: (Z,w) = (X4, Ts) € continua para cada o € A.

Para um espaco normado X, temos a isometria linear candnica av.: X — X** definida
da seguinte maneira: para cada = € X, o elemento av, € X** é dado por (z*, av,) = (z,z*)
para todo z* € X*.

Claramente av. é uma isometria linear, e é um isomorfismo isométrico sobre sua imagem
av(X) em X™, e portanto, podemos identificar X como um subespaco de X**. Quando
av(X) = X**, dizemos que X é reflexivo (mas nem sempre esse é o caso).

Em X* temos definidas a topologia da norma e sua topologia fraca o(X*, X**). Defini-
remos uma terceira topologia em X*, chamada de topologia fraca” e denotada por o(X*, X),
dada como a topologia gerada pelas familia de aplicagdes (av,).cx.

As seguintes propriedades sao validas para a topologia fraca*, e o leitor pode checé-las

em, por exemplo, [3, Secdo 3.4]).
Proposicao A.8. A topologia fraca* em X* € de Hausdorff, e os conjuntos
{z¥ e X*: [(zs, 2" —a3)| <e, i=1,---,n},
comnéeN, z; € X parai=1,--- n, 25 € X* ec >0, formam uma base para o(X*, X).
Escrevemos z, 2 z* para denotar que {z}} converge para z* na topologia fraca*.
Proposicao A.9. Sejam X um espaco vetorial normado sobre K e {x}} C X*. Temos:
(a) x5 = x* se e s6 se (x,2*) — (x,x*) para todox € X.
(b) Se ||z — x*||x- — 0 entdo x* = x*.
(c) Se x: = x* entdo {x*} € limitada e ||z*||x- < lim inf |27, || x-.
(d) se x: = x* e x, — x entdo (x,,x%) — (v, z*).

Teorema A.10 (Teorema de Banach-Alaoglu). Se X é um espaco vetorial normado entdo

B = Ef*(()) = {z* € X*: ||2*||x» < 1} € compacta na topologia fraca*.

Demonstracdo. Considere Z = {h: X — C} dotado da topologia produto w, e defina
d: X* — Z por

q)(x*) - (<‘r7m*>>m€X‘
Note que para cada z € X fixado temos 7, o ®: X* — X dada por 7, (®(x*)) = (x, z*).

Da definicdo de o(X*, X), vemos que 7, o ® é continua, e da Proposicdo A.7 segue que P é

continua. Claramente ® é injetora, e portanto tem uma inversa ®~': ®(X*) C Z — X*.
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Provemos agora que ®~! é continua. Da Proposicdo A.7, é suficiente notar que av, o
®~1: §(X*) — C é continua para cada = € X. De fato, note que para cada x € X fixado

avy(®'h) = (x, ® 'h) = h(x),

ou seja, a aplicagio ®(X*) > h — (av, o ®71)(h) = h(x) é continua, pela definicdo da
topologia produto.
Note que

®(B) ={h e Z: |n(z)| < |zllx, h(z+Ay) = h(z) + Ah(y), A€ Cex,y e X},
e que podemos escrever ®(B) = K; N Ky, com

—C
Ki={heZ:|h(z)| < ||lz][x, z € X} = H By (0),

zeX

Ky={heZ: h(x+Xy) =h(z)+ M(y), \€e Cex,y € X}
= [ {heZ:hlx+y) =hlx)+ \a(y)}.

z,yeX, \eC _DV \
-y,

Do Teorema de Tychonoff, K; é compacto, e como a aplicagdo h +— h(x + A\y) —
h(x) — Ah(y) é continua, D, » é fechado para cada z,y € X e A € C. Portanto K, é

fechado, e assim ®(B) é compacto, o que nos dd B compacto. O

Teorema A.11. Se X € um espaco vetorial normado sobre K. Se X € separdvel entdo Ef* (0),

com a topologia fraca* induzida, é metrizavel.

. : . =X —X*
Demonstracdo. Tome {x,} um conjunto enumerdvel denso em B; (0). Para z*,y* € B (0)

defina

p(x* ") =) 27" (a2 — y7)|.
n=1

E simples verificar que p define uma métrica em B;X"(0).

Mostremos que a topologia gerada pela métrica p coincide com a topologia fraca* em

*

Ff (0). Para isso, seja z € Ff*(O) e W uma vizinhanga de z, na topologia fraca* induzida

em B, (0). Sabemos que existem n € N, z; € B, (0) parai =1,...,n e ¢ > 0 tais que
xg €V = {z" EEiX*(O): [(zi,a* — x| <e, i=1,...,n} CW.

Para cada i = 1,...,n, existe n; € N tal que ||z, — z,,||x < 5. Tomando N =
max n;, se p(z*,13) < gxFr entdo

i=1,...,n

€ 2Mig
x + |<l’n1,flf* —$8>| < 54‘% <g,

{2, 2" = 25)| < 220 — s
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0 que mostra que z* € V. Assim, a topologia induzida por p é mais fina do que a topologia
fraca® em Ef (0).

Reciprocamente, sejam zfy € Fi( (0) e e > 0. Fixe np € N tal que )
Defina

2l < £

n>no 2

*

vz{m*eﬁf (0): (i, 2 — a2)] <§, ¢:1,...,n0}.

Se x* € V entdo

no 0o
* * —n * * —n * * € —-n —n
0(957%): E :2 ‘<$n,$ —33'0>’+ § :2 ’<£L’n,$ _x0>‘<§§ 27"+ E 2 +1<57
n=1 n=1

n>ngo n>no

0 que mostra que zj € V C B?(xf), onde B?(x{) denota a bola aberta de centro z{; e raio
€ na métrica p. Deste modo, a topologia fraca* é mais fina do que a topologia induzida pela

métrica p, o que completa a demonstragdo. O
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