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CENTRO DE CIÊNCIAS F�ISICAS E MATEM�ATICAS

PROGRAMA DE P �OS-GRADUAC� ~AO EM MATEM�ATICA PURA E APLICADA

Filipe Hernandes Azenha Pilon

Atratores Exponenciais para Semigrupos em Espa�cos de Banach

Florian�opolis

2022





Ficha de identificação da obra elaborada pelo autor,
 através do Programa de Geração Automática da Biblioteca Universitária da UFSC.

Pilon, Filipe
   Atratores exponenciais para semigrupos em espaços de
Banach / Filipe Pilon ; orientador, Matheus  Cheque
Bortolan, 2022.
   75 p.

   Dissertação (mestrado) ­ Universidade Federal de Santa
Catarina, Centro de Ciências Físicas e Matemáticas,
Programa de Pós­Graduação em Matemática Pura e Aplicada,
Florianópolis, 2022.

   Inclui referências. 

   1. Matemática Pura e Aplicada. 2. Atratores
exponenciais. 3. Atratores Globais. 4. Semigrupos k
dissipativos. 5. Dimensão fractal. I. Cheque Bortolan,
Matheus . II. Universidade Federal de Santa Catarina.
Programa de Pós­Graduação em Matemática Pura e Aplicada.
III. Título.



Filipe Hernandes Azenha Pilon

Atratores Exponenciais para Semigrupos em Espaços de Banach
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Resumo

Nesse trabalho descrevemos um m�etodo de constru�c~ao de atratores exponenciais para semigru-
pos, usando como base o conceito de semigrupos �-dissipativos de�nidos em [22]. Aplicamos
os resultados abstratos desenvolvidos para mostrar a existência de um atrator exponencial para
uma equa�c~ao da onda semilinear amortecida.

Palavras-chave: atratores exponenciais, semigrupos �-dissipativos, dimens~ao fractal, atrato-
res globais, dimens~ao de Hausdor�.





Abstract

In this work we describe a method for the construction of exponencial attractors for semigroups,
using as basis the concept of �-dissipative semigroups de�ned in [22]. We apply the abstract
developed results to show the existence of an exponential attractor to a damped semilinear
wave equation.

Keywords: exponential attractors, �-dissipative semigroups, fractal dimension, global attrac-
tors, Hausdor� dimension.





Sum�ario

INTRODUC� ~AO . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

1 PRELIMINARES . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

1.1 Semigrupos e atratores globais . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

1.2 Dimens~ao de Hausdor� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

1.3 Dimens~ao Fractal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

2 ATRATORES EXPONENCIAIS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

2.1 Semigrupos discretos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

2.2 Estimativa para a dimens~ao fractal do atrator global para semigru-

pos discretos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

2.3 Constru�c~ao de um atrator exponencial para um semigrupo discreto 42

3 SEMIGRUPOS �-DISSIPATIVOS . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

3.1 Medida de n~ao compacidade de Kuratowski . . . . . . . . . . . . . 51

3.2 De�ni�c~ao e resultados principais . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

3.2.1 Condi�c~oes su�cientes para obter semigrupos exponencialmente �-dissipativos 53

3.2.2 Existência de atrator global para semigrupos exponencialmente �-dissipativos 56

3.2.3 Existência de conjuntos exponencialmente atraentes . . . . . . . . . . . . 56

3.3 Aplica�c~ao �a equa�c~ao de onda semilinear amortecida . . . . . . . . 61
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Introdu�c~ao

O atrator global �e o objeto de maior importância no estudo da dinâmica assint�otica de um

semigrupo T , �e extensivamente estudado na literatura (veja, por exemplo, [15, 21]), por�em

tem suas limita�c~oes. A principal delas �e que n~ao h�a, em geral, informa�c~oes quantitativas sobre

a taxa de atra�c~ao dos conjuntos limitados para o atrator.

Com esse problema da taxa de atra�c~ao em mente, surgiram as variedades inerciais,

apresentadas por Foias, Sell and Temam em 1988 atrav�es do trabalho [12]. O conjunto M �e

uma variedade inercial do semigrupo T , que possui um atrator global A, se �e uma variedade

Lipschitz de dimens~ao �nita que cont�em A, �e positivamente invariante (isto �e, T (t)M�M
para todo t > 0) e atrai exponencialmente os subconjuntos limitados de X. A constru�c~ao de tal

variedade se baseia em condi�c~oes dif��ceis de serem veri�cadas, apesar de j�a estar estabelecida

para uma grande quantidade de equa�c~oes em dimens~ao 1 e 2 (�e um problema em aberto para

as equa�c~oes de Navier-Stokes em dimens~ao 2, e para as equa�c~oes amortecidas de Sine-Gordon

sua inexistência foi provada em [18]).

Tendo em vista a di�culdade de se obter variedades inerciais, Eden et. al. [10] em 1994

de�niram o conceito de atrator exponencial, que �e um conjunto compacto, positivamente

invariante que atrai exponencialmente os subconjuntos limitados de X, e possuem dimens~ao

fractal �nita (veja a Se�c~ao 1.3 para o conceito de dimens~ao fractal). Quando tal atrator

exponencial existe, existe tamb�em o atrator global para o semigrupo, e esse atrator global

est�a contido no atrator exponencial e possui dimens~ao fractal �nita (veja a Proposi�c~ao 2.2).

Na literatura, muitos trabalhos sugerem que a grande maioria dos semigrupos que possuem

atrator global com dimens~ao fractal �nita tamb�em possuem um atrator exponencial (mas

veremos aqui que um resultado abstrato nesse sentido precisa de hip�oteses adicionais sobre o

semigrupo em quest~ao). A hip�otese da �nitude da dimens~ao fractal �e fruto do Teorema 1.20,

que garante que nessa situa�c~ao podemos projetar injetivamente tal conjunto num espa�co de

dimens~ao �nita, o que mostra que o semigrupo, quando restrito ao atrator, de�ne um sistema

dinâmico �nito dimensional.

Assim, esse trabalho est�a focado no problema de exibir um m�etodo de constru�c~ao

de atratores exponenciais para semigrupos (discretos) e usar esse m�etodo, juntamente com o

conceito de semigrupos �-dissipativos (introduzido em [22]), para obter um atrator exponencial

para a equa�c~ao da onda semilinear amortecida, dada por

8><>:
utt(x; t) + ut(x; t)−∆u(x; t) + f(u(x; t)) = g(x); x 2 Ω; t > 0;

u(x; 0) = u0(x) , ut(x; 0) = u1(x); x 2 Ω

u(x; t) = 0 , x 2 @Ω , t > 0;

onde Ω � R3 �e um dom��nio (aberto e conexo) limitado com fronteira @Ω suave. Para isso,

dividimos essa tarefa em três partes:
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Aqui de�nimos formalmente o conceito de semigrupos e atratores globais num espa�co

m�etrico, apresentando (sem demonstra�c~ao) o principal resultado de caracteriza�c~ao de semi-

grupos que possem um atrator global. De�nimos e apresentamos tamb�em os conceitos de di-

mens~ao de Hausdor� e dimens~ao fractal, juntamente com resultados (com provas) necess�arios

para o restante do trabalho, al�em do Teorema 1.20 e do Corol�ario 1.21, que s~ao as principais

motiva�c~oes para o estudo de conjuntos compactos com dimens~ao fractal �nita. Esse cap��tulo,

diferentemente dos demais, n~ao entra em detalhes das teorias apresentadas, funcionando ape-

nas como uma base de de�ni�c~oes e nota�c~oes que ser~ao utilizadas no restante do texto. Por

esse motivo, escolhemos apresent�a-lo de uma maneira bastante concisa, com o Teorema 1.20

(junto com a teoria necess�aria para obtê-lo) sendo a �unica exce�c~ao.

Cap��tulo 2. Atratores exponenciais

Come�camos esse cap��tulo de�nindo o conceito de atrator exponencial e relacionamos

a sua existência com a existência do atrator global com dimens~ao fractal �nita, atrav�es da

Proposi�c~ao 2.2. Com isso, apresentamos o conceito de semigrupo discreto e relacionamos a

existência de atratores exponenciais de semigrupos discretos e semigrupos cont��nuos. Para

obter a �nitude da dimens~ao fractal do atrator global de um semigrupo discreto, obtemos uma

estimativa para essa dimens~ao na Se�c~ao 2.2. O t�opico principal desse cap��tulo �e a Se�c~ao 2.3,

baseada em [23], na qual apresentamos um m�etodo de constru�c~ao de atratores exponenciais

para semigrupos discretos, sob certas hip�oteses.

Cap��tulo 3. Semigrupos �-dissipativos

Baseados em [22], apresentamos o conceito de semigrupos �-dissipativos, como isso se

relaciona com a existência de atrator global, e condi�c~oes su�cientes para obtermos semigrupos

�-dissipativos. Como passo intermedi�ario entre os atratores globais e os atratores exponenciais,

obtemos um m�etodo de constru�c~ao de conjuntos compactos, positivamente invariantes e com

taxa de atra�c~ao exponencial, por�em n~ao necessariamente com dimens~ao fractal �nita (veja

Subse�c~ao 3.2.3). Existem exemplos (veja o Exemplo 3.14) nos quais tal constru�c~ao gera um

conjunto com dimens~ao fractal in�nita, mas sob certas condi�c~oes (dadas no Lema 3.15, e

v�alidas para uma grande classe de problemas) �e poss��vel mostrar a �nitude da dimens~ao de

Hausdor� (veja o Teorema 3.16). Adicionando uma condi�c~ao de diferenciabilidade (um pouco

mais restritiva que as condi�c~oes do Lema 3.15) �e poss��vel mostrar que tal constru�c~ao gera um

atrator exponencial, desde que o atrator global tenha dimens~ao fractal �nita. Com todos esses

resultados, na Se�c~ao 3.3 somos capazes de mostrar a existência de um atrator exponencial

para a equa�c~ao da onda semilinear amortecida apresentada previamente, o que conclui o nosso

trabalho.
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A �m de manter o trabalho limpo, apresentamos no Apêndice alguns resultados que

merecem estar descritos, mas que atrapalhariam a leitura do texto caso fossem apresentados

diretamente no trabalho. Damos principal ênfase ao Teorema A.11, que �e essencial para a

demonstra�c~ao do Teorema 1.20.

Esperamos que o trabalho descreva um caminho coeso para a constru�c~ao de atratores

exponenciais de equa�c~oes de evolu�c~ao, que desperte no leitor o mesmo interesse que despertou

em n�os, e que possa ser usado como base para estudos futuros em outras equa�c~oes, e possa

ser estendido para o caso n~ao-autônomo de processos de evolu�c~ao.
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1 Preliminares

1.1 Semigrupos e atratores globais

Nesse cap��tulo apresentamos brevemente as de�ni�c~oes e os resultados b�asicos sobre

semigrupos em espa�cos m�etricos e atratores globais para tais semigrupos (para mais detalhes

veja, por exemplo, [15]). Para isso, consideramos (X; d) um espa�co m�etrico, que denotaremos

simplesmente por X quando n~ao houver confus~ao, e C(X) o conjunto das fun�c~oes cont��nuas

de X em X. Para um subconjunto A de X, A representa o fecho de A.

Um semigrupo em X �e uma fam��lia T = fT (t) : t > 0g � C(X) satisfazendo:

(i) T (0)x = x para todo x 2 X;

(ii) T (t+ s) = T (t)T (s) para todos t; s > 0;

(iii) a aplica�c~ao [0;1)�X 3 (t; x) 7! T (t)x 2 X �e cont��nua.

Para A;B � X n~ao-vazios, a semidistância de Hausdor� entre A e B �e dada por

dH(A;B) = sup
x2A

inf
y2B

d(x; y):

Quando A = fag, denotaremos d(a;B) = dH(fag; B), que �e a distância usual de um ponto

a um conjunto n~ao-vazio. Note que, para A;B � X n~ao-vazios, temos dH(A;B) = 0 se, e

somente se, A � B.

Observa�c~ao 1.1. Em raras ocasi~oes, usaremos a distância usual entre dois subconjuntos

A;B n~ao-vazios de X, dada por

dist(A;B) = inf
a2A

inf
b2B

d(x; y):

Dizemos tamb�em que A atrai B sob a a�c~ao de T se dado � > 0, existe t0 > 0 tal

que

dH(T (t)B;A) < � para todo t > t0;

isto �e, se

lim
t!1

dH(T (t)B;A) = 0: (1.1)

N�os podemos dizer tamb�em que A T -atrai B, ou simplesmente que A atrai B, quando n~ao

houver confus~ao com respeito ao semigrupo T . Uma no�c~ao relacionada �a atra�c~ao �e a no�c~ao

de absor�c~ao. Dizemos que A absorve B sob a a�c~ao de T , se existe t0 > 0 tal que

T (t)B � A para todo t > t0:

Tamb�em dizemos que A T -absorve B, ou simplesmente que A absorve B, quando n~ao

houver confus~ao com respeito ao semigrupo T .
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Observa�c~ao 1.2. Veja que se A absorve B ent~ao A atrai B, mas o contr�ario nem sempre

�e verdade, como por exemplo A = f0g, B = [−1; 1] e T (t)x = xe−t para x 2 X = R.

De todo modo, se A atrai B, ent~ao para qualquer r > 0, a r-vizinhan�ca de A, dada por

Or(A) = fx 2 X : d(x;A) < rg, absorve B.

Al�em da de�ni�c~ao de atra�c~ao, para chegarmos �a de�ni�c~ao de um atrator global para

um semigrupo, �e fundamental a no�c~ao de invariância. Dizemos que um conjunto n~ao-vazio A

�e positivamente invariante/negativamente invariante/invariante por T se

T (t)A � A = T (t)A � A = T (t)A = A para todo t > 0:

Com isto, somos capazes de introduzir a no�c~ao de atrator global para um semigrupo.

Um conjunto A de X �e um atrator global de um semigrupo T se A �e compacto, invariante

por T e A atrai todos os subconjuntos limitados de X, isto �e, se B � X �e limitado ent~ao

lim
t!1

dH(T (t)B;A) = 0:

Observa�c~ao 1.3. Segue diretamente da de�ni�c~ao que um atrator global para um semigrupo

T , quando existe, �e �unico. De fato, se A1;A2 s~ao atratores globais, A2 atrai A1 (pois A1 �e

compacto e, portanto, limitado). Mas A1 �e invariante, e isso nos d�a

dH(A1;A2) = dH(T (t)A1;A2)
t!1−! 0:

Assim dH(A1;A2) = 0 e ent~ao A1 = A1 � A2 � A2. Trocando A1 por A2, obtemos a outra

inclus~ao e, portanto, a igualdade.

Uma solu�c~ao global de T �e uma fun�c~ao � : R! X que satisfaz T (t)�(s) = �(t+ s)

para todos t > 0 e s 2 R. Se al�em disso o conjunto �(R) �e limitado em X, diremos que �

�e uma solu�c~ao global limitada de T . A seguinte caracteriza�c~ao do atrator global A de um

semigrupo T , quando ele existe, nos d�a uma ideia de qu~ao importante �e esse objeto do ponto

de vista pr�atico:

A = f�(0) : � �e uma solu�c~ao global limitada de Tg: (1.2)

Tal caracteriza�c~ao nos mostra que o atrator global A n~ao s�o �e o conjunto sobre o qual

todas as solu�c~oes do semigrupo T se acumulam quando t ! 1, mas tamb�em �e formado

somente pelos pontos sobre os quais passa uma solu�c~ao global limitada de T . Desta forma, o

estudo de atratores globais para semigrupos �e fundamental para o entendimento n~ao somente

do comportamento assint�otico (quando t ! 1), mas tamb�em para a compreens~ao de todas

as solu�c~oes limitadas de um dado problema.

No que diz respeito �a existência de atratores globais, o seguinte resultado �e canônico,

e sua demonstra�c~ao pode ser encontrada em, por exemplo, [15].

Teorema 1.4 (Caracteriza�c~ao de semigrupos que possuem atrator global). Um semigrupo T

num espa�co m�etrico X possui um atrator global A se, e somente se,
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(a) existe um subconjunto limitado B0 de X que absorve todos os limitados de X, isto �e,

dado B � X limitado, existe t0 = t0(B) > 0 tal que T (t)B � B0 para todo t > t0;

(b) T �e assintoticamente compacto, isto �e, para todas sequências tn !1 e fxngn2N� �
X limitada, fT (tn)xngn2N� possui subsequência convergente.

Nesse caso, o atrator global A �e dado por

A = !(B0) = fy 2 X : existem tn !1 e fxngn2N� � B0 com T (tn)xn ! yg:

Observa�c~ao 1.5. Para B � X n~ao-vazio, o conjunto !(B) �e chamado de !-limite de B.

N~ao �e dif��cil ver que para cada B � X temos

!(B) =
\
s>0

[
t>s

T (t)B:

1.2 Dimens~ao de Hausdor�

Apresentamos agora os conceitos b�asicos de dimens~ao de Hausdor�, seguindo os livros do

Falconer [11] e Folland [13]. Para X um conjunto qualquer, o conjunto das partes de X ser�a

denotado por 2X . Lembremos que uma fun�c~ao �� : 2X ! [0;1] �e uma medida exterior se

satisfaz

(i) ��(∅) = 0;

(ii) ��(A) 6 ��(B) sempre que A � B;

(iii) ��
� 1S
j=1

Aj

�
6
1P
j=1

��(Aj), para qualquer sequência fAjgj2N� � 2X .

Um conjunto E � X �e dito ��-mensur�avel se para todo A � X

��(E) = ��(E \ A) + ��(E \ Ac):

De agora em diante, a menos que especi�cado o contr�atrio (X; d) ser�a um espa�co

m�etrico. Para A � X n~ao-vazio, o diâmetro de A �e de�nido por

diam(A) = sup
a1;a22A

d(a1; a2):

Dados � > 0 e � > 0, para cada A � X, de�nimos

�
(�)
� (A) = inf

(
1X
i=1

(diam(Bi))
� : A �

1[
i=1

Bi; diam(Bi) < �

)
;

com a conven�c~ao de que inf(∅) = 1. Como �
(�)
� (A) cresce quando � decresce, podemos

de�nir

�(�)(A) = lim
�!0+

�
(�)
� (A) = sup

�>0
�

(�)
� (A):
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Observa�c~ao 1.6. Podemos considerar, na de�ni�c~ao de �
(�)
� (A), que A seja coberto por

conjuntos abertos. Isso muda um pouco o valor de �
(�)
� (A) para cada � > 0, mas n~ao altera

o valor de �(�)(A) (veja [7]).

Proposi�c~ao 1.7.

(a) Para cada � > 0 e � > 0, �
(�)
� �e uma medida exterior.

(b) Para cada � > 0, �(�) �e uma medida exterior.

(c) Para �0 > � > 0, se �(�)(A) < 1 ent~ao �(�0)(A) = 0, e se �(�0)(A) > 0 ent~ao

�(�)(A) =1.

Demonstra�c~ao. (a) Fixemos � > 0 e � > 0. Note que �
(�)
� (∅) = 0 e �

(�)
� (A) 6 �

(�)
� (B)

sempre que A � B.

Consideremos agora uma sequência fAjgj2N� � 2X . Fixado " > 0, da de�ni�c~ao de

�
(�)
� (Aj), para cada j 2 N�, existe uma sequência fBj

i gi2N� com

Aj �
1[
i=1

Bj
i ; diam(Bj

i ) < � para todo i 2 N� e
1X
i=1

(diam(Bj
i ))

� 6 ��� (Aj) + 2−j":

Deste modo
1S
j=1

Aj �
1S

i;j=1

Bj
i e

�
(�)
�

 
1[
j=1

Aj

!
6

1X
i;j=1

(diam(Bj
i ))

� 6
1X
j=1

�
(�)
� (Aj) + ":

Como " > 0 �e arbitr�ario, obtemos

�
(�)
�

 
1[
j=1

Aj

!
6

1X
j=1

�
(�)
� (Aj);

o que conclui a demonstra�c~ao do item (a).

(b) Segue diretamente da de�ni�c~ao de �(�) que �(�)(∅) = 0 e que �(�)(A) 6 �(�)(B)

sempre que A � B. Se fAjgj2N� � 2X e � > 0, do item (a) segue que

�
(�)
�

� 1[
j=1

Aj

�
6

1X
j=1

�
(�)
� (Aj) 6

1X
j=1

�(�)(Aj);

e portanto

�(�)
� 1[
j=1

Aj

�
6

1X
j=1

�(�)(Aj);

o que conclui a demonstra�c~ao do item (b).

(c) �E su�ciente provar a primeira a�rma�c~ao, pois segunda �e sua contrapositiva. Assuma

assim �(�)(A) < 1. Para cada � > 0 existe fBjgj2N� com A �
1S
j=1

Bj, diam(Bj) < � para

todo j 2 N�, e
1X
j=1

(diam(Bj))
� 6 �(�)(A) + 1:
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Assim

�
(�0)
� (A) 6

1X
j=1

(diam(Bj))
(�0) < ��

0−�
1X
j=1

(diam(Bj))
� 6 ��

0−�[��(A) + 1];

e, como �0 > �, ��
0−�[�(�)(A) + 1]

�!0−−! 0 e, portanto, �(�0)(A) = 0.

Dado A � X, a dimens~ao de Hausdor� de A �e de�nida por

dimH(A) = inff� > 0: �(�)(A) = 0g = supf� > 0: �(�)(A) =1g:

Observa�c~ao 1.8. Dizemos que um espa�co topol�ogico K tem dimens~ao �nita se existe um

inteiro n tal que, para toda a cobertura aberta U de K, existe uma cobertura aberta U 0 de

K re�nando U com a propriedade de que cada ponto de K pertence a no m�aximo n + 1

subconjuntos de U 0. Neste caso, a dimens~ao topol�ogica dim(K) de K �e o menor n com

essa propriedade. Sabemos, vide Kahane [14] por exemplo, que

dim(K) 6 dimH(K):

Proposi�c~ao 1.9. Se fAngn2N� � X e A =
1S
n=1

An ent~ao

dimH(A) = sup
n2N�

dimH(An):

Demonstra�c~ao. Como An � A para cada n 2 N�, segue diretamente que dimH(An) 6

dimH(A) para todo n 2 N� e portanto sup
n2N�

dimH(An) 6 dimH(A). Para a rec��proca, seja

� > sup
n2N�

dimH(An). Temos

�(�)(A) = �(�)
� 1[
n=1

An

�
6

1X
n=1

�(�)(An) = 0;

e portanto dimH(A) 6 �. Como � > sup
n2N�

dimH(An) �e arbitr�ario, segue o resultado.

A dimens~ao de Hausdor� tem um comportamento interessante quando associada �a

fun�c~oes Lipschitz cont��nuas, que ser�a dada no seguinte resultado:

Proposi�c~ao 1.10. Sejam X, Y espa�cos m�etricos.

(a) Para cada � > 0, se f : X ! Y �e uma fun�c~ao Lipschitz cont��nua com constante de

Lipschitz L > 0 e A � X ent~ao �(�)(f(A)) 6 L��(�)(A).

(b) Se f : X ! Y uma fun�c~ao Lipschitz cont��nua ent~ao dimH(f(A)) 6 dimH(A) para

todo A � X.
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Demonstra�c~ao. (a) A demonstra�c~ao desse item �e trivial caso tenhamos L = 0 ou se �(�)(A) =

1. Assumimos ent~ao que L > 0, que �(�)(A) <1, e �xemos " > 0. Para cada � > 0, existe

fBjgj2N� � 2X tal que A �
S1
j=1 Bj, diam(Bj) <

�
L

para todo j 2 N� e

1X
j=1

(diam(Bj))
� 6 �

(�)
�=L(A) + " 6 �(�)(A) + ":

De�nimos Dj = f(Bj) para cada j 2 N�. Agora:

• como A �
1S
j=1

Bj, temos f(A) �
1S
j=1

Dj;

• se x1; x2 2 Dj, ent~ao xi = f(yi) onde yi 2 Bj para i = 1; 2. Assim

d(x1; x2) = d(f(y1); f(y2)) 6 Ld(y1; y2) 6 Ldiam(Bj)

e, portanto, diam(Dj) 6 Ldiam(Bj) < �.

Assim

�
(�)
� (f(A)) 6

1X
j=1

(diam(Dj))
� 6 L�

1X
j=1

(diam(Bj))
� 6 L��(�)(A) + L�":

Fazendo � ! 0+ obtemos �(�)(f(A)) 6 L��(�)(A) + L�". Como " > 0 �e arbitr�ario, con-

clu��mos o resultado.

(b) Pelo item (a), se �(�)(A) = 0 ent~ao �(�)(f(A)) = 0. Assim, pela de�ni�c~ao de

dimens~ao de Hausdor�, temos dimH(f(A)) 6 dimH(A).

1.3 Dimens~ao Fractal

Agora, vamos introduzir o conceito de dimens~ao fractal, que nos permitir�a projetar o atrator

de maneira injetiva em um espa�co vetorial de dimens~ao �nita (veja o Corol�ario 1.21).

No que segue, K �e um subconjunto compacto de um espa�co m�etrico (X; d). De�na

N(r;K) = n�umero m��nimo de bolas de raio r necess�ario para cobrir K:

A dimens~ao fractal de K �e dada por

c(K) = lim sup
r!0+

lnN(r;K)

ln(1=r)
;

onde ln denota o logaritmo natural.

Observa�c~ao 1.11. Veja que, da de�ni�c~ao de c(K), dado " > 0 existe � > 0 tal que

N(r;K) 6
�1

r

�c(K)+"

para todo 0 < r < �:
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Para cada � > 0 e r > 0, existem B1; � � � ; BN(r;K) bolas de raio r que cobrem K.

Assim

�
(�)
2r (K) 6

N(r;K)X
j=1

(diam(Bj))
� = N(r;K)2�r� 6 2�

�1

r

�c(K)+"−�
:

Tomando � = c(K) + �, onde 0 < � < � temos

�
(c(K)+�)
2r (K) 6 2�

�1

r

�"−�
:

Fazendo r ! 0+ obtemos �(c(K)+�)(K) = 0 para cada � > � > 0. Da arbitrariedade de

� > � > 0, obtemos �(c(K))(K) = 0 e, da de�ni�c~ao de dimens~ao de Hausdor�, obtemos

dimH(K) 6 c(K):

�E poss��vel que c(K) e dimH(K) sejam diferentes (vide Ma~n�e [17], por exemplo).

Exemplo 1.12. Note que se a; b 2 R com a < b, temos c([a; b]) = 1, pois para cada r > 0,

temos
b− a
r

6 N(r; [a; b]) 6
b− a
r

+ 1:

Assim, obtemos facilmente que dimH([a; b]) 6 1. Da Observa�c~ao 1.8, como dim([a; b]) = 1,

obtemos dimH([a; b]) = 1.

Claramente, como ln(a+ b) 6 ln a+ ln b para a; b > 1 n�umeros inteiros, temos

c(K1 [K2) 6 c(K1) + c(K2):

Proposi�c~ao 1.13. Se (X; d), (Y; �) s~ao espa�cos m�etricos, K � X �e compacto e f : K ! Y

�e Lipschitz cont��nua, ent~ao c(f(K)) 6 c(K).

Demonstra�c~ao. N~ao h�a nada a provar se c(K) =1, e assim supomos c(K) <1. Denotamos

por L > 0 a constante de Lipschitz de f . Note que se

K �
N(r=L;K)[

i=1

BX
r (xi);

com xi 2 K para i = 1; : : : ; N(r=L;K), ent~ao

f(K) �
N(r;K)[
i=1

BY
r (f(xi));

ou seja N(r; f(K)) 6 N(r=L;K), o que nos d�a

c(f(K)) = lim sup
r!0+

lnN(r; f(K))

ln(1=r)
6 lim sup

r!0+

lnN(r=L;K)

ln(1=r)
= c(K):
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Num espa�co vetorial normado (X; k � kX), dados r > 0 e x 2 X denotaremos a bola

aberta em X de centro x e raio r por

Br(x) = fy 2 X : ky − xkX < rg:

Al�em disso, dados A;B � X, denotaremos a soma de A e B por

A+B = fx+ y : x 2 A e y 2 Bg:

Denotaremos tamb�em −A = f−x : x 2 Ag e A−B := A+ (−B).

Observa�c~ao 1.14. Notemos que se x1; x2 2 X e r > 0 ent~ao

Br(x) +Br(y) � B2r(x+ y):

De fato se z 2 Br(x) e w 2 Br(y) ent~ao

kz + w − (x+ y)kX 6 kz − xkX + kw − ykX < 2r;

isto �e, z + w 2 B2r(x+ y).

Proposi�c~ao 1.15. Sejam (X; k � kX) um espa�co vetorial normado e K1, K2 subconjuntos

compactos de X. Ent~ao

c(K1 +K2) 6 c(K1) + c(K2):

Demonstra�c~ao. Dado r > 0, existem xi1; : : : ; x
i
N(r;Ki)

em Ki tais que Ki �
N(r;Ki)S
j=1

Br(x
i
j) e

consequentemente

K1 +K2 �
N(r;K2)[
i=1

N(r;K1)[
j=1

(Br(x
1
j) +Br(x

2
i )) �

N(r;K2)[
i=1

N(r;K1)[
j=1

B2r(x
1
j + x2

i ):

Portanto, N(r;K1)N(r;K2) bolas de raio 2r cobrem K1+K2, o que nos d�a N(2r;K1+K2) 6

N(r;K1)N(r;K2). Consequentemente

c(K1 +K2) = lim sup
r!0+

lnN(2r;K1 +K2)

ln(1=2r)
6 lim sup

r!0+

ln[N(r;K1)N(r;K2)]

ln(1=2r)

6 lim sup
r!0+

lnN(r;K1)

ln(1=2r)
+ lim sup

r!0+

lnN(r;K2)

ln(1=2r)
:

Notando que para i = 1; 2 temos

lim sup
r!0+

lnN(r;Ki)

ln(1=2r)
= lim sup

r!0+

lnN(r;Ki)

ln(1=r)
� ln(1=r)

ln(1=2r)
= c(Ki);

uma vez que lim
r!0+

ln(1=r)
ln(1=2r)

= 1, o resultado segue.

Corol�ario 1.16. Sejam (X; k�kX) um espa�co vetorial normado e K um subconjunto compacto

de X. Ent~ao c(K −K) 6 2c(K).
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Demonstra�c~ao. A prova segue diretamente da Proposi�c~ao 1.15, j�a que c(−K) = c(K).

Agora mostraremos que conjuntos compactos que têm dimens~ao fractal �nita podem

ser projetados, de maneira injetiva, num espa�co vetorial de dimens~ao �nita. Isso indica que

podemos pensar os atratores de semigrupos como objetos de dimens~ao �nita, mesmo quando o

semigrupo est�a num espa�co de Banach de dimens~ao in�nita. Para tanto, vamos provar alguns

resultados t�ecnicos de an�alise funcional, com o prop�osito de mostrarmos alguns resultados

sobre dimensionalidade �nita de conjuntos compactos invariantes para certas aplica�c~oes n~ao-

lineares.

Seja (X; k � kX) um espa�co de Banach. Denotaremos por L(X) o conjunto dos ope-

radores lineares cont��nuos de X em X. Dado Y um subespa�co de dimens~ao �nita de X,

denotaremos por P(X; Y ) o subconjunto de L(X) consistindo das proje�c~oes com imagem Y ,

isto �e, das aplica�c~oes P 2 L(X) tais que P 2 = P e P (X) = Y . No que segue, a menos que

dito o contr�ario, (X; k � kX) �e um espa�co de Banach e Y um subespa�co de dimens~ao �nita de

X.

Lema 1.17. Dados K um subconjunto compacto de X e r > 0 ent~ao o conjunto

Ar = fv − w : v; w 2 K e kv − wkX > rg;

�e um subconjunto compacto de X.

Demonstra�c~ao. Notemos primeiramente que, como a aplica�c~ao X�X 3 (x; y) 7! x−y 2 X
�e cont��nua, o conjunto K − K �e compacto. Como Ar � K − K, para mostrar que Ar �e

compacto, basta mostrar que Ar �e fechado.

Para tanto, considere vk; wk 2 K e kjvk − wkkX > r para todo k 2 N�, com yk :=

vk − wk
k!1−−−! y 2 X. Usando a compacidade de Kn, podemos assumir que, passando a

subsequência se necess�ario, que vk
k!1−−−! v 2 K e wk

k!1−−−! w 2 K. Portanto y = v − w e

kv − wkX > r, o que mostra que y 2 Ar r prova que Ar �e fechado.

Lema 1.18. Para K um subconjunto compacto de K e r > 0, de�na

Pr = fP 2 P(X; Y ) : diam(P−1(y) \K) < r para todo y 2 Y g: (1.3)

Ent~ao dada P 2 P(X; Y ) temos P 2 Pr se, e somente se, P−1(0)\Ar = ∅. Al�em disso, Pr
�e aberto em P(X; Y ) na topologia uniforme de operadores.

Demonstra�c~ao. Fixemos P 2 P(X; Y ). Suponha P 2 Pr e, por absurdo, que P−1(0)\Ar 6=
∅. Tome y1 2 P−1(0) \ Ar. Assim Py1 = 0 e existem v; w 2 K com kv − wkX > r com

y1 = v − w. Deste modo, 0 = Py1 = Pz − Pw, e para y = Pv = Pw 2 Y temos

diam(P−1(y) \K) > kv − wkX > r;

o que mostra que P =2 Pr e nos d�a uma contradi�c~ao.
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Por outro lado, se P−1(0) \ Ar = ∅ para todo y 2 Y e v; w 2 P−1(y) \K, temos

v − w 2 P−1(0) (pois P (v − w) = y − y = 0) e, portanto, devemos ter v − w =2 Ar, isto

�e, kv − wkX < r. Como P−1(y) \K �e compacto, segue que diam(P−1(y) \K) < r, o que

completa a prova da primeira a�rma�c~ao.

Para provar que Pr �e aberto em P(X; Y ) na topologia uniforme de operadores, vamos

mostrar que seu complementar em P(X; Y ) �e fechado. Seja P(X; Y ) n Pr 3 Pn ! P 2
P(X; Y ) na topologia uniforme. Para cada n 2 N�, como Pn =2 Pr temos P−1

n (0) \ Ar 6= ∅
e existe xn 2 Ar com Pnxn = 0. Logo, fxngn2N� � Ar e como Ar �e compacto, xn ! x para

algum x 2 Ar (a menos de subsequência). Al�em disso

kPxkX = kPx− PnxnkX 6 kPx− PxnkX + kPxn − PnxnkX
6 kPkL(X)kx− xnkX + kP − PnkL(X)kxnkX

n!1−−−! 0;

o que mostra que Px = 0. Assim x 2 P−1(0) \ Ar, e mostra que P =2 Pr.

Para um espa�co vetorial normado (X; k � kX) sobre um corpo K (onde K = R ou C)

denotaremos por X� o seu dual topol�ogico, isto �e, o conjunto dos funcionais lineares cont��nuos

de X em K.

Lema 1.19. Sejam X um espa�co de Banach, fAngn2N uma sequência de subconjuntos com-

pactos de X e A =
S
n2N

An. Ent~ao existe uma sequência f�ngn2N� em X� tal que, se a 2 A

e �n(a) = 0 para todo n 2 N�, ent~ao a = 0.

Demonstra�c~ao. Consideremos W como o fecho do subespa�co gerado por A. Como A �e uma

uni~ao enumer�avel de conjuntos compactos, ele �e separ�avel. Consequentemente W �e um espa�co

de Banach separ�avel. Consideremos a bola unit�aria fechada centrada na origem em W �, de-

notada por B
W �

1 (0). Sabemos que B
W �

1 (0) �e compacto e metriz�avel na topologia fraca�,

denotada por �(W �;W ) (veja os Teoremas A.10 e A.11). Portanto, existe uma sequência

densa f ngn2N em (B
W �

1 (0); �(W �;W )). Agora, se x 2 W e  n(x) = 0 para todo n 2 N,

segue que  (x) = 0 para todo  2 BW �
1 (0) o que implica que x = 0. Usando o Teorema de

Hahn-Banach, podemos estender cada  n a um funcional �n 2 X�, nos dando a sequência

desejada.

Com isso, apresentamos o principal resultado desta se�c~ao, que nos mostra que certos

conjuntos podem ser projetados injetivamente num espa�co vetorial de dimens~ao �nita. Tal

resultado foi retirado de [17].

Teorema 1.20. Sejam X um espa�co de Banach sobre K, K =
1S
n=1

Kn com Kn compacto

para cada n 2 N e tal que dimH(K − K) < 1. Se Y �e um subespa�co de dimens~ao �nita

de X com dimH(K −K) + 1 < dimY , ent~ao o conjunto fP 2 P(X; Y ) : P jK �e injetorag �e

residual 1 em P(X; Y ).
1 Um subconjunto X de um espaço topológico é um conjunto residual se contém uma interseção enumerável

de subconjuntos abertos e densos.
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Antes de demonstrarmos esse teorema, vejamos um corol�ario imediato:

Corol�ario 1.21. Sejam X um espa�co de Banach sobre K, K =
1S
n=1

Kn com Kn compacto

para cada n 2 N e tal que c(K) < 1. Se Y �e um subespa�co de dimens~ao �nita de X

com 2c(K) + 1 < dimY , ent~ao o conjunto fP 2 P(X; Y ) : P jK �e injetorag �e residual em

P(X; Y ).

Demonstra�c~ao. Segue diretamente do Teorema 1.20, usando a estimativa do Corol�ario 1.16.

Demonstra�c~ao do Teorema 1.20. Para melhorar o entendimento, separamos a demonstra�c~ao

em quatro passos.

Passo 1. Primeiramente vemos que, trocando Kn por K̃n =
nS
j=1

Kj para cada n 2 N� se

necess�ario, podemos assumir que Kn � Kn+1 para cada n 2 N�.
Para cada n 2 N� e r > 0 de�nimos

Pn;r = fP 2 P(X; Y ) : diam(P−1(y) \Kn) < r para todo y 2 Y g:

Usando o Lema 1.18 sabemos que Pn;r �e aberto em P(X; Y ) e que

Pn;r = fP 2 P(X; Y ) : P−1(0) \ An;r = ∅g;

onde An;r = fv − w : v; w 2 Kn e kv − wkX > rg.

Passo 2. Notemos que o conjunto das proje�c~oes em P(X; Y ) que s~ao injetivas sobre K �e

igual a
T1
n=1

T1
m=1Pn; 1m . De fato, �xe P 2 P(X; Y ) com P jK injetiva e n;m 2 N�. Assuma,

por contradi�c~ao, que P−1(0) \ An; 1
m
6= ∅. Ent~ao existe v; w 2 Kn com kv − wkX > 1

m
com

v − w 2 P−1(0). Mas assim v 6= w e Pv = Pw, o que contraria a injetividade de P em K.

Portanto P 2 Pn; 1
m

para todos n;m 2 N�. Reciprocamente assuma que P n~ao �e injetiva em

K. Assim, existem x; y 2 K com x 6= y e Px = Py. Existe m 2 N� tal que kx− ykX > 1
m

.

Al�em disso, como Kj � Kj+1 para todo j 2 N�, existe n 2 N� tal que x; y 2 Kn. Mas assim

x− y 2 P−1(0) \ Am; 1
m

, o que nos d�a uma contradi�c~ao e mostra que P jK �e injetiva.

Passo 3. Considere o espa�co quociente Z = fx+Y : x 2 Xg onde x+Y = fx+y : y 2 Y g.
Em Z, de�nimos a norma

kx+ Y kZ = inf
y2Y
kx+ ykX :

Sabemos que (Z; k � kZ) �e um espa�co de Banach, e consideramos a aplica�c~ao quociente

Q : X ! Z dada por Q(x) = x+ Y para cada x 2 X. Note que

Q(An;r) n f0g =
[
m2N

n
Q(v) : v 2 An;r; kQ(v)kZ >

1

m

o
;

e cada conjunto fQ(v) : v 2 An;r; kQ(v)kZ > 1
m
g �e compacto. Podemos ent~ao usar o Lema

1.19 para obter uma sequência f�igi2N� em Z� tal que se x+Y 2 Q(An;r)nf0g e �i(x+Y ) = 0

para todo i 2 N�, ent~ao x+ Y = 0, isto �e, x 2 Y .
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Para i; j 2 N�, de�na

An;r;i;j =
n
x 2 An;r : j�i(Q(x))j > 1

j

o
:

Vejamos que

P−1(0) \ An;r =
1[
i=1

1[
j=1

P−1(0) \ An;r;i;j;

De fato, suponha que x 2 P−1(0) \ An;r e �i(Q(x)) = 0 para todo i 2 N. Se Q(x) = 0

ent~ao x 2 Y = P (X), o que nos �a x = Px = 0 e contradiz o fato de x 2 An;r (uma vez que

0 =2 An;r). Se Q(x) 6= f0g ent~ao Q(x) 2 Q(An;r) n f0g e obtemos x 2 Y . Como no primeiro

caso, x 2 Y = P (X), o que nos d�a x = Px = 0 e chegamos a uma contradi�c~ao. Portanto,

j�i(Q(x))j > 0 para algum i 2 N� e, escolhendo j 2 N� tal que j�i(Q(x))j > 1
j
, mostramos

que x 2 An;r;i;j. Reciprocamente, como An;r;i;j � An;r para todos i; j 2 N�, a outra inclus~ao

�e trivial.

Por �m, de�nindo

Pn;r;i;j = fP 2 P(X; Y ) : P−1(0) \ An;r;i;j = ∅g;

vemos que

Pn;r =
\
i2N

\
j2N

Pn;r;i;j;

pois P−1(0) \ An;r = ∅ se, e somente se, P−1(0) \ An;r;i;j = ∅ para todos i; j 2 N. Al�em

disso, como An;r �e compacto (vide Lema 1.17) e An;r;i;j � An;r para todos i; j 2 N, segue

facilmente que An;r;i;j �e compacto (basta ver que An;r;i;j �e fechado). Procedendo exatamente

como na demonstra�c~ao do Lema 1.18 obtemos que Pn;r;i;j �e aberto. Portanto, a prova �ca

reduzida a mostrar que para cada n; i; j 2 N e r > 0, Pn;r;i;j �e denso em P(X; Y ).

Passo 4. Fixemos P0 2 P(X; Y ) e de�na � : Y n f0g ! S = fy 2 Y : kykX = 1g por

�(y) = y
kykX

. Ent~ao

�(P0(An; r) n f0g) =
1[
l=1

�
(
P0(An; r)) \ [Y nBY

1=l(0)]
�
;

e, da Proposi�c~ao 1.9,

dimH(�(P0(An;r))) = sup
l2N

dimH(�(P0(An;r) \ [Y nBY
1=l(0)])):

Note que a aplica�c~ao �, quando restrita �a P0(An;r) \ [Y nBY
1=l(0)], �e Lipschitz cont��nua, uma

vez que para y1; y2 2 Y nBY
1=l(0) temos

k�(y1)− �(y2)kX 6 2lky1 − y2kX :

Consequentemente, pela Proposi�c~ao 1.10, obtemos

dimH

(
�
(
P0(An;r) \ [Y nBY

1=l(0)]
��

6 dimH(P0(An;r)):
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Lembrando que P0 tamb�em �e Lipschitz cont��nua (pois �e linear limitada), usando novamente

a Proposi�c~ao 1.10 juntamente com o fato de que An;r � Kn −Kn � K −K e o Corol�ario

1.16, temos

dimH(�(P0(An;r))) 6 dimH(P0(An;r)) 6 dimH(An;r) 6 dimH(K −K):

Com isso, a�rmamos que existe y0 2 S n �(P0(An;r)). De fato, se este n~ao �e o caso,

ent~ao S � �(P0(An;r)) e dimY − 1 = dim(S) 6 dimH(S) 6 dimH(�(P0(An;r))) 6

dimH(K − K) o que contradiz a nossa hip�otese (para a desiguldade dim(S) 6 dimH(S),

veja a Observa�c~ao 1.8). Assim, dados " > 0, i; j 2 N� de�nimos P" 2 L(X) por

P�x = P0x+ "�i(Q(x))y0 para todo x 2 X:

Claramente P"x 2 Y para todo x 2 X. Al�em disso, para cada y 2 Y , como Q(y) = 0, temos

P"y = P0y = y. Portanto P"(X) = Y , isto �e P� 2 P(X; Y ).

Agora, se x 2 P−1
" (0) \ An;r;i;j temos P"(x) = 0, o que implica que

P0x = −"�i(Q(x))y0;

e x 2 An;r;i;j, o que nos d�a x 2 An;r e �i(Q(x)) 6= 0. Portanto,

y0 = −("�i(Q(x)))−1P0x:

Como y0 2 S, y0 = �(y0) e assim �(P0x) = P0x, o que nos d�a j"�i(Q(x))j = 1 e, por-

tanto, �y0 = �(P0x) 2 �(P0(An;r;i;j)). Consequentemente y0 2 �(P0(An;r)) contradizendo

a escolha de y0 e mostrando que P" 2 Pn;r;i;j. Finalmente, como

kP" − P0kL(X) 6 "k�ikZ�
"!0−−! 0;

temos Pn;r;i;j denso em P(X; Y ), o que encerra a demonstra�c~ao.

Notas

Num espa�co de Banach X, quando consideramos um semigrupo T com um atrator global

A, a dinâmica assint�otica \interessante" de T �e totalmente de�nida por A, por meio da

caracteriza�c~ao (1.2). Assim, estudar o comportamento de longo prazo do semigrupo T �e

estudar o atrator global A e sua estrutura interna. O atrator global �e objeto constante de

estudo na literatura, como por exemplo em [15] e [21]. O termo \global attractor" gera um

resultado de mais de 2700 artigos no MathSciNet.

Quando A tem dimens~ao fractal �nita, �e poss��vel projet�a-lo num espa�co de dimens~ao �-

nita, o que torna o estudo mais simples. Existem muitos artigos dedicados a encontrar condi�c~oes

que garantam que a dimens~ao fractal de atratores globais de certos semigrupos (ou atratores

pullback para processos de evolu�c~ao) �e �nita, como por exemplo [21, 2, 5, 6, 4] dentre tantos

outros.
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Como a dimens~ao fractal �e uma cota superior para a dimens~ao de Hausdor�, podendo

ser diferentes, h�a resultados que valem para a dimens~ao de Hausdor� que n~ao s~ao verdadeiros,

em geral, para a dimens~ao fractal (veja o Teorema 3.16 no Cap��tulo 3, por exemplo). Conhe-

cendo somente a dimens~ao de Hausdor�, apesar de n~ao sermos capazes de aplicar diretamente

o Corol�ario 1.21, ainda temos boas caracter��sticas geom�etricas de A.
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2 Atratores exponenciais

Os semigrupos que possuem atratores globais ocorrem frequentemente nas aplica�c~oes. Por�em,

a taxa de atra�c~ao desse atrator global pode n~ao ser conhecida. Com isso, surge a teoria de

atratores exponenciais, de�nidos a seguir:

De�ni�c~ao 2.1. Seja T = fT (t) : t > 0g um semigrupo num espa�co m�etrico X. Dizemos que

M �e um atrator exponencial para T se:

(i) M �e compacto;

(ii) M �e positivamente invariante, isto �e, T (t)M�M, para todo t > 0;

(iii) c(M) <1, isto �e, M tem dimens~ao fractal �nita;

(iv) Para cada B � X limitado, existem C = C(B) > 0, t0 = t0(B) > 0 e � = �(B) > 0

tais que dH(T (t)B;M) 6 Ce−�t para todo t > t0.

Neste cap��tulo, seguindo as ideias de [23], [9] e [5], estudaremos os atratores expo-

nenciais para semigrupos. Veja adicionamos a taxa exponencial de atra�c~ao, por�em perdemos

a invariância. Com isso, atratores exponenciais podem n~ao ser �unicos. Devido �a sua taxa ex-

ponencial de atra�c~ao, atratores exponenciais s~ao mais robustos sob perturba�c~oes e, quando

existem, garantem a existência do atrator global (e sempre o cont�em), como veremos no

resultado a seguir.

Proposi�c~ao 2.2. Se o semigrupo T possui um atrator exponencial M, ent~ao T possui um

atrator global A, com A �M. Em particular, c(A) <1.

Demonstra�c~ao. Basta veri�carmos que T satisfaz as condi�c~oes do Teorema 1.4. Para isso,

de�na B0 = O1(M) = fx 2 X : d(x;M) < 1g. ComoM �e compacto, B0 �e limitado. Ainda,

dado B � X limitado, existem C > 0, t0 > 0 e � > 0 tais que dH(T (t)B;M) 6 Ce−�t para

todo t > t0. Escolhendo t1 > t0 tal que Ce−�t1 < 1, temos temos dH(T (t)B;M) < 1 para

t > t1, isto �e, T (t)B � O1(M) = B0 para todo t > t1.

Agora, sejam tn !1 e fxngn2N� � X uma sequência limitada. Ent~ao B = fxn : n 2
N�g � X �e limitado e

d(T (tn)xn;M) 6 dH(T (tn)B;M)
n!1−−−! 0:

Como M �e compacto, fT (tn)xngn2N� possui subsequência convergente (veja o Lema A.1).

Portanto, do Teorema 1.4, T possui atrator global A.

Al�em disso, como A �e invariante, temos

dH(A;M) = dH(T (t)A;M) para todo t > 0:

Como A �e compacto (e, portanto, limitado) segue que

dH(T (t)A;M)! 0 quando t!1:

Logo dH(A;M) = 0, ou seja, A = A �M =M.
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2.1 Semigrupos discretos

Nessa se�c~ao, veremos os semigrupos discretos. Estudaremos a rela�c~ao desses semigrupos com

os semigrupos cont��nuos e tamb�em como se relacionam seus atratores globais.

Um semigrupo discreto num espa�co m�etrico X �e uma fam��lia fS(n) : n 2 Ng �
C(X) tal que

(i) S(0)x = x, para todo x 2 X;

(ii) S(n+m) = S(n)S(m), para quaisquer n;m 2 N;

Como S(n) = S(1)n para todo n 2 N, um semigrupo discreto pode ser escrito na forma

fSn : n 2 Ng, e por simplicidade nos referiremos ao semigrupos discreto fSn : n 2 Ng sim-

plesmente por S. Um subconjunto compacto C de X �e dito um atrator global de S se SnC = C
para todo n 2 N (ou seja, C �e invariante por S) e dH(SnB; C) n!1−−−! 0 para cada B � X

limitado. Claramente, como no caso de semigrupos cont��nuos (isto �e, T = fT (t) : t > 0g),

um atrator global de um semigrupo discreto, quando existe, �e �unico.

Uma fun�c~ao ' : Z! X �e uma solu�c~ao global de S se '(n+m) = Sn'(m) para todos

n 2 N e m 2 Z. Novamente, como no caso de semigrupos cont��nuos (veja a caracteriza�c~ao

(1.2)), quando C �e o atrator global de S temos

C = f'(0) : ' �e uma solu�c~ao global limitada de Sg:

No que segue, estudaremos a rela�c~ao entre os semigrupos cont��nuos e discretos, e a de

seus atratores globais. O primeiro resultado �e imediato, e omitimos sua demonstra�c~ao.

Proposi�c~ao 2.3. Considere T = fT (t) : t > 0g um semigrupo num espa�co m�etrico X com

atrator global A. Fixado h > 0, de�na S = T (h). Ent~ao fSn : n 2 Ng de�ne um semigrupo

discreto em X e A �e seu atrator global.

Agora vejamos uma esp�ecie de rec��proca parcial da proposi�c~ao anterior.

Proposi�c~ao 2.4. Considere T = fT (t) : t > 0g um semigrupo num espa�co m�etrico X, e

assuma que exista h > 0 tal que para cada B � X limitado temos T ([0; h])B limitado.

De�na S = T (h) e assuma que o semigrupo discreto fSn : n 2 Ng tenha um atrator global

C. Ent~ao C �e o atrator global de T .

Demonstra�c~ao. Primeiro provemos que T possui um atrator global utilizando o Teorema 1.4.

De�na B0 = O1(C), que �e limitado, e considere B � X limitado. Como, por hip�otese,

B̃ = T ([0; h])B �e limitado em X, existe n0 2 N tal que SnB̃ � B0 para todo n > n0. Assim,

se t > n0 temos t = nh+ r para algum n > n0 e r 2 [0; h) e, portanto,

T (t)B = T (nh+ r)B = T (nh)T (r)B � SnB̃ � B0:
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Sejam tn ! 1, fxngn2N� � X uma sequência limitada e de�na B = fxn : n 2 N�g.
Para cada n 2 N temos tn = mnh+ rn, onde mn 2 N e rn 2 [0; h). De�nindo yn = T (rn)xn

temos

T (tn)xn = T (mnh)T (rn)xn = Smnyn:

Note que fyngn2N� � B̃ := T ([0; h])B, que �e limitado. Desse modo

dH(T (tn)xn; C) 6 dH(SmnB̃; C) n!1−−−! 0;

uma vez que mn
n!1−−−! 0. Portanto fT (tn)xngn2N� possui subsequência convergente. Segue

do Teorema 1.4 que T possui um atrator global A.

Como A �e invariante por T e compacto, temos

dH(A; C) = dH(T (nh)A; C) = dH(SnA; C) n!1−−−! 0;

o que mostra que A � C. Reciprocamente, como C �e compacto e invariante por S, temos

dH(C;A) = dH(SnC;A) = dH(T (nh)C;A)
n!1−−−! 0;

o que mostra que C � A e conclui a demonstra�c~ao.

Temos tamb�em um resultado an�alogo �a Proposi�c~ao 2.3, para atratores exponenciais.

A prova �e direta e, por isso, a omitiremos.

Proposi�c~ao 2.5. Seja T = fT (t) : t > 0g um semigrupo um espa�co m�etrico X, com um

atrator exponencial M. Fixado h > 0, de�na S = T (h). Ent~ao M �e tamb�em um atrator

exponencial para o semigrupo discreto fSn : n 2 Ng.

Dizemos que M �e um atrator exponencial para o semigrupo discreto fSn : n 2 Ng
seM �e um conjunto compacto, com dimens~ao fractal �nita, SM�M, e para cada B � X

limitado, existem C = C(B) > 0, � = �(B) > 0 e n0 = n0(B) 2 N tais que

dH(SnB;M) 6 Ce−�n para todo n > n0:

Agora, inspirados nas ideias apresentadas em [23, Se�c~ao 3], mostraremos que, sob certas

condi�c~oes, �e poss��vel apresentar uma esp�ecie de rec��proca do resultado anterior. Isto �e, vamos

construir um atrator exponencial Mc para o semigrupo T , a partir de um atrator exponencial

Md do semigrupo discreto fSn : n 2 Ng, onde S = T (h) para algum h > 0. Notamos aqui

que o atrator exponencial Mc obtido n~ao �e igual, em geral, ao atrator exponencial Md.

Teorema 2.6. Seja T = fT (t) : t > 0g um semigrupo num espa�co m�etrico X. Fixado

h > 0, de�na S = T (h), e assuma que o semigrupo discreto fSn : n 2 Ng possua um atrator

exponencial Md. Suponha tamb�em que existe � > 0 tal que a aplica�c~ao [0; h] � O�(Md) 3
(t; x) 7! T (t)x 2 X seja Lipschitz cont��nua. Ent~ao o conjunto Mc = T ([0; h])Md �e um

atrator exponencial para T .
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Demonstra�c~ao. Primeiramente, mostremos que T (t)Mc � Mc para cada t > 0. Para isso,

�xemos t > 0 e x 2Mc. Da de�ni�c~ao deMc existe � 2 [0; h] e y 2Md tais que x = T (�)y.

Escrevendo t+ � = nh+ r, onde n 2 N e r 2 [0; h), temos

T (t)x = T (t)T (�)y = T (t+ �)y = T (nh+ r)y = T (r)T (nh)y

= T (r)T (h)ny = T (r)Sny:

Como SnMd �Md temos Sny 2Md e, portanto, T (t)x 2Mc.

Para prosseguirmos notemos que, da hip�otese, existe L > 0 tal que para todos

(s; x); (r; y) 2 [0; h]�X temos

d(T (s)x; T (r)y) 6 L(js− rj+ d(x; y)):

Assim, se B � X �e limitado, existem C > 0, � > 0 e n0 2 N tais que dH(SnB;Md) 6

Ce−�n para todo n > n0. Escolhemos n1 > n0 tal que Ce−�n < � para n > n1. Para t > n1h,

escrevemos t = nh + r, onde n > n1 e r 2 [0; h). Para x 2 B e z 2 Md, tomando

y = T (r)z 2Mc, obtemos

d(T (t)x;Mc) 6 d(T (t)x; y) = d(T (r)Snx; T (r)z) 6 Ld(Snx; z);

uma vez que SnB � O�(Md). Como essa estimativa �e v�alida para todo z 2Md, tomando o

��n�mo (para z 2Md) em ambos os lados, obtemos

d(T (t)x;Mc) 6 Ld(Snx;Md)

e, novamente, como x 2 B �e arbitr�ario, tomando o supremo (para x 2 B) em ambos os lados,

segue que

dH(T (t)B;Mc) 6 Ld(SnB;Md):

Portanto, para t > n1h, temos

dH(T (t)B;Mc) 6 LCe−�n = LCe−
�(t−r)
h = LCe

�r
h e−

�
h
t

= LCe
�r
h e−

�
h
t 6 C1e

−�1t;

onde C1 = LCe� e �1 = �
h

.

Para concluir a demonstra�c~ao, nos resta mostrar que c(Mc) <1. Para tanto, vamos

primeiro estimar N(r;Mc) para r > 0. Note que o n�umero m��nimo de bolas de raio r
2L

necess�arias para cobrir o intervalo [0; h] �e j, onde j 2 N �e tal que (j−1)r
L

6 h < jr
L

, isto �e,

j = bLh
r

+ 1c. Assim, se k = N
(
r

2L
;Md

�
, existem x1; � � � ; xk 2Md e s1; � � � ; sj 2 [0; h] tais

que

Md �
k[
p=1

BX
r
2L

(xp) e [0; h] �
j[
i=1

(
si − r

2L
; si + r

2L

�
:
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Portanto, dado x 2Mc, existem � 2 [0; h] e y 2Md tais que x = T (�)y. Al�em disso, existem

xp e si tais que y 2 BX
r
2L

(xp) e � 2
(
si − r

2L
; si + r

2L

�
. Logo

d(x; T (si)xp) = d(T (�)y; T (si)xp) 6 L (j� − sij+ d(y; xp)) < r;

o que mostra que

Mc �
k[
p=1

j[
i=1

BX
r (T (si)xp)

e, portanto, N(r;Mc) 6 kj. Com isso, temos

lnN(r;Mc)

ln(1=r)
6

ln kj

ln(1=r)
=

ln k

ln(1=r)
+

ln j

ln(1=r)

6
lnN( r

2L
;Md)

ln(1=r)
+

ln(Lh
r

+ 1)

ln(1=r)

=
lnN( r

2L
;Md)

ln(2L=r)
� ln(2L=r)

ln(1=r)
+

ln(Lh
r

+ 1)

ln(1=r)
:

Tomando lim sup
r!0+

em ambos os lados, obtemos

c(Mc) 6 c(Md) + 1;

uma vez que

lim
r!0+

ln(2L=r)

ln(1=r)
= lim

r!0+

ln(Lh
r

+ 1)

ln(1=r)
= 1:

2.2 Estimativa para a dimens~ao fractal do atrator global para semigrupos discretos

Considere um semigrupo T = fT (t) : t > 0g com um atrator global A. Da Proposi�c~ao 2.3,

�xado h > 0 e de�nindo S = T (h), A �e tamb�em o atrator global do semigrupo discreto

fSn : n 2 Ng. Note assim que A �e um compacto invariante por S, isto �e, SA = A.

No que segue, queremos construir, sob certas hip�oteses, um atrator exponencialM para

o semigrupos discreto fSn : n 2 Ng. Para come�carmos, sejam F um subespa�co de dimens~ao

�nita de um espa�co de Banach X e L 2 L(X). A aplica�c~ao quociente induzida por L ,

denotada por LF , �e de�nida por

LF : X −! X=F

x 7−! Lx+ F;

munido da norma k�kX=F = inf
f2F
k�− fkX para � 2 X=F .

Para cada n�umero real � > 0, denotaremos por L�(X) o conjunto das transforma�c~oes

L 2 L(X) tais que L pode ser decomposta como L = K+C, com K compacto e kCkL(X) <

�, sendo kCkL(X) a norma do operador C.
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Lema 2.7. Para cada L 2 L�(X), existe um subespa�co de dimens~ao �nita F � X tal que

se LF : X ! X=F �e a aplica�c~ao quociente, ent~ao kLFkL(X;X=F ) < 2�.

Demonstra�c~ao. Suponha, por contradi�c~ao, que kLFkL(X;X=F ) > 2� para todo subespa�co de

dimens~ao �nita F � X. Dado x1 2 X com kx1kX = 1, e considerando F1 = spanfLx1g,
da hip�otese temos kLF1kL(X;X=F1) > 1 e, portanto, existe x2 2 X com kx2kX = 1 e kLx2 +

F1kX > 2�− 1. De�nindo F2 = spanfLx1; Lx2g, da hip�otese temos kLF2kL(X;X=F2) > 2� e

existe x3 2 X com kx3kX = 1 e kLx3 + F2kX > 2� − 1
2
. Indutivamente, constru��mos uma

sequência fxngn2N� � X, com kxnkX = 1 e

kLxn+1 + FnkX > 2�− 1

n
para todo n 2 N�;

onde Fn = spanfLx1; � � � ; Lxng. Essa �ultima desigualdade pode ser escrita da forma

kLxn+1 − wkX > 2�− 1

n
para todo w 2 Fn e n 2 N�:

Como L 2 L�(X), podemos escrever L = K + C, com K compacto e kCkL(X) < �. Ent~ao

para todos m > n, como Lxn 2 Fn � Fm−1 temos

2�− 1

m− 1
6 kLxm − LxnkX 6 kKxm −KxnkX + kCxm − CxnkX

6 kKxm −KxnkX + 2kCkL(X);

o que nos d�a

kKxm −KxnkX > 2(�− kCkL(X))−
1

m− 1
;

o que contradiz a compacidade de K, e encerra a demonstra�c~ao.

De�ni�c~ao 2.8. Dada L 2 L�=2(X), de�nimos ��(L) como o menor inteiro n tal que existe

um subespa�co F � X satisfazendo dimF = n e kLFkL(X;X=F ) < �.

Do Lema 2.7, vemos que ��(L) est�a bem de�nido e �e �nito (note ainda que dimL(F ) 6

dim(F )).

Lema 2.9. Assuma que S �e uma fun�c~ao continuamente diferenci�avel numa vizinhan�ca O�(A),

� > 0, e suponha que exista um � > 0 tal que S 0(x) 2 L�=2(X) para todo x 2 O�(A). Ent~ao

� := sup
x2A

��(S
0(x)) <1:

Demonstra�c~ao. Para cada x 2 A, existe 0 < �x < � tal que S 0(x) 2 L�x=2(X), isto �e,

existe um subespa�co F � X, com dimF < 1, tal que kS 0(x)FkL(X;X=F ) < �x. Al�em disso,

podemos escrever S 0(x) = Kx+Cx, onde Kx �e compacto e kCxkL(X) <
�x
2

. Escolha � > 0 tal

que kS 0(x)FkL(X;X=F ) < � < �x e kCxkL(X) <
�
2
< �x

2
. Como S �e continuamente diferenci�avel

numa vizinhan�ca de A, existe uma vizinhan�ca Ux de x tal que para todo y 2 Ux temos

kS 0(y)− S 0(x)kL(X) <
�x − �

2
:
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Logo

S 0(y) = S 0(y)− S 0(x) + S 0(x) = Kx + Cx + S 0(y)− S 0(x);

e assim

kCx + S 0(y)− S 0(x)kL(X) <
�

2
+
�x − �

2
=
�x
2
;

o que mostra que S 0(y) 2 L�x=2(X). Al�em disso, para u 2 X e f 2 F temos

kS 0(y)u− fkX 6 kS 0(y)u− S 0(x)ukX + kS 0(x)u− fkX <
�x − �

2
kukX + kS 0(x)u− fkX ;

o que nos d�a

kS 0(y)FukX=F 6
(�x − �)

2
kukX + kS 0(x)FukX=F <

�x + �

2
kukX :

Portanto

kS 0(y)FkL(X;X=F ) 6
�x + �

2
< �x:

Em particular, obtemos ��(S
0(y)) 6 dimF para todo y 2 Ux. A cole�c~ao fUxgx2A formam

uma cobertura aberta de A. Da compacidade de A, existem x1; � � � ; xk 2 A tais que

A �
k[
i=1

Uxi ;

e como ��(S
0(y)) <1 em cada Uxi , o resultado segue.

A seguir veremos dois resultados que ser~ao fundamentais para dar prosseguimento ao

nosso estudo, e s~ao inspirados em [17]. Para tanto, consideraremos X um espa�co de Banach

real. O caso complexo pode ser feito de maneira an�aloga.

Lema 2.10. Se F �e um subespa�co vetorial de X (onde X �e um espa�co de Banach real), com

dimF = m, ent~ao existem bases fv1; : : : ; vmg de F e fv�1; : : : ; v�mg de F � tais que kvikX =

kv�i kF � = 1 para cada i = 1; : : : ;m, e tamb�em que hvj; v�i i = �ij para i; j = 1; : : : ;m.

Al�em disso, se Em �e o espa�co Rm munido da norma

k(x1; : : : ; xm)k1 = max
i=1;��� ;m

jxij;

ent~ao existe um isomor�smo linear T : Em ! F tal que

kxk1 6 kTxkX 6 mkxk1 para todo x 2 Em:

Demonstra�c~ao. Tomemos uma base qualquer B = fu1; : : : ; umg de F e, para um elemento

x 2 F , denotamos por x̂ a matriz coluna m � 1 das coordenadas de x na base B. De�na a

aplica�c~ao cont��nua

Fm 3 (x1; : : : ; xm) 7! D(x1; : : : ; xm) = j det[x̂1; : : : ; x̂m]j 2 [0;1);
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onde Fm �e o produto cartesiano de m-c�opias de F . Tendo F dimens~ao �nita, a sua bola unit�aria

fechada B
F

1 (0) �e compacta e, portanto, D atinge seu m�aximo num ponto (v1; : : : ; vm) 2
(B

F

1 (0))m. Claramente D(v1; : : : ; vm) > 0, o que mostra que fv1; : : : ; vmg �e uma base de

F . Al�em disso, se kvikX < 1 para algum i = 1; : : : ;m ent~ao podemos tomar � > 1 tal que

�kvikX < 1 e

D(v1; : : : ; vi−1; �vi; vi+1; : : : ; vm) = �D(v1; : : : ; vm) > D(v1; : : : ; vm);

o que contradiz a escolha de (v1; : : : ; vn) e nos mostra que kvikX = 1 para cada i = 1; : : : ;m.

Agora, para cada i = 1; : : : ;m de�na

hx; v�i i =
det[v̂1; : : : ; v̂i−1; x̂; v̂i+1; : : : ; v̂m]

det[v̂1; : : : ; v̂m]
para cada x 2 F:

Temos v�i 2 F �, kv�i kF � = 1 e hvj; v�i i = �ij para todos i; j = 1; : : : ;m, o que nos d�a tamb�em

que fv�1; � � � ; v�mg �e uma base de F �.

Finalmente, de�na

T (x1; : : : ; xm) =
mX
i=1

xivi para cada (x1; : : : ; xm) 2 Em:

Claramente T �e um isomor�smo linear com kTxkX 6 mkxkX para cada x 2 Em. Se u =

Tx =
nP
i=1

xivi 2 F ent~ao

kTxkX = kukX
(�)
> max

i=1;��� ;m
jhu; v�i ij = max

i=1;:::;m
jxij = kxk1;

em que, em (�) usamos o fato de que jhu; v�i ij 6 kukXkv�i kF � = kukX para cada i =

1; : : : ;m.

Lema 2.11. Temos

N
�r1

m
;BEm

r2
(0)
�
6

�
1 +

mr2

r1

�m
;

onde BEm
r2

(0) = fx 2 Rm : kxk1 < r2g e 0 < r1 6 r2.

Demonstra�c~ao. Note que para m = 1 temos BE1

r2
(0) = (−r2; r2). Seja k o inteiro tal que

r2
r1
< k 6 r2

r1
+ 1. De�na

aj = −r2 + 2(j − 1)r1 para j = 1; : : : ; k + 1:

Veja que

(−r2; r2) n faj : 2 = 1; : : : ; kg =
k[
i=1

(ai; ai+1);

pois ak 6 r2 < ak+1. Se � = ak+1 − r2 > 0, ent~ao escolhendo �1 = 0 e 0 < �2 < �3 < : : : <

�k < �, temos

(−r2; r2) �
k[
i=1

(ai − �i; ai+1 − �i):
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Como cada (ai − �i; ai+1 − �i) = BE1

r1
(−r2 + 2(i− 1)r1), mostramos que BmathbbE1

r2
(0) pode

ser coberta com k bolas de raio r1, e o resultado para o caso m = 1 est�a provado. A prova

para m > 1 �e an�aloga.

Lema 2.12. Seja F um subespa�co vetorial de X (onde X �e um espa�co de Banach real), com

dimF = m. Para cada 0 < r1 6 r2 temos

N(r1; B
F
r2

(0)) 6 (1 +m)m
�

1 +
r2

r1

�m
;

onde BF
r2

(0) = fz 2 F : kzkX < r2g.

Demonstra�c~ao. Veja que, como kT−1kL(F;Em) 6 1, temos

BF
r2

(0) = TT−1(BF
r2

(0)) � T (BEm
r2

(0)):

Usando o Lema 2.11 obtemos

k := N
�r1

m
;BEm

r2
(0)
�
6

�
1 +

mr2

r1

�m
6 (1 +m)m

�
1 +

r2

r1

�m
;

e assim existem z1; : : : ; zk 2 BEm
r2

(0) tais que

BEm
r2

(0) �
k[
i=1

BEm
r1=m

(zi)

e, portanto,

BF
r2

(0) �
k[
i=1

T (BEm
r1=m

(zi)) �
k[
i=1

BF
r1

(T (zi));

j�a que kTkL(Em;F ) 6 m. Isto nos mostra que

N(r1; B
F
r2

(0)) 6 k 6 (1 +m)m
�

1 +
r2

r1

�m
:

Note que, no caso r1 > r2, temos

N(r1; B
F
r2

(0)) = 1 6 (1 +m)m
�

1 +
r2

r1

�m
:

Lema 2.13. Sejam L 2 L(X) e F um subespa�co vetorial de X (onde X �e um espa�co

de Banach real), com dimF = m e kLFkL(X;X=F ) < 1. Ent~ao, dados 
; r > 0 e � >

kLFkL(X;X=F ) temos

N((1 + 
)�r; L(BX
r (0)) 6 (1 +m)m

�
1 +
kLkL(X) + �

�


�m
: (2.1)

Al�em disso, os centros das bolas dessa cobertura podem ser escolhidos em F .
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Demonstra�c~ao. Pela linearidade de L, podemos assumir que r = 1. Seja R = kLkL(X) + �.

Usando o Lema 2.12, conseguimos cobrir a bola BF
R(0) por k bolas BF


�(xi), com xi 2 BF
R(0)

para i = 1; : : : ; k, e

k 6 (1 +m)m
�

1 +
R


�

�m
:

Agora se v 2 BX
1 (0) temos

inf
w2F
kLv − wkX = kLFvkX=F 6 kLFkL(X;X=F )kvkX < �:

Deste modo, existe w 2 F com kLv − wkX < �. De�nindo u = Lv − w, temos Lv = u+ w

e kukX < �. Assim kwkX 6 kLvkX + kukX < kLkL(X) + � = R, e existe i = 1; : : : ; k tal

que w 2 BF

�(xi). Portanto

kLv − xikX 6 kukX + kw − xikX < �+ 
� = (1 + 
)�;

o que mostra que

L(BX
1 (0)) �

k[
i=1

BX
(1+
)�(xi);

e o resultado est�a provado.

Podemos, com esses lemas, retomar o nosso estudo sobre o semigrupo fSn : n 2 Ng.

Proposi�c~ao 2.14. Suponha que existe � > 0 tal que S �e continuamente diferenci�avel na

vizinhan�ca O�(A) e que existe � 2 (0; 1=2) tal que S 0(x) 2 L�=2 para todo x 2 O�(A). Ent~ao

existem r0 > 0, � 2 (0; 1) e um inteiro k0, que dependem somente de � := sup
x2A

��(S
0(x)) e

M := sup
x2A
kS 0(x)kL(X) tal que para cada r 2 (0; r0] temos

N(�r; S(BX
r (x) \ A)) 6 k0: (2.2)

Al�em disso, a cobertura bolas s~ao centradas em A.

Demonstra�c~ao. Fixemos �0 > 0. Como S �e continuamente diferenci�avel numa vizinhan�ca de

A e A �e compacto, podemos encontrar r0 = r0(�0) > 0 tal que para todo x 2 A e r 2 (0; r0]

temos

S(BX
r (x) \ A) � S(x) + S 0(x)(BX

r (x)) +BX
�0r

(0): (2.3)

onde S 0(x)(BX
r (x)) +B�0r(0) �e a �0r-vizinhan�ca do conjunto S 0(x)(BX

r (x)) em X. Do Lema

2.13, para cada � > 0, temos

N
(
(1 + �)�r; S 0(x)(BX

r (x))
�
6 k0 := (1 + �)�

�
1 +

M + �

��

��
;

e os centros das bolas da usadas para cobrir S 0(x)(BX
r (x)) podem ser tomados em Fx, em

que Fx �e um subespa�co de dimens~ao �nita de X obtido pelo Lema 2.7 aplicado �a S 0(x) (note

que usamos o fato que dimFx 6 �, pelo Lema 2.9).
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Aumentando o raio das bolas de (1+�)�r para (1+�)�r+�0r, obtemos uma cobertura

para S(BX
r (x) \ A) com centros em S(x) + Fx e raio �r onde

� := (1 + �)�+ �0:

Por �m, se B�r(y), com y 2 S(x) +Fx, �e uma bola da cobertura e intersecta S(BX
r (x)\A),

ent~ao podemos escolher um ponto z 2 S(BX
r (x) \ A) \ BX

�r(y). A bola BX
2�r(z) cont�em a

bola B�r(y). Assim, obtemos uma cobertura para S(BX
r (x) \ A) com no m�aximo k0 bolas

de raio 2�r e centradas em S(BX
r (x) \ A) � S(A) = A. De�na � = 2�. Como � < 1=2,

podemos escolher �; �0 > 0 pequenos o su�ciente de maneira que � < 1=2, o que nos d�a � < 1

e encerra a prova.

Com isso, somos capazes de mostrar que a dimens~ao fractal do atrator global A de

fSn : n 2 Ng �e �nita.

Teorema 2.15. Suponha que existe � > 0 tal que S �e continuamente diferenci�avel na vi-

zinhan�ca O�(A) e que existe � 2 (0; 1=2) tal que S 0(x) 2 L�=2 para todo x 2 O�(A).

Ent~ao

c(A) 6 − ln k0

ln �
:

Demonstra�c~ao. Considere r0 > 0, � 2 (0; 1) e k0 dados na Proposi�c~ao 2.14. Como A �e

compacto, podemos cobrir A com N0 bolas de raio r0, isto �e,

A =

N0[
i=1

BX
r0

(xi) \ A:

Como S(A) = A, temos

A �
N0[
i=1

S(Bx
r0

(xi) \ A):

Da Proposi�c~ao 2.14, existem k0 bolas de raio �r0 que cobrem cada uma dessas bolas, ou seja

N(�r0;A) 6 N0k0:

Aplicando indutivamente esse argumento, obtemos

N(�kr0;A) 6 N0k
k
0 ;

o que nos d�a

c(A) 6 lim sup
k!1

lnN(�kr0;A)

ln(1=�kr0)
6 lim sup

k!1

lnN0k
k
0

ln(1=�kr0)
= − ln k0

ln �
:
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2.3 Constru�c~ao de um atrator exponencial para um semigrupo discreto

Precisaremos adaptar os resultados da se�c~ao anterior, a �m de sermos capazes de adicionar

ao atrator global A de um semigrupo discreto fSn : n 2 Ng num espa�co de Banach X (de

dimens~ao in�nita, em geral) �orbitas de pontos cuidadosamente selecionados, e assim construir

um atrator exponencial para tal semigrupo. A adapta�c~ao dos resultados anteriores �e necess�aria

para que consigamos estimar a dimens~ao fractal do conjunto obtido. Come�camos com o alguns

lemas.

Lema 2.16. Se A �e um compacto, dados xi 2 A e Uxi vizinhan�ca de xi em X para i =

1; : : : ; n com A �
nS
i=1

Uxi , ent~ao existe �0 > 0 tal que O�0(A) �
nS
i=1

Uxi .

Demonstra�c~ao. Se o resultado n~ao �e verdade, ent~ao existe

zn 2 O 1
n
(A) n

n[
i=1

Uxi para cada n 2 N:

Do Lema A.1, podemos assumir que fxngn2N �e convergente para um ponto z de A. Como

zn =2
nS
i=1

Uxi para todo n 2 N, e esse �e um conjunto aberto, obtemos z 2 A n
nS
i=1

Uxi , o que

nos d�a uma contradi�c~ao.

Estendemos o Lema 2.9 para uma vizinhan�ca do atrator global.

Lema 2.17. Sejam A � X um compacto e suponha que existe �0 > 0 tal que O�0(A) �e

positivamente invariante por S, e S continuamente diferenci�avel em O�0(A). Suponha tamb�em

que existe � > 0 tal que S 0(x) 2 L�=2 para cada x 2 O�0(A). Ent~ao existe 0 < �0 6 �0 tal

que

sup
x2O�0 (A)

��(S
0(x)) <1:

Demonstra�c~ao. Procedendo como no Lema 2.9, podemos encontrar x1; : : : ; xk 2 A e vizi-

nhan�cas Uxi de xi, para i = 1; : : : ; k tais que A �
kS
i=1

Uxi � O�0(A) e sup
y2Uxi

��(S
0(y)) <1.

Do Lema 2.16, existe 0 < �0 6 �0 tal que O�0(A) �
kS
i=1

Uxi , e o resultado segue.

Com isso, conseguimos estender a inclus~ao (2.3) usada na demonstra�c~ao da Proposi�c~ao

2.14 para uma vizinhan�ca do atrator global.

Lema 2.18. Suponha que existe �0 > 0 tal que O�0(A) �e positivamente invariante por S,

S �e continuamente diferenci�avel na vizinhan�ca O�0(A) e que existe � 2 (0; 1=2) tal que

S 0(x) 2 L�=2 para todo x 2 O�0(A). Dado �0 > 0 existem r0 > 0 e 0 < �1 < �0 tais que para

todo x 2 O�1(A) e r 2 (0; r0] temos

S(BX
r (x) \ O�1(A)) � S(x) + S 0(x)(BX

r (x)) +BX
�0r

(0):
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Demonstra�c~ao. Dados �0 > 0 e x 2 A, como S �e continuamente diferenci�avel em O�0(A),

existe rx > 0 tal que para cada 0 < r 6 rx temos

S(BX
r (x) \ O�0(A)) � S(x) + S 0(x)(BX

r (x)) +BX
�0
6
r(0);

e para u 2 BX
rx(x)

kS 0(u)− S 0(x)kL(X) 6
�0

3
: (2.4)

Agora, veja que para cada y 2 BX
rx
2

(x) e z 2 BX
r (y), com 0 < r < rx

2
, temos

kS(z)− S(y)− S 0(y)(z − y)kX

=








1Z

0

[S 0(y + �(z − y))(z − y)− S 0(y)(z − y)] d�








X

=








1Z

0

(S 0(y + �(z − y))− S 0(y)) d� � (z − y)








X

6

1Z
0

(
kS 0(y + �(z − y))− S 0(x)kL(X) + kS 0(x)− S 0(y)kL(X)

�
d� � kz − ykX

(2.5)

Das escolhas de y e z, obtemos y + �(z − y) 2 BX
rx(x) para cada � 2 [0; 1]. Assim, ao

inserirmos a estimativa (2.4) em (2.5), temos

kS(z)− S(y)− S 0(y)(z − y)kX 6
2

3
�0kz − ykX < �0kz − ykX :

Para cada w 2 BX
rx
2

(x) e 0 < r < rx
2

, segue que

S(BX
r (w) \ O�0(A)) � S(w) + S 0(w)(BX

r (w)) +BX
�0r

(0): (2.6)

Aplicando o Lema 2.16 ao conjuntoA, segue que existem 0 < �1 < �0 e x1; : : : ; xm 2 A
tais que O�1(A) �

mS
i=1

BX
rxi
2

(xi). Logo para cada w 2 BX
rx
2

(xi) e 0 < r <
rxi
2

, i = 1; : : : ;m,

temos

S(BX
r (w) \ O�1(A)) � S(w) + S 0(w)(BX

r (w)) +BX
�0r

(0):

Tomando r0 = min
i=1;:::;m

rxi
2
> 0, conclu��mos que

S(BX
r (x) \ O�1(A)) � S(x) + S 0(x)(BX

r (x)) +BX
�0r

(0);

para todos x 2 O�1(A) e 0 < r 6 r0, o que �naliza a prova.

Observa�c~ao 2.19. Para cada � 2 (0;minf�0; �1g), onde �0 �e dado no Lema 2.17 e �1 �e dado

no lema acima, o conjunto D := O�(A), satisfaz as conclus~oes dos Lemas 2.17 e 2.18, isto �e,

sup
x2D

��(S
0(x)) <1 e, dado �0 > 0 existe r0 > 0 tal que para cada x 2 D e r 2 (0; r0] temos

S(BX
r (x) \D) � S(x) + S 0(x)(BX

r (x)) +BX
�0r

(0):

O conjunto D, em geral, pode n~ao ser positivamente invariante por S.
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Usando as nota�c~oes acima, para um semigrupo fSn : n 2 Ng com um atrator global

A, temos os seguintes resultados.

Lema 2.20. Para cada inteiro m > 1, Sm(O�0(A)) �e positivamente invariante por S e existe

um inteiro m0 tal que para cada inteiro m > m0, temos

Sm (O�0(A)) � D: (2.7)

Demonstra�c~ao. Para m > 1, como S(O�0(A)) � O�0(A), temos

S(Sm(O�0(A))) = Sm(S(O�0(A))) � Sm(O�0(A)):

Agora, basta notar que se C �e um conjunto invariante por S ent~ao seu fecho tamb�em �e

(veja Lema A.2), e portanto Sm(O�0(A)) �e invariante por S. Al�em disso, como A �e o atrator

global de fSn : n 2 Ng e O�0(A) �e limitado, existe m0 > 0 tal que para m > m0 temos

Sm(O�0(A)) � D. Como D �e fechado, tomando o fecho obtemos (2.7)

De�na B = Sm0(O�0(A)), onde m0 �e dado no lema acima. Note que S : B ! B e que

B � D. Assim, dado �0 > 0 existe r0 > 0 tal que para cada x 2 B e r 2 (0; r0] temos

S(BX
r (x) \ B) � S(x) + S 0(x)(BX

r (x)) +BX
�0r

(0);

e � := sup
x2B

��(S
0(x)) <1. Aplicando o Lema 2.13 obtemos

N((1 + 
)�r; S 0(x)(BX
r (x))) 6 k0 := (1 + �)�

0@1 +

sup
x2B
kS 0(x)kL(X) + �

�


1A�

;

para 
 > 0, r > 0 e x 2 B. Aumentando o raio das bolas de (1 + 
)�r para (1 + 
)�r+ �0r,

obtemos uma cobertura para S(BX
r (x) \ B) com centros em S(x) + Fx e raio �r onde

� := (1 + 
)�+ �0:

Por �m, se B�r(y), com y 2 S(x) +Fx, �e uma bola da cobertura e intersecta S(BX
r (x)\B),

ent~ao podemos escolher um ponto z 2 S(BX
r (x)\B)\BX

�r(y). A bola BX
2�r(z) cont�em a bola

B�r(y). Assim, obtemos uma cobertura para S(BX
r (x)\B) com no m�aximo k0 bolas de raio

2�r e centradas em S(BX
r (x) \ B) � S(B) � B. De�na � = 2�. Como � < 1=2, podemos

escolher �; �0 > 0 pequenos o su�ciente de maneira que � < 1=2, o que nos d�a � < 1. Com

isso, obtemos � 2 (0; 1) tal que para cada r 2 (0; r0] e subconjunto limitado B � B temos

N(�r; S(BX
r (x) \B)) 6 k0: (2.8)

Passo 1. Cobrimos primeiramente S(B).

Como S(B) � B � D, basta cobrir D, onde D = O�(A) �e de�nido na Observa�c~ao

2.19). Podemos escolhemos � > 0 su�cientemente pequeno tal que 0 < � < �r0
4

, onde
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� 2 (0; 1) e r0 > 0 s~ao dados acima. Como A �e compacto, podemos cobrir D com N0 bolas

fBX
�r0

(ai)gN0
i=1 centradas em S(B). Assim

S(B) � D �
N0[
i=1

BX
�r0

(ai) \ S(B);

e de�nimos

X(1) = fa1; : : : ; aN0g � S(B):

Passo 2. Agora cobriremos S2(B), uma vez que

S2(B) �
N0[
i=1

S(BX
�r0

(ai) \ S(B));

n�os precisamos cobrir cada conjunto no lado direito. De (2.8) (com B = S(B)), para cada

i1 2 f1; : : : ; N0g podemos encontrar (no m�aximo) k0 pontos ai1;i2 2 S2(B), i2 = 1; � � � ; k0,

tal que as bolas BX
�2r0

(ai1;i2) sejam uma cobertura para S(BX
�r0

(ai1)\S(B)). De�nimos ent~ao

X2;i1 := fai1;i2 : i2 2 f1; : : : ; k0gg para i1 = 1; � � � ; N0;

e

X(2) :=

N0[
i1=1

X2;i1 :

Note que a cardinalidade de X(2), denotada por card(X(2)), �e (no m�aximo) k0N0.

Passo Indutivo. Indutivamente obtemos a k-�esima cole�c~ao de pontos Sk(B) satisfazendo

Xk; i1;:::;ik−1
:= fai1;:::;ik−1;j : j 2 f1; : : : ; k0gg;

e

X(k) :=

N0[
i1=1

k0[
i2;:::;ik−1=1

Xk; i1;:::;ik−1
� Sk(B);

com card(X(k)) 6 kk−1
0 N0. Notemos que as bolas de raio �kr0 com os centros em Xk;i1;:::;ik−1

cobrem o conjunto S(BX
�k−1r0

(ai1;:::;ik−1
)) \ Sk−1(B)) e tamb�em

Sk(B) �
[

a2X(k)

BX
�kr0

(a): (2.9)

De�nimos ent~ao

C1 :=
[
k

X(k) �
M[
k=1

X(k) [ SM+1(B); (2.10)

onde M > 1 �e um inteiro qualquer �xado, e a inclus~ao vem dos fatos de que X(k) � SM+1(B)

para todo k >M + 1 e que todo ponto limite de [kX(k) deve pertencer ao atrator global A,

que por sua vez est�a contido em SM+1(B).
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Al�em disso, consideraremos

Γ1 :=
1[
j=0

Sj(C1); e M := A [ Γ1

Observa�c~ao 2.21. �E simples ver que M �e compacto, uma vez que C1 �e compacto e

dH(Sj(C1);A) ! 0 quando j ! 1. Al�em disso, como Γ1 �e positivamente invariante,

obtemos M positivamente invariante.

Mostremos queM atrai exponencialmente os subconjuntos limitados de X. De fato, se

B � X �e limitado, como A �e o atrator global, encontramos n > 0 tal que Sn(B) � O�0(A).

Como O�0(A) �e positivamente invariante, temos Sj(B) � O�0(A) para todo j > n e, para

j > n+m0 temos Sj(B) � B. Disso segue que

Sk+n+m0(B) � Sk(B) para todo k > 1:

Dado x 2 B, de (2.9) existe a 2 Xk tal que

kSk+n+m0(x)− ak 6 �kr0:

Como a 2 S(X(k)) �M, obtemos

dH(Sk+n+m0(B);M) 6 �kr0;

para todo k > 1. Disso segue facilmente que M atrai B exponencialmente.

Para mostrar que M �e atrator exponencial do semigrupo discreto fSn : n 2 Ng basta

mostrar que sua dimens~ao fractal �e �nita. Na se�c~ao anterior j�a mostramos que a dimens~ao

fractal de A �e �nita e, portanto, basta mostrar que a dimens~ao fractal de Γ1 �e �nita.

Come�camos mostrando que a dimens~ao fractal de C1 �e �nita.

Lema 2.22. c(C1) <1.

Demonstra�c~ao. Sejam BX
�r0

(xi), i = 1; : : : ; N0 as bolas de raio �r0 que formam a cobertura

de S(B). Para cada � > 0 dado, se � < 1 podemos encontrar um inteiro M e � 2 [�r0; r0] tal

que

�M+2r0 < � 6 �M+1r0 e � = �M+1�:

De (2.10) temos

C1 �
M[
k=1

X(k) [ SM+1(B);

e portanto

N(�; C1) 6
MX
k=1

N(�;X(k)) +N(�; SM+1(B)) (2.11)

Uma vez que � = �M+1� e � 6 r0, podemos aplicar iterativamente (2.8) para obter

N(�; SM+1(B)) = N(�M+1�; SM+1(B)) 6 kM+1
0 N(�; S(B))



2.3. Constru�c~ao de um atrator exponencial para um semigrupo discreto 47

6 kM+1
0 N(�r0; S(B)) 6 kM+1

0 N0:

Al�em disso, pela cardinalidade de X(k), podemos cobri-lo com (no m�aximo) kk−1
0 N0 bolas de

raio �. A partir de 2.11 n�os obtemos

N(�; C1) 6
MX
k=1

kk−1
0 N0 + kM+1

0 N0 6MN0k
k−1
0 + kM+1

0 N0:

Uma vez que � = �M+1� temos M + 1 = ln(�=�)
ln(1=�)

, de modo que

N(�; C1) 6 kM+1
0 (M + 1)N0

6 k
ln(�=�)= ln(1=�)
0

ln(�=�)

ln(1=�)
N0

(�)
=
��
�

�ln(k0)= ln(1=�) ln(�=�)

ln(1=�)
N0;

onde em (�) usamos a propriedade aln(b) = bln(a). Por isso,

ln(N(�; C1))

ln(1=�)
6

ln(k0)

ln(1=�)
� ln(�=�)

ln(1=�)
+

ln
�
N0

ln(�=�)
ln(1=�)

�
ln(1=�)

:

Fazendo �! 0 obtemos

c(C1) 6
ln(k0)

ln(1=�)
<1:

Com isso, somos capazes de mostrar que a dimens~ao fractal de Γ1 �e �nita, o que

conclui a prova de que M �e um atrator exponencial para o semigrupo discreto fSn : n 2 Ng.

Lema 2.23. Temos

c(Γ1) 6 max

�
c(C1);

ln k0

ln(1=�)

�
:

Demonstra�c~ao. Fixemos � > 0. Escolha inteiros M e � como na demonstra�c~ao do Lema 2.22,

isto �e, �M+2r0 < � 6 �M+1r0, � 2 [�r0; r0] tal que � = �M+1�.

Como Sj(C1) � SM+1(B) para todo j > M , temos

Γ1 =

 
M[
j=0

Sj(C1)

!
[

 
1[

j=M+1

Sj(C1)

!
�

 
M[
j=0

Sj(C1)

!
[ SM+1(B);

e assim

N(�;Γ1) 6
MX
j=0

N(�; Sj(C1)) +N(�; SM+1(B)):

Como antes, temos a seguinte estimativa N(�; SM+1(B)) 6 kM+1
0 N0: Os c�alculos da demons-

tra�c~ao do Lema 2.22 podem ser utilizado iterativamente (uma vez que ��−j 6 ��−M 6 �r0;

para j 6M) para concluir que

N(�; Sj(C1)) 6 kj0N(��−j; C1)
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e, portanto

N(�;Γ1) 6
MX
j=0

kj0N(��−j; C1) + kM+1
0 N0:

Para cada d > c(C1) existe uma constante c = c(d) > 0 satisfazendo

N(�; C1) 6 c(d)

�
1

�

�d
para todo � 2 (0; r0]:

Por isso, com � = ��−j 6 r0 para j = 0; : : : ;M , n�os temos

N(�; (Γ1) 6
c(d)

�d

MX
j=0

(k0�
d)j + kM+1

0 N0: (2.12)

Consideraremos dois casos. Se k0�
d 6 1 ent~ao a estimativa acima pode ser simpli�cada

(lembrando que M + 1 = ln(�=�)
ln(1=�))

:

N(�;Γ1) 6
c(d)

�d
(M + 1) + kM+1

0 N0

6
c(d)

�d

��
�

�d ln(�=�)

ln(1=�)
+N0k

ln(�=�)= ln(1=�)
0

6
��
�

�d0 �c(d)

�d
� ln(�=�)

ln(1=�)
+N0

�
;

onde d0 := maxfd; ln(k0)= ln(1=�)g. Fazendo �! 0, obtemos da estimativa acima que

c(Γ1) 6 maxfd; ln(k0)= ln(1=�)g:

J�a no segundo caso, se k0�
d > 1, ent~ao a desigualdade (2.12) implica que

N(�;Γ1) 6
c(d)

�d

��
�

�d
(k0�

d)M(M + 1) + kM+1
0 N0

6
c(d)

�d

��
�

�d
(k0�

d)ln(�=�)= ln(1=�) ln(�=�)

ln(1=�)
+N0k

ln(�=�)= ln(1=�)
0

6
c(d)

�d

��
�

�d ��
�

�ln(k0�d)= ln(1=�) ln(�=�)

ln(1=�)
+N0

��
�

�ln(k0= ln(1=�))

6
��
�

�ln(k0)= ln(1=�)
�
c(d)

�d
ln(�=�)

ln(1=�)
+N0

�
;

e fazendo �! 0, conclu��mos que

c(Γ1) 6
ln(k0)

ln(1=�)
:

Como d > c(C1) �e arbitr�ario, a prova est�a completa.
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Notas

Como vimos, seguindo [9], podemos mostrar que, sob certas condi�c~oes, a dimens~ao fractal

do atrator global de um semigrupo T �e �nita. Isso, no entanto, n~ao garante que o atrator

global seja um atrator exponencial (pois a atra�c~ao pode n~ao ter taxa exponencial), e nem que

exista um atrator exponencial para T . Com os resultados da Se�c~ao 2.3, retirados de [23], somos

capazes de, sob certas hip�oteses, construir um atrator exponencial para um semigrupo discreto.

Com o Teorema 2.6, se esse semigrupo discreto �e proveniente de um semigrupo cont��nuo, com

uma condi�c~ao de Lipschitz continuidade, podemos construir um atrator exponencial para o

semigrupo cont��nuo.

Seguindo exatamente essa linha de racioc��nio, em [23] os autores constroem um atrator

exponencial em L2p(Ω) para o semigrupo gerado pela equa�c~ao n~ao linear de rea�c~ao-difus~ao8><>:
ut(x; t)−∆u(x; t) + ju(x; t)jp−1u(x; t) + f(x; u(x; t)) = g(x) em Ω� [0;1);

u(x; t) = 0 em @Ω� [0;1);

u(x; 0) = u0(x) em Ω;

onde Ω � R3 �e um dom��nio limitado com fronteira @Ω suave, p > 2, g 2 L2(Ω) e f : Ω�R!
R �e uma fun�c~ao duas vezes continuamente diferenci�avel, com

c1jujq−2u− c0 6 f 0(x; u) 6 c2jujq−2 + c0 para (x; u) 2 Ω� R;

para algumas constantes c0; c1; c2 > 0 e q 2 [1; p).
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3 Semigrupos �-dissipativos

Nesse cap��tulo, seguindo e aprimorando as ideias contidas em [22], apresentamos os semigrupos

exponencialmente �-dissipativos, e mostramos que, sob certas condi�c~oes somos capazes de

construir um conjunto compacto positivamente invariante que atrai exponencialmente todos

os subconjuntos limitados de X, com dimens~oes de Hausdor� e fractal �nitas.

Para come�carmos, precisaremos do conceito de medida de n~ao compacidade de Kura-

towski, cuja de�ni�c~ao e propriedades b�asicas ser~ao desenvolvidas na se�c~ao a seguir.

3.1 Medida de n~ao compacidade de Kuratowski

Consideremos X um espa�co m�etrico completo, com m�etrica d. Para B � X limitado, o

diâmetro de B �e de�nido por

diam(B) = sup
x;y2B

d(x; y):

Para A � X limitado, de�nimos

�(A) = inf
n
� > 0: A � [ni=1Bi; com Bi � X limitado e

diam(Bi) 6 � para i = 1; � � � ; n
o
;

que �e chamada de medida de n~ao-compacidade de Kuratowski de A. Claramente �(A) 6

diam(A) para cada A � X limitado. As propriedades de � que ser~ao necess�arias para o que

segue est~ao enunciadas e demonstradas a seguir.

Lema 3.1. Sejam A, A1 e A2 subconjuntos limitados de X. Ent~ao:

(a) �(A) = 0 se, e somente se, A �e relativamente compacto;

(b) se A1 � A2, ent~ao �(A1) 6 �(A2);

(c) �(A) = �(A);

(d) �(A1 [ A2) = maxf�(A1); �(A2)g;

(e) se X �e um espa�co de Banach e A = A1 + A2, ent~ao �(A) 6 �(A1) + �(A2).

Demonstra�c~ao. Os itens (a) e (b) seguem diretamente da de�ni�c~ao de �.

Provemos agora o item (c). Do item (b) temos �(A) 6 �(A). Reciprocamente, sejam

� > 0 e A � [ni=1Bi com diamBi 6 � para i = 1; : : : ; n. Ent~ao

A �
n[
i=1

Bi =
n[
i=1

Bi;

e como diam(Bi) = diam(Bi) 6 �, obtemos (c).
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De (b), temos maxf�(A1); �(A2)g 6 �(A1 [ A2). Se s = maxf�(A1); �(A2)g, dado

� > 0 sabemos que ambos A1 e A2 podem ser cobertos por uma quantidade �nita de conjuntos

de diâmetro menor do que s+ �. Claramente, a uni~ao dessas coberturas �e uma cobertura �nita

para A1 [ A2, o que nos d�a �(A1 [ A2) 6 s+ �. Como � > 0 �e arbitr�ario, obtemos (d).

Por �m, para provar (e) notemos primeiramente que se B;C � X s~ao limitados, para

xi = bi + ci 2 B + C, i = 1; 2, temos

kx1 − x2kX 6 kb1 − b2kX + kc1 − c2kX 6 diam(B) + diam(C);

o que nos d�a diam(B +C) 6 diam(B) + diam(C). Disso o item (e) segue diretamente.

Lema 3.2. Assuma que fFngn2N �e uma sequência de subconjuntos fechados e limitados de

X, satisfazendo:

(i) Fn 6= ∅ para cada n 2 N;

(ii) Fn+1 � Fn para cada n 2 N;

(iii) �(Fn)! 0 quando n!1.

Ent~ao F =
1T
n=1

Fn �e compacto e n~ao-vazio.

Demonstra�c~ao. Claramente F �e fechado, pois �e uma interse�c~ao de fechados. Como F � Fn

para todo n 2 N obtemos �(F ) = 0, o que mostra que F �e compacto.

Para mostrar que F 6= ∅, para cada n 2 N escolhemos xn 2 Fn, e de�nimos En =

fxn; xn+1; : : :g. Como En � Fn temos �(En) 6 �(Fn) para todo n 2 N. Notemos tamb�em

que como E1 = fx1; : : : ; xn−1g [ En, do item (d) do Lema 3.1 obtemos

�(X1) = maxf�(fx1; : : : ; xn−1g); �(En)g = �(En);

uma vez que �(fx1; : : : ; xn−1g) = 0. Portanto �(E1) = 0, e obtemos E1 relativamente

compacto. Assim, fxngn2N possui uma subsequência convergente para um ponto x 2 X. Para

cada n 2 N, essa subsequência eventualmente est�a em Fn e, sendo Fn fechado, obtemos

x 2 Fn. Portanto x 2 F , o que completa a prova.

Por �m, vejamos mais um lema que ser�a necess�ario mais adiante.

Lema 3.3. Sejam X espa�co de Banach e A;B � X, com A compacto. Se dH(B;A) 6 


ent~ao �(B) 6 2
.

Demonstra�c~ao. Claramente B �e limitado, j�a que B � O
(A). Fixemos � > 0. Como A �e

compacto, para cada x 2 B existe yx 2 A tal que d(x; yx) < 
 + �
4
. Assim

B �
[
x2B

BX

+ �

4
(yx):



3.2. De�ni�c~ao e resultados principais 53

Como C := fyx : x 2 Bg � A e A �e compacto, existem z1; z2; : : : ; zm 2 A tais que C �
mS
i=1

BX
�
4

(zi), o que nos d�a

B �
[
x2B

BX

+ �

4
(yx) �

m[
i=1

BX

+ �

2
(zi):

Segue diretamente da de�ni�c~ao de � que �(B) 6 2
+�, e como � > 0 �e arbitr�ario, o resultado

segue.

3.2 De�ni�c~ao e resultados principais

Com essa no�c~ao, estudaremos os semigrupos exponencialmente �-dissipativos e seus atratores

globais. Para isso, dados um semigrupo T = fT (t) : t > 0g num espa�co m�etrico X, B � X

e s > 0, de�nimos a �orbita de B por T a partir de s como o conjunto


+
s (B) =

[
t>s

T (t)B = fT (t)x : x 2 B e t > sg:

Quando s = 0, denotamos 
+(B) = 
+
0 (B). Quando B = fug �e unit�ario, escrevemos 
+

s (u)

e 
+(u) no lugar de 
+
s (fug) e 
+(fug), respectivamente.

De�ni�c~ao 3.4. Um semigrupo T = fT (t) : t > 0g em X �e dito exponencialmente �-

dissipativo se dado B � X limitado existem constantes t0 = t0(B) > 0, C = C(B) > 0 e

� = �(B) > 0 tais que

�
(

+
s (B)

�
6 Ce−�s para todo s > t0:

3.2.1 Condi�c~oes su�cientes para obter semigrupos exponencialmente �-dissipativos

Nessa subse�c~ao veremos algumas condi�c~oes que garantem que um semigrupo T num espa�co

m�etrico X seja exponencialmente �-dissipativo. Claramente, se T �e um semigrupo unifor-

memente compacto para t grande, isto �e, se dado B � X limitado existe t0 = t0(B) > 0

tal que 
+
t0(B) �e relativamente compacto, ent~ao T �e exponencialmente �-dissipativo.

Temos alguns outros resultados nessa dire�c~ao, que s~ao enunciados e provados a seguir.

Proposi�c~ao 3.5. Seja T um semigrupo num espa�co m�etrico X. Assuma que:

• existe um subconjunto limitado B0 de X que absorve os limitados de X (cf. Teorema

1.4);

• T �e �-contrativo, isto �e, dado B � X limitado, existem t0 = t0(B) > 0 e � = �(B) 2
(0; 1) tais que

�(T (t0)D) 6 ��(D); (3.1)

para todo D � B.
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Ent~ao T �e exponencialmente �-dissipativo.

Demonstra�c~ao. Para B � X limitado, existe s0 = s0(B) > 0 tal que T (s)B � B0 para todo

s > s0. Deste modo, tomando c = �(B0), temos

�
(

+
s0

(B)
�
6 c:

Sejam t0 = t0(B0) > 0 e � = �(B0) 2 (0; 1) tais que �(T (t0)D) 6 ��(D) para todo

D � B0. Para s > s0, escreva s − s0 = nt0 + � com � 2 [0; t0). Assim, para t > s temos

t− nt0 > s0 + � > s0 e

T (t)B = T (nt0)T (t− nt0)B � T (nt0)
+
s0

(B);

o que nos d�a 
+
s (B) � T (nt0)
+

s0
(B). Aplicando n-vezes (3.1) obtemos

�
(

+
s (B)

�
6 �n�

(

+
s0

(B)
�
6 c�n:

Como 0 < � < 1, existe 
 > 0 tal que � = e−
, o que nos d�a

�
(

+
s (B)

�
6 ce−
n para s > s0:

Mas nt0 > s− s0 − t0 e, portanto, obtemos

�
(

+
s (B)

�
6 ce

−
(s−s0−t0)
t0 = ce


(s0+t0)
t0 e

− 

t0
s

= Ce−�s para s > s0;

onde C = ce

(s0+t0)

t0 e � = 

t0

.

Proposi�c~ao 3.6. Seja T um semigrupo em X. Assuma que existe A � X compacto tal que

para B � X limitado, existem t0 = t0(B) > 0, C = C(B) > 0 � = �(B) > 0 tais que

dH(T (t)B;A) 6 Ce−�t para todo t > t0:

Ent~ao T �e exponencialmente �-dissipativo.

Demonstra�c~ao. Para B � X limitado e t0, C, � como na hip�otese, temos dH(T (t)B;A) 6

Ce−�t para t > t0. Em particular, obtemos dH(T (t)B;A) 6 C para t > t0, o que mostra

que T (t)B � OC(A) para t > t0. Portanto B̃ = 
+
t0(B) �e limitado e, da hip�otese, existem

t1 = t1(B̃) > 0, C1 = C1(B̃) > 0 > 0 e �1 = �1(B̃) > 0 tais que

dH(T (t)B̃; A) 6 C1e
−�1t para todo t > t1:

Sem perda de generalidade, podemos supor que t1 > t0. Assim, para s > s0 + t1 temos

dH
(

+
s (B); A

�
6 dH

(
T (s− s0)
+

t0
(B); A

�
= dH(T (s− s0)B̃; A) 6 C1e

−�1(s−s0) = C1e
−�s0e−�s:

Do Lema 3.3 segue que

�
(

+
s (B)

�
6 2C1e

−�s0e−�s;

e a demonstra�c~ao est�a completa.
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Esse resultado mostra que, em particular, se T possui um atrator exponencial ent~ao T

�e exponencialmente �-dissipativo. Quando X �e um espa�co de Banach, uma das condi�c~oes que

�e usada para se obter semigrupos exponencialmente �-dissipativos �e a condi�c~ao (C�), de�nida

abaixo.

De�ni�c~ao 3.7. Diremos que um semigrupo T num espa�co de Banach X satisfaz a condi�c~ao

(C�) se para cada B � X limitado existem constantes t0 = t0(B) > 0, C = C(B) > 0 e

� = �(B) > 0 tais que para cada " > 0, existe um subespa�co �nito dimensional X1 de X

para o qual fkPT (t)xkX : x 2 B e t > t0g �e limitado e

k(I − P )T (t)xkX 6 Ce−�t + " para todos x 2 B e t > t0;

onde P : X ! X1 �e a proje�c~ao de X sobre X1.

Observa�c~ao 3.8. �E importante aqui notar que as constantes t0, C e � dadas na condi�c~ao

(C�) s~ao independentes de ". A dependência de " est�a somente no subespa�co X1 (e, conse-

quentemente, na proje�c~ao P ).

Lembremos que se P �e uma proje�c~ao de um espa�co de Banach X sobre X1 = PX,

podemos escrever

X = X1 �X2

onde X1 = (I − P )X.

Lema 3.9. Nas condi�c~oes acima, se A � X �e limitado e �((I − P )A) 6 ", ent~ao �(A) 6 ".

Demonstra�c~ao. Note que A = PA+ (I − P )A. Como X1 tem dimens~ao �nita, PA �e relati-

vamente compacto e, portanto, �(PA) = 0. Logo do item (e) do Lema 3.1 obtemos

�(A) 6 �(PA) + �((I − P )A) < ":

Teorema 3.10. Se T �e um semigrupo num espa�co de Banach X que satisfaz a condi�c~ao

(C�), ent~ao T �e exponencialmente �-dissipativo.

Demonstra�c~ao. Seja B � X limitado e �xemos t0, C e � dados pela condi�c~ao (C�). Tomando

" = 1, por exemplo, obtemos 
+
t0(B) limitado. Agora, para " > 0 e t > s > t0, temos

k(I − P )T (t)x− (I − P )T (t)ykX 6 k(I − P )T (t)xkX + k(I − P )T (t)ykX
6 2Ce−�t + 2" 6 2Ce−�s + 2":

Assim diam(
+
s (B)) 6 2C−�s + 2" e o Lema 3.9 nos d�a � (
+

s (B)) 6 2Ce−�s + 2". Como

" > 0 �e arbitr�ario, o resultado segue.
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3.2.2 Existência de atrator global para semigrupos exponencialmente �-dissipativos

Veremos aqui que a existência de um conjunto limitado que absorve limitados �e su�ciente para

garantir que um semigrupo exponencialmente �-dissipativo tenha um atrator global.

Teorema 3.11. Assuma que T �e um semigrupo exponencialmente �-dissipativo num espa�co

m�etrico completo X, e que existe B0 � X limitado que absorve todos os limitados de X.

Ent~ao A = !(B0) �e o atrator global de T .

Demonstra�c~ao. Usando o Teorema 1.4, �e su�ciente mostrar que T �e assintoticamente com-

pacto. Para isso sejam sn ! 1 e fxngn2N limitada. De�na B = fxn : n 2 Ng, que �e um

subconjunto limitado de X. Assim, existem t0 > 0, C > 0 e � > 0 tais que

�
(

+
s (B)

�
6 Ce−�s para todo s > t0:

Podemos assumir, sem perda de generalidade, que sn > t0 para todo n > 0. De�nindo

Fn = fT (sn)xn; T (sn+1)xn+1; : : :g para cada n 2 N, temos Fn fechado, n~ao-vazio, com

Fn+1 � Fn e �(Fn) 6 Ce−�sn para cada n 2 N. Segue do Lema 3.2 que F =
T
n2N

Fn �e um

compacto n~ao-vazio.

Fixemos x 2 F . Como x 2 F1, existe n1 2 N tal que d(T (sn1)xn1 ; x) < 1. Como

x 2 Fn1+1, existe n2 > n1 tal que d(T (sn2)xn2 ; x) < 1
2
. Indutivamente, constru��mos nk+1 > nk

com d(T (snk)xnk ; x) < 1
k

. Assim, a sequência fT (snk)xnkgk2N converge para x, o que mostra

que T �e assintoticamente compacto.

3.2.3 Existência de conjuntos exponencialmente atraentes

O Teorema 3.11 nos diz que para um semigrupo exponencialmente �-dissipativo, a existência de

um limitado que absorve limitados �e su�ciente para nos dar um atrator global para T . Veremos

que o resultado �e um pouco mais forte, e obtemos um conjunto compacto positivamente

invariante que atrai todos os limitados de X com taxa de atra�c~ao exponencial.

Teorema 3.12. Seja T um semigrupo exponencialmente �-dissipativo, e assuma que existe um

conjunto limitado B0 � X que absorve limitados de X. Ent~ao existe um conjunto compacto

A� positivamente invariante que atrai exponencialmente todos os limitados de X.

Demonstra�c~ao. Segue do Teorema 3.11 que A = !(B0) �e o atrator global de T . Al�em disso,

como T �e exponencialmente �-dissipativo, existem constantes t0 > 0, C > 0 e � > 0 tais que

�
(

+
s (B0)

�
6 Ce−�s para todo s > t0:

Aumentando C, se necess�ario, podemos assumir que a desigualdade acima �e estrita. Assim,

para s1 := 1 + t0, como �(
+
s1

(B0)) < Ce−�s1 =: �1, existem a
(1)
1 ; a

(1)
2 ; : : : ; a

(1)
k1
2 B0 e

t
(1)
1 ; t

(1)
2 ; : : : ; t

(1)
k1

> s1 tais que


+
s1

(B0) �
k1[
i=1

BX
�1

�
T (t

(1)
i )a

(1)
i

�
= O�1

 
k1[
i=1

T (t
(1)
i )a

(1)
i

!
� O�1

 
k1[
i=1

[
t>0

T (t)T (s1)a
(1)
i

!
:
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Dessa forma, vemos que

dH

 

+
s1

(B0);

k1[
i=1

[
t>0

T (t)T (s1)a
(1)
i

!
6 �1:

Procedendo indutivamente, para sm := m+t0 e �m := Ce−�sm , existem a
(m)
1 ; a

(m)
2 ; : : : ; a

(m)
km
2

B0 e t
(m)
1 ; t

(m)
2 ; : : : ; t

(m)
km

> sm tais que

dH

 

+
sm(B0);

km[
i=1

[
t>0

T (t)T (sm)a
(m)
i

!
6 �m: (3.2)

De�nimos ent~ao

A� = A [

 
1[
m=1

km[
i=1

[
t>0

T (t)T (sm)a
(m)
i

!
:

Claramente A �e positivamente invariante.

Afirmação 1. A� �e compacto.

Seja fxngn2N � A�. Se alguma subsequência de fxngn2N est�a emA, a compacidade de

A nos mostra que ela possui uma subsequência convergente. Assim, sem perda de generalidade,

podemos assumir que

fxngn2N �
1[
m=1

km[
i=1

[
t>0

T (t)T (sm)a
(m)
i :

Desse modo, para cada n 2 N existem mn 2 N, tn > 0 e 1 6 in 6 kmn tais que

xn = T (tn)T (smn)a
(mn)
in

= T (tn + smn)a
(mn)
in

:

Se tn ! 1 ou smn ! 1, como T �e exponencialmente �-dissipativo (e portanto, assinto-

ticamente compacto), vemos que fxngn2N possui uma subsequência convergente. Agora, se

ambas ftngn2N e fsmngn2N s~ao ambas limitadas, existe uma constante N0 tal que

fxngn2N �
N0[
m=1

km[
i=1

N0[
t=0

T (t)T (sm)a
(m)
i :

O conjunto do lado direito dessa inclus~ao �e compacto, o que garante que fxngn2N possui uma

subsequência convergente, e completa a prova da A�rma�c~ao 1.

Afirmação 2. A� atrai exponencialmente todos os limitados de X.

Se B � X �e limitado, existe t1 = t1(B) > 0 tal que T (t)B � B0 para todo t > t1.

Assim, para cada s > t0 e t > t1 + s temos

T (t)B = T (t− t1)T (t1)B � T (t− t1)B0 � 
+
s (B0):

Para cada t > t1 + s1, existe m 2 N tal que t − t1 2 [sm; sm + 1), isto �e, existe � 2 [0; 1)

com t− t1 = sm + � . Disso segue que

T (t)B � 
+
sm(B0);
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e, juntamente com (3.2), obtemos

dH(T (t)B;A�) 6 dH(
+
sm(B0);A�)

6 dH

 

+
sm(B0);

km[
i=1

[
r>0

T (r)S(sm)a
(m)
i

!
6 �m;

(3.3)

e, portanto,

dH(T (t)B;A�) 6 Ce−�sm 6 C̃e−�t;

onde C̃ = Ce�(t1+1), para todo t > t1 + s1. Com isso, a demostra�c~ao est�a completa.

Observa�c~ao 3.13. Segue diretamente da prova do Teorema 3.12 que os pontos a
(m)
i , para

i = 1; 2; : : : ; km e m 2 N podem ser escolhidos em qualquer subconjunto B1 denso em B0.

Sabemos que se A� tiver dimens~ao fractal �nita, ent~ao A� �e um atrator exponencial

para T e, em particular, a dimens~ao fractal de A tamb�em ser�a �nita. Nos perguntamos a

rec��proca: se A tem dimens~ao fractal �nita, �e poss��vel garantir que a dimens~ao fractal de A�

�e �nita? A resposta para esse problema, em geral, �e negativa, como veremos no exemplo a

seguir (cf. com coment�arios em [22, p�ag. 3497]).

Exemplo 3.14. Vamos dividir esse exemplo em algumas partes, para facilitar sua compreens~ao.

Parte 1. Fixe � > 0 e de�na

a�(x) =

(
1 se jxj > �;

�−1jxj se jxj < �:
(3.4)

Em R, considere o problema de valor inicial8<:
dx

dt
= −a�(x)x

x(0) = x0 2 R:
;

que de�ne um semigrupo S em R, uma vez que f(x) = −a(x)x �e localmente Lipschitz

e f(x)x = −a(x)x2 6 0 para todo x 2 R. �E simples veri�car que o intervalo [−�; �] �e

positivamente invariante e atrai exponencialmente cada subconjunto limitado de R. Segue da

Proposi�c~ao 3.6 que S �e exponencialmente �-dissipativo. Mais ainda, vemos que A = f0g �e o

atrator global de S.

A constru�c~ao deA� feita no Teorema 3.12 nos d�aA� = [−
; 
], para algum 0 < 
 < �,

tomando para isso B0 = [−r; r] com 0 < r < � su�cientemente pequeno e


 = sup
m2N; i=1;:::;km

jS(sm)a
(m)
i j:

Parte 2. Considere `2(R) o espa�co de Banach das sequências reais de quadrado som�avel

com a norma

kfxngn2Nk`2(R) =

 
1X
n=1

x2
n

! 1
2

;
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e vamos indexar as sequências em `2(R) da forma

x = fx1
1; x

2
1; x

1
2; x

2
2; x

3
2; x

4
2; x

1
3; : : : ; x

8
3; : : : ; x

1
n; : : : ; x

2n

n ; : : :g:

Em `2(R) consideremos o sistema8><>:
dxjn
dt

= −a 1
n2n

(xjn)xjn;

x(0) = x0 2 `2(R);

com a 1
n2n

de�nida em (3.4). Do que �zemos na Parte 1, �e simples veri�car que esse sistema

d�a origem a um semigrupo T em `2(R), que �e exponencialmente �-dissipativo, com atrator

global A = f0g. Al�em disso, a constru�c~ao feita no Teorema 3.12 nos d�a que A� cont�em uma

c�opia de um retângulo n-dimensional para cada n 2 N. Como a dimens~ao fractal de cada

retângulo n-dimensional �e n, a dimens~ao fractal de A� �e in�nita.

Vejamos, por�em, que o resultado �e verdadeiro para a dimens~ao de Hausdor�. Para isso,

come�camos um lema.

Lema 3.15. Seja T um semigrupo num espa�co m�etrico completo X com atrator global A, e

suponha que dimH(A) <1. Assuma que existam u0 2 X e L > 0 tais que

d(T (t)u0; T (s)u0) 6 Ljt− sj para todos t; s > 0: (3.5)

Ent~ao

dimH

(

+(u0)

�
6 maxf1; dimH(A)g:

Demonstra�c~ao. Seja d0 = dimH(A) < 1. Para cada d > 0, sabemos que �(d+d0)(A) = 0,

ou seja, sup
�>0

�
(d+d0)
� (A) = 0. Logo, dados � > 0 e � > 0, existem conjuntos abertos1 fBigi2N

com diam(Bi) < � para cada i 2 N, A �
1S
i=1

Bi e

1X
i=1

(diam(Bi))
d+d0 < �:

Como A �e compacto, existe N 2 N tal que A �
NS
i=1

Bi e, assim, existe r0 > 0 tal que

Or0(A) �
SN
i=1Bi. Como A �e o atrator global de T , para u0 existe t1 > 0 tal que

dH(T (t)u0;A) < r0 para t > t1;

o que nos d�a 
+
t1(u0) �

NS
i=1

Bi. Portanto �(d+d0)(
+
t1(u0)) = 0 para cada d > 0 e, logo,

dimH(
+
t1(u0)) 6 d0. Como [0; t1] 3 t 7! T (t)u0 2 X �e Lipschitz, para C := fT (t)u0 : t 2

[0; t1]g, da Proposi�c~ao 1.10 e do Exemplo 1.12 obtemos

dimH(C) 6 dimH([0; t1]) = 1;

1 Veja a Observação 1.6.
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e assim

dimH(
+(u0)) = maxfdimH(C); dimH(
+
t1

(u0))g 6 maxf1; dimH(A)g:

Com esse lema, podemos provar o seguinte resultado.

Teorema 3.16. Sejam X um espa�co m�etrico completo e T um semigrupo exponencialmente

�-dissipativo em X com um conjunto limitado B0 � X que absorve limitados de X. Assuma

que T satisfaz (3.5) em um conjunto B1 que �e denso em B0, e assuma que dimH(A) <1.

Ent~ao dimH(A�) 6 maxf1; dimH(A)g.

Demonstra�c~ao. Segue da Proposi�c~ao 1.9 que

dimH(A�) = max
n

dimH(A); sup
m2N

max
i=1;��� ;km

dimH(
+(T (sm)a
(m)
i )

o
;

onde os pontos a
(m)
i , para i = 1; : : : ; km e m 2 N s~ao escolhidos em B1 (veja Observa�c~ao

3.13). Para cada i = 1; : : : ; km e m 2 N, 
+(T (sm)a
(m)
i ) � 
+(a

(m)
i ) e, pelo Lema 3.15,

temos dimH(
+(u0)) 6 maxf1; dimH(A)g para todo u0 2 B1. Portanto

dimH(A�) 6 maxf1; dimH(A)g:

Apesar de sabermos que o resultado acima n~ao �e v�alido, em geral, para a dimens~ao

fractal, adicionando uma hip�otese de diferenciabilidade obtemos o seguinte resultado:

Teorema 3.17. Sejam X um espa�co m�etrico completo e T um semigrupo exponencialmente

�-dissipativo em X, com um conjunto limitado B0 � X que absorve limitados de X. Suponha

que T satisfaz (3.5) num subconjunto B1 que �e denso em B0. Assuma tamb�em que c(A) <1
e que existem � > 0 e � 2 (0; 1=2) tais que, para cada h > 0, a aplica�c~ao Sh = T (h) �e

continuamente diferenci�avel em O�(A) e S 0h(x) 2 L�=2 para todo x 2 O�(A).

Ent~ao c(A�) <1 e A� �e um atrator exponencial para T .

Demonstra�c~ao. Com demonstra�c~oes an�alogas aos Lemas 2.22 e 2.23, mostramos que

c(A� \ O�(A)) <1:

Para B0 � X um conjunto limitado que absorve limitados, existe t1 > 0 tal que

T (t)B0 � O�(A) para t > t1 (pois A �e o atrator global de T ). Assim, para sm como na

constru�c~ao de A� (feita no Teorema 3.12) tais que m > m0 > t1 − t0 temos sm > t1 e

[
m>m0

km[
i=1

[
t>0

T (t)T (sm)a
(m)
i � O�(A):
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Para m = 1; : : : ;m0 − 1 temos

km[
i=1

[
t>t1

T (t)T (sm)a
(m)
i � O�(A)

e, portanto,

A� n O�(A) �
m0−1[
m=1

km[
i=1

[
t2[0;t1]

T (t)T (sm)a
(m)
i :

Assim A� n O�(A) �e uma uni~ao �nita de trajet�orias de comprimento �nito e, portanto, tem

dimens~ao fractal �nita, j�a que T satisfaz (3.5) (veja Proposi�c~ao 1.13 e Exemplo 1.12), o que

conclui a demonstra�c~ao.

3.3 Aplica�c~ao �a equa�c~ao de onda semilinear amortecida

Considere Ω � R3 um dom��nio (aberto e conexo) limitado com fronteira @Ω suave, e o seguinte

problema de valor inicial e de contorno:8><>:
utt(x; t) + ut(x; t)−∆u(x; t) + f(u(x; t)) = g(x); x 2 Ω; t > 0;

u(x; 0) = u0(x) , ut(x; 0) = u1(x); x 2 Ω

u(x; t) = 0 , x 2 @Ω , t > 0:

(3.6)

onde u : Ω� [0;1)! R. Consideraremos tamb�em os espa�cos usuais

H = L2(Ω); (u; v) =

Z
Ω

uv e juj2 = (u; u) para u; v 2 H;

V = H1
0 (Ω); ((u; v)) =

Z
Ω

ru � rv e kuk2 = ((u; u)) para u; v 2 V;

e assumiremos g 2 H. Denotaremos −∆ = A : D(A) � H ! H o operador Laplaciano, com

dom��nio D(A) = H2(Ω) \ V . Sabemos que A �e um operador autoadjunto e de tipo positivo,

e podemos de�nir as suas potências fracion�arias As : D(As) � H ! H. Al�em disso, temos

H = D(A0), V = D(A
1
2 ) e para s 2 R, de�nimos

V2s = D(As);

com produto interno (u; s)V2s = (Asu;Asv) para u; v 2 V2s. Denotemos E0 = V � H com

norma

k(u0; u1)k2
E0

= ku0k2 + ju1j2;

e E1 = D(A)� V com norma

k(u0; u1)k2
E1

= ku0k2
D(A) + ku1k2;

onde para u0 2 D(A) = H2(Ω) \ V tomamos a norma ku0k2
D(A) = ku0k2 + jAu0j2.

No que segue, pediremos v�arias hip�oteses de car�ater t�ecnico sobre f , que s~ao necess�arias

para aplicar os resultados de [21] e, assim, obter a Proposi�c~ao 3.18. Como exemplo, as fun�c~oes

f(u) = ur para 1 < r < 3 satisfazem essas condi�c~oes.

Hip�oteses sobre a fun�c~ao f .
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(f1) f : V ! H �e uma fun�c~ao limitada, compacta, e continuamente Fr�echet diferenci�avel

com derivada f 0;

(f2) f(D(A)) � V , f �e Lipschitz de limitados de D(A) em V , e de limitados de V em H;

(f3) existe �1 2 (0; 1) tal que para cada R > 0 existe c0 = c0(R) > 0 tal que se v 2 BD(A)
R (0)

ent~ao

kf(v)k 6 c0(1 + jAvj)1−�1

(f4) f �e cont��nua de L1ws(0; T ;V )\L2(0; T ;H) em L2
w(0; T ;H), onde o subscrito ws denota

a topologia fraca� e w denota a topologia fraca;

(f5) f 0 �e cont��nua e limitada de V em L(V;H), de D(A) em L(Vs; H) para algum 0 6 s < 1,

e de V em L(H;V�2−1) para algum �2 2 (0; 1);

(f6) existe � 2 (0; 1) tal que para todo R > 0 existe d0 = d0(R) > 0 tal que se u; v 2 BV
R (0)

ent~ao

kf 0(u)− f 0(v)kL(V;H) 6 d0ku− vk�:

(f7) existe G limitada e continuamente diferenci�avel de V em R, com G(0) = 0 e p : V ! H

limitada e cont��nua com f 0(u) = G0(u) + p(u) para toda u 2 V , com

lim inf
kuk!1

G(u)

kuk2
> 0;

(f8) existe c1 > 0 tal que

lim inf
kuk!1

(u; f(u))− c1G(u)

kuk2
> 0;

(f9) existem constantes �3 2 (0; 1
2
) e c3 > 0 tais que

jp(u)j 6 c3(1 + jG(u)j)
1
2
−�3 para u 2 V:

Com essas hip�oteses e nota�c~oes, usando os resultados de [21, Se�c~oes IV.4.1, IV.4.2] e

[21, Se�c~oes VI.6.1, VI.6.2] obtemos as seguintes propriedades para (3.6).

Proposi�c~ao 3.18. Para cada (u0; u1) 2 E0 o problema possui uma �unica solu�c~ao fraca

u 2 C([0;1);V ) e ut 2 C([0;1);H);

e a fam��lia T = fT (t) : t > 0g de�nida por

T (t)(u0; u1) = (u(t); ut(t)) para t > 0 e (u0; u1) 2 E0;

de�ne um semigrupo Fr�echet diferenci�avel em E0 e, se (u0; u1) 2 E1, ent~ao a solu�c~ao fraca u

satisfaz

u 2 C([0;1);D(A)) e ut 2 C([0;1);V ):
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Al�em disso, existe um conjunto limitado B0 � E0 que absorve limitados de E0 e um

conjunto limitado B1 � E1, denso em B0, que absorve limitados de E1, e T possui atrator

global A.

Mais ainda, se � > 0 �e �xado, ent~ao para cada � 2 (0; 1=2) existe h > 0 tal que se

Sh = T (h) ent~ao S 0h(x) 2 L�=2 para todo x 2 O�(A), e c(A) <1.

O principal objetivo desta se�c~ao �e aplicar o Teorema 3.10 para mostrar que T �e expo-

nencialmente �-dissipativo, e assim construir um atrator exponencial para T .

Teorema 3.19. O semigrupo T �e exponencialmente �-dissipativo.

Demonstra�c~ao. Usando o Teorema 3.10, basta mostrar que T satisfaz a condi�c~ao (C�) em

E0. Para isso, consideremos uma base ortonormal completa fwjgj2N de H, formada por

autovetores de A, com wj associado ao autovalor �j para cada j 2 N, tal que

−∆!j = �j!j; (!j; !k) = �jk para j; k 2 N

e

0 < �1 6 �2 6 : : : 6 �j 6 : : : , �j !1 quando j !1:

Para cada m 2 N, de�nimos Hm
1 = spanf!1; !2; : : : ; !mg, Hm

2 = (Hm
1 )? e consideremos a

proje�c~ao ortogonal Pm : H ! Hm
1 . Ent~ao cada u 2 H admite a decomposi�c~ao

u = Pmu+ (I − Pm)u := u(1) + u(2) , u(1) 2 Hm
1 , u(2) 2 Hm

2 :

Se B � E0 �e limitado, da Proposi�c~ao 3.18 existe t0 = t0(B) > 0 tal que para todos

(u0; u1) 2 B e t > t0 temos

(u(t); ut(t)) = T (t)(u0; u1) 2 B0:

Logo, existe uma constante positiva � > 0 tal que para todo (u0; u1) 2 B e t > t0 temos

ku(t)k2 + jut(t)j2 6 �2: (3.7)

Tomando o produto interno de (3.6) com u
(2)
t + 1

2
u(2) em H, notando que (u(i))t = u

(i)
t ,

(u(i))tt = u
(i)
tt e ∆u(i) = (∆u)(i) para i = 1; 2, e lembrando que H2

m = (Hm
1 )?, obtemos

(u
(2)
tt ; u

(2)
t + 1

2
u(2)) + (u

(2)
t ; u

(2)
t + 1

2
u(2))− (∆u(2); u

(2)
t + 1

2
u(2))

+ ((I − Pm)f(u); u
(2)
t + 1

2
u(2)) = ((I − Pm)g; u

(2)
t + 1

2
u(2));

ou seja

(u
(2)
tt ;u

(2)
t ) + 1

2
(u

(2)
t ; u(2)) + (ru(2);ru(2)

t ) + 1
2
(u

(2)
tt ; u

(2)) + (u
(2)
t ; u

(2)
t )

+ 1
2
(ru(2);ru(2)) = ((I − Pm)g; u

(2)
t + 1

2
u(2))− ((I − Pm)f(u); u

(2)
t + 1

2
u(2)):
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Agora, notando que
d

dt
(u

(2)
t ; u(2)) = (u

(2)
tt ; u

(2)) + (u
(2)
t ; u

(2)
t );

obtemos

1

2

d

dt

�
ju(2)
t j2 + ku(2)k2 + (u

(2)
t ; u(2))

�
+

1

2

�
ju(2)
t j2 + ku(2)k2 +

�
u

(2)
t ; u(2)

��
= ((I − Pm)g; u

(2)
t + 1

2
u(2))− ((I − Pm)f(u); u

(2)
t + 1

2
u(2)):

(3.8)

Como g 2 H e f : V ! H �e compacta, dado � > 0, existe m 2 N tal que �m+1 > 1,

j(I − Pm)gj2 < � e j(I − Pm)f(u)j2 < � para todo u 2 BV

� (0):

Assim, usando a desigualdade de Young2 e a desigualdade de Poincar�e3 em H2
m, obte-

mos

((I − Pm)g; u
(2)
t + 1

2
u(2)) 6 j((I − Pm)g; u

(2)
t + 1

2
u(2))j 6 j(I − Pm)gjju(2)

t + 1
2
u(2)j

6 2j(I − Pm)gj2 +
1

8
ju(2)
t + 1

2
u(2)j2

6 2�+
1

8

�
ju(2)
t j2 + 1

4
ju(2)j2 + (u

(2)
t ; u(2))

�
6 2�+

1

8

�
ju(2)
t j2 + 1

4�m+1
ku(2)k2 + (u

(2)
t ; u(2))

�
6 2�+

1

8

�
ju(2)
t j2 + ku(2)k2 + (u

(2)
t ; u(2))

�
:

Analogamente����(I − Pm)f(u); u
(2)
t + 1

2
u(2)
���� 6 2�+

1

8

�
ju(2)
t j2 + ku(2)k2 + (u

(2)
t ; u(2))

�
: (3.9)

Combinando (3.8) com as estimativas (3.9) e (3.9) obtemos

1

2

d

dt

�
ju(2)
t j2 + ku(2)k2 + (u(2); u

(2)
t )
�

+
1

4

�
ju(2)
t j2 + ku(2)k2 + (u

(2)
t ; u(2)

�
) 6 4�: (3.10)

De�nindo �(t) = ju(2)
t j2 + ku(2)k2 + (u(2); u

(2)
t ), vemos que

d�

dt
(t) +

1

2
�(t) 6 8�:

Aplicando o Lema de Gr�onwall (veja Lema A.3) em [t0; t] obtemos

�(t) 6 �(t0)e−
1
2

(t−t0) + 16�:

Mas �(t0) 6 2(ju(2)
t (t0)j2 + ku(2)(t0)k2) 6 2�2 (por (3.7)), o que nos d�a

�(t) = ju(2)
t (t)j2 + ku(2)(t)k2 + (u

(2)
t (t); u(2)(t)) 6 2�2e

1
2
t0e−

1
2
t + 16� para t > t0:

2 Para a, b 2 R e η > 0 temos ab 6 ηa2 + b2

4η .
3 Para v 2 H2

m \ V temos jvj2 6 1
λm+1

kvk2.
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Como

j(u(2)
t ; u(2))j 6 1

2
ju(2)
t j2 +

1

2
ju(2)j2 6 1

2
ju(2)
t j2 +

1

2�m+1

ku(2)k2 6
1

2
ju(2)
t j2 +

1

2
ku(2)k2;

obtemos

k(I − Pm)T (t)(u0; u1)k2
E0

= ju(2)
t (t)j2 + ku(2)(t)k2 6 8�2e

1
2
t0e−

1
2
t + 32�;

para t > t0 e (u0; u1) 2 B. Por �m, segue que (3.7) que para t > t0 e (u0; u1) 2 B

kPmT (t)(u0; u1)k2
E0

= ku(1)(t)k2 + ju(1)
t (t)j2 6 ku(t)k2 + jut(t)j2 6 �2;

e a condi�c~ao (C�) est�a veri�cada.

Aplicando o Teorema 3.12, sabemos que existe um conjunto compacto A� em E0

positivamente invariante que atrai exponencialmente todos os subconjuntos limitados de E0.

Para aplicar o Teorema 3.16 e garantir que A� tem dimens~ao de Hausdor� �nita, precisaremos

mostrar que T satisfaz (3.5) em B1. Para isso, temos os seguinte lemas.

Lema 3.20. Para i = 0; 1, existe B̃i � Bi limitado em Ei, positivamente invariante, que

absorve limitados de Ei, com B̃1 denso em B̃0.

Demonstra�c~ao. Como Bi absorve limitados de Ei, e Bi �e tamb�em limitado em Ei, existe

t� > 0 tal que T (t)Bi � Bi para t > t� e i = 0; 1. De�na

B̃i =
[
t>t�

T (t)Bi:

Claramente B̃i � Bi e �e positivamente invariante. Se B �e um limitado de Ei e T (t)B � Bi

para t > tB > 0, para t > tB + t� temos

T (t)B = T (t− tB)T (tB)B � T (t− tB)Bi � B̃i;

o que prova que B̃i absorve limitados de Ei. Agora, se x 2 B̃0 e � > 0, ent~ao existe t > t�

e y 2 B0. Para esse y 2 B0, da densidade de B1 em B0 e da continuidade de T (t), existe

z 2 B1 com ky− zkE0 6 � e kT (t)y−T (t)zkX < �. Assim, z̃ = T (t)z 2 B̃0 e kx− z̃kX < �,

o que mostra que B̃1 �e denso em B̃0.

Com esse lema, trocando Bi por B̃i para i = 0; 1, se necess�ario, podemos assumir que

B0 e B1 s~ao positivamente invariantes.

Lema 3.21. Existe uma constante L > 0 tal que

kT (t)(u0; u1)− T (s)(u0; u1)kE0 6 Ljt− sj para todos t; s > 0 e (u0; u1) 2 B1:
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Demonstra�c~ao. Do que acabamos de mostrar, podemos supor que B0 e B1 s~ao positivamente

invariantes. Assim existe uma constante C > 0 tal que

kT (t)(u0; u1)kE0 6 C e kT (t)(u0; u1)kE1 6 C;

para todos t > 0 e (u0; u1) 2 B1. Escrevendo (u(t); ut(t)) = T (t)(u0; u1), obtemos

ku(t)k 6 C; jut(t)j 6 C; j∆u(t)j 6 C e kut(t)k 6 C;

para todo t > 0.

Assim, para t; s > 0, temos

ku(t)− u(s)k 6
����Z t

s

kut(r)kdr
���� 6 Cjt− sj:

Como f : V ! H �e compacta, podemos tomar M = jgj + supv2B0
jf(v)j, e como utt =

−ut + ∆u− f(u) + g, temos

jutt(t)j 6 jut(t)j+ j∆u(t)j+ jf(u(t))j+ jgj 6 2C +M;

e para t; s > 0 obtemos

jut(t)− ut(s)j 6
����Z t

s

jutt(r)jdr
���� 6 (2C +M)jt− sj:

O resultado ent~ao est�a provado, tomando L = 3C +M .

Conclus~ao. Os resultados da Proposi�c~ao, 3.18 do Teorema 3.19 e do Lema 3.21 nos mostram

que todas as condi�c~oes do Teorema 3.17 est~ao satisfeitas, o que garantem que A� �e um atrator

exponencial para T .

Notas

Usando as ideias de [22], introduzimos a de�ni�c~ao de semigrupos exponencialmente �-dissi-

pativos e mostramos que, sabendo da existência de um subconjunto limitado B0 que absorve

limitados, �e poss��vel construir um conjunto compacto A�, positivamente invariante e que atrai

limitados de X com taxa de atra�c~ao exponencial.

Assumindo que o atrator global A de T tenha dimens~ao de Hausdor� �nita, e que

a aplica�c~ao t 7! T (t)x seja Lipschitz cont��nua para cada x num subconjunto denso de B0,

obtemos que a dimens~ao de Hausdor� de A� tamb�em �e �nita.

Quando o atrator global A tem dimens~ao fractal �nita e T �e um semigrupo Fr�echet

diferenci�avel numa vizinhan�ca de A, obtemos que a dimens~ao fractal de A� �e tamb�em �nita,

o que prova que A� �e um atrator exponencial para T .
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A Apêndice

Nesse apêndice, apresentamos a demonstra�c~ao de alguns resultados auxiliares que foram usados

durante o trabalho.

Lema A.1. Sejam X um espa�co m�etrico completo, K � X um conjunto compacto e assuma

que fxngn2N � X �e tal que d(xn; K) ! 0 quando n ! 1. Ent~ao fxngn2N possui uma

subsequência convergente para um ponto de K.

Demonstra�c~ao. Como K �e compacto, para cada n 2 N existe zn 2 K tal que d(xn; zn) =

d(xn; K). Como fzngn2N � K e K �e compacto, ela possui uma subsequência fznkgk2N
convergente para um ponto x 2 K. Portanto

d(xnk ; x) 6 d(xnk ; znk) + d(znk ; x) 6 d(xnk ; K) + d(znk ; x)
k!1−−−! 0;

o que mostra que fxnkgk2N �e convergente para x 2 K.

Lema A.2. Sejam X um espa�co m�etrico, S : X ! X uma aplica�c~ao cont��nua e C � X. Se

S(C) � C ent~ao S(C) � C.

Demonstra�c~ao. Se x 2 C e C 3 xn ! x ent~ao Sxn ! Sx, ou seja Sx 2 S(C) � C, e a

demonstra�c~ao est�a completa.

Lema A.3 (Lema de Gr�onwall - Vers~ao Diferencial). Sejam � : [a; b]! R uma fun�c~ao cont��nua

e continuamente diferenci�avel em (a; b), e � > 0 e � 2 R tais que

d�

dt
(t) + ��(t) 6 � para t 2 (a; b):

Ent~ao

�(t) 6 �(a)e−�(t−a) +
�

�
:

Demonstra�c~ao. Multiplicando a primeira equa�c~ao por e�t, temos

d

dt

�
e�t�(t)

�
6 �e�t:

Integrando essa express~ao de a a t, obtemos

e�t�(t)− e�a�(a) 6
�

�
(e�t − e�a);

de onde o resultado segue diretamente, notando que 1− e−�(t−a) 6 1 para todo t > a.

A.1 Topologia fraca�

Dados X um conjunto qualquer, (X�; ��)�2Λ uma cole�c~ao de espa�cos topol�ogicos e, para cada

� 2 Λ, uma fun�c~ao f� : X ! X�, queremos dotar X da topologia � menos �na que torne

cont��nua todas as fun�c~oes f�, que ser�a chamada de topologia gerada por (f�)�2Λ.



68 Apêndice A. Apêndice

Notemos que, para que cada f� seja cont��nua devemos ter

f−1
� (U�) 2 �;

para todo U� 2 �� e � 2 Λ. Assim, a topologia � menos �na que torna todas as fun�c~oes f−1
� �e

a dada pela cole�c~ao de todas as uni~oes de intersec�c~oes �nitas de elementos da forma f−1
� (U�),

onde U� 2 �� e � 2 Λ, al�em dos conjuntos ∅ e X. Sendo assim, a seguinte proposi�c~ao tem

demonstra�c~ao simples, e �e deixada �a cargo do leitor.

Proposi�c~ao A.4. A cole�c~ao formada pelos conjuntos da forma\
�2Γ

f−1
� (U�); Γ �e um subconjunto �nito de Λ e U� 2 �� para cada � 2 Γ;

forma uma base para � .

Exemplo A.5. Sejam (X�; ��)�2Λ �e uma cole�c~ao de espa�cos topol�ogicos, e de�na

X =
Y
�2Λ

X� = ff : Λ! [�2ΛX� com f(�) 2 X� para todo � 2 Λg:

Identi�camos um elemento f de X por (x�)�2Λ, onde x� = f(�) para cada � 2 Λ. Para cada

�0 2 Λ �xado, a proje�c~ao na coordenada �0 �e de�nida por

��0 : X ! X�0

(x�)�2Λ 7! ��0((x�)�2Λ) = x�0 :

A topologia � gerada por (��)�2Λ �e chamada de topologia produto de X. Sabemos do

Teorema de Tychono� (veja [19, Theorem 37.3], por exemplo) que se (X�; ��) �e compacto

para cada � 2 Λ ent~ao (X; �) �e compacto.

Proposi�c~ao A.6. Seja � a topologia gerada por (f�)�2Λ em X. Ent~ao xn ! x em (X; �) se,

e somente se, f�(xn)! f�(x) em (X�; ��) para cada � 2 Λ.

Demonstra�c~ao. Se xn ! x em (X; �) ent~ao f�(xn) ! f�(x) em (X�; ��), uma vez que

f� : X ! X� �e cont��nua, para cada � 2 Λ.

Reciprocamente, assuma que f�(xn)! f�(x) em (X�; ��) para todo � 2 Λ e considere

uma vizinhan�ca U de x em (X; �). Da Proposi�c~ao A.4, existe um subconjunto �nito Γ � Λ e

abertos U� 2 �� para cada � 2 Γ tais que

x 2
\
�2Γ

f−1
� (U�) � U:

Assim, para cada � 2 Γ, como f�(x) 2 U�, existe n0(�) 2 N tal que f�(xn) 2 U� para

n > n0(�). Para n > n0 := maxfn0(�) : � 2 Γg temos f�(xn) 2 U� e todo � 2 Γ, ou seja,

xn 2 \�2Γf
−1
� (U�) � U para todo n > n0, o que mostra que xn ! x.
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A demonstra�c~ao do pr�oximo resultado �e imediata e �ca a cargo do leitor.

Proposi�c~ao A.7. Seja (Z; !) um espa�co topol�ogico. Ent~ao g : (Z; !) ! (X; �) �e cont��nua

se, e somente se, f� � g : (Z; !)! (X�; ��) �e cont��nua para cada � 2 Λ.

Para um espa�co normado X, temos a isometria linear canônica av� : X ! X�� de�nida

da seguinte maneira: para cada x 2 X, o elemento avx 2 X�� �e dado por hx�; avxi = hx; x�i
para todo x� 2 X�.

Claramente av� �e uma isometria linear, e �e um isomor�smo isom�etrico sobre sua imagem

av(X) em X��, e portanto, podemos identi�car X como um subespa�co de X��. Quando

av(X) = X��, dizemos que X �e re
exivo (mas nem sempre esse �e o caso).

Em X� temos de�nidas a topologia da norma e sua topologia fraca �(X�; X��). De�ni-

remos uma terceira topologia em X�, chamada de topologia fraca� e denotada por �(X�; X),

dada como a topologia gerada pelas fam��lia de aplica�c~oes (avx)x2X .

As seguintes propriedades s~ao v�alidas para a topologia fraca�, e o leitor pode chec�a-las

em, por exemplo, [3, Se�c~ao 3.4]).

Proposi�c~ao A.8. A topologia fraca� em X� �e de Hausdor�, e os conjuntos

fx� 2 X� : jhxi; x� − x�0ij < "; i = 1; � � � ; ng;

com n 2 N, xi 2 X para i = 1; � � � ; n, x�0 2 X� e " > 0, formam uma base para �(X�; X).

Escrevemos x�n
�
* x� para denotar que fx�ng converge para x� na topologia fraca�.

Proposi�c~ao A.9. Sejam X um espa�co vetorial normado sobre K e fx�ng � X�. Temos:

(a) x�n
�
* x� se e s�o se hx; x�ni ! hx; x�i para todo x 2 X.

(b) Se kx�n − x�kX� ! 0 ent~ao x�n
�
* x�.

(c) Se x�n
�
* x� ent~ao fx�ng �e limitada e kx�kX� 6 lim inf

n!1
kx�nkX� .

(d) se x�n
�
* x� e xn ! x ent~ao hxn; x�ni ! hx; x�i.

Teorema A.10 (Teorema de Banach-Alaoglu). Se X �e um espa�co vetorial normado ent~ao

B = B
X�

1 (0) = fx� 2 X� : kx�kX� 6 1g �e compacta na topologia fraca�.

Demonstra�c~ao. Considere Z = fh : X ! Cg dotado da topologia produto !, e de�na

Φ: X� ! Z por

Φ(x�) = (hx; x�i)x2X :

Note que para cada x 2 X �xado temos �x � Φ: X� ! X dada por �x(Φ(x�)) = hx; x�i.
Da de�ni�c~ao de �(X�; X), vemos que �x �Φ �e cont��nua, e da Proposi�c~ao A.7 segue que Φ �e

cont��nua. Claramente Φ �e injetora, e portanto tem uma inversa Φ−1 : Φ(X�) � Z ! X�.
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Provemos agora que Φ−1 �e cont��nua. Da Proposi�c~ao A.7, �e su�ciente notar que avx �
Φ−1 : Φ(X�)! C �e cont��nua para cada x 2 X. De fato, note que para cada x 2 X �xado

avx(Φ
−1h) = hx;Φ−1hi = h(x);

ou seja, a aplica�c~ao Φ(X�) 3 h 7! (avx � Φ−1)(h) = h(x) �e cont��nua, pela de�ni�c~ao da

topologia produto.

Note que

Φ(B) = fh 2 Z : jh(x)j 6 kxkX ; h(x+ �y) = h(x) + �h(y); � 2 C e x; y 2 Xg;

e que podemos escrever Φ(B) = K1 \K2, com

K1 = fh 2 Z : jh(x)j 6 kxkX ; x 2 Xg =
Y
x2X

B
C
kxkX (0);

e

K2 = fh 2 Z : h(x+ �y) = h(x) + �h(y); � 2 C e x; y 2 Xg

=
\

x;y2X; �2C

fh 2 Z : h(x+ �y) = h(x) + �h(y)g| {z }
=Dx;y;�

:

Do Teorema de Tychono�, K1 �e compacto, e como a aplica�c~ao h 7! h(x + �y) −
h(x) − �h(y) �e cont��nua, Dx;y;� �e fechado para cada x; y 2 X e � 2 C. Portanto K2 �e

fechado, e assim Φ(B) �e compacto, o que nos d�a B compacto.

Teorema A.11. Se X �e um espa�co vetorial normado sobre K. Se X �e separ�avel ent~ao B
X�

1 (0),

com a topologia fraca� induzida, �e metriz�avel.

Demonstra�c~ao. Tome fxng um conjunto enumer�avel denso em B
X

1 (0). Para x�; y� 2 BX�

1 (0)

de�na

�(x�; y�) =
1X
n=1

2−njhxn; x� − y�ij:

�E simples veri�car que � de�ne uma m�etrica em BX�
1 (0).

Mostremos que a topologia gerada pela m�etrica � coincide com a topologia fraca� em

B
X�

1 (0). Para isso, seja x�0 2 B
X�

1 (0) e W uma vizinhan�ca de x�0 na topologia fraca� induzida

em B
X�

1 (0). Sabemos que existem n 2 N, zi 2 B
X

1 (0) para i = 1; : : : ; n e " > 0 tais que

x�0 2 V := fx� 2 BX�

1 (0) : jhzi; x� − x�0ij < "; i = 1; : : : ; ng � W:

Para cada i = 1; : : : ; n, existe ni 2 N tal que kzi − xnikX < "
2
. Tomando N =

max
i=1;:::;n

ni, se �(x�; x�0) < "
2N+1 ent~ao

jhzi; x� − x�0ij 6 2kzi − xnikX + jhxni ; x� − x�0ij <
"

2
+

2ni"

2N+1
< ";
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o que mostra que x� 2 V . Assim, a topologia induzida por � �e mais �na do que a topologia

fraca� em B
X�

1 (0).

Reciprocamente, sejam x�0 2 B
X�

1 (0) e " > 0. Fixe n0 2 N tal que
P

n>n0
2−n+1 < "

2
.

De�na

V =
n
x� 2 BX�

1 (0) : jhxi; x� − x�0ij <
"

2
; i = 1; : : : ; n0

o
:

Se x� 2 V ent~ao

�(x�; x�0) =

n0X
n=1

2−njhxn; x� − x�0ij+
X
n>n0

2−njhxn; x� − x�0ij 6
"

2

1X
n=1

2−n +
X
n>n0

2−n+1 < ";

o que mostra que x�0 2 V � B�
" (x
�
0), onde B�

" (x
�
0) denota a bola aberta de centro x�0 e raio

" na m�etrica �. Deste modo, a topologia fraca� �e mais �na do que a topologia induzida pela

m�etrica �, o que completa a demonstra�c~ao.
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