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RESUMO

Neste trabalho veremos os conceitos iniciais relativos as álgebras de Hopf para, assim,
seguirmos com foco nas álgebras de dimensão finita. Os principais resultados que estão
nesse estudo são o Teorema de Maschke, o Teorema de Radford sobre a antípoda e o
Teorema de Nichols-Zoeller.

Palavras-chave: Álgebras de Hopf. Teorema de Maschke. Teorema de Radford. Teorema
de Nichols-Zoeller.





ABSTRACT

In this work we will look at the initial concepts concerning Hopf algebras and then move on to
focus on finite dimensional algebras. The main results in this study are Maschke’s Theorem,
Radford’s Theorem and Nichols-Zoeller’s Theorem.

Keywords: Hopf algebras. Maschke’s theorem. Radford’s Theorem. Nichols-Zoeller Theo-
rem.
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INTRODUÇÃO

O primeiro exemplo de uma estrutura de Álgebra de Hopf foi observado pelo mate-
mático alemão Heinz Hopf no ano de 1941 em um estudo na área da topologia algébrica.
Entretanto, a primeira definição formal de álgebra de Hopf foi feita pelo matemático francês
Pierre Cartier em 1956. Ainda utilizando o nome de Hiperálgebra, Cartier se inspirou no tra-
balho de Jean Dieudonné sobre Grupos-Algébricos. Existem então duas linhagens distintas,
uma da teoria da Grupos e outra da Topologia Algébrica. Porém, a definição dada por Cartier
não é exatamente a que temos hoje. O nome Álgebra de Hopf foi dado pelo matemático
Armand Borel em homenagem ao trabalho de Heinz Hopf.

Apesar dessa estrutura aparecer inicialmente nessas áreas, as Álgebras de Hopf
estão presentes em diversos campos da matemática como teoria dos Números, Geometria
Algébrica, teoria de Lie, teoria de Galois, teoria de Representaões, entre outros.

Ao longo dos anos, classificar álgebras de Hopf se tornou um objeto de estudo para
diversos matemáticos. E, quando nos voltamos para as álgebras de Hopf de dimensão finita,
este estudo se dividiu em álgebras semissimples e não-semisimples.

Neste trabalho não abordaremos os aspectos da classificação, mas veremos concei-
tos que contribuem para ela. Além dos conceitos iniciais para estudarmos as álgebras de
Hopf veremos as integrais e resultados envolvendo esse assunto. A ordem da antípoda S
de uma álgebra de Hopf também foi tema dos estudos de muitos matemáticos e na década
de 70 Radford [2] foi quem encontrou uma fórmula para S4, o que trouxe consequências
interessantes.

Como as álgebras de Hopf estão desde o início ligadas a teoria de Grupos, é natural
que tenhamos resultados semelhantes com os que observamos para grupos. É o caso do
Teorema de Nichols-Zoeller [3]. Que, a grosso modo, é uma versão do Teorema de Lagrange
para álgebras de Hopf.

No primeiro capítulo veremos os conceitos necessários para que possamos definir
uma álgebra de Hopf. Em cada tópico deste capítulo veremos exemplos e resultados impor-
tantes que irão nos auxiliar ao longo do trabalho.

No segundo capítulo vamos começar a nos interessar mais pelas álgebras de Hopf de
dimensão finita. Inicialmente vamos definir integrais em uma álgebra de Hopf, dar exemplos
e demonstrar proposições úteis para então seguirmos para a prova do Teorema de Maschke.

O teorema de Maschke nos trás a seguinte equivalência para um álgebra de Hopf H
de dimensão finita:
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1. H é separável.

2. H é semisimples.

3. Existe t ∈ ∫l com ϵ(t) ̸= 0.

E demonstrar esse resultado é o objetivo do nosso segundo capítulo.

Para o terceiro e último capítulo, escolhemos dois resultados essenciais das álgebras
de Hopf com dimensão finita: o Teorema de Radford sobre a antípoda e o Teorema de
Nichols-Zoeller. O Teorema de Ratford sobre a antípoda nos dá um importante resultado de
que a ordem da antípoda de uma álgebra de Hopf de dimensão finita é finita. Já o teorema
de Nichols-Zoeller é um teorema que envolve módulos. Sendo H uma álgebra de Hopf de
dimensão finita e B uma subálgebra de Hopf este teorema nos diz que H é um B-módulo
livre.
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1 CONCEITOS INICIAIS

Neste capítulo, veremos definições e resultados iniciais que fornecerão uma base
para a teoria que queremos desenvolver neste trabalho. Em todos os capítulos considere K
um corpo.

1.1 ÁLGEBRAS

Antes de definirmos o que é uma Coálgebra, precisamos saber o que é uma Álgebra.
Vamos trazer então a definição de Álgebra via diagramas para visualizarmos a definição de
Coálgebra com mais clareza.

Definição 1.1.1. (Álgebra) Uma Álgebra sobre K ou uma K-ágelbra é uma tripla (A,µ,η)
em que A é um K-espaço vetorial, µ : A⊗A → A e η :K→ A são morfismos de K-espaços
vetoriais tais que os diagramas abaixo comutam:

A⊗A⊗A

idA⊗µ

��

µ⊗idA// A⊗A

µ

��

A⊗A

µ

��

K⊗A

η⊗idA
::

A⊗K

idA⊗ηdd

A⊗A µ
// A A

zz

rA

$$

lA

em que

rA: A⊗K → A r–1
A : A → A⊗K

a⊗λ 7→ λa a 7→ a⊗1K
lA: K⊗A → A l–1

A : A → K⊗A
λ⊗a 7→ λa a 7→ 1K⊗a

são os isomorfismos canônicos.

O morfismo µ é chamado de multiplicação e o morfismo η de unidade da álgebra.

Definição 1.1.2. Sejam A,B duas álgebras sobre K. Um morfismo de álgebras de A em B é
uma transformação K-linear f : A→B tal que os diagramas abaixo comutam.

A⊗A f⊗f //

µA
��

B⊗B
µB
��

A f //
__

ηA

B??

ηB

A
f

// B K

Veja que a comutatividade dos diagramas acima significa que para quaisquer a,b ∈A
temos que f (a ·b) = f (a) · f (b) e f (1A) = 1B. De fato, como f ◦µA =µB ◦ (f ⊗ f ) temos que:

f (a ·b) = f (µA(a⊗b))

= (f ◦µA)(a⊗b)
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= (µB ◦ (f ⊗ f ))(a⊗b)

=µB(f (a)⊗ f (b))

= f (a) · f (b).

Além disso, como f ◦ηA = ηB, ηA(1K) = 1A e ηB(1K) = 1B, temos:

f (1A) = f (ηA(1K))

= (f ◦ηA)(1K)

= ηB(1K)

= 1B.

Definição 1.1.3. Seja f : A→B um morfismo de álgebras. Definimos o núcleo de f como o
subconjunto de A denotado por ker(f ) e dado por ker(f ) = {a ∈A : f (a) = 0B}.

Agora vejamos alguns exemplos e resultados interessantes.

Exemplo 1.1.4. (Álgebra Tensorial) Sejam V um K-espaço vetorial. Considerando os se-
guintes espaços

T 0(V ) =K

T 1(V ) = V

T 2(V ) = V ⊗V
...

...

T n(V ) = V ⊗V ⊗·· ·⊗V︸ ︷︷ ︸
n vezes

Definimos a álgebra tensorial T (V ) como

T (V ) =
⊕
n≥0

T n(V )

=K⊕V ⊕ (V ⊗V )⊕·· ·⊕ (V ⊗V ⊗·· ·⊗V )⊕·· · .
Definimos também 1T (V ) = 1K e, dados x ∈T n(V ) e y ∈T m(V ):

x ·y = (x1⊗x2⊗·· ·⊗xn) · (y1⊗y2⊗·· ·⊗ym)

= x1⊗x2⊗·· ·⊗xn ⊗y1⊗y2⊗·· ·⊗ym ∈T m+n(V ).

Exemplo 1.1.5. (Álgebra de matrizes) Considere Mn(K) o K-espaço vetorial das matrizes
de ordem n com entradas em K. Denote por Eij a matriz em Mn(K) que tem 1 na entrada ij
e 0 em todas as outras. Temos que Mn(K) = span{Eij |i , j ∈ {1, ...,n}}. Dados Eij ,Ekl em Mn(K)
defina o seguinte produto:

Eij ·Ekl = δj ,kEil ,

onde δi ,j =

1, se i = j

0, se i ̸= j
é o delta de Kronecker. E defina a unidade

1Mn(K) =
n∑

i=1

Eii .
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Veja que:

Ejk ·1Mn(K) = Ejk

n∑
i=1

Eii =
n∑

i=1

δk ,iEji = δk ,kEjk = Ejk .

Temos que Mn(K) com o produto e a unidade definidos acima é uma álgebra sobre K.

Exemplo 1.1.6. Sejam A,B duas álgebras sobre K. Temos que A⊗B também possui estru-
tura de K-álgebra com a multiplicação dada por

µA⊗B = (µA⊗µB)(id ⊗σ⊗ id)

em que σ : B ⊗A → A⊗B é simplesmente a permutação (flip) e com a unidade dada por
1A⊗B = 1A⊗1B. Dados a1,a2 ∈A e b1,b2 ∈B, vejamos como fica a multiplicação em A⊗B:

µA⊗B((a1⊗b1)⊗ (a2⊗b2)) = (µA⊗µB)(id ⊗σ⊗ id)((a1⊗b1)⊗ (a2⊗b2))

= (µA⊗µB)(id(a1)⊗σ(b1⊗a2)⊗ id(b2))

= (µA⊗µB)(a1⊗a2⊗b1⊗b2)

=µA(a1⊗a2)⊗µB(b1⊗b2).

Agora nosso objetivo é trazer alguns resultados para depois, finalmente, demonstrar a
Propriedade Universal e também que toda algébra é isomorfa ao quociente de uma álgebra
livre.

Definição 1.1.7. Sejam (A,µ,η) uma álgebra sobre K e B um subconjunto de A. Dizemos
que B é uma subalgebra de A se B é uma K-álgebra com as operações induzidas.

Definição 1.1.8. Sejam A uma álgebra sobre K e I uma subalgebra de A. Dizemos que
I é um ideal à esquerda de A se µ(A⊗ I) ⊆ I. Dizemos que I é um ideal à direita de A se
µ(I ⊗A)⊆ I. Dizemos que I é um ideal de A se for ideal à esquerda e à direita de A.

Proposição 1.1.9. Seja f : A→B um morfimo de K-álgebras. Então o núcleo de f é um ideal
de A.

Demonstração. Seja f : A → B um morfimo de K-álgebras arbitrários. Vamos mostrar que
ker(f ) = {a ∈A|f (a) = 0B} é um ideal de A. Tome a,c ∈ ker(f ), b ∈A e λ ∈K. Veja que:

1. f (ab) = f (a)f (b) = 0Bf (b) = 0B, ou seja, ab ∈ ker(f );

2. f (a+c) = f (a)+ (c) = 0B +0B = 0B, ou seja, (a+c) ∈ ker(f );

3. f (λa) =λf (a) =λ0B = 0B, ou seja, λa ∈ ker(f ).

Disso segue que o núcleo de f é um ideal de A. ■

Proposição 1.1.10. Sejam A uma álgebra sobre K e I um ideal de A. Considere a K-álgebra
A/I com (a+ I) · (b + I) = (ab)+ I e 1A/I = 1A + I. Então a aplicação quociente π : A → A/I é um
morfismo sobrejetor de álgebras.

Demonstração. Tome a,b ∈A, λ ∈K e (c + I) ∈A/I quaisquer. Temos que:
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1. π(a+b) = (a+b)+ I = (a+ I)+ (b + I) =π(a)+π(b);

2. π(λa) = (λa)+ I =λ(a+ I) =λ(π(a));

3. π(1A) = 1A + I = 1A/I ;

4. π(ab) = ab + I(a+ I)(b + I) =π(a)π(b);

5. π(c) = c + I, ou seja, (c + I) ∈ Im(π).

Portanto, π é um morfimo sobrejetor de álgebras. ■

Exemplo 1.1.11. (Álgebra livre de um conjunto X ) Seja X um conjunto e WX o conjunto de
todas as palavras finitas escritas com “letras” do “alfabeto” composto pelos elementos de X .
Seja 1 a “palavra vazia”, isto é, o símbolo 1 servirá apenas para denotar um espaço vazio,
sem nada escrito. Defina

K{X } = span(WX ∪ {1}).

Defina o produto de duas palavras como a sua justaposição e defina 1 ·palavra = palavra =
palavra·1. Temos que K{X } é uma álgebra sobre K e é chamada de álgebra livre de X . Clara-
mente temos queK{X } é umK-espaço vetorial. Além disso, dados x1, ...,xn,y1, ...,ym,z1, ...,zl ∈
X quaisquer, denotando as palavras (x1x2...xn), (y1y2...ym), (z1z2...zl ) em K{X }, temos que:

((x1...xn) · (y1...ym)) · (z1...zl ) = (x1...xny1...ym) · (z1...zl )

= x1...xny1...ymz1...zl

= (x1...xn) · (y1...ymz1...zl )

= (x1...xn) · ((y1...ym) · (z1...zl ))

e também, da definição,

1 ·palavra = palavra = palavra · 1.

Proposição 1.1.12. Sejam V um K-espaço vetorial e B uma base de V. Então T (V ) é
isomorfa a álgebra livre K{B}.

Demonstração. Sejam V um K-espaço vetorial e B uma base de V arbitrários. Digamos
que B = {ei }i∈I . Temos que:

T (V ) =K⊕V ⊕ (V ⊗V )⊕·· ·⊕ (V ⊗V ⊗·· ·⊗V )⊕·· ·

e
WB ∪ {1} = {1,ei ,eiej ,eiejek , ...}.

Definindo

ϕ : T (V )→K{B}

1K 7→ 1
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ei 7→ ei

ei ⊗ej 7→ eiej

ei ⊗ej ⊗ek 7→ eiejek
...

obtemos o isomorfismo desejado. ■

Proposição 1.1.13. (Propriedade Universal) Sejam X um conjunto, A uma álgebra sobre
K, f : X → A uma função. Então existe um único morfismo de álgebras f :K{X } → A tal que
f = f ◦ ι, em que ι : X →K{X } é a injeção canônica que associa cada elemento x ∈X a palavra
com uma única letra x ∈K{X }.

Demonstração. Sejam X um conjunto, A uma álgebra sobre K, f : X →A uma função arbitrá-
rios. Defina f :K{X }→A tal que f = f ◦ ι. Vejamos que f é um morfismo de álgebras. Temos
que:

f (1) = 1A

f

 ∑
p∈K{X }

λpp

=
∑

p∈K{X }

λpf (p)

e dado (x1...xn) ∈K{X },f (x1...xn) = f (x1)...f (xn). Além disso, dados (y1...ym), (z1...zl ) ∈K{X }
temos que:

f ((y1...ym)(z1...zl )) = f (y1...ymz1...zl )

= f (y1)...f (ym)f (z1)...f (zl )

= f (y1...ym)f (z1...zl ).

Agora, para verificarmos a unicidade, suponha que exista um morfismo de álgebras g :
K{X }→A tal que f = g ◦ ι. Temos que:

g
(∑

λ(x1...xn)(x1...xn)
)

=
∑

λ(x1...xn)g(x1...xn)

=
∑

λ(x1...xn)f (x1)...f (xn)

=
∑

λ(x1...xn)f (x1...xn)

= f
(∑

λ(x1...xn)(x1...xn)
)

.

Portanto, f = g.

Temos assim, a comutatividade do seguinte diagrama:

K{X } oo ι

f ""

X

f
��

A.

■
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Proposição 1.1.14. Toda álgebra é isomorfa ao quociente de alguma álgebra livre.

Demonstração. Seja A uma álgebra sobre K. Considere a função identidade id : A→A e a
álgebra livre K{A}. Pela Proposição 1.1.13 existe um único morfismo de álgebras id :K{A}→
A tal que o diagrama abaixo comuta:

K{A} oo ι

id ""

A

id
��

A.

Pela Proposição 1.1.9 temos que ker(id) é um ideal de K{A}. Assim, pela Proposição 1.1.10,
temos que a aplicação quociente

π :K{A}→ K{A}
ker(id)

é um morfismo sobrejetor de álgebras. Temos então o seguinte isomorfismo:

ϕ :
K{A}

ker(id)
→A

em que ϕ◦π= id . ■

1.2 COÁLGEBRAS

Visto a definição de Álgebra (1.1.1), podemos olhar para os diagramas e questionar
o que acontece ao invertermos as flechas. Ou seja, faremos uma dualização da definição
de Álgebra para, assim, obtermos o conceito de Coálgebra que vemos agora.

Definição 1.2.1. (Coálgebra) Uma Coálgebra sobre K ou uma K-coálgebra é uma tripla
(C,∆,ϵ) em que C é um K-espaço vetorial, ∆ : C → C ⊗C e ϵ : C → K são transformações
lineares tais que os diagramas abaixo comutam:

C

∆

��

∆ // C⊗C

idC⊗∆

��

C

∆

��

K⊗C
zz r–1

C C⊗K$$l–1
C

C⊗C
∆⊗idC

// C⊗C⊗C C⊗C
idC⊗ϵ

::

ϵ⊗idC

dd

em que

rC : C⊗K → C r–1
C : C → C⊗K

x ⊗λ 7→ λx x 7→ x ⊗1K
lC : K⊗C → C l–1

C : C → K⊗C
λ⊗x 7→ λx x 7→ 1K⊗x

são os isomorfismos canônicos.
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A aplicação linear ∆ é chamada de comultiplicação e a aplicação linear ϵ é denomi-
nada counidade.

Observação 1.2.2. Veja que para x ∈C, temos que:

(idC ⊗∆)◦∆(x) = (idC ⊗∆)

( n∑
i=1

xi ⊗x ′
i

)

=
n∑

i=1

(idC ⊗∆)(xi ⊗x ′
i )

=
n∑

i=1

xi ⊗∆(x ′
i )

=
n∑

i=1

xi ⊗
 m∑

j=1

yij ⊗y ′
ij


=

n∑
i=1

m∑
j=1

xi ⊗ (yij ⊗y ′
ij ).

(∆⊗ idC)◦∆(x) = (∆⊗ idC)

( n∑
i=1

xi ⊗x ′
i

)

=
n∑

i=1

(∆⊗ idC)(xi ⊗x ′
i )

=
n∑

i=1

∆(xi )⊗x ′
i

=
n∑

i=1

 m∑
j=1

yij ⊗y ′
ij

⊗x ′
i

=
n∑

i=1

m∑
j=1

(yij ⊗y ′
ij )⊗x ′

i .

Para simplificar a escrita usamos a Notação de Sweedler, onde o somatório fica subenten-
dido:

∆(x) = x1⊗x2.

Agora, vejamos como a comutatividade dos diagramas ficam em termos da Notação de
Sweedler. Tome x ∈C. Veja que:

((idC ⊗∆)◦∆)(x) = (idC ⊗∆)(x1⊗x2)

= x1⊗∆(x2)

= x1⊗ (x21⊗x22)

= x1⊗x21⊗x22

((∆⊗ idC)◦∆)(x) = (∆⊗ idC)(x1⊗x2)
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=∆(x1)⊗x2

= (x11⊗x12)⊗x2

= x11⊗x12⊗x2.

Portanto,
x1⊗x21⊗x22 = x11⊗x12⊗x2.

Também podemos escrever este elemento de C⊗C⊗C como x1⊗x2⊗x3.

Além disso,

x = idC(x) = (rC ◦ (idC ⊗ϵ)◦∆)(x)

= rC(idC ⊗ϵ)(x1⊗x2)

= rC(x1⊗ϵ(x2))

= rC(x1⊗ϵ(x2))

= x1ϵ(x2).

Analogamente, x = ϵ(x1)x2.

Exemplo 1.2.3. Seja X um conjunto. Defina

KX = span{δx : x ∈X }

com a comultiplicação dada por ∆(δx ) = δx ⊗δx e a counidade dada por ϵ(δx ) = 1K para todo
x ∈X . Temos que esta é uma coálgebra sobre K. Claramente KX é um K-espaço vetorial e
também ∆ e ϵ são transformações lineares. Vejamos a comutatividade dos diagramas. Tome
x ∈X , temos que:

(∆⊗ id)◦∆(δx ) = (∆⊗ id)(δx ⊗δx )

=∆(δx )⊗δx

= δx ⊗δx ⊗δx

= δx ⊗∆(δx )

= (id ⊗∆)(δx ⊗δx )

= (id ⊗∆)◦∆(δx )

(ϵ⊗ id)◦∆(δx ) = (ϵ⊗ id)(δx ⊗δx )

= ϵ(δx )⊗δx

= 1K⊗δx

= δx

= δx ⊗1K

= δx ⊗ϵ(δx )

= (id ⊗ϵ)(δx ⊗δx )

= (id ⊗ϵ)◦∆(δx )
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Exemplo 1.2.4. Seja V um espaço vetorial de dimensão finita sobre K. Digamos que dimV =
n. Denote CV = V∗⊗V e defina a comultiplicação por

∆(ϕ⊗v ) =
n∑

k=1

ϕ⊗ek ⊗εk ⊗v

em que {e1, ...,en} é uma base de V e {ε1, ...,εn} é sua respectiva base dual em V∗, e defina
a counidade por ϵ(ϕ⊗v ) =ϕ(v ) para todo v ∈ V e ϕ ∈ V∗. Temos que CV é uma coálgebra
sobre K.

Tome v ∈V e ϕ ∈V∗. Vejamos a comutatividade dos diagramas:

(∆⊗ id)◦∆(ϕ⊗v ) = (∆⊗ id)

( n∑
k=1

ϕ⊗ek ⊗εk ⊗v

)

=
n∑

k=1

∆(ϕ⊗ek )⊗εk ⊗v

=
n∑

k=1

 n∑
j=1

ϕ⊗ej ⊗εj ⊗ek

⊗εk ⊗v

=
n∑

k ,j=1

ϕ⊗ej ⊗εj ⊗ek ⊗εk ⊗v

(id ⊗∆)◦∆(ϕ⊗v ) = (id ⊗∆)

( n∑
k=1

ϕ⊗ek ⊗εk ⊗v

)

=
n∑

k=1

ϕ⊗ek ⊗∆(εk ⊗v )

=
n∑

k=1

ϕ⊗ek ⊗
 n∑

j=1

εk ⊗ej ⊗εj ⊗v


=

n∑
k ,j=1

ϕ⊗ek ⊗εk ⊗ej ⊗εj ⊗v

(id ⊗ϵ)◦∆(ϕ⊗v ) = (id ⊗ϵ)
( n∑

k=1

ϕ⊗ek ⊗εk ⊗v

)

=
n∑

k=1

id(ϕ⊗ek )⊗ϵ(εk ⊗v )

=
n∑

k=1

ϕ⊗ek ⊗εk (v )

=ϕ⊗
n∑

k=1

ek ⊗εk (v )

=ϕ⊗v



24 CAPÍTULO 1. CONCEITOS INICIAIS

=
n∑

k=1

ϕ(ek )εk ⊗v

=
n∑

k=1

ϵ(ϕ⊗ek )εk ⊗v

= (ϵ⊗ id)◦∆(ϕ⊗v ).

Agora, vejamos que a comultiplicação independe da base escolhida. Tome {f1, ..., fn} base de
V e {φ1, ...,φn} sua respectiva base dual em V∗. Como {e1, ...,en} é base existem escalares

aij tais que fj =
n∑

i=1
aijei para cada j ∈ {1, ...,n}. Assim, dado (ϕ⊗v ) ∈CV , temos que:

n∑
j=1

ϕ⊗ fj ⊗φj ⊗v =
n∑

i ,j=1

ϕ⊗aijei ⊗φj ⊗v

=
n∑

i=1

ϕ⊗ei ⊗
n∑

j=1

aijφ
j ⊗v

=
n∑

i=1

ϕ⊗ei ⊗εi ⊗v

Exemplo 1.2.5. (Coálgebra de Matrizes) Considere em Mn(K) a comultiplicação dada por

∆(Eij ) =
n∑

k=1

Eik ⊗Ekj

e com a counidade dada por

ϵ(Eij ) = δi ,j =

1, se i = j

0, se i ̸= j
.

Temos que esta é uma coálgebra sobre K.

Observação 1.2.6. No próximo exemplo utilizaremos a notação

[[P]] =

1, se P é verdadeira

0, se P é falsa
.

para o valor booleano da sentença P.

Exemplo 1.2.7. (Coálgebra de potências divididas) Considere H = span{en : n ∈ N} com a
comultiplicação dada por

∆(en) =
n∑

k=0

ek ⊗en–k

=
n∑

k=0

en–k ⊗ek
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=
∑

k+l=n

ek ⊗el

=
n∑

k ,l=0

[[k + l = n]]ek ⊗el

e a counidade ϵ(en) = δn,0. Temos que esta é uma coálgebra sobre K.

Exemplo 1.2.8. Sejam C,D duas coálgebras sobre K. Temos que C ⊗D também possui
estrutura de K-coálgebra com a comultiplicação dada por

∆C⊗D = (id ⊗σ⊗ id)◦ (∆C ⊗∆D)

e a counidade dada por ϵC⊗D = ϵC ⊗ϵD.

Definição 1.2.9. Sejam C,D duas coálgebras sobre K. Um morfismo de coálgebras entre C
e D é uma transformação linear f : C →D tal que os diagramas abaixo comutam:

C f //

∆C
��

D
∆D
��

C f //

ϵC ��

D

ϵD��
C⊗C

f⊗f
// D⊗D K

Vejamos como fica a comutatividade do primeiro diagrama usando a Notação de
Sweedler. Dado x ∈C temos que:

(∆D ◦ f )(x) = ((f ⊗ f )◦∆C)(x)

∆D(f (x)) = (f ⊗ f )(∆C(x))

(f (x))1⊗ (f (x))2 = (f ⊗ f )(x1⊗x2)

f (x)1⊗ f (x)2 = f (x1)⊗ f (x2)

Proposição 1.2.10. Seja V um K-espaço vetorial. Se dimV = n então CV = V∗⊗V ∼= Mc
n (K)

como coálgebras.

Demonstração. Seja V um K-espaço vetorial arbitrários. Suponha que dimV = n. Denote
C = CV e D = Mc

n (K).
Tome B = {e1, ...,en} base de V e B∗ = {ε1, ...,εn} sua respectiva base dual. Defina

f : C →D como f (εi⊗ej ) = eij . Claramente f é transformação linear já que definimos pela base.
Além disso, é um isomorfismo pois leva base em base. Agora, vejamos que os diagramas
comutam:

((f ⊗ f )◦∆C)(εi ⊗ej ) = (f ⊗ f )

( n∑
k=1

εî⊗ek ⊗εk ⊗ej

)

=
n∑

k=1

f (εi ⊗ek )⊗ f (εk ⊗ej )

=
n∑

k=1

eik ⊗ekj
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=∆D(eij )

= (∆D ◦ f )(εi ⊗ej )

ϵC(εi ⊗ej ) = εi (ej )

= δi ,j

= ϵD(eij )

= (ϵD ◦ f )(εi ⊗ej ).

■

Definição 1.2.11. Sejam C uma coálgebra sobre K e X ⊆C um subespaço vetorial. Dizemos
que X é uma subcoálgebra se ∆(X )⊆X ⊗X.

Teorema 1.2.12. (Teorema Fundamental de Coálgebras) Todo elemento x de uma coálgebra
C está contido em uma subcoálgebra Cx ⊆C de dimensão finita.

Demonstração. Sejam C uma K-coálgebra e x ∈C arbitrários. Denote ∆2 = (∆⊗ id)◦∆. Con-
sidere

∆2(x) =
∑
i ,j

xi ⊗mij ⊗yj ∈C⊗C⊗C

de tal forma que os elementos {xi } e {yj } sejam linearmente independentes. Defina

Cx = span{mij }.

Veja que Cx é um subespaço vetorial de C de dimensão finita. Além disso, temos que

(ϵ⊗ id ⊗ϵ)◦∆2(x) = x

ou seja,
x =
∑
i ,j

ϵ(xi )ϵ(yj )mij ∈Cx .

Agora, defina os funcionais {φi } e {ψj } em C∗ tais que φi (xk ) = δi ,k1K e ψj (yk ) = δj ,k1K. Veja
que

mij = (φi ⊗ id ⊗ψj )

∑
k ,l

xk ⊗mkl ⊗yl

= (φi ⊗ id ⊗ψj )(∆2(x)).

Assim, temos que:

∆(mij ) =∆

∑
k ,l

φi (xk )⊗ id(mkl )⊗ψj (yl )


= (φi ⊗ id ⊗ id ⊗ψj )(id ⊗∆⊗ id)

∑
k ,l

xk ⊗mkl ⊗yl
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= (φi ⊗ id ⊗ id ⊗ψj )(id ⊗ id ⊗∆)

∑
k ,l

xk ⊗mkl ⊗yl


=
∑

l

mil ⊗ ((Id ⊗ψj )∆(yl )) ∈Cx ⊗C

∆(mij ) =∆

∑
k ,l

φi (xk )⊗ id(mkl )⊗ψj (yl )


= (φi ⊗ id ⊗ id ⊗ψj )(id ⊗∆⊗ id)

∑
k ,l

xk ⊗mkl ⊗yl


= (φi ⊗ id ⊗ id ⊗ψj )(∆⊗ id ⊗ id)

∑
k ,l

xk ⊗mkl ⊗yl


=
∑

k

(φi ⊗ id)∆(xk )⊗mkj ∈C⊗Cx

e, portanto,
∆(mij ) ∈ (C⊗Cx )∩ (Cx ⊗C) = Cx ⊗Cx .

Do exposto, segue que Cx é uma subcoálgebra de C e x ∈Cx . ■

Exemplo 1.2.13. (Álgebras de Convolução) Sejam C uma coálgebra e A uma álgebra sobre
K. Defina, no espaço vetorial HomK(C,A), o produto de convolução

f ∗g =µA ◦ (f ⊗g)◦∆C

e a unidade
1= ηA ◦ϵC .

Dados f ,g ∈ HomK(C,A) e c ∈C veja que:

(f ∗g)(c) =µA ◦ (f ⊗g)◦∆C(c)

=µA ◦ (f ⊗g)(c1⊗c2)

=µA(f (c1)⊗g(c2))

= f (c1)g(c2)

1(c) = ηA ◦ϵC(c)

= 1AϵC(c).

Agora, vejamos que (HomK(C,A),∗,1) é uma álgebra sobre K. Sejam f ,g,h ∈ HomK e x ∈C
quaisquer. Temos que:

(f ∗g)∗h =µA ◦ ((f ∗g)⊗h)◦∆C

=µA ◦ ((µA ◦ (f ⊗g)◦∆C)⊗h)◦∆C
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=µA ◦ (µA⊗ I)(f ⊗g⊗h)(∆C ⊗ I)◦∆C

=µA ◦ (I ⊗µA)(f ⊗g⊗h)(I ⊗∆C)◦∆C

= f ∗ (g ∗h)

1∗ f =µA ◦ ((ηA ◦ϵC)⊗ f )◦∆C

=µA ◦ (ηA⊗ I)f (ϵC ⊗ I)◦∆C

= idA ◦ f ◦ idC

= f

Portanto, temos que (HomK(C,A),∗,1) é uma K-álgebra.

Para o caso particular A =K, vamos denotar C∗ = HomK(C,K). Veja que, neste caso,
1= ϵC .

Proposição 1.2.14. Considere a álgebra de séries formais K[[x ]] =
{ ∞∑

n=0
anxn : an ∈K

}
com

o produto dado por ( ∞∑
m=0

amxm

)
·
( ∞∑

n=0

bnxn

)
=

∞∑
n=0

cnxn

em que cn =
n∑

k=0
akbn–k .Considere também a coálgebra de potências divididas C = span{en :

n ∈N} definida no exemplo 1.2.7 Então:

C∗ ∼=K[[x ]].

Demonstração. Considere a álgebra K[[x ]] e a coálgebra C = span{en : n ∈N}. Defina

– : C∗ → K[[x ]]

ϕ 7→ ϕ=
∞∑

n=0
ϕ(en)xn

Temos que é linear:

(ϕ1 +αϕ2) =
∞∑

n=0

(ϕ1 +αϕ2)(en)xn

=
∞∑

n=0

(ϕ1(en)+αϕ2(en))xn

=
∞∑

n=0

ϕ1(en)xn +α
∞∑

n=0

ϕ2(en)xn

=ϕ1 +αϕ2.

É injetora:

ϕ ∈ ker(–)⇒ϕ=
∞∑

n=0

ϕ(en)xn = 0
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⇒ϕ(en) = 0 ∀n ∈N
⇒ϕ= 0

É sobrejetora:

Tome A =
∞∑

n=0
anxn ∈K[[x ]]. Defina ϕ : C →K por ϕ(en) = an para todo n ∈ N. Temos

que ϕ ∈C∗ e ϕ= A.

E também é um morfismo de álgebras:

ϕ∗ψ=
∞∑

n=0

(ϕ∗ψ)(en)xn

=
∞∑

n=0

( n∑
k=0

ϕ(ek )ψ(en–k )

)
xn

=

( ∞∑
n=0

ϕ(en)xn

)( ∞∑
m=0

ψ(em)xm

)
=ϕ ·ψ

1= ϵC =
∞∑

n=0

ϵC(en)xn =
∞∑

n=0

δn,0xn = 1K = 1K[[x ]].

Do exposto segue o isomorfismo de álgebras desejado. ■

1.2.1 O dual finito de uma álgebra

Já vimos que se C é uma coálgebra sobre K então C∗ é uma álgebra sobre K. Agora
se A é uma álgebra sobre K nem sempre conseguimos colocar uma estrutura de coálgebra
em A∗. Por isso, vamos definir a maior coálgebra contida em A∗.

Definição 1.2.15. Seja A uma álgebra sobre K. Dado I um ideal de A, dizemos que I possui
codimensão finita se

dimK

(
A
I

)
<∞.

Definição 1.2.16. Seja A uma álgebra sobre K. Definimos o dual finito de A como o conjunto
denotado por A0 e dado por

A0 = {ϕ ∈A∗ : ker(ϕ) contém um ideal de codimensão finita de A}.

Teorema 1.2.17. Sejam A uma álgebra sobre K e f ∈ A∗. Denote por µ∗ : A∗ → (A⊗A)∗ o
dual da multiplicação dado por µ∗(ϕ)(a⊗b) = ϕ(ab) para todo ϕ ∈ A∗ e todos a,b ∈ A. São
equivalentes:

1. µ∗(f ) ∈A∗⊗A∗, isto é,

µ∗(f ) =
n∑

i=1

f1⊗ f2
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ou ainda, para todos a,b ∈A

f (ab) =
n∑

i=1

f1(a)f2(b).

2. ker(f ) contém um ideal à esquerda de codimensão finita de A.

3. ker(f ) contém um ideal à direita de codimensão finita de A.

4. ker(f ) contém um ideal de codimensão finita de A.

A demonstração deste teorema pode ser encontrada na referência [5].

Lema 1.2.18. Seja V um K -espaço vetorial. Se X e Y subespaços de V possuem codimen-
são finita, então X ∩Y possui codimensão finita.

Demonstração. Sejam V um K -espaço vetorial e X e Y subespaços de V de codimensão
finita. Temos que dim(V

X ) <∞ e dim(V
Y ) <∞. Assim, considere

T : V → V
X

× V
Y

v 7→ T (v ) = (v +X ,v +Y ).

Claramente T é linear. Além disso,

ker(T ) = {v ∈V : T (v ) = (0+X ,0+Y )}

= {v ∈V : (v +X ,v +Y ) = (0+X ,0+Y )}

= {v ∈V : v ∈X e v ∈Y }

= X ∩Y .

Assim, V
ker(T ) = V

X∩Y
∼= Im(T )⊂ V

X ×V
Y , que por sua vez é finito dimensional. Logo, X∩Y possui

codimensão finita. ■

Proposição 1.2.19. Seja A uma álgebra sobre K. Então A0 é um subespaço vetorial de A∗.

Demonstração. Seja A uma álgebra sobre K arbitrária. Note que A0 ≠;, visto que a função
f : A→K dada por f (a) = 0 está em A0 pois ker(f ) = A e dim(A

A) = 0. Agora, sejam f ,g ∈A0 e
α ∈K quaisquer. Temos que:

1. Como f ,g ∈A0, existem ideais I e J de A, tais que I ⊂ ker(f ) e J ⊂ ker(g) com dim(A
I ) <∞

e dim(A
J ) <∞. Veja que I ∩J ⊂ ker(f +g). Assim, pelo lema anterior, dim( A

I∩J ) <∞. Logo,
f +g ∈A0.

2. Claramente, se I ⊂ ker(f ), temos que I ⊂ ker(αf ), em que este possui dimensão finita.
Logo, αf ∈A0.

■
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Lema 1.2.20. Seja f : A→B um morfismo de álgebras. Se I é um ideal de B de codimensão
finita, então a imagem inversa

f –1(I) = {x ∈A : f (x) ∈ I}

é um ideal de A de codimensão finita.

Demonstração. Já sabemos que f –1(I) é um ideal A e, por hipótese, temos dim(B
I ) < ∞.

Observemos que o morfismo

A f // B π // B
I ,

π◦ f é um morfismo de álgebras cujo núcleo é dado por

ker(π◦ f ) = {x ∈A : (π◦ f )(x) = 0+ I}

= {x ∈A : f (x)+ I = 0+ I}

= {x ∈A : f (x) ∈ I}

= f –1(I).

Daí,
A

ker(π◦ f )
∼= Im(π◦ f ) que é um subespaço de B

I , ou seja, A
f –1(I) é finito dimensional. ■

Lema 1.2.21. Sejam A e B álgebras sobre K e f : A→B morfismos de álgebras. Então:

1. f∗(B0)⊂A0 em que f∗ é o dual de f .

2. Considerando φ : A∗⊗B∗ → (A⊗B)∗ a injeção canônica, temos φ(A0⊗B0) = (A⊗B)0.

3. µ∗(A0)⊂ψ(A0⊗A0), em que ψ : A∗⊗A∗ → (A⊗A∗) é a injeção canônica.

A demonstração deste Lema pode ser encontrada na referência [1] (página 34).

Finalmente, vamos mostrar que A0 é, de fato, uma coálgebra. Defina ∆ : A0 →A0⊗A0

por ∆(f )(a⊗b) = f (ab) =
n∑

i=1
f1(a)⊗ f2(b) e ϵ : A0 →K por ϵ(f ) = f (1A).

Proposição 1.2.22. (A0,∆,ϵ) é uma coálgebra.

Demonstração. Veja que desejamos comutar o diagrama abaixo:

A0 ∆ //

∆
��

A0⊗A0

∆⊗idA0
��

A0⊗A0
idA0⊗∆

// A0⊗A0⊗A0.
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Considere o seguinte diagrama:

(A⊗A)∗
(id⊗µ)∗ // (A⊗A⊗A)∗

A∗
µ∗

//

µ∗
55

(A⊗A)∗
(µ⊗id)∗

55

A0⊗A0 id⊗∆ //

OO

A0⊗A0⊗A0

ψ1

OO

A0
∆

//

j

OO

∆
55

A0⊗A0
∆⊗id

55

OO

em que

1. j : A0 →A∗ é a inclusão canônica.

2. ϕ : A0⊗A0 → (A⊗A)∗ é a restrição da injeção canônica vista no lema anterior.

3. ψ1 : A0⊗A0⊗A0 → (A⊗A⊗A)0 é dada por ψ1 = ι◦φ◦ (ψ⊗ id). Assim, dados f ,g,h ∈A0

e a,b,c ∈A, temos
ψ1(f ⊗g⊗h)(a⊗b⊗c) = f (a)g(b)h(c).

O diagrama que queremos comutar é a base do paralelogramo visto acima. Para mostrar
que a base comuta, mostraremos que todas as outras faces comutam.

Face Frontal:

Seja f ∈A0. Então,

(ϕ◦∆)(f ) = (ψ◦∆)(f ) =µ∗(f ) =µ∗(j(f )) = (µ∗ ◦ j)(f ).

Logo,
ϕ◦∆=µ∗ ◦ j , (1.1)

ou seja, a face frontal do paralelogramo comuta. Como a face lateral traseira é igual a face
frontal, comuta também.

Face Lateral Dianteira:

Sejam f ,g ∈A0 e a,b,c ∈A. Assim,

(ψ1 ◦ (∆⊗ id))(f ⊗g)(a⊗b×c) = (ψ1 (f1⊗ f1⊗g))(a⊗b⊗c)

=
∑

f1(a)f2(b)g(c)

=
(∑

f1(a)f2(b)
)

g(c)

= f (ab)g(c)
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= (ψ(f ⊗g))(ab⊗c)

= (ψ(f ⊗g))(µ⊗ id)(a⊗b⊗c)

= (µ⊗ id)∗(ψ(f ⊗g))(a⊗b⊗c)

= ((µ⊗ id)∗ ◦ψ)(f ⊗g))(a⊗b⊗c)

= ((µ⊗ id)∗ ◦ϕ)(f ⊗g))(a⊗b⊗c).

Portanto,
ψ1 ◦ (∆⊗ id) = (µ⊗ id)∗ ◦ϕ, (1.2)

ou seja, a face lateral dianteira comuta.

Analogamente temos que

ψ1 ◦ (id ⊗∆) = (id ⊗µ)∗ ◦ϕ, (1.3)

isto é, que a face traseira comuta.

Face Superior:

Veja que

(µ⊗ id)∗ ◦µ∗ = (µ◦ (µ⊗ id))∗ (∗)
= (µ◦ (id ⊗µ))∗ = (id ⊗µ)∗ ◦µ∗,

em que (∗) ocorre pois como A é uma álgebra, o diagrama de µ é comutativo. Logo, a face
superior comuta e temos

(µ⊗ id)∗ ◦µ∗ = (id ⊗µ)∗ ◦µ∗. (1.4)

Portanto,

ψ1 ◦ (∆⊗ id)◦∆ (1.2)
= (µ⊗ id)∗ ◦ϕ◦∆

(1.1)
= (µ⊗ id)∗ ◦µ∗ ◦ j

(1.4)
= (id ⊗µ)∗ ◦µ∗ ◦ j

(1.1)
= (id ⊗µ)∗ ◦ϕ◦∆

(1.3)
= ψ1 ◦ (id ⊗∆)◦∆.

Daí, como ψ1 ◦ (∆⊗ id) ◦∆ = ψ1 ◦ (id ⊗∆) ◦∆ e ψ1 é injetora, temos que (∆⊗ id) ◦∆ =
(id ⊗∆)◦∆, ou seja, que o face da base do paralelogramo comuta.

Por fim, vejamos a comutatividade do diagrama da counidade.

A0

∆

��

K⊗A0

99

A0⊗K

φ
ee

A0⊗A0
idA0⊗ε

99

ε⊗idA0

ee
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Seja f ∈A0 e a ∈A. Temos que:

((φ◦ (idA0 ⊗ε)◦∆)(f ))(a) = (φ◦ (idA0 ⊗ε))
(∑

f1⊗ f2
)

(a)

=
(∑

ε(f2)f1
)

(a)

=
(∑

f2(1A)f1
)

(a)

=
∑

f1(a)f2(1A)

= f (a1A)

= f (a),

ou seja, (φ◦ (idA0 ⊗ε)◦∆)(f ) = f = idA0(f ),∀f ∈A0. Logo,

φ◦ (idA0 ⊗ε)◦∆= idA0.

Do exposto, segue que (A0,∆,ε) é uma coálgebra. Claramente, A0 é a maior coálgebra em
A∗. ■

1.3 BIÁLGEBRAS

Queremos estudar agora um conjunto que possui uma estrutura tanto de álgebra
quanto de coálgebra. Além disso, vamos relacionar essas duas estruturas neste conjunto.
Veremos na próxima proposição que quando ∆ e ϵ são morfismos de álgebra então µ e η são
morfismos de coálgebra e vice-versa. Assim, vamos conseguir uma certa compatibilidade
nessas estruturas. A partir daí, vamos definir o que é uma Biálgebra.

Proposição 1.3.1. Seja H um K-espaço vetorial com uma estrutura de K-álgebra (H,µ,η) e
de coálgebra (H,∆,ϵ). São equivalentes:

1. ∆ e ϵ são morfismos de álgebras.

2. µ e η são morfismos de coálgebras.

Demonstração. Se ∆ e ϵ são morfismos de álgebras então os seguintes diagramas comu-
tam:

H ⊗H ∆⊗∆ //

µH

��

(1)

H ⊗H ⊗H ⊗H
idH⊗T⊗idH

��
µH⊗H

xx

H ⊗H ⊗H ⊗H
µH⊗µH

��
H

∆
// H ⊗H

H

(2)

∆ // H ⊗H H ⊗H

(3)

ϵ⊗ϵ //

µH

��

K⊗K

φ=µK

��

K⊗K
η⊗η
OO

K

η

OO

idK
// K

ψ

OO

H ϵ
// K
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H ϵ //

η ��
(4)

K

K
idK

??

Veja que os diagramas nos mostram que µ e η são morfismos de coálgebras.

H ⊗H

(5)∆H⊗H

&&

∆⊗∆
��

µ // H

∆

��

H ⊗H ⊗H ⊗H
idH⊗T⊗idH
��

H ⊗H ⊗H ⊗H
µH⊗µH

// H ⊗H

H ⊗H

(6)

ϵ⊗ϵ
��

µH
// H

ϵ

��

K

(7)ψ=∆K

��

η // H

∆

��

K⊗K
φ
��
K

idK
// K K⊗K η⊗η // H ⊗H

K
u //

idK=εK ��
(8)

H

ε��
K

Os quatro primeiros diagramas implicam nos quatro últimos diagramas e vice-versa. Veja
que: (1)⇔ (5), (2)⇔ (7), (3)⇔ (6) e (4)⇔ (8). ■

Definição 1.3.2. (Biálgebra) Uma biálgebra sobre K é um K-espaço vetorial H com uma
estrutura de álgebra (H,µ,η) e coálgebra (H,∆,ϵ) tal que ∆ e ϵ são morfimos de álgebras (ou,
equivalentemente, tal que µ e η são morfismos de coálgebras).

Definição 1.3.3. Sejam H,H ′ duas biálgebras sobre K. Dizemos que uma transformação
linear f : H → H ′ é um morfismo de biálgebras se for simultaneamente um morfismo de
álgebras e de coálgebras.

Exemplo 1.3.4. (Álgebra do Grupo) Seja G um grupo. Considere o K-espaço vetorial:

KG = {
∑
g∈G

agδg : ag ∈K,g ∈G,somas finitas}.

Defina as transformações lineares:

µ: KG⊗KG → KG η: K → KG
δg ⊗δh 7→ δgh λ 7→ λδe

∆: KG → KG⊗KG ϵ: KG → K

δg 7→ δg ⊗δg δg 7→ 1K
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onde e é o elemento neutro do grupo G.

Assumindo que temos as estruturas de álgebra e coálgebra com as transformações
lineares definidas acima, vamos mostrar que ∆ e ϵ são morfismos de álgebra. Sejam g,h ∈G.
Temos que:

ϵ(δgδh) = ϵ(δgh) = 1K = 1K ·1K = ϵ(δg)ϵ(δh)

∆(δgδh) =∆(δgh)

= δgh ⊗δgh

= δgδh ⊗δgδh

= (δg ⊗δg)(δh ⊗δh)

=∆(δg)∆(δh)

ϵ(δe) = 1K

∆(δe) = δe ⊗δe.

Portanto, temos que KG é uma biálgebra.

Exemplo 1.3.5. Considere H = span{en : n ∈N}. Temos que H possui estrutura de álgebra
com a multiplicação dada por

em ·en =

(
m +n

n

)
em+n

e a unidade dada por 1H = e0. Além disso, como vimos no exemplo 1.2.7, temos que H
também possui estrutura de coálgebra com a comultiplicação dada por

∆(en) =
n∑

k=0

ek ⊗en–k =
n∑

k=0

en–k ⊗ek =
∑

k+l=n

ek ⊗el =
n∑

k ,l=0

[[k + l = n]]ek ⊗el

e a counidade ϵ(en) = δn,0. Vejamos que ∆ e ϵ são morfismos de álgebra.

∆(en)∆(em) =
∑
p,q

∑
r ,s

eper ⊗eqes[[p +q = m]][[r +s = n]]

=
∑
p,q

∑
r ,s

(
p + r

r

)(
q +s

s

)
ep+r ⊗eq+s[[p +q = m]][[r +s = n]]

Denotando k = p + r e l = q +s temos:

=
∑
k ,l

∑
r ,s

(
k
r

)(
l
s

)
ek ⊗el [[k + l – r –s = m]][[r +s = n]]

=
m+n∑
k ,l=0

( n∑
r=0

(
k
r

)(
l

n– r

))
ek ⊗el [[k + l = m +n]]

=

(
m +n

n

) m+n∑
k ,l=0

ek ⊗el [[k + l = m +n]]
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=∆

((
m +n

n

)
em+n

)
=∆(enem)

∆(e0) =
∑

k+l=0

ek ⊗el = e0⊗e0

ϵ(em)ϵ(en) = δm,0δn,0

=

δm,0, se n = 0

0, se n ̸= 0

=

1, se m = n = 0

0, se m ̸= 0oun ̸= 0

ϵ(emen) = ϵ

((
m +n

n

)
em+n

)

=

(
m +n

n

)
ϵ(em+n)

=

(
m +n

n

)
δm+n,0

=


m +n

n

 , se m +n = 0

0, se m +n ̸= 0

=


m +n

n

 , se m = n = 0

0, se m ̸= 0oun ̸= 0

=


0

0

 , se m = n = 0

0, se m ̸= 0oun ̸= 0

=

1, se m = n = 0

0, se m ̸= 0oun ̸= 0

ϵ(e0) = δ0,0 = 1

Do exposto, segue o desejado.

Observação 1.3.6. Considere a álgebra de matrizes Mn(K) vista no exemplo 1.1.5. Neste
conjunto não pode existir uma estrutura de biálgebra. Se Mn(K) fosse uma biálgebra, então
ϵ : Mn(K)→K seria morfismo de álgebras. Teríamos então que o ker(ϵ) seria um ideal próprio
de Mn(K). Mas Mn(K) é simples, pois todo ideal de Mn(K) é da forma Mn(I) com I ideal de
K.
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1.4 MÓDULOS

Assim como estudamos módulos sobre um anel, agora que vimos a definição de
Álgebra, podemos definir o que é um módulo sobre uma álgebra. Considere (A,µ,η) uma
K-álgebra.

Definição 1.4.1. Um A-módulo à esquerda é um par (M,▷) em que M é um K-espaço
vetorial e

▷ : A⊗M →M

é uma transformação K-linear tal que os diagramas abaixo comutam:

A⊗A⊗M
µA⊗idM//

idA⊗▷
��

A⊗M
▷
��

K⊗M
ηA⊗idM // A⊗M

▷{{
A⊗M

▷
// M M.

##lM

Definição 1.4.2. Um morfismo de A-módulos à esquerda entre M e N é uma aplicação
linear f : M →N tal que o diagrama abaixo comuta:

A⊗M
idA⊗f //

▷
��

A⊗N
▷
��

M
f

// N.

Veja que, em termos de elementos, a comutatividade do diagrama acima nos diz que
f (a▷m) = a▷ f (m) para todos a ∈A e m ∈M.

Definição 1.4.3. Um A-módulo à direita é um par (M,◁) em que M é um K-espaço vetorial e

◁ : M ⊗A→M

é um morfismo de K-espaços vetoriais tal que os diagramas abaixo comutam:

M ⊗A⊗A
idM⊗µA//

◁⊗idA
��

M ⊗A
◁
��

M ⊗K idM⊗ηA // M ⊗A

◁{{
M ⊗A µ

// M M.
##rM

Definição 1.4.4. Um morfismo de A-módulos à direita entre M e N é uma aplicação linear
f : M →N tal que o diagrama abaixo comuta:

M ⊗A
f⊗idA //

◁
��

N ⊗A
◁
��

M
f

// N.

Veja que, em termos de elementos, a comutatividade do diagrama acima nos diz que
f (m◁a) = f (m)◁a para todos a ∈A e m ∈M.
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Exemplo 1.4.5. Todo ideal I à esquerda de A é um A-módulo à esquerda.

De fato, como I é um ideal à esquerda de A já temos que I é um K-espaço vetorial
e ▷ = µA⊗I é uma transformação linear. Além disso, dados a,b ∈ A e i ∈ I, os diagramas
comutam:

a▷ (b▷ i) = a▷ (bi)

= a(bi)

= (ab)i

= (ab)▷ i

1A▷ i = 1Ai = i .

Exemplo 1.4.6. Seja V um espaço vetorial com dimV = n. Então V é um K-módulo à
esquerda e também um Mn(K)-módulo à esquerda, via multiplicação de matrizes.

Proposição 1.4.7. Sejam f : A → B um morfismo de álgebras e (M,▷B) um B-módulo à
esquerda. Então M tem estrutura de A-módulo à esquerda dada por a▷A m = f (a)▷B m para
todos a ∈A e m ∈M.

Demonstração. Como ▷B é transformação linear, temos que ▷A também será. Além disso,
como f é morfismo de álgebra e (M,▷B) é B-módulo, temos:

1. f ◦µA =µB(f ⊗ f );

2. f ◦ηA = ηB;

3. ▷B ◦ (idB ⊗▷B) =▷B ◦ (µB ⊗ idM );

4. lM =▷B ◦ (ηB ⊗ idM ).

Portanto, segue que:

▷A ◦ (µA⊗ idM )(a⊗b⊗m) =▷A ◦ (µA(a⊗b)⊗m)

= f (µA(a⊗b))▷B (m)

=µB(f ⊗ f )(a⊗b)▷B (m)

=▷B(µB(f (a)⊗ f (b))⊗m)

=▷B ◦ (µB ⊗ idM )(f (a)⊗ f (b)⊗m)

=▷B ◦ (idB ⊗▷B)(f (a)⊗ f (b)⊗m)

=▷B(f (a)⊗ (f (b)▷B m)

=▷B(f (a)⊗b▷A m)

= f (a)▷B (b▷A m)

= a▷A (b▷A m)

=▷A ◦ (idA⊗▷A)(a⊗b⊗m)
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lM (λ⊗m) =▷B ◦ (ηB ⊗ idM )(λ⊗m)

=▷B ◦ ((f ◦ηA)⊗ idM )(λ⊗m)

=▷B ◦ (f (ηA(λ)⊗m)

=▷B(f (λ1A)⊗m)

= f (λ1A)▷B m

=λ1A▷A m

=▷A(ηA⊗ idM )(λ⊗m).

Logo, (M,▷A) é um A-módulo à esquerda. ■

Definição 1.4.8. Dados G um grupo e V um K-espaço vetorial de dimensão finita. Considere
GL(V ) = {T ∈End(V ) : Té inversível}. Uma representação do grupo G é um homomorfismo
ϕ : G →GL(V ).

Exemplo 1.4.9. Sejam G um grupo, V um K-espaço vetorial e uma representação ρ : G →
GL(V ). Considere a álgebra KG vista no exemplo 1.3.4 Temos que (V ,▷) é um KG-módulo
à esquerda com a estrutura dada por

δg ▷v = ρ(g)(v ) = ρg(v )

para todos g ∈G e v ∈V .

Tome g,h ∈G, v ∈V e λ ∈K. Temos que:

▷◦ (idKG ⊗▷)(δg ⊗δh ⊗v ) =▷(δg ⊗ρh(v ))

= ρg(ρh(v ))

= ρgh(v )

=▷(δgh ⊗v )

=▷◦ (µKG ⊗ idV )(δg ⊗δh ⊗v )

▷◦ (ηKG ⊗ idV )(λ⊗v ) =▷(λδe ⊗v )

=λ(▷(δe ⊗v )

=λ(ρe(v ))

=λv

= lV (λ⊗v ).

1.5 COMÓDULOS

Agora podemos dualizar a definição de módulo sobre uma álgebra e definir comódulo
sobre uma coálgebra. Considere (C,∆,ϵ) uma K-coálgebra.
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Definição 1.5.1. Um C-comódulo à direita é um par (M,ρ), em que M é um K-espaço
vetorial e ρ : M →M ⊗C é um morfismo de K espaços vetoriais tal que os diagramas abaixo
comutam.

M
ρ //

ρ
��

M ⊗C
idM⊗∆
��

M ⊗C
idM⊗ϵ // M ⊗K

M ⊗C
ρ⊗idC

// M ⊗C⊗C M.
r–1
M

;;

ρ

cc

Definição 1.5.2. Um C-comódulo à esquerda é um par (M,λ), em que M é um K-espaço
vetorial e λ : M →C⊗M é um morfismo de K espaços vetoriais tal que os diagramas abaixo
comutam.

M λ //

λ
��

C⊗M
∆⊗idM
��

C⊗M
ε⊗idM // K⊗M

C⊗M
idC⊗λ

// C⊗C⊗M M.
l–1
M

;;

λ

cc

Assim como usamos a Notação de Sweedler para coálgebras, vamos usar também
para os comódulos. Para C-comódulos à direita, então ρ : M →M ⊗C e escrevemos

ρ(m) = m0⊗m1,

em que os m0 são combinações de elementos de M e os m1 são combinações de elementos
de C. Além disso, dado m ∈M, a comutatividade do primeiro diagrama nos dá

(idM ⊗∆)◦ρ)(m) = (idM ⊗∆)(m0⊗m1) = m0⊗ (m1)1⊗ (m1)2

((ρ⊗ idC)◦ρ)(m) = (ρ⊗ idC)(m0⊗m1) = (m0)0⊗ (m1)1⊗m1,

ou seja,
m0⊗ (m1)1⊗ (m1)2 = (m0)0⊗ (m0)1⊗m1 = m0⊗m1⊗m2.

E a comutatividade do segundo diagrama nos dá

idM (m) = (r–1
M ◦ (idM ⊗ϵ)◦ρ)(m)

= (r–1
M ◦ (idM ⊗ϵ))(m0⊗m1)

= r–1
M (m0⊗ϵ(m1))

= m0ϵ(m1).

Portanto,
m = ϵ(m1)m0.

Para C-comódulos à esquerda, então ρ : M →C⊗M e escrevemos

ρ(m) = m–1)⊗m0,

em que os m–1 são combinações de elementos de C e os m0 são combinações de elementos
de M. Analogamente, dado m ∈M temos da comutatividade dos diagramas:

(m–1)1⊗ (m–1)2⊗m0 = m–1⊗ (m0)–1⊗ (m0)0
= m–2⊗m–1⊗m0.

m = ϵ(m–1)m0.
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Definição 1.5.3. Um morfismo de C-comódulos à direita entre M e N é uma aplicação linear
f : M →N tal que o diagrama abaixo comuta:

M f //

ρM

��

N
ρN

��
M ⊗C

f⊗idC

// N ⊗C.

Veja que, na notação de Sweedler, a comutatividade do diagrama fica

f (m)0⊗ f (m)1 = f (m0)⊗ f (m1)

para todo m ∈M.

Definição 1.5.4. Um morfismo de C-comódulos à esquerda entre M e N é uma aplicação
linear f : M →N tal que o diagrama abaixo comuta:

M f //

ρM

��

N
ρN

��
C⊗M

idC⊗f
// C⊗N.

Veja que, na notação de Sweedler, a comutatividade do diagrama fica

f (m)–1⊗ f (m)0 = f (m–1)⊗ f (m0)

para todo m ∈M.

Definição 1.5.5. Seja (C,∆,ϵ) uma coálgebra sobre K. Um subespaço vetorial I ⊆C é dito
ser um

1. coideal à esquerda se ∆(I)⊆C⊗ I;

2. coideal à direita se ∆(I)⊆ I ⊗C;

3. coideal se ∆(I)⊆ I ⊗C +C⊗ I e ϵ(I) = {0}.

Exemplo 1.5.6. Seja (C,∆,ϵ) uma coálgebra sobre K. Todo coideal à direita de C é um
C-comódulo. Considere I ⊆C um coideal à direita de C. Então temos que ∆(I)⊆ I⊗C. Defina

ρ : I → I ⊗C

por ρ(x) =∆(x) para todo x ∈ I. Note que ρ é a restrição de ∆ em I. Portanto, dos diagramas
da definição de coálgebra (1.2.1), segue que (I,ρ) é um C-comódulo à direita.

Analogamente, todo coideal à esquerda é um C-comódulo à esquerda.

Exemplo 1.5.7. Seja V um espaço vetorial sobre K com dimV = n. Tome {ei }ni=1 uma base
de V . Temos que V é um Mn(K)-comódulo à direita com ρ : V →V ⊗Mn(K) dada por

ρ(ei ) =
n∑

j=1

ej ⊗Eji .
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De fato, denote C = Mn(K). Temos que:

(ρ⊗ idC)◦ρ(ei ) = ρ⊗ idC

 n∑
j=1

ej ⊗Eji


=

n∑
j=1

ρ(ej )⊗Eji

=
n∑

j=1

n∑
k=1

ek ⊗Ekj ⊗Eji

=
n∑

k=1

ek ⊗∆(Eki )

= (idV ⊗∆)

( n∑
k=1

ek ⊗Eki

)
= (idV ⊗∆)◦ρ(ei )

(idV ⊗ϵ)◦ρ(ei ) = (idV ⊗ϵ)
 n∑

j=1

ej ⊗Eji


=

n∑
j=1

ej ⊗δj ,i

= ei ⊗1

= r–1
V (ei )

Definição 1.5.8. Seja G um grupo. Uma função f : G →K é dita ser uma função representa-
tiva do grupo G se existirem:

1. Uma representação π : G → GL(V ) em que V é um K-espaço vetorial de dimensão
finita;

2. Um vetor v ∈V;

3. Um funcional linear ϕ ∈V∗;

tais que, para qualquer g ∈G, tenhamos

f (g) =ϕ(πg(v )).

Iremos denotar por RK(G) o conjunto de todas as funções representativas de G
relativas ao corpo K. Dado f ∈ RK(G) existem V K-espaço vetorial, π : G → GL(V ) uma
representação de G, ϕ ∈ V∗ e v ∈ V tais que f (g) = ϕ(πg(v )) para todo g ∈ G. Seja B =
{e1, ...,en} uma base de V e B′ = {ε1, ...,εn} sua respectiva base dual em V∗. Temos que:

f (gh) =ϕ(π(gh)(v )) =ϕ(πgπh(v ))
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Como πh(v ) ∈V , temos que πh(v ) =
n∑

i=1
εi (πh(v ))ei . Assim,

f (gh) =ϕ(πg

( n∑
i=1

εî(πh(v ))ei )

)

=
n∑

i=1

ϕ(πgei )ε
i (πh(v ))

=
n∑

i=1

f ′i (g)f ′′i (h).

Em que f ′i (g) =ϕ(π+gei ) e f ′′i (h) = εî(πh(v )). Assim, RK(G) é uma coálgebra com a comultipli-
cação e a counidade dadas por:

∆: RK(G) → RK(G)⊗RK(G) ϵ: RK(G) → K

f 7→
n∑

i=1
f ′i ⊗ f ′′i f 7→ f (e)

Exemplo 1.5.9. Sejam G um grupo, V um espaço vetorial sobre K com dimV = n e π :
G → GL(V ) uma representação de G. Temos que V é um RK(G)-comódulo à direita com
ρ : V →V ⊗RK(G) dada por

ρ(ei ) =
n∑

j=1

ej ⊗εj (π(_)(ei ))

em que {e1, ...,en}⊆V é uma base de V e {ε1, ...,εn}⊆V∗ é sua base dual associada. Denote
C = RK(G). Vejamos a comutatividade dos diagramas:

(ρ⊗ idC)◦ρ(ei ) = (ρ⊗ idC)

 n∑
j=1

ej ⊗εj (π(_)(ei ))


=

n∑
j=1

ρ(ej )⊗εj (π(_)(ei ))

=
n∑

j=1

( n∑
k=1

ek ⊗εk (π(_)(ej )

)
⊗εj (π(_)(ei ))

=
n∑

j=1

n∑
k=1

ek ⊗εk (π(_)(ej ))⊗εj (π(_)(ei ))

=
n∑

k=1

ek ⊗
 n∑

j=1

εk (π(_)(ej )

⊗εj (π(_)(ei ))

= (idV ⊗∆)

 n∑
j=1

ej ⊗εj (π(_)(ei )


= (idV ⊗∆)◦ρ(ei )

(idV ⊗ϵ)◦ρ(ei ) = (idV ⊗ϵ)
 n∑

j=1

ej ⊗εj (π(_)(ei ))
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=
n∑

j=1

ej ⊗εj (πe(ei ))

=
n∑

j=1

ej ⊗εj (ei )

= ei ⊗εi (ei )

= ei ⊗1

= r–1
V (ei ).

1.6 ÁLGEBRAS DE HOPF

Agora que vimos todos esses conceitos, podemos finalmente abordar as Álgebras
de Hopf. Uma Biálgebra será uma Álgebra de Hopf quando existir um um morfismo, que
chamaremos de antípoda, com algumas propriedades. Veremos também alguns exemplos
e resultados.

Como visto no exemplo 1.2.13, se (C,∆,ϵ) é uma K-coálgebra e (A,µ,η) é uma K-
álgebra, então HomK(C,A) possui uma estrutura de álgebra com multiplicação dada pelo
produto de convolução. Agora, considere H uma biálgebra sobre K com estrutura de coál-
gebra denotada por HC = (H,∆,ϵ) e estrutura de álgebra denotada por HA = (H,µ,η). Assim,
temos que HomK(HC ,HA) = EndK(H) é uma álgebra com o produto de convolução e unidade
1EndK(H) = η◦ϵ.

Definição 1.6.1. (Antípoda) Seja H uma biálgebra. Se existir a inversa da transformação
identidade idH : H → H em relação ao produto de convolução da álgebra HomK(HC ,HA),
digamos S : H → H, dizemos que S é a antípoda da biálgebra H. Ou seja, S ∗ idH = η◦ ϵ =
idH ∗S.

Definição 1.6.2. (Álgebra de Hopf) Uma Álgebra de Hopf é uma biálgebra que possui
antípoda.

Definição 1.6.3. Sejam H e K duas álgebras de Hopf. Uma transformação linear f : H →K
é um morfismo de álgebras de Hopf se for um morfismo de biálgebras.

Proposição 1.6.4. Sejam H e K duas álgebras de Hopf com antípodas SH e SK , respecti-
vamente. Se f : H →K é um morfismo de álgebras de Hopf então f ◦SH = SK ◦ f .

Demonstração. Sejam H e K duas álgebras de Hopf com antípodas SH e SK , respecti-
vamente. Considere H = (H,µH ,ηH ,∆H ,ϵH ) e K = (K ,µK ,ηK ,∆K ,ϵK ). Considere também a
álgebra de convolução HomK(HC ,K A). Tome h ∈H, temos que:

((SK ◦ f )∗ f )(h) =
∑

(SK ◦ f )(h1)f (h2)

=
∑

SK (f (h1))f (h2)

=
∑

SK ((f (h))1)(f (h))2
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= (SK ∗ idK )(f (h))

= (ηK ◦ϵK )(f (h))

= (ηK ◦ϵK ◦ f )(h)

= (ηK ◦ϵH )(h).

Por outro lado, temos que:

(f ∗ (f ◦SH ))(h) =
∑

f (h1)(f ◦SH )(h2)

=
∑

f (h1SH (h2))

= f
(∑

h1SH (h2)
)

= f (ϵH (h)1H )

= ϵH (h)f (1H )

= ϵH (h)1K

= ϵH (h)ηK (1K)

= ηK (ϵH (h)).

Assim, ambos são inversos de convolução de f . Logo, segue o desejado: f ◦SH = SK ◦ f . ■

Proposição 1.6.5. Seja H = (H,µ,η,∆,ϵ) uma álgebra de Hopf com antípoda S. Então, para
quaisquer h,k ∈H, temos que:

1. S(hk ) = S(k )S(h);

2. S(1H ) = 1H ;

3. S(h)1⊗S(h)2 = S(h2)⊗S(h1);

4. ϵ(S(h)) = ϵ(h).

Demonstração. 1. Considere a álgebra de convolução HomK(H ⊗H,H). Sejam F ,G : H ⊗
H →H dados, para quaisquer h,k ∈H, por F (h⊗k ) = S(k )S(h) e G(h⊗k ) = S(hk ). Temos
que F ,G ∈HomK(H ⊗H,H). Vamos mostrar que ambos são inversos da multiplicação
µ de H e, portanto, que F = G. Tome h,k ∈H quaisquer. Temos que:

(µ∗F )(h⊗k ) =
∑

µ((h⊗k )1)F ((h⊗k )2)

=
∑

µ(h1⊗k1)F (h2⊗k2)

=
∑

h1k1S(k2)S(h2)

=
∑

h1(ϵ(k )1H )S(h2)

= ϵ(k )
∑

h1S(h2)

= ϵ(k )ϵ(h)1H

= ϵ(h⊗k )1H

= (η◦ϵ)(h⊗k ),
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(G∗µ)(h⊗k ) =
∑

G((h⊗k )1)µ((h⊗k )2)

=
∑

G(h1⊗k1)µ(h2⊗k2)

=
∑

S(h1k1)h2k2

=
∑

S((hk )1)((hk )2)

= ϵ(hk )1H

= ϵ(h)ϵ(k )1H

= ϵ(h⊗k )1H

= (η◦ϵ)(h⊗k ),

em que ϵ é a counidade de H ⊗H e m é a multiplicação da álgebra K. Logo, F e G são
inversos de µ com relação ao produto de convolução. Portanto, F = G.

2. Temos que:

1H = η(1K)

= η(ϵ(1H ))

= (S∗ idH )(1H )

= S(1H )1H

= S(1H ).

3. Considere a álgebra de convolução HomK(H,H ⊗H). Sejam F ,G : H → H ⊗H de-
finidas por F (h) = ∆(S(h)) e G(h) =

∑
S(h2)⊗S(h1), para todo h ∈ H. Temos que

F ,G ∈HomK(H,H ⊗H). Vamos mostrar que ambos são inversos da comultiplicação ∆

de H. Tome h ∈H qualquer. Temos que:

(∆∗F )(h) =
∑

∆(h1)F (h2)

=
∑

∆(h1)∆(S(h2))

=∆
(∑

h1S(h2)
)

=∆(ϵ(h)1H )

= ϵ(h)∆(1H )

= ϵ(h)(1H ⊗1H )

= ϵ(h)η(1K)

= η(ϵ(h))

= (η◦ϵ)(h),

(G∗∆)(h) =
∑

G(h1)∆(h2)

=
∑

(S(h12)⊗S(h11))(h21⊗h22)

=
∑

(S(h2)⊗S(h1))(h3⊗h4)
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=
∑

S(h2)h3⊗S(h1)h4

=
∑

ϵ(h2)1H ⊗S(h1)h3

=
∑

1H ⊗S(h1)ϵ(h2)h3

=
∑

1H ⊗S(h1)h2

= 1H ⊗ϵ(h)1H

= ϵ(h)(1H ⊗1H )

= (η◦ϵ)(h),

em que η é a unidade de H⊗H. Logo, F e G são inversos de ∆ com relação ao produto
de convolução. Portanto, F = G.

4. Tome h ∈H. Note que:
ϵ(h)1H =

∑
h1S(h2).

Assim,
ϵ(h)ϵ(1H ) = ϵ(h)1K = ϵ(h)

e

ϵ
(∑

h1S(h2)
)

=
∑

ϵ(h1S(h2))

=
∑

ϵ(h1)ϵ(S(h2))

=
∑

ϵ(ϵ(h1)S(h2))

=
∑

ϵ(S(ϵ(h1)h2))

= ϵ(S(h)).

Portanto, segue que ϵ(h) = ϵ(S(h)).
■

Proposição 1.6.6. Sejam H = (H,µ,η,∆,ϵ) uma álgebra de Hopf com antípoda S e h ∈ H.
São equivalentes:

1.
∑

S(h2)h1 = ε(h)1H ;

2.
∑

h2S(h1) = ε(h)1H ;

3. S ◦S = idH .

Demonstração. (1)=⇒(3)

Veja que:

(S∗S2)(h) =
∑

S(h1)S(S(h2))

=
∑

S(S(h2)h1)

= S
(∑

S(h2)h1

)
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= S(ϵ(h)1H )

= ϵ(h)(S(1H ))

= ϵ(h)1H

= (η◦ϵ)(h).

Assim, temos que S2 e idH ambos são inversos de S com relação ao produto de convolução.
Portanto, S2 = idH .

(2)=⇒(3)

Análogo ao item anterior, para S2∗S.

(3)=⇒(1)

Temos que: ∑
S(h2)h1 =

∑
S(h2)S2(h1)

=
∑

S(h2)S(S(h1))

=
∑

S(S(h1)h2)

= S
(∑

S(h1)h2

)
= S(ϵ(h)1H )

= ϵ(h)S(1H )

= ϵ(h)1H .

(3)=⇒(2)

Análogo ao item anterior. ■

Exemplo 1.6.7. Seja G um grupo. Considere a biálgebra KG vista no exemplo 1.3.4. Temos
que esta é uma álgebra de Hopf com antípoda S :KG →KG dada por:

S(δg) = δg–1.

De fato, dado g ∈G temos que:

µ(S⊗ id)∆(δg) = S(δg)δg

= δg–1 ∗δg

= δgg–1

= δe

= (η◦ϵ)(δg)

e

µ(id ⊗S)∆(δg) = δgS(δg)
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= δg ∗δg–1

= δgg–1

= δe

= (η◦ϵ)(δg).

Exemplo 1.6.8. Seja G um grupo. Considere RK(G) como visto na definição 1.5.8. Defina
1 : G →K por 1(g) = 1K para todo g ∈G. Temos que 1 ∈RK(G). Veja que:

1. ε : G →GL(K) dada por ε(g) = 1K para todo g ∈G é uma representação de G;

2. idK é um funcional linear em K;

3. 1(g) = 1 = idK(ε(g)(1)).

Além disso, dadas f ,g ∈RK(G), temos que o produto ponto a ponto f ·g pertence a RK(G). De
fato, como f ,g ∈RK(G), existem K-espaços vetoriais V1,V2, representações π1 : G →GL(V1)
e π2 : G → GL(V2), vetores v1 ∈ V1 e v2 ∈ V2 e funcionais ϕ1 ∈ V∗

1 e ϕ2 ∈ V∗
2 tais que, para

qualquer h ∈G tenhamos que f (h) =ϕ1(π1(h)(v1)) e g(h) =ϕ2(π2(h)(v2)). Veja que:

1. π1⊗π2 : G →GL(V1⊗V2) dada por π1⊗π2(g)(
∑

vi ⊗wi ) =
∑
π1(g)(vi )⊗π2(g)(wi ) é uma

representação;

2. ϕ1⊗ϕ2 : V1⊗V2 →K dada por (ϕ1⊗ϕ2)(v ⊗w) =ϕ1(v )ϕ2(w) é um funcional linear em
(V1⊗V2)∗;

3.

(fg)(h) = f (h)g(h)

=ϕ1(π1(h)(v1))ϕ2(π2(h)(v2))

= (ϕ1⊗ϕ2)(π1⊗π2)(h)(v1⊗v2)

Temos que RK(G) é uma biálgebra sobre K com

µ: RK(G)⊗RK(G) → RK(G) η: K → RK(G)
f ⊗g 7→ f ·g λ 7→ λ1

∆: RK(G) → RK(G)⊗RK(G) ϵ: RK(G) → K

f 7→
n∑

i=1
f ′i ⊗ f ′′i f 7→ f (e)

e também é uma Álgebra de Hopf com antípoda S : RK(G)→RK(G) dada por S(f )(g) = f (g–1)
para todos f ∈RK(G) e g ∈G. Denote H = RK(G). Dados f ∈RK(G) e g ∈G temos que:

(S∗ idH )(f )(g) = (S(f1)f2)(g)

= f1(g–1)f2(g)

= f (g–1g)
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= f (e)1(g)

= (η◦ϵ)(f )(g)

(idH ∗S)(f )(g) = (f1S(f2))(g)

= f1(g)f2(g–1)

= f (gg–1)

= f (e)1(g)

= (η◦ϵ)(f )(g)

Exemplo 1.6.9. (Álgebra de Hopf de Sweedler) Seja K é um corpo com característica
diferente de 2. A álgebra Hopf de Sweedler, denotada por H4, é uma K-álgebra gerada pelos
elementos g e x satisfazendo:

1. g2 = 1;

2. x2 = 0;

3. xg = –gx .

Assim, podemos escrever

H4 =
K{1,x ,g}〈

x2,g2 –1,xg +gx
〉 .

Temos que, como K-espaço vetorial, H4 possui base {1,x ,g,gx}, ou seja, dimH4 = 4. E a
estrutura de coálgebra de H4 é dada por

∆(g) = g⊗g

∆(x) = g⊗x +x ⊗1

ϵ(g) = 1

ϵ(x) = 0

A antípoda S : H4 →H4 é dada por S(g) = g e S(x) = –gx . Veja que:

(S∗ idH4
)(g) = S(g)g = gg = g2 = 1 = (η◦ϵ)(g)

= 1 = g2gS(g) = (idH4
∗S)(g)

(S∗ idH4
)(x) = S(x)x = (–gx)x = –gx2 = 0 = (η◦ϵ)(x)

= 0 = x2g = x(xg) = x(–gx) = xS(x) = (idH4
∗S)(x)

Definição 1.6.10. Seja H uma álgebra de Hopf sobre K. Um H-Hopf módulo à direita é um
espaço vetorial M satisfazendo as seguintes condições:

1. M é um H-módulo à direita;

2. M é um H-comódulo à direita;
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3. A coação ρM : M →M ⊗H é um morfismo de H módulos, ou seja

ρM (m◁h) = m0◁h1⊗m1◁h2

Definição 1.6.11. Sejam M e N dois H-Hopf módulos à direita. Dizemos que f : M → N é
um morfismo de H-Hopf módulos à direita se f é morfimo de H-módulos e H-comódulos à
direita.

Vamos denotar por MH
H a categoria dos H-Hopf módulos à direita. Analogamente,

denotamos por H
HM a categoria dos H-Hopf módulos à esquerda.

Exemplo 1.6.12. Sejam V um K-espaço vetorial e H uma K-álgebra de Hopf. Temos que
V ⊗H é um H-Hopf módulo à direita com

(v ⊗h)◁k = v ⊗hk

ρ(v ⊗h) = v ⊗h1⊗h2

para cada v ∈V e h,k ∈H. Veja que:

ρ((v ⊗h)◁k ) = ρ(v ⊗hk )

= v ⊗ (hk )1⊗ (hk )2
= v ⊗h1k1⊗h2k2

= ((v ⊗h1)◁k1)⊗h2k2

= (v ⊗h)0◁k1⊗ (v ⊗h)1◁k2.

Definição 1.6.13. Seja H uma K-álgebra de Hopf e M ∈MH
H com coação ρ : M → M ⊗H.

Denifimos o subespaço vetorial

McoH = {m ∈M : ρ(m) = m⊗1H }

chamado subsespaço dos covariantes de M.

Teorema 1.6.14. (Teorema Fundamental dos Módulos de Hopf) Sejam H uma álgebra de
Hopf sobre K e M um H-Hopf módulo à direita. Então a transformação linear f : McoH⊗H →M
dada por f (m⊗h) = mh para todo m ∈McoH e h ∈H é um isomorfismo de H-Hopf módulos.

A demonstração do teorema acima pode ser encontrada na referência [1] (página
171).
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2 INTEGRAIS E O TEOREMA DE MASCHKE

A partir de agora queremos focar nas álgebras de Hopf de dimensão finita. Neste
capítulo vamos trabalhar com as integrais e a semissimplicidade em uma Álgebra de Hopf
para podermos, assim, demonstrar o Teorema de Maschke.

2.1 INTEGRAIS

Definição 2.1.1. Seja H uma biálgebra. Uma integral à esquerda para H é um funcional
T ∈H∗ tal que

ϕ∗T =ϕ(1H )T

para todo ϕ ∈H∗.

Definição 2.1.2. Seja H uma biálgebra. Uma integral à direita para H é um funcional T ∈H∗

tal que

T ∗ϕ=ϕ(1H )T

para todo ϕ ∈H∗.

Observação 2.1.3. Seja H uma álgebra de Hopf. Temos que T ∈ H∗ é uma integral à
esquerda se, e somente se, para todo h ∈H tivermos

T (h)1H = h1T (h2).

De fato, tome ϕ ∈V∗ qualquer. Temos que

ϕ∗T (h) =ϕ(1H )T (h)⇔ϕ(h1)T (h2) =ϕ(1H )T (h)

⇔ϕ(h1T (h2)) =ϕ(T (h)1H ).

Como ϕ é arbitrária, segue o desejado. Analogamente, T é uma integral à direita se, e
somente se, para todo h ∈H tivermos T (h)1H = T (h1)h2.

Proposição 2.1.4. Sejam H uma álgebra de Hopf com antípoda S e T ∈H∗ uma integral à
esquerda. Então para todos h,k ∈H temos que

T (hS(k1))k2 = h1T (h2S(k )).

Demonstração. Sejam H uma álgebra de Hopf com antípoda S e T ∈ H∗ uma integral à
esquerda. Tome ϕ ∈H∗ e h,k ∈H arbitrários. Temos que:

ϕ(h1)T (h2S(k )) =ϕ(h1S(k2)k3)T (h2S(k1))

=ϕ(k2)T (hS(k1))

Como ϕ é arbitrária, segue o desejado. ■
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Exemplo 2.1.5. Seja G um grupo. Considere a álgebra de Hopf H = KG. Seja pe ∈ H∗ a
função característica do elemento neutro e do grupo G, isto é, pe(δg) = δg,e para todo g ∈G.
Vejamos que pe é uma integral à esquerda de H. Tome ϕ ∈ H∗ e g ∈ G quaisquer. Temos
que:

(ϕ∗pe)(δg) =ϕ(δg)pe(δg) =

ϕ(δg), se g = e

0, se g ̸= e
=

ϕ(δe), se g = e

0, se g ̸= e

e, por outro lado,

ϕ(δe)pe(δg) =

ϕ(δe), se g = e

0, se g ̸= e
.

Portanto, ϕ∗pe =ϕ(δe)pe.

De modo análogo podemos verificar que pe também é uma integral à direita de H.

Exemplo 2.1.6. Considere a biálgebra das potências divididas H = Span{en : n ∈N}. Temos
que H não possui integral à esquerda não nula. Considere o isomorfismo de álgebras
(̂_) : H∗ →K[[x ]] dado por

ϕ̂=
∞∑

n=0

ϕ(en)xn

para cada ϕ ∈H∗. Agora suponha que T ∈H∗ é uma integral à esquerda de H. Então para
qualquer ϕ ∈H∗ temos que:

ϕ∗T =ϕ(e0)T .

Aplicando (̂_):
ϕ̂∗T = ̂ϕ(e0)T

ϕ̂T̂ =ϕ(e0)T̂ .

Note que ϕ(e0) = ϕ̂(0). Assim, T̂ é uma série tal que:

FT̂ = F (0)T̂

para qualquer outra série F ∈K[[x ]], visto que (̂_) é um isomorfismo. Considerando F = x ,
temos que F (0) = 0. Assim,

xT̂ = 0

Disso segue que T̂ = 0.

Observação 2.1.7. Vamos denotar o subespaço das integrais à esquerda de uma álgebra
de Hopf H por

∫
l e o subespaço das integrais à direita por

∫
r . Se

∫
l =
∫

r então H será dito
ser unimodular. Temos também que estes são ideais de H∗. Veja que, dado g ∈H∗ e T ∈ ∫l ,
para qualquer f ∈H∗ temos que

f (Tg) = (fT )g = (f (1)T )g = h(1)(Tg)

f (g)T = (fg)T = (fg)(1)T = f (1)g(1)T = h(1)gT ,

ou seja, Tg,gT ∈ ∫l . Analogamente, conseguimos mostrar que
∫

r é ideal de H∗.
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Definição 2.1.8. Seja H uma álgebra de Hopf de dimensão finita. Um elemento t ∈H é uma
integral à esquerda em H se para qualquer h ∈H tivermos que

ht = ϵ(h)t .

Definição 2.1.9. Seja H uma álgebra de Hopf de dimensão finita. Um elemento t ∈H é uma
integral à direita em H se para qualquer h ∈H tivermos que

th = ϵ(h)t .

Observação 2.1.10. Quando H possui dimensão finita temos que uma integral para H é o
mesmo que uma integral em H∗.

Exemplo 2.1.11. Seja H4 a álgebra de Sweedler. Temos que t1 = x +gx é integral à esquerda
de H4 e t2 = x –gx é integral à direita em H4. Veja que:

xt1 = x(x +gx) = x(x –xg) = x2 –x2g = 0 = ϵ(x) = ϵ(x)t1

gt1 = g(x +gx) = gx +g2x = gx +x = t1 = ϵ(g)t1

t2x = (x –gx)x = x2 –gx2 = 0 = ϵ(x) = ϵ(x)t2

t2g = (x –gx)g = (x +xg)g = xg +xg2 = xg +x = –gx +x = t2 = ϵ(g)t2.

Exemplo 2.1.12. Considere agora G um grupo finito, H =KG e t =
∑

g∈G
δg . Temos que essa

é uma integral à direita e à esquerda em H. De fato, tome h ∈G. Temos que:

δht = δh
∑
g∈G

δg =
∑
g∈G

δhδg =
∑
g∈G

δg,h = δh,h = 1K = ϵ(δh)t

tδh =

∑
g∈G

δg

δh =
∑
g∈G

δgδh =
∑
g∈G

δh,g = δh,h = 1K = ϵ(δh)t .

Definição 2.1.13. Sejam C uma coálgebra, C∗ sua álgebra dual e M um C∗-módulo à
esquerda. Considere ψM : C∗⊗M →M a sua estrutura de C∗-módulo. Defina

ρM : M → Hom(C∗,M)
m 7→ ρM (m) : C∗ → M

f∗ 7→ ρM (m)(f∗) =ψM (f∗⊗m).

Considere j a injeção canônica:

j : C → C∗∗

c 7→ j(c) : C∗ → K

f∗ 7→ j(c)(f∗) = f∗(c).

E considere o morfismo:

ϕM : M ⊗C∗∗ → Hom(C∗,M)
m⊗ f∗∗ 7→ ϕM : C∗ → M

f∗ 7→ ϕM (m⊗ f∗∗)(f∗) = f∗∗(f∗)m.
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Defina também o morfismo µM : M ⊗C → Hom(C∗,M) dado por µM = ϕM ◦ (idM ⊗ j). Temos
µM é injetora pois j e ϕM são injetoras. Portanto, dado f∗ ∈C∗, m ∈M e c ∈C, temos que

µM (m⊗c)(f∗) = (ϕM ◦ (idM ⊗ j))(m⊗c)(f∗)

=ϕM (m⊗ j(c))(f∗)

= j(c)(f∗)m

= f∗(c)m.

O C∗-módulo à esquerda M é dito ser racional se

ρM (M)⊂µM (M ⊗C).

Observação 2.1.14. Seja H uma biálgebra e considere H∗Rat a parte racional de H∗ como
módulo sobre H∗ pela ação regular a esquerda:

H∗Rat = {ϕ ∈H∗ : dim(H∗∗ϕ) <∞}.

Temos que H∗Rat é um H-comódulo à direita com ρ(ϕ) =ϕ0⊗ϕ1 tal que φ∗ϕ= (ϕ0)φ(ϕ1).

Agora, se H é uma álgebra de Hopf, considere a ação *: H ⊗H∗ →H∗ dada por

* (h⊗ϕ)(k ) = (h*ϕ)(k ) =ϕ(kh).

Temos que H∗ tem estrutura de H-módulo à esquerda com a ação acima. Também podemos
induzir uma estrutura de H-módulo à direita em H∗ com ação (: H∗⊗H →H∗ dada por

( (ϕ⊗h)(k ) = (S(h)*ϕ)(k ) =ϕ(kS(h)).

Proposição 2.1.15. Seja H uma álgebra de Hopf. Então (H∗Rat ,ρ,() é um H-Hopf módulo
à direita, ou seja, H∗Rat ∈MH

H .

Demonstração. Tome ϕ ∈H∗Rat , φ ∈H∗ e h,g ∈H. Temos que:

φ(ϕ1h2)(ϕ0 ( h1)(g) =φ(ϕ1h2)ϕ0(gS(h1))

= (h2 *φ)ϕ1ϕ0(gS(h1))

= ((h2 *φ)ϕ)(gS(h1))

= (h2 *φ)(gS(h1)1)ϕ((gS(h1))2)

= (h3 *φ)(g1S(h2))ϕ(g2S(h1))

=φ(g1S(h2)h3)ϕ(g2S(h1))

=φ(g1ϵ(h2))ϕ(g2S(h1))

=φ(g1)ϕ(g2S(h))

=φ(ϕ( h)(g).

Assim, ϕ( h ∈H∗Rat . Portanto, ρ(ϕ( h) =ϕ0 ( h1⊗ϕ1h2. ■
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Lema 2.1.16. Seja H uma álgebra de Hopf. Então temos que:(
H∗Rat

)CoH
=
∫

l
.

Demonstração. Tome φ ∈H∗ e h ∈H. Temos que:

ϕ ∈ (H∗Rat )CoH ⇔φ(1)ϕ(h) =φ(h1)ϕ(h2)

⇔φ((h)1) =φ(ϕ(h2)h1)

⇔ϕ(h)1 =ϕ(h2)h1

⇔ϕ ∈
∫

l
.

■

Teorema 2.1.17. Seja H uma álgebra de Hopf. Então

H∗Rat ∼=
∫

l
⊗H.

Demonstração. Considere o homomorfismo T :
∫

l ⊗H → H∗Rat dado por T (t ⊗h) = t ( h.
Segue do Teorema 1.6.14 que T é um isomorfismo. ■

Observação 2.1.18. Se H é uma álgebra de Hopf de dimensão finita então H∗ é racional.
De fato, temos que j : H → H∗∗ e f : H∗ ⊗H∗∗ → Hom(H∗,H∗) são isomorfismos. Assim,
µH∗(H∗⊗H) = Hom(H∗,H∗). Portanto, ρH∗(H∗)⊆µH∗(H∗⊗H).

Corolário 2.1.19. Seja H uma álgebra de Hopf de dimensão finita com antípoda S que
admite integral à esquerda. Então S é bijetora e dim(

∫
l ) = 1.

Demonstração. Como H é de dimensão finita, temos que H∗ = H∗Rat . Do teorema anterior,
temos que H∗ ∼=

∫
l ⊗H. Assim, dim(H∗) = dim(

∫
l ⊗H). Mas dim(H) = dim(H∗) e dim(

∫
l ⊗H) =

dim(
∫

l )dim(H). Portanto, dim(
∫

l ) = 1.

Vejamos agora que S é bijetora. Suponha que exista h ∈ ker(S) tal que h ̸= 0. Sabemos
que existe t ∈ ∫l não nula. Temos que T (t ⊗h) = t ( h = S(h)* t = 0* t = 0. Mas T é injetora.
Contradição. Portanto, segue que S é injetora. Como S : H → H e H é de dimensão finita,
segue que S é bijetora. ■

2.2 TEOREMA DE MASCHKE

Agora, temos as ferramentas necessárias para mostrar o Teorema de Maschke que
trás uma equivalência envolvendo separabilidade, semisimplicidade e integrais em uma
álgebra de Hopf. Antes, vejamos a seguinte situação que nos motiva para esse resultado:
Sejam G é um grupo finito com característica do corpo K não dividindo a ordem de G, M um
KG-módulo e N ⊆M um KG-submódulo. Então, tomando a projeção linear π : M →M tal que
π(M) = N e a transformação linear P : M → M dada por P(m) = 1

|G|
∑

g∈G
gT (g–1m), teremos
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que P = P ◦P, P|N = IdN e que P é um morfismo de KG-módulos. Assim N é somando direto
de M como KG-módulo, ou seja, KG é semisimples. Além disso, temos que t = 1

|G|
∑

g∈G
g é

uma integral (pelo exemplo 2.1.12) e ϵ(t) = 1. Por isto a motivação de utilizar a integral, com
ϵ(t) = 1, como substituição à soma sobre os elementos de G.

Definição 2.2.1. Seja A uma álgebra sobre um corpo K. Dizemos que A é separável se
existe algum elemento e ∈A⊗Aop tal que µ(e) = 1A e ae = ea para todo a ∈A. Este elemento
e é tal que e2 = e e é chamado de idempotente de separabilidade.

Observação 2.2.2. Uma álgebra semisimples pode ter um ou mais idempotentes de sepa-
rabilidade.

Definição 2.2.3. Uma álgebra A é dita ser semisimples caso todos os A-módulos não nulos
são semisimples. Veja mais no apêndice.

Teorema 2.2.4. (Teorema de Maschke) Seja H uma álgebra de Hopf de dimensão finita.
São equivalentes:

1. H é separável;

2. H é semisimples;

3. Existe t ∈ ∫l com ϵ(t) ̸= 0.

Demonstração. (1 ⇒ 2)

Suponha que H seja separável. Sejam HM um H-módulo e HN ≤ HM um sub H-
módulo. Considere a aplicação K-linear π : M →M tal que π2 =π, π(M) = N e π|N = idN . Tome
e = e1⊗e2 um idempotente de separabilidade. Defina P : M →N por

P(m) = e1π(e2m).

Temos que P|N = idN , veja:

P(n) = e1π(e2n)

= e1e2n

= n.

Além disso, P é morfismo de H-módulos:

P(hm) = e1π(e2(hm))

= e1π((e2h)m)

= he1π(e2m)

= hP(m).

Portanto, temos que M = N ⊕ker(P). Disso segue que H é semisimples.
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(2 ⇒ 3)

Suponha que H é semisimples. Como ker(ϵ) é um ideal de H e H é semisimples,
então existe um ideal I de H tal que H = I ⊕ker(ϵ). Veja que se t ∈ I então t é uma integral
à esquerda de H. De fato, como ker(ϵ) possui codimensão igual a 1, temos que dim(I) = 1.
Assim, I = Ht para algum t ∈H. Dado x ∈H temos que xt ∈ I. Como

xt = (x –ϵ(x))t +ϵ(x)t

e xt ∈ I, temos que x – ϵ(x)t ∈ ker(ϵ) e ϵ(x)t ∈ I. Ou seja, ϵ(x)t = xt . Assim, t ∈ ∫l . Além disso,
como I ∩ker(ϵ) = 0, temos que ϵ(t) ̸= 0.

(3 ⇒ 1)

Suponha agora que existe t ∈ ∫l tal que ϵ(t) ̸= 0. Considerando ϵ(t) = 1, temos que o
elemento e =

∑
t1 ⊗S(t2) é um idempotente de separabilidade de H. De fato, tome h ∈ H,

veja que:

he = h
∑

t1⊗S(t2)

=
∑

ht1⊗S(t2)

=
∑

h1t1⊗S(t2)S(h2)h3

=
∑

h1t1⊗S(h2t2)h3

=
∑

(id ⊗S)∆(h1t)(1⊗h2)

=
∑

(id ⊗S)∆(ϵ(h1)t)(1⊗h2)

=
∑

(id ⊗S)∆(t)(1⊗h)

=
∑

t1⊗S(t2)h

= eh.

Além disso,
µ(e) =µ(

∑
t1⊗S(t2) =

∑
t1S(t2) = ϵ(t) = 1.

Portanto, segue que H é separável. ■
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3 TEOREMA DE RADFORD E TEOREMA DE NICHOLS ZOELLER

Dentre muitos resultados sobre as álgebras de Hopf de dimensão finita, o Teorema
de Radford sobre a antípoda tem grande destaque. Veremos que a ordem da antípoda de
uma álgebra de Hopf de dimensão finita é finita.

Além disso, neste capítulo também veremos o Teorema de Nichols-Zoeller que é um
resultado mais geral do que o Teorema de Lagrange da teoria de grupos. Este teorema
mostra que toda álgebra de Hopf H de dimensão finita é um B-módulo livre para qualquer B
subálgebra de Hopf e também que a dimensão de B divide a dimensão de H.

3.1 TEOREMA DE RADFORD SOBRE A ANTÍPODA

Seja H uma álgebra de Hopf de dimensão finita sobre um corpo K.

Definição 3.1.1. Um elemento g ∈H é dito ser “group-like” se ∆(g) = g⊗g e ϵ(g) = 1. Denota-
mos por G(H) = {g ∈H | g é group-like}.

Observação 3.1.2. Se g ∈G(H) denotamos

Lg = {ϕ ∈H∗ |φ∗ϕ=φ(g)ϕ∀φ ∈H∗}

e
Rg = {ϕ ∈H∗ |ϕ∗φ=φ(g)ϕ∀φ ∈H∗}.

Temos que estes são ideais de H∗, L1 =
∫

l e R1 =
∫

r . Do mesmo modo, para η ∈ G(H∗),
denotamos

L̂η = {x ∈H | hx = η(h)x ∀h ∈H}

e
R̂η = {x ∈H | xh = η(h)x ∀h ∈H}.

Proposição 3.1.3. Se g ∈G(H) então Lg e Rg possuem dimensão 1 e existe um elemento
a ∈G(H) tal que Ra = L1. Dizemos que a é o elemento group-like descatado de H.

A demonstração da proposição acima pode ser encontrada na referência [1] (página
196).

Observação 3.1.4. Também para H∗ temos que L̂η e R̂η são ideais de H de dimensão 1 e
existe α ∈G(H∗) tal que R̂α = L̂ϵ.

Lema 3.1.5. Sejam η ∈G(H∗), g ∈G(H), ϕ,φ ∈H∗ e x ∈ L̂η tais que ϕ* x = g = x (φ. Então
ϕ ∈ Lg e φ ∈Rg .

Demonstração. Sejam η ∈ G(H∗), g ∈ G(H), ϕ,φ ∈ H∗ e x ∈ L̂η arbitrários. Suponha que
ϕ* x = g = x (φ. Tome T ,F ∈H∗, temos:

FTϕ(x) = FT (x1)ϕ(x2)
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= FT (x1ϕ(x2))

= (FT )(g)

= F (g)T (g)

= F (ϕ(x2)x1)T (g)

= (FT (g)ϕ)(x).

Assim,
(F (Tϕ–T (g)ϕ))(x) = 0,

(Tϕ–T (g)ϕ)(x (H∗) = 0.

Como L̂η( η= L̂ϵ e L̂ϵ(H∗ = H, temos que x (H∗ = H. Portanto,

Tϕ= T (g)ϕ.

Assim, ϕ ∈ Lg . Analogamente mostramos que φ ∈Rg . ■

Corolário 3.1.6. Sejam ϕ ∈H∗ e x ∈ L̂ϵ. Se ϕ* x = 1 então ϕ ∈ L1 e x (ϕ= a.

Demonstração. Sejam ϕ ∈H∗ e x ∈ L̂ϵ arbitrários. Suponha que ϕ* x = 1. Do lema anterior
temos que ϕ ∈ L1 = Ra. Agora tome f ∈H∗. Temos:

f (x (ϕ) = f (x2)ϕ(x1)

= (ϕf )(x)

= f (a)ϕ(x)

= f (ϕ(x)a).

Aplicando ϵ à igualdade obtemos: ∑
ϕ(x2)x1 = 1,

ou seja, ϕ(x) = 1. Logo, x (ϕ= a. ■

Lema 3.1.7. Sejam x ∈ L̂η, g ∈G(H) e ϕ ∈H∗. Se ϕ* x = g então

η(g)φ(1) =
∑

φ(x1)ϕ(gx2)

para todo φ ∈H∗.

Demonstração. Sejam x ∈ L̂η, g ∈ G(H) e ϕ ∈ H∗ arbitrários. Suponha que ϕ* x = g. Tome
φ ∈H∗ qualquer. Temos que:

η(g)φ(1) =
∑

η(g)φ1(g–1)φ2(g)

=φ1(g–1)φ2(ϕ(x2)x1η(g))

e, como η(g)x = gx ,

η(g)φ(1) =
∑

φ1(g–1)φ2(ϕ(gx2)gx1)

=
∑

φ(g–1gx1)ϕ(gx2)

=
∑

φ(x1)ϕ(gx2).

■
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Lema 3.1.8. Sejam g ∈G(H), η ∈G(H∗), x ∈ L̂η e ϕ ∈H∗. Se ϕ* x = g então

S(g–1(η* h)) = (ϕ( h)* x

para todo h ∈H.

Demonstração. Sejam g ∈ G(H), η ∈ G(H∗), x ∈ L̂η e ϕ ∈ H∗ arbitrários. Suponha que ϕ*

x = g. Tome h ∈H e φ ∈H∗. Temos que:

φ(S(g–1(η* h))) =
∑

φ(S(g–1h1)g)η(h2)

=
∑

η(g)φ(S(h1)g)η(g–1h2)

= η(g)((φS)η)(g–1h)

Usando a propriedade da counidade para φ temos que φ =
∑
φ1ϵ(φ2). Como ϕ* x = g e

φ2 ∈H∗, aplicando o lema anterior, temos que η(g)φ2(1) =
∑
φ2(x1)ϕ(gx2). Assim,

=
∑

((φ1S)η)(g–1h)η(g)φ2(1)

=
∑

((φ1S)η)(g–1h)φ2(ϕ(gx2)x1)

=
∑

(φ1S)(g–1h1)η(g–1h2)φ2(ϕ(gx2)x1)

e, como η(g–1h2x) = g–1h2x ,

=
∑

φ1(S(h1)g)φ2(ϕ(gg–1h3x2)g–1h2x1)

=
∑

φ(S(h1)gg–1h2x1ϕ(h3x2))

=
∑

φ(x1ϕ(hx2))

=φ((ϕ( h)* x)

Do exposto, segue o desejado. ■

Observação 3.1.9. Usando o lema anterior, podemos obter para qualquer h ∈H as seguintes
fórmulas:

1. Se x ∈ L̂η e ϕ* x = g então

S(g–1(η* h)) = (ϕ( h)* x .

2. Se x ∈ R̂η e ϕ* x = g então

S–1((η* h)g–1) = (h*ϕ)* x .

3. Se x ∈ R̂η e x (ϕ= g então

S((h( η)g–1 = x ( (ϕ( h).

4. Se x ∈ L̂η e x (ϕ= g então

S–1(g–1(h( η)) = x ( (ϕ( h).
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5. Se x ∈ L̂ϵ e ϕ* x = 1 então
S(h) = (ϕ( h)* x .

6. Se x ∈ R̂α = Lϵ e ϕ* x = 1 então

S–1(α* h) = (h*ϕ)* x .

7. Se x ∈ R̂α = Lϵ e x (ϕ= a então

S((h(α)a–1) = x ( (h*ϕ).

8. Se x ∈ L̂ϵ e x (ϕ= g então

S–1(g–1h) = x ( (ϕ( h).

Teorema 3.1.10. Sejam H uma álgebra de Hopf de dimensão finita e h ∈H então:

S4(h) = a–1(α* h(α–1)a.

Demonstração. Seja h ∈ H arbitrário. Tome x ∈ R̂α = L̂ϵ e ϕ ∈ H∗ tais que ϕ* x = 1. Pelo
corolário 3.1.6 temos que ϕ ∈ L1 e x (ϕ= a. Usando os itens 5 e 6 da observação anterior,
otemos:

(S4(h)*ϕ)* x = S–1(α*S4(h)) (6)

= S–1(S4(α* h))

= S(S2(α* h))

= (ϕ(S2(α* h))* x (5).

Considere a transformação linear T : H∗ →H dada por T (ϕ) =ϕ* x . Temos que T é bijetora.
Assim,

S4(h)*ϕ=ϕ(S2(α* h).

Por outro lado, usando os itens 7 e 8 da observação anterior temos:

x ( (ϕ(S2(α* h)) = S–1(a–1S2(α* h)) (8)

= S–1(S2(a–1(α* h)))

= S(a–1(α* h))

= S(a–1(α* h)aa–1)

= x ( ((a–1(α* h(α–1)a)*ϕ) (7).

Considere a transformação linear T ′ : H∗ → H dada por T ′(ϕ) = x ( ϕ. Temos que T ′ é
bijetora. Assim,

ϕ(S2(α* h) = (a–1(α* h(α–1)a)*ϕ.

Portanto,
S4(h)*ϕ= (a–1(α* h(α–1)a)*ϕ.



3.2. TEOREMA DE NICHOLS-ZOELLER 65

Considere a transformação linear T ′′ : H → H∗ dada por T ′′(h) = h * ϕ. Temos que T ′′ é
bijetora. Logo, temos o desejado:

S4(h) = a–1(α* h(α–1)a.

■

Teorema 3.1.11. (Radford) A antípoda S de H possui ordem finita.

Demonstração. Fazendo uma indução sobre n na fórmula do teorema anterior temos que

S4n(h) = a–n(αn * h(α–n)an.

De fato, o teorema anterior nos garante que é válido para n = 1. Agora suponha válido para
n, veja que:

S4(n+1)(h) = S4(S4n(h))

= a–1(α*S4n(h)(α–1)a

= a–1α* (a–n(αn * h(α–n)an)(α–1)a

= a–1((α*α–n)(αn+1 * h(α–n)(α* an)(α–1)a

= a–1((α* a–n)(α–1)(αn+1 * h(α–(n+1))(α* an (α–1))a

= a–1(α(a–n)α–1(an)a–n(αn+1 * h(α–(n+1))α(an)α–1(an)an)a

= a–(n+1)(αn+1 * h(α–(n+1))an+1.

Como G(H) e G(H∗) são grupos finitos, existe p ∈N tal que ap = 1 e αp = ϵ. Portanto, segue
que S4p = Id . ■

3.2 TEOREMA DE NICHOLS-ZOELLER

Sejam H uma álgebra de Hopf de dimensão finita sobre um corpo K e B uma subál-
gebra de Hopf de H. Sejam M,N H-módulos à esquerda. Então M ⊗N possui estrutura de
H-módulo à esquerda dada por h(x⊗y ) =

∑
h1x⊗h2y para todos x ∈M, y ∈N e h ∈H. Temos

que se restringirmos os escalares em B, M ⊗N também é um B-módulo à esquerda.

Proposição 3.2.1. Seja M ∈ H
BM um B-módulo. Então H ⊗M ∼= M(dimH) como B-módulos.

Demonstração. Seja M ∈ H
BM um B-módulo arbitrário. Considere U = H ⊗M com a estrutura

de B-módulo citada acima. E considere V = H ⊗M com a estrutura de B-módulo dada por
b(h⊗m) = h⊗bm para todos b ∈B, h ∈H e m ∈M. Veja que B atua apenas na segunda posição
do tensor, assim temos que V ∼= M(dimH). Agora, vamos mostrar que U ∼= V como B-módulos.

Defina f : V →U e g : U →V dadas por:

f (h⊗m) =
∑

m(–1)h⊗m0

g(h⊗m) =
∑

S–1(m(–1))h⊗m0.
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Veja que:

fg(h⊗m) = f (
∑

S–1(m(–1))h⊗m0)

=
∑

m0(–1)(S
–1(m(–1)h)⊗m00

=
∑

m(–1)S
–1(m(–2))h⊗m0

=
∑

ϵ(m(–1))h⊗m0

= h⊗
∑

ϵ(m(–1))m0

= h⊗m

e

gf (h⊗m) =
∑

g(m(–1)h⊗m0)

=
∑

S–1(m0(–1))m(–1)h⊗m00

=
∑

S(–1)(m(–1))m(–2)h⊗m0

=
∑

ϵ(m(–1))h⊗m0

=
∑

h⊗ϵ(m(–1))m0

= h⊗
∑

ϵ(m(–1))m0

= h⊗m.

Além disso, f é morfismo de B-módulos:

f (b(h⊗m)) = f (h⊗bm)

=
∑

(bm)(–1)h⊗ (bm)0

=
∑

b1m(–1)h⊗b2m0

=
∑

b(m(–1)h⊗m0)

= b
∑

m(–1)h⊗m0

= bf (h⊗m).

Portanto, segue o desejado. ■

Proposição 3.2.2. Seja W um B-módulo à esquerda. Então B⊗W ∼= W ⊗B ∼= B(dimW ) como
B-módulos.

Demonstração. Seja W um B-módulo à esquerda arbitrário. Vejamos que B⊗W é um B-
Hopf módulo à esquerda. Temos a estrutura de B-módulo dada por

h(b⊗w) =
∑

h1b⊗h2w

e estrutura de B-comódulo dada por

ρ(b⊗w) =
∑

b1⊗b2⊗w .
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Além disso,

ρ(h(b⊗w)) = ρ(h1b⊗h2w

= (h1b)1⊗ (h1b)2⊗h2w

= h11b1⊗h12b2⊗h2w

= h1b1⊗h2b2⊗h3w

= h1b1⊗h21b2⊗h22w

= h1b1⊗h2(b2⊗w)

= h1(b⊗w)(–1)⊗h2(b⊗w)0.

Vejamos agora que (B⊗W )CoH = 1⊗W ∼= W . Temos que:

(B⊗W )CoH = {
∑

bi ⊗wi ∈B⊗W | ρ(
∑

bi ⊗wi ) = 1⊗
∑

bi ⊗wi }

e ∑
(bi )1⊗ (bi )2⊗wi = ρ(

∑
bi ⊗wi ) = 1⊗

∑
bi ⊗wi .

Podemos, sem perda de generalidade, tomar {wi } LI. Considere w∗
i o seu respectivo conjunto

dual. Temos que:

(I ⊗ I ⊗w∗
i )
∑

(bi )1⊗ (bi )2⊗wi = (I ⊗ I ⊗w∗
i )ρ(

∑
bi ⊗wi ) = 1⊗

∑
bi ⊗wi

(bi )1⊗ (bi )2 = 1⊗ (bi )

(I ⊗ϵ)(bi )1⊗ (bi )2 = (I ⊗ϵ)1⊗ (bi )

(bi )1⊗ϵ((bi )2) = 1⊗ϵ(bi )

bi = 1ϵ(bi ).

Portanto, ∑
bi ⊗wi =

∑
1ϵ(bi )⊗wi = 1⊗

∑
ϵ(bi )wi .

Pelo teorema 1.6.14 segue que

B⊗W ∼= (B⊗W )CoH ⊗B ∼= W ⊗B ∼= B(dimW ).

Considere agora Bcop com a multiplicação de B e a comultiplicação dada por ∆(c) =
∑

c1⊗
c2 =

∑
c2⊗c1. Veja que W é um Bcop-módulo à esquerda. Assim, segue que

Bcop ⊗W ∼= (Bcop)(dimW )

como Bcop-módulos à esquerda.

Temos a seguinte estrutura de Bcop-módulo à esquerda em Bcop ⊗W :

b(c⊗w) =
∑

b1c⊗b2w =
∑

b2c⊗b1w .

Lembre que B = Bcop como álgebras. Assim, Bcop⊗W ∼= W ⊗B como B-módulos à esquerda.
Portanto, segue o desejado:

B⊗W ∼= W ⊗B ∼= B(dimW ).

■
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Lema 3.2.3. Sejam A uma álgebra sobre um corpo K e M um A-módulo à esquerda. Então
M é A-fiel se, e somente se, A é imerso em Mn como A-módulo à esquerda para algum
n ∈Z+.

Demonstração. Sejam A uma álgebra sobre um corpo K e M um A-módulo à esquerda
arbitrários. Suponha que A é imerso em Mn como A-módulo à esquerda para algum n ∈Z+.
Então temos que

annA(M) = annA(Mn)⊆ annA(A) = 0.

Ou seja, M é A-fiel. Agora suponha que M é A-fiel. Tome {mi }n1 base para M. Considere o
morfismo de A-módulos f : A→Mn dado por f (a) = (am1 · · ·amn). Temos que

ker (f ) =∩annA(mi ) = annA(M) = 0.

Portanto, f é injetora. Ou seja, A é imerso em Mn como A-módulos à esquerda. ■

Corolário 3.2.4. Sejam A uma álgebra sobre um corpo K que é um A-módulo injetivo à
esquerda, P1, ...,Pt os isomorfismos de A-módulos à esquerda indecomponíveis principais
e M um A-módulo à esquerda finitamente gerado. Então M é A-fiel se, e somente se, cada
Pi é isomorfo a um somando direto do A-módulo M.

Demonstração. Sejam A uma álgebra sobre um corpo K que é injetiva como A-módulo à
esquerda, P1, ...,Pt os isomorfismos de A-módulos à esquerda indecomponíveis principais
e M um A-módulo à esquerda finitamente gerado. Suponha que M é A-fiel.

Pelo lema anterior, A é imerso em Mn para algum n ∈ Z+. Como A é injetivo como
A-módulo, temos que Mn ∼= A⊕X para algum A-módulo X . Fazendo a decomposição em
soma direta de indecomponíveis de Mn e A⊕X , o teorema A.0.10 garante que M contém
um somando direto que é isomorfo a Pi para cada i ∈ {1, ..., t}.

Agora, se cada Pi é isomorfo a um somando direto do A-módulo M, temos que A será
imerso em M t e, pelo lema anterior, M é A-fiel. ■

Proposição 3.2.5. Sejam A uma álgebra de dimensão finita sobre um corpo K que é injetiva
como A-módulo à esquerda e W um A-módulo finitamente gerado. Então existe r ∈Z tal que
W r = F ⊕E para algum A-módulo livre F e E um A-módulo que não é A-fiel.

Demonstração. Sejam A uma álgebra de dimensão finita sobre um corpo K que é injetiva
como A-módulo à esquerda e W um A-módulo finitamente gerado arbitrários. Se W não é
A-fiel escolha r = 1, F = 0 e E = W . Assim, temos o desejado. Agora se W é A-fiel considere
Pn1

1 , ...,Pnt
t tais que A∼= Pn1

1 ⊕·· ·⊕Pnt
t . Pelo corolário anterior temos que

W ∼= Pm1
1 ⊕Pmt

t ⊕Q

para algum A-módulo Q e m1, ...,mt > 0 tal que nenhum somando direto de Q é isomorfo a
Pi ∀i . Tome r = mmc(n1, ...,nt ). Temos que:

W r ∼= Prm1
1 ⊕·· ·⊕Prmt

t ⊕Qr .
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Agora, tome α= min
(

rm1
n1

, ..., rmt
nt

)
. Se α= rmi

ni
então

W r ∼= Aα⊕P1(rm1 –αn1)⊕·· ·⊕P(rmi–αni )
i ⊕Qr .

Veja que Aα é livre e P1(rm1 –αn1)⊕·· ·⊕P(rmi–αni )
i ⊕Qr não é A-fiel visto que rmi –αni = 0

e, assim, não possui somando direto isomorfo a Pi . Definindo F = Aα e E = P1(rm1 –αn1)⊕
·· ·⊕P(rmi–αni )

i ⊕Qr obtemos o desejado. ■

Proposição 3.2.6. Seja W um B-módulo à esquerda finitamente gerado. Se W r é um
B-módulo livre para algum inteiro r então W é um B-módulo livre.

Demonstração. Seja W um B-módulo à esquerda finitamente gerado arbitrário. Tome B =
B1⊕·· ·⊕Bn uma decomposição de B em B-módulos à esquerda indecomponíveis.

Seja t ∈B uma integral à esquerda não nula. Digamos que t = t1 + · · ·+ tn com ti ∈Bi ∀i .
Temos que para qualquer b ∈B

bt1 + · · ·+btn = bt = ϵ(b)t = ϵ(b)t1 + · · ·+ϵ(b)tn.

Assim, t1, ..., tn são integrais à esquerda de B. Como o espaço das integrais possui dimensão
igual a 1, existe um j tal que t = tj e ti = 0 para todo i ̸= j . Portanto, Bj não é isomorfo a nenhum
Bi .

Tome P1 = Bj ,P2, ...,Ps os tipos de isomorfismos de B-módulos indecomponíveis
principais. Seja B ∼= Pn1

1 ⊕·· ·⊕Pns
s a decomposição de B. Temos que n1 = 1. Como W r é um

B-módulo livre, temos que W r ∼= Bp para algum inteiro p. Assim,

W r ∼= Bp ∼= Ppn1
1 ⊕·· ·⊕Ppns

s .

Pelo teorema A.0.10, temos que

W ∼= Pm1
1 ⊕·· ·⊕Pms

s

para alguns mi . Ou seja,
W r ∼= Prm1

1 ⊕·· ·⊕Prms
s .

Portanto, temos que pni = rmi ∀i . Como n1 = 1, temos que p = rm1. Logo, pni = rm1ni = rmi ,
ou seja, mi = m1ni .

Do exposto segue que W ∼= Bm
1 . Assim, temos o desejado. ■

Proposição 3.2.7. Seja W um B-módulo à esquerda finitamente gerado. Se existe L um
B-módulo B-fiel tal que L⊗W ∼= W (dimL) como B-módulos então W é um B-módulo livre.

Demonstração. Note que B é injetivo como B-módulo à esquerda. Assim, pela proposição
3.2.5 temos que W r ∼= F ⊕E para algum r ∈Z+, F B-módulo livre e E B-módulo não B-fiel.
Pela proposição anterior temos

L⊗W r ∼= (L⊗)r ∼= (W (dimL))r ∼= (W r )(dimL).
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Assim, podemos substituir W r por W e assumir W ∼= F ⊕E .

Similarmente existe s ∈Z+ tal que Ls ∼= F ′⊕E ′ com F ′ B-módulo livre e E ′ B-módulo
não B-fiel. Como L é um B-módulo fiel, Lstambémé.Assim,F’̸= 0. Veja que

Ls ⊗W ∼= (L⊗W )s ∼= (W (dimL))s ∼= W (dimLs).

Assim, podemos substituir Ls por L e assumir L∼= F ′⊕E ′.

Seja t = dimL. Como L⊗W ∼= W t , temos que

F t ⊕E t ∼= W t ∼= L⊗W ∼= L⊗F ⊕L⊗E .

Como F é livre existe q ∈Z+ tal que F ∼= Bq. Assim, segue que

L⊗F ∼= L⊗Bq ∼= (L⊗B)q.

Pela proposição 3.2.2 temos que

(L⊗B)q ∼= (B(dimL))q ∼= Btq ∼= F t .

Assim, L⊗F ∼= F t . Pelo teorema A.0.10 temos que E t ∼= L⊗E . Suponha que E ̸= 0. Então

E t ∼= L⊗E ∼= (F ′⊗E)⊕ (E ′⊗E).

Pela proposição 3.2.2 segue que

F ′⊗E ∼= Br ⊗E ∼= (B⊗E)r ∼= B(dimEr ).

Portanto, F ′⊗E é livre e não nulo. Ou seja, F ′⊗E é B-fiel. Do exposto, vemos que E t também
é B-fiel. Contradição. Logo E = 0.

Como W ∼= F ⊕E e E = 0, obtemos que W é livre. ■

Lema 3.2.8. Se todo módulo em H
BM de dimensão finita é livre como B-módulo à esquerda,

então dado M ∈ H
BM temos que M é livre como B-módulo.

Demonstração. Seja M ∈ H
BM arbitrário. Suponha que todo N ∈ H

BM de dimensão finita é
livre como B-módulo à esquerda. Seja N um H-submódulo de M não nulo. Então temos que
BN é um subobjeto de dimensão finita de M na categoria H

BM.

Agora, defina o conjunto F de todos subconjuntos X não vazios de M tal que BX
é um subobjeto de M na categoria H

BM e BX é um B-módulo livre com base X . Veja que
BN ∈F. Logo, F é não vazio.

Considere em F a ordem dada pela inclusão. Temos que se (Xi )i∈I é um subconjunto
totalmente ordenado de F então X =∪Xi é base do B-módulo BX e BX =

∑
BXi é um subob-

jeto de M na categoria H
BM. Ou seja, X ∈F.
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Pelo Lema de Zorn existe um elemento maximal Y ∈F. Suponha que BY ̸= M. Então
M

BY é um objeto não nulo de H
BM. Assim, M

BY contém um subobjeto S
BY tal que BY ⊆S ⊆M e

S ∈ H
BM.

Seja Z base de S
BY e Y ′ ⊆S tal que π(Y ′) = Z em que π : S → S

BY é a projeção. Então
S é um B-módulo livre com base Y ∪Y ′. Assim, Y ∪Y ′ ∈F. Contradição pois Y é elemento
maximal. Logo, BY = M.

Do exposto segue que M é um B-módulo livre com base Y . ■

Teorema 3.2.9. (Teorema de Nichols-Zoeller) Seja H uma álgebra de Hopf de dimensão
finita sobre um corpo K e B uma subálgebra de Hopf. Então todo M ∈ H

BM é um B-módulo
livre. Em particular, H é um B-módulo livre e, portanto, dimB divide dimH.

Demonstração. Seja M ∈ H
BM arbitrário. Se M possui dimensão finita, o lema anterior nos

garante o desejado. Caso contrário, como H é finitamente gerado e B-fiel como B-módulo à
esquerda, pela proposição 3.2.1 temos que H ⊗M ∼= M(dimH) como B-módulos. Pela propo-
sição 3.2.7 temos que M é B-módulo livre.

Tomando M = H obtemos que H é B-módulo livre e dimB divide dimH. ■

3.3 APÊNDICE

Definição 3.3.1. (Módulo Simples) Sejam A uma álgebra sobre K e M um A-módulo à
esquerda. Então M diz-se um módulo simples ou irredutível se M ̸= {0} e os únicos A-
submódulos de M são os triviais, ou seja, {0} e M.

Definição 3.3.2. (Módulo Semisimples) Sejam A uma álgebra sobre K e M um A-módulo
à esquerda. Então M diz-se um módulo semissimples ou completamente redutível se todo
submódulo N de M é um somando direto de M, ou seja, M = N ⊕N ′ para algum N ′ A-
submódulo de M.

Definição 3.3.3. (Álgebra Semisimples) Uma K-álgebra A é dita ser semisimples se todos
os A-módulos não nulos são semisimples.

Definição 3.3.4. (Módulo Livre) Sejam A uma álgebra sobre K e M um A-módulo à esquerda.
Dizemos que M é um módulo livre se possui uma base. Ou seja, se existe uma família de
elementos linearmente independentes {xi } tal que M = span{xi }.

Definição 3.3.5. (Anulador) Sejam A uma álgebra sobre K, M um A-módulo e N um submó-
dulo de M. Dizemos que o conjunto

annA(N) = {a ∈A | an = 0∀n ∈N}

é o anulador de N.
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Definição 3.3.6. (Módulo Fiel) Sejam A uma álgebra sobre K e M um A-módulo. Dizemos
que M é A-fiel se annA(M) = 0.

Definição 3.3.7. (Módulo Injetivo) Sejam A uma álgebra sobre K e M,N dois A-módulos
à esquerda. Um R-módulo U diz ser injetivo se para qualquer monomorfismo f : M → N e
qualquer morfismo g : M →U existir um morfismo h : N →U tal que h ◦ f = g.

Definição 3.3.8. (Comprimento Finito) Sejam A uma álgebra sobre K, M um A-módulo à
esquerda e

0 = Mr ⊆Mr–1 ⊆ ·· · ⊆M0 = M

uma sequência finita S de submódulos de M. Um refinamento S′ para S é uma sequência
finita de submódulos

0 = Ns ⊆Ns–1 ⊆ ·· · ⊆N0 = N

tal que para todo i ∈ {1, ...,r } existe j ∈ {1, ...,s} tal que Mi = Nj.

Dizemos ainda que S′ é um refinamento próprio de S se existir algum k tal que
Nk ̸= Mi para qualquer i ∈ {1, ...,r }. Além disso, quando M não admite refinamento próprio
dizemos que M possui comprimento finito.

Definição 3.3.9. (Módulo Indecomponível) Seja A uma álgebra sobre K. Um A-módulo M é
dito ser indecomponível se M ̸= 0 e não existirem A-submódulos não triviais N1,N2 tais que
M = N1⊕N2.

Teorema 3.3.10. (Teorema de Krull-Schmidt) Todo módulo M de comprimento finito tem
uma decomposição em soma direta de submódulos

M = M1⊕·· ·⊕Mr

onde, para cada i ∈ {1, ...,r }, Mi é indecomponível. Além disso, esta decomposição é única a
menos de isomorfismo.

A demonstração do teorema acima pode ser encontrada na referência [8].
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APÊNDICE A – DEFINIÇÕES AUXILIARES

Definição A.0.1. (Módulo Simples) Sejam A uma álgebra sobre K e M um A-módulo à
esquerda. Então M diz-se um módulo simples ou irredutível se M ̸= {0} e os únicos A-
submódulos de M são os triviais, ou seja, {0} e M.

Definição A.0.2. (Módulo Semisimples) Sejam A uma álgebra sobre K e M um A-módulo
à esquerda. Então M diz-se um módulo semissimples ou completamente redutível se todo
submódulo N de M é um somando direto de M, ou seja, M = N ⊕N ′ para algum N ′ A-
submódulo de M.

Definição A.0.3. (Álgebra Semisimples) Uma K-álgebra A é dita ser semisimples se todos
os A-módulos não nulos são semisimples.

Definição A.0.4. (Módulo Livre) Sejam A uma álgebra sobreK e M um A-módulo à esquerda.
Dizemos que M é um módulo livre se possui uma base. Ou seja, se existe uma família de
elementos linearmente independentes {xi } tal que M = span{xi }.

Definição A.0.5. (Anulador) Sejam A uma álgebra sobre K, M um A-módulo e N um sub-
módulo de M. Dizemos que o conjunto

annA(N) = {a ∈A | an = 0∀n ∈N}

é o anulador de N.

Definição A.0.6. (Módulo Fiel) Sejam A uma álgebra sobre K e M um A-módulo. Dizemos
que M é A-fiel se annA(M) = 0.

Definição A.0.7. (Módulo Injetivo) Sejam A uma álgebra sobre K e M,N dois A-módulos
à esquerda. Um R-módulo U diz ser injetivo se para qualquer monomorfismo f : M → N e
qualquer morfismo g : M →U existir um morfismo h : N →U tal que h ◦ f = g.

Definição A.0.8. (Comprimento Finito) Sejam A uma álgebra sobre K, M um A-módulo à
esquerda e

0 = Mr ⊆Mr–1 ⊆ ·· · ⊆M0 = M

uma sequência finita S de submódulos de M. Um refinamento S′ para S é uma sequência
finita de submódulos

0 = Ns ⊆Ns–1 ⊆ ·· · ⊆N0 = N

tal que para todo i ∈ {1, ...,r } existe j ∈ {1, ...,s} tal que Mi = Nj.

Dizemos ainda que S′ é um refinamento próprio de S se existir algum k tal que
Nk ̸= Mi para qualquer i ∈ {1, ...,r }. Além disso, quando M não admite refinamento próprio
dizemos que M possui comprimento finito.

Definição A.0.9. (Módulo Indecomponível) Seja A uma álgebra sobre K. Um A-módulo M é
dito ser indecomponível se M ̸= 0 e não existirem A-submódulos não triviais N1,N2 tais que
M = N1⊕N2.
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Teorema A.0.10. (Teorema de Krull-Schmidt) Todo módulo M de comprimento finito tem
uma decomposição em soma direta de submódulos

M = M1⊕·· ·⊕Mr

onde, para cada i ∈ {1, ...,r }, Mi é indecomponível. Além disso, esta decomposição é única a
menos de isomorfismo.

A demonstração do teorema acima pode ser encontrada na referência [8].
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