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RESUMO

Neste trabalho veremos os conceitos iniciais relativos as algebras de Hopf para, assim,
seguirmos com foco nas algebras de dimenséo finita. Os principais resultados que estao

nesse estudo sdo o Teorema de Maschke, o Teorema de Radford sobre a antipoda e o
Teorema de Nichols-Zoeller.

Palavras-chave: Algebras de Hopf. Teorema de Maschke. Teorema de Radford. Teorema
de Nichols-Zoeller.






ABSTRACT

In this work we will look at the initial concepts concerning Hopf algebras and then move on to
focus on finite dimensional algebras. The main results in this study are Maschke’s Theorem,
Radford’s Theorem and Nichols-Zoeller's Theorem.

Keywords: Hopf algebras. Maschke’s theorem. Radford’s Theorem. Nichols-Zoeller Theo-
rem.
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INTRODUCAO

O primeiro exemplo de uma estrutura de Algebra de Hopf foi observado pelo mate-
matico alemao Heinz Hopf no ano de 1941 em um estudo na area da topologia algébrica.
Entretanto, a primeira definicao formal de algebra de Hopf foi feita pelo matematico francés
Pierre Cartier em 1956. Ainda utilizando o nome de Hiperalgebra, Cartier se inspirou no tra-
balho de Jean Dieudonné sobre Grupos-Algébricos. Existem entdo duas linhagens distintas,
uma da teoria da Grupos e outra da Topologia Algébrica. Porém, a definicao dada por Cartier
ndo é exatamente a que temos hoje. O nome Algebra de Hopf foi dado pelo matematico
Armand Borel em homenagem ao trabalho de Heinz Hopf.

Apesar dessa estrutura aparecer inicialmente nessas areas, as Algebras de Hopf
estao presentes em diversos campos da matematica como teoria dos Numeros, Geometria
Algébrica, teoria de Lie, teoria de Galois, teoria de Representades, entre outros.

Ao longo dos anos, classificar algebras de Hopf se tornou um objeto de estudo para
diversos matematicos. E, quando nos voltamos para as algebras de Hopf de dimensao finita,
este estudo se dividiu em algebras semissimples e ndo-semisimples.

Neste trabalho ndo abordaremos os aspectos da classificagdo, mas veremos concei-
tos que contribuem para ela. Além dos conceitos iniciais para estudarmos as algebras de
Hopf veremos as integrais e resultados envolvendo esse assunto. A ordem da antipoda S
de uma algebra de Hopf também foi tema dos estudos de muitos matematicos e na década
de 70 Radford [2] foi quem encontrou uma férmula para S%, o que trouxe consequéncias
interessantes.

Como as algebras de Hopf estdo desde o inicio ligadas a teoria de Grupos, é natural
que tenhamos resultados semelhantes com os que observamos para grupos. E o caso do
Teorema de Nichols-Zoeller [3]. Que, a grosso modo, é uma versao do Teorema de Lagrange
para algebras de Hopf.

No primeiro capitulo veremos 0s conceitos necessarios para que possamos definir
uma algebra de Hopf. Em cada tépico deste capitulo veremos exemplos e resultados impor-
tantes que irdo nos auxiliar ao longo do trabalho.

No segundo capitulo vamos comegcar a nos interessar mais pelas algebras de Hopf de
dimensao finita. Inicialmente vamos definir integrais em uma algebra de Hopf, dar exemplos
e demonstrar proposicoes Uteis para entdo seguirmos para a prova do Teorema de Maschke.

O teorema de Maschke nos trds a seguinte equivaléncia para um algebra de Hopf H
de dimensé&o finita:
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1. H é separavel.
2. H é semisimples.
3. Existe te [, com e(t) #0.

E demonstrar esse resultado € o objetivo do nosso segundo capitulo.

Para o terceiro e ultimo capitulo, escolhemos dois resultados essenciais das algebras
de Hopf com dimensao finita: o Teorema de Radford sobre a antipoda e o Teorema de
Nichols-Zoeller. O Teorema de Ratford sobre a antipoda nos da um importante resultado de
que a ordem da antipoda de uma algebra de Hopf de dimensao finita é finita. Ja o teorema
de Nichols-Zoeller é um teorema que envolve moédulos. Sendo H uma algebra de Hopf de
dimensao finita e B uma subalgebra de Hopf este teorema nos diz que H é um B-mddulo
livre.
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1 CONCEITOS INICIAIS

Neste capitulo, veremos defini¢cdes e resultados iniciais que fornecerao uma base
para a teoria que queremos desenvolver neste trabalho. Em todos os capitulos considere Kk
um corpo.

1.1 ALGEBRAS

Antes de definirmos o que é uma Codlgebra, precisamos saber o que é uma Algebra.
Vamos trazer entéo a definicio de Algebra via diagramas para visualizarmos a definicéo de
Codlgebra com mais clareza.

Definicdo 1.1.1. (Algebra) Uma Algebra sobre K ou uma K-dgelbra é uma tripla (A, u,1)
em que A é um K-espaco vetorial, u:A®A— A en:K — A sdo morfismos de K-espagos
vetoriais tais que os diagramas abaixo comutam:

Ao Ao A" As A Ao A
n%’ %’7
ida®u M Ko A 1% A K
& /
AoA— A A

em que

ra; AeK — A i A — AsK

asl — Aa a — aelg
la: KeA — A ;11 A — KeA
Aea — Aa a — 1kea

sdo os isomorfismos candnicos.
O morfismo u é chamado de multiplicagdo e o morfismo n de unidade da algebra.

Definicao 1.1.2. Sejam A, B duas algebras sobre K. Um morfismo de algebras de A em B é
uma transformacéo K-linear f : A— B tal que os diagramas abaixo comutam.

As A% BB A f B
uAl Lus ;A\ A
A— B K

Veja que a comutatividade dos diagramas acima significa que para quaisquer a,be A
temos que f(a-b)=f(a)-f(b) e f(14)=1pg. De fato, como fous=pupge(f®f) temos que:

f(a-b)=f(ua(ae b))
=(fopa)(a®b)
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=(uge(fef))(aeb)
= ug(f(a) ® (b))
= f(a)- f(b).
Além disso, como fona=npg, na(1k) =14 € ng(1k) =15, temos:
f(14)=f(na(1k))
=(fona)(1x)
=ng(1Kk)
=1g.
Definicao 1.1.3. Seja f: A— B um morfismo de algebras. Definimos o nucleo de f como o
subconjunto de A denotado por ker(f) e dado por ker(f)={ac A:f(a)=0pg}.

Agora vejamos alguns exemplos e resultados interessantes.

Exemplo 1.1.4. (Algebra Tensorial) Sejam V um K-espaco vetorial. Considerando os se-
guintes espacgos

TO0(V) =K
TH(V)=V
T2(V)=VeV

T"V)=VeVe- -0V
Thvezes
Definimos a &lgebra tensorial T(V) como
TWV)=T1"(V)
n=0
=KeVeo(VeV)e---ao(VeVe---0aV)s---

Definimos também 11y =1k e, dados x € T(V)eye TM(V):

X-Yy=(X1®Xp®---®Xp)- (Y1 ®Yo®---® Ym)

=X{®Xp® - @Xn® Y1 ®Yo®---®Yme TTH(V).

Exemplo 1.1.5. (Algebra de matrizes) Considere Mn(KK) o K-espaco vetorial das matrizes
de ordem n com entradas em K. Denote por Ej; a matriz em Mp(KK) que tem 1 na entrada jj
e 0 em todas as outras. Temos que Mp(K) =span{Ejl|i,j€{1,...,n}}. Dados Ej;, Ex; em Mp(K)
defina o seguinte produto:

Ejj-Exi=06; kEj,

1,sei=j . ,
onde §; ;= { / é o delta de Kronecker. E defina a unidade
0, se i #j

n
) = Y Ei

i=1
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Veja que:
Ejk - 1M, /kZE//—Z5k1 =0k kEjk = Ejk-
Temos que Mp(KK) com o produto e a unldade deflnldos acima é uma algebra sobre K.

Exemplo 1.1.6. Sejam A, B duas algebras sobre K. Temos que A® B também possui estru-
tura de K-algebra com a multiplicagcdo dada por

tAsB= (1A ®pp)(id®o ®id)

em que o : Bo® A— A® B é simplesmente a permutacao (flip) e com a unidade dada por
1ae8=14®1g. Dados ay,a> € A e by, bs € B, vejamos como fica a multiplicacdo em A B:

LasB((a1 ®by) @ (az® b)) =(ua® up)(ideo®id)((a; @ by)®(az @ b))
(ua®up)(id(a)® o(by ® ap) ® id(bo))
(Ha®pup)(ai®ax® by @ bo)

ra(ar @ az) @ ug(by @ by).

Agora nosso objetivo € trazer alguns resultados para depois, finalmente, demonstrar a
Propriedade Universal e também que toda algébra é isomorfa ao quociente de uma algebra
livre.

Definicao 1.1.7. Sejam (A, u,n) uma algebra sobre K e B um subconjunto de A. Dizemos
que B € uma subalgebra de A se B € uma K-algebra com as operagdes induzidas.

Definicao 1.1.8. Sejam A uma algebra sobre K e | uma subalgebra de A. Dizemos que
| é um ideal a esquerda de A se u(Ael) < I. Dizemos que | é um ideal a direita de A se
u(le A) < I. Dizemos que | é um ideal de A se for ideal a esquerda e a direita de A.

Proposicao 1.1.9. Seja f: A— B um morfimo de K-algebras. Entao o nucleo de f é um ideal
de A.

Demonstragdo. Seja f: A— B um morfimo de K-algebras arbitrarios. Vamos mostrar que
ker(f)={ac A|f(a)=0pg} € um ideal de A. Tome a,ceker(f), be Ae A e K. Veja que:

1. f(ab)=f(a)f(b)=0gf(b)=0p, ou seja, ab € ker(f);
2. f(a+c)=f(a)+(c)=0g+05=0pg, ou seja, (a+c) € ker(f);
3. f(Aa)=Af(a)=10g=0pg, ou seja, 1a € ker(f).
Disso segue que o nucleo de f é um ideal de A. [

Proposicao 1.1.10. Sejam A uma algebra sobre K e | um ideal de A. Considere a K-algebra
All com (a+1)-(b+1)=(ab)+1 e 1,=14+1. Entdo a aplicacdo quociente n : A— A/l é um
morfismo sobrejetor de algebras.

Demonstragdo. Tome a,be A, A eK e (c+/) € A/l quaisquer. Temos que:



18 CAPITULO 1. CONCEITOS INICIAIS

1. n(a+b)=(a+b)+/=(a+/)+(b+1)=n(a)+n(b);
2. n(Aa)=(Aa)+/=Aa+])=A(n(a));
3. n(1a)=1a+1=1y;
4. n(ab)=ab+I(a+1)(b+1)=n(a)n(b);
5. z(c)=c+1, ou seja, (c+/) e Im(n).
Portanto, # € um morfimo sobrejetor de algebras. [ |

Exemplo 1.1.11. (Algebra livre de um conjunto X) Seja X um conjunto e Wy o conjunto de
todas as palavras finitas escritas com “letras” do “alfabeto” composto pelos elementos de X.
Seja 1 a “palavra vazia”, isto €, o simbolo 1 servird apenas para denotar um espaco vazio,
sem nada escrito. Defina

K{X} =span(Wyx u{1}).

Defina o produto de duas palavras como a sua justaposicao e defina 1- palavra = palavra=
palavra-1. Temos que K{X} € uma algebra sobre K e € chamada de algebra livre de X. Clara-
mente temos que K{X} & um [K-espaco vetorial. Além disso, dados X1, ..., Xn, Y1, -, ¥Ym: 21, -, 2| €
X quaisquer, denotando as palavras (x{Xo...Xn), (V1 Y2...Ym),(Z12>...2;) em K{X}, temos que:

((X1.e-Xn) - (V1 +-Ym)) - (21...2)) = (X1...XnY1---Ym) - (Z1...2))
=X{ .. XnY{--YmZ1..-2]
=(Xq1...-Xn) - (Y1 ---YmZ1-...2))
=(X1...-Xn) - (V1 ---Ym) - (21...2)))

e também, da definicao,
1-palavra = palavra = palavra- 1.

Proposicao 1.1.12. Sejam V um K-espaco vetorial € B uma base de V. Entdo T(V) é
isomorfa a algebra livre K{B}.

Demonstracdo. Sejam V um K-espaco vetorial e B uma base de V arbitrarios. Digamos
que B={ej}jc;- Temos que:

T(V)=KeVe(VeV)e---e(VeVe---0V)s---

Wgu{t}={1,¢,, ej€j, ejeje, e}
Definindo

¢ T(V)—K{B}

1K—1
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ej— €
ej®ej— €6

€i®ej®ey— eee

obtemos o isomorfismo desejado. [ |

Proposicao 1.1.13. (Propriedade Universal) Sejam X um conjunto, A uma algebra sobre
K, f: X — A uma funcdo. Entdo existe um tnico morfismo de algebras f : K{X} — A tal que
f="fo1, em que: X — K{X} é a injecdo candnica que associa cada elemento x € X a palavra
com uma unica letra x € K{X}.

Demonstracdo. Sejam X um conjunto, A uma algebra sobre K, f: X — A uma funcéao arbitra-
rios. Defina f : K{X} — A tal que f=fo:. Vejamos que f é um morfismo de &lgebras. Temos
que:

(1) =14

?( Z App) = Z Apf(p)

pek{X} pek{X}

e dado (xq...xn) € K{X},f(X...Xn) = f(Xq)...f(xn). Além disso, dados (¥4...ym),(21...2)) € K{X}
temos que:

(1 ym)(21.-.2)

f(yy...YmZ4...2))
f(y1)...£(ym)f(z1)...£(z))
f1...ymf(z1...2).

Agora, para verificarmos a unicidade, suponha que exista um morfismo de algebras g :
K{X} — Atal que f=got Temos que:

9 (Z;L(XL--Xn)(X1 "'Xn)) = Z’l(x1...xn)g(x1 - Xn)
= Z/l(x1...x,,)f(x1 )--.f(xn)
= Ay (X1 X0)

=f (Z My x) (X1 ...xn)) :

Portanto, f=g.

Temos assim, a comutatividade do seguinte diagrama:

K{X} <+ X

el
> f
[



20 CAPITULO 1. CONCEITOS INICIAIS

Proposicao 1.1.14. Toda algebra é isomorfa ao quociente de alguma algebra livre.

Demonstragcdo. Seja A uma algebra sobre K. Considere a fungéo identidade id:A— Ae a
algebra livre K{A}. Pela Proposicéo 1.1.13 existe um Gnico morfismo de &lgebras id : K{A} —
A tal que o diagrama abaixo comuta:

K{A}<—— A
e
id s
A.
Pela Proposicéo 1.1.9 temos que ker(id) é um ideal de K{A}. Assim, pela Proposicdo 1.1.10,
temos que a aplicagao quociente

7 K{A — K{A}
' ker(id)

€ um morfismo sobrejetor de algebras. Temos entdo o seguinte isomorfismo:

. K{A}
v ker(id) —A

em que gox =id. u

1.2 COALGEBRAS

Visto a definicao de Algebra (1.1.1), podemos olhar para os diagramas e questionar
0 que acontece ao invertermos as flechas. Ou seja, faremos uma dualizagdo da definicao
de Algebra para, assim, obtermos o conceito de Codlgebra que vemos agora.

Definicao 1.2.1. (Coalgebra) Uma Coalgebra sobre K ou uma K-coalgebra é uma tripla
(C,A,e) em que C é um K-espaco vetorial, A: C— C® C e ¢: C — K sdo transformacoes
lineares tais que os diagramas abaixo comutam:

c—2 .cecC C
| A
A idc®A Ko C A CoK
CeC——=CoCoC CeoC
A®idc

em que

rc: CekK — C o' € — CoK
XeAL — Ax X — x®1K
lc: KeC — C IZ: C — KeC
A®X +— AX X — 1xex

sdo os isomorfismos candnicos.
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A aplicacao linear A é chamada de comultiplicacao e a aplicacao linear ¢ é denomi-
nada counidade.

Observacao 1.2.2. Veja que para x € C, temos que:

n
(idc® A)o A(x) = (idg ® A) (Z X; ® x,’)

i=1

Z(/dc ®A)(X;® X; )

(A®ids)oA(X) = (A®id) (Zx,- ®x;>

i=1

M:

(A idg)(x;® X))

1

~=
1]

A(Xj) ® X;

M:

1

m
>V Yii®Yj
1 j=1

> ey ex

i

M:

i

D”ﬂ::

~.
—

j:
Para simplificar a escrita usamos a Notacdo de Sweedler, onde o somatdrio fica subenten-
dido:

A(X) = X1 ® Xo.
Agora, vejamos como a comutatividade dos diagramas ficam em termos da Notagao de
Sweedler. Tome x € C. Veja que:

((idg ® A) 0 A)(X) = (idg @ A)(x1 & xp)
= X1 @ A(X2)
= X1 ®(X21 ® X22)
= X1 ® Xo1 ® Xoo
(M@ idg)o A)(x) = (A® idg) (x; ® xp)
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=A(X1) ® Xo
=(X11® X12) 8 X2
= X1{ ® X{2 ® Xo.
Portanto,
X1 ® X01 ® Xo0 = X11{ ® X{2 ® Xo.

Também podemos escrever este elemento de Ce® C® C cOMO X1 ® Xo ® X3.

Além disso,

X =idg(x)=(rco(idc ®€)oA)(x)
=re(idc ®€)(Xx1 ® Xo)
=ro(xq ®€(x2))
=re(xq ®e(x2))

= X1€(X2).
Analogamente, x =¢e(Xq)Xo.
Exemplo 1.2.3. Seja X um conjunto. Defina
KX =span{dx : x € X}

com a comultiplicacao dada por A(dx) =6x ® dx € a counidade dada por e(dx) = 1 para todo
x € X. Temos que esta é uma codlgebra sobre K. Claramente KX é um K-espaco vetorial e
também A e e sédo transformacdes lineares. Vejamos a comutatividade dos diagramas. Tome
x € X, temos que:

(Aeid)oA(6x)=(A®id)(6x®dx)
=A(0x)®0x
=0x®0x®0y
=0x®A(0x)
=(Id®A)(6x®0x)
=(id®A)oA(dx)

(e®id)oA(6x)=(e®id)(6x®Ix)
=¢(0x)®0x
=1 ®dx
=6y
=0x® 1K
=0x®€e(dx)
=(id®€)(0x ®0x)
=(id®€)oA(dx)
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Exemplo 1.2.4. Seja V um espaco vetorial de dimenséo finita sobre K. Digamos que dim V =
n. Denote Cy = V* ® V e defina a comultiplicagdo por
n
Alp® v)=Z<p®ek®sk® v

k=1
em que {ey,...,en} é uma base de V e {¢',...,e"} & sua respectiva base dual em V*, e defina
a counidade por e(p® v) =¢(v) paratodo ve V e p e V*. Temos que Cy é uma codlgebra
sobre K.

Tome ve Ve pe V*. Vejamos a comutatividade dos diagramas:

n
(A id)oAlp® V) =(A®id) (Z(peaek@gk@v)
k=1

A((p®ek)®ek®v

=
1l

1

k

n
D peeedoe |ofov

J=1

(p®ej®£j®ek®£k®v

1

“.M: EM:

=
<
Il

(ideA)oA(peVv)=(ideA) (Z(p®ek®£k® v>
k=1

(p®ek®A(€k®V)

= T

n
PREK® Zek@)ej@g/@v
1 j=1

=
]

kee o
poer®e ®E® BV

NE

-
<.
]

1

3

n
(ide€)oA(p® V) =(ide®e) (Zwek@ek@ v>
k=1

n
=Y idpwey)ee(ck e v)
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(p(ek)é‘k V

e(p® ek)ek ®V

M= T

=
]
—_

—_

exid)oA(pe V).

Agora, vejamos que a comultiplicacdo independe da base escolhida. Tome {fy,..., fn} base de
Ve{p!,...,¢" sua respectiva base dual em V*. Como {eq, ..., en} é base existem escalares
n

ajj tais que fj = > ajiej para cada je{1,...,n}. Assim, dado (¢ ® v) € Cy, temos que:
i=1

n n
Z(p@fj-cbcp/@v: Z(p@&;j-e/@(p/@v
j=1

ij=1

=) peescov

i=1
Exemplo 1.2.5. (Coalgebra de Matrizes) Considere em Mn(K) a comultiplicacdo dada por
n
A(EU) = Z Eik ® Ekj
k=1
e com a counidade dada por
1,sei=j
e(Ej)=0j;= -
0,sei#j
Temos que esta é uma coalgebra sobre K.

Observacao 1.2.6. No proximo exemplo utilizaremos a notacao

1, se P é verdadeira
[([Pl]=

0, se P é falsa

para o valor booleano da sentenca P.

Exemplo 1.2.7. (Coalgebra de poténcias divididas) Considere H =span{en: ne N} com a
comultiplicacdo dada por

n
A(en) = Z €k ® En—k

k=0
n
= Z €n—k ® €k
k=0



1.2. COALGEBRAS 25
= Z ex®e
k+I=n

n
=) [lk+I=nllexe e

k,I=0

e a counidade e(en) =6, o Temos que esta € uma coalgebra sobre K.

Exemplo 1.2.8. Sejam C,D duas coalgebras sobre K. Temos que C® D também possui
estrutura de K-coalgebra com a comultiplicagdo dada por

Acgp=(ideoeid)o(Ac®Ap)
e a counidade dada por eggp=€c ®€p.

Definicao 1.2.9. Sejam C, D duas coalgebras sobre K. Um morfismo de coalgebras entre C
e D é uma transformacéo linear f : C — D tal que os diagramas abaixo comutam:

c—" .p C f D
o] |20 NP
CeC——=DeoD K

fof

Vejamos como fica a comutatividade do primeiro diagrama usando a Notacdo de
Sweedler. Dado x € C temos que:

(Apef)(x)=((fef)eAc)(x)
Ap(f(x)) = (fe f)(Ac(x))

(f(x))1 @ (f(x))2 = (f@ f)(x1 ® X2)
f(x)1 @ f(x

Proposicao 1.2.10. Seja V um Kk-espago vetorial. Se dim V =n entdo Cy = V* & V = M5(K)
como coalgebras.

2
o =f(xq) ® f(x2)

)
)

Demonstragcdo. Seja V um K-espacgo vetorial arbitrarios. Suponha que dim V = n. Denote
C=Cy e D=M§5(K).

Tome B={eq,...,en} base de V e B* = {81,...,5”} sua respectiva base dual. Defina
f:C— Dcomo f(¢'® ej) = ejj. Claramente f € transformagcao linear ja que definimos pela base.
Além disso, € um isomorfismo pois leva base em base. Agora, vejamos que os diagramas
comutam:

n
(fe f)oAC)(gi@: ej)=(fef) <Zei® ek ocke ej>

k=1

fle' @ ey) e f(ek o €))

= T

ik ® ekj

=
Il
—_



26 CAPITULO 1. CONCEITOS INICIAIS

=Ap(ej)
=(Apeof)(e' e €

ecle' ®e)) =¢'(e))
=5
=ep(ej)
= (€D0 f)(£l ® ej)

Definicao 1.2.11. Sejam C uma coalgebra sobre K e X < C um subespaco vetorial. Dizemos
que X € uma subcoalgebra se A(X) < X ® X.

Teorema 1.2.12. (Teorema Fundamental de Coalgebras) Todo elemento x de uma coalgebra
C esta contido em uma subcoalgebra Cx < C de dimenséo finita.

Demonstragdo. Sejam C uma K-codalgebra e x € C arbitrarios. Denote A, = (A®id)oA. Con-
sidere
Mp(x)=) xiemjeyjeCeCeC
I
de tal forma que os elementos {x;} e {y;} sejam linearmente independentes. Defina

Cx =span{mj}.
Veja que Cx é um subespaco vetorial de C de dimenséo finita. Além disso, temos que
(e®id®€)oAn(X) =X

ou seja,

x=Ye(x)e(yj)mj e Cx.
i\j

Agora, defina os funcionais {¢;} e {y;} em C* tais que ¢;(xx)=6; 1k € vj(Vk) =9 kK. Veja
que

mjj=(p;®id®y)) (ZXK ® My ®Y/) =(¢i@id e y))(Aa(x)).
K.l

Assim, temos que:

A(mj) = A (Z@(xk)@id(mk/)wj(yn)

Kl

=(pjeideidey))(ide Aeid) (Zxk®mk,®y,)
k,l
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=(pj®id®id®y))(id e id® A) (Zxk®mk,®y/)
k,l

=) mye((ldey)A(y)) e CxeC
/

A(mj) = A (Zwm ® id(myy) w,-(y/))

k.l

=(pj®id®id®y))(id® Aeid) (Zxkcamk/@y/)
k,l

=(pj@ideidey))(Aeide id) (Zxk®mk,®y/>
k,l

=) (¢ id)A(xc) @ my;e Ce Cx
k

e, portanto,
A(mj) € (Ce Cx)n(Cx® C) = Cx® Cx.

Do exposto, segue que Cx é uma subcoalgebra de C e x € Cy. [

Exemplo 1.2.13. (Algebras de Convolucdo) Sejam C uma codlgebra e A uma algebra sobre
K. Defina, no espaco vetorial Homy (C, A), o produto de convolucéo

fxg=papc(feg)eAc

€ a unidade
1]=1]Aoec.

Dados f,g € Homy (C,A) e ce C veja que:

(fxg)(c)=pao(feg)oAc(c)
=ppo(feg)(cieco)
= pua(f(cr) @ g(co))
=f(cy)g(co)

U(c)=nacec(c)
=1pec(0).

Agora, vejamos que (Homy (C, A), ,1) € uma algebra sobre K. Sejam f,g,he Homyk e xe C
quaisquer. Temos que:

(fxg)xh=pao((f*g)®h)orc
= uao((uao(fog)onc)eh)oas
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=ppo(pae)(fegeh)(Acel)oAc
=ppo(leup)(fegeh)(leAc)oAc
=fx(g=h)

Txf=ppo((nacec)®f)oAp
=ppo(naeNflecel)oAc
=ldpofoidp
=f

Portanto, temos que (Homy (C, A), *,1) € uma [K-algebra.
Para o caso particular A=K, vamos denotar C* = Homy (C,K). Veja que, neste caso,
T=¢c.

o0

Proposicao 1.2.14. Considere a algebra de séries formais K[[x]] = { S apx":ape K} com
n=0

0 produto dado por

(Z amxm> : (Z bnx”) => cnx"
m=0 n=0 n=0

n
em que ch= Y ayb,_k-Considere também a coalgebra de poténcias divididas C =span{en,:
k=0
ne N} definida no exemplo 1.2.7 Entao:

C* = K[[x]].

Demonstracdo. Considere a algebra K[[x]] e a coalgebra C =span{en: ne N}. Defina
- C* - K[[x]]
(o,0]

o — @=7 ¢lenx”
n=0

Temos que é linear:

(01 +ap2) =Y (1 +ago)(en)x”
= (@1(en) + ago(en)x"

=Y o1(en)x"+a) pa(en)x”

E injetora:
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=>¢(en)=0 VneN
:>(p=0

E sobrejetora:

o0
Tome A= > anx" e K[[x]]. Defina ¢ : C — K por ¢(ep) = an para todo ne N. Temos
n=0
que pe C* ep=A.

E também €& um morfismo de algebras:

00 00
ﬂ=_c= Zec(en)x”=26n,0x”= 1k = 1K[[X]]'
n=0 n=0

Do exposto segue o isomorfismo de algebras desejado. [ |
1.2.1 O dual finito de uma algebra

Ja vimos que se C é uma coalgebra sobre K entdo C* € uma algebra sobre K. Agora
se A é uma algebra sobre K nem sempre conseguimos colocar uma estrutura de coalgebra
em A*. Por isso, vamos definir a maior codlgebra contida em A*.

Definicao 1.2.15. Seja A uma algebra sobre K. Dado | um ideal de A, dizemos que | possui
codimensé&o finita se p
dimy <—7> < 00.
Definicao 1.2.16. Seja A uma algebra sobre K. Definimos o dual finito de A como o conjunto
denotado por A° e dado por
A% = {p € A* :ker(¢) contém um ideal de codimensé&o finita de A}.

Teorema 1.2.17. Sejam A uma algebra sobre K e f e A*. Denote por u* : A* - (A® A)* 0
dual da multiplicacdo dado por u*(¢p)(a® b) = p(ab) para todo ¢ € A* e todos a,be A. Sdo
equivalentes:

1. u*(f)e A* @ A*, isto &,

n
p(h=> _freh
i=1
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ou ainda, para todos a,be A

2. ker(f) contém um ideal a esquerda de codimensé&o finita de A.
3. ker(f) contém um ideal a direita de codimenséo finita de A.
4. ker(f) contém um ideal de codimenséo finita de A.
A demonstracdo deste teorema pode ser encontrada na referéncia [5].

Lema 1.2.18. Seja V um K-espaco vetorial. Se X e Y subespacos de V possuem codimen-
s&o finita, entdo X n'Y possui codimenséo finita.

Demonstracdo. Sejam V um K-espaco vetorial e X e Y subespacos de V de codimensao

finita. Temos que dim()—‘é) <oo e dim(T‘f) <oo. Assim, considere
Vv VvV

—  T(v)=(v+X,v+Y).

Claramente T é linear. Além disso,

ker(T)={ve V:T(v)=(0+X,0+Y)}
={veV:i(v+X,v+Y)=(0+X,0+Y)}
={veV:veXeveY}
=XnY.

Assim, F\(T) = xLy = Im(T) < § x ¥, que por sua vez é finito dimensional. Logo, Xn Y possui
codimensao finita. [

Proposicdo 1.2.19. Seja A uma dlgebra sobre K. Entdo A° é um subespago vetorial de A*.

Demonstracdo. Seja A uma algebra sobre K arbitraria. Note que A® # @, visto que a funcdo
f: A— K dada por f(a) = 0 esta em A° pois ker(f) = A e dim(4) = 0. Agora, sejam f,ge A% e
a € K quaisquer. Temos que:

1. Como f,g e AY, existem ideais / e J de A, tais que / c ker(f) e J < ker(g) com dim(f‘}) <00
e dim(4) <co. Veja que InJ cker(f +g). Assim, pelo lema anterior, dim(;25) < co. Logo,
f+geAC.

2. Claramente, se I c ker(f), temos que / c ker(af), em que este possui dimenséo finita.
Logo, af € AC.
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Lema 1.2.20. Seja f: A— B um morfismo de algebras. Se | é um ideal de B de codimenséo
finita, entdo a imagem inversa

N ={xeA:f(x)eh

é um ideal de A de codimensao finita.

Demonstragdo. Ja sabemos que (/) € um ideal A e, por hipétese, temos dim(if) < oo.
Observemos que o morfismo
Al.p 2. B
nwof é um morfismo de algebras cujo nucleo é dado por
ker(mof)={x€A:(nof)(x)=0+1}

={xeA:f(xX)+1=0+1}

={xeA:f(x)el}

=f1().
Dai A Im(zof) que é um subespaco de B ou seja A _ é finito dimensional. W

" ker(mof) Ik (D) '

Lema 1.2.21. Sejam A e B algebras sobre K e f: A— B morfismos de algebras. Entdo:
1. (B9 c A em que f* é o dual de f.
2. Considerando ¢ : A* ® B* — (A® B)* a injecdo canénica, temos $(A% & BO) = (A B)°.
3. u* (A% cy (AP @ AY), em que v : A* @ A* — (A® A*) é a injecdo candnica.
A demonstragao deste Lema pode ser encontrada na referéncia [1] (pagina 34).

Finalmente, vamos mostrar que A° é, de fato, uma coalgebra. Defina A : A — A% @ AO
n
por A(f)(a® b)=f(ab) = f{(a) ® fr(b) e e : A% — K por e(f) = f(14).
i=1

Proposicdo 1.2.22. (A% A,¢) é uma codlgebra.

Demonstracdo. Veja que desejamos comutar o diagrama abaixo:

A0 A A0 @ AO
Aj LA@I.dAo
A0 g A0 A0g A0 g AO.

/dA0®A
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Considere o seguinte diagrama:

(Ao A)* (Ao Ao A)*
| s
A (A Ay v
j A0 A0 _ _deA_ _ 40 g A0 g AO
A///?'
//// A®id
A0~ Al g A0

em que
1. j: A9 — A* é a inclusdo canonica.
2. ¢:A%2 A9 — (A® A)* é a restricdo da injecdo canonica vista no lema anterior.

3. y1:A%2 A2 A0 — (Ae A® A)? é dada por v =1o¢po(y ® id). Assim, dados f,g, he A°
e a,b,ce A, temos

vi(fege h)(a®bec)=rf(a)g(b)h(c).

O diagrama que queremos comutar € a base do paralelogramo visto acima. Para mostrar
que a base comuta, mostraremos que todas as outras faces comutam.

Face Frontal:
Seja fe A, Entao,

(9o A)(f) = (yor)(F) =™ () = u* ((F) = (1" 2 ))(7).
Logo,
poA=pof, (1.1)
ou seja, a face frontal do paralelogramo comuta. Como a face lateral traseira é igual a face
frontal, comuta também.

Face Lateral Dianteira:

Sejam f,ge A% e a,b,c e A. Assim,

(w1o(Aeid))(feg)asbxc)=(yi(fefieg))(asbac)
=Y fi(a)h(b)g(c)
= (Y n(@n®) g
=f(ab)g(c)
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y(feg))(abec)

(

(v(fog)
(neid)*(y(feg))(aebec)
(

(

(
(ueid)(a®be )

(neid)*oy)(feg))asbec)
(u®id)* o) (feg))(a®bec).

Portanto,
vio(A®id)=(u®id)*oqp, (1.2)

ou seja, a face lateral dianteira comuta.

Analogamente temos que
yio(ideA)=(idep)*ogp, (1.3)

isto é, que a face traseira comuta.
Face Superior:

Veja que

(uoid)* op* = (o (uoid))* 2 (uo(id o u)* = (id e p)* o p”,
em que (x) ocorre pois como A € uma algebra, o diagrama de p é comutativo. Logo, a face
superior comuta e temos
(u®id)* ou™ =(ideu)* ou™. (1.4)
Portanto,

wio(deid)or 2 (ueid)* opon

1.1 .. % -
U (weid) oo

1.4) ., " %
U lid e p)* o of
U (id e ) opon

U2y olidea)on

Dai, como wio(A®id)oA=yqio(id®A)oA e yq € injetora, temos que (A®id)oA =
(ide® A)o A, ou seja, que o face da base do paralelogramo comuta.

Por fim, vejamos a comutatividade do diagrama da counidade.

AO

PR

K & A0 A Al g K

5;idA\ %AW;‘E

A0 g A0
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Seja fe A e ac A. Temos que:
(e ido ® ) o D)(N)(@) = (9o (icgo ) (Y- Fr o 2 ) (a)
. (Ze(fzm) (a)
= (> r0af) @
=) fi@hk(1a)

=f(alp)
=f(a),
ou seja, (po(idgp ®e)oA)(f)=1f= idAo(f),erAO. Logo,
¢po(idyp®e)oA=idg.
Do exposto, segue que (A%, A, €) é uma codlgebra. Claramente, A° é a maior coalgebra em
A*. |
1.3 BIALGEBRAS

Queremos estudar agora um conjunto que possui uma estrutura tanto de algebra
quanto de coalgebra. Além disso, vamos relacionar essas duas estruturas neste conjunto.
Veremos na préxima proposi¢ao que quando A e e sao morfismos de algebra entao u e n séo
morfismos de coalgebra e vice-versa. Assim, vamos conseguir uma certa compatibilidade
nessas estruturas. A partir dai, vamos definir o que € uma Bialgebra.

Proposicao 1.3.1. Seja H um K-espaco vetorial com uma estrutura de K-algebra (H, u,n) e
de coalgebra (H, A,¢€). Sdo equivalentes:

1. A e e sdo morfismos de algebras.
2. u en sdo morfismos de coalgebras.

Demonstracdo. Se A e e sao morfismos de algebras entado os seguintes diagramas comu-
tam:
HeH—2%% . HeHeHeH

idH® T® idH L
HH (1) HeH®H®H |HHeH
ﬂH®NHL
H X He H
H He H He H Kok
Tﬂ®n
n 2 Kok HH ) b=pK
]w
K K H K
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H € K
N
K
Veja que os diagramas nos mostram que u e n sao morfismos de coélgebras.
He H a H
LA@A
AvsH| HeH®H®H (5) A
L/d/-/@ T®idH
HeHeHe H—— > Ho H
HH®UH
He H H K L H
HH
€®€l
Kok (6) € Y=Ak (7) A
?
K K Kok — " _ HeH

K u H
idwx(& /
K

Os quatro primeiros diagramas implicam nos quatro ultimos diagramas e vice-versa. Veja
que: (1) < (5), (2) & (7), (3) < (6) e (4) = (8). n

Definicao 1.3.2. (Bidlgebra) Uma bialgebra sobre K é um K-espago vetorial H com uma
estrutura de algebra (H, u,n) e coalgebra (H, A,¢) tal que A e e sGo morfimos de algebras (ou,
equivalentemente, tal que u e n sdo morfismos de coalgebras).

Definicdo 1.3.3. Sejam H,H' duas bidlgebras sobre K. Dizemos que uma transformagao
linear f : H— H' é um morfismo de bidlgebras se for simultaneamente um morfismo de
algebras e de coalgebras.

Exemplo 1.3.4. (Algebra do Grupo) Seja G um grupo. Considere o K-espaco vetorial:

KG={)» agdg:agekK,ge G,somas finitas}.
geG

Defina as transformacdes lineares:

v KGeKG — KG . K — KG
6g®6p — Ogn A — Abe

A KG — KGeoKG e. KG - K
5g — 5g®6g 5g — 1K
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onde e € o elemento neutro do grupo G.

Assumindo que temos as estruturas de algebra e coalgebra com as transformacoes
lineares definidas acima, vamos mostrar que A e e sdo morfismos de algebra. Sejam g, he G.
Temos que:

€(6gbp)=€(6gn) =1k =1k Tk =€(g)e(6p)

A(6gbp) =A(6gn)
= 5gh®5gh
= 6g6h®(5g6h

=(6g®0dg)(6p®p)
=A(6g)A(Sh)
€(6e) =1k

A(6e) =6e®6e.

Portanto, temos que KG € uma bialgebra.

Exemplo 1.3.5. Considere H =span{en: neN}. Temos que H possui estrutura de algebra

com a multiplicagado dada por
m+n
em-en= n em+n

e a unidade dada por 1y = ey. Além disso, como vimos no exemplo 1.2.7, temos que H
também possui estrutura de coalgebra com a comultiplicacdo dada por

A(en) Zekeaen_k Zen_kez»ek_ Y exoe= Z[[k+l njlex ® e

k+l=n k,I=0

e a counidade e(en) =6, o- Vejamos que A e e sGo morfismos de algebra.

Alen)A(em)=> > epereeges(lp+q=mll[lr+s=rn]]
p.q r.s

=> > <p> <q+s) 6psr @ Equsllp+q=milllr+s=rl]

p.q r.s

Denotando k=p+r e [=q+stemos:

—ZZ( ) ( )ek®e/[[k+/—r—s=m]][[r+s=n]]

mz (2%( ) (nir» e ® e/[[Kk+1=m+n]

k,I=

m+n

<m+”> ex @ e[k +/=m+n]]
k,I=0
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((737)em)

= A(enem)

A(eg) = Z ex®e=ey®eg
k+1=0

e(em)e(en) =6m,00n,0
om0, s€ n=0
0, se n#0

1,se m=n=0
0, se m#0oun#0

e(émeén) =€ ( (m; n) 9m+n>

m+n

= ) e(em+n)

n

m+n
= n 5m+n,0

)
m+n
,sem+n=0
= n

K0, se m+n#0

)
m+n
,sem=n=0
= n

\0, se m#0oun#0

([0
,sem=n=0
o

\0, se m#0oun#0

{1, sem=n=0

0, se m#0oun#0

e(ep)=0p,0=1
Do exposto, segue o desejado.

Observacao 1.3.6. Considere a algebra de matrizes Mp(K) vista no exemplo 1.1.5. Neste
conjunto ndo pode existir uma estrutura de bialgebra. Se Mp(KK) fosse uma bialgebra, entao
€ : Mph(K) — K seria morfismo de algebras. Teriamos entao que o ker(e) seria um ideal préprio
de Mp(K). Mas Mp(K) é simples, pois todo ideal de Mp(KK) é da forma Mu(/) com [ ideal de

K.
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1.4 MODULOS

Assim como estudamos médulos sobre um anel, agora que vimos a definicdo de
Algebra, podemos definir o que é um maédulo sobre uma algebra. Considere (A, i, 17) uma
K-algebra.

Definicao 1.4.1. Um A-mddulo a esquerda é um par (M,>) em que M é um K-espaco
vetorial e
>:AeM—-M

é uma transformacéao K-linear tal que os diagramas abaixo comutam:

Ao As M2 MAgm KeM_—_ TN rom
idA®|>L l> m /
Ae M M M.

>

Definicao 1.4.2. Um morfismo de A-mddulos a esquerda entre M e N é uma aplicacao
linear f: M — N tal que o diagrama abaixo comuta:

Ae M98 aeN
>l l>
M N.

f

Veja que, em termos de elementos, a comutatividade do diagrama acima nos diz que
f(a> m)=ar f(m) para todos ac Ae me M.

Definicao 1.4.3. Um A-mddulo a direita é um par (M, <) em que M é um K-espaco vetorial e
< MeA-—-M
€ um morfismo de K-espacos vetoriais tal que os diagramas abaixo comutam:

idy®pa idu®na

MeoAA—= Mo A MoK ——— = Mg A
<1®idAL l<1 m /
Me A i M M.

Definicao 1.4.4. Um morfismo de A-médulos a direita entre M e N é uma aplicacdo linear
f:M— N tal que o diagrama abaixo comuta:

MoA—"2% _Nea
<l l<
M N.

f

Veja que, em termos de elementos, a comutatividade do diagrama acima nos diz que
f(m<a)=f(m)<aparatodos acAe me M.



1.4. MODULOS 39

Exemplo 1.4.5. Todo ideal / a esquerda de A é um A-mddulo a esquerda.

De fato, como / € um ideal a esquerda de A ja temos que / é um K-espaco vetorial
e > = lige € uma transformacao linear. Além disso, dados a,be A e i € I, os diagramas
comutam:

ar (b i) = a (bi)
= a(bi)
=(ab)i
=(ab)>i

’[|AI>I'=']]AI'=I'.

Exemplo 1.4.6. Seja V um espago vetorial com dim V = n. Entdo V é um K-modulo a
esquerda e também um Mp(K)-méddulo a esquerda, via multiplicagdo de matrizes.

Proposicao 1.4.7. Sejam f: A— B um morfismo de algebras e (M,>g) um B-mdédulo a
esquerda. Entdo M tem estrutura de A-mddulo a esquerda dada por ax, m=f(a)>gm para
todos ac Aeme M.

Demonstragdo. Como >pg € transformagéo linear, temos que > 4 também sera. Além disso,
como f é morfismo de algebra e (M,>g) é B-mddulo, temos:

1. foup=pp(fef);

2. fonp=np;

3. >pgo(idg®>pg)=>pgo(ug®idy);
4. Iyy=>pgo(ng®idy).

Portanto, segue que:

>p0(pa®idy)(@®bem)=ra0(ua(@eb)em)
=f(ua(a® b))>g(m)
= ug(fef)(aeb)>g(m)
=>p(up(f(a) @ f(b)) ® m)
=>pgo(ug®idy)(f(a)® f(b)
—bpgo(idg &> g)(f(a) ® f(b)
=>p(f(a) ® (f(b)>gm)
=>pg(f(a)® b>4m)

(f(a)® ®m)
(fla)® ®m)

- f(a)> g (b>4 M)
=a|>A(b>Am)
=> 40 (ids &> 4)(a® be m)
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Iy(A®m)=>pgo(ng®idy)(Aem)
=>go((fona) ®idy)(A®m)
=>go(f(na(A) e m)
=>p(f(A14) ® m)
=f(Ay)>gm
=Alg>am

=>A(na®idy)(Aem).
Logo, (M,>4) é um A-modulo a esquerda. [

Definicao 1.4.8. Dados G um grupo e V umK-espacgo vetorial de dimens&o finita. Considere
GL(V)={T € End(V): Té inversivel,. Uma representacdo do grupo G é um homomorfismo
¢p:G— GL(V).

Exemplo 1.4.9. Sejam G um grupo, V um KK-espaco vetorial e uma representacéao p : G —
GL(V). Considere a algebra K G vista no exemplo 1.3.4 Temos que (V,>) é um KG-modulo
a esquerda com a estrutura dada por

dg>v=p(9)(v)=pg(v)

paratodos ge GeveV.
Tome g,he G, ve V e A eK. Temos que:

>o(idg®>)(6g®dp®V)=>(0g®pp(V))
=pg(pn(Vv))
=pgh(V)
=>(0gh® V)

=p>o(ug®idy)(Og®op® V)

>o(nxg®idy)(AeVv)=>(10e® V)
=A(>(6e® V)
Mpe(V))
Av

Iy(Aev).

1.5 COMODULOS

Agora podemos dualizar a definicao de mddulo sobre uma algebra e definir comddulo
sobre uma codlgebra. Considere (C, A,e) uma K-coalgebra.
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Definicao 1.5.1. Um C-comddulo a direita € um par (M, p), em que M é um K-espago
vetorial e p: M — M® C € um morfismo de K espacgos vetoriais tal que os diagramas abaixo
comutam.

M—"  MscC Mo C—'M% Mok
’| Jido x /M:
MeC—MeCoC M.
p®IdC

Definicao 1.5.2. Um C-comodulo a esquerda é um par (M,1), em que M é um K-espaco
vetorial e A : M — C® M é um morfismo de K espacos vetoriais tal que os diagramas abaixo
comutam.

M—2 . CceM CoM—2M 4 em
ST O\,
CoeM—CoCoM M.

idc®A

Assim como usamos a Notacao de Sweedler para coalgebras, vamos usar também
para os comédulos. Para C-comddulos a direita, entdo p : M — M & C e escrevemos

p(m)=mgemy,

em que os mg sao combinagdes de elementos de M e os my sdo combinagdes de elementos
de C. Além disso, dado me M, a comutatividade do primeiro diagrama nos da

(idp® A) o p)(m) = (idpg ® A) (Mg ® My) =My ® (My)1 ® (My)2

((p®idc)op)(m) =(p®idc)(mg e my)=(mg)g®(my)y & my,
ou seja,
mo ® (mM4)1 ® (My)2 = (Mg)o ® (Mp)1 ® My =My ® My @ M.
E a comutatividade do segundo diagrama nos da
idpy(m) = (3] o (idyy ®€) 0 p) (M)

= (14 © (idy ® €)) (mg ® my)

=1y (Mg ®e(my))

= mge(my).
Portanto,

m=e(my)mg.

Para C-comédulos a esquerda, entao p: M — Ce M e escrevemos

p(m) = m_qy ® m,

em que 0s m_q sdo combinagdes de elementos de C e os my sdo combinacdes de elementos
de M. Analogamente, dado me M temos da comutatividade dos diagramas:

(m_1)1 ®(m_1)2® My =m_q ® (mgp)_1 & (M)

=M_o®M_{ ® M.

m=e(m_q)mg.



42 CAPITULO 1. CONCEITOS INICIAIS

Definicao 1.5.3. Um morfismo de C-comddulos a direita entre M e N é uma aplicagao linear
f:M— N tal que o diagrama abaixo comuta:

M f N
p"”t lp“’
M®CTIdC>N®C

Veja que, na notagédo de Sweedler, a comutatividade do diagrama fica
f(m)o ® f(m) = f(mg) ® f(my)
para todo me M.

Definicao 1.5.4. Um morfismo de C-comddulos a esquerda entre M e N é uma aplicacdo
linear f: M — N tal que o diagrama abaixo comuta:

M f N
le LPN
C®MW C®N

Veja que, na notacdo de Sweedler, a comutatividade do diagrama fica
f(m)_1 ® f(m)g = f(m_1) ® f(mp)
para todo me M.

Definicao 1.5.5. Seja (C,A,e) uma coalgebra sobre K. Um subespaco vetorial | < C é dito
serum

1. coideal a esquerda se A(l)cCe®|;
2. coideal a direita se A(l)c e C;
3. coideal se A(l)c e C+Cw® I ee(l)={0}.

Exemplo 1.5.6. Seja (C,A,e) uma codlgebra sobre K. Todo coideal a direita de C é um
C-comodulo. Considere /< C um coideal a direita de C. Entdo temos que A(/) < /® C. Defina

p:l—1eC
por p(x)=A(x) para todo x € I. Note que p € a restricdo de A em /. Portanto, dos diagramas
da definicao de coalgebra (1.2.1), segue que (/,p) € um C-comédulo a direita.
Analogamente, todo coideal a esquerda é um C-comédulo a esquerda.

Exemplo 1.5.7. Seja V um espago vetorial sobre K com dim V = n. Tome {e;}/! ; uma base
de V. Temos que V é um Mp(K)-comddulo a direita com p: V — V @ Mp(KK) dada por

n
p(e)=> ejeEj.
j=1
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De fato, denote C = Mj(KK). Temos que:

n
(pe@idc)op(e;)=poide (Z 6® E,-,-)

=1

Definicao 1.5.8. Seja G um grupo. Uma fungéo f: G — K é dita ser uma fungdo representa-
tiva do grupo G se existirem:

1. Uma representagdo n : G — GL(V) em que V é um K-espago vetorial de dimensdo
finita;

2. Um vetorve V;
3. Um funcional linear p € V*;
tais que, para qualquer g € G, tenhamos
(9) = ¢(mg(v)).

Iremos denotar por Rk (G) o conjunto de todas as fungdes representativas de G
relativas ao corpo K. Dado f e Rk (G) existem V K-espago vetorial, 7 : G — GL(V) uma
representacédo de G, ¢ € V* e v e V tais que f(g) = ¢(ng(v)) para todo g € G. Seja B =
{e1,...,en} umabase de Ve B = {e1,...,e™} sua respectiva base dual em V*. Temos que:

f(gh) = (n(gh)(v)) = @(mgmp(V))
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n
Como p(v) € V, temos que mp(v) = > &/ (mp(v))e;. Assim,
i=1
=¢(ng (Z €i(ﬂh(v))6i)>
n
Z p(ngej)e ”h )

f1(9)f' (h).

—_

I=
Em que f/(g) = p(r+ge;) e f'(h) = €i(mp(v)). Assim, Ry (G) € uma coalgebra com a comultipli-
cacao e a counidade dadas por:

A: Rx(G) — Rx(G)e Rk(G) e Rk(G) - K
n
f — > fief f —  f(e)
i=1
Exemplo 1.5.9. Sejam G um grupo, V um espaco vetorial sobre K com dimV =ne 7 :

G — GL(V) uma representagcao de G. Temos que V é um Ry (G)-coméddulo a direita com
p:V — Ve Rk(G) dada por

n
p(e)) =) ejeei(n()(e))
j=1

emque{eq,....,en} < Véumabasede Ve {eq,...,en} = V* &€ sua base dual associada. Denote
C = Rk (G). Vejamos a comutatividade dos diagramas:

(p®idc)op(e)=(p®idep) (Zej@w] )

M: Il M: Il M: Il M:

e] ®£j (e))

n
(Z ek ®ek(m )m,-(n(_)(e,-))

k=1

3

ex @ ex(m()(ej)) @ gj(m()(e)))

=1

=

j=1

( ek(m ) o ej(m()(ey))
1
=(idy ® A) (Z e® sj(n(_)(e,-)>
j=1
(

= (idy 8 8)° p(&;)

=
]

(idy ®€)op(e)) = (idy ®¢) (Z &j® é‘j(ﬂ(_)(ei)))

J=1
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=) egjog(ne(e))
J=1

'y

ej®ej(e,-)
]:

=ej®¢j(e))

=gj®1

=r;1(e,-).
1.6 ALGEBRAS DE HOPF

Agora que vimos todos esses conceitos, podemos finalmente abordar as Algebras
de Hopf. Uma Bialgebra sera uma Algebra de Hopf quando existir um um morfismo, que
chamaremos de antipoda, com algumas propriedades. Veremos também alguns exemplos
e resultados.

Como visto no exemplo 1.2.13, se (C,A,e) € uma KK-codlgebra e (A, u,n) é uma K-
algebra, entdao Homy (C, A) possui uma estrutura de algebra com multiplicacao dada pelo
produto de convolugao. Agora, considere H uma bialgebra sobre K com estrutura de coal-
gebra denotada por HC = (H,A,€) e estrutura de algebra denotada por HA = (H,u,n). Assim,
temos que HomK(HC, HA) = Ena (H) é uma algebra com o produto de convolugao e unidade

1Engy (H) =M°¢€.

Definicao 1.6.1. (Antipoda) Seja H uma bialgebra. Se existir a inversa da transformacédo
identidade idy : H— H em relagdo ao produto de convolugdo da algebra HomK(HC, HA),
digamos S : H— H, dizemos que S é a antipoda da bialgebra H. Ou seja, S idy =noe=
idy * S.

Definicdao 1.6.2. (Algebra de Hopf) Uma Algebra de Hopf é uma bidlgebra que possui
antipoda.

Definicao 1.6.3. Sejam H e K duas algebras de Hopf. Uma transformacéo linear f: H — K
€ um morfismo de algebras de Hopf se for um morfismo de bialgebras.

Proposicao 1.6.4. Sejam H e K duas algebras de Hopf com antipodas Sy e Sk, respecti-
vamente. Se f: H— K é um morfismo de algebras de Hopf entdo fo Syy= Sy of.

Demonstragdo. Sejam H e K duas algebras de Hopf com antipodas Sy e Sk, respecti-
vamente. Considere H= (H,uy,nH,AH,eH) € K= (K, uk,nK, Ak €K). Considere também a
algebra de convolucdo Homk (HC, KA). Tome he H, temos que:

((Skof)=f)(h)=> (Skof)(h)f(hy)
= Sk(f(hy))f(hy)
= Sk((f(h)1)(f(h))2
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(Sk * idk)(f(h))
(nk oek)(f(h))
(
(

nkoek of)(h)
=(nKoep)(h).

Por outro lado, temos que:

(Fx (fo Sp) () =" F(hy)(fo Sp)(hy)
=) f(h1Sp(h))
=1 (3 mSnu(h)

Assim, ambos s&o inversos de convolugdo de f. Logo, segue o desejado: fo Spy=Skof. B

Proposicao 1.6.5. Seja H=(H,u,n,A,e) uma algebra de Hopf com antipoda S. Ent4o, para
quaisquer h,k € H, temos que:

1. S(hk) = S(k)S(h);
2. S(1y)=1y;

3. S(h)1® S(h)2 = S(hp) ® S(hy);

Demonstragdo. 1. Considere a algebra de convolugdo Homy (He® H,H). Sejam F,G: H®
H — H dados, para quaisquer h,k € H, por F(he k) = S(k)S(h) e G(h® k) = S(hk). Temos
que F,Ge Homy(H® H, H). Vamos mostrar que ambos sao inversos da multiplicagéo
u de H e, portanto, que F = G. Tome h,k € H quaisquer. Temos que:

(ux F)(hek)=> u((hek);)F((hek),)
= u(hy e ky)F(hy e ky)
= hikiS(ko)S(hy)
=Y " hy(e(k)1 4)S(hp)
=e(k) > hyS(hy)
=e(K)e(h1y
=e(hek)1y
=(no€)(he k),
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em que € é a counidade de H® H e m é a multiplicagdo da algebra K. Logo, F e G séo
inversos de u com relacéao ao produto de convolugéo. Portanto, F = G.

2. Temos que:

T =n(1k)
=n(e(1p))
=(S*idy)(1R)
=SSOy
=S(1p).

3. Considere a algebra de convolugdo Homy(H,H ® H). Sejam F,G: H — H® H de-
finidas por F(h) = A(S(h)) e G(h) = > S(ho) ® S(hy), para todo h e H. Temos que
F,Ge Homy(H,H® H). Vamos mostrar que ambos sao inversos da comultiplicacéo A
de H. Tome he H qualquer. Temos que:

(Ax F)(h) =Y A(hy)F(h)
=" a(hy)A(S(hp))
N (Z hy S(h2))

(G A)(h)=>_ G(hy)A(hy)
=) (S(h12) ® S(h11))(h21 @ hop)
=) (S(h2)® S(hy))(hg® hy)
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=Y S(ho)hz ® S(hy)hy
=Y e(ho)1y@S(hy)hg
=Y 1 S(h)e(ho)hg

= 1o S(hy)hy
=1y®eh)ly
=e(h(1yely)

= (170¢€)(h),

em que 7 € a unidade de H® H. Logo, F e G sao inversos de A com relagéo ao produto

de convolugdo. Portanto, F = G.

4. Tome he H. Note que:

e(h1y=>_hiS(hy).
Assim,
e(h)e(1) =e(h)l =e(h)
e
e (D h1S(ha)) = elhy S(hy)

= e(hy)e(S(hy))

=) e(e(hy)S(ho))

=Y e(S(e(hy)h2))

=e(S(h)).
Portanto, segue que e(h) =¢(S(h)).

Proposicao 1.6.6. Sejam H =
Séao equivalentes:

1. > S(ho)hy =e(h)1py;
2. Y hoS(hy)=e(h)1y;
3. SoS=idy.

Demonstracgo. (1)=(3)

Veja que:

(S S?)(h)=>_S(h)S
=> 5(S(hy) h1

=S<ZS ho) h1>

(H,u,n,A,e) uma algebra de Hopf com antipoda S e he H.
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= S(e(h)1p)
(M(S(1h)
(M1

= (noe)(h).

Assim, temos que S2e idy ambos sdo inversos de S com relagdo ao produto de convolugéo.
Portanto, S? = idj.

=¢c
=€

(2)=(3)

Andlogo ao item anterior, para S2 « S.

(3)=(1)
Temos que:
> _S(ho)hy = S(h2)S?(hy)

=Y S(h)S(S(h))
=Y S(S(hy)hy)
=S (Z S(hy )h2)
=S(e(h)1p)
=e(h)S(1R)
=e(h)1y.

(3)=(2)

Analogo ao item anterior. [ |

Exemplo 1.6.7. Seja G um grupo. Considere a bialgebra K G vista no exemplo 1.3.4. Temos
gue esta € uma algebra de Hopf com antipoda S:KG — K G dada por:

S(6g) =041
De fato, dado g € G temos que:

wid @ S)A(Bg) =64S(5)
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=0gg1
o
=(no€)(dg).

Exemplo 1.6.8. Seja G um grupo. Considere R (G) como visto na definicdo 1.5.8. Defina
1: G—K por 1(g) = 1k para todo g e G. Temos que 1€ Rk (G). Veja que:

1. ¢:G— GL(K) dada por ¢(g) = 1k para todo g € G é uma representacao de G;

2. idik € um funcional linear em K;

3. U(g) = 1=k ((9)(1))-

Além disso, dadas f, g € Rk (G), temos que o produto ponto a ponto f-g pertence a Rk (G). De
fato, como f, g € Rk (G), existem K-espagos vetoriais V4, Vo, representagdes 4 : G— GL(V4)
e mp 1 G— GL(V,), vetores v4 € Vj e vo € Vs e funcionais ¢4 € V§' e ¢p € VJ tais que, para
qualquer he G tenhamos que f(h) =¢1(mr1(h)(vq)) € g(h) = pa(no(h)(v2)). Veja que:

1. my®7ms:G— GL(Vq & Vo) dada por n1 @7mo(9) (O view;)=> m1(9)(v;) ®mo(9)(w;) € uma
representacao;

2. p1®@o: Ve Vo —IK dada por (91 ® @) (Ve w)=eq(V)ps(w) &€ um funcional linear em
(Vie V)",

(fg)(h) =f(h)g(h)
= @1(m1(h)(vq))p2(m2(h)(v2))
= (1 ®@2)(m1 ®m2)(h)(V1 ® Vo)

Temos que Ry (G) é uma biélgebra sobre K com
p: Rk(G)eRk(G) — Rk(G) n K — Rk(G)
feg — f-g A - Al
A: Rx(G) — Rk(G)e® Rk(G) e: Rx(G) - K
n
f — > fef f —  f(e)
i=1

e também é uma Algebra de Hopf com antipoda S : Rk (G) — Rk (G) dada por S(f)(g) = f(g~1)
para todos f e Rk (G) e g€ G. Denote H = Rk (G). Dados f e Rk (G) e g € G temos que:

(S *idy)(F)(9) = (S(f1)f2)(g)
g h(9)
(g 'g)
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= (noe)(f)(9)

Exemplo 1.6.9. (Algebra de Hopf de Sweedler) Seja Kk é um corpo com caracteristica
diferente de 2. A &lgebra Hopf de Sweedler, denotada por Hy, € uma K-algebra gerada pelos
elementos g e x satisfazendo:

1. g?=1;
2. x2=0;
3. xg=—9x.

Assim, podemos escrever
K{1,x,9}

(x2,0%2-1,xg+gx)
Temos que, como K-espago vetorial, Hy possui base {1,x,g,9x}, ou seja, dimH,; =4. E a
estrutura de coalgebra de Hy € dada por

Hy =

Alg)=geg
AX)=g®x+x®1

e(g)=1
e(x)=0

A antipoda S: H4 — Hy é dada por S(g) =g e S(x) =—gx. Veja que:

(S*idy,)(g) = S(9)g=gg=g%=1=(noe)(g)
=1=g?9S(g) = (idy, * S)(g)

(S * idy,)(x) = S(x)X = (~gx)x =—gx* = 0 = (noe)(x)
= 0=x°g = x(xg) = X(~gx) = xS(x) = (idy, * S)(x)

Definicao 1.6.10. Seja H uma algebra de Hopf sobre K. Um H-Hopf mddulo a direita é um
espaco vetorial M satisfazendo as seguintes condicoes:

1. M é um H-modulo a direita;

2. M é um H-coméddulo a direita;
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3. A coacdo pM: M — Me H é um morfismo de H médulos, ou seja

oM(m<h)=my<hy emy <hy

Definicao 1.6.11. Sejam M e N dois H-Hopf médulos a direita. Dizemos que f: M — N ¢é
um morfismo de H-Hopf modulos a direita se f € morfimo de H-mddulos e H-comoédulos a
direita.

Vamos denotar por Mﬂ a categoria dos H-Hopf modulos a direita. Analogamente,
denotamos por ﬂM a categoria dos H-Hopf mddulos a esquerda.

Exemplo 1.6.12. Sejam V um K-espaco vetorial e H uma K-algebra de Hopf. Temos que
V ® H & um H-Hopf modulo a direita com

(veh)<k=vehk
p(veh)=vehyehs

paracada ve Ve h,ke H. Veja que:

p((ve h)<k)=p(ve® hk)
= Vv ® (hk)1 ® (hk)»
=ve® hyky ® hoko
=((ve hy) <kq)® hoko
=(veh)g <k ®(ve h)y <ko.

Definicao 1.6.13. Seja H uma K-algebra de Hopf e M € Mﬂ com coagdo p:M— Me H.
Denifimos o subespaco vetorial

MCH —{meM:p(m)=me1y)
chamado subsespago dos covariantes de M.

Teorema 1.6.14. (Teorema Fundamental dos Modulos de Hopf) Sejam H uma algebra de
Hopf sobre Ik e M um H-Hopf médulo a direita. Entdo a transformacéo linear f : M®He H — M
dada por f(me h) = mh para todo me M1 e he H é um isomorfismo de H-Hopf médulos.

A demonstracdo do teorema acima pode ser encontrada na referéncia [1] (pagina
171).
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2 INTEGRAIS E O TEOREMA DE MASCHKE

A partir de agora queremos focar nas algebras de Hopf de dimenséo finita. Neste
capitulo vamos trabalhar com as integrais e a semissimplicidade em uma Algebra de Hopf
para podermos, assim, demonstrar o Teorema de Maschke.

2.1 INTEGRAIS

Definicao 2.1.1. Seja H uma bialgebra. Uma integral a esquerda para H é um funcional
T e H* tal que

pxT=p(1y)T

para todo ¢ € H*.

Definicao 2.1.2. Seja H uma bialgebra. Uma integral a direita para H é um funcional T € H*
tal que

Txp=p(yT

para todo ¢ € H*.

Observacao 2.1.3. Seja H uma éalgebra de Hopf. Temos que T € H* é uma integral a
esquerda se, e somente se, para todo he H tivermos

T(h)1y=hyT(ho).
De fato, tome ¢ € V* qualquer. Temos que

@ * T(h)=p(1H) T(h) & @(h)T(hz2) = (1) T(h)
< ¢(h1 T(h2)) =(T(M)1p).

Como ¢ € arbitraria, segue o desejado. Analogamente, T € uma integral a direita se, e
somente se, para todo he H tivermos T(h)1y = T(hq)ho.

Proposicao 2.1.4. Sejam H uma algebra de Hopf com antipoda S e T € H* uma integral a
esquerda. Entao para todos h,k € H temos que

T(hS(ki))k2 = hy T(h2S(K)).

Demonstracdo. Sejam H uma algebra de Hopf com antipoda S e T € H* uma integral a
esquerda. Tome ¢ € H* e h,k € H arbitrarios. Temos que:

@(h1) T(haS(k)) = ¢(hy S(k2)k3) T(h2S(k1))
= ¢(k2) T(hS(k1))

Como ¢ é arbitraria, segue o desejado. [
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Exemplo 2.1.5. Seja G um grupo. Considere a algebra de Hopf H=KG. Seja pe€ H* a
fungéo caracteristica do elemento neutro e do grupo G, isto €, pe(dg) =dg,e para todo ge G.
Vejamos que pe € uma integral a esquerda de H. Tome ¢ € H* e g € G quaisquer. Temos
que:

0,seg#e

¢(0g), seg=e ¢(de), se g=¢
0,seg#e

(¢ *pe)(Bg)=@(6g)Pe(dg) = { _

e, por outro lado,
(p(6e)s se g= e
@p(6e)pe(dg) = {
0,seg#e
Portanto, ¢ * pe = ¢(de)pe-

De modo anélogo podemos verificar que pe também € uma integral a direita de H.

Exemplo 2.1.6. Considere a bidlgebra das poténcias divididas H = Span{en : ne N}. Temos
que H nao possui integral a esquerda nao nula. Considere o isomorfismo de algebras

—

() : H* = K[[x]] dado por
¢= Z‘P(en)xn
n=0

para cada ¢ € H*. Agora suponha que T € H* é uma integral a esquerda de H. Entdo para
qualquer ¢ € H* temos que:

p*T=¢(e)T.
Aplicando D:
p*T=¢(e)T

T =p(eg)T.

Note que ¢(eg) = ¢(0). Assim, T é uma série tal que:

para qualquer outra série F € K[[x]], visto que D é um isomorfismo. Considerando F = x,
temos que F(0)=0. Assim,

Disso segue que T=0.

Observacao 2.1.7. Vamos denotar o subespaco das integrais a esquerda de uma algebra
de Hopf H por [, e o subespago das integrais a direita por [,. Se [,= [, entdo H sera dito
ser unimodular. Temos também que estes s&o ideais de H*. Veja que, dado ge H* e T € |,
para qualquer f € H* temos que

f(Tg)=(fT)g=(f(1)T)g=h(1)(Tg)

Hg)T=(fg)T=(fg)(1)T =£f(1)9(1) T = h(1)gT,

ou seja, Tg,gT € J,. Analogamente, conseguimos mostrar que [, é ideal de H*.
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Definicao 2.1.8. Seja H uma algebra de Hopf de dimenséo finita. Um elemento te H € uma
integral a esquerda em H se para qualquer h e H tivermos que

ht =e(h)t.

Definicao 2.1.9. Seja H uma algebra de Hopf de dimenséo finita. Um elemento te H € uma
integral a direita em H se para qualquer h e H tivermos que

th=e(h)t.

Observacao 2.1.10. Quando H possui dimenséo finita temos que uma integral para H € o
mesmo que uma integral em H*.

Exemplo 2.1.11. Seja H, a algebra de Sweedler. Temos que t; = x+gx € integral a esquerda
de Hy e th =x—gx é integral a direita em Hy. Veja que:

2

xty =x(x+9gx)=x(x—xg) = x —x2g =0=e(x) =€(x)t

gty =g(X+gx) = gx+g°X = gx+ X = ty =e(Q)*
Iox=(x—gx)x = x2 —gx2 =0=¢(x)=¢€(x)lo
29 = (X=gX)g = (X +Xg)g = Xg+ Xg* = Xg+ X =—gX + X = b =€(Q) .
Exemplo 2.1.12. Considere agora G um grupo finito, H=KGe t= ) §4. Temos que essa

geG
€ uma integral a direita e a esquerda em H. De fato, tome he G. Temos que:

5ht=6hz69= 25h69= Z6g,h=6h,h=1K=€(5h)t

geG 9eG 9eG
t6h= Z(sg 6h=Z6g5h=Zéh,g=6h,h=1K=e(6h)t
geG geG geG

Definicao 2.1.13. Sejam C uma coalgebra, C* sua algebra dual e M um C*-mddulo a
esquerda. Considere wy,: C* ® M— M a sua estrutura de C*-mddulo. Defina

om: M —  Hom(C*,M)
m — epm(m): c*r - M
= = ppm(m)(f*) =y y(f*em).
Considere j a injegdo canédnica:
j: C — C**
c — jlo): C* — <
f* = je)f*)=1f*(c).
E considere o morfismo:
omy: MeC** — Hom(C*,M)
mef** — oM c* - M
f* = pyme f**)(f*)=f**(f*")m.
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Defina também o morfismo uyy : Me C — Hom(C*, M) dado por iy = @y e (idy ®j). Temos
Up € injetora pois j e ¢y séo injetoras. Portanto, dado f* € C*, me M e ce C, temos que

upm(me c)(f*) = (ppo (idy ® j))(me c)(f*)
=pm(me j(c))(f*)
=j(e)(f*)m
=f*(c)m.

O C*-mddulo a esquerda M é dito ser racional se

pm(M) < py(Me C).

Observacdo 2.1.14. Seja H uma bialgebra e considere H*Fat 3 parte racional de H* como
modulo sobre H* pela agao regular a esquerda:

H*Fal _ (e H* : dim(H* * ) < oo}

Temos que H*Fal ¢ um H-comédulo a direita com p(¢) = po ® 1 tal que ¢ * @ =(pg)P(p1)-

Agora, se H é uma algebra de Hopf, considere a agdo —: He® H* — H* dada por

— (he¢)(k) =(h— ¢)(k) = (kh).

Temos que H* tem estrutura de H-médulo a esquerda com a acao acima. Também podemos
induzir uma estrutura de H-mddulo a direita em H* com acédo —: H* ® H — H* dada por

— (¢ ®h)(k) =(S(h) — @) (k) = p(kS(h)).

Proposigdo 2.1.15. Seja H uma &lgebra de Hopf. Entdo (H*Fat p, —) é um H-Hopf mddulo
a direita, ou seja, H*Fat e !l

Demonstragdo. Tome ¢ € H*Fal ¢ e H* e h,g e H. Temos que:

d(p1h2) (0o — h1)(9) = b1 h2)po(9S(hy))

(ho — ¢)p190(9S(hy))

(ho — #)9)(9S(hy))

ho — $)(9S(h1)1)e((9S(h1))2)
= (h3 — ¢)(91 S(h2))p(g2S(hy))
91S(ho)h3)p(g2S(hy))
91€(h2))p(g2S(hy))
91)9(92S(h))

1l 1l
e )

Assim, ¢ — he H*Rat_Portanto, p(p — h) =g — hy ® @1 ho. ]
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Lema 2.1.16. Seja H uma algebra de Hopf. Entao temos que:

. CoH
(H Rat) =//‘

Demonstracdo. Tome ¢ € H* e he H. Temos que:

(H*Raf)“”mp(mo( h) = ¢(hy)ep(ho)
o((h)1) = p(e(ho)hy)
< @(h)1=¢(ho)hy

pe .
/

[ |
Teorema 2.1.17. Seja H uma algebra de Hopf. Entdo
H*Fat = / o H.
/
Demonstraggo. Considere o homomorfismo T : [jeH — H*Rat dado por T(teh) =t — h.
Segue do Teorema 1.6.14 que T é um isomorfismo. [

Observacao 2.1.18. Se H é uma algebra de Hopf de dimenséo finita entdo H* é racional.
De fato, temos que j: H - H** e f: H* ® H** — Hom(H*,H*) sao isomorfismos. Assim,
u: (H* ® H)y= Hom(H*, H*). Portanto, p - (H*) € uy«(H* ® H).

Corolario 2.1.19. Seja H uma algebra de Hopf de dimenséao finita com antipoda S que
admite integral & esquerda. Entdo S é bijetora e dim( f;) =1.

Demonstracdo. Como H é de dimensao finita, temos que H* = H*fa!_ Do teorema anterior,
temos que H* = [;@H. Assim, dim(H*) = dim( [,®H). Mas dim(H) = dim(H*) e dim(f;®H) =
dim( f;) dim(H). Portanto, dim( f;) =1.

Vejamos agora que S é bijetora. Suponha que exista h € ker(S) tal que h#0. Sabemos
que existe t € [; ndo nula. Temos que T(t®h)=t—h=S(h)—t=0—1t=0. Mas T é injetora.
Contradicdo. Portanto, segue que S é injetora. Como S: H — H e H & de dimens&o finita,
segue que S é bijetora. [ |

2.2 TEOREMA DE MASCHKE

Agora, temos as ferramentas necessarias para mostrar o Teorema de Maschke que
tras uma equivaléncia envolvendo separabilidade, semisimplicidade e integrais em uma
algebra de Hopf. Antes, vejamos a seguinte situacdo que nos motiva para esse resultado:
Sejam G é um grupo finito com caracteristica do corpo K nao dividindo a ordem de G, M um
KG-médulo e N < M um KG-subméddulo. Entdo, tomando a projecéo linear = : M — M tal que
7(M) =N e a transformacao linear P: M — M dada por P(m) = |1?|gZGgT(g‘1 m), teremos

€
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que P=PoP, P|y=Idy e que P é um morfismo de KG-méddulos. Assim N é somando direto

de M como KG-mddulo, ou seja, KG é semisimples. Além disso, temos que = I%I Y. gé
geG
uma integral (pelo exemplo 2.1.12) e e(t) = 1. Por isto a motivacao de utilizar a integral, com

e(t) =1, como substituicdo a soma sobre os elementos de G.

Definicao 2.2.1. Seja A uma algebra sobre um corpo K. Dizemos que A é separavel se
existe algum elemento ee A® A% tal que u(e) =14 e ae=ea para todo ac A. Este elemento
e é tal que €° = e e é chamado de idempotente de separabilidade.

Observacao 2.2.2. Uma algebra semisimples pode ter um ou mais idempotentes de sepa-
rabilidade.

Definicao 2.2.3. Uma algebra A é dita ser semisimples caso todos os A-médulos ndo nulos
sdo semisimples. Veja mais no apéndice.

Teorema 2.2.4. (Teorema de Maschke) Seja H uma algebra de Hopf de dimensé&o finita.
Sao equivalentes:

1. H é separavel;
2. H é semisimples;
3. Existe te [; come(t)#0.

Demonstracgo. (1 = 2)

Suponha que H seja separavel. Sejam yM um H-médulo e yN < yM um sub H-
médulo. Considere a aplicagdo K-linear 7 : M — M tal que 72 =7, 7(M) = N e x|y = id. Tome
e=e'! ® e um idempotente de separabilidade. Defina P: M — N por

P(m) =e'n(e?m).

Temos que P|y =idy, veja:

P(n)=e n(e“n)
=e e n

Além disso, P é morfismo de H-mddulos:

P(hm) = e' z(e?(hm))
=e'n((e?hm)
= he'n(e?

=hP(m).

m)

Portanto, temos que M = N e ker(P). Disso segue que H & semisimples.
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(2 =>3)

Suponha que H é semisimples. Como ker(e) € um ideal de H e H é semisimples,
entao existe um ideal / de H tal que H = /& ker(e). Veja que se te | entdo t € uma integral
a esquerda de H. De fato, como ker(e) possui codimenséo igual a 1, temos que dim(/) =1.
Assim, /= Ht para algum t e H. Dado x € H temos que xt € [. Como

Xt =(x—e(x))t+e(x)t

e xte |, temos que x—e(x)t e ker(e) e e(x)t € I. Ou seja, e(x)t = xt. Assim, t e [;. Além disso,
como Inker(e) =0, temos que e(t) #0.

(3=>1)

Suponha agora que existe t € |, tal que ¢(t) # 0. Considerando ¢(f) = 1, temos que o
elemento e=>_t; ® S(o) € um idempotente de separabilidade de H. De fato, tome he H,
veja que:

he=h> "t & S(t)
- Z ht; ® S(t)
= hiti @ S(tp)S(hp)hg
=Y " hitj @ S(haty)hg
=) (ide S)A(hit)(1@hy)
= (id e S)A(e(hy)t)(1® hy)
=) (id® S)A(t)(1®h)
=) "t®S(tp)h
=eh.

Além disso,
ue)=p(d_treS(to) =) 1 S(to) =e(t) = 1.

Portanto, segue que H é separavel. [
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3 TEOREMA DE RADFORD E TEOREMA DE NICHOLS ZOELLER

Dentre muitos resultados sobre as algebras de Hopf de dimensao finita, o Teorema
de Radford sobre a antipoda tem grande destaque. Veremos que a ordem da antipoda de
uma algebra de Hopf de dimensao finita é finita.

Além disso, neste capitulo também veremos o Teorema de Nichols-Zoeller que € um
resultado mais geral do que o Teorema de Lagrange da teoria de grupos. Este teorema
mostra que toda algebra de Hopf H de dimensao finita € um B-mddulo livre para qualquer B
subalgebra de Hopf e também que a dimensao de B divide a dimensao de H.

3.1 TEOREMA DE RADFORD SOBRE A ANTIPODA

Seja H uma éalgebra de Hopf de dimenséo finita sobre um corpo K.

Definicao 3.1.1. Um elemento g € H é dito ser “group-like” se A(9) =g® g e e(g) =1. Denota-
mos por G(H)={g e H| g é group-like}.

Observacao 3.1.2. Se g e G(H) denotamos

Lg={peH" [¢pxp=p(g)pVpeH"}

Rg={pecH* |pxp=¢(g)pVpe H}.

Temos que estes sdo ideais de H*, L1 = [; e Ry = [,. Do mesmo modo, para n € G(H*),
denotamos

-~

L,={xeH|hx=n(h)x Yhe H}

~

R, ={xeH|xh=n(h)x Yhe H}.

Proposicao 3.1.3. Se ge G(H) entdo Ly e Ry possuem dimensé&o 1 e existe um elemento
ae G(H) tal que Ra=L4. Dizemos que a € o elemento group-like descatado de H.

A demonstracao da proposi¢cao acima pode ser encontrada na referéncia [1] (pagina
196).

Observacao 3.1.4. Também para H* temos que Z,, e AF)’,] sao ideais de H de dimenséao 1 e
existe a € G(H*) tal que R = Le.

Lema 3.1.5. Sejamne G(H*), ge G(H), ¢,¢p € H* exef,7 tais que ¢ — x=g=x — ¢. Entéao
@YE Lg e(,bE Rg

Demonstragcdo. Sejam n e G(H*), g € G(H), ¢, € H* e x € Z,, arbitrarios. Suponha que
p—Xx=g=x—¢. Tome T,F e H*, temos:

FTo(x)=FT(x1)p(x2)
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=FT(x19(x2))

Assim,

(Te—T(g)e)(x —H*)=0.
Como Z,, —n —Lc e Le — H* = H, temos que x — H* = H. Portanto,
To=T(9)e.
Assim, ¢ € Lg. Analogamente mostramos que ¢ € Ay. [
Corolario 3.1.6. Sejampe H* exel.. Segp —~x=1entdo pe Liex—¢p=a.

Demonstragdo. Sejam pe H* e x € L. arbitrarios. Suponha que ¢ — x =1. Do lema anterior
temos que ¢ € L1 = R5. Agora tome fe H*. Temos:

fx — ) =f(x

Aplicando ¢ a igualdade obtemos:

ou seja, p(x)=1. Logo, x —p=a. [ |
Lema 3.1.7. Sejam x ezn, ge G(H) epe H*. Se ¢ — x =g entao

)= 3" 60)o(ox)
para todo ¢ € H*.

Demonstragcdo. Sejam x € Z,,, g€ G(H) e ¢ € H* arbitrarios. Suponha que ¢ — x=g. Tome
¢ € H* qualquer. Temos que:

=Y “n(@)p1(g " ¢2(9)
= p1(g )2 (@(x2)x11(g))

e, como n(g)x = gx,

)= ¢1(g” P(9x2)9x1)
=Y (g gx1)e(gxo)
= d(x1)p(gxa).
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Lema 3.1.8. Sejam g G(H), ne G(H*), xe L, e p € H*. Se ¢ — x =g entdo
S(g ' (n—h)=(¢—h) —x

para todo he H.
Demonstragdo. Sejam g e G(H), ne G(H*), x € Zn e ¢ € H* arbitrarios. Suponha que ¢ —
x=g. Tome he He ¢ e H*. Temos que:
$(S(g™ (n— )= _¢(Slg™" h)g)n(hy)
=>_n(@)¢(S(h)g)n(g" o)
=n(9)((@S)m)(g~"h)
Usando a propriedade da counidade para ¢ temos que ¢=> ¢p1e(¢po). Como ¢ — x=g e
¢o € H*, aplicando o lema anterior, temos que n(9) =Y o(X1)p(gxs). Assim,
= ((#1S)m(g™" hn(g)¢2(1)
= ¢>13 (g h)pa(p(gxe)x1)
=>_(@15)(@ hi)n(g™" ha)pa(w(gxe)x1)

e, como (g ' hox) =g T hox,

= o1(S( (¢(99™" h3Xo)g™ hoxy)
=> ¢S h1 99~ h2X1<P(h3X2))

= p(x10(hxo))

=¢((p — h) = x)

Do exposto, segue o desejado. [ |

Observacao 3.1.9. Usando o lema anterior, podemos obter para qualquer he H as seguintes

férmulas:
1. Se xely e p—x=gentdo

S(g™ (n—h) = (¢ — h) —x.

2. Sexeﬁneq)—x:gentéo

S n—hmgy=(h—¢)—x.

3. Sexeﬁnex—<p=gentéo

S((h—ng ' =x~(p—h).

4. Sexe[,,ex_q):gentéo

S g (h—n)=x—(p—h).
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5. Sexef€e<p—x=1 entao
S(h) = (¢ — h) — x.

6. Sexel?.’a=L€e(pr=1 entao

SN a—h)=(h—¢)—x.

7. Se xe Ry=Lc € X —p=aentio

S((h—a)a')=x—(h—¢).

8. Sexefeex~<p=gentéo
S g h) =x—(p—h).

Teorema 3.1.10. Sejam H uma algebra de Hopf de dimensé&o finita e he H ent&o:
s*h=ala—h—aMa

Demonstragdo. Seja h e H arbitrario. Tome x € Ry=Lc e @ € H* tais que ¢ — x =1. Pelo
corolario 3.1.6 temos que p e L1 € x — ¢ = a. Usando os itens 5 e 6 da observagéo anterior,
otemos:

(8*(h) = ) = x=5""(a = §*(h)) (6)
=51(S*a—h))
= S(S%(a@—h))
= (¢ — SP(@—h) = x (5).
Considere a transformacao linear T : H* — H dada por T(¢)=¢ — x. Temos que T € bijetora.

Assim,
S*h) = @=¢ — S?(a— h).

Por outro lado, usando os itens 7 e 8 da observacéo anterior temos:

X—(p—S*a—h)=S"(a SB(a—h) (8)
=S (S%(@  (a—h)
=S(@ V(a—h)
=S(@ (@ — hjaa™)
=x—((@(@a—h—a)a)—¢) (7).

Considere a transformacao linear T’ : H* — H dada por T'(¢) = x — ¢. Temos que T’ é
bijetora. Assim,
9—S(a—h=@E@ (a=h—aNa)—¢.

Portanto,
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Considere a transformacao linear 7" : H — H* dada por T"(h)=h — ¢. Temos que T" é
bijetora. Logo, temos o desejado:

S*h=ala—h—aa

Teorema 3.1.11. (Radford) A antipoda S de H possui ordem finita.

Demonstragcdo. Fazendo uma indug¢ao sobre n na férmula do teorema anterior temos que
S*(hy=a(a"—h—a"a".

De fato, o teorema anterior nos garante que é valido para n=1. Agora suponha valido para
n, veja que:

S4(n+1)(h) _ S4(S4n(h))
—a (a—8*"h)—aNa
—ala—(@"a"—~h—a"a")—a "a
—a (a— a—”)(a”+1 h—a™(a—a")—a")a
=a_1((oc N a—n) L a_1)(an+1 h— a_(n+1))(a g — a_1))a
=a—1( (a—n)a (a \a n(an+1 _a—(n+1))a(an)a—1 (an)an)a
(

— 3 (n+1)(an+1 —he—a" n+1)) n+1

Como G(H) e G(H*) sdo grupos finitos, existe pe N tal que aP =1 e aP =¢. Portanto, segue
que S*=/d. ]

3.2 TEOREMA DE NICHOLS-ZOELLER

Sejam H uma algebra de Hopf de dimensao finita sobre um corpo K e B uma subal-
gebra de Hopf de H. Sejam M, N H-médulos a esquerda. Entdo M ® N possui estrutura de
H-médulo a esquerda dada por h(x®y)=>_ hix®hoy paratodos xe M, ye N e he H. Temos
gue se restringirmos os escalares em B, M® N também é um B-médulo a esquerda.

Proposicéo 3.2.1. Seja Me BM um B-médulo. Entédo He M = M4mH) como B-mddulos.

Demonstragéo. Seja M e BM um B-médulo arbitrario. Considere U=H & M com a estrutura
de B-médulo citada acima. E considere V = H& M com a estrutura de B-mddulo dada por
b(hem) = he bm para todos be B, he He me M. Veja que B atua apenas na segunda posicéo
do tensor, assim temos que V = M(dimH) Agora, vamos mostrar que U = V como B-médulos.

Definaf:V—-Ue g:U— V dadas por:
f(hem)=>_m_qhe mg

glhem)=> S (m_y))hemy.



66 CAPITULO 3. TEOREMA DE RADFORD E TEOREMA DE NICHOLS ZOELLER

Veja que:
g(he m) = ZS‘ h®m0)

=Zmo m-1yh) ® Moo
= mey _z))hemyg
= 6( ( ))h®m0
=h®Ze(m( 1))/770
=hem

e

Além disso, f € morfismo de B-médulos:

f(b(h® m)) = f(he® bm)
=> (bm)_yhe (bm)g
-Zb1m h®b2m0

—Zb h®mo
_me yhemg
= bf(he m).

Portanto, segue o desejado. [ |

Proposicdo 3.2.2. Seja W um B-mddulo & esquerda. Entdo Be W = W e B= BdmW) como
B-mddulos.

Demonstracdo. Seja W um B-mddulo a esquerda arbitrario. Vejamos que Be@ W é um B-
Hopf moédulo a esquerda. Temos a estrutura de B-médulo dada por

h(bew)=> hibe how
e estrutura de B-comoédulo dada por

p(be W)=Zb1 ®boew.
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Além disso,
p(h(bew))=p(hibe how
=(h1b)1 ® (h1b)o® how
=hy1by ® hyobo ® how
=h1by ® hobo ® haw
=hy1b1 ® ho1bo ® hoow
= hy1b1 ® ho(bo ® W)
=hy(bew)_y)®ha(be w)o.
Vejamos agora que (B® W)COH =19 W= W. Temos que:

(Be W) =(>"biewje BaW|p(d biow)=12Y biew}

Z(b,-)1® i)o® wj= Zb ® W) _1®Zb ® W;.

Podemos, sem perda de generalidade, tomar {w;} LI. Considere w;" o seu respectivo conjunto
dual. Temos que:

(lelew)) (b)1@(b)pewj=(lelow)p(d bieow)=1e) biow
(bj)1 ®(bj)2=1® (b))
(I2€)(bj)y @ (bj)2=(I2€)1 @ (b))
(bi)1 ®€((bj)2) =1®€(b))
bj=1e(b)).

Portanto,

Zb ® W= 216‘ ®W,—1®Z

Pelo teorema 1.6.14 segue que
Bs W= (Be W)°°HeB=WeB=pdmW)

Considere agora B°°P com a multiplicagédo de B e a comultiplicagdo dada por A(c)=>"cy ®
Co=> cor®cq. Vejaque W é um BP-mobdulo a esquerda. Assim, segue que

BCOP & WV = ( Bcop)(dim W)

como B¢%P-mébdulos a esquerda.

Temos a seguinte estrutura de B¢°P-moédulo a esquerda em BP g W/:
b(cow)=> bjcebow=> bocebiw.

Lembre que B = B°%P como algebras. Assim, BPe W = W & B como B-modulos a esquerda.
Portanto, segue o desejado:
Be W= WeBz BdmW),
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Lema 3.2.3. Sejam A uma algebra sobre um corpo K e M um A-mddulo a esquerda. Entéo
M é A-fiel se, e somente se, A é imerso em M" como A-mdédulo a esquerda para algum
nez*.

Demonstracdo. Sejam A uma algebra sobre um corpo K e M um A-médulo a esquerda
arbitrarios. Suponha que A é imerso em M" como A-mdédulo a esquerda para algum ne Z*.
Entao temos que

anna(M) = anna(M") < anny(A) =0.

Ou seja, M é A-fiel. Agora suponha que M é A-fiel. Tome {m,-}q7 base para M. Considere o
morfismo de A-médulos f: A— M" dado por f(a) = (amy ---amp). Temos que

ker(f)=nanna(m;)=anna(M)=0.
Portanto, f é injetora. Ou seja, A é imerso em M" como A-mddulos a esquerda. [

Corolario 3.2.4. Sejam A uma algebra sobre um corpo K que é um A-modulo injetivo a
esquerda, P4, ..., Py os isomorfismos de A-modulos a esquerda indecomponiveis principais
e M um A-mddulo a esquerda finitamente gerado. Entdo M é A-fiel se, e somente se, cada
P; é isomorfo a um somando direto do A-mddulo M.

Demonstracdo. Sejam A uma algebra sobre um corpo K que é injetiva como A-mddulo a
esquerda, P4q,..., P; os isomorfismos de A-mo6dulos a esquerda indecomponiveis principais
e M um A-modulo a esquerda finitamente gerado. Suponha que M é A-fiel.

Pelo lema anterior, A é imerso em M para algum ne z*. Como A é injetivo como
A-mddulo, temos que M" = A X para algum A-médulo X. Fazendo a decomposicdo em
soma direta de indecomponiveis de M e A# X, o teorema A.0.10 garante que M contém
um somando direto que é isomorfo a P; para cada ie{1,...,f}.

Agora, se cada P; € isomorfo a um somando direto do A-modulo M, temos que A sera
imerso em M! e, pelo lema anterior, M é A-fiel. [ |

Proposicao 3.2.5. Sejam A uma algebra de dimensao finita sobre um corpo K que é injetiva
como A-modulo a esquerda e W um A-mddulo finitamente gerado. Entdo existe r e Z tal que
W' = F ® E para algum A-médulo livre F e E um A-médulo que nao é A-fiel.

Demonstragcdo. Sejam A uma algebra de dimenséo finita sobre um corpo K que € injetiva
como A-modulo a esquerda e W um A-mddulo finitamente gerado arbitrarios. Se W néao é
A-fiel escolhar=1, F=0e E=W. Assim, temos o desejado. Agora se W é A-fiel considere
P{",..., P tais que A= P{" &---@ P{". Pelo coroldrio anterior temos que

W;PT‘@P{”’@Q

para algum A-modulo Q e my,...,m; >0 tal que nenhum somando direto de Q é isomorfo a
P; Vi. Tome r=mmc(ny,...,n;). Temos que:

W=zPMe . .oPMeQ".
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=min (™ rm = mi 3
Agora, tome a_m1n< Rl Ty ) Se a =7 entdo

W’z A%e Py(rmy —an1)@~~-eaP,(rm’_“n’)eaQ’.

Veja que A% é livre e Py(rmy—anq)&---& PI(”""_“”") ® Q" ndo é A-fiel visto que rm;—an; =0
e, assim, ndo possui somando direto isomorfo a P;. Definindo F=A% e E=P{(rmy—any) e
@ P,Vm"_“”") ® Q" obtemos o desejado. u

Proposicao 3.2.6. Seja W um B-méddulo a esquerda finitamente gerado. Se W' é um
B-mddulo livre para algum inteiro r entdo W é um B-modulo livre.

Demonstracdo. Seja W um B-modulo a esquerda finitamente gerado arbitrario. Tome B =
By e---® By uma decomposi¢ao de B em B-modulos a esquerda indecomponiveis.

Seja t € B uma integral a esquerda ndo nula. Digamos que t=1; +---+p com t;e B; Vi.
Temos que para qualquer be B

bty +---+btn=bt=¢(b)t =¢(b)t; +---+e(b)tn.

Assim, t, ..., In s80 integrais a esquerda de B. Como o espago das integrais possui dimensao
igual a 1, existe um j tal que t={; e t;=0 para todo / #/. Portanto, B; nao € isomorfo a nenhum
B;.

Tome Py = B;,Py,...,Ps os tipos de isomorfismos de B-mddulos indecomponiveis
principais. Seja B= P1”1 ®---@ Pg* a decomposigdo de B. Temos que ny =1. Como W' é um
B-médulo livre, temos que W' = BP para algum inteiro p. Assim,

W=BP=PMe. ..o PS™.
Pelo teorema A.0.10, temos que
W= P1m1 ®---@PJ"

para alguns m;. Ou seja,
WzPMe...0 PS™.

Portanto, temos que pn;=rm; ¥i. Como ny =1, temos que p=rmy. Logo, pn;=rmyn;=rm;,
ou seja, m;=myn;.

Do exposto segue que W = B1m. Assim, temos o desejado. [ |

Proposicao 3.2.7. Seja W um B-moddulo a esquerda finitamente gerado. Se existe L um
B-médulo B-fiel tal que L& W = WdmLD como B-médulos entdo W é um B-médulo livre.

Demonstracdo. Note que B é injetivo como B-mdédulo a esquerda. Assim, pela proposicéao
3.2.5 temos que W' = Fe E para algum r e z*, F B-médulo livre e E B-mddulo nao B-fiel.
Pela proposigao anterior temos

Lo W' = (Le)" = (WML = (pyry(dimL)
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Assim, podemos substituir W' por W e assumir W= Fe E.
Similarmente existe s€ z* tal que L° = F'® E' com F' B-mddulo livre e E’ B-modulo
nao B-fiel. Como L é um B-modulo fiel, LStambémé.Assim,F’#0. Veja que
LSe W= (Le W)S = (WEML)S = py(dimL?)

Assim, podemos substituir LS por L e assumir L= F' @ E’.

Seja t=dimL. Como Le® W = W!, temos que
FleElz=W!zleW=lLeFeLsE.
Como F ¢ livre existe ge z* tal que F = BY9. Assim, segue que
LeF=LeBY=(LeB)Y.
Pela proposigéo 3.2.2 temos que
(LeB)9 = (Bldmb)ya = gla = Ft,
Assim, L F = F!. Pelo teorema A.0.10 temos que E! = L® E. Suponha que E #0. Entéo
Elzl®E=(F' ®E)o(E ®E).
Pela proposicao 3.2.2 segue que
F eE=B ®E=(B®E) = pdmEn
Portanto, F'® E & livre e nao nulo. Ou seja, F'® E é B-fiel. Do exposto, vemos que E! também
e B-fiel. Contradicdo. Logo E =0.
Como W= FeE e E=0, obtemos que W é livre. [

Lema 3.2.8. Se todo moédulo em g M de dimensa&o finita é livre como B-médulo a esquerda,
entdo dado M e E’M temos que M é livre como B-mddulo.

Demonstragéo. Seja M € E’M arbitrario. Suponha que todo N € E’M de dimenséo finita é
livre como B-médulo a esquerda. Seja N um H-submédulo de M nao nulo. Entdo temos que
BN é um subobjeto de dimenséo finita de M na categoria E’M.

Agora, defina o conjunto F de todos subconjuntos X néo vazios de M tal que BX
€ um subobjeto de M na categoria g.’M e BX é um B-mdédulo livre com base X. Veja que
BN e F. Logo, F € nao vazio.

Considere em J a ordem dada pela inclusdo. Temos que se (Xj);jc; € um subconjunto
totalmente ordenado de F entdo X = uX; € base do B-médulo BX e BX =>_ BX; € um subob-
jeto de M na categoria E’M. Ou seja, X e 7.
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Pelo Lema de Zorn existe um elemento maximal Y € &. Suponha que BY # M. Entao
B—"é’, € um objeto n&o nulo de gM. Assim, B—’V{, contém um subobjeto B—SY talque BYcScMe

H
Se gM.

Seja Z base de B—SY e Y cStalque n(Y)=Zemquen:S— B—SY é a projecao. Entao
S é um B-moédulo livre com base Yu Y’. Assim, Yu Y’ e . Contradi¢do pois Y é elemento
maximal. Logo, BY = M.

Do exposto segue que M é um B-mddulo livre com base Y. [

Teorema 3.2.9. (Teorema de Nichols-Zoeller) Seja H uma algebra de Hopf de dimensao
finita sobre um corpo K e B uma subalgebra de Hopf. Entao todo M € ’é’Jv[ € um B-modulo
livre. Em particular, H € um B-modulo livre e, portanto, dim B divide dim H.

Demonstragéo. Seja M e E’M arbitrario. Se M possui dimenséo finita, o lema anterior nos
garante o desejado. Caso contrario, como H é finitamente gerado e B-fiel como B-médulo a
esquerda, pela proposicao 3.2.1 temos que He M = M(dimH) como B-médulos. Pela propo-
sicao 3.2.7 temos que M é B-maodulo livre.

Tomando M = H obtemos que H € B-médulo livre e dim B divide dim H. [ |

3.3 APENDICE

Definicao 3.3.1. (Mddulo Simples) Sejam A uma algebra sobre K e M um A-mddulo a
esquerda. Entdo M diz-se um modulo simples ou irredutivel se M # {0} e os unicos A-
submodulos de M s&o os triviais, ou seja, {0} e M.

Definicao 3.3.2. (Mddulo Semisimples) Sejam A uma algebra sobre K e M um A-mddulo
a esquerda. Entao M diz-se um mddulo semissimples ou completamente redutivel se todo
submoédulo N de M é um somando direto de M, ou seja, M= Ne& N' para algum N' A-
submodulo de M.

Definicdo 3.3.3. (Algebra Semisimples) Uma IK-algebra A é dita ser semisimples se todos
0s A-mddulos nao nulos sdo semisimples.

Definicao 3.3.4. (Mddulo Livre) Sejam A uma algebra sobre K e M um A-moédulo a esquerda.
Dizemos que M é um modulo livre se possui uma base. Ou seja, se existe uma familia de
elementos linearmente independentes {x;} tal que M = span{x;}.

Definicao 3.3.5. (Anulador) Sejam A uma algebra sobre K, M um A-médulo e N um submo-
dulo de M. Dizemos que o conjunto

anng(N)={ac Alan=0Vne N}

é o anulador de N.
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Definicao 3.3.6. (Mddulo Fiel) Sejam A uma algebra sobre K e M um A-médulo. Dizemos
que M é A-fiel se anna(M)=0.

Definicao 3.3.7. (Mddulo Injetivo) Sejam A uma algebra sobre K e M,N dois A-mddulos
a esquerda. Um R-mddulo U diz ser injetivo se para qualquer monomorfismo f: M — N e
qualquer morfismo g : M — U existir um morfismo h: N — U tal que hof=g.

Definicao 3.3.8. (Comprimento Finito) Sejam A uma algebra sobre K, M um A-mddulo a
esquerda e
0=MrcM,_yc---cMy=M

uma sequéncia finita S de submddulos de M. Um refinamento S' para S é uma sequéncia
finita de submodulos
0=NscNg_qc---cNy=N

tal que para todo i€ {1,...,r} existe je {1,...,8} tal que M; = Nj.
Dizemos ainda que S' é um refinamento prdprio de S se existir algum k tal que

Ny # M; para qualquer i€ {1,...,r}. Alem disso, quando M n&o admite refinamento proprio
dizemos que M possui comprimento finito.

Definicao 3.3.9. (Mddulo Indecomponivel) Seja A uma algebra sobre K. Um A-mdédulo M é
dito ser indecomponivel se M #0 e ndo existirem A-submaodulos n&o triviais Ny, N> tais que
M=N;eN>.

Teorema 3.3.10. (Teorema de Krull-Schmidt) Todo modulo M de comprimento finito tem
uma decomposicdo em soma direta de submaddulos

M=M;o---& M,

onde, para cadaic{l,...,r}, M; € indecomponivel. Além disso, esta decomposi¢do € unica a
menos de isomorfismo.

A demonstracdo do teorema acima pode ser encontrada na referéncia [8].
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APENDICE A - DEFINICOES AUXILIARES

Definicao A.0.1. (Modulo Simples) Sejam A uma algebra sobre K e M um A-mddulo a
esquerda. Entdo M diz-se um mddulo simples ou irredutivel se M # {0} e os unicos A-
submddulos de M s&o os triviais, ou seja, {0} e M.

Definicao A.0.2. (Mddulo Semisimples) Sejam A uma algebra sobre K e M um A-mddulo
a esquerda. Entdo M diz-se um mddulo semissimples ou completamente redutivel se todo
submédulo N de M é um somando direto de M, ou seja, M= Ne& N' para algum N' A-
submodulo de M.

Definicdo A.0.3. (Algebra Semisimples) Uma K-4lgebra A é dita ser semisimples se todos
0s A-mddulos nao nulos sdo semisimples.

Definicao A.0.4. (Mddulo Livre) Sejam A uma algebra sobre K e M um A-mddulo a esquerda.
Dizemos que M é um mddulo livre se possui uma base. Ou seja, se existe uma familia de
elementos linearmente independentes {x;} tal que M = span{x;}.

Definicao A.0.5. (Anulador) Sejam A uma algebra sobre K, M um A-mdédulo e N um sub-
modulo de M. Dizemos que o conjunto

anna(N)={ac Alan=0Vne N}
é o anulador de N.

Definicao A.0.6. (Mddulo Fiel) Sejam A uma algebra sobre K e M um A-mddulo. Dizemos
que M é A-fiel se anna(M)=0.

Definicao A.0.7. (Mddulo Injetivo) Sejam A uma algebra sobre K e M,N dois A-mddulos
a esquerda. Um R-modulo U diz ser injetivo se para qualquer monomorfismo f: M — N e
qualquer morfismo g : M — U existir um morfismo h: N — U tal que hof=g.

Definicao A.0.8. (Comprimento Finito) Sejam A uma algebra sobre K, M um A-mddulo a
esquerda e
0=MrcM,_q1c---cMy=M

uma sequéncia finita S de submddulos de M. Um refinamento S' para S é uma sequéncia
finita de submaodulos
0=NscNg_qc---cNy=N

tal que para todo i€ {1,...,r} existe je {1,...,s} tal que M; = Nj.

Dizemos ainda que S' é um refinamento prdprio de S se existir algum k tal que
Ny # M; para qualquer i€ {1,...,r}. Alem disso, quando M n&o admite refinamento proprio
dizemos que M possui comprimento finito.

Definicao A.0.9. (Mdédulo Indecomponivel) Seja A uma algebra sobre K. Um A-moédulo M é
dito ser indecomponivel se M #0 e ndo existirem A-submaodulos n&o triviais Ny, N> tais que
M = N1 @ N2.
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Teorema A.0.10. (Teorema de Krull-Schmidt) Todo médulo M de comprimento finito tem
uma decomposicdo em soma direta de submaddulos

M=M;&---& M,

onde, para cadaie{1,...,r}, M; € indecomponivel. Além disso, esta decomposi¢do € unica a
menos de isomorfismo.

A demonstracao do teorema acima pode ser encontrada na referéncia [8].
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