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RESUMO

Apresentaremos uma demonstração para o célebre teorema de Mergulho de Nash, que afirma
de toda variedade riemanniana compacta pode ser mergulhada isométricamente em algum
espaço elucidado. A ideia central na demonstração apresentada nesse trabalho é devido a
(Gunthier1989) que consiste em usar o operado pseudo diferencial p1´∆q´1 para contornar
o problema de perda de diferenciabilidade. No capítulo 2 introduziremos a linguagem básica dos
operadores pseudo diferenciais e mostraremos como tais operadores agem em alguns espaços
de funções, tais como os espaços de Sobolev. No capítulo 3 introduziremos a decomposição de
Littlewood-Paley e usaremos ela para obter certas estimas para controlar a norma do produto
e composições de funções. Já o último capítulo é dedicado a prova do teorema de mergulho
de Nash.

Palavras-chave. Operadores pseudo diferenciais. Cálculo Simbólico. Decomposição diádica.
Teorema de Mergulho de Nash.



ABSTRACT

We will present a demonstration of the celebrated Nash embedding theorem, this theorem states
that every compact Riemannian manifold can be isometrically embedded into some Euclidean
space. The central idea of the demostrate presented in this thesis is due to (Gunthier1989)
that consists in use the pseudo-differential operator p1 ´ ∆q´1 to avoid the phenomenon of
loss of differentiability. In chapter 2 we will introduce the basic language of pseudo-differential
operators and we will show how this operator acts in some familiar spaces of function, such
that Sobolev Spaces. In chapter 3 we will introduce the Littlewood-Paley decomposition and
we will use it for get certain estimates for control the norm of the product and composition of
functions. In the last chapter we will present the proof of the Nash embedding theorem.

Keywords: Pseudo-differential Operatores. Symbolic Calculus. Dyadic docomposition. Nash
embedding theorem.
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1 INTRODUÇÃO

O objetivo deste trabalho é apresentar uma demonstração para o célebre teorema de

mergulho de Nash, que afirma que toda variedade riemanniana pode ser mergulhada de forma

isométrica em algum espaço euclidiano. Falaremos um pouco mais sobre esse teorema na

introdução do capítulo 4. A demonstração desse resultado que apresentaremos aqui segue a

ideia formulada por Günther em (GÜNTHIER, 1989).

Este trabalho está em sua maior parte baseado no livro (ALINHAC et al., 2007). Essen-

cialmente, seguimos o roteiro apresentado no livro para chegar ao resultado principal. Todos

os resultados aqui apresentados também podem ser encontrados neste livro. Nós recortamos

os resultados em uma sequência lógica que julgamos coerente, modificamos um pouco as

demostrações e também abrimos algumas contas para tentar deixar as demonstrações mais

explícitas. Vale ressaltar que optei por não incluir um capítulo com resultados preliminares sobre

teoria de distribuições e transformada de Fourier, que são pré-requisitos básicos para falar sobre

operadores pseudo-diferenciais. Tais resultados são bem conhecidos e amplamente cobertos

por disciplinas da pós-graduação e podem ser encontrados, por exemplo, em (HÖRMANDER,

2004). Sendo assim, começamos nossa apresentação falando de operadores pseudo-diferenciais.

Saliento que o uso da teoria de operados pseudo-diferenciais (OPD) não é peça im-

prescindível na demonstração do teorema de Nash. Escolhi este caminho porque acredito que

o objetivo de uma tese, além de apresentar alguns resultados interessantes, é ao longo do

processo aprender algumas novas ferramentas matemáticas que podem ser úteis no futuro.

Quanto à organização do trabalho, seguimos a seguinte ordem. No capítulo 2, ini-

ciaremos nossa jornada apresentado os operadores pseudo-diferenciais e alguns resultados

importantes sobre eles. Em particular, falaremos sobre o cálculo simbólico de tais operadores

e o usaremos para mostrar como tais operadores agem sobre espaços de funções conhecidos.

Deixamos as demonstrações dos teoremas do cálculo simbólico para o apêndice, pois são

bastante longas e acredito que não são indeclináveis para compreender o restante do texto.

Já no capítulo 3, focaremos no caso de OPD clássico e juntamente com a decomposição de

Littlewood–Paley, obteremos estimativas para a norma do produto de duas funções.

Finalmente no último capítulo, falaremos sobre o Teorema de mergulho de Nash. O

roteiro da demonstração consiste em primeiro reduzir o teorema de mergulho para um teorema

de pertubação local. Para fazer isso, apenas usaremos alguns resultados básicos de geometria de

variedades, que serão citados ao longo do texto. No que concerne o Teorema de Pertubação

local, ele afirma que dado uma métrica que pode ser mergulhada, toda métrica suficientemente

próxima dela também pode ser mergulha. A segunda parte do capítulo 4 é concentrada na

demonstração do teorema de pertubação local. Para isso, introduziremos a ideia devido a

Günther (apresentada em (GÜNTHIER, 1989)) de usar o operador p1 ´ ∆q´1 para contornar

o fenômeno de perda de diferenciabilidade, que era a principal dificuldade técnica na primeira

prova apresentado por Nash. Usando o operador pseudo-diferencial p1 ´ ∆q´1, conseguiremos
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reduzir o teorema de pertubação local para um teorema de ponto fixo. Por fim, para controlar

as normas e garantirmos que temos uma contração, usaremos as desigualadas obtidas nas

proposição 3.6 e proposição 3.12 do capítulo 3 e usando o teorema de ponto fixo de

Banach, garantiremos a existência de solução para o problema.
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2 OPERADORES PSEUDO-DIFERENCIAIS

O objetivo desse capítulo é fazer uma breve introdução aos operadores pseudo-diferenciais,

tais operadores generalizam a ideia de um operador diferencial. Esses operadores são ferra-

mentas poderosas no estudo de certas equações diferenciais a derivadas parciais. Antes de

prosseguirmos é importante estabelecer certas notações.

Usaremos constantemente a notação de multi-índice, um multi-índice é uma n-úpla

α “ pα1, ¨ ¨ ¨ ,αnq de inteiros não negativos, ou seja α P N
n, onde convencionamos N “

t0,1,2,3, ¨ ¨ ¨ u. Definimos a norma de um multi-índice por |α| :“ α1 ` ¨ ¨ ¨ ` αn, também

definimos o fatorial de um multi-índice por α! :“ α1! ¨ ¨ ¨αn!. Dado x “ px1, ¨ ¨ ¨ ,xnq P R
n

definimos o monômio xα :“ x
α1

1 ¨ ¨ ¨ xαn
n .

Para 1 ď j ď n considere a derivada parcial B
Bxj

que também será denotada por Bxj
ou

simplesmente Bj . Em virtude que usaremos a transformada de Fourier é interessante introduzir

a notação Dj :“
1

i
Bj “ ´iBj . As derivadas parciais de ordem superior serão denotas usando

os multi-índices, teremos que Bα :“ Bα1

1 ¨ ¨ ¨ Bαn
n e analogamente Dα :“ D

α1

1 ¨ ¨ ¨Dαn
n .

Seja Ω Ď R
n subconjunto aberto e k inteiro não negativo CkpΩq denota as funções

com valores em C, k vezes diferenciáveis. Analogamente C8pΩq denotas as funções infinita-

mente diferenciáveis, e C8
0 pRnq denota as funções suaves de suporte compacto. Denotaremos

por SpRnq as funções de Schwartz, que são as funções suaves de decaimento rápido, mais

precisamente, SpRnq :“ tu P C8pRnq; @α,β P N
n e x P R

n temos |xβDαupxq| ă 8u. Ainda

mais denotaremos por S 1pRnq o dual de SpRnq, esse é o espaço das distribuições temperadas.

Para mais propriedades das funções de Schwartz e das distribuições temperadas vejas definições

(7.1.2) e (7.1.7) da seção 7.1 de (HÖRMANDER, 2015). Por fim quando não tiver perigo de

confusão omitiremos o domínio, ou seja denotaremos esses espaços simplesmente por, Ck,C8

e assim por diante.

A transformada de Fourier será dada por

Fpuqpξq “ ûpξq “

ż

Rn
e´ix¨ξupxqdx,

e sua inversa por

F
´1puqpxq “ ǔpxq “

1

p2πqn

ż

Rn
eix¨ξûpξqdξ.

A transforma de Fourier é um isomorfismo de SpRnq nele mesmo, ver teorema 7.1.5 de

(HÖRMANDER, 2015), e pode ser estendida para um isomorfismo de S 1pRnq em S 1pRnq, ver

teorama 7.1.10 de (HÖRMANDER, 2015).

2.1 OPERADORES PSEUDO-DIFERENCIAIS

Para construirmos o arquétipo de um operador pseudo-diferencial considere o seguinte

operador diferencial P “
ř
aαpxqDα

x onde aα P S, ou seja, dado uma função apropriada upxq,
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temos

Pupxq “
ÿ

α

aαpxqDα
xupxq

Observe que a formula inversa de Fourier nos dá

Dα
xupxq “

1

p2πqn

ż
eix¨ξ {Dα

xupxqdξ “
1

p2πqn

ż
eix¨ξξαûpξqdξ

logo temos

Pupxq “
1

p2πqn

ż ÿ

α

aαpxqeix¨ξξαpupξqdξ. 2.1.1

seja ppx,ξq “
ř

α aαpxqξα, assim temos

Pupxq “
1

p2πqn

ż
eix¨ξppx,ξqpupξqdξ.

P definido dessa forma fornece a motivação para a definição de operador pseudo-

diferencial. Observe também que para (2.1.1) fazer sentido ppx,ξq não precisa ser necessaria-

mente uma função polinomial em ξ basta ela ter algumas propriedades razoáveis. Para deixar

preciso o que é entendido como “propriedades razoáveis” definiremos a classe dos símbolos e

após isso voltar e dar a definição precisa de operador pseudo-diferencial.

2.2 SÍMBOLOS

Definição 2.1. Sejam P R. Defina Sm “ SmpRnˆR
nq espaço das funções a P C8pRnˆR

nq

tais que

@α,@β, |BαxB
β
ξ
apx,ξq| ď Cα,βp1 ` }ξ}qm´|β|

Seja também S´8 “
Ş

m Sm. Um elemento a P Sm é chamado de simbolo de ordem m.

Após uma nova definição é interessante mostrar alguns exemplos para vermos que a

definição faz sentido.

Exemplo 2.2. Seja apx,ξq “
ř

|α|ďm aαpxqξα, onde as aαpxq são suaves e limitadas com

todas suas derivadas também limitadas. Então a P Sm e a é chamado símbolo diferencial.

Como observamos na motivação no início do capítulo a é chamado símbolo diferencial,

pois está associado ao operador diferencial clássico. Para verificar que a P Sm observe que

dados multi-índices α, β temos

BαxB
β
ξ

ÿ

|α|ďm

aαpxqξα “
ÿ

|α|ďm

BαxaαpxqB
β
ξ
ξα ď Cα

ÿ

|α|ďm

B
β
ξ
ξα.

Pois aαpxq tem todas as derivadas limitadas. Observe também que
ř

|α|ďm B
β
ξ
ξα é um

polinômio em ξ de grau menor ou igual a m ´ |β| se |β| ď m e zero caso |β| ą m. O caso

de grau zero é trivialmente satisfeito, por outro lado, para um polinômio de grau s sempre é
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possível encontra constante K de modo que
1

K
p1 ` }x}qs ď |ppxq| ď Kp1 ` }x}qs uma vez

que o termo que domina p1 ` }x}qs é }x}s ou seja basta escolher K suficientemente grande.

Portanto

|BαxB
β
ξ

ÿ

|α|ďm

aαpxqξα| ď Cα

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌
ÿ

|α|ďm

B
β
ξ
ξα

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌ ď Cα,βp1 ` }ξ}qm´|β|.

Exemplo 2.3. Seja ϕ P SpRnq, então ϕpξq P S´8pRnq

É claro da definição das funções de Schwartz.

Exemplo 2.4. Seja apξq uma função suave positivamente homogêneo de grau m, i.e., @λ ą 0

e @ξ ‰ 0 temos apλξq “ λmapξq. Considere também χ P C8
0 pRnq tal que χ “ 1 próximo de

0, então a função ãpξq “ p1 ´ χpξqqapξq é um símbolo de ordem m.

De fato, observe que para ξ próximo de zero ã é constante igual a zero. Para ξ ą 0 temos

apξq “ a

ˆ
}ξ}

ξ

}ξ}

˙
“ }ξ}ma

ˆ
ξ

}ξ}

˙
, Observe que como a é suave e a

ˆ
ξ

}ξ}

˙
está definida

sobre a esfera, que é compacta, não temos problemas para controlar suas derivadas então o

termo que domina é }ξ}m e é fácil ver que B
β
ξ

|ξ|m| ă Kp1` }ξ}qm´|β| com isso conseguimos

controlar ã visto que as derivadas de p1 ´ χpξqq são obviamente limitadas. Portanto, temos

que ã P Sm.

O próximo exemplo é interessante, pois está associado a construção da parametrix de

um operador elíptico, isto é, da construção de uma inversa em certo sentido para um operador

diferencial elíptico.

Exemplo 2.5. Seja ppx,ξq um símbolo diferencial de ordem m definido para x P Ω Ď R
n

aberto, suponha que ppx,ξq seja elíptico, isto é,

@x P Ω,@ξ P R
n, ξ ‰ 0, ppx,ξq ‰ 0.

Seja ϕ P C8
0 pΩq e χ P C8

0 pRnq com χ “ 1 próximo de zero, então a função apx,ξq “

ϕpxq

`
1 ´ χpξ{Cq

˘

ppx,ξq
é um símbolo de classe ´m se C é suficientemente grande.

Observe que numa vizinhança de ξ “ 0, sendo onde poderíamos ter alguma singulari-

dade, a função apx,ξq está controlada dado que 1 ´ χpξq pode ser tomada igual a zero. Já

para }ξ} grande temos que p1 ´ χpξqq “ 1, ou seja apxξq “ φpxq
1

ppx,ξq
, nesse caso, temos

|BαxB
β
ξ
apx,ξq| “ |BαxB

β
ξ
φpxq

1

ppx,ξq
| ď C

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌
´BαxB

β
ξ
ppx,ξq

p2px,ξq

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌ ď C 1

pm´|β|pξq

p2px,ξq
ď Cα,βp1`}ξ}q´m´|β|

Pois p2 é um polinômio de grau 2m.
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Para r ď |ξ{C| ď R ,um anel, onde χ não é constante vamos ter um termo extra no

numerador dado por B
β
ξ
χpξ{Cq “ p1{Cq|β|B

β
ξ
χ|ξ“ξ{C ou seja

|BαxB
β
ξ
apx,ξq| ď K

ˇ̌
ˇ̌
ˇ
p1{Cq|β|ppx,ξq ´ p1 ´ χpξ{Cqqpm´|β|pξq

p2px,ξq

ˇ̌
ˇ̌
ˇ

e para C suficientemente grande temos que |
C´|β|

ppx,ξq
| ď Kp1 ` }ξ}q´m´|β|, juntamente com

a consideração anterior temos o requerido.

Algumas propriedades básicas dos símbolos, que podem ser encontradas na página 20

de (ALINHAC et al., 2007), são as seguintes.

Proposição 2.6. Sejam a P Sm “ SmpRn ˆ R
nq e b P Sk “ SkpRn ˆ R

nq então temos

a) BαxB
β
ξ
a P Sm´|β|,

b) ab P Sm`k,

c) a P S 1pR2nq.

Demonstração. a) Como a é suave, a ordem de derivação não importa, então
ˇ̌
ˇBγxBλξ BαxB

β
ξ
a
ˇ̌
ˇ “

ˇ̌
ˇBγ`α
x B

λ`β
ξ

a
ˇ̌
ˇ ď Cp1`}ξ}qm´|λ`β| ď Cp1`}ξ}qm´|β|´|λ| “ Cp1`}ξ}qpm´|β|q´|λ|.

b) Observe que para β “ 0 temos |a| ď Cp1 ` }ξ}qm e |b| ď Cp1 ` }ξ}qk. Já para |β| ą 0

devemos usar a regra de Leibniz 1, ver

|BαxB
β
ξ
ab| “

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌Bαx

¨
˝ ÿ

β1ďβ

ˆ
β

β1

˙
B
β´β1

ξ
a ¨ Bβ

1
b

˛
‚
ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌

“

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌
ÿ

α1ďα

ÿ

β1ďβ

ˆ
α

α1

˙ˆ
β

β1

˙
Bα´α1

x B
β´β1

ξ
a ¨ Bα

1

x Bβ
1
b

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌

ď
ÿ

α1ďα

ÿ

β1ďβ

Cα1β1p1 ` }ξ|qm´|β1|p1 ` }ξ|qk´|β´β1|

“
ÿ

α1ďα

ÿ

β1ďβ

Cα1β1p1 ` }ξ|qm`k´|β1|´|β´β1|

ď Cp1 ` }ξ}qm
k´|β1`pβ´β1q|

“ Cp1 ` }ξ}qm
k´|β|

c) Dado a P Sm em SpR2nq, podemos identificar a com um elemento de S 1pR2nq

usando o produto usual, isto é, dado ϕ P SpR2nq defina

xa, ϕy “

ż
apx,ξqϕpx,ξqdxdξ,

que é um operado linear limitado, pois |apx,ξq| ď Cp1 ` |ξ|qm. Logo define um elemento de

S 1pR2nq.
1 Onde β1 ď β significa que para todo 1 ď i ď n temos β1

i ď βi. E ainda mais o coeficiente binomia é dado

por
`
β
β1

˘
“
`
β1

β1

1

˘
¨ ¨ ¨

`
βn

β1

n

˘
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Podemos definir uma família de semi-normas em Sm dado por

|a|mα,β “ sup
px,ξqPRnˆRn

!
p1 ` }ξ}q´m`|β||BαxB

β
ξ
apx,ξq|

)

Como essa família é enumerável, assim como em S, permite munir Sm com uma

estrutura de espaço de Fréchet. Lembre que a convergência é definida como an Ñ a significa

que @α,@β, |an ´ a|mα,β Ñ 0.

Observação 2.7. Se m ě m1 então Sm
1

Ď Sm isso ocorre, pois a condição 1` }ξ}qm
1´|β| ď

p1 ` }ξ}qm´|β|. Ou seja, se an Ñ a em Sm
1
então an Ñ a em Sm para todo m ě m1.

Figura 1 – Inclusão dos espaços dos símbolos

Lema 2.8. Seja a P S0 “ S0pRn ˆR
nq e defina aε “ apx,εξq. Temos a aplicação a P S0 ÞÑ

aε P S0 é limitada em S0. Ainda mais aε Ñ a0 em Sm para todo m ą 0 se ε Ñ 0

Demonstração. Note que usando a regra da cadeia temos

|aε|0α,β ď ε|β||a|0α,β ď C

Para o restante do problema a observação 2.7 permite nos preocuparmos apenas com a

caso 0 ă m ď 1. Como estamos interessados no caso ε Ñ 0, considere 0 ă ε ď 1.

Se β ‰ 0 temos B
β
ξ
a0 “ 0, portanto usando o fato que aε P S0, temos

|BαxB
β
ξ

paε ´ a0q| ď ε|β|Cα,βp1 ` ε|ξ|q´|β|
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Logo

|aε ´ a0|mα,β “ sup
!

p1 ` }ξ}q´m`|β|BαxB
β
ξ

paε ´ a0q
)

ď Cα,β sup
!
ε|β|p1 ` }ξ}q´m`|β|p1 ` ε}ξ}q´|β|

)

“ Cα,βε
m sup

!
ε´m`|β|p1 ` }ξ}q´m`|β|p1 ` ε}ξ}q´|β|

)

“ Cα,βε
m sup

!
pε ` ε}ξ}q´m

ˆ
ε ` ε}ξ}

1 ` ε}ξ}

˙|β|

l jh n
ď1

)

ď Cα,βε
m

Nesse caso |aε ´ a0|mα,β Ñ 0 se ε Ñ 0.

Por outro lado, se β “ 0, podemos usar o teorema fundamental do cálculo

|Bαx paε ´ a0q| “

ˇ̌
ˇ̌
ż 1

0

d

dt
Bαxapx,tεξqdt

ˇ̌
ˇ̌

“

ˇ̌
ˇ̌εξ

ż 1

0

BξBαxapx,tεξqdt

ˇ̌
ˇ̌

ď C

ˇ̌
ˇ̌εξ

ż 1

0

p1 ` t}εξ}q´1dt

ˇ̌
ˇ̌

“ C lnp1 ` ε}ξ}q

ď C 1
mε

m}ξ}m.

Com essa desigualdade, também conseguimos mostrar que |aε ´ a0|mα,β Ñ 0 se ε Ñ 0. Por

fim observe que ela só é validase m ą 0.

Corolário 2.9. Temos que S´8 “
Ş

mPR S
m é denso em Sm com respeito à topologia

induzida por Sm
1
para todo m1 ą m.

Demonstração. De fato tome uma função teste χ P S tal que χ “ 1 próximo de 0. Dado

apx,ξq P Sm, temos que aεpx,ξq “ χpεξqapx,ξq P S´8, pelo resultado anterior χpεξq Ñ

χp0q “ 1 em Sδ para todo δ ą 0, logo aε Ñ a em Sδ`m.

A próxima proposição pode ser encontrada em (ALINHAC et al., 2007), ela é equivalente

ao Lmema 2.1.1. desse livro.

Proposição 2.10. Sejam a1, ¨ ¨ ¨ ,ak P S0 e F P C8pCkq, então F pa1, ¨ ¨ ¨ ,akq P S0.

Demonstração. Em primeiro lugar note a P S0 ðñ Repaq P S0 e Impaq P S0, basta supor

que temos tudo a valores reais.

Seja a “ pa1, ¨ ¨ ¨ ,anq, em primeiro lugar note que a desigualdade do valor médio nos

dá

|F paq| ď C|a|
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Suponha por hipótese de indução que, para |α| ` |β| ď p tenhamos |BαxB
β
ξ
F paq| ď

Cp1 ` }ξ}q´|β|

Pela regra da cadeia temos

BF

Bxj
paq “

kÿ

l“1

BF

Bal
Bxj

al e
BF

Bξj
paq “

kÿ

l“1

BF

Bal
Bξjal 2.2.1

Seja |α| ` |β| “ p ` 1. Pode escrever BαxB
β
ξ
F paq como BαxB

β
ξ
F paq “ Bξj

´
BαxB

β1

ξ
F paq

¯
“

B

Bξj

´
BαxB

β1

ξ
F paq

¯
onde |β1| “ |β| ´ 1, podemos fazer isso, pois F paq é suave. Aplicando

(2.2.1) para a função BαxB
β1

ξ
F paq temos

ˇ̌
ˇBαxB

β
ξ
F paq

ˇ̌
ˇ “

ˇ̌
ˇ̌ B

Bξj

´
BαxB

β1

ξ
F paq

¯ˇ̌
ˇ̌

“

ˇ̌
ˇ̌
ˇ
kÿ

l“1

B

Bal

´
BαxB

β1

ξ
F paq

¯
Bξlal

ˇ̌
ˇ̌
ˇ

ď
kÿ

l“1

Cl|B
α
xB

β1

ξ
F paq||Bξlal|

ď
kÿ

l“1

Clp1 ` }ξ}q´|β1|p1 ` }ξ}q´1

ď Cp1 ` }ξ|q´p1`|β1|q

“ Cp1 ` }ξ|q´|β|.

Logo F paq P S0.

O conceito de soma assintótica tem papel fundamental para o entendimento dos

operadores pseudo-deferenciais. Dado aj P Smj , onde mj Œ ´8, queremos dar um significado

para a soma
ř

jPN aj . Seria muita pretensão desejar convergência pontual sempre, então

dizemos que a é a soma assintótica, se escreve

a „
ÿ

jPN

aj ,

se para todo k P N temos a ´
řk

j“1 aj P Smk`1 Observe que isso significa que

|a ´
kÿ

j“0

aj | ď Cp1 ` }ξ}qmk`1 Ñ 0

se }ξ} Ñ 8, o que justifica chamar de soma assintótica.

Proposição 2.11. Sejam aj P Smj com mj Œ ´8. Então existe a P Sm0 tal que a „
ř
aj ,

e ainda mais supppaq Ď
Ť

supppajq. Onde o supp denota o suporte da função.
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Demonstração. Defina a “
ř8

j“0 ãj “
ř8

j“0

`
1 ´ χpεjξq

˘
aj , onde χ P C8

0 pRnq é uma

função bump tal que χ “ 1 numa vizinhança de 0, e tomando εj Ñ 0 rápido o suficiente

observe o que a soma acima é localmente finita, ou seja a é bem definida, e ainda mais

supppaq Ď
Ť

supppajq. De forma análoga à demonstração da proposição 2.6 vamos ter,

|BαxB
β
ξ
ãj | “ |BαxB

β
ξ

`
1 ´ χpεjξq

˘
aj |

ď
ÿ

β1ďβ

ÿ

α1ďα

Cβ1α1

ˇ̌
ˇBα1

Bβ
1 `
1 ´ χpεjξq

˘ˇ̌
ˇ ¨
ˇ̌
ˇBα´α1

Bβ´β1
aj

ˇ̌
ˇ .

Observe ainda que pelo Lema 2.8 temos 1 ´ χpεjξq Ñ 0 em S1, então podemos

tomar sequencias εj de modo que para todo multi-índice β1 ď β tenhamos

p1 ` |ξ|q´1`|β1|
ˇ̌
ˇBα1

Bβ
1 `
1 ´ χpεjξq

˘ˇ̌
ˇ ď

1

2j

Com o fato que aj P Smj , temos

|BαxB
β
ξ
ãj | ď

C

2j

ÿ

β1ďβ

p1 ` |ξ|q1´|β1|p1 ` |ξ|qmj´|β´β1

ď
C

2j
p1 ` }ξ}q1`mj´|β|

Dados α,β multi-índices e k natural, tome N inteiro tal que N ě |α| ` |β| e mN `1 ď

mk`1, temos

|BαxB
β
ξ

´
a ´

ÿ

jďN´1

ãj

¯
| “ |BαxB

β
ξ

´ ÿ

jěN

ãj

¯
| ď p1 ` }ξ}qmN`1´|β| ď p1 ` }ξ}qmk`1´|β|

Portanto

a ´
ÿ

jďk

aj “ a ´
ÿ

jďN´1

ãj `
ÿ

k`1ďjďN´1

ãj `
ÿ

jďk

paj ´ ãjq.

Por fim observe ainda que ãj P Smj´1 Ď Smj e aj ´ ãj “ ajχpǫjξq P S´8. Usando isso,

temos ˇ̌
ˇBαxB

β
ξ

`
a ´

ÿ

jďk

aj
˘ˇ̌
ˇ ď Cα,β,k ` p1 ` }ξ}qmk`1´|β|

Sendo assim a ´
ř

jďk aj P SmK`1 , ou seja a „
ř8

j“0 aj .

Definição 2.12. Seja a P Sm, a é dito ser um símbolo clássico se a „ aj onde aj P Sm´j

e aj é homogêneo de ordem m ´ j, isto é, ajpx,λξq “ λm´japx,ξq.

2.3 OPERADORES PSEUDO-DIFERENCIAIS

Seja a P Sm e u P SpRnq, considere o operador dado por

Oppaq : SpRnq Ñ SpRnq

u ÞÑ Oppaqupxq,
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onde

Oppaqupxq “
1

p2πqn

ż

Rn
eix¨ξapx,ξqûpξqdξ 2.3.1

Oppaq é chamado de operador pseudo-diferencial de ordem m com símbolo a. Deno-

tamos por OppSmq o conjunto dos operadores pseudo-diferenciais de ordem m. O próximo

passo é mostrar que Oppaq é bem definido.

Proposição 2.13. Sejam a P Sm e u P SpRnq então Oppaqupxq dado por (2.3.1) pertence

a SpRnq, ainda mais, o mapa bi-linear pa,uq ÞÑ Oppaqu é contínuo e satisfaz as relações de

comutação

rOppaq,Djs “ iOppBxj
aq 2.3.2

rOppaq,xjs “ ´iOppBξjaq 2.3.3

Por fim, Op define um operador linear injetivo de Sm no conjunto dos operadores de SpRnq

em SpRnq.

Demonstração. Observe que û P SpRnq uma vez que u P SpRnq, com isso

|Oppaqupxq| “ p2πq´n

ˇ̌
ˇ̌
ż

Rn
eix¨ξapx,ξqûpξqdξ

ˇ̌
ˇ̌

ď p2πq´n
ż

Rn

ˇ̌
ˇeix¨ξapx,ξqûpξq

ˇ̌
ˇ dξ

ď p2πq´n sup
px,ξqPRnˆRn

 
p1 ` }ξ}q´m|apx,ξq|

( ż

Rn
|eix¨ξp1 ` }ξ}qmûpξq|dξ|

Que é limitado, logo o mapa bilinear pa,uq ÞÑ Oppaqu é um operador limitado, ou seja, contínuo.

Para provar (2.3.2) basta usar a regra de Leibniz

rOppaq,Djsupxq “ OppaqpDjuqpxq ´ Dj

`
Oppaqupxq

˘

“ p2πq´n

˜ż
eix¨ξapx,ξqyDjupξqdξ ´ Dj

ż
eix¨ξapx,ξqûpξqdξ

¸

“ p2πq´n

˜ż
eix¨ξapx,ξqξj ûpξqdξ ´

ż
eix¨ξûpξq

´
ξjapx,ξq ´ iBxj

apx,ξq
¯
dξ

¸

“ ip2πq´n
ż

Rn
eix¨ξBxj

apx,ξqûpξqdξ

“ iOppBxj
aqupxq.
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Agora para (2.3.3) basta integrar por partes

rOppaq,xjsupxq “ Oppaqpxjuqpxq ´ xj
`
Oppaqupxq

˘

“ p2πq´n

˜ż
eix¨ξapx,ξqyxjupξqdξ ´

ż
eix¨ξapx,ξqxj ûpξqdξ

¸

“ p2πq´n

˜ż
eix¨ξapx,ξq

´
´ Dξj ûpξq

¯
dξ ´

ż
eix¨ξapx,ξqxj ûpξqdξ

¸

“ p2πq´n

˜ż
Dξj

`
eix¨ξapx,ξq

˘
ûpξqdξ ´

ż
eix¨ξapx,ξqxj ûpξqdξ

¸

“ ´ip2πq´n
ż

Rn
eix¨ξBξjapx,ξqûpξqdξ

“ ´iOppBξjaqupxq

Aplicando (2.3.2) e (2.3.3) várias vezes termos

D
β
xOppaqupxq “

ÿ

β1`β2“β

Cβ1,β2OppB
β1

x aqD
β2

x u. 2.3.4

Ainda mais

xαD
β
xOppaqupxq “

ÿ

β1`β2“β

ÿ

α1`α2“α

Cα1α2

β1,β2OppBα
1

ξ B
β1

x aqpxα
2
Dβ2

uq. 2.3.5

Logo |xαDβOppaqupxq| ă 8, ou seja Oppaqu P SpRnq.

Falta provar que Op é injetivo. Para isso devemos provar que para a P Sm de forma

que Oppaqu “ 0 para todo u P SpRnq a função a P Sm deve ser a função nula.

Defina a seguinte função para cada x P R
n fixado.

bxpξq “
apx,ξq

p1 ` }ξ}q
m
2

`n
4

` 1

2

Observe que bx P L2pRnq, uma vez que a P Sm.Observe ainda que para toda função vpξq P L2

da forma

vpξq “ e´ix¨ξp1 ` }ξ}q
m
2

`n
4

` 1

2 ûpξq

satisfaz a relação
`
bpξq,vpξq

˘
“ 0, onde p¨,¨q é o produto sesquilinear de L2, mas vpξq ’varre’

todo SpRnq, pois

f P S ÞÑ e´ix¨ξp1 ` }ξ}q
m
2

`n
4

` 1

2 f̂ P S

é uma bijeção de S em S. Logo bpξq “ 0, pois SpR2q é denso em L2pRnq. Portanto apx,ξq “ 0,

o que prova a injetividade.

Observação 2.14. Quando não tiver perigo de confusão vamos denotar Oppaq por apx,Dq.
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Para operadores integrais, o kernel do operador concentra toda a informação, observe

Oppaqupxq “p2πq´n
ż

Rn
eix¨ξapx,ξqûpξqdξ

“p2πq´n
ż

Rn
eix¨ξapx,ξq

ż

Rn
e´iy¨ξupyqdydξ

“

ż

Rn
upyq

¨
˚̊
˚̊
˚̋p2πq´n

ż

Rn
e´ipy´xq¨ξapx,ξqdξ

l jh n
Kpx,yq

˛
‹‹‹‹‹‚
dy

.

Chamamos

Kpx,yq “
1

p2πqn

ż

Rn
e´ipy´xq¨ξapx,ξqdξ 2.3.6

de Kernel do operador Oppaq. Observe ainda que se a P Sm pela proposição 2.6 temos

a P S 1pR2nq, então podemos ver (2.3.6) como uma transformada de Fourier com respeito a

variável ξ. De fato

Kpx,yq “ p2πq´n
Fξapx,y ´ xq “

1

p2πqn

ż

Rn
e´ipy´xq¨ξapx,ξqdξ

A vantagem disso é que assim podemos obter o simbolo do operador em função do kernel

usando a transformada inversa de Fourier ou seja

apx,ξq “ FyrK
`
x, ´ py ´ xq

˘
s “

ż

Rn
e´y¨ξKpx,x ´ yqdy. 2.3.7

Essa formula vai ser de fundamental importância. Nosso próximo passo é tentar estender ação

dos operadores pseudo-diferenciais para espaços de função mais gerais. Seria bastante desejável

que conseguíssemos agir com Oppaq em S 1pRnq, pois tal espaço contem a maiorias dos espaços

de função que estamos acostumados. Por exemplo, o espaço das funções quadro integrável

L2pRnq pode ser identificado com um sub espaço de S 1. Uma alternativa para fazer isso seria

construindo o adjunto de A “ Oppaq. O Adjunto de um operador é definido por.

Definição 2.15. Seja A : S Ñ S um operador qualquer, então A˚ é chamado de adjunto se

A˚ : S Ñ S satisfaz

Au,vq “ pu,A˚vq, @u P S, @v P S.

onde p¨,¨q é o produto sesquilinear dado por pu,vq “ xu,vy “
ş
uv .

Se existir tal operador A˚ podemos estender A continuamente para S 1. De fato, basta

definir A : S 1 Ñ S 1 como o único operador satisfazendo

rAuspvq “ upA˚vq, @u P S
1, @v P S.
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Onde, em geral, a ação de u P S 1 em um elemento v P S é dada pelo produto usual, i.e.,

pAu,vq “ pu,A˚vq ñ

ż
Auv “

ż
uA˚v @u P S

1, @v P S.

Esse tipo de manipulação é corriqueira quando desejamos estender propriedades para o

espaço dual. O que garante a que de fato a extensão seja única é a densidade de SpRnq em

L2pRnq.

É mentira que todo operador de S em S admite um adjunto, entretanto mostraremos

que para a P Sm, podemos construir o operador adjunto do operador pseudo-diferencial

A “ Oppaq “ apx,Dq. A demonstração de tal propriedade não é trivial e demanda um certo

esforço e constitui um dos principais resultado do chamado cálculo simbólico para operadores

pseudo-diferenciais. Suponha que exista A˚ exite então conseguimos calcular o kernel de A˚

em função do kernel de A. De fato o Kernel satisfaz

Aupxq “

ż
upyqKpx,yqdy

6

xAu, vy “

ż
Aupxqvpxqdx “

ż ż
Kpx,yqupyqvpxqdydx “ xKpx,yq,upyqvpxqy

com isso temos

xAu, vy “ pAu, v “ pu,A˚vq “ xu,A˚vy “ x u,A˚vy “ x A˚v,uy,

mas

xA˚v,uy “ xK˚px,yq,vpyqupxqy,

logo

xK˚px,yq,vpyqupxqy “ xKpx,yq,upyqvpxqy,

e disso conseguimos concluir que

K˚px,yq “ Kpy,xq.2 2.3.8

Essa construção vale para um operador integral qualquer. Em particular no nosso caso de um

operador pseudo-diferencial, temos

K˚px,yq “ Kpy,xq “
1

p2πqn

ż
epy´xq¨ξapy,ξqdξ “

1

p2πqn

ż
epx´yq¨ξapy,ξqdξ. 2.3.9

Mas (2.3.7) permite obter o simbolo em função de kernel, logo

a˚px,ξq “

ż
e´iy¨ξK˚px,x ´ yqdy “

1

p2πqn

ż ż
e´iy¨ηapx ´ y,ξ ´ ηqdydη. 2.3.10

A dificuldade em provar que Oppaq “ apx,Dq “ A admite de fato em adjunto reside em provar

que (2.3.10) é de fato em símbolo de ordem m, pois pela construção feita acima temos que

A˚ “ Oppa˚q “ a˚px,Dq. Esse é o conteúdo do primeiro resultado do cálculo simbólico.
2 repare que x e y estão trocados.
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Teorema 2.16. Seja a P Sm, então a˚ dado por (2.3.10) pertence também à Sm e é dado

assintoticamente por

a˚px,ξq „
ÿ

α

1

α!
Bαξ D

α
xapx,ξq. 2.3.11

Em particular se A “ Oppaq “ apx,Dq é um operador pseudo-diferencial de ordem m, então

A˚ “ Oppa˚q “ a˚px,Dq é o operador adjunto de A e também é um operador pseudo

diferencial de ordem m e, consequentemente, A pode ser estendido continuamente para um

operador de S 1pRnq para S 1pRnq.

Falta justamente provarmos que a˚ P Sm, mas para isso devemos dar sentido a for-

mular (2.3.10) e isso depende de algumas estimativas delicadas, pois a princípio para a P Sm

parece que a integral pode divergir, então vamos precisar de estimativas mais delicadas. Tam-

bém devemos calcular a expansão assintótica. Exitem varias demonstração diferente pode ser

encontradas em (HÖRMANDER, 2007), Theorem 18.1.8; ,(GRIGIS; SJÖSTRAND, 1994)

Theorem 3.4 e (ALINHAC et al., 2007), Theorem 3.2.3 e Theorem 3.2.4. Uma forma

particular de demonstrar isso é estudar um pouco mais de perto as chamadas integrais osci-

latórias. Antes disso vamos estudar como compor dois operadores pseudo-diferenciais, pois a

demonstração se baseia exatamente nos mesmos princípios.

Sejam A1 “ Oppa1q e A2 “ Oppa2q dois operadores pseudo-diferenciais, dado u P S

temos

pA1A2uqpxq “
1

p2πqn

ż
eix¨ξa1px,ξqyA2upξqdξ

e
yA2upξq “

1

p2πqn

ż
e´iypξηqa2py,ηqpupηqdydη,

portanto

pA1A2uqpxq “
1

p2πq2n

ż
eix¨ηe´ipx´yq¨pξ´ηqa1px,ηqa2py,ξqp̂uqpξqdξdηdy

Observe que A1A2 “ B “ Oppbq onde

bpx,ξq “
1

p2πqn
ş
e´ipx´yq¨pξ´ηqa1px,ηqa2py,ξqdηdy

bpx,ξq “
1

p2πqn
ş
e´iy¨ηa1px,ξ ´ ηqapx ´ y,ξqdηdy.

2.3.12

Então para provarmos que a composição de dois operadores pseudo-diferenciais também é

um operador pseudo-diferencial devemos mostrar que bpx,ξq dado por (2.3.12) é de fato um

símbolo. A prova segue o mesmo espirito da prova do teorema para o operador adjunto.Como

isso o segundo teorema fundamental do cálculo simbólico.

Teorema 2.17. Sejam a1 P Sm1 e a2 P Sm2 . Então Oppa1qOppa2q “ Oppbq, onde b “

a1#a2 P Sm1`m2 é dado por (2.3.12) e ainda mais

bpx,ξq „
ÿ

α

1

α!
Bαξ a1D

α
xa2. 2.3.13
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Esses resultados são ferramentas muito poderosas no estudo dos operadores pseudo-

diferenciais, de fato eles são a ferramentas que permitem manipular operadores pseudo-

diferenciais de forma algébrica.

A demonstração de tais resultados é bastante técnica e envolve fazer certas estima-

tivas, para garantir que as integrais (2.3.10) e (2.3.12) então bem definidas e satisfazem as

propriedades dos símbolos. Como julgamos que as técnicas presentes na demonstração de tais

resultados não são crucias para um bom entediamento do que se segue optamos por deixar

em um apêndice ao final do trabalho.

2.4 AÇÃO NOS ESPAÇOS DE SOBOLEV

Já vimos ser possível estender a ação de operadores pseudo-diferenciais para o espaço

das distribuições temperadas S 1pRnq, tal espaço engloba boa parte dos espaços de funções

que estamos acostumadas a trabalhar, o mais familiar dele é L2pRnq, o espaço das funções de

quadrado integrável. Devido a sua rica estrutura, em geral é conveniente estudar as propriedades

dos operadores em L2, uma agradável propriedade sobre os operadores pseudo-diferencias é

que em certas circunstâncias eles são um endomorfismo de L2. Isso é o conteúdo do próximo

teorema.

Teorema 2.18. Seja a P S0 então A “ apx,Dq “ Oppaq é um endomorfismo de L2pRnq.

Para provar o teorema vamos precisar do seguinte lema.

Lema 2.19. (Teste de Schur) Seja k : Rn ˆ R
n Ñ C satisfazendo.

sup
yPRn

ż
|kpx,yq|dx ď C, , sup

xPRn

ż
|kpx,yq|dy ď C 2.4.1

Então o operador integral T com kernel kpx,yq tem norma limitada em L2pRnq.

Demonstração. Seja u P L2, temos

pTuqpxq “

ż
kpx,yqupyqdy,

com isso

|pTuqpxq|2 “
ˇ̌
ˇ
ż
kpx,yqupyqdy

ˇ̌
ˇ
2

“
ˇ̌
ˇ
ż
k1{2px,yq ¨ k1{2px,yqupyqdy

ˇ̌
ˇ
2

ď

ż
|kpx,yq|dy ¨

ż
|kpx,yq||upyq|2dy

ď C

ż
|kpx,yq||upyq|2dy.
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Denotando por | ¨ |0 a norma L2, temos

|Tu|20 “

ż
|pTuqpxq|2dx

ď C

ż ż
|kpx,yq||upyq|2dydx

ď C2

ż
|upyq|2dy

ď C2|u|20 ă 8.

Agora podemos provar o teorema 2.18.

Demonstração. A ideia para a demonstração é a seguinte.

i Se apx,ξq é de ordem S´k com k ď ´pn`1q então conseguimos provar que A é limitado

na norma de L2.

ii Reduzir a caso de ordem S0 ao caso anterior.

Para provar i) observe que de (2.3.6) sabemos

kpx,yq “ p2πq´n
ż
eipx´yq¨ξapx,ξqdξ,

6

|kpx,yq| ď p2πq´nC 1
ż

1

p1 ` }ξ}qk
dξ ď C

Para conseguirmos usar o teste de Schur, temos que provar
ş

|kpx,yq|dx e
ş

|kpx,yq|dy são

limitadas. Vamos calcular o kernel do seguinte operador: Ai “ Dξiapx,Dq. Observe que

pAiuqpxq “
ş
eix¨ξDξiapx,ξqûpξqdξ, integrando por partes, temos

pAiuqpxq “ ´

ż
apx,ξqDξi

`
eix¨ξûpξq

˘
dξ

“ ´

ż
apx,ξq

`
xie

´ix¨ξûpξq ` eix¨ξyiûpξq
˘
dξ

“

ż
eix¨ξpxi ´ yiqapx,ξqûpξqdξ.

Assim, obtemos que o kernel de Ai é dado por pxi ´ yiqkpx,yq. De forma análoga, se consi-

derarmos Aα “ Dαapx,Dq e repetindo o processo acima, vamos obter que o kernel de Aα é

dado por px´yqαkpx,yq. Mas observe que Aα é de ordem menor ou igual a ´k´|α|, tomando

|α| “ n ` 1, temos

p1 ` |x ´ y|n`1q|kpx,yq| ď |kpx,yq| ` |x ´ y|n`1|kpx,yq|

ď C ` C 1|px ´ yqαkpx,yq|

ď C ` c

ż
|Dαapx,ξq|dξ

ď C̃.
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Ou seja |kpx,yq| ď
C̃

1 ` |x ´ y|n`1
, como isso temos que

ş
|kpx,yq|dx e

ş
|kpx,yq|dy são

limitadas. Pelo teste de Schur, temos que A “ apx,Dq que tem kernel kpx,yq, tem norma L2

limitada no caso em que a ordem de apx,Dq é menor ou igual a ´pn ` 1q.

O próximo passo é reduzir o caso onde apx,ξq é de ordem 0 para o caso coberto

acima.Para isso usaremos os teoremas do cálculo simbólico. Dado a P S0 queremos mostrar

que

|Au|20 ď M |u|20, para algum M ą 0.

Observe que |Au|20 “ pAu,Auq “ pA˚Au,uq. Defina um novo operador B “: M ¨ I ´ A˚A,

onde B também é um operador pseudo-diferencial de ordem 0, e pelos Teorema 2.16 e

Teorema 2.17 seu símbolo é dado assintoticamente por

b „ M ´
”
apx,ξq ¨ apx,ξq `

ÿ

|α|ě1

1

α!
Bαxia

˚Dα
xa

l jh n
PS´1

ı
.

Escolha M ą 0 satisfazendo

M ě 2 sup |apx,ξq|2. 2.4.2

Seja cpx,ξq “ pM´|apx,ξq|2q1{2. Pela Proposição 2.10, temos que c P S0. Seja C “ cpx,Dq

operador cujo símbolo é c. Novamente defina outro operador R :“ C˚C ´ B. O Símbolo r

desse operado será dado assintoticamente pela expressão

r „c ¨ c `
ÿ

|α|ě1

1

α!
Bαxic

˚Dα
xa

l jh n
PS´1

´
”
M ´ a ¨ a ´

ÿ

|α|ď1

1

α!
Bαxia

˚Dα
xa

l jh n
PS´1

ı

r „pM ´ |apx,ξq|2q1{2pM ´ |apx,ξq|2q1{2 ´ M ` |apx,ξq|2 ` oppS´1q

r „M ´ |apx,ξq|2 ´ M ` |apx,ξq|2 ` oppS´1q

r „oppS´1q

Onde oppS´1q denota um símbolo genérico de ordem ´1. Logo R P OppS´1q, ou seja

R é um operador de ordem ´1. Ainda mais, da desigualdade (2.4.2) temos, |cpx,ξq| “

|pM ´ |apx,ξq|2q1{2| ě |apx,ξq|, como isso obtemos que |Cu|20 ě |Au|20. Logo

|Au|20 ď |Cu|20 “ pC˚Cu, uq “ pMu ´ A˚Au ` Ru,uq “ M |u|20 ´ |Au|20 ` pRu,uq.

Ou seja

|Au|20 ď
1

2

`
M |u|20 ` pRu,uq

˘
.

Usando Cauchy-Schwarz

|Au|20 ď
1

2

´
M |u|20 ` |pRu,uq|

¯
ď

1

2

´
M |u|20 ` |Ru|0|u|0

¯
.
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O problema estaria resolvido se conseguirmos mostra que |Ru|0 ď C|u|0, mas agora R

é de ordem ´1. Fazendo com R exatamente o que fizemos com o operador A, conseguiremos

mostra que

|Ru|20 ď
1

2
pM̃ |u|20 ` |R̃u|0|u|0q.

Mas agora R̃ é um operador de ordem pelo menos menor ou igual que ´2. Repetindo o

processo um número conveniente de vezes, conseguimos reduzir para o caso de um operador

de ordem menor ou igual a ´pn ` 1q, que está coberto pela primeira parte da prova.

Outros espaços que possuem um papel importante no estudo de certas equações a

derivadas parciais são os chamados Espaços de Sobolev. Existem algumas formas equivalente

de apresentar tais espaços, a que será conveniente no nosso contexto é:

Definição 2.20. Para cada s P R considere

HspRnq “ tu P S
1pRnq, tal que

ż

Rn
p1 ` }ξ}2qs|ûpξq|2dξ ă 8u. 2.4.3

HspRnq é chamado de espaço de Sobolev de ordem s. Onde não tiver perigo de confusão

denotaremos HspRnq simplesmente por Hs.

|u|2s “ p2πq´n
ż

Rn
p1 ` }ξ}2qs|ûpξq|2dξ. 2.4.4

denota a norma em HspRnq.

Algumas observações úteis são

• i) xDys “ p1`|D|2qs{2 é uma isometria de Hs em L2. Onde |D|2 “ D2
1`¨ ¨ ¨`D2

n

• ii) Outra forma de apresentar os espaço de Sobolev é: Hs “ tu P L2, @α, |α| ď

s, Bau P L2u

• iii) H0 “ L2

O único item que não é trivial é o ii), não faremos aqui, mas podemos encontra uma de-

mostração após a definição 7.1.9 de (HÖRMANDER, 2015). Temos o seguinte corolário do

Teorema2.18.

Corolário 2.21. Seja a P Sm, então Oppaq mapeia HspRnq em Hs´mpRnq para todo s P R.

Demonstração. Dado u P Hs, então existe v P H0 “ L2 tal que u “ xDy´sv “ p1 `

|D|2q´s{2v, logo

xDys´m ˝ Apuq “ xDys´m ˝ A ˝ xDy´spvq P H0,

dado que xDys´m ˝ A ˝ xDy´s é de ordem 0.

Sendo assim xDys´m ˝ Au P H0 ñ Au P xDys´m.
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Agora temos todas as ferramentes para construir o inverso para operadores elípticos.

Temos o seguinte importante teorema.

Teorema 2.22. Seja a P Sm. As condições:

i) Db P S´m; apx,Dqbpx,Dq ´ id P OppS´8q,

ii) Db P S´m; bpx,Dqapx,Dq ´ id P OppS´8q,

São equivalentes e implicam,

iii) |apx,ξq| ě c}ξ}m para algum c ą 0 e }ξ} ě C, isto é, apx,Dq é elíptico.

Reciprocamente se iii) é satisfeito, então existe b satisfazendo i) e ii) e ainda mais ele é único

módulo S´8.

Demonstração. Vamos mostra que i) e ii) são equivalentes. Sejam b1 e b2 símbolos em S´m,

de forma que B1 “ b1px,Dq e B2 “ b2px,Dq satisfazem

AB1 ´ id P OppS´8q e B2A ´ id P OppS´8q.

Note que, modulo S´8

B2 ´ B1 “ B2pid ´ AB1q “ pB2A ´ idqB1 P OppS´8q,

e ainda mais

ApB2 ´ B1q ´ id ` id “ AB2 ´ id ´ pAB1 ´ idq P OppS´8q ñ AB2 ´ id P OppS´8q.

Analogamente, B1A ´ id P OppS´8q, ou seja, i) e ii) são equivalentes e b é único modulo

S´8.

Para mostra que i) ou ii) implicam em iii), observe que ab ´ id P S´1, logo

|apx,ξqbpx,ξq ´ 1| ď
C

p1 ´ }ξ}q
ď

1

2
, se C ď }ξ}, ou seja, }ξ} é grande.

Observe que isso nos dá ainda que
1

2
ď |apx,ξqbpx,ξq| se }ξ} ě C para algum C. Por fim

1

2
ď |apx,ξqbpx,ξq| ď |apx,ξq|K̃}ξ}´m ñ |apx,ξq| ě c}ξ}m,

ou seja apx,ξq é elíptico.

Reciprocamente, suponha apx,ξq elíptico. Então para }ξ} ě C temos que

|apx,ξqp1 ` }ξ}2q´m{2| ě c}ξ}mp1 ` }ξ}2q´m{2 “ c
´ }ξ}2

1 ` }ξ}2

¯m{2
ě c1,

uma vez que
´ }ξ}2

1 ` }ξ}2

¯m{2
é crescente. Defina F P C8pCq de forma que F pzq “

1

z
se

|z| ě c1. Seja

b “ p1 ` }ξ}2q´m{2F
`
ap1 ` }ξ}2qm{2˘.
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Pela proposição 2.10 temos que b P S´m, uma vez que F
`
ap1 ` }ξ}2qm{2

˘
P S0, e

ainda ab “ 1 ` χpξq com χ P C8
0 pRnq e χpξq “ 0 se |ξ} ě C, ou seja χ P S´8.

Pelo Teorema 2.17 temos que a#b „ ab`r1, onde r1 P S´1. Logo a#b “ 1`

rh nl j
χ ` r1

com r P S´1. Com isso, temos

apx,Dqbpx,Dq “ id ` rpx,Dq, r P S´1.

Para cada k ě 0 defina bkpx,Dq “ bpx,Dqrkpx,Dq P OppS´m´kq. A Proposição

2.11 permite escolher b1 P S´m de modo que b1 „
ř

kě0 bk, ou seja para cada k ě 0 temos

b1 ´
řk

j“0 P S´m´pk`1q. Chamando bkpx,Dq “ Bk e rpx,Dq “ R, encontramos

AB1 “ ApB1 ´
kÿ

j“0

Bjq ` A

kÿ

j“0

Bj

“ ApB1 ´
kÿ

j“0

Bjq ` AB

kÿ

j“0

Rj

“ OppSm`p´m´k´1qq ` pid ´ Rq
kÿ

j“0

Rj , a soma é telescópica

“ OppS´k´1q ` id ´ RRk

“ OppS´k´1q ` id ´ RK`1 “ id ` OppS´k´1q.

Com isso, temos que AB1 ´ id P OppS´kq para todo k ě 0, ou seja, AB1 ´ id P OppS´8q.

Analogamente, conseguimos construir B2 de modo que B2A ´ id P OppS´8q. Com isso,

completamos a prova.
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3 TEORIA DE LITTLEWOOD-PALEY

Nesse capítulo, estudaremos alguns resultados que serão importantes no estudo dos

problemas na natureza não linear no próximo capítulo. Em particular, obtermos certas estima-

tivas para o controle da norma de aplicações que serão peça chave para o próximo capítulo.

Além disso, a teoria aqui desenvolvida fornece uma aplicação interessante do cálculo simbólico

no caso de operadores clássicos. Nas próximas paginas faremos uso sistemático da chamada

partição diádica da frequência. Nesse capítulo seguiremos de perto a primeira seção do

capítulo II de (ALINHAC et al., 2007).

Antes de seguirmos, é importante estabelecer algumas convenções para a notação.

Notação. Denotaremos uma constante genérica por Cnt. Quando Cnt aparecer mais de uma

vez na mesma conta, apenas significa que é uma constante genérica. Faremos isso para deixar

a notação mais concisa, uma vez que estaremos trabalhando com desigualdades que valem a

menos de uma constante genérica.

Notação. Diferenciaremos as normas de funções nesse capítulo.

• | ¨ |s com s P R, para denotar a norma em HspRnq, ou seja, a norma de Sobolev. Lembre

que | ¨ |0 é a norma L2.

• } ¨ }ρ, com ρ ą 0 e ρ R N, para denota a norma em CρpRnq, ou seja, a norma de Hölder.

• } ¨ }0 para denotar a norma em L8pRnq.

3.1 DECOMPOSIÇÃO DE LITTLEWOOD-PALEY

Deixaremos claro o conceito de partição diádica da unidade. Considere ψ P C8
0 pRnq

uma função teste não negativa tal que ψpξq “ 1 para 0 ď }ξ} ď 1
2 e ψpξq “ 0 para }ξ} ě 1.

Defina também uma função ϕ por ϕpξq “ ψp
ξ

2
q ´ ψpξq, observe que suppϕ “ tξ; 1{2 ď

}ξ} ď 2u. Veja que ψpξq `
ř

pě0 ϕp2´pξq “ 1. De fato

ψpξq `
ÿ

pě0

ϕp2´pξq “ ψpξq `
ÿ

pě0

´
ψp2´p´1ξq ´ ψp2´pξq

¯

“ ψpξq ´ ψpξq ´ lim
pÑ8

ψp2´pξq

“ ψp0q “ 1

Defina então ϕ´1 “ ψ e para p ě 0 ϕppξq “ ϕp2´pξq, o nome diádica vem da partição ser

constituída por duas partes ψ e ϕ. Observe ainda que

suppϕ´1 “ tξ : 0 ď }ξ} ď 1u,

suppϕp “ tξ : 2p´1 ď }ξ} ď 2p`1u, para p ě 0.



Capítulo 3. Teoria de Littlewood-Paley 31

Figura 2 – Partição diádica da unidade.

Para u P S 1, defina u´1 “ ϕ´1pDqu “ ψpDqu e up “ ϕppDqu “ ϕp2´pDqu

e Spu “
řp´1

q“´1 uq para p ě 0. Onde ϕpDq denota o operador pseudo-diferencial cujo

símbolo é ϕpξq, note que esse simbolo não depende de x. Essa é chamada decomposição

de Littlewood-Paley de u. Por fim, observe que

u “ Sou `
ÿ

pě0

up.

Lema 3.1. Temos

1{2 ď ψ2pξq `
ÿ

pě0

ϕ2p2´pξq ď 1. 3.1.1

E para todo u P L2 temos

ÿ

pě´1

|up|20 ď |u|20 ď 2
ÿ

pě´1

|up|20. 3.1.2

Demonstração. Para (3.1.1) basta usar a desigualdade a2 ` b2 ď pa` bq2 ď 2pa2 ` b2q, onde

a,b ě 0, com isso

ψ2pξq `
ÿ

pě0

ϕ2p2´pξq ď
´

“1h nl j
ψpξq `

ÿ

pě0

ϕp2´pξq
¯

ď 2
´
ψ2pξq `

ÿ

pě0

ϕ2p2´pξq
¯2
,

Com isso
1

2
ď ψ2pξq `

ř
pě0 ϕ

2p2´pξq ď 1

Para provar (3.1.2) veja que

ûppξq “ ϕp2´pξqûpξq. 3.1.3
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De fato, temos

uppxq “ ϕp2´pDqupxq “
1

p2πqn

ż
eix¨ξϕp2´pξqûpξqdξ

“ F
´1

`
ϕp2´pξqûpξq

˘
.

Multiplicando ambos lados de (3.1.1) por |û|20 e lembrando que p2πq´n|û|0 “ |u|0, temos

1{2|û|20 ď ψ2pξq|û|20 `
ÿ

pě0

ϕ2p2´pξq|û|20 ď |û|20

1{2|û|20 ď
ÿ

pě´1

|ûp|20 ď |û|20.

Como isso, vamos ter ÿ

pě´1

|up|20 ď |u|20 ď 2
ÿ

pě´1

|up|20.

Lema 3.2. Existe constante C, independente de p e u, tal que vale as seguintes afirmações:

• a) Para a norma | ¨ |0

i) para todo multi-índice α e p ě ´1, temos

|Bαup|0 ď C2p|α||u|0 e |BαSpu|0 ď C2p|α||u|0. 3.1.4

ii) Para todo s real e p ą 0

1

C
2ps|up|0 ď |up|s ď C2ps|up|0. 3.1.5

• b) Para a norma } ¨ }0 vale

iii) para todo multi-índice α e p ě ´1, temos

}Bαup}0 ď C2p|α|}u}0 e }BαSpu}0 ď C2p|α|}u}0. 3.1.6

iv) Para k P N e p ą 0

1

C
2pk}up}0 ď

ÿ

|α|“k

}Bαup}0 ď C2pk}up}0. 3.1.7

Demonstração. a) Veja que

|Bαup|2s “ p2πq´n
ż

p1 ` }ξ}2qs|zBαup|2dξ “ p2πq´n
ż

p1 ` }ξ}2qs}ξ}2|α||ϕp2pξqûpξq|2dξ.

Visto que suppϕp é compacto logo limitado, então para todo ξ P suppϕp podemos escolher

uma constante C tal que

1

C
22pps`p|α|q ď p1 ` }ξ}2qs}ξ}2|α| ď C22pps`p|α|q.
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Isso é suficiente para concluir (3.1.4) e (3.1.5).

b)Considere a transformada inversa de Fourier, denotada por F´1pΦq “ qΦ. Dada

Φ P C8
0 temos:

ΦpDqu “ Φ̌ ˚ u 3.1.8

ΦpDqupxq “ p2πq´n
ż
eixξΦpξqûpξqdξ “

ż
upyqdy

ż
p2πq´neipx´yq¨ξΦpξqdξ

“

ż
upyqΦ̌px ´ yqdy “ pΦ̌ ˚ uqpxq.

Sejam Φ1 e λ P R fixados de modo que Φpξq “ Φ1pλξq, observe que Φ̌pxq “ λ´n|Φ1pxq.

Temos ż
|Φ̌pxq|dx “

ż
|λ´nΦ̌1px{λq|dx “

ż
|Φ̌1pyq|dy. 3.1.9

Ou seja (3.1.9) independe de λ. Observe ainda

}Φ̌ ˚ u}0 “ sup
yPRn

ˇ̌
ˇ
ż
Φ̌pxqupx ´ yqdx

ˇ̌
ˇ ď C}u}0,

onde C independe de λ.

Dado α multi-índice qualquer. Temos

BαpΦpDquq “ BαpΦ̌ ˚ uq “ Bαpλ´nΦ̌1p
x

λ
q ˚ uq

“
`
p1{λq|α|λ´nBαΦ̌1|x{λ

˘
˚ u.

Logo

}BαpΦpDquq}0 “ }
`
p1{λq|α|λ´nBαΦ̌1|x{λ

˘
˚ u}0 ď |λ|´|α|C||u||0, 3.1.10

onde C independe de λ. Considere o caso onde Φpξq “ ϕp2´pξq, então up “ ΦpDqu logo a

desigualdade (3.1.10) fornece que

||Bαpupq||0 ď Cp2´pq´|α|||u||0 “ C2p|α|}u}0

||BαpSpuq||0 “

p´1ÿ

q“´1

||Bαpuqq||0 ď Cp2p|α|||u||0

Onde C não depende de p, o que prova (3.1.6).

Para o item (iv), vamos calcular

zBαup “ piξqαûp “ 2p|α|p2´piξqαûp.

Agora considera a função Φ sendo Φpξq “ ξαχpξq, onde χ é função teste tal que χ “ 1 em

suppϕ, logo

Bαup “ 2p|α|
F

´1
`
Φp2´pξqûppξq

˘
“ 2p|α|qΦp2´pξq ˚ up.



Capítulo 3. Teoria de Littlewood-Paley 34

Portanto

}Bαup}0 ď Cnt ¨ 2p|α|}up}0.

Com isso exite constante C de modo que
ÿ

|α|“k

}Bαup}0 ď C2pk}up}0

O que prova um lado de (3.1.7). Para o outro lado considere a seguinte função χαpξq “
ξαχpξqř

|β|“kpξβq2
P C8

0 . Como ϕ “ 0 numa vizinhança de zero, χ “ 0 numa vizinhança de

zero também, ou seja, não temos nenhuma singularidade na definição de χα. Uma vez que

ϕpξq “
´ř

|α|“k ξ
αχαpξq

¯
ϕpξq. Vamos ter

ûppξq “ ϕp2´pξqûpξq

“
ÿ

|α|“k

`
p2´pξqαχαp2´pξqϕp2´pξqûpξq

˘

“ 2´pk
ÿ

|α|“k

`
χαp2´pξqξαûppξq

˘

“ 2´pk
ÿ

|α|“k

`
χαp2´pξq{Dαuppξq

˘

6

up “ 2´pk
ÿ

|α|“k

|χα ˚ Dαup.

Com isso obtemos o outro lado da desigualdade. De fato

}up}0 ď 2´pk
Cnt ¨

ÿ

|α|“k

}Bαup}0

1

C
2pk}up}0 ď

ÿ

|α|“k

}Bαup}0.

Seja xDys “ p1 ` |D|2qs{2. Veja que pxDysuqp “ xDysup. De fato

pxDysuqp “ ϕp2´pDq
`
xDysupxq

˘
“ p2πqn

ż
eix¨ξϕp2´pξqp1 ` }ξ}2qs{2ûpξqdξ

“ p2πqn
ż
eix¨ξp1 ` }ξ}2qs{2xuppξqdξ

“ xDysup.

Com isso, conseguimos provar a seguinte proposição.

Proposição 3.3. i) Seja u P HspRnq, então para todo p ě ´1,

|up|0 ď Cnt ¨ |u|scp2
´ps, 3.1.11

onde cp depende de u e satisfaz
ř

pě´1 c
2
p ď 1.
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ii) Reciprocamente,se |up|0 ď Ccp2
´ps, onde

ř
pě´1 c

2
p ď 1 para p ě ´1. Então u P Hs

e |u|s ď Cnt ¨ C.

Demonstração. Observe que para u P Hs, temos que u P L2 e por (3.1.5) e (3.1.2), temos

|up|0 ď C2´ps|up|s “ Cnt ¨C2´ps|pxDysuqp|0 ď Cnt ¨ cp2
´ps|xDysuP |0 “ Cnt ¨ cp2

´ps|u|s.

Reciprocamente usando as desigualdade (3.1.2) (3.1.5), temos

|u|2s “ |xDysu|20 ď 2
ÿ

|xDysup|20

“ 2Cnt ¨
ÿ

|up|2s

ď Cnt ¨
ÿ

pě´1

p2ps|up|0q2

ď Cnt ¨ C2.

Logo u P Hs e ainda |u|s ď Cnt ¨ C.

Vamos obter uma proposição semelhante para o caso de espaços de Hölder, mas antes

é conveniente definir o que são espaços de Hölder.

Definição 3.4. Para ρ ą 0 e ρ R N, defina Cρ como o conjunto das funções CkpRnq, onde

k é a parte inteira de ρ, que satisfazem a seguinte propriedade: Exite C ą 0 tal que para todos

x,y P R
n e multi-índice β com |β| “ k vale

|Bβupxq ´ Bβupyq| ď C|x ´ y|ρ´k.

Defina a norma em Cρ, denotada por }u}ρ, como }u}ρ “ }u}k ` }u}1
ρ, onde }u}1

ρ “

sup
|Bβupxq ´ Bβupyq|

|x ´ y|
e }u}k é a norma CK ou seja a soma das derivadas de ordem menor

ou igual a K. Esse é chamado de espaço de Hölder. Tal espaço é um espaço de Banach, veja

o Theorem 1 do capítulo 5 de (EVANS, 2010).

Agora podemos enunciar.

Proposição 3.5. Seja ρ ą 0 e ρ R N. Então

i) Seja u P CρpRnq, então para todo p ě ´1,

}up}0 ď Cnt ¨ 2´pρ}u}ρ. 3.1.12

.

ii) Reciprocamente,se }up}0 ď C2´pρ, para p ě ´1. Então u P Cρ e }u}ρ ď Cnt ¨ C.

Demonstração. i) Para p “ ´1 usando a (3.1.6) para α “ 0,temos }u´1}0 ď Cnt ¨ }u}0 ď

Cnt ¨ }u}ρ. Já para p ě 0, a definição (3.1.8) aplicada para Φ “ ϕp2´pξq, nos dá

ϕp2´pDqupxq “ uppxq “

ż
2pn qϕp2ppx ´ yqqupyqdy, 3.1.13
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onde n é a dimenção.

Dado que ϕ é constante e igual a zero numa vizinhança de zero, faremos o seguinte

truque: para todo multi-índice β, observe que
ż
qϕp2ppx ´ yqqpx ´ yqβBβupxqdy “ BβupxqCnt ¨ Bβϕ|0 “ 0.

Então, podemos somar esse termo impunemente em (3.1.12), para todo 0 ď |β| ď k. Vamos

ter

uppxq “

ż
2pnqϕ

`
2ppx ´ yq

˘´
upyq ´ upxq ´

ÿ

1ď|β|ďk

px ´ yqβ

β!
Bβupxq

¯
dy. 3.1.14

Mas podemos enxergar o último termo como o resto integral na fórmula de Taylor, como isso

uppxq “

ż
2pnqϕ

`
2ppx ´ yq

˘´ ż 1

0

“
kp1 ´ tqk´1

ÿ

|β|“k

px ´ yqβ

β!
Bβupx ´ tpy ´ xqq

‰
dt

`
ÿ

k“|β|

px ´ yqβBβupxq
¯
dy.

“

ż
2pnqϕ2ppx ´ yq

˘ ż 1

0

kp1´tqk´1
ÿ

|β|“k

px ´ yqβ

β!
pBβupx ´ tpy ´ xqq ´ Bβupxqq.

Multiplicando por 1 “
}x ´ y}ρ´k

}x ´ y}ρ´k
, podemos limitar a integral de dentro por Cnt¨}u}ρ}x´y}ρ,

Logo

}up}0 ď Cnt ¨

ż
|2pnqϕp2ppx ´ yq}x ´ y}ρ}u}ρdy ď Cnt ¨ 2´ρp}u}ρ.

ii) Reciprocamente. Em primeiro lugar veja que é fácil majorar }u}0. De fato

}u}0 ď
ÿ

pě´1

}up}0 ď
ÿ

pě´1

C2´pρ ď Cnt ¨ C.

Agora devemos estimar |Bβupxq ´ Bβupyq|, para |β| “ k. Considere

u “ SNu ` RNu, onde SNu “
N´1ÿ

q“´1

uq e RNu “
ÿ

qěN

uq.

Logo

|Bβupxq ´ Bβupyq| ď |BβSNupxq ´ BβSNupyq| ` |BβRNupxq ´ BβRNupyq|.
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O segundo termo, podemos estimar usando (3.1.6).

|BβRNupxq ´ BβRNupyq| ď2}BβRNu}0

ď
ÿ

qěN

}Bβuq}0

ď
ÿ

qěN

2q|β|}uq}0

ď
ÿ

qěN

2qp|β|´ρq

ďCCnt ¨ 2Np|β|´ρq.

Para estimar o primeiro termo tome um multi-índice β1, de forma que |β1| “ |β| ` 1 “

k ` 1. Usando a desigualdade do valor médio vamos ter

|BβSNupxq ´ BβSNupyq| ď }x ´ y}}Bβ
1
Snu}0

ď }x ´ y}
N´1ÿ

q“´1

}Bβ
1
uq}0

ď }x ´ y}
N´1ÿ

q“´1

2qpk`1q}uq}0

ď Cnt ¨ C}x ´ y}

q“N´1ÿ

q“´1

2qpk`1´ρq

ď Cnt ¨ C}x ´ y}2Npk`1´ρq.

Tome como estamos interessados em olhar localmente, ou seja, |x ´ y| pequeno. Tome N

de modo que 2N ď
1

}x ´ y}
, logo }x ´ y}2Npk`1´ρq ď 2Npk´ρq. Com isso, |BβSNupxq ´

BβSNupyq| ď Cnt ¨ C2NpK´ρq, ou seja,

|Bβupxq ´ Bβupyq| ď Cnt ¨ Cp2N qk´ρ ď Cnt ¨ C
1

}x ´ y}k´ρ
“ Cnt ¨ C}x ´ y}ρ´k

Logo u P Cρ e }u}ρ ď Cnt ¨ C.

Outra proposição que será fundamental no próximo capítulo é a seguinte

Proposição 3.6. Seja u P S 1.

i) Suponha que para ρ ą 2 temos que ∆u P Cρ´2, então u P Cρ. Onde ∆ é o laplaciano,

ou seja, ∆ “ B21 ` ¨ ¨ ¨ ` ¨ ¨ ¨2n .

ii) Considere o operador Pseudo diferencial p1 ´ ∆q´1, sabemos que ele é um operador de

ordem ´2. Logo ele leva Cρ´2 em Cρ. E vale a estimativa

}p1 ´ ∆q´1u}ρ ď Cnt ¨ }u}ρ´2
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Demonstração. i) Para todo p ě ´1 observe que exite uma função χ de suporte compacto

tal que

up “ 2´2pχp2´pDqp∆upq,

De fato, basta definir χ “
χ̃

}ξ}2
, onde χ̃ é um função teste que é igual a 1 no suporte de ϕ.

Com isso observe que ϕpξq “ p}ξ}2χpξqqϕpξq. Logo

uppxq “ p2πq´n
ż
eix¨ξϕp2´pξqûpξqdξ

“ p2πq´n
ż
eix¨ξpp}2´pξ}2χp2´pξqqxuppξqdξ

“ p2πq´n
ż
2´2peix¨ξχp2´pξqq y∆uppξqdξ

“ 2´2pχp2´pDqp∆upq.

Pela Proposição 3.5 e pela hipótese que ∆u P Cρ´2 temos que

}up}0 ď Cnt ¨ 2´2p2´ppρ´2q}∆u}ρ´2 “ Cnt ¨ 2´pρ}∆u}ρ´2.

Novamente pela recíproca da mesma proposição temos que u P Cρ e ainda mais

}u}ρ ď Cnt ¨ }∆u}ρ´2. 3.1.15

ii) Suponha que u P Cρ´2. Temos que u “ p1 ´ ∆qp1 ´ ∆q´1u P Cρ´2. Logo, pelo

item i) dessa proposição temos, p1 ´ ∆q´1u P Cρ. ainda mais pela desigualdade 3.1.15 temos

que

}p1 ´ ∆q´1u}ρ ď Cnt ¨ }p1 ´ ∆qp1 ´ ∆q´1u}ρ´2 “ Cnt ¨ }u}ρ´2

Ou seja p1 ´ ∆q´1 também é contínuo com respeito a topologia dos espaços de

Hölder.

Proposição 3.7. Para s ą
n

2
e s ´

n

2
R N, temos que HspRnq Ď Cs´n{2pRnq.

Demonstração. Dado u P Hs, então up P Hs e uppxq “ p2πq´n
ş
eix¨ξûppξqdξ. Usando as

duas proposições anteriores temos

}up}0 ď Cnt ¨

ż

Rn
|ûppξq|dξ “ Cnt ¨

ż

supp ûp

|ûppξq|dξ

ď Cnt ¨
´ ż

supp ûp

|ûppξq|2
˘1{2

´ ż

supp ûp

1
¯1{2

ď Cnt ¨ |ûp|02
pn
2

ď Cnt ¨ 2
pn
2 2´pscp|u|s

ď Cnt ¨ 2ppn
2

´sq|u|s

Então u P Cs´n
2 e }u}s´n

2

ď Cnt ¨ |u|s.
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Proposição 3.8. • Se s “ λs0 ` p1 ´ λqs1 com 0 ď λ ď 1 e s0 ď s1 reais. Então para

toda u P C8
0 pRnq, temos

|u|s ď Cnt ¨ |u|λs0 |u|λ´1
s1 . 3.1.16

• Se ρ “ λρ0 ` p1 ´ λqρ1 com 0 ď λ ď 1 e ρ0 ď ρ1 positivos não naturais. Então para

toda u P Cρ1pRnq, temos

}u}ρ ď Cnt ¨ }u}λρ0}u}λ´1
ρ1 . 3.1.17

Demonstração. i) Usando a desigualdades de Hölder1 para p “ 1{λ e q “ 1{p1 ´ λq, temos

|u|2s “

ż
p1 ` }ξ}2qs|ûpsq|2dξ

“

ż
p1 ` }ξ}2qλs0 |ûpsq|2λp1 ` }ξ}2qp1´λqs1 |ûpsq|2p1´λqdξ

ď
´ ż “

p1 ` }ξ}2qλs0 |ûpsq|2λ
‰1{λ

dξ
¯λ´ ż “

p1 ` }ξ}2qp1´λqs1 |ûpsq|2p1´λq‰ 1

1´λdξ
¯1´λ

ď |u|λs0 |u|1´λ
s1 .

ii) Veja que

}up}0 ď }up}λ0}up}1´λ
0 ď Cnt ¨ p}u}ρ02

´pρ0qλp}u}ρ12
´pρ1q1´λ

ď Cnt ¨ 2´pρ}u}λρ0}u}1´λ
ρ1

Pela Proposição 3.5, temos

}u}ρ ď Cnt ¨ }u}λρ0}u}1´λ
ρ1

3.2 APLICAÇÕES PARA O ESTUDO DO PRODUTO E COMPOSIÇÃO.

O Seguinte lema será importante para obter os resultados que vem em sequência.

Lema 3.9. Seja paqqqě´1 uma sequência de funções tal que

• supp paq Ď tξ; }ξ} ď Cnt ¨ 2qu.

• }aq}0 ď C2qρ, para algum ρ ą 0 (resp. |aq|0 ď Ccq2
´qs para algum s ą 0 eř

qě´1 c
2
q ď 1).

Então u “
ř

qě´1 aq P Cρ (resp. u P Hs) e }u}ρ ď Cnt ¨ C (resp. |u|s ď Cnt ¨ C).

Demonstração. Temos

up “ ϕp2´pDqu “
ÿ

qě´1

ϕp2´pDqaq “
ÿ

qě´1

p2πq´n
ż
eix¨ξϕp2´pξqâqpξqdξ.

1 |
ş
fg| ď p

ş
|f |pq1{pp

ş
|f |qq1{q se 1{p ` 1{q “ 1
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Para p fixado temos suppϕp2´pξq Ď tξ; 2p´1 ď }ξ} ď 2pu, então deve existis N P N de

modo que se q ă p ´ N temos suppϕp2´pξq X supppaq “ H. Portanto

up “
ÿ

qě´1

paqqp “
ÿ

qěp´N

paqqp.

Por um instante, denote tanto a norma L2 e a noma L8 simplesmente por | ¨ |, pois

as contas a seguir independe de qual for a norma. Pelo Lema 3.2, temos |paqqp| ď Cnt ¨ |aq|,

então

|up| ď
ÿ

qěp´N

|paqqp| ď Cnt ¨
ÿ

qěp´N

|aq|.

‚ Para o caso L8, temos

}up}0 ď Cnt ¨
ÿ

qěp´N

}aq}0 ď Cnt ¨ C
ÿ

qěp´N

2´qρ ď Cnt ¨ C2´pρ.

Pela Proposição 3.5, temos u P Cρ e }u}ρ ď Cnt ¨ C.

‚ Para a caso L2 a demonstração é análoga.

A próxima proposição pode ser encontrada em (ALINHAC et al., 2007) como proposi-

tion 2.2.1.

Proposição 3.10. i) Se u,v P Cρ, ρ ą 0 e ρ R N, então

}uv}ρ ď Cnt ¨
`
}u}0}v}ρ ` }u}ρ}u}0

˘
. 3.2.1

ii) Se u,v P L8 X Hs e s ą 0, então

|uv|s ď Cnt ¨
`
}u}0|v|s ` |u|s}u}0

˘
. 3.2.2

Demonstração. Veja que

u ¨ v “
ÿ

pě´1

ÿ

qě´1

upvq “
ÿ

qě0

pSquqvq `
ÿ

pě´1

uppSp`1vq.

Observe que.

• supp {pSquqvq Ď tξ; }ξ} ď Cnt ¨ 2qu.

• supp {uppSp`1vq Ď tξ; }ξ} ď Cnt ¨ 2pu.

• }pSquqvq}0 ď }Squ}0}vq}0 ď Cnt ¨ }u}0}v}ρ2
´qρ, pela Proposição 3.5.

• }uppSp`1vq}0 ď }Spp ` 1qv}0}up}0 ď Cnt ¨ }v}0}u}ρ2
´pρ, pela Proposição 3.5.

Aplicando o Lema 3.9, vamos ter

}uv}ρ ď Cnt ¨
`
}u}0}v}ρ ` }u}ρ}v}0

˘
.

A demonstração é inteiramente análoga no caso de Hs.
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Proposição 3.11. Sejam u,v P L8 X Hs e s inteiro positivo . Então para multi-índices α e

β satisfazendo |α| ` |β| “ s, temos

|pBαuqpBβvq|0 ď Cnt ¨
`
}u}0|v|s ` |u|s}v}0

˘
. 3.2.3

Demonstração. Para o caso α “ 0 e, temos

|uBβv|0 ď }u}0|Bβv|0 ď Cnt ¨ }u}0|v|s.

Uma vez que |β| “ s

|Bβv|0 “ p2πq´n
ż

Rn
|yBβv|2 ď Cnt ¨

ż

Rn
}ξ}s|pvpξq|2 ď Cnt ¨ |v|s.

Caso |α| ě 1, observe que podemos reescrever pBαuqpBβvq como

pBαuqpBβvq “
ÿ

j

‹Bij pBαjuBβjvq ` ‹uBα`βv,

onde ‹ é um coeficiente sem importância e αj e βj são multi-índices de forma que |αj |`|βj | “

s ´ 1. Por um lado, temos

|uBα`βv|0 ď }u}0|v|s.

Para estimar os termos restantes observem que

|Bij pBαjuBβjvq|0 ď |BαjuBβjv|1.

Então a tarefa passa a ser obter uma estimativa para |Bij pBαjuBβjvq|0 ď |BαjuBβjv|1. Para

isso usaremos a mesma ideia da demostração da proposição anteiror.

BαjuBβjv “
ÿ

qě0

pSqBαjuqpBβjvqq `
ÿ

pě´1

pBαjuqppSp`1Bβjvq.

Mas

|pSqBαjuqpBβjvqq|0 ď }SqBαju}0|pBβjvqq|0

ď Cnt ¨ 2q|αj |}u}02
q|βj ||vq|0

ď Cnt ¨ 2qps´1q}u}02
´qscq|v|s

“ Cnt ¨ 2´q¨1cq}u}0|v|s

Analogamente |pBαjuqppSp`1Bβjvq|0 ď Cnt ¨ 2´p¨1cp|u|s}v}0, novamente aplicando o Lema

3.9, vamos ter

|BαjuBβjv|1 ď Cnt ¨
`
}u}0|v|s ` |u|s}v}0

˘
.
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Proposição 3.12. Sejam u,v P Cρ (ρ “ k ` λ com k inteiro positivo e 0 ă λ ď 1) sejam α

e β multi-índices tais que |α|,|β| ď k. Então Bαv P Cρ´|α| e Bβu P Cρ´|β|. Suponha ainda

sem perda de generalidade que |α| ď |β| e seja ρ1 “ ρ ´ |β|. Temos

}Bαv ¨ Bβu}ρ1 ď Cnt ¨ p}Bαv}0}u}ρ ` }v}ρ}Bβu}0q.

Demonstração. Basta lembrar que

}u}ρ “
ÿ

|γ|ďk

}Bγu}0 `
ÿ

|γ|“k

rBγusλ

onde rusλ “
ř

x,y

|upxq ´ upyq|

|x ´ y|λ
Disso temos que }Bαv|ρ´|α| ď }v} ´ ρ , de onde temos que

Bαv P Cρ´|α|, analogamente para u. Para a desigualdade basta aplicar a desigualdade 3.2.1

da Proposição 3.10, ou seja

}Bαv ¨ Bβu}ρ1 ď Cnt ¨ p}Bαv}0}Bβu}ρ1 ` }Bαv}ρ1}Bβu}0q ď Cnt ¨ p}Bαv}0}u}ρ ` }v}ρ}Bβu}0q.

Por fim, gostaríamos de conseguir uma estimativa para a norma da composição, mas

para isso vamos necessitar do seguinte lema.

Lema 3.13. Seja δ P R e suponha que tenhamos uma sequência de funções suaves pmpqpě´1

de forma que para cada k P N

ÿ

|α|“k

}Bαmp}0 ď Ck2
ppk`δq. 3.2.4

Então o mapa M : u ÞÑ Mu “
ÿ

pě´1

mpup mapeia Hs em Hs´δ para todo s ě δ e ainda

|Mu|s´δ ď Cnt ¨ |u|s, 3.2.5

onde a constante depende de C0 e Cl, para l finito.

Demonstração. Sejam ψ e ϕ as funções definidas pela partição de Littlewood-Paley. Tome

uma constante C ą 4 de modo que

m̂p “

1h nl j
˜
ψp2´p ξ

C
q `

ÿ

kě0

ϕp2´k 2
´pξ

C
q

¸
m̂p “ m̂p,´1 `

ÿ

kě0

m̂p,k

Onde m̂p,´1;“ ψp2´p ξ
C qm̂p e m̂p,k;“ ϕp2´k2´p ξ

C qm̂p para k ě 0. DefinaMku “
ř

pě´1mp,kup

para k ě ´1. A ideia é usar novamente o Lema 3.9. Vamos separar nos seguintes casos.

• k “ ´1. Nessa caso as parcelas de M´1u “
ř

pě´1mp,´1up, satisfazem:
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– suppt {pmp,´1upqu Ď tξ; }ξ} ď 2pp2 ` Cqu.

De fato, Pelo Theorem 7.1.6 de (HÖRMANDER, 2015) temos, {pmp,´1upq “

{mp,´1 ˚ xup, onde ˚ é o produto de convolução. E pelo, corollary 1.3.4 de

(HÖRMANDER, 2015) o suporte do produto de convolução é dado pela soma

dos suportes. Ou seja,

suppt {pmp,´1upqu “ suppt{mp,´1 ˚ xupu

Ď suppt{mp,´1u ` supptxupu

Ď tξ; }ξ} ď C2pu ` tξ 2p´1 ď }ξ} ď 2p`1u

Ď tξ; }ξ} ď p2 ` Cq2pu.

– |pmp,´1up|0 ď Cnt ¨ 2´pps´δqcp|u|s.

De fato, podemo estimar |pmpq´1up|0 como.

|pmpq´1up|0 ď Cnt ¨ }pmpq´1}0|up|0

ď Cnt ¨ }mp}0cp2
´ps|u|s

ď Cnt ¨ 2pp0`δq2´ps|u|s

ď Cnt ¨ 2´pps´δqcp|u|s.

Portanto pelo lema 3.9 M´1u P Hs´δ, se s ě δ.

• k ě 0. Nessa caso para parcelas de Mku “
ř

pě´1mp,kup, temos.

– suppt {pmp,kupqu Ď tξ; 2p´1pC2k ´ 1q ď }ξ} ď 2p`1p1 ` C2kqu.

De fato

suppt {pmp,kupqu Ď supptzmp,ku ` supptxupu

Ď tξ; 2k2p´1C ď }ξ} ď 2k2p`1Cu ` tξ; 2p´1 ď }ξ} ď 2p`1u

Ď tξ; 2p´1pC2k ´ 1q ď }ξ} ď 2p`1p1 ` C2kqu.

– |pmpqkup|0 ď Cpl,kq2´pps´δqcp|u|s.

De fato, temos

|pmp,kup|0 ď Cnt ¨ }pmpqk}0|up|0

ď Cnt ¨
´ ÿ

|α|“l

}pBαmpq}02
´pl´pk

¯
cp2

´ps|u|s, usando (3.1.6) e (3.1.7q

ď Cnt ¨ Cl2
ppl`δq2´pl´pkcp2

´ps|u|s

“ Cnt ¨ Cl2
kps´l´δq2´kps´δqcp2

´pps´δq|u|s

“ Cpl,kq2´pps´δqcp|u|s.

Onde Cpl,kq é um constante que depende de l e k. Novamente se s ě δ, pelo lema 3.9

temos, Mku P Hs´δ, e ainda mais |Mk|s´δ ď Cplq|u|s2
Kps´δ´lq, onde a constante só

depende de l. Escolha l de modo que 0 ă s´ δ ă l. Veja que para tal l vale o seguinte.
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|Mu|s´δ ď
ÿ

kě´1

|Mku|s´δ ď Cnt ¨ pC0|u|s `
ÿ

kě1

Cl2
kps´δ´lq|u|sq ď Cnt ¨ pC0 ` Clq|u|s.

Logo Mu P Hs´δ e ainda |Mu|s´δ ď Cnt ¨ |u|s, onde a constante depende de C0 e Cl.

Teorema 3.14. Seja F : R Ñ C de classe C8 tal que F p0q “ 0. Se u P L8 X Hs, então

F puq P L8 X Hs e |F puq|s ď C|u|s, onde C depende apenas de F e }u}0.

Demonstração. Lembre que u “ limSnu. Usando o truque da soma telescópica, temos

F puq “ F pS0uq ` F pS1uq ´ F pS0uq ` ¨ ¨ ¨ ` F pSp`1uq ´ F pSpuq ` ¨ ¨ ¨ .

Observe também que

F pSp`1uq ´ F pSpuq “

ż 1

0

d

dt
F pSpu ` tupqdt “

´ ż 1

0

F 1pSpu ` tupqdt
¯
up.

Defina mp :“

ż 1

0

F 1pSpu ` tupqdt. Como Hs Ď L2, temos que

$ Para todo multi-índice α temos BαpF pS0uqq P L8 X L2. De fato

BαpF pS0uqq “
ÿ

qď|α|

‹F pqqpS0uqpBγ1S0uq ¨ ¨ ¨ pBγqS0uq,

onde γ1, ¨ ¨ ¨ ,γq são multi-índices de forma que γ1 ` ¨ ¨ ¨ ` γq “ α. Sabemos também que

}BγS0u}0 ď Cnt ¨ }u}0 e |BγS0u|0 ď Cnt ¨ |u|0. Se |α| ą 0, temos

|BαF pS0uq|0 ď
ÿ

qď|α|

} ‹ F pqqpS0uqpBγ1S0uq ¨ ¨ ¨ pBγq´1S0uq}0Cnt ¨ |u|0 ď C|u|0,

onde C depende de F e }u}0. Se |α| “ 0, basta usar a desigualdade do valor médio. De fato

|F pS0uq|0 ď Cnt ¨ |S0u|0 ď C|u|0,

onde novamente C de }u}0 e de F . %

Seja GpSpuq “ mp “

ż 1

0

F 1pSpu ` tupqdt “ F pSp`1uq ´ F pSpuq. Observe que

F puq “
ÿ

mpup.

Observe também que }BγGpSpuq}0 ď Cnt ¨ 2p|γ|}u}0. Ainda mais

BαGpSpuq “
ÿ

qď|α|

‹GpqqpSpuqpBγ1Spuq ¨ ¨ ¨ pBγqSpuq.

Logo

}BαGpSpuq}0 ď
ÿ

qď|α|

Cnt ¨ 2pp|γ1|`¨¨¨`|γq|q}u} “ C2p|α|,

onde C depende de }u}0 e de G, que por sua vez depende de F . Pelo Lema 3.13, para δ “ 0,

temos que F puq “
ř
mpup P Hs´0 “ Hs e satisfaz a desigualdade

|F puq|s ď C|u|s,

onde C depende de F e }u}0.
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4 TEOREMA DO MERGULHO DE NASH

Nosso objetivo é fazer uma apresentação sobre o celebrado Teorema de Mergulho de

Variedades Riemannianas, ou seja, gostaríamos de entender se uma variedade Riemanniana

pode ser mergulhada em um espaço euclidiano de modo isométrico. Essa é uma questão que

surge naturalmente uma vez que a definição da variedade e também da métrica é dada de

forma intrínseca, ou seja, sem depender de um ambiente. Por outro lado a motivação que

permite definir tais objetos são inspiradas na teoria das superfícies nos espaços euclidianos,

então é natural se perguntar se esses novos objetos que definimos são algo totalmente novo ou

é algo que já conhecíamos mas de modo disfarçado? A resposta para essa pergunta para o caso

de variedades suave, ou seja, quanto a métrica não entra em questão foi dada por Whitney na

década de 1930 no artigo (WHITNEY, 1936). Nesse trabalho ele provou que uma variedade

suave de classe Cr de dimensão n pode ser mergulhada no espaço euclidiano de dimensão

2n ` 1.

Para o caso de variedades Riemanniana, onde temos uma estrutura a mais, que é a

métrica, e essa por sua vez é uma estrutura muito rica que permite desenvolver toda uma

geometria, queremos que o mergulho preserve a métrica, ou seja, queremos no fundo, mostrar

que toda métrica em uma variedade é induzida pela métrica euclidiana, ou seja, agora o

mergulho que vai necessitar se "moldar” ao espaço ambiente, pois a métrica está fixada, ou

seja, é de se esperar que a dimensão do contra domínio aumente bastante. Os primeiros

resultados sobre mergulhos isométricos são resultados de Cartan e Janet em (CARTAN, 1927)

da década de 1920, entretanto esses resultados são apenas locais e para o caso da métrica

ser real analítica, que não é uma condição comum de se exigir. Em 1954 Nash em (NASH,

1954) mostrou uma versão global para o caso de métricas de classe C8, entretanto nesse

caso o mergulho é de classe C1, a demonstração desse resultado envolve técnicas não muito

complicadas, mas condiz a resultados contra intuitivos, e ainda mais, algumas estruturas

geométricas importantes tal como a curvatura são estrutura que depende de condições de

segunda ordem, ou seja, não são preservadas por aplicações de classe C1. Dois anos depois no

artigo (NASH, 1956) também Nash provou para o caso de mergulhos de classe CK , esse é o

principal teorema referente ao mergulho de variedades Riemannianas, que ficou conhecido como

Nash embedding theorem. Ele provou que para toda variedade Riemanniana m dimensional

de classe Ck como k ą 2 existe um mergulho isométrico f : M Ñ Rd para algum d (onde

d ď mp3m ` 11q{2 se M é compacto ou d ď mpm ` 1qp3m ` 11q{2 no caso não compacto).

A prova de tal resultado apresentada por Nash envolveu o desenvolvimento de técnicas

inovadoras, em particular ele fez uso de uma nova versão do Teorema da função implícita

desenvolvida especialmente para prova o teorema. Basicamente a esse teorema é usado para

provar que o conjuntos da métricas que podem ser mergulhadas é aberto no conjunto de todas

as métricas, provando também ele é fechado e usando um argumento de conexidade ele provou

o teorema. A versão do teorema da função implícita foi generalizada e simplificada na década
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de 1960 por Moser nos artigos (MOSER, 1966b) e (MOSER, 1966a), e o teorema passou a

ser chamado Nash–Moser theorem of implicti function. Tal teorema possou a ser uma

importante ferramenta no estudo de certos problemas de natureza não linear para além do

teorema de mergulho, outras versões do Teorema de Nash-Moser também foram mostradas

por Gromov, Hamilton, Hörmander entre outros matemáticos. A mais citada é (HAMILTON,

1982).

No final de década de 1980, Günthier, no trabalho (GÜNTHIER, 1989), apresentou

uma nova demonstração do teorema de Mergulho que evitava a principal dificuldade técnica

da demonstração do Nash, que é um fenômeno de perda de diferenciabilidade que forçava

ao emprego da versão generalizada do teorema da função implícita. Günthier desenvolveu

uma técnica engenhosa usado operadores elípticos. Essa técina permite reduzir o problema

para uma aplicação do teorema de ponto fixo. Neste trabalho, vamos nos propor a estudar

a demonstração dada por Günthier. Em particular, vamos nos guiar pelo capítulo III do livro

(ALINHAC et al., 2007), que é uma ótima exposição sobre o resultado de Günthier e pode ser

encontrada no blog do prof. Terence Tao (TAO, 2016). Em particular, vamos nos concentrar

no caso de uma variedade compacta. O nosso principal objetivo é expor uma demonstração

para o seguinte teorema.

Teorema 4.1. [Mergulho de Nash] Seja pM,gq uma variedade Riemanniana suave1 compacta.

Então existe um mergulho isométrico u :M Ñ Rd para algum d.

O primeiro passo é traduzir esse resultado para um problema de equação diferencial.

Antes disso, vamos deixar claro o que é um mergulho isométrico. Seja pM,gq uma variedade

Riemanniana de dimensãom. Uma aplicação φ :M Ñ R
d é dita ser um mergulho isométrico

se φ é um mergulho (i.e., é uma imersão, ou seja, dφ é injetora e φ é um homeomorfismo sobre

sua imagem) e é uma isometria, ou seja, preserva a métrica, i.e., para todos os campos X,Y P

XpMq e p P M, temos gppXp,Ypq “ xdφ ¨Xp, dφ ¨Ypy, onde x¨,¨y é a métrica canônica em Rd.

Em termos de coordenadas locais px1, ¨ ¨ ¨ ,xmq a métrica é dada por g “
ř

i,jďm gijdx
i^dxj ,

ou seja, vamos ter o seguinte sistema de equações diferenciais

gij “
@ Bφ

Bxi
,

Bφ

Bxj

D
“

ÿ

k,lďd

Bφk

Bxi
¨

Bφl

Bxj
, para1 ď i,j ď m. 4.0.1

Em termos de coordenadas locais, temos um sistema de equações diferencias parciais

não lineares. Vamos fazer isso para o caso global, reduzindo o problema para o caso em que M é

um toro munido de uma métrica qualquer, pois para o toro T
m “ pR{Zqm temos coordenadas

globais. Esse é o primeiro passo na demonstração do teorema.

Lema 4.2. [Mergulho do Toro] Sem perda de generalidade, podemos assumir que M “ T
n “

pR{Zqn, i.e., um toro n dimensional munido de uma métrica g qualquer.

1 no sentido que pM,gq é de classe C8. Nesse caso o mergulho também será de classe C8
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Demonstração. Pelo Teorema de mergulho de Whitney, veja Theorem 6.15 (LEE, 2013),

sabemos que existe um mergulho u : M Ñ R
n,s onde n “ 2m ` 1. Como M é compacta,

reescalonando, se for necessário, podemos assumir que upMq Ď p0,1qn. Então, sem perda de

generalidade, podemos assumir que M é uma subvariedade regular de dimensão m do toro T
n.

Agora basta mostrar que conseguimos estender a métrica g de M para todo o toro.

O primeiro passo é fazer isso localmente. Como uma consequência da forma local

das imersões, dado um p P M , existe um aberto Ũ P T
n, U “ M X Ũ aberto em M e

um difeomorfismo Φ : Ũ Ñ Ṽ “ V ˆ W Ď R
m ˆ R

n´m, satisfazendo ΦpUq “ V ˆ t0u,

onde V é uma vizinhança da origem em Rm. Defina uma métrica h em V ˆ t0u satisfazendo

h “ pΦ´1|V ˆt0uq˚g, ou seja, h é o pull-back de g. Como os espaços tangentes de V ˆtqu para

todo q P W são canonicamente isomorfos, defina h e V ˆ tqu como sendo a própria métrica

h identificada por esse isomorfismo canônico. De forma análoga, em tru ˆ W, onde r P V,

defina a métrica como sendo simplesmente a métrica canônica de R
n´m, i.e., x¨,¨yRn´m . Por

fim, em Ṽ “ V ˆW defina h̃ “ h` x¨,¨yRn´m . Com isso, temos que g̃ “ pΦ´1q˚h̃ estende g

para a vizinhança Ũ de p.

Tome um cobertura de M por abertos Ũi, satisfazendo a condição acima. Como M é

compacto, podemos assumir que essa cobertura é finita, com 1 ď i ď N . Em cada Ũi, seja g̃i
a métrica que estende g. Seja Uo “ T

n{M e neste conjunto considere g̃0 a métrica euclidiana

usual. Tome agora uma partição da unidade pψiq
N
i“0 subordinada à cobertura U0, ¨ ¨ ¨UN .

Definindo g̃ “
řN

i“0 ψig̃i, temos que g̃ estende g para todo T
n.

Então conseguimos conseguimos um mergulho isométrico de pM, gq Ñ pTn, g̃q. Com

isso, conseguimos reduzir o teorema a provar o Teorema de mergulho de Nash no caso em que

M é um toro munido de uma métrica qualquer.

Vamos relembrar em que em passo estamos. Seja M “ pR{Zqn “ T
n um toro (não

necessariamente flat) munido de uma métrica riemanniana qualquer, g “
ř
gijdx

i ^ dxj , 1 ď

i,j ď n. Nosso objetivo é encontrar um mergulho isométrico u : Tn Ñ R
d para algum d.

Observe que a condição de u ser um mergulho implica necessariamente que u deve ser injetiva.

Logo, o nosso objetivo é encontrar em mergulho u que satisfaz

gij “
ÿ

k,lďd

Buk

Bxi

Bul

Bxj
, para 1 ď i,j ď n. 4.0.2

Podemos escrever em termos de um tensor simétrico Qpuq, dado por Qpuqij “ Biu ¨ Bju, onde

¨ denota o produto interno em R
d.

Qpuq “ g, 4.0.3

onde Q é um operador diferencial não linear definido em Map “ YdPNC
8pTn : Rdq para o

conjunto Sym que denota os tensores simétricos em T
n. Observe que uma métrica em T

n não

é nada mais que um tensor simétrico positivo definido.

Dados u1 : Tn Ñ R
d1 e u2 : Tn Ñ R

d2 , defina u “ u1 ‘ u2 : Tn Ñ R
d “ R

d1 ‘ R
d2

dado por uppq “ pu1ppq,u2ppqq. Observe que Q se comporta bem com respeito a essa soma
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direta, i.e.,

Qpu1 ‘ u2q “ Qpu1q ` Qpu2q. 4.0.4

Usaremos esse fato para resolver o problema sem se preocupar com respeito a injetividade de

u. Temos o seguinte lema.

Lema 4.3. Suponha que exista u1 : Tn Ñ R
d1 isometria, não necessariamente injetora, que

satisfaça 4.0.3. Então existe u : Tn Ñ R
d isometria injetora, ou seja, um mergulho isométrico.

Demonstração. Tome u2 : Tn Ñ R
d2 um mergulho não necessariamente isométrico (existe

pelo teorema de Whytney), e tome ε pequeno o suficiente de modo que Qpεu2q ă g. Então

g “ Qpεu2q ` g1, onde g1 :“ g ´ Qpεu2q. Por hipótese, deve existir u1 : T
n Ñ R

d1 ,

isometria não necessariamente injetora, de modo que g1 “ Qpu1q. Logo g “ Qpεu2q ` g1 “

Qpεu2q `Qpu1q “ Qpεu2 ‘u1q “ Qpuq. Onde u “ εu2 ‘u1 herda a injetividade de εu2.

Ou seja, podemos resolver o problema sem nos preocupar com a injetividade, uma

vez que achando uma u que satisfaça (4.0.3), conseguimos construir uma função injetiva que

também satisfaz essa propriedade. Antes de continuar, algumas definições importantes devem

ser feitas.

• Seja g métrica em T
n. Diremos que g é boa se existir u P Map tal que g “ Qpuq.

Observe que a soma de duas métricas boa é boa. De fato se gi “ Qpuiq, i “ 1,2,

então g “ g1 ` g2 “ Qpu1 ‘ u2q.

• Um mapa u : T
n Ñ R

d é dito livre se para todo ponto p P T
n o conjunto

tBiuppq,Bijuppqu1ďi,jďn é linearmente independente.

De fato, é possível construir um mapa livre. Observe para isso que f : R
m Q

px1, ¨ ¨ ¨ ,xmq ÞÑ pxi,xixjq1ďi,jďm P R
m`mpm`1q{2 é livre. Então mergulhe T

n

em R
m e depois aplique f para ter um mergulho livre de T

n.

O próximo lema mostra que o conjunto das métricas boas é denso no conjunto das

métrica de T
n, no seguinte sentido.

Lema 4.4. Seja g métrica qualquer em T
n. Então existe um tensor simétrico h de modo que

g ` ε2h é boa para todo ε ą 0.

Demonstração. Como g é um métrica positiva defina em T
n ao redor de cada ponto p P T

n

existe vizinhaça Up,co-vetores pe1, ¨ ¨ ¨ enq e função positivas pb21, ¨ ¨ ¨ ,b2nq de forma que nessa

vizinhança podemos escrever g da seguinte forma

g|Up
“

nÿ

i“1

b2i e
i b ei.

Como T
n é compacto podemos tomar subcobertura finita pU1, ¨ ¨ ¨ ,Umq de forma que

g|Uj
“

nÿ

i“1

´
b
pjq
i

¯2
eipjq b eipjq



Capítulo 4. Teorema do Mergulho de Nash 49

refinando ainda mais essa cobertura se for necessário podemos tomar funções upjq :

T
n Ñ R de forma que dψpjq “

řn
i“1 e

i
pjq

( isso é o conteúdo do lema de Poicaré, veja

Theorem 11.49 de (LEE, 2013)).

Tome partição suave da unidade pϕpjqq subordinada a cobertura pU1, ¨ ¨ ¨ ,Umq, agora

defina novas funções ϕ̃pjq “
ϕpjq

břm
l“1pϕpjqq2

, logo
´
ϕ̃pjq

¯2
também é partição suave da

unidade subordina a pU1, ¨ ¨ ¨ ,Umq. Observe que

´
ϕ̃pjq

¯2
g “

nÿ

i“1

´
ϕ̃pjq

¯2 ´
b
pjq
i

¯2
dψ

pjq
i b dψ

pjq
i

Somando em j vamos ter

g “
ÿ

i,j

´
ϕ̃pjqb

j
i

¯2
dψ

pjq
i b dψ

pjq
i

Podemos calcular glk

glk “ gpXl,Xkq “
ÿ

i,j

´
ϕ̃pjqb

j
i

¯2
dψ

pjq
i b dψ

pjq
i pXk,Xlq “

mÿ

j“1

pηpjqq2Blψ
pjqBkψ

pjq.

Onde pηpjqq2 “
ř

ipϕ̃
pjqb

j
i q2

Defina os mapas espirais upjq
ε : Tn Ñ R

2 por

u
pjq
ε :“ εηpjq

´
cos

`ψpjq

ε

˘
, sin

`ψpjq

ε

˘¯
.

Veja que

Qpu
pjq
ε qlk “ Bl

´
εηpjq cos

`ψpjq

ε

˘
,εηpjq sin

`ψpjq

ε

˘¯
¨ Bk

´
εηpjq cos

`ψpjq

ε

˘
,εηpjq sin

`ψpjq

ε

˘˘¯

“ pηpjqq2Blψ
pjqBkψ

pjq ` ε2Blη
pjqBkη

pjq.

Defina h satisfazendo hlk “
řm

j“1 Blη
pjqBkη

pjq e uε “
Àm

j“1 u
pjq
ε . Com isso, temos que

Qpuεqlk “
mÿ

j“1

pηpjqq2Blψ
pjqBkψ

pjq `
mÿ

j“1

ε2Blη
pjqBkη

pjq “ glk ` ε2hlk.

Logo Qpuεq “ g ` ε2h, ou seja g ` ε2h é boa.

A partir desse lema é possível reduzir o problema a um problema de perturbação. Dado

uma métrica boa, qualquer métrica suficientemente próxima dela também é boa. Em particular,

isso prova que o conjunto das métricas boa é aberto no conjunto das métricas. De fato, temos

o seguinte lema, que, devido a sua importância, vamos chamar de Teorema da Perturbação

local.
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Teorema 4.5. [Perturbação Local] Seja u0 : Tn Ñ R
d um mapa livre. Então Qpu0q ` h é

boa para todo h P Sym suficientemente próxima de 0 na topologia C8.

Assumindo por hora esse Teorema como verdadeiro, conseguimos provar o Teorema

de Mergulho de Nash.

Com efeito, seja g uma métrica em T
n. Tome uo : Tn Ñ R

d um mergulho livre de

modo que g0 “ Qpu0q ď g, podemos fazer isso reescalando u0 (basta multiplicar por δpequeno

o suficiente). Então, temos

g “ Qpuoq ` g1 “ g0 ` g1,

onde g0 “ Qpu0q é obviamente boa.

Pelo Lema 4.4 g1 é ”aproximadamente boa”, i.e., para todo ε ą 0 g1 ` ε2h é boa, ou

seja, existe u1 tal que Qpu1q “ g1 ` ε2h.

Por outro lado assumindo o Teorema 4.5 como verdadeiro para ε pequeno o suficiente,

temos ´ε2h é suficientemente próximo de 0. Logo Qpu0q ´ ε2h “ g0 ´ ε2h é boa, ou seja,

existe u2 tal que Qpu2q “ g0 ´ ε2h. Por fim, note que

g “ g0 ` g1 “ pg0 ´ ε2hq ` pg1 ` ε2hq “ Qpu1q ` Qpu2q “ Qpu1 ‘ u2q.

O que prova que toda métrica em T
n é boa. Então basta provar o Teorema 4.5.

4.1 TEOREMA DE PERTUBAÇÃO LOCAL

Foi para provar esse teorema que Nash introduziu a versão generalizada do teo-

rema de função inversa. Entretanto, vamos apresentar a prova apresentada por Günthier

em (GÜNTHIER, 1989) que evita o problema de perda de diferenciabilidade.

Teorema (Perturbação Local). Seja u0 : Tn Ñ R
d um mapa livre. Então Qpu0q ` h é boa

para todo h P Sym suficientemente próxima de 0 na topologia C8.

Demonstração. Basta provar que existe u “ u0 ` v P C8pTn;Rdq tal que

Qpuq “ Qpu0 ` vq “ g0 ` h. 4.1.1

Ou seja demos resolver o seguinte sistema de equações.

xBiu0,Bjvy ` xBiv,Bju0y ` xBiv,Bjvy “ hij

BjxBiu0, vy ` BixBju0, vy ´ 2xB2iju0, vy ` xBiv,Bjvy “ hij .
4.1.2

Agora, introduziremos o truque de Günther que permitirá reduzir a um problema de

ponto fixo.

Lema 4.6. [Günther] Seja ∆ “
ř

j B2j o Laplaciano em T
n. Então

p1 ´ ∆qxBiv,Bjvy “ Bifjpvq ` Bjfipvq ` rijpvq, 4.1.3
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onde fipvq “ x∆v,Bivy e rijpvq são polinômios quadráticos com respeito a Bαv e α é multi-

índice tal que |α| ď 2.

Demonstração. Observe que Bi∆ “ ∆Bi. Com isso, temos

p1 ´ ∆qxBiv,Bjvy “ ´∆xBiv,Bjvy ` xBiv,Bjvy

“ ´Bix∆v, Bjvy ´ BjxBiv,∆v,y ` rijv

“ Bifjpvq ` Bjfipvq ` rijpvq.

Lembre que p1 ´ ∆q´1 é um operador pseudo-diferencial de ordem ´2, ou seja, ele

aumenta a regularidade, i.e., se v P Ck, então p1 ´ ∆q´1v P Ck`2, veja Proposição 3.6.

Do Lema4.6, temos xBiv,Bjvy “ p1 ´ ∆q´1
“
Bifjpvq ` Bjfipvq ` rijpvq

‰
, substituindo em

(4.1.2), temos

BjxBiu0, vy ` BixBju0, vy ´ 2xB2iju0, vy ` p1 ´ ∆q´1
“
Bifjpvq ` Bjfipvq ` rijpvq

‰
“ hij .

Seja Fipvq “ p1 ´ ∆q´1fipvq e Rij “ p1 ´ ∆q´1rij . Como a derivada também comuta com

p1 ´ ∆q´1, temos

BjxBiu0, vy ` BixBju0, vy ´ 2xB2iju0, vy ` BiFjpvq ` BjFipvq “ hij ´ Rij . 4.1.4

Agora observe que para encontrar uma função v que satisfaz a igualdade (4.1.4), basta encontra

v que satisfaz o seguinte

xBiuo, vy “ ´Fipvq i “ 1, ¨ ¨ ¨ ,n

xB2ijuo, vy “
Rij ´ hij

2
i,j “ 1, ¨ ¨ ¨ ,n.

4.1.5

Seja Sym2 espaço dos 2-tensores simétricos em T
n e Sym1, que é o espaço dos 1-

tensores em T
n. Considere os mapas L : C8pTn;Rdq Ñ Sym1 ˆ Sym2 e G : C8pTn;Rdq Ñ

Sym1 ˆ Sym2 dados por

Lpvql,ij “
`
xBluo, vy,xB2ijuo, vy

˘

Gpvql,ij “

ˆ
Flpvq,

Rij ´ hij

2

˙
.

Nós podemos então reescrever (4.1.5) como

Lpvq “ Gpvq.

Mas é possível construir uma inversa a esquerda para o operador L. Para isso, temos

que usar o fato de u0 ter sido escolhido um mergulho livre. Considere M : Sym1 ˆ Sym2 Ñ

C8pTn;Rdq, onde para f P Sym1 e g P Sym2, M é dado por

Mpf,gq “
nÿ

l

wifi `
nÿ

i,j

ŵijgij ,
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onde wl “
řd

k“1w
pkq
i ek e ŵij “

řd
k“1 ŵ

pkq
ij ek são elementos de C8pTn,Rdq a serem

escolhidos de modo que wpkq
i e ŵpkq

ij são funções reais e e1, ¨ ¨ ¨ ed é a base canônica de R
d,

de modo que

MpLpvqq “
nÿ

l“1

wlxBlu0,vy `
nÿ

i,j“1

ŵijxB2iju0,vy

“
nÿ

l“1

dÿ

k“1

w
pkq
i ekxBlu0,vy `

nÿ

i,j“1

dÿ

k“1

ŵ
pkq
ij ekxB2iju0,vy

“
dÿ

k“1

C
nÿ

l

w
pkq
l

Blu0,v

G
ek `

dÿ

k“1

C
nÿ

i,j

ŵ
pkq
ij B2iju0,v

G
ek

Usando o fato que u0 é livre, escolha as funções wpkq
l

e wpkq
ij satisfazendo

řn
l“1w

pkq
l

Blu0 “ ekřn
i,j“1 ŵ

pkq
ij B2iju0 “ 0.

4.1.6

Com isso, vamos ter

MpLpvqq “
dÿ

k“1

xek,vyek `
dÿ

k“1

x0,vyek “
dÿ

k“1

vpkqek “ v, 4.1.7

onde M depende suavemente de u0, i.e., M “ Mpu0q. Com isso, conseguimos escrever a

equação (4.1.5) numa linguagem de ponto fixo.

v “ Mpu0qpGpvqq “ F pvq. 4.1.8

Agora, gostaríamos de aplicar o Teorema do ponto fixo de Banach. Para isso, precisa-

mos de um espaço de Banach conveniente e que F não tenha perda de diferenciabilidade e

seja uma contração. O espaço C8pTn;Rdq não tem estrutura de espaço de Banach, então

consideraremos o espaço de Holder CρpTn,Rdq, ou seja, cada função componente é Holder,

onde ρ “ k ` λ para k ě 2 e 0 ă λ ď 1. Como já vimos, esse espaço é um espaço de

Banach. Vamos mostrar que não temos o fenômeno de perda de diferenciabilidade, i.e., F

aplica Cρ em Cρ e ainda mais F é um contração, ou seja, existe constante 0 ă C ă 1 tal que

}F pvq}ρ ď C}v}ρ. Com essas hipóteses, existe v P Cρ satisfazendo (4.1.8).

Observe que F pvq é dada por

F pvq “
nÿ

l“1

´wlFlpvq`
nÿ

i,j“1

ŵij
Rij ´ hij

2
“

dÿ

k“1

´ nÿ

l“1

´w
pkq
l
Flpvq`

nÿ

i,j“1

ŵ
pkq
ij

Rij ´ hij

2

¯
ek.

Podemos analisar a norma de cada termo. Para isso, devemos usar as proposições

Proposição 3.6 e Proposição 3.12. De fato se v P Cρ, então temos que fipvq,rijpvq P
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Cρ´2. Logo Fipvq “ p1 ´ ∆q´1fipvq P Cρ e analogamente Rijpvq “ p1 ´ ∆q´1rijv P Cρ,

ou seja, F pvq P Cρ. Observe ainda que

}Fipvq}ρ “ }p1 ´ ∆q´1fipvq}ρ ď }fipvq}ρ´2

“ } ´ x∆v, Bivy}ρ´2

ď Cp}v}ρ}Biv}0 ` }∆v}0}v}ρq.

Analogamente temos uma estimativa parecida para }Rijv}ρ ď Cp}v}ρ}Biv}0`}v}ρ}Bjv}0q.

Considere BR “ tv P Cρ; }v}ρ ď Ru. Veja também que se |α| ď 2, temos que

}Bαv}0 ď }v}ρ ď R. Tomando R suficientemente pequeno, vamos mostrar que F é uma

contração. Sejam v1,v2 P BR, temos

}F pkqpv1q ´ F pkqpv2q}ρ “

››››››

nÿ

l“1

´w
pkq
l

pFlpv1q ´ Flpv2q `
nÿ

i,j“1

ŵ
pkq
ij

Rijpv1q ´ Rijpv2
2

››››››
ρ

ď C1

nÿ

l“1

}Flpv1q ´ Flpv2q} ` C2

nÿ

i,j“1

}Rijpv1q ´ Rijpv2q}ρ

ď C}v1 ´ v2}ρp}v1}ρ ` }v2}ρq

ď 2RC}v1 ´ v2}ρ.

Basta tomar R suficientemente pequeno de modo que 2RC ă
1

2
. Então, vamos ter

que

}F pv1q ´ F pv2q}ρ ă
1

2
}v1 ´ v2}ρ,

e encontramos uma solução para o problema.
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APÊNDICE A – DEMONSTRAÇÃO DOS RESULTADOS DO CÁLCULO

SIMBÓLICO.

Para mostrar os teoremas do cálculo simbólico, devemos entender melhor o comporta-

mento das seguintes integrais.

a˚px,ξq “
1

p2πqn

ż ż
e´iy¨ηapx ´ y,ξ ´ ηqdydη, A.0.1

a#bpx,ξq “
1

p2πqn

ż ż
e´iy¨ηapx,ξ ´ ηqbpx ´ y,ξqdydη. A.0.2

Essas integrais podem ser enxergadas com parte de uma família mais geral de integrais

chamada de integrais oscilatórias. Em geral, uma integral oscilatória é dada por

Iϕpaq “

ż

RN
eiϕpθqapθqdθ, A.0.3

onde ϕ é dita ser uma função de fase. Nós gostaríamos que ϕ oscile rapidamente. A função a é

uma função ’apropriada’, definiremos posteriormente o que entendemos por ’apropriada’. A ideia

fundamental por trás das integrais oscilatórias é se a é ’apropriada’, onde a não necessariamente

decai rapidamente. A oscilação de ϕ permite que a integral acima faça sentido, ou seja, que

não divirja. Mas para isso, precisaremos olhar mais cuidadosamente, pois o truque de “passar

o módulo para dentro” não é suficiente para garantir a convergência.

Por função ’apropriada’, entenderemos a classe das amplitudes, que tem uma definição

muito semelhante a classes dos símbolos. Definimos essa classe da seguinte forma.

Definição A.1. [Amplitude] Sejam ρ P p´8,1s, m P R e Am
ρ pRN q o conjunto das funções

a P C8pRN q tais que para todo θ P R
N e multi-índice α P N

N , temos

|Bαapθq| ď Cαp1 ` |θ|qm´ρ|α|

. Os elementos de Am
ρ pRN q são chamados de amplitudes.

Algumas observações importantes.

• Para ρ “ 1, retornamos a definição de símbolo para o caso que não depende de x,

que já conhecíamos.

• Assim como para os símbolos, Am
ρ pRN q tem uma estrutura de espaço de Frechet

dada pela família de semi-normas

Nm
ρ,kpaq “ sup

|α|ďk,θPRN

tp1 ` |θ|q´m`ρ|α||Bαapθq|u.

• O espaço residual
Ş

mPRA
m
ρ é denso em Am

ρ com respeito a topologia de Amδ
ρ ,

para todo δ ą 0. A demonstração desse fato é análoga à demonstração do corolário

2.9.
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• Se m ď ´N e a P Am
ρ pRN q, a integral (A.0.1) é bem definida. De fato, neste caso

o “passar o módulo para dentro” resolve.

Queremos estender a última observação para qualquer amplitude. Vamos precisar do

seguinte lema.

Lema A.2. [Fase não estacionaria] Sejam K Ď R
N compacto e ϕ P C8pRN q tal que

ϕ1pθq ď C0 ă 0 em K. Então para todo a P C8
0 pKq, para todo natural k ą 0 e λ P r1,8q,

temos

λk
ˇ̌
ˇ
ż

K
eiλϕpθqapθqdθ

ˇ̌
ˇ ď Ck`1pϕ,c0q sup

|α|ďk

|Bαa|.

Demonstração. Veja que Bie
iλϕpθq “ piλqBiϕpθqeiλϕpθq, ou seja integrando por partes temos

ż

K
eiλϕpθqapθqdθ “

ż

K
rpiλqBiϕpθqeiλϕpθqs

apθq

piλqBiϕpθq
dθ “

ż

K
eiλϕpθqBi

apθq

piλqBiϕpθq
dθ.

Basta integrar por partes varias vezes que, vamos ter
ż

K
eiλϕpθqapθqdθ “

ż

K
eiλϕpθq Bαapθq

piλq|α|Lpϕq
dθ,

onde Lpϕq depende das derivadas de ϕpθq de ordem menor ou igual a k “ |α|, ou seja,

|Lpϕq| ‰ 0. Com isso

ˇ̌
ˇ
ż

K
eiλϕpθqapθqdθ

ˇ̌
ˇ ď p1{λqk

1

|Lpϕq|

ż

K
|Bαa|dθ ď p1{λqkCk`1pϕqvolpkq sup |Bαa|.

Com esse lema, conseguimos estender o resultado para todo Am
ρ . Temos a seguinte

proposição.

Proposição A.3. [Extensão para toda amplitude] Suponha ϕ P C8pRN q, ϕ seja homogênea

de grau µ “ 1 ´ ρ (i.e., @λ ‰ 0, temos ϕpλθq “ λµϕpθq). Então Iϕ pode ser continuamente

estendida para toda a P Am
ρ pRN q e essa extensão é única.

Demonstração. Tome uma partição diádica da unidade (definimos no capítulo III, veja Figura:

2), ou seja,

1 “ χ0pθq `
8ÿ

l“0

χp2´lθq,

onde suppχ “ tθ; 1{2 ď |θ| ď 2u e suppχ0 “ tθ; |θ| ď 1u. Temos

Iϕ “

ż
eiϕpθqχ0pθqapθqdθ `

8ÿ

l“0

ż
eiϕpθqχp2´lθqapθqdθ

“

ż
eiϕpθqχ0pθqapθqdθ `

8ÿ

l“0

ż
eiϕp2lθqχpθqap2lθq2lNdθ

“

ż
eiϕpθqχ0pθqapθqdθ `

8ÿ

l“0

2lN
ż

1{2ď|θ|ď2

ei2
lµϕpθqχpθqap2lθqdθ.
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Pelo lema da fase não estacionaria, temos
ˇ̌
ˇ2lN

ż

1{2ď|θ|ď2

ei2
lµϕpθqχpθqap2lθqdθ

ˇ̌
ˇ ď 2lN p2lµq´kCk`1 sup

1{2ď|θ|ď2

tBα
`
χpθqap2lθq

˘
u

ď 2lN´lµkCk`12
l|α|Nm

ρ,kpaqp2lqm´ρ|α|

“ Ck`1N
m
ρ,kpaq2lrN`m´kpµ´1´ρqs.

Vamos ter

|Iϕ| ď |C0N
m
ρ,k| `

8ÿ

l“0

Ck`1N
m
ρ,kpaq2lrN`m´kpµ´1´ρqs

Tome k grande de modo que N `m´ kpµ´ 1 ´ ρq ă 0, e somando os termos acima, vamos

ter

|Iϕpaq| ď CNm
ρ,kpaq. A.0.4

Isso garante que Iϕpaq está bem definida e é continua. Ainda mais, como S Ď Am
ρ é denso,

conseguimos garantir a unicidade.

Agora, temos todas a ferramentas que permitem provar os Teoremas 2.16 e 2.17. Na

verdade, vamos provar apenas o Teorema 2.16, pois as demonstrações são muito parecidas.

Teorema. Seja a P SmpRn ˆ R
nq. Então a˚ é dada por (A.0.1)

a˚px,ξq “
1

p2πqn

ż ż
e´iy¨ηapx ´ y,ξ ´ ηqdydη. pA.1.1q

Temos a˚ P Sm e é dada assintoticamente por

a˚px,ξq „
ÿ

|α|ď0

1

α!
Bαξ D

α
xapxξq. A.0.5

Demonstração. Seja ϕpy,ηq “ ´y ¨ η. Veja que ϕ é uma forma quadrática não degenerada

homogênea de ordem µ “ 2. Ainda mais para cada par ordenado px,ξq fixo, temos

|Bαy B
β
η apx ´ y,ξ ´ ηq| ď Cp1 ` |ξ ´ η|qm´|β| a P Sm

ď Cp1 ` |ξ ´ η|q|m| |m| ď m ´ |β|

ď C 1p1 ` |ξ ´ η,x ´ y|q|m|

Logo apx ´ y,ξ ´ ηq P A
|m|
0 pR2nq. Analogamente BλxB

γ
ξ
a P A

|m´|γ||
0 pR2nq

Ou seja, estamos cobertos pelas hipótes da proposição anterior. Antes de continuar,

vamos estabelecer uma desigualdade útil.

$[Desigualdade de Peetre] Dados ξ,η P R
n e m real igual, temos que

p1 ` |ξ ´ η|qm ď p1 ` |η|q|m|p1 ` |ξ|qm.
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Para m ě 0, essa desigualdade é trivial, uma vez que p1` |ξ´ η|q ď p1` |ξqp1` |η|q. Já para

m ă 0, observe que |m| “ ´m e p1 ` |ξ|q “ p1 ` |ξ ´ η ` η|q ď p1 ` |ξ ´ η|qp1 ` |η|q. Com

isso, temos

p1 ` |ξ|q´m ď p1 ` |ξ ´ η|q´mp1 ` |η|q´m

ñ p1 ` |ξ ´ η|qm ď p1 ` |η|q|m|p1 ` |ξ|qm %

Agora veja que BλxB
γ
ξ
a˚px,ξq “ IϕpBλxB

γ
ξ
aq e por (A.0.4), temos |IϕpBλxB

γ
ξ
aq| ď

cntN
|m´|γ||
0,k

paq. Vamos estimar N |m´|γ||
0,k

paq

ˇ̌
1 ` |y| ` |η|

ˇ̌´|m´|γ||
sup

|α|`|β|ďk

|Bαy B
β
η

PSm´|γ|

h nl j
BλxB

γ
ξ
apx ´ y,ξ ´ ηq |

ď Cp1 ` |η|q´|m´|γ||p1 ` |ξ ´ η|q´m´|γ|

ď Cp1 ` |η|q´|m´|γ||p1 ` |η|q|m´|γ||p1 ` |ξ|qm´|γ| “ Cp1 ` |ξ|qm´|γ|.

Logo a˚px,ξq P Sm.

Para a expansão assintótica, considere gptq “ apx ` ty,ξ ` tηq. Observe que

gpkqptq “
ÿ

|α|`|β|“k

k!

α!β!
yαηβBαxB

β
ξ
apx ` ty,ξ ` tηq.

Pela fórmula de Taylor, temos

gp´1q “
kÿ

j“0

gpkqp0qp´1qk

k!
` rk, onde rk “

ż 1

0

p´1qk`1gpk`1qp´tq

k!
pt ´ 1qkdt.

Com isso, temos

a˚px,ξq “ p2πq´n
ż
e´iy¨ηapx ´ y,ξ ´ ηqdydη

“ p2πq´n
ÿ

|α|`|β|ď2k`1

ż
e´iy¨ηgp|α|`|β|qp0qp´1q|α|`|β|dydη

` p2πq´n
ż
e´iy¨η

ż 1

0

p´1q2k`2gp2k`2qp´tq

p2kq!
pt ´ 1q2k`1dtdydη

“ p2πq´n
ÿ

|α|`|β|ď2k`1

p´1q|α|`|β|

α!β!
BαxB

β
ξ
apx,ξq

ż
e´iy¨ηyαηβdydη

` p2πq´n
ż 1

0

pt ´ 1q2k`1dt

ż
e´iy¨η

ÿ

|α|`|β|

“2k`2

2k ` 2

α!β!
Bαy B

β
η apx ´ ty,ξ ´ tηqyαηβdydη

veja que $

p1{2πqn
ż
e´iy¨ηyαηβdydη “ p´iq|α|α!δαβ ,
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onde δαβ “ 1 se α “ β e δαβ “ 0 caso contrario. Sem perda de generalidade, suponha que

|α| ě |β| e observe que yαe´iy¨η “ p´Dηqαpe´iy¨ηq. Usando isso e integrando por partes,

vamos ter

p1{2πqn
ż
e´iy¨ηyαηβdydη “ p1{2πqn

ż
e´iy¨ηp´Dηqαpηβqdydη

Se α ‰ β, temos p´Dηqαpηβq “ 0, caso α “ β temos p´Dηqαpηβq “ p´iq|α|α!, ou seja

p´Dηqαpηβq “ p´iq|α|α!δαβ . Por fim, temos

p1{2πqn
ż
e´iy¨ηyαηβdydη “ p1{2πqn

ż
e´iy¨ηp´Dηqαpηβqdydη

“ p1{2πqn
ż
e´iy¨ηp´iq|α|α!δαβdydη

“ p1{2πqnp´iq|α|α!δαβ

ż
e´iy¨ηdydη

“ p´iq|α|α!δαβ % .

Voltado para a expressão de a˚, temos

a˚px,ξq “
ÿ

|α|`|β|ď2k`1

p´1q|α|`|β|

α!β!
BαxB

β
ξ
apx,ξqp´iq|α|α!δαβ ` RKpx,ξq

“
ÿ

|α|ďk

p´1q2|α|

α!α!
p´iq|α|α!BαxBαξ apx,ξq ` RKpx,ξq

“
ÿ

|α|ďk

1

α!
Dα
xBαξ apx,ξq ` RKpx,ξq.

Uma vez que que Dα
xBαξ apx,ξq P Sm´|α|, resta verificar que Rk P Sm´k´1. Mas

lembre que

Rkpx,ξq “ p2πq´n
ż 1

0

pt ´ 1q2k`1dt

ż
e´iy¨η

ÿ

|α|`|β|

“2k`2

2k ` 2

α!β!
Bαy B

β
η apx ´ ty,ξ ´ tηqyαηβdydη.

Integrando por partes, com |γj | ě k ` 1, vamos ter

Rkpx,ξq “
2k`2ÿ

j“1

cj

ż 1

0

p1 ´ tq2k`1t2k`2

ż
e´iyxB

γj
x Bγjapx ´ ty,ξ ´ tηqdydη.
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Mas B
γ
xBγapx ´ ty,ξ ´ tηq P A

m´|γ|
0 Ď A

|m´|γ||
0 . Logo

|Rkpx,ξq| ď CN
|m´|γ||
0,k

pBγapx ´ ty,ξ ´ tηqq

“ Cp1 ` |y| ` |η|q´|m´|γ|| sup
|α|`|β|“k

tBαy B
β
η B

γ
xBγapx ´ ty,ξ ´ tηqu

ď Cp1 ` t|η|q´|m´|γ||p1 ` |ξ ´ tη|qm´|γ|

ď Cp1 ` |ξ|qm´|γ|

ď Cp1 ` |ξ|qm´k´1.

Similarmente, obtemos o limite superior para BαxB
β
ξ
Rk. Com isso, obtemos

Rk P Sm´k´1.

Isso completa a prova.
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