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RESUMO

Apresentaremos uma demonstracdo para o célebre teorema de Mergulho de Nash, que afirma
de toda variedade riemanniana compacta pode ser mergulhada isométricamente em algum
espaco elucidado. A ideia central na demonstracdo apresentada nesse trabalho é devido a
(Gunthier1989) que consiste em usar o operado pseudo diferencial (1 — A)~1 para contornar
o problema de perda de diferenciabilidade. No capitulo 2 introduziremos a linguagem basica dos
operadores pseudo diferenciais e mostraremos como tais operadores agem em alguns espacos
de funcdes, tais como os espacos de Sobolev. No capitulo 3 introduziremos a decomposicdo de
Littlewood-Paley e usaremos ela para obter certas estimas para controlar a norma do produto

e composicbes de fungdes. Ja o altimo capitulo é dedicado a prova do teorema de mergulho
de Nash.

Palavras-chave. Operadores pseudo diferenciais. Calculo Simbélico. Decomposi¢ao diadica.
Teorema de Mergulho de Nash.



ABSTRACT

We will present a demonstration of the celebrated Nash embedding theorem, this theorem states
that every compact Riemannian manifold can be isometrically embedded into some Euclidean
space. The central idea of the demostrate presented in this thesis is due to (Gunthier1989)
that consists in use the pseudo-differential operator (1 — A)~! to avoid the phenomenon of
loss of differentiability. In chapter 2 we will introduce the basic language of pseudo-differential
operators and we will show how this operator acts in some familiar spaces of function, such
that Sobolev Spaces. In chapter 3 we will introduce the Littlewood-Paley decomposition and
we will use it for get certain estimates for control the norm of the product and composition of
functions. In the last chapter we will present the proof of the Nash embedding theorem.

Keywords: Pseudo-differential Operatores. Symbolic Calculus. Dyadic docomposition. Nash
embedding theorem.
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1 INTRODUCAO

O objetivo deste trabalho é apresentar uma demonstracdo para o célebre teorema de
mergulho de Nash, que afirma que toda variedade riemanniana pode ser mergulhada de forma
isométrica em algum espaco euclidiano. Falaremos um pouco mais sobre esse teorema na
introducdo do capitulo 4. A demonstracdo desse resultado que apresentaremos aqui segue a
ideia formulada por Giinther em (GUNTHIER, 1989).

Este trabalho esta em sua maior parte baseado no livro (ALINHAC et al., 2007). Essen-
cialmente, seguimos o roteiro apresentado no livro para chegar ao resultado principal. Todos
os resultados aqui apresentados também podem ser encontrados neste livro. N6s recortamos
os resultados em uma sequéncia légica que julgamos coerente, modificamos um pouco as
demostracbes e também abrimos algumas contas para tentar deixar as demonstracdes mais
explicitas. Vale ressaltar que optei por ndo incluir um capitulo com resultados preliminares sobre
teoria de distribuicdes e transformada de Fourier, que sdo pré-requisitos basicos para falar sobre
operadores pseudo-diferenciais. Tais resultados sdo bem conhecidos e amplamente cobertos
por disciplinas da pés-graduacio e podem ser encontrados, por exemplo, em (HORMANDER,
2004). Sendo assim, comegamos nossa apresentacio falando de operadores pseudo-diferenciais.

Saliento que o uso da teoria de operados pseudo-diferenciais (OPD) n&o é peca im-
prescindivel na demonstracdo do teorema de Nash. Escolhi este caminho porque acredito que
o objetivo de uma tese, além de apresentar alguns resultados interessantes, é ao longo do
processo aprender algumas novas ferramentas matematicas que podem ser Gteis no futuro.

Quanto a organizacdo do trabalho, seguimos a seguinte ordem. No capitulo 2, ini-
ciaremos nossa jornada apresentado os operadores pseudo-diferenciais e alguns resultados
importantes sobre eles. Em particular, falaremos sobre o calculo simbélico de tais operadores
e o0 usaremos para mostrar como tais operadores agem sobre espacos de func¢ées conhecidos.
Deixamos as demonstragdes dos teoremas do calculo simbédlico para o apéndice, pois sdo
bastante longas e acredito que n3o sdo indeclinaveis para compreender o restante do texto.
Ja no capitulo 3, focaremos no caso de OPD classico e juntamente com a decomposi¢io de
Littlewood—Paley, obteremos estimativas para a norma do produto de duas funcdes.

Finalmente no altimo capitulo, falaremos sobre o Teorema de mergulho de Nash. O
roteiro da demonstracdo consiste em primeiro reduzir o teorema de mergulho para um teorema
de pertubacio local. Para fazer isso, apenas usaremos alguns resultados basicos de geometria de
variedades, que serdo citados ao longo do texto. No que concerne o Teorema de Pertubacao
local, ele afirma que dado uma métrica que pode ser mergulhada, toda métrica suficientemente
proxima dela também pode ser mergulha. A segunda parte do capitulo 4 é concentrada na
demonstracdo do teorema de pertubacdo local. Para isso, introduziremos a ideia devido a
Giinther (apresentada em (GUNTHIER, 1989)) de usar o operador (1 — A)~! para contornar
o fenémeno de perda de diferenciabilidade, que era a principal dificuldade técnica na primeira

prova apresentado por Nash. Usando o operador pseudo-diferencial (1 — A)~!, conseguiremos
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reduzir o teorema de pertubacio local para um teorema de ponto fixo. Por fim, para controlar
as normas e garantirmos que temos uma contracdo, usaremos as desigualadas obtidas nas
proposicdo 3.6 e proposicdo 3.12 do capitulo 3 e usando o teorema de ponto fixo de

Banach, garantiremos a existéncia de solucdo para o problema.
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2 OPERADORES PSEUDO-DIFERENCIAIS

O objetivo desse capitulo é fazer uma breve introduco aos operadores pseudo-diferenciais,
tais operadores generalizam a ideia de um operador diferencial. Esses operadores sdo ferra-
mentas poderosas no estudo de certas equacdes diferenciais a derivadas parciais. Antes de
prosseguirmos é importante estabelecer certas notacdes.

Usaremos constantemente a notacdo de multi-indice, um multi-indice € uma n-apla

a = (a1, ,ap) de inteiros ndo negativos, ou seja & € N", onde convencionamos N =
{0,1,2,3,- - - }. Definimos a norma de um multi-indice por |a| := a1 + -+ + ay, também
definimos o fatorial de um multi-indice por a! := aq!---ay!. Dado z = (zq, -+ ,xn) € R"

definimos o monémio z® := x?l oo,
Para 1 < j < n considere a derivada parcial % que também serd denotada por dz; ou
J

simplesmente J;. Em virtude que usaremos a transformada de Fourier & interessante introduzir

a notagdo Dj := ;aj = —id;. As derivadas parciais de ordem superior serdo denotas usando
os multi-indices, teremos que 0% := 8?1 .- 0™ e analogamente D% := D?l Dy

Seja 2 < R" subconjunto aberto e k inteiro ndo negativo Ck(Q) denota as funcdes
com valores em C, k vezes diferenciaveis. Analogamente C'®(2) denotas as funcdes infinita-
mente diferenciaveis, e Cj°(R") denota as funcdes suaves de suporte compacto. Denotaremos
por S(R") as fun¢des de Schwartz, que sdo as fun¢des suaves de decaimento rapido, mais
precisamente, S(R™) := {u € CP(R"); Ya,3 € N” e z € R™ temos |z” D%u(z)| < o0}. Ainda
mais denotaremos por S'(R"™) o dual de S(R™), esse é o espaco das distribuicdes temperadas.
Para mais propriedades das fun¢ées de Schwartz e das distribuicdes temperadas vejas definicdes
(7.1.2) e (7.1.7) da secdo 7.1 de (HORMANDER, 2015). Por fim quando nio tiver perigo de
confus3o omitiremos o dominio, ou seja denotaremos esses espacos simplesmente por, Ck,COO
e assim por diante.

A transformada de Fourier sera dada por

n

Flu)(€) = a(€) = f e~ Eu () de,

e sua inversa por
1

A transforma de Fourier é um isomorfismo de S(R") nele mesmo, ver teorema 7.1.5 de
(HORMANDER, 2015), e pode ser estendida para um isomorfismo de S’(R") em S'(R"), ver
teorama 7.1.10 de (HORMANDER, 2015).

F N w)(x) = a(x) =

2.1 OPERADORES PSEUDO-DIFERENCIAIS

Para construirmos o arquétipo de um operador pseudo-diferencial considere o seguinte

operador diferencial P = >} an(x) D¢ onde aq € S, ou seja, dado uma fung&o apropriada u(z),
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temos
Pu(x) = Z ao(x)DSu(x)

«

Observe que a formula inversa de Fourier nos da

o - 1 i€ Do (o . 1 1€ qoun
Dfula) = oo | e DFule)E = e [ et (e
logo temos
Pu(z) = —— J S @) S € de 211
@ ) 2 o : 1.
seja p(x,§) = X, aa(x)E®, assim temos
1 ; ~
Pule) = sz | €S )t e

P definido dessa forma fornece a motivacdo para a definicio de operador pseudo-
diferencial. Observe também que para (2.1.1) fazer sentido p(x,£) ndo precisa ser necessaria-
mente uma funcdo polinomial em ¢ basta ela ter algumas propriedades razoaveis. Para deixar
preciso o que é entendido como “propriedades razoaveis’ definiremos a classe dos simbolos e

apés isso voltar e dar a definicdo precisa de operador pseudo-diferencial.

2.2 SIMBOLOS

Defini¢do 2.1. Sejam € R. Defina S = S™(R" xR™) espa¢o das funcées a € C° (R" xR™)
tais que

Va, ¥, 1050 a(z.£)| < Ca,p(1 + ™1
Seja também S~ = (1, S™. Um elemento a € S™ é chamado de simbolo de ordem m.

Apds uma nova definicdo é interessante mostrar alguns exemplos para vermos que a

definicdo faz sentido.

Exemplo 2.2. Seja a(z.§) = Xj|<m @a(®)§?, onde as aq(x) sdo suaves e limitadas com

todas suas derivadas também limitadas. Entdo a € S™ e a é chamado simbolo diferencial.

Como observamos na motivacio no inicio do capitulo a é chamado simbolo diferencial,
pois esta associado ao operador diferencial classico. Para verificar que a € S™ observe que

dados multi-indices «, 3 temos

0800 Y aa(@)E® = Y, Baa(n)dfe* < Ca Y, 00€

laj<m laj<m la|<m

Pois aq (x) tem todas as derivadas limitadas. Observe também que Z\a|<m (9?50‘ éum
polinémio em ¢ de grau menor ou igual a m — |3| se |3| < m e zero caso || > m. O caso

de grau zero é trivialmente satisfeito, por outro lado, para um polinémio de grau s sempre é
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1
possivel encontra constante K de modo que K(l + |z])* < |p(z)| < K(1 + [|=])® uma vez
que o termo que domina (1 + |z|)* é |z|® ou seja basta escolher K suficientemente grande.

Portanto

050 3 aal@| < Ca| 3 0€% < Capli+ e

la|<m la|<m
Exemplo 2.3. Seja ¢ € S(R"), entdo ¢(§) € ST (R")
E claro da definicdo das funcdes de Schwartz.

Exemplo 2.4. Seja a(§) uma funco suave positivamente homogéneo de graum, i.e., VA > 0
e V& # 0 temos a(AE) = AN"a(§). Considere também x € C°(R") tal que x = 1 proximo de
0, entdo a funcdo a(&) = (1 — x(&€))a(&) é um simbolo de ordem m.

De fato, observe que para & préximo de zero a é constante igual a zero. Para £ > 0 temos

al¢) =a <|§|ﬁ> = [£]™a (%) Observe que como a & suave e a <”§—”> esta definida

sobre a esfera, que é compacta, ndo temos problemas para controlar suas derivadas ent3o o
termo que domina é |£]"" e é facil ver que &?mm\ < K(1+ [¢])™ 18l com isso conseguimos
controlar a visto que as derivadas de (1 — x(£)) sdo obviamente limitadas. Portanto, temos
que a € S™.

O préximo exemplo é interessante, pois esta associado a construcdo da parametrix de
um operador eliptico, isto &, da construcdo de uma inversa em certo sentido para um operador

diferencial eliptico.

Exemplo 2.5. Seja p(x,£) um simbolo diferencial de ordem m definido para x € Q < R"

aberto, suponha que p(x,£) seja eliptico, isto é,
Ve QVEER" € #0, p(x,f) #0.

Seja ¢ € C(Q2) e x € CF(R"™) com x = 1 proximo de zero, entdo a funcdo a(x.§) =

(1 - x(£/0))

x —_—
#le) p(x.8)

Observe que numa vizinhan¢a de £ = 0, sendo onde poderiamos ter alguma singulari-

é um simbolo de classe —m se C' é suficientemente grande.

dade, a fungdo a(z,) estd controlada dado que 1 — x(§) pode ser tomada igual a zero. Ja

para [|€]| grande temos que (1 — x(&)) = 1, ou seja a(z€) = ¢(r)———, nesse caso, temos

p(x,§)

1 —030.p(x.6)
<C
p(z.8) =

_ rPm18)©)

~a A8 _ jaarfB
0% (35 a(x,§)| = |03 a{ o(x) p2(2.,€) = p2(x,8)

< Cy p(1+]g)~m 1A

Pois p? & um polinémio de grau 2m.
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Para r < |£/C| < R ,um anel, onde x n&do é constante vamos ter um termo extra no
numerador dado por 8?)((5/0) = (1/C)|5|8?><|€:5/C ou seja

(1/O)p(.£) — (1 = X(E/C)) Pz (€)
p?(z,8)

0900a(x.) < K

18l
p(z.€)

e para C' suficientemente grande temos que | | < K(1+ €)= 18I, juntamente com

a consideracdo anterior temos o requerido.
Algumas propriedades basicas dos simbolos, que podem ser encontradas na pagina 20
de (ALINHAC et al., 2007), sdo as seguintes.

Proposicdo 2.6. Sejam a € S™ = S™(R" x R") ebe S¥ = SF(R™ x R™) entdo temos
a) d30lae A,
b) abe Stk
c) a e S'(R?™).

Demonstracdo. a) Como a é suave, a ordem de derivagdo n3o importa, entdo

a;agagafa‘ _

oyt e < olglm M < celym AN = o el m I,

b) Observe que para 3 = 0 temos |a| < C(1 + €)™ e |b| < C(1 + |€])¥. Ja para |8] > 0

devemos usar a regra de Leibniz 1 ver

B -
0 ab] = |ag | > (ﬁ,>af Fa 0%
B<p

O‘) (5>ag—a’aﬁ‘ﬁ'a 0998y

a/gaﬁ/gﬁ O/ /B/ 5

< Y0 DT Coup @+ ™I+ g1
o'<a f'<p

= 3 3 Cop(1 + [y r1FI=18=51
o'<a f'<p

<O+ gy I+

— C(1+ ¢y 1P

c) Dado a € S™ em S(R?"), podemos identificar a com um elemento de S’(R?")

usando o produto usual, isto é, dado ¢ € S(RZ”) defina

() = f a(,6) (.6 dard,

que é um operado linear limitado, pois |a(z,£)| < C(1 + [£|)™. Logo define um elemento de

S/(RQTL)_ D
1 Onde B’ < 8 significa que para todo 1 < i < n temos 3 < f3;. E ainda mais o coeficiente binomia & dado
por (5) = (31) -~ (&)
B’ B1 B,
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Podemos definir uma familia de semi-normas em S dado por

m__ —m+| 8] Ao A8
LR el e £l

Como essa familia é enumeravel, assim como em S, permite munir S com uma
estrutura de espaco de Fréchet. Lembre que a convergéncia é definida como a,, — a significa

que YoV, |an — a|g‘5 — 0.

/ . . f o~ I
Observacio 2.7. Sem > m/ entdo S™ < S™ isso ocorre, pois a condicdo 1+ |¢[)™ 18l <

(1 + [¢])™18l. Ou seja, se an — a em S™ entdo a, — a em S™ para todo m = m’.

Figura 1 — Inclusdo dos espacos dos simbolos

Lema 2.8. Seja a € SO = SO(R™ x R") e defina a- = a(z,€). Temos a aplicacdo a € SO —
az € SV é limitada em S°. Ainda mais a. — ag em S™ para todom >0 see — 0

Demonstracdo. Note que usando a regra da cadeia temos
0 0
|aelg g < €|B|\ala)5 <C

Para o restante do problema a observacdo 2.7 permite nos preocuparmos apenas com a
caso 0 < m < 1. Como estamos interessados no caso € — 0, considere 0 < & < 1.

Se 3 # 0 temos é’?ao — 0, portanto usando o fato que az € S°, temos

10202 (az — ag)| < elPlCy, 5(1 + ele)) VP
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Logo
Jac = aoli s = sup { (1 + €)™ 71080] (e — ag) |
< Cogsup {1 + ¢8I (1 + ey 141}
= Cope™ sup {1+ )7 (1 4 ey}

o (2 elel )
= G sup{ (el (S22 )

~ ~- -

<1

m
< Ca,pe

Nesse caso |az — ao\glﬂ — 0see—0.
7

Por outro lado, se 5 = 0, podemos usar o teorema fundamental do calculo

1
d
30c — o) - ||| Goatetzep

1
éﬁf agég‘a(:c,tef)dt‘
0

1
<C ggf (1 +t5§)_1dt‘
0

= Cln(1 + €[€])

< Cre™ €™,

Com essa desigualdade, também conseguimos mostrar que |az — a0|g‘6 — 0 se ¢ — 0. Por
)

fim observe que ela s6 é validase m > 0. H

Corolario 2.9. Temos que S~ = (),,eg S"" é denso em S™ com respeito a topologia

induzida por g’ para todo m’ > m.

Demonstracdo. De fato tome uma funcdo teste y € S tal que xy = 1 préximo de 0. Dado
a(z,£) € S™, temos que a:(z,£) = x(ef)a(x,f) € ST, pelo resultado anterior x(c&) —
x(0) = 1 em S para todo § > 0, logo a- — a em SO+ O

A préxima proposi¢do pode ser encontrada em (ALINHAC et al., 2007), ela é equivalente

ao Lmema 2.1.1. desse livro.
Proposicao 2.10. Sejam ay,--- ,aj € SVeFe COO(Ck), entdo F(ay,--- ,a;) € S0,

Demonstracdo. Em primeiro lugar note a € SO «— Re(a) € S eIm(a) € SY, basta supor
que temos tudo a valores reais.
Seja a = (a1, - ,an), em primeiro lugar note que a desigualdade do valor médio nos
da
|F(a)| < Cla|



Capitulo 2. Operadores Pseudo-diferenciais 17

Suponha por hipétese de indugdo que, para |a| + || < p tenhamos |(3§‘8§F(a)\ <
C(1+ g1

Pela regra da cadeia temos

oF oF
51’ ( ) 8@ ijal € 6@ Z aal f;al 2.2.1

Seja |a| + |B] = p + 1. Pode escrever oaa?F( ) como 8%&?%7(05) = O, <0’§‘6?/F(a)> =
0
(%"j

(2.2.1) para a fungido 8%6?/]7(@) temos

(80‘(96 (a)) onde |3'| = |B| — 1, podemos fazer isso, pois F(a) é suave. Aplicando

S0P (0)] = |

=
Il
—_

C1/030; F(a)|0ga]

Mw

~
Il
=

G+ e~ + e 2

)
==

~
Il
—_

C(1+ e~ tH7D

1+ |gh17.

Logo F(a) € SP. O
O conceito de soma assintética tem papel fundamental para o entendimento dos

operadores pseudo-deferenciais. Dado a; € S™, onde m; \, —o, queremos dar um significado

para a soma ZjeN aj. Seria muita pretensdo desejar convergéncia pontual sempre, entdo

dizemos que a é a soma assintdtica, se escreve
a~ )4,
jeN
se para todo k € N temos a — Z§:1 aj € S™k+1 Observe que isso significa que

k
la— Y al < O+ [¢)™+ — 0

j=0
se [[€]| — oo, o que justifica chamar de soma assintética.

Proposicdo 2.11. Sejam a; € S™i com m; \, —. Entdo existe a € S™ tal que a ~ ] aj,

e ainda mais supp(a) < |J supp(a;). Onde o supp denota o suporte da fungao.
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~ - o0 o~ 00 .
Demonstracdo. Defina a = ;" ga; = >;_ (1 = x(gj€))aj, onde x € CF(R™) é uma
funcdo bump tal que x = 1 numa vizinhanca de 0, e tomando £; — 0 rapido o suficiente
observe o que a soma acima é localmente finita, ou seja a é bem definida, e ainda mais

supp(a) < [Jsupp(a;). De forma analoga a demonstracdo da proposicdo 2.6 vamos ter,
8ogd;| = 1630, (1= x(2;))ay]
< 3 Y Cow 070" (1= x(559))]

f<fa’<a

00,

Observe ainda que pelo Lema 2.8 temos 1 — x(g;§) — 0 em S1, entdo podemos

tomar sequencias ¢; de modo que para todo multi-indice B' < 3 tenhamos

(1+1eh T |o" (1 - x(50)| < 55

Com o fato que aj € S5 temos

C _ / L __ !
apoajl < 55 ) @+ leD Pl jeymam1os
p'<p
¢ 1+m;—|f|
< o5+ gDt

Dados «,8 multi-indices e & natural, tome N inteiro tal que N > |a| + || e my +1 <

mp.1, temos

050 (a— S @)l =108 ( 3 d)l< (e felym < (g pgmalo

J<N-1 j=N
Portanto
a—Zajza— Z aj + Z dj—i—E(a
j<k j<N—1 k+1<j<N-1 j<k

. « ~ _1 . ~ — .
Por fim observe ainda que dj € S™ 7" < S™i e a; —d; = a;x(¢j§) € ST Usando isso,

temos
020 (a= Y a))| < Cap+ (1+ Jglymen =17
j<k
Sendo assim a — > aj € S™K+1, ou seja a ~ Z?O:() aj. O

Definicdo 2.12. Seja a € S™, a é dito ser um simbolo classico se a ~ a; onde aj € S™~ J

e a; é homogéneo de ordem m — j, isto & a;(x,\) = N Ja(x,E).

2.3 OPERADORES PSEUDO-DIFERENCIAIS

Seja a € S e ue S(R™), considere o operador dado por

Op(a) : S(R") — S(R")
u— Op(a)u(z),
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onde

Op(a)u(z) = ! f ) el a(x,E)a(€)de 23.1

(2m)" Jr
Op(a) é chamado de operador pseudo-diferencial de ordem m com simbolo a. Deno-
tamos por Op(S™) o conjunto dos operadores pseudo-diferenciais de ordem m. O préximo

passo é mostrar que Op(a) é bem definido.

Proposicdo 2.13. Sejam a € S™ e ue S(R") entdo Op(a)u(x) dado por (2.3.1) pertence
a S(R™), ainda mais, o mapa bi-linear (a,u) — Op(a)u é continuo e satisfaz as relagdes de
comutagio

[Op(a),Dj] = iOp(0z;a) 2.3.2

[Op(a),z;] = —iOp(d¢,a) 233

Por fim, Op define um operador linear injetivo de S™ no conjunto dos operadores de S(R™)
em S(R"™).

Demonstragcdo. Observe que @ € S(R") uma vez que u € S(R"), com isso

Op(a)u(z)| = (2m)™"

f e”fa@,f)a(f)df'
Rn

<(27r)_nf
<@ s {0+ ) a6 fRn (L 1 €)™ ale)|de]

(z,6)eR" xRn

¢l £)i(€)| de

n

Que é limitado, logo o mapa bilinear (a,u) — Op(a)u é€ um operador limitado, ou seja, continuo.
Para provar (2.3.2) basta usar a regra de Leibniz

[Op(a).Djlu(z) = Op(a)(Dju)(z) — D;j(Op(a)u(z))

= (2m)7" (Jemfa(fvé)@(f)dﬁ - D;j f@i”ga(%f)ﬁ(ﬁ)dﬁ)

- <2w>—”< f €' £)8;0(€)d ~ f e ta(e) (ga(r.8) - wxja@,s))dg)

—iem) " [ e ate i)

= i0p(0z;a)u(x).
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Agora para (2.3.3) basta integrar por partes
[Op(a),zj]u(z) = Op(a)(zju)(z) — 2;(Op(a)u(z))

= (2m)™" f e Sa(x )T u(€)de — f e”'fau,f)wjﬁ(f)df)

= (2m)~" f ¢ Sa(a.6)( — De;le) ) ds - f e”'fa@:,f)wjﬂ(é)dg)

= (2m)" J Dy, (¢ $a(x,&))a(€)de f eix'fa(x,i)ﬂfj@(é)d£>

_ _i(zw)—"f ) e”"fﬁgja(x,ﬁ)@(@dé
= —iOp(¢,a)u(z)

Aplicando (2.3.2) e (2.3.3) varias vezes termos

Dioplayu(z) = Y Cp pOp(ef @)D . 2.3.4
B+3"=8
Ainda mais
Diopau(z) = Y Y C4%0pe o a) " D u). 235

B'+B"=p o' +a"=a

Logo [#*DBOp(a)u(z)| < o, ou seja Op(a)u € S(R™).
Falta provar que Op é injetivo. Para isso devemos provar que para a € S de forma
que Op(a)u = 0 para todo v € S(R™) a funcdo a € S™ deve ser a fungdo nula.

Defina a seguinte func3o para cada z € R" fixado.

a(z,€)

m_ g n 1
(L+epzrare

Observe que b € L2(R™), uma vez que a € S™.Observe ainda que para toda funcdo v(¢) € L?

da forma

o(€) = e E(1 4 |¢) E A

satisfaz a relagdo (b(¢),v(¢)) = 0, onde (-,) & o produto sesquilinear de L2, mas v(&) 'varre'
todo S(R"), pois

m

feSm e (14 ¢ titafes

é uma bijecdo de S em S. Logo b(€) = 0, pois S(R?) é denso em L?(R™). Portanto a(z,£) = 0,
0 que prova a injetividade.
[

Observacao 2.14. Quando nio tiver perigo de confusdo vamos denotar Op(a) por a(x,D).
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Para operadores integrais, o kernel do operador concentra toda a informac3o, observe

Op(au(z) =(2m) " j ¢ Ea(w £)i(€)de

n

—om [ awg) [ e euty)ayag

[t [ ry | i Saegag | dy

K(z,y)
Chamamos )
— —i(y—z)-€
K(xy) ) JRn e a(x,£)dg 236

de Kernel do operador Op(a). Observe ainda que se a € S™ pela proposicdo 2.6 temos
a € S8'(R?"), entdo podemos ver (2.3.6) como uma transformada de Fourier com respeito a

variavel £. De fato

1
(2m)"

K(zy) = (2m) " Fea(zy — x) = f e~ W) 8oz £)dg
A vantagem disso é que assim podemos obter o simbolo do operador em funcdo do kernel
usando a transformada inversa de Fourier ou seja

a(z,€) = FylK (2, — (y — 2))] = J e YK (2, — y)dy. 2.3.7

n

Essa formula vai ser de fundamental importancia. Nosso préximo passo é tentar estender acdo
dos operadores pseudo-diferenciais para espacos de funcdo mais gerais. Seria bastante desejavel
que conseguissemos agir com Op(a) em S’(R™), pois tal espago contem a maiorias dos espagos
de funcdo que estamos acostumados. Por exemplo, o espaco das funcées quadro integravel
L?(R™) pode ser identificado com um sub espaco de S’. Uma alternativa para fazer isso seria
construindo o adjunto de A = Op(a). O Adjunto de um operador é definido por.

Definicdo 2.15. Seja A: S — S um operador qualquer, entdo A* é chamado de adjunto se
A*: S — S satisfaz
Auw) = (u,A*), Yue S VveS.

onde (-,-) é o produto sesquilinear dado por (u,v) = {u,v) = {uv .

Se existir tal operador A* podemos estender A continuamente para S’. De fato, basta

definir A : S’ — S’ como o tnico operador satisfazendo

[Au](v) = u(A*v),Yue S’ Vv e S.
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Onde, em geral, a acdo de u € S’ em um elemento v € S é dada pelo produto usual, i.e.,
(Auw) = (u,A*v) = JA@@ = JuA*v VueS VveS.

Esse tipo de manipulacio é corriqueira quando desejamos estender propriedades para o
espaco dual. O que garante a que de fato a extens3o seja Gnica é a densidade de S(R") em
L2(R™).

E mentira que todo operador de S em S admite um adjunto, entretanto mostraremos
que para a € S™, podemos construir o operador adjunto do operador pseudo-diferencial
A = Op(a) = a(z,D). A demonstra¢do de tal propriedade n3o é trivial e demanda um certo
esforco e constitui um dos principais resultado do chamado calculo simbélico para operadores
pseudo-diferenciais. Suponha que exista A* exite entdo conseguimos calcular o kernel de A*

em funcdo do kernel de A. De fato o Kernel satisfaz

Au(z) = j u(y)K (z.y)dy

Ay = [Au@ede = [ [ Kegulwyo@pdyds = G g aly)o(a)

com isso temos

(Au,v) = (Au,v = (u, A*0) = {u, A*v) = { u,A*v) = { A*vu),
(A7) = (K () v(y)u(z)),
logo
(K (z,y)0(y)u(z)) = <K (zy),uly)v(z)),

e disso conseguimos concluir que

K*(zy) = K(y,x).2 2.3.8

Essa construcdo vale para um operador integral qualquer. Em particular no nosso caso de um

operador pseudo-diferencial, temos

K*(ay) = K(y,x) = f eW=2)Ca(y,£)de = fe(x_wfa(y,f)df. 23.9

1
(2m)"

Mas (2.3.7) permite obter o simbolo em fungdo de kernel, logo

¢ 8) = [ IR o s =

(2m)"

e~ NGz — y,& — n)dydn. 2.3.10

A dificuldade em provar que Op(a) = a(z,D) = A admite de fato em adjunto reside em provar
que (2.3.10) é de fato em simbolo de ordem m, pois pela constru¢go feita acima temos que

A* = Op(a*) = a*(z,D). Esse & o contetdo do primeiro resultado do calculo simbélico.
2

repare que x e y estdo trocados.
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Teorema 2.16. Seja a € S™, entdo a* dado por (2.3.10) pertence também a S™ e é dado
assintoticamente por

a*(x8) ~ ) iag‘ aa(x.€). 2.3.11

«
Em particular se A = Op(a) = a(x,D) é um operador pseudo-diferencial de ordem m, entdo
A* = Op(a*) = a*(z,D) é o operador adjunto de A e também é um operador pseudo
diferencial de ordem m e, consequentemente, A pode ser estendido continuamente para um
operador de S’'(R™) para S'(R"™).

Falta justamente provarmos que a* € S, mas para isso devemos dar sentido a for-
mular (2.3.10) e isso depende de algumas estimativas delicadas, pois a principio para a € 5™
parece que a integral pode divergir, entdo vamos precisar de estimativas mais delicadas. Tam-
bém devemos calcular a expansdo assintética. Exitem varias demonstracdo diferente pode ser
encontradas em (HORMANDER, 2007), Theorem 18.1.8; ,(GRIGIS; SJOSTRAND, 1994)
Theorem 3.4 e (ALINHAC et al., 2007), Theorem 3.2.3 e Theorem 3.2.4. Uma forma
particular de demonstrar isso é estudar um pouco mais de perto as chamadas integrais osci-
latdrias. Antes disso vamos estudar como compor dois operadores pseudo-diferenciais, pois a
demonstracio se baseia exatamente nos mesmos principios.

Sejam Ay = Op(ay) e Ay = Op(as) dois operadores pseudo-diferenciais, dado u € S

temos
1 ) —
(1)) = ooz | €€ () Al e
e
Agqu(€) = (271)” fe_iy(fn)az(y,n)ﬁ(n)dydn,
portanto
1 : . )
(Ardon)(@) = G [ ety pas(y ) (€ dedndy
Observe que A1As = B = Op(b) onde
brg) = o § eI E N, (2.)an () dndy
@om 23.12
b(a,g) = @n) §e™¥May(2.€ —n)agx — y,€)dndy.

Entdo para provarmos que a composicdo de dois operadores pseudo-diferenciais também é
um operador pseudo-diferencial devemos mostrar que b(z,£) dado por (2.3.12) é de fato um
simbolo. A prova segue o mesmo espirito da prova do teorema para o operador adjunto.Como

isso o segundo teorema fundamental do calculo simbélico.
Teorema 2.17. Sejam ay € S™ e ag € S™2. Entdo Op(a1)Op(az) = Op(b), onde b =

ai1#as € S"™ T2 & dado por (2.3.12) e ainda mais

1
b(z.£) ~ )] —0ga1Diay. 2.3.13

(67
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Esses resultados sdo ferramentas muito poderosas no estudo dos operadores pseudo-
diferenciais, de fato eles sdo a ferramentas que permitem manipular operadores pseudo-
diferenciais de forma algébrica.

A demonstracdo de tais resultados é bastante técnica e envolve fazer certas estima-
tivas, para garantir que as integrais (2.3.10) e (2.3.12) entdo bem definidas e satisfazem as
propriedades dos simbolos. Como julgamos que as técnicas presentes na demonstracio de tais
resultados n3o sdo crucias para um bom entediamento do que se segue optamos por deixar

em um apéndice ao final do trabalho.

2.4 ACAO NOS ESPACOS DE SOBOLEV

Ja vimos ser possivel estender a acdo de operadores pseudo-diferenciais para o espaco
das distribuicdes temperadas S’(IR™), tal espaco engloba boa parte dos espacos de funcdes
que estamos acostumadas a trabalhar, o mais familiar dele é LQ(R”), o espaco das funcdes de
quadrado integravel. Devido a sua rica estrutura, em geral & conveniente estudar as propriedades
dos operadores em L2, uma agradavel propriedade sobre os operadores pseudo-diferencias &
que em certas circunstancias eles sio um endomorfismo de L2. Isso é o conteado do préximo

teorema.
Teorema 2.18. Seja a € SO entdo A = a(x,D) = Op(a) é um endomorfismo de L*(R"™).
Para provar o teorema vamos precisar do seguinte lema.

Lema 2.19. (Teste de Schur) Seja k : R" x R" — C satisfazendo.

sup fk:(x,y)|dx <C, ,sup J|k:(x,y)\dy <C 2.4.1
yeRn zeRn?

Entdo o operador integral T com kernel k(x,y) tem norma limitada em L?(R™).

Demonstracdo. Seja u € L2, temos
<Tuxx>=‘[k@u»u@nd%
(0@ | [ ket
= | [ 2 ) ety
< j k(e.y)ldy - f (a.)| ) 2y

<C j )| ) 2y,
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Denotando por | - | a norma L2, temos
7} = | (7))o
< [ [ ewlluty) Payas

<C? f u(y)|2dy

< C?uf} < .

Agora podemos provar o teorema 2.18.

Demonstracdo. A ideia para a demonstracdo é a seguinte.
i Se a(x,£) éde ordem S~k comk < —(n+1) entdo conseguimos provar que A é limitado

na norma de L2.

i Reduzir a caso de ordem SV ao caso anterior.

Para provar i) observe que de (2.3.6) sabemos

Kry) = (2m) " fe“”)'fa(x@dg,
o
k(z)| < 27)"C f T <C

Para conseguirmos usar o teste de Schur, temos que provar §|k(z,y)|dz e (|k(z,y)|dy sdo
limitadas. Vamos calcular o kernel do seguinte operador: A; = D¢ a(x,D). Observe que
(Aju)(z) = Seix'foia(x,f)ﬂ(g)dﬁ, integrando por partes, temos

(Au)(z) = — f a(.€) Dg, (¢4 a(€)) dé
- _ fa(x,f) (xie_m'fa(f) + €ix'§yz‘a(§))d§
_ f € (2 — yi)a(a€)a(€)de.

Assim, obtemos que o kernel de A; é dado por (z; — y;)k(x,y). De forma analoga, se consi-
derarmos A, = D%a(x,D) e repetindo o processo acima, vamos obter que o kernel de A, é
dado por (z—y)®k(x,y). Mas observe que A, é de ordem menor ou igual a —k — |«|, tomando
la| = n+ 1, temos
(1+ o —y" ) k(zy)] < k(@) + 2 =y |k(zy)]
< O+ C'|(z = y)*k(zy)|

<C+ CJ |D%(x,&)|d€

<C.
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C
1+ |z —ylntl
limitadas. Pelo teste de Schur, temos que A = a(x,D) que tem kernel k(z,y), tem norma L?

Ou seja |k(z,y)| < , como isso temos que {|k(z,y)|dz e §|k(z,y)|dy sdo

limitada no caso em que a ordem de a(x,D) é menor ou igual a —(n + 1),

O préximo passo é reduzir o caso onde a(z,£) é de ordem 0 para o caso coberto
acima.Para isso usaremos os teoremas do calculo simbélico. Dado a € SV queremos mostrar
que

|Au|3 < M|u|3, para algum M > 0.

Observe que |Au|(2) = (Au,Au) = (A" Au,u). Defina um novo operador B =: M - [ — A*A,
onde B também é um operador pseudo-diferencial de ordem 0, e pelos Teorema 2.16 e

Teorema 2.17 seu simbolo é dado assintoticamente por

b~ M~ [a(e) awe) + Y, ~o%a’Dga)

la|=1
es-1
Escolha M > ( satisfazendo
M = 2sup|a(z,)[?. 2.4.2

Sejac(x,§) = (M — ]a(a:,f)]Q)l/Q. Pela Proposicdo 2.10, temos que ¢ € SV. Seja C = c(x,D)
operador cujo simbolo é c. Novamente defina outro operador R := C*C — B. O Simbolo r
desse operado serd dado assintoticamente pela expressio

r~c-¢+ Z 60‘0*DO‘ [M—aﬂ— Z 1”0‘ a*D¢a ]

[ Cxi 1 Cxi@
la|>1 o<1
- ~

~~ ~-

eS-1 eS-1
~(M — |a(z,8)HYHM — (&) = M + Ja(z,)]* + op(S71)
r~M — la(z,&)* = M + |a(z.€)[* + op(S™)
r ~op(S~1)

Onde op(S~1) denota um simbolo genérico de ordem —1. Logo R € Op(S™1), ou seja
R & um operador de ordem —1. Ainda mais, da desigualdade (2.4.2) temos, |c(z,§)| =
(M — |a(z,6)|2)Y2| = |a(z,£)|, como isso obtemos que |C’u|O |Au|0 Logo

]Au\o \Cu\o = (C*Cu,u) = (Mu — A*Au + Ru,u) = M\u!% — |Au|(2) + (Ru,u).

Ou seja

|Au|(2) < (M\u|(2) + (Ru,u)).

1
2
Usando Cauchy-Schwarz

[Aulf < (M1l + | Ruloful)-

l\DI»—t

%<M|u|(2) +|(Ruu)]) <
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O problema estaria resolvido se conseguirmos mostra que |Ru|g < C|ulg, mas agora R
é de ordem —1. Fazendo com R exatamente o que fizemos com o operador A, conseguiremos
mostra que
Rul2 < S(3Tul2 + |B
[Ruf} < S (W1[ul} + | Rulolulo).

Mas agora R é um operador de ordem pelo menos menor ou igual que —2. Repetindo o
processo um namero conveniente de vezes, conseguimos reduzir para o caso de um operador

de ordem menor ou igual a —(n + 1), que esta coberto pela primeira parte da prova.
]

Outros espacos que possuem um papel importante no estudo de certas equagdes a
derivadas parciais sdo os chamados Espacos de Sobolev. Existem algumas formas equivalente

de apresentar tais espacos, a que sera conveniente no nosso contexto é:

Definicdo 2.20. Para cada s € R considere

HY(R™) = {ue S'(R™), tal que f (1 + [€]2) () [2de < o0} 243

Rn

H3(R™) é chamado de espaco de Sobolev de ordem s. Onde n3o tiver perigo de confusdo

denotaremos H*®(R") simplesmente por H®.
= m) " [ (1 162l s 244

denota a norma em H*(R").

Algumas observacdes uteis sdo
o ) (D) = (1+|D|?)%/2 & uma isometria de H* em L2. Onde |D|% = D}+---+D2

e ii) Outra forma de apresentar os espaco de Sobolev & H® = {u € L? Vo, |a| <

s,0% € L?}

o i) HY = L2
O anico item que n3o é trivial é o ii), ndo faremos aqui, mas podemos encontra uma de-
mostracdo ap6s a definicdo 7.1.9 de (HORMANDER, 2015). Temos o seguinte corolario do

Teorema2.18.
Corolario 2.21. Seja a € S™, entdo Op(a) mapeia H3(R™) em H*~™(R") para todo s € R.

Demonstracdo. Dado u € H?, entdo existe v € HY = L? tal que u = (D)™%v = (1 +
ID|2)~5/2, logo

(DY ™™o A(u) = (DY ™o Ao(D)Y *(v) e HY,

dado que (D)*"™ o Ao (D)% & de ordem 0.
Sendo assim (D)™™ o Aue HO = Au e (D)™™, O
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Agora temos todas as ferramentes para construir o inverso para operadores elipticos.

Temos o seguinte importante teorema.

Teorema 2.22. Seja a € S". As condicdes:
i) 3be ST a(x,D)b(x,D) — id e Op(S~%),

i) 3be ST b(x,D)a(x,D) — id e Op(S™%),

S&o equivalentes e implicam,

i) la(z,£)| = c|&||™ para algum ¢ > 0 e |£|| = C, isto é, a(x,D) é eliptico.
Reciprocamente se iii) é satisfeito, entdo existe b satisfazendo i) e ii) e ainda mais ele é anico

médulo S~

Demonstracdo. Vamos mostra que i) e ii) sdo equivalentes. Sejam ' e b” simbolos em S,
de forma que B’ = b/ (z,D) e B"” = (x,D) satisfazem

AB' —ide Op(S™®) e B"A—ideOp(S~™).
Note que, modulo S~%
B" — B' = B"(id — AB") = (B"A —id)B' € Op(S~—™),
e ainda mais
AB" - B") —id+id = AB" —id — (AB" —id) € Op(S~®) = AB"” —id e Op(S~®).

Analogamente, B’A — id € Op(S~%), ou seja, i) e ii) sdo equivalentes e b & Gnico modulo
S=F.
Para mostra que i) ou ii) implicam em iii), observe que ab —id € S, logo

C 1
a(z,&)b(x,€) — 1| < ———— < =, se C < |||, ou seja, ||£] € grande.
e bled) ~11 < T < 5 el el
Observe que isso nos da ainda que % < |a(x,§)b(x,8)| se ||| = C para algum C. Por fim

< la(.€)b(z,€)] < la(z OIKNE[™™ = la(x,&)] = c¢]™,

N | —

ou seja a(x,§) é eliptico.

Reciprocamente, suponha a(x,§) eliptico. Entdo para ||€]| = C' temos que

2 m/2
mwou+mﬁ”Wuwgmu+m%”W=CG¥%F) > <,

€17 )m/Q

' 1
1+ €2 é crescente. Defina F' € C°(C) de forma que F(z) = — se

uma vez que (

2| = . Seja
b= (1+[€|H~™2F (a1 + |€]2)™/?).
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Pela proposicdo 2.10 temos que b€ S~™, uma vez que F'(a(1 + ||£||2)m/2) eSY e
ainda ab =1+ x(&) com x € CF(R™) e x(§) =0 se |¢]| = C, ou seja y € S™F.

r
~7~~

Pelo Teorema 2.17 temos que a#b ~ ab+1/, onde 1/ € S™1. Logo a#b = 1+ x + 1/

com r € S~1. Com isso, temos
a(z,D)b(z,D) = id + r(z,D), re S

Para cada k > 0 defina by(z,D) = b(x,D)r*(x,D) € Op(S~™%). A Proposicdo
2.11 permite escolher &’ € S~ de modo que b’ ~ 2 k>0 b, ou seja para cada k > 0 temos
v — Z?:O e 5~m=(k+1) Chamando by (z,D) = By, e 7(z,D) = R, encontramos

k k
AB'= A(B'- Y Bj)+A ) B
j=0 j=0
k ko
— A(B'~ > Bj)+AB ) R
j=0 j=0

k
= Op(Sm+(_m_k_1)) + (id — R) 2 R7, asoma é telescépica
=0
— Op(S~*1) 4+ id — RR¥
= Op(S™F Y +id — RE*! = id + Op(S~+71).

Com isso, temos que AB' —id € Op(S—F) para todo k = 0, ou seja, AB’ —id € Op(S~%).
Analogamente, conseguimos construir B” de modo que B”"A — id € Op(S~—%). Com isso,

completamos a prova.
L]
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3 TEORIA DE LITTLEWOOD-PALEY

Nesse capitulo, estudaremos alguns resultados que serdo importantes no estudo dos
problemas na natureza n3o linear no préximo capitulo. Em particular, obtermos certas estima-
tivas para o controle da norma de aplicacdes que serdo peca chave para o préximo capitulo.
Além disso, a teoria aqui desenvolvida fornece uma aplicacdo interessante do calculo simbélico
no caso de operadores classicos. Nas préximas paginas faremos uso sistematico da chamada
particao diadica da frequéncia. Nesse capitulo seguiremos de perto a primeira secdo do
capitulo Il de (ALINHAC et al., 2007).

Antes de seguirmos, é importante estabelecer algumas convencdes para a notac3o.

Notacdo. Denotaremos uma constante genérica por Cnt. Quando Cnt aparecer mais de uma
vez na mesma conta, apenas significa que é uma constante genérica. Faremos isso para deixar
a notacdo mais concisa, uma vez que estaremos trabalhando com desigualdades que valem a

menos de uma constante genérica.

Notac3do. Diferenciaremos as normas de funcées nesse capitulo.
e |-|s com s e R, para denotar a norma em H5(R™), ou seja, a norma de Sobolev. Lembre
que | - |o é a norma L2.

p. comp>0ep¢N, para denota a norma em CP(R"), ou seja, a norma de Hélder.

e || - |o para denotar a norma em L*°(R™).

3.1 DECOMPOSICAO DE LITTLEWOOD-PALEY

Deixaremos claro o conceito de particdo diadica da unidade. Considere ) € C;°(R")

uma funcdo teste n3o negativa tal que ¥ (§) = 1 para 0 < [|€]| < % e (&) =0 para [£] = 1.

Defina também uma fungdo ¢ por ¢(&) = ¢(§) — (&), observe que suppy = {£;1/2 <

€] < 2}. Veja que (&) + 2p>0 ©(27P¢) = 1. De fato

WO + Y, w2 =v(©) + Y, (v — v TY)

p=0 p=0
= 0(§) — () — lim ¥(277%)
=(0) =1

Defina entdo ¢_1 = ¢ e para p = 0 ¢p(§) = ¢(27P¢), o nome diadica vem da parti¢cdo ser
constituida por duas partes 1) e ¢. Observe ainda que

suppp—_1 = {£:0 < [¢] <1},
supp pp = {€: 2071 < |¢] < 2PTYY, parap > 0.
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Figura 2 — Particdo diadica da unidade.

Para u € &', defina u_1 = p_1(D)u = Y(D)u e up = pp(D)u = p(27PD)u
e Spu = 22;1_1 ug para p = 0. Onde ¢(D) denota o operador pseudo-diferencial cujo
simbolo é ¢(&), note que esse simbolo ndo depende de x. Essa é chamada decomposi¢cdo
de Littlewood-Paley de u. Por fim, observe que

u = Sou + Z Up.
p=0

Lema 3.1. Temos

12< (&) + > * 277 < 1. 3.1.1

p=0
E para todo u € L? temos
2 2 2
D) lwls < ulg <2 ) luplg. 312
p=—1 p=—1

Demonstracao. Para (3.1.1) basta usar a desigualdade a? + b < (a +b)? < 2(a® + b%), onde

a,b =0, com isso

N\

- ~

PO+ Y20 < (ve) + Y e79) <2(©) + Y P22 P)

p=0 p=0 p=0

1
Com isso 5 < V2 (€) + 2p>0 02 (27P¢) < 1
Para provar (3.1.2) veja que

Up(&) = w(27PE)u(8). 3.1.3
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De fato, temos

1
(2m)"

up(x) = @(27PD)u(z) =

= F 1 (p(27P8)a(€)).

| oo

Multiplicando ambos lados de (3.1.1) por |ﬁ|(2) e lembrando que (27)~"|a|g = |ulg, temos

A 12 2 12 20— 12 ~12
1/2lal5 < w*(©afs + Y, ¢*(27PO)alg < lals
p=0

~12 ~ 12 ~12
12lafg < ), laply < lalg:
p=—1

Como isso, vamos ter

2 2 2
Z luply < [ulp <2 Z |uplg-
p=—1 p=—1

[]

Lema 3.2. Existe constante C, independente de p e u, tal que vale as seguintes afirmacées:

e a) Para a norma | - |

i) para todo multi-indice o e p > —1, temos
0%plo < C2P1|ulg e |0 Spuly < 271 Julo.

ii) Para todo s real e p > 0

1
52ps|up\0 < Jupls < C2P%|uplo.

e b) Para a norma || - | vale

ii) para todo multi-indice o e p > —1, temos

[0%upllo < C2Plfulg e [0*Spuly < 2P ullo.

iv) ParakeNep>0

L ok k
52]” lupllo < Z 10%uplo < C2P7 |up|o.
|| =k

Demonstracdo. a) Veja que

3.1.4

3.15

3.1.6

3.1.7

0%upl2 = (2m) ™ [0+ 1612)° 80 P = 2 [(1+ €2 1€ 2P ate) e

Visto que supp ¢) & compacto logo limitado, entdo para todo & € supp ¢, podemos escolher

uma constante C tal que

%22(p8+p|0<|) < (1+ [€]2))¢lel < oo2lpstrlal),
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Isso & suficiente para concluir (3.1.4) e (3.1.5).
b)Considere a transformada inversa de Fourier, denotada por F~1(®) = &. Dada
® e Cf° temos:

®(Dyu = & «u 3.1.8

B(D)u(r) = (20) " [ eEa(@)alpie = [uly)dy [(2m eI o (e)ag
- [u)bia — iy = @+ w)a)

Sejam ®1 e A € R fixados de modo que ®(£) = ®1(\E), observe que d(z) = )\_”Cf/l(:c).

Temos
J@(m)\dm _ J|>\”<i>1(x//\)|dx _ J|ci>1(y)|dy. 319
Ou seja (3.1.9) independe de A. Observe ainda

[+ ul = sup | [ @a)u(s ~ y)ds] < Clulo

yeR"

onde C' independe de \.

Dado a multi-indice qualquer. Temos
0(@(Du) = (& u) = (A" D1(S) * w)
= (/N[ ) # .
Logo
[o(@(D)u)llo = [ ((1/ NNy |, 3) wulo < NI fullo, 3110

onde C' independe de A. Considere o caso onde ®(§) = ¢(27P¢), entdo uy = ®(D)u logo a
desigualdade (3.1.10) fornece que

10%(up)]lo < C27P) "1 [ullg = C2P190|ulg

p—1
10 (Spu)llo =Y. [10%(ug)llo < C(2P1NJullg
qg=—1

Onde C n3o depende de p, o que prova (3.1.6).

Para o item (iv), vamos calcular
0%y, = (i€)“ay = 2711 (27Pig)q,.

Agora considera a fun¢do ® sendo ®(§) = £¥x (&), onde x & fungdo teste tal que x = 1 em

supp ¢, logo
0%uy = 21 FH(@(27P)y(€)) = 2P101B(27P€) + .



Capitulo 3. Teoria de Littlewood-Paley 34

Portanto
[0%upllo < Cnt - 271!y .

Com isso exite constante C' de modo que
k
D l0%uplo < C2P%upllo
laf=k

O que prova um lado de (3.1.7). Para o outro lado considere a seguinte fungdo x (&) =

£x(6)
>181=k(EP)?

zero também, ou seja, ndo temos nenhuma singularidade na definicdo de y,. Uma vez que

&) = <Z|a\:k 5“}(@(5))90(5). Vamos ter

ip() = p(27PE)a(€)
= > (@27P9)%a(27PE)e(27P)a(9))

e Cy°. Como ¢ = 0 numa vizinhanca de zero, y = 0 numa vizinhanca de

=k

=278 N (xa(27PE)E0p(€))
la]=k

=275 3 (xa(27P€) Dup(€))
|a|=k

up = 27PF N X5« Dy,
|al=k

Com isso obtemos o outro lado da desigualdade. De fato

[uplo < 27PFent - > |0%uplo

| =k
=M wlo < D 1%l
|al=k
[
Seja (D)* = (1 + |D|?)%/2. Veja que (D)%u)p = {D)*uyp. De fato
(D)*u)p = ¢(27PD)((D)*u(z)) = (27)”Jeix'§s@(2_p§)(1 + €[22 a(g)d
= ) [ 1226
= (D)’ uy.
Com isso, conseguimos provar a seguinte proposi¢ao.
Proposicao 3.3. i) Sejaue H(R™), entdo para todop > —1,
luplo < Cnt - |ulscp2 P2, 3.1.11

onde ¢, depende de u e satisfaz Zp>71 c]% < 1.
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ii) Reciprocamente,se |uplo < C'cp27P%, onde 3~ 4 c% <1 parap> —1. Entdoue H?
e |uls < Cnt - C.

Demonstraco. Observe que para u € H*, temos que u € L? e por (3.1.5) e (3.1.2), temos
luplo < C27P%|uyls = Cat - C27P%|((D)%u)plp < Cnt - 2" P°KD) uplg = Cnt - ¢p2 P%|uls.
Reciprocamente usando as desigualdade (3.1.2) (3.1.5), temos

jul = KDY ul§ < 2 KDY up|3
= 2Cnt - Z \up@
<cnt- Y (2P%uyl)?
p=—1
< Cnt - o

Logo u € H® e ainda |u|s < Cnt - C. O

Vamos obter uma proposicdo semelhante para o caso de espacos de Holder, mas antes

é conveniente definir o que sio espacos de Holder.

Definicao 3.4. Parap >0 e p¢ N, defina CP como o conjunto das fun¢ées C’k(R”), onde
k é a parte inteira de p, que satisfazem a seguinte propriedade: Exite C' > 0 tal que para todos

x,y € R™ e multi-indice 3 com || = k vale

0%u(x) - Puly)| < Cla — yP~*.

Defina a norma em CP, denotada por |u 3
ob _oB : :
sup | U(T) ‘ u(y) e |lu| é a norma C ou seja a soma das derivadas de ordem menor
r—y
ou igual a K. Esse é chamado de espaco de Hélder. Tal espaco é um espaco de Banach, veja

o Theorem 1 do capitulo 5 de (EVANS, 2010).

pr como |ulp = Jully + [u

onde |ul;, =

Agora podemos enunciar.

Proposicdo 3.5. Seja p > 0 e p ¢ N. Entdo

i) Seja uw e CP(R™), entdo para todop > —1,

luplo < Cnt - 27PP|u,. 3.1.12

ii) Reciprocamente,se |[uplo < C27PP, parap > —1. Entdoue C? e |uf, < Cnt - C.

Demonstraggo. i) Para p = —1 usando a (3.1.6) para a = 0,temos ||u_1[o < Cnt - |Jullp <

Cnt - |ul|,. Ja para p = 0, a definicdo (3.1.8) aplicada para & = p(277¢), nos da

PP D)u(w) = uyle) = | 2P~ p)uly)dy 3.113
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onde n é a dimeng3o.
Dado que ¢ é constante e igual a zero numa vizinhanga de zero, faremos o seguinte

truque: para todo multi-indice (3, observe que
| 7@ = )t - v e uta)dy = Puta)cas - elo = .

Entdo, podemos somar esse termo impunemente em (3.1.12), para todo 0 < |3| < k. Vamos

ter

— )P
u&ﬁu(x)>dy. 3.1.14

up(z) = f2p”g5(2p(x —y)) <u(y) — u(x) - 2 Bl

1<|B|<k

Mas podemos enxergar o Gltimo termo como o resto integral na férmula de Taylor, como isso

1 z— )b
() = fzp%@p(x ) (f (B -1 S Co 70800 iy — o)t

|
’ G
+ Z (x — y)ﬂﬁﬁu(x)>dy.
k=B
1 — )b
- [ —) [ b0t S EE e — iy — ) - Pule))
0 - B
|Bl=k
. _z—yl" itar g . _ylP
Multiplicando por 1 = H = podemos limitar a integral de dentro por Cnt - ||u o[z —yl|”,
T—y

Logo
lupllo < Cnt - J 2P (2P (x — y) |z — y[”|lul pdy < Cnt - 27 fu,.

ii) Reciprocamente. Em primeiro lugar veja que é facil majorar |u|q. De fato

fulo< Y Juplo< ) €277 <cnt-C.
p=—1 p=—1

Agora devemos estimar |0%u(z) — 0%u(y)|, para |3 = k. Considere

N-1
u= Syu+ Ryu, ondeSyu= Z ug e Ryu = Z Ug.
g=-1 q=N

Logo

P u(e) — Pu(y)| < |0°Syula) — 7 Syu(y)| + |0 Ryu(z) — 67 Ryu(y)|.
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O segundo termo, podemos estimar usando (3.1.6).

07 Ryu(z) — & Ryu(y)| <20” Ryulo

< 3 [0%uglo
q=N

< Y 2980 g o
g=N

< Y 208-0)
g=N

<Ccnt - 2NV (Bl1=p),

Para estimar o primeiro termo tome um multi-indice 3, de forma que |5’| = |B] + 1 =

k + 1. Usando a desigualdade do valor médio vamos ter

108 Syulz) — °Syuly)] < |z —y| % Snulo

N—1 )
<z =yl Y 16%uglo
q=-—1
N—1
<o —yl > 20E D g
g=-1
q=N-1
<Cnt-Clo—y| Y 200+170)
q=-—1

< Cnt - Oz — y[2NE+=r),

Tome como estamos interessados em olhar localmente, ou seja, |z — y| pequeno. Tome N
] ; logo ||z — y[2N(k+1=p) < 2N(k=p)  Com isso, |07 Syu(z) —
r—y

0P Snu(y)| < cnt - C2N(E=0) oy seja,

de modo que 2V <

08u(z) — Pu(y)| < cat - C(2N)FP < cnt - C — Cnt - Cllz —y|P "

| — y[*=r
Logo u e C” e |luf, < Cnt - C. O
Outra proposicdo que serad fundamental no préximo capitulo é a seguinte

Proposicdo 3.6. Sejaue S’
i) Suponha que para p > 2 temos que Au € CP=2 entdo ue CP. Onde A é o laplaciano,
ou seja, A:8%+-~‘+---,2L.
ii) Considere o operador Pseudo diferencial (1 — A)~1, sabemos que ele & um operador de

ordem —2. Logo ele leva CP~2 em CP. E vale a estimativa

~1
|1 = A)" ufp < Cnt - ful -2
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Demonstraggo. i) Para todo p > —1 observe que exite uma fungdo y de suporte compacto

tal que
up = 27PX(27PD)(Auy),

De fato, basta definir x = onde Y &€ um func3o teste que é igual a 1 no suporte de .

X
HE
Com isso observe que (&) = ([¢]*x(€))#(€). Logo

w(o) = (2" [ Ep2re)ale)de

= (2m) " [ ez P ) T

= (am) 7 [ e (2 Ry )¢

— 272\ (277 D)(Auy).
Pela Proposicdo 3.5 e pela hipétese que Au e CP~2 temos que

upllo < cnt - 2722 PPD | Auj ,_5 = Cnt - 27PP | Aul| .
Novamente pela reciproca da mesma proposicdo temos que u € C” e ainda mais
|lullp < Cnt - [Auf,—2. 3.1.15

i) Suponha que u e C?~2. Temos que u = (1 — A)(1 — A)~lu e CP~2. Logo, pelo

item i) dessa proposicio temos, (1 — A)~1u e CP. ainda mais pela desigualdade 3.1.15 temos

que
-1 -1
11— 8) Ml < Cat - (1= A)(1 — &) ul, = Cat - Jul -
Ou seja (1 — A)~! também & continuo com respeito a topologia dos espacos de
Holder. O
Proposicao 3.7. Para s > g es— g ¢ N, temos que H*(R"™) = C5~™/2(R™).

Demonstragdo. Dado u € H*, entdo up € H® e uy(x) = (2m) " { i, (€)dé. Usando as

duas proposicdes anteriores temos

fupl < cmc- [ fap(@)ld = cme | iyl

supp iy

< Cnt - (Luppﬁp |ap(g)2)1/2<L

nt - [iplo2'2

1>1/2

upp iy
C

< Cnt - 2%2_pscp|u|s
Cnt - ZP(%_S)MS

Entdo ue C*72 e |uf,_n < Cnt - |uls.

n
2
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Proposicdo 3.8. e Ses=Asg+ (1 —XA)s; com0<\<1esqy< sy reais. Entdo para
toda u € Cg°(R™), temos
luls < Cnt - [ul) ul27 L 3.1.16

e Sep=2Xpg+ (1—=X)pp com0 < \<1epy< py positivos ndo naturais. Entio para
toda u e CP1(R™), temos

A A—1
lullp < Cnt - fulgy[ulp, 3.1.17

Demonstracgo. i) Usando a desigualdades de Holder! parap = 1/A e g =1/(1— \), temos

ul? = [0+ el
= [+ IR+ 1B a0 Vg

A 1=A
< Julgyuls,

ii) Veja que
A 1-A — A — 1-X
[uplo < luplgluply™" < Cnt - (fuf 527 77) (ul o, 277)

- A 1-A
< Cnt - 27 PP lufp ul 5,
Pela Proposicao 3.5, temos

A 1-A
[ulp < Cot - a5 full,

3.2 APLICACOES PARA O ESTUDO DO PRODUTO E COMPOSICAOQ.

O Seguinte lema sera importante para obter os resultados que vem em sequéncia.

Lema 3.9. Seja (aq)q>—1 uma sequéncia de funcées tal que
e supp dg < {&; [¢] < Cnt - 29}.

o |agllo < C29P, para algum p > 0 (resp. |aqlg < Ccq279° para algum s > 0 e

Zq}—l Cg < 1)
Entdou =3~ _jaq€ CP (resp.ue H?) e |u, < Cat - C (resp. |uls < Cnt - C).

Demonstracdo. Temos

w = ¢ Du= 3 P2 Dlag = 3 (20" [ o Ty )i

g=—1 g=—1
YIS fal < (SIFP) RS IF19) Y se 1/p +1/q =1
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Para p fixado temos supp p(27P¢) < {£; 2P~ 1 < |€] < 2P}, entdo deve existis N € N de
modo que se ¢ < p — N temos supp ¢ (2~ P¢) nsuppay = J. Portanto

up = Z (ag)p = Z (aq)p-

g=—1 g=p—N

Por um instante, denote tanto a norma L2 e a noma L*® simplesmente por | - |, pois

as contas a seguir independe de qual for a norma. Pelo Lema 3.2, temos |(ag)p| < Cnt - |ag],

up| < Z |(ag)p| < Cnt - Z |aq|.

q=zp—N q=zp—N

entao

e Para o caso L™, temos

|luplo < Cnt - Z laglo < Cnt-C Z 279 < Cnt - C27PP,
q=p—N g=p—N

Pela Proposicao 3.5, temos u € C” e |ul, < Cnt - C.
e Para a caso L? a demonstracdo é analoga. O

A préxima proposicdo pode ser encontrada em (ALINHAC et al., 2007) como proposi-
tion 2.2.1.

Proposicao 3.10. i) SeupweCP,p>0ep¢N, entdo

luvlp < Cnt - (Julofvlp + [ulolulo)- 321

i) Seuwe L n H® e s> 0, entdo
luvs < Cnt - (|lulolv]s + |uls|ulo)- 3.2.2

Demonstragdo. Veja que

Observe que.

o supp (Squ)vg < {€: €] < cat - 21},

o suppup(S,+1v) < {€ €] < Cat - 27},

o [(Sq)vglo < Sgulolvglo < Cat - [ulolv],2~9, pela Proposigo 3.5.

o [up(Sp+10)]o < [Sp+ Dvlofuplo < Cnt - [v]o[ul ,2777, pela Proposicéo 3.5.
Aplicando o Lema 3.9, vamos ter

Juvlp < Cot - (Julolvl, + [ulolv]o)-

A demonstragdo é inteiramente analoga no caso de H%. ]
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Proposicdo 3.11. Sejam u,v € L n H® e s inteiro positivo . Entdo para multi-indices o e

B satisfazendo || + |5| = s, temos
[(2%u)(@P)[o < Cnt - (Julolv]s + [uls]v]o)- 323
Demonstracdo. Para o caso a = 0 e, temos
[ud%vly < Jlulolo”elo < Cat - [ulolv]s.

Uma vez que || = s

2%elo = (2" |

PP < cne | IEPTOR < ont ol

n

Caso || > 1, observe que podemos reescrever (0%u)(0°v) como
(0%u)(0%v) = Z *(7Z~j((3o‘juﬁﬂjv) + *ud* Py,
J
onde * & um coeficiente sem importancia e o e (3; sdo multi-indices de forma que || +[3;| =

s — 1. Por um lado, temos

aa+ﬁ

|u vlo < Jufolv]s.

Para estimar os termos restantes observem que
10;, (0% ud%iv)y < |0%ud%ivly.

Ent3o a tarefa passa a ser obter uma estimativa para |(7ij(&‘aﬂ'uﬁﬁiv)]0 < [0%udPiv|;. Para

isso usaremos a mesma ideia da demostragdo da proposigdo anteiror.
0YiudPiv = Z (Sq0%u)(8%v), + Z (8O‘ju)p(5p+1ﬁﬁjv).
q=0 p=—1
Mas
[(q0%7) (0% 0)qlo < [10%7ullo| (9% v)qlo
< ont - 279 u 24 fuglg
< Cnt - 270670 |y g27% ¢ 0] 5

= Cnt - 27Ty ufo|v]s

Analogamente |(0%u)p(S,410%0)[o < Cnt - 27PLeplulo]v

0, hovamente aplicando o Lema
3.9, vamos ter
0% ud®iv]y < Cnt - (Juolvls + Juls|v]o).
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Proposicdo 3.12. Sejam u,v € CP (p = k + X com k inteiro positivo e 0 < A < 1) sejam «
e 8 multi-indices tais que |al,|3| < k. Entdo 0®v e CP~1l e 0Py e CP~1Pl. Suponha ainda

sem perda de generalidade que |o| < |B| e seja p' = p — |B]. Temos
0% - 0%ully < Cat - (|0%]olulp + [v] 5107 ulo).
Demonstracdo. Basta lembrar que

lulp = > 1e%ulo+ > [07uly

yI<k =k

ju(z) — u(y)]

\ < |v| — p , de onde temos que
|z =y

Disso temos que ||0“

onde [u])\ = Z@y

0%y e cplal analogamente para u. Para a desigualdade basta aplicar a desigualdade 3.2.1

Vool

da Proposicao 3.10, ou seja
[0%- P ul y < cnt - ([0v]oleuly + [0%0] 4 167ulo) < Cat - (J0%v[olul, + V]| ulo).
O

Por fim, gostariamos de conseguir uma estimativa para a norma da composicdo, mas

para isso vamos necessitar do seguinte lema.

Lema 3.13. Seja d € R e suponha que tenhamos uma sequéncia de funcbes suaves (mp)p=—_1

de forma que para cada k € N

D e%mplo < Cx2PRT). 3.2.4
la|=k

Ent30o o mapa M : v +— Mu = Z mpup mapeia H® em H%0 para todo s > § e ainda
p=—1

| Mu|s_5 < Cnt - |uls, 3.25
onde a constante depende de Cyy e Cj, para [ finito.

Demonstracdo. Sejam 1) e ¢ as funcdes definidas pela particdo de Littlewood-Paley. Tome

uma constante C' > 4 de modo que

1
. S _g27PE) . .
my = (@D(Q pa) + Z (2 kT) Ty = 1y, _1 + Z .k
k=0 k=0

Onde 1y, 13 = 1(27P & )iy e 1y, i = 9(27F2 7P & )iy, para k > 0. Defina Myu = 3,0 my, g
para k > —1. A ideia é usar novamente o Lema 3.9. Vamos separar nos seguintes casos.

e k= —1. Nessa caso as parcelas de M_ju = Zp>_1 my, _1up, satisfazem:
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— supp{(mp,—1up)} = {& €] <2P(2+ C)}.
De fato, Pelo Theorem 7.1.6 de (HORMANDER, 2015) temos, (m,, _jup) =
My, _1 * Up, onde = & o produto de convolugdo. E pelo, corollary 1.3.4 de

(HORMANDER, 2015) o suporte do produto de convolugdo ¢ dado pela soma

dos suportes. Ou seja,
supp{ (mp,—1up)} = supp{m, 1 * Up}
< supp{imy, —1} + supp{ip}
C (& )¢ < C2P} + {g 27 < g < 2P}
{& el < 2+ 0)2P).

IN

— |(myp,_1uplo < Cat - 27 P60 ¢ uls.
De fato, podemo estimar |(my)_1up|g como.
|(mp) —1uplo < Cnt - [(mp) —1foluplo

< ont - Jmplocy2 PJuls
oP(0+0)g=ps gy

N

Cnt
—p(s—6
Cnt - 27708 )cp|u|s.

N

Portanto pelo lema 3.9 M_ju e H5 9 ses>4.
e k> 0. Nessa caso para parcelas de Myu = >~ 1 my, pup, temos.
— supp{(my pup)} < {€:2071(C2% — 1) < €] < 201 (1 + C2M)}.
De fato
supp{ (my, rup)} < supp{my, i} + supp{ip}
c {g 2710 < [¢) < 2Oy + {6207 < g < 2t
c {& 20102k —1) < |¢] < 211 + C2)),

— |(mp)puplo < C(1LE)27PE=0 e luls.

De fato, temos

| (myp guplo < Cnt - |[(mp)g]oluplo
<cm.( 3 H(aamp)|\02—pl—pk)cp2—p8|u|s, usando (3.1.6) e (3.1.7)

|laf=1
< Cnt - CIQP(Z+5)2_pl_pkcp2_ps\u]s
— Cnt - 2R —1=0)g=k(s=0)  o=P(s=0) |y

= C(Lk)27PE=0) ¢ uls.
Onde C(l,k) é um constante que depende de [ e k. Novamente se s > ¢, pelo lema 3.9

temos, Mju € H59, e ainda mais |Mj|,_s < C(I)|u|s25(5=9=1) onde a constante s6
depende de [. Escolha [ de modo que 0 < s — § < [. Veja que para tal [ vale o seguinte.
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(Mul,_s < Y |Myuls_g < cnt - (Coluls + Y. 2P0 ulg) < cnt - (Cp + Cp)uls.
k>—1 k>1

Logo Mu € H59 e ainda |Mu|s_5 < Cnt - |u|s, onde a constante depende de Cy e C). [

Teorema 3.14. Seja F : R — C de classe C* tal que F(0) = 0. Se u € L* n H?, entdo
F(u)e L* n H® e |F(u)|s < Clu|s, onde C depende apenas de F e |ul.

Demonstracdo. Lembre que u = lim S,u. Usando o truque da soma telescépica, temos
F(u) = F(Sgu) + F(Siu) — F(Sou) + -+ + F(Spp1u) — F(Spu) +

Observe também que

1

d 1
F(Spy1u) — F(Spu) = L EF(Spu + tup)dt = (JO F'(Spu + tup)dt> Up

1
Defina my := J F'(Spu + tup)dt. Como H < L?, temos que
0
I Para todo multi-indice o temos 0%(F(Squ)) € L® n L?. De fato

0 (F(Sou)) = 3 *F19(Syu)(@ Spu) -~ (070Spu),
q<|af
onde 71, -+ 4 sdo multi-indices de forma que 1 + --- + 74 = . Sabemos também que
|07 Sgullg < Cnt - |ullg e [0V Sgulp < Cnt - |ulg. Se |a| > 0, temos
0 F(Sou)lo < Y. [+ F9(Spu)(@ Sou) - - (977 Squ) oCnt - |uly < Clulo,
q<|al

onde C' depende de F' e |ug. Se |a| = 0, basta usar a desigualdade do valor médio. De fato

|[F'(Sou)|p < Cnt - [Soulg < Clulp,

onde novamente C' de |u|y e de F. —
Seja G(Spu) = my = J F'(Spu + tup)dt = F(Spiqu) — F(Spu). Observe que
0
u) = Zmpup

Observe também que ||07G(Spu)|p < Cnt - 2219 . Ainda mais
OG(Spu) = Y. *G D (Spu) (71 Spu) - - (0715 pu).
q<lel
Logo
0*G(Spw)lo < 35 cat - 2Pl +hal ) = gl
q<lef
onde C depende de |u]y e de G, que por sua vez depende de F'. Pelo Lema 3.13, para § = 0,
temos que F'(u) = Y mpup € H%™V = H¥ e satisfaz a desigualdade

|F(u)]s < Cluls,
onde C' depende de F' e |u]o. O
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4 TEOREMA DO MERGULHO DE NASH

Nosso objetivo é fazer uma apresentagio sobre o celebrado Teorema de Mergulho de
Variedades Riemannianas, ou seja, gostariamos de entender se uma variedade Riemanniana
pode ser mergulhada em um espaco euclidiano de modo isométrico. Essa é uma questdo que
surge naturalmente uma vez que a definicdo da variedade e também da métrica é dada de
forma intrinseca, ou seja, sem depender de um ambiente. Por outro lado a motivacdo que
permite definir tais objetos sdo inspiradas na teoria das superficies nos espacos euclidianos,
ent3o é natural se perguntar se esses novos objetos que definimos sdo algo totalmente novo ou
é algo que ja conheciamos mas de modo disfarcado? A resposta para essa pergunta para o caso
de variedades suave, ou seja, quanto a métrica ndo entra em questdo foi dada por Whitney na
década de 1930 no artigo (WHITNEY, 1936). Nesse trabalho ele provou que uma variedade
suave de classe C" de dimensdo n pode ser mergulhada no espac¢o euclidiano de dimensdo
2n + 1.

Para o caso de variedades Riemanniana, onde temos uma estrutura a mais, que é a
métrica, e essa por sua vez é uma estrutura muito rica que permite desenvolver toda uma
geometria, queremos que o mergulho preserve a métrica, ou seja, queremos no fundo, mostrar
que toda métrica em uma variedade é induzida pela métrica euclidiana, ou seja, agora o
mergulho que vai necessitar se "moldar”’ ao espaco ambiente, pois a métrica esta fixada, ou
seja, é de se esperar que a dimensdo do contra dominio aumente bastante. Os primeiros
resultados sobre mergulhos isométricos sdo resultados de Cartan e Janet em (CARTAN, 1927)
da década de 1920, entretanto esses resultados s3o apenas locais e para o caso da métrica
ser real analitica, que n3o é uma condicdo comum de se exigir. Em 1954 Nash em (NASH,
1954) mostrou uma versdo global para o caso de métricas de classe C'™, entretanto nesse
caso o mergulho é de classe cl a demonstracio desse resultado envolve técnicas ndo muito
complicadas, mas condiz a resultados contra intuitivos, e ainda mais, algumas estruturas
geométricas importantes tal como a curvatura sdo estrutura que depende de condicdes de
segunda ordem, ou seja, ndo sio preservadas por aplicacdes de classe C1. Dois anos depois no
artigo (NASH, 1956) também Nash provou para o caso de mergulhos de classe CK esse é o
principal teorema referente ao mergulho de variedades Riemannianas, que ficou conhecido como
Nash embedding theorem. Ele provou que para toda variedade Riemanniana m dimensional
de classe C* como k > 2 existe um mergulho isométrico f : M — R® para algum d (onde
d <m(3m + 11)/2 se M é compacto ou d < m(m + 1)(3m + 11)/2 no caso ndo compacto).

A prova de tal resultado apresentada por Nash envolveu o desenvolvimento de técnicas
inovadoras, em particular ele fez uso de uma nova versio do Teorema da func3o implicita
desenvolvida especialmente para prova o teorema. Basicamente a esse teorema é usado para
provar que o conjuntos da métricas que podem ser mergulhadas é aberto no conjunto de todas
as métricas, provando também ele é fechado e usando um argumento de conexidade ele provou

o teorema. A versdo do teorema da func3o implicita foi generalizada e simplificada na década
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de 1960 por Moser nos artigos (MOSER, 1966b) e (MOSER, 1966a), e o teorema passou a
ser chamado Nash—Moser theorem of implicti function. Tal teorema possou a ser uma
importante ferramenta no estudo de certos problemas de natureza n3o linear para além do
teorema de mergulho, outras versdes do Teorema de Nash-Moser também foram mostradas
por Gromov, Hamilton, Hérmander entre outros matematicos. A mais citada é (HAMILTON,
1982).

No final de década de 1980, Giinthier, no trabalho (GUNTHIER, 1989), apresentou
uma nova demonstracdo do teorema de Mergulho que evitava a principal dificuldade técnica
da demonstracdo do Nash, que & um fendmeno de perda de diferenciabilidade que forcava
ao emprego da versdo generalizada do teorema da funcdo implicita. Giinthier desenvolveu
uma técnica engenhosa usado operadores elipticos. Essa técina permite reduzir o problema
para uma aplicacdo do teorema de ponto fixo. Neste trabalho, vamos nos propor a estudar
a demonstracido dada por Giinthier. Em particular, vamos nos guiar pelo capitulo Il do livro
(ALINHAC et al., 2007), que é uma 6tima exposi¢cdo sobre o resultado de Giinthier e pode ser
encontrada no blog do prof. Terence Tao (TAO, 2016). Em particular, vamos nos concentrar
no caso de uma variedade compacta. O nosso principal objetivo é expor uma demonstracio

para o seguinte teorema.

1

Teorema 4.1. [Mergulho de Nash] Seja (M,g) uma variedade Riemanniana suave* compacta.

Entdo existe um mergulho isométrico u : M — R% para algum d.

O primeiro passo é traduzir esse resultado para um problema de equacdo diferencial.
Antes disso, vamos deixar claro o que é um mergulho isométrico. Seja (M,g) uma variedade
Riemanniana de dimensdo m. Uma aplicacdo ¢ : M — R & dita ser um mergulho isométrico
se ¢ € um mergulho (i.e., € uma imers&o, ou seja, d¢ é injetora e ¢» € um homeomorfismo sobre
sua imagem) e é uma isometria, ou seja, preserva a métrica, i.e., para todos os campos X,Y €
X(M)epe M, temos gy(Xp,Yy) = (dp- Xp,dp-Y)), onde (-,-) & a métrica canbnica em RY.
Em termos de coordenadas locais (z1, - - - , ;) a métrica é dada por g = Zz’,jgm gijdxi Adad
ou seja, vamos ter o seguinte sistema de equacdes diferenciais
% 0y v ¢k a¢!

= 22N = A aral <i,j7 < m. 4.0.1
gl] <5:Ez 5$j axl 5:L"j P J

ki<d

Em termos de coordenadas locais, temos um sistema de equacdes diferencias parciais
n3o lineares. Vamos fazer isso para o caso global, reduzindo o problema para o caso em que M é
um toro munido de uma métrica qualquer, pois para o toro T = (R/Z)™ temos coordenadas

globais. Esse é o primeiro passo na demonstra¢ido do teorema.

Lema 4.2. [Mergulho do Toro] Sem perda de generalidade, podemos assumir que M = T" =

(R/Z)", i.e., um toro n dimensional munido de uma métrica g qualquer.

1 no sentido que (M,g) é de classe C®. Nesse caso o mergulho também sera de classe C*
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Demonstragcdo. Pelo Teorema de mergulho de Whitney, veja Theorem 6.15 (LEE, 2013),
sabemos que existe um mergulho v : M — R™,s onde n = 2m + 1. Como M é compacta,
reescalonando, se for necessario, podemos assumir que u(M) < (0,1)". Entdo, sem perda de
generalidade, podemos assumir que M é uma subvariedade regular de dimensdo m do toro T".
Agora basta mostrar que conseguimos estender a métrica g de M para todo o toro.

O primeiro passo é fazer isso localmente. Como uma consequéncia da forma local
das imersdes, dado um p € M, existe um aberto U e ™, U = M n U aberto em M e
um difeomorfismo ® : U — V = V x W < R™ x R"™ ™ satisfazendo ®(U) = V x {0},
onde V' & uma vizinhanga da origem em R". Defina uma métrica h em V' x {0} satisfazendo
h = (@‘1\VX{0})*9, ou seja, h é o pull-back de g. Como os espacos tangentes de V' x {¢} para
todo ¢ € W sdo canonicamente isomorfos, defina h e V' x {q} como sendo a prépria métrica
h identificada por esse isomorfismo canénico. De forma analoga, em {r} x W, onde r € V,
defina a métrica como sendo simplesmente a métrica canénica de R~ i.e., (-, )gn-m. Por
fim,em V =V x W defina h = h + (-, )pn—m. Com isso, temos que § = (CIJ_I)*E estende ¢
para a vizinhanga U de p.

Tome um cobertura de M por abertos Uj;, satisfazendo a condicio acima. Como M é
compacto, podemos assumir que essa cobertura é finita, com 1 < < N. Em cada U;, seja §;
a métrica que estende g. Seja U, = T" /M e neste conjunto considere gy a métrica euclidiana
usual. Tome agora uma particdo da unidade (%)?LO subordinada a cobertura Uy, --Uy.
Definindo g = vazo ;g;, temos que g estende g para todo T".

Ent3o conseguimos conseguimos um mergulho isométrico de (M, g) — (T", g). Com
isso, conseguimos reduzir o teorema a provar o Teorema de mergulho de Nash no caso em que

M & um toro munido de uma métrica qualquer. ]

Vamos relembrar em que em passo estamos. Seja M = (R/Z)" = T™ um toro (ndo
necessariamente flat) munido de uma métrica riemanniana qualquer, g = Zgijdxi Aded| 1<
i,j < n. Nosso objetivo é encontrar um mergulho isométrico u : T" — R% para algum d.
Observe que a condicdo de u ser um mergulho implica necessariamente que u deve ser injetiva.
Logo, o nosso objetivo é encontrar em mergulho u que satisfaz

ouk oul

—, paral <y <n. 4.0.2
<d 6% 6:1;]

9i5 =
kol
Podemos escrever em termos de um tensor simétrico (Q(u), dado por Q(u);; = 0;u - d;ju, onde

- denota o produto interno em RY.
Qu) =y, 4.0.3

onde ) & um operador diferencial n3o linear definido em Map = U enC™ (T : ]Rd) para o
conjunto Sym que denota os tensores simétricos em T". Observe que uma métrica em T" n3o
é nada mais que um tensor simétrico positivo definido.

Dados up : T" — R% e uy : T — R% defina u = uy @ us : T" — RY = RU @ R

dado por u(p) = (u1(p),ua(p)). Observe que ) se comporta bem com respeito a essa soma
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direta, i.e.,
Q(u1 @ u2) = Q(u1) + Q(u2). 4.0.4

Usaremos esse fato para resolver o problema sem se preocupar com respeito a injetividade de

u. Temos o seguinte lema.

Lema 4.3. Suponha que exista uy : T" — R% jsometria, ndo necessariamente injetora, que

satisfaca 4.0.3. Entdo existe u : T — R% jsometria injetora, ou seja, um mergulho isométrico.

Demonstracdo. Tome uy : T" — R% ym mergulho n3o necessariamente isométrico (existe
pelo teorema de Whytney), e tome ¢ pequeno o suficiente de modo que Q(cu2) < g. Entédo
g = Qcug) + ¢', onde ¢’ := g — Q(cug). Por hipétese, deve existir uq : T" — R
isometria ndo necessariamente injetora, de modo que ¢’ = Q(u1). Logo g = Q(eus) + ¢’ =
Qeug) + Q(u1) = Q(eug @ uq) = Q(u). Onde u = cug @uq herda a injetividade de cuy. [

Ou seja, podemos resolver o problema sem nos preocupar com a injetividade, uma
vez que achando uma u que satisfaca (4.0.3), conseguimos construir uma fungdo injetiva que
também satisfaz essa propriedade. Antes de continuar, algumas definicdes importantes devem
ser feitas.

e Seja g métrica em T". Diremos que g é boa se existir u € Map tal que g = Q(u).
Observe que a soma de duas métricas boa é boa. De fato se g; = Q(u;),i = 1,2,
entdo g = g1 + g2 = Q(u1 D ug).

e Um mapa u : T" — R? é dito livre se para todo ponto p € T" o conjunto
{0;u(p),0;ju(p)}1<i j<n € linearmente independente.

De fato, é possivel construir um mapa livre. Observe para isso que f : R™ 3

(1, xm) = (T4,27)1<i j<m € R +m(m+1)/2 & Jiyre. Entso mergulhe T
em R e depois aplique f para ter um mergulho livre de T".
O préximo lema mostra que o conjunto das métricas boas é denso no conjunto das

métrica de T", no seguinte sentido.

Lema 4.4. Seja g métrica qualquer em T". Ent3o existe um tensor simétrico h de modo que

g + £2h é boa para todo & > 0.

Demonstracdo. Como g é um métrica positiva defina em T" ao redor de cada ponto p e T"
existe vizinhaga U),co-vetores (el,---e™) e funcdo positivas (b7, - - - ,b2) de forma que nessa
vizinhanca podemos escrever g da seguinte forma

n

9lu, = Z bre' ® e,
=1
Como T™ é compacto podemos tomar subcobertura finita (U, - -+ ,Upy,) de forma que

n N2 .
olo, = X, (07 ey @<l

1=1
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refinando ainda mais essa cobertura se for necessario podemos tomar fun¢ées u(jy -

T"™ — R de forma que d@bm = > 16( ) ( isso & o contetdo do lema de Poicaré, veja
Theorem 11.49 de (LEE, 2013)).
Tome particdo suave da unidade (cp(j)) subordinada a cobertura (U, -+ ,Uy,), agora
()
¥

defina novas funcses @l) =

AN 2
—, logo <g5(9)> também é particdo suave da
\ 22 (p19))?
unidade subordina a (Uy, - -- ,Uy,). Observe que
(#9) 9= 3 (69)° (09) v @ ag?)

Somando em j vamos ter

g:Z(w’b{) i @ dy?)

Podemos calcular g;; :
gk = 9(X1. Xg) = Z (@U)b‘g)degj) ®d¢§ (Xk. Xp) = i V2o aypl)
2y J=
Onde (57))? = ;5112
Defina os mapas espirais 1t : T" — R2 por
w9 = en) (Cos (ﬁ) sin (g))

Veja que

: _ () , () . () , ()
Q(uéj))lk =0 (877(j) cos (%) en'?) sin (%)) - O, (677(]) cos (%),sn(]) sin (ﬂ)))

= (020D + &2 D g,

Defina h satisfazendo hy. = Z;nzl (7ln(j)(3k77( ) e = (—D] 1 ug 7 Com isso, temos que

m m
= Y oW + 3 e2amWapnd) = gy + e2hyy,.
j=1 j=1
Logo Q(uz) = g + €2h, ou seja g + e2h é boa. ]

A partir desse lema é possivel reduzir o problema a um problema de perturbacdo. Dado
uma métrica boa, qualquer métrica suficientemente préxima dela também é boa. Em particular,
isso prova que o conjunto das métricas boa é aberto no conjunto das métricas. De fato, temos
o seguinte lema, que, devido a sua importancia, vamos chamar de Teorema da Perturbacdo

local.
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Teorema 4.5. [Perturbagdo Local] Seja ugy : T" — R um mapa livre. Entéo Q(ug) + h é

boa para todo h € Sym suficientemente préxima de 0 na topologia C™.

Assumindo por hora esse Teorema como verdadeiro, conseguimos provar o Teorema
de Mergulho de Nash.

Com efeito, seja g uma métrica em T". Tome u, : T — R?% um mergulho livre de
modo que gy = Q(ug) < g, podemos fazer isso reescalando uq (basta multiplicar por jpequeno

o suficiente). Ent3o, temos
9=Quo)+¢ =g+,

onde gg = Q(ug) é obviamente boa.

Pelo Lema 4.4 ¢’ & "aproximadamente boa”, i.e., para todo ¢ > 0 ¢’ + 21 & boa, ou
seja, existe u; tal que Q(u1) = ¢’ + £2h.

Por outro lado assumindo o Teorema 4.5 como verdadeiro para € pequeno o suficiente,
temos —e2h é suficientemente proximo de 0. Logo Q(ug) — £2h = go — 2h é boa, ou seja,

existe uy tal que Q(ug) = go — £2h. Por fim, note que

g=90+9 = (90— h) + (¢ + &%) = Q(u1) + Q(ua) = Q(u1 ® u).

O que prova que toda métrica em T" é boa. Entdo basta provar o Teorema 4.5.

4.1 TEOREMA DE PERTUBAGAO LOCAL

Foi para provar esse teorema que Nash introduziu a versdo generalizada do teo-
rema de funcdo inversa. Entretanto, vamos apresentar a prova apresentada por Giinthier
em (GUNTHIER, 1989) que evita o problema de perda de diferenciabilidade.

Teorema (Perturbacio Local). Seja ug : T — R% um mapa livre. Entdo Q(ug) + h é boa

para todo h € Sym suficientemente préxima de 0 na topologia C™ .
Demonstracdo. Basta provar que existe u = ug + v € C*(T"; Rd) tal que
Qu) = Q(ug +v) = gog + h. 41.1

Ou seja demos resolver o seguinte sistema de equagdes.

(Qjup,05v) + Qv 05u0) + 0v,05v) = hyj 410
6j<§iu0, U> + ai<§qu, U> - 2<(922qu, U> + <aﬂ),ajv> = hij‘

Agora, introduziremos o truque de Giinther que permitira reduzir a um problema de

ponto fixo.

Lema 4.6. [Giinther] Seja A = > ; é‘JQ- o Laplaciano em T". Entéo

(1 — A)@iv,&j@ = @f](v) + @fl(v) + 74 (U), 4.1.3
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onde f;(v) = (Av,0;v) e 1;;(v) sdo polinémios quadraticos com respeito a 0“v e o é multi-

indice tal que |a| < 2.
Demonstracdo. Observe que 0;A = Ag;. Com isso, temos
(1 = A)0v,05v) = —A0v,0jv) + {0;v,0jv)
= —0;(Av, 0jv) — 0j{0v, Av,) + 1j;v
= 0ifj(v) + 05 fi(v) + 1i;(v).
O

Lembre que (1 — A)~! & um operador pseudo-diferencial de ordem —2, ou seja, ele
aumenta a regularidade, i.e., se v € Ck, entdo (1 — A)_lv e Ok+2 veja Proposicdo 3.6.
Do Lema4.6, temos (d;v,d;v) = (1 — A)7H[3;f;(v) + 0 fi(v) + r;;(v)], substituindo em
(4.1.2), temos

0i{0iug, v) + 0;{0jug, v) — 2@%“07 vy + (L= A)Hoif(v) + 05 i(v) + 145 ()] = hyj.

Seja Fy(v) = (1 —A)"Lf;(v) e Rij = (1- A)_lrij. Como a derivada também comuta com
(1—A)"! temos

aj<§in, U> + &Z-<6ju0, U> - 2@@'2]'“07 U> + asz(U) + 5JFZ(U) = hij - Rij- 41.4

Agora observe que para encontrar uma fun¢do v que satisfaz a igualdade (4.1.4), basta encontra

v que satisfaz o seguinte

<aiu07v>: _FZ(U) L= 17 1
Rii— his 415
@y = T o1

Seja Symy espaco dos 2-tensores simétricos em T" e Sym;, que é o espago dos 1-
tensores em T". Considere os mapas L : C®(T";R%) — Sym; x Syms e G : C*(T™"; R%) —
Symy x Symy dados por

L)1 = ({Oyio, v),(6F5u0, v))

Glongy = (Fite). "5

N6s podemos entdo reescrever (4.1.5) como

Mas é possivel construir uma inversa a esquerda para o operador L. Para isso, temos
que usar o fato de wug ter sido escolhido um mergulho livre. Considere M : Symy x Symy —
COO(T”;Rd), onde para f € Symy e g € Symy, M é dado por

n n
M(f.g) = Y wifi + > i,
l 1,J
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onde w; = Zgzl wgk)ek e W;; = Zk 1w ek s30 elementos de C®(T",R%) a serem

(k) o (k)

escolhidos de modo que w;"’ e w; sdo funcgdes reais e e1,--- €4 € a base candnica de R,

de modo que

n n
ML) = Y wbuowy + ) (%o
=1 ij=1

n d

Z Z \ ek<ﬁlu0,v> + Z Z wj ek<§mu0,v>
I=1k=1 1,7=1k=1

d n d

2 <2 z( aZUOU>%+ 2 Zw %UO v> ek
k=1 l k=1

(k) o ,p(F)

Usando o fato que w & livre, escolha as fungdes w;"” e w;; satisfazendo

k
2 1wl( duy = ey, 416
n ~(k 52 o
ij=1W;; 0ug =0
Com isso, vamos ter
d
M(L Z<ek vyer + Z<O vyep = Z <k)ek =, 4.1.7
k=1 k=1

onde M depende suavemente de ug, i.e., M = M (ugp). Com isso, conseguimos escrever a

equacgdo (4.1.5) numa linguagem de ponto fixo.
v = M(up)(G(v)) = F(v). 4138

Agora, gostariamos de aplicar o Teorema do ponto fixo de Banach. Para isso, precisa-
mos de um espaco de Banach conveniente e que F ndo tenha perda de diferenciabilidade e
seja uma contracdo. O espaco C’OO('I[‘”;Rd) ndo tem estrutura de espaco de Banach, ent3o
consideraremos o espaco de Holder C’p(’]I‘”,]Rd), ou seja, cada fungdo componente é Holder,
onde p =k+Aparak >2e0 < A < 1. Como ja vimos, esse espaco é um espaco de
Banach. Vamos mostrar que n3o temos o fenémeno de perda de diferenciabilidade, i.e., F’
aplica C” em CP e ainda mais F' é um contracdo, ou seja, existe constante 0 < C' < 1 tal que
|F(v)]p < Clv|p. Com essas hipéteses, existe v € CF satisfazendo (4.1.8).

Observe que F(v) é dada por

n n X R — his d n i n Ak;R"_h"
Z —wpFy(v)+ )] wij% =2 <Z —wl( "Fi()+ > wz(j)%ﬁk-
=1 i,j=1 k=1 I[=1 i,7=1

Podemos analisar a norma de cada termo. Para isso, devemos usar as proposicées

Proposicdo 3.6 e Proposicdo 3.12. De fato se v € C”, entdo temos que f;(v),r;;(v) €
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CP=2. Logo F;(v) = (1 — A)~1f;(v) € CP e analogamente R;j(v) = (1 - A)_lmjv e CP,
ou seja, F'(v) € CP. Observe ainda que

[F: )l = 11 = A) 7 fi@)]p < [ fi(0) -2
= | = {Av, vl p—2
< C([vlplozvlo + |Aviolv]p)-

Analogamente temos uma estimativa parecida para | R;;v], < C(|[v]plld;v[o+[v] ol 0jv]0)-
Considere Bp = {v € CP;|v|, < R}. Veja também que se |a| < 2, temos que
|0%v]p < |v|, < R. Tomando R suficientemente pequeno, vamos mostrar que F' é uma

contragdo. Sejam v1,v9 € BR, temos

n n Ri . _ Ri .
PO () = POl = | Y~ (Fion) - Fiog) + 3, o Titt) — itz
=1 i,7=1 P
<C1L Y |F(o1) = Fy(v)| + Co Y |Rij(v1) — Rij(va)lp
=1 ij=1

< Clvr = vallp(fvillp + [v2]p)
< 2RC|vy — vap.

.. 1
Basta tomar R suficientemente pequeno de modo que 2RC < 3" Entdo, vamos ter

que

1
[E(v1) = F(wa)llp < Fllvr = vallp,

e encontramos uma solucdo para o problema. H
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APENDICE A - DEMONSTRACAO DOS RESULTADOS DO CALCULO
SIMBOLICO.

Para mostrar os teoremas do calculo simbdlico, devemos entender melhor o comporta-

mento das seguintes integrais.

a*(z,f) = (2717)71 er_iy'nd(x —y,& — n)dydn, A.0.1
a#b(z,f) = (2717)” eriy’"a(:c,f — )bz — y,&)dydn. A.0.2

Essas integrais podem ser enxergadas com parte de uma familia mais geral de integrais

chamada de integrais oscilatérias. Em geral, uma integral oscilatéria é dada por
Iy(a) = f e a(6)do, A.0.3
RN

onde ¢ é dita ser uma funcdo de fase. N6s gostariamos que ¢ oscile rapidamente. A funcdo a é
uma funcdo 'apropriada’, definiremos posteriormente o que entendemos por 'apropriada’. A ideia
fundamental por tras das integrais oscilatérias é se a € 'apropriada’, onde a n3o necessariamente
decai rapidamente. A oscilacdo de ¢ permite que a integral acima faga sentido, ou seja, que
n3o divirja. Mas para isso, precisaremos olhar mais cuidadosamente, pois o truque de “passar
o médulo para dentro” ndo é suficiente para garantir a convergéncia.

Por funcdo 'apropriada’, entenderemos a classe das amplitudes, que tem uma definicdo

muito semelhante a classes dos simbolos. Definimos essa classe da seguinte forma.

Definicao A.1. [Amplitude] Sejam p € (—0,1], me R e AZL(RN) o conjunto das fun¢Ses
ae COO(RN) tais que para todo 0 € RY e multi-indice o« € NV, temos

0%a(0)] < Ca(1 + 0] A1e]
. Os elementos de AZ%(IR{N ) sdo chamados de amplitudes.

Algumas observacdes importantes.
e Para p = 1, retornamos a definicdo de simbolo para o caso que n3o depende de z,

que ja conheciamos.

e Assim como para os simbolos, AIZ”(]RN) tem uma estrutura de espaco de Frechet

dada pela familia de semi-normas

mla) = sup  {(1+]6]) 0% (o))

lo|<k,0eRN

. B ) ) 5

e O espaco residual [),,cg Ap' € denso em AJ' com respeito a topologia de A",
para todo § > 0. A demonstracio desse fato é andloga a demonstracio do corolario
2.9.
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e Sem<—-Neae AZ*(RN), a integral (A.0.1) é bem definida. De fato, neste caso
o “passar o médulo para dentro” resolve.
Queremos estender a altima observacdo para qualquer amplitude. Vamos precisar do

seguinte lema.

Lema A.2. [Fase ndo estacionaria] Sejam K < RN compacto e ¢ € COO(RN) tal que
¢'(0) < Cy < 0 em K. Entdo para todo a € Ci°(K), para todo natural k > 0 e X € [1,00),
temos

)\k‘ L{ ei)“p(g)a(ﬁ)dﬁ < Cri1(p,co) sup [0%al.

la|<k

Demonstracio. Veja que 0;e¢(0) = (i)\)(?igo(ﬁ)ei)“ﬁ(e), ou seja integrando por partes temos

. ‘ . 0) : a(f)
¢ 0 a(0)dy = f iNGip(0)e @)Uy f M), df.
Ji Ot = [ o0 O = [ e
Basta integrar por partes varias vezes que, vamos ter
[ e ayio = [ vl
K K iVl L(p)
onde L(p) depende das derivadas de ¢(f) de ordem menor ou igual a k = |«a|, ou seja,

|L(p)| # 0. Com isso

€i>\ (9)(1 k—l O‘a k VO Ssu QCL
U 2(0)a(0)do| < (1/7) I )|f 10%)d6 < (1/N)FCy. 1 (@)vol(k) sup [0%al.
O

Com esse lema, conseguimos estender o resultado para todo Aj'. Temos a seguinte

proposicao.

Proposicdo A.3. [Extens3o para toda amplitude] Suponha ¢ € C'*° (]RN), © seja homogénea
de grau p=1—p (i.e., YA # 0, temos ¢(A\0) = \¢(0)). Entdo I, pode ser continuamente
estendida para toda a € AZ"L(RN ) e essa extensdo é dnica.

Demonstragdo. Tome uma parti¢do diddica da unidade (definimos no capitulo Ill, veja Figura:

2), ou seja,
Q0
1= xo(0) + Y x(27"0),
(=0

onde supp x = {0;1/2 < 0| <2} e supp xo = {0; 0| < 1}. Temos

r

o0
Ip = [ 9O xo(0)a(0)d0 + f ¢20), (2719)a(9)d6
=0

r

o0
— [ Oxp(0)a@)do + Y f P20 (6)a(2'9)2'N o
=0

00]
- Pew(g)x()(ﬁ)a(e)dé + > 2N f ¢i2"20) (9)a(2'9)db.
) 1/2<(0|<2
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Pelo lema da fase n3o estacionaria, temos
-0l _
2% J 2"00)\ (0)a(20)d8] < 2N (2 FCy sup (2 (x(0)a(216)))
1/2<0]<2 1/2<0]<2
N— _
< ol lukck+12l|a|N;1}k(a)(2l)m plal

- (ijN;flk(@)gl[Ner—k(/«L—l—p)]_

Vamos ter

Q0
IIN+m—Fk(u—1—
Lol < |CoNT |+ Y Crpa N (a)2 [N+m—k(u—1—p)]
=0
Tome k grande de modo que N +m — k(u—1— p) < 0, e somando os termos acima, vamos

ter
[Lp(a)] < C Zlk;(a)- A.0.4

Isso garante que Lp(a) esta bem definida e é continua. Ainda mais, como S < Agﬁb é denso,

conseguimos garantir a unicidade. ]

Agora, temos todas a ferramentas que permitem provar os Teoremas 2.16 e 2.17. Na

verdade, vamos provar apenas o Teorema 2.16, pois as demonstracdes sdo muito parecidas.

Teorema. Seja a € S™(R" x R™). Entdo a* é dada por (A.0.1)

a*(z,8) = ﬁ f J e_iy'na(x —y,& — n)dydn. (A.1.1)

Temos a* € S™ e é dada assintoticamente por

1
a*(x.) ~ ) —0g Dga(xg). A.0.5
lal<0
Demonstracdo. Seja ¢(y,n) = —y - n. Veja que ¢ é uma forma quadratica ndo degenerada

homogénea de ordem i = 2. Ainda mais para cada par ordenado (x,£) fixo, temos

ogayate -y —ml < 1+ lg—n)" 7 aesm
<O+ lg=a)™ |m| <m g
<O+ —na—y)m
Logo a(x —y,£ —n) € A(‘)m‘(RQ”). Analogamente oﬂgc\o“ga € A(‘)m_h”(RQ”)
Ou seja, estamos cobertos pelas hipétes da proposicdo anterior. Antes de continuar,

vamos estabelecer uma desigualdade atil.
[Desigualdade de Peetre] Dados £, € R™ e m real igual, temos que

(14 € —n))™ < (1 + )™ @+ g™,
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Para m > 0, essa desigualdade é trivial, uma vez que (1+|{—1n|) < (14 1[£)(1+ |n|). Ja para
m < 0, observe que |m|=-me (1+[¢]) =1+ |{—n+n]) <(1+]|—n))1+|n]). Com

isso, temos
A+1ED™ <@ +[E=n)"" A+ )™
= (L6 =)™ < (1+ ) ™1+ 1)) -
Agora veja que y‘&? a*(z,f) = Iw(égg\aga) e por (A.0.4), temos ]l]p(&fc‘&ga
cntN| |7”( ). Vamos estimar N| |7”(6)

eSm_"ﬂ
7\

-~

L fyl o+ al| 7" supjoga] adedate — yg — )|
|| +|B|<k

O+ )~ DL g ==
o(r+ =P+ =il jeym=hl = o+ jgym=nl.

~

Logo a*(x,§) € S™.

Para a expans3o assintética, considere ¢(t) = a(x + ty,£ + tn). Observe que
k!
g Bey= Y 775(3““? (@ + ty,§ + tn).
|al+[Bl=k

Pela férmula de Taylor, temos

k- (k) Nk 1 (_1yk+1,(B+1)(_
—1) = Z %ﬂtrk,onde rk=f0 =) “Z! ( t>(t—1)kdt-

Com isso, temos
*(2.€) = (2n) " [ W ale ~ .6~ n)dyd

GOy f e~ gD (0) (— 1) 15l dyan
|a]+|B|<2k+1

2/<;+2 2k+2)
(2m)~ f —iyn f (=0) (t — 1)% L dtdydn

|04|+|B|
=m™ )] % (f)f ~y 0P dydn

|| +]B|<2k+1

ot . 2% + 2
+ (2m) ”L(t—l)%ﬂdtfe N S o ona(s — ty.€ — tn)y®n’ dydy
| +18] o

=2k+2

veja que
(1/2m)" [y = (=)ol
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onde d,3 = 1 se « = 3 e ,3 = 0 caso contrario. Sem perda de generalidade, suponha que
la| = |3| e observe que y®e WM — (—Dn)o‘(e_iy'”). Usando isso e integrando por partes,

vamos ter

(1/2m)" Je_iy"’yo‘nﬁ dydn = (1/2m)" f e W (—Dy)*(n”)dydn

Se a # f, temos (—Dy)*(n%) = 0, caso a = § temos (—Dy)*(n%) = (—i)l*lal, ou seja
(_Dn)a(nﬁ) = (—i)|a|a!5a5. Por fim, temos

(1/27T)"J ~Wny @B dydn = (1/2r) ”f “WN (D) () dydn
= (1/2m) nf (- |a|a'5aﬂdydn

= (1/2#)”(—2‘)'@‘04!50[5 Je_iy'ndydn
= (—i)l¥latg,g .

Voltado para a expressdo de a*, temos

|| +|B]
cw= N Elaedlawe) i) laliys + Rl
|a|+|ﬁ|<2k+1 o
2| \
I S L 010908 (w.6) + Ry (w.€)
la|<E '
-3 5036§a<x,s>+RK<x,s>.
lal<k

Uma vez que que D%&?d(x,{) e §™m~lol resta verificar que R} € Ssm—k=1"Mas

lembre que

ot i 2k + 2
Ry(,£) = (2m) ”L(t—l)%“dtfe Wy oIl o0 ona(e — ty. — tn)y®n’dydn.
loj+18]

=2k+2

Integrando por partes, com || = k + 1, vamos ter

2k+2
(2.6) = 2 f £)2k+142k+2 Je—zywagj dia(x — ty,& — tn)dydn.
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Mas 0} Va(z — ty,& —tn) € Agl_‘vl c A(‘)m_h”. Logo

Re(x.6) < Ny @ate — ty.g — )

= C(1+ |yl + o)) Im=P sup (a0o) ol da(e — ty.& — tn))
la|+|8|=Fk

< O+ tlp) =PI 4 |g — )y b
< C(1+ [¢ymh
<C(1+ [¢g))ymFT

Similarmente, obtemos o limite superior para (?%(3?Rk. Com isso, obtemos

Ry, € Sm—k=1,

Isso completa a prova.
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