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RESUMO

Dado um operador mon6tono maximal definido num espaco de Hilbert real, conside-
ramos um Algoritmo Proximal com Inércia e Relaxac¢ao (RIPA) com calculo exato do
resolvente para resolver o Problema de Inclusdo Monétona (MIP) associado. Esse
algoritmo surge naturalmente da discretizacdo do sistema continuo Heavy Ball With
Friction de Polyak considerando uma regularizacdo de Yosida do operador original.
Sob hipéteses apropriadas nos parametros e utilizando o Lema de Opial, mostramos
que as sequéncias geradas pelo (RIPA) convergem fracamente para uma solugao de
(MIP). Comecamos considerando parametros gerais na iteracao, e ao final descre-
vemos classes particulares e de pratica implementacao que satisfazem as hipbteses
para convergéncia. Esse algoritmo generaliza o classico Algoritmo de Ponto Proximal
(PPA), incorporando os efeitos de inércia e relaxagdo na tentativa de acelerar a con-
vergéncia, em concordancia com o Fast Gradient Method de Nesterov e o FISTA de
Beck e Teboulle. Como casos particulares, resgatamos resultados de convergéncia
para o Algoritmo Proximal com Relaxacdo e para o Algoritmo Proximal com Inércia,
estabelecidos respectivamente por Eckstein e Bertsekas e por Alvarez e Attouch.

Palavras-chave: Inclusdo mondétona. Algoritmo proximal. Inércia. Relaxacéo. Algoritmo
Proximal com Inércia e Relaxacao. Regularizacao de Yosida. Otimizagao convexa.






ABSTRACT

Given a maximal monotone operator defined on a real Hilbert space, we consider a
Relaxed Inertial Proximal Algorithm (RIPA) with exact resolvent calculation in order to
solve the associated Monotone Inclusion Problem (MIP). This algorithm comes naturally
from the discretization of the continuous system Heavy Ball With Friction of Polyak con-
sidering a Yosida regularization of the original operator. Under appropriate hypotheses
on the parameters and invoking the Opial’'s Lemma, we prove the weak convergence
of the sequences generated by (RIPA) towards a solution of (MIP). We begin by consid-
ering general sequences of parameters, and at the end we describe particular classes
with pratical implementation which satisfy the convergence hypotheses. This algorithm
generalizes the classical Proximal Point Algorithm (PPA), adding the inertial and relax-
ation effects in the hope of obtaining faster convergence, in line with the Fast Gradient
Method of Nesterov and FISTA of Beck and Teboulle. As particular cases, we recover
convergence results for the Relaxed Proximal Algorithm and for the Inertial Proximal
Algorithm, provided by Eckstein and Bertsekas and by Alvarez and Attouch respectively.

Keywords: Monotone inclusion. Proximal algorithm. Inertia. Relaxation. Relaxed Iner-
tial Proximal Algorithm. Yosida regularization. Convex optimization.
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1 INTRODUGAO

Estamos interessados em resolver o problema de inclusdo mondtona (MIP, mo-
notone inclusion problem em inglés):

encontrar z € zer(A) (MIP)

para um dado operador monétono maximal' A : H = A, definido num espaco de
Hilbert real #, tal que zer(A) := {x € H : 0 € Az} # (), ou seja, queremos encontrar um
x € ‘H que satisfaca 0 € Az. Esse € o problema classico na teoria de operadores moné-
tonos, e modela diversos problemas com uma abordagem comum. Uma das principais
aplicagbes ocorre quando A é o subdiferencial 0f de uma fung¢éo f : H — |—o0, ]
prépria, convexa e semicontinua inferiormente, pois nesse caso (MIP) equivale® ao
problema de encontrar um minimizador (global) de f em #, solu¢cao do problema de
otimizagdo convexa min, 4 f(x). Outras aplicacdes aparecem no estudo das desigual-
dades variacionais e nos problemas de minimax, conforme destaca em mais detalhes
a Introducéao de Rockafellar (1976).

A estratégia mais comum para resolver (MIP) é utilizar alguma rotina iterativa
(um “algoritmo”), que produz uma sequéncia (z);>0 € H a qual esperamos convergir
para uma solugdo x € zer(A). Neste ponto, vale mencionar a enorme diversidade de
algoritmos que se propdem a esse objetivo, os quais diferem principalmente na forma
como se constréi o iterado ;1 a partir de {zg,x1,...,z;}, mas também diferem
na quantidade de pontos iniciais, de parametros ajustaveis, de iterados anteriores
necessarios para definir z;, 1, e nas formas de convergéncia, sendo mais comuns as
convergéncias nas topologias forte e fraca de H.

Uma classe particularmente interessante de algoritmos para resolver (MIP) é a
dos chamados algoritmos proximais, cuja técnica principal para construir zj, | consiste
em realizar pelo menos uma avaliagao do resolvente J, 4 de A (de parametro n) em
algum(ns) iterado(s) anterior(es). O nome proximal se deve ao caso particular em que
A = 0f e entdo J, 4 € o operador proximal Prox,r de f. Como exemplo, podemos
citar o classico Algoritmo de Ponto Proximal, batizado por Rockafellar e definido por
Tp41 = Jy,a(zy) paratodo £ > 0 e para um dado ponto inicial xg € H, que sera
discutido em mais detalhes nas Seg¢des 1.1 e 3.1. Uma caracteristica dos algoritmos
proximais, no caso particular da otimizagdo convexa, é que em geral eles dispensam
a necessidade de calcular derivadas da funcao objetivo f, substituindo avaliacées do
operador V f pelo operador Prox,, ¢, que € crucial quando f nao é diferenciavel.

Nosso objetivo neste trabalho é o de provar a convergéncia do Algoritmo Proxi-

' A notagéo “=” significa que A é um operador ponto-conjunto, veja Sec¢éo 2.4.
2 Pois zer(9f) = Argmin(f) := {z € H : f(x) < f(y),Vy € H}.
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mal com Inércia e Relaxacdo (RIPA), cuja iteracao é descrita por

=2 + — T
v > 1: { yr = ) + og () — 8—1) (RIPA)

T1 = (1= pr)yk + Pk Iy, A(Uk)

para dados pontos iniciais xg,z1 € H e parametros o > 0, pp. > 0 e ;. > 0. Mais
precisamente, assumindo que A : H = H é mon6tono maximal, que zer(A) # 0 e
sob hipbteses apropriadas nas sequéncias de parametros, mostraremos que existe
Too € zer(A) tal que zj, — o0 € Y1 — o0, ONde “—” denota convergéncia na topologia
fraca de #H. (RIPA) acrescenta ao Algoritmo de Ponto Proximal os efeitos de inércia
e relaxagao, descritos respectivamente pela primeira e segunda equagdes acima, na
tentativa de acelerar a convergéncia das sequéncias.

O efeito de relaxacao, introduzido originalmente por Krasnosel’skii (1955), surge
naturalmente quando consideramos sistemas continuos e discretos regularizados,
em que substituimos o operador mon6tono maximal A por sua regularizacao de Yo-
sida A,, conforme veremos na Se¢do 1.1. Eckstein e Bertsekas (1992, Teorema 3)
consideraram uma versao “relaxada” do Algoritmo de Ponto Proximal, cuja iteracao
corresponde ao caso particular de (RIPA) em que o, = 0 (sem inércia), e entao
Tpy1 = (1= pp)ag + pp I alzy)-

O efeito de inércia foi acrescentado ao Algoritmo de Ponto Proximal anos mais
tarde, em Alvarez (2001, Teorema 3.1) para o caso especial de A = 0f, e genera-
lizado posteriormente por Jules e Maingé (2002) para A cocoercivo e por Alvarez e
Attouch (2001) para o caso mais geral de A monétono maximal. Esse efeito surgiu
originalmente em Alvarez (2001) através da discretizagdo do sistema continuo conhe-
cido como Heavy Ball With Friction: i(t) +~vi(t) + V f(x(t)) = 0, conforme discutiremos
detalhadamente na Secéao 1.1. O Algoritmo de Ponto Proximal acrescido do efeito
de inércia corresponde a iteracao de (RIPA) com p;. = 1 (sem relaxagao), e entao
Tp1 = Jpa(@g + ap(rg — 2-1)).

Nos ultimos anos, diversos trabalhos tém considerado os efeitos de inércia e
relaxacdo, nas mais variadas classes de algoritmos proximais, na tentativa de obter
melhores taxas de convergéncia. Para citar apenas alguns trabalhos, temos Alvarez
(2004) combinando inércia, relaxagdao e um passo projetivo, Attouch e Cabot (2018)
acrescentando inércia ao algoritmo forward-backward, e Alves et al. (2020) propondo
uma versao com inércia e relaxacédo de Douglas-Rachford e de ADMM. Vale destacar
que o caso particular o, — 1 em algoritmos inerciais recebe uma atencao especial,
motivado pelos métodos iterativos FGM3 de Nesterov (1983) e o FISTA* de Beck e
Teboulle (2009), que foram capazes de acelerar a convergéncia do método do gradiente
e do ISTAS, respectivamente, de O (%) para O (#)

Fast Gradient Method.

Fast Iterative Shrinkage-Thresholding Algorithm.
S5 lterative Shrinkage-Thresholding Algorithm.
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O algoritmo (RIPA) foi estudado detalhadamente em Attouch e Cabot (2020),
que é a referéncia principal para este trabalho, de onde extraimos a grande maioria
dos resultados e demonstracdes. Os conteudos estdo organizados da seguinte forma:
no Capitulo 2, discutimos brevemente notacao e teoria basica de otimizacao convexa
e de operadores monétonos, a fim de tornar a leitura do restante do trabalho mais
confortavel e autocontida. O Capitulo 3 contém mais detalhes da iteracao de (RIPA), in-
cluindo casos particulares e interpretacao geométrica, e desenvolve alguns resultados
preliminares que serao utilizados nas provas dos teoremas principais de convergéncia.
No Capitulo 4 vamos finalmente provar a convergéncia (fraca) de (RIPA) nos Teoremas
4.1 e 4.9, este ultimo incluindo o caso «j, — 1 cuja importancia destacamos acima.
Por fim, no Capitulo 5 vamos particularizar os Teoremas 4.1 e 4.9 para classes mais
especificas de parametros (a;.) e (py.), afim de obtermos hipoteses mais faceis de se
garantir na pratica do que as assumidas anteriormente.

1.1 SISTEMAS CONTINUOS E ALGORITMOS PROXIMAIS

Uma maneira intuitiva de compreendermos alguns algoritmos proximais (PPA,
RPA, IPA e RIPA) é obté-los heuristicamente através da discretizacao de certas equa-
coes (e inclusdes) diferenciais que modelam situacdes fisicas convenientes para resol-
ver o problema de otimizagédo convexa min,cy f(z), para uma dada funcéo f : H — R
convexa e Fréchet-diferencidvel tal que Argmin(f) # 0.

Mais geralmente, vamos considerar também o problema de inclusdo monétona
(MIP) “encontrar = € zer(A)” para um dado operador monétono maximal A : H = H
tal que zer(A) # (), que se reduz ao problema de otimizagao convexa quando A = V f,
ou ainda quando A = Jf se f é apenas semicontinua inferiormente e nado Fréchet-
diferenciavel, como vimos anteriormente.

Vale ressaltar que resultados que asseguram a convergéncia de um sistema
continuo (equacao ou inclusao diferencial) ndo se traduzem automaticamente em ga-
rantia de convergéncia para os algoritmos iterativos obtidos via discretizacao. Mesmo
assim, o estudo do caso continuo pode dar luz ao comportamento esperado de um
método iterativo, e ainda prover ideias e técnicas para o tratamento do caso discreto.

Considere uma particula x : [0, 00 — H que se move em H. Na esperanga de
x(t) se aproximar assintoticamente de um minimizador de f, podemos considerar a
situacdao em que

@(t) = =y Vf(z(1)) (1.1)

para algum ~ > 0, ou seja, em todo instante ¢ > 0, a velocidade da particula aponta
na mesma diregao e sentido de —V f(z(t)), que é a dire¢cdo de maior taxa de decresci-
mento de f a partir de x(t).
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Guiados por nossa abstragdo, podemos substituir o operador vV f = V(v f) por
A:H = H naEDO (1.1), ficando com a inclusao diferencial

(1) € —A(z(t)) (1.2)

cujas solugdes esperamos convergirem para um ponto z, € zer(A), solu¢éo de (MIP).
O cenario em (1.2) foi estudado por Bruck Jr (1975), cujo Teorema 1 mostrou que se
A é demipositivo e zer(A) # () entdo x(t) — z~, para algum zs, € zer(A), incluindo o
caso particular A = v df no Teorema 3.

A fim de obtermos uma versao iterativa de (1.2), vamos realizar uma discretiza-
¢éo implicita, considerando a aproximagéo i (t) ~ w para algum passo h > 0.
Dessa forma, (1.2) nos da

x(t) - z(t —h)
onde J,4 = (I+hA)~! é o resolvente de hA (veja Segao 2.4). Sendo entéo =y = z(0),
(hi)k>0 Uma sequéncia de tamanhos de passo positivos, tj, = t;,_1 + hj_; com ¢y = 0,
ez} = z(l;), a equivaléncia acima para t = t;, 1 € h = h; nos permite concluir que
se z(t) € uma solugéo de (1.2), entéo ela aproximadamente satisfaz z;., = Jjy, 4(7y,).
Essa iteracdo € a esséncia do Algoritmo de Ponto Proximal (PPA, Proximal Point
Algorithm em inglés): para um dado ponto inicial =y € H, aplicar sucessivamente
os operadores Jj, 4 nos iterados z,, de forma similar® & bem conhecida iteragdo de
Banach-Picard, e portanto esperamos que xj, convirja paraum z, € Fix(Jj,4) = zer(A),
onde Fix(7T) := {x# € H : Tx = x} é o conjunto dos pontos fixos de um operador
T:H —H.

A convergéncia fraca do (PPA) para um ponto z, € zer(A) foi estabelecida por
Rockafellar (1976, Teorema 1) supondo que h;. > h > 0, incluindo o calculo inexato de
I, A(zy), € por Brezis e Lions (1978, Proposi¢éao 8) sob a hipétese mais modesta de
que 7%, hi = oc.

Uma nova abordagem para resolver os problemas min,y f(z) e “encontrar
x € zer(A)” consiste em considerarmos problemas equivalentes a eles envolvendo
objetos “regularizados”. Mais precisamente, considere’ um envelope de Moreau [ :
H — R de f e uma regularizagdo de Yosida A, : # — # de A. *f é uma fungédo
convexa e Fréchet-diferenciavel (ainda que f seja apenas semicontinua inferiormente)
e possui a amigavel propriedade de que Argmin(*f) = Argmin(f), enquanto que A, é
um operador (ponto-ponto) mondtono maximal com zer(A)) = zer(A). Dessa forma, de
acordo com o raciocinio empregado em (1.1) e (1.2), podemos considerar as EDQO’s

i(t) = -V(N)E) e )= —Ay(x(t) (1.3)

6 Exceto pelo fato de que o operador J;,, 4 varia de iteragéo para iteragao, ja que h;, esta variando, e
nao necessariamente Jj, 4 sdo contragdes (Proposicéo 2.8).

7 Detalhes sobre definicdo e propriedades basicas desses objetos podem ser encontrados nas segdes
23e24.

—A(z(t)) <= z(t — h) € I1+hA)(x(t)) <= x(t) = Jpa(z(t — h))
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e esperar que suas solug¢des convirjam assintoticamente para um z, € Argmin(f) ou
Too € zer(A). Por sinal, as EDO’s acima coincidem no caso 4 = df, ja qued (9f)y =
V(Af). A convergéncia desses sistemas continuos é ainda assegurada por Bruck Jr
(1975) nos Teoremas 1 e 3. Para obtermos um algoritmo a partir de (1.3), vamos
novamente realizar uma discretizagéao implicita aproximando i (t¢) por w e de
forma analoga a deducéo anterior obtemos®

#(t) = —A\(z(t)) <= x(t) = Jpa, (z(t = h))

— z(t) = (1 - Fh/\) ~x(t—h) + % “J(nganyalz(t —h)).

Considerando as mesmas sequéncias (hy), (t.) € (x},) definidas anteriormente e usan-
do as equivaléncias acima para t = t;, 1 € h = hj concluimos que uma solucédo de
(1.3) deve satisfazer aproximadamente a iteragao x;1 = (1 — pg)xy, + pg Iy, A(g),
para p;. = % e up = hi. + A, que corresponde ao Algoritmo Proximal com Relaxagéo
(RPA, Relaxed Proximal Algorithm em inglés). Nesse caso, Eckstein e Bertsekas (1992,
Teorema 3) mostraram que rj, — 7o, Para algum o, € zer(A), assumindo 0 < p <
pr < p<2eu > p>0,incluindo o caso com erro somavel no calculo de J,, 4(xy,)-

Veja que o algoritmo (RPA) foi obtido a partir do (PPA) acrescentando o efeito de
relaxacdo, que por sua vez foi tecnicamente introduzido quando substituimos a fungéo
f e o operador A por suas regularizagdes * f e A, . Para acrescentarmos o efeito de
inércia ao (PPA), vamos considerar uma situacao fisica diferente de (1.1), a chamada
“Heavy Ball With Friction” (HBF), introduzida originalmente por Polyak (1964).

Considere f : H — R convexa, Fréchet-diferenciavel e suponha que f possua
um minimizador, isto &, Argmin(f) # (). A fim de nos aproximarmos assintoticamente
de um z, € Argmin(f), podemos considerar uma nova situagdo em que uma bola, de
massa unitaria, desliza sobre a superficie de gra(f) = {(z, f(z)) € H x R}, segundo
uma trajetoria r : [0,00[ — H x R dada por r(t) = (z(t), f(z(t))) com z : [0, 00 — H.
Veja uma ilustracéao na Figura 1.

Do ponto de vista fisico, 0 movimento em H descrito por x(t) ocorre de acordo
com o campo conservativo gerado pela funcéo potencial f, e entdo podemos equacio-
nar i(t) = —V f(x(t)). Evidentemente, ndo esperamos algum tipo de convergéncia de
x(t) na auséncia de atrito com gra(f), ja que a energia total E(t) := %||92:(1t)||2 + f(z(t))
permanece constante pois E'(t) = (i(t) | i(t) + Vf(z(t))) = 0.

Precisamos entdo considerar um sistema dissipativo e portanto supomos a
existéncia de atrito entre a bola e a superficie gra(f), proporcional & velocidade. Dessa
forma, i(t) = —V f(x(t)) — vi(t) para algum ~ > 0, ou seja'®

B(t) +i(t) + Vf(x(t)) = 0. (HBF)

8  Proposicéo 2.6.

9 A ultima equivaléncia segue da Proposicao 2.8(3).

10 Um desenvolvimento mais detalhado de (HBF) pode ser encontrado em Attouch et al. (2000), Se-
cao 2.
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Figura 1 — Representagao do sistema Heavy Ball With Friction.

R A

gra(f)

Fonte: Elaborado pelo autor.

Agora, E'(t) = (i(t) | #(t) + Vf(z(t))) = —v-|&(t)||> < 0 como desejado. Esse sistema
continuo, também conhecido como oscilador ndo-linear com atrito (non-linear oscillator
with damping, em inglés), foi estudado por diversos autores, dentre eles os ja citados
Attouch et al. (2000), e também Alvarez (2001).

A primeira demonstragdo de convergéncia de uma solugéo z(t) de (HBF) foi
fornecida por Alvarez (2001, Teorema 2.1), assumindo f Fréchet-diferenciavel com
V f continuo e f limitada por baixo'!, garantindo que inf, e, f() = limy o0 f(2(t)) €
2(t) — 200 quando ¢ — oo, para algum z, € Argmin(f). Condigées'2 para convergén-
cia forte foram estabelecidas no Teorema 2.4. Assumindo ainda que V f € Lipschitz
em conjuntos limitados de #, € provada a existéncia de solu¢des de (HBF), conforme
Attouch et al. (2000, Teorema 4.3), e se f for fortemente convexa entdo a convergéncia
de z(t) para o Unico minimizador de f € na topologia da norma, de acordo com Attouch
et al. (2000, Proposicéo 4.2).

Como antes, podemos abstrair o sistema (HBF) substituindo o operador ponto-
ponto V f por um operador A : H = H mono6tono maximal tal que zer(A) # (), obtendo
a incluséo diferencial

Z(t) +ya(t) + A(z(t)) 2 0. (1.4)

Esse caso continuo geral é consideravelmente complicado, dado que nem se-

" isto &, inf,cy f(z) > —o0, 0 que & automaticamente valido em nosso contexto pois estamos assu-
mindo Argmin(f) # 0.

12 f ser par, isto &, f(—z) = f(x), ou int Argmin(f) # ), onde “int” denota o interior topolégico de um
conjunto.
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quer é clara a existéncia de solugdes globais e, mesmo que fosse, a convergéncia de
uma solucao ainda seria um desafio. No caso especial em que A : H — H é (ponto-
ponto e) 3-cocoercivo'3 para algum 3 > 0, em particular (1.4) se torna uma equagao
diferencial, Attouch e Maingé (2011, Teorema 2.1) mostraram que existe solugéo x=(t)
para (1.4) definida em [0, 00| € que z(t) — z para algum z, € zer(A), supondo que
B2 > 1 e zer(A) # 0, além de recuperarem a convergéncia de (HBF) estabelecida por
Alvarez (2001) e Attouch et al. (2000) quando A =V f .

Ainda assim, podemos discretizar a inclusao diferencial (1.4) na esperanca de
que o algoritmo iterativo obtido tenha boas propriedades de convergéncia para um
Too € zer(A). Nesse sentido, dado um passo h > 0, vamos considerar as seguintes
aproximacgoes:

j:(t)%x(t)_z<t_h) o i(t_h)%av(t—h)—hyc(t—Qh)
B(1) ~ @(t) —a(t—h) _ x(t) —2x(t —h) +2(t —2h)
e h = n2

Substituindo em (1.4):

(1+vh)z(t) — (24 yh)z(t — k) 4+ x(t — 2h) + h2A(z(t)) 3 0
— (L +~h)T+R2A)z(t) > (1+yh)x(t — h) +x(t — h) — x(t — 2h)

2
I A — —h) — —2h)).
— (+1+7h )a:(t) > a(t h)+1+7h(x(t h) — z(t — 2h))

Agora, definindo t;, := kh, xj, = x(t}.), a := ﬁ €10,1[e p:= % > 0, aincluséo

acimaparat=t;,; ek >1nosda

(T+pA)zpi 3 o +a(ry —zp1) = 2pp = Ja (2 + oz — 25-1)).

Se permitirmos que os parametros a = «a; € [0,1] e p = p > 0 variem a cada
iteragédo, chegamos ao Algoritmo Proximal com Inércia (IPA, Inertial Proximal Algorithm
em inglés) descrito por z. 1 = J,,, 4 (2 + o (z) — 25-1)).

O caso particular de (IPA) em que 4 = f, com f semicontinua inferiormente4,
convexa e propria foi estudado em Alvarez (2001, Teorema 3.1), que sob hipdteses
apropriadas mostrou que existe z, € Argmin(f) tal que x, — z~. A convergéncia
anterior também foi provada para o caso A : H — H ponto-ponto e cocoercivo em
Jules e Maingé (2002, Teorema 2.1), e por fim o caso geral A : H = H mondétono
maximal foi estudado em Alvarez e Attouch (2001, Teorema 2.1 e Proposi¢ao 2.1).
Contemplaremos o trabalho de Alvarez e Attouch (2001) no Capitulo 4.

Por fim, para acrescentarmos o efeito de relaxagcéo ao algoritmo (IPA), de forma
similar ao que fizemos previamente, vamos considerar o sistema continuo (HBF) re-
gularizado, ou seja, aplicado para um envelope de Moreau * f de f. Mais geralmente,

8 (z—y | Az — Ay) > B||Ax — Ayl[?, Va,y € H.
4 Em particular quando f é Fréchet-diferenciavel e entdo A = 0f = V £.
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vamos considerar a inclusao diferencial (1.4) regularizada:
Z(t) + vz (t) + Ay(z(t)) = 0. (1.5)

A convergéncia fraca de uma solucao z(t) de (1.5) para um z, € zer(A)) =
zer(A) é assegurada por Attouch e Maingé (2011, Teorema 2.1) pois Ay é um operador
ponto-ponto e A-cocoercivo. A discretizacdo de (1.5), conforme procedemos acima
para (1.4) e utilizando as sequéncias ¢, = kh e x;, = x(t;), nos da a iteragéo z; | =
Jua, (zx + alzp — z_1)) e portanto!®

k> 1: Yk = 7 + (T — 1)
Thp1 = (L= p)yr +pJa(ys)

onde p := ﬁ € 10, 1[. Se permitirmos que os parametros o = oy, € [0,1], p = pi. €
10,2] e p = py. > 0 variem em cada iteragao, temos finalmente o Algoritmo Proximal
com Inércia e Relaxacao (RIPA, Relaxed Inertial Proximal Algorithm em inglés) descrito
por

k> 1 { Yk = Tk + ag(ep — T—1) (RIPA)
Tr1 = (L= pr)yk + Pk I 4 (k)

A convergéncia fraca das sequéncias (z}.) e (y;.) geradas pelo (RIPA) para um
Too € zer(A) foi estabelecida por Attouch e Cabot (2020) nos Teoremas 2.6 e 2.14,
e € 0 objetivo central deste trabalho. Os algoritmos (PPA), (RPA), (IPA) e (RIPA) des-
critos acima serao discutidos novamente na Secao 3.1, incluindo suas interpretacdes
geomeétricas.

15 Proposicao 2.8(3)
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2 TEORIA PRELIMINAR

Neste capitulo, vamos sucintamente discutir a teoria de otimizacao convexa e de
operadores monétonos (especialmente os maximais), a fim de embasar tecnicamente
os capitulos seguintes, bem como tornar a leitura mais confortavel, sem que o leitor ne-
cessite recorrer constantemente as bibliografias. Os resultados e defini¢des, a menos
de mencgao contraria, foram retirados de Bauschke e Combettes (2017), e possuirao
as devidas referéncias para as provas. Ao longo do capitulo, também introduziremos a
notacao que sera utilizada.

2.1 NOTACAO BASICA

Ao longo de todo este trabalho, fixamos um espaco de Hilbert real H com pro-
duto interno (- |-) e norma Euclidiana | - ||. A notacdo HWeéaK significa que estamos
considerando em % a topologia fraca, enquanto que H e #S'°"9 pressupdem a to-
pologia forte, advinda da norma || - |. Dados 7 € H e uma sequéncia (z;) C H,
xp — T e x;, — T representam, tradicionalmente, que a sequéncia (z;) converge
para T nas topologias forte e fraca, respectivamente. I : H — H € o operador iden-
tidade Iz = z. d(z,y) = ||z — y|| denota a distancia Euclidiana entre z,y € H e
do(x) = inf{||lx — y|| : y € C} denota a distancia de = ao conjunto n&o-vazio C' C H.

Para os principais subconjuntos de R, usaremos as notagées explicitas R>( =
{t e R:t > 0} e similarmente para R-g,R<g € Req. Ja,b] = {t e R:a <t < b} serd
a notacao (francesa) para intervalos, [—oc, o] denotard R U {+oc0} com sua topologia
usual, e similarmente para |—oo, 00|, [—00, o[ € |—00, co[. Para uma sequéncia (t;.) C
[—o00, 00], 1. At et \, tsignificam que ¢, — t e que (¢;,) € ndo-decrescente (t; <
ty+1, Vk) ou ndo-crescente (t > t;1, Vk), respectivamente.

Vamos considerar o conjunto dos naturais como N = {0,1,2,3,...} e N* =
{1,2,3,...}. P(C) denota o conjunto das partes do conjunto C. Dado ¢ € R, definimos
[t]+ = max{t,0}, ou seja, [t|+ = t,set > 0, e [t]+ = 0, se t < 0. Vamos ainda
adotar a seguinte importante notacéao: Hé?:kﬂ aj = 1, para qualquer k € N, onde
(a)j>0 € R>( € uma sequéncia qualquer.

2.2 OPERADORES PONTO-PONTO E NAO-EXPANSIVIDADE

Um operador ponto-ponto é simplesmente uma funcdo 7' : D C H — H de-
finida em algum conjunto D n&o-vazio. O motivo de acrescentarmos aqui o adjetivo
“ponto-ponto” € que veremos uma generalizacao desses operadores na Secao 2.4 que
receberdo o adjetivo “ponto-conjunto”. Denotaremos por Fix(T) ={zx € D : Tz =z} 0
conjunto dos pontos fixos de T'.
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Vamos considerar apenas duas nogdes de nao-expansividade, que serao su-
ficientes para nossos propédsitos, outras podem ser encontradas em Bauschke e
Combettes (2017, Capitulo 4). T é dito ndo-expansivo se é 1-Lipschitz!, ou seja,
Tz —Ty| < ||z —vyl|, Vz,y € D, e & firmemente ndo-expansivo (“f.n.e.”, para abreviar)
se ||Tz—Ty|?>+||1-T)z—1-T)y|]? < |z—yl||>, Vz,y € D. Claramente, todo operador
f.n.e. é também ndo-expansivo, e — I € um contra-exemplo para a reciproca.

Proposicao 2.1. Dado T : D C ‘H — H, sdo equivalentes:
1. T é firmemente ndo-expansivo;
2. 1-T é firmemente ndo-expansivo;
3. 2T — 1 é ndo-expansivo;
4. |Tx —Ty|? < (x—y|Tz—Ty), Yo,y € D;
5 (Te—Ty|(1-T)x — 1-T)y) >0, Va,y € D.

Demonstrag&o. Proposicao 4.4 de Bauschke e Combettes (2017). |

2.3 OTIMIZACAO CONVEXA

Dada uma fungéo f : H — [—o0, oo], definimos o dominio de f como dom(f) :=
{r € H : f(zr) < oo} e dizemos que f é propria quando f(x) > —oo, Vo € H, €
dom(f) # 0, ou seja, f: H — ]—o0, 0] € f ndo é identicamente igual a co. Além disso,
f é convexa se

Va,y € dom(f), vVt €10,1]: fltz+ (1 —=t)y) <tf(z)+ (1 —1)f(y) (2.1)

ou, equivalentemente, se o epigrafo de f epi(f) = {(x,§) € H xR : £ > f(x)} &
convexo em H x RR. Diremos ainda que f é semicontinua inferiormente (1.s.c.2, para
abreviar) se Vz € H e V& € |—oo, f(z)[, existir uma vizinhanca aberta (de #Ston9)
VY de z tal que f(V) C |¢, 00]. Assim, definimos I'g(H) = {g : H — R U {0} :
g € l.s.c., convexa e propria}.

As condic¢des que definem I'g(#H) s@o as condi¢des minimas de regularidade de
uma funcéo na otimizacao convexa, e diversas propriedades interessantes surgem da
juncéo de semicontinuidade inferior com convexidade, como por exemplo a existéncia
de um minorante afim continuo e boas propriedades sobre existéncia de minimizadores
(veja Teorema 9.20 e Capitulo 11 de Bauschke e Combettes (2017), respectivamente).
Além disso, se f : H — [—00, 0] é |.s.c. e convexa, entdo f é |.s.c. em HWeak,

T é L-Lipschitz se || Tz — Ty|| < L|jz — y|| Vx,y € D.
2 lower semicontinuous, em inglés.
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Dados C C H ndo-vazio e f : H — [—o0,00], definimos ainda o conjunto
Argming(f) = {z € C : f(x) = inf cc f(y)} dos minimizadores globais de f em C
e representamos um elemento de Argming(f) (ou seja, um minimizador de f em C)
por argming(f). Especialmente quando C' = #H usaremos simplesmente as notagbes
Argmin(f) e argmin(f), respectivamente.

O problema classico em otimizagao convexa € o de minimizar uma fungéo f €

[o(H) em H, ou seja, encontrar (quando existir) T € Argmin(f), que escrevemos
resumidamente como

min f(z). (2.2)
Lembramos que quando C e f sao convexos, todo minimizador local de f em C
também é minimizador global, e entdo nao precisamos considerar também um conjunto
de minimizadores locais de f. Além disso, destacamos que a hipétese f € I'y(H) néo
¢ suficiente para garantir a existéncia de um minimizador, nem em # e tampouco em
C'. Para isso, em geral acrescentamos hipéteses que garan’[am3 que lev<,(f) N C seja
ndo-vazio, fechado, convexo e limitado (portanto compacto em #"€2K), para algum
n € R, onde lev<,(f) = {z € H : f(z) < n}. A unicidade do minimizador em (2.2) &
assegurada exigindo que f seja estritamente convexa®.

O caso de minimizagao com restricdes pode ser incorporado a (2.2) da seguinte
forma: considere um subconjunto ndo-vazio C' C ‘H e a fung¢go indicadora i de C, dada
poric : H — RU{oo}, onde ig(z) =0,sex € C, eig(z) = oo, se x ¢ C. Dessa forma,
se f +i¢ for propria, ou seja, se dom(f) N C # (), entdo Argming(f) = Argmin(f +i¢)
e escrevemos

min f(x) = min f(z) +ic(x). (2.3)
xeC TEH
Ainda, quando C é fechado e convexo, entdo i também é |.s.c. e convexa, de forma
que f +ic € T'y(H) e portanto (2.3) esta contemplado em (2.2).
Dados it > 0 e f € I'g(H), definimos o envelope de Moreau de f (de parametro
1) como sendo a fungéo # f : H — R definida por

~ i a2
1) = iy () + 5l = 1?). 2.4

Ff & uma regularizacéo da fungao f e possui as seguintes propriedades:

Proposicéo 2.2. Sejam f € T'o(H) e n > 0 e defina”f : H — R por (2.4). Entdo, " f é
convexa, continua, e o minimo em (2.4) é unicamente atingido.

3 Geralmente pedimos que C seja convexo, fechado e dom(f) N C # () e que ou C & ainda limitado, ou
[ € coerciva, ou seja, lim ;|- f(z) = 0o, que € equivalente a lev<, (f) ser limitado V7 € R.
4 Quando vale a desigualdade estrita em (2.1) Va # y.
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Demonstracdo. Nao é imediato que a fungao #f definida por (2.4) assume apenas
valores reais, mas isso e as demais afirmacgdes da proposi¢cao seguem de Bauschke e
Combettes (2017, Proposicédo 12.15) [ |

O fato de o minimo em (2.4) ser atingido por exatamente um y € H nos permite
definir o operador proximal (de f) Prox; : H — H por

Prox () = argmin (f(y) + %Hx — y||2) (2.5)
yeH

ou seja, Prox(z) € o Unico ponto em H que realiza 0 minimo em (2.4) (para p = 1):

1 . 1 2 1 9
f) = nig (7060 + gle 1) = 1 (Proxg(a)) + 3o - Proxs@IE. (26)
O operador proximal possui as seguintes propriedades:
Proposicao 2.3. Dados f € T'y(H) e > 0, temos:
1. Prox,; e I —Prox, s sdo firmemente n&o-expansivos;

2. 'f é Fréchet diferencidvel e V(! f) = /%(I— Prox,, ) €
continuo)

/%-Lipschitz (em particular

3. Argmin(" f) = Fix(Prox, r) = Argmin(xf) = Argmin(f)

Demonstragcdo. O itens 1) e 2) seguem, respectivamente, das Proposicoes 12.28 e
12.30 de Bauschke e Combettes (2017). A primeira igualdade no item 3) segue de
Argmin(*f) = {z € H : V(*f)(z) = 0} (pois #f é convexa e diferencidvel) e do item
2), enquanto que a segunda igualdade segue da Proposicao 12.29 de Bauschke e
Combettes (2017) e a terceira igualdade é imediata. [ |

2.4 OPERADORES MONOTONOS (MAXIMAIS)

Um operador ponto-conjunto (ou set-valued) A €, tecnicamente, uma funcao de
H em P(H) (conjunto das partes de H), que denotaremos por A : H = H, com seta
dupla, para diferenciar de um operador ponto-ponto 7" : H — H. Intuitivamente, um
operador ponto-conjunto A : H = H, cOmo 0 nome sugere, associa a cada ponto de
‘H um subconjunto de H (um elemento de P(H)), ou seja, Az C H pode conter mais
de um ponto, diferentemente dos operadores ponto-ponto. Um vetor u € Az (Qquando
existir) sera chamado de (uma) imagem de x pelo operador A.

Como exemplo, considere o operador Il : H = C de projecdo sobre um
conjunto n&o-vazio C' C H, ou seja, p € Ilp(z) < p € C e |z — p|| = infec lz — y|.
Note que, como em qualquer operador ponto-conjunto, pode existir z € ‘H para o qual
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I~ (z) = 0, que nesse caso significa nao existir nenhuma proje¢éo de = em C, como
quando z = (0,1) e R2 e C' = R x Rg.

Dado um operador A : H = H, definimos o dominio de A por dom(A) = {z €
H : Az # 0} e o gréfico de A por gra(A) = {(z,u) € H x H : u € Ax}, ou seja, em
gra(A) nos “colamos” a cada ponto = € ‘H todos os vetores u na imagem de z por A.
Definimos ainda o conjunto zer(A) = {x € H : 0 € Az} de zeros do operador A, e a
inversa de A é o operador ponto-conjunto A1 : H = Hemque z € A~ (u) & u € Az,
ou seja, gra(A™1) = {(u,z) € H x H : u € Az}. Veja que zer(A) = A~1(0).

Por exemplo, se C & convexo, fechado e ndo-vazio, entdo todo = € H possuli
uma Unica projegdo em C, donde dom(Il) = H e #Il(x) = 1, ou seja, Il € um
operador ponto-ponto Il : H — C definido em todo H.

Um dos exemplos mais importantes de operador ponto-conjunto surge na tenta-
tiva de definirmos uma nocao mais fraca de gradiente e diferenciabilidade para fun¢oes
que ndo sdo Gateaux diferenciaveis®. Dada uma fungéo prépria f : H — ]—o0, ], 0
subdiferencial de f é o operador ponto-conjunto 0f : H = ‘H dado por

Of(x)={ueH: (y—x|u) + f(x) < f(y), Vy € H}. (2.7)

Dizemos que f é subdiferenciavel em = se df(x) # 0, e nesse caso 0s vetores u €
Jf(x) sédo chamados de subgradientes de f em z.

Proposicao 2.4. Seja f : H — |—o0, 0o] uma fungdo prdpria. Entéo,

1. Argmin(f) = zer(0f), ou seja, x € H € um minimizador (global) de f se, e
somente se, 0 € 0f(x),

2. se f é convexa, x € dom(f) e f é Gateaux diferenciavel em x, entdo d0f(z) =

{Vf(x)}
Demonstragcdo. Veja Bauschke e Combettes (2017, Proposicoes 16.3 e 17.31). |

Agora, note que se 7' : D C H — H € um operador ponto-ponto, entdo podemos
vé-lo também como um operador ponto-conjunto 7" : H = # definido por T'(z) = {Tz},
sex € D, eT(zx) =0, sex ¢ D. Dessa forma, temos dom(7) = D e gra(T) =
gra(T) = {(x,Tz) € H x H : z € D}, e portanto podemos sempre pensar operadores
ponto-ponto como operadores ponto-conjunto, mas nao vice-versa. Assim, de agora
em diante usaremos “operador” sem necessariamente usar os adjetivos “ponto-ponto”
ou “ponto-conjunto”, e a notacdo A : H — H ou A : H = H indicara a natureza do
objeto.

5 Uma fungéo propria f : H — ]—o0, 00| é Gateaux diferencidvel em z € dom(f) se existe um vetor
Vf(z) € H tal que }ir%w = (y|Vf(z)), Yy € H. Se isso valer para todo = € dom(f),
e 7
diremos simplesmente que f é Gateaux diferenciavel.
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Dados A : H = H e . > 0, definimos o resolvente de Acomo J4 = (I+A)~!:

H = H e a regularizagdo de Yosida de A (de parédmetro ;1) como A, = %(I —Jua)

H = H. Um operador A : H = H € mondtono se (x —y |y — v) > 0, para quaisquer
(x,u), (y,v) € gra(A), e A € mondtono maximal se € mono6tono e ndo existe operador
monoétono B : H = H com gra(A) C gra(B). Abaixo, destacamos diversas boas
propriedades dos operadores monotonos maximais.

Teorema 2.5 (Minty). Se A : H = H € monotono maximal, entdo J4 : H — H é um
operador ponto-ponto definido em todo H

Demonstragdo. Veja Minty (1962). Alternativamente, podemos mostrar o resultado
como uma consequéncia do Teorema 21.1 de Bauschke e Combettes (2017). [ |

Segue imediatamente do Teorema 2.5 que se A é monétono maximal, entao
Jya:H —HeA,: H — Htambém sdo ponto-ponto e definidos em todo #, ja que
1A também é monétono maximal, para qualquer ;. > 0.

Proposicao 2.6. Se f € I'y(H), entdo 0 f € mondtono maximal e temos J, 5 = Prox,,
e (0f)u = V("f) = (1 - Prox, s), para qualquer 1 > 0.

Demonstragéo. Veja o Teorema 20.25 e o Exemplo 23.3 de Bauschke e Combettes
(2017), e a Proposicao 2.3(2). [ |

Proposicao 2.7. Seja A : H = H mondtono maximal. Ent&o,

1. gra(A) é sequencialmente fechado em #Son9 x 3 weak

2. gra(A) é sequencialmente fechado em #Weak x {Strong .

3. gra(A) é fechado em HSON9 x 3{strong
Demonstragédo. Veja Bauschke e Combettes (2017, Proposicéao 20.38). [ |
Proposicao 2.8. Sejam A : H = H um operador mondtono maximal e . > 0. Entéo,

1. Jya:H—Hel-J,4:H — H s&o fn.e. e mondtonos maximais. Em particular,
sdo operadores 1-Lipschitz, ou seja, ndo-expansivos;

2. Ay H—>MHE %-Lipschitz e mondtono maximal;

h
3. JhA# = I—{—m . (J(h—hu)A_I)'

Demonstracdo. Veja o Corolario 23.11 e a Proposicao 23.7(iv) de Bauschke e Com-
bettes (2017). [ |

Proposicao 2.9. Sejam A : H = H mondtono maximal e u > 0. Entdo, zer(A) =
Fix(J, 4) = zer(A,) € fechado e convexo.
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Demonstracdo. Veja as Proposicoes 23.38 e 23.39 de Bauschke e Combettes (2017).
|

Veja que no caso particularde A = 0f, com f € I'g(#H), as Proposicbes 2.8 e 2.6
recuperam o item 1) da Proposigéao 2.3, enquanto que as Proposicdes 2.9, 2.6 e 2.4(1)
recuperam o item 3) da Proposi¢do 2.3, ja que zer(0f), = zer(V(*f)) = Argmin(*f)
pois # f é convexa e entdo x € Argmin(*f) < V(*f)(x) = 0.

2.5 COMPORTAMENTO ASSINTOTICO

Nesta secao, fixamos fungdes f,g,h : R — R e sequéncias (a;.), (bg), (cx) € R
tais que g(t), h(t), (by) € (c;) sdo eventualmente nao-nulas®.

Representaremos por f(t) = o(g(t)) a propriedade que lim;_~ % = 0. Analo-
gamente, a;. = o(b;) significara que limy,_, g—’; = 0. Vez ou outra, usaremos a nota-

¢ao o(g(t)) para representar alguma fungéo f(¢) com a propriedade lims_, % =0.

Dessa forma, é facil concluir que’ d; - o(g(t)) + da - o(g(t)) = o(g(t)) para quaisquer
constantes dy,dy € R, e que o(g(t))-h(t) = o(g(t)h(t)), por exemplo. Similarmente, o(b;,)
pode representar uma sequéncia (a;) qualquer, com a propriedade limy,_, . ‘g—: =0,e
entédo dy - o(b) + do - o(b.) = o(by) € o(by) - ¢ = o(byci). Em particular, dado o > 0,
F(t) = o(t®) quando limy o LY = 0 e () = o(1) quando lim; .~ £(t) = 0.

Representaremos por f(t) ~ g(t) se t — oo e diremos que f(t) e ¢g(t) sdo assin-
toticamente iguais quando lim;_, % = 1. Analogamente, denotaremos por a;, ~ by
se k — oo quando limy._, z—’; = 1 e diremos que (a;) e (b,.) sdo assintoticamente
iguais. E facil checar que ~ € uma relagao de equivaléncia na cole¢do das sequéncias
e na colegdo de fungdes reais a parametros reais, e que a;, ~ b, < ‘bl—: =14+0(1) <
ap. — by = o(b,) < a;. — b = o(ay,) (valendo propriedade similar para fungdes). Para
simplificar um pouco a notac¢do, podemos também omitir “se t — c0” e “se k — " e
escrever simplesmente f(t) ~ g(t) e ay, ~ by.

Representaremos por f(t) = O(g(t)) se existe constante D > 0 tal que |f(t)| <
Dlg(t)| paratodo t € R, e por f(t) = O(g(t)) se t — oo se existem D > 0 e ¢y € R tais
que paratodot > tgvale | f(t)| < D|g(t)|. O mesmo vale para sequéncias: denotaremos
por a;, = O(by,) se existe D > 0 tal que |a,| < D|b.| para todo k € N, e por a;, = O(by,)
se k — oo se existem D > 0 e kg € N tais que |ay,| < D|b;.| para todo k > k.

~
N—

Proposicao 2.10. Se g(t) ~ h(t), entdo f(t) = o(g(t)) < f(t) = o(h(t)) e f(t) = O(g(1))
set — o0& f(t) = O(h(t)) set — oco. Similarmente, se by, ~ c;., entdo aj. = o(b;.) <
ap = o(c) eay, = O(b) sek — 0o < a = O(c) sek — oo.

6 g(t) é eventualmente ndo-nula se existe ¢, € R tal que g(t) # 0, Vt > to. Similarmente, (b;) é
eventualmente ndo-nula quando existe ko € N tal que by # 0 se k > k.

Alguns autores usam a notagao o(g(t)) para representar a cole¢do das fungdes f : R — R tais que
lim; s o0 % = 0. Com essa notagao, poderiamos reescrever a propriedade a seguir dizendo que
o(g(t)) € um R-espago vetorial.

7
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Demonstragdo. Como g(t) ~ h(t), temos lim;_s~ % =1=1lim;_ %’?. Comecemos

mostrando a primeira equivaléncia. Suponha f(t) = o(g(t)), ou seja, lim;_,~o gg ; = 0.
Dai,

1550 N(t) g(t) Rt 120 g(f)  to0e h(t)

i 20— g SO 00y, SO 90
0 que mostra que f(t) = o(h(t)). Similarmente, se f(t) = o(h(t)) entdo f(t) = o(g(t)).
Para a segunda equivaléncia, suponha f(t) = O(g(t)) se t — oo, OouU seja,
1f(&)] < D -|g(t)], YVt > ty, e para alguns D > 0 e tg € R. Como limt_m% =1,
existe t1 > to tal que para t > t; temos |g(t)] < 2 - |h(t)|. Dessa forma, se t > 1,
|f(t)] < 2D - |h(t)|, o que mostra f(t) = O(h(t)) se t — oo. A outra implicacdo é
analoga, usando que lims_~o % = 1.
As demais equivaléncias (para sequéncias) se provam de maneira inteiramente
analoga. [ |

Proposicao 2.11. Se f(t) = o(g(t)), entdo f(t) = O(g(t)) se t — oo. Similarmente, se
ap, = o(by), entdo a;. = O(b;.) se k — oo.

Demonstragdo. Como f(t) = o(g(t)), lim—so (( 0 e portanto existe ¢y € R tal que

\/\/

set > ty entdo ‘%’ <1=|f(t)] <lg(t)| set > ty, 0 que mostra f(t) = O(y(t)) se
t — oo. O caso das sequéncias € analogo. [ |

Proposicao 2.12. Se d;,d» € R e f1,fo : R — R sdo tais que f; = O(gy(t)) , entdo
d1 f1 + dafo = O(g(t)). Similarmente, se (a}.) e (a}) sd0 sequéncias reais tais que al, =
O(b.) , entdo dla,i + dgaz = O(b;.). O resultado permanece verdadeiro acrescentando
0S casos set — " e ‘sek — 00’

Demonstragdo. Faremos apenas o caso de funcdes com “se t — oo”, pois 0s demais
casos sdo analogos. Suponha entdo que f; = O(g(t)) se — oo. Dai, existem ¢; € R e
D; > 0tais que set > t;, entdo | f;(t)| < D;-|g(t)|. Dessa forma, para ty := max{tq, o2},
temos que se t > ty entdo |dy f1(t) + dafo(t)| < (|di|D1 + |d2|D2)|g(t)], 0 que mostra
que di f1 +dofo = O(g(t)) se t — oo. [ |

Veja que uma mudanga de escala nas fungdes f(t) ou g(¢) ndo interfere na
propriedade de f(t) = o(g(t)) ou f(t) = O(y(t)), ou seja:

Proposicao 2.13. Segjam d;,dy € R\{0} constantes. Entéo, f(t) = o(g(t)) < di - f(t) =
o(g(t)) & f(t) = o(da-g(1)) € f(t) = O(g(t)) & dy - f(1) = Og(t)) & f(t) = O(dy- (1))
Similarmente para sequéncias, a; = o(b;) < dy - aj, = o(b) < ap = o(dy - by) €
ap = O(b) & dy -a. = O(b,) < a. = O(ds - bi.). O resultado permanece verdadeiro se
acrescentarmos 0s casos ‘set — oo” e “se k — oo” nas afirmagées com O(-).
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Demonstragéo. Para o caso de o(-) com fungdes, as equivaléncias seguem de:

O i f() O
gt T R T T R G

Para o caso de O(-) com fungdes, as equivaléncias seguem de 3D > 0 :
lf(t)] < Dlg(t)| YVt e R<3ID >0: |dy- f(t)| < Dlg(t)| Vt e R<3IAD >0: |f(t)] <
D -|dy-g(t)] ¥Vt € R.

Os demais casos seguem de forma anéaloga. [

Vale comentar que se a; ~ b; (a;,b; > 0, Vi, j), entao a convergéncia de S ai
é equivalente a de )72 b;, pelos testes usuais de séries. Por fim, utilizaremos ainda a
seguinte definicdo:

Definicao 2.14. Dados uma sequéncia real (t;);>; € ¢ € R, diremos que (t;) € even-
tualmente “bounded away from” { se uma das seguintes condi¢cdes (mutuamente ex-
clusivas) é satisfeita:

1. existem kg e Net < (taisque t;. <t < (, Vk > ko;
2. existem kg e Net > (taisque t;, >t > ¢, Vk > k.

Se para algum dos itens acima pudermos tomar ky = 1, entdo diremos simplesmente
que (t;)r>1 € bounded away from (.

Embora a Definicao 2.14 seja tecnicamente ambigua por contemplar dois casos
excludentes, o contexto em que ela sera utilizada deixara claro qual das situacoes
estaremos considerando.

2.6 ALGUNS RESULTADOS UTEIS

Para finalizar o capitulo, vamos compilar alguns resultados que serao utilizados
ao longo do trabalho.

Lema 2.15. Dados x,y € H e a € R, temos
loz + (1 = a)yl* + a(l = a) e — ylI* = afl«|® + (1 — ) ly]|*

Demonstragdo. Basta utilizar que a norma em questéo é Euclidiana, ou seja, ||z||> =
(v |x), e portanto ||z + y||? = ||lz||> + 2 (x | y) + |ly||?>, ou veja Bauschke e Combettes
(2017, Corolario 2.15). [

Lema 2.16. Sejam A : H = H mondtono maximal com zer(A) # 0, v,0 >0, z,y € H €
z € zer(A). Entéo:

|y —
[7Ay () = A5 (W)l < 2|l — y| + 2[|z — 2| - —
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Demonstrag&o. Este resultado foi retirado de Attouch e Peypouquet (2019, Lema A.4).
Primeiramente, vamos mostrar que

1o a@) = J54 <% 4 (1 _ %) . JWA(J;)) | (2.8)

Com efeito, como J, 4 = (I+vA)~L, temos = € (I+~A) Jya(x) =Jya(x)+v-A(Jya(x))
= %(w —Ja(z)) € 6A(J,4(7)) = %x +(1— %) Jya(z) € (I +0A)J,4(x), 0 que nos

da a Equacao (2.8). Agora, usando essa equacao e a Proposicao 2.8 temos

13,460 = Jsal = 54 (204 (1 2) - 3400)) = 3sal0)

) o
<|--z+ 1——)-J x—y”
2l ( 7) At

~[e-v+ (1-2) Grat0) -2)

[y —

< [l =yl +

[ Jyale) — 2|

)

jaquel—2 = 7%5 Dai, ficamos com

[7Ay () = dAs(W)|l = llz = Jya(z) — (y = Jsa(¥))
=llz -y~ (Jyal@) = Jsa))ll
<z =yl + Iy alx) = Jsa®)ll

=0l @) — (2.9)

~—  —

< 2|z —yll +

Agora, como z € zer(A) = Fix(Js4) (Proposi¢do 2.9), temos Js4(z) = z e
portanto || J, 4 (x) — x| = | Jya(z) = Js4(2) + 2z — 2| < lz — 2l + [ Jya(z) = J54(2)]| <
2||z — z|| (Proposicao 2.8), e entdo o resultado segue de (2.9). [ |

Lema 2.17 (Opial). Sejam S C H um conjunto ndo-vazio e (zy,),>0 Uma sequéncia
qualquer em H. Suponha que

1. para todo z € S, a sequéncia real (||z, — z||),>0 converge;
2. todo ponto de aderéncia fraco da sequéncia (x},) pertence a S.
Entao, existe x € S tal que ;. — v~ (convergéncia fraca em H,).

Demonstragdo. A demonstracado deste lema pode ser feita utilizando classicos teore-
mas sobre a topologia fraca de um espago de Banach, como os teoremas de Banach-
Alaoglu e de Eberlein-Smulian, especialmente suas versdes para um espaco de Hilbert.
Os detalhes podem ser encontrados em Bauschke e Combettes (2017, Lema 2.47).
Alternativamente, pode-se consultar diretamente o artigo original de Opial (1967) em
que o resultado foi apresentado. [ |
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3 O ALGORITMO (RIPA)

Neste capitulo, apresentaremos detalhadamente o algoritmo (RIPA) para resol-
ver 0 problema de inclusdo monétona “encontrar x € H tal que 0 € Ax”, escrito de
forma concisa como

encontrar x € zer(A) (MIP)

para um dado operador monétono maximal A : H = H com zer(A) # ().

Conforme ja mencionamos na Introducéo, um importante caso particular ocorre
quando A = 0f com f € I'o(H), que € operador mon6tono maximal pela Proposi-
¢ao 2.6. Dessa forma, pela Proposicao 2.4, zer(A) = Argmin(f) e portanto (MIP) é
equivalente a encontrar x € Argmin(f), ou seja, resolver o problema de otimizagao
convexa min,cy f(x). Assim, um algoritmo para resolver (MIP) &, em particular, um
algoritmo para o problema de otimizagc&o convexa (2.2).

Também provaremos algumas propriedades basicas relacionadas ao (RIPA), e
que serao frequentemente utilizadas nos capitulos seguintes nas provas de convergén-
cia.

3.1 APRESENTACAO DO ALGORITMO

Dados um operador monétono maximal A : H = H, pontos iniciais xg,z; € H
e sequéncias de parametros reais (ay)i>0, (Pk)k>0 € (1k)i>0, COM oy > 0,p > 0
e u > 0, definimos o Algoritmo Proximal com Inércia e Relaxacdo (RIPA, Relaxed
Inertial Proximal Algorithm em inglés) por:

=L+ —Xp_
> 1: { Yr = T + ag (T — v8_1) (RIPA)

Tht1 = (1= pr)yk + Pk Iy, A(UR)-

A sequéncia (y;.) gerada pelo (RIPA) é uma sequéncia intermediaria. («;,) serdao
chamados de pardmetros de inércia enquanto que (p;.) serdo os parametros de rela-
xacao, pois a primeira e a segunda equacao acima correspondem, respectivamente,
aos efeitos de inércia e relaxagdo, como veremos a seguir.

Considere primeiramente o caso particular de (RIPA) em que «;. = 0 (sem
inércia) e p,, = 1 (sem relaxag¢do). Dessa forma, v, = x; e ficamos simplesmente
com o bem conhecido Algoritmo de Ponto Proximal (PPA, Proximal Point Algorithm em
inglés) dado por

Vk>0: Tht1 = Iy A(T) (PPA)

para um dado ponto inicial =y € H. Sendo (x},) a sequéncia gerada pelo (PPA), foi
demonstrado que existe z, € zer(A) tal que z;, — = por Rockafellar (1976, Teo-
rema 1) assumindo p;, > p > 0, e por Brezis e Lions (1978, Proposi¢éo 8) assumindo
S22, 2 = oo, conforme mencionamos na Seg&o 1.1.
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A essa iteracao, na tentativa de acelerar a convergéncia, podemos acrescentar
dois efeitos distintos: relaxagdo e/ou inércia. A relaxacédo consiste em definirmos o
proximo iterado z;; como sendo uma combinagdo afim do iterado atual z; e de
Jupa(xy), ouseja, v 1 = (1—pg)zp + p I, a(21), com pp. > 0, nos dando o Algoritmo
Proximal com Relaxagdo (RPA, Relaxed Proximal Algorithm em inglés)

Vk>0: gy = (1= pp)ag + pgJpa(@g) (RPA)

para dado ponto inicial xg € H. Para garantir a convergéncia fraca de (z;,) gerada pelo
(RPA) para um z, € zer(A), Eckstein e Bertsekas (1992, Teorema 3) exigiram que
0<£§pk§ﬁ<2e,uk2H>0.

Veja que o (RPA) é o caso particular de (RIPA) em que «; = 0 e portanto
yr = xp. Outra forma de visualizar essa iteragdo € reescrevendo-a como zj,| =
xyp + pk(JukA(xk) — x1,), ou seja, para atualizarmos o iterado, partimos do atual z;,
e “caminhamos” na dire¢éo de J,, 4(r)) — z;, um tamanho de passo p;. Se p, > 1
chamamos de sobre-relaxacéo; se p;. < 1 temos a sub-relaxacdo; e se p;. = 1 entao
voltamos ao (PPA). A Figura 2 ilustra a iteracao de (RPA).

Figura 2 — lteragéo de (RPA). Qualquer ponto entre x;, e x, + 2(J,, A(7) — ) € um
candidato a zj 1, excetuando-se o proprio zj, ja que p, > 0 e em geral

PE < 2.
Sub-relaxacdo Sobre-relaxacao
o % R >
0 1 2 Pk
O---=---c---u- @------------- ®-------
Tp, Jua(Tr) rp + 2(J o a(xg) — p)

Fonte: Elaborado pelo autor.

No efeito de inércia, antes de avaliarmos o resolvente J,,, 4, vamos definir um
ponto intermediario y;. dado por y;. = x + a.(x — x_1), cOm «; > 0, e entdo atualiza-
mos o iterado simplesmente aplicando o resolvente em y,,, ou seja, x4 = J,, a(yx),
0 que nos da o Algoritmo Proximal com Inércia (IPA, Inertial Proximal Algorithm em
inglés)

=xp +op(Tp — T
E > 1: { Y =k + ap(p — 5-1) (IPA)

Tht1 = I aA(Uk)

para dados pontos iniciais z, z; € H € ay, > 0. Alvarez e Attouch (2001, Teorema 2.1
e Proposicao 2.1) mostraram que a sequéncia (z;,) gerada pelo (IPA) converge fraco
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para um z € zer(A), assumindo py, > p >0 e:

0 ) ou i
> ajl|rp —zq]] < o0 () >0 NA0-decrescente.

i=1

Intuitivamente, o vetor z;. — z;._; corresponde a dire¢ao sobre a qual caminha-

mos do iterado xj;,_; anterior para o z; atual, com tamanho de passo igual a 1. Na

inércia a ideia é, partindo do ponto atual x;, caminharmos novamente na direcéo

x}. — r3._1 um tamanho de passo «a;. > 0 (em geral, exigimos pelo menos a;, < 1 para

convergéncia), totalizando um passo de 1 + «;, > 1 a partir de x;,_;, como evidenciam
a forma alternativa y;, = x._1 + (1 + o) (2. — 21_1) e a Figura 3.

Figura 3 — Iteracao de (IPA). y;. pode ser qualquer ponto entre zj, € x. + (x} + T_1),
ja que em geral temos oy, < 1.

0 1
| —t - - >
g
S —— *--——-@ - —|--—--
Th_1 T, YN T+ (T — 2p—1)

Tpt1 = Ja(Wk)

Fonte: Elaborado pelo autor.

Por sua vez, o (RIPA), como o nome ja indica, combina ambos os efeitos de
inércia e relaxagao, conforme ilustra a Figura 4. Observe que o hiperplano que passa
por J,,, (yx) com vetor normal y,. —J,,, 4(y;,) separa y;, do conjunto fechado e convexo'
zer(A), conforme torna preciso a Observagao 3.1:

Observacao 3.1. Defina a fungédo afim e continua L, : H# — R pondo L;(z) =
(Wt — JueA(wr) | 2 = I, a(yg))- Entdo, vale que Ly (zer(A)) C ]—o00,0] e Li(y) > 0,
bem como a equivaléncia Ly (y;) =0 <y, = J,, a(Ur) © 211 = Y € zer(A).

Com efeito, dado z € zer(A), temos J,, 4(») = = (Proposigéo 2.9) e entao
Li(2) =z = Jpoalur) +yp — 212 = T a(ui))

=z = T AW 1? + (yk — 2 1 2 = T a(ur))
= 1Ja(2) = I aCu)lI> = (2 = yr |3, (2) = T a(yr))

' Proposicao 2.9.
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donde Ly (z) < 0 pelas Proposi¢des 2.8(1) e 2.1(4), o que mostra Ly (zer(A)) C |—o0,0].
Ly (y;) > 0 é imediato, bem como Ly (y;) = 0 & yi = J,, a(yr) < yp € Fix(Jy, 4) =
zer(A), onde a ultima igualdade segue da Proposicao 2.9. Por fim, da definicdo de
(RIPA) temos zj.1 = yr < yr — J,, a(yr) = 0, 0 que nos da toda a equivaléncia
afirmada.

Figura 4 — lteracao de (RIPA) considerando sub-relaxagéo (p;. < 1).

Th—1

L

Yr = ) + ap () + Tp—1)
Trg1 = (L= pp)yk + Pk I 4 (k)

zer(A) JukA(yk)

Fonte: Attouch e Cabot (2020, p. 4), modificado pelo autor.

Ha ainda outras propriedades geométricas interessantes de (RIPA) que estédo
ilustradas na Figura 4, conforme destacamos abaixo nas demais observacoes.

Observacao 3.2. Se = € zer(A), entdo ||z — yxl? > Iz — I a(wi) 1> + 1| Ja(vg) —
yi||?. Em particular, tomando o infimo sobre z € zer(A) ficamos com dzer(A)(yk) >
dger(A)U/LkA(yk)) + [ I alyr) — yi||%, ou seja, J . A(yx) esta mais proximo de zer(A)
do que y;.

De fato, basta notar que ||z — yilI> = [lz — J a(wi) I + | I a(ur) — will® +

2(z = Ja(e) | ar) = i) > 11z = I ai) 1> + 11,4 (ug) — il onde a desi-
gualdade segue da Observagéo 3.1 pois Lj(z) < 0.

Observacéo 3.3. Para qualquer z € zer(A), temos || z—2p.1|1? < [l2—yil>— (2 — p1) pi-

|y, =y, 4 (y)||?, donde dfer(A) (T11) < dier(A) (Yr) — (2= ) prellyk =Ty 4 () ||*. Dessa
forma, se? p;, < 2 entdo x| esta mais proximo de zer(A) do que yj,.

Para verificarmos a Observacdo 3.3, note que z — 23,1 = 2 — (1 — pr)yg —

Pk I ar) = (L= pg)(z — yg) + pr(z — I, 4(yg)), € portanto pelo Lema 2.15 temos
2 = @l = (U= )z = vl + ollz = T ai)IIP = o (1 = pi)llyg = T a ().

2 Nos Capitulos 4 e 5 a condicdo p, < 2 serd onipresente, a fim de garantir a convergéncia de (RIPA).
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Agora, pela Observacao 3.2, temos ||z — J,, a(ye)l1? < 1z = will® = | T a(ur) — will?,
e portanto

2
|2 — 21
2 2 2 2
< (T =p)llz = yell® + prllz — vrll® = prllve — I AW = Pk (L = pi)llyk — I a(Wp) |l
2 2
=z =yl = pr(2 = pi)lyk — I a (i)l

0 que nos da a desigualdade desejada. A desigualdade envolvendo dger(A) segue da
anterior tomando o infimo sobre z € zer(A).

Hipdteses e referéncias para convergéncia dos algoritmos (PPA), (RPA) e (IPA)
citados acima também foram mencionadas na Introdug¢éo do trabalho, especialmente
na Secao 1.1. A convergéncia do (RIPA) sera discutida no Capitulo 4 com base em
Attouch e Cabot (2020). A menos de mencgao contraria, ao longo de todo o trabalho
estaremos assumindo que:

A :H = H é um operador mondétono maximal
ap >0, Vk >0 (H)
pr>0epu >0, Vk > 0.

3.2 FORMAS EQUIVALENTES DO (RIPA)

Nesta sec¢ao, vamos reescrever o Algoritmo (RIPA) de algumas formas ligeira-
mente diferentes, mas que serao convenientes mais a frente. Como vimos, ele original-
mente é descrito por:

=2 + — 2
> 1: { Yr = T + ag () — v_1) (RIPA)

i1 = (1= pp) Yk + ok Iy A(Wge)-

Como (1 — pp)yr + ok J e aWi) = vk — Pk — I aWk)) = Yk — PrireAp, (W),
pois A, = ;lea —J,,4), podemos reescrever (RIPA) como:

=x. +on(Tr — Tp_
h>1: {yk e+ ap (g —o_1) (3.1)

Th1 = Yk — Phb A, (Ur)-
Intuitivamente, a iteracdo em (3.1) pode ser vista como um método de descida
do gradiente combinado com inércia, ja que a primeira equagao incorpora o efeito
da inércia, enquanto a segunda corresponde ao passo (a partir de y;) na direcao

— Ay, (yr) com tamanho puy.. Para o caso particular de A = df, com f € I'o(H), a
Proposic¢éo 2.6 nos da A, = V(#*f) e isso nos leva ao algoritmo

=2+ onlT — T
V> 1 { yr = ) + og () — T5-1)
Tpy1 = Yk — Prik Y (P ) (yg)
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que é aproximadamente uma versao inercial do algoritmo de descida com direcao do
gradiente, aplicado as fung¢des #* f, o que esta de acordo com a proposta de (RIPA)
para resolver o problema de encontrar® = € zer(A) = Argmin (¥ f).

Para a terceira e ultima formulacao equivalente de (RIPA), note que

§=Au(y) se,esomentese, §c A(y— ). (3.2)

De fato, & = Au(y) = s(01—Ju)(y) & (+pA) " Hy) = Jualy) =y —pé & y €
(I+pA)(y — pé) =y — pé + pAly — ps) & € € Ay — pé). Assim, (3.2) nos da

1

Thy1 = Yk — Pk Ap, (Ur) == — (Thy1 — yk) = Apy, (k)

PLME
1 1
= — (41 —wk) €A yp + — (g1 — Uk)
Pl ik Pk
1 1
= - (1 — k) €A 2pp1 + (| — — 1) (Tp41 — wr)
Pleble Pk

1
= Tyl — Yk € —PpikA | Tyt P L) (zg41 — i)
gue combinado com (3.1) nos da a seguinte formulagéo equivalente ao (RIPA):

yr = o, + ag () — v8_1)

Vk>1: 1
Tyl — Yk € —PRpipA (%H + (E - 1) (Tht1 — yk)) :

(8.3)

3.3 A SEQUENCIA ANCORA (hy,)

Dados z € H e (z1),>0 uma sequéncia em H (n&o necessariamente gerada
pelo (RIPA)), a sequéncia real h; := %ka — z||? tera grande relevancia no estudo
do comportamento assintético do algoritmo, especialmente a diferenga iy, — by —
ap(hy, —hp_1) € 0 caso em que (xy,) € de fato gerada pelo (RIPA). Vamos estudar essa
sequéncia em detalhes nos lemas a seguir.

Lema 3.4. Sejam® ()k>0 € H, (ap)r>0 € R, z € H e defina a sequéncia ancora
hi = sllvg — 2||?. Entdo, para yy, := xj, + oy (v, — v5_1) € qualquer k > 1, temos:

1 2 2 1 2
hjp1—hg—ag(hg—hg_1) = §(Oék+%)|\xk—$k—1|! +<$k+1—yk|$k+1—z>—§H%H—yk” :
(3.4)

Demonstragcdo. Veja que

1 9 1 2
Pps1 = sllzg+r — 217 = sk — e +yi — 2|l
2 2

3 Aigualdade zer(A) = Argmin("* f) segue das Proposigdes 2.3 (item 3) e 2.4 (item 1) pois A = 9f.
4 (z) ndo necessariamente é a sequéncia gerada pelo (RIPA) e (o) ndo necessariamente € n&o-
negativa.
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1 2 1 9
= §H$k+1 —ygll® + (T =y lyk — 2) + §Hyk — 2|7

Como (g1 — Yk | Yk — 2) = (Tha1 — Yk | Yk — Tha1 + Thr1 — 2) = —llzrar — vel® +
(Tht1 — Yk | 241 — 2), temos

1 9 1 9
k+1 = — 51 Tk+1 — Uk k1 — Uk | Thg1 — Sllyk — 2)17
h 2||l‘ yill© + (z Yy | @ Z>+2||y z||

Agora, note que ||y, —z[|? = ||lzg+ag(zp—azp_1)— 2|1 = [|(1+ay) (2 —2) +(—ag) (w51 —
2)||? que pelo Lema 2.15 nos déa

1 1 + «
Sl = 2117 = = g — 212 — Sy — 22+ EE e — ey
2
o+« 9
= (L4 ag)hy — aphi—1 + Tklll“k T

Assim, ficamos com

1 2
hiy1 = —§H$k+1 —yll® + (Trg1 — Yk |21 — 2) + (L4 )by, — aghy_q
2
ap +« 9
+ T’“ka |
0 que mostra (3.4). |

Agora, vamos particularizar o Lema 3.4 para o caso em que vale (H) e (z},) é a
sequéncia gerada pelo (RIPA):

Lema 3.5. Assuma (H), sejam (z,q) € gra(A), (zx)k>0 € H € (yx)r>1 S H as

sequéncias geradas pelo (RIPA) (para dados pontos iniciais xo,x1 € H), e defina
hi = 3llzg, — 2|2, k > 0. Entdo, parak > 1:
1
hp1 — g — ag(hg, — h—1) + pri <l’k+1 + (E - 1) (Ths1 —Yp) — 2 q> <
(2 —pp)

1
5(% +ad)||log — ap_1 ) — TH%H —yl® (3.5)

Se ainda zer(A) # () e z € zer(A), entdo para k > 1:

—_

9 9 (2—pr) 9
hiy1 — by —ag(hy — hip—1) < S(ag +ap)llzg — o1 ||* — ank—kl —yill*

(3.6)

N}

Demonstracdo. Pela formulagédo equivalente do (RIPA) em (3.3), paratodo & > 1 temos

que
1 1
— x -y EA(x +(——1)x -y >
pkuk( k1 — Yk) ko (Th+1 — Ur)

Como A é mondtono e também (z, q) € gra(A), ou seja, ¢ € Az, temos

1
<$k+1 + (ﬁ - 1> (Tht1 — Yg) — 2

1
Pk

(g1 — ) — q> >0
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e

Tht1 — yk>

e

1 2
lopar — 2 |t — ya) — (E - 1) ")

donde

1
<xk+1 + (— - 1) (Tpy1 — Yg) — 2
Pk

1 1
—— (T | — 1) (w1 —yr) — 2
Pk

PkHE

e portanto

1
Pk <$k+1 + <E - 1) (g1 —yx) — 2

Agora, vamos somar aos dois lados da ultima desigualdade acima o valor hy 1 — by, —

L 1 1
ay(hp—hr—1),que éigual a 5(%+Of%)||$k—93k—1||2+<$k+1—yk|93k+1—2>—§||$k+1—yk||2
pelo Lema 3.4. Isso nos da a desigualdade (3.5) desejada, pois

_1_(i_1)_l_izpk—Qz_@—pk)

2 Pk 2pk 2py;

A desigualdade em (3.6) segue de (3.5) tomando ¢ = 0 € Az ja que agora
z € zer(A). [ |

Vamos particularizar ainda mais, acrescentando as hipéteses do Lema 3.5 que
0<pr <2

Lema 3.6. Assuma (H), suponha que (p;,)i>0 C ]0,2] e que z € zer(A). Sejam (zy,) >0
e (yx)r>1 as sequéncias em H geradas pelo (RIPA) (para dados pontos iniciais x, z1 €
‘H). Entdo, para todo k > 1 vale:
1 2—0p
hit1 — by — ag(hg — hip—1) < 5(0% + Oz%) - (T%k)(l - Oék)2] |log — 21|
. (2 B pk) (

2 2
P21 = ag) (lloggs = oill® = g = 212)
Pk

(3.7)

Demonstragéo. Pela segunda parte do Lema 3.6, basta mostrarmos que

1 2 9 (2—pp) 2
Z _ _ = Pk _ <
5 (o +ap)llzy — zp—1| 2 |zpr1 — yell® <
1 2y (2—pp) 2 2
- _ PR —ap
{2(% + aj,) 2o (1 —ap)”| lvg — 21
(2 —pg) 2 2
=~ B0 = ) (llopn = ol = ok = 2 ).

Como 0 < p;. < 2, temos %_prik > 0. Logo, € suficiente mostrarmos que

9 9 9 9 9
—[oppr —ygll” < =1 —ap)?|log — 21" — (1 — ) <||$k+1 —apl|* = [z — vp_q | )
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ou seja,
2 2 2 2 2
Jorsr = el = (1= ax)llz — 212 = (1= a) (leggr = all® = o, — 21 )2) 2 0.

Como w11 — Yk = Tp1 — Tk — g — Tp_1), t€mos ||lzg 1 — yil|? = lzgry — 2pl? +
aglleg — ap_1|* = 204 (w41 — 7 |25 — 2_1). Logo, basta que

2, 9 2
|21 — 2pll” + aglleg — o1 ||° — 200 (Tpg1 — 21 |78 — T)—1)

2 2 2 2
~(1 = o)l — ap ) = (1= ap) (lzkgn = el = g = 2x1)2) > 0.

Agrupando os termos com ||zj.,q — x3||> € com |z, — x;_ [/, temos que a
desigualdade acima € equivalente a

2 2
apllrgsr — ol + aglley — g1 |7 — 200 (w1 — 2 |2 — 2—1) >0

mas essa desigualdade ¢é verdadeira, pois o lado esquerdo é igual a ay ||z 1 — 25 —
(z, — x1_1)||%, que é trivialmente ndo-negativo ja que a;, > 0 por (H). [

3.4 AS SEQUENCIAS () E (t; 1)

Considere o problema de inclusdo mondétona (MIP) em que A é o operador
(ponto-ponto) nulo, ou seja, Az = {0}, Vz € H. Entéo, todo » € H satisfaz 0 € Ax
e portanto é solucdo de (MIP). Vamos analisar o que ocorre com o algoritmo (RIPA)
nessa situagdo. Temos que J,, 4 = (I +upA)~t =171 = T e portanto 2, =y =
x + o (T — xp_1), OU S€ja, v — x = (v — 2_1), Vk. Usando recursivamente
essa igualdade chegamos a

k

Tpi1 — T = Haj (x1 —xg), Vk>1
j=1

Fazendo uma soma telescopica em £ iniciando em 1, temos

k l
Tpy1 =1 + Z H aj | | (v1 — ), VE=>1.
=1 \j=1

Escrevendo v =21 —xg e f = Ef“zl <H§:1 aj>, temos x;. = xg + v, Vk > 1.
Se® v £ 0, ou seja, =1 # g, é facil verificar que a convergéncia (fraca e forte) de (z) é
equivalente a convergéncia de (5;.) e, nesse caso, se § = lim 3}, entdo z;. — xg + fv.
Como a série envolvida na definicdo de f;. é formada por termos nao-negativos, a
convergéncia de () € equivalente a >}, <H§:1 aj> < 00.

5 sev=0,entdo g = z; = 29 = 1 = y1. Como Ju.a =1, temos z2 = y; = 21 e indutivamente
mostramos x = o, Vk > 1 € entdo o algoritmo trivialmente converge.
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Assim, concluimos que mesmo para o operador mais simples (do ponto de vista
de resolver o problema (MIP)), a sequéncia (z;,) gerada pelo (RIPA) converge (fraco
ou forte) para uma solucdo® se, e somente se, pyas (Hé-zl ozj> < oo (exceto quando
xo = x1, quando a sequéncia permanece constante e portanto trivialmente converge).
Portanto, a fim de que (RIPA) convirja, € natural impormos a condicéo

00 l
Z HO&j < 0.

=1 \j=1

Na pratica, vamos garantir a convergéncia acima exigindo algo mais forte (condi-
cao (K() abaixo), mas que em algumas situacdes praticas interessantes € equivalente
a condi¢do acima (quando «;. > 0, Vk, por exemplo, como ocorre nos resultados da
Secédo 5.3. Veja Lema 3.7(2)). Assim, vamos assumir que

e l

Z HOéj < oo, Vi>1. (Kp)

=i \j=i

Assumindo (K|)), podemos definir a sequéncia real’

00 l 00 l
ti::1—|—z Haj = Z Haj , Yi>1 (3.8)
I=i \j=i 1=i—1 \j=i

e mesmo sem (K), podemos definir as sequéncias®

| k—1 l k-1 l L
| = . <
= (}la‘j) R (Eﬂ”) e s (3.9)

0, se i>k.

tik =

)

Veja que, para um dado i, (; ),>; € @ sequéncia de somas parciais de ;.
Lema 3.7. Seja (ay)r>0 S R>( e defina a sequéncia (t; ;.) pela Equagéo (3.9). Entdo:

1. Vi,kcomk >i+1,temos 1+ ot 1 =1},

00 l
2. se ;. > 0, Vk, entdo a condigcdo (K) € equivalente a > (H ozj> < 005
=1 \j=1

3. assumindo (Ky), a sequéncia (t;);>1 fica bem definida e satisfaz:

a)ti /'t sek — oo, Vi >1;

6 Nesse caso, “convergir para uma solugdo” é equivalente a “convergir”, ja que todo z € H é solucdo
de 0 € Ax.
7 Conforme mencionado na Segéo 2.1, ao longo deste trabalho vamos adotar a convengéo de que
H;;ﬁ a; = 1 para qualquer 4, 0 que justifica a igualdade em (3.8).
k—1
8 Vamos adotar a notagéo Y 5 = 0.
=k
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b) 1+ ajtiyr =t;, Vi>1;

=1 \J

00 l
4. (Ky) é equivalente a existir umig > 1 tal que > (H aj> < oo para todo i > 1.
s

Demonstraggo. Item 1): como i + 1 < k, temos ;1 = 1 + Zf:_iﬁrl (Hé-:Z-Jrl aj) e

tip=1+ Zf:_il (Hé-:i aj> (j& que também i < k). Portanto:

k-1 l k—1 l
I+t p=14+a; +a;- Z H aj | =1+a;+ Z Hozj
I=it1 \j=i+1 =i+l \j=i

k-1 [ 1
=14+> [Ies | =tin-
I=i \j=i

Iltem 2): veja que (K)) é claramente suficiente para a outra condicao, ja que
coincidem para ¢« = 1. Para a necessidade de (K), pela definicdo das sequéncias
(t; ) na Equagéo (3.9), temos que (; ;.);>1 € ndo-decrescente, pois € soma parcial de
série de termos ndo-negativos. Logo, dado um i > 1, a condig¢do > ;°, (Hg-:i aj> < 00
é equivalente a convergéncia de (t; ;.);>1, € portanto (Ky) € equivalente a (t; ;.);>1
convergir para todo ¢ > 1. A condigdo > ;°; (H§:1 aj> < oo garante a convergéncia
de (t1)r>1- Peloitem 1), parai+1 < kvalet; . = o%(ti,k —1),jaque o; >0, Vi, e
portanto o item 2) segue de um argumento indutivo (em i) sobre a convergéncia das
sequéncias (; j)r>1-

Item 3): a sequéncia (¢;);>1 claramente fica bem definida pela Equagéo (3.8).
Além disso, o item 3a) segue da observagao que, para um dado i, (; ;.);>; € a sequén-
cia de somas parciais de t; e (t; 1.)>; € ndo-decrescente, e o item 3b) segue dos itens
1) e 3a) fazendo k — oc.

Item 4): a necessidade segue trivialmente tomando iy = 1. Agora, tome i tal
que > 72, (Hé-:i aj) < oo para todo ¢ > ig. Dali, t; < oo se i > ig, € pela definicao de
(t; ) temos t; ;. ~t; se k — oo, Vi > ig. Em particular, ¢; . " t; < oosek — oo. Pelo
item 1) com i =iy — 1, para k > ig temos t;,_; ;. = 1 + ay,t;, 1.- Fazendo k£ — oo nos da
que

k-1 l
oo >1+ O‘iotig = khargo 1+ aiotio,k = kl;ﬂéo tio—l,kj = k}ggo 1+ Z H Q5
I=ip—1 \j=io—1
l

00
=1+ Z H aj | =1tj-1

l=ip—1 \j=io—1

donde t;,_1 = Zfiio—1 (Hé-:io_l aj> < oo e portanto a condicao (K) é satisfeita com
i = ig — 1. Um argumento indutivo nos mostra que (K) €, pois, satisfeita para todo
1> 1. |
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Nos Teoremas 4.1 e 4.9 também precisaremos do seguinte lema para provar a
convergéncia do (RIPA):

Lema 3.8. Sejam (ay)r>0, (ar)k>0 € (wk)p>0 Sequéncias de numeros reais satisfa-
zendoo; >0, Vi>0e

a1 < opa; + wy. (3.10)
Entao:

k k—1
1.VE>1: Y a; <typar+ )ty -w; ondet; € definido pela Equagdo (3.9);
i=1 i=1

2. assuma (K) e defina a sequéncia (t;);>1 por (3.8). Entdo, se 3 72 t;y1|wil+ <
oo, temos que

D lails < tilaa]y + ) tipilwls < oo (3.11)
i=1 i=1

Demonstragdo. Item 1): do Lema 3.7(1) temos que se k > i + 1, entdo 1 + a;t; 1 ), =
tik = tiy1x = tj ), — 1 . Multiplicando a Equagao (3.10) por ¢, j, para todos i > 1
ek>i+1(istoé, 1 <i<k-—1)temos

tiv1 k@ip1 < (tip — Dag + i gwi = a5 < (405 — L1 pig1) + tig1 gwi-

Dado k£ > 2 e somando a segunda desigualdade acimade i =1até: =k — 1,
observando que no lado direito temos uma soma telescépica, temos

k-1 k—1
Y ai <typar —tpgag+ Y iy wi
i=1 i=1
Mas por definigéo de ¢; ;. (Equagéo (3.9)), temos ¢;. ;. = 1 e portanto, passando o termo
—ty, ray = —ay, para a esquerda, nos da a desigualdade desejada (a desigualdade €
trivial para k£ = 1).
Item 2): aplicando o item 1) para as sequéncias ([a;]+);>0, (@;)i>0 € ([wil+)i>0
para todo k£ > 1 vale que

k k—1

D lail < tyglar)s + D tig glwil+

i=1 =1
Pelo Lema 3.7(3a) temos que ¢y j, <ty €t < t;y1, donde

k k-1

> ot < tila)s + > tipalwils -

i=1 i=1
O item 2) segue entado fazendo & — oo na desigualdade acima e usando a hipétese de
que 32,2 ti1[wil4 < oo L
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4 CONVERGENCIA FRACA DO (RIPA)

Neste capitulo, vamos estabelecer os teoremas gerais que garantem a conver-
géncia (fraca) do (RIPA) para alguma solu¢ao do problema de inclusdo monétona (MIP).
Os principais resultados do capitulo sdo os Teoremas 4.1 e 4.9. De forma geral, vamos
assegurar convergéncia utilizando o Lema de Opial (Lema 2.17), que é o resultado
classico na analise ndo-linear para garantir convergéncia (fraca) de algoritmos.

Para garantir a convergéncia do (RIPA), além da hipdtese (K), cuja necessi-
dade ja foi apresentada na Secao 3.4, vamos também precisar de um certo “balanco”
entre o efeito de inércia (parametros «;.) e o efeito de relaxagéo (parédmetros p;.). Mais
precisamente, além de assumir (K), vamos também exigir que a seguinte condigao,
relacionando («y,) e (py.), seja satisfeita:

Jee€]0,1] e JkeN talque Vk>k (K1)

2 — pp—1 2—p 2 — pp—1
(I—e)———(1—ap_1) > aptpyr | 1 +ap+ (1—-ap) - ———(1—ag_1) :
P—1 Pk P—1 N

O principal papel da hipétese (K1) no teorema a seguir é garantir que > 72 oty 1|lz; —
z;_1||? < o0, e dessa conclusdo seguem os demais resultados.

Teorema 4.1 (Convergéncia fraca do (RIPA), verséo 1). Assuma A : H = H mondtono
maximal com zer(A) # 0, (ag)k>0 € [0,1], (pr)k>0 € 10,2], (1x)r>0 € R>o, € assuma
(Ky). Entao, para qualquer sequéncia (x};) >0 gerada pelo (RIPA), temos:
1. se vale também a hipdtese (K1), entdo § %(1 — )|z — x| < < e
. i=1
portanto > a;t; ||z — :EZ'_1||2 < 00.
i=1

o0
Assuma, de agora em diante, que > a;t;,1||z; —xi_1]|* < oo (por exemplo, assumindo
i=1
(K1)). Entao:
- 2 o 2
2. lei(Q — pi)titalliAp, (yi)]|* < oo e lei(Q = pi)titalliAp, (i) |7 < oo;
1= 1=
3. Vz € zer(A), a sequéncia real (||z), — z||)i>0 converge, e portanto (vy);>o €
limitada.

A partir de agora, assuma também

lim sup p;. < 2; (K2)
k—o00

liminf p;. > 0. (K3)
k—00

' Veja que para cada par de pontos iniciais z( e =1, ainda que utilizemos os mesmos parametros, a
sequéncia (xy) gerada pelo (RIPA) pode ser diferente.
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Entao,
4. 1 A —0e li A —0;
kggolluk 1 (W) | kggolluk e ()|

5. se ainda likm inf pg, > 0, entdo existe r~, € zer(A) tal que z;. — r € Yy, — Too
— 00
(convergéncia fraca em H).

Observacao 4.2. Se 0 < p;, < 2, Vk, (que é o caso do Teorema 4.1), note que
a hipotese (K5) é equivalente? a existirem k:o € Nep € ]0,2[ tais que se k > ky,
entdo p;,. < p < 2, OU seja, a sequéncia (p;) é 3 eventualmente bounded away from 2.
Similarmente, a hipétese (K3) € equivalente a existirem k1 € N e p € |0, 2[ tais que se
k > kq, entdo p,. > p > 0, ou seja, a sequéncia (p;.) é eventualmente bounded away
from 0. Em particular, as hip6teses (K5) e (K3) podem ser garantidas exigindo que
0<p<p,<p<2 paratodo k, paradados 0 < p < p < 2.

Demonstragéo. Item 1): fixe z € zer(A) e defina a sequéncia ancora hj, = %Hl"k; — 2|2
Para k > 1,definaag = hy — h_q1 e

1 2y 2Pk 2
= | = — 1— —
o= |l ad) = 2P0 = 2] oy - oyl
2 — pg 2 2
= 20— ) (loggr — l® = ok — 2112) (4.1)
Pk

Assim, o Lema 3.6 pode ser reescrito como ay | —agay < wy = apr] < apapt+wy, para
todo £ > 1. Pelo Lema 3.8(1), Zle a; <ty par + Ef;f tit1,kwi- GOMO ay = hy — hy,
temos

k k k-1
hyy—ho =Y (hj —hi—1) = Z K(h = ho) + > tigy pwi
=1 =1 =1
k-1
= )t p(—2w;) < 2 (tg (h1 — ho) — by + ho) < 2 (1 glh1 — hol + ho)
i=1

onde a ultima desigualdade segue de h;. > 0. Defina a constante C := 2t1|h; — hg| +
2hg > 0. Como t; ;. < t; (Lema 3.7(3a)), temos Zf:ll tiv1e(—2w;) < C, VE > 1,
Substituindo a expressao que define w; nos da

— pi
me[( P11 a0y <ai+a%>) s — w1

2—pi

7

+

<O VE>1. (42)

(1= ) (i1 = ill® = lles — w1 ]?)

2 Se vale (K3), COMO inf,,>1 Sups,, pr = limsup pj, < 2, existe mo € N com 7 := supys,,, pr < 2. Dai,

se k > mo, entao p; < sup;s,,, pi = p < 2, como afirmado. A equivaléncia de (K3) € analoga.
3 Definigdo 2.14.
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Agora, note que:

Z tit1, k
- Z tz—i—l k:

2—pi1 — 2
—Zt p—zl(l—az Dllzi = 2] Ztiﬂ,k
i=1

2 — po 2—pp—1
i p (1 —ag)llx1 — wo|? + g p —1(

2 2
=) (s = all® = s — i)

L1 = ay)llw; — @i

1 — aj)||mip1 — xz” Z tit1, k

0
L1 — o)l — |

9
1 —ag_1)|lzg — 1]

k-1 2, 2,
— 01 .
= (tzk— — (1 —aj_1) =ty p——(1 — 0%)) lar; — w1
‘ Pi—1 Pi

2—po 2—pp—1
—t1 po (1 - ag)||z1 — zol|? + tgp——"—

9
(1 —agp_1)l|zg — 21"

Como ty. K ppk ! (1 - ak_1)||xk — [Ek_1||2 >0e tl,k < t1, temos

L= aq) (i = il i = i) 2

Z tit1, k

kfl

2—pi—1 2—pi
EZQM pi u—%Aw%Hu;,’u—%Qn@—mqw
-1 Pi—1 Pi
2—po
—t (1 — ag)l|zy — =o]%
£0

Juntando essa desigualdade com (4.2), para todo k£ > 1 temos

k-1
2 —p 2—pi—1
) [ti+1,k ( > L1 - a;)? — (g + 04@2)) +tp———(1— 1)
7

2—p; 2—po
—tip (1~ ai)] N = 2i]? — (1-ag)||z1 —zo)* < C
1
ou seja,
k-1
Y ikllwi—wial? < G, VE>1 (4.3)
i—1

onde ¢y := C + t12;§’°(1 — ap)|lz1 — 7o||* é uma constante (ndo-negativa) e, para
1<i1<k—1,

2—p 2—pi—1 2—pi
5k-—nﬂk( ~ %1—%9—w%+wﬁ0+nk——i—«kaFn—mHﬁ —Li(1ay)

) i—1 )
Agora, vamos reescrever J; ;. de forma mais amigavel, utilizando a identidade
L+t =t parak > i+ 1 (Lema 3.7(1)). Mais precisamente, se 1 <i < k — 1
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(ou seja, k > ¢ + 1), vamos substituir ¢; ;, = 1 + a;t;,1 . Na expressao de 9; j

2—pi_

ik = p.le L1 —a;q)+

i
2 - — Pi—1 P
tz+1,k[ P (1—- 0‘1)2 (o + )+042 01 21 (1—aj1)— P Z(l - z)]
1 11— 1

2 i

= 2P g )t
Pi—1

2= pi 2= pi-1
tivig| (=0 +af)—" — (o + af) + ;=" (1 — ;1)
Pi Pi—1

l—ajq)— itit1 Py i1
i i—

2 pi 2—pi
L+a; + (1 — ) Pi _ Pi 1(1—ai1)].

Agora, como t < [t]4 (por definico de [t]+) € t; 11 ; < t;y1, temos

&
2 — pi_ 2 — pi 2 — pi_
b > L1~ i) — agtin (1 + o + [ P — o) - = - 0%—1)1 ) :
Pi—1 Pi Pi—1 +

Logo, pela Equagao (4.3), temos

=l

> (Bl a - g) sl £ G ezl (44

i=1 L=

E hora de usarmos a hipétese (K7): sejam ¢ € 10,1] e k € N tais que se k > k, entao
(1— 5)%(1 —ay_q) > & Logo, para i > k,

<%(1 — 1) — &') > (%(1 — 1) — (1 - €)M(1 - Oéz'l))

Pi—1
2—p;i_
Pi—1
Logo, se k > k + 1, temos
k—1 2 — e
— Pi—1 1
Y e 1= oyl — i |P < Z ( —(1 - 1) - f@) i — w1 1?
ik Pi—1 ik Pi—1

e, portanto, pela desigualdade acima e por (4.4), para k > k + 1:

k—1
X 2—pi1 — Pi-1
( Pitl() gy - )n% xlnﬁ+§je L1 ) s — 22
i—1 Pi—1
k—1
2—pi-1
2:( DLy gy ) - )H%—wzn\ o
-1 Pi—1
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donde
Y )
— Pi-1
Yo e (1 - o) — i |? <
o Pi—1
1=k
k-1 2- )
1
1 _Z ( Py 21 (1_%'—1)—&') |z — 2 1]|% Vk>k+1.
i=1 =

Assim, como o lado direito da desigualdade acima independe de k, fazendo k — oo,
temos > 7%, 52;f_i1‘1 (1—c_1)|lz; —2;_1]|> < oo € portanto 37°, %(1 — o) ||z —
z;_1||? < 00, 0 que nos da o primeiro resultado do item 1).

Para a segunda parte do item 1), lembre que se k£ > k, entdo (1 — 5)%(1 —
ap_1) > &, (segue da hipdtese (K1)). Além disso, como «; > 0 e [t]+ > 0 para
qualquer t € R, da definigdo de ¢; segue que &; > a;t; 11, € portanto para i > k, temos

2,
(1— )52 (1 — aj—1) > atiyq. Logo,

Pi—1
00 > o P
it
D aitipll —wialP < (1-2)) p,—zl(l —aj_1)|lwi = wim1]* < o0
i=k i=k '

em que a convergéncia da série do lado direito segue do que acabamos de provar.
Logo, > 7% ajtiv1lla; — z;_1||? < oo e isso encerra o item 1).

Item 2): fixe novamente = € zer(A) e defina by, = %ka — z||%. Agora, em vez
de utilizarmos o Lema 3.6 como feito no item 1), vamos utilizar o Lema 3.5 em que
aparece também a sequéncia (y;). Como =1 = (1 — pp)yr + pr I, 4(yg), temos
Tp41 — Yk = Pk(J 4 (Yk) — yi)- LOgo, pela Equagao (3.6), para todo k£ > 1 temos

1 9 2 Pk 2
hip1 — hy, — ag(hy — hg—1) < 5(% +ap)llzg — vp—1l]” — (2 — Pk)7H JunAr) — il

Para k > 1, defina as sequéncias a;. := h;. — hj._j €

1 2 2 Pk 2
wi = g + o)z — 2 ll” = 502 = o) [ e ayr) — wil
de forma que a desigualdade acima pode ser reescrita como a1 — opap < wp =
apy1 < ogay +wg, Yk > 1. Pelo Lema 3.8(1), para um dado k£ > 1, temos

k k k-1
hiy—ho =Y (hi—hi—1) =Y a; <tygar+ > tigy gwie
=1 i=1 i=1
Como 0 < o; < 1,07 < a; = i(a; +a?) < oy, donde w; < ajf|z; — z;_1]> — %(2 -
pi)ll 3, 4(yi) — vil|* e portanto

k—1
Pi

hi—ho < tyglhy —ho) + D tiviy [%’Hfﬂz’ — 2| - 5 2= pi)ll 3 a(yi) — yil?
=1
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que reorganizando nos da

—sz — piVtis1gell Juoa(ws) — will® <ty (b1 — ho) — by + ho +

> aitiyrgllri — x| (4.5)
i=1

Agora, como iy, > 0, t; 41 < t;41 (Lema 3.7(3a)) e

k—1 k—1
Zaz i+1, k:sz - Tj— 1|| < Zaz H—l”fpz - Tj— 1” < Zaz H—l”xz - Tj— 1|| <0
=1 =1 =1

definindo Cy := t1|hy — ho| + ho + 32591 ajtiv1||w; — x;_1]|* < oo, pela Equagao (4.5)
temos

_sz — pi)tip1 kHJuZ (i) — yzH2 < Cy, Vk > 1.

Como ¢;,1 ), = 0sei+ 1>k (por definicdo da sequéncia (t; ;) em (3.9)), ou seja, se
i >k —1, entdo

sz —pitivt gl T aly) —will* < 2Co,  VE>1. (4.6)

A Equacéo (4.6) ja esta muito proxima da primeira conclusdo do item 2), basta
apenas substituirmos os t; 1 ;. pelos ¢;. Como ¢;,1 ;. ;11 se k — oo (Lema 3.7(3a)),
queremos de alguma forma poder passar um limite em k£ — oo na Equagao (4.6).
Para formalizar essa passagem, vamos utilizar o Teorema da Convergéncia Mondétona:
considere o espago de medida (N*, P(N*), #) onde P(N*) é a o-algebra das partes de
N* e # é a medida de contagem. Para cada k£ € N*, considere a fungéo f; : N* — R>
dada por f(i) == pi(2 = pi)ti1kll JA(vi) — vill%, de forma que a Equagéo (4.6) pode
ser reescrita como

/ frd# < 209, VE > 1. (4.7)
N*

Como t; ;. < t; 41, Vi, temos f. < fii1 e portanto (fy)r>1 € uma sequén-
cia n&o-decrescente. Além disso, se definimos f: N* — R>q por f(i) := p;(2 —
pi)tisill JMA(yZ-)—yZ-H?, comot; ;. — t; se k — oo, entdo f;. — f (convergéncia pontual).
Assim, as hipéteses do Teorema da Convergéncia Monoétona sao satisfeitas, e portanto

Eq

N*fd#:kh_?go/l\l*fkd# / Jd# <205 <

ou seja

(0.]
S o= it alo) =il = [t < o0
1=1
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que nos da a primeira convergéncia prometida pelo item 2), pois p; Ay, (yi) = J,, 4(yi) —
y;. Para a segunda parte, veja que

i A (NP = 13 1 A ()12 = 1311 A (90) + [ (1) = A ()11

Agora, pela identidade do paralelogramo ||u + v||? + |Ju — v||?> = 2||u||? + 2||v||? temos
Ju+v]|? < 2|jul|? + 2||v||%. Usando essa desigualdade com u = A, (y;) € v = Ay, (2;) —

Ay, (y;) e a equago anterior, concluimos

1 A () 1P < 202 | A (i) |2+ 203 | A (1) — Aps () ]|%

Como 4, é i-Lipschitz (Proposicéo 2.8), temos || Ay, (z;) — Ay, (yi) || < %lei—yi“? =

>
ﬁ”%’ — (z; + iz — 2 ))|? = %H%’ — x;_1|%, donde

i Ay ()1 < 203 A () |12 + 202 |5 — a1 1 < 203 A, () II? + 20| — 251 ]|
jaque 0 < a; < 1. Logo,

pi(2 = piltivilliiAu (x)1? < 2012 — pi)tisa i Au W) I” + 2p:(2 — pi)tiv1aillz; — x|
< 205(2 — pi)tica iAW) |? + 20t 1 || o — 1))

ja que p;(2 — p;) < 1 pois o0 maximo valor da fungdo R > t — t(2—-t) e Ré1. A
desigualdade acima mostra que 3" p;(2 — pi)tiv1llpiAy, (2;)||? converge, pois na
primeira parte do item 2) mostramos que 3 72 p;(2 — p;)ti+1 HMAM(yi)H? converge e
estamos assumindo que > 7% a;t; 1|z — z;_1||?> < co. Isso encerra o item 2).

Iltem 3): seja z € zer(A) e defina novamente hj, = %ka —z||2.Como 0 < o, < 1,
%(ak—i—a%) < oy, e portanto a Equacéo (3.6) nos da hy, 1 —hy < ap(hg—hi_1)+ag||zr—
zj_1|1?, Yk > 1. Definindo aj, := hy, — hj_1 € wy, == agllzy — xp_1]|%, temos aj g <
agag 4w, Yk > 1.Como wy, > 0, [wy]+ = wy, € portanto t; 1 [w;]+ = ajtiyt ||z — zi—1]>.
Dai, 3, tiy1lwil+ < oo pois estamos assumindo 37, at; i1z — 2;_1||> < oco. Assim,
pelo Lema 3.8(2) temos

> Thi = hicaly = gl < oo
i=1 i=1

Defina a sequéncia real ¢j, := hy — Y%, [hj — hi_1)+, para k > 1. Como hy > 0
e M [hy — hica)e < 200 Mhi — hia]s < oo, temos ¢, > — S0 [y — ]y >
—o0, Vk > 1, ou seja, ((x)x>1 € limitada por baixo. Além disso, como ¢ < [t], temos
—[t]+ <-—-te

k+1 k

Gt = hier — Y lhi = himal+ = hyr = ) b — hic1)s — [hyr — g+
i=1 i=1
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k k

<hpyr — D _lhi = hicalw = (hygr = hi) = b = Y [hi = hi—a]4 = G
i=1 i=1

isto &, (Cx)r>1 € ndo-crescente (e limitada por baixo), logo converge, digamos ¢, —
¢ € R Assim, §l|zy, — 2|% = hy = G+ X5y [hi — hict) — ¢+ 24 [hi— hii]+ €R, @
portanto (||zj, — 2||)k>1 converge, 0 que mostra a primeira afirmacao do item 3). Como
(llz — 2]|)x>1 converge, € limitada, e como ||z|| < ||z} — z|| + |||/, concluimos que
(xk‘)k‘21 é limitada.

Item 4): agora, estamos assumindo também (k) e (K3). Pela Observacao 4.2,
existem kg € N, peptaisque 0 < p < p, <p <2, Vk > ko. Dai, para k > kg, temos
pe(2—pr) = p(2 —p) e, como t; > 1,

Z HNZA/LZ yz H2 sz pz 2+1”M2Auz(yz)u2 <
i=kg i=ko

pelo item 2). Como p(2 — ) > 0, segue > 72 |1 Ay, (y;)||> < oo e portanto lim;_,
i Ap; (i) = 0. O caso lim;_, ||pi Ay, ()] = 0 € andlogo, utilizando também o item
2).

Item 5): agora, liminfy .. pz > 0. Como p; > 0, Vk, por um raciocinio se-
melhante ao da Observagao 4.2, existem k; € N e p > 0 tais que se iy, > u >
0, Vk > ky. Para mostrar a convergéncia (fraca) de (z;), vamos utilizar o Lema de
Opial (Lema 2.17). O item 3) ja garante uma das hip6teses do lema. Para a outra
hip6tese, primeiramente note que, para k > kq, pelo item 4) temos

1 .
[Ap (@)l < —pgell A ()| — 0 = lim [|Ay, (zp)]] =0
M k—o00
ou seja, a sequéncia (A4, (z1));>1 converge (forte) para o vetor nulo. Agora, a fim de
verificar a segunda hipétese do Lema de Opial, seja = um ponto de aderéncia fraco de
(7,), digamos z;, — T se n — oo. Pela Equagéao (3.2), temos

A, (1) € Az, — pi, A, (01,)) . Vn €N
ou seja

(:ck” — ik, A, (q:k,n) A, (:Ukn)) € gra(A), Vn € N.

Agora, pelo item 4), Ay, (zp, ) — 0, donde xj, — up Ay, (7, ) — Z. Além disso,
concluimos acima que Ay, (z;) — 0, e portanto A, (z; ) — 0. Dai, pela Proposi-
cao 2.7(2), segue que (7, 0) € gra(A), ou seja, 0 € AT e portanto T € zer(A).

Isso verifica a segunda hipétese do Lema de Opial, e portanto existe x4 € zer(A)
tal que z;, — z,. Resta apenas mostrar que y;, — z. Mas por definicdo de (RIPA)

temos vy 1—yi = pi(J i A(WK)—y)- Peloitem 4), temos J,, A (yi)—vr = — A, (yi) —
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0ecomo 0 < p, < 2segue vpy1 — Y = pr(Jy,alyr) — yx) — 0. Em particular,
rp11 — Y — 0 e portanto, como zj, — zso, temos y, — z+ € entdo encerramos o item
5) e a prova. |

Num primeiro momento, garantir a hipétese S5 a;t; 1|z — z;_1]|> < oo (sem
assumir (K1)) pode ser desafiador, j& que ela envolve toda a sequéncia (zj,) que, a
priori, € desconhecida. No entanto, podemos proceder utilizando uma “on-line rule”
apropriada, conforme segue.

Primeiramente, note que se 0 < o, < @ < 1, Vk > 1, ou seja, (ay);>1 €
bounded away from 1, entao Hé.:i aj <@!="! e portanto

00 l 00 — 0 l o
Z Haj glz:;a —tr :;6 :1_a<oo.

=i \j=i

Logo, automaticamente (K) é verificada. Além disso, pela definicdo de t; (Equa-
¢do (3.8)) e como 1 + 1% = 1=, segue 1 < t; < 1=, Vi. Logo, a convergéncia
de %% a;tip 1|z — xi_1]|? é equivalente & de 5%, a;||x; — x;_1]|>. A conclus&o aqui
é que para assegurar (Ko) € > 22 oty |z — z;_1||* < o0, que sdo duas importantes

hipéteses no Teorema 4.1, é suficiente garantirmos que

0<aqp<a<l, Vkeparaalguma € [0,1]

o (4.8)
ZlainCi —2;_1]% < oo
1=

Por sua vez, uma forma de garantir (4.8) é prosseguir como no Algoritmo 1,
em que a cada iteracdo k, temos 0 < o, < ap < a < 1 e aléem disso o, < @ <
Bkm (se zj, # x1_1), donde ay ||z, — z;_1]|* < B) (Mesmo se zj, = xj_1, POis
nesse caso oy, = 0) e portanto segue >"7° ; ay||z; —7;_1|? < oo ja que por escolha de
(81) temos " B, < co. Na prética, podemos escolher 3. = 8% com 0 < 5 < 1 (rapida
convergéncia ;. — 0), ou 3. = % com p > 1 (convergéncia ;. — 0 mais lenta), por
exemplo.

Quanto a convergéncia do Algoritmo 1, conforme explicado acima, sua constru-
cao verifica (4.8) e portanto garante as hipéteses (Kg) e > 52 a;tit1]la; — zi_1||? < oo.
De acordo com o Teorema 4.1, o Algoritmo 1 convergira (fracamente) se também
supusermos (K»), (K3) e liminf;_, . pp > 0.

A seguir, vamos obter diversos corolarios do Teorema 4.1 para certos casos
particulares. Primeiramente, vamos considerar o caso de (RPA), sem inércia, ou seja,
ap. = 0,Vk. Essa convergéncia ja fora obtida por Eckstein e Bertsekas (1992, Teo-
rema 3), incluindo o caso inexato do calculo do resolvente J,,, 4(zy,).
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Algoritmo 1: (RIPA) com “on-line rule”

Dados: A : # = H (monétono maximal com zer(A) # (),
ro, 1 €H, @€ 0,1[e (B)r>0 € R>p com > B < oo.

parak =1,2, ... faca

2 se z;. # r;_1 entao

1
.

o — xp—1]?

-

4 senao
‘ ap = 0;
fim
Escolha oy, € [0, @] ; // ap=0 se z =T}
Escolha p;. € 10,2] e pp. > 0;
Defina yj, =z + ap(zp — 1) € 2p1 = (1 — pp)yp + pr I, A(Wg)-

© 00 N o o

10 fim

Corolario 4.3 (Convergéncia fraca do (RPA)). Sejam A : H = H mondtono maximal
comzer(A) # 0, (pr)r>0 € 10,2] e (ux)r>0 € Rso. Dado um ponto inicial zo = z1 € H,
considere a sequéncia gerada pelo (RPA):

k>1: Tp1 = (1= pp)xg + pp I a(@)-

Entao,

1. X g — zill? < oo

=1 7
2. Vz € zer(A), a sequéncia real (||z, — z|)x>0 converge, e portanto (xy)i>o €
limitada.

A partir de agora, assuma também que lim inf p;, > 0 e lim sup p;. < 2. Entéo, valem:
k—o0 k—o00

3. lim (g Ay ()] = 0;
— 00

4. se tambem 1%} ioréf pg > 0, entdo existe xo, € zer(A) tal que x;, — xroo.
Demonstragédo. Aqui, ndo ha inércia e portanto «;, = 0, Vk. Dessa forma, (K) € trivial-
mente satisfeita e ¢; = 1, Vi. Além disso, (K1) € satisfeita para qualquer ¢ € ]0, 1] e com
k =1, ja que o lado direito de (/) é identicamente nulo. Assim, todas as hipoteses
do Teorema 4.1 sdo satisfeitas, e os itens 1), 2), 3) e 4) seguem, respectivamente, dos
itens 1), 3), 4), 5) do Teorema 4.1. Veja que nesse caso sem inércia, y;. = xy. [ |

Agora, consideramos 0 caso sem relaxagao, ou seja, p,. = 1, Vk. Nesse caso,
como 2;% = 1, a hip6tese (K;) se reduz a:

3]0, e 3keN talque Vk>k: (K1)

(L=e)(I —ag—1) = aglppr (1 + o + [ag_1 — o)1)
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Corolario 4.4 (Convergéncia fraca do (IPA)). Sejam A : H = H mondtono maximal
com zer(A) # 0, (o)r>0 € [0,1] € (1) x>0 € Rso. Assuma (K) e defina a sequéncia
(t;)i>1 por (3.8). Entdo, dados pontos iniciais o, x1 € H e definindo a sequéncia (xy,)
pelo (IPA):
E>1: { Yk = ) + ap(p — 5-1)
Tht1 = J 4 (Ug)

temos:

~ o0
1. se vale também a hipétese (K1), entdo S (1 — o;)||xi41 — z;]|*> < oo e portanto
i=1

o0

'21 aitipr|lz; — zi—1)|? < oc.

1=
Assuma, de agora em diante, que Y ;2 a;ti 1|z — i 12 < oo (por exemplo, assu-
mindo (K1)). Entdo:

o0 o0
2. _thi+1||MiAui(yi>||2 <o e thz'HHMiAu,»(l’i)HQ < 00,
1= 1=

3. Vz € zer(A), a sequéncia real (||z), — z||)x>0 converge, e portanto (xy);>q €
limitada;

4. lim A =0e lim Ay (zp)]| =0;
k_mHMk el k_mHuk e ()|

5. se ainda hrn mf up > 0, entdo existe r~, € zer(A) tal que r;. — o0 € yp. — Too
(convergenc:a fraca emH).

Demonstragcdo. Nesse caso, p;, = 1, Vk, e entdo, trivialmente valem (K5) e (K3). Além
disso, veja que a hipdtese (k) se reduz nesse caso a (K1) ja que % = 1. Logo,
as conclusdes aqui seguem imediatamente das respectivas conclusdes dos itens do

Teorema 4.1, ja que p;(2 — p;) = 1. |

De forma anéloga ao que mencionamos ao final do Teorema 4.1, podemos
garantir a hipétese S22, a;t;1]|z; — x;_1|> < oo no Corolario 4.4, sem assumir (K1),
utilizando uma on-line rule semelhante a do Algoritmo 1, ou seja, podemos substituir
as hip6teses (Kg) € S22 a;t;i1lzi — ;-1 < oo pelas hipéteses em (4.8):

0<aqp<a<l, Vkeparaalguma € [0, 1]

S 2

> ajllz; = mq]]7 < oo

i=1
Nesse contexto do (IPA), o Corolario 4.4 com as hipéteses em (4.8) nos dao exata-
mente o Teorema 2.1 de Alvarez e Attouch (2001), enunciado abaixo para conveniéncia
do leitor e utilizando notagao consistente com este trabalho:
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Corolario 4.5. Sejam A : H = H mondtono maximal com zer(A) # 0, (ag)r>0 € [0, 1],
(1i)k>0 € Rug € xg, m1 € H pontos iniciais. Defina a sequéncia (vy,);>o pelo (IPA) e
suponha que:

1. 3u > 0 tal que py, > p, Yk > 0;

2. Jael0,1]talque0 < oy, <@, Yk > 0,
- 2

3. ZlainCi — 1|7 < oo
1=

Entao, existe x, € zer(A) tal que zj, — xo0 € Y — Too-

Demonstragcdo. As hipoteses 2) e 3) acima garantem (4.8), em particular implicam
(Ko) e > i2q ajtiprllz; — z;_1||? < oo. A convergéncia segue entdo do Corolario 4.4(5)
ja que liminfy_,o pg; > p > 0 pois py, > p > 0, Vk, por 1). A demonstragéo original
(excetuando-se a conclusao de y;.. — x) pode ser encontrada em Alvarez e Attouch
(2001, p. 7) utilizando diretamente o Lema de Opial. [ |

Ainda em Alvarez e Attouch (2001) na Proposicéao 2.1, os autores descrevem
uma hipotese suficiente para as condi¢des 2) e 3) do Corolario 4.5: 0 < ap. <a < % e
(a)k>0 N@o-decrescente, que combinada com Alvarez e Attouch (2001, Teorema 2.1)
(correspondente ao Corolario 4.5 neste trabalho) lhes rendeu:

Corolario 4.6. Sejam A : H = H mondtono maximal com zer(A) # 0, (ap)k>o € [0, 1[,
(tk)k>0 € R e xg, z1 € H pontos iniciais. Defina a sequéncia (xy,);>( pelo (IPA) e
suponha que:

1. 3u > 0 tal que puy, > pi, Yk > 0;
2. Ja € |0, %[ tal que 0 < oy, < @ e (ay),>0 € ndo-decrescente.
Entdo, existe x, € zer(A) tal que xj, — xoo € Yj, — Too-

Demonstragdo. A demonstracdo original (sem a convergéncia y;, — x~) S€ encontra
em Alvarez e Attouch (2001, Proposicdo 2.1 na p. 9), e pode ser feita, alternativamente,
utilizando o Corolario 4.7(5) a seguir, que por sua vez se baseia no Teorema 4.1. N

Através de Attouch e Cabot (2020) e em maos do Teorema 4.1, podemos fortale-
cer o Corolario 4.6 de Alvarez e Attouch (2001) removendo a hipétese de que (o) x>0
€ ndo-decrescente:

Corolario 4.7. Sejam A : H = H mondtono maximal com zer(A) # 0, (a)r>0 € [0,1]
e (1r)k>0 € Rso. Suponha que existe @ € [0, %[ tal que 0 < oy, < @, Vk. Entdo, dados
pontos iniciais x(, r1 € H e definindo a sequéncia (x;,) pelo (IPA) temos:

s 2
1. _Zlﬂxi—%—ﬂ! < o0;
1=
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i Ap (29) > < 00;

Mg

2.
1

)

3. Vz € zer(A), a sequéncia real (||z), — z||)x>0 converge, e portanto (xy);>q €
limitada;

4. klim 1 Ape (yp)ll =0 € lim ||pg Ay, (vg)]] = 0;
—00 k—o00

5. se ainda likm inf g, > 0, entéo existe v, € zer(A) tal que rj, — 0 € Yj, — Too-
— 00

Demonstragdo. Vamos utilizar o Corolario 4.4. Como 0 < o <a < % a hipétese (K)
é verificada, ja que t; < 11 (veja Equag&o (3.8)). Agora, vamos verificar (K1). Por um
lado, para todo £ > 1:

1
1-a

aptpr1(1+ap + [ap_1 — agl+) = agtpq (1 +max{ag, ap_1}) <a@- (I +a).

Por outro lado, 1 — «y,_1 > 1 — @. Logo, podemos garantir (I?l) mostrando que

Ql

Je €]0,1] talque (1 —¢)(1 —@a) > (1+a) (4.9)

1—

=]

pois nesse caso (f(l) sera satisfeita com k£ = 1. Por sua vez, (4.9) é equivalente a
l-a> %= (1+a)1aquel—a>0etemos

l-a> © l+m) = (1-a?>a+at<=a’-2+1>a+a’
—

—_

<— 1>3a<—a< -.

w

Logo, como estamos justamente assumindo a < % verificamos (f(l), e por-

tanto satisfazemos todas as hip6teses do Corolario 4.4. O item 1) segue de Y 77, (1 —
o;)||zi1 — z;]|> < oo (Corolario 4.4(1)) ede0 <1—-a<1-a; <1, Vi Similarmente
o item 2) segue de Y%, t; 1 || Apu ()]|> < oo (Corolario 4.4(2)) e 1 < t; < 1=, Vi.
Os itens 3), 4) e 5) seguem imediatamente dos respectivos itens no Corolario 4.4. R

Por fim, vamos analisar o caso particular de (RIPA) em que os parametros «;.
pj. SA0 constantes, ou seja, aj. = a e p;, = p.

Corolario 4.8. Sejam A : H = H mondtono maximal com zer(A) # 0, o, = a € [0, 1],

pr = p €10,2[ e (ug)r>0 € R>o. Suponha que

2 —
Tp 1-0a)? > a(l+a) (4.10)
Entdo, dados pontos iniciais x(, x1 € H e definindo a sequéncia (x;,) pelo (RIPA) temos:

= 2
1. 2”%-%-1” < 00;
1=
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12 Ap, () ||* < 00;

M8

2.
1

)

3. Vz € zer(A), a sequéncia real (||z), — z||)x>0 converge, e portanto (ry);>o €
limitada;

4. klim Ay (ye)ll =0 € lim ||ug Ay, (2)]] =0,
—00 k—o00

5. se ainda 1ikm inf g, > 0, entéo existe v, € zer(A) tal que xj, — ro0 € Y, — Too-
—00

Demonstracdo. A estratégia é utilizar o Teorema 4.1, verificando as hipéteses (K\)) e

1

(K1). Como 0 < o, = a < 1, Vk,entdo 1 < t; = ;= < oo (veja Definicdo 3.8) e

portanto (k) esta garantida. Como «j, = « € p;. = p, temos

2 — P 2 —pr—1 2—p 2—p
(l—op) - ———(Q-ogq)| =|—(10-a)——(0-a)f =0
Pk Pk—1 n p p +
e portanto (K;) € equivalente a:
. 2—
Je€]0,1] e Jk € N taisque Vk >k : (1— 5)—[)(1 —a) > atp (14 a).
P
Portanto, como ;1 = 7 1a, uma condicao suficiente para (K;) é
2 —
Je €10,1] tal que (1 —¢) p(1_a)21“ (1+a)
P — o

. , 2— .
que por sua vez € equivalente a —p(l —a) > 125 (1 + «a), 0 que € assegurado por

(4.10). Logo, (Ky) e (K1) estao garantidas e podemos utilizar o Teorema 4.1. Para

o item 1), temos > 7%, 2/’11 (1 — aj_1)||zi — zi—1||*> < oo (Teorema 4.1(1)) e como

pi =p €10,2[, ¢; = a € [0, 1], para todo i temos 2= p_’ (1—a;_q) = 2pp(1—a) >0e
portanto segue nosso item 1). Similarmente, como S0 0i(2 = pidtiva |l i Ay, ()]
oo (Teorema 4.1(2)) e p;(2—p;)tir1 = p(2— p) - > 0, segue nosso item 2). Finalmente,

os itens 3), 4) e 5) seguem dos respectivos |tens no Teorema 4.1. [ |

A desigualdade (4.10) nos da um indicativo do balango existente entre os efeitos
de relaxagéo e inércia, pelo menos nesse caso particular de o, = o € [0,1[ € pp =

€ 10, 2[. De fato, podemos reescrever (4.10) como p < 22(21—002 Assim, para um

dado « € [0, 1], o valor limite para o parametro de relaxagéo € p,,(«) = 20521—2‘11 pois
para qualquer p € [0, p;u[, 0 Algoritmo (RIPA) tem garantia tedrica de convergéncia
tomando-se a;, = a e p;, = p. Como (o) = % énegativose0 <a<1,a
funcéo p,, (a) é decrescente, ou seja, quando aumentamos o efeito de inércia, devemos
diminuir o efeito da relaxag&o. Além disso, se a« — 0, p(a) — 2, € a — 1, ppp(a) — 0
€ pm (%) = 1. Em particular, para o < % temos p,,(«) > 1 e portanto € possivel termos

sobre-relaxagéo (p > 1). Essas propriedades de p,,(«) estéo ilustradas na Figura 5.
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Figura 5 — Grafico da fungéo p,(«), com a € [0, 1].

pm(Q)

2¢

11--

1
3

Fonte: Geremia (2020, p. 56), modificado pelo autor.

4.1 O POSSIVEL CASO DE oy, — 1

O Teorema 4.1 ndo contempla a possibilidade de a;. — 1, pois nesse caso se a
hipétese (K1) é satisfeita (juntamente com (K)) eventualmente temos

1-) 2Pl gy ) >

Pk—1
IE
+

aptpr1(1+ag) > a1+ ay)

donde (1 — 5)2;51“;1 > O‘l’“flat(_)"l‘) — o0, 0 que forga p;, — 0. No entanto, isso estd em
contradicdo com a hipétese (K3), e portanto a convergéncia de (RIPA) ainda ndo esta
estabelecida nesse caso.

O caso o, — 1 tem se mostrado importante para obter rapida convergéncia de
algoritmos inerciais, em concordancia com os métodos de Nesterov (1983) e o FISTA
de Beck e Teboulle (2009) por exemplo, em que «;. = % com? tha1 = ﬂ e
t; = 1.

O Teorema 4.9 a seguir nos fornece uma alternativa ao Teorema 4.1, substi-
tuindo a hipotese (K3) pelas hipdteses (K£4) e (K5), de forma que o caso «;. — 1 esta

assegurado.

Teorema 4.9 (Convergéncia fraca do (RIPA), versao 2). Assuma A : H = H mondtono
maximal com zer(A) # 0, (ax) € [0,1], (pr) € 10,2] € (p) >0 € Rxo, € assuma (Ky) e
(K1). Entdo, para qualquer sequéncia (zy,);>( gerada pelo (RIPA), temos:

4

Indutivamente podemos mostrar que t; > % que (tx) é crescente e que 12 = tiﬂ — tx11, donde
ty Sloceti/ti =1— ﬁ M1eentdo a; = 2’;;1 1 nesse caso. Veja Beck e Teboulle (2009,
Secéo 4) para os detalhes.




58 Capitulo 4. Convergéncia fraca do (RIPA)

k k
1. existe C > 0 talqueVk > 1: ||xpy 1 —apl| < C- [( I1 0‘3‘) Pi] ,
i=1 | \j=it+1

2. neste item, assuma também (Ks), que

k
> I o) | ri| = Olortisr),
i=1 | \j=it1

|1 — bkl _ o
Fk+1

Pr—1tk = O(prtiy1),

Prtit1), (K4)

se k — oo, e que

o0
> pitip1 = oo (K5)
i=1
Entdo, lim ||pugAu, (zg)]l = 0 e lim |ugAu, (yr)| = 0. Se ainda liminf i, > 0,
k—o0 k—o0 . k—o0
entdo existe x € zer(A) tal que r;. — rx € Y. — T (COnvergéncia fraca em
H),

(0.]
3. neste item, assuma também que® (Ks) falha, ou seja, > piti+1 < oo. Entao,
i=1

o0
S ||lzi — zi_1]] < oo e portanto existe® 1o, € H tal que zj, — oo € Y — Too
i=1
(convergéncia forte em H).
Demonstragdo. ltem 1): x;. 1 = (1 — pp)yp + ok I aWk) = i — k(U — I alyr)) =

v+ ap (T — Tp—1) — PRtk Au (YE)- LOQO, pyy — 7 = () — Tp—1) — PRk Ap, (Ur) €
portanto

lzg+1 — 2xll < apllvg — 21|l + prirll A, (i) I, Vk > 1. (4.11)

Agora, vamos estimar o valor ||A,, (y;)||- Fixe um z € zer(A). Pela Proposi-
680 2.9 temos = € zer(Ay,) @ portanto || A, (yk) | = 14w, (vk) = A ()] < 2 llu — =,
pela Proposigdo 2.8. Agora, pelo Teorema 4.1(3) temos que (zy),>( € limitada, ou seja,

supg> ||zl < 0o. Como ||yl = [log + ag(zg — zp—1)l| < (1 + ag)lzgl + oglleg—1 ]l <

(1 + 2ay) - supg>g [|7g| < 3 - supg>g ||7x]| < oo, onde 1 + 2a;, < 3 pois aj, < 1, temos

que (yx)r>1 € limitada. Dai, existe constante C' > 0 tal que ||y, — z|| < C,Vk € N.
Assim, || Ay, (y)|l < 7=llyr — 2I| < 7-C' e combinando com (4.11) temos

|21 — 2ll < aglleg — 21|l + Coy, Vk > 1. (4.12)

Aqui, ndo estamos assumindo (K>) ou (K4) € nem liminfy oo pux > 0.
6 Veja que ndo necessariamente ., € zer(A).
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Usando (4.12) recursivamente, Vk > 1 temos’

|zg1 — 2l < aglleg — 21l + Cpy,
< o (gt llep—1 — zg_all + Cpp_1) + Cpy,
= agag_1llzg_1 — zp_2l + C - (akpp—1 + p)
< a1 (op_allzg—o — zp_zll + Cpp—2) + C - (appr_1 + pi)
= apag_1ag_alzp_o — xp_s| + C - (ga_1pp—2 + appp_1 + pi)

k . k k
< HO&j ||JZ1—$0H+C'Z H aj | pif - (4.13)
j=1 i—1 | \j=it1

Agora, note que para qualquer i com 1 < i < k, temos ]"[Q?ZZ»Jrl aj > Hle ;j
pois 0 < a; < 1,Vj. Dai:

k k k k k
Z H aj | pi| = H&j 'ZPiZ aj | - p1
i—1 | \y=it+1 j=1 i—1 j=1
e portanto
: ler —woll s~ | T
[T | Iz —aoll < ———2-> I o] e
j=1 1 i=1 | \j=i+1
. e = ol A < .
Logo, definindo C' := ——— + C, a Equacgao (4.13) nos d&
1
k k
g =zl <C N T aj ||, Whk=1
i=1 | \y=it1

que mostra o item 1).

Item 2): neste item, precisamos garantir a convergéncia fraca da sequéncia
(zx)k>0 Para algum ponto z, € zer(A). A estratégia adotada é mostrar que limy,_,
A, (z)|| = 0 e entdo seguir os passos da demonstragéo do Teorema 4.1(5), uti-
lizando o Teorema 4.1(2), o Lema de Opial, liminf;_,, y; > 0 € a Proposicéo 2.7(2).
Neste item, vamos portanto nos ater a provar que limy_, . ||prAu, (25)| = 0, junto
com limyg o [[xAu, (Yk)|| = 0 € yp — 2. Inicialmente, vamos nos concentrar em
limy, s o0 [| g Apy, (zg)[| = 0.

Primeiramente, pelo Teorema 4.1(2) temos > 72, p;i(2—p;)tit1 ||MZ-AM(:757;)||2 < 00.
Por (K>) e pela Observacao 4.2, existem p € ]0,2[ e k € N tais que p;, < p, Vk > k.

k
7 Lembre que estamos adotando a notagdo [] «; = 1.
j=k+1
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Logo, parai > ktemos2—p; > 2—p > 0ecomo Zfi@ pi(2— Pi)ti—i—lHMAui(xi)”Q < 00
temos -7 piti1liAp, (x:)]|* < oo, ou seja

o0
> pitis |l A, (z;)|* < oo. (4.14)
i=1
Por (K5), > 2, piti+1 = oo e portanto pela Equagéao (4.14) devemos ter que
liminf;_, ||p; Ay (z;)|| = 0. Com efeito, suponhamos por contradi¢géo que o valor de
liminf; o ||p;Au; (2;)]| seja positivo. Pela Observagéo 4.2, existem i € N e [ > 0 tais
que para i > i temos ||u; Ay, (z;)|| > 1 > 0. Mas entéo por (kK5) teriamos

o0 o

> pitiilliAp @)|? =P pitigr = o0

1=1 1=1
0 que contraria a Equagéo (4.14). Assim, de fato, lim inf; . ||p; Ay, (z;)|| = 0. Sendo
assim, a fim de que lim;_, ||pt; Ay (z;)|| = 0, basta mostrarmos que (|| Ay, (x;)|])i>1
converge em R, pois nesse caso teremos

N | A, (24) || = Tim inf [z Ay, (27)]| = 0
1—00 1—00

como desejado.
Dessa forma, nos resta apenas mostrar que a sequéncia real (||p; Ay, (z;)||)i>1
converge. Curiosamente, faremos isso mostrando que a série

(0.@]
D i1 A (i) = i Ap )]
i=1
converge, e portanto como € uma série telescopica, (||NiAui(Ii)||4)i21 converge e
entdo finalmente (||y; Ay, (z;)])i>1 converge. M&os a obra!
Pela Proposi¢édo 2.8, 4, é ﬁ-Lipschitz e portanto Ay, € 1-Lipschitz, ou seja,
ndo-expansivo. Portanto, dado um z € zer(A) = zer(A,, ) (Proposi¢éo 2.9), temos

Ve > 1 |ppAu, @)l = g A (o) — prAp,(2)]] < llzg — 2| < G4 (4.15)
onde C1 := supy>g || — 2|, que é finito pois (x});>( € limitada pelo Teorema 4.1(3).
Entdo, como

2 2
I 17 =

k1A @er D7 = ek Ap (k)
(1 A @ DI+ DA 1) - [ 2 A (@) = i A ()]
usando a desigualdade triangular |||z|| — ||y||| < ||z — y|| e a Equagao (4.15), ficamos

com

k1 A ()12 = kA @)I2) < 201 - g1 Ay (B 41) = A ()]
(4.16)
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Para estimar || ;11 Au,. 1 (Tp+1) — 1 Au, (2)|| vamos utilizar o Lema 2.16 com
Y= g1, 0 = i, T =Tp11, Yy = T} € 0 z € zer(A) fixado anteriormente, o que nos da

|1 — 1k

i1 A (@) —1p A (@) <0 2l|zpg1 — 2l + 2/l 21 — 2] - T
Eq. (4.15) \hr1 — 1|
< 2lapyy —apl 20y R

HE+1
Item 1) k k _
090 S TT oy | o] 20y - i pal
i—1 | \j=it1 HE+1
(4.17)

Por (K4), existem ky € N e Cy > 0 tais que para k > kg, temos

k

k
k1 — gl
E H aj | pi| < Copglit, ;k—l < Copitit1,  Pr—1te < Copplpya
‘ +

(4.18)
e portanto pela Equagao (4.17), temos
Yk > ko : kg1 A s (@hg1) — Ay ()| < 209(C 4 C1) - ptpga
que combinado com a Equacao (4.16) nos da
VE > ko : i1 Apges ()% = ||Mkf4uk(l’k)\|2’ < O3pptps1 (4.19)
onde C5 := 2C9(C + C1) - 2C. Dessa forma, por (4.19), para k > kq temos
k
S Pt A @)1 = A () I
i=kq
k
=3 (i1 Ay @i )P + i A @) I2) - i1 A i) I = DA )|
i=ko
k
<> Cypitin (i Apn (i DIP + iy (@) 2)
i=kq

k k
= Cspitistllpir1Ap @ipDI” + Y CapitigllmiAu ()]
i=ko i=ko

Enquanto isso, por (4.18), para i > kg temos p;t; 11 < Cap;+1t;+9o € as desigualdades
acima entao nos dao

k

4 4
> i1 A @i DI = i A (@)
i=ky
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k k

<Y CoCpipitivallttivt Apsy (wir)I? + > CapitigallpsAu, ()|
i=kg i=ko

o0 o0
2 2
<> CoCpiatizallpit Ape (@ir)1* + Y Capitip iy, ()]

1=ko 1=Kkg

<00,

onde a convergéncia das séries segue da Equacéao (4.14).

Assim, concluimos que Y9 |[lti11 4., (Tip 1) [|* = [l A ()| *| converge, e
portanto y 7% (IIM@+1AM+1($@'+1)|I4 — |y, (xi)||4) converge. Conforme mencionado
anteriormente, essa é uma série telescopica, e sua convergéncia garante (de fato,
é equivalente) que (||p; Ay, (xi)|\4)i21 converge e portanto (||x; Ay, (x;)|)i>1 converge,
como desejavamos.

De maneira completamente analoga ao caso limy_, ||#xAp, (7x)]| = 0 mos-
trado acima, podemos provar que limy,_, . ||1xAu, (yr)| = 0, conforme os passos prin-
cipais a seqguir, cujas justificativas sao similares as anteriores. Inicialmente, combinando
a convergéncia de Y 2, p;(2 — pi)ti+1||uiAm(yi)H2 (Teorema 4.1(2)) com (K5) e com
a Observacao 4.2 temos

(0.]
> pitizallimiAu (i) |I* < oo (4.20)
=1

Por (K5) temos liminf; o ||1; A, (yi)| = 0 e entdo basta mostrarmos que a sequéncia

(IlpiAp; (y;)|)i>1 converge. Fixe z € zer(A) e como Cy = supg>0 |lyr — 2|l < oo pois (yy)
é limitada (ja que (x;,) é limitada, Teorema 4.1(3)), temos o anédlogo de (4.15):

VE> 10 (A i)l = e A (k) — i ()] < llyg — 2] < Cy. (4.21)

Similarmente a (4.16),

) B
1] <2071 - ([1g41 Appgey Wr1) — A ()|l

(4.22)

2
k1 A W D7 = A (Vg)

e utilizando o Lema 2.16 com v = ppi1, 0 = pp, ¢ = Ypa1, ¥ = yi € z (fixado
anteriormente), temos

k1 — 1kl
k1 Apgy Wt 1) =1 A, W) < 2wkt — vkl + 2llve+1 — 2l - T
Eq. (4.21) 5 1 — pgl
< 2|ypar — gl + 20 (4.23)
HE+41

Aqui, precisamos estimar |y — yxl/, 0 que € ligeiramente diferente do caso ante-
rior em que estimavamos ||z — x||. Por definigdo de (RIPA), v 1 — yp = 2po1 +

i1 (g1 — o8) — 2 — ag(ay — v_1) = (1 + appq)(@py1 — ) — gy — 75-1) ©
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portanto [|yx11 — ykll < (1 + agy1)llegy1 — @kl + agllzg — 25—1]|. Usando agora o item
1) e que o, < 1temos

k k=1 [ [ k-1
g —wel <C- (2> 1 TT o5 ol +D0 || T o5 | e
i=1 | \y=i+1 i=1 | \j=i+1

e por (4.18) temos entao

V> ko |yke1r — vkl £ CCo - 2pptigr + pr—1tr) < CCo - (24 Co)pptriq
|1 — Hgel

e —————— < Copptryt-
HE+1

Usando agora (4.23) segue

Vk > ko k1 Ao Wet1) — A (i) | < [2002 (24 C9) + 20105 | prtis1

e combinando com (4.22) nos da

Vk > Ky ’HMkz+1Auk+1(yk+1)”2 - HMkAuk(yk)HQ‘ < Cspptiit (4.24)

onde Cj3 := [2CCy - (2 + C2) + 2C1Cy] - 2Cy > 0, que € o analogo de (4.19). Agora,
de forma similar a como fizemos para > |[lti+1 4.1 (Tip1)|1* = [l A () || 4], pode-
mos mostrar que a série S-5° (|11 Ap, 1 (i) 1* — i A (vi)||*| converge utilizando
(4.20), donde segue que a sequéncia (||z; Ay, (y;)|)i>1 converge, e entdo como temos
liminf;_, o0 [|14i A, (y5) || = 0 segue lim; . || 1A, (v;)]| = 0 como desejavamos.

Por fim, combinando zj, — xso cOm ||, Ay, (y)|| — 0 temos também y, — 2o,
de maneira idéntica ao que fizemos na demonstracao do Teorema 4.1(5), o que encerra
o item 2).

Item 3): assuma que (K) falhe, ou seja, > 72, pit;+1 < oo. Pela Equagao (4.12),
temos

lzps1 — 2l < oglleg — 2ol + Cpg, VE =1

Definindo ay, := ||z), — 211 € wy, := Cpy., temos que aj,1 < agay, +wy, Yk > 1,
e > 2 tiv1|wil+ = C> 72 pitiy1 < oo. Dai, pelo Lema 3.8(2) temos Y7 [a;]+ < oo,
ou seja, Y 2, |jz; — x;—1]] < co. Como o espago H é completo, isso implica que
> o2y (x; — x;—1) converge, o que garante (de fato, é equivalente) a convergéncia forte
de (z),>0 para algum ponto z«, € H, isto €, rj, — Too.

Basta mostrarmos agora y; — zoo. Como Y72 |Jz; — 2;_1| < oo, temos ||z; —
x;_1|| = 0, ou seja, x}. — ;.1 — 0. Dai, da definigdo de (RIPA) temos y;. = =+ () —
Tp_1) = Yp — T = ap(xp —2_1) — 0, pois 0 < o < 1, e portanto limy_,, vy =
limy,_, 1. = o0, O qUE encerra o item 3). [
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5 APLICACAO PARA CLASSES PARTICULARES DE PARAMETROS

Neste capitulo, nosso objetivo é particularizar os Teoremas 4.1 e 4.9 para al-
gumas classes particulares de parametros («}.), (pi) € (1), de forma a garantir as
hip6teses dos teoremas citados e, portanto, assegurar a convergéncia de (RIPA). Ob-
serve que as hipoéteses de (K()) a (K5) envolvem apenas as sequéncias de parametros,
e ndo as sequéncias (z}.) e (y;) geradas, de forma que a convergéncia de (RIPA) esta
condicionada a escolhas apropriadas dos parametros. Discutiremos essas escolhas
neste capitulo.

5.1 CONDICOES SUFICIENTES PARA (Kj) E (K1)

Nesta secdo, vamos desenvolver condigdes sobre as sequéncias de parametros
a fim de garantir que as hipéteses (K) e (K1), presentes em ambos os Teoremas
4.1 e 4.9, sejam satisfeitas. Comegamos com uma condi¢éo suficiente para (Ky) (que
envolve apenas os parametros de inércia («y,)).

Proposicao 5.1. Seja (oy;);>0 C [0, 1] tal que

1 1
lim ( — ) =c (5.1)
k—oo \1 — apqq 1 — oy

para algum c € R com0 < ¢ < 1. Ent4o, temos:

1. a condicdo (K) é satisfeita e t},, | ~ W

T sek — oo;
—a)

2.1—ap~1—ag,1 Sek — oo, eportanto ty | ~ ty o S€ k — 00;

o0
3. E 1—Ozk:OO.
k=1

Demonstragdo. Item 1): o resultado deste item se deve a Attouch e Cabot (2018,
Proposicdo 15). Fixe ¢ € 0,1 — ¢[ e defina é := (1 — ¢). Por (5.1), tome iy € N (que
depende apenas da aproximacao ¢) tal que

1 1
l—aip1 1-q
1 1

Dai, para i > ig temos —c — é < — < —c+éeportantol —c—é <
I—a; 1—aiy
1 1

l—a; 1—ai4

Vi > i : c—e<

<c+él (5.2)

1+

<1-c+E&. Logo,
Vi>ig e 1<k<i:

7 1 {
. 1 1 .
(1—c—¢) H ajg(l—l_l—ai_l—aHl) H aj < (1—c+é) H ;.
J
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; 1 1 _ 1 Q41
Agora, veja que 1+ 1=~ — T—a;; = T=a; — T—a, © Portanto
1 Qi1
1+ o = S Qa;
( 1 —a 1—Oéz+1) H ’ it H ’
=k+1 ] k+1 j k+1
i+1
= H %)
kg1 Yit LiZkn
que combinado com (5.3) nos da
Vm>m e 1<k<i:
) 1+1
(1—c—¢) H aj_ — H aj < (I—c+é) H ;.
j=k+1 j=k+1 =k+1 j=k+1

(5.4)

Veja que a diferenca que aparece no termo do meio das desigualdades acima é uma
diferenga telescopica em ¢, entdo nada melhor do que realizarmos uma soma. Fixe
k,n € N tais que i) < k < n — 1, de forma que a Equacao (5.4) é satisfeita para todo
i > k. Somando parai = k até i =n — 1 nos da

i+1 k n

— 1 1 1
i= U=kl j=k+1 j=k+1 J=k+1
1 1 &
= — (6%
1— _ H J
o 1—ay Pt

Dessa forma, somando de : = k£ até i = n — 1 toda a desigualdade em (5.4):

Vk,neN taisque ig<k<n-—1:

n—1 1 ]
(1—0—5)2 H ajgl_la _1—10z H aj < (1—c+é) Z H ;

i=k j=k+1 k j=k+1 i=k j=k+1

Nosso objetivo agora é mostrar que limy,— ﬁ H?:kﬂ aj = 0.Se existe ng > k+ 1
tal que oy, = 0, entao H;L:kﬂ a; = 0 para todo n > ng e entao esse limite trivialmente
é 0. Suponha entdo que oy, > 0 paratodo n > k + 1. Dai, se i > k > i temos

1 if_—{l
- o
1= @ig1 jofp1 J 1— o Eq. (5.2) A 1
: = oy < (I—og) lete+ @iyl
1 i I —ajp l—a
1 I o
— QG =41

= (1 +(c+é)(1 - ai))aiJrl (2 exp ((C +&)(1 - ai)) -exp(ajy1 — 1)

:exp<—(1—c—é)(1—ai)—|—ai+1—Oti>
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onde a desigualdade (x) segue de 1 + x < exp(x), Yz > 0, e portanto y < exp(y —
1), Vy > 1.Bastafazery =1+ (c+£€)(1 — ;) € v = vy 1.

Agora, para ig < k < n — 1, multiplicando a expressao anterior de i = k até
i=n—1nosda

1 ﬁ 1 ﬁ 1 iﬁl
(o1 Qo —_— Q;
L=anjojpyr 7 l=om iy 7 2 T—aign o
1 T k N 1 i
_ a; 1=k T o
L=ay L= ap g1 ’ L= g ’
n—1
< HeXp(—(l—C—é)(l—Oéz‘)+Oéi+1 _ai)
i=k
n—1
= exp (—(1—@—6) (1—ozz)+ozn—ozk>
i=k
donde
Vk,neN taisque ing<k<n-—1:
1 n 1 n—1
T—— H aj < = - exp (—(1—0—5) . (1—ai)+an—ak> : (5.6)
j=k+1 1=k

Agora, pela Equagao (5.2) temos 1_3%1 — 125 < c+éparatodo I > iy. Logo, para

qualquer i > ip, somando de | = iy até [ = i nos da
1 1 1 1

- < (i —ig)(c+ &) = < + (i —ip)(c+¢)
L —ajpr 1 —ay, L =i = 1 =ay,

1
:1—ai+126—1>0

1

onde d := ar,

+ (i —ip)(c + ) > 0, 0 que mostra que » ;°; 1 —a; 1 = oo, OU Seja,

3211 —a; = oo, 0 que em particular prova o item 3). Dessa forma, na Equagéo (5.6)
comoa, <lel—c—é>0jaqueé=(1—cle <1l—c(poisO<e<1l—c<1),passando
n
o limite em n — oo nos da que1 limy, 00 ﬁ ];[ 1on- = 0, como queriamos.
J=k+
Dai, fazendo agora n — oo na primeira desigualdade da Equacao (5.5) nos da

que
o0 ) 1 00 )
‘v’k;Zio:(l—c—é)Z'H ajgl_ak<oo:>Vk2i0:Z.H aj < 00.
i=k j=k+1 1=k j=k+1
tet1

Isso verifica a condicdo (K) para todo i > ig. O Lema 3.7(4) nos garante entdo que
(K() é satisfeita para todo i > 1, o que mostra a primeira afirmacao do item 1). Fazendo

novamente n — oo em (5.5) nos da
1

Ja que lim, o exp(—z) = 0.
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1
(1 —Cc— é)tk—l—l < < (1 —c+ 5)tk—|—1 Vk > 19
1—0%
== 1 2 t < L < |1+ 2 t Vk >
1—c) k1 = (1—0o)(1—ap) — 1—c) k+l =0
1
1—c¢)(1—
— e < MzOUza) g, Vk > ig.
U1

Dessa forma, para qualquer ¢ € |0, 1 — ¢[ fomos capazes de encontrar i € N tal

quel —e < W/%H < 1+ ¢ para todo k > ip, 0 que mostra que

1—ay
1
L T—ot—ap _,

isto &, 1,1 ~ m se k — 0o, 0 que encerra o item 1).

ltem 2): primeiramente, assuma que ¢ > 0 e fixe ¢ € |0, 5[. Por (5.1), existe

ko € N (que depende apenas de <) tal que se i > kg, entdo c—¢ < ﬁ—ﬁ < c+e.

Dado um k£ > kg + 1, somando a desigualdade anterior de i = kg até i = k — 1 nos da

1 1
I—ap 1—aq
1 1 1

< < k—Fk
Tor S Toa S ral-k)+

(c—e)(k = ko) <

< (C-i— 8)(/€ — k())

— (c—¢e)(k—kp) +

1 —ako'

Dividindo toda a desigualdade por ck nos da

(1-2) (1_%>+(1—;k0)ck = (1—Lk)ck; < (1+7) (“%)*W

e portanto

€ ]{50 1 9 1
I--)J(1-—-) < —F < 1+-+—— Vk > ko + 1. 7
( c> ( /{;) ~ (1—ap)ck — * c+ (1 —ag,)ck’ = (57)

Agora, defina?

ky = {max{kg (5—1), m k0+1H.

Veja que kq depende apenas de ¢, assim como k. Dessa forma, se k > ky,
entdo k > kg + 1 e portanto a desigualdade em (5.7) vale. Além disso:

(i) e Ezn (129 = () <

~ (-

2 Dadoz €R, [z] :=min{r € Z:x <r}.
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e
L N SN S
T (1 —ag,)e (1 —ag)k — (1—ag,)ck ~ ¢
Juntando as estimativas acima com (5.7) nos da
o
poE ol 02 sy (5.8)
c ck c

Assim, para cada ¢ < |0, 5[ fomos capazes de encontrar k1 € N tal que (5.8)

: 1 _ : 1

vale, o0 que mostra que limy,_, m/ck: = 1, ou seja, 1= ~ ck. Podemos reescrever

1 1 1 1 T
como 1 — ay, ~ —x, € COMO & ~ i) © 1 —agiq~ D)’ pela transitividade de ~
segue que 1 — ay ~ 1 — ag, 1, 0 que nos da a primeira conclusdo do item 2) para o
caso ¢ > 0.

Se agora ¢ = 0, de (5.1) temos
1 1 1 11—«
0= lim - = lim Eo_1).
k—oo 1 — (o] 1—oayg k—ool —ap \1— QL1

Como 0 < oy, < 1, temos 1~ > 1 e portanto:

1—Ozk 1—0%

0= lim —1 = lim =1

k—oo 1 — 07 | k—oo 1 — At 1

ouseja, 1 —ap ~1—a,,; se k — oo. Dessa forma, a afirmagéo 1 — ajp ~ 1 — aj.q

esta estabelecida, tanto para ¢ > 0 quanto para ¢ = 0. Finalmente, em qualquer dos
= mo 1 — ~1— m 1 ~ 1

pelo item 1) segue entdo ¢, ~ t;9, 0 que encerra o item 2).

Item 3): foi provado no item 1). |

Vamos agora estabelecer hip6teses suficientes para (K71). Considere a seguinte
condicao:

3¢ €]-1,1[ tal que

20k (1 — ) — L1 (] -
k) (1 —ag_1)
lim 2 s Pt 5 = /. (5.9)
k—o0 Pk——; . (1 _ ak—l)

Veja que em (K), precisamos também assumir (K;), pois do contrario a se-
quéncia (t;,) ndo esta bem definida. A Proposicao 5.2 a seguir assume entdo tanto
(5.9) quanto (5.1) e assegura que ambas (K) e (K1) sao satisfeitas:

Proposicao 5.2. Assuma (ay;)i>0 € [0,1], (pr)r>0 € 0,2, juntamente com (5.1), (5.9),
Id|<1-ce

a(1+ ay)
/|'

9 _
lim inf LI (1—ag)? > limsup
k—oo P koo L—c—|c

(5.10)

Entéao, as condigbes (K) e (K1) sdo satisfeitas.
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Demonstragéo. A hipétese (5.1) garante a condicao (K), conforme a Proposicao 5.1.
Basta ent&o verificarmos a condic¢édo (k). Defina 6;, := 2;% (1 — «y,), de forma que
(K1) pode ser reescrita como

Jeel0,1 e SkeN talque VE>k: (1 —¢)fp_1 > aptpeg (1+ap+ [0 —0p_1],) .

(5.11)
Pela Proposigdo 5.1, temos t; 1 ~ tj ~ m Logo,
tht1 1
————=14+0(1) = tp = (14 o(1)).
1 _ _
=90 —ar1) (=) =)

Dessa forma, (5.11) (e portanto (k1)) € equivalente a
Je €]0,1] e Jk € N talque Vk >k

Q- 1—0) 2L (1 )2 > ap(l+o(1) (1+ g+ B — Bri],) -

Pk—1
(5.12)
Por outro lado, por (5.9) temos
10 — 01| 10, — O 1]
k—so0 2=Pk—1 1 2 - |C/| 2—pp—1 1 9 |C/| - 0(1)
Pr—1 ( - ak’_l) Dk—1 ( ak—l)
e entao
2= pp—1 2= pr—1
10k — 1] — 1¢/|=—"2(1 = ag_1)? = o(1) - =1 (1 — )
Pk—1 Pk—1
2— pp_
—o (B2t ?)
Pk—1
donde
2 — pp_ 2 —pp_
0 = 01| = || - —"=L(1 = _1)* + 0 (¢<l - oakn?) . (513)
Pk—1 Pk—1

Fazendo agora R}, := 2;5‘“ (1—ay)?, como |0, —0_1| > [0 — 0;—1]+, a Equagéo (5.12)

nos permite concluir que (K1) € implicada por:

Je €]0,1] e Jk € N talque Vk >k
(1 — E)(l — C)Rk—l > ap(l+ 0(1)) (1 + o + \Hk — ek—ll) . (5.14)

Agora, note que

(1=e)1=c)Rp_1 > ap(1+0(1)) (14 ap + [0 — Op_1])

(g)(l —e)(1—c)Ry—1 > ap(140(1) (14 oy + || Rp—1 + o(Rg_1))

o(Ry_1)
Ry

—|(1—-¢)(1-c)— ap(l+0o(1)) (|c/| +
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= [(1 —&)(1—¢) — ag(1 +0(1)) (|| + o(1)) } ‘Rp_1 > (1+0(1)ap(l+az)
(1= )1 =) = ap (|| + o) | - Re_y = (1+0(1)ag(1 + ay),
Como também «;. < 1, as desigualdades acima sdo implicadas por

(=) =)= (|| +0(0) | - Ry = (1+ 0(1)ay(1 +ag)

3 o(1) ar(l +ag)
= i) R = Cremg o
= (1+0() Fr = (1+o(D) _O;’Sﬁgfg’f)_ o
Assim, por (5.14) e como 1%83 =1+ o(1), vemos que (K) & implicada por:

Ozk(l + Oék)
(1—e)I—c) =[]
(5.15)

Je €]0,e9] € ke N talque VE>k: Rp_1 > (1+0(1))

Procedendo de forma semelhante a Observagéo 4.2, dada uma sequéncia real
(bi)x>1, @ propriedade lim infy,_, by, > 0 € equivalente a (b;,) ser eventualmente boun-
ded away from 0, ou seja, existirem [ > 0 e k € N tais que Vk > k valha b;, > [. Dessa
forma, para garantir que eventualmente tenhamos R;._; — (1 + 0(1))% >0
(que é a condicao que aparece em (5.15)), podemos exigir a condicdo mais forte de
que (Rk,l —(1+ 0(1))%%>1 seja eventualmente bounded away from O,

ou equivalentemente

lim inf [Rk—l — (140(1))

k—o00

ap(1+ o)
S |c’|] =0

de forma que (5.15) nos garante que (K1) é satisfeita se

ap(1 + ag)
(1—e)(1—c) -]
Agora, dadas sequéncias reais (a;) e (b;.), lembre que liminf;_, (aj — b)) >
liminfy_, oo ap + liminfy_, o (—b;) = liminf;_, ., a; — limsupj_,~, by, € assim podemos

Je € ]0,¢p[ tal que liminf {Rk_l — (1+40(1)) } > 0. (5.16)
k—o0

garantir que liminf;_, . (a — bs) > 0 pedindo que liminf;_,, ap — limsupy_,o b > 0,
ou seja, que liminf;_, ., a; > limsup_,, b;,. Dessa forma, (5.16) € garantida por

o (1 +ay)
(I=¢e)(1—c)—|c]

}. (5.17)

Jde € ]0,¢0[ talque liminf R;_; > limsup {(1 +0o(1))
k—o0 k—o0

Além disso, se (aj) converge, digamos a;. — a € R, entdo limsupy_ o, arpbp = a -
lim supg_, o b- Tomando a;, =1+ o(1) — 1, temos que (5.17) é assegurada por

(5.18)

o : ag(1l+ ag)
Je €]0,e9[ talque liminf R;_; > limsup .
k=00 koo (1—€)(1—c)—|d|

3 Restringindo ¢ € ]0, 0], de forma que (1 —¢)(1 —¢) — |/| > 0. A escolha de tal ¢, > 0 é possivel pela
hipétese || <1 —c=1—c— || > 0 e pela continuidade da funcdo em ¢.
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Finalmente, note que

. ap(l+ o) 1 .
lim sup = -limsup ag(1 + ay,)
koo I—)d =)= (I=e)l—-c)=|d] jono
é uma fungéo continua de ¢ € [0, £¢], ja que o0 termo lim supy_, . @ (1+ ;) € constante
e finito (pois ay. (1 +ay) < 2 pois o, < 1). Dessa forma, pela continuidade de tal funcéo,
a existéncia de ¢ em (5.18) é garantida se exigirmos que a desigualdade estrita seja

satisfeita para ¢ = 0, 0 que ao final do dia nos mostra que (K1) é garantida se

1
liminf Rj_{ > limsup ak(——i_ak,)
k—o0 k—oo L—c—|c]

que é exatamente nossa hipdétese em (5.10), ja que liminf;_, Rp_1 = liminf;_, . R}
2—

e Rk = _p;&(l — Oék.)2. |

A Proposicao 5.3 a seguir fornece um conjunto de hipoéteses alternativo, em

relacdo ao da Proposicao 5.2, a fim de garantir (Kj) e (K7):

Proposicao 5.3. Suponha que (ay);>0 € [0,1] e (pr)x>0 € ]0,2[. Assuma que existem
p€l0,2,ce[0,1] e € R, com — (1— 2) <d'<- (1—§> c, tais que

lim pp = p; (5.19)
k—o00
1 1

lim ( — ) =q (5.20)
k—o00 1 — Oék_|_1 1 — Oék

lim Pkl T PR " (5.21)
k—o0 pr41(1 — ag)

1—a)? 1

timinf L0 o iy o 26T ) (5.22)

Entao, as condicées (K() e (K1) sdo satisfeitas.

Demonstragdo. A hipétese (5.20) é idéntica a (5.1) e portanto a Proposicao 5.1 ga-
rante que (K|) é satisfeita. Para garantir (K7), vamos mostrar que as hipbteses da
Proposicao 5.2 sao satisfeitas. Comegcamos verificando (5.9).

Note que o numerador de (5.9) pode ser reescrito como

2 — pi 2—pr—1
l—ap)— ———(1 —ap_
o ( i) o ( k—1)
2—pr_ 2—0p 2 —pr_
:—pk’“l1((1—ak>—<1—ak_1>)+( pk’“— pk’f11><1—ak>
2—pr_1 Pk — Pk—1
= " (1—a) = (1=an_ —2. 2 TR0 — o). 5.23)
S (- ap) = (=) =2 L () (

g k1) — (A —ag)
k—oo (1 —ap)(l—ag_1)
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o (IT=ag_q1) — (1 —ag) —c(l —ag)(l —ap_q)
= (= o) (1 — apy)

— (1= ap1) = (1= ag) = (1 = a)(1 = 1) = o (1= ) (1~ 1))

— (L=ap) = (1 =g 1) = (1 —ap)(1 = ag_1) +o( (1 —ap)(1 = ag_1)). (5.24)

=0

Agora, pela Proposigdo 5.1(2), 1 — ay, ~ 1 — aj_3 = limj_,oo 7ocb = 1= (1—ay) —

(1—ap_1) =o(l—ag_1) = 1l—ag = 1 —ag_1+0o(1—ap_1). Substituindo essa igualdade
no lado direito de (5.24) nos da
(1 —og) = (L —ag—q)
= —ell—ap1)? = e(l = ag_1)o(l = ag_1) +o((1 = ag)(1 - ap1))

= —c(l-az )?—c-o ((1 - ak_1)2> + o(<1 —ap)(1— ak_l)). (5.25)

Note que 0((1 —ay,)(1 — ak_1)> = o((1—ay_1)?), pois como 1 —aj ~ 1 — qp_4

(Proposigéo 5.1(2)), temos limy,_, 11__0(—(;‘51 =1e limj_, 1—1__0‘%;1 =1, donde

o((1 = ag)(1 - 1)) -y o1 an)0 —ao)

li =l
oo (1—ap )2 oo 1— oy, (1—ap 1)
. 0((1 —og)(1— 0%—1))
= lim

k—oo (1 —ay)(1— 1)
=0

0 que mostra 0<(1 —ag)(1 — ak_1)> =0 ((1 - ag_1)?). Inserindo essa igualdade em
(5.25) nos da

(1= ag) = (1= ag1) = —e(l = ap_1)* + 0 ((1 - ag_)?)

e portanto

2P (1 )~ (1 o)

Pk—1
2= pr-1 2, 2~ Pk—1 2
= —c——(1—op1) +—0((1_04k—1))
Pk—1 Pk—1
2 — pp_
= —CRk—1+O(¢(1—ak—1)2)
Pk—1

= —cRp1+o0o(Rk_q)

onde R;, := 2;5’“ (1 —ag)?, ou seja,

2—pp1

((1=aR) = (1= ap_1)) = —cRp_y +o(Rg_1). (5.26)
Pk—1
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Isso lida com a primeira parcela da Equacao (5.23). Para a segunda parcela, veja que
por (5.21) temos

/!
o L Lo
im PR TPl oy PR P map)
ko0 pp(1 — ag—1) k00 pe(1—ay_1)

donde segue que pj, — pr_1 — " pp(1 — aj_1) = o(p(1 — ag_1)). Logo,

P —pPk—1 _ L—ap1 y olpp(l —ap_1))

PkPk—1 Pk—1 PkPk—1
— Pp_ 1—ap)(1l —ap_ 0 1—oap_
Ph =Pl () oy = ( k) k—1) 4 (1= ag) (P ( k-1))
PkPk—1 Pk—1 PkPk—1

Substituindo 1 — o, = 1 — ay,_1 + o(1 — ay,_1) (segue da Proposi¢éo 5.1(2)) no lado
direito da expressao acima, temos
2

_ 1— 1—
Pk ZPh=1() — o) = U=ok)” 1= o ol —ag_1)
PkPk—1 Pk—1 Pr—1
1—ayp 4 o(1 —ag_1)o(p(l —ag_1))
+————o(pp(l — 1)) +
PiPk—1 PkPk—1
4 (1—ap_q1)? 1—ay 1)’
h ( 1) o ( 1)
Pk—1 Pk—1
d’ 2— pp1 2
(1 —ag_1)

S 2—pp1 Pre1

1 2 — pr_
o ( PE=1 () ak_1)2>

Mas por (5.19) e como p;, < 2 €7 < 2, temos 5—— — 2£ﬁ' Dessa forma,

PEk—1
o (; : Rk—1> = o(Rj_1) pois

2= pr—1
1 1
0 —.R_l) o<—~Rk_1)
lim (Q_pk—l ' — lim L \27m -t o=0
k—00 R 4 k—o0 2 — pr_1 2_;’%1]3%_1 2—p

e portanto das equagdes acima concluimos

_ "
P Ph=1() —qp) = —"— Ry +o(Rp_1) (5.27)
PkPk—1 2= pr—1

que da uma descricao para a segunda parcela da Equacéo (5.23). Dessa forma, com-
binando as equacgdes (5.23), (5.26) e (5.27), temos
92—
PR (1= ay) -

Pk Pk—1
4 Pois ag O(bk) = o(ak . bk) ecy O(bk) +co- O(bk) = O(bk)
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C/ /

— Rp_ 1 +o(Ry_ )
2y T (Rg-1)

=—cRp_1+o(Rp_1) —2 (

C//
e Y e

2= pg—1
Logo,
2— 2—pi_
, (1= ap) = L (1 -y q)
khm 2—pr-1 2
e o (- k)
Ry Ry _
( 2_p_) k-1 +o(Rk—1)
= lim
koo R4
= lim — ( >
koo 12—y
( 2- p)
Dai, a hipotese em (5.9) é satisfeita com ¢/ := — (c +2- 26_”5) = — (c + 10”,3). Resta
T2

ainda mostrar que ¢ € |-1,1[ para concluir (5.9). Como estamos assumindo que
< —(1—§>cep< 2,temos 1 — § > Oec+ 5 <0= ¢ > 0. Além disso,

<
N
N

. C// , - . ,
=1+ - que é positivo pela hipotese

—<1—§ <. logo,1—c—¢ >0=0<c <1—c¢<1pois0 < c < 1, donde segue
que ¢ € [0,1] C ]—1,1[. Isso verifica (5.9).

Mostramos também acima que || = ¢ < 1 — ¢, de forma que a Unica condigéo
restante a ser garantida da Proposicao 5.2 € (5.10). De (5.19) e como 0 < p < 2, temos
limy_,n 2 — pp. =2 —p > 0 e portanto

l—c—\cllzl—c—clzl—c—i-c—l—lc_

\
N
[N

— 1 — )2
liminf 25 (1 — ap)? = (2 — ) - liminf &%)
k—oo Pk k—o0 Pk
Além disso,
1 1
lim sup apl + &k,) = ;- limsup oy, (1 + o)
k—o00 1_C_|C| l—c—c k—o0

de forma que (5.10) é equivalente a

1—ay)? 1 1
lim inf (1= ap) > — - > - limsup ag, (1 + o)
k— o0 Pk 2=p 1-c—d

que é justamente a hipotese (5.22) pois

_ , _ C// _ _ 20” _ "
2-p)(1l—c—Cc)=2-p) |1+ - | =2-p+(2-7)- —=2—-p+2c.
1-4 2—-7

As condigbes (Ky) e (K1) sdo entdo asseguradas pela Proposi¢ao 5.2. |
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5.2 APLICACAO DOS RESULTADOS PRINCIPAIS

Nesta secdo, vamos combinar os teoremas principais sobre a convergéncia
do (RIPA) (Teoremas 4.1 e 4.9) com as proposi¢des vistas na secao anterior, que

garantem (K ) e (K1).

Teorema 5.4. Assuma A : H = H mondtono maximal com zer(A) # 0, («) C
0, 1], (pr) €10,2[ € (1)k>0 € Rs. Assuma também que existemp € [0,2[, c€ [0,1] e
" € R com — (1 — g) <d'<-— (1 — g) ¢ tais que:

lim pg = p;
k—oo
. ( 1 1
lim — =c;
k—oo \ 1 — Qpy1 1-— o
lim Pk+1 — Pk v
k—o0 p41(1 — ag)
1— ayp)? 1
lim infﬂ > lim sup L—i_&k/)/.
k—oo P k—oo 2= P +2¢

Entdo, para qualquer sequéncia (x> gerada pelo (RIPA), temos:

= l—aiy 2 R 2 .
1. 21 ol — @i ||f < oo e ZlaitiHHl‘z‘ — x| < o0;
1= 1=

o0
2 A ()2 < 00 € 3 il A ()2 < o0;
1=

8

2.

7

3. Vz € zer(A), a sequéncia real (||z), — z||)x>0 converge, e portanto (ry);>o €

limitada.

A partir de agora, assuma também que p > 0. Ent4o:
4. lim [l Ay ()| = 0 € lim [y, ()] = 0;

5. se ainda likm inf pg, > 0, entdo existe r~, € zer(A) tal que z;. — x5 € Y, — Too
—00

(convergéncia fraca em H.).

Demonstragdo. Essencialmente, basta combinarmos o Teorema 4.1 com a Proposi-
¢ao 5.3, ja que esta garante que (Kj) e (K1) séo satisfeitas e assim valem as conclu-

s@es do Teorema 4.1.
Item 1): do Teorema 4.1(1), temos que > ;2 %(1 —aj_1)||lz; — xi_1]]* < .

Como temos
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jaque p; — p < 2 por hipbtese, entdo existe ij € N tal que se i > iy temos

1-a;_y
- Pi—1 < 2_:> 1_051—1S 2_.2_% 1(1_0% 1)
ppl (1—a;_q) 2-7p Pi—1 2—=p  pi1
e portanto
00 00
I —aj 2 2—pi-1 2
E i1 |z; — 2 1|| 27 E i1 ( aj—1)|lv; — zi—1]] o0

i:i() 1= i(]

donde > 7%, 1= 0" L|z; — x;_1]> < oo. A convergéncia de S50, aitiptllw; — wi_1]|?
segue dlretamente do Teorema 4.1(1).
Item 2): veja que

e 1 1 1
lim — =% — i, : =(1-¢)——>0
i—oo pi(2 = pi)tiv1  imoo (L—ay)tipr 2—p; 2-7

jéquepi—>ﬁ<2eti+1~( = 1—-cn~ se i — oo (Proposi-

1
1—c)(1—q;)
1

1
(170[2')7%'4_1

cao 5.1(1)), donde lim;_,, ( = 1 — c. Dai, existe iy € N tal que se i > iy

I—a;)tita
temos
Pi
T—a; 1 Pi 1
_Ta it P 200
pi(2 = pi)tit 27 L—a; P08 27
donde
00 ’;
Zl_la“|/‘i*’4m(yi>‘|2 < 2(1_0 —sz pz H—lHNZ Mz(yz)H <0
1

’L.:il ’L Zl

onde a convergéncia da segunda série segue do Teorema 4.1(2). Portanto, temos
> lf—giHuiAMi(yz-)H? < oo. Analogamente, podemos mostrar a convergéncia da
série Y 7%, 1%\|MiAu¢ (z;)|? utilizando também o Teorema 4.1(2).

Item 3): imediato do Teorema 4.1(3).

Itens 4) e 5): assumindo agora p > 0, ficamos com 0 < p < 2 € como p;. — p,
temos p = liminf,_, . pr. = limsup;_, pi, O que verifica (K3) e (K3). Dessa forma,
estes itens seguem imediatamente dos itens 4) e 5) do Teorema 4.1. |

Queremos agora particularizar o Teorema 4.9. Para tanto, além de assegurar-
mos as hipéteses (K) e (K1), queremos também garantir a primeira condicao de (K}),
que é o conteudo da seguinte proposicao:

Proposicao 5.5. Sejam (ay,),>0 € [0,1] e (pr) € ]0,2]. Assuma que existe @ € [0, 1],
celo,1ed eR, com1+ c+ d"a >0, tais que:

lim o =@; (5.28)

k—o00



78 Capitulo 5. Aplicagdo para classes particulares de pardmetros

lim ( L L > =c (5.29)

k—oo \ 1 — Qi1 1-— Qg

lim PRt Pk _ o1 (5.30)
k—o0 pp41(1 — ag)

Entao, vale que

k k
Pk
DU TT o) e :O(Pktk—i—l)zo(l_a ) se k — oo
i—1 | \y=it1 k
Demonstragdo. Para i < k:
p d p d
i o Pl .
1—042’ H Oé] 1—Oéi_1 H&j
j=i+1 J=t
k B p. p<
= 1 o '1Jw_1—2%'a4
j=it1 L ) 1—1
k _
[ IT o Pi i (pi — pi—1)y
B Gl T 1-w * 1 —q
=it 1 L 7 1—1 1—1
i 1 1 l—a;  (pi—pim1)e
= I o] »i- - + - : (5.31)
Plorrd l—a; 1-ai1 l-oior pi(l =)

Pela Equacéao (5.29) e pela Proposigcéao 5.1(2), temos 1 — a;_1 ~ 1 — «;, OU S€ja,
lim; o0 7= = 1. Logo, por (5.28), (5.29) e (5.30) temos

{ 1L 1 | l-a +(Pz‘—pz’—1)0%
l—a; l—a; 1 l1—ai 1 pi(l—a; 1)

lim
1—00

} =l+c+'a>0. (5.32)

Fixe ¢ € 10,1 + ¢+ ’a[. Dai, por (5.32), existe iy € N tal que para todo i > i(:

1 1 1—q = pil1)Qy
1+c+cl’&—€§{ _ 4 @ +(Pz Pi 1>az}§1+c—|—c”§+5.
l—a; 1-a; 1 1—-a; 1  pi(l—0aq)

k
Multiplicando toda a desigualdade acima por II «;)p; e usando (5.31), para
j=i+1
quaisquer ig < i < k temos
k p k p k
"— 1 1—1
(1+c+c a—e) H Qj | Py < 1— o : H aj_—l—ai_l -Haj
j=i+1 j=1+1 j=1
k
< (1 +c+d'a+ 5) H a; | pi- (5.33)
j=i+1

Note que o termo central nas desigualdades acima é uma diferenca telescépica em i.
Assim, dado k£ > iy + 1, somando as desigualdades em (5.33) de i = i( até i = k nos
da

Vk>i9+1:
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k k k
_ Pk Pig—1
l4c+"a—¢ E a; | pil < — L . o
( ) . H J % _1—0% 1—052‘,1 H J
1=1g j=i+1 0 j=ig
k k

§(1+c+c"a+8)z H a; | pi

i=iy | \j=i+1

ja que H?:kﬂ aj = 1. Definindo ¢ == 1+c+c'a—e > 0, paratodo k > iy + 1 a
primeira desigualdade acima nos da

Mw

A Pk
C- H aj | pi| < 1
, A — oy
=i | \J=t+1 ]
kol ] io—1 k
= C) IT o e Sl_a +C- ) II e
i=1 | \j=i+1 k i=1 | \j=i+1

Pk 1
H aj | pi 1 s = +
j=itl % ¢

IN

!
-

N
I
—

(5.34)

Agora, veja que para 1 < i < ig — 1, temos H?zi—kl aj < H?:io aj ja que
0 <aj; <1, Vj € N. Dai, usando (5.34) temos

k k k 10—1

vzt 30| I o) oef < 2 %ﬂ—% [T z;p
= J=%0 1=

Pk
(5.35)

Vamos agora mostrar que Hé?:z'o aj =0 (1[)_]&,) ou seja, que

] k H aj

. — .

lim k. Hozj: lim I= ZO =0.
k—oco Pk =iy k—o0 _1—_Oék

Se existir jo > ip com «a;, = 0, entdo para k > jj teremos H?:z'o aj = 0 e a concluséo
é imediata. Assuma entao, sem perda de generalidade, que o; > 0, Vj > ip. Em
(5.33), dados ig < i < k e dividindo ambos os lados da primeira desigualdade por
HJ _i, @; (que € nado-nulo, ja que assumimos «; > 0 se j > 1), € lembrando que
C = 1+c+c”a e, temos

- . 1 - 1
Vizig: O < P - Pl (5.36)
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Como C > 0 (por escolha de ), para qualquer i > iy temos

; 1 i 1
Pi . __Pi-1 . >0
11— (4 l—a;q izl
11 o 11 o
J=10 J="%0

1

ou seja, a sequéncia <lf§% : ) € ndo-decrescente. Em particular,
1>1g

H;:io a]
; 1 - 1 i
VZ Z ZO . pl . : Z pZO 1 . — plo ].
1—oay ¢ 1-— Qjo—1 ig—1 11— Q-1
@ 114y
J="0 J="%0
donde
Vi>ig: —Li > (1—a) . Lol
‘ I — a1
11 o
J="%0

S A (T ) Pl pi L pier ]
11 o L1 o
Jj=io J=to

e somando essa desigualdade de i = ig até i = k > ip + 1, ja que o termo da direita é
uma diferenca telescépica, temos

k
A S 1 o —
Vg1 Ol NN < P __Piol
1_041'071 i—i 1—O[k, k ]._067;071
- IT o

pois H;‘):_i; a;j = 1. Dali, fazendo k — oo e lembrando que Z;?iio(l — ;) = oo (pela
Proposi¢éo 5.1(3)), temos

k
) 1 . l—«
lim Pk__ =00 = lim k-Hajzo
k—oo 1 — oy, k k—oo Pk L
Q5 J="0
AL
J="10

e portanto H?:io aj=o0 ( £k ) como queriamos. Dessa forma,

170%
k 10—1
1 1—ay 1
koo | O g go ! ; ' ¢

e portanto existe kg > ip + 1 tal que

1 1— 2
sek>kp: &t pak- e | Dori| <=
k ;
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Dai, por (5.35),

k k
. . P 2
se k> ko : Z H a; | pi 31—%'5 (5.37)
1=1 j=i+1
0 que mostra que
k k
Haj Pi :O( Pk ), se k — oc.
- L 1 —ay
i=1 j=i+1

Agora, como tj 1 (1—c) ~ 1_1ak (Proposigdo 5.1(1)), temos ppti 1 (1—c) ~ 1—%

e portanto O(pytri1) = O(pptrr1(l —c¢)) = O(lf’ak) quando k£ — oo, 0 que encerra a

prova utilizando a equacao acima. [

Agora, vamos combinar o Teorema 4.9 com a Proposi¢ao 5.5 acima, resultando
no:

Teorema 5.6. Sejam A : H = H mondtono maximal, com zer(A) # 0, (oy)r>0 < [0, 1],
(PK)k>0 €10,2[ € (i) k>0 € Rxo. Suponha que existema € [0,1], p
" € R, com — (1 —~ g) <d'<— (1 —~ g) ¢, tais que:

klggo e (638) lim —PEtL TPk _ o, (5.41)
Jm oy =p; (5.39) Koo e+l — ;Jék)
—00 _ = =
: . T Gl 3 I U ) BT P
lim ( — ) =c; (5.40) k—oo Pk 2—p+2c
k—oo \1 —apy1 1—ap

Ent&o, para qualquer sequéncia (x,);>o gerada pelo (RIPA), temos:

1. ka+1_ka:O( Pk )SGk—)OO,'
1—041€

M1 1—ay 1—a; —
=1

co. Entdo, lim ||piAp, ()| =0e€ lim ||pupA., (y)|| = 0. Se ainda lim inf i3, > 0,
k—r00 k—r00 k—r00

(0.}
2. neste item, assuma também que 1=kl _ 0 (p—k> sek —o0, e £ =

entdo existe x € zer(A) tal que r;. — r € Yy — Too (CONvergéncia fraca em
H),

oo (0.¢]
3. s Y 2 < oo, entdo Y ||x; — x;_1] < oo e portanto existe® xo, € H tal que
=1 i=1
T — Too € YL — Too (CONvergéncia forte em H).

5 Aqui, ndo estamos assumindo que ""j;i;“” =0 (157}5%) se k — oo € nem que liminfy_, oo gz > 0.
6 Nao necessariamente z, € zer(A).
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Demonstragdo. Veja que como «j. — @, temos

. ak(l—i—ak) . ak(1+ak) a(l —I—a)
limsup —~————-,; = lim — = — L
koo 2— P+ 2" k—oco2—p+ 2 2—p+2

Logo, as hipéteses (5.38) e (5.42) garantem a hipétese (5.22) na Proposicao 5.3, e
(5.39), (5.40) e (5.41) garantem (5.19), (5.20) e (5.21), respectivamente. Dessa forma,
a Proposicdo 5.3 assegura que (K) e (K1) sao satisfeitas.

Item 1): comecemos verificando que 1 + ¢ + ¢’a > 0. Veja que ¢’ < 0, pois

p<2=1-5>0= —(1—§>c§ 0, ja que 0 < ¢ < 1. Como por hipétese

< — (1 — g) c, segue entdo ¢’ < 0. Dessa forma, multiplicando a desigualdade

a < 1porcd nosdacd’a>c" eportanto 1 +c+ ’a>1+c+ . Agora, por hipétese
também temos que ¢’ > — (1 — g) e portanto
l+c+da>1+c+d" >14¢— (1—5) :c+g >0
onde a ultima desigualdade segue de ¢ > 0 e p > 0. Dessa forma, mostramos que
1+c+cd"a > 0, que juntamente com (5.38), (5.40) e (5.41) verificam todas as hipdteses

da Proposigao 5.5.
Assim, sejam C > 0 e ko € N tais que

k k

Z H@j pi| <C- P , Yk > k.
- LT 1— (873
i=1 Jj=i+1
Pelo Teorema 4.9(1), existe D > 0 tal que
k k
loger =2l <D || T] o) pi|.  VE=1
i=1 | \y=i+1

Juntando as duas equagdes acima, temos que

lzgr — apll < DC- P vk > kg
1-— (072
0 que nos da o item 1).
: ; |1 —pn| :

ltem 2): agora, assuma também que =L = O (1%) se k — oo, €
Pray 1—% = 00. Como p;. — p < 2, temos limsupy,_,, pp. = p < 2 € portanto (K») €
satisfeita. De acordo com o Teorema 4.9(2), o item 2) estara provado se verificarmos
(K4) e (K5).

A primeira condicao de (K4) é garantida pela Proposicéo 5.5. Além disso, pela
hipotese W =0 <1—j’%€> se k — oo, segue que % = O (pptpy1), S€
k — oo, que é a segunda condicao em (k).

Para a terceira condicdo em (K}), fixe € > 0 arbitrario e veja que (5.41) garante

que existe k; € N tal que se k > kj, entdo % > " —e = ppy1—pp >
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(" —e)ppr1(1 —ap) = —Cppy1(l —ag),onde ¢ :=e— " > 0,jdquee >0ed <O0.
Como ay, > 0, —(1 — o) > —1 e portanto py11 — pr. > —(pr+1, Vk > k1, donde

pe < X+ Opgr1, Yk =k (5.43)

Agora, pela Proposigéo 5.1(2), ty11 ~ tgio, OU seja, limy_,,, ?ﬁ“ 1. Dai, existe
ko > ki de forma que se k > ko, entdo t:z <1+e¢,0useja, ty 1 < (1+¢€)tpi0. LOgo,

(5.43)
Vk > ky o pptprr < (L4 e)pplire < (L+e)(1+ Oppyitire

0 que mostra que pitr11 = O(prr1tirie) S€ k — oo, que verifica a terceira (e ultima
restante) condigédo de (K4). Finalmente, note que

t t; 1 t; 1
lim plplfl = lim Z—fl =7 - lim Zi_l =7 (5.44)
1—00 1_ 1—00 17—0% — C 1—00 m — C

onde a ultima igualdade segue da Proposicao 5.1(1). Dessa forma, como por hipbétese
temos > 7% 1 —L = oo, pela comparagéo de séries segue que Y 72 p;t; 11 = oo, 0 que
verifica (Ks).

Dessa forma, todas as hipéteses do Teorema 4.9(2) estéo verificadas, e entao
o resultado do item 2) segue.

ltem 3)' pela comparacao de séries em (5.44) e pela hipétese neste item de
que > 2, 1— < o0, segue que Y 2, p;it;11 < oo e portanto o resultado decorre do
Teorema 4.9(3). |

5.3 ALGUNS CASOS PARTICULARES

Vamos agora particularizar ainda mais os Teoremas 4.1 e 4.9 (mais especifi-
camente, os Teoremas 5.4 e 5.6) para o caso em que os parametros («y,) e (py) S&o
definidos por

a B

-1 — = > .
op =1 (kﬁ ~|>E)q e Pk (]f +E)T Vk >0 (5 45)

para dados numeros a e B positivos, 0 < ¢ < 1,r > 0 e k € N, onde k é escolhido de
formaque’ apg =1— & >0e py = T <2 Dessa forma, como a sequéncia (a;.) €
crescente, temos 0 < ock < 1, Yk, e como (p;,) é decrescente, 0 < p;. < 2, Vk, ou seja,

(r)k>0 €10,1[ € (pr)r>0 €10, 2].

Corolario 5.7. Sejam A : H = H mondtono maxima/ com zer(A) # 0, (1x)k>0 € R>o,
q€10,1[, » > 0 e a, 5 positivos comr > 2q e 5 > 1 se® r = 2¢. Defina as sequéncias

1
7 Explicitamente, podemos tomar qualquer natural k£ > max {a;, (g) " }

8 Ser > 2q, a hipbtese ﬁ > 1 nao é necesséaria.
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de parametros (ay,),>0 € (pi)k>0 POr (5.45), escolhendo k € N de forma que oy =
1—m>0epy = kﬁ < 2. Entdo, para qualquer sequéncia (ry);>o gerada pelo (RIPA),
temos: -

0
1.5 oy — @] < o0;
i=1
S 2 1 2
2 21 =g A () ||© < oo e 21 =g i Ay (9)]]7 < oo;
1= 1=

3. Vz € zer(A), a sequéncia real (||z), — z||)i>0 converge, e portanto (vy);>o €
limitada;

4|MM4—pr:O(ﬁ%)sek%oq

5. neste item, assuma também quer < g+ 1 e W =0 (k},q) se k — oo.

Entdo, lim |puiAu,(zg)] = 0 e lim ||pupAu, (vg)] = 0. Se ainda liminf p;, > 0,
k— o0 k—o0 k=00
entao existe xo, € zer(A) tal que z;. — roo € Yy — oo (COnvergéncia fraca em

H),

0
6. s€?r > q+1,entdo S ||z; — zj_1|| < oo e portanto existe'® z., € H tal que
i=1
T — Too € Y — Too (CONvergéncia forte em H).

Demonstragéo. Primeiramente, note que («a;.) € crescente, e como «g > 0 por escolha
de k,temos 0 < ag < ay. < 1, Vk,donde («y,) C ]0, 1[. Similarmente, (p;.) € decrescente,
e como py < 2 por escolha de k, temos 0 < p,. < py < 2 e portanto (p;) C ]0,2[.
Agora, note que «j, — 1, e portanto precisaremos utilizar o Teorema 5.6 para garantir
convergéncia. Inicialmente, vamos verificar as hipéteses (5.38)-(5.42) do Teorema 5.6,
que consequentemente verificam as hipéteses do Teorema 5.4.

Claramente, (5.38) é satisfeita com @ = 1, enquanto que (5.39) é satisfeita com
p = 0. Agora, veja que

1 1 1 1

1

. _ _ — q _ q

T T = =~ ‘_a«k+1+@ ®+@))
k1 koo (kt1FE)?  (ktE)

e portanto

k—o00 k—oo

1 1 1
li — = . ] k+1+Ek)7—(k+Ek)7) =
m (1—ak+1 1—0%) o m <( + +_) ( +_) ) 0

9 Aqui, ndo estamos assumindo que W = O (=) se k — oo € nem likminfu,C > 0.
¢ —00

10 Nao necessariamente ., € zer(A).
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pois'! lim, oo [(z+1)7— 27 = 0 ja que 0 < ¢ < 1. Dessa forma, (5.40) é satisfeita com
¢ = 0. Similarmente,

B B
Pkl = Pk (Hltk) — Rtk (/ﬁLE)‘f’(/chr L+ k) { 1 1 ]
_ - ] - = r r
Pl = k) i a (k+1+E)"  (k+k)

:@{1—(1+ﬁlk>r} — 0

pois’? lim 29 [1 — (1 + %)r} = 0jaque 0 < ¢ < 1. Consequentemente, (5.41) é

T—00
valida com ¢’ = 0. Note que trivialmente vale — (1 - g) <d'< - (1 - g) ¢, ja que
p=c=c"=0.

Por fim, vamos verificar (5.42). Comoa = 1 e p = ¢’ = 0, essa condigéo é
equivalente a lim infj._, (1_[)%)2 > 1. Agora, veja que

2
(6]
(1—ap)® _ Grkpm _ o

SIS

B
oK T
de forma que
1 — a)2 1—a)? 0o, Sse r>2
lim inf —< o) = lim —( ) = ) 1
k—00 Pk k—o0 Pk & se r=2q.

77

1—ak)2
Pk )
r = 2q, ja que neste segundo caso acrescentamos justamente a hipotese % > 1.

Assim, (5.42) também é satisfeita, e entdo verificamos (5.38)-(5.42), ou seja, todas as
hipéteses do Teorema 5.6 (e também do Teorema 5.4) estdo garantidas.
Item 1): do Teorema 5.4(1), temos que > 7%, %Hxiﬂ — z]|? < 0o. Como

Dessa forma, claramente vale liminf;,_, ( > 1 em ambos 0s casos r > 2¢ ou

[0

l—a;  (itk)7 _ Yk~ L) sei - o0
pi B p B
(i+k)"

segue lim;_, %(i + 1)“‘1/% = 1 e portanto existe iy € N tal que para i > i( temos

G +1)71 <2 5% = G4 1)z — ) < 2 5%z — ] e entdo

. _ 11—y ;.
&35+ )T gy — gl < 2305, 5% 41 — 24]2 < oo, 0 que nos da o item
1).

" lim,oo[(z + 1) — 29] = limg o0 [(1+ 2)? — 1] /279, € usando a regra de L'Hépital (ja que 279 — 0
pois g > 0) Nos da lim, o 2971 - (1 + %)q_l =0poisq—1<0jaqueq< 1.

2 limy oo 27 (1= (1+2)"] = limgoe [1— (14 2)"] /;c;q, e usando a regra de L'Hopital (ja que
2~% — 0 pois ¢ > 0) N0s d& — L - limy 00 29" (1 + 1) =0 pois 297t - 0jaque ¢ < 1.
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Item 2): do Teorema 5.4(2) temos que > ;2 1 Hul m(yz)H < oo. Similar-
mente ao item 1), temos
B
pi _ G 51 B se i — 0o
—a g o G e v

Dessa forma, limi—m g . £ — 1 e entdo existe i; € N tal que para i > i1 temos

=9/ 1—qy

1 i
g T S 2 1 a ’ donde B Zz 11 47— q”:uZA,uz(yz)Hz < 227,0021 —alH:u’LAul(yZ)H < 00,
0 que nos da a primeira convergéncia do item 2). A segunda convergéncia € analoga,
usando novamente o Teorema 5.4(2) para Y ;2 1_p—iai||uiAui (z:))? < oc.

Item 3): segue imediatamente do Teorema 5.4(3).
Item 4): do Teorema 5.6(1), temos ||z;; — zx|| = O (#) se k — oco. Como

mostrado no item 2), temos 2% ~ B. kr 7, donde segue O (1—ak> =0 (ﬁ .1 ) —

o a  kr—4a

@) (kr q> se k — oo, 0 que mostra o item 4).

Item 5): assuma que r < g+ 1e W;;—l“’“' = O(kr q) se k — oo. Como

por hipétese deste corolario temos » > 2¢, entdo 0 < ¢ < r — q < 1 e portanto

- 1 1 1 _B 1
K1<k= 523> TR = k+k, Vk > 0. Como também 2% = 7 Ry
(por (5.45)), temos

o0 0 o0 o0
Pk g Z 1 B 1 Pk
= —- _— > — E — =00 = =00
_ r—q — _
p 8 . Iz el _ 1) _ B 1\ _ p
e como 1_’;% ~ = kr -, temos % O (kr_q> O (a = ) =0 (1_’;)%) se

k — oo. Dessa forma, o item 5) segue diretamente do Teorema 5. 6(2).
ltem 6): se r > ¢+1, entdo r—q > 1 e portanto > 32 | 12— = 220:1 m <
00, € assim o item 6) segue do Teorema 5.6(3). - [ |

Vamos agora considerar o caso limite do Corolario 5.7 em que ¢ = 1:

Corolario 5.8. Sejam A : H = H mondtono maximal, com zer(A) # 0, (ux) k>0 € R0,
a>r>2ef>0comp < ala—2)se'®r=2. Defina as sequéncias de pardmetros
(ar)k>0 € (pr)k>0 pOr (5.45), escolhendo g = 1 e k € N de formaqueay =1—-7 >0e

po =77 < 2. Entdo, para qualquer sequéncia (z},),>o gerada pelo (RIPA), temos:

o0
1. _Zlirfl Nl = mi—1]1? < o0
1=

1
2.y 2

Lo [l Ay () |1* < 005

T H:uiAui(yi)HQ

3. Vz € zer(A), a sequéncia real (||z), — z||)i>0 converge, e portanto (vy);>o €
limitada;

13 Se r > 2, a hipétese 3 < a(a — 2) ndo é necessaria.
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4. ey = wxll = O (ks ) se k — oo;

5. neste item, assuma também que r = 2 e W =0 % se k — oo. Entéo,

lim ||ppAu, (zg)|| = 0 e lim ||pugAp, (ye)|l = 0. Se ainda liminf p, > 0, entdo
k—o0 k—o0 o k—oo
existe v~ € zer(A) tal que x;. — ro0 € Y. — Too (COnvergéncia fraca em H);

o0
4 > 2 entdo S ||z; — zi_1]| < oo e portanto existe'® z., € H tal que

i=1
T — Too € Y — Too (CONvergéncia forte em H).

6. se

Demonstragdo. Como aqui ¢ = 1, temos o, = 1 — %7.. Novamente, pela escolha
de k € Nyjtemos 0 < ap < 1 e 0 < py < 2, € como (o) € crescente e (p;.) €
decrescente, temos (ay)r>0 € ]0,1[ e (pr) € ]0,2[. Como no Corolario 5.7, vamos
verificar as hip6teses (5.38)-(5.42) do Teorema 5.6, que portanto verificam as hip6teses
do Teorema 5.4.

Comoaj, =1-— ﬁ e pp = ﬁ € imediato que as hipéteses (5.38) e (5.39)
se verificam com @ = 1 e p = 0. Agora, note que
1 1 1

1
- ——(k+1+k-(h+R) ==, VK20
l—apyp l1—op « o

de forma que (5.40) é satisfeita com ¢ = é Como por hipétese o« > r > 2, temos
c €10, 5[ C [0, 1[. Além disso,

B __B
Ph+1 — Pk _ (RHIHE) — (k+k) _ k+E 1+ k)" [ 1 1 }
el =) o a Lk 1+R) (kR

k+k I
SR (e |

Agora, veja que

" 1 "
lim f-{l—(l%——) 1:—-lim {1—(1—1——) }/x_l
T—00 (¥ e o T—00 s

e usando a regra de LHépital nos da

. 1\" T 1\ ! r
lim —- |1 —(1+ - = —— . lim (1+= - __
T—00 (¥ €T o T—00 X (8%

. Pk+1—Pk _ _ T 4 isfei In_ _r

donde segue lim;._, re(man) = @ Dessa forma, (5.41) é satisfeita com ¢" = — 7.
: - 1 "o Py _ D _
Veja que comop = 0,¢c = - e’ = -, temos —(1—5) =-le —(1—§>c =

—c= -1, de forma que a desigualdade — (1 — g) << - (1 - g) c € equivalente a
-1<-< Lea>r>1,0 que é valido ja que estamos assumindo o > r > 2.

T a

4 Aqui, ndo estamos assumindo que "““;:7;‘““‘ =0 (1) se k — coenem likminfuk > 0.
— 00

5 N&o necessariamente ., € zer(A).
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Por fim, vamos verificar (5.42). Veja que

all4+a) 2 1  «
2—p+2" 242 1-L a-—r
e
2 o’ 2
1 — Tz
( ak) _ (k+k) _ a (k‘ +E)
Pk B
(k+E)"
donde
1— )2 1— a)? oo, se r>2
liminfﬂ = lim ﬂ = )
1—00 Pk k—00 Pk %7 se r=2.

Dessa forma, quando » > 2, (5.42) é trivialmente satisfeita, e quando » = 2 ela é
equivalente a %2 (. —7r) > fecomor = 2, (5.42) €& entdo equivalente a
ala—2) > B, que é precisamente a hipotese que acrescentamos nesse caso. Dessa
forma, (5.42) é satisfeita.

Assim verificamos (5.38)-(5.42) do Teorema 5.6, e consequentemente verifica-
mos as hip6teses do Teorema 5.4. Agora, vamos provar individualmente cada um dos
itens, usando os Teoremas 5.4 € 5.6.

Item 1): do Teorema 5.4(1), temos > 72, MII% — zi_1||? < co. Além disso,
NO NOSSO €aso:

(6]
1 — o, -
Q; 1: Zlﬁ-f—k :g-(i—l—l—k)?ﬁ_lN%'(Z—l)r_lfv%'zr_l se i — oo
Piel R

Pi
G- L<o. M , @ portanto

donde lim;_,, & G- 1/% = 1 e portanto existe iy € N tal que, se i > i, entédo

— Q51
= § " |y — | <2 E g — 2] < 00
z =i 1=1g

0 que nos da o item 1).
Item 2): pelas contas do item 1), concluimos também que

1 .
SM%%Zﬁlmé@ /pZ—L

ir—1 i—soo o T 1 1—0o

~Y

1—0o

i B
(e}

Dai, existe i1 € N tal que, se i > iy, entao g C
(3

B 1 2 Pi 2
&Zﬂ—_lﬂuﬁlm(yi)ﬂ < 22 ! ||Mz (W) ||* < o0

i:il 1= 21
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ja que >>7° T%\]uiAm(yi)\|2 < oo pelo Teorema 5.4(2). Dessa forma, mostramos
S22 el A () lI? < oo @ analogamente $75° ) +Lr||; Ay, (2)|? < o0, 0 que mos-
tra o item 2).

Item 3): segue imediatamente do Teorema 5.4(3).

Item 4): do Teorema 5.6(1), temos que ||z — x| = O <1p’&k> se k — oo.

Como vimos no item 2), £ ~ 2. L e portanto |,y — 24| = O (_1_—ak) =

QL «

O(é%)z@(F) se k — oo, 0 que nos da o item 4).

Item 5): neste item, suponha também que r =2 e Wﬁ—ﬂ“’“' (@) (%) se k — oo.

Nesse caso, p;. = 0 fk)Q e portanto

o) p 0 ( fk’)Q ﬁ 00 1

7 TR
= = — = O

izll_al 2221 ﬁ Q;Z—i_k
e como 12, ~ -y = -, segue que Lt = 0 (1) =0 (3 }) = 0 (1)
se k — oo. Dessa forma, o item 5) segue do Teorema 5.6(2).

Item 6): assuma agora que r > 2. Dai,
] 1+K)"
= == ——— <X
;1_0‘@ ; +E O‘ZZ@*’“)

onde a convergéncia da série decorre de r — 1 > 1. Dessa forma, o item 6) segue do
Teorema 5.6(3). |

Por fim, vamos ainda considerar um ultimo caso particular, em que os parame-
tros (ay.), (pi) € (pg) sédo dados por

« S

:]_— =

e e = A+ S Vk >0 (5.46)

em que o e s sdo constantes positivas, A\, = (1 +¢)25 - k2, paraalgume > 0,ek € N
é escolhido de forma que'® oy = 1 — % > 0. Esse caso foi estudado por Attouch
e Peypouquet (2019, Teorema 3.6) e neste trabalho pode ser obtido como mais um
corolario dos Teoremas 5.4 e 5.6.

Corolario 5.9. Sejam A : H = H mondtono maximal, com zer(A) # 0, a, s, numeros
positivos e defina os parametros por (5.46), escolhendo k € N de forma que oy =
1 — % > 0. Suponha que o > 2 e e > 325. Entdo, para qualquer sequéncia (zy);:>(
gerada pelo (RIPA), temos:

o0
1 .
I N = oyl = O (}) sek = 00,8 52 k- flag —mp | < oc;

6 Podemos tomar qualquer k € N satisfazendo k& > a.
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2. existe xo € zer(A) tal que xj, — x, (convergéncia fraca em H);
3. y;. — xo (convergéncia fraca em H).

Demonstragéo. Veja que («y,) é crescente e como «g > 0 (por escolha de k), temos
(o) C ]0,1[. Além disso, A\, ~ oo, de forma que (p;) ~\, 0. Claramente, py = 1
e portanto (p,.) C ]0,1] C ]0,2[ pois (p;.) € decrescente. Note também que pj >
s, Vk >0, e portanto (i) € R~(. Agora, vamos verificar as hipoteses (5.38)-(5.42) do
Teorema 5.6, que garantem as hipbteses do Teorema 5.4.

(5.38) vale coma@ = 1 e (5.39) vale com p = 0. De maneira idéntica a demonstra-
¢ao do Coroléario 5.8, ja que os parametros («a;,) sdo definidos da mesma forma, segue
que (5.40) é satisfeita com ¢ = é Agora, note que

S S
Pl — Pk _ Xepats  Mfs _ Ktk (1 A1t 8)
«

Pl —ap) =05 15 M+ s
_k+k [ (1+e)2(k+1)2+s
o« (1+e)5k2+s
2
_ktk (1_(k+1)2+10‘—+€>
- 2
z e

1 k+k (k+1)%+a
SN I AR (S S e

o k k2 + &

onde por simplicidade fazemos a = 1% Agora, note que

12 +a —2z —1 —22% —
lim x.(l_@g#): lm o~ gy 2B
Tr—00 T4+ «

rtanto mostram lim Phti—Pk _ _ 2
e portanto mostramos que limy,_,«, - L&A= a

= —2. Agora, como 7 = 0, note que — (1 - g) <d' < - (1 — g) ce —1<d <
e 1<-2<-1oa>2>1 0queévalido ja que estamos assumindo

a > 2. Por fim, veja que

ou seja, (5.40) é satisfeita com

C,/

—C = —

a(l+a) 2 a
2—-p+2 2-4 a-2

(1—Ozk)2
Pk

e portanto (5.42) é equivalente a lim infj,_, > ~%5. Alem disso,

2
(1—0%)2_(%&) o N+s a? (14e)5k* + 5

Pk v s kK+k?Z s (k + k)2
e entao

1 — 2 1— 2 2
liminfﬂ = lim =) =L (1—1—5)% =1+e.
k—o0 Pk k—o00 Pk S Q
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Dessa forma, (5.42) € equivalente a1l +¢c > ;%5 & e > ;%5 -1 & ¢ > m, que
€ precisamente nossa hipétese. Dessa forma, verificamos todas as hipoteses (5.38)-
(5.42) do Teorema 5.6, que por sua vez garantem as hipéteses do Teorema 5.4.

Item 1): 0 Teorema 5.6(1) nos garante que ||z 1 — 2| = O (1—%> se k — oo.

No nosso caso, em que os parametros sao dados por (5.46), temos

S

k+Ek k+Ek 1
Pk :AkJSZ tE ‘Z 5 - 2+;2 ~ 2 se ko
l—ar 5% o  (I+e)Hks+s 14e + 1+e k

(5.47)

Dessa forma, O (1—ak> =0 (1% : %) =0 (%) se k — oo, donde [lzj 1 — x| =

@) (—&) =0 (E) se k — oo, 0 que mostra a primeira parte do item 1). Agora, do

1—C¥k

Teorema 5.4(1) temos que > ;2 st — z;||* < oo. Invertendo as contas acima,

o
temos 1% ~ 1F2 i~ L2 (i 41), ou seja limy g 12 - (i +1)/1 % — 1, e portanto

existe i( € - Ntal que para i > i temos L€ - (i +-1) < 2. 154 Da,

Lol — xil)? < oo

1+e 2 <1
- Z(i+1)-Hxi+1—xiH2§2Z

1=1g 1=1g

0 que mostra que Y52, (i + 1) - |41 — 74]|? < oo, encerrando o item 1).

Item 2): neste item, queremos garantir a convergéncia de (xj) utilizando o
Teorema 5.6(2). Para tanto, ainda precisamos verificar trés hipoteses adicionais. Pri-
meiramente, por (5.46) temos que'’

s =kl _ M= _ (A He)ge s(k+ 12— (1+e) 5k (k+1)2 — &2

2
HE+1 Ak+1+8 (1+e)S(k+1)2+s (lf+1)2+10‘—+E

2k +1 2
~ — se k — oo.

= 2
K242k+1+ 2= Kk

Dai, mostramos s =]

e . Mas, rearranjando os termos em (5.47), temos que

o wlm

%N a TLeportanto ~ 2. LDBAMNQ.E._L&’G
HE+1
entdo W =0 (2 SAte. 1f—k%> = O (1”4) se k — oo, 0 que verifica a primeira

hip6tese adicional no Teorema 5.6(2).
s . . 1
Além disso, por (5.47) temos limy, 15_1;%/ [1%5 1
1
T4z - 7» donde

] = 1, e portanto existe

l\DIr—\
wIH

(0. ¢]

Z Pk >
].—Oék._

k=ko

EDRE

7 Lembre que A\, = (1 + )5k é uma sequéncia crescente, de modo que |Ai1 — Ak| = A1 — A
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eentdo > 72, 1—% = 00, 0 que verifica mais uma hipétese do item 2) do Teorema 5.6.
Por fim, como Ay * oo, entdo py = A\, +s oo e portanto liminfy_, o pg = limy_, o0 pg
= oo > 0, e assim o item 2) segue do Teorema 5.6(2).

Item 3): segue também do Teorema 5.6(2).
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6 CONCLUSAO

Baseados em Attouch e Cabot (2020), estudamos detalhadamente o Algoritmo
Proximal com Inércia e Relaxacéo (RIPA) descrito por

=2 + — 2
TE> 1: { Y = o +ag () — v8_1) (RIPA)

Tip1 = (L= o)y + i I a(Wie)

para pontos iniciais xg, x| € H, parametros «;. (de inércia), p;. (de relaxagéo) e uy., €
operador mon6tono maximal A : H = H com zer(A) # (. No Capitulo 3, incluimos
interpretacdo geométrica e casos especiais de (RIPA), bem como introduzimos as
sequéncias (hy), (t; 1) € (t;), que s@o uteis nas provas de convergéncia do capitulo
seguinte. Calibrando apropriadamente os parametros, no Capitulo 4 garantimos a
convergéncia fraca das sequéncias (x) € (y,) para um zo, € zer(A), solugao do
problema de inclusdo monétona 0 € Ax (Teoremas 4.1 e 4.9). Por fim, no Capitulo 5
particularizamos nossa analise para classes especificas de parametros (Teoremas
5.4 e 5.6), incluindo expressodes explicitas para eles (Corolarios 5.7, 5.8 € 5.9), o que
facilita a implementacéao pratica do algoritmo.

Acreditamos que futuros trabalhos relacionados ao (RIPA) possam incluir ana-
lise de convergéncia, tanto do ponto de vista te6rico como do ponto de vista pratico,
realizando experimentos computacionais e comparando os resultados com os de al-
goritmos ja conhecidos para o problema 0 € Az, incluindo o caso «;. — 1 em que
se espera obter rapida convergéncia. Além disso, podem ser consideradas versoes
inexatas do algoritmo, como

=2+ op(Tp — T _
Vi > 1 { i = 7 ol = T) (Inexact-RIPA)

Tpy1 = (1 — pr)yr + prwy

onde |wy — J,, a(yr)ll < e, ou seja, wy ~ J,, a(yx) contém o erro de calculo do
resolvente. Motivados pelos trabalhos de Rockafellar (1976) e Eckstein e Bertsekas
(1992) por exemplo, € natural nos indagarmos se a hipétese adicional de erro somavel
> re i ex < oo seria suficiente para garantir convergéncia de (Inexact-RIPA).

Por fim, podemos considerar também algoritmos proximais de decomposi¢cao
(splitting proximal algorithms) com inércia e relaxagdo nocasoemque A=>1" | A; e
cada A; : H = H é um operador monétono maximal, a fim de explorar individualmente
a estrutura de cada operador A;. Podemos citar Alves et al. (2020) e Geremia (2020)
como exemplos de trabalhos nesse sentido. Esse caso se mostra particularmente inte-
ressante quando alguns operadores A; tém alguma estrutura extra além de monotonia
e maximalidade, como cocoercividade ou ainda quando algum A; = 0f para f prépria,
convexa e semicontinua inferiormente.
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