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RESUMO

Neste trabalho, olhamos para um problema de Cauchy singular (ou degenerado) abs-
trato, num espaco de Banach, da forma

au
EE=AU, t>0

u(0) = up,

onde E é um operador ndo-necessariamente injetor, nos casos linear e nao-linear.
Buscamos encontrar relagdes e condicdes sobre A e E para que, dado uy em algum
conjunto conveniente de dados inicias, possamos encontrar uma solugéo da equacao
que esteja definida para todo tempo t > 0. Tais solugbes definem o0 que chamamos de
semigrupos generalizados. Por fim, buscaremos condi¢cdes necessarias e suficientes
que garantam a estabilidade exponencial de tais semigrupos generalizados.

Palavras-chave: problema singular, problema degenerado, boa-colocagao, semigru-
pos generalizados, estabilidade exponencial.






ABSTRACT

In this work, we turn our attention to a singular (or degenerate) abstract Cauchy problem,
in a Banach space, of the form

au
E—=A

i u, t>0
u(0) = ug,

where E is not necessarily an injective operator, in the linear and nonlinear cases. We
search relations and conditions on A and E so that, given ug in a convenient set of initial
data, we can find a solution for the equation that is defined for all t > 0. Such solutions
define what we call generalized semigroups. Also, we find necessary and sufficient
conditions to ensure the exponential stability of such generalized semigroups.

Keywords: singular problem, degenerated problem, well-posedness, generalized semi-
groups, exponential stability.
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INTRODUCAO

O estudo, num espaco de Banach X, do problema de Cauchy abstrato

du
E=AU, t>0
U(0)=U0€X,

onde A: D(A)c X — X é um operador linear, é extenso, e foi completamente resolvido
por Feller, Miyadera, e Phillips em 1952, através do Teorema de Hille-Yosida (veja
(ENGEL; NAGEL, 2000, Teorema 3.8), por exemplo). Com esse teorema, sabemos
que, dadas constantes M > 1 e w € R, 0 operador linear A: D(A) c X — X é o gerador
infinitesimal de um Cp-semigrupo {T(¢): t > 0} c £(X) em X satisfazendo || T(t)||$(x) <
Me®! para todo t > 0 se, e somente se, A é fechado, densamente definido, (w,c0) < p(A)
e para todos neN e 1 >w tem-se

M
(A—w)™

||(/1—A)_n||$(x) <

Nesse caso, a solucdo do problema de Cauchy abstrato acima é dada por u(t) = T(t)ug
para t > 0. Lembremos que um Cy-semigrupo {T(t): t > 0} ¢ £(X) & uma familia
satisfazendo T(0) =/ (onde / é a identidade em X), T(t+s)= T(t)T(s) para todos {,s >0
e que T(t)x — x em X quando t — 0* para cada x € X.

O objetivo deste trabalho € explorar a teoria recente que lida com o problema
de Cauchy singular

{E%x(t):Ax(t), t>0 o)
x(0) = Xo,

onde E é um operador ndo-necessariamente injetor, tanto nos casos linear e nao-
linear. A meta aqui € buscar relagées e condi¢des sobre A e E para que, dado xp
em algum conjunto conveniente, possamos encontrar uma solugao x(-) para (0.1) que
esteja definida para todo t > 0. Veremos que, quando tais relagdes estédo satisfeitas,
podemos definir uma familia {U(t): t > 0} de operadores lineares limitados (em espagos
convenientes), a qual chamaremos de semigrupo generalizado, de maneira que, para
Xp em um subconjunto especifico de X, a solugéo do problema (0.1) seja dada por
x(t) = U(t)Exg para t > 0. Tal familia satisfara uma a condigdo U(t+s) = U(t)EU(S)
para t,s > 0 e, para os pontos xp nesse subconjunto especificado, U(0)Exg = xg €
U(t)Exg — xg em X quando t — 0™.

Nosso estudo se inspira no trabalho de (GE; ZHU; FENG, 2009) para o caso
linear, no qual o autor apresenta as definicoes e resultados basicos sobre semigrupos
generalizados lineares. Para enunciar e demonstrar uma versao correta do (GE; ZHU,;
FENG, 2009, Teorema 4) (cf. Teorema 1.56) precisamos adaptar a teoria de semigrupos
degenerados apresentada em, por exemplo, (MELNIKOVA; FILINKOV, 2001). Para
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desenvolver os principais resultados que nos levam a demonstracdo do Teorema 1.56,
trabalhamos com a definicdo de familias integraveis generalizadas e de geradores
para tais familias, usando a teoria contida em (ARENDT, 1987) para fazer uma ponte
entre as familias integraveis gneralizadas e os semigrupos generalizados. A definicao
de geradores é formulada em termos da transformada de Laplace e, portanto, € uma
formulacéo integral (veja Definicdo 1.39). Um ponto importante a ser destacado é
que apresentamos nesse trabalho as versdes diferencial e integral para geradores de
semigrupos generalizados, além das relagdo entre essas formulagdes. Tais resultados
sd0 novos na teoria e estdo presentes na Secéo 1.3 (com exce¢ ao das Proposicdes
1.29 e 1.32, que séao resultados conhecidos na literatura).

Para o caso ndo-linear, seguimos as ideias de (GE; FENG, 2013). Aqui, a defini-
cao de geradores para semigrupos generalizados escolhida € a dada pela formulacao
diferencial, pois a definicdo so semigrupo generalizado seguira de uma versdo do
Segundo Limite Fundamental. Serao necessarios resultados envolvendo estimativas
espectrais para operadores resolventes nao-lineares, que sao néo-triviais e decorrem
de estimativas de sequéncias duplamente indexadas, presentes em (LUO; GUO; MOR-
GUL, 1999).

Trabalharemos com os problemas na suas formas abstratas, e apresentaremos
apenas um exemplo (também abstrato) para o caso linear. Mais exemplos podem ser
encontrados, por exemplo, em (MELNIKOVA; FILINKOV, 2001), (FAVINI; YAGI, 1999)
e (SHOWALTER, 1973). Por fim, também baseados em (GE; FENG, 2013), estudare-
mos condicdes necessarias e suficientes que garantam a estabilidade exponencial de
semigrupos generalizados.

Este trabalho esta estruturado da seguinte maneira: no Capitulo 1 estudaremos
0 caso linear, isto é, A: D(A)c F{ — F e E: F{ — F sao operadores lineares, onde
F, Fq{ sao subconjuntos de um espaco de Banach X, com Fy fechado, A fechado e
E e £(Fq,F). Para isso, apresentamos resultados da teoria E-espectral para operado-
res fechados, que sao generalizagbes dos resultados ja conhecidos da teoria espectral
para operadores fechados em espacos de Banach, contidos em (TAYLOR; LAY, 1986).
Seguindo a teoria de (GE; ZHU; FENG, 2009), apresentaremos a teoria de semigru-
pos generalizados lineares e seus geradores, fazendo também a conexdo com os
conceitos de semigrupos degenerados (contido em (MELNIKOVA; FILINKOV, 2001)),
semigrupos (contido em (ENGEL; NAGEL, 2000)), e seus respectivos geradores. Defi-
niremos ainda o conceito de familias integraveis generalizadas (conceito relacionado
ao de familias integraveis degeneradas de (MELNIKOVA; FILINKOV, 2001)), que é
fundamental para demonstrarmos o principal resultado deste capitulo, o Teorema 1.56,
que nos da condicdes suficientes para resolvermos o problema (0.1) para valores de
Xp num determinado subconjunto de X. Por fim, apresentaremos um exemplo abstrato
para ilustrar a teoria no caso linear.
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O Capitulo 2 apresentara o caso onde A e E podem ser operadores nao-lineares.
Nesse caso, devido a dificuldade do problema, pouquissimo € conhecido, e o principal
resultado desse capitulo é o Teorema 2.16, que também lida com a boa colocagao
para (0.1). A demonstracao, nesse caso, constrdi 0 semigrupo generalizado usando
uma versao generalizada para o conhecido Segundo Limite Fundamental para semi-
grupos (veja (ENGEL; NAGEL, 2000)). Por fim, no Capitulo 3, estudaremos condi¢des
necessarias e suficientes que garantam a estabilidade exponencial (veja Definicao 3.1)
de um semigrupo generalizado.

Adicionalmente, apresentaremos um apéndice contendo resultados essenciais
para as demonstracdes contidas neste trabalho, mas que, se apresentados em con-
junto com o texto principal, pioraria a sua didatica e dificultaria sua leitura.
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1 O CASO LINEAR

Neste capitulo apresentaremos a teoria para determinar a boa colocac¢ao do
problema

d
{E&X(t)=Ax(t), t>0 (1.1)
x(0) = xo,

num espago de Banach X, onde A: D(A) < X — X é um operador linear (possivelmente
nao-limitado), e E é um operador linear continuo em X.

1.1 TEORIA E-ESPECTRAL PARA OPERADORES LINEARES FECHADOS

Nesta secao apresentaremos alguns elementos da teoria espectral para ope-
radores lineares fechados em espacos normados, numa versao um pouco mais geral
da teoria usualmente encontrada em livros de Analise Funcional, baseada em (MELNI-
KOVA; FILINKOV, 2001, Secéo 1.5). Antes de mais nada, para X, Y espacos vetoriais
normados, denotaremos por £ (X, Y) o espago dos operadores lineares continuos de
X em Y, que é um espaco vetorial normado com a norma

||B”$(X,Y)= sup ||BX||Y para BEZ(X, Y)

X1l x=1

Quando Y é um espaco de Banach, £ (X, Y) também é. Quando X = Y, denotaremos
ZL(X)=2(X,X).
Para um operador A: D(A)c X — Y, seu nucleo sera denotado por ker A, isto é

kerA={x e D(A): Ax=0}c X.
Sua imagem sera denotada por Im(A), isto €
ImMA={Ax: xe D(A)}c Y,
ou, alternativamente, denotaremos ImA= A(D(A)) = AD(A).

Definicao 1.1 (Operador Fechado). Consideremos dois espacos vetoriais normados
X e Y, eum operador linear A: D(A) c X — Y. Diremos que A é fechado se seu grafico

G(A) ={(x,Ax): xe DIA)}c X x Y
€ um subconjunto fechado de X x Y.

A seguinte proposi¢do nos d4 uma caracterizagdo para operadores lineares
fechados em termos de sequéncias, e também um resultado importante que sera
utilizado mais adiante.
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Proposicao 1.2. Consideremos dois espacos vetoriais normados X e Y e um operador
linear A: D(A)c X — Y. Ent4o:

(a) A é fechado se, e somente se, dada sequéncia {xn} c D(A) tal que xn—x em X e
Axn—y em Y entdo xe D(A) e Ax=y;

(b) se A é injetor, entdo A é fechado se, e somente se, A~' fechado.

Demonstragdo. (a) Vejamos que G(A) 3 (xn, Axn) — (X, y) e portanto (x, y) € G(A) se, e
somente se, G(A) é fechado em X x Y.

(b) Defina Z = ImA. Assuma que A é fechado e assuma que {yp} c D(A 1) =2
étalque yn—yemY e A 'y, — x em X. Defina xp= A1y, Assim xp — x em X
e Axn=yn— y em Y. Como A é fechado x € D(A) e Ax=y. Logo y e Z=D(A ") e
x=A"y. Portanto A~! é fechado. O resultado segue notando que (A~1)~1 = A. O

Para desenvolver a teoria E-espectral, fixaremos:
* um espaco de Banach X;
* dois subespagos vetoriais F e F; de X, com F4 fechado;
* um operador E € £(F4,F).

Como F4 é um subespaco vetorial fechado de X, entdo F1 com a norma induzida
de X também é um espaco de Banach.

Observacao 1.3. Quando F=F; =X e E =1, aidentidade em X, essa teoria recupera
0s resultados classicos da teoria espectral de operadores lineares fechados em espa-
cos de Banach (veja, por exemplo, (TAYLOR; LAY, 1986)). A teoria fica qualitativamente
diferente da teoria usual quando o operador E é ndo-injetor.

Definicao 1.4 (E-resolvente e E-espectro). Nas condicées acima, considere um ope-
rador linear fechado A: D(A) c F; — F. Definimos o E-resolvente de A, denotado por
p£e(A), como o conjunto dos A € C para os quais o operador AE—A: D(A)c F;y — F é
inversivel e (AE—A)"' e £(F,Fy).

Para A € pe(A), o operador Rg(1,A) = (AE-A1e £(F, F1) é chamado de ope-
rador E-resolvente de A. Quando ndo houver confusdo, denotaremos Rg(A,A) sim-
plesmente por R(A).

O complementar o g(A) de pge(A) em C é chamado de E-espectro de A.

Claramente, dependendo dos espagos F,F; e do operador E, podemos ter
pe(A) =2 ou pe(A) =C. Por exemplo, para F=Fy =X, se Anéo é inversivel e E=0,
entdo AE—A=—-A nao é inversivel para nenhum A € C, e portanto pg(A) = &. Ana-
logamente, se E=0 e A € inversivel entdo pe(A) = C. No que segue, assumiremos
que

PE(A)#0.
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Observacao 1.5. Notemos que R(A)F = D(A) para todo A € p(A). Além disso, quando
F é também um subespaco fechado de X (0 que nem sempre € o0 caso), a condi¢cdo de
que (AE—A)"' e £(F,Fy) pode ser removida da definigdo, ja que ela é consequéncia
do fato de AE—A: D(A) c Fy — F ser inversivel, juntamente com o Teorema do Gréfico
Fechado (veja (BREZIS, 1984), por exemplo).

A seguinte identidade é fundamental para o desenvolvimento da teoria espectral.
Proposicao 1.6 (Identidade do E-resolvente). Se A, u € pg(A) entdo
R(2)—=R(k) = (u=2)R(1) ER(w). (1.2)
Em particular, para A, p € pe(A) temos R(u) ER(A) = R(A) ER().
Demonstragdo. Sabemos que para A, i€ pg(A) temos

R(A)—R(u) = (AE=A) T [(LE-A)—(AE=A)(LE-A)™
= (u—A)R(A)ER(y),

0 que prova (1.2). A ultima afirmagéo segue de (1.2), intercambiando A e p. O

A fim de simplificar a notacdo, denotaremos ambas -l ¢(F,F) € Il 2(F, F)
simplesmente por | - |.

Proposicao 1.7. Se Ae pg(A) e ueC é tal que |u—AIIRA)IIIEN <1 entdo ue pe(A) e
o0
w)=>_(A-w"RVE]"R(A), (1.3)
n=0

com convergéncia uniforme para |u—A|I|R(A) I EN < r<1. Em particular p g(A) € aberto.

Além disso, a aplicagdo pg(A)> A— R(1) € £(F,F4) é analitica e

d’ ——R(A)=(=1)"n[R)E]"R(). (1.4)

dan

Demonstrag&o. Primeiro vejamos que para A€ pg(A) e peC temos
HE—A=(AE-A)+(u—A)E=(AE-A)[I-(A-u)R(A)E].

Definimos J=/-(A—u)R(A)E € £(F1), onde | denota a identidade em Fy. Sabe-
mos que’ para |A—p|IRA)IIE| <1, J é inversivel e sua inversa é dada por

(e o]

= (- TRME",

n=0

' Lembremos que F; com a norma induzida de X é um espaco de Banach.
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com convergéncia uniforme para [A—u||R(A)IIEll < r<1. Portanto uE—A é inversivel,
0 que mostra que p € pge(A) e que

R(u Z (A—p)"[R(VE]"R(A).

O

Agora fixado Ag € pg(A), como (1.3) converge uniformemente para
1
[A=AolIRM)INEN < >

a aplicacdo pg(A)> A — R(A) e Z(F,F4) é continua em Aq. Segue de (1.2) que pg(A) 3
A— R(A) e £(F, Fy) é diferenciavel em 1q e que

d

27 AW ==R(A)ERW).

Note que
[RWE"-[R(1)E]"
= {IRWEI™" +[RWEI"2R(K)E +---+ [R(W) E™ HR() - RWIE.,
Logo
S IRWEN =—nRWET™

e o resultado segue por indugéo. O

Corolario 1.8. Defina S(A) = R(A)E para cada A € p(A). Entao para A, u € p g(A) temos

S(A)=S(p) = (u—2)S(A) S(p),
e S(A)S(u) = S(n)S(A). Alem disso, a aplicagcdo pe(A) > A— S(A) e £(F4) é analitica e
dn
dan
Demonstrag&o. A prova € imediata das Proposicoes 1.6 e 1.7. O

——8(A) =(=1)"n1S(1)™1.

Um resultado importante é que os conjuntos R(1)EF4 e R(A)ED(A) nao depen-
dem de A€ pg(A).

Proposicao 1.9. Para u,A € pe(A) temos R(A)EFy = R(u)EF4. Mais ainda, temos
R(A)ED(A) = R(u) ED(A).

Demonstragéo. Se y € R(A)EF4 entdo y = R(1)Ex para algum x € Fq. Assim
Ex=(AE-A)y =(LE-A)y+(A-p)Ey,

ou seja (UE—A)y = Exq, onde x4 =x+(u—A)y € Fy. Deste modo y = R(u)Exq € R(u)EF1,
0 que mostra que R(A)EF{ < R(u)EF;. Intercambiando A e u, a primeira parte do
resultado segue.
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Para a segunda, se y = R(A1)Ex e D(A) > xn — x entao para yn= R(1)Exn € D(A)
temos yp — y e sabemos, do feito acima, que yn = R(u)Ex;}, onde x} = xp+(u—A)yne
1 = -on

D(A) e x5 — x+(A—p)y =: x4 € D(A). Portanto y = R(u) Exy € R(1) ED(A). Trocando A por
i, temos o resultado. H

O ultimo resultado desta se¢édo nos da condi¢ao para termos uma certa comu-
tatividade entre um operador B e 0 E-resolvente.

Lema 1.10. Sejam A: D(A) c F{ — F operador linear fechado, E: F{ — F e B: F — F4
operadores lineares continuos tais que para algum A € pg(A) vale R(A)EB = BER(A).
Entdo para x € D(A) temos BEx € D(A) e ABEx = EBAx.

Demonstracdo. Para x € D(A) temos R(A)(AE—-A)x =x e (AE—A)R(1)x = x. Portanto,
como R(A)EB=BER(A), para x € D(A) temos

R(1)EB(LE—A)x = BEx,

e assim BEx € D(A) e EB(AE—A)x =(AE—A)BEXx. Isto nos da EBAx = ABEXx. ]

1.2 SEMIGRUPOS GENERALIZADOS

Nesta se¢do apresentaremos a teoria dos semigrupos generalizados. Como o
proprio nome sugere, este conceito € uma generalizagdo para o conceito usual de
semigrupo (que recordaremos na Subsecéao 1.2.2).

No que segue, consideraremos um espaco de Banach X, dois subespacos F, F4
de X, com a norma induzida de X, e um operador linear continuo E: F; — F.

Definicao 1.11 (Semigrupo generalizado). Uma familia {U(t): t > 0} de operadores
lineares continuos de F em F4, indexada num parametro real t > 0, é chamada de
semigrupo generalizado (ou semigrupo linear generalizado) induzido por E, de F
em Fq, se

U(t+s)=U(t)EU(s) paratodos t,s>0. (1.5)

Se além disso, tivermos

tli%l+ IU(t)x—U(0)x||=0 paracada x € F,

entdo {U(t): t > 0} € chamado de Cy-semigrupo generalizado.
Observacao 1.12. Veja que, de (1.5), se n é um inteiro positivo e § >0 entao
U(nd)E = U(5+(n—1)8)E = U(6)EU((n—1)8)E =---=[U(8) E]".

Além disso, (1.5) implica que U(t)EU(s) = U(s) EU(t) para todos t,s > 0 e também que
U(t)= U(0)EU(t) para todo t > 0.
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Vejamos a seguir importantes propriedades de Cp-semigrupos generalizados.
No que segue, por simplicidade de notagdo, denotaremos |- Il » (£ F,) € Il #(F,,F) POr
-1l

Defini¢cao 1.13. Diremos que um semigrupo generalizado {U(t): t > 0} de F em F;
induzido por E é exponencialmente limitado se existem M > 1 e w € R tais que

1U(t)I < Me®!  para todo t > 0.

Diremos também que {U(t): t > 0} é (M, w)-exponencialmente limitado, quando quiser-
mos explicitar as constantes M e w.

Um resultado semelhante ao da teoria usual de semigrupos, sob uma condi¢éo
adicional sobre o espaco de saida F, é o seguinte:

Teorema 1.14. Se F também é um subsespaco fechado de X e {U(t): t > 0} é um
Co-semigrupo generalizado de F em Fy induzido por E, entdo {U(t): t > 0} é exponen-
cialmente limitado.

Demonstragdo. Primeiramente observamos que existe >0 tal que

sup [U(t)]l < oo. (1.6)
te[0,n]

De fato, se este ndo fosse o caso, existiria uma sequéncia t, — 0* tal que
IU(th)ll > n paracada neN. (1.7)

Mas para cada x € F temos |U(t)x—U(0)x|| — 0 quando t — 0", e portanto a
sequéncia {U(tn)x} < X é limitada (ja que é convergente). Como F é fechado, e portanto
um espaco de Banach com a norma induzida por X, segue do Principio da Limitagéo
Uniforme (veja (BREZIS, 1984, Teorema I1.1)) que {||U(t)I]} é limitada, o que contradiz
(1.7).

Tomamos entéo 7 >0 que satisfaz (1.6) e definimos

My =1+ sup [U(H)I,
te[0,7]
e notamos que M, > 1. Para cada t > 0 existem um inteiro ndo-negativo k e 6 € [0,n)
tal que t=kn+45. Assim

(;)

U0 = 1U(5 +kn) Il = 1 UB)EU(kn) Il = 1UG)EUMIFI < 1UG) NENFIUm)IX

<My (11 ENEME < MK+T,

onde em (x) usamos a Observagdo 1.12 e M= (1+|E|)M;. Como t = kn+§5 temos
k=n"1(t—6) <5~ 't e portanto

U1 < MMt = Me®t,
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onde w=71""InM. Claramente M > M; >1, o que mostra que {U(t): t > 0} é exponenci-
almente limitado. O

Proposicao 1.15. Considere {U(t): t > 0} um Cq-semigrupo generalizado de F em F;
induzido por E, e assuma que {U(t): t > 0} é (M, w)-exponencialmente limitado.

(1) Para cada x € F, a aplicagéo [0,00) 3t — U(t)x € F{ € continua.

(2) A aplicagdo [0,00) 3 t — [[U(t)ll € [0,00) € semicontinua inferiormente, e portanto
mensuravel.

Demonstragcdo. (1) Sejam t>0, h>0e xe F. Entao
U(t+h)x—U(t)x = U(t)EU(h)x—U(t)EU(0)x,
e como {U(t): t >0} é (M,w)-exponencialmente limitado, temos
1U(t+h)x—=U(t)xIl < Me® I ENlNU(h)x—U(0)xIl — 0
quando h— 0*. Agora, parat>0, h>0talque t—h>0e x € F temos
U(t—h)x—=U(t)x = U(t—h)EU(0)x—U(t—h)EU(h)x,

e assim
1U(t—hyx—U(t)xI < Me“ M ElNU)x— U(h)x]| — 0,

quando h— 0*, e a demonstragao deste item estd completa.

(2) Basta mostrar que {t > 0: [|U(t)Il > b} € aberto em [0,00) para cada b e R. Mas
IU(f) Il > 0 implica que existe x € F com || x|l =1 tal que [|U(fp) x|l > b. Segue de (1) que
IU(t) x|l > b para todo t suficientemente préximo de t;, em [0,00). Logo [|U(t)ll > b para
esta vizinhanca de #; em [0,00), e o resultado esté provado. O

1.2.1  Semigrupos degenerados

Nesta breve subsecdo, compararemos a teoria de semigrupos generalizados
apresentada neste trabalho com a teoria de semigrupos degenerados apresentada em
(MELNIKOVA; FILINKQOV, 2001, Secao 1.5).

Definicao 1.16. Uma familia {S(t): t > 0} ¢ £(X) é chamada de semigrupo degene-
rado se

(i) o operador S(0) possui nucleo nao-trivial;
(i) S(t+s)=S(t)S(s) para todos t,s>0.

Se além disso, temos
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(iii) 1S(t)x—S(0)x|| — 0 quando t — 0* para cada x € X,
diremos que {S(t): t > 0} c £(X) € um Cy-semigrupo degenerado.

Se {U(t): t >0} € um Cp-semigrupo generalizado de F em F4, induzido por um
operador linear continuo ndo-injetor E de F{ em F , entdo {S(t): t > 0}, definido por
S(t)=U(t)E para cada t > 0, € um Cp-semigrupo degenerado em F.

De fato, note que

S(t+s)=U(t+s)E=U(t)EU(s)E=S(t)S(s) paratodost,s>0.

Além disso S(0) = U(0)E, o que mostra ker E c ker S(0). Assim, o nucleo de S(0) é
nao-trivial. Finalmente, se x € Fy, temos Exe F e

1S(H)x—S(0)x] = || U(t)Ex— U(0)Ex|| — 0 quando ¢ — 0*.

Agora se {S(t): t > 0} € um Cp-semigrupo degenerado em X, entdo definindo
E=5(0): X— X e U(t)= S(t) para t > 0 temos

U(t+s)=S(t+5s)=S(t)S(s) = S(t)S(0)S(s) = U(t) EU(s),
e para x € X temos
IU(t)x—U(0)x] = IS(t)x—S(0)x|| — 0 quando t— 0™,

e {U(t): t >0} € um Cy-semigrupo generalizado de X em X induzido por E = S(0) €
ZL(X).

Sendo assim, a teoria apresentada em (MELNIKOVA; FILINKOV, 2001) para
Co-semigrupos degenerados esta contemplada neste trabalho.

1.2.2 Semigrupos

Definicao 1.17. Um semigrupo num espaco métrico X é uma familia {T(f): t > 0} c
C(X) que satisfaz:

(i) T(0)=1, onde | € o operador identidade em X;
(ily T(t+s)=T(t)T(s), paratodo t,s>0.

Quando X é um espago de Banach e {T(t): t > 0} c £(X), diremos que {T(t): t > 0}
€ um semigrupo linear (ou somente semigrupo, quando a linearidade estiver clara).
Quando {T(t): t > 0} c £(X) € um semigrupo e tivermos

(iii) 1 T(t)x—x| — 0 quando t— 0* para cada x € X,

diremos que {T(f): t >0} é um Cp-semigrupo.
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Veja que todo Cp-semigrupo {T(f): t > 0} c £(X) é um Cy-semigrupo generali-
zado de X em X induzido por E =/ (a identidade em X) satisfazendo T(0) =/. Com isto,
0 seguinte resultado segue diretamente da teoria apresentada anteriormente.

Proposicao 1.18. Segja {T(t): t > 0} c £(X) um Cy-semigrupo. Entdo:
(a) {T(t): t >0} é exponencialmente limitado;
(b) para cada x € X, a aplicagdo [0,00) 3 t— T(t)x € X é continua;

(c) a aplicagdo [0,00) 3 t— [ T(t)ll (x) € [0,00) € semicontinua inferiormente, e por-
tanto mensuravel.

Vejamos que de um Cy-semigrupo generalizado podemos construir um semi-
grupo, considerando os operadores e 0s espacos corretos. Para isso, consideremos
um Cy-semigrupo generalizado {U(t): t > 0} de F em F4 induzido por E. Da Observa-
cao (1.12) obtemos U(0) = U(0) EU(0), o que mostra que o operador P=U(0)E é uma
projegcdo em F4, e decompde 0 espago em

Fi=ImPekerP.

Lema 1.19. Os subespacos ImP e ker P sgo positivamente invariantes pelo Cy-se-
migrupo degenerado {S(t): t > 0} em F4, dado por S(t) = U(t)E para t > 0, isto é,
S(t)ImP c ImP e S(t)ker P c ker P para todo t > 0.

Demonstracédo. Vejamos que se x € ImP entédo x = Py = U(0) Ey. Assim, da Observacao
(1.12) temos

U(t)Ex = U(t)EU(0)Ey = U(0)EU(t)Ey = PU(t)Ey € ImP.
Analogamente se x € ker P entao
U(t)Ex = U(t)EU(0)Ex = U(t)EPx =0,
e portanto U(t)Ex € ker P. ]

Proposicao 1.20. Se {U(t): t > 0} é um Cy-semigrupo generalizado de F em Fy indu-
zido por E, P=U(0)E e Y =ImP, entao a familia {T(t): t > 0} dada por T (t) = U(t)E\ y
€ um Cy-semigrupo (no sentido usual) em'Y.

Demonstragdo. Ja vimos que a familia {S(t): t > 0} dada por S(f) = U(t)E € um Cp-
semigrupo degenerado em F4. Basta ver que T(0) € a identidade em Y. Para xe Y
temos

T(0)x=U(0)Ex=Px=x,

logo T(0) =/, onde / é a identidade em Y. Portanto {T(t): t > 0} € um Cp-semigrupo
emY. ]
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Isto condiz com (MELNIKOVA; FILINKOV, 2001, Observacgao 1.5.2), que resulta
no seguinte resultado para Cyp-semigrupos degenerados.

Proposicao 1.21. Se {S(t): t > 0} é um Cy-semigrupo degenerado em X, entéo P =
S(0) € uma projecdo em X e a familia {T(t): t > 0} dada por T(t) = S(t)|;mp € um
Co-semigrupo (no sentido usual) em ImP.

Demonstragdo. E analoga a demonstracdo da Proposicao 1.20. O

1.3 GERADORES PARA SEMIGRUPOS GENERALIZADOS

Definicao 1.22. Considere um Cp-semigrupo generalizado {U(t): t > 0} de F em Fq,
induzido por E, (M,w)-exponencialmente limitado. Dizemos que um operador linear
fechado A: D(A) ¢ Fy — F é um gerador de {U(t): t > 0} se para Rel > o temos
Aepe(A)e

Fn’(A)x:/oOo e MU(t)xdt para todo x € F. (1.8)

Teorema 1.23. O gerador de um Cy-semigrupo generalizado exponencialmente limi-
tado, quando existe, é unico.

Demonstragdo. De fato, note que se A e B sao geradores de {U(t): t > 0} entdo existe
A>0 tal que

o0
Re(A,A)x = / e MU(t)xdt = Re(A, B)x,
0

para todo x € F. Isto implica que Rg(A,A)=Re(A,B) em F e assim
D(A)= Re(1,A)F = Re(A, B)F = D(B).
Além disso, para cada x € D(A) = D(B) temos
x=Rg(A,A(AE-A)x = Re(A, B)(AE-A)x,
0 que nos da (AE—-B)x =(AE—-A)x, e portanto Ax = Bx. ]

Teorema 1.24. Assuma que {U4(t): t >0} e {Ux(t): t > 0} sejam Cq-semigrupos gene-
ralizados (M, w)-exponencialmente limitados de F em F4 induzidos por E, ambos tendo
A como gerador. Entgdo Uq(t) = Us(t) para todo t > 0.

Demonstracdo. Sabemos que existe w € R tal que para A >w e x € F temos
o0 o0
/ e MU, (t)xdt = R(A)x = / e MUy(t)xdt.
0 0

Da unicidade da transformada de Laplace (veja o Corolario A.3), obtemos Uj(t)x =
Us(t)x paratodos t>0e xe F.
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Proposicao 1.25. Se A € o gerador de um Cy-semigrupo generalizado (M, w)-exponen-
cialmente limitado {U(t): t > 0} de F em F; induzido por E, entédo para cada x € D(A)
temos

(a) U(O)Ex =x;

(b) 1im JEX=X_

Jim - U(0)Ax.

Demonstracdo. Para x € D(A) e A > w fixado, sabemos que existe um Unico y € F tal
que
(0,0}
x=R)y = / e MU(t)ydt.
0

Assim

U(0)Ex = / At U(0)EU(t)ydt = /0 ~ e MU(t)ydt = x,

0
0 que prova o item (a). Para o item (b), veja que para h>0 temos

UhEx=x_1 / e MU EU(t)ydt— / e MU(t)ydt
h hlJo 0
1 / e MU(t+ h)ydt— / e‘“U(t)ydt]
h1Jo 0
r fe's) h
=:_7 (eM—-1) / e MU(t)ydt—eth / e—“U(t)ydt]
L 0 0
e/lh_-l eﬁh h _at
=L k-2 /O e MU(t)yat,

e portanto
Jim % — Ax—U(0)y = Ax—U(0)(AE—A)x
— Ax—AU(0)Ex + U(0)Ax = U(0)Ax.

]

O primeiro resultado envolvendo a existéncia de solugdes para o problema (1.1)
€ 0 seguinte:

Teorema 1.26. Se A € o gerador do Cy-semigrupo generalizado (M, w)-exponencial-
mente limitado {U(t): t > 0} de F em Fy induzido por E, entdo para x € D(A) temos
U(t)Ex e D(A) e AU(t)Ex = EU(t)Ax para todo t>0. Além disso a aplicagcao [0,00) 3 t —
U(t)Ex € Fy é continuamente diferenciavel e

%U(t)Ex =U(t)Ax para todo t>0.

Assim para x € D(A), a aplicagdo ¢: [0,00) — F1 dada por ¢(t) = U(t)Ex parat >0

satisfaz: (£(0)=x e
E%f(t) =A¢(t) paratodot>O0.
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Demonstragdo. Primeiramente notamos que para x € D(A), y € F tal que
(o, ¢]
x=R(A)y = / e *SU(s)yds
0
e t>0temos
(0,0] (0,0]
U(t)Ex = / e MSU(t)EU(s)yds = / e ASU(s)EU(t)yds,
0 0

o que mostra que R(A)EU(t)y = U(t)Ex. Assim U(t)Ex € D(A) e (AE—-A)U(t)Ex =
EU(t)y = EU(t)(AE—-A)x, 0 que nos da AU(t)Ex = EU(t)Ax.
Agora notemos que para x € D(A) e t > 0 temos

* - —_—
& U Ex= tim JUHMEX-UMEX - U(EU(h)Ex—U(t)Ex
at h—0+ h h—0+ h
= UDE Jirg, % = U(t) EU(0)Ax = U(t)Ax.

Segue entdo do Lema de Dini (Lema A.6) que [0,00) 3 t— U(t)Ex € F € continuamente
diferenciavel e &U(f)Ex = U(t)Ax.
A ultima afirmacao segue diretamente do que foi feito acima. O

Observacao 1.27. Diferentemente da teoria usual de Cy-semigrupos e seus gerado-
res infinitesimais, que sera relembrada a seguir, o dominio D(A) do gerador A nao
€ necessariamente um conjunto denso de F;. Na verdade, levando em conta o item
(a) da Proposicao 1.25, vemos que se D(A) € denso em Fq, entdo U(0)Ex = x para
todo x € Fy (pois U(0)E é um operador continuo), o que implica que E deve ser, em
particular, injetor.

1.3.1 Geradores para semigrupos

Lembremos que para um semigrupo {7(f): t > 0} c £(X), temos a seguinte
definicdo de gerador infinitesimal:

Definicao 1.28. Dado um semigrupo {T(t): t > 0} < £(X), o seu gerador infinitesimal
€ o operador linear A: D(A) c X — X definido por

D(A) = {Xe X: fim LX=X existe},
h—0+ h

Ax= lim X=X

ara cada D(A).
Jim —— p x € D(A)

No que segue, nosso trabalho nesta subsegédo & demonstrar que para Cy-
semigrupos, esta definicdo de gerador infinitesimal coincide com a Definicdo 1.22.

Proposicao 1.29. Seja T < £ (X) um Cy-semigrupo.
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(1) Seja A o gerador infinitesimal de T. Entdo A é fechado, D(A) é denso em X, e
para x € D(A) a aplicacdo [0,00) 3 t — T (t)x € D(A) é continuamente diferenciavel
e

gt T(Hx=AT(t)x=T(t)Ax, para todo t>0.
(2) Se{T(t): t>0} é (M,w)-exponencialmente limitado, entdo para Rel > v temos
Aep(A) e

o0
Ri(A,A)x = (A—A) " x = / e MT(t)xdt paratodo x € X.
0

Demonstracéo. (1) A prova de que A é fechado sera feita na demonstragéo do item
(2). Para a densidade, seja x € X e, para € >0, defina x, = fo t)x dt. Entao x; — x
quando ¢ — 0" e para h>0 temos

%=$’(/e+hﬂt)xdt—/oh T(txat) =2 %

assim x; € D(A) e D(A) é denso em X. Agora, se x € D(A) temos

- T(h)T(t)x—T(t)x T(h)x—x
hlin& h =Tk heo h = T(HAX,
logo T(t)x € D(A) e AT(t)x = T(t)Ax. Portanto
d* . T(t+h)x-T(tH)x
o T(t)x = /}E& " = AT (t)x = T(t)Ax,

existe e é continua, e pelo Lema de Dini (Lema A.6), a aplicagéo [0,00) € t — T(t)x €
D(A) é continuamente diferenciavel e %T(t)x AT (t)x = T(t)Ax para todo t>0.

(2) Note que se Rel > w temos e MT
integravel em [0,00), € podemos definir Q

Q(A)x = /0 e MT(t)xdt.

Dl x) < Me~(ReA-0) que ¢ uma fungdo
A)e (X) por

(
(
Temos ||Q(7L)||$(X) < R%’ e para x € X e h>0 obtemos

T(h)—1 T(h)x—x

=1( / e MANT (1) xdlt - / &M T (t)xat )
h\Jp 0
h 0o
=l<_ / OO T ()it + / (e}-1)e™M T (t)xct)
h 0 0

20" s AQ(A)x,

0 que mostra que Q(1)x € D(A) e (A-A)Q(1)x = x. Portanto 1—A é sobrejetivo. Além
disso para x € D(A), usando integracao por partes segue que

Q1) Ax = / e MT(t)Axat = / e‘“g T(t)xdt
0 0 dt
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_ e—“T(t)x]:’ A /O e MT()x0t =—x+ AQ(A)x,

e portanto Q(1)(A—A)x = x para todo x € D(A) e A—A é também injetora. Logo 1—A é
uma bije¢do de D(A) sobre X com inversa Q(1) € £(X), e segue da Proposicéo 1.2
que A é fechado, e portanto A € p(A), e a prova esta completa. O

Como consequéncia deste resultado, temos o seguinte teorema:

Teorema 1.30. Seja{T(t): t > 0} c £(X) um Cy-semigrupo. Um operador A é o gerador
infinitesimal de {T(t): t > 0} se, e somente se, ele é o gerador de {T(t): t > 0} (pela
Definigdo 1.22).

Demonstracdo. Assuma que A é o gerador infinitesimal de {T(t): t > 0}. Segue da
Proposicao 1.29 que A é o gerador de {T(t): t > 0} pela Definicao 1.22.
Reciprocamente, se A € o gerador de {T(f): t > 0} pela Definicdo 1.22, seja C
o gerador infinitesimal de {T(t): t > 0}. Do que acabamos de provar, C é também o
gerador de {T(t): t > 0} e portanto, do Teorema 1.23, A=C. Il

Mais adiante precisaremos de algumas propriedades das iteracées de gerado-
res infinitesimais de Cpy-semigrupos, que apresentaremos agora.

Definicao 1.31. Seja T < £(X) um Cy-semigrupo com gerador infinitesimal A. Defina
A% =, A' = A e, estando definido A™ 1, indutivamente definimos

DA™ ={xe X: xe DA™ e A™ 1xe D(A)},
e para x € D(A™), definimos A™x = A(A™1x).

Claramente D(A™) é um subespaco vetorial de X e A™: D(AM) c X — X é um
operador linear, para cada me N.

Proposicao 1.32. Seja T < £(X) um Cy-semigrupo com gerador infinitesimal A. Ent&o:

(a) se x e D(A™) entdo T(t)x e D(A™M) para todo t >0, a aplicagdo [0,00)3t— T(t)x €
X é m-vezes continuamente diferenciavel e

m
gt_m T(tyx=A"T(t)x= T(t)A"x para t>0;

(b) Nm=1D(A™) é denso em X. Em particular, D(A™) é denso em X para cada me N.

Demonstragcdo. (a) O caso m=1 é o item (1) da Proposi¢ao 1.29. Agora suponha por
inducdo que o resultado seja valido para m e o provemos para m+ 1. Para isto, seja
x € D(A™1), logo x € D(A™) e da hipétese de inducdo temos T(t)x € D(A™). Além
disso, AMx € D(A) e assim

AMT(f)x = T(t)A™x € D(A),
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e portanto T(t)x € D(A™1). Finalmente

dm+ ddadm d m m m+1
et 10X = G 2m T(Ox = L T(OATx = AT()ATx = T()AT x.

(b) Seja ¢ uma fungdo em C*°(R) com ¢(t) =0 em uma vizinhanca de t=0 e
o0
para t suficientemente grande. Sejam também xe X e f=/ ¢(t) T(t)x dt. Para h>0
0

suficientemente pequeno, temos

T(h)f—f [ p(t—h)—(1)
e A e URLE

e assim fe D(A) e Af=— [5°¢/(t) T(t)x dt. Como —¢’ satisfaz as mesmas condi¢des que
¢, temos f e D(A?) e

A2f = / (1) T(1)xdlt,

e ¢" satisfaz as mesmas condigdes que ¢. Indutivamente, para cada m > 1, obtemos
fe DIA™M e

AMf = / M t)x dt,

0 que mostraque fe ﬁm>1 D(A™). Para mostrar que D(A™) é denso em X, escolha ¢ sa-
tisfazendo também [7°¢(t)dt =1, e defina fn= [5° ng(nt) T(t)xdt para cada ne N. Como
t— n¢(nt) esta em C°°( ) € € zero numa vizinhaga de t=0 e para t suficientemente
grande, segue que fr € Ny~ 1 D(A™) para todo neN. Além disso fp = f(§’°</)(s) T(s/n)xds
para cada neN, e assim f, — x quando n — oo. O

1.3.2 Geradores para semigrupos generalizados: definicdo alternativa

Baseados na Definigdo 1.28 para Cyp-semigrupos (e em (GE; FENG, 2013) para
0 caso nao-linear, que veremos no proximo capitulo), podemos introduzir o conceito
de gerador infinitesimal para um Cp-semigrupo generalizado {U(t): t >0} de F em F;
induzido por E da seguinte maneira:

Defini¢ao 1.33. Dado um semigrupo generalizado {U(t): t > 0} de F em F; induzido
por E, seu gerador infinitesimal é o operador A: D(A) c F; — F definido da seguinte
maneira: URVE

D(A) = {xe Fi: U(Q)Ex=xe lim % existe},
com

Ax=E< lim

U(h)EX—X)
h—0*

para x € D(A).

Observacdo 1.34. Notemos que ker E n D(A) = {0}. De fato para x € ker En D(A) e
D(A) > xn — X, temos U(0) Exn = xp € portanto x = U(0)Ex =0. Em particular, E € injetor
sobre D(A).
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Vejamos que a afirmagao do Teorema 1.26 continua valida quando considera-
mos geradores infinitesimais.

Teorema 1.35. Se A é o gerador infinitesimal do Cy-semigrupo generalizado {U(t): t >
0} de F em Fy induzido por E, entao para x € D(A) temos U(t)Ex € D(A) e AU(t)Ex =
EU(t)Ax para todo t > 0. Alem disso a aplicagéo [0,00) 3t — U(t)Ex € Fy é continua-
mente diferenciavel e

%U(t)Ex =U(t)Ax para todo t>0.

Assim para x € D(A), a aplicagdo ¢: [0,00) — F1 dada por é(t) = U(H)Ex parat >0
satisfaz: £(0)=x e

E%&(t) =A¢(t) paratodot>0.

Demonstragdo. Vejamos que para x € D(A) e t >0 temos U(0)EU(t)Ex=U(t)Ex e
U(h)EU(t)Ex—U(t)Ex U(t)EU(h)Ex—U(t)Ex

futs h = p h
_ U(h)Ex—x)
=UE| lim ——— | = U(H)Ax,
(1 (hin6+ h (DA

logo U(t)Ex € D(A) e AU(t)Ex = EU(t)Ax. Assim

+ —
o/_U(t),:_thhn8 U(t+h)E);' U(t)Ex

dt
- U(h)EU(t)fx—U(t)Ex _ UinAx

e como o lado direito é uma fungéo continua, segue do Lema de Dini (Lema A.6) que
[0,00) 3 t— U(t)Ex € F4 é diferenciavel e que
%U(t)Ex = EU(t)Ax=U(t)AEx paratodo t>0.

A afirmacéo final segue do fato de que EU(t)Ax = AU(t)Ex para x € D(A) e t > 0. Il

No que segue, para conseguirmos comparar as Definigées 1.22 e 1.33, faremos
a seqguinte hipbtese
EU(O)x=x paratodo xe F. (1.10)

Veja que, em particular, segue de (1.10) que E deve ser sobrejetor (0 que pode ser
assumido, sem perda de generalidade, trocando F por ImE, se necessario).

Teorema 1.36. Considere um Cy-semigrupo generalizado {U(t): t > 0} de F em F;
induzido por E com gerador infinitesimal A, com (1.10) valida. Assuma que {U(t): t > 0}
é (M, w)-exponencialmente limitado. Entdo A é fechado e para Rel > w temos A € p g(A)
e
(o.0]
R(A)x =/ e MU(t)xdt para todo x € F.
0

Portanto A é gerador de {U(t): t > 0}.
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Demonstragdo. Para Rel > w, notemos que
leMu(t)) < Me~(Red-o)t hara todo t >0,

que é uma funcéo integravel em [0,00). Podemos assim definir entdo o operador B e
£(F,Fq) por
o0
Bx = / e MU(t)xdt, (1.11)
0

: M
satisfazendo ||B| < Rel=o"

Vejamos que para cada x € F, Bx € D(A). De fato, para x € X notemos que

U(0)EBx = / e M U(0)EU(t) xdlt = Bx.
0 S———

=U(t)
Agora para h>0 temos
EU(h)EBx—EU(0)EBx
h
h 00
=/17 [_ / M) Ey(t) xat + / eM-1eMEU(t)xdt|,
0 0

e assim
lim EU(h)EBx—EU(0)EBx

h—0* h
Portanto Bx € D(A) e ABx=—EU(0)x + AEBx. Logo, de (1.10), segue que

=—EU(0)x+ AEBXx.

(AE-A)Bx = EU(0)x = x. (1.12)
Agora, para x € D(A), usando o Teorema 1.35 e integragao por partes, obtemos
® At * atd
EBAx=/ e EU(t)Axdt=/ e &(EU(t)Ex)dt
0 0
o0

_ M EU(t)Ex’:OHL / e M EU(t) Exalt

0

=—EU(0)Ex + AEBEx =—Ex + AEBEX,
ou seja EB(AE—-A)x = Ex. Como E é injetor sobre D(A) segue que
B(AE-A)x = x. (1.13)
Usando (1.12) e (1.13), segue que A€ pe(A) e que

R(A)x = Bx = / e MU(t)xdt,
0

para todo x € F. Segue do item (b) da Proposi¢ao 1.2 que A é fechado e portanto A é
o gerador de {U(t): t > 0}. O
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Teorema 1.37. Considere um Cqy-semigrupo generalizado {U(t): t > 0} induzido por
E, (M,w)-exponencialmente limitado, com gerador A e com (1.10) valida. Entdo A é o
gerador infinitesimal de {U(t): t > 0}.

Demonstragdo. Denote por C o gerador infinitesimal de {U(t): t > 0}. A Proposicéo
1.25 implica que para x € D(A) temos U(0)Ex = x e Jim, h~1(U(h)Ex—x) = U(0)Ax.
Assim xe D(C) e

Cx =t YR
h—0+* h

o que mostra que D(C) c D(A) e Ax = Cx para x € D(C). Do teorema anterior segue
que para algum A >0 temos

) — EU(0)Ax = Ax,

Re(A, C)x = / e MU(t)xdt
0

para todo x € F. E portanto, para algum A >0 temos Rg(A,C) = Rg(A,A) em F, e
portanto
D(C)=Re(A,C)F = Re(A,A)F = D(A).

Assim A= C é o gerador infinitesimal de {U(t): t > 0}. O

Com isso, vemos que as Definicbes 1.22 e 1.33 sao equivalentes, desde que
tenhamos (1.10).

1.4 FAMILIAS INTEGRAVEIS GENERALIZADAS

Nesta secdo, queremos buscar um resultado parecido com o Teorema de Hille-
Yosida para Cp-semigrupos, isto €, queremos encontrar condi¢cdes sobre o operador
A para que ele seja o gerador de um Cp-semigrupo generalizado. Para este fim, o
seguinte conceito é fundamental.

Definicao 1.38 (Familia integravel generalizada). Diremos que {V/(f): t > 0} é uma
familia integravel generalizada de F em F induzida por E se ela satisfaz:

(i) {V(t): t >0} é fortemente continua, isto é, para cada x € F, a aplicacao [0,00) 3
t— V(t)x € Fy é continua;

(i) paracada x€ F e t,s >0 temos

S

V(H)EV(s)x = /

[V(t+r)x— V(r)x| dr:
0
(iii) V(0)=0.

Se, além disso, existem M >1 e w € R tais que | V(t)| < Me®! para todo t >0 entdo
diremos que {V(f): t > 0} € (M,w)-exponencialmente limitada (ou, simplesmente,
exponencialmente limitada).
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Inspirados em (MELNIKOVA; FILINKOV, 2001, Definicdo 1.5.3), fazemos a se-
guinte definicao:

Definicao 1.39. Considere uma familia integravel generalizada (M, w)-exponencialmen-
te limitada {V/(): t > 0} de F em F4 induzida por E. Dizemos que um operador fechado
A: D(A)c F{ — F é um gerador de {V(f): t > 0} se para ReA>w temos 1€ pe(A) e

R(A)x = /O T e M V(t)xdt, (1.14)

para todo x € F.

Como para Cy-semigrupos generalizados, é simples ver que quando um gerador
para uma familia integravel generalizada exponencialmente limitada existe, ele € unico.
Além disso, como no item (2) da Proposicdo 1.15, temos [0,00) 3 t — || V(t)] € [0,00)
semicontinua inferiormente, e portanto mensuravel.

Para simplificar a notagédo, dado t > 0 escreveremos I,(t) =[t,t+h] se h>0e
In(t)y=[t+h,t] se h<O.

Teorema 1.40. Se {U(t): t > 0} € um Cy-semigrupo generalizado (M, w)-exponencial-

mente limitado de F em F induzido por E com gerador A, defina

t
V(t)x =/ U(s)xds paracadat>0exeF.
0

Entdo {V(t): t > 0} é uma familia integravel generalizada de F em F; induzida por E
com gerador A, tal que parat>0 e he R com t+h>0 temos

IV (t+h)= V(DI < M|hly(h), (1.15)

z

onde y(h) = sup e®S. Além disso, existem My > M e wq > w tais que {V(t): t >0} é
sely(t)
(M, w1)-exponencialmente limitada.

Demonstragdo. Escolha wq > max{w,0} e My = max{M, M/w}. Notemos que para cada
xeFet>0temos

t t t
HV(t)XH=H/ U(s)xdsH</ Me“’SIIXIIdS</ Me®1Sds- | x|
0 0 0

e?1l—1 M
——lxl< e ilxl < My e fixi,
1 1

=M

0 que mostra que {V(t): t > 0} é (My,w1)-exponencialmente limitada.
Agora, vejamos que para xe€ F, t >0 e heR tal que t+ h> 0 temos

t+h t+h
HV(t+h)x—V(t)xH=H/t U(s)xdng‘ t Me“S||x||ds| = M|hly(h)lIx],

0 que mostra (1.15). Isto implica, em particular, que {V(t): t > 0} é fortemente continua.
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Agora, para xe F e t,s >0, temos

t t s
=/ U(W)EV(S)XO'W=/ U(W)E/ U(r)xdrdw
0 0 0

t rs t s
=// U(W)EU(r)XdrdW=// U(w +r)xdrdw.
0 JO 0 JO
Por outro lado

S t+w
/[Vt+rx V(r)x]dr= / {/ u(r xdr—/ u(r xdr}dw
t+w
/ U(r)xdrdw = //Uy+wxdydw // U(y + w)xdwdy,

e juntando (1.16) e (1.17) obtemos

(1.16)

(1.17)

V(H)EV/(s) /[Vt+rx V(r)x]dr.

Claramente V(0) =0, e portanto {V/(t): t > 0} é uma familia integravel generali-
zada de F em F; induzida por E. Nos resta somente mostrar que A é o gerador de
{V(t): t >0}. Para x € F e ReA >w temos

/ re MV(t)xdt = / e M / U(s)xdsdt = / / A6 MU(s)xdsdlt
/ / 16 MU(s)xdtds = / [ / Ae‘“dt} U(s)xds = / e 'S U(s)xds,
S 0

e o ultimo termo € igual a R(A)x ja que A é o gerador de {U(t): t > 0}. Il

Agora, buscaremos encontrar condicdes para que um operador linear A: D(A)
F{ — F seja o gerador de uma familia integravel generalizada {V(t): t > 0} de F em
F1 induzida por E, isto €, queremos encontrar um resultado analogo o Teorema de
Hille-Yosida para geradores infinitesimais de semigrupos lineares em espacos de Ba-
nach ((ENGEL; NAGEL, 2000, Teorema 11.3.8)). Para tanto, a teoria desenvolvida por
(ARENDT, 1987) e (WIDDER, 1971) se mostra fundamental. Apresentaremos aqui
uma adaptacao desta teoria para o caso de familias integraveis generalizadas. Tal
adaptacao é apresentada em (GE; ZHU; FENG, 2009), porém sem demonstracées.

Antes de comecarmos apresentamos um resultado basico, que pode ser encon-
trado em (ARENDT, 1987, Corolario 1.2).

Lema 1.41. Sejam X um espaco de Banach, w e R e r: (w,00) — X uma funcéo in-
finitamente diferenciavel. Assuma que existam M > 0 e uma funcdo F: [0,00) — X
satisfazendo F(0)=0 e

llmsup—ll F(t+h)—F(t)] < Me®! para cada t>0, (1.18)
h—0+
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tais que
r()t):/ 16 MF(t)dt  paral>w. (1.19)
0

Ent4o para todos A >w e ke N

Mk!

k
IrO W< G

(1.20)

Mais ainda r possui uma extensao analitica a {A € C: Rel > w}.

O (ARENDT, 1987, Coroléario 1.2) apresenta o resultado acima como uma equi-
valéncia entre as duas afirmagdes. Porém, para a reciproca, precisaremos de um
resultado que dé uma limitacao exponencial para F.

Teorema 1.42. Sejam X um espaco de Banach, w e R e r: (w,00) — X uma funcao
infinitamente diferenciavel. Assuma que exista M > 0 tal que (1.20) é valida para todos
A>w e keN.

Entdo existe uma fungéo F: [0,00) — X com F(0) =0, satisfazendo (1.19), com

IF(t+h)—F(t)Il < M|h| sup e“3,
SEIh(t)

para todost>0, he R comt+h>0. Além disso existem My > M e w1 > w tais que
IF (1) < Mye®t  paratodo t>0,
e r possui uma extenséo analitica a {A € C: ReA > w}.

Demonstracdo. No que segue, X* e X** denotam o espaco dual e bidual de X, res-
pectivamente. Para cada x* € X™, defina gx:: (w,00) — R por gx:(A) =(r(A),x*). Para
todos A>w e keN temos

M x* |l x- k!

(A—w)k” )
Segue de (WIDDER, 1971, Corolario 8, Pg. 159) que existe f(-,x*): [0,00) — R com
|F(t,x*)| < M x* || x-€*! para todo t > 0 tal que

g0 ) = 1rP (), x| <

<r(A),x*>=gx*(/1)=/Oooe_“f(t,x*)dt. (1.21)

Defina F(t,x*) = f(f f(s,x*)ds. Temos F: [0,00) — R continua, com F(0,x*)=0, e
para t > 0 temos

t
|F(t,x*)|<M||x*||X*/ e”Sds < M| x*| x-t sup e“%. (1.22)
0 se[0,1]

Além disso, para t>0 e heRtal que t+h> 0 temos

|F(t+h,x*)=F(t,x*)| < Mlx*l x-|h| sup €“*.
sely(t)
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Fazendo uma integragao por partes em (1.21) obtemos

o0

<r(ﬂt),X*>=/ AeMFE(t, x*)dt.
0
Se xj', x5 € X* e a e R temos
(o.0)
(r(A),x§ +ax3) = / AeMIF(t,x7) + aF (t,x5)]dt,

0

e também -
(r(A),x; +ax3) = / AeME(t, x5 +ax3)at.
0

Como F(-,x*) é continua para cada x* € X*, segue da unicidade da transformada de
Laplace que
F(t,x{ +axy)=F(t,x{)+aF(t,x5),

para todo t > 0. Ou seja, F(t,-): X* — R € um funcional linear. Assim, para cada t > 0,
existe F(t) e X** com

(x*,F(t))=F(t,x*) paratodo x* e X*.

Desta forma, identificando X com um subsepaco denso de X** via avaliagao,
temos
o0
(a).x) = [~ ae o Flipat
0

e segue que
r(A) = / A6 MFE(t)dt,
0

com a igualdade em X**.
Agora mostremos que F(t) € X para todo t > 0. Considere g: X** — X**/X a
avaliacéo quociente. Como r(A) € X, temos

0=q(r(1)) = /O e M),

e da unicidade da transformada de Laplace segue que q(F(t)) =0, isto é, F(t) € X, para
todo t > 0.

Finalmente, de (1.22) temos [|F(f)l| < Mtsupg[o 1 €“°. Se w >0, para § > 0 fixado,
a fungao [0,00) 3 t — te™! & limitada, e existe M; > M tal que

IF (1) < Mte®! = Mte 0t glw+d)t < pg, @11
com wy=w+06 > w. Para w <0, escolha w{ >0 e temos

”F(t)” <Mt = Mte ¥1 tew1tL < M1 ea)1t.
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O seguinte resultado é adaptado de (ARENDT, 1987, Teorema 3.1).

Proposicao 1.43. Considere V: [0,00) — £ (F, F{) uma fungéo fortemente continua e
(M, w)-exponencialmente limitada, para a qual

R(A)x = /ooer‘“ V(t)xdt paratodos A>w e x € F.
Entdo para todos t,s >0 e x € F temos
V(t)EV(s)x = /O ’ [V(t+r)x— V(r)x| dr. (1.23)
Demonstragao. Para u> A >w temos

- / / e Mg HS V(1) EV/(s)dsalt,
0 0

e da identidade do E-resolvente (1.2) segue que
R(V)ER(w) _ R()-R(w)
Ap (L=A)Ap
e o resultado estara provado se mostrarmos que o lado direito da expressao acima é

/OOO/OOOe—Me—uS/OS [\/(t+ r)—V(r)] drdsdt,

pela unicidade da transformada de Laplace. Veja que

R(M)-Rw) _ 1 (R(A)_Ff(u))_l@
(L=A)Ap (p=A)p

igual a

A v Ap p

Assim

1 (R R(u)) /OO (r-p)t B(A) /°° T (-t At
- = e —dt— —— WMl eV ()t
(u—/l)( A It 0 A 0o (u=2) )
0 0 0 t
- / Pl / e S V(s)dsdt— / gA-n)t / e 1S V/(s)dsdt
0 0
/ gA-n)t / e S V(s)dsat = / g Mt / s)dsdt
/ e ”t/ e MSV(t+s)dsdt
- / g M / e S V/(t+s)dsdt.
0 0

Aplicando integragéo por partes em fé’o e HSV(t+s)ds obtemos

(B _RWY _ [P ot [ s [
(,u—/1)< u L )‘“/0 e /0 e /OV(t+r)drdsdt,
1 R(A) R\ _ [ at [ us [°
(N—A)M( 1 7 >—/0 e /O e /OV(Z‘+r)drdet.

ou seja
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Agora, notando que

o0 o0 o0 o0 S
1AW _ / e Mgt / e MV (s)ds = / e Mdtu / g 1S / V(r)drds,
A p 0 0 0 0 0
temos
/ e M / e HS / V(r)drdsat,
Mt u

0 que conclui a demonstragao. O

Com estes resultados, podemos apresentar hipoteses necessarias e suficientes
para que operador fechado A seja o gerador de uma familia integravel generalizada.

Teorema 1.44. O operador fechado A: D(A) c Fy — F é o gerador de uma familia
integravel generalizada exponencialmente limitada {V(t): t > 0} de F em Fy induzida
por E para a qual existem M >1 e w e R tais que

’
limsup | V(t+h) = V(H) < Me®!  para cadat>0, (1.24)
h—0+
se, e somente se,
| R < i
d/lk (A— w)k+1 ’

para todos A>w e k> 0.

Demonstracdo. Podemos assumir que M e w sédo escolhidos de modo que w > 0,
IV(£)] < Me®! para todo t >0, e também que para ReA > w temos

o0
R(A)x =/ reMV(t)xdt paratodo x € F.
0
Assim, para r(1) = R(1)x temos r: (w,o00) — F7 infinitamente diferenciavel e

r(A) = /O T ae V(t)xdt.

Do Lema 1.41, com F(t)= V(t)x para t >0, para A >w e k e N temos

MixIlk!

k
I < o

Isto nos da
M x| k!

NX|| < ——7
Hd/lk H (/l—a))k+1
para todo x € X, A>w e keN. Portanto para A >w € ke N temos

[ A0] < s
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Para a reciproca, veja que do Teorema 1.42 existem uma funcéo V: [0,00) —
%(F,Fy) com V(0) =0, fortemente continua, exponencialmente limitada e w4 € R tais
que

R(A) = /O ~ re My (t)dt,

para todo A >wq. Da Proposigédo 1.43 segue que {V(t): t > 0} é uma familia integravel
generalizada, e por definicdo, A é seu gerador. O

Com isto encontramos condi¢gdes necessarias para que A seja o gerador de um
Cp-semigrupo generalizado.

Corolario 1.45. Se A: D(A) c F; — F é o gerador de um Cy-semigrupo generalizado
{U(t): t >0} de F em F4 induzido por E, entao existem M > 1 e w e R tais que

H H —Mk' para todo A > w
dﬂtk (A—w)k+1 '
Demonstracgo. O resultado segue dos Teoremas 1.40 e 1.44. ]

Embora o resultado que gostariamos de provar seria um analogo ao Teorema
de Hille-Yosida para Cy-semigrupos generalizados, e ndo para familias integraveis
generalizadas, este ndo é o caso. A reciproca do corolario acima nao é valida em
geral, ja que de uma familia integravel generalizada qualquer ndo é possivel construir
diretamente um semigrupo generalizado.

Os resultados a seguir apresentam uma tentativa de encontrar uma reciproca
parcial, e para tanto, vemos que sera necessario trocar os espagos F e 4 para con-
seguir construir um semigrupo generalizado a partir de uma familia integravel generali-
zada.

Proposicao 1.46. Seja {V(t): t > 0} uma familia integravel generalizada (M, w)-expo-
nencialmente limitada com gerador A, satisfazendo (1.24). Entéo ker En D(A) = {0} e
ker E @ D(A) € um subespago fechado de F;.

Demonstracdo. O Teorema 1.44 com k =0 garante que

IR(A)I < # para 1> w.

Para x € D(A) temos R(1)(AE—A)x = x, o que implica que AR(1) Ex—x = R(1)Ax e nos
da y
IAR(A)Ex—x|l < mquu —0 quando A — oo.

Notemos também que para A > w temos

MAIE]
A—w

IAR(A)EN <
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Como a fungéo [w+1,00) 31— ﬁ é limitada, segue que existe uma constante C > 1
tal que
INRAEI<C paradl>w+1. (1.25)

Assim, para x € D(A) e e> 0 existe x. € D(A) tal que lIXe—xl < 37 € IAR(A) Exe—xell < 5
para A suficientemente grande. Deste modo

IARA) Ex—x|l < IAR(A)E(X—Xe) |l + IAR(A) EXe — Xe |l + |1 Xe — X || <€,

0 que mostra que

AR(AN)Ex — x  para x € D(A). (1.26)

Assim, se x e ker En D(A) temos 0=AR(1)Ex — x, e portanto x =0. Logo ker En D(A) =
{0}.

Agora, notemos que AR(1)E converge em ker E @ D(A) quando A — co. Da limi-

tacao (1.25), AR(A)E converge em Y :=ker E @ D(A) quando 1 — oco. Definamos

Px = lim AR(1)Ex

A—o0

para cada x € Y. Por (1.25) temos ||Px| < Clx|| paratodo x € Y. Além disso, temos:

(i) Px=x para todo x € D(A);

(i) ker P=kerE.

De fato, se x e kerE entdo Px =0 e x € ker P. Agora sejam x € ker P e kerE &
D(A) > xn — X, escrevemos Xn = Zn+ yn, onde zp € kerE e yp € D(A). Temos Pxp =
Pzn+ Pyn=yn, € como Pxp— Px =0, segue que yn, — 0. Assim zp = xn—yn — x. Mas

Zn € ker E e ker E é fechado. Portanto x e ker E.

(iii) ImP = D(A).
De fato, se y € ImP, entdo y = Px para algum x € Y. Mas AR(1)Ex € D(A) para

todo A >w e portanto y = Px € D(A). Reciprocamente, se y € D(A) temos y = Py € ImP;
(iv) P2x = P(Px) = Px para x€ Y.
De fato, para x € Y, temos Px € D(A) e portanto P(Px) = Px.

Desta forma P é uma projecado em Y, e portanto

kerEo D(A)=Y =kerPeoImP =ker E e D(A),

0 que mostra que ker E @ D(A) é um subespago fechado de F;. O

Dada uma familia integravel generalizada de F em F4, queremos construir espa-
os G, Gy, e um semigrupo generalizado de G em Gy. Como veremos, G¢ sera dado
1 1 1

exatamente por ker E @ D(A) e G= EGjy. Isto nos permitira reescrever o Teorema 1.26

para os espagos R(1)ED(A) (que ndao dependem de A) no lugar de D(A), e encontrar
solugdes de (1.1) dadas por x(t) = U(t)Ex (t > 0) para todo x € Gj.
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Proposicao 1.47. Seja {V(t): t > 0} uma familia integravel generalizada (M, w)-expo-
nencialmente limitada de F em Fy induzida por E com gerador A: D(A)c Fy — F.

(a) Para pe pg(A) temos
R(u)EV(t)= V(t)ER(u) paratodot> 0, (1.27)
e para x € D(A) temos AV (t)Ex = EV (t)Ax;

(b) para x € D(A) e t >0 temos V(t)Ex € D(A) e AV(t)Ex = EV()Ax e

t
V(t)Ex=tx+/ V(s)Axds;
0

(c) para xe D(A) e t >0 temos

/0 t V(s)Exds € D(A)

t
A/ V(s)Exds= EV(t)Ex—tEx.
0
Demonstracgo. (a) Para Rel >w temos
o0
R(A) = / re My (t)dt,
0

e assim, para u € pe(A), segue que

R(1)ER(Y)

_ [ -t
A /0 e MR(WEV(1)at.

Além disso o
RA)ER() _ / &MV (1) ER(u)dt.
A 0

Da identidade do E-resolvente sabemos que R(u)ER(1) = R(1)ER(u) e portanto
o0 (o.0]
/ e MR(u)EV(t)dt = / e MV(t)ER(u)dt,
0 0

e da unicidade da transformada de Laplace (Corolario A.3) segue que R(u)EV/(t) =
V(t)ER(u). Finalmente o Lema 1.10 implica que para x € D(A) temos V(t)Ex e D(A) e
AV(t)Ex=EV(t)Ax.

(b) Para x € D(A) note que e A > max{w,0} temos

A /0 Ve Mixat = x = R(A)(AE—A)x = AR(1) Ex— R(1)Ax

_ / A6 M V() Exalt— / &M V(1) Axdt
0 0
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0 0 t
- / Ae MV (t)Exdt— / reM / V(s)Axdsdt,
0 0 0

onde na ultima parcela utilizamos integracéo por partes. Pela unicidade da transfor-
mada de Laplace (Corolario A.3), segue que
t
V(t)Ex =tx+ / V(s)Axds.
0
(c) Sejam {x;} < D(A) com x;, — x e t > 0. Do item (b) segue que V(s)Exy € D(A)
para todos ke N e s > 0. Como A é fechado, temos

t
/ V(s)Exyds e D(A)
0
para todo keN e
t t t
A/ V(s)Exkds=/ AV(s)Exkds=/ EV(s)Ax,ds = EV(t)Ex)—tEx.
0 0 0
Mas entao
t t t
D(A) 3/ V(s)Exkds—>/ V(s)Exds e A/ V(s)Ex,ds — EV(t)Ex—tEx,
0 0 0
e como A é fechado segue que

/O t V(s)Exdse D(A) e A /O t V(s)Exds = EV/(t)Ex—tEx.

O

Corolario 1.48. Seja {V(t): t > 0} uma familia integravel exponencialmente limitada
de F em Fq induzida por E satisfazendo (1.24), com gerador A. Entdo para todos

xekerEe D(A) et >0 temos

t
EV(t)Ex= tEx+A/ V(s)Exds. (1.28)

0
Demonstragdo. Veja que para x € D(A) e t > 0, (1.28) segue da Proposigéo 1.47, e
(1.28) € imediata para x e kerE. O

A partir de agora buscaremos uma adaptacao para o (MELNIKOVA; FILINKOV,
2001, Teorema 1.5.2). Separaremos a demonstracdo em alguns lemas e proposicoes
para facilitar a compreensao, e o resumo de todos estes resultados culmina no Teo-
rema 1.56. Para tanto, consideraremos {V(t): t > 0} uma familia integravel generalizada
(M, w)-exponencialmente limitada de F em F4 induzida por E, com gerador A e satisfa-
zendo (1.24). Definimos

Gy ={x€ F{:[0,00) 3 t— V(t)Ex € F; € continuamente diferenciavel}, (1.29)
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Uitz= % V(t)Ex paratodot>0, (1.30)

para z = Ex € G := EGy. Notemos que esta definigdo claramente ndo depende da
escolha de x € Gy. Além disso, para x € Gy, denotaremos

S(t)x=U(t)Ex paratodo t>0.
Lema 1.49. G4 € um subespaco vetorial fechado de F; (e portanto de X).

Demonstrag&o. Claramente Gy é um subespaco vetorial de F (e portanto de X). Para
cada t > 0, S(t): Gy — Fy é um operador linear, e como {V(t): t > 0} satisfaz (1.24)
temos

IS(t)xIl < Me®!||E|llxl paratodos xe Gy e t>0 (1.31)

1U(H)zll < Me®“t)z|  paratodos ze EGy e t>0. (1.32)
Assim, para G1 3 xp—xe€ X e t >0 temos x € F; (pois Fy € fechado) e |S(t)xn—

S(Hxmll < Me“Y EllIxn—xmll, 0 que mostra que a sequéncia {S(t)xn} é de Cauchy em
F1, o que nos permite definir

Fi3Q(t)x= lim S(t)xn, (1.33)

onde o limite é uniforme para t em intervalos limitados de [0,00). Dado € >0, podemos
escolher ny e N tal que

€
3
Como xn, € Gy, existe 6 >0 tal que para |h| <6 e t+h >0 temos

e 1S()xn,—Qt)Xll < <.

2Me“t || E ||| Xp, — x|l < 3

1 €
F I V(t+ h) Exny— V(t) Exn,—hS(t)Xn, Il < 3

e, por (1.24), podemos assumir que 6 >0 é tal que para 0 < h<§ temos
LIVits - V(D) <2Me 1 El.
Deste modo para 0 < h< 6 temos
%n V(t+h)Ex—V(t)Ex—hQ(t)x| < %n V(t+h)E(x—Xn,)— V(t)E(x—Xn,)I
+ ;—7 I V(t+ h)Exny— V(t) Exny—hS(t)Xn, Il + 11 S(t) Xn, — Q(1) x|
< EIVAE+ D)= VOIEN X=Xy |+ o <e.
Assim, a aplicacéo [0,00) 3 t— V/(t)Ex é diferenciavel a direita e
g+

v V(t) Ex = Q(t)x.
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Mostremos agora que a aplicacao [0,00) 3 t — Q(t)x é continua. De fato, dado ¢ > 0,
como o limite em (1.33) é uniforme em limitados de [0, 00), sabemos que para t € [0, 00)
fixado e |s| <1 com t+s> 0 existe ny e N tal que

€
sup 15(r)xn, — Q(r) x|l < T
ref[t—s,t+s]n[0,00)
Para este ng, como xp, € Gy, a aplicagdo [0,00) 3 t — S(t)xpn, é continua e portanto
existe 0<d <1 tal que para |s| <d com t+s >0 temos

1S(t + ) xx, — S(8) X, Il < %

Assim para |s|<d com t+s >0 temos

IQ(t+8)x—Q(t) x| < 1 Q(t+8)x—S(t+8)Xn, I
+[1S(t+ 8)Xny— S(t) Xno I + 1 S(t) xn, — Q1) Xl <,

0 que prova a continuidade desejada. Segue entdo do Lema de Dini (Lema A.6) que
[0,00) 3 t— V(t)Ex € Fy é continuamente diferenciavel. Portanto x € Gi com S(t)x =
Q(t)x para todo t >0, e a prova esta completa.

Lema 1.50. Com as hipdteses acima, para cada s >0 e ze G temos U(s)ze Gy e
UEU(s)z=U(t+s)z parat>0.

Demonstragéo. Para z= Ex e G, com x € Gy, sabemos que

V()EV(s)z= V(t)EV(s)Ex = /0 ’ [V(t+r)Ex—V(r)Ex]dr,

e para x € Gy diferenciando ambos os lados na variavel s obtemos
V(t)EU(s)z= V(t+s)Ex—V(s)Ex.

Mas o lado direito desta expressao é continuamente diferenciavel em t, e portanto
U(s)ze Gy e

U(HEU(s)z = % V(t+8)Ex = U(t+8)z.

]

Ainda, do que fizemos acima, a aplicagéo [0,00) 3 t— U(t)x € F{ é continua para
cada x € F, e temos 0 seguinte resultado:

Proposicao 1.51. Considere a restricao E: Gy — G, que novamente denotaremos
por E. Entdo {U(t): t > 0} é um Cy-semigrupo generalizado (M, w)-exponencialmente
limitado de G em Gy induzido por E.

Além disso, a familia {S(t): t > 0} definida por S(t) = U(t)E parat>0 é um
Co-semigrupo degenerado em Gjy.
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Demonstragédo. Do que fizemos acima {U(f): t > 0} € um Cy-semigrupo generalizado
de G em Gy induzido por E. A (M,w)-limitagdo exponencial segue de (1.32). Os resul-
tados da Subsec¢éo 1.2.1 mostram a ultima afirmacao. O

Lema 1.52. Temos ker E =ker S(0).

Demonstragéo. Seja x € G{ com Ex=0. Assim V(t)Ex =0 para todo t > 0, o que nos
da U(t)Ex =0 para todo t > 0. Em particular, S(0)x = U(0)Ex =0.

Reciprocamente, se S(0)x =0, como S(t)x = S(t)S(0)x para todo t > 0 temos
S(t)x =0 para todo t > 0, isto € U(t)Ex =0 para todo t > 0. Mas como A é o gerador de
{V(t): t >0}, usando integragcao por partes chegamos em

R(A)Ex = / &M U(t) Exdt =0,
0

e portanto Ex =0, pois R(A) € inversivel. O

Lema 1.53. S(0) € uma projecdo em Gy e Gy =ker E o S(0)Gy.

Demonstragcdo. Temos S(0) = S(0)S(0) e portanto S(0) € uma projecdo em Gy. Assim
Gq1 =kerS(0)® S(0)Gy =ker Ee S(0)Gj,

onde na ultima igualdade usamos o lema anterior. O

Lema 1.54. Considere o conjunto

Go={x€ Gy:[0,00) 3 t— S(t)x € F é continuamente diferenciavel}.
Entdo S(0)G; c Go.

Demonstragdo. Notemos que da Proposi¢do 1.21, para Y = S(0)G4, a familia {T(t): t >
0} dada por
T(t)=S(t)|y paracada t>0 (1.34)

é um Cp-semigrupo em Y. Denotando por C o seu gerador infinitesimal, sabemos da
Proposicdo 1.32 que D(C?) é denso em Y e D(C?)  G». Deste modo

S(0)Gy = Y = D(C?) c Go.

Lema 1.55. Temos S(0)Gy < D(A) e

Gy =ker E ® D(A).
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Demonstragdo. Como V(t)Ex =0 para todo x € ker E, temos ker E c Go e assim
Gy =kerE® S(0)Gq c Go.
Como Gs c Gy, temos Go c Gy = Gy, e portanto Gy = G,. Para x € Go, temos

1 d —S(t)xdt,

AR(A)Ex = / 16 M S(t)xdt = S(0)x + /
0 0 df

e pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, o segundo termo da soma
tende a zero quando 1 — oo € portanto
S(0)x = lim AR(A)Ex.
A—o0
Da limitac&o uniforme dos operadores AR(1)E, a igualdade segue para todo x € Gp =
Gj. Portanto S(0)Gy < D(A).

Vamos agora considerar o conjunto Xy = R(1)ED(A) para A > w, que nao de-
pende de A, pela Proposicao 1.9. Para x € D(A), temos R(A)(AE—A)x = x e assim
R(AN)Ax = AR(A)Ex—x. Se x € Xy e x = R(A)Ey entdo vale (1.28) com y no lugar de
X, e apds aplicarmos R(A) nesta equacgao (e usarmos o item (a) da Proposi¢ao 1.47)
obtemos

t t
V(t)Ex = tx + AR(A)E /O V(s)Eyds— /0 V(s)Eyds,

0 que nos da
HEx = tx+/ V(s)E(Ax—y)ds. (1.35)

Como o lado direito desta expressdo é continuamente diferenciavel, temos x € G;.
Portanto Xi c G;.

Mas Xy = R(A)ED(A) c R(A)ED(A) c D(A), e segue de (1.26) e do fato que Xj
nao depende de A, que D(A) c X;. Portanto Xy = D(A), e assim D(A) c Gy. Deste modo

ker E @ D(A) c Gj.
Deste modo, obtemos
G1 =ker S(0) ® S(0)G1 =ker E @ S(0)Gy cker E® D(A) c Gy,
e o lema esta provado. O

Com isto, enunciamos e demonstramos o principal resultado deste capitulo.

Teorema 1.56. Seja {V(t): t > 0} uma familia integravel generalizada de F em F
induzida por E, (M, w)-exponencialmente limitada satisfazendo (1.24) com gerador A,
e defina o conjunto Gy por (1.29). Entdo Gy € um subespago fechado de F1, que
coincide com ker E @ D(A).
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Para G = EGy, a familia {U(t): t > 0} definida por (1.30) é um Cqy-semigrupo
generalizado de G em Gy induzido pela restricdo E € £(Gy,G). Além disso, para
x € R(A)ED(A) temos [0,00) 3 t— U(t)Ex continuamente diferenciavel e

EgtU( HEx=AU(t)Ex paratodot>D0.

Demonstracdo. Para concluir este resultado s6 nos resta mostrar a ultima afirmagao.
Veja que se xe R(A)ED(A) e x = R(1)Ey, diferenciando (1.35) temos

d

U(t)Ex = g

V(t)Ex=x+ V(t)E(Ax—Y),

e como Ax—y € D(A) c Gy, segue que [0,00) 3 t — U(t) Ex é continuamente diferenciavel

e
d

dt
Como para A>w e ze Gy temos

= U(t)Ex = UW)E(Ax—y) = U(t) EQAR(A)Ey —y).

R(\)Ez = / &S U(s) Ezat,
0
obtemos para ye D(A) e A>w
U(t)ER(A)Ey = / e MSU(t)EU(s)Ey = R(A)EU(t)Ey.
0

Assim
d

at
onde / € a identidade em Gj. Aplicando E em ambos os lados desta expressao e

notando que AER(A)E—E = AR(A)E obtemos

E% U(t)Ex = AR(A)EU(t)Ey = AU(t)ER(A) Ey = AU(t) Ex.

= U(t)Ex = (AR(A)E =) U(1)Ey,

1.5 EXEMPLO

Operadores A: D(A) c X — X que nao sao densamente definidos, mas sdo os
geradores de um semigrupo 1-vez integrado exponencialmente limitado em X (veja
(MELNIKOVA; FILINKQV, 2001, Definigdo 1.2.1)), nos permitem construir semigrupos
generalizados.

Um semigrupo 1-vez integrado exponencialmente limitado em X é uma
familia {W(t): t > 0} ¢ £ (X) satisfazendo:

SH. para t,s >0 temos

/ [W(t+5)— W(P]dr:
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SI2. para cada x € X, a aplicagao [0,00) 3t — W(t)x € X é continua;
SI3. existem M >0 e w e R tais que || W(t)| < Me®! para todo t > 0;

Dizemos que A é o gerador de {W/(t): t > 0} se para ReA>w temos 1€ p(A) e
o0
A=A = / Ae MW (t)dt.
0

Segue do (MELNIKOVA; FILINKOV, 2001, Teorema 1.2.2) que, nesse caso, temos

[

PTL3 para A>w e keN.

-4 < oo

Considere A: D(A) c X — X um operador fechado que gera um semigrupo 1-vez
integrado exponencialmente limitado {W(t): t >0} em X, com D(A) C X. Assuma que
D(A) possui um complementar em X, isto é, existe um subsepaco vetorial fechado
Y c X tal que X = Y ® D(A). Podemos entdo considerar o operador E € £(X), como
sendo a projecdo de X sobre D(A). Temos entdo ker E = Y, EX = D(A) e E2 = E. Assim,
para x € D(A), temos

(AE—A)x = (A-A)x,

e, portanto, para A € p(A) = pe(A) temos R(A) = (A—A)~1. Segue do Teorema 1.44
que A é o gerador de uma familia integravel generalizada exponencialmente limitada
{V(t): t >0} em X induzida por E.

NOTAS

Neste capitulo estudamos a teoria E-espectral de operadores fechados A:
D(A) c F — F4, onde F,F; sédo subespacos de um espago de Banach X, com F;
fechado. Também apresentamos as teorias de Cy-semigrupos generalizados, familias
integraveis generalizadas de F em F4 induzidas por E, e seus geradores. Sabemos:

(a) que de um Cy-semigrupo generalizado {U(t): t > 0} de F em Fy somos capa-
zes de definir uma familia integravel generalizada, com mesmo gerador, via Teorema
1.40;

(b) encontrar condi¢cdes necessarias e suficientes para que um operador A seja
o gerador de uma familia integravel generalizada, usando o Teorema 1.44;

(c) que de uma familia integravel de F em F4, podemos construir 0s espacos
Gy =kerE® D(A) e G= EG4, e um Cy-semigrupo generalizado {U(t): t >0} de G em
Gy induzido pela restricdo de E a estes espagos, de maneira que x(t)= U(t)Ex, t >0,
seja a solugado de (1.1) para cada x € Gy, que € a conclusdo do Teorema 1.56. Tal

construcao estende o Teorema 1.26 de D(A) para Gy, fato este que age como uma
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substituicao a propriedade de densidade do dominio do gerador infinitesimal na teoria
usual de semigrupos.

O trabalho apresentado neste capitulo foi baseado em (GE; ZHU; FENG, 2009),
e contou com adaptacdes de varios resultados de (TAYLOR; LAY, 1986) para a parte de
teoria E-espectral e de (ARENDT, 1987), (WIDDER, 1971) e (MELNIKOVA; FILINKOV,
2001) para a teoria de semigrupos generalizados e seus geradores. Além disso, muitos
exemplos com aplicagdes desta teoria podem ser encontrados em (FAVINI; YAGI,
1999).
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2 O CASO NAO-LINEAR

Neste capitulo estudaremos a boa colocacao do seguinte problema

d
{&Ex(t)=AX(T), t>0, (2.1)

x(0) = xp,

num espaco de Banach X, onde E,A agora serdo aplicacbes possivelmente nao-
lineares.

Como sabemos, a teoria nao-linear é consideravelmente mais complicada do
que a teoria linear, e sendo assim, conseguiremos resultados menos robustos.

2.1 TEORIA E-ESPECTRAL NAO-LINEAR

Nesta secdo apresentaremos resultados que nos serdo Uteis ao lidarmos com
aplicagcdes nao-lineares E e A. Tais resultados nos lembram da teoria E-espectral de
operadores lineares, apesar de ndo serem analogos imediatos.

Primeiramente dados um espaco de Banach X, com dual X* e x € X, a duali-
dade de x é o conjunto

W(x)={x*eX*: Re(x,x*) = x]% = [x*|3.

Sabemos do Teorema de Hahn-Banach que W(x) # @ para cada x € X.
No que segue, consideraremos X um espaco de Banach e F, Fy subconjuntos
nao-vazios de X, com F4 fechado.

Definicao 2.1. Uma aplicagdo B: D(B) c Fy — F (ndo necessariamente linear) é dita:
(a) dissipativa se dados x, y € D(B) existe { € W(x—y) tal que

(b) nao-expansiva se
IBx—By| < lIx—yll paratodos x,y e D(B).

Para w € R definimos o intervalo real /(w) por

(0,0™1), sew>0,
l(w) = iy
(0,00), caso contrario.

Note que A€ /(w) se, e somente se, 1>0e Aw<1.

Definicao 2.2. Considere aplicagées A: DIA)c F1 — F e E: F; — F, e fixe w e R.
Dizemos que A€ Cg(w) se para todo A € /(w) temos



58 Capitulo 2. O caso nao-linear

(a) a aplicacdo E—AA: D(A) c F{ — F é inversivel;

(b) para a inversa (E—AA)~": F — D(A) temos
1

[(E-2A) ' x=(E-2A)y| < i

- F.
M)IIX yll paratodos x,y €

Observacao 2.3. Na definicdo acima, podemos considerar o cenario levemente mais
geral no qual E—-AA: D(A) c F; — F é injetora e o item (b) vale para a inversa (E—
AA)~1: Im(E—2AA) — D(A). Os resultados que seguem continuam validos neste cenario
com pequenos ajustes nos espacgos (veja (GE; FENG, 2013)), mas por simplicidade de
notagao decidimos adicionar a hipétese de que Im(E—AA) = F para todo A € l(w).

A seguir, mostraremos algumas propriedades importantes das aplicacbes (E—
AA)~1, para Ae Ce(w) e A€ l(w).

Proposicao 2.4 (Identidade do resolvente nao-linear). Considere A€ Cg(w). ParaA,ue

l(w) e x€ F e temos

A
Demonstragdo. Como x € F, existe um unico y € D(A) tal que (E—A1A)y = x. Portanto

(E=AA " x = (E—pA)™! (ﬁx+ ;L—;“E(E-AA)—1 x) .

A;“E(E—AAW(E—AA)y)

(E—pA)™! (%(E—AA) y+

A=Be N (et Ee, _H
) Ey)_(E uA) (AEy uAy + E AEy)

- (E-uA)" (BE-22y+
= (E-pA (E-pA)y=y.
Como y =(E-AA)"'x, o resultado segue. Il

Proposicao 2.5. Considere uma aplicagdo nao-expansivakE: F{ — F e A: D(A)c Fy —
F. Se Ae Cg(w) entgo:

(i) para todos x,y € F1 e A€ l(w) temos

1
1-lw

[(E=2A) Ex—(E-AA)" Ey|| < = lIx=Y1;
(ii) para cada A € l(w), a aplicacao
Fi3x— Gyx= %((E—AA)—1 Ex—x) € Fy
é Lipschitz continua. Se w =0, ela também é dissipativa;

(iii) para x € D(A) e A € l(w) temos
A
1-Aw

[(E-24)~1 Ex—x|| < IAXI; (2.2)

Jim (E-AA 1 Ex=x. (2.3)
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Demonstracgéo. (i) Como Ae Ce(w) e E € néo—expansiva, para todos x, y € F; temos

_ 1
|[(E-24)" Ex—(E-AATEy|| < ST |EX—Eyi < g Ix=yl.
(i) Para x,y € F{ temos
1 _ _
IGLx=Gayll < 5 (NE=AA)™ Ex—(E=AA)y Il +x=y1)
1/ 1
< — -
S }L<1—7Lw+1>”X vl

onde na ultima desigualdade usamos o item (i).
Agora assuma que w =0. Para todos x,y € F; temos

[(E-AA)™" Ex—(E-AA) ' Ey|| < Ix=yI,
e logo para cada ¢ € W(x—y) obtemos
Re(G/IX_G/U/ &)
(Re((E AA)” Ex—(E—)LA)_1Ey,5>—Re<x—y,é>)

P

=+ (Re(E-2A7 Ex—((E-24)" Ey.0)-Ix-yI?)
1
—(H (E-AA)" Ex—((E-AA "By |[1¢I-Ix—y1?)
T ix—vi2—tix—vi2)
<A(nx yI2=lx=yI?) =
Isto prova, em particular, que G, € dissipativa.
(iii) Notando que x = (E—)LA)‘1 (E—=AA)x temos
1 _ 1 _ _
ZH((E—AA) 1Ex—x|}=IH(E—AA) VEx—(E-2AA Y (E-AA)X||

1 1
< —F——IEx—(E-21A)x|| = —— | Ax|,
=i ' EX~(E=AAXI = 7 1A

0 que prova (2.2). Fazendo A — 0* em (2.2) obtemos (2.3). O

Proposicao 2.6. Sejam E ndo-expansiva e A € Cg(w). Entdo para todos x,y € Fy,
A€ l(w) e neN temos

[(E=AATE)'x—((E-AA)TTE)"y|| < Ix=y1; (2.4)

1
S (1-Aw)"

(2.5)

—1\ny,_ 0
(E=2A7 B x=x]| < s

Demonstragcdo. Provemos (2.4) por indug¢éo sobre ne N. O caso n=0 é trivial e o caso
n=1 segue da Proposi¢do 2.5. Como hipétese de indugdo assumimos que

I(E=1A) )X =((E-AA)" )Y < i slix=1

(1
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Assim, da Proposicéo 2.5, temos
(E-AATTEY™ x~((E-2A) EY™ 1 < < I(E-AAT EYx~(E-A €)'y,

0 que, juntamente com a hipétese de inducgao, prova (2.4).
Para provar (2.5), primeiro vejamos que, de (2.4), para todo k e N temos

I(E=2A E)*+ x—((E-A4)" EY¥x||
= [(E-AA)" EY(E-2A) Ex—((E-2A) ' E)¥x| (2.6)

1 _
< WH(E—AA) TEx—x||.

Assim

n—1
|(E=AA) ™ E)"x—x|| = H 3 [(E-AA) T E) K x—((E-2A) 7 E)™x] H
k=0

n—1
< D [IUE-2A EY™Fx—((E-A4)" Ey1x|
k=0
26) n—1
Z -y} n—k—1 H E- AA_1EX XH
koo (1=40)
= L §(1 —Mu)kH(E—/lA)_1 EX—XH < n H(E—/lA)_1 EX—XH
(1—Aw)H1 (1= )1 ;
onde na ultima desigualdade usamos que 0<1—-Aw<1. O

Proposicao 2.7. Sejam E ndo-expansiva e Ae Cg(w). Entdo para todos x € F1, A,p €
l(w) com A > u e n>m>0 inteiros temos

I((E—pA) " E)"x—((E-AAE)™x]|

m
<(t-uor ™Y (7 )ak B u(E=247" B Fx-x)
k=0

N o) (7 )@ (E AT B x-

onde a=p/A, B=(A—u)/A.

Demonstragdo. Defina ay ;= I/((E—pA)~ E)'x—((E-AA)~1E)¥x| para 0 <i<ne0<
k <m. Para i,k >0, note que

ax = I(E—pA) " E(E-pA) E)Y x—(E-AATE(E-AA T E)f x|,
e da Proposicao 2.4 temos
(E=AA)TE(E-2A)1E)k1x
=(E-pA)™ (%E((E—AA)—1 E)f x4 "‘T“E(E-M)—1 E(E-AA)TTEYTx).
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Portanto

ay,i=I(E-pA)y E(E-pA T E)~Tx

=. X1

—(E—pA)! (%E((E—AA)‘1 EYfx+ %“E(E—AA)—1 E(E-AA) E)kT x) I,

[\

-~

= Xo
e como Ae Cge(w) e pe l(w) obtemos
ak = I(E=pA)Y xq —(E—pA) xoll < (1—pw) ™ Xy —Xoll,
ou seja

ayi < (1—pw) NE(E-pAY " E)~"x

> ~—

—(%E((E—AAW EYfx+ 2R E(E—an)y T E((E-2A)7 Bk x) I

=(1-po) I E(E-pA'E)x

~~

=L E((E-uA)" E)y- x+ 224 E((E-uA) E)1x

—%E((E—AA)‘1 E)k-1 X—A%“E(E—AAW E(E-2A)y1E)F1x ).

=((E-AA)E)kx
Assim temos
ay,i < (1—p) " LIE(E-pA) " E)~ x—E(E-2A)" EYf i

+(1—pw) ™! A%‘ |E(E-pA) E) I x—E(E-AA)TE)Kx|

(%)

< (1=po) " TIE-pA EY T x~(E-AAT B}
(=) A (E- A EYF = (E— A4 E)Fx)

p)
i A-

=(1—pw)™ %ak—1,i—1 +(1—pw) T'uak,i—h

onde em (x) usamos o fato de que E é nao-expansiva. Logo

ak,i < (1—po) ™" aay_q i1 +(1—po) " pay i1,

onde a = /A e f=(A—u)/A. A demonstracdo agora segue do Lema A.7, com (1—pw)™ '«
e (1 —,ua))_1 B no lugar de a e B, respectivamente. O

2.2 SEMIGRUPOS GENERALIZADOS NAO-LINEARES

Nesta secdo discutiremos brevemente a teoria de semigrupos generalizados
nao-lineares, a fim de encontrar solugdes para o problema (2.1).
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Definicao 2.8. Sejam X um espago de Banach, F, F; < X ndo-vazios, com F4 fechado
em X, e E: F; — F uma aplicacéo continua (possivelmente ndo-linear). Um semigrupo
generalizado (nao-linear) de F em F4 induzido por E, € uma familia de aplicagées
{U(t): t >0}, com U(t): F — F4 continua para cada t > 0, que satisfaz:

U(t+s)=U(t)EU(s) paratodost,s=>0.

Quando tlir61+ IU(t)x—U(0)x| =0 para cada x € F, dizemos que {U(t): t >0} € um
semigrupo generalizado fortemente continuo.
Dizemos que {U(t): t > 0} € de tipo (M,w) se existem M >1 e w € R tais que

1U(t)x—U(t)yll < Me®lx—y| paratodost>0ex,yeF.

Em particular, se {U(t): t > 0} é de tipo (1,0) diremos que ele € um semigrupo gene-
ralizado de contracoées.

Proposicao 2.9. Considere {U(t): t > 0} um semigrupo generalizado fortemente con-
tinuo de tipo (M,w) de F em Fy induzido por E. Assuma que E: F; — F é Lipschitz
continua com constante L > 0. Entdo para cada x € F a aplicagéo [0,00) 3 t — U(t)x € F4
é continua.

Demonstracdo. Note que para t > 0 fixado e h>0 temos U(t+h)x—U(t)x = U(h)EU(t)x—
U(0)EU(t)x e como {U(t): t > 0} é fortemente continuo, tomando y = EU(t)x € F, temos

lU(t+h)x=U(t)xI=IUh)y—-U@O)yl—0 quando h— 0*.

Agora veja que para t > 0 fixo e h>0 tal que t—h > 0 temos U(t—h)x—U(t)x = U(t—
h)EU(0)x—U(t—h)EU(h)x. Assim, do fato de {U(t): t > 0} ser do tipo (M,w) e E ser
Lipschitz continua com constante L obtemos

1U(t=h)x=U(t)x]l < MLe® TN U(h)x—U©)x| — 0 quando h— 0™,
0 que completa a demonstracao. Il

Para a teoria ndo-linear é mais conveniente trabalhar com o conceito de gerador
infinitesimal, analogo ao da Definicdo 1.33 para o caso linear.

Defini¢ao 2.10. Para um semigrupo generalizado {U(t): t > 0} de F em F; induzido
por E, o operador B: D(B) c F{ — F definido por

D(B) = {x eF:U(0)Ex=xe I7hr3+ EU(h)EX;EU(O)EX

existe } ,

e para x € D(B) EU(h Ex—E
Bx = lim (hEx—Ex

h—0+ h
é chamado de gerador infinitesimal de {U(f): t > 0}.
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Observacao 2.11. Note que, como no caso linear (veja Teorema 1.35), se x € D(A)
entdo para cada t > 0 temos U(t)Ex € D(A) e AU(t)Ex = EU(t)Ax.

Lema 2.12. Suponha que X é um espacgo de Banach, F, Fy subconjuntos ndo-vazios
de X, E: F{ — F uma aplicagdo ndo-expansiva e Ae Ce(w). Entdo
. t -1 n
U(t)x = lim ((E—EA> E) y (2.8)
existe para cada x = Ey com y € D(A), uniformemente para t intervalos compactos de
(0,00). Além disso, para t,s>0 e y € D(A) temos

|U(t)Ey—U(s)Ey | < |t—s]|(e?1°I(1+9) 1 2lelt) Ay (2.9)

Demonstracdo. Primeiramente, tome x € E(D(A)) e y € D(A) tal que Ey = x. Considere
n>m>0 inteiros e 1 > u>0 com A|lw| < 1/2. Vemos que A,u € l(w), e da Proposicao
2.7 temos

|(E=pAYTE) Yy —((E-AA)TE)My|

<oy (,’Z) kK| (E-247 By Ry y |

Das Proposicoes 2.6 e 2.5 (iii), e como 1—Aw > 1—-1|w| >0, temos

- m—k
/1(m K) A(m=k)
X7 A vk X T A vk A ’
R —/la))m—k” l R _Mwl)m_k” VI

e analogamente
1 - p(n—k)
(E-pATEY™Ky—y|| < =S 1Ayl
| < ol

Denotando an m = I((E—uA)~ E)"y—((E-AA)"1E)My||, obtemos

n—k A’( k) A
N Z() (1=Aapmk V!
k-1 k-m__H(N—kK)
_ AT aa
+Z ulwl <m_1)a B A

- : i (n) a* B (m=K)(1=Alw]) 1Ay
(1=l "1 =Ale)™ & \k

n
k—
1—u|w|"kz( T
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Como 0<1-A|w| <1 temos

A m n k
anm < G —0) mkzo(k)a BT (m=K)IAYI

"k
“"‘"nkz(m ) “M(n—k)IAyll.

Do Lema A.10 sabemos que

D (Z) k6K (m—K) < ((na-m)?+ nap)?

k=0
e
L (k-1 m gk—m 2v1
Z( 1)a BEM(n—k) < (mBla® +(mpla+m—n)?)z,
k=m m-=
eportanto
an,m < [M1=plol)™(1 = Aoy ™(na—m)? + nap)?

+u(1— o))" (mpla® + (mpla+ m—n)?)2]| Ayl

Notando que para 0 < p < 1/2 temos (1—-p)~" < €2 para cada ne N segue que

N =

an m < [Ae21 @1+ (ng — m)? + nap)

+uePMI (mp/a® + (mpla+m-n)?)z]I Ay,
e lembrando que a = A epf= A“, obtemos

anm < [62’|w|(17/u+m7t)((np—mﬂt)z+f7u(7l—,u))1§ (2.10)
+62”“|w|((nu—m/1)2+mfl(/l—u))%]”Ay”' |

Assim, para t>0, tomando u=% e 1= em (2.10) obtemos

H ((E—%A)_1 E)"y- ((E—%A>_1 E)"y| <at (%—2—7) : ol Ay,
garantindo que

n—oo

) t \—1 n
L(y):= lim <<E—,—7A> E> y
existe, uniformemente para t em intervalos compactos de (0,00). Como
. t \=1 _\n-1 t -1
L= i ((E=2A) ') (1) v
vemos claramente que se y1, y» € D(A) séo tais que Eyq = Ey» entdo L(y4) = L(y»). Isto
nos permite definir

U(t)x = lim ((E-%A)_1 E)"y.

n—oo
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para cada x € E(D(A)).
Por fim, considerando s > t>0, n=m, u=

[((e-54) ") v-((5-74) ")
g {62(t+8)|w|[(t_s)2+t<ST_t>]2+62tlwl [(t_s)2+s(374>}2}||Ay||,

e fazendo n— oo obtemos (2.9). O

e A=2 em (2.10), obtemos

Sl~

Como (E—AA)~1Ey € D(A) para todos y € D(A) e A € l(w), obtemos U(t)x € D(A)
para todo x € E(D(A)).

Lema 2.13. Nas condigdes do Lema 2.12, o limite

U(0)x = lim U(t)x (2.11)

existe para cada x € E(D(A)). Além disso, para cada t > 0, dados x4, x> € E(D(A)) temos

1U()x1 = U(t)x2]l < €°tlixy —xall. (2.12)
Mais ainda, para y € D(A), temos U(Q)Ey =y.

Demonstracdo. Segue diretamente de (2.9) que para cada x = Ey € E(D(A)) o limite
em (2.11) existe. Ainda, como Ae Cg(w) € E é ndo-expansiva, para x1 = Eyy € xo = Ey»
com yq,yo € D(A) e A€ l(w), da Proposicao 2.6 temos

[(E=AA E)"yy —((E-AAYTE)ys|
= [[(E-AATTE)™ Y E-AAT Eyy —((E-AATE)™ 1 (E-AA) T Eys||

1 - -
< Ty IE-AAT By —(E-2A Epe

N

1 1
A= aw)n | V1= Evell = g mtx el

Para t >0, tomando 1 = % e fazendo n— oo obtemos (2.12). Para t =0, basta tomar o
limite de t — 0" em (2.12).

Para provar a ultima afirmacao, veja que de (2.5) e (2.2) para t>0e neN
suficientemente grande obtemos

t
(1=

H : IAYI.

(E-—-A7'E)"y-y| <
Fazendo n— oo segue que
U Ey—yI < te®! 11 Ayl

e o resultado segue fazendo t — 0™. O
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Lema 2.14. Nas condigbes do Lema 2.12, para cada t > 0 podemos estender continu-

amente U(t) a E(D(A)) de maneira que (2.12) seja valida para todos x4, x> € E(D(A)).

Demonstragdo. Sejam x € E(D(A)) e y € D(A) com x = Ey. Se {yn} < D(A) é tal que
¥n— Yy, tomando xp = Eyp definimos

U(t)x = lim U(t)xn. (2.13)

n—oo

Vejamos primeiramente que este limite existe. Note que | xp—x|l = | Eyn—EYy |l < |l Yn—y Il —

0 quando n— oo, e portanto {U(t)xn} € uma sequéncia de Cauchy em D(A). Assim o

limite acima est4 bem definido. Agora se E(D(A)) 3 x} — x4 e E(D(A)) 3 x2 — xo temos

10X} = Ux31 < e“tixi—x3ll,

e fazendo n— oo obtemos (2.12) para x1, xo € E(D(A)). O

Corolario 2.15. Nas condigbes do Lema 2.12, para cada t >0 e x € E(D(A)), com

x=Ey e ye D(A), temos
) t N\ n
Ut fim ((E-74) E)'
Demonstracdo. Dado € >0, escolha y,. € D(A) tal que ||y —yell <e. Definindo x. = Ey,
temos ||x.— x|l <e. Tome ng e N tal que para n > ny temos

<E.

o (e 14) ")

Deste modo, para n > ng obtemos

|udtyx- ((E—%A)_1 E) nyH <NUMx=U(b)xel

o= ((&-7a)"€) v+ (8= )" 8) v ((E-52) €)Y

n
tw _
<etx—xc| +e+(1 -—) Mye—yl < Ce,

onde C é uma constante positiva que depende somente de t e w, € 0 resultado esta
demonstrado. u

Note que dos lemas acima, definindo U(t) por (2.8), (2.11) e (2.13) para cada

t>0, temos U(t): E(D(A)) — D(A) continua. Além disso, é facil notar que das conver-

géncias acima, para cada x € E(D(A)), a aplicacao [0,00) 3 t — U(t)x € D(A) é continua.
Mais ainda, estes lemas nos permitem demonstrar o seguinte resultado.

Teorema 2.16. Nas condicées do Lema 2.12, a familia {U(t): t > 0} € um semigrupo

generalizado fortemente continuo de tipo (1,w) de G= E(D(A)) em Gy = D(A) induzido
pela restricdo de E a Gy .
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Demonstracdo. Dos resultados provados acima, sé nos resta provar que U(t+5S) =
U(t)EU(s) para todos t,s > 0. Primeiramente, note que para cada t > 0, m inteiro

positivo, e x = Ey € E(D(A)), aplicando a mudancga de variavel k = n/m, temos

U(mt)Ey = lim ((E—"’#A)_1 E)ny= lim ((E—% )_1 E)kmy.

n—oo k—»oo

Afirmamos que para t>0 e m inteiro positivo, e x = Ey € E(D(A)) temos

(U(t)E)™y = lim ((E—iA)_1 E)kmy.

k—oo k

Para simplificar a notagcdo, denotemos por T = U(H)E e Ty = ((E—t/kA)~! E)k. Assim
queremos mostrar que T,Q”y — T™My quando k — oo. O resultado é valido para m=1, e
suponhamos que ele seja valido para m. Note que

Ty — Ty =TTy = T Ty UTT My =T Tyl + I T Ty = T Ty
(%)
<ANTTMy =T Tyl + (1= 22y, Ty — Ty,

e fazendo k — oo obtemos o resultado, onde na primeira parcela usamos o fato de que
z=TMye D(A) e que T,z — Tz quando k — oo, na segunda parcela usamos a hipétese
de inducéo e na desigualdade (x) usamos (2.4).

Deste modo para t=a/b e s=c/d, com a,b,c,d inteiros positivos, temos
U5+ g)er=U(*pq)Er=[U(pg) e ™ r=[U(pg) £ [U(5g)E] "
-u(3)eu(S)er

Portanto U(t+s)Ey = U(t)EU(s)Ey para todos t,s> 0 racionais.
Para t>0 racional e s=0, temos U(t+s)Ey=U(t)Ey e

U(t)EU(0)Ey = U(t)E lim U(1/n)Ey = lim U(t)EU(1/n)Ey = lim U(t+1/n)Ey = U(t)Ey,
n—oo n—oo n—oo

uma vez que a aplicacdo [0,00) 3 t — U(t)Ey é continua para cada y € D(A) e a apli-
cacdo D(A) > y — U(t)Ey é Lipschitz continua. Assim U(t)Ey = U(t)EU(0)Ey para
t>0. Fazendo t — 0*, obtemos também U(0)Ey = U(0)EU(0)Ey. Portanto U(t+S)Ey =
U(t)EU(s)Ey para todos t,s > 0 racionais.

Das continuidades especificadas acima, segue que U(t+S)Ey = U(t)EU(s)Ey

para todos t,s > 0. Como y € D(A) é arbitrario, o resultado segue. O

2.2.1 Boa colocacgéo no caso nao-linear

Nesta subsecdo vamos encontrar condi¢gdes para garantir a existéncia e unici-
dade de solugdes do problema (2.1), usando a teoria de semigrupos generalizados.
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Definicao 2.17. Para T > 0, dizemos que uma funcgéao x: [0, T] — X é uma solucao
forte de (2.1) se

(i) x(0)=xo;

(ii) [0, T]>t— x(t) e X é continua;
(iii) x(t)e D(A) paratodo te[0, T] e a aplicagao [0, T]> t— Ax(t) € X é continua;
(iv) [0, T]>t— Ex(t) € X é Lipschitz continua;

(v) [0, T]>t— Ex(t) e X é diferenciavel quase sempre em [0, T] e

%(Ex(t)) =Ax(t) paraquase todo te|[0, T].

Dizemos que uma funcao x: [0,00) — X € uma solucao forte de (2.1) se para cada
T >0 a restricdo x7 de x ao intervalo [0, T] (isto é, x7(f)=x(t) para0<t< T) é uma
solucao forte de (2.1) em [0, T].

No que segue, assumiremos que X € um espaco de Banach que satisfaz a
seguinte propriedade:

toda funcao Lipschitz continua y: [0, T] — X é diferenciavel quase sempre. (2.14)

De acordo com (GE; FENG, 2013), um espaco X satisfaz (2.14) se, e somente
se, X satisfaz a propriedade de Radon-Nikodym. Em particular, se X é um espaco de
Banach real reflexivo entéo ele satisfaz (2.14). Para a defini¢édo e resultados envolvendo
a propriedade de Radon-Nikodym, recomendamos (RYAN, 2002).

Teorema 2.18. Assuma que X seja um espaco de Banach satisfazendo (2.14), F Fy c
X né&o vazios com Fy fechado e E: F{ — F uma aplicagdo continua ndo-expansiva.
Considere um semigrupo generalizado fortemente continuo {U(t): t > 0} de F em F4
induzido por E, de tipo (1,w) para algum w <0, e com gerador infinitesimal A: D(A) c
Fi—F.

Entéo para cada xg € D(A) a fungdo x(t) = U(t)Exy € uma solugéo forte de (2.1).
Demonstragéo. Primeiramente notemos que x(t) = U(t) Exgy é continua, pela Proposi-
¢éo 2.9. Agora provemos que para cada xp € D(A) a fungéo [0,00) 3t — Ex(t) e F &
Lipschitz continua. Dado h>0, como E é nao-expansiva e {U(t): t >0} é de tipo (1,w)
temos

|| Ex(t+h)—Ex(t)|| = || EU(t + h)Exg— EU(t) Exq||
= ||EU(t) EU(h)Exg— EU(t)EU(0) Exq |
< || U EU(h)Exg—U(t)Exo|| < €| EU(h)Exg— Exq ||
< HEU(h)ExO—Eon.

(2.15)
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Como A é o gerador infinitesimal de {U(t): t > 0}, para xg € D(A) temos x(0) = U(0) Exp =
Xp €
Axg= lim EU(n)Exg—EXg .
n—0* U]
Assim dado e >0 existe § >0 tal que para 0 <7n<d temos

|EUMm)Exo—Exo|| < (e+ 11 Axoll)- (2.16)
Considere 0 <n <6 e k inteiro ndo-negativo tal que kn < h< (k+1)n. Assim 0 < h—kn<n
e temos
| EU(h)Exg—Exp|| < || EU(h)Exg— EU(kn)Exo|| + || EU(kn) Exg— Exo| (2.47)
= ||EU(kn) EU(h—kn) Exo— EU(kn) Exo|| + || EU(kn) Exo— Exg]) -

Agora como E é nao-expansiva, {U(t): t > 0} € de tipo (1,w) com w <0, e vale (2.16),
segue que
HEU(kn)EU(h—kn)Exo—EU(kn)Eon < e“'k”HEU(h—kn)Exo—EXOH
(2.18)
< (e+1Axgll)(h—kn).

Além disso, veja que

k—1
EU(kn)Exo—Exg =Y _ [EU((j+1)n)Exo— EU(jn)Exo],
j=0
e portanto
k-1
|| EU(kn)Exo—Exo|| < _ [|EU((j+1)n) Exo— EU(jn) Exo|
j=0
k—1 )
< e”I-||EU(n)Exg—Exo || < (e+I1AXgl)kn.
j=0

Assim, usando (2.15), obtemos | Ex(t+h)—Ex(t)ll < (e+IIAxgll)h, paratodo t >0 e h>0.
Como ¢>0 é arbitrario, obtemos

I1EX(t+h)—Ex(t)I < | Axpllh.
Analogamente, para t >0 e h>0 tal que t—h> 0, obtemos
| Ex(t—h)—Ex(t)Il < IIAxgllh,
0 que conclui a prova de que [0,00) 3 t — Ex(t) € F é Lipschitz continua.
Agora de (2.14) segue que a funcéo [0,00) 3 f — Ex(t) € F é diferenciavel quase
sempre. Além disso, segue da Observacdo 2.11 que para t > 0 temos x(t) = U(t)Exg €
D(A) e

d. . d . EU(t+h)Exq—EU(t)Exg
gt X0 = g EUDEX = lim, h
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. EUh)EU(t)Exyg—EU(t)EXg
= lim
h—0+ h
= AU(t)Ex,

para quase todo t € [0,00), ou seja, %Ex(t) = Ax(t) para quase todo t € [0,00).
Segue entdo que x(t) = U(t) Exg € uma solucdo forte de (2.1), e a demonstragéo
esta completa. ]

No que segue, buscaremos condi¢Oes para obter a unicidade de solugdes para
o problema (2.1). Para isso, dados X um espacgo de Banach, F, F{ subconjuntos de
X com Fq fechado, E: F{ — F uma aplicagdo ndo-expansiva e A: D(A) c F{ — F com
Ae Cg(w) para algum w € R, definimos, para cada e > 0 suficientemente pequeno e
Xg € D(A), a funcdo auxiliar:

_ -1 I_t/EJ >
xe(t)={ (E—eA)~1E)ltelxy parat>0, 2.19)

Xo para t<0.

onde [t/e] denota o maior inteiro menor ou igual a t/e. Estabeleceremos algumas
propriedades de x. que serdao fundamentais para o que segue.

Proposicao 2.19. Para cada t>0 temos

lim Xe(t) = U(t) Exo,

e—0*

onde {U(t): t > 0} é dada por (2.8), com limite uniforme para intervalos compactos de
(0,00).

Demonstragdo. Para t>0 e e¢>0, escolha neNtal que 0<t/(n+1) <e < t/n (note que
assim [t/e] = n). De (2.10) com A =t/n, u=¢, m=n obtemos

- / t -
|(E-eA)E)" o= ((E=-A) 7 E) "
< [ez|“’|(”€+t)((ne—t)2+e(t—en))1/2+62|“’|”€((ne—t)2+%(t—en))”z] 1A%

Como ¢ — 0% se e s6 se n— oo, levando em conta (2.8) obtemos

lim xe(f) = U(f) Exo,

e—0*

com o limite uniforme para t em intervalos compactos de (0,00). O
Proposicao 2.20. Para cada t > ¢ temos

Xe(t) = (E—e Ay Ex(t—e¢)
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Demonstragdo. Veja que |(t—e€)/e] = [t/e]—1. Assim para t > ¢ obtemos
Xe(t) = (E—€A)yTE) el xg = (E—e Ay E((E—eAy ™ E)eI=1 xg = (E—eA) ™! Exc(t—e).
O

Teorema 2.21. Sejam X espaco de Banach, F, Fy subconjuntos de X com F4 fechado,
E: Fy — F uma aplicagdo ndo-expansiva e A: D(A) c F{ — F com Ae Ce(w) para algum
weR.

Se x(t) é uma solugéo forte de (2.1) em [0,00) com xy = x(0) € D(A) entéo, para
{U(t): t > 0} definido em (2.8), temos x(t) = U(t)Exg para cada t > 0.

Demonstragdo. Fixemos O<n<T.ParaO<e<n e te[n, T], definimos

he(t) = Ex(t)—fx(t—e)_%EX( ]

Como x(t) é uma solucao forte de (2.1), para quase todo t e [n, T] temos hc(t) — 0
quando e — 0% e %Ex(t) = Ax(t) para quase todo t em [0,00), 0 que nos da

he(t) = Ex(t)—fx(t—e) —Ax(t) para quase todo t € [0,00). (2.20)

Como [0, T] > t— Ex(t) € X € Lipschitz continua e [n, T] > t — Ax(t) € X é continua,
temos h. mensuravel (pois € igual quase sempre a uma fungéo continua) e segue de
(2.20) que

sup [l Aell poo(, %) <
e>0

e portanto o Teorema da Convergéncia Dominada nos da

-
lim Il he(s)Ilds =0. (2.21)
€—’O+ n
Note que de (2.20) obtemos
Xx(t) = (E—eA)‘1 [Ex(t—€)+che(t)] para quase todo te(n, T], (2.22)

e portanto

Ixe(t)=x (D)l = (E—eA) ™" Exe(t—€)—(E—eA) [Ex(t—e) +ehe(D)]]
<(1 —ew)_1 | Exe(t—€)—[Ex(t—€) +ehe(1)]Il
< (1—ew) I Exe(t—€)— Ex(t—€)ll +ell he()I]
< (1—ew) [Ixe(t—€)—x(t—e)ll +el A (D],

quase sempre em [n, T]. Integrando esta ultima desigualdade em [n, {] chegamos em

/ Ixe(s S)lds < <

/||x€s €)—x(s— e||ds+ /||h s)lds. (2.23)
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Reescrevendo o primeiro membro desta desigualdade obtemos

t—e t
/||x€ S)llds= /17 ||x€(s)—x(s)||ds+/t_€||x€(s)—x(s)||ds.
Como
t—e t
/ IX(s)—x(s)lds = / IX(s—€)—x(s—e)lds,
T) T]+€
temos que
t t
. o(s—€)—X(s— (s)— . 0.24
/llx s)lds= /an (s—€)=x(s e)llds+/t_€||x ($)=x(s)Ids (2.24)

Substituindo (2.24) em (2.23) ficamos com

/ IXe(s s)lds

t T
/||x€ —€)—x(s—e¢)llds— / ||x€(s—e)—x(s—e)||ds+1_€€w/ |l he(S)llds
n

+€ n

1—cw

Ew

1 n+e
-2 [ xtsmoxts=atass o [" ixts—a-x(s-eyas
—€w n+e 1—6(1) n
¢ T
+1_€w/17 I he(S)llds
€W t 1 U
= / ||x€(s—e)—x(s—e)||ds+1 / | Xe(S)—x(8)llds
n —€Ew

n—€
€ T
+2 / 1he(s)lIds
—€Ccw n

ou seja,

1 t
Z/t X (s)—x(s)llds

—€

o (! 117 I
< / Ixe(5)=X($)lds + 1~ / 1Xe(8) = x(8) Il ds + / Ihe(s)lI ds.
n —€ew € Jy 1—ew

1 —€w +€ —€ TI

Fazendo ¢ — 0" na desigualdade acima e considerando a Proposicao 2.19 e (2.21)
obtemos

t
IU(t) Exg—x (1)l < @ / IU(s)Exg—x(s)llds + | U(n) Exg—x(n)l, (2.25)
n
para t € [n, T]. Desta forma, fazendo n — 0 obtemos
t
IU(t) Exg—x(1)Il < w/o IU(s)Exg—x(S)lds,

e o resultado segue facilmente. Il
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Este resultado nos da a unicidade de solugdes fortes com dado inicial em D(A).
Veremos a seguir um outro resultado de unicidade, envolvendo o conceito de operador
mondtono, mas que nao € tado simples de ser aplicado na pratica, pois possui hipoteses
bastante restritivas.

Definicao 2.22. Sejam X um espaco de Hilbert com produto interno ¢,-), F, Fy sub-
conjunto de X com F4 fechado e A: D(A) c F1 — F um operador (ndo necessariamente
linear). Entdo dizemos que A é

(a) mondtono se

Re(Ax—Ay,x—y)y>0 paratodos x,y € D(A);

(b) estritamente monétono se

Re(Ax—Ay,x—y)>0 paratodos x,y € D(A) com x #y.

Teorema 2.23. Considere X um espacgo de Hilbert com produto interno (-,-), F,Fq
subconjuntos de X com Fy fechado, E: F{ — F uma aplicagcdo continua e A: D(A) c
F{ — F um operador (n&o necessariamente linear). Assuma que ou A ou o operador
dE/dt seja mondtono, e que —A é estritamente mondtono. Se a solugdo de (2.1) existe,
entdo ela é unica.

Demonstragdo. Sejam x1 e xo solugbes de (2.1), e assuma que existe fy € [0,00) tal
que x4 (fp) # x>(fy). Entdo como —A é estritamente monénoto temos

Re(—=Axq (fp) + Axa(ty), x1 (to) —x2(tp)) > 0,

0 que nos da
Re(Ax1(tg)—Axa(tg), X1 (fg) —X=(fp)) < O.

Como dE/dt = A sobre solugdes, obtemos uma contradicido com o fato de dE/dt ou A
serem operadores mononotos. Portanto x1(t) = x»(t) para todo t > 0. O

NOTAS

Como esperado, o caso nao-linear apresenta uma dificuldade muito maior do
que o linear, e conseguimos mostrar somente alguns resultados analogos ao caso
linear. Os resultados deste capitulo sdo baseados em (GE; FENG, 2013), com algumas
modificagdes substanciais nas demonstracdes, pois nao fomos capazes de reproduzi-
los da maneira como eles sdo apresentados. Ressaltamos que a teoria de semigrupos
generalizados n&o-lineares possui poucos resultados na literatura atual, e representa
um campo amplo, muito interessante, e com muitos problemas em aberto a serem
resolvidos.
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3 ESTABILIDADE EXPONENCIAL

Neste capitulo discutiremos rapidamente o problema de estabilidade exponen-
cial para semigrupos generalizados nao-lineares. Mais precisamente, buscaremos
algumas condicdes para garantir a estabilidade exponencial.

No que segue, como antes, consideraremos X um espago de Banach, F,F4
subconjuntos de X com F; fechado, E: F; — F uma aplicagdo continua e {U(t): t > 0}
um semigrupo generalizado (possivelmente ndo-linear) de F em F4 induzido por E.

Definicao 3.1. Diremos que {U(t): t > 0} é exponencialmente estavel se existem
constantes K> 1 e a >0 tais que

1U(t) x|l < Ke~*! x| paratodos xe F e t>0. (3.1)
Teorema 3.2. Assuma que existam uma constante M >0 tal que
I|Ex|| < M| x| paratodo xe€F, (3.2)
e uma fungéo continua g: [0,00) — (0,00) tal que
IU(t)xIl < g(t)lxll paratodo x € F. (3.3)

Entao {U(t): t > 0} é exponencialmente estavel se, e somente se, existemp>0 e N>0
tais que
(0,0
/ IU(t)xIIPdt < NP x||P  para todos xe F et>0. (3.4)
0

Demonstracdo. Assuma que {U(t): t > 0} é exponencialmente estavel e considere
p>0.De (3.1) obtemos

1U(t)x|IP < KPe™®Ptx||P  para todos x€ F e t>0.
Assim

/ IU(t)x1IPdt < / KPe=@Pt| x||Pdt = KP| x||P /
0 0

KP
e Plgt=——|x|P,
0 pa

e (3.4) esta demonstrada, com N = K(pa)~'/P.
Reciprocamente, para t >0 e x € F temos

|| U(t)x||’°/0tg‘p(t—r)dr=/Otg‘p(t—r)n U(t-t+17)xIIPdr
t
_ /O 9 P(t=1)| U(t—1)EU(T)xIPdT

(3.3) t
< / gP(t=1)gP(t—1)| EU(z)xIPd
0
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%2 MP/ 1U(x)xIPdz < MPNPx|P,

ou seja,

t
|U(t)xIP /O gP(t—7)d < (MN)PIx]P.

Fixe T >0 arbitrario e defina C = (fOTg‘P(r)dr)1/p>0. Para t > T temos
/gtrdr/g dTCp/g

t
CPIUt)xIP < 1U(t)xIIP / g P(t—7)dr < MPNP| x|P,
0

logo

ou seja
U x| < MNC |1 x| paratodo xe Fet>T.

Da desigualdade acima e de (3.3) existe J>0 tal que
Ut x| < JlxII paratodos xe Fet>0. (3.5)
Agora consideremos t>0 e x € F. Entao

t t
HU)xIP = /O 1U(t)xIIPdt = /O IU(t—7)EU(T)x[IPdT

(3.5) t (3.2) t (3.4)
< gp / |EU@)xIPdr < (MJ)P / UEXIPdT < (MNJYPIXIP,
0 0

ou seja
1U(H)x] < (MNDE VP x| paratodos xe F e t>0.
Assim, para cada 0 <n < 1/M podemos escolher M, >0 tal que
IU(t)xl <nlixl paratodos xe Fet>M,. (3.6)

Fixado 0 <n < 1/M, para cada t > M, existe um inteiro positivo n>1 e 0 <r <M, tais
que t=nMy+r. Assim

IUx1 = 1U(nMy + r) x| = | U(nMy) EU(r) x| = ILU(My) E1"U(r) I,
e usando (3.6) e (3.2) n-vezes, obtemos
1U)x1 < (M) I1U(r)xIl.

De (3.5) segue entdo que
1U(E)x1 < (nM)Jiix .



77

Note que
(nM)" = exp(nin(nM)) = eXp((t—r)M,f In(nM)) = e gt

onde a =—M;" In(nM) > 0. Assim para t > M, e x € F obtemos
1U(t)x] < Je* e x|\
Para 0 < t<M,, de (3.5) temos
1U(0)x1 < Jixl = Jet e x| < Je™Mh e .

Assim definindo
K = max{Je®", Je®Mn 1},

obtemos
1U(t)xI < Ke® x| paratodos xe Fet>0,
0 que completa a prova de que {U(t): t > 0} é exponencialmente estavel. O

Teorema 3.3. Assuma que {U(t): t > 0} satisfaz (3.2)-(3.3). Entao {U(t): t > 0} é expo-
nencialmente estavel se, e somente se, existem T >0 e € (0,1/M) tais que para cada
x € F existe T € (0, T] para o qual | U(7) x|l < BlIx|l.

Demonstracdo. Se {U(t): t > 0} é exponencialmente estavel, considere T >0 tal que
B=Ke T2 < 1/M. Entdo para T/2<7 < T temos

1U(T) X1 < Ke™T x|l < Ke™* T2 |1 x| = BlixIl.

Para a reciproca, dados x € F e t > 7 entdo existem n inteiro positivoe 0<r<~
tais que t=nr+r. Sendo assim,

1U()x1 = 1U(nz +)x1l = I[U(x) E]"U(r)x]).
Usando n-vezes o fato de que ||U(7) x|l < Bl x|l juntamente com (3.2) obtemos
1U@)xI < (BM)™I1U(n)xI, (3.7)
e de (3.3) segue que [U(t)xIl < (BM)"g(r)Ix|l. Para ay ==t~ In(fM) temos
(BM)" = g 1lga1T

Mas a{r=—LIn(M)<—In(fM), pois 0 < r < 7. Além disso

o —In(pM) _ —In(pM) _. o

T T

e portanto e~ *{ < e %! para t > 0. Assim de (3.7) segue que

Ut x) < e e BM g(r) x| paratodo t>7. (3.8)
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Para 0 < t<rt, de (3.3) temos
101 < gD lIxIl < e * e g(t) 1 x]I. (3.9)
Tomando entao

In(BM) 11y ax g(r), max e‘”g(t), 1},

K =max{e~
o<r<T o<I<T

segue de (3.8) e (3.9) que
1U(t)xI < Ke® x| paratodos xe Fet>0,

0 que completa a demonstracéo. O

Teorema 3.4. Assuma que {U(t): t > 0} satisfaz (3.2)-(3.3). Entdo {U(t): t > 0} é expo-
nencialmente estavel se, e somente se, existem uma fungéo ¢ [0,00) — [0,00) continua,
n&o-decrescente, com ¢(t) >0 para t >0 e ¢(ts) < ¢(t)¢p(s) para todos t,s >0, e uma
constante R >0 tais que para todo x € F temos

(e,0]
| stuwat < Ros) (3.10)
Demonstragéo. Se {U(t): t > 0} é exponencialmente estavel temos

o0 o0
/ |U(Hxlidt < K / el dtixl = Ko~ Ix1,
0 0

o resultado segue com ¢(t)=te R=Ka .
Para a reciproca, suponhamos que {U(t): t > 0} ndo seja exponencialmente
estavel. Pelo Teorema 3.3, para cada T >0 e f€(0,1/M) existe xq € F tal que

1U(f)xoll > Blixpll, (3.11)
para todo t € [0, T]. Em particular, para T = Rp(2M) e p=1/2M, temos
#@m) [~ puitondt= |~ oMU
oo T
> / GRM|U(t)xgll)dt > / dMIIU(H)xoll) dt
0 0
T T
> /O P(2MBlxol)ct = /0 S(1x0 1)t = Ao M) (1o 1),
0 que mostra que

/0  S(1U(Dxe1)dlt > Rl 1),

e contradiz (3.10). Portanto {U(t): t > 0} € exponencialmente estavel, o que completa
a demonstragéo. ]
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Com uma demonstracdo analoga a do Teorema 3.4, temos 0 seguinte:

Teorema 3.5. Assuma que {U(t): t > 0} satisfaz (3.2)-(3.3). Entdo {U(t): t > 0} é expo-
nencialmente estavel se, e somente se, existe uma fungéo ¢ : [0,00) — [0,00) continua,
ndo-decrescente, com ¢(t) >0 para t>0 e ¢(ts) > ¢(t)¢(s) para todo t,s >0, e uma
constante R> 0 tais que para todo x € F temos (3.10).

Por fim apresentamos o ultimo resultado que caracteriza a estabilidade expo-
nencial.

Teorema 3.6. Assuma que {U(t): t > 0} satisfaz (3.2)-(3.3). Entdo {U(t): t > 0} é expo-
nencialmente estavel se, e somente se, existem constantes L>0 e w >0 tais que

t
1?/ e“T|U(r)xlldr < L|x| paratodos xeF et>0. (3.12)
0

Demonstracdo. Se {U(t): t > 0} é exponencialmente estavel, entdo para x € F temos

1 t at K t at
—/ e2||U(r)x||dr<—/ ez e Y7 |x|dt
tJo t Jo

: (e £
=§/o e_é”IIXIIO'T=§ [#] I - [%] X

Assim (3.12) segue comw=a/2 e
1-e7"
L=Ksup .
v>0
Para a reciproca, suponhamos por contradicdo que {U(t): t > 0} ndo seja expo-
nencialmente estavel. Seja T >0 tal que
el —1
T
Do Teorema 3.3, para p=1/2M, existe xq € F tal que [|U(t)xgll > Blixpll para todo t € (0, T].

Assim

>2MLw. (3.13)

1T 17 1 T gt
7/ e ||U(r)xondr>7/0 e ﬁllxolldr=7/0 S rlxolar
el —1
2MT||X0||/ de_zMT Ixoll > Lixoll,
0 que contradiz (3.12), e completa a demonstracgao. O

NOTAS

Neste capitulo apresentamos condi¢cées necessarias e suficientes para garantir
a estabilidade exponencial de semigrupos generalizados. A estabilidade exponencial
apresenta sua importancia tanto para resultados praticos como para resultados abstra-
tos, como por exemplo, verificar a compacidade assintética de problemas semilineares
(veja (HENRY, 1981), por exemplo). Os resultados apresentados nesse capitulo estéo
presentes em (GE; FENG, 2013), e tém sua contra-parte linear em (GE, 2012).
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A RESULTADOS AUXILIARES

A.1 UNICIDADE DA TRANSFORMADA DE LAPLACE

Nesta secado apresentamos o resultado de unicidade da transformada de La-
place, que é frequentemente usada no texto. Comegaremos com um lema.

Lema A.1. Se h: [0,1]— R é uma fungéo continua e

]
/ h(t)t"dt=0 para todo neN,
0
entdo h=0 em|[0,1].

Demonstragdo. Do Teorema da Aproximacao de Weierstrass (RUDIN, 1976, Teorema
7.26), para cada ¢ >0 existe um polinémio real P, tal que

sup |h(t)—Pe(t)| <e.
te[0,1]

Como f01 h(t)P.(t)dt =0 por hipbtese, temos

1 1 1 1
_ _ [ Rhdi— _ [T
/Oh(t)(h(t) P.(t))at /Oh (H)at /Oh(t)Pe(t)dt /Oh(t)dt.

Para K= sup |h(t)| temos
te[0,1]

1
‘/ h2(t)dt' < Ke,
0
e como ¢ >0 € arbitrario segue que fo1 R2(t)dt =0, e portanto h=0 em [0, 1]. O

Sejam f,g: [0,00) — R fungdes continuas e assuma que existam M>0e weR
tais que
If(t)| < Me®! e |g(t)| < Me®! paratodo t>0.

Entdo para s> w, estdo definidas as transformadas de Laplace de f e g, dadas respec-
tivamente por

Lf(s) = /0 ooe‘Stf(t)dt e £g(s)= /0 Ooe—S’g(t)dt.

Teorema A.2. Nas hipdteses acima, se £1(s) = £g(s) para todo s> a entdo f(t) = g(t)
para todo t > 0.

Demonstracdo. Pela linearidade da transformada de Laplace, basta mostrar que se
£f(s)=0 para s>w entédo f(t)=0para t > 0.
Fixemos sy > max{w,0}. Para cada neN temos

(o, ¢]
0=§€f(so+n+1)=/

e—(so+n+1 )tf(t)dt _ / e—Sote—nfe—tf(t) dt.
0

0
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Fazendo a mudanca u=e~! temos

0= / uS f(~Inu)du.
Defina a fungéo h: [0,1] — R por

Sof(—1 1
h(u) = u*°f(-lnu), paraue(0,1],
0 para u=0,

que é continua em [0, 1] pois
|u$ f(-Inu)| < USOMe™"V = Mu$™ .0 quando u— 0*.

Desta forma, pelo Lema A.1 temos h(u) =0 para todo u € [0,1], isto é uSf(-Inu)=0
para todo u € (0, 1], e portanto f(t) =0 para todo t > 0. O

Com isso temos o seguinte corolario:

Corolario A.3. Sejam X um espago de Banach real e f,g: [0,00) — X fungbes conti-
nuas, e assuma que existam M >0 e w € R tais que | f(t)|| < Me®! e | g(t)| < Me®! para
todo t > 0.

Se £f(s)=<£9g(s) para todo s> w entdo f(t) = g(t) para todo t > 0.

Demonstragdo. Novamente por linearidade, basta mostrar que se £f(s) =0 para todo
s> w entdo f(t) =0 para todo t > 0. Mas se #f(s) =0 entdo para cada x* € X* (o dual
de X), definindo fy+(t) = (f(t),x*) para todo t > 0, temos fx: [0,00) — R continua,

|- (1)) = [<F(1), X < UX* I x- I F()I < Milx* 1 - €' para todo t >0,

e para todo s> w temos
Lly(8) = (£Lf(s),x™)=0.

Pelo Teorema A.2 segue que (f(t),x™) = fx+(t)=0 para todo t > 0. Como isto vale para
qualquer x* € X*, segue’ do Teorema de Hahn-Banach que f(t)=0 paratodo t >0. [

A.2 LEMA DE DINI

Nosso objetivo nesta secao é demonstrar o Lema de Dini. Para comegar, preci-
saremos de alguns conceitos e resultados auxiliares.

Definicao A.4. Sejam X um espago de Banach com norma || - ||, a< b numeros reais
e f:[a,b) — X uma funcao. Diremos que f é diferenciavel a direita em [a, b) se para
cada x € [a, b) o seguinte limite

f(x+h)—f(x :
lim u existe .
h—0+ h
1 Na verdade, isto segue de uma das consequéncias do Teorema de Hahn-Banach. Veja (BREZIS,
1984, Corolario 1.3).
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Neste caso, definimos

arf - . f(x+h)—f(x)

o
Lema A.5. Sejam X um espaco de Banach, a< b numeros reais e f: [a,b) — X uma
funcao continua e diferenciavel a direita no intervalo [a,b). Se %(X) =0, para todo

X € [a,b) entdo f é constante em [a,b).

Demonstragcdo. De fato, assuma por absurdo que f ndo é constante. Assim, existem
Xo, Yo € [a,b), com xq > yp, tais que f(xg) # f(yp). Defina

I1f(X0) = f(¥o)I
=———>0,
2(X0=Yo)
e considere o conjunto

A={x e (yo,Xol: If(x)—f(yo)l > n(x—Yyo)}-
Claramente xp € A, portanto A € ndo-vazio e podemos definir ¢ =infA.

Afirmagé&o 1: Temos ¢ > yj.

De fato, se ¢ = yy entéo para cada e > 0, existe y. € (g, yo+e) tal que ye e A. Assim
I f(ye)—f(¥o)ll >n(Ye—Yo), para todo e >0. Fazendo ¢ — 0*, obtemos 0= 14 dX (yo) I>n,0
que é uma contradicao.

Afirmagéo 2: Temos | f(c)—f(yg)l =n(c—yp).
De fato, é simples verificar que [If(c)—f(yo)l = n(c—yp). Agora, assuma que
If(c)—f(yo)l >n(c—Yyp). Da continuidade da funcdo
If(x)— (YO)II
X=Y0
e do fato de que g(c) >n, existe 0 < < c—y tal que g(x) >n para todo x € (c—9,c+9).
Assim c—9 € (yp, Xp] € g(c—06) >n, 0 que contraria o fato de ¢ ser o infimo de A.

(Yo, X0l 2 x — g(x) =

Agora, como d f( c) =0, existe d > c tal que
If(x)—f(c)l <n(x—c) paratodo x € (c,d]
e assim, se x € (¢, d], temos
IF(x)=f(yo)ll < IF(x)=f(c) Il +11f(c) = F(yo) Il <n(x—c) +n(C—Yyo) = n(X— o),

0 que, novamente contraria o fato de ¢ ser o infimo de A, o que conclui a demonstragao,
e prova que f deve ser constante em [a, b). O

Com este resultado, enunciamos e demonstramos o Lema de Dini.

Lema A.6 (Lema de Dini). Seja ¢: [a,b) — X uma fungdo continua e diferenciavel a
direita no intervalo [a,b). Se d‘/’ é continua em [a,b), entao ¢ é diferenciavel em [a,b).
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Demonstrago. Defina a fungao

t d+(p
O(t) = (s)ds paracadatela,b).
g ds
Como ‘Zf € continua em [a, b), segue que @ € diferenciavel em [a, b), e além disso

temos @'(t) = %Q(t), para cada t€[a, b). Ainda, como @' = d+;1’, temos %}((D—@(t) =0,

para todo te€[a, b), e o lema anterior nos da que existe uma constante c tal que
¢(t)=d(t)+c paratodo tea,b),

e portanto, ¢ é diferenciavel. O

A.3 DESIGUALDADES

Nesta secado, provaremos os resultados usados no Capitulo 2 envolvendo desi-
gualdades. Lembremos que para p,q € Z com p,q > 0, escreveremos

q (p)=( P! p(p—1)...(p—q+1)

P7\q)  (p-q)q' q!

Lema A.7. Sejam ay ; >0, para i,k >0 (k,i inteiros) satisfazendo
8k, < A8k—1,i-1 +Pak i1 parak,i=1,
onde a, > 0. Entao:

(a) parak >i>0 temos

i
ag,i <Y Cladpag;

j=0
(b) para n>m>0 temos
m n—1
am,n < Z C,l;ak n_kam_k,o + Z C/'(n__11 amﬁk_mao,n_k. (A1)

Demonstragéo. (a) Notemos primeiramente que
ak 1 <aak-10+Pakop paratodo k>1.

Também

ak 2 < @8k_1 1+Pak1 < a(ak_p o+ Pak—1,0)+Plaax—10+Pap)
= azak_z,o +2afak1 +,Bzak,0 para k > 2.
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Suponhamos por inducéo que o resultado é valido para k > i > 0. Assim, para
k>i+1temos k—1>i>0e k>i>0. Portanto

i i
ayjv1 < @81 j+Pag<ad CldpTaq_jo+p> Clalpa ;g

j=0 j=0
i i
j j+1 gi—f j jpit1—j
= _Cial" g a0+ ) Ciol 5 a0
J=0 /=0
i+1
J—1 i+1 / i+1
=ZC a/,B+ /ak_ 0+ZCC¥/,5+ jakjo
J=1 j=0
C,Oﬁ’+1ak,o+C,’-'a" Ak—j— 10+Z i +Cj ajﬁl+1 fak —j,0-
=1 A iy _ (i+1 J 0_ 0 i_q_ i+
Como C; ' +C;i=(i4)+(j) = () =Cj,y, G/ =1=Cj,y e Cj=1=Cj}; obtemos
i+1
0 i+ 1 1
ak i1 < COBH ay o+ Cla'* ak—/—10+z B Ty 0= Cl T ay g,
/=0

e completa a demonstragao do item (a).
(b) Para n=2 e m=1 temos

a12 < adg 1 +par 1 < adg 1 +apagg+prar o,

e (A.1) esta verificada. Faremos uma prova por indugédo. Suponha que (A.1) é valida
para n=1,...,p € 0 <m<n, e mostremos que ela vale também para an .1 com
0<m<p. Temos

am,p+1 < @8m-1,p+Pam,p

m-1
k Kk ppo—k 2 1 pk—m+1
<a <ZC BP ™ am 1_k 0+ Z Cilia™ g aO,p—k)
k=0 k=m-1
m o1
k k K 1 k—
+,5(Z Cp(x ,3'0_ am-k0+ Z Clr(r: am,B ma(),p_k)
k=0 k=m
m—1 p-1
k Kk+1 k m—-2_m pk—m+1
= ZCpa P am-1-k,0t Z Cyl{ampm a0,p—k
k=0 k=m—1
m p—1
k k 1-k —1 k—m+1
k=0 k=m
m -1

k=1 K ap—k+1 m=2 - m ak—m+1
=Y C5la P ap o+ Y, CRfap ™M ag
k=1 k=m—1
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m p—1
k _k 1-k m-1_m pgk—m+1
+ZCpOL ,Bp+ am-ko0+ Z Ck—1 a’'p + ao, p—k
k=0 k=m

m
0 1 k—1 ky k k+1
=Cp,3p+ am,0+Z(Cp +Cp)a pP* am—k,0

p—1
+ Cfr;;l_—gama()’p_m+1 + Z (Clr(rl—12+ C;r(rl_11 )amﬁk—mﬂ a0,p—k-
k=m
Agora, note que C5~'+Cl = (P)+(B) = (Pi") = Ch.1e CirE+Cirl = = (KL +
(k)= (,%,)=Cc, e assim chegamos em

+1 k k+1
Ampel S ﬁp amO*‘Z p+1% BP*  am ko

p—1
m-2_m m—1_m pk—m+1
k=m
p—1
k k K+1 —1 _m pk—m+1
k=m—1

p
k k 1-k m-1_m ak—m
Cpr1@ B am o+ Z Ck—y @B a0, pr1—k:
0 k=m

s 513

=
1l

0 que conclui a indugdo. Para concluir a demonstragao, falta provar o caso m = p.
Usando a indugéo e o item (a) para ap,p temos

8p,p+1 S @8p1,p+Pap,p
p—1
k k K 1 k k K
<a<ZCpa: BP~ ap_1_k,0+C 2ap_ ao1>+,BZC a” P 8pk,0
k=0 k=0

p—1
k  k+1 k k Kk 1-k
=ZCpa +pP- ap_1_k,0+C apa01+ZC pP* ap—K,0
k=0 k=0

p p
k—1 _k 1-k Kk Kk 1-k p—2
= E Cp a” gP* ap—k,0+ E Cpa BP* ap_k,0+Cp_2a'Dao’1
k=1 k=0

p
0 1 k—1 ky Kk 1-k 2
= Cpﬁp+ ap,0+Z(Cp + Cp)a ,Bp+ ap_k,o+Cg:2apao’1
k=1

p
0 1 k _k 1-k
= C0, 1P ap o+ Ch ¥ P 1K ay 4 0+ COlaPag 4

o
k k 1-k 1
=>_Cpua P ™ ap o+ G aPag 1,

e a demonstracédo estd completa. [
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Agora faremos a demonstracao do (GE; FENG, 2013, Lema 4), tirada de (LUO;
GUO; MORGUL, 1999, Lema 2.118) (pagina 104). Mas antes precisaremos de dois
lemas auxiliares.

Lema A.8. Se n>0 é inteiro e a, >0 sdo tais que a+ =1 entao

n n
> iCha'p™' = "iCha' T = na
i=0 i=1

ZIZC’a,Bn i ZIQC’aﬁn = nPa +naﬁ
i=0

Demonstragéo. O termo i =0 em cada uma das somas € 0, e as igualdades entre as
somas estd justificada. Agora, para a primeira igualdade com n=1 temos

]
ZiC4a’,61_’= C11a=a.

i=0
Para n>1, temos
. n_1 . . - n . . .
na = na( a+,6 chl /+1 n_1_’=Z(i+1)C;7+1al+1ﬁn_1_’=ZiC,’7aI[3n_l.

Para a segunda, € simples verificar diretamente que ela é vélida para n=1,2.
2,2

Para n>2, o processo é analogo ao anterior, escrevendo na? + naf = (N a® + naf)(a +
p)2. O
Lema A.9. Para m> 0 inteiro e |y| <1 temos

Z Cm—1 i-m Y)—m’

i=m

(o]

(i=m)C "y ™" =ym(1—y) ™™,

I=m

o0

Y (i=mPCT Ty M = ym(1 —y) R (ym 1),

T
3

Demonstracao. Para |y|<1,
. . w .
ZC/—ﬂ/ ZC/QYI=ZYI=(1—
i=0 i=0

Para m> 1, derivando (m—1)-vezes esta expressao (na variavel y), obtemos

(e.0] (e, 0]

(m=D)I1=y) ™= > i(i=1)-(i—my™™D =3 " (i=1)(i=2) - (i-m—=1)y"",

i=m—1 i=m
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e portanto

o (i c-(i—m=1)
-m Z m 1) /—m 201'7_71_1)/’"7
i=m

i=m

Derivando esta expressao mais uma vez em y, obtemos

m(1 _Y)—m—1 _ Z( )Cm—1 i— m—1’
i=m
e multiplicando por y segue que
ym(1—y)"" =Y (i=m)CT Ty
i=m

A Ultima expressao é provada derivando a expressao anterior na variavel y. [

Lema A.10. Sejam n> m> 0 inteiros, e a,>0 com a+p=1. Entdo:
Zc o' B (m—i) < ((na—m)2+nap) 2, (A.2)

i=0
n
MmN M (n—i) < (mpla® + (mpla+m—n)?) 2.
i=m

Demonstragdo. Note primeiro que como n> m, temos

ZC o 1 (m—i) \/C’ ’,6”—’\/0’ al pr-i(m—i),

i=0

e assim, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, segue que
12 , m
ZC/ a ﬁn i (m—1) (Z Cl a ’Bn—/> (Z Cha’ﬁn_'(m—i)2>
i=0
12 , n
< (Z Cf,aiﬁ”_i> (Z C},a’ﬁ”_'(m—i)2>
i=0 i=0

1/2

1/2

Mas

n
Y Cha'p™ =(a+p)"=
i=0
pois a+ B =1. Além disso, temos

ch“ B (m—i)? 2E:C,a,oc gl - 2leCna ﬁ”"+2/20na g

= (ap)=1
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e usando o Lema A.8 obtemos
> Cha' B (m=i)? = m?—2mna + n?a® + nap = (na—m)? + nap,
i=0

e prova (A.2).
Agora, procedendo como antes, note que

1/2 1/2
261—1 B (n—1) (ZC 1gi=m ) (ZC 1gi=M(p— /)2>
1/2 1/2
(Zcm—1 i—m ) (ZC/TT1,BI_m(n_i)2> .
i=m

Usando o Lema A.9, e lembrando que a+ =1, obtemos

S e pmin-i? =" e M (n—m—(i-m))?
i=m i=m

=(n-m)??Y "M pM-2(n-m) Y (i-m)CTT B+ > (i—-m)P et g

i=m i=m i=m
= (n=m)2a~"=2(n—=m)Bma"™"" + mBa~™2(Bm+1).

Assim

Z m-1 BM(n-i) < & ”7/2((n—m)za‘m—Z(n—m),Bma‘m‘1+m,6(,6m+1)oc‘m‘2>1/2

= a™™((n—m)2—2(n—m)mp/a+ m? §/a® + mp/a?) 12

= a™((m-n+mpla)? + mp/a?) 12

)

e portanto

am Z C,'n_71_1 B (n—i) < ((m=n+ mpla)? + mﬁ/az) "
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