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RESUMO

Neste trabalho, olhamos para um problema de Cauchy singular (ou degenerado) abs-
trato, num espaço de Banach, da forma







E
du
dt

= Au, t > 0

u(0) = u0,

onde E é um operador não-necessariamente injetor, nos casos linear e não-linear.
Buscamos encontrar relações e condições sobre A e E para que, dado u0 em algum
conjunto conveniente de dados inicias, possamos encontrar uma solução da equação
que esteja definida para todo tempo t > 0. Tais soluções definem o que chamamos de
semigrupos generalizados. Por fim, buscaremos condições necessárias e suficientes
que garantam a estabilidade exponencial de tais semigrupos generalizados.

Palavras-chave: problema singular, problema degenerado, boa-colocação, semigru-
pos generalizados, estabilidade exponencial.





ABSTRACT

In this work, we turn our attention to a singular (or degenerate) abstract Cauchy problem,
in a Banach space, of the form







E
du
dt

= Au, t > 0

u(0) = u0,

where E is not necessarily an injective operator, in the linear and nonlinear cases. We
search relations and conditions on A and E so that, given u0 in a convenient set of initial
data, we can find a solution for the equation that is defined for all t > 0. Such solutions
define what we call generalized semigroups. Also, we find necessary and sufficient
conditions to ensure the exponential stability of such generalized semigroups.

Keywords: singular problem, degenerated problem, well-posedness, generalized semi-
groups, exponential stability.
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INTRODUÇÃO

O estudo, num espaço de Banach X , do problema de Cauchy abstrato






du
dt

= Au, t > 0

u(0) = u0 ∈X ,

onde A : D(A)⊂X →X é um operador linear, é extenso, e foi completamente resolvido

por Feller, Miyadera, e Phillips em 1952, através do Teorema de Hille-Yosida (veja

(ENGEL; NAGEL, 2000, Teorema 3.8), por exemplo). Com esse teorema, sabemos

que, dadas constantes M > 1 e ω ∈ R, o operador linear A : D(A) ⊂ X → X é o gerador

infinitesimal de um C0-semigrupo {T (t) : t > 0}⊂L (X ) em X satisfazendo ‖T (t)‖L (X ) 6

Meωt para todo t > 0 se, e somente se, A é fechado, densamente definido, (ω,∞)⊂ ρ(A)

e para todos n ∈N e λ>ω tem-se

‖(λ–A)–n
‖L (X ) 6

M
(λ–ω)n

.

Nesse caso, a solução do problema de Cauchy abstrato acima é dada por u(t) = T (t)u0

para t > 0. Lembremos que um C0-semigrupo {T (t) : t > 0} ⊂ L (X ) é uma família

satisfazendo T (0) = I (onde I é a identidade em X ), T (t +s) = T (t)T (s) para todos t ,s > 0

e que T (t)x → x em X quando t → 0+ para cada x ∈X .

O objetivo deste trabalho é explorar a teoria recente que lida com o problema

de Cauchy singular






E
d
dt

x(t) = Ax(t), t > 0

x(0) = x0,
(0.1)

onde E é um operador não-necessariamente injetor, tanto nos casos linear e não-

linear. A meta aqui é buscar relações e condições sobre A e E para que, dado x0

em algum conjunto conveniente, possamos encontrar uma solução x(·) para (0.1) que

esteja definida para todo t > 0. Veremos que, quando tais relações estão satisfeitas,

podemos definir uma família {U(t) : t > 0} de operadores lineares limitados (em espaços

convenientes), a qual chamaremos de semigrupo generalizado, de maneira que, para

x0 em um subconjunto específico de X , a solução do problema (0.1) seja dada por

x(t) = U(t)Ex0 para t > 0. Tal família satisfará uma a condição U(t + s) = U(t)EU(s)

para t ,s > 0 e, para os pontos x0 nesse subconjunto especificado, U(0)Ex0 = x0 e

U(t)Ex0 → x0 em X quando t → 0+.

Nosso estudo se inspira no trabalho de (GE; ZHU; FENG, 2009) para o caso

linear, no qual o autor apresenta as definições e resultados básicos sobre semigrupos

generalizados lineares. Para enunciar e demonstrar uma versão correta do (GE; ZHU;

FENG, 2009, Teorema 4) (cf. Teorema 1.56) precisamos adaptar a teoria de semigrupos

degenerados apresentada em, por exemplo, (MELNIKOVA; FILINKOV, 2001). Para



18 SUMÁRIO

desenvolver os principais resultados que nos levam à demonstração do Teorema 1.56,

trabalhamos com a definição de famílias integráveis generalizadas e de geradores

para tais famílias, usando a teoria contida em (ARENDT, 1987) para fazer uma ponte

entre as famílias integráveis gneralizadas e os semigrupos generalizados. A definição

de geradores é formulada em termos da transformada de Laplace e, portanto, é uma

formulação integral (veja Definição 1.39). Um ponto importante a ser destacado é

que apresentamos nesse trabalho as versões diferencial e integral para geradores de

semigrupos generalizados, além das relação entre essas formulações. Tais resultados

são novos na teoria e estão presentes na Seção 1.3 (com exceç ao das Proposições

1.29 e 1.32, que são resultados conhecidos na literatura).

Para o caso não-linear, seguimos as ideias de (GE; FENG, 2013). Aqui, a defini-

ção de geradores para semigrupos generalizados escolhida é a dada pela formulação

diferencial, pois a definição so semigrupo generalizado seguirá de uma versão do

Segundo Limite Fundamental. Serão necessários resultados envolvendo estimativas

espectrais para operadores resolventes não-lineares, que são não-triviais e decorrem

de estimativas de sequências duplamente indexadas, presentes em (LUO; GUO; MOR-

GUL, 1999).

Trabalharemos com os problemas na suas formas abstratas, e apresentaremos

apenas um exemplo (também abstrato) para o caso linear. Mais exemplos podem ser

encontrados, por exemplo, em (MELNIKOVA; FILINKOV, 2001), (FAVINI; YAGI, 1999)

e (SHOWALTER, 1973). Por fim, também baseados em (GE; FENG, 2013), estudare-

mos condições necessárias e suficientes que garantam a estabilidade exponencial de

semigrupos generalizados.

Este trabalho está estruturado da seguinte maneira: no Capítulo 1 estudaremos

o caso linear, isto é, A : D(A) ⊂ F1 → F e E : F1 → F são operadores lineares, onde

F ,F1 são subconjuntos de um espaço de Banach X , com F1 fechado, A fechado e

E ∈L (F1,F ). Para isso, apresentamos resultados da teoria E-espectral para operado-

res fechados, que são generalizações dos resultados já conhecidos da teoria espectral

para operadores fechados em espaços de Banach, contidos em (TAYLOR; LAY, 1986).

Seguindo a teoria de (GE; ZHU; FENG, 2009), apresentaremos a teoria de semigru-

pos generalizados lineares e seus geradores, fazendo também a conexão com os

conceitos de semigrupos degenerados (contido em (MELNIKOVA; FILINKOV, 2001)),

semigrupos (contido em (ENGEL; NAGEL, 2000)), e seus respectivos geradores. Defi-

niremos ainda o conceito de famílias integráveis generalizadas (conceito relacionado

ao de famílias integráveis degeneradas de (MELNIKOVA; FILINKOV, 2001)), que é

fundamental para demonstrarmos o principal resultado deste capítulo, o Teorema 1.56,

que nos dá condições suficientes para resolvermos o problema (0.1) para valores de

x0 num determinado subconjunto de X . Por fim, apresentaremos um exemplo abstrato

para ilustrar a teoria no caso linear.



SUMÁRIO 19

O Capítulo 2 apresentará o caso onde A e E podem ser operadores não-lineares.

Nesse caso, devido à dificuldade do problema, pouquíssimo é conhecido, e o principal

resultado desse capítulo é o Teorema 2.16, que também lida com a boa colocação

para (0.1). A demonstração, nesse caso, constrói o semigrupo generalizado usando

uma versão generalizada para o conhecido Segundo Limite Fundamental para semi-

grupos (veja (ENGEL; NAGEL, 2000)). Por fim, no Capítulo 3, estudaremos condições

necessárias e suficientes que garantam a estabilidade exponencial (veja Definição 3.1)

de um semigrupo generalizado.

Adicionalmente, apresentaremos um apêndice contendo resultados essenciais

para as demonstrações contidas neste trabalho, mas que, se apresentados em con-

junto com o texto principal, pioraria a sua didática e dificultaria sua leitura.
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1 O CASO LINEAR

Neste capítulo apresentaremos a teoria para determinar a boa colocação do

problema






E
d
dt

x(t) = Ax(t), t > 0

x(0) = x0,
(1.1)

num espaço de Banach X , onde A : D(A)⊂X →X é um operador linear (possivelmente

não-limitado), e E é um operador linear contínuo em X .

1.1 TEORIA E-ESPECTRAL PARA OPERADORES LINEARES FECHADOS

Nesta seção apresentaremos alguns elementos da teoria espectral para ope-

radores lineares fechados em espaços normados, numa versão um pouco mais geral

da teoria usualmente encontrada em livros de Análise Funcional, baseada em (MELNI-

KOVA; FILINKOV, 2001, Seção 1.5). Antes de mais nada, para X ,Y espaços vetoriais

normados, denotaremos por L (X ,Y ) o espaço dos operadores lineares contínuos de

X em Y , que é um espaço vetorial normado com a norma

‖B‖L (X ,Y ) = sup
‖x‖X =1

‖Bx‖Y para B ∈L (X ,Y ).

Quando Y é um espaço de Banach, L (X ,Y ) também é. Quando X = Y , denotaremos

L (X ) = L (X ,X ).

Para um operador A : D(A)⊂X →Y , seu núcleo será denotado por kerA, isto é

kerA = {x ∈D(A) : Ax = 0}⊂X .

Sua imagem será denotada por Im(A), isto é

ImA = {Ax : x ∈D(A)}⊂Y ,

ou, alternativamente, denotaremos ImA = A(D(A)) = AD(A).

Definição 1.1 (Operador Fechado). Consideremos dois espaços vetoriais normados

X e Y , e um operador linear A : D(A)⊂X →Y . Diremos que A é fechado se seu gráfico

G(A) = {(x ,Ax) : x ∈D(A)}⊂X ×Y

é um subconjunto fechado de X ×Y .

A seguinte proposição nos dá uma caracterização para operadores lineares

fechados em termos de sequências, e também um resultado importante que será

utilizado mais adiante.
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Proposição 1.2. Consideremos dois espaços vetoriais normados X e Y e um operador

linear A : D(A)⊂X →Y. Então:

(a) A é fechado se, e somente se, dada sequência {xn}⊂D(A) tal que xn → x em X e

Axn → y em Y então x ∈D(A) e Ax = y;

(b) se A é injetor, então A é fechado se, e somente se, A–1 fechado.

Demonstração. (a) Vejamos que G(A) ∋ (xn,Axn)→ (x ,y ) e portanto (x ,y ) ∈G(A) se, e

somente se, G(A) é fechado em X ×Y .

(b) Defina Z = ImA. Assuma que A é fechado e assuma que {yn} ⊂ D(A–1) = Z

é tal que yn → y em Y e A–1yn → x em X . Defina xn = A–1yn. Assim xn → x em X

e Axn = yn → y em Y . Como A é fechado x ∈ D(A) e Ax = y . Logo y ∈ Z = D(A–1) e

x = A–1y . Portanto A–1 é fechado. O resultado segue notando que (A–1)–1 = A.

Para desenvolver a teoria E-espectral, fixaremos:

⋆ um espaço de Banach X ;

⋆ dois subespaços vetoriais F e F1 de X , com F1 fechado;

⋆ um operador E ∈L (F1,F ).

Como F1 é um subespaço vetorial fechado de X , então F1 com a norma induzida

de X também é um espaço de Banach.

Observação 1.3. Quando F = F1 = X e E = I, a identidade em X , essa teoria recupera

os resultados clássicos da teoria espectral de operadores lineares fechados em espa-

ços de Banach (veja, por exemplo, (TAYLOR; LAY, 1986)). A teoria fica qualitativamente

diferente da teoria usual quando o operador E é não-injetor.

Definição 1.4 (E-resolvente e E-espectro). Nas condições acima, considere um ope-

rador linear fechado A : D(A)⊂F1 →F . Definimos o E-resolvente de A, denotado por

ρE (A), como o conjunto dos λ ∈ C para os quais o operador λE –A : D(A) ⊂ F1 → F é

inversível e (λE –A)–1 ∈L (F ,F1).

Para λ ∈ ρE (A), o operador RE (λ,A) = (λE –A)–1 ∈L (F ,F1) é chamado de ope-

rador E-resolvente de A. Quando não houver confusão, denotaremos RE (λ,A) sim-

plesmente por R(λ).

O complementar σE (A) de ρE (A) em C é chamado de E-espectro de A.

Claramente, dependendo dos espaços F ,F1 e do operador E , podemos ter

ρE (A) = ∅ ou ρE (A) = C. Por exemplo, para F = F1 = X , se A não é inversível e E = 0,

então λE – A = –A não é inversível para nenhum λ ∈ C, e portanto ρE (A) = ∅. Ana-

logamente, se E = 0 e A é inversível então ρE (A) = C. No que segue, assumiremos

que

ρE (A) 6=∅.
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Observação 1.5. Notemos que R(λ)F = D(A) para todo λ ∈ ρE (A). Além disso, quando

F é também um subespaço fechado de X (o que nem sempre é o caso), a condição de

que (λE –A)–1 ∈L (F ,F1) pode ser removida da definição, já que ela é consequência

do fato de λE –A : D(A)⊂F1 →F ser inversível, juntamente com o Teorema do Gráfico

Fechado (veja (BRÉZIS, 1984), por exemplo).

A seguinte identidade é fundamental para o desenvolvimento da teoria espectral.

Proposição 1.6 (Identidade do E-resolvente). Se λ,µ ∈ ρE (A) então

R(λ)–R(µ) = (µ–λ)R(λ)ER(µ). (1.2)

Em particular, para λ,µ ∈ ρE (A) temos R(µ)ER(λ) = R(λ)ER(µ).

Demonstração. Sabemos que para λ,µ ∈ ρE (A) temos

R(λ)–R(µ) = (λE –A)–1[(µE –A)– (λE –A)](µE –A)–1

= (µ–λ)R(λ)ER(µ),

o que prova (1.2). A última afirmação segue de (1.2), intercambiando λ e µ.

A fim de simplificar a notação, denotaremos ambas ‖ · ‖L (F ,F1) e ‖ · ‖L (F1,F )

simplesmente por ‖ ·‖.

Proposição 1.7. Se λ ∈ ρE (A) e µ ∈C é tal que |µ–λ|‖R(λ)‖‖E‖< 1 então µ ∈ ρE (A) e

R(µ) =
∞∑

n=0

(λ–µ)n[R(λ)E ]nR(λ), (1.3)

com convergência uniforme para |µ–λ|‖R(λ)‖‖E‖6 r < 1. Em particular ρE (A) é aberto.

Além disso, a aplicação ρE (A) ∋λ 7→R(λ) ∈L (F ,F1) é analítica e

dn

dλn R(λ) = (–1)nn![R(λ)E ]nR(λ). (1.4)

Demonstração. Primeiro vejamos que para λ ∈ ρE (A) e µ ∈C temos

µE –A = (λE –A)+ (µ–λ)E = (λE –A)[I –(λ–µ)R(λ)E ].

Definimos J = I –(λ–µ)R(λ)E ∈L (F1), onde I denota a identidade em F1. Sabe-

mos que1 para |λ–µ|‖R(λ)‖‖E‖< 1, J é inversível e sua inversa é dada por

J–1 =
∞∑

n=0

(λ–µ)n[R(λ)E ]n,

1 Lembremos que F1 com a norma induzida de X é um espaço de Banach.
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com convergência uniforme para |λ–µ|‖R(λ)‖‖E‖6 r < 1. Portanto µE –A é inversível,

o que mostra que µ ∈ ρE (A) e que

R(µ) = J–1R(λ) =
∞∑

n=0

(λ–µ)n[R(λ)E ]nR(λ).

Agora fixado λ0 ∈ ρE (A), como (1.3) converge uniformemente para

|λ–λ0|‖R(λ)‖‖E‖<
1
2

,

a aplicação ρE (A) ∋λ 7→R(λ) ∈L (F ,F1) é contínua em λ0. Segue de (1.2) que ρE (A) ∋

λ 7→R(λ) ∈L (F ,F1) é diferenciável em λ0 e que

d
dλ

R(λ) = –R(λ)ER(λ).

Note que

[R(λ)E ]n –[R(µ)E ]n

=
{

[R(λ)E ]n–1 +[R(λ)E ]n–2R(µ)E + · · ·+[R(µ)E ]n–1
}

[R(λ)–R(µ)]E .

Logo
d

dλ
[R(λ)E ]n = –n[R(λ)E ]n+1,

e o resultado segue por indução.

Corolário 1.8. Defina S(λ) = R(λ)E para cada λ ∈ ρE (A). Então para λ,µ ∈ ρE (A) temos

S(λ)–S(µ) = (µ–λ)S(λ)S(µ),

e S(λ)S(µ) = S(µ)S(λ). Além disso, a aplicação ρE (A) ∋λ 7→S(λ) ∈L (F1) é analítica e

dn

dλn S(λ) = (–1)nn!S(λ)n+1.

Demonstração. A prova é imediata das Proposições 1.6 e 1.7.

Um resultado importante é que os conjuntos R(λ)EF1 e R(λ)ED(A) não depen-

dem de λ ∈ ρE (A).

Proposição 1.9. Para µ,λ ∈ ρE (A) temos R(λ)EF1 = R(µ)EF1. Mais ainda, temos

R(λ)ED(A) = R(µ)ED(A).

Demonstração. Se y ∈R(λ)EF1 então y = R(λ)Ex para algum x ∈F1. Assim

Ex = (λE –A)y = (µE –A)y +(λ–µ)Ey ,

ou seja (µE –A)y = Ex1, onde x1 = x +(µ–λ)y ∈F1. Deste modo y = R(µ)Ex1 ∈R(µ)EF1,

o que mostra que R(λ)EF1 ⊂ R(µ)EF1. Intercambiando λ e µ, a primeira parte do

resultado segue.
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Para a segunda, se y = R(λ)Ex e D(A) ∋ xn → x então para yn = R(λ)Exn ∈D(A)

temos yn → y e sabemos, do feito acima, que yn = R(µ)Ex1
n , onde x1

n = xn +(µ–λ)yn ∈

D(A) e x1
n → x +(λ–µ)y =: x1 ∈D(A). Portanto y = R(µ)Ex1 ∈R(µ)ED(A). Trocando λ por

µ, temos o resultado.

O último resultado desta seção nos dá condição para termos uma certa comu-

tatividade entre um operador B e o E-resolvente.

Lema 1.10. Sejam A : D(A)⊂F1 →F operador linear fechado, E : F1 →F e B : F →F1

operadores lineares contínuos tais que para algum λ ∈ ρE (A) vale R(λ)EB = BER(λ).

Então para x ∈D(A) temos BEx ∈D(A) e ABEx = EBAx.

Demonstração. Para x ∈ D(A) temos R(λ)(λE –A)x = x e (λE –A)R(λ)x = x . Portanto,

como R(λ)EB = BER(λ), para x ∈D(A) temos

R(λ)EB(λE –A)x = BEx ,

e assim BEx ∈D(A) e EB(λE –A)x = (λE –A)BEx . Isto nos dá EBAx = ABEx .

1.2 SEMIGRUPOS GENERALIZADOS

Nesta seção apresentaremos a teoria dos semigrupos generalizados. Como o

próprio nome sugere, este conceito é uma generalização para o conceito usual de

semigrupo (que recordaremos na Subseção 1.2.2).

No que segue, consideraremos um espaço de Banach X , dois subespaços F ,F1

de X , com a norma induzida de X , e um operador linear contínuo E : F1 →F .

Definição 1.11 (Semigrupo generalizado). Uma família {U(t) : t > 0} de operadores

lineares contínuos de F em F1, indexada num parâmetro real t > 0, é chamada de

semigrupo generalizado (ou semigrupo linear generalizado) induzido por E , de F

em F1, se

U(t +s) = U(t)EU(s) para todos t ,s > 0. (1.5)

Se além disso, tivermos

lim
t→0+

‖U(t)x –U(0)x‖= 0 para cada x ∈F ,

então {U(t) : t > 0} é chamado de C0-semigrupo generalizado.

Observação 1.12. Veja que, de (1.5), se n é um inteiro positivo e δ> 0 então

U(nδ)E = U(δ+(n–1)δ)E = U(δ)EU((n–1)δ)E = · · ·= [U(δ)E ]n.

Além disso, (1.5) implica que U(t)EU(s) = U(s)EU(t) para todos t ,s > 0 e também que

U(t) = U(0)EU(t) para todo t > 0.
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Vejamos a seguir importantes propriedades de C0-semigrupos generalizados.

No que segue, por simplicidade de notação, denotaremos ‖ ·‖L (F ,F1) e ‖ ·‖L (F1,F ) por

‖ ·‖.

Definição 1.13. Diremos que um semigrupo generalizado {U(t) : t > 0} de F em F1

induzido por E é exponencialmente limitado se existem M > 1 e ω ∈R tais que

‖U(t)‖6Meωt para todo t > 0.

Diremos também que {U(t) : t > 0} é (M,ω)-exponencialmente limitado, quando quiser-

mos explicitar as constantes M e ω.

Um resultado semelhante ao da teoria usual de semigrupos, sob uma condição

adicional sobre o espaço de saída F , é o seguinte:

Teorema 1.14. Se F também é um subsespaço fechado de X e {U(t) : t > 0} é um

C0-semigrupo generalizado de F em F1 induzido por E, então {U(t) : t > 0} é exponen-

cialmente limitado.

Demonstração. Primeiramente observamos que existe η> 0 tal que

sup
t∈[0,η]

‖U(t)‖<∞. (1.6)

De fato, se este não fosse o caso, existiria uma sequência tn → 0+ tal que

‖U(tn)‖> n para cada n ∈N. (1.7)

Mas para cada x ∈ F temos ‖U(t)x – U(0)x‖ → 0 quando t → 0+, e portanto a

sequência {U(tn)x}⊂X é limitada (já que é convergente). Como F é fechado, e portanto

um espaço de Banach com a norma induzida por X , segue do Princípio da Limitação

Uniforme (veja (BRÉZIS, 1984, Teorema II.1)) que {‖U(tn)‖} é limitada, o que contradiz

(1.7).

Tomamos então η> 0 que satisfaz (1.6) e definimos

M1 = 1+ sup
t∈[0,η]

‖U(t)‖,

e notamos que M1 > 1. Para cada t > 0 existem um inteiro não-negativo k e δ ∈ [0,η)

tal que t = kη+δ. Assim

‖U(t)‖= ‖U(δ+kη)‖= ‖U(δ)EU(kη)‖
(∗)
= ‖U(δ)[EU(η)]k‖6 ‖U(δ)‖‖E‖

k
‖U(η)‖k

6M1(1+‖E‖)kMk
1 6Mk+1,

onde em (∗) usamos a Observação 1.12 e M = (1 + ‖E‖)M1. Como t = kη+δ temos

k = η–1(t –δ)6 η–1t e portanto

‖U(t)‖6MMη–1t = Meωt ,
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onde ω= η–1 lnM. Claramente M >M1 > 1, o que mostra que {U(t) : t > 0} é exponenci-

almente limitado.

Proposição 1.15. Considere {U(t) : t > 0} um C0-semigrupo generalizado de F em F1

induzido por E, e assuma que {U(t) : t > 0} é (M,ω)-exponencialmente limitado.

(1) Para cada x ∈F, a aplicação [0,∞) ∋ t 7→U(t)x ∈F1 é contínua.

(2) A aplicação [0,∞) ∋ t 7→ ‖U(t)‖ ∈ [0,∞) é semicontínua inferiormente, e portanto

mensurável.

Demonstração. (1) Sejam t > 0, h > 0 e x ∈F . Então

U(t +h)x –U(t)x = U(t)EU(h)x –U(t)EU(0)x ,

e como {U(t) : t > 0} é (M,ω)-exponencialmente limitado, temos

‖U(t +h)x –U(t)x‖6Meωt
‖E‖‖U(h)x –U(0)x‖→ 0

quando h → 0+. Agora, para t > 0, h > 0 tal que t –h> 0 e x ∈F temos

U(t –h)x –U(t)x = U(t –h)EU(0)x –U(t –h)EU(h)x ,

e assim

‖U(t –h)x –U(t)x‖6Meω(t–h)
‖E‖‖U(0)x –U(h)x‖→ 0,

quando h → 0+, e a demonstração deste item está completa.

(2) Basta mostrar que {t > 0: ‖U(t)‖> b} é aberto em [0,∞) para cada b ∈R. Mas

‖U(t0)‖> 0 implica que existe x ∈F com ‖x‖= 1 tal que ‖U(t0)x‖> b. Segue de (1) que

‖U(t)x‖> b para todo t suficientemente próximo de t0 em [0,∞). Logo ‖U(t)‖> b para

esta vizinhança de t0 em [0,∞), e o resultado está provado.

1.2.1 Semigrupos degenerados

Nesta breve subseção, compararemos a teoria de semigrupos generalizados

apresentada neste trabalho com a teoria de semigrupos degenerados apresentada em

(MELNIKOVA; FILINKOV, 2001, Seção 1.5).

Definição 1.16. Uma família {S(t) : t > 0}⊂L (X ) é chamada de semigrupo degene-

rado se

(i) o operador S(0) possui núcleo não-trivial;

(ii) S(t +s) = S(t)S(s) para todos t ,s > 0.

Se além disso, temos
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(iii) ‖S(t)x –S(0)x‖→ 0 quando t → 0+ para cada x ∈X ,

diremos que {S(t) : t > 0}⊂L (X ) é um C0-semigrupo degenerado.

Se {U(t) : t > 0} é um C0-semigrupo generalizado de F em F1, induzido por um

operador linear contínuo não-injetor E de F1 em F , então {S(t) : t > 0}, definido por

S(t) = U(t)E para cada t > 0, é um C0-semigrupo degenerado em F1.

De fato, note que

S(t +s) = U(t +s)E = U(t)EU(s)E = S(t)S(s) para todos t ,s > 0.

Além disso S(0) = U(0)E , o que mostra kerE ⊂ kerS(0). Assim, o núcleo de S(0) é

não-trivial. Finalmente, se x ∈F1, temos Ex ∈F e

‖S(t)x –S(0)x‖= ‖U(t)Ex –U(0)Ex‖→ 0 quando t → 0+.

Agora se {S(t) : t > 0} é um C0-semigrupo degenerado em X , então definindo

E = S(0): X →X e U(t) = S(t) para t > 0 temos

U(t +s) = S(t +s) = S(t)S(s) = S(t)S(0)S(s) = U(t)EU(s),

e para x ∈X temos

‖U(t)x –U(0)x‖= ‖S(t)x –S(0)x‖→ 0 quando t → 0+,

e {U(t) : t > 0} é um C0-semigrupo generalizado de X em X induzido por E = S(0) ∈

L (X ).

Sendo assim, a teoria apresentada em (MELNIKOVA; FILINKOV, 2001) para

C0-semigrupos degenerados está contemplada neste trabalho.

1.2.2 Semigrupos

Definição 1.17. Um semigrupo num espaço métrico X é uma família {T (t) : t > 0} ⊂

C(X ) que satisfaz:

(i) T (0) = I, onde I é o operador identidade em X ;

(ii) T (t +s) = T (t)T (s), para todo t ,s > 0.

Quando X é um espaço de Banach e {T (t) : t > 0} ⊂ L (X ), diremos que {T (t) : t > 0}

é um semigrupo linear (ou somente semigrupo, quando a linearidade estiver clara).

Quando {T (t) : t > 0}⊂L (X ) é um semigrupo e tivermos

(iii) ‖T (t)x –x‖→ 0 quando t → 0+ para cada x ∈X ,

diremos que {T (t) : t > 0} é um C0-semigrupo.
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Veja que todo C0-semigrupo {T (t) : t > 0}⊂L (X ) é um C0-semigrupo generali-

zado de X em X induzido por E = I (a identidade em X ) satisfazendo T (0) = I. Com isto,

o seguinte resultado segue diretamente da teoria apresentada anteriormente.

Proposição 1.18. Seja {T (t) : t > 0}⊂L (X ) um C0-semigrupo. Então:

(a) {T (t) : t > 0} é exponencialmente limitado;

(b) para cada x ∈X, a aplicação [0,∞) ∋ t 7→T (t)x ∈X é contínua;

(c) a aplicação [0,∞) ∋ t 7→ ‖T (t)‖L (X ) ∈ [0,∞) é semicontínua inferiormente, e por-

tanto mensurável.

Vejamos que de um C0-semigrupo generalizado podemos construir um semi-

grupo, considerando os operadores e os espaços corretos. Para isso, consideremos

um C0-semigrupo generalizado {U(t) : t > 0} de F em F1 induzido por E . Da Observa-

ção (1.12) obtemos U(0) = U(0)EU(0), o que mostra que o operador P = U(0)E é uma

projeção em F1, e decompõe o espaço em

F1 = ImP ⊕kerP.

Lema 1.19. Os subespaços ImP e kerP são positivamente invariantes pelo C0-se-

migrupo degenerado {S(t) : t > 0} em F1, dado por S(t) = U(t)E para t > 0, isto é,

S(t)ImP ⊂ ImP e S(t)kerP ⊂ kerP para todo t > 0.

Demonstração. Vejamos que se x ∈ ImP então x = Py = U(0)Ey . Assim, da Observação

(1.12) temos

U(t)Ex = U(t)EU(0)Ey = U(0)EU(t)Ey = PU(t)Ey ∈ ImP.

Analogamente se x ∈ kerP então

U(t)Ex = U(t)EU(0)Ex = U(t)EPx = 0,

e portanto U(t)Ex ∈ kerP.

Proposição 1.20. Se {U(t) : t > 0} é um C0-semigrupo generalizado de F em F1 indu-

zido por E, P = U(0)E e Y = ImP, então a família {T (t) : t > 0} dada por T (t) = U(t)E
∣
∣
Y

é um C0-semigrupo (no sentido usual) em Y.

Demonstração. Já vimos que a família {S(t) : t > 0} dada por S(t) = U(t)E é um C0-

semigrupo degenerado em F1. Basta ver que T (0) é a identidade em Y . Para x ∈ Y

temos

T (0)x = U(0)Ex = Px = x ,

logo T (0) = I, onde I é a identidade em Y . Portanto {T (t) : t > 0} é um C0-semigrupo

em Y .
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Isto condiz com (MELNIKOVA; FILINKOV, 2001, Observação 1.5.2), que resulta

no seguinte resultado para C0-semigrupos degenerados.

Proposição 1.21. Se {S(t) : t > 0} é um C0-semigrupo degenerado em X, então P =

S(0) é uma projeção em X e a família {T (t) : t > 0} dada por T (t) = S(t)|ImP é um

C0-semigrupo (no sentido usual) em ImP.

Demonstração. É análoga à demonstração da Proposição 1.20.

1.3 GERADORES PARA SEMIGRUPOS GENERALIZADOS

Definição 1.22. Considere um C0-semigrupo generalizado {U(t) : t > 0} de F em F1,

induzido por E , (M,ω)-exponencialmente limitado. Dizemos que um operador linear

fechado A : D(A) ⊂ F1 → F é um gerador de {U(t) : t > 0} se para Reλ > ω temos

λ ∈ ρE (A) e

R(λ)x =
∫ ∞

0
e–λtU(t)xdt para todo x ∈F . (1.8)

Teorema 1.23. O gerador de um C0-semigrupo generalizado exponencialmente limi-

tado, quando existe, é único.

Demonstração. De fato, note que se A e B são geradores de {U(t) : t > 0} então existe

λ> 0 tal que

RE (λ,A)x =
∫ ∞

0
e–λtU(t)xdt = RE (λ,B)x ,

para todo x ∈F . Isto implica que RE (λ,A) = RE (λ,B) em F e assim

D(A) = RE (λ,A)F = RE (λ,B)F = D(B).

Além disso, para cada x ∈D(A) = D(B) temos

x = RE (λ,A)(λE –A)x = RE (λ,B)(λE –A)x ,

o que nos dá (λE –B)x = (λE –A)x , e portanto Ax = Bx .

Teorema 1.24. Assuma que {U1(t) : t > 0} e {U2(t) : t > 0} sejam C0-semigrupos gene-

ralizados (M,ω)-exponencialmente limitados de F em F1 induzidos por E, ambos tendo

A como gerador. Então U1(t) = U2(t) para todo t > 0.

Demonstração. Sabemos que existe ω ∈R tal que para λ>ω e x ∈F temos
∫ ∞

0
e–λtU1(t)xdt = R(λ)x =

∫ ∞

0
e–λtU2(t)xdt .

Da unicidade da transformada de Laplace (veja o Corolário A.3), obtemos U1(t)x =

U2(t)x para todos t > 0 e x ∈F .



1.3. Geradores para semigrupos generalizados 31

Proposição 1.25. Se A é o gerador de um C0-semigrupo generalizado (M,ω)-exponen-

cialmente limitado {U(t) : t > 0} de F em F1 induzido por E, então para cada x ∈ D(A)

temos

(a) U(0)Ex = x;

(b) lim
h→0+

U(h)Ex –x
h

= U(0)Ax.

Demonstração. Para x ∈ D(A) e λ > ω fixado, sabemos que existe um único y ∈ F tal

que

x = R(λ)y =
∫ ∞

0
e–λtU(t)ydt .

Assim

U(0)Ex =
∫ ∞

0
e–λtU(0)EU(t)ydt =

∫ ∞

0
e–λtU(t)ydt = x ,

o que prova o item (a). Para o item (b), veja que para h > 0 temos

U(h)Ex –x
h

=
1
h

[∫ ∞

0
e–λtU(h)EU(t)ydt –

∫ ∞

0
e–λtU(t)ydt

]

=
1
h

[∫ ∞

0
e–λtU(t +h)ydt –

∫ ∞

0
e–λtU(t)ydt

]

=
1
h

[

(eλh –1)
∫ ∞

0
e–λtU(t)ydt –eλh

∫ h

0
e–λtU(t)ydt

]

=
eλh –1

h
x –

eλh

h

∫ h

0
e–λtU(t)ydt ,

e portanto

lim
h→0+

U(h)Ex –x
h

=λx –U(0)y =λx –U(0)(λE –A)x

=λx –λU(0)Ex +U(0)Ax = U(0)Ax .

O primeiro resultado envolvendo a existência de soluções para o problema (1.1)

é o seguinte:

Teorema 1.26. Se A é o gerador do C0-semigrupo generalizado (M,ω)-exponencial-

mente limitado {U(t) : t > 0} de F em F1 induzido por E, então para x ∈ D(A) temos

U(t)Ex ∈D(A) e AU(t)Ex = EU(t)Ax para todo t > 0. Além disso a aplicação [0,∞) ∋ t 7→

U(t)Ex ∈F1 é continuamente diferenciável e

d
dt

U(t)Ex = U(t)Ax para todo t > 0.

Assim para x ∈ D(A), a aplicação ξ : [0,∞) → F1 dada por ξ(t) = U(t)Ex para t > 0

satisfaz: ξ(0) = x e

E
d
dt

ξ(t) = Aξ(t) para todo t > 0.
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Demonstração. Primeiramente notamos que para x ∈D(A), y ∈F tal que

x = R(λ)y =
∫ ∞

0
e–λsU(s)yds

e t > 0 temos

U(t)Ex =
∫ ∞

0
e–λsU(t)EU(s)yds =

∫ ∞

0
e–λsU(s)EU(t)yds,

o que mostra que R(λ)EU(t)y = U(t)Ex . Assim U(t)Ex ∈ D(A) e (λE – A)U(t)Ex =

EU(t)y = EU(t)(λE –A)x , o que nos dá AU(t)Ex = EU(t)Ax .

Agora notemos que para x ∈D(A) e t > 0 temos

d+

dt
U(t)Ex = lim

h→0+

U(t +h)Ex –U(t)Ex
h

= lim
h→0+

U(t)EU(h)Ex –U(t)Ex
h

= U(t)E lim
h→0+

U(h)Ex –x
h

= U(t)EU(0)Ax = U(t)Ax .

Segue então do Lema de Dini (Lema A.6) que [0,∞) ∋ t 7→U(t)Ex ∈F1 é continuamente

diferenciável e d
dt U(t)Ex = U(t)Ax .

A última afirmação segue diretamente do que foi feito acima.

Observação 1.27. Diferentemente da teoria usual de C0-semigrupos e seus gerado-

res infinitesimais, que será relembrada a seguir, o domínio D(A) do gerador A não

é necessariamente um conjunto denso de F1. Na verdade, levando em conta o item

(a) da Proposição 1.25, vemos que se D(A) é denso em F1, então U(0)Ex = x para

todo x ∈ F1 (pois U(0)E é um operador contínuo), o que implica que E deve ser, em

particular, injetor.

1.3.1 Geradores para semigrupos

Lembremos que para um semigrupo {T (t) : t > 0} ⊂ L (X ), temos a seguinte

definição de gerador infinitesimal :

Definição 1.28. Dado um semigrupo {T (t) : t > 0}⊂L (X ), o seu gerador infinitesimal

é o operador linear A : D(A)⊂X →X definido por

D(A) =
{

x ∈X : lim
h→0+

T (h)x –x
h

existe
}

,

e

Ax = lim
h→0+

T (h)x –x
h

para cada x ∈D(A).

No que segue, nosso trabalho nesta subseção é demonstrar que para C0-

semigrupos, esta definição de gerador infinitesimal coincide com a Definição 1.22.

Proposição 1.29. Seja T ⊂L (X ) um C0-semigrupo.
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(1) Seja A o gerador infinitesimal de T . Então A é fechado, D(A) é denso em X, e

para x ∈D(A) a aplicação [0,∞) ∋ t 7→T (t)x ∈D(A) é continuamente diferenciável

e
d
dt

T (t)x = AT (t)x = T (t)Ax , para todo t > 0.

(2) Se {T (t) : t > 0} é (M,ω)-exponencialmente limitado, então para Reλ > ω temos

λ ∈ ρ(A) e

RI(λ,A)x = (λ–A)–1x =
∫ ∞

0
e–λtT (t)xdt para todo x ∈X .

Demonstração. (1) A prova de que A é fechado será feita na demonstração do item

(2). Para a densidade, seja x ∈ X e, para ǫ > 0, defina xǫ = 1
ǫ

∫ ǫ
0 T (t)x dt . Então xǫ → x

quando ǫ→ 0+ e para h > 0 temos

T (h)xǫ–xǫ
h

=
1
ǫh

(∫ ǫ+h

ǫ
T (t)x dt –

∫ h

0
T (t)x dt

)
h→0+

–→
T (ǫ)x –x

ǫ
,

assim xǫ ∈D(A) e D(A) é denso em X . Agora, se x ∈D(A) temos

lim
h→0+

T (h)T (t)x –T (t)x
h

= T (t) lim
h→0+

T (h)x –x
h

= T (t)Ax ,

logo T (t)x ∈D(A) e AT (t)x = T (t)Ax . Portanto

d+

dt
T (t)x = lim

h→0+

T (t +h)x –T (t)x
h

= AT (t)x = T (t)Ax ,

existe e é contínua, e pelo Lema de Dini (Lema A.6), a aplicação [0,∞) ∈ t 7→ T (t)x ∈

D(A) é continuamente diferenciável e d
dt T (t)x = AT (t)x = T (t)Ax para todo t > 0.

(2) Note que se Reλ > ω temos ‖e–λtT (t)‖L (X ) 6 Me–(Reλ–ω)t , que é uma função

integrável em [0,∞), e podemos definir Q(λ) ∈L (X ) por

Q(λ)x =
∫ ∞

0
e–λtT (t)xdt .

Temos ‖Q(λ)‖L (X ) 6
M

Reλ–ω , e para x ∈X e h > 0 obtemos

T (h)– I
h

Q(λ)x = Q(λ)
T (h)x –x

h

=
1
h

(∫ ∞

h
e–λt+λhT (t)xdt –

∫ ∞

0
e–λtT (t)xdt

)

=
1
h

(

–
∫ h

0
eλ(h–t)T (t)xdt +

∫ ∞

0
(eλh –1)e–λtT (t)xdt

)

h→0+

–→ –x +λQ(λ)x ,

(1.9)

o que mostra que Q(λ)x ∈ D(A) e (λ–A)Q(λ)x = x . Portanto λ–A é sobrejetivo. Além

disso para x ∈D(A), usando integração por partes segue que

Q(λ)Ax =
∫ ∞

0
e–λtT (t)Axdt =

∫ ∞

0
e–λt d

dt
T (t)xdt
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= e–λtT (t)x
∣
∣
∣

∞

0
+λ

∫ ∞

0
e–λtT (t)xdt = –x +λQ(λ)x ,

e portanto Q(λ)(λ–A)x = x para todo x ∈D(A) e λ–A é também injetora. Logo λ–A é

uma bijeção de D(A) sobre X com inversa Q(λ) ∈ L (X ), e segue da Proposição 1.2

que A é fechado, e portanto λ ∈ ρ(A), e a prova está completa.

Como consequência deste resultado, temos o seguinte teorema:

Teorema 1.30. Seja {T (t) : t > 0}⊂L (X ) um C0-semigrupo. Um operador A é o gerador

infinitesimal de {T (t) : t > 0} se, e somente se, ele é o gerador de {T (t) : t > 0} (pela

Definição 1.22).

Demonstração. Assuma que A é o gerador infinitesimal de {T (t) : t > 0}. Segue da

Proposição 1.29 que A é o gerador de {T (t) : t > 0} pela Definição 1.22.

Reciprocamente, se A é o gerador de {T (t) : t > 0} pela Definição 1.22, seja C

o gerador infinitesimal de {T (t) : t > 0}. Do que acabamos de provar, C é também o

gerador de {T (t) : t > 0} e portanto, do Teorema 1.23, A = C.

Mais adiante precisaremos de algumas propriedades das iterações de gerado-

res infinitesimais de C0-semigrupos, que apresentaremos agora.

Definição 1.31. Seja T ⊂L (X ) um C0-semigrupo com gerador infinitesimal A. Defina

A0 = I, A1 = A e, estando definido Am–1, indutivamente definimos

D(Am) = {x ∈X : x ∈D(Am–1) e Am–1x ∈D(A)},

e para x ∈D(Am), definimos Amx = A(Am–1x).

Claramente D(Am) é um subespaço vetorial de X e Am : D(Am) ⊂ X → X é um

operador linear, para cada m ∈N.

Proposição 1.32. Seja T ⊂L (X ) um C0-semigrupo com gerador infinitesimal A. Então:

(a) se x ∈D(Am) então T (t)x ∈D(Am) para todo t > 0, a aplicação [0,∞) ∋ t 7→T (t)x ∈

X é m-vezes continuamente diferenciável e

dm

dtm T (t)x = AmT (t)x = T (t)Amx para t > 0;

(b) ∩m>1D(Am) é denso em X. Em particular, D(Am) é denso em X para cada m ∈N.

Demonstração. (a) O caso m = 1 é o item (1) da Proposição 1.29. Agora suponha por

indução que o resultado seja válido para m e o provemos para m +1. Para isto, seja

x ∈ D(Am+1), logo x ∈ D(Am) e da hipótese de indução temos T (t)x ∈ D(Am). Além

disso, Amx ∈D(A) e assim

AmT (t)x = T (t)Amx ∈D(A),
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e portanto T (t)x ∈D(Am+1). Finalmente

dm+1

dtm+1 T (t)x =
d
dt

dm

dtm T (t)x =
d
dt

T (t)Amx = AT (t)Amx = T (t)Am+1x .

(b) Seja φ uma função em C∞(R) com φ(t) = 0 em uma vizinhança de t = 0 e

para t suficientemente grande. Sejam também x ∈X e f =
∫ ∞

0
φ(t)T (t)x dt . Para h > 0

suficientemente pequeno, temos

T (h)f – f
h

=
∫ ∞

h

φ(t –h)–φ(t)
h

T (t)x dt ,

e assim f ∈D(A) e Af = –
∫∞

0 φ′(t)T (t)x dt . Como –φ′ satisfaz as mesmas condições que

φ, temos f ∈D(A2) e

A2f =
∫ ∞

0
φ′′(t)T (t)xdt ,

e φ′′ satisfaz as mesmas condições que φ. Indutivamente, para cada m> 1, obtemos

f ∈D(Am) e

Amf = (–1)m
∫ ∞

0
φ(m)(t)T (t)x dt ,

o que mostra que f ∈∩m>1D(Am). Para mostrar que D(Am) é denso em X , escolha φ sa-

tisfazendo também
∫∞

0 φ(t)dt = 1, e defina fn =
∫∞

0 nφ(nt)T (t)xdt para cada n ∈N. Como

t 7→ nφ(nt) está em C∞(R) e é zero numa vizinhaça de t = 0 e para t suficientemente

grande, segue que fn ∈∩m>1D(Am) para todo n ∈N. Além disso fn =
∫∞

0 φ(s)T (s/n)xds

para cada n ∈N, e assim fn → x quando n →∞.

1.3.2 Geradores para semigrupos generalizados: definição alternativa

Baseados na Definição 1.28 para C0-semigrupos (e em (GE; FENG, 2013) para

o caso não-linear, que veremos no próximo capítulo), podemos introduzir o conceito

de gerador infinitesimal para um C0-semigrupo generalizado {U(t) : t > 0} de F em F1

induzido por E da seguinte maneira:

Definição 1.33. Dado um semigrupo generalizado {U(t) : t > 0} de F em F1 induzido

por E , seu gerador infinitesimal é o operador A : D(A)⊂F1 →F definido da seguinte

maneira:

D(A) =
{

x ∈F1 : U(0)Ex = x e lim
h→0+

U(h)Ex –x
h

existe
}

,

com

Ax = E
(

lim
h→0+

U(h)Ex –x
h

)

para x ∈D(A).

Observação 1.34. Notemos que kerE ∩D(A) = {0}. De fato para x ∈ kerE ∩D(A) e

D(A) ∋ xn → x , temos U(0)Exn = xn e portanto x = U(0)Ex = 0. Em particular, E é injetor

sobre D(A).
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Vejamos que a afirmação do Teorema 1.26 continua válida quando considera-

mos geradores infinitesimais.

Teorema 1.35. Se A é o gerador infinitesimal do C0-semigrupo generalizado {U(t) : t >

0} de F em F1 induzido por E, então para x ∈ D(A) temos U(t)Ex ∈ D(A) e AU(t)Ex =

EU(t)Ax para todo t > 0. Além disso a aplicação [0,∞) ∋ t 7→ U(t)Ex ∈ F1 é continua-

mente diferenciável e

d
dt

U(t)Ex = U(t)Ax para todo t > 0.

Assim para x ∈ D(A), a aplicação ξ : [0,∞) → F1 dada por ξ(t) = U(t)Ex para t > 0

satisfaz: ξ(0) = x e

E
d
dt

ξ(t) = Aξ(t) para todo t > 0.

Demonstração. Vejamos que para x ∈D(A) e t > 0 temos U(0)EU(t)Ex = U(t)Ex e

lim
h→0+

U(h)EU(t)Ex –U(t)Ex
h

= lim
h→0+

U(t)EU(h)Ex –U(t)Ex
h

= U(t)E
(

lim
h→0+

U(h)Ex –x
h

)

= U(t)Ax ,

logo U(t)Ex ∈D(A) e AU(t)Ex = EU(t)Ax . Assim

d+

dt
U(t)Ex = lim

h→0+

U(t +h)Ex –U(t)Ex
h

= lim
h→0+

U(h)EU(t)Ex –U(t)Ex
h

= U(t)Ax ,

e como o lado direito é uma função contínua, segue do Lema de Dini (Lema A.6) que

[0,∞) ∋ t 7→U(t)Ex ∈F1 é diferenciável e que

d
dt

U(t)Ex = EU(t)Ax = U(t)AEx para todo t > 0.

A afirmação final segue do fato de que EU(t)Ax = AU(t)Ex para x ∈D(A) e t > 0.

No que segue, para conseguirmos comparar as Definições 1.22 e 1.33, faremos

a seguinte hipótese

EU(0)x = x para todo x ∈F . (1.10)

Veja que, em particular, segue de (1.10) que E deve ser sobrejetor (o que pode ser

assumido, sem perda de generalidade, trocando F por ImE , se necessário).

Teorema 1.36. Considere um C0-semigrupo generalizado {U(t) : t > 0} de F em F1

induzido por E com gerador infinitesimal A, com (1.10) válida. Assuma que {U(t) : t > 0}

é (M,ω)-exponencialmente limitado. Então A é fechado e para Reλ>ω temos λ ∈ ρE (A)

e

R(λ)x =
∫ ∞

0
e–λtU(t)xdt para todo x ∈F .

Portanto A é gerador de {U(t) : t > 0}.
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Demonstração. Para Reλ>ω, notemos que

‖e–λtU(t)‖6Me–(Reλ–ω)t para todo t > 0,

que é uma função integrável em [0,∞). Podemos assim definir então o operador B ∈

L (F ,F1) por

Bx =
∫ ∞

0
e–λtU(t)xdt , (1.11)

satisfazendo ‖B‖6
M

Reλ–ω .

Vejamos que para cada x ∈F , Bx ∈D(A). De fato, para x ∈X notemos que

U(0)EBx =
∫ ∞

0
e–λt U(0)EU(t)

︸ ︷︷ ︸

=U(t)

xdt = Bx .

Agora para h > 0 temos

EU(h)EBx –EU(0)EBx
h

=
1
h

[

–
∫ h

0
eλ(h–t)EU(t)xdt +

∫ ∞

0
(eλh –1)e–λtEU(t)xdt

]

,

e assim

lim
h→0+

EU(h)EBx –EU(0)EBx
h

= –EU(0)x +λEBx .

Portanto Bx ∈D(A) e ABx = –EU(0)x +λEBx . Logo, de (1.10), segue que

(λE –A)Bx = EU(0)x = x . (1.12)

Agora, para x ∈D(A), usando o Teorema 1.35 e integração por partes, obtemos

EBAx =
∫ ∞

0
e–λtEU(t)Axdt =

∫ ∞

0
e–λt d

dt
(EU(t)Ex)dt

= e–λtEU(t)Ex
∣
∣
∣

∞

0
+λ

∫ ∞

0
e–λtEU(t)Exdt

= –EU(0)Ex +λEBEx = –Ex +λEBEx ,

ou seja EB(λE –A)x = Ex . Como E é injetor sobre D(A) segue que

B(λE –A)x = x . (1.13)

Usando (1.12) e (1.13), segue que λ ∈ ρE (A) e que

R(λ)x = Bx =
∫ ∞

0
e–λtU(t)xdt ,

para todo x ∈F . Segue do item (b) da Proposição 1.2 que A é fechado e portanto A é

o gerador de {U(t) : t > 0}.
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Teorema 1.37. Considere um C0-semigrupo generalizado {U(t) : t > 0} induzido por

E, (M,ω)-exponencialmente limitado, com gerador A e com (1.10) válida. Então A é o

gerador infinitesimal de {U(t) : t > 0}.

Demonstração. Denote por C o gerador infinitesimal de {U(t) : t > 0}. A Proposição

1.25 implica que para x ∈ D(A) temos U(0)Ex = x e lim
h→0+

h–1(U(h)Ex – x) = U(0)Ax .

Assim x ∈D(C) e

Cx = E
(

lim
h→0+

U(h)Ex –x
h

)

= EU(0)Ax = Ax ,

o que mostra que D(C) ⊂ D(A) e Ax = Cx para x ∈ D(C). Do teorema anterior segue

que para algum λ> 0 temos

RE (λ,C)x =
∫ ∞

0
e–λtU(t)xdt

para todo x ∈ F . E portanto, para algum λ > 0 temos RE (λ,C) = RE (λ,A) em F , e

portanto

D(C) = RE (λ,C)F = RE (λ,A)F = D(A).

Assim A = C é o gerador infinitesimal de {U(t) : t > 0}.

Com isso, vemos que as Definições 1.22 e 1.33 são equivalentes, desde que

tenhamos (1.10).

1.4 FAMÍLIAS INTEGRÁVEIS GENERALIZADAS

Nesta seção, queremos buscar um resultado parecido com o Teorema de Hille-

Yosida para C0-semigrupos, isto é, queremos encontrar condições sobre o operador

A para que ele seja o gerador de um C0-semigrupo generalizado. Para este fim, o

seguinte conceito é fundamental.

Definição 1.38 (Família integrável generalizada). Diremos que {V (t) : t > 0} é uma

família integrável generalizada de F em F1 induzida por E se ela satisfaz:

(i) {V (t) : t > 0} é fortemente contínua, isto é, para cada x ∈ F , a aplicação [0,∞) ∋

t 7→V (t)x ∈F1 é contínua;

(ii) para cada x ∈F e t ,s > 0 temos

V (t)EV (s)x =
∫ s

0

[

V (t + r )x –V (r )x
]

dr ;

(iii) V (0) = 0.

Se, além disso, existem M > 1 e ω ∈ R tais que ‖V (t)‖6 Meωt para todo t > 0 então

diremos que {V (t) : t > 0} é (M,ω)-exponencialmente limitada (ou, simplesmente,

exponencialmente limitada).
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Inspirados em (MELNIKOVA; FILINKOV, 2001, Definição 1.5.3), fazemos a se-

guinte definição:

Definição 1.39. Considere uma família integrável generalizada (M,ω)-exponencialmen-

te limitada {V (t) : t > 0} de F em F1 induzida por E . Dizemos que um operador fechado

A : D(A)⊂F1 →F é um gerador de {V (t) : t > 0} se para Reλ>ω temos λ ∈ ρE (A) e

R(λ)x =
∫ ∞

0
λe–λtV (t)xdt , (1.14)

para todo x ∈F .

Como para C0-semigrupos generalizados, é simples ver que quando um gerador

para uma família integrável generalizada exponencialmente limitada existe, ele é único.

Além disso, como no item (2) da Proposição 1.15, temos [0,∞) ∋ t 7→ ‖V (t)‖ ∈ [0,∞)

semicontínua inferiormente, e portanto mensurável.

Para simplificar a notação, dado t > 0 escreveremos Ih(t) = [t , t +h] se h > 0 e

Ih(t) = [t +h, t ] se h6 0.

Teorema 1.40. Se {U(t) : t > 0} é um C0-semigrupo generalizado (M,ω)-exponencial-

mente limitado de F em F1 induzido por E com gerador A, defina

V (t)x =
∫ t

0
U(s)xds para cada t > 0 e x ∈F .

Então {V (t) : t > 0} é uma família integrável generalizada de F em F1 induzida por E

com gerador A, tal que para t > 0 e h ∈R com t +h> 0 temos

‖V (t +h)–V (t)‖6M |h|γ(h), (1.15)

onde γ(h) = sup
s∈Ih(t)

eωs. Além disso, existem M1 > M e ω1 > ω tais que {V (t) : t > 0} é

(M1,ω1)-exponencialmente limitada.

Demonstração. Escolha ω1 > max{ω,0} e M1 = max{M,M/ω1}. Notemos que para cada

x ∈F e t > 0 temos

∣
∣
∣
∣V (t)x

∣
∣
∣
∣=
∣
∣
∣

∣
∣
∣

∫ t

0
U(s)xds

∣
∣
∣

∣
∣
∣6

∫ t

0
Meωs

‖x‖ds 6

∫ t

0
Meω1sds · ‖x‖

= M
eω1t –1

ω1
‖x‖6

M
ω1

eω1t
‖x‖6M1eω1t

‖x‖,

o que mostra que {V (t) : t > 0} é (M1,ω1)-exponencialmente limitada.

Agora, vejamos que para x ∈F , t > 0 e h ∈R tal que t +h> 0 temos

∣
∣
∣
∣V (t +h)x –V (t)x

∣
∣
∣
∣=
∣
∣
∣

∣
∣
∣

∫ t+h

t
U(s)xds

∣
∣
∣

∣
∣
∣6

∣
∣
∣

∫ t+h

t
Meωs

‖x‖ds
∣
∣
∣= M |h|γ(h)‖x‖,

o que mostra (1.15). Isto implica, em particular, que {V (t) : t > 0} é fortemente contínua.
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Agora, para x ∈F e t ,s > 0, temos

V (t)EV (s)x =
∫ t

0
U(w)EV (s)xdw =

∫ t

0
U(w)E

∫ s

0
U(r )xdrdw

=
∫ t

0

∫ s

0
U(w)EU(r )xdrdw =

∫ t

0

∫ s

0
U(w + r )xdrdw .

(1.16)

Por outro lado
∫ s

0
[V (t + r )x –V (r )x ]dr =

∫ s

0

[∫ t+w

0
U(r )xdr –

∫ w

0
U(r )xdr

]

dw

=
∫ s

0

∫ t+w

w
U(r )xdrdw =

∫ s

0

∫ t

0
U(y +w)xdydw =

∫ t

0

∫ s

0
U(y +w)xdwdy ,

(1.17)

e juntando (1.16) e (1.17) obtemos

V (t)EV (s)x =
∫ s

0
[V (t + r )x –V (r )x ]dr .

Claramente V (0) = 0, e portanto {V (t) : t > 0} é uma família integrável generali-

zada de F em F1 induzida por E . Nos resta somente mostrar que A é o gerador de

{V (t) : t > 0}. Para x ∈F e Reλ>ω temos

∫ ∞

0
λe–λtV (t)xdt =

∫ ∞

0
λe–λt

∫ t

0
U(s)xdsdt =

∫ ∞

0

∫ t

0
λe–λtU(s)xdsdt

=
∫ ∞

0

∫ ∞

s
λe–λtU(s)xdtds =

∫ ∞

0

[∫ ∞

s
λe–λtdt

]

U(s)xds =
∫ ∞

0
e–λsU(s)xds,

e o último termo é igual a R(λ)x já que A é o gerador de {U(t) : t > 0}.

Agora, buscaremos encontrar condições para que um operador linear A : D(A)⊂

F1 → F seja o gerador de uma família integrável generalizada {V (t) : t > 0} de F em

F1 induzida por E , isto é, queremos encontrar um resultado análogo o Teorema de

Hille-Yosida para geradores infinitesimais de semigrupos lineares em espaços de Ba-

nach ((ENGEL; NAGEL, 2000, Teorema II.3.8)). Para tanto, a teoria desenvolvida por

(ARENDT, 1987) e (WIDDER, 1971) se mostra fundamental. Apresentaremos aqui

uma adaptação desta teoria para o caso de famílias integráveis generalizadas. Tal

adaptação é apresentada em (GE; ZHU; FENG, 2009), porém sem demonstrações.

Antes de começarmos apresentamos um resultado básico, que pode ser encon-

trado em (ARENDT, 1987, Corolário 1.2).

Lema 1.41. Sejam X um espaço de Banach, ω ∈ R e r : (ω,∞) → X uma função in-

finitamente diferenciável. Assuma que existam M > 0 e uma função F : [0,∞) → X

satisfazendo F (0) = 0 e

limsup
h→0+

1
h
‖F (t +h)–F (t)‖6Meωt para cada t > 0, (1.18)
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tais que

r (λ) =
∫ ∞

0
λe–λtF (t)dt para λ>ω. (1.19)

Então para todos λ>ω e k ∈N

‖r (k )(λ)‖6
Mk !

(λ–ω)k+1 . (1.20)

Mais ainda r possui uma extensão analítica a {λ ∈C : Reλ>ω}.

O (ARENDT, 1987, Corolário 1.2) apresenta o resultado acima como uma equi-

valência entre as duas afirmações. Porém, para a recíproca, precisaremos de um

resultado que dê uma limitação exponencial para F .

Teorema 1.42. Sejam X um espaço de Banach, ω ∈ R e r : (ω,∞) → X uma função

infinitamente diferenciável. Assuma que exista M > 0 tal que (1.20) é válida para todos

λ>ω e k ∈N.

Então existe uma função F : [0,∞)→X com F (0) = 0, satisfazendo (1.19), com

‖F (t +h)–F (t)‖6M |h| sup
s∈Ih(t)

eωs,

para todos t > 0, h ∈R com t +h> 0. Além disso existem M1 >M e ω1 >ω tais que

‖F (t)‖6M1eω1t para todo t > 0,

e r possui uma extensão analítica a {λ ∈C : Reλ>ω}.

Demonstração. No que segue, X∗ e X∗∗ denotam o espaço dual e bidual de X , res-

pectivamente. Para cada x∗ ∈ X∗, defina gx∗ : (ω,∞) → R por gx∗(λ) = 〈r (λ),x∗〉. Para

todos λ>ω e k ∈N temos

|g(k )
x∗ (λ)| = |〈r (k )(λ),x∗

〉|6
M‖x∗‖X ∗k !
(λ–ω)k+1 .

Segue de (WIDDER, 1971, Corolário 8, Pg. 159) que existe f (·,x∗) : [0,∞) → R com

|f (t ,x∗)|6M‖x∗‖X ∗eωt para todo t > 0 tal que

〈r (λ),x∗
〉= gx∗(λ) =

∫ ∞

0
e–λt f (t ,x∗)dt . (1.21)

Defina F (t ,x∗) =
∫ t

0 f (s,x∗)ds. Temos F : [0,∞)→R contínua, com F (0,x∗) = 0, e

para t > 0 temos

|F (t ,x∗)|6M‖x∗
‖X ∗

∫ t

0
eωsds 6M‖x∗

‖X ∗t sup
s∈[0,t ]

eωs. (1.22)

Além disso, para t > 0 e h ∈R tal que t +h> 0 temos

|F (t +h,x∗)–F (t ,x∗)|6M‖x∗
‖X ∗ |h| sup

s∈Ih(t)
eωs.
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Fazendo uma integração por partes em (1.21) obtemos

〈r (λ),x∗
〉=
∫ ∞

0
λe–λtF (t ,x∗)dt .

Se x∗
1 ,x∗

2 ∈X∗ e α ∈R temos

〈r (λ),x∗
1 +αx∗

2 〉=
∫ ∞

0
λe–λt [F (t ,x∗

1 )+αF (t ,x∗
2 )]dt ,

e também

〈r (λ),x∗
1 +αx∗

2 〉=
∫ ∞

0
λe–λtF (t ,x∗

1 +αx∗
2 )dt .

Como F (·,x∗) é contínua para cada x∗ ∈X∗, segue da unicidade da transformada de

Laplace que

F (t ,x∗
1 +αx∗

2 ) = F (t ,x∗
1 )+αF (t ,x∗

2 ),

para todo t > 0. Ou seja, F (t , ·) : X∗ →R é um funcional linear. Assim, para cada t > 0,

existe F (t) ∈X∗∗ com

〈x∗,F (t)〉= F (t ,x∗) para todo x∗
∈X∗.

Desta forma, identificando X com um subsepaço denso de X∗∗ via avaliação,

temos

〈r (λ),x∗
〉=
∫ ∞

0
λe–λt

〈x∗,F (t)〉dt ,

e segue que

r (λ) =
∫ ∞

0
λe–λtF (t)dt ,

com a igualdade em X∗∗.

Agora mostremos que F (t) ∈ X para todo t > 0. Considere q : X∗∗ → X∗∗/X a

avaliação quociente. Como r (λ) ∈X , temos

0 = q(r (λ)) =
∫ ∞

0
λe–λtq(F (t))dt ,

e da unicidade da transformada de Laplace segue que q(F (t)) = 0, isto é, F (t) ∈X , para

todo t > 0.

Finalmente, de (1.22) temos ‖F (t)‖6Mt sups∈[0,t ] e
ωs. Se ω> 0, para δ> 0 fixado,

a função [0,∞) ∋ t 7→ te–δt é limitada, e existe M1 >M tal que

‖F (t)‖6Mteωt = Mte–δte(ω+δ)t
6M1eω1t ,

com ω1 =ω+δ>ω. Para ω6 0, escolha ω1 > 0 e temos

‖F (t)‖6Mt = Mte–ω1teω1t
6M1eω1t .
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O seguinte resultado é adaptado de (ARENDT, 1987, Teorema 3.1).

Proposição 1.43. Considere V : [0,∞) 7→L (F ,F1) uma função fortemente contínua e

(M,ω)-exponencialmente limitada, para a qual

R(λ)x =
∫ ∞

0
λe–λtV (t)xdt para todos λ>ω e x ∈F .

Então para todos t ,s > 0 e x ∈F temos

V (t)EV (s)x =
∫ s

0

[

V (t + r )x –V (r )x
]

dr . (1.23)

Demonstração. Para µ>λ>ω temos

R(λ)ER(µ)
λµ

=
∫ ∞

0

∫ ∞

0
e–λte–µsV (t)EV (s)dsdt ,

e da identidade do E-resolvente (1.2) segue que

R(λ)ER(µ)
λµ

=
R(λ)–R(µ)
(µ–λ)λµ

,

e o resultado estará provado se mostrarmos que o lado direito da expressão acima é

igual a
∫ ∞

0

∫ ∞

0
e–λte–µs

∫ s

0

[

V (t + r )–V (r )
]

drdsdt ,

pela unicidade da transformada de Laplace. Veja que

R(λ)–R(µ)
(µ–λ)λµ

=
1

(µ–λ)µ

(
R(λ)
λ

–
R(µ)
µ

)

–
1
λµ

R(µ)
µ

.

Assim

1
(µ–λ)

(
R(λ)
λ

–
R(µ)
µ

)

=
∫ ∞

0
e(λ–µ)t R(λ)

λ
dt –

∫ ∞

0

1
(µ–λ)

e(λ–µ)te–λtV (t)dt

=
∫ ∞

0
e(λ–µ)t

∫ ∞

0
e–λsV (s)dsdt –

∫ ∞

0
e(λ–µ)t

∫ t

0
e–λsV (s)dsdt

=
∫ ∞

0
e(λ–µ)t

∫ ∞

t
e–λsV (s)dsdt =

∫ ∞

0
e–µt

∫ ∞

t
e–λ(s–t)V (s)dsdt

=
∫ ∞

0
e–µt

∫ ∞

0
e–λsV (t +s)dsdt

=
∫ ∞

0
e–λt

∫ ∞

0
e–µsV (t +s)dsdt .

Aplicando integração por partes em
∫∞

0 e–µsV (t +s)ds obtemos

1
(µ–λ)

(
R(λ)
µ

–
R(µ)
µ

)

=µ

∫ ∞

0
e–λt

∫ ∞

0
e–µs

∫ s

0
V (t + r )drdsdt ,

ou seja
1

(µ–λ)µ

(
R(λ)
λ

–
R(µ)
µ

)

=
∫ ∞

0
e–λt

∫ ∞

0
e–µs

∫ s

0
V (t + r )drdsdt .
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Agora, notando que

1
λ

R(µ)
µ

=
∫ ∞

0
e–λtdt

∫ ∞

0
e–µsV (s)ds =

∫ ∞

0
e–λtdtµ

∫ ∞

0
e–µs

∫ s

0
V (r )drds,

temos
1
λµ

R(µ)
µ

=
∫ ∞

0
e–λt

∫ ∞

0
e–µs

∫ s

0
V (r )drdsdt ,

o que conclui a demonstração.

Com estes resultados, podemos apresentar hipóteses necessárias e suficientes

para que operador fechado A seja o gerador de uma família integrável generalizada.

Teorema 1.44. O operador fechado A : D(A) ⊂ F1 → F é o gerador de uma família

integrável generalizada exponencialmente limitada {V (t) : t > 0} de F em F1 induzida

por E para a qual existem M > 1 e ω ∈R tais que

limsup
h→0+

1
h
‖V (t +h)–V (t)‖6Meωt para cada t > 0, (1.24)

se, e somente se,
∣
∣
∣

∣
∣
∣

dk

dλk R(λ)
∣
∣
∣

∣
∣
∣6

Mk !
(λ–ω)k+1 ,

para todos λ>ω e k > 0.

Demonstração. Podemos assumir que M e ω são escolhidos de modo que ω > 0,

‖V (t)‖6Meωt para todo t > 0, e também que para Reλ>ω temos

R(λ)x =
∫ ∞

0
λe–λtV (t)xdt para todo x ∈F .

Assim, para r (λ) = R(λ)x temos r : (ω,∞)→F1 infinitamente diferenciável e

r (λ) =
∫ ∞

0
λe–λtV (t)xdt .

Do Lema 1.41, com F (t) = V (t)x para t > 0, para λ>ω e k ∈N temos

‖r (k )(λ)‖6
M‖x‖k !

(λ–ω)k+1 .

Isto nos dá
∣
∣
∣

∣
∣
∣

dk

dλk R(λ)x
∣
∣
∣

∣
∣
∣6

M‖x‖k !
(λ–ω)k+1 ,

para todo x ∈X , λ>ω e k ∈N. Portanto para λ>ω e k ∈N temos

∣
∣
∣

∣
∣
∣

dk

dλk R(λ)
∣
∣
∣

∣
∣
∣6

Mk !
(λ–ω)k+1 .
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Para a recíproca, veja que do Teorema 1.42 existem uma função V : [0,∞) →

L (F ,F1) com V (0) = 0, fortemente contínua, exponencialmente limitada e ω1 ∈ R tais

que

R(λ) =
∫ ∞

0
λe–λtV (t)dt ,

para todo λ>ω1. Da Proposição 1.43 segue que {V (t) : t > 0} é uma família integrável

generalizada, e por definição, A é seu gerador.

Com isto encontramos condições necessárias para que A seja o gerador de um

C0-semigrupo generalizado.

Corolário 1.45. Se A : D(A) ⊂ F1 → F é o gerador de um C0-semigrupo generalizado

{U(t) : t > 0} de F em F1 induzido por E, então existem M > 1 e ω ∈R tais que

∣
∣
∣

∣
∣
∣

dk

dλk R(λ)
∣
∣
∣

∣
∣
∣6

Mk !
(λ–ω)k+1 para todo λ>ω.

Demonstração. O resultado segue dos Teoremas 1.40 e 1.44.

Embora o resultado que gostaríamos de provar seria um análogo ao Teorema

de Hille-Yosida para C0-semigrupos generalizados, e não para famílias integráveis

generalizadas, este não é o caso. A recíproca do corolário acima não é válida em

geral, já que de uma família integrável generalizada qualquer não é possível construir

diretamente um semigrupo generalizado.

Os resultados a seguir apresentam uma tentativa de encontrar uma recíproca

parcial, e para tanto, vemos que será necessário trocar os espaços F e F1 para con-

seguir construir um semigrupo generalizado a partir de uma família integrável generali-

zada.

Proposição 1.46. Seja {V (t) : t > 0} uma família integrável generalizada (M,ω)-expo-

nencialmente limitada com gerador A, satisfazendo (1.24). Então kerE ∩D(A) = {0} e

kerE ⊕D(A) é um subespaço fechado de F1.

Demonstração. O Teorema 1.44 com k = 0 garante que

‖R(λ)‖6
M

λ–ω
para λ>ω.

Para x ∈D(A) temos R(λ)(λE –A)x = x , o que implica que λR(λ)Ex –x = R(λ)Ax e nos

dá

‖λR(λ)Ex –x‖6
M

λ–ω
‖Ax‖→ 0 quando λ→∞.

Notemos também que para λ>ω temos

‖λR(λ)E‖6
Mλ‖E‖

λ–ω
.
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Como a função [ω+1,∞) ∋λ 7→
λ

λ–ω é limitada, segue que existe uma constante C > 1

tal que

‖λR(λ)E‖6C para λ>ω+1. (1.25)

Assim, para x ∈D(A) e ǫ> 0 existe xǫ ∈D(A) tal que ‖xǫ–x‖< ǫ
3C e ‖λR(λ)Exǫ–xǫ‖< ǫ

3
para λ suficientemente grande. Deste modo

‖λR(λ)Ex –x‖6 ‖λR(λ)E(x –xǫ)‖+‖λR(λ)Exǫ–xǫ‖+‖xǫ–x‖< ǫ,

o que mostra que

λR(λ)Ex → x para x ∈D(A). (1.26)

Assim, se x ∈ kerE ∩D(A) temos 0 =λR(λ)Ex → x , e portanto x = 0. Logo kerE ∩D(A) =

{0}.

Agora, notemos que λR(λ)E converge em kerE ⊕D(A) quando λ→∞. Da limi-

tação (1.25), λR(λ)E converge em Y := kerE ⊕D(A) quando λ→∞. Definamos

Px = lim
λ→∞

λR(λ)Ex

para cada x ∈Y . Por (1.25) temos ‖Px‖6C‖x‖ para todo x ∈Y . Além disso, temos:

(i) Px = x para todo x ∈D(A);

(ii) kerP = kerE .

De fato, se x ∈ kerE então Px = 0 e x ∈ kerP. Agora sejam x ∈ kerP e kerE ⊕

D(A) ∋ xn → x , escrevemos xn = zn + yn, onde zn ∈ kerE e yn ∈ D(A). Temos Pxn =

Pzn +Pyn = yn, e como Pxn → Px = 0, segue que yn → 0. Assim zn = xn –yn → x . Mas

zn ∈ kerE e kerE é fechado. Portanto x ∈ kerE .

(iii) ImP = D(A).

De fato, se y ∈ ImP, então y = Px para algum x ∈ Y . Mas λR(λ)Ex ∈ D(A) para

todo λ>ω e portanto y = Px ∈D(A). Reciprocamente, se y ∈D(A) temos y = Py ∈ ImP;

(iv) P2x = P(Px) = Px para x ∈Y .

De fato, para x ∈Y , temos Px ∈D(A) e portanto P(Px) = Px .

Desta forma P é uma projeção em Y , e portanto

kerE ⊕D(A) = Y = kerP ⊕ ImP = kerE ⊕D(A),

o que mostra que kerE ⊕D(A) é um subespaço fechado de F1.

Dada uma família integrável generalizada de F em F1, queremos construir espa-

ços G, G1, e um semigrupo generalizado de G em G1. Como veremos, G1 será dado

exatamente por kerE ⊕D(A) e G = EG1. Isto nos permitirá reescrever o Teorema 1.26

para os espaços R(λ)ED(A) (que não dependem de λ) no lugar de D(A), e encontrar

soluções de (1.1) dadas por x(t) = U(t)Ex (t > 0) para todo x ∈G1.
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Proposição 1.47. Seja {V (t) : t > 0} uma família integrável generalizada (M,ω)-expo-

nencialmente limitada de F em F1 induzida por E com gerador A : D(A)⊂F1 →F.

(a) Para µ ∈ ρE (A) temos

R(µ)EV (t) = V (t)ER(µ) para todo t > 0, (1.27)

e para x ∈D(A) temos AV (t)Ex = EV (t)Ax;

(b) para x ∈D(A) e t > 0 temos V (t)Ex ∈D(A) e AV (t)Ex = EV (t)Ax e

V (t)Ex = tx +
∫ t

0
V (s)Axds;

(c) para x ∈D(A) e t > 0 temos

∫ t

0
V (s)Exds ∈D(A)

e

A
∫ t

0
V (s)Exds = EV (t)Ex – tEx .

Demonstração. (a) Para Reλ>ω temos

R(λ) =
∫ ∞

0
λe–λtV (t)dt ,

e assim, para µ ∈ ρE (A), segue que

R(µ)ER(λ)
λ

=
∫ ∞

0
e–λtR(µ)EV (t)dt .

Além disso
R(λ)ER(µ)

λ
=
∫ ∞

0
e–λtV (t)ER(µ)dt .

Da identidade do E-resolvente sabemos que R(µ)ER(λ) = R(λ)ER(µ) e portanto
∫ ∞

0
e–λtR(µ)EV (t)dt =

∫ ∞

0
e–λtV (t)ER(µ)dt ,

e da unicidade da transformada de Laplace (Corolário A.3) segue que R(µ)EV (t) =

V (t)ER(µ). Finalmente o Lema 1.10 implica que para x ∈D(A) temos V (t)Ex ∈D(A) e

AV (t)Ex = EV (t)Ax .

(b) Para x ∈D(A) note que e λ> max{ω,0} temos

λ

∫ ∞

0
e–λt txdt = x = R(λ)(λE –A)x =λR(λ)Ex –R(λ)Ax

=
∫ ∞

0
λe–λtV (t)Exdt –

∫ ∞

0
e–λtV (t)Axdt
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=
∫ ∞

0
λe–λtV (t)Exdt –

∫ ∞

0
λe–λt

∫ t

0
V (s)Axdsdt ,

onde na última parcela utilizamos integração por partes. Pela unicidade da transfor-

mada de Laplace (Corolário A.3), segue que

V (t)Ex = tx +
∫ t

0
V (s)Axds.

(c) Sejam {xk }⊂D(A) com xk → x e t > 0. Do item (b) segue que V (s)Exk ∈D(A)

para todos k ∈N e s > 0. Como A é fechado, temos

∫ t

0
V (s)Exkds ∈D(A)

para todo k ∈N e

A
∫ t

0
V (s)Exkds =

∫ t

0
AV (s)Exkds =

∫ t

0
EV (s)Axkds = EV (t)Exk – tExk .

Mas então

D(A) ∋
∫ t

0
V (s)Exkds →

∫ t

0
V (s)Exds e A

∫ t

0
V (s)Exkds →EV (t)Ex – tEx ,

e como A é fechado segue que

∫ t

0
V (s)Exds ∈D(A) e A

∫ t

0
V (s)Exds = EV (t)Ex – tEx .

Corolário 1.48. Seja {V (t) : t > 0} uma família integrável exponencialmente limitada

de F em F1 induzida por E satisfazendo (1.24), com gerador A. Então para todos

x ∈ kerE ⊕D(A) e t > 0 temos

EV (t)Ex = tEx +A
∫ t

0
V (s)Exds. (1.28)

Demonstração. Veja que para x ∈ D(A) e t > 0, (1.28) segue da Proposição 1.47, e

(1.28) é imediata para x ∈ kerE .

A partir de agora buscaremos uma adaptação para o (MELNIKOVA; FILINKOV,

2001, Teorema 1.5.2). Separaremos a demonstração em alguns lemas e proposições

para facilitar a compreensão, e o resumo de todos estes resultados culmina no Teo-

rema 1.56. Para tanto, consideraremos {V (t) : t > 0} uma família integrável generalizada

(M,ω)-exponencialmente limitada de F em F1 induzida por E , com gerador A e satisfa-

zendo (1.24). Definimos

G1 = {x ∈F1 : [0,∞) ∋ t 7→V (t)Ex ∈F1 é continuamente diferenciável}, (1.29)
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e

U(t)z =
d
dt

V (t)Ex para todo t > 0, (1.30)

para z = Ex ∈ G := EG1. Notemos que esta definição claramente não depende da

escolha de x ∈G1. Além disso, para x ∈G1, denotaremos

S(t)x = U(t)Ex para todo t > 0.

Lema 1.49. G1 é um subespaço vetorial fechado de F1 (e portanto de X).

Demonstração. Claramente G1 é um subespaço vetorial de F1 (e portanto de X ). Para

cada t > 0, S(t) : G1 → F1 é um operador linear, e como {V (t) : t > 0} satisfaz (1.24)

temos

‖S(t)x‖6Meωt
‖E‖‖x‖ para todos x ∈G1 e t > 0 (1.31)

e

‖U(t)z‖6Meωt
‖z‖ para todos z ∈EG1 e t > 0. (1.32)

Assim, para G1 ∋ xn → x ∈ X e t > 0 temos x ∈ F1 (pois F1 é fechado) e ‖S(t)xn –

S(t)xm‖6Meωt‖E‖‖xn –xm‖, o que mostra que a sequência {S(t)xn} é de Cauchy em

F1, o que nos permite definir

F1 ∋Q(t)x = lim
n→∞

S(t)xn, (1.33)

onde o limite é uniforme para t em intervalos limitados de [0,∞). Dado ǫ> 0, podemos

escolher n0 ∈N tal que

2Meωt
‖E‖‖xn0 –x‖<

ǫ

3
e ‖S(t)xn0 –Q(t)x‖<

ǫ

3
.

Como xn0 ∈G1, existe δ> 0 tal que para |h| < δ e t +h> 0 temos

1
h
‖V (t +h)Exn0 –V (t)Exn0 –hS(t)xn0‖<

ǫ

3
,

e, por (1.24), podemos assumir que δ> 0 é tal que para 0 < h < δ temos

1
h
‖V (t +h)–V (t)‖6 2Meωt

‖E‖.

Deste modo para 0 < h < δ temos

1
h
‖V (t +h)Ex –V (t)Ex –hQ(t)x‖6

1
h
‖V (t +h)E(x –xn0)–V (t)E(x –xn0)‖

+
1
h
‖V (t +h)Exn0 –V (t)Exn0 –hS(t)xn0‖+‖S(t)xn0 –Q(t)x‖

6
1
h
‖V (t +h)–V (t)‖‖E‖‖x –xn0‖+

2ǫ
3

< ǫ.

Assim, a aplicação [0,∞) ∋ t 7→V (t)Ex é diferenciável à direita e

d+

dt
V (t)Ex = Q(t)x .
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Mostremos agora que a aplicação [0,∞) ∋ t 7→ Q(t)x é contínua. De fato, dado ǫ > 0,

como o limite em (1.33) é uniforme em limitados de [0,∞), sabemos que para t ∈ [0,∞)

fixado e |s| < 1 com t +s > 0 existe n0 ∈N tal que

sup
r∈[t–s,t+s]∩[0,∞)

‖S(r )xn0 –Q(r )x‖<
ǫ

4
.

Para este n0, como xn0 ∈ G1, a aplicação [0,∞) ∋ t 7→ S(t)xn0 é contínua e portanto

existe 0 < δ< 1 tal que para |s| < δ com t +s > 0 temos

‖S(t +s)xx0 –S(t)xn0‖<
ǫ

2
.

Assim para |s| < δ com t +s > 0 temos

‖Q(t+s)x –Q(t)x‖6 ‖Q(t +s)x –S(t +s)xn0‖

+‖S(t +s)xn0 –S(t)xn0‖+‖S(t)xn0 –Q(t)x‖< ǫ,

o que prova a continuidade desejada. Segue então do Lema de Dini (Lema A.6) que

[0,∞) ∋ t 7→ V (t)Ex ∈ F1 é continuamente diferenciável. Portanto x ∈ G1 com S(t)x =

Q(t)x para todo t > 0, e a prova está completa.

Lema 1.50. Com as hipóteses acima, para cada s > 0 e z ∈ G temos U(s)z ∈ G1 e

U(t)EU(s)z = U(t +s)z para t > 0.

Demonstração. Para z = Ex ∈G, com x ∈G1, sabemos que

V (t)EV (s)z = V (t)EV (s)Ex =
∫ s

0

[
V (t + r )Ex –V (r )Ex

]
dr ,

e para x ∈G1 diferenciando ambos os lados na variável s obtemos

V (t)EU(s)z = V (t +s)Ex –V (s)Ex .

Mas o lado direito desta expressão é continuamente diferenciável em t , e portanto

U(s)z ∈G1 e

U(t)EU(s)z =
d
dt

V (t +s)Ex = U(t +s)z.

Ainda, do que fizemos acima, a aplicação [0,∞) ∋ t 7→U(t)x ∈F1 é contínua para

cada x ∈F , e temos o seguinte resultado:

Proposição 1.51. Considere a restrição E : G1 → G, que novamente denotaremos

por E. Então {U(t) : t > 0} é um C0-semigrupo generalizado (M,ω)-exponencialmente

limitado de G em G1 induzido por E.

Além disso, a família {S(t) : t > 0} definida por S(t) = U(t)E para t > 0 é um

C0-semigrupo degenerado em G1.
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Demonstração. Do que fizemos acima {U(t) : t > 0} é um C0-semigrupo generalizado

de G em G1 induzido por E . A (M,ω)-limitação exponencial segue de (1.32). Os resul-

tados da Subseção 1.2.1 mostram a última afirmação.

Lema 1.52. Temos kerE = kerS(0).

Demonstração. Seja x ∈G1 com Ex = 0. Assim V (t)Ex = 0 para todo t > 0, o que nos

dá U(t)Ex = 0 para todo t > 0. Em particular, S(0)x = U(0)Ex = 0.

Reciprocamente, se S(0)x = 0, como S(t)x = S(t)S(0)x para todo t > 0 temos

S(t)x = 0 para todo t > 0, isto é U(t)Ex = 0 para todo t > 0. Mas como A é o gerador de

{V (t) : t > 0}, usando integração por partes chegamos em

R(λ)Ex =
∫ ∞

0
e–λtU(t)Exdt = 0,

e portanto Ex = 0, pois R(λ) é inversível.

Lema 1.53. S(0) é uma projeção em G1 e G1 = kerE ⊕S(0)G1.

Demonstração. Temos S(0) = S(0)S(0) e portanto S(0) é uma projeção em G1. Assim

G1 = kerS(0)⊕S(0)G1 = kerE ⊕S(0)G1,

onde na última igualdade usamos o lema anterior.

Lema 1.54. Considere o conjunto

G2 = {x ∈G1 : [0,∞) ∋ t 7→S(t)x ∈F é continuamente diferenciável}.

Então S(0)G1 ⊂G2.

Demonstração. Notemos que da Proposição 1.21, para Y = S(0)G1, a família {T (t) : t >

0} dada por

T (t) = S(t)|Y para cada t > 0 (1.34)

é um C0-semigrupo em Y . Denotando por C o seu gerador infinitesimal, sabemos da

Proposição 1.32 que D(C2) é denso em Y e D(C2)⊂G2. Deste modo

S(0)G1 = Y = D(C2)⊂G2.

Lema 1.55. Temos S(0)G1 ⊂D(A) e

G1 = kerE ⊕D(A).
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Demonstração. Como V (t)Ex = 0 para todo x ∈ kerE , temos kerE ⊂G2 e assim

G1 = kerE ⊕S(0)G1 ⊂G2.

Como G2 ⊂G1, temos G2 ⊂G1 = G1, e portanto G1 = G2. Para x ∈G2, temos

λR(λ)Ex =
∫ ∞

0
λe–λtS(t)xdt = S(0)x +

∫ ∞

0
e–λt d

dt
S(t)xdt ,

e pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue, o segundo termo da soma

tende a zero quando λ→∞ e portanto

S(0)x = lim
λ→∞

λR(λ)Ex .

Da limitação uniforme dos operadores λR(λ)E , a igualdade segue para todo x ∈G2 =

G1. Portanto S(0)G1 ⊂D(A).

Vamos agora considerar o conjunto X1 = R(λ)ED(A) para λ > ω, que não de-

pende de λ, pela Proposição 1.9. Para x ∈ D(A), temos R(λ)(λE – A)x = x e assim

R(λ)Ax = λR(λ)Ex – x . Se x ∈ X1 e x = R(λ)Ey então vale (1.28) com y no lugar de

x , e após aplicarmos R(λ) nesta equação (e usarmos o item (a) da Proposição 1.47)

obtemos

V (t)Ex = tx +λR(λ)E
∫ t

0
V (s)Eyds –

∫ t

0
V (s)Eyds,

o que nos dá

V (t)Ex = tx +
∫ t

0
V (s)E(λx –y )ds. (1.35)

Como o lado direito desta expressão é continuamente diferenciável, temos x ∈ G1.

Portanto X1 ⊂G1.

Mas X1 = R(λ)ED(A) ⊂ R(λ)ED(A) ⊂ D(A), e segue de (1.26) e do fato que X1

não depende de λ, que D(A)⊂X1. Portanto X1 = D(A), e assim D(A)⊂G1. Deste modo

kerE ⊕D(A)⊂G1.

Deste modo, obtemos

G1 = kerS(0)⊕S(0)G1 = kerE ⊕S(0)G1 ⊂ kerE ⊕D(A)⊂G1,

e o lema está provado.

Com isto, enunciamos e demonstramos o principal resultado deste capítulo.

Teorema 1.56. Seja {V (t) : t > 0} uma família integrável generalizada de F em F1

induzida por E, (M,ω)-exponencialmente limitada satisfazendo (1.24) com gerador A,

e defina o conjunto G1 por (1.29). Então G1 é um subespaço fechado de F1, que

coincide com kerE ⊕D(A).
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Para G = EG1, a família {U(t) : t > 0} definida por (1.30) é um C0-semigrupo

generalizado de G em G1 induzido pela restrição E ∈ L (G1,G). Além disso, para

x ∈R(λ)ED(A) temos [0,∞) ∋ t 7→U(t)Ex continuamente diferenciável e

E
d
dt

U(t)Ex = AU(t)Ex para todo t > 0.

Demonstração. Para concluir este resultado só nos resta mostrar a última afirmação.

Veja que se x ∈R(λ)ED(A) e x = R(λ)Ey , diferenciando (1.35) temos

U(t)Ex =
d
dt

V (t)Ex = x +V (t)E(λx –y ),

e como λx –y ∈D(A)⊂G1, segue que [0,∞) ∋ t 7→U(t)Ex é continuamente diferenciável

e
d
dt

U(t)Ex = U(t)E(λx –y ) = U(t)E(λR(λ)Ey –y ).

Como para λ>ω e z ∈G1 temos

R(λ)Ez =
∫ ∞

0
e–λsU(s)Ezdt ,

obtemos para y ∈D(A) e λ>ω

U(t)ER(λ)Ey =
∫ ∞

0
e–λsU(t)EU(s)Ey = R(λ)EU(t)Ey .

Assim
d
dt

U(t)Ex = (λR(λ)E – I)U(t)Ey ,

onde I é a identidade em G1. Aplicando E em ambos os lados desta expressão e

notando que λER(λ)E –E = AR(λ)E obtemos

E
d
dt

U(t)Ex = AR(λ)EU(t)Ey = AU(t)ER(λ)Ey = AU(t)Ex .

1.5 EXEMPLO

Operadores A : D(A) ⊂ X → X que não são densamente definidos, mas são os

geradores de um semigrupo 1-vez integrado exponencialmente limitado em X (veja

(MELNIKOVA; FILINKOV, 2001, Definição 1.2.1)), nos permitem construir semigrupos

generalizados.

Um semigrupo 1-vez integrado exponencialmente limitado em X é uma

família {W (t) : t > 0}⊂L (X ) satisfazendo:

SI1. para t ,s > 0 temos

W (t)W (s) =
∫ s

0
[W (t +s)–W (r )]dr ;
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SI2. para cada x ∈X , a aplicação [0,∞) ∋ t 7→W (t)x ∈X é contínua;

SI3. existem M > 0 e ω ∈R tais que ‖W (t)‖6Meωt para todo t > 0;

Dizemos que A é o gerador de {W (t) : t > 0} se para Reλ>ω temos λ ∈ ρ(A) e

(λ–A)–1 =
∫ ∞

0
λe–λtW (t)dt .

Segue do (MELNIKOVA; FILINKOV, 2001, Teorema 1.2.2) que, nesse caso, temos

∣
∣
∣

∣
∣
∣

dk

dλk (λ–A)–1
∣
∣
∣

∣
∣
∣6

Mk !
(λ–ω)k+1 para λ>ω e k ∈N.

Considere A : D(A)⊂X →X um operador fechado que gera um semigrupo 1-vez

integrado exponencialmente limitado {W (t) : t > 0} em X , com D(A)(X . Assuma que

D(A) possui um complementar em X , isto é, existe um subsepaço vetorial fechado

Y ⊂ X tal que X = Y ⊕D(A). Podemos então considerar o operador E ∈ L (X ), como

sendo a projeção de X sobre D(A). Temos então kerE = Y , EX = D(A) e E2 = E . Assim,

para x ∈D(A), temos

(λE –A)x = (λ–A)x ,

e, portanto, para λ ∈ ρ(A) = ρE (A) temos R(λ) = (λ– A)–1. Segue do Teorema 1.44

que A é o gerador de uma família integrável generalizada exponencialmente limitada

{V (t) : t > 0} em X induzida por E .

NOTAS

Neste capítulo estudamos a teoria E-espectral de operadores fechados A :

D(A) ⊂ F → F1, onde F ,F1 são subespaços de um espaço de Banach X , com F1

fechado. Também apresentamos as teorias de C0-semigrupos generalizados, famílias

integráveis generalizadas de F em F1 induzidas por E , e seus geradores. Sabemos:

(a) que de um C0-semigrupo generalizado {U(t) : t > 0} de F em F1 somos capa-

zes de definir uma família integrável generalizada, com mesmo gerador, via Teorema

1.40;

(b) encontrar condições necessárias e suficientes para que um operador A seja

o gerador de uma família integrável generalizada, usando o Teorema 1.44;

(c) que de uma família integrável de F em F1, podemos construir os espaços

G1 = kerE ⊕D(A) e G = EG1, e um C0-semigrupo generalizado {U(t) : t > 0} de G em

G1 induzido pela restrição de E a estes espaços, de maneira que x(t) = U(t)Ex , t > 0,

seja a solução de (1.1) para cada x ∈ G1, que é a conclusão do Teorema 1.56. Tal

construção estende o Teorema 1.26 de D(A) para G1, fato este que age como uma
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substituição à propriedade de densidade do domínio do gerador infinitesimal na teoria

usual de semigrupos.

O trabalho apresentado neste capítulo foi baseado em (GE; ZHU; FENG, 2009),

e contou com adaptações de vários resultados de (TAYLOR; LAY, 1986) para a parte de

teoria E-espectral e de (ARENDT, 1987), (WIDDER, 1971) e (MELNIKOVA; FILINKOV,

2001) para a teoria de semigrupos generalizados e seus geradores. Além disso, muitos

exemplos com aplicações desta teoria podem ser encontrados em (FAVINI; YAGI,

1999).
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2 O CASO NÃO-LINEAR

Neste capítulo estudaremos a boa colocação do seguinte problema






d
dt

Ex(t) = Ax(t), t > 0,

x(0) = x0,
(2.1)

num espaço de Banach X , onde E ,A agora serão aplicações possivelmente não-

lineares.

Como sabemos, a teoria não-linear é consideravelmente mais complicada do

que a teoria linear, e sendo assim, conseguiremos resultados menos robustos.

2.1 TEORIA E-ESPECTRAL NÃO-LINEAR

Nesta seção apresentaremos resultados que nos serão úteis ao lidarmos com

aplicações não-lineares E e A. Tais resultados nos lembram da teoria E-espectral de

operadores lineares, apesar de não serem análogos imediatos.

Primeiramente dados um espaço de Banach X , com dual X∗ e x ∈ X , a duali-

dade de x é o conjunto

W (x) = {x∗
∈X∗ : Re〈x ,x∗

〉= ‖x‖2 = ‖x∗
‖
2}.

Sabemos do Teorema de Hahn-Banach que W (x) 6=∅ para cada x ∈X .

No que segue, consideraremos X um espaço de Banach e F ,F1 subconjuntos

não-vazios de X , com F1 fechado.

Definição 2.1. Uma aplicação B : D(B)⊂F1 →F (não necessariamente linear) é dita:

(a) dissipativa se dados x ,y ∈D(B) existe ξ ∈W (x –y ) tal que

Re〈Bx –By ,ξ〉6 0.

(b) não-expansiva se

‖Bx –By‖6 ‖x –y‖ para todos x ,y ∈D(B).

Para ω ∈R definimos o intervalo real I(ω) por

I(ω) =

{

(0,ω–1), se ω> 0,

(0,∞), caso contrário.

Note que λ ∈ I(ω) se, e somente se, λ> 0 e λω< 1.

Definição 2.2. Considere aplicações A : D(A) ⊂ F1 → F e E : F1 → F , e fixe ω ∈ R.

Dizemos que A ∈CE (ω) se para todo λ ∈ I(ω) temos
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(a) a aplicação E –λA : D(A)⊂F1 →F é inversível;

(b) para a inversa (E –λA)–1 : F →D(A) temos
∣
∣
∣
∣(E –λA)–1x –(E –λA)–1y

∣
∣
∣
∣6

1
1–λω

‖x –y‖ para todos x ,y ∈F .

Observação 2.3. Na definição acima, podemos considerar o cenário levemente mais

geral no qual E –λA : D(A) ⊂ F1 → F é injetora e o item (b) vale para a inversa (E –

λA)–1 : Im(E –λA)→D(A). Os resultados que seguem continuam válidos neste cenário

com pequenos ajustes nos espaços (veja (GE; FENG, 2013)), mas por simplicidade de

notação decidimos adicionar a hipótese de que Im(E –λA) = F para todo λ ∈ I(ω).

A seguir, mostraremos algumas propriedades importantes das aplicações (E –

λA)–1, para A ∈CE (ω) e λ ∈ I(ω).

Proposição 2.4 (Identidade do resolvente não-linear). Considere A ∈CE (ω). Para λ,µ ∈

I(ω) e x ∈F e temos

(E –λA)–1x = (E –µA)–1
(
µ

λ
x +

λ–µ

λ
E(E –λA)–1x

)

.

Demonstração. Como x ∈F , existe um único y ∈D(A) tal que (E –λA)y = x . Portanto

(E–µA)–1
(
µ

λ
(E –λA)y +

λ–µ

λ
E(E –λA)–1(E –λA)y

)

= (E –µA)–1
(
µ

λ
(E –λA)y +

λ–µ

λ
Ey
)

= (E –µA)–1
(
µ

λ
Ey –µAy +Ey –

µ

λ
Ey
)

= (E –µA)–1(E –µA)y = y .

Como y = (E –λA)–1x , o resultado segue.

Proposição 2.5. Considere uma aplicação não-expansiva E : F1 →F e A : D(A)⊂F1 →

F. Se A ∈CE (ω) então:

(i) para todos x ,y ∈F1 e λ ∈ I(ω) temos

∣
∣
∣
∣(E –λA)–1Ex –(E –λA)–1Ey

∣
∣
∣
∣6

1
1–λω

‖x –y‖;

(ii) para cada λ ∈ I(ω), a aplicação

F1 ∋ x 7→Gλx =
1
λ

(
(E –λA)–1Ex –x

)
∈F1

é Lipschitz contínua. Se ω= 0, ela também é dissipativa;

(iii) para x ∈D(A) e λ ∈ I(ω) temos
∣
∣
∣
∣(E –λA)–1Ex –x

∣
∣
∣
∣6

λ

1–λω
‖Ax‖; (2.2)

e

lim
λ→0+

(E –λA)–1Ex = x . (2.3)
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Demonstração. (i) Como A ∈CE (ω) e E é não-expansiva, para todos x ,y ∈F1 temos

∣
∣
∣
∣(E –λA)–1Ex –(E –λA)–1Ey

∣
∣
∣
∣6

1
1–λω

‖Ex –Ey‖6
1

1–λω
‖x –y‖.

(ii) Para x ,y ∈F1 temos

‖Gλx –Gλy‖6
1
λ

(
‖(E –λA)–1Ex –(E –λA)–1y‖+‖x –y‖

)

6
1
λ

( 1
1–λω

+1
)

‖x –y‖,

onde na última desigualdade usamos o item (i).

Agora assuma que ω= 0. Para todos x ,y ∈F1 temos
∣
∣
∣
∣(E –λA)–1Ex –(E –λA)–1Ey

∣
∣
∣
∣6 ‖x –y‖,

e logo para cada ξ ∈W (x –y ) obtemos

Re〈Gλx –Gλy ,ξ〉

=
1
λ

(

Re〈(E –λA)–1Ex –(E –λA)–1Ey ,ξ〉–Re〈x –y ,ξ〉
)

=
1
λ

(

Re〈(E –λA)–1Ex –((E –λA)–1Ey ,ξ〉–‖x –y‖2
)

6
1
λ

(∣
∣
∣
∣(E –λA)–1Ex –((E –λA)–1Ey

∣
∣
∣
∣‖ξ‖–‖x –y‖2

)

6
1
λ

(

‖x –y‖2 –‖x –y‖2
)

= 0.

Isto prova, em particular, que Gλ é dissipativa.

(iii) Notando que x = (E –λA)–1(E –λA)x temos

1
λ

∣
∣
∣
∣((E –λA)–1Ex –x

∣
∣
∣
∣=

1
λ

∣
∣
∣
∣(E –λA)–1Ex –(E –λA)–1(E –λA)x

∣
∣
∣
∣

6
1

λ(1–λω)
‖Ex –(E –λA)x‖=

1
1–λω

‖Ax‖,

o que prova (2.2). Fazendo λ→ 0+ em (2.2) obtemos (2.3).

Proposição 2.6. Sejam E não-expansiva e A ∈ CE (ω). Então para todos x ,y ∈ F1,

λ ∈ I(ω) e n ∈N temos

∣
∣
∣
∣((E –λA)–1E)nx –((E –λA)–1E)ny

∣
∣
∣
∣6

1
(1–λω)n

‖x –y‖; (2.4)

e
∣
∣
∣
∣((E –λA)–1E)nx –x

∣
∣
∣
∣6

n
(1–λω)n–1

∣
∣
∣
∣(E –λA)–1Ex –x

∣
∣
∣
∣, (2.5)

Demonstração. Provemos (2.4) por indução sobre n ∈N. O caso n = 0 é trivial e o caso

n = 1 segue da Proposição 2.5. Como hipótese de indução assumimos que

‖((E –λA)–1E)nx –((E –λA)–1E)ny‖6
1

(1–λω)n
‖x –y‖.
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Assim, da Proposição 2.5, temos

‖((E –λA)–1E)n+1x –((E –λA)–1E)n+1y‖6
1

1–λω
‖((E –λA)–1E)nx –((E –λA)–1E)ny‖,

o que, juntamente com a hipótese de indução, prova (2.4).

Para provar (2.5), primeiro vejamos que, de (2.4), para todo k ∈N temos
∣
∣
∣
∣((E –λA)–1E)k+1x –((E –λA)–1E)kx

∣
∣
∣
∣

=
∣
∣
∣
∣(E –λA)–1E)k (E –λA)–1Ex –((E –λA)–1E)kx

∣
∣
∣
∣

6
1

(1–λω)k
∣
∣
∣
∣(E –λA)–1Ex –x

∣
∣
∣
∣.

(2.6)

Assim

∣
∣
∣
∣((E–λA)–1E)nx –x

∣
∣
∣
∣=
∣
∣
∣

∣
∣
∣

n–1∑

k=0

[
((E –λA)–1E)n–kx –((E –λA)–1E)n–k–1x

]
∣
∣
∣

∣
∣
∣

6

n–1∑

k=0

∣
∣
∣
∣((E –λA)–1E)n–kx –((E –λA)–1E)n–k–1x

∣
∣
∣
∣

(2.6)
6

n–1∑

k=0

1
(1–λω)n–k–1

∣
∣
∣
∣(E –λA)–1Ex –x

∣
∣
∣
∣

=
1

(1–λω)n–1

n–1∑

k=0

(1–λω)k
∣
∣
∣
∣(E –λA)–1Ex –x

∣
∣
∣
∣6

n
(1–λω)n–1

∣
∣
∣
∣(E –λA)–1Ex –x

∣
∣
∣
∣,

onde na última desigualdade usamos que 0 < 1–λω< 1.

Proposição 2.7. Sejam E não-expansiva e A ∈CE (ω). Então para todos x ∈F1, λ,µ ∈

I(ω) com λ>µ e n>m > 0 inteiros temos

‖((E –µA)–1E)nx –((E –λA)–1E)mx‖

6 (1–µω)–n
m∑

k=0

(
n
k

)

αkβn–k
‖((E –λA)–1E)m–kx –x‖

+
n∑

k=m

(1–µω)–k
(

k –1
m –1

)

αmβk–m
‖((E –µA)–1E)n–kx –x‖,

(2.7)

onde α=µ/λ, β= (λ–µ)/λ.

Demonstração. Defina ak ,i = ‖((E –µA)–1E)ix –((E –λA)–1E)kx‖ para 0 6 i 6 n e 0 6

k 6m. Para i ,k > 0, note que

ak ,i = ‖(E –µA)–1E((E –µA)–1E)i–1x –(E –λA)–1E((E –λA)–1E)k–1x‖,

e da Proposição 2.4 temos

(E –λA)–1E((E –λA)–1E)k–1x

= (E –µA)–1
(µ

λ
E((E –λA)–1E)k–1x +

λ–µ

λ
E(E –λA)–1E((E –λA)–1E)k–1x

)

.
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Portanto

ak ,i = ‖(E –µA)–1 E((E –µA)–1E)i–1x
︸ ︷︷ ︸

=: x1

–(E –µA)–1
(µ

λ
E((E –λA)–1E)k–1x +

λ–µ

λ
E(E –λA)–1E((E –λA)–1E)k–1x

)

︸ ︷︷ ︸

=: x2

‖,

e como A ∈CE (ω) e µ ∈ I(ω) obtemos

ak ,i = ‖(E –µA)–1x1 –(E –µA)–1x2‖6 (1–µω)–1
‖x1 –x2‖,

ou seja

ak ,i 6 (1–µω)–1
‖E((E –µA)–1E)i–1x

–(
µ

λ
E((E –λA)–1E)k–1x +

λ–µ

λ
E(E –λA)–1E((E –λA)–1E)k–1x

)

‖

= (1–µω)–1
‖ E((E –µA)–1E)i–1x

︸ ︷︷ ︸

=µ

λ
E((E–µA)–1E)i–1x+λ–µ

λ
E((E–µA)–1E)i–1x

–
µ

λ
E((E –λA)–1E)k–1x –

λ–µ

λ
E (E –λA)–1E((E –λA)–1E)k–1x
︸ ︷︷ ︸

=((E–λA)–1E)k x

‖.

Assim temos

ak ,i 6 (1–µω)–1µ

λ
‖E((E –µA)–1E)i–1x –E((E –λA)–1E)k–1x‖

+(1–µω)–1λ–µ

λ
‖E((E –µA)–1E)i–1x –E((E –λA)–1E)kx‖

(⋆)
6 (1–µω)–1µ

λ
‖((E –µA)–1E)i–1x –((E –λA)–1E)k–1x‖

+(1–µω)–1λ–µ

λ
‖((E –µA)–1E)i–1x –((E –λA)–1E)kx‖

= (1–µω)–1µ

λ
ak–1,i–1 +(1–µω)–1λ–µ

λ
ak ,i–1,

onde em (⋆) usamos o fato de que E é não-expansiva. Logo

ak ,i 6 (1–µω)–1αak–1,i–1 +(1–µω)–1βak ,i–1,

onde α=µ/λ e β= (λ–µ)/λ. A demonstração agora segue do Lema A.7, com (1–µω)–1α

e (1–µω)–1β no lugar de α e β, respectivamente.

2.2 SEMIGRUPOS GENERALIZADOS NÃO-LINEARES

Nesta seção discutiremos brevemente a teoria de semigrupos generalizados

não-lineares, a fim de encontrar soluções para o problema (2.1).
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Definição 2.8. Sejam X um espaço de Banach, F ,F1 ⊂X não-vazios, com F1 fechado

em X , e E : F1 →F uma aplicação contínua (possivelmente não-linear). Um semigrupo

generalizado (não-linear) de F em F1 induzido por E , é uma família de aplicações

{U(t) : t > 0}, com U(t) : F →F1 contínua para cada t > 0, que satisfaz:

U(t +s) = U(t)EU(s) para todos t ,s > 0.

Quando lim
t→0+

‖U(t)x –U(0)x‖= 0 para cada x ∈F , dizemos que {U(t) : t > 0} é um

semigrupo generalizado fortemente contínuo.

Dizemos que {U(t) : t > 0} é de tipo (M,ω) se existem M > 1 e ω ∈R tais que

‖U(t)x –U(t)y‖6Meωt
‖x –y‖ para todos t > 0 e x ,y ∈F .

Em particular, se {U(t) : t > 0} é de tipo (1,0) diremos que ele é um semigrupo gene-

ralizado de contrações.

Proposição 2.9. Considere {U(t) : t > 0} um semigrupo generalizado fortemente con-

tínuo de tipo (M,ω) de F em F1 induzido por E. Assuma que E : F1 → F é Lipschitz

contínua com constante L> 0. Então para cada x ∈F a aplicação [0,∞) ∋ t 7→U(t)x ∈F1

é contínua.

Demonstração. Note que para t > 0 fixado e h > 0 temos U(t+h)x–U(t)x = U(h)EU(t)x–

U(0)EU(t)x e como {U(t) : t > 0} é fortemente contínuo, tomando y = EU(t)x ∈F , temos

‖U(t +h)x –U(t)x‖= ‖U(h)y –U(0)y‖→ 0 quando h → 0+.

Agora veja que para t > 0 fixo e h > 0 tal que t –h > 0 temos U(t –h)x –U(t)x = U(t –

h)EU(0)x – U(t – h)EU(h)x . Assim, do fato de {U(t) : t > 0} ser do tipo (M,ω) e E ser

Lipschitz contínua com constante L obtemos

‖U(t –h)x –U(t)x‖6MLeω(t–h)
‖U(h)x –U(0)x‖→ 0 quando h → 0+,

o que completa a demonstração.

Para a teoria não-linear é mais conveniente trabalhar com o conceito de gerador

infinitesimal, análogo ao da Definição 1.33 para o caso linear.

Definição 2.10. Para um semigrupo generalizado {U(t) : t > 0} de F em F1 induzido

por E , o operador B : D(B)⊂F1 →F definido por

D(B) =
{

x ∈F : U(0)Ex = x e lim
h→0+

EU(h)Ex –EU(0)Ex
h

existe
}

,

e para x ∈D(B)

Bx = lim
h→0+

EU(h)Ex –Ex
h

,

é chamado de gerador infinitesimal de {U(t) : t > 0}.
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Observação 2.11. Note que, como no caso linear (veja Teorema 1.35), se x ∈ D(A)

então para cada t > 0 temos U(t)Ex ∈D(A) e AU(t)Ex = EU(t)Ax .

Lema 2.12. Suponha que X é um espaço de Banach, F ,F1 subconjuntos não-vazios

de X, E : F1 →F uma aplicação não-expansiva e A ∈CE (ω). Então

U(t)x = lim
n→∞

((

E –
t
n

A
)–1

E
)n

y (2.8)

existe para cada x = Ey com y ∈D(A), uniformemente para t intervalos compactos de

(0,∞). Além disso, para t ,s > 0 e y ∈D(A) temos

‖U(t)Ey –U(s)Ey‖6 |t –s|
(
e2|ω|(t+s) +e2|ω|t)

‖Ay‖. (2.9)

Demonstração. Primeiramente, tome x ∈E(D(A)) e y ∈D(A) tal que Ey = x . Considere

n > m > 0 inteiros e λ> µ > 0 com λ|ω| 6 1/2. Vemos que λ,µ ∈ I(ω), e da Proposição

2.7 temos
∣
∣
∣
∣((E –µA)–1E)ny –((E –λA)–1E)my

∣
∣
∣
∣

6 (1–µω)–n
m∑

k=0

(
n
k

)

αkβn–k ∣∣
∣
∣((E –λA)–1E)m–ky –y

∣
∣
∣
∣

+
n∑

k=m

(1–µω)–k
(

k –1
m –1

)

αmβk–m∣∣
∣
∣((E –µA)–1E)n–ky –y

∣
∣
∣
∣.

Das Proposições 2.6 e 2.5 (iii), e como 1–λω> 1–λ|ω| > 0, temos

∣
∣
∣
∣((E –λA)–1E)m–ky –y

∣
∣
∣
∣6

m –k
(1–λω)m–k–1

∣
∣
∣
∣(E –λA)–1Ey –y

∣
∣
∣
∣

6
λ(m –k )

(1–λω)m–k ‖Ay‖6
λ(m –k )

(1–λ|ω|)m–k ‖Ay‖,

e analogamente

∣
∣
∣
∣((E –µA)–1E)n–ky –y

∣
∣
∣
∣6

µ(n–k )
(1–µ|ω|)n–k ‖Ay‖.

Denotando an,m = ‖((E –µA)–1E)ny –((E –λA)–1E)my‖, obtemos

an,m 6
1

(1– |µω|)n

m∑

k=0

(
n
k

)

αkβn–k λ(m –k )
(1–λ|ω|)m–k ‖Ay‖

+
n∑

k=m

1
(1–µ|ω|)k

(
k –1
m –1

)

αmβk–m µ(n–k )
(1–µ|ω|)n–k ‖Ay‖

=
λ

(1–µ|ω|)n(1–λ|ω|)m

m∑

k=0

(
n
k

)

αkβn–k (m –k )(1–λ|ω|)k‖Ay‖

+
µ

(1–µ|ω|)n

n∑

k=m

(
k –1
m –1

)

αmβk–m(n–k )‖Ay‖.
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Como 0 < 1–λ|ω| < 1 temos

an,m 6
λ

(1–µω)n(1–λω)m

m∑

k=0

(
n
k

)

αkβn–k (m –k )‖Ay‖

+
µ

(1–µ|ω|)n

n∑

k=m

(
k –1
m –1

)

αmβk–m(n–k )‖Ay‖.

Do Lema A.10 sabemos que

m∑

k=0

(
n
k

)

αkβn–k (m –k )6 ((nα–m)2 +nαβ)
1
2

e
n∑

k=m

(
k –1
m –1

)

αmβk–m(n–k )6 (mβ/α2 +(mβ/α+m –n)2)
1
2 ,

e portanto

an,m 6 [λ(1–µ|ω|)–n(1–λ|ω|)–m((nα–m)2 +nαβ)
1
2

+µ(1–µ|ω|)–n(mβ/α2 +(mβ/α+m –n)2)
1
2 ]‖Ay‖.

Notando que para 06 p 6 1/2 temos (1–p)–n 6 e2np para cada n ∈N segue que

an,m 6 [λe2|ω|(nµ+mλ)((nα–m)2 +nαβ)
1
2

+µe2nµ|ω|(mβ/α2 +(mβ/α+m –n)2)
1
2 ]‖Ay‖,

e lembrando que α= µ
λ e β= λ–µ

λ , obtemos

an,m 6 [e2|ω|(nµ+mλ)((nµ–mλ)2 +nµ(λ–µ))
1
2

+e2nµ|ω|((nµ–mλ)2 +mλ(λ–µ))
1
2 ]‖Ay‖.

(2.10)

Assim, para t > 0, tomando µ= t
n e λ= t

m em (2.10) obtemos

∣
∣
∣

∣
∣
∣

((

E –
t
n

A
)–1

E
)n

y –
((

E –
t
m

A
)–1

E
)m

y
∣
∣
∣

∣
∣
∣6 2t

(
1
m

–
1
n

) 1
2

e4t |ω|
‖Ay‖,

garantindo que

L(y ) := lim
n→∞

((

E –
t
n

A
)–1

E
)n

y

existe, uniformemente para t em intervalos compactos de (0,∞). Como

L(y ) = lim
n→∞

((

E –
t
n

A
)–1

E
)n–1(

E –
t
n

A
)–1

Ey ,

vemos claramente que se y1,y2 ∈D(A) são tais que Ey1 = Ey2 então L(y1) = L(y2). Isto

nos permite definir

U(t)x = lim
n→∞

((

E –
t
n

A
)–1

E
)n

y ,
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para cada x ∈E(D(A)).

Por fim, considerando s > t > 0, n = m, µ= t
n e λ= s

n em (2.10), obtemos

∣
∣
∣

∣
∣
∣

((

E –
t
n

A
)–1

E
)n

y –
((

E –
s
n

A
)–1

E
)n

y
∣
∣
∣

∣
∣
∣

6

{

e2(t+s)|ω|
[

(t –s)2 + t
(s – t

n

)] 1
2 +e2t |ω|

[

(t –s)2 +s
(s – t

n

)] 1
2
}

‖Ay‖,

e fazendo n →∞ obtemos (2.9).

Como (E –λA)–1Ey ∈D(A) para todos y ∈D(A) e λ ∈ I(ω), obtemos U(t)x ∈D(A)

para todo x ∈E(D(A)).

Lema 2.13. Nas condições do Lema 2.12, o limite

U(0)x = lim
t→0+

U(t)x (2.11)

existe para cada x ∈E(D(A)). Além disso, para cada t > 0, dados x1,x2 ∈E(D(A)) temos

‖U(t)x1 –U(t)x2‖6 eωt
‖x1 –x2‖. (2.12)

Mais ainda, para y ∈D(A), temos U(0)Ey = y.

Demonstração. Segue diretamente de (2.9) que para cada x = Ey ∈ E(D(A)) o limite

em (2.11) existe. Ainda, como A ∈CE (ω) e E é não-expansiva, para x1 = Ey1 e x2 = Ey2

com y1,y2 ∈D(A) e λ ∈ I(ω), da Proposição 2.6 temos

∣
∣
∣
∣((E –λA)–1E)ny1 –((E –λA)–1E)ny2

∣
∣
∣
∣

=
∣
∣
∣
∣((E –λA)–1E)n–1(E –λA)–1Ey1 –((E –λA)–1E)n–1(E –λA)–1Ey2

∣
∣
∣
∣

6
1

(1–λω)n–1

∣
∣
∣
∣(E –λA)–1Ey1 –(E –λA)–1Ey2

∣
∣
∣
∣

6
1

(1–λω)n
∣
∣
∣
∣Ey1 –Ey2

∣
∣
∣
∣=

1
(1–λω)n

‖x1 –x2‖.

Para t > 0, tomando λ = t
n e fazendo n →∞ obtemos (2.12). Para t = 0, basta tomar o

limite de t → 0+ em (2.12).

Para provar a última afirmação, veja que de (2.5) e (2.2) para t > 0 e n ∈ N

suficientemente grande obtemos

∣
∣
∣

∣
∣
∣

(
(E –

t
n

A)–1E
)ny –y

∣
∣
∣

∣
∣
∣6

t

(1– tω
n )n

‖Ay‖.

Fazendo n →∞ segue que

∣
∣
∣
∣U(t)Ey –y‖6 teωt

‖Ay‖,

e o resultado segue fazendo t → 0+.
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Lema 2.14. Nas condições do Lema 2.12, para cada t > 0 podemos estender continu-

amente U(t) a E(D(A)) de maneira que (2.12) seja válida para todos x1,x2 ∈E(D(A)).

Demonstração. Sejam x ∈ E(D(A)) e y ∈ D(A) com x = Ey . Se {yn} ⊂ D(A) é tal que

yn → y , tomando xn = Eyn definimos

U(t)x = lim
n→∞

U(t)xn. (2.13)

Vejamos primeiramente que este limite existe. Note que ‖xn–x‖= ‖Eyn–Ey‖6 ‖yn–y‖→

0 quando n →∞, e portanto {U(t)xn} é uma sequência de Cauchy em D(A). Assim o

limite acima está bem definido. Agora se E(D(A)) ∋ x1
n → x1 e E(D(A)) ∋ x2

n → x2 temos

‖U(t)x1
n –U(t)x2

n‖6 eωt
‖x1

n –x2
n‖,

e fazendo n →∞ obtemos (2.12) para x1,x2 ∈E(D(A)).

Corolário 2.15. Nas condições do Lema 2.12, para cada t > 0 e x ∈ E(D(A)), com

x = Ey e y ∈D(A), temos

U(t)x = lim
n→∞

((

E –
t
n

A
)–1

E
)n

y .

Demonstração. Dado ǫ > 0, escolha yǫ ∈ D(A) tal que ‖y – yǫ‖ < ǫ. Definindo xǫ = Eyǫ,

temos ‖xǫ–x‖< ǫ. Tome n0 ∈N tal que para n> n0 temos

∣
∣
∣

∣
∣
∣U(t)xǫ–

((

E –
t
n

A
)–1

E
)n

yǫ
∣
∣
∣

∣
∣
∣< ǫ.

Deste modo, para n> n0 obtemos

∣
∣
∣

∣
∣
∣U(t)x –

((

E –
t
n

A
)–1

E
)n

y
∣
∣
∣

∣
∣
∣6 ‖U(t)x –U(t)xǫ‖

+
∣
∣
∣

∣
∣
∣U(t)xǫ–

((

E –
t
n

A
)–1

E
)n

yǫ
∣
∣
∣

∣
∣
∣+
∣
∣
∣

∣
∣
∣

((

E –
t
n

A
)–1

E
)n

yǫ–
((

E –
t
n

A
)–1

E
)n

y
∣
∣
∣

∣
∣
∣

6 eωt
‖x –xǫ‖+ǫ+(1–

tω
n

)–n
‖yǫ–y‖6Cǫ,

onde C é uma constante positiva que depende somente de t e ω, e o resultado está

demonstrado.

Note que dos lemas acima, definindo U(t) por (2.8), (2.11) e (2.13) para cada

t > 0, temos U(t) : E(D(A))→D(A) contínua. Além disso, é fácil notar que das conver-

gências acima, para cada x ∈E(D(A)), a aplicação [0,∞) ∋ t 7→U(t)x ∈D(A) é contínua.

Mais ainda, estes lemas nos permitem demonstrar o seguinte resultado.

Teorema 2.16. Nas condições do Lema 2.12, a família {U(t) : t > 0} é um semigrupo

generalizado fortemente contínuo de tipo (1,ω) de G = E(D(A)) em G1 = D(A) induzido

pela restrição de E a G1.
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Demonstração. Dos resultados provados acima, só nos resta provar que U(t + s) =

U(t)EU(s) para todos t ,s > 0. Primeiramente, note que para cada t > 0, m inteiro

positivo, e x = Ey ∈E(D(A)), aplicando a mudança de variável k = n/m, temos

U(mt)Ey = lim
n→∞

((

E –
mt
n

A
)–1

E
)n

y = lim
k→∞

((

E –
t
k

A
)–1

E
)km

y .

Afirmamos que para t > 0 e m inteiro positivo, e x = Ey ∈E(D(A)) temos

(U(t)E)my = lim
k→∞

((

E –
t
k

A
)–1

E
)km

y .

Para simplificar a notação, denotemos por T = U(t)E e Tk = ((E – t /kA)–1E)k . Assim

queremos mostrar que T m
k y →T my quando k →∞. O resultado é válido para m = 1, e

suponhamos que ele seja válido para m. Note que

‖T m+1y –T m+1
k y‖= ‖TT my –TkT m

k y‖6 ‖TT my –TkT my‖+‖TkT my –TkT m
k y‖

(⋆)
6 ‖TT my –TkT my‖+(1– tω

k )–k
‖T my –T m

k y‖,

e fazendo k →∞ obtemos o resultado, onde na primeira parcela usamos o fato de que

z = T my ∈D(A) e que Tkz →Tz quando k →∞, na segunda parcela usamos a hipótese

de indução e na desigualdade (⋆) usamos (2.4).

Deste modo para t = a/b e s = c/d , com a,b,c,d inteiros positivos, temos

U
(a

b
+

c
d

)

Ey = U
(ad +bc

bd

)

Ey =
[

U
( 1

bd

)

E
]ad+bc

y =
[

U
( 1

bd

)

E
]ad[

U
( 1

bd

)

E
]bc

y

= U
(a

b

)

EU
( c

d

)

Ey .

Portanto U(t +s)Ey = U(t)EU(s)Ey para todos t ,s > 0 racionais.

Para t > 0 racional e s = 0, temos U(t +s)Ey = U(t)Ey e

U(t)EU(0)Ey = U(t)E lim
n→∞

U(1/n)Ey = lim
n→∞

U(t)EU(1/n)Ey = lim
n→∞

U(t +1/n)Ey = U(t)Ey ,

uma vez que a aplicação [0,∞) ∋ t 7→ U(t)Ey é contínua para cada y ∈ D(A) e a apli-

cação D(A) ∋ y 7→ U(t)Ey é Lipschitz contínua. Assim U(t)Ey = U(t)EU(0)Ey para

t > 0. Fazendo t → 0+, obtemos também U(0)Ey = U(0)EU(0)Ey . Portanto U(t +s)Ey =

U(t)EU(s)Ey para todos t ,s > 0 racionais.

Das continuidades especificadas acima, segue que U(t + s)Ey = U(t)EU(s)Ey

para todos t ,s > 0. Como y ∈D(A) é arbitrário, o resultado segue.

2.2.1 Boa colocação no caso não-linear

Nesta subseção vamos encontrar condições para garantir a existência e unici-

dade de soluções do problema (2.1), usando a teoria de semigrupos generalizados.
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Definição 2.17. Para T > 0, dizemos que uma função x : [0,T ] → X é uma solução

forte de (2.1) se

(i) x(0) = x0;

(ii) [0,T ] ∋ t 7→ x(t) ∈X é contínua;

(iii) x(t) ∈D(A) para todo t ∈ [0,T ] e a aplicação [0,T ] ∋ t 7→Ax(t) ∈X é contínua;

(iv) [0,T ] ∋ t 7→Ex(t) ∈X é Lipschitz contínua;

(v) [0,T ] ∋ t 7→Ex(t) ∈X é diferenciável quase sempre em [0,T ] e

d
dt

(Ex(t)) = Ax(t) para quase todo t ∈ [0,T ].

Dizemos que uma função x : [0,∞) → X é uma solução forte de (2.1) se para cada

T > 0 a restrição xT de x ao intervalo [0,T ] (isto é, xT (t) = x(t) para 06 t 6 T ) é uma

solução forte de (2.1) em [0,T ].

No que segue, assumiremos que X é um espaço de Banach que satisfaz a

seguinte propriedade:

toda função Lipschitz contínua y : [0,T ]→X é diferenciável quase sempre. (2.14)

De acordo com (GE; FENG, 2013), um espaço X satisfaz (2.14) se, e somente

se, X satisfaz a propriedade de Radon-Nikodym. Em particular, se X é um espaço de

Banach real reflexivo então ele satisfaz (2.14). Para a definição e resultados envolvendo

a propriedade de Radon-Nikodym, recomendamos (RYAN, 2002).

Teorema 2.18. Assuma que X seja um espaço de Banach satisfazendo (2.14), F,F1 ⊂

X não vazios com F1 fechado e E : F1 → F uma aplicação contínua não-expansiva.

Considere um semigrupo generalizado fortemente contínuo {U(t) : t > 0} de F em F1

induzido por E, de tipo (1,ω) para algum ω6 0, e com gerador infinitesimal A : D(A)⊂

F1 →F.

Então para cada x0 ∈D(A) a função x(t) = U(t)Ex0 é uma solução forte de (2.1).

Demonstração. Primeiramente notemos que x(t) = U(t)Ex0 é contínua, pela Proposi-

ção 2.9. Agora provemos que para cada x0 ∈ D(A) a função [0,∞) ∋ t 7→ Ex(t) ∈ F é

Lipschitz contínua. Dado h > 0, como E é não-expansiva e {U(t) : t > 0} é de tipo (1,ω)

temos
∣
∣
∣
∣Ex(t +h)–Ex(t)

∣
∣
∣
∣=
∣
∣
∣
∣EU(t +h)Ex0 –EU(t)Ex0

∣
∣
∣
∣

=
∣
∣
∣
∣EU(t)EU(h)Ex0 –EU(t)EU(0)Ex0

∣
∣
∣
∣

6
∣
∣
∣
∣U(t)EU(h)Ex0 –U(t)Ex0

∣
∣
∣
∣6 eωt ∣∣

∣
∣EU(h)Ex0 –Ex0

∣
∣
∣
∣

6
∣
∣
∣
∣EU(h)Ex0 –Ex0

∣
∣
∣
∣.

(2.15)
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Como A é o gerador infinitesimal de {U(t) : t > 0}, para x0 ∈D(A) temos x(0) = U(0)Ex0 =

x0 e

Ax0 = lim
η→0+

EU(η)Ex0 –Ex0
η

.

Assim dado ǫ> 0 existe δ> 0 tal que para 06 η< δ temos
∣
∣
∣
∣EU(η)Ex0 –Ex0

∣
∣
∣
∣6 (ǫ+‖Ax0‖)η. (2.16)

Considere 0 < η< δ e k inteiro não-negativo tal que kη6 h < (k +1)η. Assim 06 h–kη< η

e temos
∣
∣
∣
∣EU(h)Ex0 –Ex0

∣
∣
∣
∣6
∣
∣
∣
∣EU(h)Ex0 –EU(kη)Ex0

∣
∣
∣
∣+
∣
∣
∣
∣EU(kη)Ex0 –Ex0

∣
∣
∣
∣

=
∣
∣
∣
∣EU(kη)EU(h–kη)Ex0 –EU(kη)Ex0

∣
∣
∣
∣+
∣
∣
∣
∣EU(kη)Ex0 –Ex0

∣
∣
∣
∣.

(2.17)

Agora como E é não-expansiva, {U(t) : t > 0} é de tipo (1,ω) com ω6 0, e vale (2.16),

segue que
∣
∣
∣
∣EU(kη)EU(h–kη)Ex0 –EU(kη)Ex0

∣
∣
∣
∣6 eωkη∣∣

∣
∣EU(h–kη)Ex0 –Ex0

∣
∣
∣
∣

6 (ǫ+‖Ax0‖)(h–kη).
(2.18)

Além disso, veja que

EU(kη)Ex0 –Ex0 =
k–1∑

j=0

[
EU((j +1)η)Ex0 –EU(jη)Ex0

]
,

e portanto

∣
∣
∣
∣EU(kη)Ex0 –Ex0

∣
∣
∣
∣6

k–1∑

j=0

∣
∣
∣
∣EU((j +1)η)Ex0 –EU(jη)Ex0

∣
∣
∣
∣

6

k–1∑

j=0

eωjη
·
∣
∣
∣
∣EU(η)Ex0 –Ex0

∣
∣
∣
∣6 (ǫ+‖Ax0‖)kη.

Assim, usando (2.15), obtemos ‖Ex(t +h)–Ex(t)‖6 (ǫ+‖Ax0‖)h, para todo t > 0 e h > 0.

Como ǫ> 0 é arbitrário, obtemos

‖Ex(t +h)–Ex(t)‖6 ‖Ax0‖h.

Analogamente, para t > 0 e h > 0 tal que t –h> 0, obtemos

‖Ex(t –h)–Ex(t)‖6 ‖Ax0‖h,

o que conclui a prova de que [0,∞) ∋ t 7→Ex(t) ∈F é Lipschitz contínua.

Agora de (2.14) segue que a função [0,∞) ∋ t 7→Ex(t) ∈F é diferenciável quase

sempre. Além disso, segue da Observação 2.11 que para t > 0 temos x(t) = U(t)Ex0 ∈

D(A) e

d
dt

Ex(t) =
d
dt

EU(t)Ex0 = lim
h→0+

EU(t +h)Ex0 –EU(t)Ex0
h
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= lim
h→0+

EU(h)EU(t)Ex0 –EU(t)Ex0
h

= AU(t)Ex0,

para quase todo t ∈ [0,∞), ou seja, d
dt Ex(t) = Ax(t) para quase todo t ∈ [0,∞).

Segue então que x(t) = U(t)Ex0 é uma solução forte de (2.1), e a demonstração

está completa.

No que segue, buscaremos condições para obter a unicidade de soluções para

o problema (2.1). Para isso, dados X um espaço de Banach, F ,F1 subconjuntos de

X com F1 fechado, E : F1 →F uma aplicação não-expansiva e A : D(A)⊂F1 →F com

A ∈ CE (ω) para algum ω ∈ R, definimos, para cada ǫ > 0 suficientemente pequeno e

x0 ∈D(A), a função auxiliar:

xǫ(t) =

{

((E –ǫA)–1E)⌊t /ǫ⌋x0 para t > 0,

x0 para t < 0.
, (2.19)

onde ⌊t /ǫ⌋ denota o maior inteiro menor ou igual a t /ǫ. Estabeleceremos algumas

propriedades de xǫ que serão fundamentais para o que segue.

Proposição 2.19. Para cada t > 0 temos

lim
ǫ→0+

xǫ(t) = U(t)Ex0,

onde {U(t) : t > 0} é dada por (2.8), com limite uniforme para intervalos compactos de

(0,∞).

Demonstração. Para t > 0 e ǫ > 0, escolha n ∈N tal que 0 < t /(n +1) < ǫ6 t /n (note que

assim ⌊t /ǫ⌋= n). De (2.10) com λ= t /n, µ= ǫ, m = n obtemos

∣
∣
∣

∣
∣
∣

((
E –ǫA

)–1E
)⌊t /ǫ⌋x0 –

((
E –

t
n

A
)–1E

)nx0

∣
∣
∣

∣
∣
∣

6
[
e2|ω|(nǫ+t)((nǫ– t)2 +ǫ(t –ǫn)

)1/2 +e2|ω|nǫ((nǫ– t)2 +
t
n

(t –ǫn)
)1/2]

‖Ax0‖

6
[
e4|ω|t21/2ǫ+e2|ω|t31/2ǫ

]
‖Ax0‖6 4e4|ω|tǫ‖Ax0‖.

Como ǫ→ 0+ se e só se n →∞, levando em conta (2.8) obtemos

lim
ǫ→0+

xǫ(t) = U(t)Ex0,

com o limite uniforme para t em intervalos compactos de (0,∞).

Proposição 2.20. Para cada t > ǫ temos

xǫ(t) = (E –ǫA)–1Exǫ(t –ǫ)
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Demonstração. Veja que ⌊(t –ǫ)/ǫ⌋= ⌊t /ǫ⌋–1. Assim para t > ǫ obtemos

xǫ(t) = ((E –ǫA)–1E)⌊t /ǫ⌋x0 = (E –ǫA)–1E((E –ǫA)–1E)⌊t /ǫ⌋–1x0 = (E –ǫA)–1Exǫ(t –ǫ).

Teorema 2.21. Sejam X espaço de Banach, F ,F1 subconjuntos de X com F1 fechado,

E : F1 →F uma aplicação não-expansiva e A : D(A)⊂F1 →F com A ∈CE (ω) para algum

ω ∈R.

Se x(t) é uma solução forte de (2.1) em [0,∞) com x0 = x(0) ∈D(A) então, para

{U(t) : t > 0} definido em (2.8), temos x(t) = U(t)Ex0 para cada t > 0.

Demonstração. Fixemos 0 < η< T . Para 0 < ǫ< η e t ∈ [η,T ], definimos

hǫ(t) =
Ex(t)–Ex(t –ǫ)

ǫ
–

d
dt

Ex(t)

Como x(t) é uma solução forte de (2.1), para quase todo t ∈ [η,T ] temos hǫ(t) → 0

quando ǫ→ 0+ e d
dt Ex(t) = Ax(t) para quase todo t em [0,∞), o que nos dá

hǫ(t) =
Ex(t)–Ex(t –ǫ)

ǫ
–Ax(t) para quase todo t ∈ [0,∞). (2.20)

Como [0,T ] ∋ t 7→ Ex(t) ∈ X é Lipschitz contínua e [η,T ] ∋ t 7→ Ax(t) ∈ X é contínua,

temos hǫ mensurável (pois é igual quase sempre a uma função contínua) e segue de

(2.20) que

sup
ǫ>0

‖hǫ‖L∞(η,T ;X ) <∞,

e portanto o Teorema da Convergência Dominada nos dá

lim
ǫ→0+

∫ T

η
‖hǫ(s)‖ds = 0. (2.21)

Note que de (2.20) obtemos

x(t) = (E –ǫA)–1[Ex(t –ǫ)+ǫhǫ(t)] para quase todo t ∈ [η,T ], (2.22)

e portanto

‖xǫ(t)–x(t)‖= ‖(E –ǫA)–1Exǫ(t –ǫ)– (E –ǫA)–1[Ex(t –ǫ)+ǫhǫ(t)]‖

6 (1–ǫω)–1
‖Exǫ(t –ǫ)– [Ex(t –ǫ)+ǫhǫ(t)]‖

6 (1–ǫω)–1[‖Exǫ(t –ǫ)–Ex(t –ǫ)‖+ǫ‖hǫ(t)‖]

6 (1–ǫω)–1[‖xǫ(t –ǫ)–x(t –ǫ)‖+ǫ‖hǫ(t)‖],

quase sempre em [η,T ]. Integrando esta última desigualdade em [η, t ] chegamos em

∫ t

η
‖xǫ(s)–x(s)‖ds 6

1
1–ǫω

∫ t

η
‖xǫ(s –ǫ)–x(s –ǫ)‖ds +

ǫ

1–ǫω

∫ t

η
‖hǫ(s)‖ds. (2.23)
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Reescrevendo o primeiro membro desta desigualdade obtemos
∫ t

η
‖xǫ(s)–x(s)‖ds =

∫ t–ǫ

η
‖xǫ(s)–x(s)‖ds +

∫ t

t–ǫ
‖xǫ(s)–x(s)‖ds.

Como
∫ t–ǫ

η
‖xǫ(s)–x(s)‖ds =

∫ t

η+ǫ
‖xǫ(s –ǫ)–x(s –ǫ)‖ds,

temos que
∫ t

η
‖xǫ(s)–x(s)‖ds =

∫ t

η+ǫ
‖xǫ(s –ǫ)–x(s –ǫ)‖ds +

∫ t

t–ǫ
‖xǫ(s)–x(s)‖ds. (2.24)

Substituindo (2.24) em (2.23) ficamos com
∫ t

t–ǫ
‖xǫ(s)–x(s)‖ds

6
1

1–ǫω

∫ t

η
‖xǫ(s –ǫ)–x(s –ǫ)‖ds –

∫ t

η+ǫ
‖xǫ(s –ǫ)–x(s –ǫ)‖ds +

ǫ

1–ǫω

∫ T

η
‖hǫ(s)‖ds

=
ǫω

1–ǫω

∫ t

η+ǫ
‖xǫ(s –ǫ)–x(s –ǫ)‖ds +

1
1–ǫω

∫ η+ǫ

η
‖xǫ(s –ǫ)–x(s –ǫ)‖ds

+
ǫ

1–ǫω

∫ T

η
‖hǫ(s)‖ds

=
ǫω

1–ǫω

∫ t

η+ǫ
‖xǫ(s –ǫ)–x(s –ǫ)‖ds +

1
1–ǫω

∫ η

η–ǫ
‖xǫ(s)–x(s)‖ds

+
ǫ

1–ǫω

∫ T

η
‖hǫ(s)‖ds

ou seja,

1
ǫ

∫ t

t–ǫ
‖xǫ(s)–x(s)‖ds

6
ω

1–ǫω

∫ t

η+ǫ
‖xǫ(s)–x(s)‖ds +

1
1–ǫω

·
1
ǫ

∫ η

η–ǫ
‖xǫ(s)–x(s)‖ds +

1
1–ǫω

∫ T

η
‖hǫ(s)‖ds.

Fazendo ǫ → 0+ na desigualdade acima e considerando a Proposição 2.19 e (2.21)

obtemos

‖U(t)Ex0 –x(t)‖6ω

∫ t

η
‖U(s)Ex0 –x(s)‖ds +‖U(η)Ex0 –x(η)‖, (2.25)

para t ∈ [η,T ]. Desta forma, fazendo η→ 0 obtemos

‖U(t)Ex0 –x(t)‖6ω

∫ t

0
‖U(s)Ex0 –x(s)‖ds,

e o resultado segue facilmente.
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Este resultado nos dá a unicidade de soluções fortes com dado inicial em D(A).

Veremos a seguir um outro resultado de unicidade, envolvendo o conceito de operador

monótono, mas que não é tão simples de ser aplicado na prática, pois possui hipóteses

bastante restritivas.

Definição 2.22. Sejam X um espaço de Hilbert com produto interno 〈·, ·〉, F ,F1 sub-

conjunto de X com F1 fechado e A : D(A)⊂F1 →F um operador (não necessariamente

linear). Então dizemos que A é

(a) monótono se

Re〈Ax –Ay ,x –y〉> 0 para todos x ,y ∈D(A);

(b) estritamente monótono se

Re〈Ax –Ay ,x –y〉> 0 para todos x ,y ∈D(A) com x 6= y .

Teorema 2.23. Considere X um espaço de Hilbert com produto interno 〈·, ·〉, F ,F1

subconjuntos de X com F1 fechado, E : F1 → F uma aplicação contínua e A : D(A) ⊂

F1 → F um operador (não necessariamente linear). Assuma que ou A ou o operador

dE /dt seja monótono, e que –A é estritamente monótono. Se a solução de (2.1) existe,

então ela é única.

Demonstração. Sejam x1 e x2 soluções de (2.1), e assuma que existe t0 ∈ [0,∞) tal

que x1(t0) 6= x2(t0). Então como –A é estritamente monónoto temos

Re〈–Ax1(t0)+Ax2(t0),x1(t0)–x2(t0)〉> 0,

o que nos dá

Re〈Ax1(t0)–Ax2(t0),x1(t0)–x2(t0)〉< 0.

Como dE /dt = A sobre soluções, obtemos uma contradição com o fato de dE /dt ou A

serem operadores monónotos. Portanto x1(t) = x2(t) para todo t > 0.

NOTAS

Como esperado, o caso não-linear apresenta uma dificuldade muito maior do

que o linear, e conseguimos mostrar somente alguns resultados análogos ao caso

linear. Os resultados deste capítulo são baseados em (GE; FENG, 2013), com algumas

modifiçações substanciais nas demonstrações, pois não fomos capazes de reproduzi-

los da maneira como eles são apresentados. Ressaltamos que a teoria de semigrupos

generalizados não-lineares possui poucos resultados na literatura atual, e representa

um campo amplo, muito interessante, e com muitos problemas em aberto a serem

resolvidos.
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3 ESTABILIDADE EXPONENCIAL

Neste capítulo discutiremos rapidamente o problema de estabilidade exponen-

cial para semigrupos generalizados não-lineares. Mais precisamente, buscaremos

algumas condições para garantir a estabilidade exponencial.

No que segue, como antes, consideraremos X um espaço de Banach, F ,F1

subconjuntos de X com F1 fechado, E : F1 →F uma aplicação contínua e {U(t) : t > 0}

um semigrupo generalizado (possivelmente não-linear) de F em F1 induzido por E .

Definição 3.1. Diremos que {U(t) : t > 0} é exponencialmente estável se existem

constantes K > 1 e α> 0 tais que

‖U(t)x‖6Ke–αt
‖x‖ para todos x ∈F e t > 0. (3.1)

Teorema 3.2. Assuma que existam uma constante M > 0 tal que

‖Ex‖6M‖x‖ para todo x ∈F , (3.2)

e uma função contínua g : [0,∞)→ (0,∞) tal que

‖U(t)x‖6 g(t)‖x‖ para todo x ∈F . (3.3)

Então {U(t) : t > 0} é exponencialmente estável se, e somente se, existem p > 0 e N > 0

tais que
∫ ∞

0
‖U(t)x‖pdt 6Np

‖x‖p para todos x ∈F e t > 0. (3.4)

Demonstração. Assuma que {U(t) : t > 0} é exponencialmente estável e considere

p > 0. De (3.1) obtemos

‖U(t)x‖p
6K pe–αpt

‖x‖p para todos x ∈F e t > 0.

Assim
∫ ∞

0
‖U(t)x‖pdt 6

∫ ∞

0
K pe–αpt

‖x‖pdt = K p
‖x‖p

∫ ∞

0
e–αptdt =

K p

pα
‖x‖p,

e (3.4) está demonstrada, com N = K (pα)–1/p.

Reciprocamente, para t > 0 e x ∈F temos

‖U(t)x‖p
∫ t

0
g–p(t –τ)dτ=

∫ t

0
g–p(t –τ)‖U(t –τ+τ)x‖pdτ

=
∫ t

0
g–p(t –τ)‖U(t –τ)EU(τ)x‖pdτ

(3.3)
6

∫ t

0
g–p(t –τ)gp(t –τ)‖EU(τ)x‖pdτ
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(3.2)
6 Mp

∫ t

0
‖U(τ)x‖pdτ6MpNp

‖x‖p,

ou seja,

‖U(t)x‖p
∫ t

0
g–p(t –τ)dτ6 (MN)p‖x‖p.

Fixe T > 0 arbitrário e defina C =
(∫ T

0 g–p(τ)dτ
)1/p > 0. Para t >T temos

∫ t

0
g–p(t –τ)dτ=

∫ t

0
g–p(τ)dτ= Cp +

∫ t

T
g–p(τ)dτ>Cp,

logo

Cp
‖U(t)x‖p

6 ‖U(t)x‖p
∫ t

0
g–p(t –τ)dτ6MpNp

‖x‖p,

ou seja

‖U(t)x‖6MNC–1
‖x‖ para todo x ∈F e t >T .

Da desigualdade acima e de (3.3) existe J > 0 tal que

‖U(t)x‖6 J‖x‖ para todos x ∈F e t > 0. (3.5)

Agora consideremos t > 0 e x ∈F . Então

t‖U(t)x‖p =
∫ t

0
‖U(t)x‖pdτ=

∫ t

0
‖U(t –τ)EU(τ)x‖pdτ

(3.5)
6 Jp

∫ t

0
‖EU(τ)x‖pdτ

(3.2)
6 (MJ)p

∫ t

0
‖U(τ)x‖pdτ

(3.4)
6 (MNJ)p‖x‖p,

ou seja

‖U(t)x‖6 (MNJ)t–1/p
‖x‖ para todos x ∈F e t > 0.

Assim, para cada 0 < η< 1/M podemos escolher Mη > 0 tal que

‖U(t)x‖6 η‖x‖ para todos x ∈F e t >Mη. (3.6)

Fixado 0 < η < 1/M, para cada t >Mη existe um inteiro positivo n > 1 e 06 r < Mη tais

que t = nMη+ r . Assim

‖U(t)x‖= ‖U(nMη+ r )x‖= ‖U(nMη)EU(r )x‖= ‖[U(Mη)E ]nU(r )x‖,

e usando (3.6) e (3.2) n-vezes, obtemos

‖U(t)x‖6 (ηM)n‖U(r )x‖.

De (3.5) segue então que

‖U(t)x‖6 (ηM)nJ‖x‖.
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Note que

(ηM)n = exp(n ln(ηM)) = exp((t – r )M–1
η ln(ηM)) = eαr e–αt ,

onde α= –M–1
η ln(ηM) > 0. Assim para t >Mη e x ∈F obtemos

‖U(t)x‖6 Jeαr e–αt
‖x‖.

Para 06 t < Mη, de (3.5) temos

‖U(t)x‖6 J‖x‖= Jeαte–αt
‖x‖6 JeαMηe–αt

‖x‖.

Assim definindo

K = max{Jeαr , JeαMη , 1},

obtemos

‖U(t)x‖6Ke–αt
‖x‖ para todos x ∈F e t > 0,

o que completa a prova de que {U(t) : t > 0} é exponencialmente estável.

Teorema 3.3. Assuma que {U(t) : t > 0} satisfaz (3.2)-(3.3). Então {U(t) : t > 0} é expo-

nencialmente estável se, e somente se, existem T > 0 e β ∈ (0,1/M) tais que para cada

x ∈F existe τ ∈ (0,T ] para o qual ‖U(τ)x‖6β‖x‖.

Demonstração. Se {U(t) : t > 0} é exponencialmente estável, considere T > 0 tal que

β= Ke–αT /2 < 1/M. Então para T /2 < τ6T temos

‖U(τ)x‖6Ke–ατ
‖x‖6Ke–αT /2

‖x‖=β‖x‖.

Para a recíproca, dados x ∈F e t > τ então existem n inteiro positivo e 06 r < τ

tais que t = nτ+ r . Sendo assim,

‖U(t)x‖= ‖U(nτ+ r )x‖= ‖[U(τ)E ]nU(r )x‖.

Usando n-vezes o fato de que ‖U(τ)x‖6β‖x‖ juntamente com (3.2) obtemos

‖U(t)x‖6 (βM)n‖U(r )x‖, (3.7)

e de (3.3) segue que ‖U(t)x‖6 (βM)ng(r )‖x‖. Para α1 = –τ–1 ln(βM) temos

(βM)n = e–α1teα1r .

Mas α1r = – r
τ ln(βM) < – ln(βM), pois 06 r < τ. Além disso

α1 =
– ln(βM)

τ
>

– ln(βM)
T

=:α> 0,

e portanto e–α1t 6 e–αt para t > 0. Assim de (3.7) segue que

‖U(t)x‖6 e–αte– ln(βM)g(r )‖x‖ para todo t > τ. (3.8)
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Para 06 t < τ, de (3.3) temos

‖U(t)x‖6 g(t)‖x‖6 e–αteαtg(t)‖x‖. (3.9)

Tomando então

K = max{e– ln(βM) max
06r6T

g(r ), max
06t6T

eαtg(t), 1},

segue de (3.8) e (3.9) que

‖U(t)x‖6Ke–αt
‖x‖ para todos x ∈F e t > 0,

o que completa a demonstração.

Teorema 3.4. Assuma que {U(t) : t > 0} satisfaz (3.2)-(3.3). Então {U(t) : t > 0} é expo-

nencialmente estável se, e somente se, existem uma função φ : [0,∞)→ [0,∞) contínua,

não-decrescente, com φ(t) > 0 para t > 0 e φ(ts)6 φ(t)φ(s) para todos t ,s > 0, e uma

constante R > 0 tais que para todo x ∈F temos
∫ ∞

0
φ(‖U(t)x‖)dt 6Rφ(‖x‖). (3.10)

Demonstração. Se {U(t) : t > 0} é exponencialmente estável temos
∫ ∞

0
‖U(t)x‖dt 6K

∫ ∞

0
e–αtdt‖x‖= Kα–1

‖x‖,

o resultado segue com φ(t) = t e R = Kα–1.

Para a recíproca, suponhamos que {U(t) : t > 0} não seja exponencialmente

estável. Pelo Teorema 3.3, para cada T > 0 e β ∈ (0,1/M) existe x0 ∈F tal que

‖U(t)x0‖>β‖x0‖, (3.11)

para todo t ∈ [0,T ]. Em particular, para T = Rφ(2M) e β= 1/2M, temos

φ(2M)
∫ ∞

0
φ(‖U(t)x0‖)dt =

∫ ∞

0
φ(2M)φ(‖U(t)x0‖)dt

>

∫ ∞

0
φ(2M‖U(t)x0‖)dt >

∫ T

0
φ(2M‖U(t)x0‖)dt

>
∫ T

0
φ(2Mβ‖x0‖)dt =

∫ T

0
φ(‖x0‖)dt = Rφ(2M)φ(‖x0‖),

o que mostra que
∫ ∞

0
φ(‖U(t)x0‖)dt > Rφ(‖x0‖),

e contradiz (3.10). Portanto {U(t) : t > 0} é exponencialmente estável, o que completa

a demonstração.
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Com uma demonstração análoga a do Teorema 3.4, temos o seguinte:

Teorema 3.5. Assuma que {U(t) : t > 0} satisfaz (3.2)-(3.3). Então {U(t) : t > 0} é expo-

nencialmente estável se, e somente se, existe uma função φ : [0,∞)→ [0,∞) contínua,

não-decrescente, com φ(t) > 0 para t > 0 e φ(ts) > φ(t)φ(s) para todo t ,s > 0, e uma

constante R > 0 tais que para todo x ∈F temos (3.10).

Por fim apresentamos o último resultado que caracteriza a estabilidade expo-

nencial.

Teorema 3.6. Assuma que {U(t) : t > 0} satisfaz (3.2)-(3.3). Então {U(t) : t > 0} é expo-

nencialmente estável se, e somente se, existem constantes L > 0 e ω> 0 tais que

1
t

∫ t

0
eωτ

‖U(τ)x‖dτ6 L‖x‖ para todos x ∈F e t > 0. (3.12)

Demonstração. Se {U(t) : t > 0} é exponencialmente estável, então para x ∈F temos

1
t

∫ t

0
e

ατ
2 ‖U(τ)x‖dτ6

K
t

∫ t

0
e

ατ
2 e–ατ

‖x‖dτ

=
K
t

∫ t

0
e

–ατ
2 ‖x‖dτ=

K
t

[

–2(e
–αt
2 –1)
α

]

‖x‖=
2K
α

[

(1–e
–αt
2 )

t

]

‖x‖.

Assim (3.12) segue com ω=α/2 e

L = K sup
v>0

1–e–v

v
.

Para a recíproca, suponhamos por contradição que {U(t) : t > 0} não seja expo-

nencialmente estável. Seja T > 0 tal que

eωT –1
T

> 2MLω. (3.13)

Do Teorema 3.3, para β= 1/2M, existe x0 ∈F tal que ‖U(t)x0‖>β‖x0‖ para todo t ∈ (0,T ].

Assim

1
T

∫ T

0
eωτ

‖U(τ)x0‖dτ>
1
T

∫ T

0
eωτβ‖x0‖dτ=

1
T

∫ T

0

eωτ

2M
‖x0‖dτ

=
1

2MT
‖x0‖

∫ T

0
eωτdτ=

eωt –1
2MTω

‖x0‖> L‖x0‖,

o que contradiz (3.12), e completa a demonstração.

NOTAS

Neste capítulo apresentamos condições necessárias e suficientes para garantir

a estabilidade exponencial de semigrupos generalizados. A estabilidade exponencial

apresenta sua importância tanto para resultados práticos como para resultados abstra-

tos, como por exemplo, verificar a compacidade assintótica de problemas semilineares

(veja (HENRY, 1981), por exemplo). Os resultados apresentados nesse capítulo estão

presentes em (GE; FENG, 2013), e têm sua contra-parte linear em (GE, 2012).
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A RESULTADOS AUXILIARES

A.1 UNICIDADE DA TRANSFORMADA DE LAPLACE

Nesta seção apresentamos o resultado de unicidade da transformada de La-

place, que é frequentemente usada no texto. Começaremos com um lema.

Lema A.1. Se h : [0,1]→R é uma função contínua e
∫ 1

0
h(t)tndt = 0 para todo n ∈N,

então h ≡ 0 em [0,1].

Demonstração. Do Teorema da Aproximação de Weierstrass (RUDIN, 1976, Teorema

7.26), para cada ǫ> 0 existe um polinômio real Pǫ tal que

sup
t∈[0,1]

|h(t)–Pǫ(t)| < ǫ.

Como
∫ 1

0 h(t)Pǫ(t)dt = 0 por hipótese, temos

∫ 1

0
h(t)(h(t)–Pǫ(t))dt =

∫ 1

0
h2(t)dt –

∫ 1

0
h(t)Pǫ(t)dt =

∫ 1

0
h2(t)dt .

Para K = sup
t∈[0,1]

|h(t)| temos

∣
∣
∣
∣

∫ 1

0
h2(t)dt

∣
∣
∣
∣
6K ǫ,

e como ǫ> 0 é arbitrário segue que
∫ 1

0 h2(t)dt = 0, e portanto h ≡ 0 em [0,1].

Sejam f ,g : [0,∞) → R funções contínuas e assuma que existam M > 0 e ω ∈ R

tais que

|f (t)|6Meωt e |g(t)|6Meωt para todo t > 0.

Então para s >ω, estão definidas as transformadas de Laplace de f e g, dadas respec-

tivamente por

L f (s) =
∫ ∞

0
e–st f (t)dt e L g(s) =

∫ ∞

0
e–stg(t)dt .

Teorema A.2. Nas hipóteses acima, se L f (s) = L g(s) para todo s > a então f (t) = g(t)

para todo t > 0.

Demonstração. Pela linearidade da transformada de Laplace, basta mostrar que se

L f (s) = 0 para s >ω então f (t) = 0 para t > 0.

Fixemos s0 > max{ω,0}. Para cada n ∈N temos

0 = L f (s0 +n+1) =
∫ ∞

0
e–(s0+n+1)t f (t)dt =

∫ ∞

0
e–s0te–nte–t f (t)dt .
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Fazendo a mudança u = e–t temos

0 =
∫ 1

0
unus0f (– lnu)du.

Defina a função h : [0,1]→R por

h(u) =

{

us0f (– lnu), para u ∈ (0,1],

0 para u = 0,

que é contínua em [0,1] pois

|us0f (– lnu)|6 us0Me–ω lnu = Mus0–ω
→ 0 quando u → 0+.

Desta forma, pelo Lema A.1 temos h(u) = 0 para todo u ∈ [0,1], isto é us0f (– lnu) = 0

para todo u ∈ (0,1], e portanto f (t) = 0 para todo t > 0.

Com isso temos o seguinte corolário:

Corolário A.3. Sejam X um espaço de Banach real e f ,g : [0,∞) → X funções contí-

nuas, e assuma que existam M > 0 e ω ∈R tais que ‖f (t)‖6Meωt e ‖g(t)‖6Meωt para

todo t > 0.

Se L f (s) = L g(s) para todo s >ω então f (t) = g(t) para todo t > 0.

Demonstração. Novamente por linearidade, basta mostrar que se L f (s) = 0 para todo

s >ω então f (t) = 0 para todo t > 0. Mas se L f (s) = 0 então para cada x∗ ∈X∗ (o dual

de X ), definindo fx∗(t) = 〈f (t),x∗〉 para todo t > 0, temos fx∗ : [0,∞)→R contínua,

|fx∗(t)| = |〈f (t),x∗
〉|6 ‖x∗

‖X ∗‖f (t)‖6M‖x∗
‖X ∗eωt para todo t > 0,

e para todo s >ω temos

L fx∗(s) = 〈L f (s),x∗
〉= 0.

Pelo Teorema A.2 segue que 〈f (t),x∗〉= fx∗(t) = 0 para todo t > 0. Como isto vale para

qualquer x∗ ∈X∗, segue1 do Teorema de Hahn-Banach que f (t) = 0 para todo t > 0.

A.2 LEMA DE DINI

Nosso objetivo nesta seção é demonstrar o Lema de Dini. Para começar, preci-

saremos de alguns conceitos e resultados auxiliares.

Definição A.4. Sejam X um espaço de Banach com norma ‖ · ‖, a < b números reais

e f : [a,b)→X uma função. Diremos que f é diferenciável à direita em [a,b) se para

cada x ∈ [a,b) o seguinte limite

lim
h→0+

f (x +h)– f (x)
h

existe .

1 Na verdade, isto segue de uma das consequências do Teorema de Hahn-Banach. Veja (BRÉZIS,
1984, Corolário 1.3).
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Neste caso, definimos
d+f
dx

(x) = lim
h→0+

f (x +h)– f (x)
h

.

Lema A.5. Sejam X um espaço de Banach, a < b números reais e f : [a,b) → X uma

função contínua e diferenciável à direita no intervalo [a,b). Se d+f
dx (x) = 0, para todo

x ∈ [a,b) então f é constante em [a,b).

Demonstração. De fato, assuma por absurdo que f não é constante. Assim, existem

x0,y0 ∈ [a,b), com x0 > y0, tais que f (x0) 6= f (y0). Defina

η=
‖f (x0)– f (y0)‖

2(x0 –y0)
> 0,

e considere o conjunto

Λ= {x ∈ (y0,x0] : ‖f (x)– f (y0)‖> η(x –y0)}.

Claramente x0 ∈Λ, portanto Λ é não-vazio e podemos definir c = infΛ.

Afirmação 1: Temos c > y0.

De fato, se c = y0 então para cada ǫ> 0, existe yǫ ∈ (y0,y0+ǫ) tal que yǫ ∈Λ. Assim

‖f (yǫ)– f (y0)‖> η(yǫ–y0), para todo ǫ> 0. Fazendo ǫ→ 0+, obtemos 0 = ‖
d+f
dx (y0)‖> η, o

que é uma contradição.

Afirmação 2: Temos ‖f (c)– f (y0)‖= η(c –y0).

De fato, é simples verificar que ‖f (c) – f (y0)‖ > η(c – y0). Agora, assuma que

‖f (c)– f (y0)‖> η(c –y0). Da continuidade da função

(y0,x0] ∋ x → g(x) =
‖f (x)– f (y0)‖

x –y0
,

e do fato de que g(c) > η, existe 0 < δ< c –y0 tal que g(x) > η para todo x ∈ (c –δ,c +δ).

Assim c –δ ∈ (y0,x0] e g(c –δ) > η, o que contraria o fato de c ser o ínfimo de Λ.

Agora, como d+f
dx (c) = 0, existe d > c tal que

‖f (x)– f (c)‖< η(x –c) para todo x ∈ (c,d ]

e assim, se x ∈ (c,d ], temos

‖f (x)– f (y0)‖6 ‖f (x)– f (c)‖+‖f (c)– f (y0)‖< η(x –c)+η(c –y0) = η(x –y0),

o que, novamente contraria o fato de c ser o ínfimo de Λ, o que conclui a demonstração,

e prova que f deve ser constante em [a,b).

Com este resultado, enunciamos e demonstramos o Lema de Dini.

Lema A.6 (Lema de Dini). Seja φ : [a,b) → X uma função contínua e diferenciável à

direita no intervalo [a,b). Se d+φ
dx é contínua em [a,b), então φ é diferenciável em [a,b).
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Demonstração. Defina a função

Φ(t) =
∫ t

a

d+φ

ds
(s)ds para cada t ∈ [a,b).

Como d+φ
dx é contínua em [a,b), segue que Φ é diferenciável em [a,b), e além disso

temos Φ
′(t) = d+φ

dt (t), para cada t ∈ [a,b). Ainda, como Φ
′ = d+

Φ

dt , temos d+

dt (Φ–φ)(t) = 0,

para todo t ∈ [a,b), e o lema anterior nos dá que existe uma constante c tal que

φ(t) =Φ(t)+c para todo t ∈ [a,b),

e portanto, φ é diferenciável.

A.3 DESIGUALDADES

Nesta seção, provaremos os resultados usados no Capítulo 2 envolvendo desi-

gualdades. Lembremos que para p,q ∈Z com p,q > 0, escreveremos

Cq
p =
(

p
q

)

=
p!

(p –q)!q!
=

p(p –1) . . .(p –q +1)
q!

.

Lema A.7. Sejam ak ,i > 0, para i ,k > 0 (k , i inteiros) satisfazendo

ak ,i 6αak–1,i–1 +βak ,i–1 para k , i > 1,

onde α,β> 0. Então:

(a) para k > i > 0 temos

ak ,i 6

i∑

j=0

C j
i α

jβi–jak–j ,0 ;

(b) para n > m > 0 temos

am,n 6

m∑

k=0

Ck
nα

kβn–kam–k ,0 +
n–1∑

k=m

Cm–1
k–1 αmβk–ma0,n–k . (A.1)

Demonstração. (a) Notemos primeiramente que

ak ,1 6αak–1,0 +βak ,0 para todo k > 1.

Também

ak ,2 6αak–1,1 +βak ,1 6α(αk–2,0 +βak–1,0)+β(αak–1,0 +βak ,0)

=α2ak–2,0 +2αβak–1,0 +β2ak ,0 para k > 2.
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Suponhamos por indução que o resultado é válido para k > i > 0. Assim, para

k > i +1 temos k –1> i > 0 e k > i > 0. Portanto

ak ,i+1 6αak–1,i +βak ,i 6α

i∑

j=0

C j
i α

jβi–jak–1–j ,0 +β

i∑

j=0

C j
i α

jβi–jak–j ,0

=
i∑

j=0

C j
i α

j+1βi–jak–1–j ,0 +
i∑

j=0

C j
i α

jβi+1–jak–j ,0

=
i+1∑

j=1

C j–1
i αjβi+1–jak–j ,0 +

i∑

j=0

C j
i α

jβi+1–jak–j ,0

= C0
i β

i+1αk ,0 +C i
i α

i+1ak–i–1,0 +
i∑

j=1

(C j–1
i +C j

i )α
jβi+1–jak–j ,0.

Como C j–1
i +C j

i =
( i
j–1
)

+
(i
j
)

=
(i+1

j
)

= C j
i+1, C0

i = 1 = C0
i+1 e C i

i = 1 = C i+1
i+1 obtemos

ak ,i+1 6C0
i β

i+1αk ,0 +C i
i α

i+1ak–i–1,0 +
i∑

j=1

C j
i+1α

jβi+1–jak–j ,0 =
i+1∑

j=0

C j
i+1α

jβi+1–jak–j ,0 ,

e completa a demonstração do item (a).

(b) Para n = 2 e m = 1 temos

a1,2 6αa0,1 +βa1,1 6αa0,1 +αβa0,0 +β2a1,0,

e (A.1) está verificada. Faremos uma prova por indução. Suponha que (A.1) é válida

para n = 1, . . . ,p e 0 < m < n, e mostremos que ela vale também para am,p+1 com

0 < m < p. Temos

am,p+1 6αam–1,p +βam,p

6α
(m–1∑

k=0

Ck
pα

kβp–kam–1–k ,0 +
p–1
∑

k=m–1

Cm–2
k–1 αm–1βk–m+1a0,p–k

)

+β
( m∑

k=0

Ck
pα

kβp–kam–k ,0 +
p–1
∑

k=m

Cm–1
k–1 αmβk–ma0,p–k

)

=
m–1∑

k=0

Ck
pα

k+1βp–kam–1–k ,0 +
p–1
∑

k=m–1

Cm–2
k–1 αmβk–m+1a0,p–k

+
m∑

k=0

Ck
pα

kβp+1–kam–k ,0 +
p–1
∑

k=m

Cm–1
k–1 αmβk–m+1a0,p–k

=
m∑

k=1

Ck–1
p αkβp–k+1am–k ,0 +

p–1
∑

k=m–1

Cm–2
k–1 αmβk–m+1a0,p–k
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+
m∑

k=0

Ck
pα

kβp+1–kam–k ,0 +
p–1
∑

k=m

Cm–1
k–1 αmβk–m+1a0,p–k

= C0
pβ

p+1am,0 +
m∑

k=1

(Ck–1
p +Ck

p )αkβp–k+1am–k ,0

+Cm–2
m–2α

ma0,p–m+1 +
p–1
∑

k=m

(Cm–2
k–1 +Cm–1

k–1 )αmβk–m+1a0,p–k .

Agora, note que Ck–1
p +Ck

p =
( p
k–1

)
+
(p
k

)
=
(p+1

k

)
= Ck

p+1 e Cm–2
k–1 +Cm–1

k–1 =
(k–1
m–2

)
+

(k–1
m–1

)
=
( k
m–1

)
= Cm–1

k , e assim chegamos em

am,p+1 6C0
pβ

p+1am,0 +
m∑

k=1

Ck
p+1α

kβp–k+1am–k ,0

+Cm–2
m–2α

ma0,p–m+1 +
p–1
∑

k=m

Cm–1
k αmβk–m+1a0,p–k

=
m∑

k=0

Ck
p+1α

kβp–k+1am–k ,0 +
p–1
∑

k=m–1

Cm–1
k αmβk–m+1a0,p–k

=
m∑

k=0

Ck
p+1α

kβp+1–kam–k ,0 +
p
∑

k=m

Cm–1
k–1 αmβk–ma0,p+1–k ,

o que conclui a indução. Para concluir a demonstração, falta provar o caso m = p.

Usando a indução e o item (a) para ap,p temos

ap,p+1 6αap–1,p +βap,p

6α
(p–1
∑

k=0

Ck
pα

kβp–kap–1–k ,0 +Cp–2
p–2α

p–1a0,1

)

+β

p
∑

k=0

Ck
pα

kβp–kap–k ,0

=
p–1
∑

k=0

Ck
pα

k+1βp–kap–1–k ,0 +Cp–2
p–2α

pa0,1 +
p
∑

k=0

Ck
pα

kβp+1–kap–k ,0

=
p
∑

k=1

Ck–1
p αkβp+1–kap–k ,0 +

p
∑

k=0

Ck
pα

kβp+1–kap–k ,0 +Cp–2
p–2α

pa0,1

= C0
pβ

p+1ap,0 +
p
∑

k=1

(Ck–1
p +Ck

p )αkβp+1–kap–k ,0 +Cp–2
p–2α

pa0,1

= C0
p+1β

p+1ap,0 +
p
∑

k=1

Ck
p+1α

kβp+1–kap–k ,0 +Cp–1
p–1α

pa0,1

=
p
∑

k=0

Ck
p+1α

kβp+1–kap–k ,0 +Cp–1
p–1α

pa0,1,

e a demonstração está completa.
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Agora faremos a demonstração do (GE; FENG, 2013, Lema 4), tirada de (LUO;

GUO; MORGUL, 1999, Lema 2.118) (página 104). Mas antes precisaremos de dois

lemas auxiliares.

Lema A.8. Se n > 0 é inteiro e α,β> 0 são tais que α+β= 1 então

n∑

i=0

iC i
nα

iβn–i =
n∑

i=1

iC i
nα

iβn–i = nα

e
n∑

i=0

i2C i
nα

iβn–i =
n∑

i=1

i2C i
nα

iβn–i = n2α2 +nαβ.

Demonstração. O termo i = 0 em cada uma das somas é 0, e as igualdades entre as

somas está justificada. Agora, para a primeira igualdade com n = 1 temos

1∑

i=0

iC i
1α

iβ1–i = C1
1α=α.

Para n > 1, temos

nα= nα(α+β)n–1 =
n–1∑

i=0

nC i
n–1α

i+1βn–1–i =
n–1∑

i=0

(i +1)C i+1
n αi+1βn–1–i =

n∑

i=1

iC i
nα

iβn–i .

Para a segunda, é simples verificar diretamente que ela é válida para n = 1,2.

Para n > 2, o processo é análogo ao anterior, escrevendo n2α2 +nαβ= (n2α2 +nαβ)(α+

β)n–2.

Lema A.9. Para m > 0 inteiro e |γ| < 1 temos

∞∑

i=m

Cm–1
i–1 γi–m = (1–γ)–m,

∞∑

i=m

(i –m)Cm–1
i–1 γi–m = γm(1–γ)–m–1,

∞∑

i=m

(i –m)2Cm–1
i–1 γi–m = γm(1–γ)–m–2(γm +1).

Demonstração. Para |γ| < 1,

∞∑

i=1

C0
i–1γ

i–1 =
∞∑

i=0

C0
i γ

i =
∞∑

i=0

γi = (1–γ)–1.

Para m > 1, derivando (m –1)-vezes esta expressão (na variável γ), obtemos

(m –1)!(1–γ)–m =
∞∑

i=m–1

i(i –1) · · ·(i –m)γi–(m–1) =
∞∑

i=m

(i –1)(i –2) · · ·(i –m –1)γi–m,
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e portanto

(1–γ)–m =
∞∑

i=m

(i –1)(i –2) · · ·(i –m –1)
(m –1)!

γi–m =
∞∑

i=m

Cm–1
i–1 γi–m.

Derivando esta expressão mais uma vez em γ, obtemos

m(1–γ)–m–1 =
∞∑

i=m

(i –m)Cm–1
i–1 γi–m–1,

e multiplicando por γ segue que

γm(1–γ)–m–1 =
∞∑

i=m

(i –m)Cm–1
i–1 γi–m.

A última expressão é provada derivando a expressão anterior na variável γ.

Lema A.10. Sejam n>m > 0 inteiros, e α,β> 0 com α+β= 1. Então:

m∑

i=0

C i
nα

iβn–i (m – i)6
(
(nα–m)2 +nαβ

)1/2, (A.2)

αm
n∑

i=m

Cm–1
i–1 βi–m(n– i)6

(
mβ/α2 +(mβ/α+m –n)2

)1/2. (A.3)

Demonstração. Note primeiro que como n>m, temos

m∑

i=0

C i
nα

iβn–i (m – i) =
m∑

i=0

√

C i
nα

iβn–i
√

C i
nα

iβn–i (m – i),

e assim, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, segue que

m∑

i=0

C i
nα

iβn–i (m – i)6

( m∑

i=0

C i
nα

iβn–i

)1/2( m∑

i=0

C i
nα

iβn–i (m – i)2
)1/2

6

( n∑

i=0

C i
nα

iβn–i

)1/2( n∑

i=0

C i
nα

iβn–i (m – i)2
)1/2

.

Mas
n∑

i=0

C i
nα

iβn–i = (α+β)n = 1,

pois α+β= 1. Além disso, temos

n∑

i=0

C i
nα

iβn–i (m – i)2 = m2
n∑

i=0

C i
nα

iβn–i

︸ ︷︷ ︸

= (α+β)n=1

–2m
n∑

i=0

iC i
nα

iβn–i +
n∑

i=0

i2C i
nα

iβn–i ,
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e usando o Lema A.8 obtemos

n∑

i=0

C i
nα

iβn–i (m – i)2 = m2 –2mnα+n2α2 +nαβ= (nα–m)2 +nαβ,

e prova (A.2).

Agora, procedendo como antes, note que

n∑

i=m

Cm–1
i–1 βi–m(n– i)6

( n∑

i=m

Cm–1
i–1 βi–m

)1/2( n∑

i=m

Cm–1
i–1 βi–m(n– i)2

)1/2

6

(
∞∑

i=m

Cm–1
i–1 βi–m

)1/2( ∞∑

i=m

Cm–1
i–1 βi–m(n– i)2

)1/2

.

Usando o Lema A.9, e lembrando que α+β= 1, obtemos

∞∑

i=m

Cm–1
i–1 βi–m(n– i)2 =

∞∑

i=m

Cm–1
i–1 βi–m(n–m –(i –m))2

= (n–m)2
∞∑

i=m

Cm–1
i–1 βi–m –2(n–m)

∞∑

i=m

(i –m)Cm–1
i–1 βi–m +

∞∑

i=m

(i –m)2Cm–1
i–1 βi–m

= (n–m)2α–m –2(n–m)βmα–m–1 +mβα–m–2(βm +1).

Assim

n∑

i=m

Cm–1
i–1 βi–m(n– i)6α–m/2((n–m)2α–m –2(n–m)βmα–m–1 +mβ(βm +1)α–m–2

)1/2

=α–m((n–m)2 –2(n–m)mβ/α+m2β2/α2 +mβ/α2)1/2

=α–m((m –n+mβ/α)2 +mβ/α2)1/2,

e portanto

αm
n∑

i=m

Cm–1
i–1 βi–m(n– i)6

(
(m –n+mβ/α)2 +mβ/α2)1/2.
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