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RESUMO

O foco deste trabalho é o estudo de categorias abelianas e suas propriedades, e, em especial,
é feita a demonstracao do Teorema de Freyd-Mitchell, que afirma que para toda categoria
abeliana pequena existe um funtor fiel, cheio e exato para alguma categoria de modulos a
esquerda sobre um anel. Este estudo foi feito majoritariamente a partir do livro Abelian
Categories. Para tratar de categorias abelianas, o trabalho passa por uma introducao a
teoria de médulos e a teoria de categorias, notando os detalhes que sao necessarios para
seu entendimento. A demonstragao do Teorema de Freyd-Mitchell é feita na segunda
metade do trabalho, onde sao introduzidos e trabalhados diversos conceitos para tal fim.

Palavras-chave: Categorias; categorias abelianas; sequéncias exatas; funtores.
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1 INTRODUCAO

Como o titulo sugere, este trabalho tera foco em dois temas: Categorias abelianas
e o Teorema de Freyd-Mitchell.

Muitos topicos na matemaética estudam o comportamento de aplicacoes entre
estruturas, como fungoes entre conjuntos, morfismos de grupo entre grupos e transformagoes
lineares entre espacos vetoriais. Categorias, de certo modo, generalizam essa nog¢ao e nos
permite um estudo mais geral sobre tais relagoes entre estruturas, em que temos objetos
e morfismos entre estes objetos, de modo que podemos compor estes morfismos quando
apropriado.

Varios conceitos vistos com frequéncia em teorias mais especificas sdo vistos
também em teoria de categorias de uma forma mais generalizada, como kernels, produtos
e monomorfismos. Estes conceitos nao necessariamente existem em todas as categorias,
mas o topico que trataremos, de categorias abelianas, nos d4 um contexto em que alguns
destes conceitos sao de suma importancia.

Categorias abelianas sao categorias que satisfazem alguns axiomas, e que, em
particular, todos os morfismos possuem kernels e cokernels, e podemos falar de sequéncias
exatas, que possuem grande importancia em varios ramos algébricos.

Numa categoria abeliana arbitraria ndo podemos utilizar conjuntos em nossa
definicao de kernels e cokernels, de modo que as demonstracoes envolvendo sequéncias
exatas se tornam mais complicadas que as demonstragoes que seriam feitas, por exemplo,
em teoria de grupos, pois nao temos elementos em conjuntos para brincar com a continéncia
de conjuntos por meio deles.

E nesta parte que o Teorema de Freyd-Mitchell acaba brilhando, pois com ele
conseguimos, de certo modo, ver toda categoria abeliana pequena como uma subcategoria
cheia e exata de uma categoria de modulos, que é um ambiente bastante mais amigavel
para demonstragoes, ja que modulos sao constituidos por conjuntos, de modo que podemos
utilizar a técnica de “diagram chasing”, buscando elementos dentro de conjuntos em
diagramas para fazer demonstragoes de forma mais simples e intuitiva.

Freyd em seu livro descreve como se deu a formacgao das ideias para a demonstragao
do Teorema de Freyd-Mitchell, explicando de forma bastante informal suas lembrangas de
como foram obtidas as ideias e os resultados feitos por diversos outros matematicos, que
ele incorporou em diversos resultados que, no final, Mitchell juntou em uma demonstragao
final do teorema.

Se assumira que o leitor tenha conhecimento de teoria de grupos, anéis e conjuntos,
e qualquer outro requisito para o entendimento do tema sera introduzido aqui, apesar que

¢ recomendado um certo conhecimento sobre teoria de médulos e de categorias, mesmo
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que sejam introduzidos e explicados aqui.

Todos os anéis neste trabalho serao assumidos anéis com unidade. Assumiremos
também o Lema de Zorn como verdadeiro. Na verdade, assumiremos algo mais forte que
isto, o axioma da escolha global.

Nos dois préximos capitulos darei uma introducao a teoria de modulos e a teoria
de categorias, informando tudo que ¢é necessario para o estudo de categorias abelianas.

No quarto capitulo comecarei a falar de categorias abelianas, as definindo e
demonstrando diversos teoremas e proposi¢coes nas mesmas. Serdao definidas sequéncias
exatas e uma operacao de soma entre os morfismos em uma categoria abeliana neste
capitulo também.

O quinto capitulo comegard uma preparagao para que possamos falar do Teorema
de Freyd-Mitchell, introduzindo funtores e subcategorias.

E no sexto capitulo que enunciamos o Teorema de Freyd-Mitchell, mas nao é feita
sua demonstracao ainda, pois precisamos de varios outros recursos para a fazer. Definimos
objetos projetivos, injetivos, geradores e cogeradores neste capitulo e os utilizamos para a
demonstracao do Teorema de Mitchell, que ¢ uma versao do Teorema de Freyd-Mitchell
com algumas hipoteses extras, e que sera utilizado para a demonstracao do mesmo.

Os trés proximos capitulos serao todos utilizados para a demonstracao do Teorema
de Freyd-Mitchell, com o capitulo categorias de funtores e a imersao de Yoneda e o capitulo
categorias de Grothendieck e envelopes injetivos trabalhando em frentes diferentes, mas
que serao unidas posteriormente na demonstracao de diversos resultados que serao feitos no
capitulo o Teorema de Freyd-Mitchell para enfim demonstrarmos o teorema neste capitulo.

Por fim, planejo mostrar como podemos aplicar o Teorema de Freyd-Mitchell
em demonstracoes, fazendo uma demonstracao de um lema envolvendo um diagrama e
exatidao de sequéncias numa categoria abeliana arbitraria, utilizando e apresentando a

técnica de “diagram chasing” numa categoria de modulos arbitraria para tal.



2 R-MODULOS

Comecaremos com uma breve introducao a modulos, que veremos que formarao

uma categoria abeliana de grande importancia para o Teorema de Freyd-Mitchell.

2.1 R-MODULOS

Definicao 2.1.1 (R-médulos). Seja R um anel. Um modulo sobre R (a esquerda),
ou um R-médulo (a esquerda), é uma tripla (M,+,-) em que M €é um conjunto, + é
uma operagao tal que (M, +) forma um grupo abeliano e - é uma operagio -: R x M — M,

que denotamos -(r,m) = r - m, que satisfaz, para todor,s € R e m,n € N,
1. Ip-m=m
2.r-(s-m)=(rs)-m
3. (r+s)-m=r-m+s-m
4.r-(m+n)=r-m+r-n
Caso as operacoes sejam implicitas, dizemos apenas que M é um R-mddulo.

Esta defini¢ao de médulo sobre um anel R é usualmente nomeada por R-mddulo a
esquerda por conta de sua multiplicacao ser denotada com o elemento do anel a esquerda
do elemento do médulo, em contraste com o conceito de R-mdédulos a direita, que possui
uma multiplicagao com o elemento do anel a direita do elemento do médulo.

Nao falaremos sobre R-médulos a direita neste trabalho, e, portanto, omitirei o
lado em que o anel age sobre o modulo, e sempre serda assumido que ¢ pelo lado esquerdo,
assim como na definicdo acima.

Pode se notar uma certa similaridade entre esta notagdo e o produto por escalar

de espacos vetoriais, e de fato possuem relacao:

Exemplo 2.1.2 (Espacos vetoriais sao K-médulos). Seja V' um espago vetorial sobre
um corpo K. Assim, V' com sua operacdo de soma é um grupo abeliano, e, junto de sua

operagao de multiplicacao por escalar de V', é um K-maodulo.

Exemplo 2.1.3 (Grupos abelianos sdo Z-médulos). Dado um grupo abeliano A, podemos

definir uma estrutura de Z-modulo em A por, para z € Z ea € A, z-a=a+---+a, se
—_————

z

2>0,z-a=(—a)+ -+ (—a), se2<0,ez-a=0, se z=0.
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Exemplo 2.1.4 (Ideais a esquerda sao mddulos sobre seus anéis). Seja R um anel. Um
ideal a esquerda I de R pode ser visto como um grupo abeliano com a operacao da soma
de R, e como para todo a € I er € R temos que r-a € I (pela multiplicacio em R) I é
um R-modulo com esta operacao.

Em particular, R é um R-modulo com suas operagoes usuais.

A partir de entao, sempre que falarmos de um R-mdédulo, estara implicito que R
¢ um anel.

2.2 MORFISMOS DE R-MODULOS

Assim como em grupos, anéis e espacos vetoriais, as fungdes de interesse no estudo
de R-modulos sao as que preservam sua estrutura.

Defini¢ao 2.2.1 (Morfismo entre R-médulos). Um morfismo de R-médulos é uma
funcao ¢: My — My entre dois R-mddulos My e M, que satisfaz, para todor € R e
m,n € M,

L p(m +n) = p(m) + ¢(n)
2. p(r-m) =r-p(m)

Também podemos ver morfismos de R-mddulos como morfismos de grupos que
satisfazem a propriedade 2. acima, propriedade chamada de R-linearidade.

Exemplo 2.2.2 (Transformagoes lineares sao morfismos de K-médulos). Dados V e W

espagos vetoriais sobre um corpo K, uma transformagao linear T entre eles ¢ um morfismo
de K-mdadulos.

Exemplo 2.2.3 (Morfismos de grupos abelianos sdo morfismos de Z-moédulos). Dados A e
B grupos abelianos, wm um morfismo de grupos @ entre eles € um morfismo de Z-maédulos
ao vermos A e B como Z-maodulos.

Note que para um anel R e um R-mdédulo M, um morfismo de R-modulos
p: R — M é definido unicamente por para onde leva a unidade de R, pois, para todo

re R, p(r)=p(r-1)=r-p(l).

2.3 SUBMODULOS E MODULOS QUOCIENTE

Defini¢ao 2.3.1 (Submodulos). Seja M um R-médulo. Um R-mddulo N € dito um
submodulo de M se N for um subconjunto de M, e a fung¢do inclusao de N em M for
um morfismo de R-maodulos.

Alternativamente, N é um submédulo de M se N é um subconjunto de M e sua
estrutura de R-moédulo provém da estrutura de R-modulo de M, sendo dada pela restricao
das operagoes de M a N.

Exemplo 2.3.2 (Ideais sao submddulos de seus anéis). Dados R um anel, e I um ideal d
esquerda de R, sabemos que I e R sao R-moddulos. Temos, também, que I é um submodulo
de R.
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Sejam M um R-moédulo e N um submédulo de M. Dizemos que dois elementos
de M, my e my sdo congruentes mod N se m; —mg € N, ou seja, m; = my (mod N) se
my; —mo € N. Esta relagao de congruéncia mod N forma uma relagao de equivaléncia.
Seja M /N o conjunto de classes de congruéncia mod N, e para cada m € M denotemos
por [m] ={m’ € M :m' =m (mod N)} a classe de equivaléncia que m representa.

Definicao 2.3.3 (Médulo Quociente). Sejam M um R-mddulo e N um submddulo de M .
Definimos em M /N as operagoes, param,n € M er € R, [m]+[n] = [m+n], r-[m] = [r-m].
FEstas operagoes estio bem definidas e junto de M /N formam um R-mddulo. Este R-mdédulo
¢ chamado o modulo quociente de M por N.

Para Z-mdédulos, os médulos quociente sao justamente os quocientes de grupo da
teoria de grupos.

Note que estas defini¢oes sao idénticas as feitas para grupos. Assim como na teoria
de grupos, dado um anel R, podemos definir produtos de R-mdédulos como o produto
cartesiano dos conjuntos. Também, podemos definir o conjunto kernel de um morfismo de
R-moédulos da mesma forma que em grupos, e este serd devidamente um R-moédulo por si
sO.
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CATEGORIAS

Teoria de categorias sera a base para todo este trabalho. Sendo assim, trarei neste

capitulo todos os conceitos envolvendo teoria de categorias que serao necessarios para o
que faremos.

3.1

CATEGORIAS

Definicao 3.1.1 (Categoria). Uma categoria é uma tripla (¢, Hom, o), onde

€ ¢ uma classe, chamada classe de objetos.

Hom ¢ uma classe de conjuntos associados unicamente a cada par ordenado de
elementos de € .

Denotamos o conjunto associado ao par de objetos (A, B) € € x € por Homy (A, B),
ou por (A, B)g, e este é chamado o conjunto de morfismos entre os objetos A e B.
Quando a categoria estiver implicita pelo contexto, muitas vezes utilizaremos apenas
Hom(A, B) ou (A, B). Nao haverd mais ocasioes neste trabalho em que veremos
(A, B) como um par ordenado de objetos, de modo que esta iltima notag¢do nao
gerard conflitos.

Um elemento f € (A, B)¢ também serd denotado da forma A L, B. Caso digamos

que A LB é um morfismo de €, estard subentendido que f € um elemento de
(A, B)¢. Quando estivermos tratando apenas de um morfismo de (A, B)g, por vezes
sequiremos apenas com a notagdo A — B.

Diremos também que, para f € (A, B)g, A é o dominio de f e B é o contradominio
de f.
o ¢ uma classe de operagoes associadas a cada tripla ordenada de elementos de € .

Dada uma tripla de objetos (A, B,C') € € X € X €, a associamos da operagio, que
levard a mesma notagao de sua classe, o: (A, B)y x (B,C)¢ — (A, C)e.

Para f € (A,B)¢ e g € (B,C)¢, denotaremos o(f,g) por go f ou simplesmente
gf, e diremos que esta é a composicao de g com f. Neste caso, usando a notagdo

. . . af
de morfismos com setas, escrevemos também esta composicdo como A~ C =
/ g
A—=B=>C

E esta tripla deve satisfazer as sequintes propriedades:

. Para cada tripla de morfismos A R B, B-%C e C - D, temos que (hog)o f =

ho(go f) (de modo que podemos denotar composicoes de trés ou mais morfismos
sem mos preocupar com parenteses).

Para cada A € € existe um morfismo 14 € (A, A)g tal que para todo B € €, e
fe€(A B)y ege (B,A)g, temos que folg=felyog=yg.
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Neste caso, e caso nao gere confusdo, também diremos apenas que € ¢ uma
categoria.

O conceito de categorias é, de certa forma, uma generalizacdo de varias outras
teorias. Os exemplos dados abaixo ilustram isto.

Exemplo 3.1.2 (Set). A categoria cuja classe de objetos é a classe de todos os conjuntos,
tal que para cada par A, B de conjuntos, Hom(A, B) é o conjunto de fungoes com dominio
A e contradominio B, e com a operacdo de composicio usual de fungoes, € chamada a
categoria de conjuntos, e denotamos ela por Set.

Exemplo 3.1.3 (Grp). Temos uma categoria cuja classe de objetos é formada por todos
0S grupos, e os morfismos sao os morfismos entre grupos, e, € claro, a composi¢io € a

composicao usual destes morfismos de grupo. Esta categoria € chamada a categoria de
grupos, e a denotamos por Grp.

Exemplo 3.1.4 (R-mod). Dado um anel R, a categoria formada pelos R-mddulos e
morfismos de R-mddulos é chamada a categoria de R-méddulos e a denotamos por R-mod.

De forma similar, hé categorias para varios tipos de estruturas, como Ring, formada
por anéis e morfismos de anéis, Ab, formada por grupos abelianos e morfismos de grupos,
Top, formada por espacos topoldgicos e fungdes continuas, dentre muitas outras.

Como notamos antes, grupos abelianos sao Z-modulos e morfismos entre grupos
abelianos sao morfismos entre Z-modulos. Assim, Ab pode ser vista como justamente a
mesma categoria que Z-mod.

Em todos os exemplos dados temos que os objetos das categorias envolvem
conjuntos, e os morfismos sao func¢oes entre estes conjuntos, mas nem todas as categorias
sao assim.

Na verdade, a ideia de categorias ¢ nao se importar com as caracteristicas dos
objetos, mas sim apenas com o modo que os morfismos se comportam entre si, utilizando
os objetos mais como um meio para indicar onde os morfismos se encontram.

Por exemplo, podemos definir uma categoria em que os objetos sdo nimeros
inteiros, e os conjuntos de morfismos sao dados da seguinte forma: dados n,m € N, o
conjunto de morfismos (n,m) é um conjunto com exatamente um elemento caso n divida
m, e o conjunto vazio caso contrario.

Apesar disto, é claro que utilizar as caracteristicas dos objetos para formular
demonstragoes é bastante 1util. Uma das motivagoes para o Teorema de Freyd-Mitchell se
relaciona intimamente com esta ideia.

Mas falaremos disto em seu tempo. Vejamos entao varios conceitos importantes
relacionados a categorias.

Um diagrama em uma categoria € é uma ilustragao formada por objetos de € e
morfismos entre estes objetos, os representando como flechas entre estes objetos. Dados
dois objetos A e B num diagrama, um caminho entre A e B é uma sequéncia finita de
morfismos no diagrama que comeca em A e termina em B, e cujo dominio de um morfismo
é o contradominio do anterior (ou seja, podemos compor os morfismos da sequéncia para
obter um morfismo de A para B).

Dizemos que um diagrama em % é comutativo se para quaisquer dois objetos no
diagrama temos que a composicao dos morfismos de qualquer caminho entre estes objetos
nos da o mesmo morfismo.

Como exemplos, um diagrama da forma
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|

O+

—

A
|
C
C

é comutativose A— B— D = A— C — D, e um diagrama da forma

¢ comutativose A —C = A — B — C.

Estes serdao os principais diagramas que veremos, e os utilizarei especialmente
para descrever igualdades de uma forma mais intuitiva.

Diagramas maiores podem acabar dando um trabalho maior de se demonstrar
que todo caminho é o mesmo para mostrar sua comutatividade, mas nao é dificil de se
verificar que no fim basta checar a comutatividade dos diagramas formados pelos poligonos
menores no diagrama, cuja verificacao de comutatividade é feita com uma simples equagao
como as dos exemplos acima.

Muitos dos conceitos que veremos envolverao propriedades que podem ser demons-
tradas apenas por inverter as setas de morfismos em outra demonstracao ja feita. Para
formalizacao disto serdo definidas agora categorias duais e propriedades duais.

Definic¢ao 3.1.5 (Categoria Dual). Seja € uma categoria. A categoria dual, ou cate-
goria oposta de €, denotada por €°P, € a categoria cujos objetos sao os objetos de € e
para cada par de objetos A e B temos que (A, B)gor € 0 conjunto (B, A)g.

Para dois morfismos A LBeBLCem P, a composi¢io g oo, f em EP é
dada pelo morfismo f o g dado pela composicio em €

A categoria dual de uma categoria ¢ é, de forma intuitiva, a categoria %, mas
com as setas trocando de diregao. Por simplicidade, denotaremos (A, B)gor como (A, B)op
nos casos em que a categoria em questao estd implicita.

Definigao 3.1.6 (Propriedades duais). Seja P uma propriedade envolvendo objetos,
morfismos e suas composicoes em uma categoria arbitriria €. A propriedade dual de P,
denotada por P*, € a propriedade tal que para toda categoria € temos que P* € verdadeira
em € se, e somente se, P ¢ verdadeira em € °P.

Informalmente, P* pode ser lida como a propriedade P em que trocamos a diregao
de todos os morfismos descritos e trocamos todos os conceitos por seus conceitos duais.
Veremos varios exemplos de conceitos duais nas préximas secoes.

A utilidade de se considerar propriedades e conceitos duais é elucidada na seguinte
proposicao:

Proposicao 3.1.7. Seja P uma proposicio valida em qualquer categoria. Assim, P*
também € valida em qualquer categoria.

Demonstragio. Nas hipoteses acima, seja € uma categoria qualquer. Assim, °P é também
uma categoria, e, portanto, P é valida em % °P. Por definicdo, entao, temos que P* é valida
em % . O]
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Assim, a demonstracao de proposicoes duais a uma proposicao feita numa categoria
arbitraria segue imediatamente da demonstracao da propria proposicao e do resultado
acima. Neste caso, diremos que a proposicao segue dualmente.

3.2 MONOMORFISMOS, EPIMORFISMOS E ISOMORFISMOS

Nesta e nas préximas se¢oes deste capitulo estaremos em uma categoria é arbi-
traria.

Defini¢ao 3.2.1 (Monomorfismo). Um morfismo A L5 B ¢ dito um monomorfismo se
para quaisquer morfismos A' <+ B e A' %5 B tais que fox = f oy temos que x = y. Ou
seja, temos que o sequinte diagrama comuta:

A —=a-1 .pB
Yy

Defini¢ao 3.2.2 (Epimorfismo). Um morfismo A L5 B ¢ dito um epimorfismo se para
quaisquer morfismos B %> B' ¢ B % B’ tais que o f =y o f temos que © = y. Ou seja,
temos que o sequinte diagrama comuta:

y— — B
Em Set, por exemplo, os monomorfismos sao justamente as fungoes injetivas, os
epimorfismos as fungoes sobrejetivas. Similarmente, em Grp, Ab e R-mod, seus monomor-
fismos e epimorfismos sdo, respectivamente, seus morfismos injetivos e sobrejetivos.
Apesar disto, em Ring, por exemplo, nem todo epimorfismo é sobrejetivo: a
inclusao ¢ de Z em Q é um contraexemplo, pois se f e g sdo morfismos de anéis tais

que for= gou, temos que f(n) = g(n) para todo inteiro n em Q, de modo que para

¢ =2 €Q comn,m € Z temos que f(q) = f(%) = H5 = 42 = g(2) = g(q), e,

portanto, f = g, de forma que ¢ é um epimorfismo, mas ¢ claramente nao é sobrejetivo.
Em quaisquer categorias, é facil ver que os morfismos identidade de quaisquer
objetos sao monomorfismos e epimorfismos.
Monomorfismos e epimorfismos sao um primeiro exemplo de conceitos duais:

A s B 6 um monomorfismo numa categoria % se, e somente se, este é um epimorfismo
em €°P.

Havera varios outros exemplos importantes de conceitos duais, e os explicitarei,
mas evitarei passar por demonstragoes de que sao conceitos duais, pois estas sao usualmente
intuitivas e nao muito dificeis, apenas potencialmente trabalhosas e longas.

Proposicao 3.2.3. Sejam A -2 B e B L5 ¢ dois morfismos.

e Se fog € um monomorfismo, entdo g é um monomorfismo.
e Se fog éum epimorfismo, entao f é um epimorfismo.

Demonstrag¢io. Mostrarei apenas para o caso do monomorfismo, pois para o epimorfismo
segue dualmente. Suponhamos entdao que f o g ¢ um monomorfismo.
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Sejam x e y morfismos tais que g ox = g oy. Assim, temos que a composi¢do com
fétal que fogox = fogoy. Como fogéum monomorfismo, x = y. Assim, g é entao
um monomorfismo. m

Definigao 3.2.4 (Isomorfismo). Um morfismo A — B é dito um isomorfismo se existe
um morfismo B — A tal que

A—B-—A=AAA

B—A—B=B-%B
Neste caso, dizemos que A e B sdo isomorfos.

Como exemplos, em Set, Grp, Ab e R-mod, os isomorfismos sao as fungoes bijetivas.

Em quaisquer categorias, os morfismos identidades sao isomorfismos, cujo inverso
sao eles mesmos.

[somorfismo é um conceito dual consigo mesmo. Ou seja, f é um isomorfismo
numa categoria se, e somente se, f é um isomorfismo na categoria dual desta.
Proposicio 3.2.5. Seja A 2> B um morfismo, e suponha que existem B Y AeB 2, A
tais que Yo =14 e po) =1g. Assim, b =" e ¢ é um isomorfismo.

Demonstragio. Basta fazer a composicao em alguma das equagoes: 1) = 1olg = hopor)’ =
14 09" =1). Segue, entdo, diretamente que ¢ é um isomorfismo O

Em particular, podemos ver que se ¢ é um isomorfismo, entao o morfismo que
satisfaz as igualdades na definicdo de isomorfismo é tnico. Deste modo, damos a notagao
¢! para este morfismo, e o chamamos de morfismo inverso de ¢. E facil ver que ¢! é
também um isomorfismo cujo inverso é .

Nem sempre é verdade que todo morfismo que é um monomorfismo e um epimor-
fismo é também um isomorfismo como ocorre em Set: a inclusao de Z em QQ na categoria
Ring vista anteriormente ¢ um monomorfismo e um epimorfismo que nao é um isomorfismo.
Mas o contrario é sempre valido:

Proposicao 3.2.6. Todo isomorfismo é um monomorfismo e um epimorfismo.

Demonstragdo. Seja ¢ um isomorfismo, e x e y dois morfismos tais que p ox = p o y.
Assim, compondo com o inverso de ¢, temos que

r=lox=plopor=plopoy=loy=y

De modo que ¢ é um monomorfismo. Similarmente, vemos que é um epimorfismo.
O

3.3 SUBOBJETOS E OBJETOS QUOCIENTE

Definigao 3.3.1 (Continéncia e equivaléncia de monomorfismos). Dados dois monomor-

L L . ’ . ,
fismos Ay —= B e Ay —% B, dizemos que v, estd contido em iy (ou que 1y contém 1,), e
denotamos isto por 11 C 19, se existe um morfismo Ay — As tal que o diagrama
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Ay "
-t
AQ/

comuta.
L1 L2 - . .
Os monomorfismos A; — B e Ay — B sao ditos equivalentes se 1; C 1 €
ty C 11, € denotamos 11 = 1y.

Note que, seguindo a notacao da definicao, se 11 C 9, segue da proposicao 3.2.3
que A; — A, é um monomorfismo, pois sua composi¢do com iy 0 €.

o  ~ L L2 ~ . ~ s .
Proposicao 3.3.2. Se A, — B e Ay - B sdo equivalentes, entdo A, € isomorfo a
Ay. Neste caso, os morfismos dados pelas continéncias sao isomorfismos entre Ay e A,.

Demonstragao. Da equivaléncia dos morfismos, como um esta contido no outro, segue que
existem morfismos A, — A; e A; — A, tais que

Ay A 2+ B = A, 25 B
e
Al A2 = B = Al L) B
Assim,
L1 L2 L1 La, L1
A1HAQHAlHB:AlﬂAQHB:AIHB:AlﬂAlﬂB
Como ¢; é um monomorfismo, temos entao que
La,
Al A2 Al - Al E— Al
1
Similarmente temos que Ay — A; — Ay = Ay - Ay, de modo que os morfismos
sao inversos e A e B sdo, portanto, isomorfos. O

~Y

A relagdo = entre monomorfismos para um objeto B forma uma relagao de
equivaléncia na classe formada pelos monomorfismos com contradominio B. Com esta
relacdo de equivaléncia, definimos subobjetos:

Definicao 3.3.3 (Subobjetos). Um subobjeto de um objeto B é uma classe de equivaléncia

/
[A— B] :={A - B:/ é monomorfismo,/ = 1} de monomorfismos com contradominio
B.

Podemos pensar nos subobjetos como uma generalizacao de subconjuntos, subgru-
pos e submodulos para categorias mais abstratas, e, de fato, estes sao, de certo modo, os
subobjetos de suas respectivas categorias. Por exemplo,

Exemplo 3.3.4 (Subobjetos de Grp sdo os subgrupos). Se G é um objeto de Grp (ou
seja, um grupo), entdo a inclusao de um subgrupo G' em G € wm monomorfismo em Grp
e representa uma classe de equivaléncia de um subobjeto de G.

E, por outro lado, se H — G ¢é um representante de um subobjeto de G, entdo t
¢ equivalente d inclusao do subgrupo t(H) em G, de forma que esta inclusao representa a
mesma classe.
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Como um abuso de notacao, dado um monomorfismo B’ — B, e considerando
o subobjeto [¢] de B, muitas vezes diremos que ¢ é este subobjeto de B. Quando este
monomorfismo puder ficar implicito, também diremos que B’ é este subobjeto de B.
Tomaremos cuidado com isto caso hajam monomorfismos distintos para B com mesmo
dominio para evitar conflitos de notacao, é claro.

Para cada objeto A, seu morfismo identidade, 1,4, ¢ um monomorfismo. Ficara
sempre implicito que, caso falemos de A como um subobjeto de A, este é o subobjeto
representado por 14.

Definimos a continéncia de subobjetos pela continéncia de seus monomorfismos
representantes. Ou seja, dizemos que o subobjeto representado por ¢; estd contido no
subobjeto representado por o se ¢; C 15 como monomorfismos, dando a mesma notagao
11 € 15 a0 os vermos como subobjetos. E possivel ver que esta relacido de continéncia nio
depende dos representantes escolhidos.

Podemos notar facilmente que, vendo ¢; e 15 como subobjetos, se t; C 15 € to C 1y
entao ¢; = o.

Note que se A; e Ay sdo subobjetos de algum objeto A com A; C A, entdo
podemos ver A; como um subobjeto do objeto A; com o monomorfismo que comuta o
diagrama da continéncia dos monomorfismos que representam os subobjetos A; e A,.
De fato, assumiremos que este seja o caso ao vermos A; como um subobjeto de A; em
situacoes como esta.

Assim como para subconjuntos de um conjunto, temos também uma nocao de
unioes e intersecgoes de subobjetos.

Definigao 3.3.5 (Intersecgao de Subobjetos). Dados dois subobjetos By e By de um objeto
B, dizemos que sua intersecgdo, By N By, é 0o maior subobjeto de B que estda contido em
B e By, caso exista.

Ou seja, By N By esta contido em By e By, e todo subobjeto que estd contido em
Bi e By também estd contido em By N Bs.

Definicao 3.3.6 (Unido de Subobjetos). Dados dois subobjetos By e By de um objeto B,
dizemos que sua untd@o, By U By, é o menor subobjeto de B que contém By e Bsy, caso
exista.

Ou seja, By U By contém By e By, e todo subobjeto que contém By e By também
contém By U Bs.

Em Set, estas serdo as respectivas intersecgoes e unides de subconjuntos (conside-
rando, é claro, as inclusdes destes como representantes da classe dos subobjetos). Em Grp,
a interseccao serd a interseccao usual de conjuntos, pois uma interseccao de subgrupos
continuard sendo um subgrupo, mas a unido pode nao ser tao trivial (por exemplo, para o
grupo Z X Z, seu unico subgrupo contendo Z x 0 e 0 X Z é 7Z X 7, mas esta nao ¢ a uniao
dos dois vistos como conjuntos).

Expandimos estas definicdes para unides e intersecgdes arbitrarias de subobjetos.

Definicao 3.3.7. Dada uma familia de subobjetos {B;}; de um objeto B, dizemos que
sua interseccao, NiB;, é o maior subobjeto de B que estd contido em B; para todo t € I,
caso exista.

Definicao 3.3.8. Dada uma familia de subobjetos {B;}; de um objeto B, dizemos que
sua uniago, UrB;, € o menor subobjeto de B que contém B; para todo i € I, caso exista.
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O conceito dual de subobjetos é o de objetos quociente.

Definigao 3.3.9 (Continéncia e equivaléncia de epimorfismos). Dados dois epimorfismos

™ s . ’ . z
B "% A; e B2 Ay, dizemos que m, estd contido em m, (ou que T contém T ), e
denotamos isto por m C my, se existe um morfismo Ay — A; tal que o diagrama

A
B%f
\AQ

comuta.
. T ™ ~ . .
Os epimorfismos B — Ay e B — Ay sdo ditos equivalentes se w1 C g e mg C 7y,
e denotamos m = 7.

Note que a direcdo do morfismo entre A; e Ay é contraria a da continéncia entre
monomorfismos. Algo que me ajuda a lembrar disto é pensar que, neste caso como um
exemplo, A; deve estar, de certo modo, mais longe de B que As.

A relacao = entre dois epimorfismos com o mesmo dominio, assim como a vista
com monomorfismos, é uma relacdo de equivaléncia, e nos leva a definicao de objetos
quociente.

Definigao 3.3.10. Um objeto quociente de um objeto A € uma classe de equivaléncia

[A-5 Bl ={A B ¢ epimorfismo, ' = 1w} de epimorfismos com dominio A.

Definimos entao continéncia, unides e intersecgoes de objetos quociente assim
como feito com subobjetos, apenas utilizando esta continéncia de epimorfismos para isto.

Assim como com subobjetos, por vezes veremos também o proprio epimorfismo, ou
0 objeto em seu contradominio, como o objeto quociente que este representa. Usualmente
também diremos que o objeto quociente A de um objeto A é o objeto quociente representado
por 14.

Em Ab (e R-mod), por exemplo, os objetos quociente sdo os grupos quociente:

Exemplo 3.3.11. Dado um grupo abeliano M e um epimorfismo mw, entdio se K € o
subgrupo dado pelo kernel de 7, temos pelo Teorema do Isomorfismo que o contradominio
de 7 é isomorfo a M /K. Podemos ver que m representa o mesmo objeto quociente que o
morfismo quociente de M para M/K.

3.4 OBJETOS ZERO, KERNELS E COKERNELS

Definigao 3.4.1 (Objeto Zero). Um objeto zero, é um objeto, usualmente denotado por
0, tal que para todo objeto A temos que os conjuntos de morfismos (A,0) e (0, A) possuem
exatamente um elemento.

Em Grp, por exemplo, o grupo com apenas um elemento serd um objeto zero.
Objetos zero nem sempre existem: em Set, por exemplo, os conjuntos unitarios da forma
{*} s@o os unicos que satisfazem a condigao de que para todo conjunto A temos que
(A, {*}) possui exatamente um elemento, mas se A possui, por exemplo, dois elementos,
entao ({*}, A) possui dois elementos também.

Para cada objeto A, o tinico morfismo 0 — A é claramente um monomorfismo e
o unico morfismo A — 0 um epimorfismo.
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Objetos zero, assim como isomorfismos, sao duais consigo mesmos.
Proposicao 3.4.2. Objetos zero sao isomorfos.

Demonstragio. Sejam 07 e Oy dois objetos zero. Assim, (01,02) e (03,01) possuem exata-
mente um elemento, digamos f e g, respectivamente. A composicao f o g deve ser um
elemento de (03, 02), mas este conjunto também possui exatamente um elemento, e este
elemento € 1y,, de forma que f o g = 1o,.

Similarmente, g o f = 1y,, e f e g sao isomorfismos, de forma que 0; e 02 s@o
isomorfos. O]

Proposicao 3.4.3. Se um objeto A € isomorfo a um objeto zero, entao A é também um
objeto zero.

Demonstragdo. Seja ¢ um isomorfismo entre A e um objeto zero 0, com inverso . Assim,

dado um objeto B qualquer, suponha que A L, B e A% B sio morfismos em (A, B).
Note que f = forop =gorop = g, com a segunda igualdade dada pois fo e
g 01 sao o unico morfismo de 0 para B. Com isto, hd no maximo um elemento em (A, B).
De fato, hd exatamente um elemento em (A, B) pois, por exemplo, A — 0 — B
¢ um morfismo neste conjunto.
De forma similar, vemos que (B, A) também possui exatamente um elemento, e
A é, portanto, um objeto zero como desejado. O]

O subobjeto e o objeto quociente representados pelos morfismos respectivamente
saindo e entrando em um objeto zero sao chamados de subobjeto nulo e objeto
quociente nulo. E ficil ver que o subobjeto nulo est4 contido em todo outro subobjeto
de um dado objeto, e que o mesmo vale para o objeto quociente nulo. Denotaremos,
usualmente, estes subobjeto e objeto quociente ambos por 0.

Em categorias com um objeto zero, podemos também definir morfismos zero.

Definigao 3.4.4 (Morfismo Zero). Suponha que € possui um objeto zero, e sejam A e B
objetos em €. O morfismo zero entre A e B, denotado por A -% B, é o inico morfismo
que se fatora pelo objeto zero. Ou seja, A -2 B = A — 0 — B.

E facil de se mostrar que este morfismo independe do objeto zero em questao.

Também podemos ver facilmente que a composicao de um morfismo zero com
qualquer outro morfismo serd também um morfismo zero.

Notamos ainda que um objeto é um objeto zero se, e somente se, sua identidade
for um morfismo zero, pois, caso a identidade seja um morfismo zero, os morfismos de sua
fatoragao pelo objeto zero serao isomorfismos.

Podemos definir kernels e cokernels de morfismos em categorias com um objeto
Zero.

Definicao 3.4.5 (Kernel). Seja &7 uma categoria com um objeto zero. Um kernel de um

morfismo A LB ¢um morfismo K *5 A tal que

I KA B-K%B
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2. Se K' % A é um morfismo tal que K' = A Ny Qi N B, temos que existe um

unico morfismo K’ = K tal que © = kox'. Ou seja, tal que o sequinte diagrama
comuta:

K-—*,a_1.p

~
|
/
I
T z
l

K/
Em outras palavras, devemos ter que x se fatora de forma tunica por k.

Definicao 3.4.6 (Cokernel). Seja o/ uma categoria com um objeto zero. Um cokernel

de um morﬁsmoALB ¢ um morfismo B - C' tal que
1. ALpsc=a%¢C

2. Se B-% C' é um morfismo tal que A Ny - BNy N C’, temos que existe um

/
tnico morfismo C - C' tal que x = 2’ o c. Ou seja, tal que o sequinte diagrama
comuta:

Em outras palavras, devemos ter que x se fatora de forma unica por c.

Kernels e cokernels, assim como monomorfismos e epimorfismos, sao conceitos
duais.

Proposicao 3.4.7. Kernels sio monomorfismos e cokernels sio epimorfismos.

Demonstracao. Mostrarei apenas para kernels, pois para cokernels é dual.

Seja k um kernel de algum morfismo f. Sejam entao = e y dois morfismos tais que
kox=¢p=koy. Bem, como fop = fokox =00z =0, segue que existe um tinico
morfismo k' tal que ¢ = ko k’. Agora, p = kox e o = koy. Assim, pela unicidade do
morfismo que satisfaz isto, segue que z = y, e k é, portanto, um monomorfismo como
desejado. O]

Os kernels de um morfismo A — B, caso existam, sdio monomorfismos equivalentes
e representam o mesmo subobjeto de A. Diremos que este subobjeto é o kernel de A — B,
e o denotamos por Ker(A — B). Também, se um monomorfismo é um representante do
kernel de A — B, este também sera um kernel deste morfismo.

Neste caso, podemos ver que o kernel é o maior subobjeto cuja composi¢ao de
seus monomorfismos representantes com A — B é zero. Note que estou falando apenas de
um caso em que o kernel existe. Nao é necessariamente verdade que o maior subobjeto de
A satisfazendo isto sera o kernel.

Similarmente, os cokernels de um morfismo sdo epimorfismos equivalentes represen-
tantes do mesmo objeto quociente de B, e diremos que este objeto quociente é o cokernel
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de A — B, o denotando por Cok(A — B). E se um epimorfismo é um representante do
cokernel de A — B, entao ele serd um cokernel deste morfismo.

E, é claro, neste caso o cokernel serda o maior objeto quociente cuja composicao de
seus epimorfismos representantes com A — B é zero.

Em Ab, os kernels de um morfismo sao os subobjetos representados pela inclusao
do kernel de morfismo de grupo no dominio do morfismo, e os cokernels sao a projecao do
contradominio no grupo quociente do contradominio pela imagem do morfismo.

Proposicao 3.4.8. Seja o7 uma categoria com um objeto zero, e seja A L Bum morfismo.
Assim,

1) Se f é um monomorfismo, entio seu kernel existe e Ker(f) = 0.

1*) Se f € um epimorfismo, entao seu cokernel existe e Cok(f) = 0.

Demonstragio. Demonstrarei apenas 1), pois 1*) é seu dual.

QueO%AétalqueO%A@B:0éclaro.

Seja entao g um morfismo tal que fog=0. Assim, fog=0= f o0, de modo
que como f é um monomorfismo temos que g = 0. Como ¢ é um morfismo zero, g em
particular se fatora por 0 — A, e este é o kernel de f, como desejado. O

As reciprocas de 1) e de 1*) ndo sdo necessariamente verdadeiras em uma categoria
qualquer. Veremos, entretanto, que sao em uma categoria abeliana.

.~ . f
Proposicao 3.4.9. Sejam A — B um morfismo, B — I uwm monomorfismo, ¢ P " A
um epimorfismo. Assim, um morfismo k é um kernel de f se, e somente se, é um kernel
de o f, e um morfismo ¢ € um cokernel de f se, e somente se, é um cokernel de f or.

Demonstracao. Mostrarei apenas para o kernel, pois para o cokernel é dual.

Bem, note que para todo morfismo X - A temos que f ox = 0 se, e somente se,
to fox =0, jaquetéum monomorfismo.

Com isto, se k é um kernel de f, 1o fok =0, e, se x é tal que Lo fox =0, temos
que fox =0 e, portanto, x se fatora de forma tnica por k, e k é entdao um kernel de ¢ o f.

Por outro lado, se k é um kernel de ¢ o f, temos que f ok =0, e, se x é tal que
fox =0, temos que to fox =0 e, portanto, x se fatora de forma tnica por k, e k é um
kernel de f. O

Proposicao 3.4.10. Seja &/ uma categoria com um objeto zero, e seja A % B um
morfismo zero. Assim, Ker(A - B) =1, e Cok(A-% B) = 15.

Demonstragio. Basta ver que 0 o 14 = 0, e que todo morfismo se fatora por 14, e
similarmente para o cokernel. O

3.5 EQUALIZADORES E COEQUALIZADORES

Definicao 3.5.1 (Equalizador). Sejam A B e A% B dois morfismos. Um equaliza-

dor de f e g é um morfismo K * A tal que

1. fok=gok
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2. Se K' - A é um morfismo tal que fox = gox, temos que existe um Unico morfismo

K' 5 K tal que x = kox'. Ou seja, tal que o triangulo no sequinte diagrama comuta:

f
K—*sA——=B

g
|
Ili /

K/
Em outras palavras, devemos ter que x se fatora de forma unica por k.

Definigao 3.5.2 (Coequalizador). Sejam A Ty BeA2s B dois morfismos. Um coequa-
lizador de f e g é um morfismo B - C tal que

1. cof=cog

2. Se B % C" ¢ um morfismo tal que xo f = xog, temos que existe um unico morfismo

C = ' tal que x = x' oc. Ou seja, tal que o triangulo no sequinte diagrama comuta:

Em outras palavras, devemos ter que x se fatora de forma unica por c.

Vemos que equalizador e coequalizador possuem uma defini¢do parecida com a
de kernel e cokernel, e, de fato, possuem uma relacao: dado um morfismo qualquer numa
categoria com um objeto zero, seu kernel e seu cokernel sao justamente o equalizador e o
coequalizador, respectivamente, deste morfismo com o morfismo zero adequado.

Assim como os kernels, os equalizadores de dois morfismos, caso existam, sao
monomorfismos equivalentes e representam o mesmo subobjeto, de forma que dizemos que
este subobjeto é o equalizador dos morfismos, e também, se um monomorfismo representa
o equalizador, este é um equalizador dos morfismos. Similarmente, vale algo analogo para
0 objeto quociente representado por um coequalizador.

Equalizadores e coequalizadores sao conceitos duais. Denotamos o (subobjeto
representado por um) equalizador como Eq(f,g), e o (objeto quociente representado por
um) coequalizador como Coeq(f,g).

Em Set, por exemplo, o equalizador de duas fungoes f e g com mesmo dominio e
contradominio é a inclusao do subconjunto do dominio formado por todos os elementos x
tais que f(z) = g(x), ja o coequalizador de duas fungdes em Set é um tanto mais complexo
de se descrever.

O equalizador e o coequalizador de dois morfismos f e g em Ab sdo mais simples
de se descrever: sao, respectivamente, o kernel e o cokernel do morfismo f — g dado por
(f —g)(x) = f(z) — g(z). Veremos que, na verdade, este é o caso para qualquer categoria
abeliana depois de definirmos uma operacao de grupo nos conjuntos de morfismos destas
categorias.

Em seu livro, Freyd nomeia equalizadores como kernels de diferenga, e coequaliza-
dores como cokernels de diferenca. Imagino que o paragrafo acima elucide um pouco a
razao destes nomes alternativos.
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3.6 IMAGENS E COIMAGENS

Definigao 3.6.1 (Imagem). Seja A — B um morfismo. A imagem de A — B, caso
exista, € um subobjeto I — B tal que existe A— I em que A— I —B =A— B, e
sempre que outro subobjeto satisfaz isto, I — B estd contido nele.

Em outras palavras, a imagem € o menor subobjeto de B tal que A — B se fatora
por ele.

Denotamos este subobjeto por Im(A — B).

Definigao 3.6.2 (Coimagem). Dualmente, a coimagem de um morfismo A — B, caso
exista, € um objeto quociente A — C' tal que existe C — B em que A— C — B =
A — B, e sempre que outro objeto quociente satisfaz isto, A — C' estd contido nele. A
denotamos por Coim(A — B).

Em Set as imagens dos morfismos sao justamente suas imagens como fungoes,
junto de sua inclusao no contradominio. As coimagens de morfismos de Set também sao
suas imagens como func¢oes mas desta vez junto do epimorfismo do dominio para l4.

O mesmo vale para os morfismos de Set, Grp, Ab e R-mod.

3.7 PRODUTOS E SOMAS

Definicao 3.7.1. Sejam A e B dois objetos. Um produto de A e¢ B é uma tripla

formada por um objeto e dois morfismos, (P, P PLoA P ), tal que para toda tripla

(X, X N A, X2 B), temos que existe um tunico X — P tal que o diagrama

comuta.
Neste caso, denotamos o morfismo X — P por (f, g)

Definicao 3.7.2. Dualmente, uma soma de dois objetos A e B é uma tripla for-
mada por um objeto e dois morfismos, (S,A "% S, B % S), tal que para toda tripla

(X, A N X,B - X)), temos que existe um tnico S — X tal que o diagrama

comuta.

Neste caso, denotamos o morfismo S — X por <]gt>
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Em Set, os produtos cartesianos dos conjuntos, junto das projegoes para cada
coordenada, formam um produto. E as somas sao as unioes disjuntas dos conjuntos, junto
das respectivas inclusoes.

Em Ab, os produtos diretos dos grupos abelianos, junto das projegoes para cada
coordenada, formam um produto. Os produtos diretos dos grupos abelianos, nesta categoria,
também formam somas, mas junto dos morfismos u; e us definidos por u;(a) = (a,0) e
ug(b) = (0,b), que chamaremos também de inclusoes.

Em Grp, os produtos diretos de grupos também formam produtos, mas as somas
sao o produto livre de grupos, que nao entrarei em detalhes pois foge ao tema do trabalho.

Seguindo a notacao da defini¢do, por vezes também diremos que o objeto P é um
produto de A e B e o objeto S é uma soma de A e B, quando nao for necesséario explicitar
os morfismos.

Produtos e somas sao conceitos duais.

Note que o tinico morfismo entrando para o produto depende da tripla em ques-
tao, e 0 mesmo vale para o morfismo para a soma. Assim, caso estejamos lidando com
produtos/somas distintos dos mesmos objetos, direi a qual produto/soma este morfismo se
refere.

Proposicao 3.7.3. Sejam (P,p1,p2) e (P, p},ph) dois produtos para os objetos A e B.
Assim, P € isomorfo a P'.

Demonstragio. Os morfismos (p1, p2), com relagao ao produto P’ e (p}, p,) com relagao
ao produto P nos dao isomorfismos entre P e P’:

Vejamos que (p), py) o (p1,p2) = 1p ao notar que ambos os morfismos comutam o
mesmo diagrama dado pelo produto.

Bem, po(p}, ph)o(p1, p2) = pio(pr, p2) = p1, e p2o(ph, py)o(p1, p2) = Pho(p1, p2) =
po. Mas, também, p; o 1p = p; e ps 0 1p = py. Com isto, como existe apenas um morfismo
que satisfaz estas propriedades, segue que estes morfismos devem ser iguais.

Similarmente, vemos que (p1, p2)o(p}, ph) = 1p/, €, portanto, estes sdo isomorfismos,
como era desejado. O]

Da mesma forma, os objetos de somas de dois objetos sao isomorfos.
Também, por outro lado, se (P, py, p2) é um produto de A e B, e P’ é isomorfo a

P, com isomorfismo dado por, digamos, P’ <> P, entdo podemos ver que (P’, py 0@, pso @)
é também um produto de A e B. E, de forma parecida, um objeto isomorfo a uma soma
pode ganhar estrutura de soma.

Denotaremos entao, no geral, um produto por A x B e uma soma por A+ B, e o0s
morfismos de sua tripla geralmente ficarao implicitos, normalmente seguindo a notacao de
modo que (A x B, p1,p2) seja um produto e (A + B, uy,us) seja uma soma. (ou seja, ao
falarmos de A x B, estaremos assumindo que foi escolhido um produto arbitrario de A e
B e denotado seu objeto por A x B e seus morfismos por p; e ps).

Deste modo, por vezes chamaremos A x B de o produto de Ae Be A+ B de a
soma de A e B.

A soma é usualmente, em outros recursos, chamada de coproduto, com notacao
ATl B, mas seguiremos com o nome e a notacao anterior.

Note que qualquer morfismo ¢ entrando em um produto (com projegoes p; e po)
é igual a (p; o p, ps 0 ), de modo que todo morfismo para um produto pode ser escrito
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de forma tnica deste jeito. Similarmente, todo morfismo saindo de uma soma pode ser
. x .
escrito como y para algum z e algum y apropriados.

Dado um produto P e um morfismo para o mesmo, (z,y), se z é tal que a
composicao (x,y) o z estd definida, (z,y) o z é um morfismo com contradominio P, e vemos
L - . x\ [(zouw
que é igual a (z o z,y o z). Similarmente, z o <y> = (z 5 y>'
Dada uma soma A+ B e um produto C' x D, os morfismos saindo de A+ B e indo
para C' x D devem entao tomar alguma das duas formas dois paragrafos acima. Podemos

.- : x x
ver que um morfismo destes serd entao escrito como (z,v) ou como ( , y ) para
(z,w) z w
os mesmos morfismos x,y, z e w. Neste caso, utilizarei a notagao (% ¥ ) para este morfismo.
Podemos ver entdo que ¢ = (% ¥) é o tinico morfismo que satisfaz as igualdades

bP1opou =T, Pp20@QOoU =Y, P1OPOU2=Z2€P20YOU = W.

Podemos definir produtos e somas de familias maiores de objetos:

Definigao 3.7.4. Dada uma familia {A;}; indexada por um conjunto I, um produto
dos objetos desta familia € um par formado por um objeto e uma familia de morfismos

indezada por I, (ITic; As, {ILiesr Ai 2= As}p), tal que para cada par (X, {X LN A;}r), temos
que existe um unico X — [l;cr Ai tal que para todo i € 1

Neste caso, denotamos o morfismo X — [l;cr Ai por Ilier fi

Definicao 3.7.5. Dada uma familia {A;}; indexada por um conjunto I, uma soma
dos objetos desta familia é um par formado por um objeto e uma familia de morfismos

indexada por I, (X;er As, {Ai 5 Yier Ait1), tal que para cada par (X, {A; EiR X}1), temos
que existe um unico Y ;c; A; — X tal que para todo i € 1

Neste caso, denotamos o morfismo > ;c; Ai — X por Y icr fi

Em Ab, ainda que os produtos e as somas dois a dois sejam objetos isomorfos,
produtos e somas indexados por um conjunto infinito podem nao o ser. Por exemplo, o
produto de N cépias de Z é o grupo formado por elementos da forma (ag,as,...), mas a
soma é formada por elementos desta forma em que apenas um numero finito de entradas
sao diferentes de zero.

Assim como produtos de dois objetos, temos que produtos arbitrarios da mesma
familia de objetos sao isomorfos, e, dado um produto de uma familia de objetos e um
objeto isomorfo a este, podemos colocar uma estrutura de produto neste objeto. O mesmo
vale para somas de familias.

Assim como as somas e produtos dois a dois, todo morfismo saindo de uma soma
arbitraria (digamos que indexada por I) serd da forma Y_; f;, e todo morfismo indo para
um produto arbitrario serd da forma []; f;.

Definicao 3.7.6. Uma categoria é dita completa se todo par de morfismos possui um
equalizador e toda familia de objetos indexada por um conjunto possui um produto.
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Definigcao 3.7.7. Uma categoria € dita cocompleta se todo par de morfismos possui um
coequalizador e toda familia de objetos indexada por um conjunto possui uma soma.

Completude e cocompletude sao conceitos duais.
Definicao 3.7.8. Uma categoria é dita bicompleta se é completa e cocompleta.

As categorias Set, Grp, Ab, Ring e R-mod sao todas bicompletas. Como exemplo
de categoria que nao é completa nem cocompleta mas possui produtos e somas temos a
categoria formada pelos conjuntos finitos, e a formada pelos grupos abelianos finitos.

3.8 PULLBACKS E PUSHOUTS

Defini¢ao 3.8.1. Sejam A < M e B By M dois morfismos. Um pullback para A = M

e B2 M ¢ uma tripla formada por um objeto e dois morfismos, (P,P — A, P — B),
tal que o diagrama

comuta, e sempre que uma tripla (X, X LAX S B) € tal que aoxy = [ o xq, temos
que existe um unico X — P tal que o diagrama

A

M

comuta.
Neste caso, dizemos que o primeiro diagrama é um quadrado pullback.

O conceito dual de pullbacks é o de pushouts:

Defini¢ao 3.8.2. Sejam M - A e M 2, B dois morfismos. Um pushout para M - A

e M2 B é uma tripla formada por um objeto e dois morfismos, (O, A — O, B — O),
tal que o diagrama

M 25 A
»
B— O

comuta, e sempre que uma tripla (X, A X, B 2 X) € tal que 11 0 a = x5 0 3, temos
que existe um unico O — X tal que o diagrama
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comuta.
Neste caso, dizemos que o primeiro diagrama é um quadrado pushout.

Em Set, por exemplo, utilizando a notacao dada na definicao de pullback, um
pullback de a e 8 é o subconjunto {(a,b) :a € A,b€ B e ala) =[(b)} de A x B, junto
da restricao das projecoes respectivas para A e para B.

E, seguindo agora a notagao da definicao de pushout, um pushout de o e 3 em
Set é o quociente da unido disjunta de A com B pela relagdo de equivaléncia dada por
a ~ b se existe m € M tal que a(m) = a e f(m) = b junto das composi¢des do morfismo
quociente pelas inclusoes respectivas de A e B em sua uniao disjunta.
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4 CATEGORIAS ABELIANAS

4.1 DEFINICAO E EXEMPLOS

Aqui comegamos com o assunto principal deste trabalho: categorias abelianas.
Vejamos primeiro sua definicao.

Definicao 4.1.1 (Categoria Abeliana). Uma categoria <7 é dita abeliana se:

AQ. o7 possui um objeto zero.

Al. O produto de cada par de objetos de </ existe em o .

Al*. A soma de cada par de objetos de of existe em < .

A2. Todo morfismo possui um kernel.

A2*. Todo morfismo possui um cokernel.

A3. Todo monomorfismo é um kernel de algum morfismo.
A3*. Todo epimorfismo é um cokernel de algum morfismo.

Os principais exemplos de categorias abelianas sao Ab e R-mod. Outro exemplo
¢ a categoria com apenas um objeto e um morfismo, que ¢é claramente uma categoria
abeliana. A categoria formada por grupos abelianos finitamente gerados e morfismos de
grupo também é abeliana.

As categorias Set, Grp e Ring sdo exemplos de categorias que nao sao abelianas:
Set nao possui um objeto zero, e em Grp e em Ring nem todo monomorfismo é um kernel
(kernels de morfismos de grupos sdo subgrupos normais, de modo que a inclusao de um
subgrupo nao normal nao serd um kernel, e o mesmo ocorre para subanéis de um anel,
que nao sao necessariamente ideais).

Veja que a categoria dual de uma categoria abeliana também é abeliana, pois os
pares de axiomas sao duais, e A0 é dual consigo mesmo. Desta forma, temos este resultado
que facilita muitas demonstracoes:

Proposicao 4.1.2. Seja P wma proposicao vilida para todas as categorias abelianas.
Assim, P* também € vdlida para todas as categorias abelianas.

Demonstragcio. A demonstracao é andloga a feita na Proposicao 3.1.7 para categorias
arbitrarias, notando que a categoria dual de uma categoria abeliana é também abeliana. [

Assim, é possivel invocar este resultado para demonstrar proposi¢oes duais deste
tipo com mais simplicidade.

Pelo restante deste capitulo, estaremos supondo que a categoria em questao é uma
categoria abeliana.

Demonstramos entao alguns teoremas validos em categorias abelianas.
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Teorema 4.1.3. Seja A — B um morfismo. Assim,

1) Se A— B é um monomorfismo e B — F € seu cokernel, entao A — B é um kernel
de B — F.

1*) Se A — B é um epimorfismo e K — A € seu kernel, entio A — B é um cokernel
de K — A.

Demonstragio. Mostrarei apenas 1), pois 1*) é seu dual.

Seja A — B um monomorfismo, e seja B — F um cokernel seu.

Por A3, temos que A — B é um kernel de um morfismo, digamos B — C. Por
A2, B — F possui um kernel, digamos K — B.

Bem,AHBHF:AﬂF, de modo que, como K — B é o kernel de B — F,
existe A— K tal que A— B = A— K — B, e assim o monomorfismo A — B estd
contido em K — B.

Também, A — B — C = A -2 C, de forma que como B — F é o cokernel de
A — B, temos que existe F'— C tal que B— C = B — F — (. Assim,

K—-B—3C=K-—B—>F s0=KYFr s0c=K2%C

De modo que como A — B é o kernel de B — C, existe K — A tal que K — B
= K — A — B, e, portanto, o monomorfismo K — B esta contido em A — B.

Assim, como os monomorfismos se contém, eles representam o mesmo subobjeto e
A — B é entdo um representante do kernel de B — F', e, portanto, um kernel seu. [

Este teorema serd utilizado com frequéncia. O referenciarei explicitamente nas
primeiras vezes, mas para evitar um excesso de referéncias, eventualmente sera utilizado
como um fato direto sem referéncia.

Proposicao 4.1.4. Fizado um objeto A, sejam S e Q) as classes de subobjetos e objetos
quociente de A, respectivamente. Defina as fungoes Ker: Q — S e Cok: S — @, onde Ker
leva objetos quociente em seus kernels e Cok leva subobjetos em seus cokernels.

Assim, Ker e Cok sao inversas uma da outra, e invertem a ordem dada pela
continéncia (ou seja, se Ay C Ay sao subobjetos de A, entao Cok(Ay) C Cok(A;), e seu
dual).

Demonstragcao. Dando uma esclarecida nas defini¢oes das fungoes, Ker leva um subobjeto
de A no cokernel de algum monomorfismo representante seu, e Cok leva um objeto quociente
no kernel de algum epimorfismo representante seu.

Podemos entao questionar a boa defini¢do destas funcoes, mas é facil ver que a
escolha do representante nao influencia no resultado.

O teorema anterior nos mostra que sao inversos, pois o kernel do cokernel de um
monomorfismo é ele mesmo, e o cokernel do kernel de um epimorfismo também o é.

Para a outra parte, sejam A; e Ay subobjetos de A tais que A; C A,. Ou seja,
tais que existe A; — As tal que A1 — A=A, — Ay, — A.

Assim, sejam A — F} o cokernel de Ay — A e A — F, o cokernel de Ay — A.
Veja entao que

Al —A—F=A — A —A—F=A4 —A4 5F=A4-%5F
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Desta forma, F; esta contido no cokernel de Ay — A, Fy, e, portanto, Cok(As) =
F, C Fy = Cok(A4;), como desejado.
Que para objetos quociente F; C F» de A temos que Ker(Fy) C Ker(F;) é dual. [

Teorema 4.1.5. Seja A — B um morfismo. Assim, A — B é um monomorfismo e um
epimorfismo se, e somente se, A — B € um isomorfismo.

Demonstracio. Para a ida, suponha que A — B é um monomorfismo e um epimorfismo.

Pela Proposicao 3.4.8, como A — B é um epimorfismo, seu cokernel é B — 0.
Pela Proposicao 3.4.10, o kernel de B — 0 é o subobjeto representado por B 4 B. Agora,
pelo ultimo teorema, temos que, como A — B é um monomorfismo, ele também representa
o kernel de seu cokernel, B — 0.

Assim, A — Be B -1 B sdo monomorfismos equivalentes. Em particular, B - B
estd contido em A — B e, portanto, existe um morfismo B - A tal que B - A — B =
B -4 B.

Dualmente, como A — B é um monomorfismo, podemos ver que existe um
morfismo B % A tal que A — B -5 A =45 A

Assim, pela Proposicao 3.2.5, segue que A — B é um isomorfismo.

A volta segue da Proposicao 3.2.6. O

4.2 ALGUMAS QUESTOES EXISTENCIAIS

Relembrando, assumiremos neste capitulo inteiro que todas as categorias sao abe-
lianas. Nesta secao sera mostrado que em uma categoria abeliana os conceitos introduzidos
no capitulo anterior existem.

EQUALIZADORES E COEQUALIZADORES

Comecamos com um lema a ser utilizado na demonstracao da existéncia de
equalizadores e coequalizadores e de interseccoes.

Lema 4.2.1 (Pullbacks e pushouts especificos existem).

1) Eziste um pullback para um monomorfismo Ay — B e um morfismo Ay — B.

1*) Eziste um pushout para um epimorfismo B — My e um morfismo B — M.

Demonstragio. Demonstrarei apenas 1), pois 1*) é seu dual.

Como A; — B é um monomorfismo, por A3, este é o kernel de algum morfismo.
Seja entao B — Fi, qualquer morfismo cujo kernel é A; — B, e considere P — A, o
kernel de A, — B — Fj.

Assim, como P — Ay — B — I} =0, e A; — B ¢é o kernel de B — F}, existe
P — A; tal que o diagrama

P%Al

I

AQ%B
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comuta.
Mostrarei que P com estes morfismos é o pullback de A; — B e Ay — B.
Sejam X — A; e X — A, dois morfismos quaisquer tais que o diagrama

X%Al

|

AQ%B

comuta.
Assim,

X—A—-B—F=X—A —B—F=0

Agora, P — Ay é o kernel de Ay — B — F}, de forma que existe um tnico
X —Ptalque X — Ay = X — P — A,.
Também,

X—P—-A —-—B=X—-P —-A4)—B=X—-4—B=X—A, —B

De forma que, como A; — B é um monomorfismo, X — A; = X — P — A;.
Portanto, (P, P — Ay, P — Ajy) é um pullback de A; — B e Ay — B. O

Teorema 4.2.2 (Equalizadores e Coequalizadores existem). Sejam A% B e A% B
dois morfismos. Assim, seus equalizador e coequalizador existem.

Demonstragao. Faremos, como sempre, apenas para o equalizador, ja que para o coequali-
zador é dual.

Nas hipoteses do teorema, considere os morfismos A A% Be A" A x B,
Pela Proposicao 3.2.3, estes sao monomorfismos, pois p; o (1,x) =14 e pyo(1,y) = 14 sdo
monomorfismos.

Seja (K, K N A K N A) um pullback destes dois monomorfismos, que existe
pelo Lema 4.2.1.

Aplicando py, vemos que ky = p; o (1,x) oky = py o (1,y) o ky = ko. Denotamos,
entao, este morfismo por k. Veremos que k é um equalizador para = e y.

Aplicando ps, vemos que rok =pyo (1,z) ok =pyo(l,y)ok =yok.

Seja entao X L A tal que x o f =yo f. Assim, o diagrama

x 1 .4

Jf j(m)

A%AXB

comuta, pois (1,z)o f = (f,xo f) = (f,yo f)=(Ly)of.
Assim, como K é um pullback de (1,z) e (1,y), temos, em particular, que existe
um unico morfismo X — K tal que X Toa=x 5Kk A Segue entao que K F A

é o equalizador de x e y. O]

Sendo assim, para mostrar que uma categoria abeliana arbitraria é completa,
basta mostrar que produtos indexados por conjuntos arbitrarios existem, e para mostrar
que é cocompleta, que somas indexadas por conjuntos arbitrarios existem.
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IMAGENS E COIMAGENS

Teorema 4.2.3 (Imagens e coimagens existem). Seja A — B um morfismo. Assim:

1) Sua imagem existe e € iqual a Ker(Cok(A — B)).
1*) Sua coimagem existe e é igual a Cok(Ker(A— B)).

Demonstra¢io. Mostrarei apenas 1), pois 1*) é seu dual.

Seja B — F' o cokernel de A — B, e K — B o kernel deste cokernel.

Como A—B—F=A-%F,e K éokernel de B— F, temos que existe um
morfismo A — K talque A— B =A— K — B.

Agora, para ver que este é o menor subobjeto que satisfaz esta propriedade, seja
M — B um subobjeto de B tal que existe A— M tal que A— B =A— M — B.
Basta mostrar que K — B esta contido em M — B.

Considere entao B — F); o cokernel de M — B. Temos entao que

AHBHFM:AHMHBHFMIAHMgFMIA&FM

De forma que, como B — F' é o cokernel de A — B, existe F' — F); tal que
B — Fyy = B— F — F);. Assim, veja que

K—B—>Fy=K—>B—F—Fy=K%F —>F,=K%Fy,

Também, pelo Teorema 4.1.3 temos que M — B é o kernel de B — I, e assim
existe K — M tal que K — B = K — M — B. Portanto, K — B esta contido em
M — B. O

Corolario 4.2.4. A imagem de um monomorfismo é o subobjeto representado por ele, e a
coimagem de um epimorfismo € o objeto quociente representado por ele.

Demonstragdo. Segue diretamente do Teorema 4.1.3 e do teorema anterior. O]

Proposicao 4.2.5. Seja A LB um morfismo. Assim,

1) A LB ¢ um epimorfismo se, e somente se, Cok(f) = 0 se, e somente se, Im(f) =
B.

1*) A LB éum monomorfismo se, e somente se, Ker(f) = 0 se, e somente se, Coim(f)

=A.

Demonstra¢io. Demonstrarei apenas 1), pois 1*) é seu dual.

Suponha primeiramente que f é um epimorfismo. Que Cok(f) = 0 segue da
Proposicao 3.4.8.

Agora, suponha que Cok(f) = 0. Assim, Im(f) = Ker(Cok(f)) = Ker(B — 0) =
B.

E, por fim, suponha que Im(f) = B. Desta forma, sejam B - C' e B 2 C dois
morfismos tais que z o f = y o f. Considere entao o equalizador K — B de = e y. Assim,

existe A — K tal que A LB=A—>K— B, de modo que Im(f) esta contido em
K = Eq(z,y). Como Im(f) = B, e (trivialmente) Eq(x,y) C B, segue que Eq(z,y) = B,
de modo que 1p representa Eq(z,y) e é, entdo, um equalizador de x e y. Assim, temos
quex =xolg=yolg=uy,e f é portanto, um epimorfismo. O



Capitulo 4. Categorias Abelianas 32

Nos exemplos dados de imagens e coimagens do capitulo anterior os objetos da
imagem e da coimagem sao isomorfos. Isto ndo vale para todas as categorias, mas veremos
que vale para quaisquer categorias abelianas. Com isto é possivel descrever, de certa forma,
um teorema do isomorfismo para categorias abelianas.

Teorema 4.2.6. Seja A L B um morfismo, I - B sua imagem e A - I um morfismo
tal que f = 1o ¢ cuja existéncia é garantida pela definicao de imagem. Assim, ¢ é um
epimorfismo que representa a coimagem de f.

Dualmente, se ¢ € a coimagem de f, e 1 € um morfismo tal que f =10 ¢, entdo i
¢ um monomorfismo que representa a imagem de f.

Em particular, temos que a imagem e a coimagem de um morfismo nos ddao
objetos isomorfos, e que todo morfismo pode ser decomposto como uma composicio de um
monomorfismo por um epimorfismo.

Demonstracdo. Mostrarei apenas para a imagem. Suponha entao que estamos nas hipoteses
do primeiro paragrafo do teorema.

Vejamos primeiramente que ¢ é um epimorfismo. Seja I’ L Ta imagem de c.
Assim, ¢ = ¢/ o para algum morfismo ¢/, de modo que ioi'oc¢ =ioc = f, e, em particular,
f se fatora pelo monomorfismo i o i’. Pela definicao de imagem, 7 esta contido em i o 7'.
Também, i o 7’ estd claramente contido em i, de modo que, pela Proposicao 3.3.2, i’ é
um isomorfismo, e, portanto, i’ representa o mesmo subobjeto que 1;. Deste modo, pela
proposi¢ao anterior, como Im(c) = I, ¢ é um epimorfismo.

Agora, como i é um monomorfismo e f = i o ¢, temos pela Proposicao 3.4.9
que Ker(c) = Ker(f). Assim, como ¢ é um epimorfismo, temos que ¢ = Cok(Ker(c)) =

Cok(Ker(f)) = Coim(f). O

Isto realmente se traduz ao teorema do isomorfismo para grupos abelianos: dado

. f . P ~ .
um morfismo de grupos abelianos A —— B, sua imagem ¢ a inclusao do subgrupo imagem,
e sua coimagem ¢ o quociente de seu dominio pelo seu kernel, de modo que o teorema nos

diz que Im(f) = A/Ker(f)

PULLBACKS E PUSHOUTS

Teorema 4.2.7 (Pullbacks e Pushouts existem).

1) Existe um pullback de dois morfismos A— M e B — M.

1*) Existe um pushout de dois morfismos M — A e M — B.

Demonstra¢io. Demonstrarei apenas 1), pois 1*) é o seu dual.
Nas hipéteses de 1), denotemos o primeiro morfismo por « e o segundo por f.

SejaPMAxBoequahzador deAxBLlAﬂMeAngBiM,

que existe pelo Teorema 4.2.2.
Assim, mostrarei que (P, ki, k3) é o pullback de a e 8 que desejamos.
Primeiramente, vemos que a0 k; = aop;y o (ky, ko) = fopgo (ki ko) = o ks, ja
que (k1, ks) é o equalizador de o py e o po.
Seja entao (X, X =5 A, X 2 B) uma tripla tal que a0 2y = 3 0 a5.

Considere o morfismo X Cre) A v B, Bem, veja que
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aopyo(xy,x2) =aoxy = LFoxy=[opyo(xy,xs)

Assim, pela definicado de equalizador, devemos ter que existe um tnico morfismo
X % P tal que (ki, ko) ox = (21,22). Ou seja, (ky oz, ke 0 x) = (x1,22), €, portanto,
kioxr=1x1¢ekyox = x9.

Temos entao que  comuta os diagramas do pullback. Para mostrar a unicidade
deste morfismo, seja X ' P um morfismo tal que kyox’ =y e kyox’ = xy.

Assim, temos que (21, x9) = (k; o @', kg 0 2’) = (ky1, k2) o 2’. Como x era o unico
morfismo que satisfaz isto, segue que x = 2/, e isto garante a unicidade. P é, portanto, um
pullback de a e 3, como desejado. n

Segue uma proposicao sobre pullbacks e pushouts em categorias abelianas que
sera util mais para a frente:

Proposicao 4.2.8. Sejam A > M e B Ly M dois morfismos. Assim, dado um pullback

(P,P % A, P - B) destes morfismos, se K, Fo A ¢ um kernel de o e K, 5 P éum
kernel de y, entao K, e K, sao isomorfos.

Dualmente, o cokernel de dois morfismos paralelos num quadrado pushout nos dd
objetos isomorfos.

Demonstrag¢do. Nas hipéteses do enunciado, como oz ok, = foyok, = 0, existe entao

Knga tal que z o ky, =k, 0 ky.
Agora, como aok, =0 = 00, como (P,z,y) é um pullback, segue que existe

KaiPtalquexok;:kaeyok’azo.

De y o k!, = 0 devemos ter que existe K, F2, K, tal que k/, = k, o ks.

Sendo assim, veremos que ko é uma inversa para ki, de modo que K, é realmente
isomorfo a K,:

Bem, veja que o (kyoksoky) =xok ok; =ky,oky =xok,eyo(kyoksoky) =
0 = y o ky, de modo que, como (P, z,y) é um pullback, da unicidade do morfismo para
P, devemos ter que k, o ky o ki = k,. Como k, ¢ um monomorfismo, segue entao que

k’Q o ]{?1 = 1Ky'
Também, vemos que ko 0 k1 0 kg = x ok, 0ky = xok!, = k,, de modo que, também
como k, ¢ um monomorfismo, k; o ks = 1k, , € segue o que era desejado. O]

Em particular, pela Proposicao 4.2.5, temos que um morfismo num quadrado
pullback é um monomorfismo se, e somente se, o0 morfismo paralelo ao mesmo no quadrado é
um monomorfismo, e, similarmente, um morfismo num quadrado pushout é um epimorfismo
se, e somente se, 0 morfismo paralelo é um epimorfismo.

INTERSECCOES E UNIOES

Teorema 4.2.9 (Intersecgoes Existem).
Sejam Ay e As dois subobjetos de um objeto B. Assim, A1 N As existe.
Sejam Fy e Fy dois objetos quociente de um objeto B. Assim, F1 N Fy existe.

Demonstragciao. Mostrarei apenas para subobjetos, pois para objetos quociente é dual.
Seja (1,1 — Ay, I — As) um pullback dos monomorfismos A; — B e Ay — B.
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Pelo comentario apds a Proposicao 4.2.8, I — A; e I — Ay sdo monomorfismos.
Com isto, temos que [ — B = — A, — B = [ — Ay — B é um subobjeto de B
contido em A; e As.

E se X é um subobjeto de B contido em A; e Ay, com X — A; e X — Ay
os morfismos dados respectivamente pela continéncia de X em A; e em A,, temos um
diagrama comutativo

X%Al

LN

AQ%B

De forma que, como I é um pullback, hda um morfismo X — I que comuta
diagramas que mostram que X esta contido em /.
Portanto, I é a interseccao A; N As. O

A forma que intersecgoes sao construidas sera importante mais a frente, e, portanto,
a escreverei em uma proposicao.

Corolario 4.2.10. Sejam A, e Ay dois subobjetos de um objeto B. Se B — F; é um
morfismo cujo kernel ¢ Ay — B, e [ — Ay € 0 kernel de Ay, — B — F}, entao I — B
=1 -— Ay — B representa a interseccio A1 N As.

Demonstragao. Segue da construcao da interseccao e da construgao do pullback envolvendo
um monomorfismo feita no Lema 4.2.1. O

Poderiamos mostrar a existéncia de unides com mais facilidade utilizando a
Proposicao 4.1.4, pois a uniao de subobjetos corresponde a interseccao dos objetos quociente
correspondentes e vice-versa, mas decidi fazer a demonstragao de outra forma pois assim
poderemos a generalizar para unides arbitrarias, e isto sera importante mais a frente.

Teorema 4.2.11 (Uniodes Existem).
Sejam Ay e As dois subobjetos de um objeto A. Assim, Ay U Ay existe.
Sejam Fy e Fy dois objetos quociente de um objeto A. Assim, Fy U Fy existe.

Demonstracio. Seguindo como no enunciado, denotaremos por A; —+ A e Ay -2 A os
morfismos representantes dos respectivos subobjetos A; e As.
1

Considere entdo o morfismo A; + A, (3>A, e sua imagem, I — A. Mostrarei que
I é a unido de A; e A,.

A; esté contido em I, pois I, sendo uma imagem, é tal que (;}) se fatora por I,
de forma que

L1 ui (t% ) Ul
AlHA:AlHA1+A2*>A:A1*>A1+A2—>[—>A

Similarmente, Ay esta contido em [I.

Agora, seja P A um subobjeto de A tal que A; e A, estdao contidos em P.
Sejam entao ¢] e ¢y os morfismos tais que t; = m o] e 1y = m oy da definicao de
continéncia de monomorfismos. , / /

Assim, considerando o morfismo (2), veja que m o (2) = (202) = (). Em
particular, temos que (;}) se fatora por m. Por definicdo de imagem, I estd, portanto,
contido em P.
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Assim, I é o menor subobjeto contendo A; e Ay, e é, portanto, sua uniao. Dual-
mente, a coimagem do morfismo de A para o produto de F; e Fy é sua unido. O]

Podemos estender este teorema para unioes arbitrarias em categorias completas e
cocompletas:

Teorema 4.2.12.

Em uma categoria abeliana cocompleta, unioes de familias arbitrarias de subobjetos
de um objeto A existem.

Em uma categoria abeliana completa, unices de familias arbitrdrias de objetos
quociente de um objeto A existem.

Demonstracio. E andloga & demonstracio do teorema anterior, mas utilizando a soma da
familia de subobjetos e o produto da familia de objetos quociente, que neste caso existirao
pela cocompletude e completude, respectivamente, da categoria. O

4.3 SEQUENCIAS EXATAS

Podemos entao falar de sequéncias exatas em categorias abelianas utilizando os
subobjetos imagem e kernel e os objetos quociente coimagem e cokernel. Vejamos uma
proposicao antes disto.

Proposicao 4.3.1. Seja A — B — C uma sequéncia, K — B um kernel de B — C, e
B — F um cokernel de A — B. Sao equivalentes:

1) Im(A— B) = Ker(B—C)

2) Cok(A — B) = Coim(B — C')

3 A— B—C=0eK—B—F =0.
Demonstracao.

1) = 2) Basta ver que

Coim(B — (') = Cok(Ker(B — (') = Cok(Im(A — B))
= Cok(Ker(Cok(A — B))) = Cok(A — B)

2) = 3) Para a primeira igualdade, notamos que B — F representa, portanto, a
coimagem de B — (', de modo que B — (' se fatora por B — F', e, assim,

A—-B—w(C=A—B—F—C=0
Para a segunda igualdade, veja que

B — F = Cok(A — B) = Coim(B — ()
= Cok(Ker(B — (C)) = Cok(K — B)

E assim fica claro que a composi¢ao em questao é zero.
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3) = 1) Como A — B — C =0, temos que A — B se fatora pelo kernel de B — C.
Assim, pela defini¢do de imagem, segue que Im(A — B) C Ker(B — C).

E, como K — B — F' = 0, vemos que K — B estd contido no kernel de
B — F. Mas, Ker(B — F) = Ker(Cok(A — B)) = Im(A — B). Assim,
Ker(B — C) C Im(A — B), de modo que segue a igualdade. O

Definimos entdo sequéncias exatas.

e

Definicao 4.3.2 (Sequéncias Exatas). Uma sequéncia --- — A;_y — A;j — Ajpq — -+ €
dita exata em A; se Im(A;_y — A;) = Ker(A; — A1) (ou seja, se Ay — A — Aiq
satisfaz qualquer uma das trés condigoes equivalentes da proposi¢io anterior).

A sequéncia é dita exata se for exata em todos seus objetos.

Em Ab e R-mod, esta definicdo é equivalente a definicao em termo dos subcon-
juntos imagem e kernel de suas respectivas teorias e, portanto, nestas categorias podemos
demonstrar e utilizar exatidao de sequéncias com maior facilidade, ja que conjuntos sao
um conceito mais intuitivo que subobjetos, além de a utilizacdo de elementos que estao
nos conjuntos simplificar bastante varias demonstracoes.

A linguagem de sequéncias exatas é bastante util, pois varias afirmacoes envolvendo
monomorfismos, epimorfismos, kernels e cokernels podem ser feitas apenas em termos da
exatidao de sequéncias.

Proposicao 4.3.3. Sao vdlidas as sequintes proposicoes:
1) 0—A— B—--- € exata em A se, e somente se, A — B é um monomorfismo.

1*) -+ — A— B — 0 € exata em B se, e somente se, A — B é um epimorfismo.

2) 0— A— B — 0 € exata se, e somente se, A— B é um isomorfismo.

3)0—A— B—C —--- € exata em A e B se, e somente se, A— B ¢é o kernel
de B— C.

3*) -+ —A— B—C—0 ¢ exata em B e C se, e somente se, B— C é o cokernel
de A — B.

4) 0 — A— B — C — 0 € exata se, e somente se, A— B é um monomorfismo e
B — C' € seu cokernel.

4*) 0 — A— B— C — 0 € exata se, e somente se, B— C é um epimorfismo e
A — B € seu kernel.

Demonstragcao. Demonstrarei cada proposicao.

1) A sequéncia é exata em A se, e somente se, Ker(A — B) = Im(0 — A) = 0, que,
pela Proposicao 4.2.5, ocorre se, e somente se, 0 — A é um monomorfismo.

1*) E demonstrada dualmente.

2) Segue de 1), 1*) e do Teorema 4.1.5 que nos diz que um morfismo é um isomorfismo
se, e somente se, este € um monomorfismo e um epimorfismo.
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3) A sequéncia é exata em A e em B se, e somente se, A — B é um monomorfismo
(por 1)) e Ker(B — C) = Im(A — B). Pelo Corolério 4.2.4, podemos ver que isto
ocorre se, e somente se, Ker(B — (') = A — B (com a volta dada pois um kernel é
um monomorfismo).

3*) E demonstrada dualmente.

4) Segue diretamente de 1) e de 3*).
4*) E demonstrada dualmente.

[]

Dizemos que uma sequéncia exata da forma 0 — A— B — C — 0 é uma
sequéncia exata curta. Sequéncias exatas curtas sao importantes pois sao sequéncias
mais simples de se lidar com e codificam informacao de sequéncias exatas maiores:
Proposicao 4.3.4. Uma sequéncia ];32 A4 fi} A; LN A fii --- € exata se, e So-
mente se, para todo i temos que a sequéncia 0 — K; — A; — F; — 0 € exata, onde
K; — A; € o kernel de f;, e A; — F; é o cokernel de f;_1.

Demonstragio. Fixe i. Pelo Teorema 4.2.3, temos que Ker(A; — F;) = Ker(Cok(f;-1))
= Im(f;_1). Pelo Corolario 4.2.4 temos que Im(K; — A;) = K; — A; = Ker(f;). Assim,
temos que Im(f;_1) = Ker(f;) se, e somente se, Im(K; — A;) = Ker(A; — F;). Deste
modo, uma sequéncia é exata em A; se, e somente se, a outra também o for.

Para cada i a sequéncia 0 — K; — A; — F; — 0 é sempre exata em K; e Fj}, ja
que K; — A, sendo um kernel é um monomorfismo, e A; — F; sendo um cokernel é um
epimorfismo.

. fi—2 fi-1 fi Jit1 , A~
Assim, --- == A;_1 — A; = A; 1 — -+ - é exata em A; se, e somente se, a sequén-
cia curta associada a ¢ também for exata. Segue entdao a equivaléncia desejada. O

44 O LEMA DOS NOVE

Comecamos com um lema para a demonstragdo do Lema dos Nove.

Lema 4.4.1. Suponha que em uma categoria abeliana </ o diagrama comutativo a sequir
¢ tal que a linha do meio e todas suas colunas sao sequéncias exatas.

0 0 0

T11 12
0 —— An Aig Az

d11 di2 dlsl
O A T21 A 722 A
21 22 23
da1 da2

731
0 ’ A31 ? A32
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Assim, a linha de baizo € exata se, e somente se, a linha de cima € exata.

Demonstracao. Para a ida, suponha que a linha de baixo é exata. Devemos mostrar que
0— A1 — A — Az é exata. Ou seja, devemos mostrar que r1; € o kernel de rqs.
Considere entao k o kernel de rqs.

Primeiramente, r1; é um monomorfismo, pois se f é tal que r; o f = 0, entao,
pela comutatividade do diagrama, 9 o di; 0 f = digsori o f =0, e, como ry € dyg Sao
monomorfismos pela exatidao das sequéncias em que estao, temos que sua composicao
também o é, e, portanto, f = 0.

Veja que diz 01130711 = r9g0dia071] = r9g 07191 0dy; = 0, com a tltima igualdade
dada pois 1920791 = 0, ja que a linha do meio é exata. Assim, como d;3 é um monomorfismo,
pois a terceira coluna é exata, temos que r15 o r1; = 0. Desta forma, r1; esta contido em k.

Por outro lado, veja que ryy 0 dis 0k = dizoriz ok =0, ja que k é o kernel de 5.
Assim, existe um tnico morfismo d’ tal que dis 0 k = 191 o d’, j4 que r9; é 0 kernel de rgo,
da exatidao da linha do meio.

Agora, veja que r3; odyy od = dypor9y0d = dyyodipsok =0, ja que dip é 0
kernel de dss, sendo a coluna do meio exata. Como r3; € um monomorfismo, pois estamos
supondo que a linha de baixo é exata, segue que dy; o d’ = 0, e, portanto, existe d” tal que
d = di1 0od”, ja que dq; é o kernel de dy;.

Assim, dijp0k = r910d’ = ryj0diiod” = diyoriiod”. Como dys ¢ um monomorfismo,
temos que k = ri;od”, e k estd entdo contido em r1;. Como entao k C rq7 e r1; C k, segue
assim que r1; representa o subobjeto kernel de 715, e é, portanto, um kernel seu, nos dando
a exatidao da primeira linha, como desejado.

Para a volta, suponha que a linha de cima é exata. Devemos mostrar que a linha
de baixo é exata. Em outras palavras, devemos mostrar que r3; ¢ um monomorfismo.
Considere k o kernel de r3; o dy;. Mostrarei que k é o kernel de dsy, e isto sera suficiente,
pois, deste modo, Coim(rs; o dg;) = Cok(Ker(rs; o do1) = Cok(Ker(ds)) = da1, ja4 que
d9; € um epimorfismo, e de modo que, pelo Teorema 4.2.6, segue que r3; é a imagem de
r3; o doy, € €, em particular, um monomorfismo.

Bem, veja que dygorg; 0k = r3;0ds; ok = 0. Assim, existe p tal que ro 0k = dyp0p,
ja que dqo € o kernel de dao

Agora, note que di307r120p = T90d130Dp = T 0791 0 k = 0. Como di3 é um
monomorfismo, temos que 715 o p = 0. Assim, como rq; é o kernel de ri5 ja que estamos
assumindo que a linha de cima é exata, existe p’ tal que p =r;; op.

Vemos entao que 7o 0ok = dipop =digori; op =19 0diy op’. Como ry; é um
monomorfismo, temos que k = dy; o p/, e k esta, portanto, contido em dy1, o kernel de dy;.

Que dq; esta contido em k é claro, pois r3; 0 do; 0 di; = 13100 = 0. Assim, k e dyq
representam o mesmo subobjeto e sao ambos o kernel de ds;. Segue entao, pelos argumentos
no primeiro paragrafo desta parte da demonstracao, que r3; € um monomorfismo e a linha
de baixo é entao exata. O

Caso estivéssemos na categoria de modulos, esta demonstracao seguiria de forma
um tanto mais simples e intuitiva, utilizando os elementos dos R-moédulos numa busca
pelo diagrama. Para a volta desta demonstracao, eu, de fato, utilizei a demonstracao via
“diagram chasing” para me guiar no que deve ser feito, tendo a maior parte do trabalho
mental em argumentar o que foi feito no primeiro paragrafo da volta.

Mostrarei mais para a frente como é uma demonstragao deste tipo em R-mod.
Na verdade, demonstragoes com “diagram chasing” serem mais simples de se fazer em
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teoremas como este do que trabalhar apenas com morfismos é justamente algo que ressalta
a importancia do Teorema de Freyd-Mitchell que demonstraremos mais a frente, pois
com ele veremos que podemos utilizar este tipo de demonstragdo em quaisquer categorias
abelianas, ao invés de apenas em categorias de modulos.

Como ja dito, utilizaremos este lema para demonstrar o Lema dos Nove, que
sera necessario para a demonstracao do Teorema de Freyd-Mitchell, e, portanto, fiz esta
demonstracao agora sem utilizar destes artificios.

Lema 4.4.2 (Lema dos Nove). Suponha que o diagrama comutativo em uma categoria
abeliana < a sequir € tal que a linha do meio e todas suas colunas sdo sequéncias exatas.

0 0 0
0 —— An Ao Az 0
0 —— Ay Az Ags 0
0 —— Az Az Aszs 0
0 0 0

Assim, a linha de baizo € exata se, e somente se, a linha de cima € exata.

Demonstragdo. Juntamos o ultimo lema com seu dual:

Supondo a exatidao da linha de cima, em particular 0 — A;; — Ajp — A3 é
exata e, portanto, 0 — Az; — A3y é exata.

Também, como Ay — A3 — 0 é exata, do dual do ultimo lema, segue que
Asgy — Azg — Az — 0 é exata.

Juntando isto, segue que a linha de baixo é exata. Similarmente vemos o outro

lado. O

45 SOMAS DIRETAS

Veremos aqui que o produto e a soma de dois objetos numa categoria abeliana
sao isomorfos, e passaremos a ver os dois conceitos como um s6 ao definir somas diretas.
Para isto, primeiro veremos algumas proposicoes.

Proposicao 4.5.1. Sejam A e B objetos, (A+ B,uy,us) sua soma e (A X B, py,p2) seu
produto. Assim, as sequintes sequéncias sio exatas:

0
o 0—)A£>A—|—B(—123*>0

1
. OHB%A—FB@AHO

e 0 AW AxB® B S0



Capitulo 4. Categorias Abelianas 40

e 0B AxB® A0

Demonstracao. Demonstrarei apenas a exatidao da primeira sequéncia, pois as outras
seguem de forma analoga ou dual.

1
VejaqueOHA%A+Béummonomorﬁsmo,poisAgA—i—B@AzA%A

também o é.
0
Assim, basta mostrar que A + B g B é um cokernel de A -5 A+ B.
SeJaentaoA+BgFtalqueA A+B( v)
. 0
(y) . (y) o (1) y
que A+ B~ F=A+B-~—~“SF=A+B-—B-—F.
O morfismo y é o tnico que satisfaz isto, pois caso um morfismo ¥’ seja tal que
y' o (V)= (%), segue que (;) = (y), e, portanto, ¥’ = y. Assim, temos o que era desejado,
e a sequéncia é entao exata. O

F = 0. Assim, z = 0, de modo

Proposicao 4.5.2. Sejam A e B objetos, (A+ B,uy,us) sua soma e (A X B, py,p2) seu
produto. Assim, a intersec¢io dos subobjetos uy e us € nula e a interseccao dos objetos
quociente py e py € nula.

Demonstragdo. Seguindo o enunciado da proposicao, mostrarei apenas para a intersec¢ao
de uq e usy, pois para p; e ps é dual.
Segue da proposicao anterior e da construcao da intersec¢ao enunciada no Corolario

(7)

4.2.10. Pela proposicao anterior, o u; é um kernel de A + B — B. Agora, pela construcao

(1) (1)

de uy ﬂ s, este subobjeto é, entdo, o kernel de B - A+ B~ B.Mas B A+ B-% B
=B-5% Béum monomorfismo, de modo que, assim, u; Nuy = 0. O

Com isto, podemos demonstrar o teorema desta se¢ao.

Teorema 4.5.3. Sejam A e B objetos, (A + B,uy,us) sua soma e (A X B,p1,p2) seu

(07)

produto. Assim, A+ B ——= A X B é um isomorfismo.

10
Demonstragio. Seja K — A+ B o kernel de A+ B —— (o3)

10
KHA—}-B(L?B:K A+B( 1)
0
de forma que K esta contido no kernel de A + B Q B, que vimos que é u;.
Similarmente, temos que K esta contido em uy. Como esta contido em ambos,
esta entao contido em sua interseccao, que vimos que é nula. Assim, temos que K =0, e,
portanto, (§{) é um monomorfismo.
Da mesma maneira vemos que (§ 9) é um epimorfismo e, portanto, pelo Teorema

4.1.5, é um isomorfismo. n

A x B. Assim,

Ax B2 B=0

Assim, dados objetos A e B, (A+ B, uy,us) sua soma e (A X B, py, pa) seu produto,
temos que A 4+ B é um objeto isomorfo a A x B, de forma que podemos ver o produto
como uma soma, e a soma como um produto por meio deste isomorfismo. Assim, daremos
uma notacao especial a isto.
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Definigao 4.5.4. Sejam A e B objetos. Dizemos que a quintupla (A @& B, uy, us, p1,p2) €
uma soma direta de A e B se (A® B,uy,uz) é uma soma e (A® B, py,p2) € um produto.
Neste caso, dizemos que esta quintupla forma um sistema de soma direta se

prouy =14 p2ouy = 1p

proug =0 p2our =0

Proposigao 4.5.5. Sejam A e B objetos, (A + B, uy, uz) uma soma e (A X B,p1,p2) um
produto. Assim, (A4 B,ui,uz,({),(?)) e (A x B,(1,0),(0,1),p1,p2) sio somas diretas.
Ainda mais, formam sistemas de soma direta.

Demonstragio. Basta utilizar o isomorfismo (§ ) e os comentdrios envolvendo isomorfismos

de produtos e isomorfismos de somas do capitulo anterior para ver que (A+ B, (}),(9)) é
um produto e (A x B, (1,0),(0,1)) é uma soma:

pro(p?)=pi1o((5), (1)) =(5),
p2o(59)=p20o((5), (1)) =(1)
(39) 0w = () ows = (1,0)
(49) ous = (o)) oua = (0,1)

Que formam sistemas de soma direta segue da definigdo dos morfismos (1,0),
(0,1), (5) e (Y) O

Em particular, somas diretas e sistemas de soma direta de quaisquer dois objetos
existem em categorias abelianas, pois podemos adicionar informagao a sua soma ou a seu
produto para que se tornem um sistema de soma direta. Dada uma soma direta, seguiremos
com a notagao que ja utilizamos para o inico morfismo que comuta o diagrama do produto
e o que comuta o diagrama da soma.

Sistemas de soma direta sdo mais convenientes de se lidar com por conta das
propriedades adicionais dos morfismos. Temos, de certa forma, uma reciproca para a ultima
proposicao:

Proposicao 4.5.6. Sejam A e B objetos e (A @® B, uy,uy, p1,p2) um sistema de soma

(o)

direta de A e B. Assim, com relagiao a soma (A® B, uy,uy), temos quepy = A® B-— A e

0
pp=A®B Q B. E, com rela¢io ao produto (A® B, p1,p2), temos que u; = A@A@ B

6“2:B(L>J)A@B.

Demonstracio. Como os morfismos satisfazem as igualdades da definicdo de sistema de
soma direta, temos que p; ou; = 14 e p; o ug = 0, de forma que p; satisfaz a propriedade
que define () unicamente e é, portanto, igual ao mesmo. Similarmente para os outros
casos. 0

Assim como com somas e produtos, muitas vezes omitiremos a quintupla (A &
B, uy,uy, p1,p2) e diremos que apenas A @ B é a soma direta de A e B, e, neste caso, 0s
morfismos da quintupla terao esta mesma notac¢ao. Também substituiremos estes morfismos
pelos das igualdades na proposicao acima livremente, ficando implicito que estes vém da
estrutura de soma ou produto respectiva.
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46 A ESTRUTURA DE GRUPO ABELIANO PARA HOM

Para cada par de objetos A e B, definiremos aqui uma estrutura de grupo abeliano
para (A, B) que serd de grande interesse para nosso estudo.

Primeiramente definirei dois morfismos auxiliares para que possamos definir esta
operacao.

Definigao 4.6.1. Seja A um objeto e A ® A uma soma direta. Definimos

O morfismo diagonal de A, que denotaremos por A4, como o morfismo

ALY A A

O morfismo codiagonal de A, que denotaremos por V 4, como o morfismo

1
A@AQA.

Assim, definimos a operacao:

Definicao 4.6.2. Sejam A e B dois objetos, e firemos duas somas diretas AG A e B® B.

Definimos a operagio + em (A, B) por, para dois morfismos A B e A% B em (A, B),
o morfismo x +y ¢é definido como

x 0
T 0
A B :A%A@A(l)B@BEB

Note que, como mencionado na se¢ao de produtos e somas do capitulo anterior,
todos os morfismos utilizados para esta definicio dependem da soma direta em questao,
pois, por exemplo, (1,1) com rela¢do a um produto serd um morfismo diferente de (1, 1)
com relagdo a um outro produto.

Mas, podemos ver que a escolha das somas diretas nao importam para esta
operagao, pois dadas outras somas diretas, estas sao isomorfas as escolhidas de uma forma
que os morfismos diagonal, codiagonal e o morfismo entre as somas diretas da definicao da
operacao acabam, de certo modo, cancelando estes isomorfismos e temos no fim a mesma
COmMposicao.

Veremos que esta operacao ¢ uma operagao de grupo que é comutativa e satisfaz
uma bilinearidade com a composicao de morfismos.

Para mostrar estas propriedades, estaremos muitas vezes trabalhando com somas
diretas distintas, mas manteremos a notacdo dos tnicos morfismos que comutam os
diagramas da soma sem distin¢ao entre as somas diretas, e 0 mesmo para os morfismos
do produto. Isto nao sera grande problema caso tenhamos em mente seus dominios e
contradominios.

Também, por conveniéncia, suporemos que todas as somas diretas que escolhermos
sao sistemas de soma direta.

Proposicao 4.6.3. Para todo morfismo A - B, temos que v +0 =x = 0 + z.

z 0
Demonstracdo. Vejamos primeiramente que A @ A(M>B @ B pode ser escrito como wu o
x o p1: Note que

proujoropiou =lgoroly=u,
PLoU 0xop; ouy =0,
paouioxopou =0,
p2ouioxropouy =0,
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de forma que u; o x o p; satisfaz a propriedade que define (& 9) de forma tinica. Assim,
r+0=Vpgo(ZJ)oAs=VgouoxopoAy=1lgoxoly=zx
Similarmente, mostrando que (%) = ug o x 0 py, vemos que 0+ z = . ]
Proposigao 4.6.4. Sejam x,y € (B,C), w € (A,B) e z € (C, D). Assim,

(r+y)ow=zow+yow
zo(r+y)=zoxtyoz

Demonstrag¢io. Bem, note que Agow = (1,1) ow = (w, w). Veremos entdao que Agow =
(% 9) oA, mostrando que o lado direito da igualdade satisfaz a propriedade que define
(w,w) de forma tnica:

Para isto, compomos com as projecoes. Vemos que p;o (¥ 2) oAy =(§)oAs =
wo(§)oAs=wop oAy =woly=w, e, similarmente, pyo (¥ 9)o Ay = w.

Veja também que (”5 2) o(w0)= (”%w ygw), pois o lado esquerdo da equacao
satisfaz as propriedades tinicas do lado direito:

pro(59)o(49) o =(5)o w0 =zo(})o(l,0)ow=ropomow=row

po(39) 0 (52) 0w = ()0 (0) =yo(?)o(L0)ow=yopoumouw=0
o (58)o(g9)ou=(5)oOw)=zo(h)o(0,1)ow=zopouow=0
p2o (59) 0 (58) 0w =(5) o (0,w)=yo(3)o (0, )ow=yopomow=you

Sendo assim, temos entao que
(r-+y)ow = Voo § ol pow = Voo §9)o( §)oAx = Veo( 7,9, Joda = zow-tyow
De forma similar, vemos que zo (x +y) =zox +yo z. [

Para mostrar as outras propriedades de grupo precisarei da seguinte proposicao:
Proposicao 4.6.5. Sejam A, B e C objetos e A® B um sistema de soma direta, e sejam
a, € (C,A), a, € (A,C), b, € (C,B) eb, € (B,C) morfismos. Assim,

uloau+u206u:C’MA@BZUQObu—l—uloau

(ir)

apopr +byopp=ABGB—>C=byops+a,op
Em particular, tomando B = C' = A e as identidades de A, temos que

U +us = Ay =us + 1y
P1+p2=Va=ps+p

Demonstragao. Para a primeira igualdade, basta mostrar que u;o0a,+ug0b, € ugyob,+uioa,
satisfazem a propriedade que define (a,, b,) unicamente:

p1o(ujoa,+ugsob,) = prouyoa,+piousob, = a,+0 = a, e pyo(uoa,+ugob,) =
P2OU 00y +prousob, = 0+b, = b,, mostrando que u; oa, +us0b, = (ay,b,). Similarmente
vemos que us o b, + uq o a, também satisfaz isto.

Similarmente também mostramos a outra igualdade. [

Proposigao 4.6.6. Sejam x,y € (A, B). Assim, x +y =y + x.

Demonstragio. Note que x = py o (z,y) e y = py o (z,y), de forma que
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r+y=pio(zy)+po(z,y) =P +p)o(z,y)=p+m)o(zy) =
pro(z,y)+pio(z,y)=y+ux

como desejado. O]
A operacgao é, portanto, comutativa.

Proposicao 4.6.7. Sejam x,y,z € (A, B). Assim, (z+y)+2z=x+ (y + 2).

Demonstracao. Por um lado, veja que

Vpo(g2)oAs=Vpgo(g?)o(uituz) =Vpo((§1)our+(g?)ou) = Vgo((x,y)+(0,2)) =
Vpo(x,y)+Vpo(0,2) = (p1+p2)o(z,y)+(p1+p2)o(0,2) = (r+y)+(0+2) = (v+y)+2

E, por outro lado,

Vpo(gz)oda= (pitp2)o(pi)oda=(po(o2)+peo(p2))oda=((8)+(¥))ola=
(§)oAa+(¥)olda=(6)o(urtug)+(¥)o(utug)=(@+0)+(y+2)=z+(y+2)

Unindo entao estas igualdades obtemos o que é desejado. O

Assim, a operagao é associativa, e passaremos a ignorar os parenteses envolvendo
ela.

Ainda nao mostramos que a operagao é uma operacao de grupo, pois ainda
nos falta demonstrar a existéncia de elementos inversos, mas podemos mostrar algumas
propriedades interessantes das composicoes, que serao também tuteis para isto. Vejamos
que as composicoes de morfismos seguem as regras de composi¢ado de matrizes usual, com
apenas uma possivel mudanca na ordem, dependendo de como é descrita a composicao.

Proposicao 4.6.8. Sejam A e B objetos e A ® B um sistema de soma direta. Assim,

( za+zb ya+wb>

ab ry zctzd yetw
A@B(Cd)A@B(Zw)A@B:A@B +dy+dA@B

Demonstracdo. Basta ver que a composicao do lado esquerdo satisfaz a propriedade que
define o morfismo do lado direito de forma tnica:

pro(zé)o(dg)our=(2)o(ab)=(xopi+z0ops)o(uoa+usob)
=ropiou;oa+zopyouroa+ropougob+zopyouzob

=xoa+zob=xa+ zb

E, similarmente,
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Com argumentos similares podemos ver também que

ab z xa+zb
doBled 4055 Ao a0B E) Ao B
e
zy
Ae B Y, A@B( >A@B A plratzbvett) 4o B

Proposicao 4.6.9. Seja x € (A, B). Assim, existe y € (A, B) tal que x +y=0=y + x.
Demonstragdo. Considere o morfismo A @ B

12
61, 4o B
Seja K E182) A @ B o kernel de (§%). Assim,

1
(k1,k2) (() glg) (k1,z0k1+k2)
— — -5

K% A¢B=K Aa B APB=K Ao B

De modo que k; =0, e x 0o k; + ko = 0, nos dando também que ko = 0. Assim, o
kernel de (3 %) é o subobjeto nulo, e este é, portanto, um monomorfismo. Similarmente
vemos que este é um epimorfismo.

Sendo um monomorfismo e um epimorfismo, pelo Teorema 4.1.5, segue que (%)

é um isomorfismo. Seja (¢ Y) sua inversa. Como (25)o (§%) = (§9), segue que

a+zc=1

b+xd=0
c=0
d=1

Assim, como d = 1, segue da segunda equagao acima que b + x = 0. Como a operagao é
comutativa, também temos entdao que x + b = 0, e segue o que era desejado. O

Com isto, vemos que para cada par de objetos A e B, temos que ((4, B),+) é um
grupo abeliano, e estas operagdes nos conjuntos de morfismos sao tais que a composigao é
bilinear com relacao a +.

Com esta bilinearidade, vemos, ainda mais, ((A, A), +, o) como um anel para todo
objeto A. Utilizaremos normalmente, entretanto, a estrutura de anel oposta, ((A4, A), +, oop),
com multiplicacao feita trocando a ordem dos fatores. Chamaremos este anel com a
estrutura oposta de o anel de endomorfismos de A.

Algumas outras defini¢oes equivalentes de categorias abelianas comecam ja com
uma estrutura de grupo abeliano em cada conjunto de morfismos que satisfaz a bilinearidade
com a composicao, e desta operagao junto de outros axiomas derivam os axiomas da
definicao feita deste trabalho.

Com a operacao de soma podemos ver algumas outras proposi¢oes importantes.
Podemos ver agora algo que foi prenunciado no capitulo anterior:

Proposicao 4.6.10. Sejam A e B dois objetos, e x,y € (A, B). Assim, o kernel de x — y
€ o equalizador de x ey, e o cokernel de x — 1y € o coequalizador de x e y.

Demonstragcao. Mostrarei apenas que o kernel de x — y é o equalizador de x e y, pois o
outro resultado segue dualmente. Seja k o kernel de x — y. Assim, verifiquemos que k
satisfaz a propriedade do equalizador:



Capitulo 4. Categorias Abelianas 46

Temos que zk — yk = (x — y)k = 0, de modo que zk = yk, e, se z é tal que
rz = yz, vemos que (z —y)z = xz — yz = 0, de modo que como k é o kernel de x — y, 2
se fatora por k. n

Com isto, podemos também ver uma forma mais simples de descrever pullbacks e
pushouts.

Proposicao 4.6.11.

Sejam A - M e B By M dois morfismos. Assim, P 4 @ B € um kernel de
(%5) se, e somente se, (P,x,y) é um pullback para o e f3.

Sejam M - A e M 25 B dois morfismos. Assim, A @ B (i2 P ¢ um cokernel de
(o, =) se, e somente se, (P,x,y) € um pushout para o e 3.

Demonstragio. As idas Seguem de suas respectivas construgoes feitas neste capitulo,
notando, em especial, que, por exemplo para o caso do pullback, se p; e ps sdo as projegoes
de A® B, entdo aop; = (§) e fopy = (2), e o equalizador de aopy e Sopy é justamente
o kernel de ( 53) = (§) — (g)

Para a volta, no caso do pullback, ja que o caso do pushout é dual, supondo
que (z,y) é o kernel de (3), temos que aox — foy = (3) o (z,y) =0, de modo que
aox = [foy.

E se 2’/ e y sdo tais que a oz’ = foy/, entdo (5)o (2/,y) =aoa’ — oy =0,
e (2/,y') deve se fatorar de forma tnica pelo kernel de ( %) como (2/,3') = (x,y) o ¢ para
algum morfismo ¢, e é facil de ver que este morfismo é o inico que comuta o diagrama do
pushout. O

E podemos demonstrar os teoremas do pullback e do pushout:

Teorema 4.6.12.
Se A% M é um morfismo e B M ¢ um epimorfismos, e (P,x,y) € seu
pullback, entdo x é um epimorfismo.

7/ ﬂ / 7/
Se M = A é um morfismo e M —— B é um monomorfismos, e (P,x,y) € seu
pushout, entao x é um monomorfismo.

Demonstracao. Demonstrarei apenas para o pullback, pois para o pushout é dual. Nas
hipoteses desta parte do enunciado, considere entao ¢ o cokernel de z. Mostrarei que ¢ = 0.
Vimos na ultima proposi¢ao que (z,y) é o kernel de ( £3). Como 3 é um epimor-
fismo, vemos facilmente que ( Z3) também o é, ja que ( %) o ug = —f é um epimorfismo.
Deste modo, o cokernel de (z,y) é ( %5).
Assim, como (§) o (z,y) =copyo(z,y) =cox =0, temos que (§) = o ()

para algum morfismo ¢. Deste modo, (§) = o () = (Clg’("f‘m).

Desta forma, temos que ¢ = o, e 0 =c o (=) = = o3, ou, ¢ o f = 0. Como
£ é um epimorfismo, temos que ¢ = 0, e, portanto, ¢ = ¢ o a = 0.
Como ¢ é o cokernel de x, segue que x é um epimorfismo, como desejado. n

Conseguimos também demonstrar algumas outras formas de se mostrar que uma
dada quintupla é um sistema de soma direta.

Teorema 4.6.13. Seja (S,A 5 S, B % S, S 25 A S 2 B) uma quintupla. Assim, sio
equivalentes:
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1) (S,uy,us,p1,pa) € um sistema de soma direta.

u D2 u p1 ~ A .
2) prouy =1y, ppous=1g e A—S = B e B85 -— A sio sequéncias exatas.

3) prouy =14, ppouy=1p, prous =0, ppou; =0 e up; + usps = lg.

Demonstracao.

1 = 2 As igualdades seguem diretamente do fato de que a quintupla é um sistema de

2 = 3

1

soma direta, e a exatidao das sequéncias segue das proposicoes 4.5.6 ¢ 4.5.1.

As quatro primeiras igualdades seguem diretamente. Denotemos por s o
morfismo uyp; + usps. Assim, considere o morfismo z = 1g — s.

Veja que p1z = pi(ls — s) = p1 — pr(wipr + ugpz) = p1 — pruapr — praps =
p1 — p1 = 0. De forma similar, poz = 0. Como us é o kernel de p; (notando
que uy é um monomorfismo, pois pju; = 14), entdo z deve se fatorar como
upz' para algum morfismo 2’ € (9, B). Assim, veja que

2 =1p7 = pus?’ = prz =0

De forma que z = upz’ = 0. Assim, 1g — s = z = 0 e, portanto, s = 1g.

Basta mostrar que (S, u1,us) é uma soma de A e B, e que (S,p1,p2) é um
produto de A e B, pois as equagoes de um sistema de soma direta sao satisfeitas
por hipétese. Mostrarei apenas que (S, u1, ug) é uma soma, pois que (S, py, ps)
¢ um produto segue de forma dual.

Seja (X, A2 X, B ™ X) uma tripla. Mostrarei que existe um tinico morfismo
S5 Xtalque zouy =21 e xouy = 9.

Considere o morfismo de S para X dado por x = x1p; + xaps. Assim, veja que

xuy = (T1p1 + Tape)ur = T1pruy + Topouy = x1la + 220 = 14

Uy = (T1p1 + TaPa)Us = T1P1Us + Topaty = 210 + 2215 = 29

E, para a unicidade, seja y um morfismo tal que yu; = x1 e yus = 5. Assim,
temos que

y = ylg = y(uip1 + usps) = yuip1 + Yuops = T1p1 + T2ps = x

Concluindo que (S, u1,us) é uma soma. ]
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5 FUNTORES E SUBCATEGORIAS

Saimos de categorias abelianas por um momento para definir funtores, que serao
de alta importancia nos préximos capitulos, em que comegaremos a focar no Teorema de
Freyd-Mitchell.

5.1 FUNTORES

Definicao 5.1.1 (Funtores). Sejam € e & duas categorias quaisquer. Um funtor, ou um
funtor covariante, F' entre € e 9, que escrevemos F: € — &, consiste de

e Uma aplicacio entre a classe de objetos de € e a classe de objetos de &, atribuindo
ao objeto C' € € um objeto F(C) € 9.

e Para cada dois objetos A e B de €, uma fungao entre (A, B)y e (F(A), F(B))g, atri-

F
buindo a cada morfismo A L B um morfismo F(A) ) F(B). Quando estivermos
considerando apenas um morfismo A — B, e for mais conveniente a omissao do nome
do morfismo, muitas vezes escreveremos apenas F(A) — F(B) para F(A — B).

E deve satisfazer

1. Para todo objeto A de €, F(14) = 1pa).

2. Para cada par de morfismos A L BeB % C, temos que F(go f) = F(g) o F(f)

Assim como os morfismos de grupo sao fungodes entre grupos que preservam a
estrutura de grupo, os funtores sdo como fungoes entre categorias que preservam a estrutura
de categoria.

Como funtores preservam composicao, dado um diagrama comutativo, sua imagem
por um funtor serd também um diagrama comutativo.

Exemplo 5.1.2 (O funtor identidade). Dada uma categoria € qualquer, ha um funtor
I[:€ — € tal que I(C) =C e I(f) = f, para todo objeto C' e morfismo f de €. Este é
chamado o funtor identidade de € .

Exemplo 5.1.3 (Funtores Constantes). Dadas duas categorias € e 9, e dado um objeto
D € 2, o funtor F: € — 2 tal que F(C) = D e F(f) = 1p para cada objeto C' e
morfismo f de € € chamado funtor constante e igual a D.

Exemplo 5.1.4 (O funtor esquecimento de Grp). Temos um funtor de Grp para Set que
que atribui a cada grupo o seu conjunto correspondente e a cada morfismo de grupo ele
mesmo visto como uma funcao entre conjuntos. Este € chamado o funtor esquecimento.

Em muitas categorias cujos objetos sao conjuntos com uma estrutura e os morfismos
sao fungoes entre conjuntos que preservam esta estrutura, como Ab, Ring e R-mod, podemos
definir um funtor deste tipo, que “esquece” toda a estrutura dos conjuntos.

Podemos também esquecer a estrutura dos conjuntos de forma parcial. E possivel,
por exemplo, definir um funtor entre R-mod e Ab que remove apenas a multiplicacdo por
escalar que torna o grupo abeliano num R-modulo.
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Exemplo 5.1.5 (A inclusdo de Ab em Grp). Hd um funtor entre Ab e Grp que leva cada
grupo abeliano em sua copia em Grp, e cada morfismo no proprio morfismo de grupos.

Quando falarmos de subcategorias, podemos ver que esta € a inclusio da subcate-
goria cheia de Grp formada pelos grupos abelianos em Grp.

Defini¢cao 5.1.6. Dados dois funtores F': o — B e G: B — €, definimos o funtor
composicio de G com F como G o F: of — € que leva os objetos A em G(F(A)) e os
morfismos f em G(F(f)).

5.2 FUNTORES CONTRAVARIANTES

Definicao 5.2.1 (Funtores). Sejam € e & duas categorias quaisquer. Um funtor con-
travariante, F' entre € e¢ &, que escrevemos F: € — &, consiste de

e Uma aplicacdo entre a classe de objetos de € e a classe de objetos de &, atribuindo
ao objeto C' € € um objeto F(C) € 9.

e Para cada dois objetos A e B de €, uma fungao entre (A, B)y e (F(B), F(A))g, atri-

buindo a cada morfismo A L B um morfismo F(B) o) F(A). Quando estivermos
considerando apenas um morfismo A — B, e for mais conveniente a omissao do nome
do morfismo, muitas vezes escreveremos apenas F(B) — F(A) para F(A — B).

E deve satisfazer

1. Para todo objeto A de €, F'(14) = 1pa).

2. Para cada par de morfismos A L BeB Y C, temos que F(go f) = F(f)o F(g)

Um funtor contravariante F' entre duas categorias € e Z pode ser visto como um
funtor covariante entre °P e Z pela mesma associagdo dada por F.

Alternativamente, podemos também ver este funtor F' como um funtor covariante
entre ¥ e Z°P, utilizando também a mesma associacao dada por F.

Por outro lado, de modo que temos uma equivaléncia entre estas formas de ver
um funtor contravariante e sua defini¢ao, podemos ver todo funtor covariante entre €°P e
2 como um funtor contravariante entre ¢ e ¥, e todo funtor covariante entre ¢ e Z°P
como um funtor contravariante entre ¢ e ¥, tomando os funtores contravariantes que
associam os objetos e os morfismos da mesma forma que o funtor covariante.

Usualmente quando falarmos de um funtor sem especificar se este é covariante ou
contravariante, assumiremos que este é covariante. E claro, quando necessério enfatizaremos
a covariancia do funtor.

Como principal exemplo, temos o funtor dual de uma categoria para sua categoria
dual.

Exemplo 5.2.2 (Funtor Dual). Dada uma categoria €, o funtor dual é um funtor
contravariante F: € — €°P que leva objetos e morfismos neles mesmos, mas em € °P.

Outros exemplos de funtores contravariantes aparecerao ainda pelo trabalho, como
na préxima secao.
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53 OS FUNTORES HOM

Duas classes de funtores de grande importancia sao os funtores Hom, que podem
ser definidos de qualquer categoria para Set, e que merecem neste trabalho uma secao
dedicada a eles.

Definicao 5.3.1. Dada uma categoria € e um objeto C' de €, definimos o funtor
(C,_)g: € — Set por

e (C,_)¢(X) € o conjunto de morfismos entre C' e X, ou seja, (C, X)¢

e Para X L Y, (C,_)e(f), denotado por (C, f)¢, € a fung¢io entre os conjuntos
(C, X)¢ e (C,Y)g que leva um morfismo g € (C, X )¢ no morfismo fog e (C,Y)s.

Também denotamos este funtor por Home (C, ), ou, num caso em que a categoria
possa ficar implicita, por (C, ) ou Hom(C, ).

Caso a categoria em questao seja uma categoria abeliana, cada conjunto de
morfismos possui uma estrutura de grupo abeliano, e podemos ver, utilizando a Proposi¢ao
4.6.4, que (C, f) satisfaz as propriedades de um morfismo de grupos. Assim, podemos ver
o funtor como um funtor para Ab, que leva cada objeto X no grupo abeliano ((C, X), +),
e cada morfismo f no morfismo de grupo (C, f).

Podemos ir ainda além e ver estes funtores saindo de categorias abelianas como
funtores para uma categoria de modulos sobre um anel R:

Proposicao 5.3.2. Seja o7 uma categoria abeliana, e five um objeto A de o7 . Assim, para
todo objeto X € o7, (A, X) possui uma estrutura de R-mddulo, onde R = (A, A) com a
soma e a composi¢ao, e de forma que para todo morfismo f de o7, (A, f) é um morfismo
de R-moédulos.

Demonstracdo. Para cada objeto X de 7, definimos a estrutura de R-médulo no grupo
abeliano (A, X) da seguinte maneira: para cada A =+ X € (A, X) e A = A € R, definimos
r-x como A"+ A% X. E fcil ver que esta operacio satisfaz os axiomas de R-médulos
utilizando, dentre outras propriedades, a bilinearidade da soma com a composicao.

E para cada f € (X,Y) morfismo de 47, o morfismo de grupos abelianos (A, f) é
um morfismo de R-médulos: parar € Re f € (A, X), temos a R-linearidade:

(A, )r-z) = (A filzor)=fo(ror)=(fox)or=r-(fox)=r-(A f)(z)
[l

Desta forma, (A, ) pode ser visto como um funtor para R-mod, com R = (A, A),
que leva cada objeto X no R-médulo ((4, X),+,-) e cada morfismo f no morfismo de
R-moédulos (A, f).

E claro que estes trés funtores, um que vai para Set, outro para Ab, e outro para
uma categoria de modulos, sao todos funtores distintos, mas seguiremos com a mesma
notacao para os trés. Explicitarei, é claro, o contradominio destes funtores sempre que
necessario.

A outra classe de funtores Hom é a seguinte classe de funtores contravariantes.

Definicao 5.3.3. Dada uma categoria € e um objeto C' de €, definimos o funtor contra-
variante (_,C)¢: € — Set por
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e (_,O)¢(X) € o conjunto de morfismos entre X e C, ou seja, (X,C)g

e Para X L Y, (,C)¢(f), denotado por (f,C)¢, € a funcio entre os conjuntos
(Y, C)y e (X,C)¢ que leva um morfismo g € (Y,C)y no morfismo go f € (X,C).

Da mesma forma, denotamos este funtor também por Homg( ,C) e (_,C).
Também costumaremos o ver como um funtor covariante saindo da categoria dual.

Assim como o funtor anterior, em uma categoria abeliana podemos promover este
funtor para um funtor contravariante para Ab. Nao necessariamente podemos o promover
para um funtor para uma categoria de R-mddulos com R o anel de endomorfismos do objeto.
Ao menos nao para a categoria de médulos a esquerda, pois podem ocorrer problemas
na R-linearidade das fungoes. Apesar disto, podemos os promover para funtores para
uma categoria de R-modulos a direita. Mas nao entrarei em detalhes, pois foge de nossas
necessidades.

54 FUNTORES ADITIVOS

Uma classe de funtores interessantes entre categorias abelianas é a classe de
funtores aditivos, que preserva a estrutura da soma que demos para seus conjuntos de
morfismos.

Definigao 5.4.1 (Funtores Aditivos). Sejam o7 ¢ % duas categorias abelianas. Um funtor
F: of — A ¢ dito aditivo se para cada dois objetos A e B de & a funcao entre os grupos
(A,B)¢ e (F(A),F(B))g correspondente do funtor é um morfismo de grupos.

Como exemplos de funtores aditivos, temos os funtores Hom:

Exemplo 5.4.2. Seja &/ um objeto numa categoria abeliana <7 . Assim, (A, ) e (_,A),
vistos como funtores covariantes com contradominio sendo a categoria Ab ou uma categoria
de maodulos, sdo funtores aditivos.

Este exemplo sera importante o suficiente para merecer uma demonstragao, mas,
por mais que seja simples mostrar que (A, f +¢g) = (A, f) + (A, g), demonstrarei isto em
duas se¢oes de uma forma que segue diretamente de dois resultados importantes.

Teorema 5.4.3. Seja F' um funtor entre duas categorias abelianas o e B. Assim, F' é adi-
tivo se, e somente se, para todo par de objetos A e B de of temos que se (AD B, uq, uz, p1,p2)
¢ um sistema de soma direta de A e B entao (F(A® B), F(uy), F(us), F(p1), F(p2)) é um
sistema de soma direta de F(A) e F(B).

Demonstragio. Suponha primeiramente que F' é aditivo. Assim, considere um sistema
de soma direta (A @ B, uy, ug, p1,p2). Assim, pelo Teorema 4.6.13, pju; = 14, poug = 15,
prug = 0, pouy = 0 e uypy + ugpz = laep.

Aplicando F' nestes morfismos, vemos que F(p1)F(u) = F(piu1) = F(1a) = 1pa),
e similarmente F'(py)F(u2) = 1p(p). Também vemos que F'(p1)F(uz) = F(piug) = F(0) =
0 e F(py)F(uy) =0, ja que morfismos de grupo preservam o elemento neutro da adigao.
E, também, F'(u1)F (p1) + F(u2)F(p2) = F(uipr + u2p2) = F(lags) = lrass). Com isto,
pelo Teorema 4.6.13, a quintupla (F(A @ B), F(u1), F(us), F(p1), F(p2)) é um sistema de
soma direta de F'(A) e F(B), como desejado.
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Por outro lado, supondo que F' preserva sistemas de soma direta, sejam z,y €
(A, B).y, e fixe sistemas de soma direta A @ A e B @ B, e considere os sistemas de soma
direta associados em #.

Veja que F'((z,vy)) satisfaz a propriedade que define (F(z), F(y)) de forma tnica,
pois F(p1)F((z,y)) = F(pi(z,y)) = F(x) e, similarmente, F(p:)F((z,y)) = F(y), de
modo que F((z,y)) = (F(z), F(y)). De modo similar podemos ver que F((1)) = (1), para
os morfismos identidade adequados. Assim, vemos que

F(z+y) = F(pi(x,y) + pa(2,9)) = F((p1 + p2)(z,9)) = F((1)(x,9) = F((1)F((z,y))
= (1)(F(2), F(y)) = (F(p1) + F(p2))(F(2), F(y))
= F(p)(F(2), F(y)) + F(p2)(F(x), F(y)) = F(x) + F(y)

E F é, portanto, aditivo. O

55 FUNTORES FIEIS E CHEIOS

Definigao 5.5.1 (Funtores Fieis). Um funtor F: € — & ¢é dito fiel se para cada dois
objetos A e B de € a fungao entre (A, B)y e (F(A), F(B))g correspondente do funtor é
uma fungdo injetiva.

Definicao 5.5.2 (Funtores Cheios). Um funtor F': € — 2 é dito cheio se para cada dois
objetos A e B de € a fungao entre (A, B)g e (F(A), F(B))g correspondente do funtor é
uma fungdo sobrejetiva.

Por vezes chamaremos um funtor fiel de uma imersao.
Exemplo 5.5.3. Os funtores esquecimento sdo funtores fieis.
Exemplo 5.5.4. O funtor de inclusio de Ab em Grp é um funtor fiel e cheio.

Perceba que um funtor aditivo entre categorias abelianas é fiel se, e somente se,
apenas morfismos zero sao levados em morfismos zero, ja que o funtor restrito aos conjuntos
de morfismos é um morfismo de grupos.

Teorema 5.5.5. Seja F: o/ — B um funtor aditivo entre categorias abelianas. Sdo
equivalentes:

1) F é um funtor fiel.
2) F leva diagramas ndo comutativos em diagramas nao comutativos.
3) F leva sequéncias ndo exatas em sequéncias ndo exatas.

Demonstracao.

1) <= 2) Pode ser visto facilmente da defini¢do de funtor fiel.

1) = 3) Seja---— A; 4 RN A; J;“ A;y1 — -+ uma sequéncia nao exata. Assim, esta

nao é exata em A; para algum i, de modo que Im(f;) # Ker(fi11).
Assim, pela Proposicao 4.3.1, temos que ou f;y10 f; #0oucok # 0, em

que K k, A; é o kernel de f;,1 e A; = C o cokernel de f;. Daqui temos dois
casos entao:
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— Se fir10 fi # 0, como F é fiel, temos que F(fi11) o F(fi) # 0, e daqui
segue também pela Proposicao 4.3.1 que Im(F'(f;)) # Ker(F(fi+1)), e a
imagem da sequéncia por F' nao é exata em F(A;), e, portanto, nao é
uma sequéncia exata.

— Se cok # 0, também, como F ¢ fiel, F(¢) o F(k) # 0. Considere entao k'
o kernel de F'(f;11) e ¢ o cokernel de F(f;).
Como F(fiy1)oF(k) = F(fiy10k) = F(0) = 0, temos que F(k) se fatora
por k' como F (k) = k' o k" para algum morfismo k”. De forma similar
vemos que F'(¢) se fatora por ¢ como ¢” o ¢ para algum morfismo ¢”.
Assim, F(c) o F(k) =" o ok’ o k”. Deste modo, nao podemos ter que
c o k' = 0, pois, neste caso, terfamos que F(c¢) o F'(k) = 0. Assim, como
o k' # 0, segue mais uma vez pela Proposicao 4.3.1 que Im(F(f;)) #
Ker(F(fi+1)), e a imagem da sequéncia por F' nao é exata em F'(4;), e
assim nao é exata.

3) = 1) Seja A -5 B um morfismo nao nulo. Assim, A 24 A %, B ndo é uma sequéncia
F(A) %)F(B) também nao o é.

Pela Proposicao 4.3.1, se k é o kernel de F'(z) e ¢ é o cokernel de 1p(4), como a

tltima sequéncia nao ¢ exata, devemos ter que ou cok # 0 ou F(x)o 1y # 0.
Agora, ¢ é um morfismo nulo, pois é o cokernel de uma identidade, de modo

que co k = 0. Deste modo, devemos ter que F(z) o1 # 0. Ou seja, que
F(z) # 0, e, portanto, F é fiel. ]

Lra)
—

exata, de modo que, por hipotese, F'(A)

5.6 FUNTORES EXATOS

Definicao 5.6.1 (Sequéncias exatas a esquerda). Uma sequéncia exata ¢ esquerda é
uma sequéncia exata da forma 0 — A — B — C.

Defini¢ao 5.6.2 (Sequéncias exatas a direita). Uma sequéncia exata d direita é uma
sequéncia exata da forma A — B — C' — 0.

Definigao 5.6.3 (Funtores exatos a esquerda). Um funtor entre categorias abelianas
F: o — A é dito exato a esquerda se preserva sequéncias exatas a esquerda. Ou seja,

se para toda sequéncia exata da forma 0 — A — B — C' em &/ temos que a sequéncia
F(0) — F(A) — F(B) — F(C) € exata em A.

Definigao 5.6.4 (Funtores exatos a direita). Um funtor entre categorias abelianas F': of —
A ¢ dito exato a direita se preserva sequéncias exatas a direita.

Uma outra forma de ver funtores exatos a esquerda e a direita é como funtores
que preservam kernels e cokernels, respectivamente, notando as equivaléncias destes tipos
de sequéncias dada na Proposicao 4.3.3.

Proposicao 5.6.5. Seja o/ uma categoria abeliana. Para todo objeto M de </ o funtor
(M, ) € exato a esquerda.

Demonstragdo. Seja 0 — A L B4 C uma sequéncia exata a esquerda em .o7. Mostrarei

entdo que a sequéncia de grupos abelianos (M, 0) — (M, A)(]@;)(M, B)(AL’Q)(M, C') é exata.
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Primeiramente, veja que (M, 0) possui um tnico elemento, e assim é isomorfo ao
grupo abeliano contendo apenas o elemento zero. Este grupo é um objeto zero de Ab, de
forma que (M, 0) também o é.

Assim, temos que a sequéncia de grupos abelianos é exata se, e somente se, (M, f)
¢ uma fungdo injetiva e sua imagem é igual ao kernel de (M, g).

Para mostrar a injetividade de (M, f), sejam x,y € (M, A), e suponha que
(M, f)(x) = (M, f)(y). Assim, pela definicao de (M, f), temos que fox = f oy. Agora,
da exatidao da sequéncia inicial, f é um monomorfismo, e desta forma segue que x =y, e
(M, f) é, portanto, injetivo.

Para a outra parte, mostramos a igualdade dos conjuntos Im((M, f)) e Ker((M, g)),
demonstrando que um esta contido no outro.

Dado y € Im((M, f)), existe z € (M, A) tal que (M, f)(x) =y. Ou seja, y = foux.
Assim, (M, g)(y) = goy = go fox. Da exatiddo da sequéncia inicial, f é o kernel de g,
de forma que go f = 0. Assim, (M, g)(y) =0, e y € Ker((M, g)).

Por outro lado, seja y € Ker((M, g)). Assim, goy = (M, g)(y) = 0. Agora, f éo
kernel de g, de modo que, pela defini¢ao de kernel, existe = € (M, A) tal que y = f o x.
Assim, y = (M, f)(z) € Im(f). O

De modo similar, podemos ver que o funtor covariante (_, M): &/ — Ab é
também exato a esquerda.

Teorema 5.6.6. Funtores exatos a esquerda e funtores exatos a direita sao funtores
aditivos.

Demonstraciao. Mostrarei que um funtor exato a esquerda satisfaz a propriedade equiva-
lente a aditividade de um funtor mostrada no Teorema 5.4.3. Para funtores exatos a direita
serd similar.

Seja F' um funtor exato a esquerda entre duas categorias abelianas. Sejam A e B
dois objetos quaisquer e (.S, uy, ug, p1, p2) um sistema de soma direta destes objetos. Assim,
pelo Teorema 4.6.13, pjouy = 14, poous = lge A =5 S 2. BeB* 952 Asio sequéncias
exatas. Como u; e uy $30 monomorfismos, temos mais ainda que 0 — A -5 S 2 B e
0— B S A sio sequéncias exatas.

Assim, F(p1) o F(u1) = 1peay, F(p2) o F(uz) = 1p(p), e, da exatidao a esquerda
de F, temos que F(0) — F(A)"“Vr($) W r(B) e F(0) — F(B)“2F($)" % F(A) sio
sequéncias exatas, que sdo, em particular, exatas em F'(S). Portanto, pelo Teorema 4.6.13,
(F(S), F(u1), F(ug), F(p1), F(p2)) ¢ um sistema de soma direta e, assim, F' ¢ aditivo. [

Em particular, os funtores Hom sao funtores aditivos.

Definigao 5.6.7 (Funtores exatos). Um funtor entre categorias abelianas F: of — B é
dito exato se preserva sequéncias exatas. Ou seja, se para toda sequéncia exata em <,

fi2 Ai_l fi—1 Az fi Ai+1 fit1
temos que
. F(fi—Q) F(Az_l) F(fi—l) F(Al) F(fz) F(AH_l) F(fi+1) .

¢ uma sequéncia exata em A.
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Funtores exatos, preservando sequéncias exatas, preservarao entao todas as pro-
priedades equivalentes descritas na Proposicao 4.3.3.

Teorema 5.6.8. Um funtor entre categorias abelianas é exato se, e somente se, é exato a
direita e a esquerda.

Demonstragio. Seja F: o/ — 8 um funtor entre categorias abelianas. Se F' é um exato,
ele claramente é exato a direita e exato a esquerda, de modo que temos a ida. Suponhamos
entao para a volta que F' é exato a direita e a esquerda.

Seja - - - fig Ay firg A; EiN A Lz uma sequéncia exata em .o7.

Fixe entao i. Pela Proposigao 4.3.4, segue entdao que 0 — K; — A; — F; — 0 é
exata, onde K; — A; é o kernel de f;, e A; — F; é o cokernel de f;_1.

Da exatidao & esquerda de F'; 0 — F(K;) — F(A;) — F(C;) — 0 é exata em
F(K;) e F(4;), e de sua exatidao a direita, é exata em F'(C;), e, portanto, é uma sequéncia
exata.

Agora, F' sendo exato a esquerda, temos que F' preserva kernels, e F' sendo exato
a direita, I’ preserva cokernels. Assim, F'(K;) — F(A;) é o kernel de F(f;) e A; — F; éo
cokernel de F'(f;_1).

Assim, a sequéncia 0 — F(K;) — F(A;) — F(C;) — 0 é justamente a sequéncia

da Proposicao 4.3.4. Segue assim que que a sequéncia - - - fizg A fig A; EiN A g é

exata, e F' é, portanto, um funtor exato. n

Com algumas poucas mudancgas nos argumentos, é facil ver que, mais que isso, F
¢é exato se, e somente se, F' é exato a esquerda e preserva epimorfismos, e se, e somente se,
F é exato a direita e preserva monomorfismos.

Para qualquer anel R, podemos ver que o funtor esquecimento de R-mod para Ab
é exato, pois os conjuntos dados pelos kernels e cokernels de morfismos de R-modulos sao
os mesmos dados pelos kernels e cokernels destes vistos como morfismos de grupo.

Lema 5.6.9. Seja F': of — B um funtor fiel e exato entre categorias abelianas. A exatidao
de sequéncias em &/ € equivalente a exatiddo de suas imagens por F em 2.

Demonstracio. Fixe uma sequéncia. Supondo que a sequéncia é exata em .7, como F é
exato, sua imagem por F' também é exata em A. E, por outro lado, pelo Teorema 5.5.5,
como F' ¢ fiel e aditivo, ja que um funtor exato é aditivo, se uma sequéncia é tal que sua
imagem por F' é exata, devemos ter que a sequéncia é exata ela mesma, pois caso contrario
sua imagem por F' nao seria exata. ]

Teorema 5.6.10. Seja F': of — P um funtor fiel e exato entre categorias abelianas. A
exatiddo de sequéncias e a comutatividade de diagramas em &/ € equivalente a exatiddo e
a comutatividade de suas imagens por F.

Demonstracio. Segue do lema anterior e do Teorema 5.5.5, j4 que todos os funtores
preservam diagramas comutativos. O

5.7 SUBCATEGORIAS

Defini¢ao 5.7.1 (Subcategoria). Dada uma categoria €, uma subcategoria €' de € é
uma categoria tal que
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e A classe de objetos de €' é uma subclasse da classe de objetos de € .

e Para cada par de objetos A e B de €', temos que (A, B)g: € um subconjunto de

e Para f € (A,B)g e g€ (B,C)gr, temos que go f pela operagao de composi¢io em
€' € igual a go [ pela operacio de composicio de € .

Nos termos desta defini¢do, o funtor que inclui a subcategoria ¢’ em %, levando
0s objetos e os morfismos neles mesmos, ¢ chamado funtor inclusao. Este funtor é
claramente um funtor fiel.

Nem toda subcategoria de uma categoria abeliana sera também abeliana. Con-
sidere, por exemplo, a subcategoria dos grupos abelianos formada por todos os grupos
abelianos, mas cujos morfismos sao apenas as identidades. Esta categoria nao possui nem
sequer um objeto zero.

Note que um morfismo f numa subcategoria ¢’ de ¢ pode ser um monomorfismo
em %’ mas nao em %, pois podem haver dois morfismos distintos x e y em % cuja
composicao com f é igual, mas que nao estao em %’. Também, um morfismo pode ser um
kernel de outro morfismo na subcategoria mas nao ser na categoria em si, ou uma tripla
pode ser um produto de dois objetos na subcategoria mas nao ser na categoria.

Ha varios conceitos que no contexto da subcategoria podem mudar. Sendo assim,
muitas vezes adicionarei um prefixo para estes conceitos ja conhecidos para notar a
categoria que estou falando de. Por exemplo, direi que f é um %”-epimorfismo se f é um
epimorfismo quando visto como um morfismo em %”, diferenciando de dizer que f é um
% -epimorfismo.

Definigao 5.7.2 (Subcategoria Cheia). Uma subcategoria €' de uma categoria € ¢é dita
uma subcategoria cheia se o funtor inclusdo for cheio.

Ou seja, uma subcategoria cheia é uma subcategoria tal que o conjunto de
morfismos entre todo par de objetos da subcategoria é igual ao conjunto de morfismos da
categoria a contendo.

Podemos definir uma subcategoria cheia de uma categoria qualquer apenas citando
uma subclasse de objetos da categoria, e, do fato de esta ser uma subcategoria cheia,
ja estarao implicitos os conjuntos de morfismos, como sendo iguais aos da categoria a
contendo.

Note que, dada uma subcategoria cheia ./ de uma dada categoria A, conceitos
como kernels, cokernels, produtos e somas, que sao definidos a partir da existéncia de
algum morfismo comutando algum diagrama, continuam sendo tais, caso estejam em .7 .

Por exemplo, no caso da soma, se A; e Ay estiverem em &7, e sua %HB-soma A, + A
também for um objeto em &7, temos que A; + Ay é uma o7/-soma destes objetos, pois
dadas as triplas apropriadas, existe um tnico morfismo em % comutando o diagrama
respectivo, e, como a subcategoria é cheia, este morfismo esta em o7, e sera também tnico.

Nem toda subcategoria cheia de uma categoria abeliana é abeliana por si sé.
Considere a subcategoria cheia de Ab consistindo apenas do objeto Z. Esta categoria nao
possui sequer um objeto zero.

E nem toda subcategoria de uma categoria abeliana que é também abeliana ¢é
completa. A subcategoria de Ab consistindo apenas do objeto Z cujo tinico morfismo é
sua identidade é abeliana, mas nao é completa.
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Definigao 5.7.3 (Subcategoria Exata). Uma subcategoria &/’ de uma categoria abeliana
o ¢ dita uma subcategoria exata se o/’ ¢ uma categoria abeliana e o funtor inclusao
for exato.

Neste caso, o funtor inclusao ¢ fiel e exato, de forma que, pelo Teorema 5.6.10,
a exatidao e comutatividade de diagramas na subcategoria pode ser demonstrada na
categoria a contendo.

Para cada anel R, ao vermos a imagem do funtor esquecimento de R-mod para
Ab como uma subcategoria de Ab, esta imagem é uma subcategoria exata de Ab.

Veremos mais para a frente um exemplo nao tao trivial de uma subcategoria cheia
de uma categoria abeliana que por si s6 é uma categoria abeliana, mas que nao é uma
subcategoria exata.

Teorema 5.7.4. Seja o/ uma subcategoria cheia e nao vazia de uma categoria abeliana A.
Assim, o/ € uma subcategoria exata de B se, e somente se, todo morfismo em o/ possui
um B-kernel e um B-cokernel em </ e todo par de objetos em &/ possui uma B-soma
direta em o .

Demonstracao.

=—> Suponha que &/ é uma subcategoria exata de . Denotemos por I o funtor inclusao
de &/ em 2. Por hipétese, I é um funtor exato, e, como é exato, é aditivo. Como &
é abeliana, j4 que é uma subcategoria exata, .27 possui kernels e cokernels.

Fixando f um morfismo em &7 e k seu «7-kernel, temos pela exatidao de I que I(k)
é um HB-kernel de I(f). Mas I(k) =k e I(f) = f. Portanto, f possui um %-kernel

em .o/, k. Similarmente, f possui um %-cokernel em o7 .

Fixando dois objetos A; e Ay em o7, e A1 @ A, sua &7/-soma direta, como [ é aditivo,
I(A; & Ag) = A; & Ay é uma HB-soma direta de [(A;) = Ay e I(Ay) = Ay, e temos
que o par possui uma A-soma direta em o7 .

<= Suponha que & possui um %-kernel e um Z-cokernel de cada <7-morfismo, e possui
uma %-soma direta de cada par de @7/-objetos. Primeiro precisamos ver que &7 é
abeliana:

Objetos zero continuam sendo objetos zero em uma subcategoria cheia. Notando
entdo que o/ é nao vazia e, portanto, possui um objeto A, temos que um Z%-kernel
K — A de 14 estd em &. Mas, como 14 é um %-monomorfismo, K deve entao ser
um objeto zero de Z. K é, portanto, um objeto zero de <7

Que somas, produtos, kernels e cokernels existem segue de &7 ser uma subcategoria
cheia e das hipoteses, com as somas e os produtos sendo as %-somas diretas em 7,
e os kernels e os cokernels sendo os respectivos %-kernels e %-cokernels em o7 .

E, dado um .&/-monomorfismo f, este é um Z-monomorfismo, pois um %-kernel de
f estd em &7 e é 0 mesmo &7-kernel de f, e este é um morfismo nulo. Assim, dado ¢
um %-cokernel de f que esteja em o7, temos que f é um .o/-kernel de ¢, pois é um
PB-kernel de c.

Tendo que .7 é abeliana, que a inclusao é exata é direto pela forma como sao tomados
os kernels e cokernels, ja que o funtor é exato se, e somente se, preserva kernels e
cokernels. [
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6 OBJETOS ESPECIAIS E O TEOREMA DE
MITCHELL

Aqui finalmente poderemos enunciar o Teorema de Freyd-Mitchell. Ainda nao
podemos o demonstrar, pois precisaremos de varios outros recursos para isto.

Demonstraremos aqui uma versao do Teorema de Freyd-Mitchell que pede algumas
hipoteses extras, o Teorema de Mitchell, e para isto passaremos por objetos projetivos,
injetivos, geradores e cogeradores.

6.1 CATEGORIAS COMPLETAMENTE ABELIANAS

Antes de tudo, demonstrarei um resultado que nos ajuda a entender a utilidade
do Teorema de Freyd-Mitchell.

Definicao 6.1.1. Dizemos que uma categoria € é pequena se sua classe de objetos for
um conjunto.

Proposicao 6.1.2. Dado um conjunto nao vazio A de objetos de uwma categoria abeliana

o, existe uma subcategoria cheia, exata e pequena de </ que contém todos os objetos de
A.

Demonstrag¢io. Fagamos uma sequéncia de conjuntos (A,), com Ay = A, definido induti-
vamente da seguinte forma:

Para cada n, dado A,,, definimos a familia K, formada pelo dominio de algum
representante do kernel de cada morfismo entre objetos de A,,, a familia F},, formada pelo
contradominio de algum representante do cokernel de cada morfismo entre objetos de A,,,
e a familia S,,, formada pelas somas diretas entre quaisquer dois objetos de A,,. Deste
modo, definimos A,,;1 como A, U K,, U F,, U S,,.

A familia A, é devidamente um conjunto para todo n, pois, por indugao, Ag
é um conjunto, e, dado n, supondo que A, é um conjunto, temos que K, e F, sao
também conjuntos, possuindo a mesma cardinalidade de Up cea, (B, C), e S, também é
um conjunto, com a cardinalidade de A,, X A,,, de modo que A, sendo a unido destes
conjuntos é um conjunto.

Considere o conjunto U®, A, e a subcategoria cheia /' de &/ dada por este
conjunto. E claro que &/’ é pequena. Assim, vejamos que &/’ é uma subcategoria exata de
&/ utilizando o Teorema 5.7.4.

Como &’ é cheia e nao vazia, basta ver que possui os kernels, cokernels e somas
diretas de &/ como no teorema. Bem, para quaisquer dois objetos B e C de &7’ temos que
B € A, para algum n e C' € A,, para algum m, de modo que B,C € Ayax {mn}- Assim,
existe (0 objeto de) uma .o/-soma direta de B e C' e existem (os objetos de) o/-kernels e
a7 -cokernels de quaisquer morfismos entre B e C' em Ayax {mn}+1.- Estes estdo, portanto,
em .of’. ]

Em particular, podemos ver todos os diagramas que possuem apenas um conjunto
de objetos numa categoria abeliana como diagramas numa subcategoria cheia, exata e
pequena desta categoria abeliana.
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Definicao 6.1.3. Uma categoria abeliana </ € dita completamente abeliana se para
toda subcategoria cheia, exata e pequena &' de of existe um anel R e uma imersdo cheia
e exata de &' para R-mod.

Deste modo, podemos, de certa forma, ver qualquer subcategoria cheia, exata e
pequena de uma categoria completamente abeliana como uma subcategoria cheia e exata
da categoria de R-moédulos, se a identificarmos com sua imagem pela imersao cheia e
exata.

Pelo Teorema 5.6.10, varias proposicoes envolvendo diagramas e exatidao de
sequéncias em uma categoria completamente abeliana podem ser demonstradas utilizando
a imagem destes diagramas em R-mod, e, com o fato de que a imersao é também cheia,
podemos, ainda mais, utilizar isto para demonstrar algumas proposicoes envolvendo
existéncia de morfismos.

Isto é 1til pois demonstrar teoremas utilizando médulos é usualmente mais simples
e intuitivo que demonstrar teoremas utilizando apenas objetos e morfismos em categorias,
ja que moédulos sao dados por conjuntos, de modo que podemos utilizar seus elementos
para a demonstragao, utilizando técnicas como a de “diagram chasing”, que farei uma
pequena apresentacao de como funciona no final deste trabalho.

Enunciamos enfim o Teorema de Freyd-Mitchell.

Teorema 6.1.4 (Freyd-Mitchell). Toda categoria abeliana é completamente abeliana.

Com isto, os comentarios anteriores envolvendo categorias completamente abelianas
valem para quaisquer categorias abelianas. Este teorema ¢, portanto, um resultado poderoso
para demonstracoes envolvendo categorias abelianas.

6.2 PROJETIVOS E INJETIVOS

Defini¢ao 6.2.1 (Objetos Projetivos). Um objeto P em uma categoria abeliana </ é dito
projetivo se o funtor (P,_): o/ — Ab é um funtor exato.

Como (P, ) é sempre exato a esquerda, pelo Teorema 5.6.8, P é projetivo se, e
somente se, o funtor for exato a direita, ou, melhor ainda, notando o comentario apds este
teorema, se, e somente se, o funtor preservar epimorfismos.

Equivalentemente, P é projetivo se, e somente se, o funtor (P, ) visto como um
funtor para (P, P)-mod é exato, ja que (P, P)-mod pode ser visto como uma subcategoria
exata de Ab.

Como um exemplo de objeto projetivo, em R-mod o préprio anel R é projetivo.
Na verdade, é possivel mostrar que um R-moédulo é projetivo se, e somente se, este pode
ser visto como somando direto de alguma soma indexada por um conjunto de copias de R.

A definicao dual de um objeto projetivo é a de um objeto injetivo:

Definigao 6.2.2 (Objetos Injetivos). Um objeto QQ em uma categoria abeliana <f é dito
injetivo se o funtor (_,Q): &/°° — Ab é um funtor ezato.

Também, como o funtor (_,Q) (visto como um funtor covariante, como na
defini¢ao) é sempre exato a esquerda, podemos ver que () é injetivo se, e somente se, 0
funtor contravariante (_, () levar monomorfismos de &/ em epimorfismos de Ab.

Como um exemplo de um objeto injetivo, Q ¢é injetivo em Ab.

Seguem equivaléncias para objetos projetivos e objetos injetivos, respectivamente.
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Proposicao 6.2.3. Um objeto P numa categoria abeliana € projetivo se, e somente se,
para todo morfismo P -5 B e todo epimorfismo A 7 B temos que existe um morfismo

P2 A tal que o diagrama

N

3l
.1
¢«
~

comuta.

Demonstragcio. O objeto P é projetivo se, e somente se, para todo epimorfismo f temos

que (P, f) é um epimorfismo. Assim, seja A L Bum epimorfismo.
Bem, (P, f) é um epimorfismo se, e somente se, é uma func¢ao sobrejetiva. Esta é

uma funcdo sobrejetiva se, e somente se, para cada morfismo P - B de (P, B) temos que
existe um morfismo p em (P, A) tal que p = (P, f)(p). Agora, (P, f)(p) é justamente f oP.
Assim, segue a equivaléncia desejada. [

De forma similar,

Proposicao 6.2.4. Um objeto () numa categoria abeliana € injetivo se, e somente se,
para todo morfismo A -5 Q e todo monomorfismo A 7 B temos que existe um morfismo

B-% Q tal que o diagrama

comuta.

Com esta equivaléncia para injetivos, podemos ver um exemplo de objeto injetivo
em R-mod:

Exemplo 6.2.5. Seja R um anel, e seja QQ um objeto injetivo em Ab. Assim, vendo o
conjunto de morfismos de grupo como um R-mddulo, (R,Q), é um injetivo em R-mod.

Demonstragio. Seja A -5 (R, Q) um morfismo e A 5 B um monomorfismo. Para cada
a € A, denotemos o morfismo ¢(a) € (R,Q) como ¢,. Assim, podemos considerar o

morfismo de grupos A -5 Q dado por ¢(a) = g,(1).
Assim, pela proposicao anterior, vendo aqui cada objeto como um grupo abeliano,

como Q é injetivo existe B —» Q tal que o = G o f.

Para cada b € B, defina entdo g, : R — Q por G,(r) = @(r - b). E facil ver que este
¢ um morfismo de grupos. Definimos entao G : B — (R, Q) por G(b) = @, e podemos ver
que este é um morfismo de R-modulos.

Com isto, seja a € A. Assim, go f(a) = Gy, Agora, Gy, € tal que G, (1) =
P(1- f(a)) = Po fla) = p(a) = qu(1), de modo que Gy, = Ga, j& que morfismos de
R-médulos com dominio R sao definidos unicamente por onde levam a unidade de R.
Portanto, go f(a) = g, = q(a), e, assim, §o f = ¢, de modo que pela proposicao anterior
(R, Q) é injetivo. ]



Capitulo 6. Objetos Especiais e o Teorema de Mitchell 61

Proposigao 6.2.6. Seja {P;}icr uma familia de objetos projetivos numa categoria abeliana.

Assim, se (P,{P; - P};) é uma soma desta famdlia, entdo temos que P ¢ projetivo.

Demonstragio. Seja P - B um morfismo, e A L Bum epimorfismo. Como P é uma

soma, p = Y ;p; para morfismos P; 2 B.
Para cada ¢ € I, pela Proposicao 6.2.3, como P; é projetivo, existe um morfismo

P, % A tal que f op; = p;. Consideramos entdo o morfismo p = 3, 7.

Agora, para cada ¢ € I, temos que fopou; = fop; = p;, de modo que fop = p,
pois f o p satisfaz a propriedade que define p unicamente. Que P é projetivo segue entao
novamente da Proposicao 6.2.3. O]

Dualmente,

Proposigao 6.2.7. Seja {Q;}ic; uma familia de objetos injetivos numa categoria abeliana.

Assim, se (Q,{Q RN Qi}1) € um produto desta familia, entao temos que Q € injetivo.

6.3 GERADORES E COGERADORES

Definigao 6.3.1 (Objetos Geradores). Um objeto G em uma categoria abeliana </ é dito
um gerador se o funtor (G,_): o/ — Ab é um funtor fiel.

Definicao 6.3.2 (Objetos Cogeradores). Um objeto C' em uma categoria abeliana <f é
dito um cogerador se o funtor (_,C): &/°? — Ab € um funtor fiel.

Em R-mod, como exemplo de gerador temos o proprio anel R. Para cogeradores,
o grupo abeliano Q/Z é um exemplo em Ab. Este é na verdade, ainda mais, um cogerador
injetivo em Ab.

Proposicao 6.3.3. Um objeto G numa categoria abeliana é um gerador se, e somente se,
para todo morfismo A — B # 0 existe um morfismo G — A tal que G — A — B # 0.

Demonstragio. Sendo um funtor aditivo, (G, ) é fiel se, e somente se, leva morfismos nao
nulos em morfismos nao nulos.

Assim, G é um gerador se, e somente se, para todo morfismo A Ny # (0 temos
que (G, f) # 0. Como este é um morfismo de grupos, isto ocorre se, e somente se, existe
algum elemento g de (G, A) tal que (G, f)(g) # 0. Assim, como (G, f)(g) = f o g, segue a
equivaléncia desejada. O

Proposicao 6.3.4. Seja P um objeto projetivo numa categoria abeliana. Assim, P é um
gerador se, e somente se, para todo objeto A nao nulo existe um morfismo ndo nulo em
(P, A).

Demonstracio. Para a ida, supondo que P é um gerador e tomando um objeto A nao
nulo, como A é nao nulo, 14 # 0, de modo que, pela proposicao anterior, existe x € (P, A)
tal que 14 o x # 0, e, portanto, x # 0.

Agora, para a volta, seja A Ny # 0 um morfismo. Considere i o ¢ uma decompo-
sicao de f em que ¢ é um monomorfismo e ¢ é um epimorfismo, cuja existéncia é garantida
pelo Teorema 4.2.6.

Por hipétese, temos que existe z € (P, B) um morfismo nao nulo. Como P é
projetivo e ¢ é um epimorfismo, existe um morfismo = tal que x = c o Z. Vejamos que T é
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tal que fox # 0. De fato, foT =iocoZT =iox, e, como ¢ é um monomorfismo e x # 0,
segue que foT =io0x # 0, j4 que caso contrario, 1 o x = 0 = ¢ o 0 implicaria que z = 0.
Pela proposicao anterior, segue entao que P é um gerador. O

Com isto e com a Proposicao 6.2.6 vemos que se { P, };c; é uma familia de geradores
projetivos, entdo sua soma também é um gerador projetivo, pois para cada objeto A e
indice i € [ existe f; € (P;, A) ndo nulo, e > ; f; € (P, A) é um morfismo nao nulo.

Temos duas equivaléncias semelhante para seus conceitos duais:

Proposicao 6.3.5. Um objeto C' numa categoria abeliana é um cogerador se, e somente se,
para todo morfismo A — B # 0 existe um morfismo B — C' tal que A — B — C # 0.

Proposicao 6.3.6. Seja QQ um objeto injetivo numa categoria abeliana. Assim, (Q é um
cogerador se, e somente se, para todo objeto A nao nulo existe um morfismo nao nulo em

(4,Q).

E, de forma similar, um produto de cogeradores injetivos é um cogerador injetivo.
Com isto podemos ver o seguinte:

Proposigao 6.3.7. Seja R um anel, e seja Q) um cogerador injetivo em Ab. Assim, (R, Q),
é um cogerador injetivo em R-mod.

Demonstrag¢io. Ja vimos que como @ é injetivo, entdao (R, Q) é injetivo. Mostremos entao
que (R, Q) é um cogerador utilizando a proposi¢ao anterior. Assim, seja A um R-médulo
nao nulo.

Como ) é um cogerador injetivo, existe um morfismo de grupos nao nulo g € (A, Q).
Como ¢ é nao nulo, existe z € A tal que ¢(x) # 0. Definamos entdo f: A — (R, Q), dado
por f(a) = f, em que f,(r) = q(r - a).

Vemos que f é um morfismo de R-mddulos utilizando a definicdo da multiplicacao
por escalar no conjunto de morfismos. Este morfismo é nao nulo, pois f(z) = ¢, é um
morfismo nao nulo, ja que ¢,(1) = ¢(x) # 0.

Com isto, pela proposi¢ao anterior, (R, () é um cogerador, como desejado. [

Em particular, R-mod possui um cogerador injetivo para todo anel R. Isto sera
importante futuramente, pois veremos que cogeradores injetivos serao chave em alguns
aspectos da demonstracao do Teorema de Freyd-Mitchell. Veremos uma proposi¢ao os
envolvendo que tera grande importancia. Mas antes, precisamos de uma definicdo e uma
outra proposicao:

Definicao 6.3.8. Uma categoria &/ € dita well-powered se para todo objeto A € of
temos que a familia de subobjetos de A é um conjunto.

Proposicao 6.3.9. Seja &/ uma categoria abeliana com um gerador. Assim, </ € well-
powered.

Demonstragio. Seja G um gerador de o7. Como (G, ) é exato a esquerda, e em particular

preserva monomorfismos, podemos associar cada subobjeto A’ -5 A de A ao subobjeto
(G,i), ou (G, A"), de (G, A). Mostrarei que esta associagao ¢ injetora.

Primeiramente, como (G, ) é fiel, este leva sequéncias nao exatas em sequéncias
nao exatas. Em particular, se um morfismo f ndo é um epimorfismo, entao (G, f) também
nao o é.
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Com isto em mente, sejam A; —+ A e Ay —» A dois subobjetos distintos de A.
Assim, [ = A; N A, estd contido propriamente em A; ou em A, ji4 que caso contrario
os trés seriam o mesmo subobjeto. Suponha, sem perda de generalidade, que I C A;.
Digamos que o morfismo dado pela continéncia de I em A; é [ A eem Ay 6 T2 A,

Bem, como I C Ay, u; ndo é um epimorfismo, e (G, uy), portanto, também nao o é.
Assim, como epimorfismos de grupos sao sobrejecoes, deve existir ¢ € (G, A;) que nao esta
na imagem de (G, u1), ou seja, tal que nao existe f € (G, ) tal que ¢ = (G, uy)(f) = ujof.

Agora, veja que i1 o ¢ nao deve estar na imagem de (G, is), pois, caso estivesse,
deveria existir ¢’ € (G, Ay) tal que iz 0 ¢’ = (G,iz)(¢’) = i1 0 p, e, como a intersecgao
em uma categoria abeliana é, por construgao, um pullback, de modo que (I, u,us) é um
pullback de 7; e iy, teriamos que existe um morfismo f € (G, I) tal que, em particular,
uy o f =, contradizendo o fato de que ¢ nao estd na imagem de (G, uq).

Assim, temos que hd um elemento da imagem de (G, i), i1 © ¢, que nao esta
na imagem de (G,is), de modo que estes descrevem subgrupos distintos, e, portanto,
subobjetos distintos de (G, A), e a associagdo é entdo injetora. Como a classe de subgrupos
de qualquer grupo é um conjunto, devemos ter que hé apenas um conjunto de subobjetos

de A ]

Como estamos numa categoria abeliana, pela bijecao que temos entre os subobjetos
e os objetos quociente de um objeto dada na Proposicao 4.1.4, temos que numa categoria
abeliana well-powered, ou, em particular, numa categoria abeliana com um gerador, uma
familia de objetos quociente de um dado objeto é também um conjunto.

Proposicao 6.3.10. Seja o/ uma categoria abeliana completa com um gerador. Assim, of
possui um cogerador injetivo se, e somente se, para todo objeto A existe um monomorfismo
de A para algum objeto injetivo.

Demonstracao.

= Seja C' um cogerador injetivo e A um objeto qualquer. Pela Proposic¢ao 6.2.7, como
C ¢ injetivo, o produto C" = [[(4 ¢y C também o é. Mostrarei que [[c(a ¢ f € um
monomorfismo de A para C’.

Seja k o kernel de [seia,c) f- Assim, [Ire(a,cy f ok = 0. Aplicando as projegoes,
temos para cada f € (A,C) que fok = pfollseac)fok = 0. Como C éum
cogerador, segue pela Proposicao 6.3.5 que k deve ser nulo, ja que nao existem
morfismos de A para C' cuja composi¢do com k é nao nula.

<= Seja G um gerador para /. Assim, pelo comentario anterior, a familia de objetos
quociente de G é um conjunto. Consideramos entao o conjunto J formado por um
representante de cada objeto quociente de GG. Assim, podemos considerar o produto
P =1Tl;e; Q;, em que Q; ¢ o objeto no contradominio de j.

Por hipdtese, temos um monomorfismo P - E com FE injetivo. Veremos que E é
um cogerador. Para isto, pela Proposicao 6.3.6 basta mostrar que para todo objeto
A existe um morfismo nao nulo em (A, E).

Como G é um gerador, existe um morfismo f nao nulo em (G, A) (por exemplo,
um morfismo f tal que 14 o f # 0, que existe pela Proposigao 6.3.3). Considere a

decomposicao f = G - I -+ A em que ¢ é um monomorfismo e ¢ é um epimorfismo.
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Assim, tomemos ¢ = eo[]; p; em que ¢, é o isomorfismo entre I e (); se j representa

. . 0 ;.
o mesmo objeto quociente que ¢, e p; = I — @), caso contrario.

Note que ¢ é um monomorfismo de I para E, pois e ¢ um monomorfismo e []; ¢;
também o é, jA que a composicao da projecao indexada pelo epimorfismo que
representa o mesmo objeto quociente que ¢ com []; ¢; ¢ um monomorfismo.

Como I -+ A é um monomorfismo e E ¢ injetivo, existe, pela Proposicdo 6.2.4, um
morfismo A % E tal que poi = .

Sendo assim, vejamos entdo que  é o morfismo nao nulo em (A, E) desejado. Oras,
pof=poioc=poc,e como f#0, temos que ¢ # 0, de modo que, como ¢ é
um monomorfismo, ¢ o ¢ # 0, e, portanto, segue que @ # 0, como desejado. ]

6.4 O TEOREMA DE MITCHELL

Enunciaremos e demonstraremos, entdao, o Teorema de Mitchell, que sera 1til para
a demonstracao do Teorema de Freyd-Mitchell.

Teorema 6.4.1 (Mitchell). Uma categoria abeliana cocompleta com um gerador projetivo
¢ completamente abeliana.

Demonstracdo. Seja </ uma categoria abeliana cocompleta com um gerador projetivo, e
/" uma subcategoria cheia, exata e pequena de .&7. Seja P’ um gerador projetivo de 7.

Seja J = Ugey (P, A) a unido de todos os conjuntos de morfismo (P’, A) com A
em .o/’. Temos que J é devidamente um conjunto, pois ./’ é um conjunto, ja que &7’ é
pequena, e os conjuntos de morfismos também o sdo. Assim, seja P =Y ; P’ a soma de J
copias de P’, cuja existéncia é garantida pois &/ é cocompleta.

Sendo uma soma de geradores projetivos, pelo comentario apos a Proposicao 6.3.4,
P também é um gerador projetivo. Mas, mais ainda, temos que P satisfaz uma propriedade
especial: para todo A € &7’ existe um epimorfismo P — A, como, por exemplo, o morfismo
>; fj em que f; = j se j é um morfismo em (P’, A), e f; = 0 caso contréario, que podemos
ver que ¢ um epimorfismo com argumentos similares aos feitos na ida da Proposicao 6.3.10.

Considere R = (P, P) o anel de endomorfismos de P. O funtor (P, ) visto como
um funtor de o/ para R-mod é um funtor fiel e exato, ja que P é um gerador projetivo.
Denotando por I o funtor inclusdo de &/’ em &7, temos que [ é fiel, cheio e exato, ja que
/' é uma subcategoria cheia e exata de 7.

O funtor F' = (P, _)o I de &’ para R-mod sera o funtor da subcategoria exata e
pequena para a categoria de mdédulos desejado. Claramente, F' é fiel e exato, sendo uma
composi¢ao de funtores fieis e exatos. Basta mostrar que é cheio.

Sejam entdo A e B objetos de &', e F(A) <% F(B) um morfismo qualquer em
R-mod. Mostrarei que existe um morfismo A - B tal que y = F(z). Note, é claro, que
F(A)=(P,A) e F(B)=(P,B).

Considere entao epimorfismos P — A e P — B, e considere também o kernel
K — P de P— A. Assim, como P — A é o cokernel de K — P, temos duas sequéncias
exatas:

K P A 0
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Como (P, ) é um funtor exato, temos que as linhas do seguinte diagrama também
sdo sequéncias exatas em R-mod (lembrando que (P, P) = R e (P,0) =0):

(P, K) R (P,A) —— 0
lf ly
R—— (P,B) —— 0

f , . .
onde R — R ¢ um morfismo que faz o diagrama comutar, ou seja, um morfismo tal que

R— (P,A) L (P,B) =R LR (P, B), cuja existéncia é garantida pela Proposicao
6.2.3, pois R é projetivo em R-mod, e R — (P, B) é um epimorfismo.

Agora, como R é um anel e f é um morfismo de R-médulos, veja que, para cada
re R, f(r)=f(r-1)=r- f(1). Denotando s = f(1), temos entdao que, para cada r € R,
f(r)=r-s=sor = (P,s)(r), tendo lembrado que R = (P, P) ¢ um conjunto de morfismos
e s ¢ um morfismo neste conjunto. Assim, (P, s) = f, ja que ambos agem da mesma forma
em todo elemento de R. Observemos entao o diagrama em o7 .

K P A 0
Js
P B 0

Temos que K — P - P — B = 0, pois I é fiel e

(P.K — P -+ P— B)= (P,K) — R~ R— (P,B)
= (P,K) — R— (P,A) % (P,B)
= (P,K) % (P,A) % (P,B) =0

Assim, como P — A é o cokernel de K — P, temos que existe um morfismo
A5 Btalque PP —B=P—A-"%B.

Aplicando (P, ) nesta ultima igualdade, temos entdao que R LR (P,B) =

R — (P, A)(E)(P, B). Assim, segue que R — (P, A)(B)(P, B)=R— (P,A) % (P, B).

Mas, R — (P, A) é um epimorfismo, de forma que (P, z) = y.
Deste modo, temos que x é tal que F(x) = (P,z) = y, de modo que F' é um funtor
cheio, como desejado. O]

Com este resultado, para mostrar que toda categoria abeliana é completamente
abeliana basta mostrar que para toda categoria abeliana pequena existe um funtor fiel,
cheio e exato para uma categoria abeliana cocompleta com um gerador projetivo, pois
ela pode entao ser vista como uma subcategoria cheia, exata e pequena de uma categoria
completamente abeliana.

Alternativamente, basta encontrar um funtor contravariante saindo da categoria
abeliana pequena para uma categoria abeliana completa com um cogerador injetivo, e
que, quando visto como um funtor covariante para a (ou, equivalentemente, saindo da)
categoria dual, seja fiel, cheio e exato, pois este funtor covariante para a categoria dual é
justamente o funtor desejado do paragrafo anterior. Na verdade, € isto que iremos mostrar
nos proximos capitulos.

Mas cada parte em seu tempo. Por enquanto esta é apenas uma motivagao para
0S passos que seguiremos nos proximos capitulos, e estas afirmagoes serao devidamente
demonstradas no final.
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7 CATEGORIAS DE FUNTORES E A IMER-
SAO DE YONEDA

Neste capitulo exibiremos um funtor contravariante de uma categoria abeliana
pequena qualquer para uma categoria abeliana especial, que é, quando visto como um
funtor saindo da categoria dual, cheio e fiel. Esta categoria é completa e possui um
cogerador injetivo, mas infelizmente este funtor nao é exato para esta categoria.

Veremos apenas no ultimo capitulo que este funtor quando visto como um funtor
para uma subcategoria desta categoria abeliana especial serd exato, e que esta subcategoria
também ¢ abeliana, completa e possui um cogerador injetivo.

7.1 TRANSFORMACOES NATURAIS

Para podermos definir a tal categoria abeliana especial, que serd uma categoria
formada por funtores, precisamos definir o conceito de transformagoes naturais.

Defini¢ao 7.1.1 (Transformagao Natural). Sejam € e 9 duas categorias, e F: € — 2
e G: € — 2 dois funtores. Uma transformacgdo natural de F para G é uma familia

n={F(C) 5 GO):Ce €'} formada por morfismos em 9 tal que para todo morfismo
AL Bem@ o diagrama

comuta.

Dada uma transformacgao natural n entre dois funtores F' e GG, serd usualmente
implicito que n¢ € 7 é o morfismo indexado pelo objeto C' € € da familia 7.

Veremos em varios dos resultados envolvendo transformagoes naturais que a
necessidade da comutatividade deste diagrama surge naturalmente.

Transformacgoes naturais sdo como morfismos entre funtores, em que a comu-
tatividade dos diagramas, de certo modo, os faz respeitar a aplicacao dos funtores nos
morfismos.

Exemplo 7.1.2. Dado um funtor F': € — 2, a familia 1p = {1pc) : C € €} € uma
transformacao natural de F para F.

Exemplo 7.1.3. Sejam n uma transformagdo natural entre os funtores G e H, e & uma
transformagdo natural entre os funtores F' e G. Temos entao uma transformacao natural
no& = {ncoéc:C € €} entre F' e H, jd que podemos ver a comutatividade dos diagramas
de transformacao natural pela comutatividade dos diagramas de n e de &.

Assim, temos uma transformacgao natural identidade para cada funtor, e uma
composicao de transformacoes naturais. J4 podemos esperar o desencadeamento disto
numa categoria de funtores, e, realmente, isto sera explorado na proxima secao.
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Exemplo 7.1.4. Dados dois objetos A e B e um morfismo A L B em uma categoria

€, a familia (f,_) = {(B,C) 9 (A,C): C € €} € uma transformagao natural entre os
funtores (B, ) e (A,_), tanto vistos como funtores para Set, quanto vistos como funtores
para Ab, caso € seja abeliana.

Definimos entao o conceito que age como isomorfismo entre funtores:

Defini¢io 7.1.5 (Isomorfismo Natural). Seja n = {F(C) 2% G(C) : C € €} uma
transformacdao natural. Dizemos que n € um isomorfismo natural se nc € um isomorfismo
para todo objeto C.

Neste caso, dizemos que F e G sdo naturalmente isomorfos.

Vemos que dois funtores naturalmente isomorfos levam um objeto em objetos
isomorfos e um morfismo em morfismos conjugados pelos isomorfismos apropriados.

Também, podemos ver que se 1 é um isomorfismo natural, como na definicao
-1

acima, entdo ! = {G(C) % F(C) : C € €} é também um isomorfismo natural. E ¢
facil ver que non ™t =1lgenton=1p.

Funtores naturalmente isomorfos compartilham de muitas propriedades importan-
tes. Por exemplo,

Proposicao 7.1.6. Sejam F: €€ — 9 e G: € — 2 dois funtores, e n um isomorfismo
natural entre F e G. Assim, I’ € fiel se, e somente se, G € fiel.

Demonstrag¢io. Suponhamos, para a ida, que F é fiel. Sejam C e D objetos de %, e
considere o conjunto de morfismos (C, D). Assim, gostariamos de mostrar que G restrito a
(C, D) é uma funcao injetiva.

Como 71 é uma transformacao natural, para todo f € (C, D), G(f)onc = npoF(f),
de modo que, como 7 é um isomorfismo natural, np é um isomorfismo e possui uma inversa,
e, assim, F(f) = np' o G(f) one.

Sendo assim, sejam f,g € (C, D), e suponha que G(f) = G(g). Assim, vemos
que F(f) =np' o G(f) one =np" 0 G(g) o ne = F(g), de modo que f = g, pois F 6 fiel.
Portanto, G ¢é fiel.

A volta segue pelo que ja foi demonstrado para a ida, pois 77! é um isomorfismo
natural entre G e F'. O

Proposigcao 7.1.7. Sejam F: of — B e G: o — A dois funtores entre categorias
abelianas, e n um isomorfismo natural entre F' e G. Assim, F € exato d direita se, e
somente se, G € exato a direita.

Demonstragdo. Utilizamos também as conjugacoes dos morfismos. Nas hipéteses do enun-
ciado, supondo que F' é exato a direita, vamos mostrar que G também o é. Ou seja, vamos
mostrar que G preserva cokernels.

Seja f € (A, B) um morfismo e ¢ € (B, C') seu cokernel. Assim, F'(c) é o cokernel de
F(f). Vemos entdo que G(c)oG(f) = ncoF (c)ong onpoF (f)ong' = ncoF(c)oF (f)ony' =
0.

E, se g é tal que g o G(f) = 0, temos que gong o F(f) ony* =0, e, compondo
com 14, vemos que gong o F(f) =0. Como F(c) é o cokernel de F(f), existe um tnico ¢
tal que gonpg = ¢' o F(c).
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Assim, gonp = ¢ ong' o G(c) o np, e, compondo com 73", vemos que g =
g ong' o G(e). Assim, ¢’ o nz' é um morfismo que comuta o diagrama do kernel. A
unicidade de ¢’ o n;' segue da unicidade de g¢'.

Deste modo, G(¢) é um cokernel de G(f), de modo que G preserva cokernels, e,
portanto, G é exato a direita, como desejado.

A volta segue, também, pelo que ja foi demonstrado para a ida, ja que n~! é um
isomorfismo natural. O

Também, com demonstracao similar a esta ultima, podemos ver que se um funtor
é exato a esquerda, ou exato, um funtor naturalmente isomorfo a este também deve o ser.

7.2 CATEGORIA DE FUNTORES

Podemos entao definir categorias de funtores, que possuem transformagoes naturais
como morfismos.

Definigao 7.2.1 (Categoria de funtores). Sejam € e 9 uma categorias, com € pequena.
A categoria cujos objetos sao funtores de € para ¥ e cujos morfismos sao transformacoes
naturais entre os funtores, com composi¢io dada pornoé = {ncoéc:C € €}, é chamada
a categoria de funtores entre € e 2, denotada por (¢,9).

Pedimos nesta definigdo que € seja uma categoria pequena pois, neste caso, dados
dois funtores F' e G, a familia (F,G), que deveria ser o conjunto de morfismos, no caso,
transformacoes naturais, entre os dois funtores, é realmente um conjunto como se pede nos
axiomas de categoria, pois este estd contido no conjunto das partes de Ugecy (F(C), G(C)),
que ¢ um conjunto, sendo uma uniao de conjuntos indexada por um conjunto.

Caso % nao seja uma categoria pequena, pode ocorrer que nao haja apenas um
conjunto de transformagoes naturais. Para o que gostariamos de fazer, pedir que esta
categoria seja pequena nao trara problemas, ja que lidamos com subcategorias pequenas
no Teorema de Freyd-Mitchell.

Podemos ver sem dificuldade que uma transformacgao natural 1 é um isomorfismo
na categoria de funtores se, e somente se, ¢ um isomorfismo natural, cuja inversa é a
transformacdo natural {n;': C € €7}.

Categorias de funtores sao interessantes, pois podemos ver que muitas de suas
propriedades seguem da categoria no contradominio. Vejamos, por exemplo, que esta é
abeliana caso seu contradominio também o for.

Teorema 7.2.2. Seja € uma categoria pequena e </ uma categoria abeliana. Assim,
(¢, o) é uma categoria abeliana.

Demonstragdo. Mostramos os axiomas. Todos os funtores desta demonstracao serao funto-
res de (¢, 7).

A0. O funtor 0 que leva todos os objetos de ¥ num objeto zero de ./ é um objeto zero de
(€, 47), notando que para todo funtor F' a familia {0 % F(C) : C € €} é a tnica

transformacao natural de 0 para F, e {F(C) % 0:C € €} é a tnica transformacao
natural de F' para 0.
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Al.

Al*.

A2.

Sejam F' e G dois funtores. Assim, considere o funtor P dado nos objetos por

P(A) = F(A) x G(A), e nos morfismos por, se A L. B éum morfismo, P(f) =
(F(f)opray, G(f) opa(ay), com ppay € paay as projecoes do produto F(A) x G(A)
em .o .

Assim, veremos que P forma um produto de F' com G, junto das transformacgoes

naturais dadas pelas projecoes para o funtor aplicado em cada objeto de &, pr =
Prc) PGg(o)

{F(C)x G(C)—="F(C):Ce€}eps={F(C)xGC)—='G(O):C € €}, cuja
naturalidade segue diretamente da definicdo da aplicagdo de P nos morfismos.

Vejamos que (P, pr,pg) é um produto mostrando que, dada uma tripla da forma

(X, X o, F. X o, G), a familia ¢ = {(nt,n3) : C € €} é uma transformagao
natural, e é a iinica de X para P que comuta o diagrama do produto:

Que ¢ comuta o diagrama do produto e é tnica segue de forma simples depois
de vermos que ¢ é uma transformagao natural, ja que para todo C, ¢¢ é o tnico
morfismo tal que prc) © oo = nE € Pao) © po = nE, de modo que ¢ deverd ser a
unica transformacgao natural cuja composi¢do com as transformagodes naturais do
produto serd n' e n?.

Para ver, entdao, que ¢ é uma transformacao natural, seja A 75 B um morfismo.
Aplicando as projegoes do produto F(B) x G(B), vemos que

prw) o ppoX(f) =npoX(f)=F(f)ony = F(f)opruopa=prm oP(f)opa

e, similarmente, pg(py o ¢ o X (f) = pas)y © P(f) 0 pa, de modo que pp o X(f) deve
ser igual a P(f) o a4, jA que ambas as composicoes satisfazem a propriedade que
define um morfismo para F'(B) x G(B) de forma tnica.

Segue por uma construgao similar a do produto.

Seja F -5 G uma transformacao natural. Para cada C' € €, seja ke um kernel de
ne. Assim, k = {k¢ : C € €} é um kernel de n:

Mais especificamente, a transformacao natural k sai do funtor K que leva os objetos C'

em K(C) o dominio de k¢, e os morfismos A L Bem K (f) o tnico morfismo tal que
F(f)oks = kpoK(f), cuja existéncia e unicidade é garantida pois ngo F(f) ok =
G(f)onaoks=0,de modo que F(f)oka se fatora pelo kernel de 7p.

Que k é mesmo uma transformacao natural segue diretamente da defini¢do de K nos
morfismos. Além disso, é facil ver que nok = 0, ja que n¢ o ke = 0 para todo C € 7.

Agora, se X 5, F ¢ uma transformacao natural tal que n o & = 0, temos que
ne o e = 0 para todo C' € ¥, e, portanto, existem tnicos ki, € (X(C), K(C)) tais
que £¢ = ke o k. Assim, vejamos que k' = {k;, : C' € €'} é a tnica transformacao
natural de X para K tal que £ = ko k':

Tendo mostrado que £’ é uma transformacao natural, é direto que { = ko k' e k' é
a Unica transformacao natural que satisfaz isto, notando a unicidade dos k¢,. Bem,

f .
para um morfismo A —— B, veja que, compondo com kg, temos que

ko K(f)oky = F(f)okaoky = F(f)ox=&poX(f) = ks ok o X(f)
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Com a pentltima igualdade vindo da naturalidade de £&. Como kg é um monomorfismo,
sendo um kernel, segue que K (f)oky = kizo X (f), e k' é, portanto, uma transformagao
natural.

A2*. Segue por uma construgao similar a do kernel.

A3. Seja n = {nc : C € €} um monomorfismo. Assim, Ker(n) = 0, de modo que,
pela construcao em A2, Ker(nc) = 0 para cada C' € €. Com isto, temos que 7¢
monomorfismo para todo C, ja que é um morfismo com kernel nulo numa categoria
abeliana.

Assim, tomando um cokernel k£ de 7, construido de forma similar a feita em A2,
de modo que k¢ é o cokernel de ne para todo objeto C, temos que, como ne é um
monomorfismo, e é um kernel de k¢c. Pela construcao feita do kernel, vemos que 7
¢ um kernel de k, e temos o que é desejado.

A3*. Segue de forma similar a A3.

]

Nas hipéteses do teorema acima, podemos ver que a operagao de soma, que torna os
conjuntos de morfismos (F, G) na categoria de funtores em grupos abelianos, é feita termo
a termo. Ou seja, dadas transformagoes naturais n e &, entdo n+ & = {nc + & : C € €}.

Vemos que sequéncias exatas de funtores sao verificadas termo a termo:

Proposicao 7.2.3. Sejam € e &/ duas categorias, com </ abeliana. Uma sequéncia de

N 7' ,
funtores -+ — F; y — F, — F;;1 — --- em (‘5, &f) ¢ exata se, e somente se, para todo

i—1
Yo

C € € a sequéncia --- — F;_1(C) — F;(C) e, Fi1(C) — -+ € exata em o .

~ . ki i i i— ;
Demonstracio. Seja K -~ F; um kernel de 1 e F; - C um cokernel de n*~! construidos
como no ultimo teorema. Pela Proposicao 4.3.1, a sequéncia é exata em Fj; se, e somente

se, E’-17L1Fii>ﬂ+1 :OeKiFZ-iC:O.

Bem, non™! = 0 e ¢ ok = 0 ocorre se, e somente se, para todo C € €
temos que n5 ot = 0 e ¢ o ki, = 0. Agora, por construcio de ¢ e k%, ki é um
kernel de 1%, e ¢&, é um cokernel de 15!, de modo que para cada C' estas duas tltimas

composicoes serem zero € equivalente, pela Proposicao 4.3.1, a exatidao da sequéncia
i—1 i

e — F 4 (C) To, F;(C) ey Fi11(C) — -+ em F;(C). Segue, portanto, o que era desejado.

O

Uma outra propriedade importante de uma categoria abeliana .2/ que que podemos
ver que se preserva na categoria de funtores para tal categoria é a de completude e
cocompletude: se o/ é completa ou cocompleta e ¥ é uma categoria qualquer, entao
(¢,47) é, respectivamente, completa ou cocompleta. Podemos ver isto utilizando de
construgoes parecidas com a feita em Al no ultimo teorema para o produto e o coproduto
de funtores arbitrarios.

Caso % nao seja uma categoria pequena, ainda podemos definir somas, produtos
e outras propriedades envolvendo funtores de & para uma categoria abeliana 7, ainda
que possivelmente seja impossivel falar da categoria de funtores de € para 7.
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Para as construcoes feitas até entao nao houve nenhuma necessidade de que os
conjuntos de morfismos sejam mesmo conjuntos, ao invés de classes. Sendo assim, utilizarei
livremente de resultados ja vistos anteriormente em construgoes envolvendo funtores saindo
de categorias nao necessariamente pequenas. Por exemplo, podemos ver que se F' e G sao
funtores de ¥ para 7, entao o funtor ' x G construido da mesma forma que fizemos
em Al no ultimo teorema age como se esperaria de um produto com relagdo aos outros
funtores de € para <.

Dada uma categoria abeliana pequena qualquer .7, nosso proximo tépico de
interesse sera nao a categoria de funtores de .« para Ab, mas sua subcategoria cheia de
funtores aditivos de &7 para Ab.

Denotamos a categoria de funtores aditivos de uma categoria abeliana pequena o7
para uma categoria abeliana 2 por [/, %)]. Veremos que [, Ab] é a famigerada categoria
abeliana especial mencionada no inicio deste capitulo.

Devemos mostrar, primeiramente, que esta é uma categoria abeliana.

Teorema 7.2.4. Seja o/ uma categoria abeliana pequena e B uma categoria abeliana.
Assim, [of , B] é uma categoria abeliana.

Demonstrag¢io. Basta ver que é uma subcategoria exata de (<7, %), de modo que [« , A
serd, em particular, abeliana. Faremos isto utilizando o Teorema 5.7.4.

Para isto, vejamos entao que as somas, os produtos, os kernels e os cokernels
envolvendo funtores aditivos nos dao ainda funtores aditivos pela construcao feita na
categoria de funtores.

No caso do produto é facil: basta ver que, utilizando a notacdo em Al no Teorema
7.2.2, se I e G s@o aditivos, e x e y sd@o dois morfismos em (A, B),,, entao

Pz +y)=(F(z+ y)pF (), G(z +Y)pca)) = (F(2) + F(y))pra. (Gz) + G(y))pc(a))
= (F(2)pra) + F(y)pray, G()paa) + G(Y)paa))
= (F(z)pr(a), G(@)pa(a)) + (F(y)pray, G(y)pca))
= P(z) +P( )

No caso do kernel, utilizando desta vez a notacao em A2, e supondo que F' e G
sdo aditivos, e z e y sdo dois morfismos em (A, B) ., entdao K(z + y) é o tinico morfismo
tal que F(z 4+ y)ka = kpK(x + y). Agora, K(z) + K(y) também satisfaz isto, pois
kp(K(2)+K (y)) = kpkK () +ksK(y) = F(x)kat F(y)ka = (F(@)+F(y))ka = Flo+y)ka,
e, portanto, pela unicidade de tal morfismo, sao iguais.

Para as somas e os cokernels segue com argumentos similares. O]

Podemos ver também que [«7, 2] é completa se Z é uma categoria completa,
notando com argumentos similares que produtos arbitrarios de funtores aditivos sao
funtores aditivos, e 0 mesmo vale para a cocompletude. Em particular, [/, Ab] é completa
e cocompleta.

7.3 A IMERSAO DE YONEDA

Vejamos agora um funtor contravariante interessante saindo de uma categoria
abeliana pequena .o/ para [<7, Ab].
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Definicao 7.3.1. Seja o/ wma categoria abeliana pequena. Definimos o funtor contra-
variante H: of — [/, Ab] dado nos objetos por H(A) = (A, )y € nos morfismos por
H(f)=(f,_) ={(f,A) : Ae o}. Este funtor é chamado a imers@o de Yoneda.

Veremos que a imersao de Yoneda ¢é realmente uma imersao, e, mais ainda, é um
funtor cheio e exato a esquerda.

Antes disto, precisaremos do Lema de Yoneda adaptado para funtores aditivos de
uma categoria abeliana para Ab. Para o enunciarmos, definimos o seguinte funtor:

Definigao 7.3.2. Sejam o/ e B categorias, com </ pequena, e fite A € o/ . Definimos o
funtor avaliagio Ey: (&, B) — P dado nos objetos por E4(F) = F(A), e nos morfismos
por Ea(n) =na, sen={nx: X € &}.

E fécil ver que caso £ seja uma categoria abeliana temos que Ej: (o, B) — B
é um funtor aditivo para todo objeto A de &7, ja que a soma de transformagoes naturais
ocorre termo a termo. Se, também, &7 for abeliana, podemos ver um funtor avaliacao
E 4 como um funtor saindo da subcategoria de (o, %) formada pelos funtores aditivos,
(o, A, em que E, continua sendo um funtor aditivo, e daremos a mesma notacao de Fy4
para esta restricao do funtor, apenas dando uma énfase ao dominio, caso necessario.

Seguimos entao com um lema que sera necessario para o Lema de Yoneda.

Lema 7.3.3. Seja &/ uma categoria abeliana, e sejam A € of e F € [of, Ab]. Assim,

YA, F

temos que ((A, ), F)or,ay) — F(A) dado por yar(n) = na(la) € um isomorfismo de
grupos.

Demonstragio. Que é um morfismo de grupos, basta ver que ya p(n+p) = (n+p)a(la) =

(Ma+ pa)(La) = na(la) + pa(la) = yarn) + yar(p).
Agora, para ver que y4pr ¢ um isomorfismo, exibirei sua inversa. Para cada

x € F(A), considere a familia o = {(A, C) et F(C):C e #}, em que of é dado por
aZ(p) = F(p)(z). Definimos entdo a funcao a: F(A) — ((A,_), F) dada por a(x) = o7,
e mostraremos que esta é uma inversa para y p.

Antes de tudo, devemos mostrar que o é uma transformacao natural para todo
x, para que « esteja bem definida. Assim, fixemos x. Sejam entdo B,C € & e f € (B,C).
Gostariamos de mostrar que o seguinte diagrama comuta:

(A, B) -2, F(B)

(Af )J JF (f)

(A,C) —¢, F(C)

Para isto, seja ¢ € (A, B). Vemos entao que F(f)oaf(p) =
F(f) o F(p)(x) = F(f o p)(x) = ap(f o p) = ai((A, [)(¥)) = ag o (4,
que F(f)oaf =ato(A,f), e o diagrama comuta como desejado.

Tendo mostrado que « esta bem definida, mostramos que ¢ uma inversa para Y4 r.

Seja n € ((A, ), F). Assim, a(yar(n)) = a(na(la)) = a™(4), Vejamos que
am4(14) = p: para cada objeto B € &/, e cada ¢ € (A, B), temos que aB( )(go) =
F(p)(na(la)) = (F(¢) ona)(la). Como n é uma transformagdo natural, o seguinte
diagrama comuta:

F(N)EF(p)(x) =
f)(¢), de modo
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(A, A) 25 F(A)
(A,w)l F(y)
(A, B) 2~ F(B)

Assim, F(@)ons = nzo(A, ¢), de modo, entdo, que a5 (o) = (F(@)ona)(14) =
(neo(A,¢))(1a) =na(pols) =ns(p). Deste modo, n é igual a a(ya r(n)) em todos os
objetos de &7, e é, portanto, a mesma transformacao natural, e assim « é uma inversa a
esquerda para ya p.

Agora, para o outro lado, seja x € F(A). Assim, yap(a(z)) = yar(a®) =
a%(14) = F(14)(x) = 1pay(x) = z, e a é uma inversa a direita para y4 p. Portanto, a é
uma inversa para Y4 r, € Y4 r €, entao, um isomorfismo. UJ

E agora, demonstremos o Lema de Yoneda.

Lema 7.3.4 (Lema de Yoneda). Seja &/ uma categoria abeliana pequena. Assim,

e Fizado A€ o, ys={((A,_), F) S F(A): F € [, Abl} ¢é um isomorfismo natural
entre os funtores (A, ), )45 € Ea definidos de o7 , Ab] para Ab.

YA, F

e Fizado F € [, Ab], yr = {((A,_),F) == F(A): A € o/} éum isomorfismo natural
entre os funtores (__, F)W’Ab] o H e F definidos de o/ para Ab.

Demonstragio. J& vimos que y4 r é um isomorfismo para cada A € o e F € [/, Ab].
Portanto, assim que mostrarmos que y4 e yr sao transformagoes naturais, estes serao
imediatamente isomorfismos naturais. Mostrarei isto, entao.

, ~ . 3 ~ P
e y4 € uma transformacao natural: Seja F' — G uma transformagao natural. Gostaria-
mos de mostrar que o seguinte diagrama comuta:

(A, ), F) =5 F(A)

((A,g,s)l l@;

(A, ),G) % G(4)

Seja entao n € ((A, ), F). Por um lado, €4 0 ya r(n) = £a(na(la)) = Ea0na(la).

E, por outro lado, yac o ((4, ), §)(n) = yac(§on) = (§on)a(la) = Eaona(la),
de modo que o diagrama realmente comuta.

, ~ . f ,
e yp € uma transformacao natural: Seja A — B um morfismo em .&7. Gostariamos de
mostrar que o seguinte diagrama comuta:

Seja entao n € ((A, ), F). Por um lado, F(f)oyar(n) = F(f)ona(la). Como n é
uma transformagao natural, o diagrama a seguir comuta:
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(A, A) 2 F(A)
(A,fﬂ F(f)
(A, B) 2~ F(B)

Assim, em particular, F(f) o na(1a) = np o (A, f)(14) = ns(f). Deste modo,
F(f)oyar(n) =ns(f). Agora, por outro lado, temos que ypr o ((f, ), F)(n) =
ysrmo (f, )= mo(f, ))s(lp) =npo(f,B)(1s) =ns((f,B)(18)) =ns(f), eo

diagrama comuta como desejado. O

Com isto, seguimos com as demonstragoes.

Teorema 7.3.5. A imersio de Yoneda, vista como um funtor covariante saindo da
categoria dual, é um funtor fiel e cheio.

Demonstra¢io. Devemos mostrar que para cada conjunto de morfismos (B, A) de .o temos
que a restrigao H: (B, A) — ((4,_),(B,_)) é uma bijecao.

Considere y4,p, ) 0 isomorfismo dado no lema para o Lema de Yoneda. Vejamos
que esta restricdo de H é uma inversa a direita para tal: dado f € (B, A), temos que
yas)(H(f) =yam ((f, ) = (f,A)(1a) =la0 f = f.

Sendo uma inversa a direita para um isomorfismo, esta restricdo de H é, portanto,
também um isomorfismo de grupos, e, assim, uma bijecao. O

Teorema 7.3.6. A imersio de Yoneda, vista como um funtor covariante saindo da
categoria dual, é um funtor exato a esquerda.

Demonstragio. Seja 0 — A — B — ' uma sequéncia exata a esquerda em .o7°P. Pela
Proposicao 7.2.3, a sequéncia de funtores (0, ) — (A, ) — (B,_) — (C,_) é exata se,
e somente se, (0, X) — (A, X) — (B, X) — (C, X) é exata para todo X € o/°P.

Mas esta sequéncia é exata, pois para todo X € & o funtor (_, X) covariante
saindo de &7°P é exato a esquerda, como ja vimos. O

Como ja mencionado, infelizmente este funtor nao é necessariamente exato para
que possamos aplicar as ideias dadas no final do capitulo anterior.

Veremos que a soma Y 4., H(A) é um gerador para a categoria de funtores
aditivos, propriedade que sera ttil posteriormente. Segue um lema para vermos isto.

Lema 7.3.7. Seja o/ uma categoria abeliana pequena, e considere o funtor avaliagcdo
Ey: [, Ab) — Ab para cada objeto A € of . Assim, [Iacy Ea € um funtor fiel.

Demonstragio. Seja F -5 G uma transformacao natural, e suponha que ([Tac.y Ea)(n) = 0.

Como [[acy Fa € aditivo, basta mostrar que 1 = 0.
Ep(F)

Para cada B € &7, considere a proje¢ao pg, = {(ITacy EA)(FSIH Ep(F): F €
(o7, Ab]} do produto [[4c, Ea para Eg. Como Ep(n) = ng, temos que ng © pp,r) =
Ep(n) 0 peyr) = PEyc) © ([Tacw £a)(n) = 0, da naturalidade da projecao pg,.

Agora, pg, ¢ um epimorfismo, pois ¢ um morfismo advindo de um produto em
uma categoria abeliana, de modo que, em particular, temos que pg,(r) € um epimorfismo.
Desta forma, para todo B € .27, devemos ter que, como 1g o pg,y ) = 0, np = 0. Assim,
n = 0 e, portanto, [[4c., Ea € fiel. O
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Teorema 7.3.8. Dada uma categoria abeliana pequena 7, a soma Y 4c.y H(A) € um
gerador em [/ | Ab.

Demonstra¢io. Mostremos entao que (3 4c., H(A), ) é um funtor fiel. Para isto, veremos
que (X 4er H(A), ) é naturalmente isomorfo a [J4¢c, E4, que é um funtor fiel, de modo
que a Proposicao 7.1.6 nos garante o que queremos.

Pelo Lema de Yoneda 7.3.4, temos que (H(A), ) = E4, de modo que o fun-
tor [Tacy(H(A), ) é naturalmente isomorfo a [[4c., Fa. Assim, basta mostrar que
(X acy H(A), ) é naturalmente isomorfo a [Jyc (H(A), ).

Estarei denotando por u e p4 os morfismos que acompanham respectivamente
a definicdo da soma e do produto indexados pelo objeto A de &/ de todas as somas e
produtos que aparecerem nesta demonstracao. Também omitirei os conjuntos de indexacao
para melhor visualizacdo, ja que serao todos indexados por <.

Considere p = {(X H(A),F) Z5[[(H(A), F) : F € [/, Ab]} com ¢p dada nos
elementos de (3> H(A), F') por pr(n) = (nowua)y € [I(H(A), F). Mostrarei que este é um
isomorfismo natural.

Para cada funtor F'; ¢ é devidamente um morfismo de grupos, pois r(n + p) =
(n+p)oua)ey = Moua+poua)y =Moua)y + (oua)s = or(n) + er(u).

Vejamos que ¢ é devidamente uma transformaciao natural: Seja F -5 G uma
transformacao natural. Devemos ver que o seguinte diagrama comuta:

(S H(A), F) —= TI(H(A), F)
)

Q- H(A) J JH(H(AM)
(CH(A),G) —= TI(H(A),G)

Dado p € (X H(A), F), temos que (¢g o (X H(A),n) (1) = ¢a(nop) = (no
[ ous)y. Para mostrar que a outra composigao é igual, mostrarei que [J[(H(A),n) o pF
satisfaz a propriedade que define este morfismo unicamente: Para cada X € o/ temos que

(px o [T(H(A),n) 0 op) () = (px o [J(H(A),n) (10 ua))
= ((H(X),n) opx)((poua)w) = (H(X),n)(px((110ua)w))
= (H(X),n)(pnoux)=nopoux

De modo que (II(H(A),n)opr)(p) = (nopoua)s, e, portanto, [I(H(A),n)opr =
PG o (Z H<A)7 77)

Tendo mostrado que ¢ é uma transformacao natural, mostremos que é um iso-
morfismo natural. Faremos isto construindo uma inversa para cada ¢p. Para cada F,
considere ¥r: [[(H(A),F) — (3 H(A), F) dada por, para cada © = (x4) ., € [I(H(A), F),
Yr(z) =YX 2a

A fungdo ¥ é uma inversa a esquerda para @g, pois Vr(@pr(n)) = Yr((nNoua)w) =
> (nowuy) =n. Eéuma inversa a direita pois or(Vr((2/)w)) = or(Xxr) = (X ) 0
ua)y = (Ta4)o (que éigual a (z7).). Portanto, pr é um isomorfismo para cada F', e ¢ é
um isomorfismo natural como desejado. O]
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8 CATEGORIAS DE GROTHENDIECK E
ENVELOPES INJETIVOS

Ainda nao falamos de cogeradores injetivos, e nem sequer sabemos por enquanto
se [, Ab] possui um (nao que isto importe, ji que estaremos interessados em uma
subcategoria desta). Este capitulo construird uma ferramenta que ajudard a mostrar a
existéncia de um cogerador injetivo, dentre outros resultados importantes.

Aqui definiremos categorias de Grothendieck e mostraremos que toda categoria
de Grothendieck com um gerador é tal que todo objeto possui um envelope injetivo
(que também serao definidos). Em particular, isto implica que de todo objeto hd um
monomorfismo para um objeto injetivo, que, pela Proposi¢ao 6.3.10, implica que a categoria
possui um cogerador injetivo.

Veremos que [«7, Ab] é uma categoria de Grothendieck, e, portanto, abusa destas
propriedades.

8.1 CATEGORIAS DE GROTHENDIECK

Comecemos definindo categorias de Grothendieck.

Definigao 8.1.1 (Categoria de Grothendieck). Seja 7 uma categoria abeliana bicompleta e
well-powered. Dizemos que </ € uma categoria de Grothendieck se possui a propriedade
de Grothendieck:

Para qualquer conjunto {A;}1 de subobjetos de um objeto A, totalmente ordenado
pela continéncia, e qualquer subobjeto B de A temos que

A unido de um conjunto arbitrario de subobjetos de um objeto A esta bem definida
neste caso, pois uma categoria de Grothendieck é, em particular, uma categoria cocompleta,
e o Teorema 4.2.12 nos garante isto.

A propriedade de Grothendieck, ainda que 6bvia para Set, j4 que a uniao e a
interseccao de subobjetos é justamente a uniao e a intersec¢ao destes vistos como conjuntos,
nao ¢é necessariamente verdadeira para outras categorias.

A categoria Ab possui esta propriedade, pois a unidao de familias totalmente
ordenadas pela continéncia de subgrupos ¢ justamente a uniao destes vistos como conjuntos,
e a interseccao de grupos também o é. Portanto, como Ab é uma categoria abeliana
bicompleta e well-powered, temos que Ab é uma categoria de Grothendieck.

Da mesma forma, R-mod também é de Grothendieck.

Veremos como uma proposicao este préximo exemplo que tera bastante importan-
cia, mas que é um pouco menos trivial.

Proposicao 8.1.2. Dada uma categoria abeliana pequena <7, temos que |7, Ab| € uma
categoria de Grothendieck.

Demonstragio. A categoria (27, Ab] é bicompleta, pois Ab é bicompleta. Também, pela
Proposicao 6.3.9, [«7, Ab| é well-powered, pois possui um gerador, como visto no Teorema,
7.3.8. Basta mostrar entao a propriedade de Grothendieck.
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Lembre que a construcao de uma unidao de uma familia arbitraria de subobjetos
{t'}; de um dado objeto ¢ feita utilizando a imagem do morfismo 3°; (‘. Podemos ver que,
na categoria de funtores, em que os morfismos (¢ sdo transformacoes naturais, temos que
St =>4 A€ &}. Como a imagem de um morfismo numa categoria abeliana é
o kernel do cokernel do morfismo, e a construcao de kernels e cokernels na categoria de
funtores para uma categoria abeliana é feita objeto a objeto, podemos ver, entao, que a
unido Upe! serd dada também de forma pontual, por uma transformacao natural da forma
{U ILE4 cAe o }

Por argumentos de construgao parecidos, podemos ver que a interseccao de
subobjetos numa categoria de funtores é, também, feita de forma pontual.

Tendo isto, seja {f’}; um conjunto totalmente ordenado pela continéncia de
subobjetos de um funtor F', e h um subobjeto qualquer de F. Assim, vemos que h N (Urf?)
é um subobjeto tal que para cada A € & temos que (h N (Urf))a = ha N (Urfi)a =
ha 0 (Urfa). ,

Assim, como podemos ver, também, que {f%}; é um conjunto de subobjetos
totalmente ordenado pela continéncia em Ab, temos que, como Ab é de Grothendieck,

ha N (Urfh) = Ur(ha 0 fh), de modo que (h N (Urf*))a = Ur(ha N f4) = Ur(h 0 f1)a =

Grlh ) 7). | |
Desta forma, h N (U;f*) é o mesmo subobjeto que Uy(h N f*), e temos, entdo, a
propriedade de Grothendieck. O

8.2 EXTENSOES

Para falarmos de envelopes injetivos, precisamos primeiro trabalhar no conceito
de extensoes.

Definigao 8.2.1 (Extensdes). Seja &/ uma categoria abeliana, e A um objeto de <. Uma
extensao de A é um monomorfismo A — B. Quando o monomorfismo for implicito,
chamaremos B de uma extensao de A.

A identidade de todo objeto A é uma extensao de A. Usualmente ao mencionarmos
A como uma extensao de si mesmo, estaremos nos referindo a extensao 14 de A.
Uma extensao é dita prépria se nao for um isomorfismo.

Estaremos pelo restante desta se¢ao assumindo que as categorias em questao
sejam categorias abelianas.

Definicao 8.2.2 (Extensoes Essenciais). Uma extensdo essencial de um objeto A é
uma extensio A — B de A tal que para todo monomorfismo nao nulo B' — B temos que
a intersecgio de suas imagens (ou seja, dos subobjetos que os monomorfismos representam)
¢ nao nula.

As identidades sao claramente extensoes essenciais.
Uma proposicao que nos ajuda em demonstragoes envolvendo extensoes essenciais,
dentre outras demonstragoes, ¢ a seguinte:

Proposicao 8.2.3. Sejam A— B e K — B dois subobjetos de um objeto B, e seja
B — F um morfismo cujo kernel é K — B. Assim, temos que AN K =0 se, e somente
se, A— B — F ¢ um monomorfismo.
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Demonstragio. Pelo Coroléario 4.2.10, a interseccao A N K é igual ao kernel do morfismo
A— B— F. Assim, AN K = 0 se, e somente se, o kernel de A — B — F' é zero, que
ocorre se, e somente se, este € um monomorfismo. ]

Definicao 8.2.4 (Extensoes Triviais). Uma extensdo trivial de um objeto A é uma

extensao A — B de A tal que existe um morfismo B — A talque A— B — A=A 144

As identidades sao claramente extensoes triviais.
E facil ver também que o morfismo B — A na defini¢ao serd um epimorfismo.

Proposicao 8.2.5. Dada uma extensio A — B e seu cokernel B — C, entio A — B
¢ trivial se, e somente se, podemos ver B como uma soma direta de A com C em que
A — B € a inclusdo de A na primeira coordenada.

Demonstragdo. Denotemos por ¢ o morfismo A — B e por p seu cokernel como no enun-
ciado.

Para a volta, vendo B apenas como uma soma de A com C, a estendemos para
um sistema de soma direta, e assim a projecao para A é tal que composta com ¢ é igual a
14.

Agora, para a ida, considere m um morfismo tal que m ot = 14. Considere
também K - B o kernel de m. Assim, pela Proposigao 8.2.3, AN K =0, pois mo¢ é um
monomorfismo.

Também pela Proposigao 8.2.3, mas olhando por outro lado, como K NA=0e
¢ ¢ um kernel de p, temos que p o k ¢ um monomorfismo. Com um argumento parecido
utilizando o dual da Proposicao 8.2.3, podemos ver que p o k é um epimorfismo. Portanto,
p o k ¢ um isomorfismo, com inversa, digamos, .

Com isto, vejamos que (B, ¢, 1, m,p) forma um sistema de soma direta de A com
C, em que ¥ = k o . Para ver isto utilizarei a segunda equivaléncia do Teorema 4.6.13.

Bem, que m ot = 14 é claro. Pela definicdo de ¢, potyp = pokop = 10. A
exatidao das sequéncias segue de forma bem direta também, ja que p é o cokernel de ¢, e
1 é facilmente visto como um kernel de m, ja que é um monomorfismo equivalente a k.
Segue entao o que queriamos. O

Proposigao 8.2.6. Toda extensdo trivial e essencial € um isomorfismo.

Demonstracio. Seja A — B uma extensao trivial e essencial. Sendo uma extensao trivial,
existe B— A tal que A— B — A = 14.

Seja K — B um kernel de B — A. Assim, como A — B — A = 14 é um mono-
morfismo, pela Proposi¢ao 8.2.3, temos que AN K = 0. Como A — B é essencial, temos
entdo que K = 0, de modo que B — A é um monomorfismo.

Como B — A é um epimorfismo, pois 14 o é, temos que este é um isomorfismo.
Assim, A — B é, portanto, também um isomorfismo. n

Podemos entao caracterizar injetivos a partir de extensoes.
Proposicao 8.2.7. Um objeto € injetivo se, e somente se, possui apenas extensoes triviais.

Demonstragio. Para a ida, seja () um objeto injetivo. Pela Proposicao 6.2.4, dada uma
extensao ¢ de (), e considerando 1¢, temos que, da injetividade de @), existe um morfismo
m tal que 19 = m o4, e a extensao ¢, portanto, trivial.
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Agora, para a volta, suponha que ) é um objeto que possui apenas extensoes
triviais. Utilizaremos também a Proposicao 6.2.4. Sejam entdo A - Q um morfismo e

f . .
A — B um monomorfismo. Considere, assim, um quadrado pushout destes morfismos:

ALB

bl

Q —~— P

Pelo Teorema 4.6.12, temos que x é um monomorfismo. Por hipétese, x é uma
extensao trivial de Q. Assim, existe P ™ @ tal que moz = 1.

Vejamos entao que o morfismo ¢ == moy é tal que o f = ¢: bem, go f =
moyo f=moxoq=1goq=q. Segue entao que () ¢ injetivo. n

Lema 8.2.8. Seja &7 uma categoria de Grothendieck. Para toda extensio A — B de um
objeto A de o existe uma extensdo essencial A— F de A que se fatora por A — B.

Ou seja, existe um morfismo B — F tal que A— B — F € uma extensdo
essencial de A.

Demonstragdo. Informalmente, o morfismo B — F' serd, em suma, o quociente de B por
um “maior possivel” subobjeto de B cuja interseccdo com a imagem de A — B é nula,
para, de certa forma, remover toda a parte nao essencial da extensao. Formalizaremos isto.

Considere .# a classe de subobjetos de B cuja intersecgao com a imagem de
A — B é nula, parcialmente ordenada pela inclusdao. Como o7 é de Grothendieck, o é
well-powered, de modo que % é um conjunto.

Seja { B;}; uma cadeia ascendente em .%. Como argumentado anteriormente, como
o/ é de Grothendieck, a unido dos subobjetos desta cadeia, |J; B; existe como um subobjeto
de B. Agora, denotando por A também a imagem de A — B, temos pela propriedade de
Grothendieck que ANU; B; = U; (AN B;) =U;0 =0, de forma que U; B; € .%. A cadeia
possui, portanto, uma cota superior em .%, U; B;.

Assim, temos que toda cadeia ascendente em % possui uma cota superior. Pelo
Lema de Zorn, segue que % possui um elemento maximal, digamos K. Podemos notar
que se um subobjeto de B esta contido em K, entao este subobjeto tem interseccao nula
com A.

Considere entao um cokernel B — F' de K — B, e o objeto quociente F' re-
presentado pelo mesmo. Pela Proposicao 8.2.3, como ANK =0, A— B — F é um
monomorfismo, e é, portanto, uma extensao de A. Resta mostrar que esta extensao é
essencial.

Seja entao Fs um subobjeto de F' e suponha que AN Fs = 0. Gostarfamos de
mostrar que Fg = 0. Considere o cokernel F' — Fy de Fg — F. Assim, também pela
Proposigao 8.2.3, temos que A — F' — F3 é um monomorfismo.

Agora, apenas mudando a perspectiva para que vejamos [ como um objeto
quociente de B que esta contido em F', temos que

A—F —Fy=A—B—F—Fy=A—B—Fy

Vemos entao que o kernel Fx — B de B — F{ é tal que, agora como subobjetos
de B, AN Fk =0, jad que A— B — Fy é um monomorfismo, de modo que Fx € Z.

Novamente como subobjetos de B, temos entao que K esta contido em Fl, pois
K—B—F—Fyg=0eFgéokernel de B— F — Fy. Como K é maximal em .#,
devemos ter que estes subobjetos sao iguais. Ou seja, que K = F.
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Deste modo, os cokernels dos monomorfismos representantes de K e Fi, F' e Iy,
sao o mesmo objeto quociente de B. Assim, o morfismo F' — Fy é um isomorfismo e, em
particular, um monomorfismo.

Assim, como Fg — F ¢é o kernel de F' — F{,, temos que Fg = 0.

Portanto, o tnico subobjeto de F' cuja interseccao com A é nula é o subobjeto
nulo, e I’ é entdo uma extensao essencial de A. n

Teorema 8.2.9. Numa categoria de Grothendieck, um objeto € injetivo se, e somente se,
nao possui ertensoes essenciais proprias.

Demonstracao.

—> Suponha que E é injetivo, e considere alguma extensao essencial de E. Assim, pela
Proposicao 8.2.7, temos que esta extensao é trivial. Pela Proposicao 8.2.6, esta
extensao é um isomorfismo e, portanto, ndo é préopria. Assim, nenhuma extensao
essencial de E é propria.

<= Suponha que E nao possui extensoes essenciais préprias. Seja ¥ — B uma exten-
sao. Pelo lema anterior, existe um morfismo B — F tal que £ — B — F é uma
extensao essencial de E. Por hipdtese, esta extensao nao é prépria, e €, portanto,
um isomorfismo.

Assim, existe um morfismo F' — FE tal que F — B — F' — FE ¢ a identidade. Por
definicdo, £ — B é entdo uma extensao trivial. Como era uma extensao arbitraria,
toda extensao de E ¢, portanto, trivial. Pela Proposicao 8.2.7, segue que E ¢
injetivo. O

8.3 ENVELOPES INJETIVOS

Definicao 8.3.1. Seja &7 uma categoria abeliana, e A um objeto de o/. Um envelope
injetivo de A € uma extensao essencial A — E em que E € injetivo.

Como mencionado no comeco deste capitulo, em uma categoria de Grothendieck
com um gerador todos os objetos possuem envelopes injetivos, e é isto que mostraremos
nesta secao. Segue um lema para melhor entendimento da construgao que faremos.

Lema 8.3.2. Seja A — B uma extensao essencial de A, e seja B — C' uma extensdo de
B. Assim, B — C € essencial se, e somente se, A— B — C € uma extensdo essencial

de A.

Demonstracao.

=—> A composi¢ao de monomorfismos é um monomorfismo, e, portanto, A — B — C é
devidamente uma extensao de A. Mostremos entao que é essencial.

Seja €' — C' um monomorfismo nao nulo. Queremos mostrar que a interseccao dos
subobjetos representados por ¢ — C' e A — B — C é nao nula.

Bem, como B — C é essencial, B := C' N B # 0. Agora, como A — B é essencial,
vistos como subobjetos de B, temos que A" := B'N A # 0.

Assim, agora vendo todos os subobjetos como subobjetos de C', como A’ C B’ e
B C (', A’ estd contido em (', e, portanto, como também A’ C A, temos que



Capitulo 8. Categorias de Grothendieck e Envelopes Injetivos 81

A CC'NA. Como A" # 0, segue entao que C' N A #£ 0, e, portanto, A — B — C
deve ser essencial.

<= Seja C'" — C um subobjeto nao nulo de C. Mostremos entao que a interseccao C'N B
é diferente de zero.

Bem, veja que A’ .= C'"NA # 0, pois A — C' é essencial. Como temos que A’ C A C B
e A C (' entao A’ C C'NB. Assim, C'NB # 0, e, portanto, B — C' é essencial. [

O procedimento para mostrar a existéncia de envelopes injetivos para todo objeto
A sera, de certo modo, feito por formar uma sequéncia de extensdes essenciais de A
que apenas se estaciona quando chega num envelope injetivo e mostrar que ela deve se
estacionar caso a categoria de Grothendieck possua um gerador.

Facamos entao as preparagoes para esta demonstragao.

Para cada objeto A numa categoria de Grothendieck <7, pelo restante desta secao,
denotaremos a seguinte relacao entre extensoes de A: Dadas extensoes F; e Ey de A,
diremos que E; < FEj5 se existe uma extensdo E; — Fy tal que A — Ey — Fy = A — Ej».

Note que, neste caso, se F; e Fy sao extensoes essenciais, entao, pelo lema anterior,
FE, — E5 é também uma extensao essencial.

Diremos que uma familia {A — E,} de extensdes de um objeto A indexada por
ordinais é uma sequéncia de extensoes de A se sempre que o < 3, entao E, < Eg. Dizemos
que esta sequéncia é limitada se os indices sdo todos menores (ou menores ou iguais) que
algum ordinal 7y, ou seja, se a familia for um conjunto.

A . ~ € . Va gkl
Repare que, dada uma sequéncia de extensoes {A — E.}, existe uma familia

associada de extensoes {F, o Es : o < B} dadas pela continéncia de E, em Ez quando
a < 3, ou seja, uma familia tal que eg = i, 0 €, sempre que o < 5.
Diremos que uma sequéncia de extensoes {A — E, } satisfaz a propriedade conec-

. . - . ~ la,B ‘
tiva se existe uma familia associada de extensoes {E, — E3 : a < 3}, como no paragrafo

anterior, tal que sempre que o < 8 <« temos que FE, el Eg oy E,=E, i E,.

Para formar a sequéncia de extensoes essenciais mencionada ha alguns paragrafos,
faremos uma construcao de uma extensao essencial que limite superiormente qualquer
sequéncia limitada de extensoes essenciais.

Lema 8.3.3. Sejam A um objeto numa categoria de Grothendieck e E uma extensdo de A.
Seja {E,}, um conjunto totalmente ordenado de subobjetos de E que contém o subobjeto
A tal que {A — E.} é uma sequéncia limitada de extensoes essenciais. Assim, U,E. €
uma extensao essencial de A.

Demonstragdo. Seja S um subobjeto nao nulo de U, E,. Assim, vistos como subobjetos de
E, S =S5NnU,E,, que, pela propriedade de Grothendieck, é igual a U, (S N E,). Como
esta uniao ¢ nao nula, segue que SN E, # 0 para algum 7.

Como A =E,NA, jaque AC E,, temos que SNA =S5SN(E,NA) = (SNE,)NA,
que ¢ nao nulo, pois SN £, é um subobjeto de £, nao nulo e £, ¢ uma extensao essencial
de A. Segue entao que U, E, é uma extensao essencial de A. O

Lema 8.3.4. Numa categoria abeliana, seja S S wm morfismo tal que oo = ¢, e

seja K *, S seu kernel. Assim, se S LB ¢um morfismo cujo kernel contém k, entdao
foo=0.
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Demonstragdo. Seja ¢; o . uma fatoragao de ¢ em um monomorfismo composto com um
epimorfismo, dado pelo Teorema 4.2.6. Note que ¢; 0 p.0p; 0, = @Yo pY =p = ;0 P,
de modo que, como ; é um monomorfismo, temos que . o ; °© Y. = V..

Como k esta contido no kernel de f, temos que f ok =0, de modo que f se fatora
pelo cokernel de k. Como ¢, representa a coimagem de ¢, temos que este é um cokernel
do kernel de ¢, ou seja, que ¢, é um cokernel de k. Assim, temos que existe f’ tal que
f=1 ¢

Deste modo, temos que fop = fop.0op;op.= f'op.= f, etemos o que era
desejado. O]

Teorema 8.3.5. Sejam A um objeto numa categoria de Grothendieck e {A — E.} uma
sequéncia limitada de extensoes de A que satisfaz a propriedade conectiva, com, digamos,

e io,B .
a familia {E, — Ejs : a < 8} associada.
Assim, existe uma extensdo A — E tal que existe uma familia de monomorfismos

{E, i E} em que A— E, “EE=-A - FEe sempre que o < [ temos que ig g O ig 5 =

Za,E'

Demonstragdao. Seja (S, {E, 2 5}) uma soma de todos os E, da sequéncia.
h
Para cada 7 indexando a sequéncia, considere o morfismo S — S definido de

forma tnica pela composicao com cada u, por hy o u, = E, °q E, -8 , se a < 7y, e por
hy o uy = uq se v < a. Considere também para, cada v, o kernel k., de h,.

Veja que para todo av < 3 temos que hg o h, = hg, ja que, compondo as inclusoes
Uy, S€ o < o temos que hgoh, 0ty = hgoty0in o = Ug0Ta gO0Tn o = UgOiy 3 = hzoUy,
e, se &’ >, hgohyouy =hgougy.

Com isto, vemos que {k,} é uma familia ascendente de subobjetos de S, ja que se
a < 3 temos que k, C kg, pois hgoky, = hgohy ok, =0.

Considere k = U,k,, quando vistos como subobjetos de S. Assim, seja S N E
um morfismo qualquer cujo kernel é k. Mostrarei que podemos ver E como uma extensao

, ~ . . . . io,E
de A, que serd a extensao desejada. Vejamos primeiramente que, para cada a, E, — E =

E, %% S - F ¢ um monomorfismo:

Pela Proposicao 8.2.3, basta mostrar que £, Nk = 0. Bem, pela propriedade de
Grothendieck, vistos como subobjetos de S, E, Nk = E, NUyk, = U,(E, N k), que
¢ zero se, e somente se, F, Nk, = 0 para todo 7. Agora, pela mesma proposigao, isto
ocorre se, e somente se, para todo vy tivermos que h, o u, ¢ um monomorfismo, e este ¢
um monomorfismo em ambos os casos da construcao de h.,.

Sendo assim, vejamos que para cada a < 3 temos que ig g © iq3 = iq,p. NOte
primeiramente que, pelo lema anterior, i o h, = h para todo v, ja que hyoh, = h, e 0o
kernel de h, estd contido no kernel de h. Assim, temos que igp 0ing = hougoisg =
hohgou,="hou, =iqp.

Tomando entao, por exemplo, a extensao A — E = A — Ey — FE, é simples de

se verificar que a familia { £, LY } satisfaz o que era desejado. O

No caso, seguindo a notacao do teorema acima, esta familia de monomorfismos é
uma familia que garante que para todo v temos que £, < E como extensoes de A. E, mais

ainda, temos que a familia dada pela unidao desta familia com {FE, ol Esz:a <} nos
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garante que a sequéncia de extensdes dada ao incluir £ no final da sequéncia de extensoes
{A — E,} continua possuindo a propriedade conectiva.
Uma interpretacao similar pode ser feita com o préximo corolario.

Corolario 8.3.6. Sejam A um objeto numa categoria de Grothendieck e {A — E,} uma
sequéncia limitada de extensoes essenciais de A que satisfaz a propriedade conectiva, com,

. . la,B .
digamos, a familia {E, = Eg : a < 8} associada.
Assim, existe uma extensdo essencial A — E' tal que existe uma familia de

7 B! 7 B
monomorfismos {E, ~=> E'} em que A— E,“5 E' = A— E' e sempre que a < 3
temos que ig g 0 a8 = lo B -

Demonstragao. O teorema anterior nos garante que existe uma extensao £ tal que £, < F

. . i%E iy, E
para todo v < 7, e que existe uma familia {£, — E} emque A - E, S E=A—FE
e sempre que o < 3 temos que igp ©lap = la.E-
Podemos entao ver a sequéncia de extensoes de outro modo: como uma sequéncia

de subobjetos de E. Mais precisamente, vemos a familia {E., a5y } como tal sequéncia
de subobjetos. A propriedade conectiva nos garante que sempre que o < 3 temos que
i, C 1,1, de forma que esta ¢ uma sequéncia totalmente ordenada de subobjetos de
que contém A.

Estamos entd@o nas hipéteses do Lema 8.3.3. Desta forma, £ = UL, é uma extensao
essencial de A. Digamos que o subobjeto E' de E é representado por um monomorfismo e.

Seja, para cada 7, i, g algum monomorfismo dado pela continéncia de i, p em E’
como subobjetos de E, ou seja, um morfismo tal que e o i, i = 7, g. Considere entao a

s by, : . . .
familia {E, = E'}. Vejamos que, para a < f3, temos que ig g 0 in g = ia, 5
Bem, com a < 3, temos que e 0ig g 0%iq 3 = 18,5 O lapg = la,p = €0 iq r, de modo
que, como e é um monomorfismo, ig g © iy g = la g, como desejado.

E simples ver, entdo, que a extensdo E’ junto da familia {E, By } satisfaz o

que era desejado. O

Pelo Teorema 8.2.9, cada objeto nao injetivo possui uma extensao essencial prépria.
Pelo axioma da escolha global, podemos definir uma funcao F que leva cada objeto A
nao injetivo de uma categoria de Grothendieck num objeto F(A) desta categoria tal que
existe uma extensao essencial prépria A — F(A), e leva cada objeto injetivo I nele mesmo,

associando a este a extensio essencial T % I

Assim, fixado um objeto A numa categoria de Grothendieck .7, definiremos,
para cada ordinal v, uma sequéncia limitada de extensoes essenciais de A que satisfaz a
propriedade conectiva e possui cardinalidade v + 1.

Para o = 0, definimos A — Ej como a extensdo A — E(A). Assim, definimos
a familia Fy = {A— Ep}, que é claramente uma sequéncia de extensoes essenciais
satisfazendo a propriedade conectiva.

Para cada 7 > 0, definimos por recursao transfinita': suponha que para todo
v < 7 temos que A — E, esta definida e ¢ uma extensao essencial de A, e de modo que
F, ={A— E,:a <~} é uma sequéncia limitada de extensoes essenciais que satisfaz a
propriedade conectiva.

I A recursio transfinita é como uma recursio usual, mas percorrendo todos os ordinais,

ao invés de apenas os naturais! O leitor que ndo é familiarizado pode consultar o site
https://pt.wikipedia.org/wiki/Indugao_transfinita, por exemplo.
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Suponha, ainda mais, que, para cada v < 7y, tenhamos fixada uma familia

C, = {E, f Ez : o < B < 7} associada a F,, dada pois F, satisfaz a propriedade
conectiva, e que tenhamos que sempre que o < 7 temos que C, C C,.

Neste caso, a familia F = {A— E, : @ < 7} é uma sequéncia limitada de
extensoes essenciais que satisfaz a propriedade conectiva, pois U,«,,C, ¢ uma familia
associada a esta sequéncia que garante tal propriedade.

Considere entao A — I, uma extensao essencial de A que limita superiormente
todas as extensoes de i, como no Coroldrio 8.3.6, construida utilizando a familia U, ., C.,

. by, Iy, e ~ . /o
e seja {E, —' L, } a familia de extensoes para I, provinda do mesmo coroldrio.
Assim, definimos a extensao essencial A — E,, como A — [, — E(I,,), cuja
essencialidade se da por ser uma composicao de extensoes essenciais, e consideramos a
i1
71 !’ 170 . . z N
familia C! = {F, —'I,, — E,,}, que podemos ver que satisfaz propriedades andlogas as
iy 1y
de {E, —'1,,}.

Desta forma, vejamos que a familia F,, .= {A — E, : a < v} é uma sequéncia
de extensoes essenciais que satisfaz a propriedade conectiva, e construamos a familia
associadag C,, que satisfaz a hipdtese feita de que C, C C,, para todo a < v:

E claro que a famflia F,; é uma sequéncia de extensdes essenciais, dado que F é
uma sequéncia de extensoes essenciais, e que £, ¢ uma extensao essencial contendo todas
as extensoes E., quando v < 7, por sua construcao.

. . s - y .

Fixamos, entdo, a familia C,, = (U,<,,C,) UC/  associada a ;. Pode se ver que
familia satisfaz as propriedades que garantem que F., possua a propriedade conectiva, e ¢
tal que C, C C,, para todo a < 7y, completando o argumento por inducao transfinita.

Com isto, temos definido para cada ordinal v uma sequéncia [, de extensoes
essenciais que satisfaz a propriedade conectiva.

Lema 8.3.7. Dado um objeto A numa categoria de Grothendieck, algum ordinal v, e
a sequéncia de extensoes essenciais F., construida como acima, entao dados o e B com
a < B <7, temos que E, — Ej, extensdao essencial dada pelo fato de que E, < Eg, €
propria se, e somente se, E, nao é injetivo.

Demonstracdo. A ida segue diretamente do Teorema 8.2.9, pois E,, possuir uma extensao
essencial propria implica em E, nao ser injetivo.

Agora suponha por outro lado que E, nao é injetivo. Veja que, seguindo como
na notacao dada na construcao de Fjp, temos que A — E, € F, B<’ de modo que, pela
construcao de Fg e de I3, podemos escrever E, — [z como uma composicao de extensoes
essenciais F, — Ig — E(Iz). Caso uma destas extensdes da composigdo seja propria,
devemos ter que a composi¢ao também ¢é prépria.

Se B, — I3 for uma extensao prépria, segue diretamente o resultado. Supomos
entao que esta nao é uma extensao propria. Neste caso, este é um isomorfismo, de modo
que Iz também nao deve ser injetivo. Assim, pela construcao de E, Iz — E(Iz) é uma
extensao prépria, também nos garantindo o resultado. O

Assim, no momento em que encontrarmos ordinais a e 3 tais que E, — Ej3 for
um isomorfismo, podemos concluir que F, é injetivo, e, como A — FE, é essencial, este
serd um envelope injetivo para A.

Lema 8.3.8. Seja &/ uma categoria abeliana, G um gerador e R o anel de endomorfismos
(G,G). Assim, (G,_), visto como um funtor para R-mod, preserva extensoes essenciais.
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- . f , ~ .
Demonstmgao Seja A — B é uma extensao essencial em &/. Queremos mostrar que

(G, A) (G B) é uma extensao essencial em R-mod.

Claramente, (G, f) é um monomorfismo, pois (G, ) é exata a esquerda. Seja, deste
modo, M um submé6dulo nao nulo de (G, B). Gostariamos de mostrar que sua intersecgao
com (G, f) é ndao nula. Pela Proposigao 8.2.3, isto é o mesmo que encontrar um morfismo
(G, B) — P cujo kernel é (G, f) mas M — (G, B) — P nao é um monomorfismo.

Considere um morfismo B - F cujo kernel é o monomorfismo f. Como (G, )

é exata a esquerda, o kernel de (G, 7) é (G, f). Mostrarei que M — (G, B) (G F)
nao é um monomorfismo, ou seja, que a restrigdo de (G, 7) ao submoédulo M nao é um
monomorfismo.

Como M ¢é nao nulo, existe x # 0 € M C (G, B). Notando que = é um morfismo
de G para B, seja k o kernel de 7o z. Considere também a fatoracao de x por sua imagem,
G — 11— B.

Comecarei mostrando que x o k # 0. Suponha por contradi¢cdo que x o k = 0.
Bem, neste caso, temos que Ker(z) = Ker(7 o x), pois um esté contido no outro. Assim,
Coim(mox) = Cok(Ker(moz)) = Cok(Ker(x)) = Coim(z) = G — I. Agora, G - B " F
=G — I — B-5 F, de modo que, como G — I é a coimagem de 7 o z, pelo Teorema
4.2.6, [ — B — F é um monomorfismo. Neste caso, pela Proposi¢ao 8.2.3, como f é o
kernel de 7, temos que I N A = 0. Mas I # 0, pois = # 0, o que nos d4 uma contradicao,
jad que f é essencial.

Com isto, z o k # 0. Assim, como G é um gerador, pela Proposicao 6.3.3, existe
um morfismo G %5 K tal que zokok' #0, ou, como kok' € (G,G) = R, utilizando a
notagdo da multiplicagdo de R-médulos, (ko k') - x # 0. Agora, como M ¢é um submédulo,
(kok’)-x € M, sendo um multiplo de um elemento de M, e, também, (G, 7)((kok’)-z) =
(G,m)(xokok')=mmoxokok' =0, de modo que temos um elemento nao nulo de M que

(G

(G, ) mapeia para zero, e M — (G, B) — (G F) nao é, portanto, um monomorfismo. [J

Teorema 8.3.9. Em uma categoria de Grothendieck o/ com um gerador todo objeto possui
um envelope injetivo.

Demonstragio. Seja G um gerador em 7. Denotando R como o anel (G, G), vemos (G, )
como um funtor de & para R-mod.
Seja A € 7. Pela Proposicao 6.3.10, como R-mod possui um cogerador injetivo,
existe uma extensao (G, A) — @ para um objeto injetivo @) em R-mod.
Sendo um R-moédulo, () possui apenas um conjunto de subobjetos. Seja entao
Yo um ordinal maior que a cardinalidade do conjunto de subobjetos de @), e considere
, = {A— E, : v < v} a sequéncia de extensoes essenciais de A satisfazendo a
propriedade conectiva com familia associada C.;, que foi definida nesta segao.
Pela Proposi¢ao 6.2.4, como @ é injetivo e (G, A) — (G, E,,) é um monomorfismo,
temos que (G, A) — @ se fatora como (G, A) — (G, E,,) — Q.
Vejamos que (G, E.,;) — @ é um monomorfismo: a intersec¢do de seu kernel com
A) — (G, E,,) é, pelo Corolario 4.2.10, o kernel de (G, A) — (G, E,,) — Q. Agora,
A) — @ é um monomorfismo, de modo que seu kernel é zero. Como, pelo lema anterior,
A) — (G, E,,) é uma extensdo essencial, pois A — E, ¢é essencial, devemos ter que o
ernel de (G, E 0) — () € zero, e este deve entao ser um monomorfismo.
Desta forma, vemos (G, E,,) como um subobjeto de (). Podemos ver, mais ainda,
(G, E,) como um subobjeto de ) para todo v < vy, dado por (G, E,) — (G, E,,) — Q,

(G,
(G,
(G,
k
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em que £, — E, ¢ um morfismo de C,,.

Note que se o < 3, entdo, como subobjetos de @, temos que (G, E,) C (G, Ej),
pois (G, E,) — (G,E,,) — Q = (G, E,) — (G, Eg) — (G, E,,) — Q, jd que E, — E.
= F, — E, — E,,, dada a propriedade conectiva.

Assim, podemos definir uma funcio F.,, — {subobjetos de )} que leva a extensao
A — E. no subobjeto (G, E,) de Q). Esta fungao nao pode ser injetiva, pois a cardinalidade
do dominio é maior que a do contradominio. Assim, existem « e 3 tais que (G, E,) = (G, Ej)
como subobjetos de Q).

Agora, veja que se E, — Ej é uma extensao propria, entdo (G, E,) — (G, Es)
também ¢é propria, pois (G, ) é fiel, de modo que, pelo Teorema 5.5.5, deve levar nao isomor-
fismos em néao isomorfismos. Olhando por outro lado, isto nos diz que se (G, E,) — (G, Ejp)
nao ¢ prépria, entao E, — Ejz também nao o é.

Neste caso, como o morfismo (G, E,) — (G, E) é um morfismo dado pela conti-
néncia de (G, E,) em (G, Eg), segue pela Proposigao 3.3.2 que este é um isomorfismo, de
modo que nao ¢ uma extensao propria. Com isto, £, — Ej3 também nao é propria.

Pelo Lema 8.3.7, temos entao que E, deve ser injetivo, e assim A — FE,, é, portanto,
um envelope injetivo de A. n

Corolario 8.3.10. Dada uma categoria abeliana pequena <7, temos que em [/, Ab] todo
objeto possui um envelope injetivo.

Demonstragio. Pela Proposicao 8.1.2, temos [«, Ab] é de Grothendieck. Pelo Teorema
7.3.8, [, Ab] possui um gerador. Assim, o Teorema 8.3.9 nos garante o que queremos. [

Em particular, pela Proposicao 6.3.10, uma categoria de Grothendieck com um
gerador possui um cogerador injetivo, e, portanto, a categoria de funtores de uma categoria
abeliana pequena para Ab possui um cogerador injetivo.
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9 O TEOREMA DE FREYD-MITCHELL

Neste capitulo finalmente desmontaremos o Teorema de Freyd-Mitchell. Dada uma
categoria abeliana pequena, encontramos dois capitulos atras um funtor contravariante
saindo dela que, quando visto como um funtor covariante saindo da categoria dual, é fiel
e cheio, e cujo contradominio é uma categoria abeliana completa. Vimos neste tultimo
capitulo que esta categoria abeliana completa, ainda mais, possui um cogerador injetivo.
Infelizmente, este funtor para esta categoria nao é necessariamente exato, mas apenas
exato a esquerda.

O funtor em questao ¢ a imersao de Yoneda, e esta pode ser vista como um funtor
para a subcategoria cheia da categoria de funtores aditivos formada pelos funtores exatos
a esquerda, pois os funtores Hom covariantes sao exatos a esquerda.

O fato é que a categoria de funtores exatos a esquerda de uma categoria abeliana
pequena para Ab é, na verdade, uma categoria abeliana por si s6, que continua sendo
completa e possuindo um cogerador injetivo, e, mais ainda, a imersao de Yoneda para esta
categoria é um funtor exato. O trabalho maior deste capitulo serd mostrar estes fatos, em
especial que a categoria de funtores exatos a esquerda é abeliana. Com estes resultados
em mao, serd, entao, uma tarefa simples demonstrar o Teorema de Freyd-Mitchell.

Para isto, precisaremos de diversas ferramentas e resultados ainda. Neste capitulo
serao definidos diversos conceitos que, ainda que pudessem ter sido definidos em outros
capitulos, nao teriam sido aproveitados pelo restante deste trabalho, de modo que é mais
apropriado os introduzir por aqui.

Assumiremos neste capitulo que o/ sera uma categoria abeliana pequena quando
nao dito de outra forma.

9.1 OBJETOS MONO

Definigao 9.1.1 (Funtores Mono). Um funtor é dito mono se preserva monomorfismos.

Utilizaremos a subcategoria cheia de [&7, Ab| formada pelos funtores mono para
auxiliar no trabalho a ser feito na subcategoria formada pelos funtores exatos a esquerda,
que podemos ver que esta contida na mesma.

Lema 9.1.2. Seja M -5 E uma extensio essencial de um funtor mono M em o, Ab].
Assim, E também é um funtor mono.

Demonstragio. Nas hipoteses do enunciado, seja A 7, B um monomorfismo em o7 Que-
remos mostrar que E(f) ¢ um monomorfismo em Ab. Seja a € E(A) tal que E(f)(a) = 0.
Construiremos um funtor que sera um subobjeto de E que nos auxiliara a mostrar que
a=0.

Para cada X € &/ considere o subconjunto Qx = {E(a)(a) : a € (A, X)} de
E(X). Este é, de fato, um subgrupo de E(X), pois, se z,y € Qx, temos que existem «, e
oy tais que E(ay)(a) =z e E(ay)(a) =y, e vemos que oy, — oy, € tal que E(a, —ay)(a) =
(E(az) — E(ay))(a) = E(ay)(a) — E(ay)(a) = z —y, ja que E é aditivo, de modo que
r—1y € Qx.

Definimos entdo um funtor @) € [</, Ab] dado nos objetos por Q(X) = Qx e nos
morfismos por Q(X % Y) é a restricao de F(z) a @x no dominio e a Qy no contradominio.
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E possivel fazer esta restricdo no contradominio sem problemas, pois se ¢ € () x, entao existe
€ (A, X) tal que E(ag)(a) = ¢, ¢ E(zoag)(a) = (E(x)o E(ay))(a) = E(z)(E(as)(a)) =
E(z)(q), de modo que E(x)(q) devidamente pertence a Qy .

A inclusdo tx dos subgrupos @ x em E(X) para cada X nos dé entdao claramente
uma transformagao natural ¢« de () para E. Mais ainda, nos dd um monomorfismo em
[<7, Ab| de @ para E, ja que todas as inclusoes sao monomorfismos.

Considere entao a intersecgao ¢ N n. Mostrarei que ela é nula. Como intersecgoes
em [/, Ab| sdo feitas ponto a ponto, basta ver que a intersec¢ao de tx com nx é nula
para todo X € 7. Fixado entdo um objeto X € &7, considere x um elemento na imagem
de algum morfismo representante de tx N nx. Ou seja, x é um elemento na interseccao da
imagem de nx com Qx em E(X).

O elemento x é, portanto, tal que existe o, € (A, X) tal que E(ay)(a) = z, ji que
estd em Qx, e é tal que existe m, € M(X) tal que nx(m,) = x, ji que estd na imagem de
nx. Considere entao um quadrado pushout de f e a, em o7,

ALB

e e

X%P

Note que, pela naturalidade de 1, temos que np o M(f) (f) ony, de modo que
x(m

(np o M(f))(ma) = (B(f) onx)(ma) = E(f)(nx(m.)) = E(f)(x)

Assim, vemos que

(np o M(f))(m,) = E(f)(x) = E(f)(E(az)(a)) = (E(f) o E(az))(a)
= E(d, o f)(a) = E(dz)(E(f)(a)) = E(d,)(0) =0

Como np é um monomorfismo, pois 1 o é, e M(f) é um monomorfismo, pois M é

E(f o a;)(a)

um funtor mono e f ¢ um monomorfismo pelo Teorema 4.6.12, ja que f o é, temos que
npoM(f) ¢ um monomorfismo, de modo que, entao, m, = 0, e, portanto, x = nx(m,) = 0.

Com isto, a intersec¢ao de ¢ com 7 é nula. Como 7 é uma extensao essencial de
M, segue entao que ¢ deve ser o subobjeto nulo, e () deve ser, portanto, um funtor nulo.
Em particular, devemos ter que Q4 = Q(A) = 0, de modo que, como a € @4, j4 que
E(14)(a) = 1gy(a) = a, temos que a = 0, e, portanto, £(f) deve ser injetivo, e, entao,
um monomorfismo, e E é, assim, um funtor mono. O

Proposicao 9.1.3. Se E € [&, Ab] é injetivo, entao E é um funtor exato a direita.

Demonstracio. Seja A — B — C'— 0 uma sequéncia exata a direita em /. Como a
imersao de Yoneda é exata a esquerda, temos que a sequéncia

0— H(C)— H(B) — H(A)
é exata. Agora, como FE é injetivo, o funtor (_, F) é exato, de modo que a sequéncia
(H(A),E) — (H(B),E) — (H(C),E) — 0

é também exata. Agora, como pelo Lema de Yoneda (_, E) o H é naturalmente isomorfo a
E segue pela Proposicao 7.1.7 que a sequéncia

E(A) — E(B) — E(C) —0

¢é exata, e temos o que é desejado. O
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Em particular, temos que um envelope injetivo de um funtor mono é um funtor
exato, ja que é um funtor mono e exato a esquerda.

Denotaremos por .#(</) a subcategoria cheia de [«7, Ab] formada pelos funtores
mono aditivos. Este categoria nao sera necessariamente abeliana, mas se provara util na
demonstracao de que a categoria de funtores exatos a esquerda é abeliana.

Proposicao 9.1.4. (<) satisfaz as sequintes propriedades:

1. Se FF— M é um monomorfismo em o/, Ab], e M € # (), entio F € M ()

2. Se {M;}; é uma familia de funtores em M (), entio seu produto [1; M; estd em

3. Se M — F ¢ uma extensdo essencial em [of , Ab|, e M € (<), entio F € M ().

Ou seja, M (<) € fechada por subobjetos, produtos e extensoes essenciais.
Demonstracao.

1. Seja F' =~ M um monomorfismo em [, Ab] com M € .#(</). Assim, 14 é um

monomorfismo para todo A € /. Considere entao um monomorfismo A L Bem

.

Como ¢ é uma transformagdo natural, segue que tg o F(f) = M(f) o 1a. Agora,
M(f) o ta ¢ um monomorfismo, ja que M(f) e t4 o s@o. Assim, pela Proposi¢ao
3.2.3, F(f) é um monomorfismo, ji que tp o F(f) o é, e, portanto, F' ¢ mono.

2. Seja {M;}; uma familia de funtores mono, e A s B um monomorfismo em 7.
Queremos mostrar que G = []; M; é tal que G(f) é um monomorfismo. Considere
entdo k o kernel de G(f).

Pela construcao do produto arbitrario de funtores, da naturalidade das projegoes
para cada M;, temos, para cada i € I, que M;(f)op; ok =p; o G(f) ok =0. Como
M;(f) é um monomorfismo, ja que M; é mono, segue que p; o k = 0. Deste modo,
temos entao que k = [[;0 = 0. Como k é o kernel de G(f), e k = 0, segue, portanto,
que G(f) é um monomorfismo, e G é entdo mono, como desejado.

3. Foi demonstrado no Lema 9.1.2. O

Trabalharemos com um caso mais geral para maior simplicidade de notagao: pelo
restante deste capitulo, # serd uma categoria de Grothendieck que possui envelopes
injetivos, e .# serd uma subcategoria cheia e nao vazia de % que satisfaz estas trés
propriedades, e nomearemos os objetos de .# como objetos mono.

Um caso fora da categoria de funtores é o de Ab, em que a subcategoria cheia de
grupos abelianos livres de torcao satisfaz todas estas propriedades. Isto também motiva a
nomenclatura que sera dada mais para a frente para os objetos de tor¢ao, que seriam os
equivalentes aos grupos de torcao em Ab.
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9.2 OBJETOS ABSOLUTAMENTE PUROS

Novamente, estamos fixando uma categoria de Grothendieck que possui envelopes
injetivos 4, e uma subcategoria cheia e nao vazia .# de % que é fechada por subobjetos,
produtos e extensoes essenciais.

Aqui traremos o conceito de objetos absolutamente puros com relagao a ., e
veremos que a subcategoria cheia de objetos absolutamente puros com relagao a . (/) é
justamente a subcategoria cheia de funtores exatos a esquerda de [/, Ab].

Definigao 9.2.1 (Subobjetos Puros). Dado M € .# , dizemos que um subobjeto represen-

tado por um monomorfismo ¢ de M € puro se para todo cokernel M Iy F de v temos que

Fe#a.

Definicdo 9.2.2 (Objetos Absolutamente Puros). Dado A € ., dizemos que A é

absolutamente puro se sempre que A —~ M ¢ um monomorfismo para um objeto M € M ,
L representa um subobjeto puro.

Denotarei a subcategoria cheia da categoria 4 formada pelos objetos absoluta-
mente puros com relagdo a .# por Z.

Demonstrarei alguns lemas envolvendo objetos absolutamente puros.
Lema 9.2.3. Todo objeto mono injetivo é absolutamente puro.

Demonstragdo. Seja E um objeto mono injetivo, £ — M um monomorfismo com M
mono, e M — F um cokernel deste monomorfismo. Gostariamos de mostrar que F é
mono.

Pela Proposicao 8.2.7, E — M ¢é uma extensao trivial de F, e, pela Proposicao
8.2.5, segue que M é uma soma direta de E e F'. Em particular, podemos ver F' como um
subobjeto de M, e, como M ¢ mono, F' também o é. O

A . b1 b2 . -
Lema 9.2.4. Se a sequéncia 0 — My — B — My — 0 ¢ exata, e My e My sdo mono,
entdo B ¢ mono.

Demonstracio. Seja M; - E um envelope injetivo. Como M; é mono, segue que E é
mono. Assim, como F e M; sao mono, segue que F @ M, também o é. Como FE é injetivo,
e by é um monomorfismo, temos que existe ¢’ tal que e = ¢’ o b;.

e'.b , .
Considere entdo B 2 E @ M,. Temos que (€',by) é um monomorfismo, pois

p1o(€,by) =€ também o é. Assim, como a subcategoria de objetos mono é fechada por
subobjetos, segue que B é também um objeto mono. O]

Lema 9.2.5. Seja P -* A um monomorfismo. Assim, se este representa um subobjeto
puro de A, e A € absolutamente puro, entao P é absolutamente puro.

Demonstracdo. Nas hipdteses do lema, seja P - M um monomorfismo, com M mono.
Considere um quadrado pushout de a e m:

P—5 A

G

M-, R
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Pelo Teorema 4.6.12, como a e m sao monomorfismos, temos que r4 e ry; também
0 530.

Considere A — A/P e R— R/M os cokernels respectivos de a e ;. Como P é
um subobjeto puro de A, A/P é mono. Agora, pela Proposigiao 4.2.8, A/P é isomorfo a
R/M, e, portanto, R/M também é mono.

Desta forma, como M e R/M sao mono, segue do Lema 9.2.4 que R é mono.

Considerando entao também M — M /P e R — R/A os cokernels respectivos de
m e ra, como A é absolutamente puro, e R é mono, segue que A é um subobjeto puro de
R e R/A é entdao também mono. Agora, também pela Proposi¢ao 4.2.8, R/A é isomorfo a
M/P, de forma que M/P deve ser mono.

Assim, m representa um subobjeto puro de M. Como m era um monomorfismo
arbitrario, segue que P ¢ absolutamente puro, como desejado. O

Para entao relacionarmos objetos absolutamente puros com os funtores exatos
a esquerda, voltamos, momentaneamente, para a situagdo em que B = [/, Ab| e M =
M (), com os objetos absolutamente puros definidos com relagdo a estas categorias.

Lema 9.2.6. Seja E um funtor exato a esquerda. Assim, um monomorfismo P — E
representa um subobjeto puro de E se, e somente se, P for um funtor exato a esquerda.

Demonstragio. Seja E um funtor exato a esquerda e P — E um subobjeto de E. Seja
E — M um cokernel de P — FE, de modo que a sequéncia 0 — P — FE — M — 0 é
exata em |7, Ab].

Seja 0 — A — B — (' uma sequéncia exata em .&7. Assim, temos o seguinte
diagrama comutativo, cuja comutatividade em cada quadrado é dada pela propriedade
das transformagoes naturais entre funtores.

0 0

0 —— P(A) —— P(B) —— P(C)

0 —— E(A) —— E(B) —— E(C)

0 —— M(A) —— M(B)

0 0

Note que pela Proposicao 7.2.3 temos que as colunas sao todas exatas, ja que a
sequéncia 0 — P — E — M — 0 é exata. Também, note que a linha do meio é exata,
pois E é, por hipdtese, exato a esquerda. Pelo Lema 4.4.1, segue entao que a primeira
linha do diagrama ¢ exata se, e somente se, a ultima linha é exata.

Sendo assim, ¢é facil ver que P ¢é exato a esquerda se, e somente se, M ¢ mono, ja
que P leva sequéncias exatas a esquerda em sequéncias exatas a esquerda se, e somente se,
M leva os monomorfismos destas sequéncias em monomorfismos. Portanto, P é exato a
esquerda se, e somente se, for um subobjeto puro de E, como desejado. O

Teorema 9.2.7. Um funtor mono é absolutamente puro se, e somente se, é exato a
esquerda.
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Demonstragdo. Seja M um funtor mono. Tome um envelope injetivo de M, M — E.
Vimos que F é exato, de modo que, em particular, F/ é exato a esquerda. Também, pelo
Lema 9.2.3, vemos que E é absolutamente puro.

Supondo por um lado que M é absolutamente puro, temos que M — E representa
um subobjeto puro de F, de forma que, pelo Lema 9.2.6, M ¢é exato a esquerda.

Por outro lado, se M é exato a esquerda, o Lema 9.2.6 nos diz que M — E
representa um subobjeto puro de F, de modo que o Lema 9.2.5 nos diz, entao, que M é
absolutamente puro. O

Com isto, encontramos outra forma de descrever a subcategoria cheia de funtores
exatos a esquerda, como a subcategoria cheia de objetos absolutamente puros com relagao
a subcategoria de funtores mono de [/, Ab]. Denotaremos por .Z(47) esta subcategoria
cheia de [/, Ab] formada pelos funtores exatos a esquerda.

Veremos na proxima se¢ao como usar isto a nosso favor, exibindo reflexoes para
estas subcategorias.

9.3 REFLEXOES

Saimos por um momento de 4 para falar um pouco sobre reflexdes.

Definigao 9.3.1. Dada uma categoria € e uma subcategoria cheia €' da mesma, e dados
objetos C' € € ¢ C' € €', dizemos que um morfismo C — C' é uma reflexao de C em
€' se para todo morfismo C — C" com C" € €' temos que existe um unico morfismo
C"— C" tal que o diagrama

:
|
N

O//

C

comuta.
Dizemos que €' € uma subcategoria reflexiva de € se para todo objeto C € €
existe uma reflexao de C em €.

Defini¢do 9.3.2. Dada uma categoria € e uma subcategoria reflexiva €' da mesma,
associando a cada C € € uma reflerio C — F(C) em €', isto nos induz um funtor
F: %€ — €', que leva os morfismos C — D no inico morfismo F(C)— F(D) que
comuta o diagrama

C —— F(O)
|
D

em que C — F(C) e D — F(D) sdo as respectivas reflezoes de C' e D. Chamaremos um
funtor assim induzido por reflexdes de um refletor.

—— F(D)
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Note que dado C' € ¢’ com %’ uma subcategoria de €, a identidade de C' é uma
reflexdo de C' em %”. Assim, dadas reflexdes em todos os objetos fora de €', podemos
escolher as identidades para cada objeto de &’ para determinar um refletor que seja o
funtor identidade quando restrito a %”.

Algo que precisaremos de refletores é ver que em categorias abelianas estes
preservam somas diretas. Para isto, verificamos a seguinte proposic¢ao:

Proposigao 9.3.3. Dada uma categoria abeliana <7, uma subcategoria reflexiva </ da
mesma e um refletor F: o/ — /', entao, com a mesma operagao de soma de of em ',
temos que F(x +y) = F(x) 4+ F(y) para todos os pares morfismos x ey apropriados.

Demonstragio. Sejam A % B e A B dois morfismos. Sejam A % F(A) e B % F(B)
as reflexdes associadas a I’ e aos objetos A e B.

Assim, vejamos que F(z) + F(y) satisfaz a propriedade que define F(x + y)
unicamente. Ou seja, vejamos que (F(x) + F(y))oca =bo (x +y).

Bem, notando que F(x)oa =box e F(y)oa = boy por definicio de F(z) e F(y),
vemos facilmente que

(F(x)+ F(y))ca=F(zx)oa+ F(y)oca=box+boy=bo(x+y)

E segue o que era desejado. O]

Com isto, vendo o refletor F', como no enunciado da ultima proposi¢ao, como um
funtor de & para 7, este é um funtor aditivo entre duas categorias abelianas, de modo
que, pelo Teorema 5.4.3, temos que F' preserva somas diretas, j& que uma soma direta na
categoria maior serd uma soma direta em sua subcategoria cheia.

Voltemos entdao ao contexto em que 4 é uma categoria de Grothendieck com
envelopes injetivos e .# é uma subcategoria cheia e nao vazia de Z que é fechada por
subobjetos, produtos e extensoes essenciais. Vamos, assim, construir algumas reflexoes
relevantes envolvendo estas categorias.

PARA A SUBCATEGORIA DE OBJETOS MONO

Proposicao 9.3.4. Todo objeto B € B possui um objeto quociente B — B’ com B' € .#
tal que sempre que B — M representa um objeto quociente e M € 4 , entao M C B’.

Demonstragio. Como A é de Grothendieck, a familia de objetos quociente de B é um
conjunto. Consideramos entao o subconjunto deste formado pelos objetos quociente re-
presentados por objetos em .#, e o denotamos por I (note que I é nao vazio, pois o
objeto quociente nulo esta em 7). Escolhemos dai para cada objeto quociente N de I um
epimorfismo representante fy, e consideramos entao o morfismo f = [[ycs fn-

Seja assim a fatoracdo f = B -% B -5 [ ~er N em um monomorfismo composto
por um epimorfismo, com ¢ representando sua coimagem e i representando sua imagem,
dada pelo Teorema 4.2.6. Mostrarei que ¢ representa o objeto quociente desejado.

Bem, como [[ye; N € A, ja que 4 é fechado por produtos e N € .# para todo
N € I, e como i representa um subobjeto de [Iyc; IV, segue que B’ € A, ja que A é
fechado por subobjetos.

Basta entao mostrar que ¢ contém todos os objetos quociente representados por
objetos em .. Seja entao M € I, e tomemos seu representante fp;. Queremos entao
encontrar um morfismo B’ % M tal que moc = fy;.
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Bem, considere a projecao pys de [[yer /N para M. Assim, tomando m = pys o4,
vemos que

moc=pyoioc=pyof=fu

Portanto, M esté contido em B’ e temos o que era desejado. O
Proposigao 9.3.5. Para todo B € A, existe uma reflexao B — M de B em M .

Demonstracio. Vemos que o representante B — B’ para o objeto quociente construido
acima é uma reflexdo de B € . .

O objeto B’ esta em . por construcao. Seja entao B Ly M um morfismo qualquer
com M € . Queremos mostrar que existe um tnico morfismo m tal que moc = f.

Considere entao a fatoracao f = iy o ¢y em um monomorfismo composto por
um epimorfismo. Pela definicdo de ¢, c; estd contido em ¢, e, portanto, existe m’ tal que
m' o ¢ = ¢y. Definimos entdo m como iy o m'. Assim,

moc=ijom oc=isocs=f

Além disso, m é tnico pois ¢ é, por construgao, um epimorfismo, de modo que se
meo € tal que my o c = f segue que m = mo. O]

Como para todo objeto B € A existe uma reflexdao de B em #, .# é uma
subcategoria reflexiva de %, e associando a cada objeto de Z esta reflexdo aqui construida,
temos entdao um refletor de % para .# . Denotaremos este funtor por M. Por simplicidade,
assumiremos que este refletor é a identidade em .7 .

PARA A SUBCATEGORIA DE OBJETOS ABSOLUTAMENTE PUROS

Antes de comegarmos a construir a reflexdo para .Z, trarei o conceito de objetos
de tor¢ao com relagao a . .
Novamente, relembro que estamos denotando M como o refletor de 4 para . .

Definigao 9.3.6 (Objetos de Torgao). Um objeto T' € A ¢é dito um objeto de torgdo se
(T, M) possui apenas o morfismo nulo para todo M € M .

Proposigao 9.3.7. Um objeto T € de tor¢ao se, e somente se, M(T) = 0.

Demonstragao. Para a ida, suponha que 1" é de tor¢ao. Por construcao, a reflexao associada,
T — M(T), é um epimorfismo. Agora, M (T') € .# , de modo que esta reflexao é o morfismo
nulo. Sendo um epimorfismo nulo, segue que M (7T') deve ser um objeto zero.

Para a volta, suponha que M(T") = 0. Assim, seja M € .# e T — M um morfismo
qualquer. Como M(T) =0, T — 0 é a reflexdo de T em .#. Sendo uma reflexdo, segue que
existe 0 — M talque T'— M =T — 0— M. Ou seja, T'— M = 0, e T é, portanto,
de torcao. O

Proposicio 9.3.8. Se K 5 B ¢ o kernel da reflexio B —%+ M(B) de um objeto B de 2
em A , entao K € de tor¢ao.

Demonstragdo. Seja M um objeto mono e K L M um morfismo. Gostariamos de mostrar
que f=0.
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Tome um envelope injetivo M -+ E. Como k é um monomorfismo e £ é injetivo,
e considerando o morfismo e o f, temos pela Proposicao 6.2.4 que existe um morfismo ¢
tal que eo f =qok.
Como E € # e ¢ é uma reflexdo, seja ¢ o tnico morfismo tal que ¢’ o ¢ = q.
Assim, vemos que
eof=qok=qocok=0
com a ultima igualdade dada pois k£ é o kernel de ¢. Assim, como e é um monomorfismo,

segue que f = 0, como desejado. O]

Trabalhemos entao na construcao da reflexao.

Teorema 9.3.9 (Teorema de Reconhecimento). Se a sequéncia 0 — M - R - T — 0

¢ exata, M ¢ mono, R é absolutamente puro e T' € de tor¢do, entao M — R é uma reflexdo
de M em £ .

Demonstracio. Seja L € £, e M L, I um morfismo. Queremos mostrar que existe um

tinico morfismo R — L tal que M - R — L = M NS
Considere entdo L — E um envelope injetivo de L, e E - C seu cokernel. Temos
assim o seguinte diagrama comutativo com linhas exatas:

0 M-—"5R-—‘5T 0
e
0 L—%FE—“5C 0

em que rg é um morfismo que comuta o diagrama cuja existéncia é garantida pela
Proposicao 6.2.4, ja que E é injetivo e r é um monomorfismo, e ¢y é um morfismo
que comuta o diagrama cuja existéncia é garantida pois c o rg se fatora por t, ja que
corgor=coeo f=0etéo cokernel de r.

Como L é mono, ja que é absolutamente puro, segue que seu envelope injetivo, F,
também o é. Como L é absolutamente puro, segue que C' deve ser mono. Assim, sendo T’
de torcao, devemos ter que ¢y = 0. Deste modo, corg = crot =0, e rg deve se fatorar
pelo kernel de ¢, e. Seja entao r; tal que rg = e o rlg.

Assim, vemos que eorp or =rgor =eo f. Como e é um monomorfismo, segue
que r'y or = f. Basta agora entdo mostrar que 7% é o tinico morfismo que satisfaz esta
propriedade.

Seja entao f’ tal que f'or = f. Considere d = f' — r;. Temos que dor =0, de
modo que d se fatora pelo cokernel de r. Ou seja, R 4L L=RLT L para algum
morfismo T'— L. Mas, T'— L = 0, pois T é de torsdo e L é mono, de modo que d = 0,
e, portanto, f' = rf. H

Teorema 9.3.10 (Teorema de Construcao). Para todo M € M, existe uma reflexdo
M — R de M em Z.

Demonstragcao. Tome um envelope injetivo M — E de M. Construimos dai o seguinte
diagrama comutativo com linhas e colunas exatas:
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0 0 0
0 M R T 0
0 M E C 0
0 0 M) —— M(C) ——0
0 0 0

Fazemos isto da seguinte maneira:

o Comegamos com a linha do meio, feita tomando um cokernel de M — FE. Sua
exatidao € direta.

e A primeira coluna é formada justamente pela identidade de M, e é simples ver que é
exata.

« Feito isto, criamos a terceira coluna, utilizando a reflexdo C' — M (C) para ., que
é um epimorfismo por construcgao, e seu kernel T'— C. Sua exatiddao também é
direta.

« Construimos entao a linha de baixo com a identidade de M (C'), cuja exatidao é mais
uma vez imediata.

 Para a coluna do meio, £ — M (C) é justamente £ — C' — M(C'), e tomamos seu
kernel R — E. Como E — M (C) é uma composigao de epimorfismos, é também
um epimorfismos, de modo que a exatidao desta coluna também é direta.

o Temos completos os dois quadrados de baixo, que vemos a comutatividade facilmente
por construgao.

e Os morfismos da linha de cima sdo dados pela fatoracdo de M — M — E pelo
kernel de £ — M(C) e pela fatoragdo de R — E — C pelo kernel de C — M(C).
Os quadrados de cima sao entdo imediatamente comutativos. A exatidao da linha de
cima segue entao do Lema dos Nove 4.4.2, ja que todas as outras linhas e colunas
sao exatas e o diagrama é comutativo.

Como M é mono, E é mono, e, portanto, absolutamente puro, ja que é injetivo.
Agora, M(C) € .#, de modo que R — FE representa um subobjeto puro de E. Pelo Lema
9.2.5, entao, R é absolutamente puro.

Como T'— C' é o kernel da reflexao de C' em .#, segue pela Proposicao 9.3.8 que
T é de torgao.

Com isto, como M € .#, R € £, T é de torcao, e a primeira linha do diagrama
é exata, segue do Teorema de Reconhecimento demonstrado logo acima que M — R é
uma reflexdo de M em Z, como desejado. [

Deste modo, segue que .Z é uma subcategoria reflexiva de .#Z . Note que, por esta
construcao, uma reflexdo de um objeto de .Z em . é um monomorfismo.
Vejamos, mais ainda, que .Z é uma subcategoria reflexiva de Z.
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Proposicao 9.3.11. Seja B € . Se B "™ M ¢ uma reflexao de B em .4, e M -~ R é
uma reflexdo de M em £, entdo r om é uma reflexio de B em £ .

Demonstracio. Bem, seja B L R um morfismo com R’ € Z. Como m é uma reflexio
e R € #, existe f' tal que f'om = f. Agora, como r é uma reflexdo, existe f” tal que
f"or=f'. Assim, " é tal que f" orom = f'om = f. Falta entdo mostrar a unicidade.

Seja g tal que gorom = f. Temos entdo que gorom = f' om. Como m é uma
reflexdo, da unicidade do morfismo que satisfaz isto, segue que g o r = f’. Similarmente,
como 7 é uma reflexdo, segue entdo que g = f”. ]

Denotaremos entao por R o refletor de 8 para £ dado pelas reflexoes construidas
pela composicao como acima. Mais uma vez, por simplicidade, assumiremos que R ¢é a

identidade em .Z.

9.4 O TEOREMA DE FREYD-MITCHELL

Temos finalmente todas as ferramentas para demonstrar que .Z ¢é abeliana e possui
todas as propriedades desejadas para a demonstragao do Teorema de Freyd-Mitchell.

Relembro que estamos trabalhando com uma categoria de Grothendieck Z que
possui envelopes injetivos, e considerando uma subcategoria cheia e nao vazia de objetos
mono .Z e sua subcategoria cheia de objetos absolutamente puros .Z.

Também relembro a notacao dos refletores M de % para .# e R de % para £ que,
reitero também, sdo as os funtores identidade quando restritos a .#Z e %, respectivamente.

Teorema 9.4.1. .Z € uma categoria abeliana.

Demonstracao. Mostremos os axiomas.

A0. O objeto nulo de & é claramente absolutamente puro, e ¢ um objeto nulo de .Z.

Al. e A1*. Sejam A e B em .Z. Seja entao A & B uma soma direta de A e B em %. Tomamos
entdo R(A @ B). Como ja foi visto, como R é um refletor, esta ¢ uma soma direta
em .Z, e, em particular, forma uma soma e um produto de A e B em .Z.

A2. Os kernels de .Z sao os mesmos de %: seja L, EN Lo um morfismo em %, e considere
seu PB-kernel, K - L.

Vejamos que K € Z: o %B-cokernel L — F de k é justamente a %-coimagem de f.
Pelo Teorema do Isomorfismo 4.2.6, F' pode ser entao visto como um subobjeto de
Ly. Como Ly € L, Ly € M, e, com isto, F € .

Segue entao que k representa um subobjeto puro de L. Assim, pelo Lema 9.2.5,
segue que K é absolutamente puro. Com isto, k é realmente um morfismo em %, e
é bastante direto de se ver dai que k é um Z-kernel de f.

A2*. Aqui as coisas mudam e vemos que os cokernels sao nao sao necessariamente os

mesmos. Seja Ly 7, L, um morfismo em %, e considere seu %-cokernel, Ly, — C.
Vejamos que Ly - C' - R(C) é um Z-cokernel de f.
E claro que este é um morfismo em .Z, ja que R(C) € £. Que roco f = 0 também

é claro, ja que co f = 0. Seja entdo Ly -2 G um morfismo em . tal que go f = 0.
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. . . ;. g
Assim, vistos como morfismos em %4, temos que existe um tnico C' — G tal que
g=4goc
Agora, como G € £ e r é uma reflexdo, temos que existe um unico ¢” tal que
g =¢g"or. Comisto,g =g oc=g"oroc, e g, portanto, se fatora por r o ¢ de
forma tnica, e este é entao o cokernel de f, como desejado.

A3. Seja L, 7, Lo um monomorfismo em .Z. Considere seu .£-cokernel como construido
em A2* Ly - F - R(F). Vejamos que f é um Z-kernel de r o c.

Como L; é absolutamente puro, f representa um subobjeto puro de L,. Deste modo,
como, por construcao, ¢ é um HB-cokernel de f segue que F' € .#. Como F' € .4, r
¢ entdo, por sua constru¢ao, um monomorfismo.

Com isto, pela Proposicao 3.4.9, temos que o HB-kernel de r o ¢ é 0 mesmo morfismo
que o #-kernel de ¢, f. Como vimos em A2., o Z-kernel de r o ¢ é, portanto, f.

A3*. Seja L, N Lo, um epimorfismo em #. Considere seu kernel K *, Ly (que é seu
kernel em ambos Z e .Z). Vejamos que f é um Z-cokernel de k.

Bem, como vimos em A2* como f é um AB-cokernel de k, temos que o morfismo

Ly 7, Ly - R(Ls) é um Z-cokernel de k. Agora, r = 1;,, pois Ly € Z. Assim,
f=1p,0f é o Z-cokernel de k, como desejado.

]
Proposicao 9.4.2. Em £, todo objeto possui um monomorfismo para um objeto injetivo.

Demonstracio. Seja L € £. Construimos um envelope injetivo L. — E em %. Vemos
pelo Lema 9.2.3 que E € Z, pois ' é mono, ja que L é mono.

Note que os morfismos em .Z sdo Z-monomorfismos se, e somente se, sao %A
monomorfismos, pois seus Z-kernels sdo os mesmos que seus HA-kernels.

Assim, vemos facilmente que E é injetivo em .Z, pois se f é um .Z-monomorfismo,
é também um Z-monomorfismo, de modo que (f, E') é um epimorfismo, ja que F é injetivo
em 4. Também com isto, vemos que L — E é um .Z-monomorfismo, e esta é, portanto,
uma extensao de L para um objeto injetivo em £, como desejado. [

Proposigao 9.4.3. Se & possui um gerador, entio £ possui um cogerador injetivo.

Demonstragio. Seja G um gerador de . Vejamos que R(G) é um gerador para &
utilizando a equivaléncia na Proposicao 6.3.3.

Seja entao A 2, B um morfismo nio nulo em . Como G é um gerador, existe

um morfismo G -5 A tal que f o g # 0.
Denotando por r a reflexdao de G para R(G), como A € £, existe um morfismo

R(G) 95 A tal que g’ or = g.
O morfismo ¢’ é entdao o morfismo desejado tal que f o ¢’ # 0, pois caso contrario
terfamos que fog = fog or=0. Com isto, segue que R(G) é um gerador em .Z.
Como .Z possui entdo um gerador, e como a proposi¢ao anterior nos garante que
nesta categoria todo objeto possui um monomorfismo para um objeto injetivo, temos,
assim, pela Proposicao 6.3.10, que .Z possui um cogerador injetivo, como desejado. [
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Agora, para continuar com os argumentos, voltamos a categoria de funtores
aditivos. Segue um corolario para solidificarmos o que temos para tal categoria.

Corolario 9.4.4. Dada uma categoria abeliana pequena <f , a categoria £ (<), formada
pelos funtores exatos a esquerda de </ para Ab, € uma categoria abeliana que possui um
cogerador injetivo.

Demonstra¢io. Como [<f, Ab] é de Grothendieck e possui envelopes injetivos, e Z(<7)
é a subcategoria de [<7, Ab| formada pelos objetos absolutamente puros com relagao a
A (), temos pelo Teorema 9.4.1 que Z(o/) é uma categoria abeliana.

Como, também, [&7, Ab] possui um gerador, temos pela Proposigao 9.4.3 que
Z () possui um cogerador injetivo. O

Proposigao 9.4.5. Dada uma categoria abeliana pequena <7, temos que £ (<) é completa.

Demonstragio. Seja {F;}; uma familia de funtores exatos a esquerda. Como [, Ab] é
completa, temos que o produto G = [[;¢,; F; existe em [/, Ab]. Se mostrarmos que este é
um funtor exato a esquerda, este serd entdo um produto em .Z (&), e estard mostrada sua
completude. Farei isto mostrando que este funtor preserva kernels.

Seja A L, B um morfismo em o e k seu kernel. Gostarfamos de mostrar que G(k)
é um kernel de G(f). Que G(f)oG(k) = 0 é claro, pois G(f)oG(k) = G(fok) = G(0) =0,
dada a aditividade de G.

Seja entdo K’ 5 G(A) um morfismo em Ab tal que G(f) o k' = 0. Como G(A) =
[Tic; Fi(A), temos uma colegao {k}}; tal que k' = I]; k/.

Pela definicao de G(f), com p; sendo a projecao adequada para cada produto
envolvido, para cada i € I temos que p; o G(f) = F;(f) o p;. Assim, fixado i, temos que
Fi(f)okl=Fi(f)opiok’ = p;oG(f)ok’ =0. Deste modo, k. se fatora de forma tnica por
F;(k) como k] = Fi(k) o k!, ja que F;(k) é o kernel de F;(f), pois F; é exato a esquerda.

Mostramos entdo que k” = []; k! é o tinico morfismo tal que ¥ = G(k) o k. Bem,
vemos que para cada ¢ temos que p; 0 G(k)o k" = Fi(f)op;ok” = F;(f)ok! = ki, de modo
que G(k) o k" satisfaz a propriedade do produto que define & unicamente, e, portanto,
realmente, k' = G(k) o k.

Para a unicidade, se k7 é um morfismo tal que k' = G(k) o k”, entdo devemos ter
que, para cada i, Fy(f)op;iok” = p; 0 G(f) ok = p; o k' = k!, e, portanto, p; o k” satisfaz
a propriedade que define k! de forma tinica. E assim, como entdo p; o k” = k!, segue que
k" =E".

Deste modo, como .Z (<) é abeliana, possui equalizadores e, portanto, como
possui produtos arbitrarios, como acabamos de verificar, ¢ uma categoria completa, como
desejado. O

Como os funtores da forma (A, ) sdo exatos & esquerda para qualquer A € o7,
temos que a imersao de Yoneda pode ser vista como um funtor para £ (). Vejamos que
ela é, ainda mais, um funtor exato para tal categoria.

Teorema 9.4.6. Dada uma categoria abeliana pequena <f , temos que a imersao de Yoneda
H: A% — ZL(4), vista como um funtor saindo da categoria dual para £(<), é um
funtor fiel, cheio e exato.

Demonstracao. Que H ¢ fiel e cheio é direto, pois ja vimos que o é para a categoria de
funtores aditivos. Mostremos entao que é exato.
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Seja 0 — A — B — (' — 0 uma sequéncia exata em A°P. Queremos mostrar
que 0 — (A, ) — (B,_) — (C,_) — 0 é exata em £ ().

Bem, considere E um cogerador injetivo em £ (/). Assim, o funtor (_, E') é um
funtor exato e fiel. Pelo Teorema 5.6.10, a sequéncia cuja exatidao queremos mostrar é
exata se, e somente se,

0—((A,_),E)— (B, ),E)— ((C,_),E)—0

for exata. Pelo Lema de Yoneda 7.3.4, (_, E) o H é naturalmente isomorfo a E, de modo
que, pelo comentério apdés a Proposigao 7.1.7, isto ocorre se, e somente se,

0— E(A)— E(B)— E(C) —0

for exata.

Agora, ' é um objeto injetivo. Por argumentos similares aos da Proposigao 9.1.3,
mas em .Z (&), vemos que E é exato a direita, ja4 que a imersao de Yoneda continua
sendo exata & esquerda para Z(&7), pois os kernels sdo os mesmos de [«, Ab]. Como
E € X (), E é exato a esquerda. Assim, E' é um funtor exato.

Desta forma, a ultima sequéncia ¢é exata, e temos o que era desejado. O

Teorema 9.4.7 (Freyd-Mitchell). Toda categoria abeliana é completamente abeliana.

Demonstragao. Utilizamos as ideias do fim do capitulo em que é demonstrado o Teorema
de Mitchell. Dada uma categoria abeliana % qualquer, seja &/ uma subcategoria cheia,
exata e pequena de .

A imersao de Yoneda H: o/ — £(</) é um funtor contravariante para uma
categoria abeliana completa com um cogerador injetivo, que, visto como um funtor
covariante saindo de .@7°P, é fiel, cheio e exato. Assim, ao ver H como um funtor covariante
de o para Z(&/)®, é simples de se ver que este ¢ também fiel, cheio e exato.

Como Z () é completa e possui um cogerador injetivo, temos que £ (/) é
cocompleta e possui um gerador projetivo. Pelo Teorema de Mitchell 6.4.1, segue que
Z()?® é completamente abeliana.

Deste modo, seja <7’ uma subcategoria cheia, exata e pequena de £ (& )? contendo
o conjunto de todos os objetos da imagem de H, cuja existéncia é garantida pela Proposi¢ao
6.1.2.

Sendo assim, existe um anel R tal que existe uma imersao cheia e exata F': o/ —
R-mod. Considerando H' a corestricao de H em seu contradominio a o/’, é ficil ver que
H' é uma imersao cheia e exata, ja que &/’ é uma subcategoria cheia e exata.

Assim, é também simples de se ver que F o H' é uma imersao cheia e exata de .o/
para R-mod, de modo que & é, portanto, completamente abeliana, como desejado. [

9.5 APLICACOES PARA FREYD-MITCHELL

Com o Teorema de Freyd-Mitchell finalmente em maos, podemos o utilizar para
demonstrar diversos resultados envolvendo diagramas e exatidao de sequéncias em cate-
gorias abelianas utilizando a técnica de “diagram chasing” numa categoria de médulos,
como o Lema dos Nove, o Lema da Cobra, o Lema dos Cinco, o Lema dos Quatro, o Lema
Zig-zag, dentre muitos outros.

Para fins de comparacao, demonstrarei novamente o Lema 4.4.1, mas, desta vez,
utilizando esta técnica, para ilustrar sua utilidade na demonstracao de teoremas de uma



Capitulo 9. O Teorema de Freyd-Mitchell 101

forma mais simples e intuitiva, mostrando, também, como o Teorema de Freyd-Mitchell
nos garante que este lema vale para categorias abelianas quaisquer.

Lema 9.5.1. Dado um anel R, suponha que o diagrama comutativo em R-mod a sequir é
tal que a linha do meio e todas suas colunas sao sequéncias exatas.

0 0 0

T11 r12
0 ’ All A12 A13

di1 d12 d13l
O A r21 A 722 A
21 22 23
da1 da2

31
0 —— A3 —— Asp

0 0
Assim, a linha de baizo ¢ exata se, e somente se, a linha de cima € exata.

Demonstrag¢io. Suponha primeiramente a exatidao da linha de cima. Mostremos, entao,
a exatidao da linha de baixo em Asz;. Ou seja, mostremos que r3; € um morfismo de
R-médulos injetivo. Seja, assim, x € Az tal que r3;(z) = 0.

Como dy; é sobrejetivo, temos que existe @’ € Ay tal que dop (') = . Vemos
entao que doa(re1(x')) = ra1(dar(2')) = ra1(x) = 0, de modo que 791 (') estd no kernel de
dy2, Como a segunda coluna é exata, temos que 791 (z’) estd na imagem de dj5, de modo
que existe 2" € Ay tal que dya(2”) = o1 ().

Assim, vemos que, como dy3(r12(z”)) = roa(dia(x”)) = roa(re1(z’)) = 0, e dyz é
injetivo, temos que r2(2”) = 0 e 2" € Ker(r12), de modo que, pela exatidao da linha de
cima, ” € Im(rq1), e existe 2 € Ay; tal que r1(2”) = 2.

Como 791 (dy1 (™)) = dia(r11(2")) = dia(2”) = r21(2’) € 191 € injetivo, temos que
dy1 (") = a'. Assim, segue que x = dy1(2') = da1(dy1 (™)) = 0, e, portanto, r3; é injetivo,
garantindo a exatidao da linha de baixo.

Para o outro lado, suponha entao que a linha de baixo é exata.

A exatiddo em Aj; segue pois se m1(x) = 0, entdo ro1(dy1(z)) = dia(ri1(x)) =
d12(0) = 0, de modo que, como r9; é injetivo, di1(x) = 0, e, como dy; é injetivo, x = 0.

Para a exatidao em A;o, mostremos que Ker(ry3) = Im(ry;). Para uma continéncia,
seja x € Im(ryy). Assim, existe 2/ € Ay tal que r11(2') = z. Deste modo, vemos que
d13<7"12($)) = d13(7’12<7"11($/)>) = T’QQ(Tgl (d11($/)>) = 0, dada a exatiddo da segunda linha,
de modo que, como d;3 é injetivo, temos que r2(x) = 0, e, portanto, x € Ker(r2).

Para mostrar a outra continéncia, seja x € Ker(r12). Assim, como reg(dia(z)) =
dy3(r2(x)) = 0 e a segunda linha é exata, temos que dja(x) € Im(rg), €, portanto, existe
x' € Ay tal que rop(2') = dia(z).

Vemos entao que 731 (d21 (I/)) = dQQ(TQl (Z‘l)) = dgg(dlg(l’)) = 0, dada a exatidao
da coluna do meio. Assim, como a linha de baixo é exata, r3; é injetivo, de modo que
dy1(z") = 0. Como a primeira coluna é exata, temos, entdao, que existe z” € Ay tal que

dy(2") = 2.
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Assim, vemos que 711 (2") = z, pois dia(r11(2”)) = ro1(di1(2”")) = ro1(2) = dya(x)
e dis é injetivo, de modo que x € Im(rqy).

Portanto, Ker(r12) = Im(rq1), e a linha de cima é exata em Ajs, e, entdo, é exata,
como desejado. O]

Lema 9.5.2. Suponha que o diagrama comutativo em uma categoria abeliana </ a sequir
¢ tal que a linha do meio e todas suas colunas sao sequéncias exatas.

0 0 0
0 —— An Al Ag
0 —— An Agy A

0 —— A31 E— A32

0 0
Assim, a linha de baizo é exata se, e somente se, a linha de cima é exata.

Demonstragio. Dado o diagrama comutativo acima, considere </’ uma subcategoria cheia,
exata e pequena de &7 que possui todos os objetos do diagrama, cuja existéncia é garantida
pela Proposicao 6.1.2.

Pelo Teorema de Freyd-Mitchell, <7 é completamente abeliana, de modo que existe
um anel R e uma imersao cheia e exata F': &/’ — R-mod. Assim, supondo que a linha de
baixo é exata, temos que o diagrama em R-mod

possui a linha do meio, a linha de baixo e as colunas exatas, ja que F' é um funtor exato,
de modo que, pelo lema anterior, a linha de cima é exata.

Como F' ¢ fiel e exato, temos, pelo Teorema 5.6.10, que, como a linha de cima da
imagem do diagrama ¢é exata, a linha de cima do diagrama original também o é.

Com argumentos similares, supondo que a linha de cima do diagrama é exata,
temos que a linha de baixo do mesmo é exata. O
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Note que nao usamos na demonstracao anterior que o funtor F' é cheio, de modo
que poderiamos utilizar argumentos idénticos caso apenas tivéssemos que o funtor fosse
um funtor fiel e exato.

Um teorema que Freyd demonstra em seu livro, mas que nao me dei ao trabalho
de demonstrar neste trabalho, é o de que para toda categoria abeliana pequena existe uma
imersao exata desta categoria abeliana pequena para a categoria de grupos abelianos.

Poderiamos, entao, demonstrar este lema mostrando apenas que o lema ¢ valido
na categoria de grupos abelianos e utilizando esta imersao exata.

Apesar disto, o funtor para a categoria de médulos ser cheio nos da um certo
portfélio de resultados que requerem isto para sua demonstracao desta forma.

Por exemplo, temos o Lema da Cobra, que nao irei demonstrar nas categorias
de médulos, pois a demonstragao é um tanto longa, mas mostrarei como o funtor ser
cheio é chave para sua demonstracao em uma categoria abeliana arbitraria, supondo sua
veracidade na categoria de modulos.

Lema 9.5.3. Considere o sequinte diagrama comutativo com linhas exatas em wuma
categoria abeliana < :

AL .p 2 .¢ 0
L
0 A B

e e sao kernels, respectivamente, de a ec, e
Se K, — A, Ky—B e K. —C k ls, t te, de a, b ,
A — F,, BB— F, e C" — F, sao cokernels, respectivamente, de a, b e ¢, entdo temos
que existe uma Ssequéncia exata

Ka Kb KC Fa Fb Fc

Demonstrag¢dio. Tomando uma subcategoria cheia, exata e pequena de &/ contendo os
objetos do diagrama e os objetos destes kernels e cokernels, e utilizando Freyd-Mitchell
para que tenhamos um anel R e uma imersao fiel, cheia e exata, F', desta subcategoria
para R-mod, temos que a imagem do diagrama por este funtor é um diagrama comutativo
que possui linhas exatas, ja que é um funtor exato.

Como F' é exato, preserva kernels e cokernels, de modo que o funtor aplicado nos
kernels dos morfismos a, b e ¢ nos dard, respectivamente, kernels de F'(a), F'(b) e F(c), e
similarmente para os cokernels. Teremos entao, supondo que o lema da cobra vale para
R-mod, que existe uma sequéncia exata

F(Ka) B F(Kb) B F(Kc) B F(Fa) B— F(Fb) B— F(Fc>

Como F' é um funtor cheio, existe um morfismo K, — Kj, em & cuja imagem
por F' é F(K,) — F(K,), e similarmente para os outros morfismos na sequéncia acima.
Com isto, considere a sequéncia destes morfismos em o7,

Ka Kb Kc Fa Fb Fc

Como a imagem desta sequéncia por F' é uma sequéncia exata, e F' ¢é fiel e exato,
pelo Teorema 5.6.10, esta sequéncia é exata, e temos o que é desejado. O
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