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Resumo

O presente trabalho expoe uma teoria basica dos espacos de Lorentz. Primeiramente, sao
apresentados alguns fatos essenciais da teoria do rearranjo de fungoes, como a funcao de
distribuicao e o rearranjo nao crescente de uma fungao mensuravel. Usando esses novos
conceitos, os espagos de Lorentz sao definidos e suas propriedades topoldgicas sao estudadas.
Em seguida, apds alguns comentérios sobre operadores quase-lineares, os teoremas de
interpolacao de Marcinkiewicz para espacos de Lorentz sao enunciados e provados. Através
desses teoremas sao demonstradas as desigualdades de Hardy-Littlewood-Sobolev e Stein-
Weiss, as quais garantem, em particular, a continuidade da integral fracionaria vista como

um operador linear entre dois espacos de Banach.

Palavras-chaves: Rearranjo de funcoes. Espacos de Lorentz. Interpolacao de Macinkiewicz.

Desigualdades de Hardy-Littlewood-Sobolev e de Stein-Weiss. Integral fracionaria.






Abstract

The present work discuss the theory of Lorentz spaces. At first we present some essential
facts about the rearrangement of functions, such as the distribution function and the
decreasing rearrangement of a measurable function. Using these concepts we define the
Lorentz spaces and study their topological properties. Then, after some comments on
quasi-linear operators, we state and prove the Marcinkiewicz interpolation theorems for
Lorentz spaces. By using those theorems we prove Hardy-Littlewood-Sobolev and Stein-
Weiss inequalities, which guarantee, in particular, the continuity of the fractional integral

seen as a linear operator between two Banach spaces.

Keywords: Rearrangement of functions. Lorentz spaces. Macinkiewicz interpolation.

Hardy-Littlewood-Sobolev and Stein-Weiss inequalities. Fractional integral.
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Introducao

A andlise se concentra em estudar, de modo geral, espacos de fungoes e os operado-
resﬂ entre esses espacos. Mais especificamente, a analise harmonica se propoe a estudar as
propriedades quantitativas que uma fungao possui e como essas propriedades se relacionam

com diferentes tipos de operadores.

Trabalhados pela primeira vez de forma sistemética por Riesz (veja [Riesz 1910]),
os espagos de Lebesgue (ou simplesmente espagos LP) possuem um papel fundamental na
analise harmonica classica, ja que nesses espacos a norma de uma funcao pode expressar
muitas de suas propriedades quantitativas. Além disso, visto que muitos problemas dessa
area de pesquisa consistem em provar a limitagao de operadores, existe o interesse natural
de entender o comportamento de um operador definido em LP e de desenvolver uma teoria
poderosa o suficiente para garantir estimativas de limitacao.

Talvez um dos maiores avangos nessa diregao foi realizado no trabalho [Marcinki-

p

wear € Usando

ewicz 1939]. Nesse pequeno artigo, Marcinkiewicz introduziu os espagos L
esses novos espagos, fez breves comentarios sobre o teorema de interpolacao que hoje leva

seu nome.

Um fato interessante a respeito desse teorema é que o operador precisa satisfazer
hipoteses fracas para existir a limitacao desejada entre os espacos de Lebesgue. Em
particular, foi possivel dar demonstragoes mais simples para alguns fatos ja conhecidos.
Isso ocorreu, por exemplo, com a prova da continuidade da integral fracionaria: enquanto
o argumento original dado por Hardy e Littlewood (disponivel em [Hardy e Littlewood
1928|) precisa de dezenas de paginas para que todas as afirmagoes sejam Veriﬁcadaﬂ, a

demonstracao usando interpolacao de Marcinkiewicz se resume a poucas linhas.

Alguns anos ap6s a publicacao de Marcinkiewicz, Lorentz usou a teoria do rearranjo
de fungoes (veja [Lorentz 1950 e [Lorentz 1951]) para introduzir os espagos de Lorentz
(ou simplesmente LP7), os quais se mostraram variagoes naturais de L” e L? . . Devido as
boas propriedades dos espagos LP9, alguns matematicos se empenharam em estender o
resultado de interpolacao descoberto por Marcinkiewicz para os espacos de Lorentz. Dentre
as contribuigoes mais significativas, podemos citar [Zygmund 1989], [Stein e Weiss 1959] e

mais recentemente |Liang, Liu e Yang 2011].

Este trabalho de conclusao de curso tem como objetivo principal abordar o teorema

da interpolagao de Marcinkiewicz para os espacos de Lorentz. Para isso, comecamos fazendo

1 Um operador leva esse nome especial pois é um mapa que leva uma funcio em outra funcio.

2 O autor escreve isso por experiéncia prépria, ji que verificou as afirmacoes presentes no artigo [Hardy

e Littlewood 1928 em uma Iniciagdo Cientifica no ano de 2020.
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uma breve revisao de teoria da medida no Capitulo[l} No Capitulo[2] sdo apresentados alguns
fatos essenciais da teoria do rearranjo de fungoes, como a funcao distribuicao e o rearranjo
nao crescente de uma funcao mensurdvel. No Capitulo [3| usamos esses novos conceitos
para definir os espagos de Lorentz e estudamos suas propriedades topoldgicas. Dedicamos
o Capitulo [4] ao estudo dos operadores quase-lineares e do teorema de interpolacao de

Marcinkiewicz para os espagos de Lorentz.

Além disso, no final do Capitulo [4] sao demonstradas as desigualdades de Hardy-
Littlewood-Sobolev e Stein-Weiss usando interpolacao de operadores. Vale ressaltar que
essas desigualdades garantem a continuidade da integral fraciondria vista como um operador
linear entre dois espacos LP. Por fim, usamos o Apéndice para estabelecer alguns resultados

especificos que usamos durante o texto. Caso o leitor seja familiarizado com a teoria dos

p

s eak> €NCOTAjamos que a leitura se inicie no Capitulo .

espagos LP e L

Algumas palavras sobre notacao

Em nosso texto usaremos o simbolo N para denotar o conjunto dos nimeros
naturais (mais especificamente N = {1,2,3,...}), Z para representar os inteiros, Z, para
denotar o conjunto dos inteiros nao negativos, R para representar os ntimeros reais, R,
para representar os reais nao negativos e Ry para denotar o conjunto dos ntiimeros reais
positivos. Consideramos também o conjunto dos niimeros reais estendidos, o qual é definido
a partir da adigao de dois elementos infinitos: +00 e —oo. Em outras palavras, escrevemos

R := R U {+00, —00} e consideramos todos os elementos de R como “nimeros reais”.

Essa construgao ¢ ttil na Teoria da Medida por permitir conjuntos com medida
infinita e integrais cujo valor pode ser infinito. Adotamos ainda as convencgoes usuais
de ordem e de soma, segundo as quais para qualquer r € R valem —oo < r < +o0,
(£00)+17 = +00 = r+(F£00) e (£00) + (F£o0) = £oo. Note que nao definimos +00+ (—o0)

nem (—oo) + (400). Para simplificar a escrita, usamos o abuso de notagao oo .

Dadost € R e {tn}oen € R, dizemos que t, At se limy, oo tn =t € t,, < t,41 para

todo n natural. Do mesmo modo, ¢, \ ¢ se lim, ., t, =1t et, > t,,1 para todo n natural.

A terna (X, M, 1) sempre representa nesse texto um espago de medida, ou seja, X
¢ um conjunto e pu : M — [0, 00] é uma fungao definida sobre uma U—élgebraﬁ M de X
que satisfaz p(@) =0 e
(U)o
neN neN

para qualquer sequéncia {A,}, .y € M de conjuntos disjuntos.

3 Colecao de subconjuntos de X, incluindo o conjunto vazio, e que é fechada sobre operacdes contaveis

de uniao, interse¢ao e complemento de conjuntos.
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1 Preliminares

Deixamos claro que este texto assume algum conhecimento prévio do leitor a
respeito da Teoria da Medida. Contudo, usamos este capitulo para revisar alguns fatos

importantes da teoria. As referéncias para esta discussao sao [Bartle 1995] e [Folland 1999).

1.1 Medidas e funcoes mensuraveis

Iniciamos esta revisao relembrando as propriedades principais de uma medida

positiva e os conceitos relacionados as funcoes mensuraveis.

Considere (X, M, u) um espaco de medida qualquer. Decorre diretamente da

definicao de p as seguintes propriedades:

(a) (Monotonicidade) Se A,B € M e A C B, entao u(A) < u(B).
(b) (Subaditividade) Se {A,}nen € M, entao p (Upen An) < D e #(An).

(¢) (Continuidade por baixo) Se {A,},en € M e A, C A, para qualquer n € N,
entao fu (UneN An) = limy, 00 p(A4y).

(d) (Continuidade por cima) Se {4, }en € M, A1 C A, para qualquer n € N e
M(Al) < 00, entao H (ﬂneN An) = lim,, o0 /L(An)

As demonstragoes dos itens acima se encontram em [Folland 1999|, Capitulo 1§3,
Teorema 1.8. Durante o texto nds usaremos também uma notacao sobre o “tamanho” de

p. Se (X)) < oo, p é dita finita. Se podemos escrever X = |J _ A,, com p(A,) < oo

neN
para todo n € N, dizemos que u é o-finita. E evidente que toda medida finita é o-finita.

Observacgao 1.1. Da mesma forma que um espaco topoldgico da origem a novos espagos
topoldgicos por meio da topologia do subespaco, podemos também gerar novas o—algebras

usando uma ideia muito parecida. Fixado A € M, considere
Muy={ECA: E=ANM, com M € M},

o qual obviamente é uma o-algebra e, colocando p4(FE) e/ u(E) para cada E € My,
concluimos que (A, M4, j14) define um espaco de medida. Além disso, se vale alguma das
propriedades de “tamanho” descritas no paragrafo anterior para u, entao a mesma vale
para 4. Para evitar uma escrita sobrecarregada de subindices, escreveremos simplesmente
(A, i) para representar o espaco de medida (A, M4, 14), ficando a cargo do leitor lembrar

o significado desta notacao.
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Diremos que f : X — R é mensurdvel se, e somente se, f~!((r, c0]) € M para cada
r € R, com f~!((r,o0]) 4 {reX : f(x)> r. Chamaremos o conjunto de todas as

funcoes mensurdveis de M(X). Note que se f for mensuravel, entao |f| também o é.

Se f: X — R, ao reinterpretarmos f como uma funcao de X em R e aplicarmos a
nogao anterior, obtemos: f : X — R é mensurdvel se, e somente se, f~!((r,00)) € M para
cada r € R.

Defini¢ao 1.2 (Truncamento de fungoes). Dada f € M(X), se r1,rs € [0,00] e
r1 < T3, chamaremos a fun¢ao fx{zex :ri<|f(z)|<ro}, €M que para cada £ C X a funcéo xp

representa a funcao caracterl'sticaﬂ em F, de um truncamento da funcao f.

Observe que um truncamento de f € M(X) também é uma fun¢ao mensuravel, ja

que uma o-algebra é fechada por intersecgoes e

{zeX nmn<|f@)|<r}={zeX :|flx))>rn}n{zeX : |f(x)] <r}eM.

As vezes precisaremos nos restringir ao conjunto das funcoes mensuraveis nao
negativas, o qual denotaremos por M*(X). Um exemplo de um elemento no conjunto
MT(X) é uma fungao simples nao negativa, isto é, uma fungao que pode ser escrita

como uma soma finita

plz) =) awxg, (@),

em que, para cada k € {1,..., N}, a, € Ry e E, € M. Relembramos que esta funcio

simples ¢ sempre pode ser reescrita como

plx) = arxm, (@), (1.1)

de forma que os novos pesos a; formem uma sequéncia decrescente e E; N E; = &, se i # j.
O préximo resultado mostra que as fungoes simples aproximam de forma pontual qualquer

fungao mensuravel nao negativa (confira [Folland 1999], Capitulo 2§1, Teorema 2.10).

Teorema 1.3. Se f € M*(X), entao existe uma sequéncia {¢,}, .y € M™(X) de funcoes
simples tal que ¢,  f pontualmente. Ademais, se f for limitada em E C X, entao a

convergencia é uniforme em F.

Definicao 1.4 (Convergéncia em medida). Sejam f : X — Re {f,: X = R}

~ . . . . I
fungoes mensurdveis. Dizemos que f,, converge para f em medida (ou simplesmente f,, = f)

I E interessante chamar a atencdo a seguinte equivaléncia: f : X — R é mensurével se, e somente se,

f~Y([~o0,7]) € M para cada r € R, com f~!([—oc0,7]) def {reX : flz)<r}

A funcao caracteristica xg : X — R de um conjunto £ C X é dada por xyg(z) = 1,se z € E, e
xe(x) =0, se z € E. Consequentemente, y g(z) é mensurdvel se, e somente se, F € M.

2



1.2. Teoremas cldssicos de integragao 19

se, para cada o > 0, vale

lim 1 ({o € X : |f(2) = fulz)| > a}) = 0.

n—oo

Por outro lado, {f, : X — R}, _y ¢ dita Cauchy em medida se para qualquer a positivo

n}%gloo ({x €X: ‘fn(x) - fm(x)| > Oé}) = 0.
Uma nogao que sera usada neste texto ¢ a seguinte: uma propriedade P vale em
p—quase todo ponto de X, se existir um conjunto N € M tal que u(N) =0 e P vale em
todo ponto de X \ N. Se a omissdo do conjunto X e da medida p nao causarem confuséo,

diremos apenas que a propriedade P vale ¢.t.p. ou que P vale em quase todo ponto.

Encerramos esta se¢ado com um resultado que pode ser consultado em [Folland
1999], Capitulo 284, Teorema 2.30.

Proposicao 1.5. Seja {f,}, . Cauchy em medida. Entao existe uma fun¢ao mensurdvel

neN
f tal que f, & f e existe uma subsequéncia {fui Fren Que converge q.t.p. para f.

1.2 Teoremas classicos de integracao

Nesta secao veremos como ocorre a integracao de fungoes mensuraveis e recapitula-

remos os teoremas clédssicos de integracao.

Usando a mesma notagao da equagao (|1.1]), definimos a integral da funcao simples

e mensuravel ¢ : X — R, por

N
def
[ e dute) £ S aun()
X k=1
e motivados pelo Teorema definimos para f € M*(X)
/ f(z) du(x) = sup {/ e(x)du(z) : ¢ < f, ¢ é uma funcdo simples néo—negativa} :
X X

Muitas vezes quando nao existe risco de confusao, escrevemos o lado esquerdo
a equacao anterior como . Caso esse supremo seja um numero real, diremos
d ¢ t ~ fdu. C 1, d
que f é integravel. Em vista disso, como toda fung¢ao mensuravel f : X — R satisfaz
def def

f(x) = fH(x) = f~(x), com fT = max{f,0} e f- = max{—f, 0 dizemos que [ é

integravel se f* e f~ o forem, e definimos

/deu déf/){f*du—/xf—du.

Note que o maximo e minimo entre dois valores em R estao bem definidos gracas a relagao de ordem
que foi considerada em R no inicio deste trabalho.

3
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Denotaremos de forma proviséria o espaco de todas as funcoes integraveis por L(X).
Um fato importante da teoria é que se f € L'(X), entdo |fX fdu| < [ |f]du (ct. [Folland
1999], Capitulo 283, Proposigao 2.22). Ademais, se f € L'(X) entdao f é finita em quase
todo ponto. Para demonstrar isso, podemos assumir sem perda de generalidade que f é
nao negativa. Dado k € Ndefina By, ={r € X : f(z) >k}e E={zr € X : f(zx) =o0}.

Sendo cada £} um conjunto mensuravel
[ fdnz [ gduz uce
b's Ey,

e assim limy o, u(Eyx) = 0, j4 que f é integravel. Finalmente, como u(E;) < oo, a

continuidade por cima de p garante que

w(E) = p <ﬂ En> = lim u(E,) =0.
neN

Observacao 1.6. Perceba que tanto a integrabilidade de uma funcao mensuravel f quanto

o valor de sua integral nao se alteram quando modificamos f em um conjunto de medida

nula. Consequentemente, ¢ util adotar a convencao de que, no contexto da integracao,

nossas fungoes sejam indefinidas em conjuntos de medida zero. Deste modo, na maioria

dos casos, nao existe perda de generalidade em assumir que as fungoes dadas assumem

valores reais desde o inicio. Mais a frente retomaremos esta discussao.

Enunciaremos a seguir um dos mais importantes teoremas de convergéncia na teoria
de integracao (para a demonstragao veja [Folland 1999], Capitulo 2§2, Teorema 2.14). Os

resultados subsequentes presentes nessa secao sao, em esséncia, aplicagoes desse teorema.

C M*(X)

Teorema 1.7 (Teorema da Convergéncia Monétona). Considere {f,}, .y €

e fe MY (X).Se f, [ qtp., entao
lim fndu :/ fdu.

Coroldrio 1.8. Seja {gn},cy € MT(X). Entao Y, o [x In dit = [ D nen 9n dpi-

Observacao 1.9. O Corolario segue diretamente do Teorema da Convergéncia
Mondétona, basta definir f, = >")_; gx. Embora seja um resultado simples, esse corolario
nos permite, por exemplo, decompor a integral de f € M™T(X) como uma soma contdvel
de integrais. De fato, se E =, .y An, com A, € M e A;NA; = @ para i # j, entao

/Anfdu.

Usaremos de forma implicita durante o texto esse “truque” de quebrar a integral de f como

neN

[t [ xS pondn=3 [ pode=3

neN neN neN

uma soma enumeravel de integrais, ficando a cargo do leitor relembrar dessa justificativa.
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Proposicao 1.10. Dada f € M*(X), defina v(FE) = [ [ dp para cada E € M. Entao,
v é uma medida em M e, para cada g € MT(X), vale

/ngV:/ngdu. (1.2)

Demonstragio. E claro que v(@) = 0, enquanto a aditividade de v decorre imediatamente
da Observagao . Para verificar (T.2), tome ¢ = Y21 apxm, € M1(X), com a, € R, e

E, € M para cada k. Lembrando que os conjuntos Fj, sao dois a dois disjuntos temos que

def N N N
e ;amm)=k§_;ak[Ekfdu=/Xf;akxEkdu=/stodu. (1.3)

Finalmente, fixada g € M™(X), existe pelo Teorema uma sequéncia {@n }, oy
de fungoes mensuraveis simples e nao negativas tal que ¢,  g. Consequentemente, como

f também é nao negativa, segue de (|1.3]) e do Teorema que

/gdu— lim o dv = lim/fgond,u—/fgd,u.

]

A proposi¢ao anterior possui uma interessante aplicagao, a qual discutiremos a
seguir. Para tanto, usaremos as propriedades da medida de Lebesgue. O leitor, caso desejar,

pode consultar o Apéndice para compreender melhor o exemplo abaixo.

Exemplo 1.11. Devido a Observacao , (R0, Lr.y, Mr.,) ¢ um espaco de medida. Além
disso, perceba que f: Ry — R definida por f(t) = 1/t é ndo negativa e mensurdvel nesse
espag:cﬁ. Consequentemente, pela Proposicao , dado ' € Lr., podemos considerar a
medida A : Lg_, — [0, 0o] definida por

o [ 1
AE) & / S dt.
E

Chamaremos A de medida logaritmica, afinal A([a,b]) = log(b) — log(a) para
qualquer [a, b] C R.,. E interessante que a medida logaritmica ¢é invariante por dilatacoes
em R.g, tal qual a medida de Lebesgue é invariante por translagoes em R. De fato, dados
Ee€ Ly ,ed>0, temos 6E € Lr_, (0E é Lebesgue mensurdvel e £ C R-). Ademais

AOE) = / Xom (@) 4 / Xoe ) 50— [ XEW 5 00—\, (1.4)
R T r Ot r Ot
sendo a segunda igualdade de ([1.4]) valida pela mudanga de varidavel x = 0t (veja Apéndice
Teorema. A proposito, A também é o-finita. Com efeito, se definirmos

E, ¥ (1/mn+1),1/n]Un,n+1],

temos E,, € Lr_,, AN(E,) =2 (log(n + 1) —log(n)) < co e Ryg =~ En.

4

Esse resultado é uma consequéncia do fato de que qualquer funcéo f : R-g — R mondtona é mensuravel.
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Lema 1.12 (Lema de Fatou). Seja {f,}, .y € M™(X). Entao liminf,_, fﬂﬂ é uma

funcao mensuravel e

/ liminf f, du < hrn mf/ fndp.
X

n—o0
Teorema 1.13 (Teorema da Convergéncia Dominada). Seja {f,,}, . uma sequéncia
de fungoes mensuraveis que converge pontualmente para uma funcao f. Suponha que essa
sequéncia seja dominada por alguma fungao integravel g, no sentido de que | f,(x)| < g(z)
para todo n e para quase todo ponto x € X. Entao f é integravel e

lim |fn—f]d,u:().

n—oo

Em particular temos que lim, o [y fodp = [y fdpu.

As demonstragoes dos tltimos dois resultados estao disponiveis em [Folland 1999],

Capitulo 2§2, Lema 2.18 e Capitulo 2§83, Teorema 2.24, respectivamente.

Para finalizar a se¢ao, vamos falar sobre a medida produto. Se (X, M,u) e
(Y,N,v) sao espagos de medida o-finita, entdo existe uma o-algebra M ®@ N gerada
por {M x N: M € M,N € N} e uma tnica medida produto p-v: M @N — [0, 00] tal
que o seguinte teorema vale (cf. [Folland 1999|, Capitulo 2§5, Teorema 2.37):

Teorema 1.14 (Teorema de Fubini-Tonelli). Suponha que (X, M, u) e (Y, N,v) sdo

espacos de medida o-finita, com f sendo uma funcao mensuravel em X x Y. Entao

(a) (Tonelli) Se f ¢é nao negativa, entao as integrais parciais g(z) = [, f(z,y) dv(y)
= [y f(z,y) du(x) definem fungdes em M*(X) e N (Y), respectivamente.

Ademals, vale a Férmula de Fubini

flz,y)d(p-v)(z,y)

b /Ufrvde( )} du(z /foydu } v(y). (1.5)

(b) (Fubini) Considere f integravel em (X x Y'). Sob tal hipdtese, f(z,y) é integravel
em Y para u-q.t.p. x € X e f(x, y) ¢ integravel em X para y—q t.p.y €Y. Além
disso, as fungdes definidas ¢.t.p. g(x fy x,y)dv(y = [ f « f@,y)du(z)
estao em L'(X) e LY(Y), respectwamente, valendo .

1.3 Os espagos LP(X) e LY . (X)

Nesta ultima secao trabalharemos com os espacos p-Lebesgue integraveis e apresen-

taremos os espagos L¥ . (X).

>  Lembramos que se {7, }neny C R, entdo liminf, . 2, = sup,, > {infr>m{re : k € N}
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Dado 0 < p < oo, chamaremos de L£P(X,u) o conjunto de todas as fungoes
mensuraveis em X que assumem valores reaisﬂ7 para as quais a p-ésima poténcia do valor

absoluto ¢ integravel em X. Deste modo definimos a fungao |||, : £LP(X, ) — [0, 00) por

i ([ \f(w)\pdu(w)>l/p. (1.6

Gostarfamos que ||-||, fosse uma norma em LP(X, u). Porém observamos que existe um
problema na construgao dessa “norma’”, ja que || f||, = 0 implica apenas f =0 ¢.t.p., e
nao que f =0 em todo ponto. Para resolver este problema, introduzimos uma relacao de
equivaléncia ~, de modo que f ~, g se, e somente se, f = g ¢.t.p. e definimos LP(X, jt)
como sendo o conjunto de todas as classes de equivaléncia de fun¢oes que satisfazem (|1.6]).
Na pratica, entretanto, nao existe problema em pensar nos elementos de LP(X, ) como

funcoes, em vez de uma classe de equivaléncia; basta escolher algum de seus representantes.

Agora, para completar a construgao dos espagos LP(X, i), introduzimos um espago
correspondente ao valor limite p = co. Se f é uma fungao mensuravel em X, consideramos

o valor

1fllo = inf {s > 0 : p({z € X « [f(z)| > s}) = 0} [] (1.7)
com a convengao de que inf(@) = oco. O lado direito de (1.7) também é chamado de
supremo essencial de | f|. Neste caso definimos

L=(Xp) ={f: X = R |[fllo < oo}
com a identificacao usual de que duas fungoes iguais em quase todo ponto definem o mesmo
elemento em L (X, u).
Se nao existir risco de confusao, escreveremos LP(X) para representar LP(X, p).

Exemplo 1.15. Seja (R-g, A) o espago tratado no Exemplo [1.11} Se 0 < p < oc e g é

mensuravel em (R-¢, \), decorre da Proposigao que

bl = ([ looram) = ([oor )" oy

Observagao 1.16. O espago L>°(X) corresponde ao “valor limite” de LP(X) pelo seguinte
fato: se f € LP(X) N L*(X), para algum 0 < p < oo, entao limye || f[|, = || f]|.- Com
efeito, fixe p < g < oo e f e LP(X)N L>®(X), com ||f|, > 0. Por um lado, temos

[F @) < AT [f ()P

6 Indefinidas em um conjunto de medida zero, como discutimos na Observacao

T Alguns autores consideram || f|| . =sup{s >0 : p({z € X : |f(x)| < s}) > 0}, porém essa defini¢ao

coincide com a da equacao (|1.7).
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para quase todo x € X. Deste modo, pela monotonicidade da integral

IIfIIZZ/XIf(fE)quu(x) < IIfII‘iop/le(x)lpdu(x) = IS AL

e assim

] ) p/q
timsup |71, < 11l timsup (1£1,/071) = 11
q—00

q—o0

Por outro lado, seja 0 < e < ||f||l,e E={x € X : |f(z)| > ||fll. — ¢} Usando
a definigdo de supremo essencial, concluimos que pu(E) > 0. Ademais, como f € LP(X),

obtemos p(F) < co. Consequentemente

o= ([rsean) = (Lura) = (-2 ume

e portanto liminf, o || fll, > |||, — €. Fazendo € — 0, vemos que o limite lim,o || ]|,

existe e é igual a || f||__, pois nosso argumento prova as desigualdades
< limi < li < .
1Flloe < liminf | £, < fim sup 1Al < 11l

Notacao 1.17 (Expoentes conjugados). Seja 1 < p < oo. Definimos o expoente

conjugado de p, que serd representado por p’, da seguinte forma:

(a) Se 1< p< oo, entao p G.l:efp/(p—l).Logo1<p’<c><>e1/])—1—1/10’:1.

(b) Se p =1, definimos p’ L . Analogamente, consideramos p’ = 1 se p = co.

Os dois teoremas a seguir tratam das desigualdades mais classicas em LP(X).
Para as provas desses resultados, veja [Folland 1999], Capitulo 6§1, Teoremas 6.2 e 6.5,

respectivamente.

Teorema 1.18 (Desigualdade de Hélder). Seja 1 < p < o0o. Se f e g sdo mensuraveis
em X, entao || fgl1 < | flpllgll;- Caso 1 < p < oo, vale a igualdade se, e somente se, | f|?

e |g|?’ sdo linearmente dependentes em L'(X).

Teorema 1.19 (Desigualdade de Minkowski). Se 1 <p <ooe f,g € LP(X), entdo

1+ gllp < [1£llp + llgllp-

Deste modo, quando 1 < p < oo, a fungdo [|-||, se torna uma norma em LP(X). Na
realidade, esse espago vetorial normado é um espaco de Banach. Embora essa demonstracao
esteja presente em qualquer livro de Teoria da Medida, esse resultado decorre de um

resultado mais geral que serd demonstrado nos préoximos capitulos.
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Observacao 1.20. Vale notar que a Desigualdade de Minkowski nao pode ser aplicada
para um p qualquer. Entretanto, em geral, essa desigualdade sempre vale a menos de um
fator constante maior que 1 (o que é mais fraco que o resultado do Teorema . Para
ver isso, fixe 0 < p < oo e f,g € LP(X). Temos

1/p 1/p
Hf+mu=([Qf+mp@Q S(A}bmmﬂﬂJmemo
<

1/p 1/p
2( [ 1 +iar a) =2 (1 + laly)
X

e assim

1/p 1/p
p p j2 P 1+1/
1+ gll, < 2 (10 + lgl) ™ < 2 (2max {1 Hgliz}) ™ < 257 (11, + llgll, ) -

Exemplo 1.21. Dado 0 < p < oo, denotamos LP(X, P(X),#), com # sendo a medida
contagemﬂ e X um conjunto contavel, por P(X). Este é a versao discreta dos espagos

LP(X), cujas fungoes mesurdveis sao simplesmente sequéncias f = (f(k))rex €

k)P 0 :
T (EZV(”> - sel<p<on (19

keX

supgex [F(K).  sep=oo.

Se fixarmos 0 < p < ¢ < oo, temos a estimativa || f|yx) < ||l (x)- Consequente-

mente, vale a inclusao ?(X) C (9(X).

Exemplo 1.22. Considere f mensurdvel em (X, M, 1), com p finita. Neste caso particular,
temos || f|l, < u(X)YP~Y4| f|l, se 0 < p < ¢ < oo. Consequentemente LI(X) C LP(X).

Para a prova das inclusées que foram citadas nos dois ltimos exemplos, veja [Folland
1999|, Capitulo 6§1, Proposigoes 6.11 e 6.12. O préximo resultado é o unico teorema desta
secao que tem a possibilidade de nao ser discutido em um primeiro curso de Teoria da

Medida. Sua prova pode ser encontrada em [Folland 1999|, Capitulo 6§3, Teorema 6.19.

Teorema 1.23 (Desigualdade de Minkowski para integrais). Sejam (X, M, u) e

(Y, N,v) espacos de medida o-finita. Considere h uma fungao mensurdvel em X x Y.

(a) Se h é nao-negativa e 1 < p < 0o, entao

UX (/Yh(fc,y)dV(y))pdu(m)r gL{/}(h(x,y)pdﬂ(x)};dy(y),

8 Para detalhes sobre a medida contagem veja o Apéndice
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(b) Se 1 <p < oo, h(,y) € LP(X) gt.p. y €Y e a funcao g(y) = |A(-,y)l, € L'(Y),
entao h(z,-) € L'(Y) para quase todo z € X. Ademais

) = [ £ w)ivly) € LX)

‘ [ oy avty)

A préxima proposicao é 1til para as construgoes apresentadas no final desta secao.

e vale

< /Y 15,9 o (v).

Proposicao 1.24 (Desigualdade de Chebyshev). Sejam 0 < p < co e f € LP(X).
Para cada o positivo vale ap ({z € X : |f(z)| > a})'/? < £l

Demonstragao. Defina E, = {z € X : |f(x)] > a}. Deste modo

IIfIIZZ/XIf(:v)Ip dp(z) Z/ |[f (@) du(z) = a”/ Ldp(z) = o’p(Ey). O

@

Em vista do resultado anterior, podemos definir uma variante dos espagos LP(X):
Definigao 1.25 (Espagos L? . (X)). Dado 0 < p < oo, definimos L _, (X, u) como

o conjunto de todas as classes de equivaléncias de fung¢oes mensuraveis f em X que
diferem por um conjunto de medida nula, tais que seus representantes satisfazem, para
cada « positivo, a desigualdade (a?p{z € X : |f(z)| > a})"/? < C, com C sendo alguma

constante que independe de a. Neste espago consideramos a fungao [-], : L2 (X, ) — Ry

weak
1 & sup (o € X+ |f(@)] > o).

p
weak

(X) para representar L¥ . (X, u).

Se nao existir risco de confusao, escreveremos L weak

Observagao 1.26. Decorre da Desigualdade de Chebyshev uma inclusao natural de LP(X)

p
em Lweak

sabemos da integrabilidade de |z|~* (Proposi¢ao , pag. que f & LP(R™). Afirmamos
que f e LP  (R™). Para ver isso, note queﬂ

weak

(X). Em geral, essa inclusao é estrita. Por exemplo, se definirmos f(z) = ||/,

n/2 n
m({zeR": |z ™" >a})=m({zeR" : a7 "> |z|}) = m (a?/™)",
j4 que o termo central da tltima igualdade é volume da bola n-dimensional de raio o ?/™.

Portanto

n/2 1/p n/2 1/p

m n ™

—supa|——— (a7 ==——— .

o =supe (e @) = ()

Veremos nos préximos capitulos que [-], é na realidade uma quase—normam e

mostraremos que, sob certas hipdteses, L¥ .

9 Veja o Teorema [3| no Apéndice pag.
10 Para a definicdo de quase-norma o leitor pode consultar o Apéndice pag.

(X) pode ser visto como um espago normado.
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2 Rearranjo de funcoes

Deste ponto em diante até o final do trabalho, assumimos que (X, M, u) e (Y, N, v)
representam espagos de medida o-finita. Definiremos na primeira secao deste capitulo
a funcao distribuicao de uma funcao mensuravel. Na segunda se¢ao construiremos o
rearranjo nao crescente. Também mostraremos, em cada uma dessas duas segoes, algumas
propriedades que sao tteis para a construcao dos espacos de Lorentz. No final deste capitulo
veremos como escrever ||-|| e [-], (cf. a Segdo pag. usando somente o rearranjo nao
crescente. As referéncias destas trés se¢oes sao os Capitulos 2§1 de [Bennett e Sharpley
1988] e 184 de |Grafakos 2014].

2.1 Funcao distribuicao

Tomando f € M(X) e 0 < p < oo, o Teorema de Fubini-Tonell{] (Teorema [1.14]
pag. nos fornece a identidade

| f ()]
// pa?~da dp(z) // pa? x4, (o) dadp(x)
_ / / pa? Uy, (@) dpa(z) da = / / pa? du(x) da
0o Jx o Jif@)|>a

com A, = [0,]f(z)|]. Disso obtemos que

= [ /'m' o) et = [ /””' par ! dovdyu(a)

:/ / pa? Y du(z) da :p/ P u({r e X 1 |f(z)] > a}) da. (2.1)
0 Jf(@)>a 0

Consequentemente, podemos escrever ||f||, para qualquer 0 < p < oo usando
apenas a medida do conjunto {x € X : |f(z)| > a} (lembre-se também da definigao de

| fll.o)- Assim somos motivados a considerar as seguintes nogoes:

Definigao 2.1 (Fungao distribuigao). Se f ¢ uma fun¢ao mensuravel em (X, M, p),

definimos a sua funcao distribuicao d; : [0, 00) — [0, 00| por

di(e) < p({r € X : |f(2)] > a}).

Definigao 2.2 (Fungdes equimensuraveis). Sejam f € M(X) e g € N(Y). Dizemos

que f e g sdo equimensuraveis se ds(a) = d, (), para qualquer o € R,

! Estamos nas hipéteses do Teorema de Fubini-Tonelli pois p é o-finita.
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Exemplo 2.3. Considere ¢ € M*(X) simples definida por ¢(z) = S5, bexs, (), em
que by > by1 > 0 para qualquer k e E; N E; = @ para ¢ # j. Se a > by, entdo d,(a) = 0.
Caso contrario, o conjunto {by : @ < by, 1 <k < N} é nao vazio e admite um menor
elemento, i.e., existe i € {1,..., N} tal que b; é este menor elemento. Deste modo, definindo

bN+1 = O, vale bi+1 <a< bz e

{reX :|p)|>a}l= {xeX ; ZkaEk(a:) >04} = UEk,

k=1

uma vez que os b;’s formam uma sequéncia decrescente. Portanto, se

m; = W (U Ek) = ZM(Ek)a

podemos escrever d, (o) = Zf\il MG X by 1 ,b0) (V).

A seguir introduzimos um resultado bastante tutil para a teoria que estamos

apresentando, uma vez que recorrentemente nos referiremos a ele.

Proposigao 2.4. Sejam f, {fn}, oy, g funcdes mensurdveis em (X, M, i). Para quaisquer

a, 3 € RT, temos que

(a) dy é uma fungao nao crescente e continua pela direita em [0, 00).
(b) dy = djg e se |g| < |f| em quase todo ponto entao d, < dy.
(c) Se h =liminf, o |fu] € |f| < h ¢.t.p., entdo dy < dj, < liminf, . dy,.
(d) Se |fn| ' |f| em quase todo ponto, entao dy,  dy.
(e) def(a) = df (a/|c]) para qualquer ¢ € R\ {0}.
() dpsgla+B) < df () +dgy (B).
Demonstracao. Se ag > ap > 0, entao
reX : ()] > ) C{r e X : |f(x)] > o)

e a primeira parte segue da monotonicidade da medida, bem como da defini¢ao de dy.
Para verificar a continuidade a direita, é suficiente provar que lim,,_,o df(t,) = d(a) para

uma sequéncia arbitraria {t¢,} tal que t, \, a. Por isso, definimos os conjuntos

E,={xe X :|f(x)| >a} e E,={ze X :|f(x)] >t.}. (2.2)

Afirmamos que E, = UneN E,,. A inclusao UneN E, C E, é imediata. Para a outra, se

|f(x)| > a entao existe k grande o suficiente tal que |f(z)| > tx, sob pena de |f(z)| < a.
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Deste modo, se z € E,, entao x pertence a Ej e consequentemente a |J, .y En. Como

{tn},en € mondtona nao crescente, vale por (2.2) que E, C E,;;. Por fim, usando a

continuidade por baixo de u, obtemos

E imediato da definicao que dy = d|5. Ademais, para cada o > 0 temos a inclusao
{reX |gx)|>a} C{zreX :|f(x)]>a} qtp.

Para cada a nao negativo e n natural, defina

E,={ze X :|f(z)| > a}, Eon={ze X : |fu(x)] > a},
F,={x € X : |h(x)| > a}, I, = U ﬂ Eqn.
m>1n>m

Fixe a > 0. Por hipétese, vale a inclusao E, C F, em quase todo ponto. Ademais,
afirmamos que F,, C Icﬂ De fato, caso F, € I, deveria existir x € F,, tal que, para cada
m > 1, existiria k > m satisfazendo | fi(x)| < . Portanto inf,>,, | fn(z)| < |fr(z)] < o, 0

que contradiz a hipétese de o < |h(x)| = sup,,>; (inf>m | fn(2)]). Também afirmamos que

Se isso nao ocorresse, terfamos p (ﬂan Ea,n) > inf, > 1(Eq ) + € para algum e positivo
pequeno o suficiente. Porém, pela definicao de infimo existiria um conjunto E, j, com

k > m, satisfazendo inf,,>,, (t(Eq,) + € > p(Eq ). Em particular

N(Ea,k') > (ﬂ Ea,n) > T}E;M(Ea,n) + 1/] > M(Ea,k)v

n>m
o que é um absurdo. Consequentemente

i (ﬂ EWL) < nlgfn,u(Ean) < sup (inf M(Ea,n)> = liminf p(E, )

m>1 \n=m n—00
n>m =

e como ﬂan Eyn C ﬂan +1 Fan, temos da continuidade por baixo de ;1 a estimativa
p(la) = p (U N Ea,n) = lim 4 (ﬂ Ea,n> < liminf pu(Ee,p). (2.3)
m—00 n—0oo
m>1n>m n>m

Combinando a desigualdade (2.3)) com as inclusées E,, C F, C I, (vélidas ¢.t.p.), obtemos

di(a) = p(Ey) < p(Fo) = dp(a) < p(l,) < liminf u(E, ,) = liminf dy, («).

n—o0 n—oo

2 Serd que F, = I,? A resposta é ndo. Um contraexemplo simples pode ser obtido tomando f,, = 1/n e

a = 0, pois nesse caso Fp = e [y = X.
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@ Seja | fn| 7 |f]. Em particular, como |f| = lim, e |fn] = liminf, .« |f.], 0 item
anterior afirma que dy < liminf,_, dy,. Para verificar a igualdade, observamos que

dy, < dy,,, < dy para qualquer n (devido ao item [(b)] pois |fn| < |fnga]| < [f]) € assim

limsupdy, < d; <liminfdy,,
n—o0

n—oo

o que garante que lim,,_, dy, existe e ¢ igual a dy.

[(e)] Se c € R\ {0}, entao {z € X : |cf(z)] > a} ={z € X : |f(z)| > a/|c[}. O resultado

segue ao aplicarmos p e ambos os lados desta igualdade.
(D] Se |(f +9)(x)] = | f(x) + g(x)] > o+ B, entdo |f(z)] > a ou |g(x)| > B. Assim
{reX  [(f+9)@)|>a+pfrc{re X |f2)]>a}U{ze X : |g(z)] > 5}
e pela subaditividade de p, concluimos a desigualdade dsi (a0 + 8) < df(a) +dy4(8). O
Relembrando o conceito de truncamento de fungoes (veja a Definigao pag. ,
podemos nos perguntar se existe uma relagao entre a funcao distribuicao de f e a funcgao

distribuicao de algum de seus truncamentos. Um resultado nessa direcao é expresso da

seguinte forma:

Proposigao 2.5. Seja f € M(X), com dy(«) < oo para todo o > 0. Fixado a € [0, 00),

defina para cada x € X os truncamentos

fl(x) = f(x)X{:EGX : \f(z)|>a}(x)7

f2(.l') = f(x)X{acEX : \f(x)|§a}(x)
Entao f=fi+ fo e

df1 (u) = dfz (’U,) =
de(a), se u<a, de(u) —dg(a), se u<a.
(2.4)

Demonstracao. A igualdade f = fi+ f> é imediata. Vamos estabelecer agora as estimativas
em (2.4). Se a =0, entao f = f1 e fo = 0. Consequentemente, temos dy = dy,, ds, =0 e

como nao existe u satisfazendo 0 < u < 0, o resultado segue. Portanto, podemos concentrar

nossos esforcos no caso a > 0. Dado u > a, temos pela construcao de f;

dp(u) = p({z e X : [i(z)| >u}) = p({z € X« |f(2)] > u}) = dy(u),

enquanto para u < a

dp(w) = p(fe € X ¢ |fila)] > ) + u{z € X : a > |fula)] > u})
= j(fr € X ¢ |f(@)| > a}) + u(®) = ds(a).
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Agora, se u > a, usamos a definicao de f, para obter

dp(u) = p({z € X : |f2(x)] > u}) = pn(2) =0,

enquanto para u < a vale

dp(u) = p({z € X : |fo(x)[ > a}) + p({r € X : a = |fa(z)] > u})
=p({zreX :az|[f(z)] > u})
=p({reX taz|[f(x)] >u})
= dy(u) = dys(a).

2.2 Rearranjos nao crescentes

Definigao 2.6 (Rearranjo nao crescente). Considere f uma fun¢ao mensuravel em

(X, M, ). Definimos o rearranjo nao crescente f*: [0,00) — [0, 00] por
£ Yinf{s >0 dss) <t}
usando aqui a convencao de que inf(@) = oco.

Exemplo 2.7. Com a mesma notacao do Exemplo [2.3] calcularemos ¢* de uma fungao ¢
simples nao negativa. Ja provamos que d,(a) = Z]kvzl M X besr,b) (). Se my <t (lembre
que os my’s formam uma sequéncia nao decrescente) entao ¢*(t) = 0, pois neste caso
(0,bn) € {s>0: d,(s) <t}. Caso contrario, o conjunto {my : t <my, 1 <k <N}
é nao vazio e admite um menor elemento m;. Portanto, definindo my = 0, segue de

m;—1 <t < m; que

{s>0:dy(s) <t}= {s >0 : kaX[ka,bk)(S) < t} = U[bk+1,bk) = [b;, b1).

k=1 k=1

Consequentemente, ¢*(t) = b; e assim

N
e (t) = Z biX[mi—1,mq) (t)-
i=1

Exemplo 2.8. Seja f mensuravel em (X, P(X),#), com X contével. Sabemos que, pela
definicao de medida contagem, d; é uma funcao com imagem em Z; U {oco}. Em particular,
fixado k € Z, e x € [k, k+ 1), temos {s >0 : ds(s) <k} ={s>0: ds(s) <z}, ou seja,

f*(k) = f*(x). Deste modo, para cada t € R, obtemos a representagao

£ = Xprsn) ()£ (k)

e assim {f*(k)}cz, determina completamente o rearranjo f*.
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Observacgao 2.9. Considere X = Z, no exemplo anterior e para cada k € X defina
f(k) =1—1/(k+1). Neste caso, df(c) € igual a infinito se 0 < o < 1 e ¢ igual zero
se a > 1. Logo f*(t) = 1, qualquer que seja t € R,. Portanto, é incorreto afirmar que

{f*(k)}yez, corresponde a {|f(k)[};c;, permutada em ordem nao crescente.

Teorema 2.10. Se f é mensuravel, entao f* é uma fungao distribuicao, a saber, da fungao

mensuravel dy. Ou seja, para cada t € [0,00), temos
f () =m({a €[0,00) : df(a) >t}) = d,(t).

Demonstragao. Fixado t € [0,00), defina os conjuntos A = {a € (0,00) : df(a) >t} e
B ={a e (0,00) : ds(e) < t}. Veja que AUB = (0,00) e AN B = @. E suficiente provar
que inf(B) = m(A). De fato, se essa igualdade for vélida, temos f*(t) = inf(B) (por

defini¢ao) e da aditividade da medida

m(A) =m ({a € (0,00) : df(a) >t}) =m({a €]0,00) : de(ar) > t}) = diay)(t).
ja que a diferenca entre os conjuntos {a € (0,00) : df(a) >t} e {a €[0,00) : df(ar) >t}
¢ no maximo o conjunto {0}. Provemos entao que inf(B) = m(A).

Caso 1. B =@ ou A = @. Suponha B = @. Por um lado inf(B) = co. Por outro, como
A = (0,00), temos m(A) = co. Agora, se A = &, entdo m(A) =0e

inf(B) = inf(0, 00) = 0.

Caso 2. A, B # @. Dal existem a1, ay > 0 tais que a; € A e ay € B. Consequentemente,
como dy é ndo crescente (Proposicao , deduzimos que (0, a1] € A e que [ay, 00) C B.
Disso e do fato de A, B serem dois intervalos disjuntos cuja uniao é Ry, obtemos que

sup(A) = inf(B). Finalmente, usando a regularidade da medida de Lebesgue (veja a

equacao (2) no Apéndice [A.1] pég.
m(A) =sup{m(F) : E C A, E compacto}) = m[0,sup(A)] = sup(A4) = inf(B).
[l

Corolario 2.11. Sejam f, g,{f.}

crescente, mensuravel e continua pela direita em [0, 00). Ademais

. .. e -
nen fungoes mensurdveis. Entao f* é uma funcao nao

(a) |f|* = f*ese|g| <|f|] em quase todo ponto, entdao g* < f*.
(b) se |f| <liminf, . |fa| ¢.t.p., entdo
f* < (liminf |f,])* < liminf f.
n—oo n—o0

(c) |ful /1 f] implica f," 7 f.
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Demonstracao. A prova é imediata gracas a Proposicao [2.4] e ao Teorema [2.10, A titulo

de exemplo, verificaremos apenas a propriedade @, deixando as demais para o leitor.
Sejam ¢ = liminf, o | fo| € ¥ = liminf,_. dy,. Pela Proposicao [2.4][(c)] sabemos que
dy < d, <. Aplicando o item @ da Proposicao nessa desigualdade e invocando o
Teorema [2.10] obtemos
Jr=day = da,) = 9" < dy.
Por fim, usando na ultima desigualdade a Proposigao e o Teorema
[P < 9" <dyp = diminto o dgy,y < 1i7lgr_l>glf d,,) = ligglf fo-

]

Proposicao 2.12. Vale que f*(0) = || f||., = supsso f*(¢). Portanto, f*(t) = 0 para todo

t > 0 se, e somente se, f =0 em quase todo ponto.

Demonstracao. Da defini¢ao da norma infinito e do fato de dy ser nao negativa, obtemos
f7(0) =inf{s >0 : df(s) <0} =inf{s >0 : ds(s) =0} = || f|l. -
Como f* é nao crescente, temos f*(¢t) < f*(0) para todo ¢ positivo e assim
sup f*(t) < f*(0) = | fll -
>0
Se a desigualdade acima fosse estrita, existiria € > 0 suficientemente pequeno tal que

sup fr(t) +¢ < f0).

Mas isso implicaria que f*(s) +e < f*(0) para todo s positivo. Fazendo s — 07, temos
uma contradigdo com a continuidade a direita de f* (cf. Coroldrio [2.11)). Por fim, se f =0
g.t.p., entdo dy = 0, de modo que f* = 0. Por outro lado, se f*(t) = 0 para todo ¢ positivo,

temos || f||, = supsso f*(t) = 0 e assim f deve ser nula em quase todo ponto. O

Exemplo 2.13. Considere f mensurdvel em (X, M, u), com g finita. Deste modo, podemos
calcular f*(u(X)). Sendo dy < p(X), obtemos

(X)) =inf{s >0 : ds(s) < pu(X)} = inf(0,00) = 0.
Portanto, se p for uma medida finita, temos f*(¢) = 0 para qualquer t € [u(X), 00).

Teorema 2.14. As funcoes f e f* sao equimensurdveis, isto é, dy = dy-.

Demonstracao. Vamos provar primeiro a afirmacao para fungoes simples. Assim, considere
o(x) = fozl beXEe, (), em que by > byq > 0 para qualquer k e E; N E; = & para i # j.
Pelos Exemplos 2.3 e 2.7] j& sabemos que

N N
dw(a) = Z ka[bk+17bk)(a) € (20* (t) = Z ka[mk_hmk)(t)a
k=1 k=1
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com byy1 =mg=0emy = Z?Zl p(E;) para 1 <k < N. Se o > by, entao dy- (o) = 0.
Caso contrario, o conjunto {by : ag < bx, 1 < k < N} é nao vazio e admite um menor

elemento b;. Portanto, de ;11 < o < b, temos

{t € [0, 00) Zbkx[mk Lmg) (8) > ao} = U[mk_l,mk) = [0,m;)

e assim d- (o) = m;. Consequentemente, d.-(a) = Zjv LM X by000p) (@) = dyp(a). Agora,
considere f : X — R uma funcao mensuravel qualquer. Sabemos que existe uma sequéncia
{#n}aen de fungdes simples nao-negativas tal que ¢,  |f] (veja o Teorema pag. .
Deste modo, o Corolario implica que ¢}  f*. Invocando o item @ da Proposicao
, obtemos d,, /" dy e dx / dys«. Por fim, como d,, = d,:, segue que

dy = lim d, —hmd*_df*

n—o0 n—oo

Corolario 2.15. Temos (f*)* = f*.

Demonstracao. Pela proposicao anterior dy = ds-. Usando essa igualdade no Teorema
2.10 conclufmos que (f*)* = d(4,.) = dw,) = f*. =

Teorema 2.16 (Unicidade de f*). Existe apenas uma funcao f* : [0, 00) — [0, 0o] néo

crescente, continua pela direita e equimensuravel a f.

Demonstra¢ao. Suponha por contradigao que g,h : [0,00) — [0,00] sao duas fungoes
distintas, nao crescentes, continuas pela direita e equimensuraveis a f. Consequentemente,
existe to tal que g(to) # h(ty). Sem perda de generalidade, assuma g(ty) > h(to). Deste
modo, existe ¢ > 0 suficientemente pequeno satisfazendo g(to) > h(to)+e¢. Sendo g continua
pela direita, existe um d > 0 tal que, se t € (to,to + J), ent@o g(t) > h(ty) + . Como g é
nao crescente, temos g(t) > h(to) + ¢ para qualquer t € [0,ty + ¢). Portanto

dy(h(to) + &) = p ({t € RT : g(t) > h(to) +£}) > p([0,to + 8)) =to + 6. (2.5)

Por outro lado, sendo h uma fungao também nao crescente, vale h(tg) > h(t) para

todo t € [tg, 00) e assim

dn(h(to) + &) = p ({t € R" : h(t) > h(to) +e}) < pu([0,t0)) = to. (2.6)

Finalmente, de (2.5)) e de (2.6]), chegamos em uma contradi¢do com a hipétese de

que g e h eram ambas equimensuraveis a f. Logo g = h e o resultado estd demonstrado. [
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Exemplo 2.17. Considere a funcao f : Ry — R definida por f(x) = x - xp1j(x). Perceba
que df(a) =m ({x € [0,1] : 2 > a}) = (1 — a)xp(a). Assim

inf(0,00), set € [1,00)

inf[l —¢,00), sete€0,1)

= (1 —=t)xp0,1)(t)

f*(t) = inf {s >0 : (1—=5)xp1(s) < t} =

Por outro lado, definindo g : Ry — R como g(z) = (1 — z)x,1](x), vemos que essa
funcao é nao crescente e continua pela direita, de sorte que pela unicidade do rearranjo (cf.
Teorema [2.16)) temos g = g*. Deste modo, f* = g*.

Vamos agora apresentar um ultimo resultado que resume diversas propriedades

importantes relativas a rearranjos nao crescentes de fungoes mensuraveis.

Proposigao 2.18. Sejam 0 < t1,ty < oo e f uma fungao mensurdvel em (X, M, ). Entao

sao validas as seguintes propriedades:

(a) (cf)* = |c|f*, para todo ¢ € R.

(b) (f +9)7(ts +12) < f*(t1) + g7 (t2).

(¢) f*(ds(a)) < v, para qualquer a > 0.

(d) ds(f*(t)) <t, desde que f*(ty) < oo para algum #o < t.
(e) f*(t) > s> 0 se, e somente se, t < dy(s).

() (A1) = (f) se 0 <r < oo.

g) sup t/Pf¥(t) = sup a(ds())/?, para todo 0 < p < .
f
t>0 a>0

Demonstragdo. [(a)] Devido ao item da Proposicao

lc| f*(t) = |c|inf {s > 0 : df(s) <t} =inf {|c|]s > 0 : ds(s) <t}
=inf{u >0 : ds(u/|c]) <t} =inf{u >0 : ds(u) <t} = (cf)"(1).
@ Defina os conjuntos

A= {81 >0 : df(Sl) < tl}, B = {82 >0 : dg(SQ) < tg}
e S = {83 >0 de+g<83) <t +t2}

Note que se A = @ (ou B = @) entao f*(t1) = oo (ou ¢g*(t2) = 00), o que validaria a

desigualdade trivialmente.



36 Capitulo 2. Rearranjo de fungoes

Assuma entao que A e B sao nao vazios. Da Proposicao , temos A+ B C Sﬂ

e assim
(f+9)" (t1 +1t2) =inf S <inf(A+ B) <inf A+ inf B = f*(t1) + g*(t2).

Seja o > 0. Segue direto que a € {s > 0 : d(s) < ds(a)}. Logo, pela construcao do
rearranjo nao crescente (Defini¢ao[2.6) temos f*(ds(ar)) = inf {s > 0 : dy(s) < ds(a)} < a.

[(d)] Sendo f*(t) < f*(to) < 00, 0 conjunto A = {s >0 : ds(s) <t} ¢ nao vazio. Deste
modo, tome {t,}, .y C A tal que t, N\, f*(t) (esta sequéncia existe pela definicao de infimo).
Como dy é continua pela direita (item da Proposicao , o limite lim,,_, dy(t,) existe
e ¢ igual d(f*(t)). Por fim, usando a definicao de A temos d¢(t,) < ¢ para todo n natural

e assim lim,,_,o ds(t,) < t.

@Se u < f*(t),entdou & A= {s >0 : dg(s) <t} jaque f*(t) é o infimo de A. Portanto,
ue A°={0}U{s >0 : ds(s) > t}, de sorte que ds(u) > t. Por outro lado, se t < ds(u),
nao podemos ter f*(¢) < w. Afinal, se isso ocorresse, seguiria do fato de d ser nao crescente
e do item anterior que dy(u) < ds(f*(t)) <t < dy(u), um absurdo.

Dado « positivo, temos pelo Teorema que
me(Oz) = df(()zl/r) = df* (O{l/r> = d(f*)r<oz).

Deste modo, como as fungoes |f|” e (f*)" tem a mesma fungao distribuigao, obtemos
(1£17)* = ((f)")* = (f*)", sendo a tltima igualdade vdlida pela unicidade do rearranjo nao
crescente (cf. Teorema [2.16]).

Vamos separar a prova em trés casos.

Caso 1. Existe t > 0 tal que f*(¢) = oo. Sendo {a > 0 : ds(a) <t} um conjunto vazio,
temos ds(«) > ¢ para qualquer a positivo. Consequentemente

sup ad(a)/? > VP sup a = 0o = sup t/7 f*(¢).

a>0 a>0 t>0
Caso 2. Existe o > 0, com dy(c) = 00. Sendo d; uma fungado néo crescente, temos para
qualquer ¢ > 0 que f*(t) =inf{s >0 : ds(s) <t} > . Assim

sup t/P f*(t) > asupt'/? = oo = sup ad(a)'/?.

>0 >0 a>0
Caso 3. Para quaisquer o, t > 0 vale ds(a) < oo e f*(t) < co. Vamos verificar que um termo
¢ maior ou igual ao outro para concluir a igualdade desejada. Dado o > 0, escolhemos
¢ satisfazendo 0 < € < «. Usando a propriedade @ da presente proposicao, podemos
verificar que f*(ds(a) —¢) > o. Em particular, vale

i&gt””f*“) > (dy(a) — )P f*(d(a) =€) 2 (dg(a) — )" Pa

3 Usamos a notacdo A + B para representar o conjunto {a+b : a € A, b € B}.
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Assim, fazemos primeiro o limite ¢ — 0 e entao tomamos o supremo sobre todo « positivo.
Por outro lado, dado t > 0, escolhemos 0 < ¢ < f*(¢). Usando agora a propriedade |(c)]
concluimos que d¢(f*(t) —¢) > t. Em particular

sup a(dy ()7 > (F*(t) = e)(dp(f*(t) = )P > (f*(t) —)t'/”.

a>0

Fazendo € — 0 e tomando o supremo sobre todo ¢ positivo, o resultado segue. O

Do mesmo modo que existe uma relacao entre a funcao distribuicao de f e a
funcao distribui¢ao de alguns de seus truncamentos (veja a Proposigao [2.5)), é esperado
que podemos estimar o rearranjo nao crescente de algum truncamento de f usando f*. De

fato, esse resultado é apresentado na

Proposigao 2.19. Seja f € M(X), com dy < co. Fixado w > 0, construa as fungoes

w def
fx) = f2)Xqex : 17@)> 1) (2),

Fol@) = f@)Xex « @l (@):

Entao, temos

oy < 41 B se 0w @)

0, se s> w;

oy (s) < {0 se0=s<u 28)

f*(s), ses>w.

Demonstracao. O resultado é imediato seﬁ f*(w) = 0. Portanto, assuma f*(w) > 0.
Fazendo a = f*(w) na Proposic¢ao , temos as igualdades

Ay () = de(u), se u> f*(w), (2.9)
d(f*(w)), se u< fr(w);
dy(u) —ds(f*(w)), se u< f*(w).

Se s > w, entao por ([2.9)
(f)(s) =inf{u >0 : dpw(u) < s}
<inf{u € (0, f*(w)] : dpw(u) < s}
= inf{u € (0, f*(w)] : ds(f*(w)) < s}
= inf(0, f*(w)] =0

4 Como vimos na Proposigéo terfamos f¥ = f e f, =0, ou seja, (f*)* = f* e (fw)* = 0. Deste
modo, a condicdo (2.8) ¢é imediata, enquanto a condigao ([2.7)) vale pois f*(w) = 0 e o rearranjo f* é
nao crescente.
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e como dys, < dy, segue da Proposigao @ e do Teorema m que

(fu)"(s) = diay,)(5) < day)(s) = f*(s).
Agora, se 0 < s < w, temos
(f)"(s) < inf{u > f*(w) : dpu(u) < s}
=inf{u > f*(w) : ds(u) < s}
=inf {{u>0: de(u) <s}N(f(w),00)}
= inf {f*(s) N (f*(w),00)} = f7(s)

e o fato de f*(w) € {u>0 : dy, (u) < s} (afinal dy, (f*(w)) = 0 pela equagao (2.10))
implica que

(fw)'(s) =inf{u >0 : dys, (u) < s} < fH(w).

2.3 Um breve comentdrio sobre L?(X) e LY . (X)

Vimos no Teorema a equimesurabilidade de f e f*, ou seja, que df = dy-.
Consequentemente, dado 0 < p < 0o, obtemos de (2.1)) que

[e’e) L 1/10 [e'e) L 1/10
||f||Lp(X,M)=(p / o df<a>da) :(p / o df*<a>da) 1 s
(2.11)

e da definicao da norma infinito
[l oo () = Inf{s >0 dyp(s) = 0F =inf{s >0 : dp-(s) = 0} = ||| oo g ) -

Perceba também que [], : LY . — [0,00), vista na Definigao (pég. [20)),
pode ser escrita como [f], = sup,-o[a?d;(a)]*/?. Disso e da Proposicao obtemos
[f], = sup,~ t'/7 f*(t). Em suma, podemos escrever as funcoes ], e [], avaliadas em uma

funcao usando somente o rearranjo nao crescente da mesma.
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3 Espacos de Lorentz

Neste capitulo faremos uma breve introducao aos espacos de Lorentz, que serao
denotados por LP?(X), usando os conceitos trabalhados no Capitulo . Na primeira secao,
definiremos esses espagos e veremos como eles possuem propriedades similares a LP(X). Ja
na segunda se¢ao, veremos que os espagos de Lorentz sao quase-Banach e encontraremos
alguns subconjuntos densos. Na terceira secao, daremos condi¢coes necessarias para a
existéncia de uma norma em LP?(X) que satisfaz uma propriedade especial. As referéncias
para as duas primeiras se¢oes sao os Capitulos 484 de |Bennett e Sharpley 1988] e 1§84

de [Grafakos 2014]. Para a ultima se¢@o usaremos como referéncia [Hunt 1966].

3.1 Teoria basica de LP9(X)

Definigao 3.1 (Espacos de Lorentz). Sejam f € M(X),0 <p<ooel < q< oo

Definimos

e dt 1/q
tl/p*tq_) | 0 < pg < oo
||f||LP7q(X,u) = (/(] ( i )) t p,q (3.1)

sup,.o /7 f*(t), se)<p<ooeq=oo.

O conjunto de todas as funcoes f mensuraveis tais que || f|zro(x,.) < 00 é denominado
espaco de Lorentz de indices p e ¢, sendo representado por LP(X, u). Para facilitar
a construcao da teoria, também definimos L**°(X, ) como o préprio L>®°(X, ). Em
qualquer um desses casos, fazemos a identificacao usual de que duas funcgoes iguais em

quase todo ponto definem o mesmo elemento em LP9(X).

Se estiver claro pelo contexto e se nao existir risco de confusao, representaremos

LP9(X, p) simplesmente por LP(X) e ||| 15.4(x ) apenas por [[-[|, .

Exemplo 3.2. Sejam 0 < p < 0o e E € M um conjunto mensuravel. Pelo Exemplo
(pag. , temos (xx)*(t) = X[o.u(r))(t) para todo ¢ positivo e assim [|xz, ,, = p(E)YP.

Exemplo 3.3. Dados 0 < p,q < oo, veremos como se comporta [-[|, . quando é avaliado

em uma funcao simples nao negativa. Com a mesma notacao do Exemplo temos que

00 N T
HSOHE),(,:/O (tl/’”zammk_hmk)(t)> n
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Em particular, fazendo N = a; = 1 (ou seja, ¢ = xg, ), obtemos

1/q 1/ 1/q
p a p
HXE1 Hp7q = (5) <m({/p _ m%ﬂ”) = (5) M(E1>1/1’.

Observagao 3.4. Perceba que L*%(X) nao estd definido quando 0 < ¢ < co. Isto deve-se
ao fato de que ao fazermos p = oo na equacao (3.1]), deduzimos que [l o4 seria finito ao
ser avaliado em uma funcao simples se, e somente se, essa fungao simples fosse nula em
quase todo pontdﬂ. Ademais, em virtude das consideracoes feitas na Segao do Capitulo
(pég. B8], concluimos que LPP(X) = LP(X) e LP*>(X) = LP  (X).

weak

Observacao 3.5. Sejam 0 < p,r < 00 e 0 < ¢ < co. Uma consequéncia da Definicao [3.1] e

da Proposicao (pag. ¢ a igualdade
ST g = 1 g

Observacao 3.6. Alguns autores definem os espacos de Lorentz usando uma outra funcao,

a qual denotamos aqui por || - ||jpq. Para f € M(X),0<p <ooe0 < g < oo, seja

o] q do 1/q
(p/ (dy(a)/Pa) —) , se 0 < ¢ < o0,
1l = 0

«

(3.2)

Sup,-o ad ()P, se ¢ = 00,

e considere LP4(X) Lf {f e M(X) : ||fllpg < oo} Afirmamos que essa construgao

coincide com aquela feita na Definigao 3.1} Para provar tal fato, fixe 0 < ¢ < 0o (0 caso
g = oo segue da Proposicao (pag. B5)). Com a mesma notagao do Exemplo [2.3

(pag. , considere  uma funcgao simples nao negativa. Temos

w / N a/p N i
||90||([1p7q] - p/o (Z mz’X[ai+1,a¢)<a)> a/q—l da = P Z mf/p / aq—l do
1=1

i=1 @i+l
p a p Y
_ (P m;z/p a? —al,,) = (_) ! <mq/p _ mq/_p )
(2) oo =t = () St (i = mit

e pelo Exemplo Vale lellip.a = l1@llp,q- Mais geralmente, considere f mensurdvel. Pelo
Teorema (pag. |18), existe uma sequéncia de fungoes simples {¢,}, .y € M™T(X)

tal que ¢, 7 |f]. Gragas & Proposi¢ao [2.4[(d)] e ao Coroldrio (pags. e

respectivamente), obtemos d,, /* ds e ¢}  f*. Disso e do Teorema da Convergéncia

Monétona (Teorema [L.7, pdg.
o da\ Y/ . °° da\ 4
Il = (o [ (st 7)) 7 = 1 (o [ (@7 22)

(0% n—o0 (8%

00 q d 1/q o] q d 1/q
= lim (/0 (7705 (t)) Tt) =(/0 (77 (1)) %) = || fllp.q-

O rearranjo ¢* de uma funcao simples ¢ é uma funcao simples (veja o Exemplo pag. , de sorte
que ¢* =0 g.t.p para ¢ € L>?(X). Logo, pela Proposigao m (pag. , terfamos ¢ = 0 q.t.p.

1
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Exemplo 3.7 (Espago £P7(X)). Sejam 0 < p,q < oo e X um conjunto contavel.
Denotaremos LP9( X, P(X),#) por (74(X). Se f é mensuravel em (X, P(X),#), obtemos,

pelo Exemplo (pég. 31)), que
Z Xk k1) (8) f7 (K).
k=0

Deste modo, segue do Teorema de Fubini-Tonelli (Teorema [1.14] pag. que

oo . oo q oo 1 1
HfHZ,qz/O ta/p= (;X[k,kﬂ)(t)f*(k‘)) dt:kzzo(f*(k))q/k £4/P=1 gy

e pela definicao de supremo

11l oe = sup /pZX[k e (O (k) = sup (k + )7 f* (k).

k=0 k=1

Exemplo 3.8. Se i for uma medida finita, temos do Exemplo (pag. [33) que

() Ldt)
i / (tl/pf*(t)) - , se 0 < p,q < oo;
v = 0

sup0<t<H(X)t1/pf*(t), se0<p<ooeq=o0

J& mostramos no Capitulo [1| (Observagao [1.26], pag. que LPP(X) C LP>(X).
Deste modo, faz sentido perguntar se mais geralmente vale que L»9(X) C L»*(X) quando
0 < p,q < . Felizmente, a resposta para essa questao ¢ sim. Entretanto, para provar tal

resultado, precisaremos do seguinte resultado auxiliar:

Lema 3.9. Considere h : Ry — R, uma fungao nao crescente, 0 < a« < 1e > 0. Se
[e.e]
/ £ [R(1)]° dt < oo,
0
entdo a8~ é a constante étima na seguinte desigualdade:

ootﬂ—lh(t)dt agaﬁl—“ Ootaﬁ—l(h(t))“dt.
(f eimom) zor |

Demonstracao. Primeiramente, defina as fungoes f, g : R.g — R, por
fla)= [ ne di
0

e g(z) = (aBz). Seja {c,} nen € Rog, com ¢, /‘ oo e fixe n € N. Por construgao, f é

nao decrescente e absolutamente contmu em I & [0 ¢p]. Ademais, g é absolutamente

2 Uma fungdo F : [a,b] — R é absolutamente continua se dado e > 0, existe § > 0, tal que, para qualquer

colegao finita de sub-intervalos disjuntos {(a;,b;) C [a,b] : 1 <i < N}

N

Z(bi —a;) <46 implica Z |F(b;) — F(a;)] < e.

i=1
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contl'nu em J & [0, f(cn)]. Vamos provar que go f também é absolutamente continua em
1. Dado € > 0 existe 6 > 0 tal que, para qualquer colecao finita de sub-intervalos disjuntos
(wy, z;) em J, > (% —w;) < 6 implica ), |g(z) — g(w;)| < e. Como f é absolutamente
continua e nao decrescente, existe n > 0 tal que, para qualquer colecao finita de sub-
intervalos disjuntos (a;,b;) em I, > .(a; — b;) < n implica >, (f(b;) — f(a;)) < d. Logo

D lgo fb) —go fla)l = _lo(f(b:) — g(f(a)] <e
Seja y € I no qual f é diferenciavel. Evidentemente g o f também ¢ diferenciavel em y e

(90 )(y) = = (@BF ()" aBh(y) "y
y 1/a—1
(h(y)“aﬂ /0 U dt) afh(y) y*? !

(h(y)°y*?) " aBh(y)y™* !
= Bh(y)y”~.

Do Teorema Fundamental do Célculo (podemos usar esse resultado pois j& provamos que

>

go [ é absolutamente continua), temos
Cn Cn Cn, 1/04
5 [ ans [ ery oy = atre)-atr ) = (a8 [ e o a)
0 0 0
(3.3)
Como ({3.3)) foi provada para um natural n qualquer, podemos fazer n — oo. Pelo Teorema
da Convergéncia Mondtona (Teorema , pag. , concluimos que

Ootﬁ‘lh(t) dt ) < apl™® Ootaﬂ—l[h(t)]a dt.
() o) <o |

Por fim, para mostrar que a constante a8~ ¢ 6tima, considere h(z) = xp1)(x). Assim

00 e 1 @ 1
B-1 — B-1 e 1-a af—1
(/0 t h(t) dt) </0 t dt) 15} af /0 t dt

_apte /0 T e dt.
]

Teorema 3.10. Se 0 <p < o0 e 0 < g <r <oo, entao ||f|,, <C(p,qr)fl,, Em

p,r —
particular, temos as inclusoes LP?(X) C LP"(X).

Demonstracao. Caso 1. r = co. Sendo f* uma fungao nao crescente, vale

t . d 1/q t . . d 1/q 1/q
v = (4 [ ey )< (L o) ) < (9) sl

(3.4)

3 O Teorema Fundamental do Célculo nos diz que F : [a,b] — R é absolutamente continua em [a, b] se, e

somente se, F’ existe ¢.t.p. em [a,b], F’ € L*[a,b] e vale F(z) — F(a) = [} F'(y) dy para a <z <b.
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e o resultado segue tomando o supremo sobre t positivo em ambos os lados de (|3.4]).

Caso 2. r < co. Defina h(t) = (f*(t))", @ = q/r e 8 = r/p. Pelo Lema [3.9 obtemos

0 alr 1—q/r poo
1115, = (/0 tr/p‘l(f*(t))rdt) < (g) (%) /0 Ha/mE/mL L () gy
—q/r (o)
GG [ o
r\ YT
(9 (5) " st
p) \p

[]

Observagao 3.11. O Exemplo 3.2] e o Lema [3.9 mostram que as constantes encontradas
no Teorema sao as melhores possiveis. De fato, fazendo f = xjo1) alcancamos a

igualdade nos dois casos.

Proposigao 3.12. Sejam 1 < p; < p < ps < oo. Entdo, para cada f € LP*°(X), existem
funcoes f; € LP1Y(X) e fy € LP»1(X) tais que f = fi + fo. Ademais, valem as inclusoes

LP(X) C LP®(X) C LPYL(X) + LP2Y(X) C LPY(X) + LP2(X). (3.5)
Demonstracao. Considere f € LP>(X). Se f*(t) = 0 para todo t positivo, entdo nao ha

nada a ser demonstrado, pois pela Proposicao (pag. teriamos f = 0 em quase
todo ponto. Assim, seja w € R- tal que f*(w) > 0. Defina

fi(z) = f(x)X{xeX : |f(x)\>f*(w)}(f€),
fo(@) = f(@)Xieex : 1£)<f* @)} (@)

Como f7 contém a “parte grande” de f e fy contém a “parte pequena”, é intuitivo pensar

que f1 € LPY1(X) e que fy € LP>»!(X). Para provar isso, usaremos as desigualdades da

Proposigao (pég. [37)). Por (2.7)
[ frllpr 2 = / tPL (1) (t) dt < / tPL () dt (3.6)
0 0

Estando f em LP* por hipdtese, temos f*(t) < t~Y?| f|,- para qualquer ¢ positivo.

Consequentemente, por (3.6

’ —1/p— bp _
il < [0 et = |l (S ) it
0 pP—D
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Analogamente, invocando ([2.8)

1 allpas = / £7 () (1)
< Y 1/p2—1 px* d > 1/pa—1 rx d
_/Ot f(w)t+/t F(t) dt

w

< pow/? f* () + / UL

ﬂ) wt/P2—1/p Hf” .
p2—D P

_ pp -
< powtP P f| (1)2—_2])) e

p2
= (G2 Y w gl
D2—Pp P

— p2w1/p271/pw1/pf*(w) + (

Deste modo, f; € L% (X) e fo € LP»}(X), de sorte que LP>*(X) C [P (X) + LP21(X).
As outras duas inclusoes de (3.5)) sao devidas ao Teorema m, pois para i € {1,2}

[P(X) = LPP(X) C LP™®(X) e  LPY(X)C LPP(X) = LP(X).

O
Observacao 3.13. Em particular, a Proposicao [3.12| nos garante a inclusao
LP>(X) C LPY(X) + L (X).
Poderiamos verificar esse fato de uma outra forma. Definindo para cada « positivo
fi(@) = f(@)X(eex - f@)>a}(T),
fo() = f(2)Xqwex « 15)1<a} (T), (3.7)

verfamos que f; € LPi(X) para i € {1,2}. De fato, combinando (2.1) (pag. [27) com a
Proposicao (pag. e repetindo as ideias da prova da Proposicao [3.12, teriamos

LAl = py / @14, (1) dt = py (/ 2114, (a) dt + / tpl—ldfu)dt)
0 0 o

< a”dy(a) + py / (| FIE ) d

07

<@ Il [l [

«

=apl-pufu;zm+ap1-pufugoo( D )

P1—DPp
_ p pP1—p p
= (8% s
() el
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I = [ e ([t a0 gy [Teou)
0 0 o

< —ardga) s [ Tt ) d
0

Sa”ﬂumw+m-wmm/"WW*w
0

= It (2
b2 —Dp
2p2 —p _
= (=)
pP2—Dp
A principal vantagem da construcao de (3.7)) é que as funcoes f; e fo dependem de um

parametro o qualquer, que nao necessariamente esta na imagem de f*.

Proposicao 3.14. Sejam 0 < p,q < co e f € LP4(X). Entao
VT

O leitor ja deve ter notado alguma semelhanca desse resultado com aquele visto na
Observagao m (pég. . Antes de prosseguirmos para a demonstracao, precisaremos do

seguinte resultado:

Lema 3.15. Sejam (R.g, J,v), tal que qualquer intervalo I = (a,b), com 0 < a < b,
pertence a J e g : Ryg — R™ uma funcao mensurdvel, continua pela direita, com

SUPsso 9(t) < 00. Se v(I) > 0 para cada I, entdo sup,. 9(t) = |9l -

Demonstragdo. Note que sup,.g(t) > ||g||,, sempre ocorre (relembre da definicao de
supremo essencial). Portanto, para verificar a afirmagao, precisamos apenas mostrar que
SUPsso 9(t) < |9l .- Suponha por contradigao que essa desigualdade nao ¢ valida. Entao,
existe n > 0 suficientemente pequeno tal que sup,- g(t) >+ ||g/.. Por outro lado, pela
defini¢ao de supremo, existe so > 0 tal que g(so) +1/2 > sup,., g(t). Deste modo, obtemos

9(s0) >n/2+ |lgll - (3.8)
Pela continuidade a direita de g, existe um 6 > 0 tal que se s € (sg, 50 + ), entao

g(s0) < g(s) +mn/2. Disso e de (3.8)), obtemos g(s) > ||g||., para qualquer s € (sq, so + 9)
(que tem medida positiva, por hipétese). Absurdo. ]

Demonstragao da Proposicao[3.14 Seja f € LP9(X). Devido a inclusdo de LP7(X) em
LP>°(X) vista no Teorema [3.10] afirmamos que a funcao g : Ryy — [0, 00) definida por
g(t) = f*(t)t'/? é mensurdvel e pertence ao L"(Rsg, \) (veja o Exemplo pag. [23) para

qualquer ¢ < r < oco. A mensurabilidade de g é imediata. Além disso, se r < oo, temos

1fllp.r = 1191 £r s, (3.9)
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(veja , Exemplo , pag. , enquanto a igualdade
1f1lpoo = 91l Lo o,y (3.10)
decorre do Lema [3.15] j& que g é continua pela direita, para quaisquer 0 < a < b
Al(a, b)) = log(b) —log(a) >0 e supg(t) = || fllpoo < 0.
Finalmente, usando , e a Observacao m (pag. , concluimos que

T | fllpr = 10 (190 = 19 ey = 1o

]

Até agora mostramos algumas propriedades interessantes da funcao [|-[|, .. Entre-
tanto, em nenhum momento provamos se ele define uma norma ou nao. O préximo exemplo

sera util para pensarmos nessa questao.

Exemplo 3.16. Sejam 0 < p, ¢ < oo e considere as funcoes f, g definidas no Exemplo 2.1
(pag. . Assim, fixado t € Ry, temos f*(t) = g*(t) = (1 — t)xj0,1)(t). Portantolﬂ

1 lirney + Dollinaie, =2 ([ (0700~ o) )
0

1 1/q 1/q
r r 1
-9 </ tq/pﬂ(l _ 25)q+171 dt) —9 < (Q/p) (q + )) 7
0 I'(g/p+q+1)
sendo que a tltima igualdade vélida pelo Teorema [3| (Apéndice , pag. . Por outro
lado, em vista do Exemplo |3.3], obtemos

00 q d 1/q
Hf—i_g“LI%Q(]R_‘_,m) = (/0 (tl/p(f+g)*(t)) _t)

t

([ o))

Consequentemente, se vale a desigualdade triangular para estas fungoes, devemos ter

1/q I I 1/q
p (¢/p)T(g+1)
z = || f+ < + =2
<q> Hf g‘|LP’q(R+,m) = "fl‘LP’q(R+,m) ”g”Lqu(R_»,_,m) (F(Q/p q 1) )

ou seja

1 _ql(g/plg+1) _ Tlg/p+DI(g+1)

20 = pT(g/p+q+1)  Tla/p+q+1)
o que nem sempre ocorre (tome p € N e ¢ = kp, com k natural suficientemente grande).

Assim, a fungao [|-[|, , ndo define necessariamente uma norma. Mostraremos na
proxima secao que a desigualdade triangular vale a menos de um fator constante maior
ou igual a 1, de sorte que ||-||, , ¢ uma quase-norma em LP?(X). O leitor que ainda nao ¢
familiarizado com o conceito de quase-norma e de espacos quase-normados pode consultar

o Apéndice (pég. B9).

4 T(a) é a funcao Gama no ponto a (veja o Apéndice pag. .
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3.2 Propriedades topolégicas

Teorema 3.17. Dados 0 < p < o0 e 0 < g < 00, 0 espago (LP9(X), [-[|, ) é um espago

quase-normado.

Demonstragao. E claro que [|-[|, , ¢ uma fungao nao negativa para qualquer 0 < p < oo e

0 < ¢ < 00. Para o que se segue, fixe f,g € LP4(X) e c € R.

Caso 1. ¢ = oo. Como sup,.,t/Pf*(t) = 0 se, e somente se, f*(t) = 0 para qualquer ¢
positivo, segue da Proposicao (pag. que HprOO =0 se, e 50 se, f =0 em quase
todo ponto. Ademais, pelo item [(a)] da Proposicao (pag.

lefll,00 = sup t'/2(cf)*(t) = supt'Plcl f(t) = |e|sup "/ f*(t) = || || f
t>0 t>0 t>0

p?m :
Finalmente, usando novamente a Proposicao @, concluimos que

1+ 8l 0 = SUD /(] +9)' (1) < sup 7 (1°(1/2) + "(8/2)

t>0

= sup(2u)'7 (f*(u) + " (w)

< 2i/p (sup u'/? f*(u) + sup ul/pg*(u))

u>0 u>0

= 27([| fll0 + l9ll00)-

Caso 2. ¢ < 00. Se ||f|lp.g = 0, entao || f||p.c = 0 (cf. Teorema [3.10)) e pelo caso anterior
(g = o0) temos f =0 g.t.p. A igualdade ||cf][,, = [c| | f],, também ¢ imediata. Ademais

dt

< (/OOO (tl/p(f*(t/g) +g*(t/2)))q 7>1/q
([ Emarw s oy £

em que 032 ¢ a dilata(;éoﬂ pelo fator 1/2. Consequentemente, usando a Observagao m
(pag. para LI(R-g, \), concluimos que

. 1/q
(/0 [#17012(£7)(0) + 17%02(g) ()" %)

< o/ [( /0 h [£1/76, 5 f) ()] %)w + ( /0 h [£1/76,12(g%)(t)]" %)1/1 . (3.11)

5 Para cada h:Rsg — [0,00] e t € Ry, temos
d1/2(h)(t) = h(t/2).

Como R é fechado por dilatagoes positivas, vemos que ,.(+) estd bem definida para cada r positivo.
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Finalmente, usando a defini¢ao de d;2(-) e fazendo a mudanca de varidvel ¢/2 = s, obtemos

1S+ gl < 20 (|

pa 10,4 ) (3.12)
O

Lema 3.18. Sejam 0 < p < 00, 0 < ¢ <r < 00. Se {fn},ey ¢ Cauchy em LP(X), entao
{fa}nen ¢ Cauchy em LP7(X). Ademais, se {f,},oy ¢ Cauchy em LP>°(X), entdo f, & f.

Demonstracao. A primeira parte é imediata pelo Teorema |3.10] Para a segunda, fixe «

positivo. Dado 0 < € < «a, podemos encontrar ng € N tal que, para quaisquer m,n > ng

SUD (g, 1) (8) s = |l = Fullpoo < 717
s>

Em particular, temos d(y,,_s,)(€)/Pe < e'*1/P ¢ a convergéncia em medida segue dessa
desigualdade notando que a funcao distribuicao é nao crescente:
d(fp—pu) (@) < dig—p)(€) <&
[

Coroldrio 3.19. Sejam 0 < p < oo e 0 < g < 00. Se {f},,cn ¢ Cauchy em LP9(X), entdo

existe uma subsequeéncia { fy, },cy que converge ¢.t.p. para uma funcao mensuravel f.

Demonstracao. Basta combinar o Lema com a Proposigao (pag. . [l

Teorema 3.20. Para quaisquer 0 < p < oo e 0 < ¢ < 00, 0s espagos LP(X) sdo completos

em relacao a sua quase-norma e, portanto, sao espagos Quase-Banach.

Demonstragdo. Seja {f,},cy Cauchy em LP9(X). Pelo Corolério [3.19] existe uma sub-

sequeéncia { fu, },cy que converge ¢.t.p. para uma fungao mensuravel f. Em particular,

para qualquer M natural fixado, temos limy_,o | fn, — fruu | = |f — fuu | Para quase todo
ponto, seguindo do Corolario [(b)] (pég.
(f = fun)" (1) < h,ggg)lf(fnk — fan)" (D) (3.13)

Caso 1. ¢ = oo. Multiplicando ambos os lados de (3.13)) por t'/? e tomando o supremo
sobre todo t positivo, obtemosﬁ

1= Frule < s0p (mind /(o = Fr)'(0)

—00 t>0

< lim inf (suptl/f“(fnk - an)*<t>> = liminf [ fo, = farllpo - (3:14)
—00 ’

6 Como a estimativa tY/P(f,, — fny ) (1) < sUPyoqtY/P(fur — fane)*(t) vale para cada k natural e ¢
positivo, temos infy>; t1/P(fn, — fny)*(t) < infys; (Supysg /P (Fap — frn)* (). Portanto

im inf +1/P _ (1) < lim inf sup $1/7P _ *
jlggo Igt (frr = frnr) (t)_qugo g;iggt (fr = Frn )" (1)

e a desigualdade anterior é preservada se tomarmos o supremo sobre t positivo em ambos os lados.
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Por fim, fazendo M — oo em ((3.14) e usando o fato da sequéncia ser Cauchy em LP*°(X)
A}linoo Hf - anHp,oo S ]Vlllinoo hggolf ||fnk - anHp,oo = 0.

Caso 2. ¢ < co. Elevando ambos os lados de (3.13)) & poténcia ¢, multiplicando por t4/7~1

e integrando em [0, 00) com respeito a medida de Lebesgue, obtemos
1 = Frllt, < [ (0 tmin(foy — for)*®)" % < timint £, — fon |1
nMmllp,qg — 0 k00 ng nm t ~ koo ng nMmllp,q
sendo a ultima desigualdade vélida pelo Lema de Fatou (cf. Lema m, péag. 22)). Por fim
i ([ = fuy, [, < Jim i, — o 12, =0.

Portanto, em qualquer um dos casos anteriores, limy/o0 || f — fay |, = 0. Em particular,
tomando M; grande o suficiente tal que Hf — fru, Hpq < 1, concluimos que f € LP4(X).

De fato, sendo ||-[|, , uma quase-norma
1£1lp0 <€ @) (I1F = Fusa ly + s [,,) < C 0@ (14 [Fans ) < o0

A conclusao segue notando que, de modo geral, se uma sequéncia de Cauchy
tem uma subsequéncia convergente em um espaco quase-normado, entao a sequéncia é

convergente para o mesmo limite. O

Definicao 3.21. A classe das combinacoes lineares finitas de funcoes caracteristicas de

conjuntos com medida finita serd representada por S(X). Em outros termos

N
S(X) = {chxgk : NeN, ¢, € Re u(Ey) < oo para todo k € {1,2,...,]\7}}.
k=1

Denotaremos S(X) como o conjunto das fungoes simples finitas. Também definiremos

SEH(X) dzef{f:X—ﬂR:EIi,jEZ,igj,Engep(Ek)<oo

J
para k € {i,1+1,...,j}, de modo quef:ZQ_kXEk}
k=i
e So(X) = {g: X =R :3f, o€ S§(X) tais que g = f1 — fo}.

Observacao 3.22. E importante notar que se f,g € So(X), entdo f 4 g € So(X). Além
disso, Sp(X) é fechado por truncamento de fungdes (veja a Defini¢ao pég. . Porém,

o fato de f € Sp(X) nao garante que cf € Sy(X) para um nimero real ¢ qualquer.

Teorema 3.23. Suponha que 0 < p,q < oo. Entao Sy(X) é denso em LP?(X).
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Demonstragao. Sejam 0 < p,q < oo e f € LP9(X). Suponha primeiro que f é ndo negativa.
Devido ao Teorema temos f € LP*>(X). Portanto, vale que

dy(a) < [[[fllp.oc)/a]” < oo,
PO S N fllyoe t17 < 00,

para cada «,t > 0 (veja a Observagao . Dai, deduzimos que o conjunto
Ay ={a>0:dsa) <t}

é nao vazio. Assim, fixado n € N, existe b,, € Ay—». Em particular, podemos tomar k,, € Z
tal que 2%» € Ay-n (pois, sendo d; nao crescente, vale d;(2%) < d;(b,) < 27"). Escrevendo
de outra forma, temos

p({zeX: f(z)>2"}) <2 (3.15)

Defina o conjunto E, = {x €EX :2"< f(x) < 2’“”}. Segue por definicao que
w(E,) <df(27") < co. Dada a fungao fxg,, considere g, uma de suas representagéesﬂ na
base 2, isto é, g,(z) = E;";kn dj(x)277, em que d; € {0,1}. Agora, para cada j > —k,,
defina B; = {z € E, : dj(x) = 1}. Claramente ;(B;) < u(E,) e gn = > .22, x5,277.

Construa

falz) = ) 27y, (2). (3.16)

Por construcao, f, € S (X) e fn < gn = fxg, < f. Se z € E,, entdo g,(x) = f(x)
e assim - -
f(@) = ful@)| = D xp27 < > 27 =27
Jj=n+1 Jj=n+1
Caso contrario, isto é, se € E, (f(z) < 27 ou f(x) > 2*) temos f,(z) = 0. Em
particular, f,, < f e assim f¥(¢) < f*(¢). Ademais

Ay (@) = p({z € B, ¢ |f(@) — ful@)| > 27"} +ul{z € B : |f(x) — ful) > 27D)

-

%)

7 Dizemos que um ntimero real nao negativo r estd escrito na base b, com b natural maior que 1, se

existem N € Ne d; € {0,1,...,b— 1} tais que 7 = Y ;= 5 dxb~". Em nosso argumento, estamos
usando o fato de que qualquer nimero real r nao negativo admite uma representagao na base 2. Para
ver isso, considere ng o maior inteiro satisfazendo ng < r. Por indugao, escolha para cada k € N o maior
numero dj, € {0,1} satisfazendo ng + Zle d;27% < r. Como existe 8 € N tal que ng = Z?:—B d;27"
(qualquer inteiro ndo negativo pode ser escrito como uma soma de poténcias de 2), obtemos

k
7 = sup Z d;27".
keN T

Em geral, nio temos unicidade na representacdo, afinal 20 = 1 = 2211 27F. Escrevendo fxp, em base
2, a maior poténcia nao nula de 2 que aparecerd é k,, em razdo de f(z)xg, () < 2%» para todo z € X.
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e pelas observagoes anteriores, bem como de (3.15)), obtemos ds_y, (27™) < 27". Portanto,
dado 27" <t < o0, temos 27" € {s >0 : ds_y,(s) <t} e

(f = £ () < (F = fu) @) =inf {s >0 : dy_p,(s) <27} <27

Mas isso implica que (f — f,)*(t) == 0. Finalmente, usando a Proposicio @ (pag.
35), obtemos (f — f,,)*(t) < f*(t/2) + f:(t/2) < 2f*(t/2) e nossa tese para fungdes nao
negativas segue do Teorema da Convergéncia Dominada (cf. Teorema pag.

. de\ V4
i 11 =l = ([ (0 Jim s = 5 @)" ) =0

Em geral, dada f € LP?(X), faca a decomposi¢ao f = fT — f~ (vista no Capitulo
1). Construa sequéncias {f 1) }nen € {fin2) tnen em Sg(X) que aproximam f* e f~,

respectivamente. Defina a sequéncia {f,, }nen € So(X) por fo = frm1) — fin,2). Logo

T [1f = full,y < lim C.q) ([1£F = S, + 157 = fnll,,) =0

g
[l

Corolario 3.24. Se 0 < p,q < 00, entdo S(X) é denso em LP9(X).

Demonstragao. Basta usar o resultado anterior, notando que Sp(X) C S(X). O

3.3 Condicoes para normabilidade

No Teorema [J] do Apéndice provamos que todo espago (X, ||||) quase-normado
admite uma métrica, a qual é proveniente de uma poténcia de uma quase-norma -
subaditiva equivalente a |[|-||. Como ja conhecemos algumas propriedades da fungao dis-
tribuicao e do rearranjo nao crescente, podemos nos perguntar se podemos fazer algo
melhor para os espacos de Lorentz. Nesta secao estaremos interessados em dar condicoes

suficientes para a existéncia de uma norma que seja equivalente a quase-norma ||-| v

Lema 3.25. Seja F um subconjunto de X com u(E) < co. Suponha que f € LP*>(X)
para algum 0 < p < co. Entao, para cada 0 < ¢ < p, temos

q b 1-q/p q
JE (p_q)u(E) T (3.17)

Demonstragao. Sem perda de generalidade podemos assumir que p(E) > 0 (j4 que se
p(E) = 0, como 1 —¢q/p > 0, o resultado ¢ trivial) e || f||, ., > 0 (ja que o resultado é 6bvio
se || f]|, . = 0, pois como |[|-[|, ., é quase-norma terfamos f = 0 ¢.t.p.). Primeiramente,

COMO SUP,~ o ady ()P = IXEfIl) 00 < IIf1l, 0 temos para qualquer o > 0

yps(@) < min {u(E), a7 |15}
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Portanto, definindo 6 = p(FE)~1/? [ f]l, 00 > 0 e usando a igualdade vista em (2.1)) (pég. )
[ 1@l du) =4 [0t sta) da
E 0
0 00
< q/ 2 u(E) da+q/ ™! (a‘p||f||§7oo> do
q _ _
W(EB)PIFIE o+ 1FI o (T) n(E) P fln
p—q
Y ey

]

Teorema 3.26 (Normabilidade de LP*°(X)). Considere 1 < p < oo. A fungao
||'||(p,oo) 1 LP>(X) — [0, o0] definida por
def
Il oy = sup u(E)" 1/ |fldu
O<u(E)<

¢ uma norma em LP*(X) que é equivalente a quase-norma ||-|| isto é, para cada

f e LP>*(X) temos que

p,007

e < Wl < (527 ) 161 (3.8

Demonstragao. Antes de verificar que [|-||, .y ¢ uma norma, vamos provar as desigualdades
dadas em (3.18]). Para a > 0, definimos A, = {x € X : |f(z)| > a}. Como f € LP*(X),
temos 1(Ay) = ds(a) < 0. Se dg(a) = 0, entdo ds(a)/Pa < [ fll(p.00)- Se dy(cr) > 0, entao
p(Ay) > 0, de sorte que

1711y 2 p(Aa) P / Fldp > p(Aa)"" p(An)or = ady(a)”

@

e a primeira desigualdade segue tomando o supremo sobre todo « positivo. Para a

segunda, invocamos o Lema m (com ¢ = 1) e obtemos para qualquer conjunto £ com

0 < u(E) < oo
By [ 11l (2] 15l

(o) € wma norma. Se || f|[,, ., = 0 temos por (3.18) que f =0
q.t.p. (pois |||, ., é quase-norma). Além disso, a propriedade ||cf{|, .,=[cl [[f]l, ) é Sbvia

Verificaremos agora que ||f||

para qualquer ¢ € R. Por fim, dado ¢ > 0, existe um conjunto E., com 0 < u(E.) < oo,
tal que

14 Gl < &+ BN [ 17+ gl
Ee

e pela Desigualdade de Minkowski (Teorema [1.19] pég.

||f+gH(p7oo) < €+M(E€)1/p71 ‘f+g’du
Ee

§€+M(Ea)1/”‘1/ Ifldu+u(Ea)1/”‘1/ 9l dpe < &+ 11 fll pooy T 191l (poc) -

€ €
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Fazendo € — 0T, o resultado estéd demonstrado. O

Vimos no teorema anterior uma condicao suficiente para a normabilidade dos
espacos LP*°(X). Naturalmente, podemos nos perguntar quais condigoes sao suficientes
para garantir que os espacos LP4(X), com ¢ < 0o, sao normaveis. Para responder essa

questao, precisaremos de diversos outros resultados.

Lema 3.27. Dado £ € M e f € M(X), temos

w(E)
d “(t) dt.
/Elflué/o fo(t)dt

Demonstra¢ao. Primeiramente, usando a equagao (2.11]) (veja pag. |38) temos

[ = [ 1rxelda= "o

Em consequéncia de |fxg| < |f], vale (fxg)* < f*. Além disso, como d(fy,) () < pu(E)

para qualquer « positivo, obtemos (fxg)*(t) = 0set > pu(FE). Combinando esses resultados

| fl dp = OO(fXE>*(t)dt: ME)(fXE)*(t)dtS M(E)f*(t)dt.
=) / /

]

Lema 3.28. Considere f: R, — [0, 00] uma func¢do nao crescente. Entdo, para quaisquer

z,y € Ry, com 0 <z <y, vale

é/oyf(s)dsﬁi/oxf(s)ds

Demonstracao. Sendo f mondtona nao crescente e nao negativa, temos

i/oyf(s)dpi(/xf(s)ds+/yf(8)d8>
Si( i f(s)ds + — y—fv)%f(%))
< (2 [ roas+ B [ as) =1 [ s

Lema 3.29. Dada f € M(X), temos para qualquer ¢ positivo

e [, =g [ rod
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Demonstragao. Fixe t € Ry e considere £ C R, com ¢t < pu(E) < co. Segue do Lema

3.27, do Corolario (veja pag. e do Lema [3.28 que

LE)/Ef*(smssﬁ/ow)(f*)%s)ds:ﬁ/o“@ s < [ Fsas

(3.19)
Agora, defina A = [0, t]. Por construgao, temos A C R, e ¢t < pu(A) < oo. Consequente-

mente, tomando o supremo sobre os conjuntos F em (3.19)), obtemos

I 1 . t
e [ s e g [ [ e

]

Teorema 3.30 (Normabilidade de LP9(X)). Sejam 1 <p < oo e 1 < ¢ < oo. Dada
f € LP9(X), considere f**:R.y — [0, 00] definida por

sup / Fldu,  set < p(X):
f**(t) dzef t<p(E)<oo M (320>
?/ | f] dp, se t > u(X).

be

Entao [|-[|, , : LP(X) — [0, 00] dada por

. 0o g d 1/q
1l ([~ @) ) (3.21)

¢ uma norma em LP?(X) que satisfaz

p
1y < W6 < (527 ) 1 (3.22)

Demonstracao. Seja f € LP9(X). Usando o Teorema vemos que df(a) < oo para
qualquer « positivo, afinal f € L»*°(X). Dado t > 0, vamos provar que

@) < @) < ()7 @) (3.23)

Caso 1.t > ,u(X) Pelo Exemplo [2.13] (pag. [33)), temos f*(¢) = 0 e assim a primeira
desigualdade de é imediata. Para estabelecer a segunda, combinamos o Lema m
com o Lema mﬁ

1 1 [HX) 1 [t
4 [ | f*(s)dss—/f*<s>ds

= _sw / F(s)ds = () (). (3.24)

t<u(E)<oo /1“

8 *ok

Vale ressaltar que a ultima igualdade de (3.24) é vélida pela definicao de (f*)
naturalmente definida em um conjunto de medida infinita.

, jA que f* esta
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Caso 2.t < pu(X). Novamente a primeira desigualdade é imediata caso f*(¢) = 0. Assumindo
que f*(t) > 0, construimos E; = {z € X : |f(z)] > f*(t)}. Por construgao, temos

p(Ey) < dp(f*(t)/2) < oo.

Por outro lado, definindo a,, 1 f5(t) = [f*(t)/(2n)] para cada n natural, obtemos

Et:ﬂ{xEX | f(@)] > ant,

neN

seguindo da continuidade por cima de p que pu(E;) = lim,,_, ds(a,). Consequentemente,
devemos ter p(FE;) > t, sob pena de existir algum N € N que satisfaz a estimativa
d¢(an) < t, contradizendo a definicao de f*(¢):

fr(t) =inf{s >0 : df(s) <t} <ay < f*(1).
Portanto, usando o fato de t < u(FE;) < co concluimos a primeira desigualdade de ((3.23)):

vy s L 1
d (t) = M(Et) Ey |f‘ i = M(Et)

A segunda desigualdade de (3.23)) é uma mera consequéncia dos Lemas e|3.29] afinal

1 1 e I ey
T s s [ e as< g [ reds=

Agora que o resultado de (3.23]) foi provado, usaremos tais estimativas para estabe-

lecer (3.22)). A primeira desigualdade de (3.22)) é imediata, pois basta combinar (3.21]) e
(3.23). Para a segunda, invocamos o Lema

00 q d 1/q
Il = ([~ @) )

<([ @reror ) " ([Teewm ([ 1o ds>q ) " e

e aplicamos a primeira desigualdade de Hardy (Corolério 18] pag[95) em (|3.25]
P P g y pag

q 4 (a—a/p) Ve p
—(g—q/p)—1 [ £% (41 _
1l gy < (q_q/p) (/0 (TP ()] dt) = (p—l) £, -

Resta ainda verificar que |-, satisfaz todas as condi¢bes de uma norma. Se
|]f||(p7q) = 0, entao (3.22)) garante que f = 0 em quase todo ponto. Dado ¢ € R, a igualdade

lef Nl gy = lel 11l ) segue da definicao. Verificaremos agora a desigualdade triangular.

p(E) (1) = f7 (1)

Fixado ¢ positivo, obtemos para cada € > 0 um conjunto E., com ¢t < p(F.) < oo, tal que

k% 1
(f+9) (t)<5+m E€|f+9|dﬂ
1 1 *k *%k
§€+M(E€> E€|f|du+M<E€) Ea\g\duésﬂ” (t) + g™ ()
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Consequentemente, fazendo € — 07, temos (f + g)**(t) < f**(t) + g**(¢). Logo

4ol = ([ @00 o) ) < ([T @ oy )
(3.26)

de sorte que a desigualdade triangular de H-||(p7 ;) Segue de (3.26)) e da Desigualdade de
Minkowski para LY(Rsg, A) (cf. Teorema pag. 24):

oo . q dt 1/q o0 . q dt 1/q
I+ ol < ([~ @) )+ ([T @ @) F) =1l + lally -

]

Observacgao 3.31. Alguns autores definem f**: (0,00) — [0, 00] de uma forma diferente:

e def 1[0,
IRV /0 F(s) ds, (3.27)

ou seja, eles preferem usar somente f* para definir f**. O Lema m garante que
coincide com se usarmos f* no lugar de f. Entretanto, devemos nos lembrar que o
rearranjo nao crescente f* estd naturalmente definido em R,. Em geral, a construcao de
pode ser feita se o espago estiver munido de uma medida ressonanteﬂ, aparecendo
complicacoes na demonstracao do Teorema [3.30| se esse nao for o caso. Por isso optamos

pela construgao de (3.20)), devido ao seu cardter menos restritivo.

Observacao 3.32. Nesta secao exibimos condicoes suficientes para a normabilidade dos

espagos de Lorentz. Vimos que LP?(X) é normével se

e p=q=1ep=q= o0 (pela Desigualdade de Minkowski - Teorema |1.19] pég. .
e 1 <p<ooeq=oo (pela normabilidade de LP*°(X) - Teorema [3.26));

e 1 <p<ooel<qg< oo (pela normabilidade de LP?(X) - Teorema |3.30));

Na realidade, essas condigoes também sdo necessérias. Com efeito, os espagos LP4(R~q, m)
nao admitem uma norma equivalente a [|-||, . nas outras combinagdes de p e g. A prova da

inexisténcia dessa norma equivalente pode ser encontrada nas péaginas 260 e 261 da Secao

2 de [Hunt 1966].

Dado (X, M, i) espago de medida, um conjunto A € M é chamado de dtomo se u(A) > 0 e se para
cada B € M, com B C A e u(B) < u(A), temos u(B) = 0. Uma medida u é dita ndo atémica se ela
nao possui dtomos. O espago (X, M, u) é dito “ressonante” se u for o-finita e ndo atémica ou se X é
uma unido (no maximo enumeravel) de dtomos com igual medida.
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4 Interpolacao de operadores

Neste capitulo falaremos um pouco sobre interpolacao de operadores nos espacos
de Lorentz. Na primeira secao apresentaremos o conceito de operador quase-linear e
definiremos os “tipos” de um operador. Na segunda, apresentaremos os resultados centrais
desse trabalho: duas versoes do Teorema da Interpolagao de Marcinkiewicz. Na terceira
secao faremos algumas aplicagoes da interpolacao de Marcinkiewicz a teoria de integracao
fraciondria. As referéncias para as duas primeiras se¢oes sao [Liang, Liu e Yang 2011 e o
livro [Grafakos 2014] (Capitulo 184). Para a dltima se¢do usaremos como referéncias [Hardy
e Littlewood 1928] (veja §4), [Stein e Weiss 1958] (veja §3) e as notas de aula |[Carneiro
2015] (veja §3).

4.1 Operadores quase-lineares

Defini¢ao 4.1 (Operador quase-linear). Um operador 7': D C M(X) — N(Y) é dito

quase-linear se existe uma constante K > 1 para a qual valem as estimativas

T =1dTH W e T +9W < KITHWI+T(9W)])  (41)

para todo y € Y, ¢ € R e para quaisquer f,g € D. Se K = 1, diremos que 7" é sub-linear.

Até o final do presente capitulo, T representara um operador quase-linear, D sera
um subespago linear de M(X) fechado por truncamento de fungdes (cf. Definigao [1.2] pdg.

que contém Sy(X) e K serd a constante do operador 1" como na definigdo acima.

Exemplo 4.2. Sejam 0 < p < 00, 0 < ¢ < o0 e f:Y — R uma fun¢ao em N(Y).
Defina T : S(X) — N(Y) por T(¢)(y) = ll#ll,, f(y). Como [|-[|,, é uma quase-norma
(Teorema pég. [A7)), existe uma constante K > 1 tal que para quaisquer y € Y, ¢ € R,
0, € S(X) vale

(e + )W) = 9+l 1f )] < K (Il + 101],,) 17 9)]
= K (Il LF @)+ 10,4 17 ®)]) = K (T@)@)] + 7))

Do mesmo modo |T(cp)(y)| = |¢||T(¢)(y)|, de sorte que T é um operador quase-linear.

Definigao 4.3 (Operador limitado). Assuma que 0 < p,qg < oo e 0 <7, s < co. Entao
T:LP"(X) — L¥(Y) é dito limitado se existe uma constante C' tal que para qualquer
fungao f € LP"(X) vale

1T, <UL, -
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Definicao 4.4 (Regularidade de um operador). Sejam 0 < p, g < co. Diremos que T’

¢ de tipo forte (p,q) se existe uma constante C' tal que

ITHNl, < CUAIL

para toda f € D N LP(X). De modo anélogo, diremos que T é de tipo fraco (p,q) se
existe uma constante C' tal que, para qualquer f € D N LP(X), vale

1T, < C 1AL ]

Por fim, T é dito de tipo fraco restrito (p,q) se existe uma constante C' que satisfaz

1T (xa)llg00 < Cllxall,

para todo A C X de medida finita. Quando p < oo a tltima desigualdade se traduz em

||T(XA) ||q,oo S C/’L(A)l/p

Na definicao anterior diremos que a constante C' é a constante do tipo do operador
(por exemplo, T € de tipo fraco (p,q) com constante C). Pelo Teorema (pég. todo
operador de tipo forte (p, q) é de tipo fraco (p, q). Evidentemente todo operador de tipo

fraco (p, q) é de tipo fraco restrito (p,q). O contrério nem sempre é valido, pois:

e existe 1" de tipo fraco restrito (p,q) que nao é de tipo fraco (p, q);

e existe T' de tipo fraco (p,q) que ndo é de tipo forte (p, q).

A prova da afirmagdo acima pode ser encontrada no apéndice de [Stein e Weiss 1959].
Entretanto, podemos nos perguntar o que ocorre com o operador 71" se ele satisfaz estimativas
do tipo fraco restrito em dois pontos distintos (pg, qo) € (p1,¢1). Para pensarmos nesse

problema, comegaremos com o seguinte resultado:

Proposigao 4.5. Sejam 0 < pg, p1, g0, 1 < 00, com (py, qo) distinto de (p1,¢1). Suponha
que T é de tipo fraco restrito (po, qo) € (p1,¢1) com constantes My e M, respectivamente.
Dado 0 < ¢ < 1, defina

1 (-9 ¢ 1 (-9 ¢

— =>4 e — =+ .
b2 Dbo b1 q2 qo q1

Entao T é de tipo fraco restrito (py, ¢2) com constante M, # M.

Demonstracao. Considere A C X com medida finita e assuma sem perda de generalidade

que go < ¢1. Vamos separar a prova em casos:

1 Veja que T é do tipo fraco (p,00) se, e somente se, T é do tipo forte (p, 00).
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Caso 1. qo < q1 < oo. Usando a definigao de ||-|| obtemos

p,007

1T ()l gy 00 = SUP Y% (T'(x4))" (2)

t>0

— sup (£ (T(xa)" ()" (1% (T(xa)" (1)

< sup (/% (T(xa))" (£)" " sup (/7 (T(xa))" (5))*

t>0 s>0

< (suptl/qo (T(xa))” <t>) o (sup S0 (T(x4)" <s>)@. (1.2

t>0 s>0

Combinando (4.2)) com o fato de T ser de tipo fraco restrito (p;, ¢;) para i € {0, 1}

1_
1T (X |50 < NTOxA) g0 1T (X )y 00
1- 1—
< My~ [lxallls ™ ME |xall?,
1—
= My MY ||xall,, -

Caso 2. qo < q1 = 0. Temosﬂ

700l = S0 (4 (T0c))” (6)" 7 (T 0" (0))7

< (st ey ) o (sup Ty )

t>0 s>0

1- _
= 17Ol 1T O 0 < Mo~ 7MY XA, -

Caso 3. qo = q1 = o0. Aqui o resultado é imediato, pois

1Tl g0 = IT O NT OCIE, < My~ MY Xl -

O]
Na realidade vale algo muito mais forte: T'|g,(x) é de tipo forte (ps, ¢2) (estamos
usando a mesma notacao da Proposicao . Dedicaremos a préxima secao para provarmos

este poderoso resultado e para entendermos os possiveis ganhos de regularidade de T

quando ocorre uma combinacao de certas propriedades de limitacao mais fracas.

4.2 Interpolacao de Marcinkiewicz

Lema 4.6. Sejam 0 < p,r,q,s < o0 e 0 < A, B < co. Suponha que T' é um operador

quase-linear que satisfaz as estimativasﬂ

1Tl < B, e W) =T, <AITS —9ll,s  (43)

Relembre que pela Proposicao [2.12|sup,o(T(x4))*(t) = [|[T(x4)l &

2

3 A segunda desigualdade da equacdo (4.3)) expressa uma condicio extra de “regularidade” que T' deve

ter. Qualquer operador linear ou sublinear ndo negativo satisfaz essa estimativa.
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para quaisquer funcoes f,g € D. Entdao T admite uma extensao 7 : LPr(X) — LP%(Y)
para a qual vale
IT(f)llge < 22FHEHVEHB | [

p7T7

com f sendo qualquer fun¢ao em LP"(X).

Demonstragao. Tome f € LP"(X). Como 0 < r < 0o, segue do Teorema (pag.
que existe uma sequencia {f,},cy € So(X) que converge para f na quase-norma ||| ..
Em particular, fixados k, m € N, temos por (4.3)) e pelo Teorema m

IT(fx) = T(frm)llgs < ANT(fe = fa)lls
< AB|fr = full,,
g?wﬂHMB@f—ﬁhﬂWf—ML»,

ou seja, {T'(fn)},en € uma sequéncia Cauchy em L%*(Y’). Pela completude dos espagos de
Lorentz (veja o Teorema [3.20} pdg. [48), existe g € L%*(Y") tal que

Defina T'(f) = g. Note que T esté bem definido, isto é, T'(f) néo depende da escolha da

sequéncia que aproxima a funcao f. De fato, se existe uma outra sequéncia {¢y, }, .y € So(X)

que converge para f em LP"(X), temos
T [[f, — gl < im 20 (< L+ 1= pl,) =0 (45)

Combinando a desigualdade quase-triangular de ||-||, , (veja (3.12), pag. com (4.3)),
obtemos

IT(f) = T(n)llgs < 2Y7H/1(]]

(I7CF) = Tl + 1T () = T2l )
< ol/at1/s+1 (H
(

) - T
1) = Tl + AN = o)l
N =T(los + ABlfu = @ull,, ) - (46)

Deste modo, segue de ([@.4), (£.5) e (&.6) que T(,) — T(f) em L45(Y), provando a boa

definicao do operador. Por fim, temos
1Tl < 2958 (V) = T s + 1T, )

< 2/ (|T(f) = T(f) o + Bl ol )

T(
T(
T(

< 21/q+1/s+1 ”

e assim
1T (F)llgs < nlglgo gt/att/stip an”p,r
< lim 9l/a+1/s+1 gol/p+1/r+1 <||f . anp’r 4 Hf”p,r)

n—o0

— 22+1/p+1/q+1/r+1/sB Hf” )
p,r
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Lema 4.7. Sejam 0 < p < o0 e 0 < ¢ < 0o. Suponha que T' é um operador quase-linear

definido em S(X) e que T é de tipo fraco restrito (p,q) com constante M. Entao, para

log(2) }
log(2K) |’

existe uma constante C(p, ¢, o, K )E| positiva tal que

todo « satisfazendo
0 < a < min {q,

1T (g0 < Clpi gy 00, )M |[f], - (4.7)

para qualquer funcao f € So(X). Ademais, podemos escolher

1/a
Clp.q.0, K) = 202/ w2m2/i g (q—ioz) (1—27")log(2)) """, parag < oo,
(4.8)

e C(p, 00, a, K) como o valor limite da constante anterior quando fazemos ¢ — oo.

Demonstragdo. Inicialmente vamos encontrar uma estimativa para f € Sg (X). Considere

f= Z 277 xE,, (4.9)
Jj=m
em que m < n e E; é subconjunto de X com medida finita para j € {m,m+1,...,n}.

=0 e,

portanto, nao precisamos demonstrar a estimativa em questao. Para provarmos esse fato,

Passo 1. Suponha que f é nula em quase todo ponto. Afirmamos que [|T(f)]],

usaremos primeiro a quase-linearidade de 7' e o fato de |[|-||, ., ser uma quase-norma:

T g = | T (Z 2-f><Ej>

q,00

< B> TRV xE)|
j=m 4,00
= Kvm Z 277 |T(xg,)|
j=m 7,00
< Ko (/)" Z 277 HT(XEJ-)H(I,OO . (4.10)

j=m

Combinando (4.10]) com a desigualdade do tipo fraco restrito (p, ¢) que T satisfaz, obtemosﬂ

T (f) oo < Km7m200m/0 N " 27 My ()17 = 0.

Jj=m

4 Vale relembrar que a constante K > 1 presente na constante C(p, ¢, o, K) é proveniente da quase-

linearidade de T'; veja (4.1)).

5 Note que o fato de f = 0 ¢.t.p. implica que cada E; tem medida nula.
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Passo 2. Vamos agora concentrar nossos esforcos no caso em que f nao é nula ¢.t.p., ou
seja, existe um conjunto E; de medida positiva na decomposicao (4.9). Como f é em

particular uma funcao simples, podemos escrever

l
f = Z anHj?
j=1

comHy CHy C---CH,0<a;<ooel < pu(H;) <ooparaj e {1,2,...,1}. Claramente
I
F* =" aiXoum,)
j=1

Sendo f*(t) = 0, se t > u(H), e f*(t) ="

i1 a5, se t € [0, u(Hy)), existe N € Z

tal que f*(2%) = 0 quando k > N e f*(2*) é uma constante positiva quando k < —N.

Deste modo, se definirmos para cada k € Z o conjunto mensuravel
Ap={z e X : fF2") <|f(x)] < F* (2N},

temos A, = & se |k| > N. Assim, valem as seguintes igualdades em quase todo ponto:
F=> Fxan = fxa. (4.11)
kEZ |k|<N
Definindo .
9=>_> 27xgna, (4.12)
|[k|<N j=m
temos por (4.9)) e (4.11) a igualdade f = g valida em quase todo ponto. Além disso, pela
construcao de g temos g € Si (X) e f — g € Sq (X). Portanto, usando o resultado visto

no Passo 1

Iy e < 1K (T ()] + IT(F = 9D,
< K2 (IT(9) o + IT(F = 9l )

= K2/ (IIT(g)ll, s +0) = K2 |T(g)] (1.13)

Hq,oo q,00 *

Consequentemente, é suficiente provar

IT()lg00 < Cps g, K)M || 1],

para verificar (4.7)). Com o objetivo de demonstrar a ultima estimativa, construimos

de )
w :f{XEijk:m§]§n6|k|§N}

e consideramos V' o espago vetorial gerado por W sobre R. Sendo T': S(X) — N (Y) um
operador de tipo fraco restrito, dada xg;na, € W, existe um subconjunto C{;) de Y, com

medida nula, tal que |T'(xz,na,)(y)| < oo para todoy € Y \ C(;x). Fixey € Y\ C, em que

< U U cun

|[k|<N j=m
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¢ um conjunto de medida nula. Como a funcao |T'(-)(y)| : V — R, satisfaz todas as
hipé6teses do Teorema de Aoki-Rolewicz (veja o Teorema , pag. , vale

i 1/a;
Tl +--+ e < 47 (Z |T<sok><y>|“1)

k=1
para a; = log(2)/log(2K) e para quaisquer {¢z}:_, € V, com i natural. Se fixarmos

a € (0,min {a4, q}), obtemos da monotonicidade de ¢?(N) com respeito a p (veja o Exemplo

[L.21] pég. 27)) que
i 1/en i
T(p1 4 -+ + i) (y)| < 4 (Z IT(sDk)(y)l‘“> < 4l (Z IT(wk)(y)lo‘>
k=1

k=1

1/a

(4.14)
Em particular, estando 277 xg,n4, em V para quaisquer m < j < n e |[k| < N (pela

construgao de V'), temos por (4.12)) e por (4.14])

1/
T() () <47 | DY ITQxgna) W) - (4.15)
|k|<N j=m
Como (4.15]) vale para todo y € Y \ C' (um conjunto de medida total em Y'), obtemos
1/a
1Tl < |47 | D2 D0 1T xB04)[° : (4.16)
k|<N j=m
q,00
Afirmacao: Dado 0 < ¢ < oo, temos
1/a
1T llge <47°Co | DD T xga)o ] (4.17)
|k|<N j=m

com Cy = Cy(q, o) sendo uma constante que depende somente de g e .

Caso 1. ¢ = oo. Sendo |||, ,, uma norma (|||, . & |-l..), segue de (4.16) queﬁ

1/a
1T(9) < 4t Z Z }T(Q_jXEjﬂAkﬂa
|K|<N j=m
" 1/a >
<4l 30> T x|
[k|<N j=m -
1/«
<40 Z Z ||}T(27jXEjﬁAk)‘al|oo
[k|<N j=m
. 1/a
< 1 Z Z ||T<2_jXEjﬂAk)||:o
|k|<N j=m

6 Dada h € L>*(Y) e r > 0, temos |h(y)|” < (||h]| )" em quase todo y € Y e assim |||h|"|| ., < (|2l )"
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e tomando Cy = 1, o resultado esta provado.

Caso 2. ¢ < 0o. Como 1 < ¢/a, obtemos do Teoremam que existe uma norma |[-[|(, /4 )

para a qual valem as estimativas

q
H'Hq/a,oo < HH(q/a,oo) < <q——Oé) H‘Hq/a,oo' (418)

Consequentemente, usando a Observagao da pag. 40l em (4.16) (com r = 1/a) e
invocando as desigualdades de (4.18]), temos

1/a
1T, < |87 | 32 S 1T Xm0
[k|<N j=m
) a q,
=4 >0 Y T xmna,)]”
|[k|<N j=m
q/o,00
1/a
SR DIPIACEICIN]
=N = (a/a00)
n 1/a
<4¥e LY D NP xE04)] g ene)
|k|<N j=m
1/
a q —j
<4Y Z Z (q - a> H|T(2 JXEjﬂAk)lqu/a,oo
|k|<N j=m
. 1o n | 1/«
< 4r/e (q _ &> Z Z HT(27]XE]'OAIC)H(],OO

k|<N j=m

A afirmacdo segue fazendo Cy = (¢/(q — a))"/*.

Estando estabelecida (4.17), podemos combinar essa estimativa com o fato de T

ser quase-linear e de tipo fraco-restrito (p, q) para obter

1/a
TGl <47°Co | D D27 [T (xmna) ) o
|k|<N j=m
1/

< 41/aCO Z ZQ*J'O&MO!M(Ej N Ak)a/P

|k[<N j=m

n 1/«
= 41> CyM (Z > 27BN Ak)a/p> , (4.19)
kEeG j=m

em que

G dzef{|k\ <N :3je{m,...,n} tal que p(E; N Ay) > 0}.
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Seﬂ k € G, temos por (4.9) que 27 < || fxa,ll,, e pela construcao de A vale

27" < | fxallo < F1(29). (4.20)
Ademais, pela Proposicao [(d)] (pag. [35), temos
p(AR) < dp(f*(2M)) < 28 (4.21)

Usando (4.20) e (4.21)) em (4.19), obtemos

n 1/a
IT(9)]lg00 < 47“CoM DD 277%u(E; Ak)a/p>
keG j=m

n—m

1/
< 41/aCOM ZQ—ma Z 2—jalu(Ak)a/p>

keG 7=0

() /o 1/a
< 41/&COM ZQ]’&) (Z [f*<2k)2(k+l)/p] O‘)
=0

keG

1/
= 41 CyM (1 —270) g (Z [f*<2k>2k/p}a)

keG

1/a
< 4/eCoM (1 —27) g (Z [f*<2’“)2’“/”}a) . 42)

kEZ

Para dar uma cota superior a soma de (4.22)), vamos usar a definicao de [-[|,, ,:

0o ok
Hng,a _ /0 [f*(t)tl/p]at_l dt — Z /2k_1 [f*(t>t1/p]a t_l dt

kEZ
> ST @t [ = 3 ) og),
keZ 261 keZ
de sorte que
1/a
(Z [f*(Qk)Qk/p}a) < 2Y7(10g(2)) 7 || fll - (4.23)
kez

Portanto, substituindo (4.23]) em (4.22) e usando (4.13)), temos

1T < C"M | flp0 (4.24)

conf] €7 & 92/er2rt1/a g 0y [(1 — 27 log(2)] M.

Passaremos agora ao caso geral f € So(X). Escrevemos f = h; — hy, com

h1222_ixAi€S(}L(X) e h2=Z2_jXBj € Sy (X).

J

7 @G é diferente do conjunto vazio ja que estamos assumindo que f nao é nula em quase todo ponto.

8 Lembre que Cy = (q/ (q — a))l/a se ¢ < oo e Cp =1 caso contrario.
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Considere a decomposicao f; = max{f,0} e fo = max {—f,0}. Afirmamos que, nesse caso,

temos fi, fo € Sq (X). A titulo de exemplo, notaremos que

iz > Thact X @7 =27 € ST,

’L‘ZA{,O(UijZ@) (Z,])Z<] eAiﬂB]’f@

Como a segunda soma da igualdade anterior é igual a Z

J —1 {
I—it1 2~ XA;nB;, concluimos que

f1 € S{(X). Para explicitarmos as constantes, separaremos nossa analise em dois casos,

mas estaremos sempre usando o fato de T ser quase-linear e de que

1/lly 0 < [[f1ly0 para j € {1,2}.

Caso 1. ¢ = co. Se C” é a constante encontrada em (4.24]), temos

2

> IT(f)]

J=1

IT(Hlloe < K

<K

o

2
< KC'M (Z IIijI,,,a> S2KCM || fll0 = CM | f]l,q

J=1
e a constante C' procurada ¢ igual a

Cp, g, ) = 2420720 |2 (1 — 97°) Tog(2)) /"

Caso 2. g < 0o. Se C' é a constante vista em (|4.24)), temos

2 2
1T ()lyoo < 2K IT(f)l, 0 < 2V9KC'M (Z ||fj||p,a>
j=1 j=1

< 2YHKCM | fl,0 = CM | f]

P’

e a constante C' procurada ¢ igual a

1/«
Cp,q,a, ) = 2" H2/ev2/mi2/a g2 (q E a) ((1—27)log(2)) "

]

Observagao 4.8. A prova do tltimo lema é devida ao autor e é uma modificagao sutil da
demonstracao apresentada em [Grafakos 2014] (Capitulo 1§4, Lema 1.4.20, pag. 62). Tais
modificagoes evitam os problemas técnicos da demonstracao original, como a desigualdadeﬂ

presente na linha 23 da pagina 63 de |Grafakos 2014).

Teorema 4.9 (Interpolagao de Marcinkiewicz - formulagao em LP"(X)). Considere

0<po#pr <0eld<qy#q <oo. Assuma que T é um operador quase-linear definido

9 A desigualdade em questdao é 2™ < || fxal|... No contexto da prova original, essa estimativa s6 é

verdadeira se supormos que fx 4 é nao nula em quase todo ponto.
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em S(X) e que para 0 < My, M; < 0o as seguintes estimativas de tipo fraco-restrito sao

validas para cada conjunto mensuravel A C X de medida finita:

1T Oca)llgp.00 < Mo lIxally, »
ITOca)lg) 00 < Mulixall,, -

Fixado 0 < # < 1, defina

1 (1-6) 6 1 (1-0) 6
=+ — R AR
p Po p1 q qo0 q1
Entao, dado 0 < r < oo, existe uma constante C, = Cy(po, p1, qo, q1, K, 7,0) tal que

HT(f>Hq,r S C*M(}ieMle Hf”p,r . (425)
para toda funcao f € So(X). Adicionalmente, suponha que 0 < r < 0o e que a estimativa

I7() = T(9)l,, < AIT(f = gl

vale para quaisquer fungoes f, g € Sp(X), com A sendo uma constante fixada. Entao o

operador T pode ser estendido a um operador 7 : LP"(X) — L%"(Y) limitado que satisfaz
T (f)llgr < 2P C MM || £,

para toda f € LP"(X).

Demonstracao. Podemos assumir que pg < p;, pois o caso p; < po segue deste primeiro
com uma simples mudanga de indices. Fixe f € Sy(X).
Caso 1. py,r < co. Dado t € (0,00), faga a decomposi¢ao f = f* + f; dada por

f1(@) = f(@)Xwex : 1r@1>r o)y (2),

fo(@) = f(2)Xqeex : 1f@)<f 6t} (), (4.26)

em que 0 é um numero real positivo a ser determinado e ¢ é o niimero real nao nulo

ef 1 -1 1/g—1

aer Yo —1/a _ Ya=Va (4.27)
1/po—1/p  1/p—1/m

isto é, o é o coeficiente angular do segmento de reta que liga o ponto (1/pg, 1/qo) ao ponto

(1/p1,1/q1). Pela Proposicao m (pag. , valem as seguintes desigualdades para cada s

positivo

(1Y (s) < f*(s), se 0 <s<dt?, (4.28)

0, se s> dt7;

f(0t7), se 0 < s < dt?
1) (s) < 4.29
(f)"(s) (), se 8> 6. (4.29)
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Usando a quase-linearidade do operador 7" e a Proposigao @ (pag. , bem como a
desigualdade (3.11]) do Teorema (pag. [47)), obtemod™|

Wnﬁhm:<Amwquthmeyﬂ)m

t

00 1/7'
SK(A ﬁMmTum+wuﬁm%wr@)

t

b 1/r
< K(/O [T () (1/2) + IT(ft)|*(t/2))]’“@)

t
< ([ [Centroremy ]

+{Amw“wumwwmyﬁyﬁ) (.30)

t

Afirmagao 1. Dado i € {0, 1}, vamos provar que existem M/ e m reais positivos tais quﬂ
para qualquer g € So(X) N LP"(X) vale

YT () (t/2) < 2Vt Vand |||l .- (4.31)

A prova desse fato é simples. Como 0 < py < p; < 0o, podemos invocar o Lema
[1.7] Deste modo, obtemos para qualquer g € Sy(X)

1Tl 00 < Mill9llp,

com M! = C(p;, q;, K, m)M;, C(p,q, K,m) sendo a constante explicitada em (4.8]) e

1 . log(2) 9
m = —Imin — ., 4T 7.
9 QO7Q1710g(2K)7

Disso, segue que para quaisquer t > 0 e g € Sp(X) N LP™(X)

1T ()] (1/2) < 2% sup s [T(g)]*(s) < 2% |g]
s>0

(4.32)

pi;m’

e assim (4.31) estd demonstrada, afinal

1T (g)]" (1/2) = /97 5T (g)]*(/2) < 24/t =t dd g, .-

10" bastante tentador usar o fato de ||| 4. S€T Uma quase-norma para concluir que
:

1/r

Pt ([ [ (o ooy 47 [ (o o) ) )

é um majorante para a equacao (4.30)). Entretanto, essa conclusao nao pode ser usada, pois tanto
IT(f%)| quanto |T'(f;)| dependem do parametro de integracao t, o que nao ocorre na desigualdade
provada para a quase-norma.

11 Aqui o mesmo m deve satisfazer (4.31)) parai=0ei= 1.
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Substituindo (4.31]) em (4.30]) e usando (4.27)), concluimos que
o0 ra\ Y
17, < K217 2y ( / (] 0) 7)
0 b

1 1/g—1 dt\""
!
+2 /QIM1 (/0 <t /a=1/q Hft”p1 m) 7)
o0 rdt\Y
< K9oltl/r [9l/a p ! (/ (fﬂ(l/pofl/p) ||ft|| ) _>
- 0 0 po,m t
[e's) T dt 1/r
4 ol/a ! </ <ta(1/p71/p1) Hfthl,m> ?) .
0

(4.33)

Agora iremos majorar as duas integrais que apareceram em (|4.33)). Para a primeira integral,
comecaremos usando a estimativa '

> —o(1 -1
([ om0

[e's) 00 1/m " Lr

— / +—o(1/po=1/p) / l/po)mé @
0 0 S t
0o Et" 1/m\ " U

< / ~o(1/p0=1/p) / 5)stimy™ &5 ay (4.34)

- 0 0 s t

Fazendo a mudanga de varidavel u = §t” (veja o Teorema [l no Apéndice |A.1]), temos

0 6t7 wds1™\ ar)
—o(1/po—1/p) * 1/po\™ &2 “b
([ (o [[C oo g] ) 5)

§(1/po—1/p) o0 u r/m Hr
< —]a|1/7" / u~"(1/po—1/p)—1 (/ ()™ g™m/po—1 ds) du . (4.35)
0 0

Neste momento, iremos aplicar a primeira desigualdade de Hardylﬂ (Corolario pag.
no lado direito de (4.35]). Fazendo isso, obtemos

5(1/770—1/17) o0 U r/m
o / o~ (1/po=1/p)~1 < / [F*(s)]™ sm/po1 ds) Ju
ol 0 0

B 1/m 0o 1/r
< 5(1/170 1/p) ( ( T/m )) </ xr/m—r(l/po—l/p)—l [(f*(x»ml,m/po—l}T/m dl‘)
0

lo|V/r \r(1/po—1/p

5(1/po—1/p) o [ prs T 1
= o Frmn(i/p, = 1/p) (/ @) d‘”)

§(1/po—1/p) 136
= . 3
‘O”l/Tml/m(l/po _ 1/p)1/m Hf“p,r ( )

1/r

12 Usando r = r(1/py — 1/p), h(s) = [f*(s)]" s™/Po~L e p = r/m.
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Usando (4.34)), (4.35)) e (4.36)), conseguimos majorar a primeira integral de (4.33)) por

0 rdt 1/r §(/po—1/p)
= (1/po—1/p) || t > at < . 4.37
(f( 1) F) = =T Mo (47

Para analisar a segunda integral de (4.33)), faremos a decomposigao

0 AN
o(1/p—1/p1)
(L s )
9] ote
mdS
= </ {tma(l/pl/pl)/ [Sl/pl(ft)*<8>:| —
0 0

. r/m 1/
+tma(1/p1/p1)/ [sl/pl(ft)*(s)]mﬁ} @)

Sto S t

Segue de (4.29)) e da mudanca u = §t?, bem como da desigualdade triangular em LP(R+, \)

(com p =r/m > 1), que o lado direito da tltima igualdade é majorado por

1 > “ m ds
m(1/p—1/p1) 1/p1 p* “e

o[/ o 7p=17p) ( /0 {“ /0 [V )]
oo ds r/mdu 1/

_|_um(1/P—1/P1) / [31/1’1 f*(s)}m _} _)

S u

1 > “ ds\"™ du]™"
r(1/p—1/p1) 1/p1 £* m %o e
< g (|, o (e )
0o 0o r/m m/r\ 1/m
+/ " (L/p=1/p1) / [Sl/Plf*<S)}m§ d_u )
0 u S U

(4.38)
Vamos dar cotas superiores para as duas integrais de (4.38]). Por um lado, temos
00 u r/m m/r
{ / W (/p=1/p1) ( / (87 ()] @) d_“]
0 0 s u
o0 u r/m m/r
— [/ ur(l/p—l/m)—l[f*(u)]r (/ gm/pi—1 ds) du}
0
[°S) r/m m/r
_ { / ur (/=111 1 (( m/m) du}
0
n y 7” du m/r
== P — : 4.39
B[ wera)y ) = (). @

Por outro lado, é de facil verificacao que

oo o0 T/m m/?“
{/ o (L/p=1/p1) </ [Sl/plf*(5>]m @) d_u}
0 u S u
00 00 r/m m/r
— {/ u(/p=1/p1)—1 </ [f*(s)]™ s™/P1t ds> du] . (4.40)
0 u
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Portanto, ao aplicarmos a segunda desigualdade de Hardy (Corolério pag. em
(14.40))

00 oo r/m m/r
[/ " (/p=1/p1)—1 (/ [f*(s)]m gm/p1—1 ds) du}
0 u

< (el ) ([ s iy )™

= 1 ooxr/p—l (1 r 7 m/r _ 1 m
" m(l/p—1/p) </0 [f*(2)]" d ) 1) £ (4.41)

Substituindo (4.39)) e (4.41) em (4.38)), conseguimos majorar a segunda integral de (4.33)):

>0 dt\ "
o(1/p—1/p1) r=
([ ol J %)

1 D . 1 . 1/m
< s () W + = )
_ 1 p1/p Hm
- ‘O—ll/rml/m(s(l/pfl/pl) (1/p o 1/p1 Hf”p,r : (442)

Combinando (4.33)), (4.37)) e (4.42)), concluimos que

S1/po—1/p
1/¢IoM/

"(1/po — 1/p)"™

1 p1/p Hm
1/q /
+2 1M15(1/P—1/p1)(1/p—1/p1> . (4.43)

Agora vamos escolher § positivo de modo que os termos entre os colchetes de (4.43)) se

K21/r+1
Tl < o 11 [2

tornem iguais. Para isso, é suficiente considerar

= M B 1/m 91/a M| 1/(1/po—1/p1)
0= ([(1/17— 1/p1) (1/po 1/2?)] 21/"°M6> : (4.44)

Essa escolha “aparentemente mistica” pode ser verificada substituindo (4.44) em (4.43)),

usando sempre a relagao w = 6 — 1 para facilitar as contas, com

def 1/]91—1/]? ¢ _ 1/po—1/p
1/po—1/m 1/po—1/m

Pela escolha feita em (4.44)), vemos que os termos de (4.43)) se tornam ambos iguais a

0/m

B 1
VAR OIS VAN <—p1/p ) .
( o) ! 1/p—1/m (1/po — 1/p)=0)/m

Consequentemente, o resultado segue ao considerarmos C igual a

22H/T K [2Y9(py /p)"I™C (py, qo, K, m)' ™" Cpr, g1, K, m)’
C.(po. p1, Qo 1, K, 7,0) = { (p1/p)""™C (po, g0 ) "Clpr, ¢ )

L W=t W =10
4.45
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Caso 2. p1 < o0 e r =o00. A ideia aqui é utilizar o caso anterior para remover a restricao

r < 0o. Note que fazendo r — oo em (4.45))

_ 22K 21/q(p1/]9)0/mc(p07 qo, K7 m)1_00<p17 q1, K7 m)9
e m/m (1/p = 1/p)""™ (1/po — 1/p)=0)/m

Portanto, definimos

def .
C*(p07p17QO7q17KJOO70) :e rhm C*(pOaplaq07QI7K7Ta0)'

—00

Como 0 < 6 < 1, segue que 0 < p, g < co. Logo, peld™| Proposicao (pdg. |45)), temos

1T (g 00 = Tim I TCF),,

r—00

S rlir{olo O* (p07p17 qo, q1, Ka r, Q)M()l_nge Hf”PJ‘

= C*(p07p17 qo, 41, K7 00, Q)MOI_GMlg ||f||p,oo :

Caso 3. p1 = oo. Tome py > p, com py < co. Gragas a Proposicao [£.5], vemos que T é de
tipo fraco restrito (ps, g2) com constante M&ﬂpM{D, em que ¢ ¢ dada por
1 (-9 ¢ 1 (-9 ¢

b2 DPo b1 q2 qo q1

Utilizando o resultado provado para p; < oo, com ps no lugar de p;, obtemos

1T ()l < Culpo, 2. d0s @2, K, 7, p) My~ (Mg~ M) NI £11,., (4.47)

com C, sendo a constante encontrada nos casos anteriores e

1 1-— 1 1-—
L_0=p_ »p ¢ =0 »r (4.48)
p Do D2 q do 42
Combinando (4.46]) com (4.48) temos
pl—p) _p 1 (1=p)
Do b2 P o

que é o mesmo que

l—pp 1 (1-0)
Do p Po

Em outros termos, concluimos a igualdade 6 = pyp. Consequentemente, por (4.47))

HT(f>Hq,r < O*(p07p27 q0, 492, K7 T, p>M01*‘PPMfP Hf”p,r
C*(p07p27QO7QZ7K7 r, p>M0170M19 Hf”p,r' (449)

13 Podemos aplicar tal proposigio pois, estando f em Sy(X), vale f € LP"(X) para qualquer 0 < p,r < oo.
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Fixando ¢ qualquer real satisfazendo 1 — py/p < ¢ < 1 (para garantir a condi¢ao

p < pe < oo que foi utilizada em nossa construgao) e

1— - 0
O*(p07ooaq0aql7K7T’0) = C* (pOa ( 11090) » 40, (M + £) ,K,T, ;)7

1 qo q1

a desigualdade desejada segue por (4.49)).

Passaremos agora ao resultado de extensao de T'. Tendo em vista que o operador

T satisfaz todas as hipdteses do Lema (usando s = r), concluimos que a sua extensao

T:LP"(X)— L¥(Y) dada pelo referido lema satisfaz
T (f)llgr < 2P C MM | £, -
para qualquer f € LP"(X). Consequentemente, T : LP"(X) — L% (Y') é limitado. O

Observagao 4.10. Faga as mesmas hipdteses do Teorema [1.9] Se uma das estimativas de

tipo fraco-restrito for satisfeita com constante igual a 0, i.e., se existe ¢ € {0, 1} tal que

1T (xa) 0 (4.50)

qi,00

para qualquer subconjunto de medida finita A de X, entao || 7'(f)||,, = 0 para toda funcao

Hq ™
f € So(X). Para ver isso, assuma sem perda de generalidade que (4.50)) é valida para i = 0.
Nesse caso, a estimativa do tipo fraco-restrito (pg, qo) € satisfeita com qualquer constante

positiva €. Aplicando o Teorema usando € no lugar de My, obtemos por (4.25) que

1Tl < Cule) = (M) I £, -

Como a constante C, nao depende de €, obtemos que

IT(F), = e [T, < lim Cu(e) (M) [ £, = 0.

)

Exemplo 4.11. Sejam 0 < p < ¢ < 00, 0 < r < 0o e X contavel. Usaremos o teorema
anterior para provar que (#"(X) C (47(X) (reveja o Exemplo [3.7] pag. [41). Considere o
operador inclusao ¢ : P7(X) — M(X) e defina T' = ¢|g(x). Claramente podemos encontrar
0 < po, P15 o, @1 < 00, com po # p1, Go # q1, pi < ¢; para i € {0,1} e 0 < 6 <1 tais que
1 1-6 0 1 1-60 0

= + — € - = + —.
p Po b1 q 4o 01

Pelo Exemplo (pag. , temos para qualquer subconjunto A de X de medida finita

1T (O¢a) g, 00 = XAllg, 00 < Xallg, g = Ixally, < lixa i €401}

Pi

(a primeira desigualdade acima segue pelo Teorema [3.10, pag. . Ou seja, T é de tipo
fraco-restrito (po,qo) e (p1,q1) com constantes My = M; = 1. Pelo Teorema [1.9] existe

uma constante C, = C.(po, p1, o, ¢1,7,0) que satisfaz a estimativa

1ollgr = 1Ty < Cullepll,,
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para toda ¢ € Sy(X). Sendo T linear, a segunda parte do Teorema da Interpolagao de

Marcinkiewicz - versao LP" implica que esse operador admite uma extensao 1" para a qual

IT(llor < Cull £l

em que C, = 22F1/pt1/a+2/rC e f é uma funcio qualquer em ¢7"(X). Finalmente, como é

de fécil verificacao que T( f) =(f), obtemos

1 llar = NelHllgr = NT(Pllgr < Cllf -

Observacao 4.12. O Teorema da Interpolagao de Marcinkiewicz leva este nome em
homenagem ao matemadtico Jézef Marcinkiewicz (1910-1940), j& que a versao inicial desse
resultado nos espagos LP apareceu em |[Marcinkiewicz 1939]. Porém, antes de chegarmos
na versao apresentada no Teorema para espacos de Lorentz, houve uma contribuicao
significativa de outros matemdticos que trabalharam para enfraquecer hipdteses e generali-
zar esse teorema de interpolacao. Dentre essas contribuigoes, podemos citar [Zygmund
1989, [Stein e Weiss 1959, [Grafakos 2014] e [Liang, Liu e Yang 2011].

Teorema 4.13 (Interpolagao de Marcinkiewicz - formulacao em LP(X)). Considere
1<p; <q <ooparaié€ {0,1}, com gy # q;. Assuma que T' é um operador quase-linear
definido em D = LP°(X) + LP*(X) que satisfaz estimativas de tipo fraco (po, o) € (p1,q1)

com constantes reais positivas My e M, respectivamente. Fixado 0 < 6 < 1, defina

1_(1-6) ¢ 1_(1-6) 6

p Po 2 q Qo @

Entao existe uma constante C' = C(po, p1, qo, ¢1, Mo, M1, K, 0) para a qual

IT(HIl, < ClISIL,

vale para toda fungao f € LP(X), ou seja, T' é de tipo forte (p, q).

Demonstragdo. Devido a inclusdo LP(X) C LPo(X )+ LP'(X) vista na Proposicao[3.12] (pég.
43), T' estd bem definido em LP(X). Sem perda de generalidade, assumiremos py < p;.

Caso 1. py < p1. Defina r = q e fixe f € LP(X). A ideia aqui é repetir os passos realizados
nos casos 1 e 3 da demonstragao do Teorema [4.9] trocando evidentemente as aparigoes
de Sp(X) por LP(X). Primeiro fazemos a decomposigao de . As funcoes fte f, da
decomposicao de f estao, pela Proposigao [3.12, em LPo}(X) e LP11(X), respectivamente.
Deste modo, podemos copiar linha por linha a demonstragao do Teorema havendo
apenas uma excecao: a desigualdade da Afirmacgao 1. Para verificarmos ela com

nossas atuais hipéteses, vamos usar o fato de que T satisfaz para qualquer ¢ € {0,1}

1T (900 = Millglly, »
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em que g € LPi(X). Como 1 < py < py, o Teorema (pag. , garante que

1
oS =) Milg
e = () 161

para i € {0,1} e para toda g € LP»!(X). Consequentemente, tomando os valores m =1 e
M! = C(pi, qi, K, m)M,;, com C(p;,q;, K,m) = 1/p;, obtemos (4.31]) copiando os passos a
partir de (4.32)). Finalizando a demostracao, concluimos que

I7°(9)

Pis1

1T = 1Ty < CM=" MY | ]

9,9 — 0,q°’°

com a constante para p; < oo sendo, pela adaptacgao de (4.45)), igual a

222/ ¢ { (p1/p)? (1/p0)" " (1/p1)’ }_

* ) ) ) 7K76 = 4 1
C (p(] P1,490, 01 ) |O_|1/q (1/p - 1/p1)6' (1/p0 . 1/p)(179) ( 5 )

Finalmente, pelo Teorema (pag.
1—0 4 10 pl/q 1—0 1 70 pl/q 1—6 1 70
1T, < CMEML | £l < (5) CMMY I f = (5) CaR M| £l

Podemos dar uma interpretacao geométrica para o resultado do caso py < p; com

a Figura [1] abaixd™}

1/q

1

(1/po,1/qo0)
(1/p.1/q)

(1/p1,1/q1)

>

0 L 1/p

Figura 1 — Interpolacao de Marcinkiewicz - caso pg < p;.

Nesta figura, as bolinhas abertas representam ag = (1/po, 1/qo) € bo = (1/p1,1/q1)

em que as estimativas de tipo fraco sao validas nos reciprocos. O caso que acabamos de

14 Essa imagem é meramente ilustrativa, j& que o coeficiente angular do segmento de reta que liga ag a by
pode ser tanto positivo (caso da imagem) quanto negativo.
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demonstrar garante que qualquer ponto cujo reciproco estda no segmento “aberto” de reta
que liga aq e by satisfaz a estimativa de tipo forte. Como py < p1, 0 segmento de reta nunca
é paralelo ao eixo 1/q e sendo p; < ¢; para i € {0, 1}, esse segmento deve estar sobre a

diagonal ¢ = p do quadrado de Riesz ou abaixo dela.

Caso 2. py = p1. Fixe f € LP(X). Como p = py = p1, podemos assumir sem perda de

generalidade que ¢y < ¢;. No que se segue, estaremos usando varias vezes de forma implicita
a Proposicao [2| (Apéndice , pag. .
Se 1 = oo, as estimativas de tipo fraco de T' implicamﬁ que para qualquer ¢ > 0

/O[T (t) < sup s O[T (s) = (1Tl g0 < Mol 1],

s>0

[N () < sup [T (s) = IT(f)lloe < Myl f], - (4.52)

s>0

Como ¢y < q, segue de (4.52)) que

1

17 = / STy )t < /
= (M 1)+ (M |11, / et gy
— (M £1L) — (Mo | £1])° (;)

—q/q0+1

= G117+ (a1, (2 )

o (Mg ; (q q°q0) M{’) | (4.53)

(M £, di + / (0 0y | £],)7 de

Extraindo a raiz ¢-ésima em (4.53)) e usando o fato de ¢!(N) C ¢9(N) (veja o Exemplo |1.21)

qo0 l/e N qo Y
( ) M,y <7, | Mo+ ( ) M |.
q—4qo q—4qo

Agora assuma que ¢; < co. As estimativas de tipo fraco que T satisfaz implicam

1Tl < 1111, (MS +

que para todo ¢ positivo e i € {0,1}
LT () < sup sYET(A)](8) = 1T (N gymo < MillFIl, -

Consequentemente,

IIT(f)IlgZ/Ooo([T(f)]*(t))thS/0 (oM, ||f||p)th+/1w(t‘1/q°Mo||f||p)th

1 o0
= a1, [ e oa ) e

15 Relembre que, pela Proposigao [2.12} sup,~o(T'(f))*(t) = |T(f)| .-
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e, como qp < q < qp, temos

IT(AIIE < (M| £]],)" (ﬁ) — (Mo [I£1],,)* (ﬁ)

= 0n 1, (2 ) + on 1, (2

q—4qo

_ q q1 q qo q
a Hpr {((h —Q) Mt (q—q()) Mo} .

1XSSI.Hl7 a l'IlC].Llsa;C E (I ]) = é (I ) ga‘Ia’Ilte que
/q q l/q
( — ) M]
ql q

4o 1/
Wl < 11, ( (q_qo) My

qo /e q1 1
SHpr <q—610> M0+(Q1—Q) M-

Pensaremos agora na interpretagao geométrica do caso py = p; que acabamos

q

_|_

de demonstrar. Primeiramente, o segmento que liga (1/pg,1/q0) a (1/p1,1/q1) deve ser
paralelo ao eixo 1/¢. Ademais, como p; < ¢; para i € {0,1}, a extremidade superior desse

segmento deve estar sobre a diagonal principal ¢ = p do quadrado de Riesz ou abaixo dela:

1/q

(1/po,1/qo0)
(1/p,1/q)
(1/p1,1/q1)

0 L 1/p

Figura 2 — Interpolacao de Marcinkiewicz - caso py = p;.

]

Observacao 4.14. E importante notar que todas as constantes C’s que aparecem na

demonstracao do Teorema padecem de singularidades nos pontos (po, qo) € (p1,q1)-



78 Capitulo 4. Interpolagdo de operadores

Isso jé era esperado, pois o operador T' é somente de tipo fraco nesses pontos. Em geral nao

conseguimos aumentar a regularidade de 7" em (pg, qo) € (p1,¢1) sem hip6teses adicionais.

Exemplo 4.15. Sejam 1 < p < oo e H uma funcao mensuravel no espaco produto X x Y

para a qual existe uma constante C' positiva que satisfaz as estimativas

/X |H(z )| dulz) < C qtp.y €Y (4.54)
/Y |H(z,y)|dv(y) < C qtp. xe€X. (4.55)

Vamos utilizar o Teorema para provar que o operador 7' : LP(X) — M(X) dado por

o) & [ VG ) dvto)

é de tipo (p,p) forte. Primeiro, note que T é de tipo (1,1) forte com constante C' por
e pelo Teorema de Fubini-Tonelli (Teorema , pag. . Além disso, T' é de tipo
(00, 00) forte com constante C' por e pela Desigualdade de Holder (Teorema m
pag. . Deste modo, pelo Teorema da Interpolacao de Marcinkiewicz - formulacao em LP

concluimos que T' também ¢é de tipo forte (p,p) para cada 1 < p < oc.

4.3 Aplicacoes a integracao fracionaria

Definigao 4.16 (Produto convolugao). Sejam f e g fungdes mensuraveis em R". A

convolucao de f e g é a funcao definida por
frg(@)= | flz—y)gly)dy, (4.56)
R”

para todo x tal que a integral do lado direito de (4.56)) existe. Obviamente, fxg(z) = g f(x).

Teorema 4.17 (Desigualdade de Young para LP**°(R") - formulagao fraca).

Considere 1 <p < oo el < q,r < oo satisfazendo a relagao

11 1
14+ ===+ -. (4.57)
r p g

Entéo, existe uma constante C(p, ¢, ) tal que para quaisquer f € LP(R") e g € L4 (R")
1F % 9llyoe < C,0,7) 9400 £, -

Demonstragao. Podemos assumir sem perda de generalidade que |[g|, ,, e [|f]|, sao ambas

positivas. Considere o um real positivo (a ser determinado) e construa

(51 (.CE) g<x)X{x€X : \g(x)\>a}(x)7
92(2) = g(T) X wex : lg@)|<a}(2)-



4.3. Aplicagdes a integracao fraciondria 79

Pela Observacao (pag. , temos para quaisquer 1 < ¢; < ¢ < ¢a < 00

q 1/f11

<|[——)a®?g| } , 4.58
ol < | (2. ) @t~ ol (4.58)

2(] _ q 3 1/42
ol < [ (2222 ) ane gl ] (4.59

42 — g
Seja s € Ryg. Como g * f = g1 * [ + g2 * f, a Proposicao (pag. afirma que

dgsf(s) < dgyuf(5/2) + dgyug(s/2). (4.60)

Deste modo, precisamos apenas estimar as fungoes de distribuicao que apareceram no lado
direito de (4.60]). Comegamos notando que pela Desigualdade de Minkowski para integrais

(veja o Teorema , pag. E

2o, = | [ 6= naas] < [ aiin, do=lal, 151,

p

Portanto, usando (4.58)) e a Desigualdade de Chebyshev (Proposigao [1.24] pag.

a2 < (Y < ((2) (G4) etz o) e

Nos preocuparemos agora com dy.g,(5/2). Se p = 1, entdo a construcao de go implica que

[f(x = y)g2(y) dy < 04/ [f(x = y)ldy = || f],- (4.62)

n

o)l < |

n

Sﬂ P < 0o, usamos a relacao (4.57)) para garantir que ¢ < p’ < oo. Assim, combinando a
Desigualdade de Holder (Teorema|1.18] pag. com ([4.59)), obtemos

1/p’

29 — ,
@ =g dy < gl If], < [(;’ - qq) o'~ Hglrz,oo] 1711, -
(4.63)

O truque serd tomar o o do comeco da demonstracao de modo que o lado direito de (4.62))

F % go(o)] s/

n

(ou de (4.63))) seja igual a s/2. Para isso, fazemos

s
a= (4.64)
2|11,
se p' = 00, enquanto para p’ < oo tomamos
/ 1/('—q)
_ (2} P—q —q -p'

o= |G) (522 ) Ialz 1, (4.65)

Consequentemente, vale | f * go(z)| < s/2 e
Qpega(5/2) = m ({ €R® - | % gu(a)| > 5/2}) = 0. (4.66)

16 No que se segue 7, f ¢ a fungao definida por 7, f(z) = f(x — y) para cada z € R™.

17 Relembre a notacio de expoentes conjugados (Notagdo [1.17] pag. .
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Por um lado, combinando ([{.60), (£:61), (£.66) e (£.64) obtemod™

2 s O\
o) < dponsr2) < (2) () (5 ) Dol
2
.

r

_ l( ) (%)lmuguq,mwul] ,

1/q
, q
Il = 500 s <2 (—0) gl U7
s>0 q — 1

concluindo assim o caso p = 1:

Por outro lado, combinando ([{.57)), (4:60), (£.61), (4.66) e (4.65) temod™]

dyeg(5) < dpugy(5/2)

g<(2) ()G (274 i ||f||-p}(1q)/(p'q)ngngmnfnp)p

p / p(¢—1)/(p'—q)
q 2p' —q R .
== 25 gl 11

concluindo portanto o caso p’ < oo:

PIT fonr pla—1)/[r(»'—q)]
_ dy, rg < q P —4q ‘
I 5 gl =sup dregl) s < (1) (2 19l 171,

]

Teorema 4.18 (Desigualdade de Young para LP**°(R™) - formulagao forte). Sejam

1 <p,q,r < oo tais que

11 1
14+ ===+ -, (4.67)
r p g

Entao, existe uma constante C'(p, q,r) tal que para quaisquer f € LP(R") e g € L2*°(R™)

1f =gl < Clp.a.7) llgll o 1 £, -

Demonstracao. Fixe 1 < p,q,r < oo e g € LY*(R"). Defina T': LP(R") — M(R") por
T(f)(x) = fxg(x). Claramente T" é um operador sublinear. Pela relagao temos p < r.
Além disso, como p e 7 estao no aberto (1, 00), podemos encontrar 1 < py < p < p; < 00 e
1 <rg<r<ry <oo,tais que

1 1

1
1+ —=—+4- paraiec{0,1},
ri DPi 4

18 Se p =1, a equacao ([{4.57)) nos diz que r = q.
19 Qe p’ < 00, a equacdo (4.57) garante as igualdades
ppg—1) g’ —1)  qp' ap’ ap(p’ — 1) gp(q —1)

PY om0 T w9 w-0 -9 -0 PTw-g-
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1 1-40 0 1 1-40 0
- = + — e - = .
b Po b1 r To ™

Usando o Teorema 4.17], concluimos que para i € {0,1} o operador T' é de tipo fraco

(pi, ;) com constant Cps, q,7:) |9l 4.00 Pelo Teorema da Interpolagao de Marcinkiewicz
- versao LP (Teorema [4.13]), existe uma constante C.(po, p1, 70,71, 1,60) (veja a equagdo
(4.51))) para a qual

1/r - 1-6 , . 0
1 gl =17, < (B) 7 ¢ (Cwoaro) lolyee)  (Corar)lgllye) £,

Finalmente o resultado segue ao definirmos

de p 1/7‘ ~ =
C(p,q,'f’) :f (;) C*(p()uplur()’,rl?170)C(p07q7r0)1 00(p17q7r1)9-

]

Teorema 4.19 (Desigualdade de Hardy-Littlewood-Sobolev). Considere n € N e
a€R, com0<a<n. Sel<p,r<oosatisfazem a relacao
1 1 —
1+-=-4+2 a, (4.68)
rop n

entao existe uma constante C(p,r, ) tal que para qualquer f € LP(R")

£ Jzl*=, < C AL,

Demonstracao. Fixados 1 < p,r < oo como em (4.68)), vamos invocar o Teorema m
def . . , . _
fazendo ¢ = n/(n — «). Para isso, precisarfamos verificar se |z|*~" € L?*°(R"), mas essa

verificacao ja foi feita na Observacao (pdg. [26)). Assim, concluimos que

1 # bl < Co [[lzl*=]], . 171l = C 171,

]

Observacao 4.20. Poderiamos ter invocado o Teorema para provar que o operador
LYR™) > f > fx|z]*™™ é de tipo fraco (1,n/(n — «)). Entretanto, nao necessariamente
vale f * |z|*™™ € L™ (=%)(R") para toda f € L'(R"), de sorte que esse operador no é de
tipo forte (1,n/(n — «)). Para mais detalhes veja [Stein 1970], Capitulo 581, pag. 119.

Definicao 4.21 (Integral Fraciondria). Dada uma fungao f mensurdvel em Roge a > 0

L(f) @) / L)

1—
|z —yl'
para cada ponto x € R.y em que a integral acima existe. Do mesmo modo, definimos a

integral fracionaria de Riemann—Liouville de ordem « de f por

fulz) & ﬁ / " f ) (e — g dy.

20 C ¢ a constante encontrada no préprio Teorema |4.17

21 Basta considerar p = n/(n — «) na Observagao [1.26
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Observagao 4.22. Se [,(f)(z) existe no ponto z, entao fo(x) < I,(f)(z). Logo, se I,(f)
existe ¢.t.p., entdo qualquer cota superior para a norma ||Ia(f)||p também é, a menos do

fator 1/I'(a), cota superior para || fall,.

Corolario 4.23. Seja o € R, com 0 < a < 1. Se 1 < p,q < oo satisfazem a relacao

1
- =—-—aq, (4.69)
q P

entao existe uma constante C'(p,r, ) tal que para qualquer f € LP(R.)

Ha(P)ly < CUAIL, -

Demonstragao. Tome n = 1 no Teorema e use a inclusdo ¢ : LP(Rsg) — LP(R). O

Observagao 4.24. G. H. Hardy e J. Littlewood, na demonstracao original do Corolario
(cf. [Hardy e Littlewood 1928|, Teorema 4 na pag. 575), fixam 1 < p < 0o e definem:

p
1—pa

q:

Porém, para assegurar que essa condigao é equivalente a de (4.69)), eles fazem a hipdtese de
0 < o < 1/p. Essa tltima desigualdade para a esta “escondida” em (4.69) e é necesséria

para garantir que 1 < ¢ < oo.

Teorema 4.25. Sejam 1 < r,s < oo, com 1/r+1/s > 1. Se A =2 —1/r —1/s, entao
existe uma constante C' = C(r, s) tal que para quaisquer f € L"(Rso) e g € L¥(Rs)

/ / V@I 4 40 < £ lg1 (4.70)

Demonstragao. Sejam f € L"(Rsg), g € L*(Rsg) e « 1 1/r4+1/s— 1. E de verificacio

imediata que 0 < o < 1/s e
s
/

= . 4.71
" 1— s« ( )

Estando estabelecida a relagao (4.71)), podemos invocar o Corolério m
[a(g)ll, < C(r, ) llgll, - (4.72)

Por fim, aplicando o Teorema de Fubini-Tonelli (Teorema m, péag. 22) e a Desigualdade
de Hoélder (Teorema [1.18] pag. no lado esquerdo de (4.70]), obtemos

// \x—yv“ / '/ y\wdydl’

< [I71; Mo, < CCrys) 111, Mgl

sendo a ultima desigualdade vélida por (4.72)). [
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Observagao 4.26. Quando s = 7/, vale um andlogo do Teorema devido a Ries#%} se
D(e) = {(z,y) €R% : |z —y| > e} para cada £ > 0, entdo

- |f(z)g(y)]
lim //D(E) oy dy dx < C(r) | f1], llgll,. - (4.73)

O lado esquerdo da equagao anterior é chamado de valor principal de Cauchy (abreviado
por p.v.) da integral sobre D(e). Perceba que esse resultado é bem diferente do provado
no Teorema . Isso porque a integral do lado esquerdo de ¢ absolutamente
convergente (devido ao decaimento de |z —y|=*), enquanto em o limite existe gracgas

ao cancelamento de valores positivos e negativos do niicleo N(z,y) = 1/(x —y) em D(e).

Observagao 4.27. O préximo teorema a ser provado foi enunciado inicialmente em |[Hardy
e Littlewood 1928| (§4, Teorema 6, pag. 579). Contudo, a prova dada na época usa um
argumento incorreto, ja que pressupoe a existéncia de uma cota inferior positiva para a
fungdo h(z,y) = x/|r — y| definida no conjunto {(z,y) € Ryg x Ry : > 2y}. Este erro
foi observado em [Stein e Weiss 1958], sendo que esse trabalho foi importante nao apenas
por relatar a falha acima, mas também por apresentar uma demonstracao que contornava
o problema e que estendia o resultado para dimensoes superiores. Apresentaremos essas

ideias de Stein e Weiss para dimensao 1 com o seguinte teorema:

Teorema 4.28 (Desigualdade de Stein-Weiss). Sejam 1 < r, s < 0o, com 1/r+1/s > 1.
Se h,k, A € R satisfazem A\=2—1/r —1/s, h+ k>0, h<1—1/rek <1—1/s, entao
existe C' = C'(h, k,r, s) tal que para qualsquer fungoes f € L"(Rsg) e g € L*(Rp)

/ / h k‘x ‘)\)|h 7 dedy < Clfl-lglls- (4.74)

O mesmo resultado é valido se considerarmos r > 1 e s = 1/, com a necessaria

adicao da desigualdade estrita h 4+ k£ > 0 nas hipoteses. Neste ultimo caso, a constante

6tima que satisfaz (4.74]) é

B 7l(h+ k) 1 1 23
Clhkor$) = S/ T e+ 179) (sin Gt 1/m) smrh 1/3))> (4.75)

Demonstragao. Caso 1. s = r'. Resulta como consequéncia do Teorema |14| (Apéndice ,
pag. . De fato, definindo N(x,y) = a7y 7k |r — y| AR vemos que N(z,y) é um

nicleo homogéneo de grau —1 e

/ N(z,1)z"Y"dz = C(h, k,r, ). (4.76)
0

Vale ressaltar que a constante C' do caso r = s em (4.75)) foi estabelecida pelo

presente autor e diferﬁ daquela enunciada em [Hardy e Littlewood 1928| (cf. Teorema 6,

22 Veja |Riesz 1928|, Teorema IV, pag. 240.

23 Decorre das hipéteses que h +k, h +1/r e k + 1/s estdo no intervalo (0, 1). Deste modo, como sin(rx)
nao se anula e nem I'(z) tem polos neste dominio, a constante estd bem definida.

24 Veja os argumentos da funcio gama no denominador da fracio.



84 Capitulo 4. Interpolagdo de operadores

péag. 579). Isso pois Hardy e Littlewood cometeram um pequeno equivoco no artigo original.
A titulo de exemplo, para provarmos que a constante de (4.75)) esta correta, calcularemos
a integral de (4.76)). De h + k > 0, temos

/ N(z, 1)z~ Y" dz
0

1 oo
_ / xfhfl/r(l . x)thkfl dx _'_/ .Z'ihil/r(l' _ 1)h+k71 dr
0 1

1 00
_ / x(l—l/r—h)—l(l . l,)(h—i—k)—l dx +/ x—(h—&-k)—(l/r—k)(x . 1)(h+k:)—1 dm,
0 1
e pelo Teorema 3| (pag. , segue da equacao anterior que

/ N(z, 1)z V" de =B(1—1/r —h,h+ k) +B(1/r —k,h+ k)
0

I -1/r—=nmT(h+k) TQQ/r—kI(h+Ek)
Fk+1-1/r) I'(h+1/r)
D(h+ k)

S urEs e ymy eyl G VOINCR USRS YE)

AT (k+1—1/r)T(1/r — k).

Finalmente, como s é o expoente conjugado de r, obtemos do Teorema [3| a igualdade

/le) U gy = <k+f/(g+f}z+1/r)[F(h—i—l/r)F(l—(h—i—l/r))
+I(k+1/s)T' (1= (k+1/s))]

I'(h+ k) ™ N T
I'(h+1/r)T(k+1/s) |sin(m(h+1/r)) sin(x(k+1/s))

Caso 2. s # r'. Tentando facilitar a prova, usaremos a estratégia dividir para conquistar.

def . ~ . ..
Escrevemos F = R.g X Ry como a uniao de trés regioes disjuntas Ry, Ry e Rj:

Ry ={(z,y) e F:x/2 <y< 2z}, Ry ={(z,y) € E:2x <y},
Ry ={(z,y) € E:2y <x}. (4.77)

Agora, escrevemos a integral do lado esquerdo de (4.74) como Sy + S3 + S5, em que

// e ’f|a: y|’\ |h -drdy paracadai € {1,2,3}. (4.78)

E suficiente provar que S; < C||f||+|lglls para cada i € {1,2,3}. Dado (x,y) € Ry, temos de
(4.77) a desigualdade z/2 < y < 2z e assim |z — y| < 3x. Disso e da hipStese de h +k > 0

|z — y|HE < ghrkghtk  ghikphok o ghethholkly k.
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de sorte que

y)l
dx d
/‘/]‘{lxhkkv y|)\hk$y
3 R |CC'— |h+k‘|m_ |)\ h— k‘ C R |x_y|/\ ( 79)

Usando (4.78 eo Teoremam
S<c// Add<0/ / @I 41 0 < 0ol 1, 91l
rRo1T =Yl \ﬂf— yl

Examinaremos agora a limitacao de S5, sendo analoga a estimativa para S3. Para qualquer

(x,y) € Ry, temos |z —y|=y—x >y —1y/2=1y/2 e assim

lz — y’f()\fhfk) < QAhky —(=h—k),

Yy
Dessa tltima desigualdade e do Teorema de Fubini (Teorema[l.14] pdg. 22), concluimos

A—h—k
Sy <2 //R xh/\hddy
2

y/2 00 y
<y / / |th — dmdy < C’l/o yh_/\|g(y)|/0 |f($)|$_hdxdy. (4.80)

Definindo
de
Vhf f h )\/ |f

temos por (4.80]) e pela Desigualdade de Hélder (Teorema , 8, pag. 24) que

Sy < O /OOO l9(y)| (y“ /Oy | f ()" dﬂﬁ) dy = C /OOO 9| (v Vi (v)) dy
o NV
<algll. ([ 6 Varw) @)

Por conseguinte, precisamos apenas mostrar a estimativa

0o , 1/s
(/ (Vi) dy) < C|fll.

para alguma constante C'. Tendo isso em mente, escrevemos

| s dy= [ @) sy sy
0 0
Como h < 1/r', obtemos do Lema [19| (péag. [95) que

Vhf( )5 —r s’(l A) < C ||f||s —r —(5 r)/rys (1=X)) O ||f|| —r —s’/r+1+s —s'A C?Hf”i,_ra
(4.82)

pois —s'/r + 1+ s — A = 0. Combinando (4.81]) e (4.82]) com o Lema (19| (pég.
/ (Vaf()y' )" dy < 02||f||f«/_r/ Vaf )" dy < CLCallFIIE 117 = CUAI
0 0
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Observacgao 4.29. Pode-se demonstrar que as desigualdades presentes na hipotese do
Teorema para h e k sao as melhores possiveis. Para mais detalhes, veja o Teorema 6
na pagina 579 de [Hardy e Littlewood 192§].

Teorema 4.30 (Continuidade da Integral Fracionaria). Sejam s, h, k € R tais que
s>1,k<1—1/seh+k>0.Se «a satisfaz

h+k<a<min{h+k+1/s,k+1/s},

entao, definindo ¢ =4 s/ (1 —s(a—h—k)), existe uma constante C' = C(s, a, h, k) tal

que para qualquer f funcio mensurdvel em R.q, com 2% f(x) € L*(Rs), vale

(e 1/q o] 1/s
< / 2 f ()| dx) < Comnn ( / 2 ()] dac) .
0 0

Resultado andlogo é validose h+k >0e a=h+ k.

Demonstracao. A ideia aqui é aplicar o Teorema 4.28, mas para isso precisamos verificar
., d . ‘ ,
suas hipdteses. Defina 1/r . 1/s —h —k+ «, isto é, r é tal que
s
/

" :1—s(oz—h—k):q'

Também considere A &/ 21 /r—1/s. A desigualdade o < k+1/s nos fornece a estimativa
h <1—1/r. Ademais, como 0 < « —h — k < 1/s, temos da defini¢ao de 1/r que

<(/r—=1+1/s+h+k)—h—k<1/s

ouseja, 0 < 1/r+1/s—1 < 1/s. Portanto, concluimos que 1 < 1/r+1/s e que 1/r—1 < 0.
Como 1 < s < oo, as ultimas duas desigualdades nos fornecem 1 < r < oo. Agora,
considere 9(z) % 2¥f(z) € L*(Rsg) e defina

pla) & o /:@/)(y)y"“(ﬂf YA dy = 2" / fy)(z =y dy
h/ f h+k‘ A+1) ldy
=2 fripoasi (@) = 27" fo(2). (4.83)

Pelo Teorema | temos para qualquer g € L” (]R>0)

—h z)|
/o lo( |d:p</ / )\hkdydx

)\
/ [ IO dyas < ol a8
seguindo de (4.83)), de e do Teorema (16| (pdg. (94

0o , 1/r ) 1/s
( |l taf dm) = llell,, < Cllells = © ( R d:r) .
0 0

A prova do caso a = h 4+ k > 0 é andloga e serd omitida. m
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A Apeéendice

A.1 Medida contagem e medida de Lebesgue

Nosso objetivo nesta secao é apresentar as propriedades da medida contagem e da
medida de Lebesgue. O leitor interessado pode consultar o Capitulo 9§87 de [Isnard 2009]
para mais detalhes sobre a medida contagem. Para a medida de Lebesgue, vale a pena
conferir os Capitulos 11-17 de [Bartle 1995 e o Capitulo 2 de |[Folland 1999].

Seja X um conjunto nao vazio, P(X) o conjunto das partes de X e f : X — [0, 00]

uma fun¢do qualquer. Podemos construir uma medida g em P(X) pela férmula

n(E) =) f(2), (1)
el
com F C P(X). Caso X seja um conjunto nao-enumeravel, temos que dar sentido a soma

presente em . Fazemos isso definindo

Zf(x) :SUP{Zf(f)  FCX, Fﬁnito}.

zeX zeF

A medida contagem # : P(X) — [0, 00| é construida tomando a fungao f constante igual

alem . Note que # é o-finita se, e somente se, X for um conjunto contavel.

Para n € N, o espaco (R", L™, m™) representa o espago real n-dimensional (R™)
munido da o-algebra de Lebesgue em R" (L") e da medida de Lebesgue n-dimensional
(m™). Por uma questao de notagao, escrevemos somente (R™, £, m) para representar esse
espago, ficando a cargo do leitor lembrar o que isso significa. Uma propriedade importante

de m é a regularidade, i.e., se ' é mensurdavel em (R", £, m) entdo m(E) ¢ igual a
inf {m(U) : E CU,U aberto de R"} = sup{m(C) : C C E,C compacto de R"} (2)

Dada f : R" — [0, oo] Lebesgue mensurdvel, representaremos [p,, f(x) dm(x) simplesmente

por fRn f(z)dx. Temos para a integral de Lebesgue outros dois resultados importantes:

Teorema 1 (Teorema da mudanca de variavel). Seja T uma matriz com entradas
reais de ordem n que seja inversivel. Se f é uma funcao Lebesgue mensuravel em R", o

mesmo vale para f oT. Ademais, se f é ndo negativa ou se f € L'(R"), entao
f(z)dx =|detT| | foT(x)dx.
Rn Rr

Em particular, se £ € L entdo T(E) € L e m(T(F)) = | det T| m(E). Consequentemente,
temos m(E + ) = m(E) e m(0E) = 6"m(FE) para cadax € R", § e R.ge F € L.
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Proposicao 2 (Integrabilidade de |z|~*). Sejam ¢ e C' duas constantes positivas, e seja

B ={x € R" : |z|] < ¢}. Suponha que f é uma fun¢do mensuravel em R".

(a) Se |f(z)| < C|z|~* em B para algum o < n, entao f € L'(B,m). Entretanto, se
|f(z)| > C|z|™ em B, entao f ¢ L'(B,m).

(b) Se |f(x)| < C|z|™™ em B¢ para algum « > n, entao f € L'(B¢ m). Entretanto, se
|f(x)] > C|z|™ em B¢ entao f & L'(B¢,m).

As provas das identidades dadas em , do Teorema |1| e da Proposicao [2| po-
dem ser encontradas em [Folland 1999|, Teorema 2.40, Teorema 2.44 e Corolario 2.51,

respectivamente.

A.2 Funcoes beta e gama

Dedicaremos esta secao a apresentacao das propriedades basicas das fungoes gama
e beta, ja que essas fungoes sao importantes para a integral fraciondria (cf. Definigao M,

pag. . Dado z € R+, definimos a fun¢ao gama no ponto x por

[(x) d:ef/ t" et dt.
0

Pode-se mostrar que I'(x) é uma integral absolutamente convergente para cada x positivo.
Essa funcao I real se estende para uma fungao holomorfa no semi-plano $(z) > 0 e esta
ultima extensao, por sua vez, tem uma continuacao analitica para uma funcao meromorfa
em C cujas unicas singularidades sado polos simples nos inteiros negativos (cf. 6§1 de [Stein
e Shakarchi 2010]. Portanto, sempre que falarmos da fungao gama estaremos falando desta

funcao meromorfa. Dados x,y € R., definimos a fungao beta por

1
B(y, ) ﬁ?b/“ty—1<1-t)w—1dt
0

Dessas defini¢oes, obtemos propriedades muito interessantes que sao condensadas no

seguinte resultado:

Teorema 3. Dados z,w € C, com R(z) > 0, valem as igualdades
T
G+ =) e Tli-u) - T Q

Ademais, para x,y € R.g temos que B(y,z) = B(z,y) e

N@N@:B%@:/mvﬂiLﬂm:/mﬁzﬁiyu (4)

I(y + x) 1+ u)yte uyte
Finalmente, dado r > 0, o volume n-dimensional da bola B, =4 {r eR" : |x| <r}é
n/2,.n
T
m(B,) = = ()

 T(n/2+1)
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Demonstracao. Para a prova de veja [Stein e Shakarchi 2010] (Capitulo 6§1, Lema 1.2
e Teorema 1.4, respectivamente). A demonstracao da primeira igualdade de pode ser
encontrada em [Grafakos 2014] (Apéndice A§2, pdg. 564), enquanto as outras igualdades
seguem a partir da primeira, mediante simples mudancas de varidveis. Para a prova de
veja [Folland 1999] (Capitulo 2§7, Corolério 2.55). O

A.3 Espacos quase-normados

Usaremos esta secao para desenvolver os conceitos de quase-norma e de espaco
quase-Banach, os quais serao imprescindiveis para construir os teoremas da secao (pag.
. Usaremos para isso o livro [Wilansky 1978] como referéncia. Além disso, provaremos o
Teorema [§] resultado fundamental para a segao [4.2] (pdg. [59). A nossa prova do Teorema

tem como referéncia o livro [Kalton, Peck e Roberts 1984] (Lema 1.1 da pag. 3).

Definicao 4 (Quase-norma). Considere X um espago vetorial real. Dizemos que uma

funcao ||| : X — [0, 00) é uma quase-norma se

(Q1) |lz|| = 0 se, e somente se, z = 0.
(Q2) |lcx|| = |c|||x|| para quaisquer ¢ € R, x € X.

(Q3) Existe uma constante K > 1, tal que, para quaisquer x;, 9 € X, vale

[y + ol < K ([l ]| + [l2]]) (6)

Chamaremos o par (X, ||-||) de espago quase-normado.

Definicao 5. Sejam ||| e ||-||, duas quase-normas em X. Dizemos que essas quase-normas

sao equivalentes se existem 0 < ¢ < C' < oo tais que
cllzll, <flefl < Cllell,  vVreX.
Defini¢ao 6. Dado « € (0, 1], dizemos que uma quase-norma ||-|| é a-subaditiva se
[l +ylI* <l + lylI*

para quaisquer z,y € X.

O leitor deve ter percebido que uma quase-norma ||-|| pode ser uma norma quando
ocorrer de: K =1 ou quando ||-|| for uma quase-norma a-subaditiva com a = 1. Tendo
isso em mente, gostariamos de extrair uma topologia de uma quase-norma que preservasse

a nocao de “distancia” dada por essa quase-norma.
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Definicao 7 (Espago Vetorial Topolégico). Um espago vetorial topoldgico (ou simples-
mente TVS) é um espago vetorial X munido de uma topologia 7, na qual as operagoes de
soma S : X X X — X (S(z1,22) = x1 +x2) e de multiplicagao por escalar M : Rx X — X

(M(e, 1) = czy) sao fungdes continuas.

No que se segue, vamos introduzir uma topologia vetorial em X, a qual extrai as

propriedades da quase-norma ||-||. Para isso, defina
U,={z e X : |z <1/n}
. ~ def .
e considere a colecio By = {U, : n € N}. Seja
def

{GCX :VYgeG,3U € By tal que g+ U C G} U{D}

Com essa construcao o par (X, 7) é um TVS. A prova desse fato serd omitida aqui, mas
ela pode ser encontrada no Capitulo 4§3 de [Wilansky 1978| (cf. Teorema 4.3.5, pag. 45).

Lema 8 (Aoki/Rolewicz). Seja ||-|| uma fun¢do ndo negativa em um espago vetorial X.

Se existe K > 1 que satisfaz

I+ yll < K ([l«]| +[lyl)

para quaisquer z,y € X, entdo, definindo o como a solucao da equagao (2K)® = 2, temos

N 1/
< 41/01 (Z ”l’k“a>
k=1

para qualquer N natural e quaisquer {xk}ff:l € X.

N

>a

k=1

Demonstracao. Primeiramente, provaremos por inducao que para todo N € N vale

N
Do
k=1

O caso base é imediato. Agora, assumindo a hipétese de inducao, temos

) (2K) max{”le me}

k=1
2k yma { s s {280 ol }

< nax {K)" |2}

<k<N

N+1

>

N+1

>

<K <||I1|| +

IN

= e { 2R ] s, {2 v}

— k+1 —
= AR ol =, o { @I el
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Para cada k € Z, construa o conjunto
Ak,’ = {ZL’ € X : 2k_1 < ||ZL’||a S 2k}

e defina H : X — R como
H(z) = 2"y, (x).

kEZ
Claramente

o]l < H(x) <2 |l

para todo x € X. Provaremos por inducao forte sobre N que

ij <2 (Z H(xj)a> : (7)

Suponha que esta afirmacao é verdadeira quando N = m. Provaremos que o resultado

vale para N = m + 1. Assuma, sem perda de generalidade, que ||z;|| > ||z;41|| para cada
j€{1,...,m}. Em particular, vale H(x;) > H(xj11).

Caso 1. O conjunto {H(z;) : 1 <j <m+ 1} contém elementos todos distintos entre si.

Deste modo, como H (z;4+1)* < 2H(x;)* vale para cada j € {1,...,m}, ndés obtemos
2(j_1)/aH(a:j) S H(.fl:l)

Consequentemente

m+1 @

>
j=1

1<j<m +1

«
max ||x]||)

1<]<m+1

<
A p——
<

max 32_j/0‘21/aH(x1))

1<J<m+1

= 2H ()" ( max ((2K)a/2)j) = 2H(x,)* < 2 (Z H(:cj)a) .

1<j<m+1
j=1
Caso 2. H(z;) = H(x; + 1) para algum 1 < i < m. Neste caso existe um inteiro r tal que
21 < o I° < il < 2
e H(x;) = 2"/%. Assim, valem as desigualdades
i+ 2t [ < K (aall + i)™ < Ko(227)° = 2041 (2K /2) < 274,
Portanto H(x; + x;41)* < 2771 =27 + 2" = H(x;)* + H(w;41)%. Finalmente

@ m—+1
SQ H(l’i—f—l'i_;,_l)a—f— Z HI'Ja <2<ZHZL’] )

i¢{j,j+1}

m—41

>
j=1
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Teorema 9. Seja (X, ||-]]) um espago quase-normado. Entao existe a € (0,1] e uma
quase-norma ||-||, a-subaditiva equivalente a ||-||. Em particular, se definirmos a fun¢ao
d: X x X —[0,00) por d(z,y) = ||z — y||J, d é uma métrica invariante por translacgoes

em X. Ademais, temos que lim,,_,., x,, = x na topologia 7 TVS de X se, e 86 se, vale

lim d(z,,z) = 0.

n—oo

Demonstragao. Considere a € (0, 1], obtido usando a quase-norma ||-|| como a funcao nao
negativa do Teorema de Aoki/Rolewicz (Teoremalg). Para z € X, defina

N lVa
||, = inf (ank”a) : Zxk:x, NeNex, e X,VEe{l,...,N}
k=1

k=1

Fixe e > 0 e z,y € X. Pela defini¢ao de infimo, existem {xm}%zl e {yn}i[:1 representacoes

de x e y, respectivamente, tais que
M N
Dol <llzll+e/2 e D lwl® <yl +2/2
m=1 n=1

Agora, defina {zk}ﬁgN como a seguinte representacao de = + y:

def ) wr, se 1 <k < M;

2k —
Yr_m, se M <k < M+ N.
Deste modo, temos
M+N M M+N M N
Dol =D Ml + D Myearll™ =D Mwall™ + D Myl < el + ylls + <
k=1 k=1 k=M+1 k=1 k=1

e assim ||z + y||S < ||z||$ + |ly||S + . Fazendo € — 0, obtemos a desigualdade triangular.

Além disso, as 2 primeiras propriedades de quase-norma sao imediatas. Para a terceira
« a1/« « a1/ a o
lz +yll, < (22 + )" < @max {l|, [yI2H* < 2 (2], + lyll.) -

Finalmente, vamos verificar a equivaléncia entre ||-|| e ||-||,. Como z é uma representacao
de si mesmo (redundante, ndo?), temos ||z||, < (||=[|*)"/* = ||z|. Ademais, se {xk}szl é

uma representagao arbitraria de x, obtemos pelo Teorema de Aoki/Rolewicz (Teorema

N

> e

k=1

] =

N 1/a
< ave (anw) |
k=1

e assim ||z, < ||z| < 4 ||z||,. E de verificacdo imediata que a funcéo d, definida como

no enunciado, é uma métrica que preserva a nogao de convergéncia da topologia 7. O
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Definigao 10. Dizemos que {z,}, .y € X é Cauchy no espago quase-normado (X, [|-||)

se, com a mesma notagao do Teorema @, {z,}, oy for Cauchy no espago métrico (X, d).

neN

Definigao 11. Um espago quase-normado (X, ||-]|) é dito Quase-Banach se, com a mesma

notagao do Teorema[9] (X, d) for um espago métrico completo.

Observagao 12. Para verificar que {#,},.y ¢ Cauchy em (X, |-||), terfamos que mos-
trar que essa sequéncia é Cauchy na métrica d. Porém, pela construcao de d a par-
tir de uma quase-norma ||-||, (a qual é equivalente a |-||), isso é o mesmo que provar
limy, o0 || Zn — Tm|| = 0. Do mesmo modo, se queremos provar que (X, ||-||) é um espago
Quase-Banach, basta considerar uma sequéncia de Cauchy na métrica d e provar que existe
xr € X tal que lim,,, ||z, — z|| = 0. Esse fato serd usado implicitamente durante todo o

nosso trabalho, ficando a cargo do leitor relembrar desta observacao.

A.4 Nucleos homogéneos

Apresentaremos nesta secao algumas desigualdades uteis para a teoria desenvolvida
na secao (78). O tnico resultado que nao demonstraremos ¢ o Lema[15] pois ele estd
relacionado com a dualidade dos espacos LP. O leitor interessado nessa prova do carater
de dualidade de L” pode consultar o Lema 4.2 na pagina 14 de [Stein e Shakarchi 2011].

Definicao 13 (Nicleo homogéneo). Dizemos que uma funcao N(x,y) mensurdvel em

(R-p X R-g,m) é um nticleo homogéneo de grau —k se, para quaisquer 3, z,y € R.q

N (B, By) = B~ N (z,y).

Teorema 14. Sejam 1 < p < oo, f, g duas fungdes mensurdveis em R.g e N(z,y) um

nticleo homogéneo nao negativo de grau —1 tal qud]]

/000 N(z, 1)z P dx = C < oo. (8)
Sob tais hipdteses, temos
| [ sl dedy < il )
Em particular, se definirmos
N Y [T N@f@dn @ [T NG

entdo N(f) e N(g) existem para quase todo ponto e valem as estimativas’|

INCOIL, < CllAlp, IN(@),y < Cligly- (10)

Estamos realizando um abuso de notagao quando p = oco. Nesse caso, consideramos simplesmente
z~1/P =1 para qualquer = € Rxq.

1

2

Veja a Definicéo [1.17 de expoentes conjugados na pagina
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Lema 15 (Carater de dualidade de LP). Seja (X, M, i) um espago de medida o-finita.

Se g ¢ integravel em todos os conjuntos de medida finita, 1 <p < oo e

/f x)dx

sup =(C < o0,

lIfllp<1
f simples

entdo g € LP (X) e ||g|ly = C

Lema 16. Considere (X, M, u) um espago de medida o-finita, ¢ uma fungdo mensurdvel,

1<g<ocoeC €Ry. Vale |p|l, < C se, e somente se, tivermos para qualquer g € L? (X)
[ le@a@)ds < - gl (1)

Demonstragdo. A ida é devido a Desigualdade de Holder (cf. Teorema[1.18] pdg. [24)). Para
a volta, note que ¢ ¢é integravel sobre qualquer conjunto £ de medida finita, pois tomando
9=xp € LY(X) em (L)

/E o(z)| di = /X o(@)xn(@)] dz < C - [xsll, < oo,

Além disso, temos

s | [ p@g@)ds] < s [ plgolde< s - lgly = C.
llgllg <1 1JX llgllyr <1 llglly <1
g simples g sunples g simples
seguindo do Lema [L5| que ||¢||, < C. O

Demonstracio do Teorema[TJ. Podemos assumir f € LP(Rq) e g € L” (Rsg), pois caso

contrario ndo ha nada para provar. Pelo Teorema de Fubini-Tonelli (pag. E|

/ / (xyldxdy—/ / o) g () [N (g ) duw dy
:/0 N(w, 1) </0 If(yw)g(y)ldy) dw

< / N(w, 150l lglly du, (12)

sendo que em usamos a Desigualdade Holder (Teorema|l.18| pég. . Neste momento,

fixamos w € Ry e separamos a prova em dois casos.

Caso 1.1 < p < co. Apés a mudanca de varidvel x = yw, obtemos do Teorema (pég.

oo 1/p S 1/p
bt = ([ stras)” —wn ([Fisopas)” oo, o
0 0
O resultado segue substituindo em , invocando .

Caso 2. p = 00. Aqui a conclusao é imediata, afinal |0y, f||cc = ||.f||co-

Por fim, as estimativas de decorrem de @D e do Teorema (16| (pag. . O

3 Dado r € Ry, definimos a funcio 6, f por 7,.f(x) = f(rx) para cada x € R+g.
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Observagao 17. Se N(z,y) é um nicleo homogéneo de grau —1, entao

/N(I,l)x‘l/pdl:/ N(1,y)y " dy
0 0

De fato, usando a homogeneidade de N(z,y) e fazendo a mudanga de varidvel y = 1/x

/ N(x,l)x_l/pdx:/ N(l,l/x)w_l_l/”de/ N(1,y)y" /Py~ dy.
0 0 0

Corolario 18 (Desigualdades de Hardy). Suponha que 1 < p < oo, r >0 e que h é

uma func¢do mensuravel nao negativa definida em (0, c0). Entao

/ooo p (/0 h(y) dy)p dr< (1) /ooo R de "
[y as oo

Chamaremos de a primeira desigualdade de Hardy e de a segunda desi-
gualdade de Hardy.

Demonstragao. Para provar as duas desigualdades, invocaremos o Teorema [I4 Para
verificar (14), basta considerar o niicleo N(z,y) = a~ /P y+0/p=1. (1 (y) e a fungio
h(z) = 2'~0+1/P f(x). J4 para provarmos a desigualdade (15)), podemos definir o niicleo
N(z,y) == D/P. y=1=0=D/p .y () e a fungdo h(z) = 2 T0=D/P f(z). O

Lema 19. Considere 1 <p < oo e d < 1/p'. Para f € LP(Rsy), defina Vsf : R.g — R
def 5-1 Y -6
Vsf(y) =y x| f(x)| dr.
0

Entéao, existem constantes C; e Cy, com C; = C;(p,d) para i € {1,2}, tais que

IVafllo < Cillflls e Vsf(y) < Coy™ 2| f]l,-

Demonstragio. Note que Vsf(y) = [ N(x,y)f(x)dx, com N(z,y) = 20y X 0, (@)
sendo um nucleo homogéneo de grau —1. Temos

/

C dzef/ N(x,l)xl/pd:cz/ xaxl/pd:c:/ gy = P <o
0 0 0

1—9p0
e pelo Teorema (14| vale ||V f||, < C|| f]|,- Para provar a segunda desigualdade, observamos
que pela Desigualdade de Holder (Teorema [1.18] pag.

y y 1/p’
Varl) =y [ e @l < ( / xd) e (16)

0

e sendo —1 < —0p/

Yy S/ 1/p’ 1 1/10, (1 s /)/ , 1/
o/ g = Y = Oy P, 17
(/ ) (1_5]0,) y )y (17)

De e de , a prova do lema esta completa. O
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