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1 INTRODUCAO

Aparentemente, a nocao de topos! surgiu de duas linhas de desenvolvimento
diferentes nos campos de geometria algébrica e teoria das categorias. Por volta de 1963,
Bill Lawvere estava tentando axiomatizar a categoria dos conjuntos. A ideia de Lawvere era
entender as propriedades interessantes sobre conjuntos de um ponto de vista estritamente
categorico. Este projeto foi interessante, pois teoria de categorias concentra-se em objetos
e morfismos. Assim, analisar a teoria de conjuntos de um ponto de vista categorico forca
uma mudanca radical de ponto de vista.

Em 1966 Lawvere encontrou um estudo de Alexander Grothendieck, que tinha
surgido com um conceito de “topos” no seu trabalho em geometria algébrica. Em geo-
metria algébrica frequentemente interessa-se ndo em quando algo é verdade, mas onde é
verdade. Por exemplo, dadas duas func¢oes sobre um espaco, onde elas coincidem? Entao
Grothendieck deu origem ao conceito dele de topos. Informalmente falando, esse conceito
consiste em um “local” onde é possivel trabalhar com diversos conceitos matematicos
interessantes.

Por volta de 1971, Lawvere e Myles Tierney tinham trabalhado no conceito original
de topos (agora conhecido como “Topos de Grothendieck”) generalizando e destrinchando
esse conceito até surgir um novo conceito de topos. Este novo conceito é, por vezes,
chamado de “topos elementar”, para distinguir essa nog¢ao de topos do conceito introduzido
por Grothendieck. No entanto, esse novo conceito é frequente chamado apenas de Topos e
é essa nomenclatura que iremos adotar neste trabalho.

Como mencionado, um dos bercos da teoria de topos é a geometria algébrica e, em
particular, o estudo de feixes. Diversos mateméticos fazem estudos sobre topos através de
ferramentas dadas pela teoria de feixes, porém neste trabalho iremos usar conhecimentos
dados pela teoria de categorias para introduzir, definir e trabalhar com topos. Por sua
vez, esse conhecimento foi dado através de leituras de livros mencionados na bibliografia e
também de reflexdes sobre o assunto.

O trabalho foi dividido em trés capitulos. No primeiro sdo apresentados os conceitos
basicos que usaremos durante o decorrer do texto. Ja no segundo capitulo apresentamos
novos conceitos e trabalhamos com eles afim de adquirir uma certa familiaridade com os
mesmos. Por fim, introduzimos os tltimos dois conceitos necesséarios para definir um topos
e em seguida é dado a definicao, referida anteriormente, e exemplos de topoi.

No decorrer do texto fica claro que o intuito do trabalho é dar recursos suficientes
ao leitor para entender o que é um topos e conseguir verificar por si s6 se uma dada

estrutura matematica é, ou nao, um topos. Além disso, procura-se incentivar o estudo de

L “Topos” é uma palavra singular que, do grego, significa “lugar”. O plural de “topos” é “topoi”.
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topos afim de identificar estruturas e algumas de suas propriedades.



2 CATEGORIAS

A ideia aqui é preparar o leitor para entender sobre todos os conceitos abordados
na defini¢do de topos. Sendo assim vamos introduzir uma estrutura abstrata que seja a
mais genérica possivel, porém que tenha algumas propriedades interessantes para podermos
introduzir nogoes necessarias para contemplar a compreensao de todos esses conceitos
desejados.

Devido a toda essa abstracao a “linguagem” de categorias também ¢é conhecida
como abstract nonsense (abstrato sem sentido), assim originalmente nomeado pelo mate-
matico Norman Steenrod. A razao para a escolha desse termo se da pelo fato de que a
linguagem categoérica ¢ totalmente voltada ao estudo da estrutura da mesma, e nao ao
significado do que representa.

Sendo assim podemos dizer que categoria ¢ uma cole¢do de objetos e morfismos
entre eles, satisfazendo algumas condigoes naturais para obtermos generalizagoes de
estruturas conhecidas. A natureza desses objetos sdo indefinidas, ou seja, basicamente
podemos pensar nos objetos como sendo qualquer coisa. Ja os morfismos sao interagoes entre
esses objetos, que satisfazem as condi¢oes naturais citadas anteriormente. Basicamente
estamos falando de “coisas que interagem com outras coisas” sem necessariamente se

preocupar com o que essas “coisas” sao.

2.1 DEFINICAO E EXEMPLOS

Definigao 2.1.1. Uma categoria C consiste em:
e Uma classe chamada de classe dos objetos de C e denotada por Obj(C);
e Uma classe chamada de classe de morfismos em C e denotada por Home;

e Operagoes que atribuem a cada morfismo f em Home objetos A e B chamados
respectivamente de dominio de f e contradominio de f. Nesse caso representamos f

como:
f:A—B ouA-Ls B

Sendo assim, também podemos dizer que f € Home(A, B) com Home(A, B) sendo

definido como a classe de todos os morfismos de A para B em C.

e Uma operacao que atribui a cada par de morfismos f : A — B eg: B — C, um
morfismo go f : A — C, chamado composicio de f e g, satisfazendo a sequinte

condicao:
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Lei associativa: Se A, B,C e D sdo objetos de C e f,g e h sao morfismos de C
tais que f: A— B, g: B— C e h:C — D entao temos que:

(hog)of=hol(gof). (2.1)

e Uma operacao que atribui para cada objeto A em Obj(C) um morfismo 14 : A — A

em Homg, chamado de identidade de A, satisfazendo a sequinte condigdo:

Lei da identidade: Se B, C sao objetos de C e f, g sao morfismos C tais que
f:B—Aeg:A— C entao temos que:

laof=f e gola=yg (2.2)

Para facilitar a leitura e compreensao sobre categorias algumas observacoes devem
ser levadas em consideragao:

Em Teoria de Categorias os morfismos também sao chamados de setas, pois muitas
vezes temos um certo apelo visual dos morfismos por diagramas representados por setas.

Mais precisamente, um diagrama em uma categoria C qualquer é uma figura
representada por setas e simbolos. Cada seta representa um morfismo e a mesma geralmente
¢ acompanhada de um indice, o qual indica o morfismo que a seta representa. Ja os simbolos
ficam postos nas extremidades das setas. Se a seta representa um morfismo f em C entao
na ponta da seta é posto o simbolo que representa o o contradominio de f. Ja na outra
extremidade, da seta em questao, é posto o simbolo que representa o dominio de f.

Por exemplo, se tomarmos A, B objetos de uma categoriaC e f : A — B, podemos
representar f pelo seguinte diagrama:

A—1 B
Para um outro exemplo simples tome A, B e C objetos de uma categoria C e

f:A— B, g: B — C morfismos em C. Sendo assim, podemos representar a composi¢ao

go [ por:
A
/ij/// \\\i\\
C - B

Quando o diagrama mencionado de fato expressa a situacao desejada dizemos que

o diagrama comuta.

Dados A e B objetos de uma categoria C e f : A — B dizemos que “f é um
morfismo que vai de A para B”. Além disso, como mencionado acima, chamamos A de
“dominio de f” e B de “contradominio de f”. Isso se da pois os objetos lembram conjuntos
e os morfismos lembram as fungoes entre esses conjuntos. Sendo assim carregamos as
nomenclaturas de Teoria dos Conjuntos. Esse fato fica ainda mais evidente com o seguinte

exemplo:
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Exemplo 2.1.1. Chamamos de Set a categoria em que cada objeto é um conjunto, os
morfismos sao todas as funcoes entre esses conjuntos, e as composicoes de morfismos sao
as composicoes usuais de fungoes.

Veja que Set € de fato uma categoria, pois contém objetos e morfismos bem
definidos assim como a composicio entre esses morfismos. Além disso sabemos que dadas
duas funcoes f: A— B e g: B — C temos que essas fungoes determinam um morfismo
fog tal que o dominio da fungdo fog é o dominio da funcao g e o contradominio da fungao
fog €igual ao contradominio da fungdo f. Sabemos também que a composicio usual de

funcoes é associativa, e a fungdo identidade é o morfismo identidade nessa categoria.

Existem varios exemplos de categorias em que os objetos sao conjuntos com pro-
priedades adicionais, e os morfismos sao funcoes entre esses conjuntos, que sao compativeis
com as propriedades adicionais desses conjuntos, em que a composicao de morfismos é a
composicao usual de fungoes. Sabemos que a composicao usual de funcoes é bem definida e
tem propriedade associativa, logo, para verificar que uma categoria com essa configuracao

é de fato uma categoria, basta verificarmos que existe o morfismo identidade na mesma.

Exemplo 2.1.2. Ring ¢ a categoria em que os objetos sao anéis com unidade, os morfis-
mos sao homomorfismos de anéis com unidade e a composi¢ao € a composicao usual de
funcoes.

Veja que para todo A anel a fungdo identidade de A é um homomorfismo de anéis,

e ¢ tal que para qualquer outro morfismo de anéis f : A — B, com B anel:

foidy=f=1idgof

Logo, temos que idy € um morfismo identidade em Ring. Sendo assim temos
que Ring tem morfismo identidade, e sabemos de Teoria dos Aneis que Ring satisfaz as

outras condigoes necessarias para ser uma categoria. Logo, Ring €é de fato uma categoria.

Exemplo 2.1.3. Top é a categoria em que os objetos sdo o0s espagos topologicos, o0s
morfismos sao as fungoes continuas entre esses espacos, e a composicao de morfismos é
a composicao usual de funcoes. Veja que mais uma vez os morfismos sdo funcgoes e as
composicoes entre morfismos sao composicoes usuais de fungoes. Além disso, sabemos que
composigoes de fungoes continuas sao continuas. Sendo assim basta encontrar 14 para todo
objeto A de Top. Porém € fdcil notar que 14 = idy, pois ida € uma funcao continua de A
para A, e dados morfismos f: A— B eg:C — A sabemos que foidya = f eidgog=g.

Logo, id4 € de fato um morfismo identidade de A. Portanto, concluimos que Top

¢ realmente uma categoria.

Exemplo 2.1.4. Seja K um corpo. Veck € a categoria em que os objetos sdo todos os
espacos vetoriais sobre K, os morfismos sao todas as transformacoes K-lineares entre

esses espacos, e a composicio de morfismos € a composicio usual de funcoes. Além disso,
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sabemos que a composicao de transformacoes K -lineares € uma transformacao K -linear.
Mais uma vez estamos lidando com funcoes e composicoes usuais de funcoes, sendo assim
basta mostrar que para todo objeto A de Veck existe um morfismo identidade de A para
A. Porém, mais uma vez, a funcdo identidade faz o papel de morfismo identidade, pois a
fungao identidade é uma transformacgdio K-linear e para qualquer morfismo f: A — B em

Veck temos que:

foidy=f=idgof

Sendo assim Vecg é uma categoria.

Exemplo 2.1.5. Outra estrutura conhecida é a categoria Pos, em que os objetos sao
conjuntos parcialmente ordenados, os morfismos sao fungoes monotonas, e as composicoes
de morfismos sdo composicoes usuais de fungoes. Veja que mais uma vez nos apoiamos nas
fungoes e suas composicoes. Além disso sabemos que composicoes de funcoes mondtonas sao
fungoes mondtonas. Portanto, precisamos verificar que para todo objeto A de Pos existe um
morfismo identidade de A para A. Porém, como A é um conjunto parcialmente ordenado,
sabemos que a funcao identidade de A para A € uma funcao mondtona que satisfaz a
propriedade de um morfismo identidade de A. Portanto, Pos é mais uma categoria na

nossa lista de exemplos.

Seguindo a mesma ideia dos ultimos exemplos dados, podemos incluir algumas
estruturas conhecidas como exemplos de categorias. Por exemplo, a categoria Grp em
que os objetos sdo grupos, os morfismos sao homomorfismos de grupos e a composicao de
morfismos é a composigao usual de fungoes. Outro exemplo importante é o da categoria
Mon em que os objetos sao mondides, os morfismos sao homomorfismos de mondides, e a

composicao de morfismos é a composi¢ao usual de fungoes.

Exemplo 2.1.6. Chamamos de 1 a categoria que tem somente um objeto A e um morfismo
f:A— A. Veja que ndo hd nada de errado com essa categoria. Tudo o que precisamos é
definir como se dd a composi¢io em 1. Porém so temos uma opgao, pois fof: A— A é
um morfismo em 1 e so existe um morfismo nessa categoria. Logo, fo f = f. Com isso,

concluimos que 14 = f. Portanto, verificamos que 1 de fato é uma categoria.

Exemplo 2.1.7. Chamamos de 2 a categoria que tem exatamente dois objetos A, B e
3 morfismos f : A — A, g: A— B eh: B — B. Assim como o exemplo da categoria
anterior essa categoria € um exemplo muito bdsico, pois nela para cada par de objetos
distintos existe somente um morfismo entre eles. Com isso, é fdacil notar como se da a
composicao entre os morfismos. Veja que precisamos que existam os morfismos 14 e 1g,
porém so existe um morfismo de A para A, que € o morfismo f, e um morfismo de B
para B, que é o morfismo h. Logo, 14 = f e 1g = h. Agora sé precismos descrever o

que acontece compondo f com g e g com h. Mais uma vez a composicao € dada de forma
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imediata, pois f = 14 e h = 1. Sendo assim, pela definicao de categorias, temos que

goly=g=1pog. Entao de fato 2 € uma categoria.

Veja que podemos configurar a categoria 2 para que os morfismos entre os objetos
sejam intuitivos devido a nossa familiaridade com o conjunto dos niimeros naturais. Para
isso chamamos os objetos A e B de 0 e 1 respectivamente. Além disso, podemos representar
todo morfismo de 2 por um par em {0,1} x {0,1}, de modo que a primeira coordenada
indica o dominio e a segunda indica o contradominio desse morfismo. Sendo assim, na
categoria 2, temos os morfismos (0,0), (1,1) e (0,1).

Note também que podemos estender essa ideia para uma categoria com um nimero
finito de elementos. Entao para construir a categoria n tomamos uma colegao de n objetos
(com n € N) que sao representados pelos nimeros de 0 a n — 1, de tal forma que para
cada A e B, representacoes de objetos dessa colecdo, temos que, se A < B existe um
tnico morfismo (A, B) de A para B, caso contrario Hom¢ (A, B) é vazio. Veja que, se
temos um par de morfismos representados pelos pares de naturais (A, B), (B, () € N?
entdao temos que A < B < C e também que (B,C) o (A, B) : A — C é um morfismo de
A para C, porém sabemos que s6 existe um morfismo de um objeto para outro, ou seja,
(B,C) o (A,B) =(A,C). Sendo assim conseguimos uma classe de categorias “parecidas”,
e temos entao diversos exemplos de categorias que ajudam a nos familiarizarmos com a

linguagem categorica.

Exemplo 2.1.8. Seja A um conjunto e ~ uma relagio sobre A satisfazendo a propriedade
reflexiva e a transitiva. Sendo assim, podemos construir uma categoria em que 0s objetos sao
elementos de A e para cada par de objetos A e B, tal que A ~ B, existe um nico morfismo
de A para B que € o elemento (A, B) € A x A. Se tivermos que A nao estd relacionado
com B pela relacio ~ em A entdo ndo existe morfismo de A para B. Primeiramente,
podemos notar que, pela defini¢ao dessa categoria, existe um unico morfismo (A, A) de A
para A que serd, obrigatoriamente, 14, pois A € A e ~ € uma relagio em A satisfazendo
a propriedade reflexiva, ou seja, A ~ A.

A composicio também se dd de forma intuitiva. Se tivermos A, B e C' elementos
de A (objetos da categoria em questdo) tal que A ~ B e B ~ C podemos compor o
morfismo (A, B) com o (B,C) obtendo o morfismo (B,C)o (A,B): A— C que é o par
(A,C) € A x A, pois como A~ B e B~ C e~ satisfaz a propriedade transitiva entdo
A~ C.

Sendo assim verificamos que de fato consequimos construir uma categoria dados
um conjunto e uma relagdo de reflexiva e transitiva sobre esse conjunto. Denotamos essa

categoria por (A, ~).

Veja que os exemplos das categorias n sao casos especificos do tltimo exemplo

mostrado. Basta tomarmos (A, ~) como sendo ({0,1,2,--- ,n — 1}, <).
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Para obter mais exemplos de categorias podemos alterar estruturas ja conhecidas
afim de satisfazer a definicao de uma categoria. Em teoria dos conjuntos, por exemplo,
podemos obter um conjunto novo retirando elementos de um conjunto conhecido, assim
obtendo um subconjunto do conjunto inicial. Em categorias também podemos usar essas

mesmas ideias. Sendo assim podemos definir subcategorias.

Definicao 2.1.2. Seja C uma categoria. Dizemos que uma colegao de objetos e morfismos

B é uma subcategoria de C se:
(i) todo objeto de B € objeto de C;

(7i) para todos A e B objetos quaisquer de B entdo a colegio de morfismos de A para B

em B estd contida na colecio de morfismos de A para B em C;

(1ii) dados A, B e C' objetos em B tal que existam morfismos f : A— B, g: C — A em

B, temos que f o g é um morfismo em B;

(iv) dados A, B e C objetos em B tal que existam morfismos f: A— B, g: C — A em

B, temos que fog em B é o mesmo que fog emC.

Definigao 2.1.3. Seja C uma categoria. Dizemos que B € uma subcategoria completa de
C se B € uma subcategoria de C e para quaisquer objetos A e B em B tem-se que a coleg¢do

de morfismos de A para B em C € igual a cole¢io de morfismos de A para B em B.

Exemplo 2.1.9. Finset € a categoria em que os objetos sao conjuntos finitos, os morfismos
s@o fungoes entre esses conjuntos, e a composicao de morfismos € a composicio usual de
fungoes (que é associativa). Perceba que para qualquer objeto A de Finset podemos tomar
a fungao idy : A — A tal que ida(x) = z para todo x € A. Com isso temos que para

qualquer B objeto de Finset e f : A — B morfismo em Finset temos que:

foidy=f=idgof

Sendo assim temos que ids = 14 para todo objeto A de Finset. Logo, Finset de
fato € uma categoria.

Note que todo objeto de Finset € um objeto de Set. Dados A, B objetos de Finset
temos que a colecio de morfismos entre A e B € a colecao de todas as funcoes de A para
B, que é exatamente a mesma colecio de morfismos de A para B em Set. Veja que se
tomarmos mais um objeto C' em Finset podemos tomar fungoes f :A— B eg:C — A,
ou seja, morfismos f e g em Finset e compor g com [ obtendo a funcao fog:C — B
que € um morfismo em Finset. Note que como f e g sdo fungoes entre conjuntos entao
f e g também sao morfismos em Set, e como a composicao em Set e em Finset sdo a
mesma (composicao usual de fungoes) entio fog em Finset é o mesmo que fog em Set.

Portanto Finset é uma subcategoria completa de Set.
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Exemplo 2.1.10. Outra subcategoria completa de Set é Nonset que consiste em uma
categoria onde o0s objetos sao conjuntos nao vazios, os morfismos sao todas as funcoes entre
esses conjuntos e a composicdo € a composicao usual de funcoes. Podemos mostrar que
Nonset é uma categoria e, em particular, uma subcategoria completa de Set, da mesma

maneira como fizemos com Finset.

Analisando os exemplos de categorias podemos nos perguntar se em uma categoria
pode existir mais de um morfismo identidade para algum objeto. Porém a seguinte

proposi¢ao nos da a resposta:

Proposigao 2.1.1. Seja C uma categoria. Se A é um objeto qualquer de C entdo existe

um unico morfismo identidade de A em C.

Demonstracdo. Tome C uma categoria e A um objeto qualquer de C. Suponha que existem

14,14 : A — A morfismos identidades de A. Sendo assim temos que:

ly=1401,=1,

Portanto 14 = 1/4. Logo, para todo objeto A de C, s6 existe um morfismo identidade
de A. ]

Vimos diversos exemplos de categorias em que os morfismos sao fungoes, que
por sua vez podemos classificar de diversas maneiras. Isso nos da incentivo para tentar
generalizar essas classificagoes de fungoes usando linguagem categorica. Esse incentivo nos

leva as proximas secoes.

2.2 MONOMORFISMOS, EPIMORFISMQOS E ISOMORFISMOS

O foco nessa secao é reformular algumas classificagdes de fungoes obtidas em Teoria
dos Conjuntos, afim de usa-las para a classificacdo de alguns morfismos em uma categoria.
Esse raciocinio continuara sendo utilizado nos proximos capitulos, porém precisaremos do
auxilio das nogoes a seguir.

Dados A e B conjuntos dizemos que uma funcao f : A — B é injetora se para cada
z,y € A temos que f(x) = f(y) implica em = = y. J4 em uma categoria os objetos nao
necessariamente sao conjuntos (assim como morfismos nao necessariamente sao fungoes), e
por isso nao podemos garantir que um objeto da categoria tera elementos para classificarmos
o morfismo desta maneira. No entanto, a proposicao a seguir nos ajudara a reformular

esta definicdo em linguagem categorica.

Proposigao 2.2.1. Sejam A e B conjuntos e f : A — B fungao. Tem-se que as sequintes

sentencas sao equivalentes:

(i) f € injetora;
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(ii) f é canceldvel a esquerda, isto é, dadas fungoes g, h tais que f o g = f oh temos que

g=nh;
(iii) [ tem inversa a esquerda, isto é, existe uma funcio f' tal que o f = idy.

Demonstragio. ((i) = (ii)) Suponha que f: A — B é uma fungao injetora. Tome fungoes
g,h:C — Atal que fog= foh. Sendo assim, dado um elemento qualquer ¢ € C' temos
que f(g(c)) = f(h(c)). Porém, f é injetiva, Logo, temos que g(c) = h(c). Da arbitrariedade
de ¢ € C temos que g = h. Portanto f ¢é cancelavel a esquerda.

((ii) = (iii)) Suponha que f : A — B é cancelavel a esquerda. Tome um elemento
fixo a € A e para cada x € Im(f) escolha um y, tal que f(y,) = x. Considere agora a

funcao f’: B — A dada da seguinte forma:

Yz, se € Im(f)
a, se x & Im(f)

Sendo assim temos que, para todo z € A, pela definicdo da fungao f’, temos que
f'(f(2)) = ys), pois f(z) € Im(f). Portanto,

(f o (f o fN(2) = F(F'(f(2)) = [(yr») = f(2) = (f 0 1da)(2),Vz € A.

Ou seja, fo(f'of)= foids. Como f é cancelavel a esquerda, e fo (f o f) = foida,

temos que f' o f =idy, ou seja, f tem inversa a esquerda.

f'(x) =

((iii) = (i)) Suponha que f tem inversa a esquerda e tome x1,x2 € A tal que

f(z1) = f(xg). Se f' é uma inversa a esquerda de f, entdo temos que:

w1 =ida(z1) = (f o f)(@1) = f'(f(21)) = [/ (f(@2)) = (f o f)(w2) = ida(x2) = 22

Logo, para todos par de elementos x1, 25 € A tal que f(z1) = f(x2) temos que

xr1 = 9. Em outras palavras, f é uma func¢ao injetora. O

Entao, de fato, uma funcao ser cancelavel a esquerda ¢é condig¢ao necessaria e
suficiente para a mesma ser injetora, e como s6 utilizamos composigoes e fungoes nessa

caracterizagdo, podemos transferir essa ideia para linguagem de categorias.

Definigao 2.2.1. Um morfismo f: A — B em uma categoria C é um monomorfismo em
C se para todo par de morfismos “paralelos” g,h : C' = A em C, a igualdade fog = foh

implica em g = h.

Exemplo 2.2.1. Na categoria Set sabemos que os morfismos sdo fungoes, e como a
ideia de monomorfismo foi tirada das funcoes injetoras seque diretamente que em Set os

monomorfismos sao as funcoes injetoras.
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Exemplo 2.2.2. Seja A um conjunto e ~ uma relagio reflexiva e transitiva sobre esse
conjunto. Com isso consequimos construir a categoria (A, ~), como feito no Exemplo 2.1.8,
e ver que todo morfismo nessa categoria é um monomorfismo. Para verificar isso basta
tomar A,B e C' € A tal que A~ B e C ~ A. Com isso podemos tomar um morfismo
(A,B) : A — B e dois morfismos h,h' : C'— A tal que (A, B)oh = (A, B)oh'. Porém note

s

que, como C' ~ A, existe um unico morfismo de C para A. Logo, h = I, e portanto (A, B) é

canceldvel a esquerda. Sendo assim, todo morfismo (A, B) em (A, ~) é um monomorfismo.

Assim, como queriamos transferir a ideia de fung¢oes injetoras para a linguagem
de categorias, agora queremos a noc¢ao de fungoes sobrejetoras em linguagem categorica.

Sendo assim, podemos usar a mesma ideia de fungdes cancelaveis, porém agora a direita.

Proposigao 2.2.2. Sejam A e B conjuntos e f uma fungdo de A para B. Sendo assim

sao equivalentes as sequintes afirmagoes:
(i) [ é sobrejetora;

(ii) f é canceldvel a direita, isto €, dadas fungoes g, h tais que go f = ho f temos que

g=h
(iii) [ tem inversa a direita, isto é, existe uma fungdo f' tal que fo f' =id,.

Demonstragio. ((i) = (ii)) Suponha que f : A — B é uma funcao sobrejetora. Considere
as fungoes g,h : B — C' tais que go f = ho f. Como f é sobrejetora, para cada y € B
existe um = € A tal que f(z) = y. Sendo assim g(y) = g(f(z)) = (go f)(x) = (ho f)(z) =
h(f(z)) = h(y). Da arbitrariedade de y € B segue que g = h, ou seja, f é canceldvel a
direita.

((ii) = (iii)) Suponha que f: A — B ¢é canceldvel a direita. Sendo assim tome
um elemento fixo a € A e para cada = € Im(f) escolha um y, tal que f(y,) = z. Agora,

defina uma fungao g : B — A tal que:

Yz, se x € Im(f)
a, se z & Im(f)

g(z) =

Sendo assim temos que, para todo z € A, pela definicao da func¢ao g, temos que
9((2)) = yscs)- Portanto, ((f0.g) o ))(z) = (fo (g0 N)(=) = Fg(f(2)) = flyse)) =
f(z) = (idao f)(2), e como f é canceldvel a direita temos que (f o g)(z) = ida(z) para
todo z € A. Sendo assim g é inversa a direita de f.

((iii) = (i)) Suponha que f tem inversa a direita. Entao existe uma funcao
g: B — Atal que fog =idg. Sendo assim temos que, para cada b € B, b = idg(b) =
(fog)b) = f(g(b)). Logo, da arbitrariedade de b € B, segue que f é uma fungao

sobrejetora. O
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Sendo assim podemos definir epimorfismos usando a caracterizacao de ser cancela-

vel a direita.

Definicao 2.2.2. Seja C uma categoria e f um morfismo em C. Dizemos que [ é um
epimorfismo em C se para todo par de morfismos g,h em C tal que go f = ho f temos que

g=h.

Exemplo 2.2.3. Mais uma vez, em Set podemos ver que os epimorfismos sio as fungoes

sobrejetoras, jd que usamos uma caracterizacio dessas fungoes para definir epimorfismos.

Exemplo 2.2.4. Seja A um conjunto e ~ uma rela¢io de reflexiva e transitiva sobre A.
Com isso podemos construir a categoria (A,~) e ver que todo morfismo dessa categoria é
um epimorfismo. Para verificar isso basta tomar A,B e C € A tal que A~ B e B~ C.
Com isso podemos tomar um morfismo (A, B) : A — B e dois morfismos h,h' : B — C
tal que ho (A, B) = W' o (A, B). Porém note que, como B ~ C, existe um unico morfismo
de B para C, Logo, h = k', e portanto (A, B) é canceldvel a direita. Logo, todo morfismo
(A, B) em (A,~) € um epimorfismo.

Para finalizar este capitulo iremos caracterizar fungoes que sao inversiveis. Para
isso precisamos ter em mente a definicao de funcao inversivel, ou seja, temos que saber que
uma funcao f: A — B é inversivel se existe uma funcao g: B — A tal que go f =id4 e

f og=1dg. Agora basta transferir essa nocao para linguagem de categorias.

Definicao 2.2.3. Seja C uma categoria e A, B objetos de C. Um morfismo f : A — B
em uma categoria C é um isomorfismo se existir um morfismo g : B — A em C tal que
gof=1p4efog=1p.

Dizemos que dois objetos A, B em C' sdo isomorfos se existe um isomorfismo

entre eles. Denotamos A isomorfo a B por A= B

Proposigao 2.2.3. Seja C uma categoria, A, B objetos de C e f: A — B um morfismo

em C. Se [ é isomorfismo entao existe um unico morfismo f': B — A tal que fo f' =15

ef’of:lA.

Demonstragio. Seja C uma categoria, A, B objetos de C e f : A — B um morfismo em C.
Suponha que f é isomorfismo e que existem morfismos f': B — A e h: B — A tais que
fof'=1p, ffof =14, foh=1geho f=14. Sendo assim temos que

h=holg=ho(fof)=(hof)of =laof =f
Logo, h = f’, ou seja, dado um isomorfismo f : A — B existe um unico morfismo
f'B— Atalque fof =1ge ffof=14.
[
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Proposicao 2.2.4. Seja C uma categoria e, A e B objetos quaisquer de C. Se A € isomorfo

a B entdio B € isomorfo a A.

Demonstracdo. Seja C uma categoria e, A e B objetos quaisquer de C. Suponha que A é
isomorfo a B. Sendo assim existe um morfismo f: A — B e um morfismo g : B — A tais
que go f =14e fog=1pg. Note que g é um isomorfismo, pois existe o morfismo f tal

que fog=1gego f =14. Logo, B é isomorfo a A. O

Proposicao 2.2.5. Seja C uma categoria, e A, B e C objetos de C. Se A € isomorfo a B

e B é isomorfo a C entdo A é isomorfo a C.

Demonstragdo. Seja C uma categoria, e A, B e C objetos de C. Suponha que A é isomorfo
a B e B ¢é isomorfo a C'. Do fato de que A e B sao isomorfos, sabemos que existem
morfismos f: A— Be f': B— Ataisque f'fof =14e fof' = 1p.Ja do fato de que B é
isomorfo a C, sabemos que existem morfismos g: B — C e ¢ : C — B taisque g’og = 1p
e go g = 1¢. Sendo assim podemos tomar os morfismos go f: A—Ce ffog :C — Ae
notar que (f'og’)o(go f) = ((f'eg’)og)of=(fo(gog))of=(folp)of=Ffof =14
e(gof)o(fog)=(lgof)of)og =(go0(fof))og =(golp)og =gog =Ilc. Logo,
g o f éum isomorfismo de A para C, ou seja, A e C' sao isomorfos.

[

Em Teoria dos Grupos, dois grupos sao isomorfos se existe um isomorfismo
entre eles. J4 em Topologia dizemos que dois espacos topologicos sao isomorfos se existe
um homeomorfismo entre eles. Nesses dois casos os objetos isomorfos tem propriedades
e estruturas equivalentes, em outra palavras, alguns resultados obtidos em um objeto
serao iguais a resultados obtidos em outro objeto isomorfo ao anterior. Em Teoria de
Categorias isomorfismos funcionam da mesma forma, ou seja, dois objetos isomorfos terao
diversas propriedades iguais. Sendo assim, se existirem objetos isomorfos em uma categoria,
podemos escolher qualquer um deles para verificar algumas propriedades. Por esse motivo,
em algumas estruturas basicas que tratam de um objeto especifico podemos ter que esse
objeto é inico, a menos de isomorfismo. No sentido de que todo objeto que satisfaz as

especificagoes desta estrutura é isomorfo a outro que satisfaz a mesma especificidade.

Exemplo 2.2.5. Em Set os isomorfismos sdo as funcoes bijetoras. Para verificar isto
tome uma fungio f: A — B em Set e suponha que g : B — A € uma funcao em Set tal
que go f =1idy e fog=r1idg.

Veja que nesse caso f tem inversa d esquerda e portanto, da Proposicio 2.2.1, f
é injetiva. Note também que f tem inversa a direita e portanto, da Proposicio 2.2.2, f é
sobrejetora. Sendo assim sabemos que f € de fato bijetora.

Agora vamos mostrar que se f € uma fungdo bijetora entao f é um isomorfismo
em Set. Para isso, toma uma fungdo bijetora f : A — B e note que, pelo fato de f ser

bijetora, existe uma funcdo f~: B — A que € a inversa da funcdo f, ou seja, fof~1 =1p
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e f~Yo f =14. Sabemos entio que f~! é inversa a esquerda e a direita de f. Sendo assim,

f € um isomorfismo em Set.

Veja que concluimos que um morfismo em Set que é, a0 mesmo tempo, monomor-

fismo e epimorfismo é também isomorfismo. Porém isso nem sempre ocorre.

Exemplo 2.2.6. Tome a categoria Ring e considere o morfismo i : Z — Q em Ring
tal que, para todo z € Z, i(z) = z. Para verificar que essa fungao é um monomorfismo
tome um anel A qualquer e dois morfismos h,h' : A — 7Z tal que ioh =ioh/, e note que
para todo z € Z temos que h(z) = i(h(z)) = (ioh)(2) = (io h)(2) = i(h'(2)) = h'(2), ou
seja, h = h'. Logo, i € um monomorfismo. Jd para mostrar que i é um epimorfismo tome
9,9 : Q — A morfismos em Ring tal que goi = ¢’ oi. Sendo assim dado um elemento

m

p € Q, podemos tomar m € Z e um n € Z* tal que p =", e enfim verificar que

= () g i) = () g ) = () g/ m) = (%) = o)

n n
Portanto g(p) = ¢'(p) para todo p € Q, ou seja, g = ¢'. Logo, i também é um
epimorfismo.
Porém veja que para existir uma inversa da esquerda, ou a direita, precisa existir
um morfismo de anéis f : Q — Z, porém sabemos que tal morfismo ndao existe. Logo, i
nao tem inversa a direita e nem a esquerda, € portanto © € monomorfismo e epimorfismo

mas nao ¢ isomorfismo.

No préximo exemplo nos deparamos com uma situacao diferente das demais
apresentadas. Veremos uma categoria em que todos os isomorfismos sao somente as
identidades:

Exemplo 2.2.7. Tome a categoria (N, <). Sabemos de 2.2.2 e 2.2.4 que todos os morfismos
em (N, <) sao monomorfismos e epimorfismos. Sendo assim, tome A, B objetos de N
tais que A < B e o morfismo (A,B) : A — B em (N, <). Suponha que (A,B) é um
isomorfismo. Sendo assim existe um morfismo (B, A) de B para A que é inversa a direita
e a esquerda de (A, B). Portanto, B < A e com isso temos que A = B. Sendo assim,

(A, B) = (A, A), ou seja, os unicos isomorfismos em (N, <) sdo os morfismos identidades.
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3 PRELIMINARES PARA TOPOS

3.1 OBJETOS INICIAIS E FINAIS

Assim como nos capitulos anteriores comegaremos o capitulo buscando aproveitar
das propriedades da Teoria de Conjuntos. A propriedade que analisaremos agora é a que
caracteriza o conjunto (). Veja que para cada conjunto A que tomarmos existe uma unica
fungdao de () para A (a fungdo vazia). Essa propriedade do objeto () em Set pode ser
observada em muitas outras categorias. Damos entao o nome de objeto inicial a um objeto

que tem essa mesma propriedade observada. Mais precisamente temos a seguinte defini¢ao:

Definicao 3.1.1. Seja I um objeto em uma categoria C. Dizemos que I é um objeto inicial

de C se para todo objeto A de C existe somente um morfismo f: 1 — A em C.

A seguir veremos que, se existir um objeto inicial entao ele é tinico a menos de

isomorfismos.

Proposicao 3.1.1. Seja C uma categoria e Iy, Iy objetos de C. Se Iy, Iy sdo objetos iniciais

em C entao I; = 1.

Demonstracio. Tome C uma categoria. Suponha que existam [y, I, objetos iniciais em
C. Como I; ¢ inicial sabemos que existe um tnico morfismo f : Iy — Is, e como I, é
inicial sabemos que existe um tnico morfismo ¢ : Is — I;. Com isso podemos compor os
morfismos obtendo fog: Iy = Iyegof: Iy = I;. Porém 1, : 1 = L1 el : [, = I, e
como I, I, sdo iniciais entao s existe um morfismo de I; para I; e um tnico morfismo
de I, para Iy, ou seja, fog =1, e go f = 1;,. Sendo assim temos que f : I} — [ é

isomorfismo em C, ou seja, I; = . O]

Proposicao 3.1.2. Sejam I um objeto inicial em uma categoria C e A um objeto qualquer

em C. Se A= 1, entdo A é um objeto inicial.

Demonstragdo. Seja C uma categoria e I um objeto inicial em C. Tome um objeto A de
C tal que A = [. Sendo assim, existem morfismos f : A — [ e g4 : I — A tais que
gaof=14e fogs = 1;. Considere B um objeto qualquer de C, e veja que, como [
é objeto inicial, existe um tnico morfismo gg : I — B. Portanto temos que gg o f é
um morfismo que vai de A para B. Agora considere um morfismo h : A — B e perceba
que h o g4 é o Unico morfismo de I para B, ou seja, h o g4 = gg. Logo, temos que
geof=(hoga)of=ho(gaof)=holy=h,ou seja, sé existe um morfismo de A
para B, para todo objeto B em C. Temos entao que, pela definicdo, A é um objeto inicial.

]
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Definicao 3.1.2. Dizemos também que F objeto de C é um objeto final de C se para todo

objeto B de C existe somente um morfismo f: B — F em C.

Proposicao 3.1.3. Sejam F} e Fy objetos em uma categoria C. Se Fi, Fy sao objetos final

em C entao F} = .

Demonstracio. Tome C uma categoria. Suponha que existam Fj e Fy objetos finais em
C. Como Fj é final sabemos que existe um tnico morfismo f : Iy, — Fj, e como F; é
final sabemos que existe um tnico morfismo ¢ : F; — F5. Compondo os morfismos temos
fog:Fy = Fiego f:F,— F, Todavia 1p, : Fy — Fy e 1p, : Fy — F5, e como Fy, F)
sao terminais entao sé existe um morfismo de F; para F; e um unico morfismo de Fj
para Iy, ou seja, fog =1p e go f = 1p,. Sendo assim, temos que g : Fi; — F, é um

isomorfismo em C, ou seja, ] = F3. n

Proposigao 3.1.4. Seja C uma categoria e F' um objeto final em C. Dado um objeto A

em C, se A= F, entdo A € um objeto final.

Demonstragdo. Seja C uma categoria e F' um objeto final em C. Tome um objeto A de
C tal que A = F. Sendo assim, existem morfismos g4 : A — F e f: F — A tais que
foga=14e gsof = 1p. Considere B um objeto qualquer de C, e veja que, como
F' é objeto final, existe um tnico morfismo gg : B — F'. Portanto temos que f o gg é
um morfismo que vai de B para A. Agora considere um morfismo h : B — A e perceba
que g4 o h é o tnico morfismo de B para F', ou seja, g4 o h = gg. Logo, temos que
fogs=fo(gaoh)=(foga)oh=140h=h, ou seja, s6 existe um morfismo de B
para A, para todo objeto B em C. Entao, pela defini¢ao, A é um objeto final.

m

Exemplo 3.1.1. Dado um conjunto A arbitrario sabemos que s6 existe uma fungdo do
conjunto O para A. Sendo assim sabemos que ) é um objeto inicial em Set. De fato ele €
inico, pois dado um conjunto X que também é objeto inicial em Set temos que ) = X.
Isso ocorre porque se X que € objeto inicial em Set entdo existe um isomorfismo de () para
X, ou seja, existe uma bijecio de ) para X. Sendo assim a cardinalidade de X tem que ser
a mesma de 0, ou seja, os conjuntos devem ter a mesma quantidade de elementos. Como
0 nao tem elementos entdio sua cardinalidade ¢ 0. Logo, X também tem cardinalidade 0,
isso significa que X ndo tem elementos, ou seja, X = ().

Jd um objeto final de Set é um conjunto que so tem um elemento. Para verificar
que dado um conjunto unitirio A = {a} em Set tomamos um X arbitrario em Set
separamos em dois casos. Um dos casos seria se X = (), nesse caso sabemos que sé existe
um morfismo de () para A, pois O é inicial. O outro caso é se X # (), sendo assim, podemos
tomar uma fungao f : X — A qualquer, e com isso sabemos que f(x) € A, e como A é
unitdrio entdo f(x) = a, para todo x € X, ou seja, s6 existe uma fun¢io de X para A

para qualquer X em Set. Sendo assim temos que A € objeto final de Set.
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Exemplo 3.1.2. Nas categorias n e (N, <) € facil de ver que 0 é um objeto inicial, jd que
0 € o menor elemento dos conjuntos {0,--- ,n — 1} e N. Além disso, n — 1 é um objeto

final em n, mas (N, <) ndo tem objeto final, pois é ilimitado.

3.2 DUALIDADE

Como ja mencionamos podemos analisar diversas propriedades e caracterizé-las
por diagramas. No caso em que queremos mostrar que um morfismo f : A — B é um
monomorfismo, consideramos morfismos j1, jo : C' = A tais que f o j; = f o jo, para enfim
analisar se dada essa igualdade concluimos que j; = jo. Podemos representar a igualdade

foji = fojs por um diagrama da seguinte forma:

s
2

~
—
o

|

12

Veja que o diagrama comuta, isto é, foj; = fo7j,. J4 no caso em que procuramos
por epimorfismos temos que dado um morfismo g : B — A consideramos morfismos
hi,hy : A = C tais que hy o g = hsy o g, para entao verificar se dada essa igualdade anterior
concluimos que h; = hy. Podemos representar a igualdade hy o g = hy o g pelo seguinte

diagrama:
I A
ho

C

T

S
—

N
g

Perceba que o diagrama comuta, isto é, f o hy = f o hy. Além de ser comutativo o
diagrama ¢ muito semelhante ao diagrama mostrado anteriormente, praticamente a tnica
coisa que mudou foi a dire¢do das setas.

Também vamos comparar objetos iniciais e finais:

Seja I um objeto inicial e Ay, A, -, A, objetos em uma categoria C. Como
I é inicial, para cada k existe um unico morfismo f; : I — A,. Para ter uma melhor

compreensao visual dessa situagao podemos representa-la utilizando o seguinte diagrama:s:
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Ay

a

I — Aj

Ay

Na situacdo anterior, trocando I por um objeto final F, obtemos o seguinte

diagrama para representar tal situacao:

A

Ay

N

Ay —— F

Ay

Note que para passar de um diagrama para o outro basta inverter os sentidos das
setas. Esses dois exemplos motivam a nogao de dualidade na teoria de categorias. Sendo
assim, podemos introduzir esse conceito de dualidade na teoria de categorias:

Dado uma sentenca bésica £ de uma categoria temos que o dual de &, denotado
por &P, é a sentenga obtida “substituindo dominio por contradominio, contradominio
por dominio, e h = go f por h = f o g”. Essa noc¢ao de dual intuitivamente nos diz que
epimorfismos sao duais de monomorfismos. E da mesma forma nos induz a intuir que
objetos finais sdo duais de objetos iniciais.

De fato, dado C uma categoria podemos construir sua categoria dual C (também
chamada de categoria oposta). A construgio se dé da seguinte forma:

A categoria C° tem os mesmos objetos que C, e para cada morfismo f: A — B
em C incorporamos em C° um morfismo f? : B — A. E por fim, se pudermos fazer a
composigao de g e f morfismos em C, definimos f% o g% = (g o f)°.

Note que dom(f°) = cod(f) e cod(f?) = dom(f). Repare também que, um
objeto inicial em C é um objeto final em C°. Similarmente, se f é monomorfismo em C,
f é epimorfismo em C?. Em outras palavras, as no¢oes de monomorfismo e epimorfismo

sao duais, assim como as nog¢oes de objeto inicial e objeto final.
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3.3 PRODUTOS E COPRODUTOS

Agora buscaremos generalizar o produto cartesiano entre conjuntos. Como estamos
usando linguagem categérica nao podemos garantir que o objeto de uma categoria tem
elementos. Sendo assim precisamos encontrar um meio de generalizar produto entre
conjuntos somente usando objetos e morfismos.

Para isso tomamos conjuntos A e B e analisamos o conjunto A x B a fim de
encontrar uma caracteristica que o torna unico na teoria de conjuntos, ou seja, sua
propriedade universal. Precisaremos também considerar as fungdes projecoes ps : A X B —
Aepp: Ax B — B tais que, para cada (a,b) € A x B, pa((a,b)) = a e pg((a,b)) = b.
Considere agora fungoes f : D — A e g: D — B. Veja que podemos criar uma funcao
h:D — A x B, dada por h(z) = (f(x),g(z)) para todo x € D. Portanto, paoh = f e

pp o h = g. Sendo assim, podemos dizer que o seguinte diagrama comuta:

D

I

|
h

I

|
X

e
]
b
>
]
v

Agora vamos verificar que esse morfismo A é tinico a menos de isomorfismos.

Considere agora uma funcao b’ : D — A x B tal que h'ops = f e h'opg = g. Veja
que ppoh' = f=paohepgoh’ =g=pgoh,e portanto podemos tomar um elemento
d € D qualquer e notar que existem (ap, by), (an, b)) € A x B tais que h(d) = (ap, by) €
R (d) = (ap, by ). Sendo assim

ar = pa((aw,bw)) = pa(h'(d)) = (pa o B')(d) = f(d) =

= f(d) = (paoh)(d) = pa(h(d)) = pa((an, b)) = an

Logo, ap = ap. Além disso também temos que

b = pa((aw, bw)) = pe(h'(d)) = (pp o h')(d) = f(d) =

= (pp o h)(d) = pp(h(d)) = pp((an, bn)) = bn

E portanto by = by,. Por fim temos que h(d) = (ap, by) = (ap, byy) = W'(d) para
todo d € D, e portanto h = h'.
Por fim, conseguimos notar que dado o conjunto D e as fungoes f: D — A e

g : D — B temos que existe uma tnica funcdo h : D — A x B tal que ppoh = f e
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pg o h = ¢g. Com essa no¢ao em mente podemos entender com maior clareza a definicao a

seguir.

Definigao 3.3.1. Seja C uma categoria, A, B objetos de C. Um produto de A por B
em C é uma tripla (A X B, pa, pg) em que A X B € objeto de C e psy : A X B — A,
pg : A X B — B sao morfismos de C tais que para qualquer par de morfismos da
forma f: D — Ayg: D — B existe somente um morfismo (f,g) : D — A X B que
resulta nas igualdes pao (f,9) = f eppo (f,g) =g, ou seja, existe um unico morfismo

(f,9): D — A X B que faz o sequinte diagrama comutar:

D

/ <f,g>\

A«— AxB—— B
pa PB
Sendo assim, denominamos pa,pp como projecoes em A e B, respectivamente.

De maneira geral, se temos uma categoria C e um produto (A x B,p4,pp) de A
por B em C, todo objeto E de C isomorfo a A x B constitui um produto (F, e, es), de
A por B, para algum morfismo e; e algum morfismo ey de C. Mais precisamente temos a

seguinte proposicao:

Proposicao 3.3.1. Sejam C uma categoria, A, B objetos de C e (A x B,pa,pp) um
produto de A por B. Um objeto D de C € isomorfo a A X B se, e somente se, existem

morfismos dy : D — A e dy : D — B que constituem um produto (D, dy,ds) de A por B.

Demonstragio. Seja C uma categoria, A e B objetos de C e (A X B, pa,pp) um produto
de A por B.

( =) Suponha que existe um objeto D em C que é isomorfo a A X B, ou seja, existe
um morfismo d : D — A X B que é um isomorfismo. Sendo assim tome os morfismos d; e
ds tais que dy = pgod e dy = pp od. Agora considere um objeto E de C tal que existam
morfismos f: F— Aeg: E— B em C e veja que pela definicdo de produto temos que
existe um unico morfismo (f,g) : £ — A x B tal que f = pao(f,g9) e g =ppo (f,9).
Veja que, como d : D — A x B é isomorfismo, podemos considerar o morfismo inverso
d : Ax B — D, portanto, temos que pg = paolaxp = pao(dod) = (paod)od =djod
epp = ppolaxg =ppo(dod) = (ppod)od = dyod. Sendo assim, temos que
f=pao(f,g)=(diod)o(f,g)=dio(do(fg))eg=ppo(fg)=(dod)o(fg)=
dy o (d o(f,g)). Logo, pela unicidade do morfismo d' e pelo fato de (f, g) ser o tinico
morfismo que satisfaz f = pao(f,g9) e g =ppo (f,g) entdo temos que d' o (f,g): E — D
é o unico morfismo de E para D tal que f=dyo(d o(f,g)) eg=dso(d o(f, g))

(<) Suponha que existem morfismos dy : D — A edy : D — B que constituem um
produto (D, dy,dy) de A por B. Sendo assim, pela defini¢ao de produto, sabemos que existe



Capitulo 3. Preliminares para Topos 23

um dnico morfismo (pa,pp) : A X B — D tal que dy o (pa,pp) =pa € da o (pa,pB) = DB-
Do mesmo modo, temos que existe um tnico morfismo (dy,ds) : D — A x B tal que
pao(dy,dy) = dy e pgpo(dy,ds) = dy. Sendo assim temos que pao((dy,ds)o(pa,pr)) = (pao
(d1,d2))o(pa, pr) = dio(pa, pp) = pa e ppo((di, da)o(pa,pp)) = (po(di, da))o(pa,pB) =
dyo (pa,pe) = p. Veja que pela defini¢do de produto (dy,dy) o (pa, pg) é o tnico morfismo
de A x B para A x B tal que pao((di,ds) o (pa,pg)) = pa e ppo((di,dz) o (pa,pp)) = s,
porém 144 p € um morfismo de A x B para A x B tal que ppolaxp =pa e ppolaxp = pB.
Portanto, pela unicidade do morfismo (dy, ds)o(pa, pg) temos que (dy, da)o(pa, ps) = laxs-

Agora de modo andlogo, temos que dy o ((pa,pg) o (dy,d2)) = (dy o (pa,ps)) ©
(d17d2) = pa© (dI;dZ) =dy edyo ((pA,pB) © (dI;dZ)) = (dz % (pA,pB)) © (d17d2) =
pp © (d1,ds) = ds. Concluimos entdo que (pa,pr) o (di,dz) = 1p. Logo, (pa,ps) ¢ um

isomorfismo de A x B para D, ou seja, A X B é isomorfo a D. m

Em outras palavras, o produto (caso exista) é inico a menos de isomorfismos.
Por abuso de linguagem, por vezes usaremos o artigo definido para nos referirmos a um
produto.

A defini¢do de produto em categorias nao é tao intuitiva quanto as defini¢oes
apresentadas anteriormente, porém quanto mais buscarmos por produtos de objetos nas
categorias, mais clara fica a definicdo. Sendo assim pretendemos agora estudar as nogoes

de produto entre objetos em algumas categorias.

Exemplo 3.3.1. Sabemos que dados dois conjuntos A e B existe o produto de conjuntos

A x B. Pelo que vimos anteriormente um produto de A por B em Set € a tripla (A X

BapAupB)-

Agora vamos buscar mais exemplos de produtos em categorias diferentes para fixar

essa ideia importante dessa teoria de categorias. Um outro exemplo é sobre a categoria

(N, <)

Exemplo 3.3.2. Tome a categoria (N, <) e objetos A, B da mesma. Veja que um produto
de A por B nessa categoria é dado por (min{A, B}, (min{A, B}, A), (min{A, B}, B)), pois
para qualquer objeto E de (N, <) tal que existam morfismos (E,A) e (E,B) sabemos
que existe um unico morfismo de E para min{A, B}, pois se E < A e E < B entdo
E <min{A, B} . Logo, temos que a tripla (min{A, B}, (min{A, B}, A), (min{A, B}, B))
¢ de fato produto de A por B em (N, <).

De maneira andloga, (min{p, ¢}, (min{p, ¢}, p), (min{p, ¢}, q)) € de fato produto
de p por ¢ em n se p,q € N sdo tais que 0 < p,q <n — 1.

Conforme ampliamos nossa familiaridade com a definicao de produto em uma
categoria, ¢ normal que comecemos a questionar a existéncia do mesmo em todas as
categorias. De fato, o seguinte exemplo verifica que existem categorias que nao apresentam

produto de quaisquer dois objetos.
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Exemplo 3.3.3. Tome a categoria em que os objetos sao todos os corpos e 08 morfismos
sao todos os homomorfismos de corpos. Suponha que (P,p: P — C,q: P — C) é um
produto de C por C. Sendo assim considere o morfismo identidade 1c : C — C e note que,
pela defini¢do do produto, existe um morfismo h: C — P tal que poh =1¢c eqoh = 1¢.
Porém, como homomorfismos entre corpos sdao injetores, sabemos que q e p sao inversas
de h,e portanto p = q. Agora considere o morfismo 1¢c e o morfismo f: C — C em que
f(z) =T para todo x € C, e note que pela defini¢io de produto deve existir um morfismo
h :C — P tal que poh’ = 1¢c e go h' = f. Entretanto, sabemos que p = ¢, ou seja,
le=poh =qoh' = f, o que nos leva a uma contradi¢io. Logo, concluimos que nao

existe produto de C por C nessa categoria.
Esse exemplo nos motiva a definir “Categoria com produtos”.

Definicao 3.3.2. Seja C uma categoria. Dizemos que C € uma categoria com produtos se

para quaisquer pares de objetos de C existe um produto entre esses objetos.

Com as nocgoes dadas acima, a respeito de produtos de categorias, é possivel

verificar a veracidade das seguintes proposicoes:

Proposicao 3.3.2. Seja C uma categoria e A, B objetos de C. Se existe o produto de A
por B em C entao existe o produto de B por A em C e A x B € isomorfo a B x A.

Demonstracdo. Seja C uma categoria e A, B objetos de C. Suponha que exista o produto
da A por B em C. Sendo assim sabemos que existe uma tripla (Ax B,pa: Ax B — A, pp :
A x B — B) tal que para cada objeto D em C tal que existam morfismos d; : D — A
e dy : D — B temos que existe um unico morfismo (dy,ds) : D — A x B tal que
pao(dy,dy) =dy e pgo(dy,dy) = ds.

Agora considere a tripla (A x B,pgp : AX B — B,psa : Ax B — A) e veja
que, pela definigdo de produto de A por B, o morfismo (dy,ds) : D — A X B é o tnico
tal que pp o (di,ds) = dy e pa o (dy,ds) = dy. Logo, pela definicdo de produto, a tripla
(Ax B,pgp: AXx B — B,ps: Ax B — A) é produto de B por A. Portanto, o produto
de B por A existe, ou seja, existe a tripla (B X A,qgg: BX A — B,qga: BxA— A) e
como (AX B,pp: AXx B — B,ps: AXx B — A) também é produto de B por A, entdao
pela Proposicao 3.3.1 A x B é isomorfo a B x A.

m

Proposicao 3.3.3. Seja C uma categoria e A, B e C' objetos de C. Se existirem os objetos

(AxB)xC eAx(BxC) emC entio esses objetos sao isomorfos.

Demonstracdo. Seja C uma categoria e A, B e C objetos de C. Suponha que existam o
objetos (A x B) x C e A x (B x C) de C. Defina um produto de A por B por C' em C
como sendo a quadrupla (A x Bx C,pa: AXx BxC — Apg: Ax BxC — B,pc :
AxBxC — (), com Ax B xC objeto de C e pa, pp e pc morfismos em C tal que, dado
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um objeto D de C, com morfismos dy : D — A,dy : D — B e ds : D — C, existe um tinico
morfismo (dy,dy,ds) : D — A x B x C tal que py o (dy,ds,d3) = dy, pp o (dy,dy, d3) = ds
e po o (dy,ds, ds) = ds.

Sejam (A X B,pa,pp) um produto de A por B em C e ((A x B) X C,taxp,tc)
um produto de (A x B) por C' em C. Sendo assim sabemos que existem os morfismos
gaotaxp: (AXB)xC — A qgotaxp: (AXB)xC — Betc: (AxB)xC — C.
Considere entao a quadrupla ((A x B) x C,qa o taxp,qB ©taxp,tc) e veja que dado um
objeto D tal que existam morfismos d; : D — A, dy : D — B e ds : D — C entao, pelo
produto de A por B, temos que existe um tnico morfismo (dyi,ds) : D — A x B tal que
gao(dy,dy) =dy e qpo(dy,dy) = dg. J& pelo produto de A x B por C' temos que existe um
tnico morfismo ((dy,ds),ds) : D — (A x B) x C tal que taxp o ((di,ds),ds) = (di,ds) €
tco((dy,ds),ds) = ds. Porém veja que (gaotaxp)o((dy,ds),ds) = gao(taxpo((di,ds),ds)) =
gao(dy,dy) =di, (ggotaxp)o((di,da),d3) = gpo(taxpo((di,dz), ds)) = gpo(di,dy) = do
e tc o ((dy,dy),ds) = ds. Sendo assim, pela definicdo de um produto (A x B x '), temos
que ((A x B) x C,qa 0 taxp,qB © taxp,tc) ¢ um produto de A por B por C. Usando
raciocinio anélogo, concluimos que existe a quadrupla (A x (B x C),r4: Ax (B x C) —
Arg: AX (BxC)— B,rg: Ax (B xC)— C), com morfismos 74, rg e rc em C, que
¢ também um produto de A por B por C pela definicao dada acima. Por fim, pelo fato
de que temos os objetos (A x B) x C e A x (B x C') como sendo produtos de A por B
por C, podemos usar a mesma ideia da proposigao 3.3.1 para concluir que A x (B x C) e
(A x B) x C sao de fato isomorfos. ]

Sabemos, da propriedade anterior, que nao importa a ordem que fazemos o produto,

pois o resultado serd o mesmo (a menos de isomorfismo).

Proposicao 3.3.4. Seja C uma categoria e A um objeto de C. Se F' ¢ objeto final em C
entao A € um produto de A por F.

Demonstragdo. Seja C uma categoria e A um objeto de C. Suponha que existe um objeto
F final em C. Sabemos que existe um tnico morfismo f : A — F em C, pois I’ é objeto
final. Sendo assim, tome a tripla (A, 14, f).

Portanto, podemos notar que para cada objeto D com morfismos d; : D — A e

dy : D — F, precisamos mostrar que existe um tnico morfismo de D para A tal que

1A0d1 :dl (31)

f o dl = dg (32)

Perceba que d; é o inico morfismo que satisfaz (3.2) pois, como F' é objeto final, f é o
unico morfismo de A para F' e dy é o inico morfismo de D para F. Sabemos também

que, pela lei da identidade, o morfismo d; é o tnico que satisfaz (3.1). Logo, d; é o tnico
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morfismo de D para A tal que 14, 0d; = d; e f od; = dy. Concluimos entao que a tripla
(A, 14, f) é um produto de A por F.
O

Dadas as proposigoes necessarias sobre produtos podemos buscar responder al-
gumas duvidas que sao comuns de surgir ao decorrer desse capitulo. Uma das perguntas
comuns é sobre como definir um produto entre mais de 2 objetos. Veja que na proposicao
3.3.3 definimos um produto entre trés objetos. Sendo assim, podemos expandir esse conceito

e definir produto entre n objetos.

Definigao 3.3.3. Seja C uma categoria e { A;}_; uma colegio de n objetos de C. O produto
entre os objetos de Ay até A, € definido por (A X -+ X Ap, {p;i : A1 X - X A, = A;}),
comi € {1,--- ,n}, tal que para todo par (D,{d; : D — A;}) existe um dnico morfismo
k:D— Ay x--- x A, tal que p; o k = d; para todo i € {1,--- ,n}.

Chamamos o morfismo p; de projegio de A; para todo i € {1,--- ,n}. Além disso
denotamos [[1_y A; == Ay X -+ X A, ou seja, podemos escrever (Ay X -+ x Ay, {p; :
Ay x - x A, = A;}) da sequinte forma: (TT7—, Ai, {pi : 172y Ai — Ai})

Note que em uma categoria C com produtos, para qualquer colecao {A;}"; de n
objetos, existe um produto (IT/-; A;, {p: : [Ti-; Ai = A;}).

Uma outra pergunta comum sobre produtos é se é possivel e vidvel definir produto
entre morfismos. De fato podemos definir produto entre morfismos, e isso sera importante
para facilitar a compreensao de certos resultados futuros. Mais precisamente usaremos

esse conceito na Secao 3.8.

Definicao 3.3.4. Seja C uma categoria. Se existem morfismos f: A— B eg:C — D e
também existem os produtos (A x C,pa,pc) e (B X D,pg,pp), entdo o produto de f por
g, denotado por f X g, é o morfismo (f opa,gopc). Em outras palavras, temos que f X g

¢ o unico morfismo que faz o sequinte diagrama comutar:

A><C

B<7B><D—>D

Também, motivados pela secao anterior, podemos pensar no dual da nocgao de
produto, que chamaremos de coproduto, ou soma. Usando o principio da dualidade

chegamos a seguinte defini¢ao:

Definigao 3.3.5. Seja C uma categoria. Um coproduto de objetos A por B em C é uma
tripla (A4 B,ia: A— A+ B,ig: B — A+ B), com A+ B objeto de C e iy, ip morfismos
em C, tal que para qualquer par de morfismos da forma f: A — C,g: B — C, com C
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objeto de C, existe um unico morfismo [f,g] : A+ B — C fazendo comutar o seguinte

diagrama:

A ‘A A+ B ‘B B

|
1
|
|
|
|
)

[f.g]

|

|

|

1

|
v

Assim dizemos que 14 € uma injecao de A para A+ B, e ig € uma injecio de B
para A+ B. Denotamos entdo [f,g] morfismo coproduto de f e g com respeito as injecoes
iA (& iB.

Assim como fizemos com produtos, também podemos definir coprodutos de n

objetos e o coproduto de dois morfismos:

Definigdo 3.3.6. Seja C uma categoria e {A;}}_, uma colegio de n objetos de C. O
coproduto entre os objetos de Ay até A, € definido por (A; + -+ + Ap, {i; : A; —
A+ +A}), comje{l,--- n}, tal que para todo par (D,{d; : A; = D}) existe um
unico morfismo k : Ay + -+ A, — D tal que k oi; = d; para todo j € {1,--- ,n}.

Chamamos o morfismo i; de injecio em Aj, para todo j € {1,--- ,n}. Além disso
denotamos Yi_) Aj == Ay + -+ + Ay, ou seja, podemos escrever (Ay+ -+ Ap, {ij : Aj —
Ay + -+ An}) da seguinte forma: (35_) Ay, {ij 0 Ay — Y0, As)).

Definicao 3.3.7. Seja C uma categoria. Se, em C, existem morfismos f : B — A e
g: D — C e também existem os coprodutos (A + Cia,ic) e (B+ D,ig,ip), entdo o
coproduto de f por g, denotado por f+ g, é o morfismo [iaod,icod]. Em outras palavras,

temos que f + g € o unico morfismo que faz o sequinte diagrama comutar:
B—2 B —|— D — D

inof f+g= AOf icog] icog

A+C

Antes trouxemos a ideia de produto entre conjuntos, da teoria de conjuntos, para
linguagem categorica, e usamos a dualidade para definir o coproduto. Sendo assim podemos
intuir que existe coproduto em Set e ele tem alguma estrutura ja conhecida. Portanto,

agora vamos analisar a categoria Set afim de encontrar essa estrutura dada pelo coproduto.

Exemplo 3.3.4. Sejam A e B conjuntos. Considere a unido disjunta de A e B como
sendo o conjunto AU B := AgU By, em que Ay = A x {0} e By = B x {1}. Tome
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agora iy : A — AUB, ig : B — AU B funcoes dadas, para cada v € A ey € B, por
ia() = (2,0) ¢ ip(y) = (4,1).

Sendo assim tomamos a tripla (AU B, ia,ig) como uma possibilidade de coproduto
de A por B em Set. Para verificar isto precisamos considerar um conjunto D e fungoes
f:A—= D eg:B— D, e perceba que podemos construir uma fungio h: AUB — D da

sequinte forma:

fy), sea=0
g(y), sea=1

h(y,a) =

Veja que temos entdo as fungoes hoiy : A — D e hoig : B — D tais que
hois=f ehoig=g. Suponha que existe uma funcio j: AU B — D tal que jois = f
ejoip=g. Veja que se v € A tal que is(x) =y entdo h(y) = h(ia(z)) = (hoia)(x) =
flz)=(joia)(x) =jlia(z)) = j(y). No caso em que x € B tal que ig(x) =y temos que
h(y) = h(ip(x)) = (hoip)(z) = f(x) = (joip)(z) = j(ig(z)) = j(y). Note que todos os
casos foram abrangidos, pois AU B = Ay U By e Ay N By # 0. Sendo assim temos que
h = j, ou seja, dado a tripla (AU B,ia,ig) temos que para qualquer conjunto D com
fungoes f: A— D e qg: B— D existe uma tunica fungio h : AUB — D tal que hoiy = f
e hoig = g. Logo, pela definicio de coproduto, AU B é coproduto de A por B.

Exemplo 3.3.5. Tome a categoria (N, <) e objetos A, B da mesma. Veja que o coproduto
de A por B nessa categoria é dado por (max{A, B}, (A, max{A, B}), (B, max{A, B}), pois
para qualquer objeto E de (N, <) tal que existam morfismos (A, E) e (B, E) sabemos
que existe um unico morfismo de maxr{A, B} para E, pois se A < E ¢ B < E entao,
max{A, B} < E. Logo, temos que a tripla (max{A, B}, (A, max{A, B}), (B, max{A, B})
¢ de fato um coproduto de A por B em (N, <).

De maneira andloga, (max{p, q}, (max{p,q},p), (max{p,q},q)) é de fato um co-
produto de p por ¢ em n se p,q € N sao tais que 0 < p,qg <n —1.

Assim como vimos que algumas categorias nao tem produtos para cada par de
objetos, podemos afirmar que existem categorias em que nao existe coprodutos para cada

par de objetos. Esse fato ¢ facilmente notavel com o seguinte exemplo:

Exemplo 3.3.6. Tome a categoria em que os objetos sao todos os corpos e 0s morfismos
sao todos os homomorfismos entre esses corpos. Suponha que (P,p:C — P,q:C — P) é
um coproduto de C por C. Sendo assim considere a funcao identidade 1¢ : C — C e note
que, pela definicio do coproduto, existe um unico morfismo h : P — C tal que hop =1¢ e
hoq = 1¢c. Porém, como homomorfismos entre corpos sdo injetores, sabemos que p = q.
Agora considere a fungao fungao 1c e a fungio f: C — C em que f(x) = T para todo
x € C, e note que pela definicao de produto deve existir um morfismo h' : P — C tal que

hWop=1c eh oq= f. Entretanto sabemos que p = q, ou seja, lc =h'op=h'oqg=f, o
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que nos leva a uma contradi¢cdo. Logo, concluimos que nao existe coproduto de C por C

nessa cateqgoria.

Usando o fato de que o coproduto é o dual do produto, em teoria de categorias,
nos conseguimos ganhar diversas propriedades de coproduto simplesmente analisando as
propriedades de produto. Considere entao a seguinte lista de propriedades herdadas do

produto:

Proposicao 3.3.5. Seja C uma categoria e A, B objetos de C e (A + B,pa,pg) um
coproduto de A por B. Um objeto D € isomorfo a A+ B se, e somente se, existem
morfismos dy : D — A e dy : D — B tais que (D, dy,dy) é um coproduto de A por B.

Proposigao 3.3.6. Seja C uma categoria e A, B objetos de C. Se existe o coproduto de A
por B em relacao a C entdo existe o coproduto de B por A em C e A+ B € isomorfo a
B+ A.

Proposicao 3.3.7. Seja C uma categoria e A, B e C objetos de C. Se existem os objetos
(A+B)+C e A+ (B+C) de C entio esses objetos sao isomorfos.

Proposicao 3.3.8. Seja C uma categoria, A um objeto de C. Se I é um objeto inicial de

C, entdo I é um coproduto de A por I.

3.4 EQUALIZADORES E CO-EQUALIZADORES

Antes de introduzirmos uma definicao formal do que sao equalizadores, vamos
observar uma propriedade especifica em Set que carrega a motivacao para essa definicao.
Observe entao que, dado um par de funcoes paralelas f,g: A = B em Set podemos tomar
um conjunto £ = {z: 2z € A e f(z) = g(z)} e considerar a fun¢do inclusdo i : £ — A.
Note que foi = goi e veremos a seguir que I'm(i) é o “maior” conjunto em que f e g sdo
iguais. Em outras palavras a funcao ¢ “equalizou” as fungées f e g, e por isso damos o
nome de “equalizador” a funcao .

Tomamos agora uma funcao h : C' — A tal que foh = goh. Veja que dado c € C
temos que h(c) € E, pois f(h(c)) = g(h(c)). Sendo assim, podemos restringir o dominio
de h obtendo a fungao k : C' — FE tal que k(c) := h(c), e com isso temos que i o k = h.
Sendo assim, temos que a fun¢ao k ¢é Unica que satisfaz i o k = h, ou seja, dada uma
funcao h : C' — A tal que f o h = g o h existe uma tnica fungdo k : C' — E que comuta o

diagrama:
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Agora basta traduzir essa nocao intrinseca de fungoes equalizadoras para morfismos

equalizadores:

Definigao 3.4.1. Seja C uma categoria, A, B objetos de C e f,g: A = B morfismos em
C. Um equalizador de f,g: A= B ¢ um morfismoi: E — A em C tal que:

(i) foi=goi,e

(ii) Dado um morfismo h: C — A em C tal que foh = go h, existe um unico morfismo
k:C — FE tal queiok = h.

Como vimos anteriormente os equalizadores em Set ja estdo bem definidos por
fungdes inclusoes, ou seja, dado um par de fungoes paralelas f,g: A = B em Set sabemos
que a funcao inclusdo i : F— A,em que F = {zx: 2z € Ae f(z) = g(z)}, é um equalizador
de f e g . Porém podemos expandir essa no¢ao para outras categorias ja conhecidas que
apresentam aspectos semelhantes, como é o caso das categorias Top, Ring e Grp. Mais
precisamente, usando o mesmo raciocinio usado em Set, podemos intuir os seguintes

exemplos:

Exemplo 3.4.1. Sejam A e B objetos de Top e f,g : A = B um par de morfismos
paralelos dessa categoria. Sendo assim considere i : E — A a fung¢do inclusao de E para
A, emque E={x:x € Ae f(z)=g(x)}. Veja que E é um subespago topoldgico de A e i
¢ uma funcao continua. Por fim podemos usar o mesmo raciocinio utilizado em Set para

notar que i é um equalizador de f e g em Top.

Exemplo 3.4.2. Sejam A e B objetos de Ring e f,g : A = B um par de morfismos
paralelos dessa categoria. Sendo assim considere i : E — A a fungdo inclusao de E para A,
em que E={x:x € Ae f(x)=g(x)} é um subanel de A. Sendo assim podemos usar o

mesmo raciocinio utilizado em Set para notar que i é um equalizador de f e g em Ring.

Exemplo 3.4.3. E notdvel que em Grp temos que para cada par de morfismos paralelos
f,g: A= B, com A e B objetos de Grp, 1 : E— A, a fungdo inclusao de E para A com
E={z:xe€Aef(x)=g(x)} subgrupo de A, é um equalizador de f e g em Grp.

Veja que usando o mesmo raciocinio temos diversos exemplos de equalizadores em
categorias diferentes, porém isso se deve pelo fato de os morfismos dessas categorias serem
fungoes, e além disso a fungao inclusao esta presente em diversas estruturas algébricas.
Portanto, em cada um desses casos ¢ facil usar as boas propriedades da funcao identidade

para verificar quem sao os equalizadores nessas categorias.
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Porém nem sempre os morfismos de determinadas categorias sao fungoes, como é

o caso do seguinte exemplo:

Exemplo 3.4.4. Tome a categoria (N, <), objetos A, B da mesma, e morfismos f,g :
A — B dessa categoria. Como nessa categoria so existe um morfismo para cada par de
objetos entdao f = g. Sendo assim considere 14 : A — A e veja que foly=f=g=goly.
Além disso temos que se tomarmos um objeto C' em (N, <) tal que C' < A entdo sabemos
que existe um unico morfismo h: C — A e, como f = g, temos que foh = goh. Agora
precisamos tomar um morfismo k de C' para A tal que 14 0o k = h, porém sabemos que sé
existe um morfismo de C' para A, ou seja, h = k e portanto k € unico morfismo de C' para

A tal que 14 0k = h. Logo, temos que 14 é equalizador de f e g em (N, <).

Além de exemplos de categorias com equalizadores também é importante ter em
mente exemplos de categorias que nao tem equalizadores. Sendo assim vamos a seguir

apresentar uma categoria que nao tem equalizadores.

Exemplo 3.4.5. Seja (G, ) um grupo nao trivial. Defina a categoria G com um iunico
objeto A em que 0s morfismos estao associados aos elementos de G, ou seja, para cada
elemento a € G existe um morfismo a : A — A associado em G. Jd as composicoes $Go
dadas através da associacdo com a operacao em G, ou seja, se temos a,b e ¢ € G tal
que a xb = ¢ entao aob = ¢ em G. Veja que herdamos as condigcoes de categoria da
propria definicao de grupos, ou seja, a associatividade das composicoes sao garantidas pela
associatividade da operagio em (G, %), e o morfismo identidade 14 : A — A € garantido
pelo elemento neutro de (G, ).

Agora que verificamos que G € de fato wma categoria vamos verificar que ndao
hd equalizadores para qualquer par de morfismos distintos em G. Considere um par de
morfismos a,b : A = A em G tal que a # b e veja que para existir um equalizador é
preciso que exista pelo menos um morfismoi: A — A em G tal que aoi =bo1, ou seja,
deve existir um elemento 1 € G tal que a1 = bx 1. Porém todo elemento de um grupo é
inversivel, e portanto, de a x1 = b1, temos que a = b em G, ou seja, 0os morfismos a e b
sao iguais na categoria G. Sendo assim, encontramos uma contradicao, pois escolhemos

a#bem G. Logo, ndo hd equalizadores para quaisquer dois morfismos diferentes em G.

Assim como fizemos nos topicos anteriores iremos verificar propriedades classicas
e importantes a respeito de equalizadores para ampliar nossa familiaridade com esse objeto

de estudo. Portanto, seguem as seguintes propriedades:
Proposicao 3.4.1. Seja C uma categoria. Todo equalizador em C é um monomorfismo.

Demonstragcdo. Tome C uma categoria e k um equalizador de f e g. Considere morfismos
paralelos j e [ tais que ko j = k ol. Veja que, como k é equalizador de f e g, fo(kol) =
fo(koj)=(fok)oj=(gok)oj=go(koj)=go(kol). Como fo(kol)=go(kol) entdo
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[ é inico morfismo tal que kol = (kol), porém também temos que fo (ko j)=go(koj),
ou seja, j é unico morfismo tal que ko j = (ko j) e portanto [ = j. Logo, k é cancelavel a

esquerda, ou seja, k é monomorfismo. O

Vimos que, em geral, um morfismo pode ser monomorfismo e epimorfismo e ainda
assim nao ser um isomorfismo. Porém, o préximo resultado nos mostra que um equalizador

que é epimorfismo necessariamente é um isomorfismo.

Proposicao 3.4.2. Seja C uma categoria. Um equalizador em C é um isomorfismo se for

um epimorfismo.

Demonstragdo. Seja C uma categoria e k : E — A um equalizador de morfismos f,g: A =
B em C. Suponha que k é um epimorfismo. Do fato de que k é equalizador dos morfismos
f e g temos que fok = gok, porém, como supomos que k é um epimorfismo, entao f = g.
Sendo assim temos que go 14 =g = f = f o1, e portanto, pela definicao de equalizador,
temos que existe um tnico morfismo h : A — E tal que ko h = 1. Contudo podemos
notar que ko (hok) = (koh)ok=140k =k =Fkolg e, como provamos na proposigao
anterior que todo equalizador é monomorfismo, entao temos que k£ é monomorfismo e,

portanto, h o k = 1g. Logo, k tem inversa (h), ou seja, k é isomorfismo.
O

Utilizando toda a noc¢ao construida sobre os equalizadores podemos pensar no
dual de um equalizador. Entao a seguir analisaremos co-equalizadores juntamente com

exemplos e propriedades.

Definicao 3.4.2. Sejam C uma categoria, A, B objetos de C e f,g: B = A morfismos

em C. Um co-equalizador de f e g € um morfismoi: A — E em C tal que:
(i) iof=iog, e

(ii) Dado um morfismo h: A — C em C tal que ho f = ho g, existe um dnico morfismo
k:E — C tal que kot = h.

Exemplo 3.4.6. Em Set temos que o co-equalizador de duas fungoes f,g: A — B é um
morfismo q : B — B/ &~ em que ~ é uma rela¢io de equivaléncia gerada pela relagio ~
definida a sequir:

Dados x,y € B, x ~y se uma das trés sequintes opcoes ocorre:

e x = f(a) ey=g(a) para algum a € A;
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e x=g(b) ey= f(b) para algum b € A;
o T =1.

Ou seja, x =~ y se, e somente se, existe n > 2 e by,--- ,b, € B tais que by = x,
nw =1y eb; ~ b1 para todoi € {1,--- ,n—1}.

Para verificar que q é um co-equalizador para f e g, tome a fungio q: B — B/ =~
definida como q(y) = |y] para todo y € B. Veja que dado um a € A qualquer, temos que
[f(a)] = [g(a)]. Portanto, (qo f)(a) = a((a)) = [f(a)] = [g(a)] = a(g(a)) = (g g)(a), ou
seja, qo f =qog.

Agora considere uma fungdio h : B — C tal que ho f = ho g. Sendo assim
precisamos encontrar uma fungao k tal que k o q = h, ou seja, precisamos de uma fungdo
k: B/ =— C tal que para todo x € B temos que h(x) = (ko q)(x) = k(q(z)) = k([z]).
Portanto, so existe uma maneira de definir a fungdo k : B/ ~— C para que ela satisfaca
a composi¢io ko g = h. Essa maneira é dada por k([z]) = h(zx).

Para verificar que k estd bem definido, tome [z],[y] € B/ =~ tal que [x] = [y].
Vamos analisar inicialmente 0s cendrios possiveis em que T ~ .

Sex € Im(f) ey € Im(g) entao x = f(a) e y = g(a) para algum a € A. E
portanto, temos k([z]) = h(z) = h(f()) = h(g(a)) = h(y) = k([y).

O caso em que x € Im(g) ey € Im(f) € andlogo ao anterior.

Veja que os casos x € (Im(f)UIm(g)) ey € (B— (Im(f)UIm(g))) ou, x €
(B—(Im(f)UIm(g))) ey e (Im(f)UIm(g)) nio sao possiveis, pois [x] = [y].

Perceba que em todos os outros casos temos que x =y, e portanto temos que é
claro que k([a]) = k([y).

Agora, suponha que x =~ y. Portanto, existe umn > 2 e by,--- ,b, € B tais que

by =z, b, =y eb; ~ by para todo i € {1,--- ,n— 1}. Logo,

k([z]) = k([br]) = k([ba]) = - - - = E([bn]) = K([y])-

Por fim temos que para o par de morfismos f,g o morfismo q satisfaz a sequinte
igualdade de composicoes qo f = qog. Além disso, dado um morfismo h tal que ho f = hog

existe um unico morfismo k tal que ko q = h. Logo q ¢ um co-equalizador de f e g.

Exemplo 3.4.7. Tome a categoria (A,~), objetos A e B da mesma, e morfismos f,g :
A — B dessa categoria. Como sé existe um morfismo para cada par de objetos nessa
categoria, entao f = g. Sendo assim, considere 1p e veja que lpo f = f =g =1gog.
Além disso, dado um morfismo h: B — C em (A, ~) tal que ho f = ho g, temos que h é
o unico morfismo de B para C, e holg = h.

Logo, 1p é co-equalizador de f e g em (A, ~).

E notavel que G nao tem co-equalizadores pelo mesmo motivo que nao tem
equalizadores. Agora que apresentamos alguns exemplos podemos manté-los em mente

para entender melhor os conceitos abordados a seguir.
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3.5 LIMITES E COLIMITES

Nas defini¢oes de produtos e equalizadores nos sao mostradas uma no¢ao de uma
propriedade “universal”, isto ¢, uma nocao de que essas estruturas sao as principais que
satisfazem as propriedades requeridas. No caso de um equalizador de dois morfismos ele
é Uinico morfismo com a propriedade de “equalizar” os morfismos em questao. No caso
de produto de A e B a propriedade universal é de ser um objeto que é dominio de um
par de morfismos que tem contradominios A e B. Tendo isso em mente podemos buscar
propriedades universais em diagramas. Mais precisamente podemos tomar um diagrama D
em uma categoria C e buscar propriedades universais desses diagramas, ou seja, dados uma
colecao de objetos D;, D;,--- de D e uma colecdo de morfismos entre esses objetos (pode
haver mais de um morfismo entre dois objetos, porém pode nao haver morfismo algum)
procuramos por um objeto C' e uma colecao de morfismos f; : C' — D; que constituam um
cone universal para D. Para entender melhor esse conceito precisamos saber o que é, de

fato, um cone para D.

Definicao 3.5.1. Seja C uma categoria e D um diagrama em C. Um cone para um
diagrama D consiste em um objeto C' munido de morfismos f; : C'— D; para todo objeto
D, em D, tal que para todo morfismo g : D; — D; em D entdo go f; = f;, ou seja, para

quaisquer morfismos g : D; — D; em D o sequinte diagrama comuta:

D; z D,
N
C

Denotamos um cone para D por {f; : C — D;}.

Agora que introduzimos um novo conceito podemos buscar por uma propriedade
universal relacionada (assim como fizemos com produtos e equalizadores). Sendo assim,
dado um diagrama, queremos um cone que seja o cone “principal”. Com isso em mente

podemos partir para a definicdo dessa estrutura.

Defini¢ao 3.5.2. Seja C uma categoria e D um diagrama em C. Um limite para um
diagrama D € um cone {f; : C' — D;} para D, tal que para qualquer outro cone {f! : C" —
D;} para D eziste somente um morfismo f: C' — C que satisfaz a igualdade f; o f = f,

ou seja, existe um unico morfismo f: C' — C que faz comutar o sequinte diagrama:

D;
2N
C 7 C

Se uma categoria tem limites para qualquer diagrama nela, entao dizemos que

essa categoria € “com limite”, ou completa.



Capitulo 3. Preliminares para Topos 35

A partir de agora iremos ver exemplos que nos ajudarao a entender a noc¢ao de

limites e as noc¢oes de futuros conceitos abordados neste texto.

Exemplo 3.5.1. Seja C uma categoria com limites. Considere o diagrama nulo D, ou seja,
D = 0. Sendo assim, um cone para esse diagrama € um objeto C' munido de morfismos
que vao de C' para objetos do diagrama D. Porém D ndo tem objetos. Isso significa que
um cone para o diagrama D é um objeto qualquer de C.

Podemos entao notar que um limite para o diagrama D é um objeto F' tal que
para qualquer objeto C' de C existe um unico morfismo de C' para F. Em outras palavras,

um limite para o diagrama nulo é um objeto final de C.

Veja que o exemplo acima nos d4 o seguinte resultado interessante: Se uma
categoria é categoria com limites, entdo existe objeto final nessa categoria.

Porém, podemos também notar a importancia desse resultado olhando para sua
contrapositiva: Se uma categoria nao tem objeto final entao ela nao é uma categoria com
limites. Em particular, pelo Exemplo 3.1.2, a categoria (N, <) ndo é uma categoria com
limites (finitos).

No préximo exemplo podemos encontrar outro resultado tdo importante quanto.

Exemplo 3.5.2. Seja C uma categoria com limites. Considere o diagrama D = {A, B}.
Veja que um limite para esse diagrama € um cone, constituido de um objeto C' munido de
morfismos fa: C — A e fg: C — B, tal que para todo cone {ga : E — A, gp : E — B}
para esse diagrama existe um unico morfismo p: E — C tal que faop=ga e fgop = gg.
Sendo assim a tripla (C, fa, fg) € um produto de A por B, ou seja, dada uma categoria

com limites sabemos que existe um produto para qualquer par de objetos dessa categoria.

Do exemplo acima tiramos o seguinte resultado: Se uma categoria nao é uma
categoria com produtos entao ela nao é uma categoria com limites.

Vimos que objetos finais e produtos podem ser vistos como limites para diagramas
especificos em uma categoria. Sabemos também que se em uma categoria temos dois
objetos finais, entao eles sao isomorfos. E 0 mesmo acontece com produtos. Sendo assim,
¢ de se esperar que aconteca o mesmo com limites. Mais precisamente temos a seguinte

proposi¢ao que mostra o que temos mencionado:

Proposicao 3.5.1. Dado C uma categoria e D um diagrama em C se {f; : C' — D;} e
{fl: C" = D;} sao, ambos, limites para D entao C € isomorfo a C".

Demonstragio. Tome C uma categoria e D um diagrama em C. Suponha que { f; : C' — D;}
e {f! : C" — D,;} sao limites para D. Como {f; : C — D;} élimite para D e {f/ : C" — D;}
¢ um cone para D entao existe um unico morfismo f : C' — C tal que f;o f = f/. Por
outro lado, como {f/ : C" — D;} ¢ limite para D e {f; : C'— D;} é cone para D entao

existe um tnico morfismo ¢ : C' — C’ tal que f/ o g = f;. Entdo podemos considerar os
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morfismos fog: C — Cegof:C" — C' enote que fo(fog)= (fiof)og= flog=f
e flo(gof)=(flog)of= fiof = fl. Sendo assim, como {f; : C' — D;} é limite e
também é um cone para D, temos que f o g é o tnico morfismo de C' para C tal que
fio(fog) = fi. Porém, veja que 1¢ também satisfaz a composi¢ao f; o 1¢ = f;, ou seja,
pela unicidade mostrada acima, f o g = 1o. Agora, perceba que go f : C' — C’ é o tinico
morfismo de C’ para C’ tal que f/ o (go f) = f!. Portanto, g o f = 1¢ pois, sabemos que
floler = f] e go f é o tinico morfismo que satisfaz essa composi¢ao. Logo temos que

fog=1cego f=1c. Em outras palavras, C' é isomorfo a C’. ]

Assim como fizemos com as estruturas anteriores, podemos tomar a defini¢ao de
limite em uma categoria e construir o dual da mesma. Sendo assim tomamos uma categoria
C e um diagrama D em C com objetos D;, D;,--- em D. Sabemos que um limite para esse
diagrama é um cone {f; : C' — D;} com C objeto de C tal que se existir um outro cone
{fl : C" — D,;} para o diagrama D entdo existe um tnico morfismo f de C' para C’ tal
que f;o f = f/. Sendo assim, por dualidade, podemos definir o colimite “invertendo o
sentido das setas” do cone {f; : C'— D;} para D. Mais precisamente temos que definir um
co-cone com a propriedade universal, ou seja, um co-cone principal para esse diagrama.

Sendo assim chegamos na seguinte definicao.

Definig¢ao 3.5.3. Seja C uma categoria e D um diagrama em C. Um co-cone para um
diagrama D consistem em um objeto C' munido de morfismos f; : D; — C', para todo
objeto D; em D, tal que para todo morfismo g : D; — D; em D entdao f;og = fi, ou seja,

para todos morfismos g : D; — Dj; em D o sequinte diagrama comuta:

D; z D,
N
C

Denotamos um co-cone para D, com objeto C munido de morfismos f; : D; — C,

por {fi: D; — C}.

Portanto um co-limite é um co-cone principal para D. Mais precisamente temos a

seguinte definicao:

Definigcao 3.5.4. Seja C uma categoria e D um diagrama em C. Um colimite para um
diagrama D é um co-cone {f; : D; — C} para D tal que para qualquer outro co-cone
{fl: D; = C'} para D eziste somente um morfismo f : C — C' que satisfaz a igualdade
fofi=fl, ou seja, existe um unico morfismo f : C — C' que faz comutar o sequinte

diagrama:

D;
LN
C 7 C
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Se uma categoria tem colimites para qualquer diagrama nela, entdo dizemos que

essa categoria € “com colimite”, ou co-completa.
Vejamos alguns exemplos:

Exemplo 3.5.3. Seja C uma categoria com co-limites. Considere o diagrama nulo D.
Sendo assim, um co-cone para esse diagrama é um objeto C' munido de morfismos que
vao de objetos do diagrama D para C. Porém D ndo tem objetos. Isso significa que um
co-cone para o diagrama D é um objeto qualquer de C.

Podemos entao notar que um co-limite para o diagrama D é um objeto I tal que
para qualquer objeto C de C existe um unico morfismo de I para C'. Em outras palavras,

um co-limite para o diagrama nulo é um objeto inicial de C.

Veja que no exemplo acima nos diz que uma categoria que nao tem objetos iniciais
nao é uma categoria com co-limites. Também temos que o co-limite de um diagrama nulo
(um objeto inicial) é o dual do limite de um diagrama nulo (um objeto final). Levando em
consideracao que toda construcao de co-limites foi feita tomando o dual do limite, esse
resultado nao era para ser inesperado.

Sendo assim, para o préoximo exemplo, também temos um resultado que nao deve

ser inesperado:

Exemplo 3.5.4. Seja C uma categoria com colimites. Considere o diagrama D = {A, B}.
Veja que um co-limite para esse diagrama € um co-cone, constituido de um objeto C' munido
de morfismos fa : A — C e fg: B — C, tal que para todo co-cone {ga : A — E, gp :
B — E} para esse diagrama existe um tunico morfismo p : C — E tal que po fa = ga
epo fg = gg. Sendo assim a tripla (C, fa, fg) € um co-produto de A para B, ou seja,
dada uma categoria com co-limites sabemos que existe um co-produto para qualquer par de

objetos dessa categoria.

Note que o resultado desse exemplo pode ser visto como: Uma categoria que nao
tem co-produtos nao é uma categoria com co-limites.
Agora que temos uma noc¢ao melhor de como limites sao em categorias, iremos

apresentar novos conceitos chamados “pullback” e “pushout”.

3.6 PULLBACK E PUSHOUT

Em uma categoria C um pullback de um par de morfismos f: A - Ceg: B — C

em C, que possuem o mesmo contradominio, € um limite em C para o seguinte diagrama:
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Um cone para esse diagrama é um objeto D munido de 3 morfismos (h, f’, ¢') tal

que comuta o seguinte diagrama:

f/

D—— B

Para isso precisamos que os morfismos satisfacam a seguinte igualdade:

h=fog =gof.
Veja que nao precisamos levar o morfismo h em consideragao, pois no diagrama
temos a composi¢ao fo g e go f' que sempre serdao igual ao morfismo h se o diagrama
comutar. Sendo assim, s6 precisamos de um objeto D munido de 2 morfismos f’ e ¢’ tais

comutar o seguinte diagrama:

que fog = go f', ou seja, precisamos de D objeto de C e f’, ¢’ morfismos em C que facam
! B

D
glh hg
A C

Com isso em mente, é mais direto a ideia da seguinte defini¢ao:

|

|

f

Definicao 3.6.1. Seja C uma categoria, A, B e C objetosdeC e f: A—C,qg: B—C
morfismos em C. Um pullback de um par de morfismos f: A — C eg: B — C é uma
tripla (D, f': D — B,g' : D — A), com D objeto de C e f',¢g" morfismos em C, tal que:

(i) fog =gof e

(ii) para toda tripla (E,h: E — A,j: E — B) com E objeto de C e h,j morfismos em
C tal que foh = goj, tem-se que existe um unico morfismo k : E — D tal que
h=g¢g ok ej= f' ok. Em outras palavras, podemos dizer que o sequinte diagrama

comuta:
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Veja que pullback nada mais é do que um limite para um diagrama especifico
em uma categoria, porém esse conceito é de extrema importancia para introduzirmos a
definicado de Topos. Ja a escolha do nome “pullback” foi feita pois é um termo em inglés
que significa “puxe para tras”, assim podemos imaginar que o diagrama é um “quadrado”
e f' é “criado puxando f para tras ao longo de ¢” assim como ¢’ é “criado puxando ¢ para

tras ao longo de f”.

Exemplo 3.6.1. Em Set tome objetos A, B e C' em que C' € um subconjunto ndo vazio
de B e considere morfismos f : A — B ei: C < B em que i(x) = x para todo x € C.
Um pullback para os morfismos f e i em Set é a tripla (f~4(C),f : [7YC) — C,j :
F7HC) < A) em que f7(C) = {w € A; f(x) € C}, F/(y) = F(y) pora todo y € f71(C), e
j(2) = z para todo z € f~(C). Para verificar que essa tripla mencionada é de fato um
pullback para os morfismos f e i em Set precisamos notar que, para todo w € f~1(C),
(f 0 )(w) = FG(w) = f(w) = Pw) = F(i(w) = (f' 0 i)w), ou seja, temos que o
sequinte diagrama comuta:
fHO) ———— A
T
¢ —— B
Além disso precisamos tomar uma tmpla (D,g: D — Ah:D — C) tal que
fog=1ioh e mostrar que existe um wnico morfismo k : D — f~Y(C) tal que jok =g ¢
flok=h. Como fog=ioh entio dado um d € D f(g(d)) = (fog)(d) = (ioh)(d) =
i(h(d)) = h(d) e como h(d) € C entio f(g(d)) € C e g(d) € f~*(C). Sendo assim, veja
que para que j o k = g, devemos ter que, dado d € D, g(d) = (] ok)(d) = j(k(d)) = k(d),
ou seja, necessariamente k = g. Além disso, como g(d) € f~1(C) para todo d € D,
(f'ok)(d) = f'(k(d) = f'(g9(d) = f(g(d)) = h(d). Em outras palavms, k:D— f71(C)
¢ o tnico morfismo tal que jok =g e f ok = h. Logo, (f~C), f : f1(C) = C,j:
[HC) = A) é de fato u m pullback para os morfismos f e i em Set.

Exemplo 3.6.2. De modo mais genérico podemos tomar objetos A, B e C' e morfismos
f:A—Ceg:B— C afim de encontrar um pullback para os morfismos f e g. Para
isso considere o conjunto I = {(a,b) € A x B|f(a) = g(b)} e as funcoes my : [ — A e
g : I — B tais que m4((a,b)) = a e wp((a,b)) = b para todo (a,b) € I. Veja que, para
todo (a,b) € I, (f oma)(a,b) = f(w((a,b))) = f(a) = g(b) = g(m5((a,b))) = (9 ° 75)(a,b).
Sendo assim, fomwy = gomwpg, ou seja, (I,ma,m5) € um candidato a pullback para os
morfismos f e g. Para verificar se (I,m4,mp) € de fato um pullback para os morfismos
f e g, considere uma tripla (D,h : D — A,j: D — B) tal que foh = goj. Veja que,
se existe um morfismo k : D — I tal que taook =h e mgok = j, entdo podemos tomar
(ag,bq) € I tal que k(d) = (aq,bq), para todo d € D, e verificar que h(d) = (4 0 k)(d) =
wa(k(d)) = ma(ag, by) = aq e j(d) = (mp o k)(d) = mp(k(d)) = m5((aq, b)) = bg. Como
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k(d) = (ag4,bq), para todo d € D, entao obrigatoriamente k(d) = (h(d), g(d)), ou seja, k,
dado pela regra k(d) = (h(d), g(d)) para todo d € D, é o unico morfismo tal que ook = h

emgok=7j. Logo, (I, ma,mp) € de fato um pullback para os morfismos f e g.

Veja que a mesma demonstracao acima serviria para a categoria F'inset, ou seja,

Finset também é uma categoria que tem pullback para qualquer par de morfismos.

Exemplo 3.6.3. Em (N, <), considere objetos p,q,m € N e morfismos (p, m), (g, m). Isso

significa que p,q < m. Vejamos que a tripla (min{p, ¢}, (min{p, ¢}, p), (min{p, ¢},p)) € um
pullback de (p,m) e (qg,m). De fato, temos que

(p,m) o (min{p, ¢}, p) = (min{p, ¢}, m) = (g, m) o (min{p, ¢}, ).

Além disso, se (d,(d,p),(d,q)) é uma tripla qualquer tal que (p,m) o (d,p) = (q,m) o
(d,q), entao em particular devemos ter que d < p,q e, portanto, existe um unico mor-
fismo (d,min{p, q}). Finalmente, veja que (min{p,q},p) o (d, min{p,q}) = (d,p) e que
(min{p, ¢}, ¢) o (d, min{p, ¢}) = (d, q).

De forma andloga verifica-se que na categoria m, se p,q,m € {0,--- ,n—1}, temos

que (min{p, ¢}, (min{p, ¢}, p), (min{p, ¢}, q)) € um pullback de (p,m) e (q, m).

Assim como fizemos com as estruturas anteriores podemos construir um novo
conceito usando a ideia de dualidade e a definicdo de pullback, assim obtemos pushout.
Como pullback é um limite entdo o seu dual, o pushout, sera um co-limite. Iremos ver
que pushout é um co-limite para um diagrama especifico em uma categoria. E dessa vez o
nome pushout, que significa “empurre para fora”, é atribuido pois podemos imaginar que
“empurrando um morfismo ao longo de outro criamos um novo morfismo”. Para visualizar
essa ideia de “empurrar” o morfismo podemos tomar uma categoria C e um diagrama D
com objetos A, B e C' e morfismos f: A — B, g: A — C. Em seguida tomamos a tripla
(D,f":B— D,q :C — D) como um pushout do par de morfismos f e g. Por fim temos
que o diagrama, que comuta, formado por D e seu colimite (D, f’, ¢') nos da o auxilio

visual necessario para entender a ideia de “empurrar f ao longo de g para obter f'” e
“empurrar g ao longo de f para obter ¢'”:

A B
gh hg/
C

Mais precisamente temos a seguinte defini¢ao:

5
_—

f/

Definicao 3.6.2. Seja C uma categoria, A, B e C objetos deC e f: A— B, g: A—C
morfismos em C. Um pushout de um par de morfismos f : A — B eg: A— C é uma
tripla (D, f': B— D,g" : C — D), com D objeto de C e f', g morfismos em C, tal que:
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(i) gof=1fog e

(ii) para toda tripla (E,h: B — E,j:C — E) com E objeto de C e h,j morfismos em
C tal que ho f = jog, tem-se que existe um unico morfismo k : D — E tal que

h=koqg ej=ko f. Em outras palavras, podemos dizer que o sequinte diagrama

A B
gh hg/
C D

comuta:
f

Y

_—

fl

Vimos anteriormente que Set tem pullback para morfismos f e g com mesmo
contradominio. No exemplo a seguir veremos que dados morfismos f e g com mesmo

dominio teremos um pushout para f e g.

Exemplo 3.6.4. Tome em Set morfismos f : C'— A e g: C — B. Defina o conjunto
AUB:=Ax{0}UB x{1}.
Dados (a,b), (c,d) € AU B, podemos definir uma relagio ~ em que (a,b) ~ (c,d)

se, e somente se, um dos sequintes casos ocorre:
e (a,b) = (¢, d);
e b=0,d=1 e existe € C tal quef(d) =a e g(c') =¢;
e b=1,d=0 e existe ¢ € C tal que g(') =a e f(d) =c.

Infelizmente essa relagao nao € de equivaléncia. Mas, podemos considerar a relacdo
de equivaléncia ~ gerada pela relagio ~. Ou seja, (a,b) = (c,d) se, e somente se, existe
n > 2 e (a;,by), - ,(an,b,) € AU B tais que a; = a, by = b, a, = ¢, b, = d e
(@i, b;) ~ (ajs1,b41) parai € {1,--+ ,n—1}.

Sendo assim, considere a tripla (AUB/ =, q4 : A — AUB/ =, qg : B — AUB/ =)
em que ga(a) = [(a,0)] e gg(b) = [(b,1)] para todos elementos a € A e b € B. Veja que,
dado ¢ € C, (qao f)(c) = qa(f(c)) = [f(¢),0] = [g(c), 1] = gB(g(c)) = (a5 © g)(c), ou seja,
gao f = qpog. Portanto, considere outra tripla (E,es : A — E,ep : B — F) tal que
eao f =epgog. E agora precisamos encontrar um morfismo k : AU B/ ~— E tal que
koqga=ey e koqgg = eg. Todavia, se existir um tal morfismo k, dados a € A e b € B,
temos que ea(a) = (k 0 qa)(a) = k(qa(a)) = k([(a,0)]) e ep(b) = (k 0 qp)(b) = k(gp(b)) =
k([(b,0)]). Logo, obrigatoriamente, temos que o morfismo k : AU B/ ~— E ¢ definido da

sequinte forma:
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GA(I'), y=20
k([(2,9)]) =
eB(x)v y=1
Vamos mostrar que k estd bem definido. Sejam (x,y) e (z,w) elementos perten-
centes a AU B/ & tais que [(x,y)] = [(z,w)]. Considere inicialmente que (z,y) ~ (z,w).

E assim temos 0s sequintes casos:

e Se (z,y) = (z,w) entdo é evidente que k([(x,y)]) = k([(z,w)]);

e Sey =0 ew =1 entio existe c € C tal que f(c) = x e g(c) = z. Portanto,
E(@n)]) = F((F,0)]) = calf(©) = (ea0 () = (er0 9)(c) = a(g(c)) =
k([(9(c), D]) = k([(z,w)])

e Sey =1 cw = 0 entao existe ¢ € C tal que f(c) = z e g(c¢) = z. Portanto,
k([ 9)]) = &

([(g(e), D) = enlglc)) = (es 0 g)(c) = (ea 0 f)(c) = ea(f(c)) =
(

Ou seja, se (z,y) ~ (z,w), entio k([(z,y)]) = k([(z,w)]). Suponha agora que
(z,y) =~ (z,w) e assim existem n > 2 e (a1,b1), -+, (an,bn) € AU B tais que a; = x,

by =y, a, =z, by =w e (a;,b;) ~ (ai41,bi+1) para todoi € {1,--- ,n—1}. Logo,

k([(z,9)]) = k([(a1,0)]) = - -+ = E([(an, bn)]) = k([(z, w)]).

Portanto, k estd bem definida.
Por fim, temos que k € unico morfismo tal que koqa =es e koqg = ep, ou seja,
pela defini¢ao de pushout, a tripla (AUB/ ~, g4 : A— AUB/ ~, qg: B— AUB/ =) ¢

um pushout para os morfismos f e g.

Mais uma vez temos, como consequéncia da demonstracao acima, o fato de que

Finset é um categoria com pushout.

Exemplo 3.6.5. Em (N, <), considere objetos p,q,m € N e morfismos (m,p), (m,q). Isso

significa que m < p,q. Vejamos que a tripla (max{p, ¢}, (p, max{p, q}), (¢, max{p, q})) €
um pushout de (m,p) e (m,q). De fato, temos que

(p, max{p,q}) o (m,p) = (m, max{p, q}) = (¢, max{p,q}) o (m,q).

Além disso, se (d,(p,d),(q,d)) é uma tripla qualquer tal que (p,d) o (m,p) = (q,d) o
(m,q), entdo em particular devemos ter que p,q < d e, portanto, existe um unico mor-
fismo (max{p, q},d). Finalmente, veja que (max{p,q},d) o (p, max{p,q}) = (p,d) e que
(max{p, ¢},d) o (¢, max{p, ¢}) = (¢, d).

De forma andloga verifica-se que na categoria n, se p,q,m € {0,--- ,n—1}, temos

que (max{p, ¢}, (p, max{p, q}), (¢, max{p,q})) € um pushout de (m,p) e (m,q).
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-

E perceptivel que encontrar um pullback ou um pushout em uma categoria, nem
sempre ¢ uma tarefa facil. Como pullback é um limite para um diagrama especifico e
pushout um co-limite para um diagrama especifico, entao podemos concluir e notar que
encontrar limites e colimites em categorias é uma tarefa ainda mais dificil. Porém existem
categorias que tem limites para qualquer diagrama dessa categoria. Essa propriedade seréd
de extrema importancia para conclusao desse trabalho. Sendo assim iremos definir alguns
conceitos baseados em tudo que temos visto até entdao. Afim de compreender melhor as
categorias e tentar achar caracteristicas e propriedades que nos indique como se da a

estrutura de uma categoria desejada.

3.7 COMPLETUDE

Uma categoria C é completa se todo diagrama em C tiver um limite em C. J4 uma
categoria co-completa é o dual de uma categoria completa, ou seja, uma categoria ¢é dita
co-completa se para cada diagrama dessa categoria houver um colimite, nessa categoria,
para esse diagrama. Dizemos também que uma categoria é bi-completa se é completa e
co-completa. Essas nomenclaturas serao interessante para compactar ideias e conseguir
novas propriedades para teoria de categorias.

“Diagrama finito”, “categoria finitamente completa”, “categoria finitamente co-
completa” e “categoria finitamente bi-completa” também sao nomenclaturas muito im-
portantes. Um diagrama finito é um diagrama com um ntmero finito de objetos e um
numero finito de morfismos entre esses objetos. Ja uma categoria finitamente completa é
uma categoria que tem limite para todo diagrama finito. Sendo assim, usando dualidade,
temos que uma categoria finitamente co-completa é uma categoria que co-limite para
todo diagrama finito. E por fim temos que uma categoria finitamente bi-completa é uma
categoria finitamente completa e finitamente co-completa.

Agora podemos usar esse novo conceito para verificar de que maneira ele se
relaciona com os outros conceitos apresentados anteriormente. Para isso iremos demonstrar
uma série de resultados que irdo culminar em caracteristicas necessarias e suficientes para

uma categoria C ser finitamente completa.

Proposicao 3.7.1. Seja C uma categoria. Se C tem um objeto final e tem pullback para
cada par de morfismos em C com mesmo contradominio, entao C é uma categoria com

produtos.

Demonstrag¢io. Tome C uma categoria. Suponha que C tem um objeto final F' e tem
pullback para cada par de morfismos em C. Dados A e B objetos em C, sabemos que
existem morfismos ap : A — F e bp : B — F, pois f é objeto final em C. Como C é
uma categoria com pullback para cada par de morfismos em C, entdo podemos tomar

(E,es: E — A ep: E — B)um pullback para os morfismos ar e bp. Veja que se tomarmos
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uma tripla (D,das : B — A,dp : E — B) qualquer, obrigatoriamente ar o dq = bp o dp,
pois existe um tnico morfismo de D para F. Assim, existe um tnico morfismo k: D — F
tal que eq ok = dq e eg ok = dp. Note entdo que (E,es : E — Ajeg : E — B) é um
produto de A por B em que e4 e eg sao projecoes em A e B respectivamente. Logo, vimos
que, se C tem um objeto final e tem pullback para cada par de morfismos em C, entdao C é

uma categoria com produtos.

]

Proposicao 3.7.2. Seja C uma categoria. Se C é uma categoria com produtos, e tem um
pullback para qualquer par de morfismos em C com mesmo contradominio, entao C tem

um equalizador para qualquer par de morfismos paralelos.

Demonstragcio. Tome C uma categoria. Suponha que C é uma categoria com produtos,
e tem um pullback para quaisquer par de morfismos em C. Sendo assim considere um
par de morfismos paralelos f,g: A — B em C. E como C é uma categoria com produtos,
podemos tomar um produto (A X B, 74, 75) de A por B. Tomando os morfismos 14 e
f, considere o morfismo (14, f) : A — A x B. De modo anédlogo, podemos considerar o
morfismo (14,9) : A — A x B. Como C ¢é uma categoria com pullback para qualquer par
de morfismos, podemos tomar (D,p: D — A, q: D — A), um pullback para os morfismos
(1a, f) e (1a,9).
Agora note que

p=laop=(rao(la,f))op=mao((la, f)op) =

=m0 ((1a,9)0q) =(mao(la,g9))oq=1a0q=gq,

ou seja, p = ¢. Sendo assim, (14, f) op = (14, 9) o p e, portanto,

fop=(mpo(la,f))op=mpo((la,f)op) =mpo((la,9)op) = (mpo(la,g))op=gop.

Agora, para mostrar que p é um equalizador de f e g, considere um morfismo
r:C — Atalque for =gorenoteque mgo(la, flor=140r=myo0(ly,g)ore
o (la,f)or=for=gor =mgo(la,g)or. Logo, pela unicidade na defini¢cao de
produto, temos que (14, f)or = (14,g) 0.

Como (D, p,p) é um pullback para os morfismos (14, f) e (14, g), existe um tnico
morfismo k : C'— D tal que pok =r.

Concluimos entao que p é um equalizador de f e g, ou seja, para qualquer par de

morfismos paralelos em C existe um equalizador desses morfismos em C. O]

Ja sabemos que se uma categoria é finitamente completa entao ela tem objeto
final e existe um pullback para cada par de morfismos com o mesmo contradominio. Agora

iremos ver que a reciproca também é verdadeira.



Capitulo 3. Preliminares para Topos 45

Teorema 3.7.1. Seja C uma categoria. Se existir um objeto final em C e para cada par
de morfismos em C com mesmo contradominio existir um pullback, entdo C € finitamente

completa.

Demonstracdo. Tome C uma categoria. Suponha que existe um objeto final em C e para cada
par de morfismos em C com contradominios iguais existe um pullback. Por 3.7.1 sabemos
que C é uma categoria com produtos. Ja por 3.7.2 sabemos que C tem um equalizador para
quaisquer par de morfismos paralelos. Considere entdo um diagrama D que é composto por
{A;}"_, uma colegao finita de objetos A; de C, e {uy, : Cy, — By}, uma cole¢do finita de
morfismos. Repare que para cada k € {1,--- ,m} existem tnicos b(k),c(k) € {1, -+ ,n}
tais que By = Apxy € C = Agy. Assim, existem fungoes b,c: {1,---,m} — {1,--- ,n}
tais que By, = Ay ¢ Cr = Aci).-

Tome entao o produto (A,{t; : A — A;}",) com t; as projecoes em A; e A =

* 1 A;. E tome também (B, {py : B — By}i,) com B = [[}-; By. Para cada k €
{1,---,m} defina um morfismo s, : A — B} como s, = uy, o t.y). Portanto, temos um
morfismo de A para cada By, ou seja, pela propriedade universal do produto, temos que
existe um tnico morfismo s : A — B tal que py o s = s para todo k € {1,--- ,m}.

Agora para cada k € {1,--- ,m} temos um morfismo tyy : A — By. Sendo assim,
pela propriedade universal do produto, existe um tinico morfismo ¢ : A — B tal que
pr ot =ty para todo k € {1,--- ,m}.

Note que agora temos o par de morfismos paralelos s,t : A — B. Sendo assim
sabemos que existe um equalizador p : E — A para os morfismos s e ¢t e portanto também
sabemos que t o p = s o p. Sendo assim, para cada objeto A; de D, temos um morfismo
g - E — A; em que ¢; = t; o p. Veja que, para uma visualizacdo melhor, podemos dizer

que os seguintes diagramas comutam:

b(k)
By = Ay
E P A ! B
Cr = Acy — By, = Ay
V tc(k)T / ka
E P A > B

Assim, para cada k temos que

Qo(k) = tok) OP =DPrOlOP =DPpOSOP =5, 0P = Uk Olek) OP = Uk © qe(k)-

Isso quer dizer que, para cada morfismo uy : C, — By em D o diagrama a seguir

comuta:
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E

QCV b(k)

Uk

Ch

By,

Portanto, (E,{q : L — A;}) é um cone para D. Precisamos mostrar agora que
(E,{q; : L — A;}) é um limite para D. Sendo assim, tome (F,{r; : F' — A;}) um cone
para D. Veja que, pela definicao de produto, existe um tunico morfismo r : ' — A tal que

t;or =r; para todo i € {1,--- ,n}. Perceba entao que, para todo k € {1,--- ,m},
PLOSOT = 5,07 = Ug O L) OT = Up O Te().-
Como (F,{r;: F — A;}) é um cone,
Uk O Te(k) = To(k) = lo(k) O =protor

ou seja pposor =pgotor para todo k € {1,---,m}. Logo, pela unicidade na defini¢do
de produto, s or =t or. Porém, p é um equalizador de s e t. Sendo assim, existe um
unico morfismo [ : F' — E tal que r = p o [. Finalmente, note que [ é inico morfismo, de
F para E, tal que ¢;ol = (t;op)ol =t;0(pol) =t;or = r;. Concluimos entdo que
(E,{q; : L — A;}) é um limite para o diagrama D. O

Uma aplicacao direta desse teorema esta em Set, pois ja vimos Set tem objeto
final e sabemos do Exemplo 3.6.2 que Set tem pullback para qualquer par de morfismos.
Sendo assim, usando o Teorema anterior, podemos perceber que Set é uma categoria
que tem limite para qualquer diagrama finito, ou seja, Set é uma categoria finitamente
completa.

Outra aplicacao direta desse teorema esta em n pois vimos no Exemplo 3.1.2 que
n — 1 é objeto final em n e sabemos do Exemplo 3.6.3 que n tem pullback para qualquer
par de morfismos. Sendo assim, usando o Teorema anterior, podemos perceber que n é
uma categoria que tem limite para qualquer diagrama finito, ou seja, n é uma categoria
finitamente completa.

Usando a dualidade conseguimos resultados importantes a respeito do que acaba-

mos de mostrar nas Proposigoes 3.7.1 e 3.7.2, e no Teorema 3.7.1.

Proposicao 3.7.3. Seja C uma categoria. Se C tem um objeto inicial e tem pushout para

cada par de morfismos em C com mesmo dominio, entdo C € uma categoria com coprodutos.

Proposicao 3.7.4. Seja C uma categoria. Se C é uma categoria com coprodutos, e tem
um pushout para qualquer par de morfismos em C com mesmo dominio, entao C tem um

co-equalizador para qualquer par de morfismos paralelos.

Teorema 3.7.2. Seja C uma categoria. Se existir um objeto inicial em C e para cada
par de morfismos em C com mesmo dominio existir um pushout, entao C é finitamente

co-completa.
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Veja que Set tem objeto inicial e para cada par de morfismos, com dominios
iguais, existe um co-equalizador. Sendo assim, além de finitamente completa, Set é uma
categoria finitamente co-completa, ou seja, Set é uma categoria finitamente bi-completa.

Também, vimos no Exemplo 3.1.2 que 0 é objeto inicial em n e em (N, <) e
sabemos do Exemplo 3.6.5 que n e (N, <) tem pushout para qualquer par de morfismos.
Sendo assim, usando o Teorema anterior, podemos perceber que n e (N, <) sdo categorias
que tem limite para qualquer diagrama finito, ou seja, n e (N, <) sdo categorias finitamente
co-completas.

Até esse momento n, Finset, Vecty, Ring, Grp sao categorias que, assim como
Set tem todas as boas construgoes. J& a categoria (N, <) nao serd tao interessante, pois
ela ndo é finitamente completa, ja que nao tem objeto final.

Um outro conceito, que também é um dos requisitos para compreender o que é
um topos, é o de exponenciagao em categorias. Sendo assim, comecaremos a proxima secao
dando foco nesse conceito que é um dos ultimos que precisamos antes de definir o que sao

topos.

3.8 EXPONENCIACAO

Nesse comeco desse capitulo voltaremos a nos apoiar em teoria dos conjuntos.
Mais especificamente, dados A e B conjuntos, nos apoiaremos no conjunto B4 que nos
remete a ideia de exponenciacao de conjuntos (B elevado a A). O conjunto B# é definido
da forma B4 = {f : A — B; f é uma funcao }, mas o que queremos de fato é a propriedade

universal da importante funcio v : B4 x A — B dada pela seguinte lei de formacao:

v(f,z) = f(x)

Essa funcao v é chamada de “funcao de avaliagao”, pois pega um par da forma
(f,z), tal que f: A — B é uma fungdo e um x € A, e toma o valor de z pela fungao f,
obtendo f(z) € B.

Veja que v é uma funcdo que tem B4 x A como dominio e B como contradominio.
Vamos considerar entdo uma funcdo g : C'x A — B e tentar achar uma funcao k : ¢ — B4
tal que vo (k x 14) = g. Em outras palavras, queremos uma funcio de C' x A para B4 x A
que nao altere a segunda coordenada e quando composta com v resulte em g.

Sendo assim, precisamos que g(c,a) = (vo (k X 14))(c,a) = v((k x 14)(c,a)) =
v(k(c),a). A tnica forma de obtermos isso é definindo, para todo ¢ € C, uma fungao
ge : A — B tal que g.(a) = g(c,a) e, dessa forma, podemos definir k£ como k(c) = g. para
todo ¢ € C. Por fim temos que, dado (¢,a) € C'x A, (vo(kx14))(c,a) =v((kx14)(c,a)) =
v(ge,a) = g.(a) = g(c, a), ou seja, k é tnica funcio de C para B4 tal que vo (k x 14) = g,

e essa é a propriedade universal da fungao avaliacao.
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Agora podemos transferir essa nogao para linguagem de categorias. Em seguida

definimos um “morfismo de avaliagao” v da seguinte forma:

Definicao 3.8.1. Dizemos que C é uma categoria com exponenciacao se C é uma calegoria
com produtos e para cada par de objetos A e B existe um objeto B e um morfismo
v: B4 = B tal que para qualquer objeto C, com um morfismo g : C x A — B existe um
tinico morfismo § : C' — B4 tal que vo (§ x 14) = g, ou seja, existe um tnico morfismo

G :C — B4 que faz comutar o sequinte diagrama comutar:

BAx A

CxA

O objeto BA € chamado de exponencial, ou de “B elevado a A” e o morfismo v é
chamado de “morfismo de avaliagdo”
Uma categoria finitamente completa com exponenciais é chamada de categoria

cartesiana fechada.

Como usamos uma ideia trazida de Set, para definir categorias com exponenciagao,
é claro que Set é uma categoria com exponenciagao. Porém o mesmo pode ser percebido
para Finset, uma vez que todas as nocoes usadas em Set podem ser usadas em Finset.
Agora, podemos mostrar, e demonstrar, algumas proposicoes afim de ter afinidade

com o conceito de exponenciacao em linguagem categoérica.

Proposigao 3.8.1. Seja C uma categoria e A, B e C objetos de C. Se C é uma categoria
com exponenciagdo, entdo existe uma bijecao de classes entre as classes Home(C' X A, B)
e Home(C, BA) dada pela regra ¢(f) = f em que f:C — BA tal que vo (f X 14)=Ff.

Demonstragio. Seja C uma categoria com objetos A, B e C. Suponha que C é uma
categoria com exponenciagao. Para verificar a tese da proposicao, tome dois elementos ¢
e h em Home(C' x A, B) tais que ¢(g) = ¢(h). Assim, temos que g = v o (¢(g) X 14) =
vo (¢(h) x 14) = h, ou seja, ¢ é injetiva. Agora para verificar a sobrejetividade tome
um morfismo j em Home(C, B4) e tome g = vo (j x 14). Pela unicidade na definicio de
categoria com exponenciacdo, existe um tnico morfismo § : C' — B4 tal que j = §. Logo,
¢ ¢ uma bijecio entre as classes Home(C' x A, B) e Home(C, B4). O

Com esse novo conceito em mente, podemos perceber que, pelo que temos visto,
Set e Flinset sao categorias cartesianas fechadas. Além disso, podemos usar as exponenciais

em categorias para demonstrar alguns teoremas:
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Teorema 3.8.1. Seja C uma categoria cartesiana fechada com objeto inicial I. Se F' é um

objeto final de C, entdo para qualquer objeto A de C sao vdlidas as sequintes afirmagcoes:

(1) I € isomorfo al x A;

(2) Se existe um morfismoi: A — I, entao A € isomorfo a I;

(3) Se I € isomorfo a F, entao C é uma categoria degenerada, isto €, todos objetos de C

sao isomorfos;

(4) Todo morfismo de I para A é monomorfismo;

(5) A e AF sao isomorfos;

(6) Al e F sio isomorfos;

(7) FA e F sdio isomorfos.

Demonstracio. Seja C uma categoria cartesiana fechada com um objeto inicial I, um

objeto final F' e um objeto qualquer A.

(1)

Sabemos pela Proposicao 3.8.1 que, para qualquer objeto B em C, existe uma bijecao
entre Home (1, BA) e Home (I x A, B). Porém Home (I, B4) sé tem um elemento, pois
I é objeto inicial. Sendo assim, Home (I x A, B) também tem um tnico elemento, ou
seja, para qualquer objeto B de C existe um tnico morfismo ig : I x A — B. Logo,

I x A é um objeto inicial, e pela Proposi¢ao 3.1.1, temos que [ é isomorfo a I x A.

Suponha que existe um morfismo i : A — I em C. Seja (I x A,p;: I x A — I, pa:
I x A - A) um produto de I por A. Sabemos do item (1) que I é isomorfo a
I x A, e portanto I x A é um objeto inicial. Se considerarmos os morfismos 7 e 14,
temos que existe um dnico morfismo (i,14) : A — I x A tal que pyo (i,14) =i e
pao (i,14) = 14.

Por outro lado, veja que (i,14)0p4 é um morfismo de I x A para I X A, e como [ x A
é objeto inicial, existe um tnico morfismo de I x A para ele mesmo, a identidade
17xa. Sendo assim, temos que (i,14) opa = lyxa e pao (i,14) = 14, ou seja, (i,14)
é um isomorfismo de A para I x A. Como A é isomorfo a [ x A, entdo A é isomorfo
al.
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(3)

Suponha que I é isomorfo a F. Sendo assim, sabemos que existe um tnico morfismo
de A para F, para todo objeto A de C. Porém, como I ¢é isomorfo a F', existe um
morfismo de A para I. Portanto, de (2) do Teorema 3.8.1, temos que A é isomorfo a
I, para todo objeto A de C. Logo, da Proposicao 2.2.5, todo objeto de C é isomorfo,

ou seja, C é uma categoria degenerada.

Dado o tinico morfismo f : I — A considere morfismos g,h : B — [ tais que
fog= foh.Como existe um morfismo de B para I entdo, de (2) do Teorema 3.8.1,
B é isomorfo a I, e portanto, da Proposicao 3.1.2, B é um objeto inicial. Sendo
assim, existe um unico morfismo de B para I, ou seja, g = h. Logo, f é cancelavel a

esquerda, ou seja, f é um monomorfismo.

Para cada B em C denote fp como sendo o tinico morfismo de B para F. Sabemos
da Proposigao 3.3.4 que (A, 14r, far) é um produto de A por F' e também que
(A, 14, fa) é um produto de A por F. Seja v : A¥ — A morfismo de avaliagio. Como
temos os morfismos v e f4r, pelo produto de A por F', existe um tinico morfismo
(v, far) : AT — A tal que 140 (v, far) = v e fao (v, far) = far (pois A é um
produto de A por F'). Veja que v = 14 0 (v, far) = (v, far).

Por outro lado, como A é exponencial, sendo assim considerando um morfismo g :
A — A, sabemos que existe um tinico morfismo g4 : A — A tal que vo(gax14) = g.
Portanto, pelo produto de A por F, existe um tinico morfismo (g4, fa) : A — AF
tal que 147 0 (ga, fa) = Ga € far o (§a, fa) = fa (pois A é um produto de AT por
F). Perceba que §ga = 147 0 (Ja, fa) = (Ja, fa) € portanto, far 0 ga = fa.

Contudo, §a o v é um morfismo de A" para A" tal que 1,47 o (§a ov) = (§a o v)
e far 0 (Gaov) = (far 0ga)ov = faov = fur. Porém, também temos que
1yr0lyr =1 r € far 0 14r = far. Logo, pela unicidade dada pelo produto de AF
por F', g4 ov = 1,4#. De modo analogo, concluimos que v o g4 = 14, ou seja, A é

isomorfo a AT

Da Proposigao 3.8.1, sabemos que existe uma bijegdo entre Home(C' x I, A) e
Hom¢(C, AT) para todo objeto C' em C. Porém, da Proposi¢ao 3.3.2, de (1) do
Teorema 3.8.1 e da Proposicao 3.1.2, temos que C' x I é um objeto inicial. Portanto,
Home(C x I, A) s6 tem um elemento, e como existe uma bijegao entre Home(C'x I, A)
e Home(C, A7), entao Home(C, A7) também s6 tem um elemento. Logo, como para
cada C em C, Home(C, AT) 86 tem um elemento, entdo para todo objeto de C existe

um tnico morfismo desse objeto para A’, ou seja, A’ é um objeto final em C.

Da Proposicao 3.8.1, sabemos que existe uma bijecao entre Home(C' x A, F) e

Hom¢(C, F4) para todo objeto C' em C. Porém, como F' é objeto final, temos que
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Home(C x A, F) tem somente um elemento, ou seja, Home(C, F4) também s6 tem
um elemento para todo objeto C' em C. Logo, para todo objeto C' em C, existe
um tnico morfismo de C' para F4, ou seja, F4 é um objeto final, e portanto, da

Proposicao 3.1.3, F4 ¢ isomorfo a F.

]

Exemplo 3.8.1. Vamos agora analisar a categoria Grp. E fdcil notar que um grupo
trivial € um objeto inicial e final em Grp, porém sabemos que Grp ndao é uma categoria
degenerada, pois existem grupos que nao sao isomorfos. Logo, pelo Teorema 3.8.1, Grp

nao € categoria cartesiana fechada.

Pelo mesmo motivo do exemplo anterior é possivel notar, por exemplo, que Veck
e Ring também nao sao categorias cartesianas fechadas. Mas veremos que as categorias n
sao cartesianas fechadas. Isso quer dizer que n é uma categoria mais parecida com Set do

que as categorias Vectyx e Ring.

Exemplo 3.8.2. As categorias m sao categorias com exponenciac¢do. De fato, dados
p,q € {0,--- ,n— 1}, defina:
qp:{ n—1 sep<gq
q seq<p
Lembrando que a x b = min{a, b}, repare que, se p < q, entio ? Xxp=(n—1)xp=p<gq
e seq<p, entio q° X p=q X p=q. Sendo assim, defina v : qP X p — q como
Y { (pg) sep<gq
(¢,9) seq<p
e verifiquemos que v é um morfismo de avaliacdo. De fato, dado um morfismo g =

(min{c, p}, q) de ¢ X p para q, devemos ter min{c,p} < q. No caso em que p < q, podemos

tomar § : ¢ — ¢ como o morfismo (c,n — 1), pois certamente ¢ < n — 1 e assim teremos

vo(gx1,)=(p,q) o((c,n—1)x(p,p)=(p,q) o (min{c,p},p) = (min{c,p},q) = g.

E no caso em que q < p, como min{c,p} < q, devemos ter ¢ < ¢ = ¢ e assim podemos

tomar g : ¢ — ¢ como o morfismo (c,q) e assim teremos

vo (g x1,)=I(q,9)0°((c,q) x (p,p)) = (¢, q) o (min{c,p}, q) = (min{c,p},q) = g.
Em qualquer caso, verifica-se que v € de fato um morfismo exponencial.

Para demonstrar o teorema anterior, foi necessario diversos conhecimentos intro-
duzidos anteriormente. Vemos entao que toda a teoria apresentada pode ser relacionada.
Porém, ainda precisamos de mais um conceito antes de definir topos. Esse conceito, por
sua vez, precisa de uma outra noc¢ao que também nao foi apresentada ainda neste texto.
Sendo assim, comecaremos o proximo capitulo construindo essas nog¢oes aos poucos para

que fique claro a ligacao e definicao dos mesmos.
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4 INTRODUZINDO TOPOI

Como dito anteriormente, nesse capitulo iremos introduzir novas definigoes que
irao fazer parte da definicdo de um topos. Mais precisamente, precisamos entender o que é
de fato um “classificador de subobjetos”. Sendo assim, para entender o que isso significa,

precisamos deixar claro o que sao subobjetos.

4.1 SUBOBJETOS

Quando tomamos A um subconjunto de B em Set, podemos dizer que a funcao
inclusao A < B ¢ injetiva (ou monomorfismo). Porém, é notavel que qualquer funcao
injetiva f : C'— B determina um conjunto Im(f) = {f(x);x € C} que é um subconjunto
de B. Sendo assim, podemos relacionar cada funcao f : C' — B injetiva com sua imagem,
pois sabemos que a imagem é um subconjunto de B. Entretanto, sabemos que podemos
tomar uma fungao g : C" — B injetiva, com C # C’; tal que Im(f) = Im(g). Portanto,
duas fungoes diferentes representariam subconjuntos iguais. Para que isso ndo acontega,
quando tomarmos esse conceito em linguagem categoérica, vamos considerar a seguinte

definicao.

Definigao 4.1.1. Seja C uma categoria e A um objeto de C. Dados monomorfismos
i1: By — A eiy: By — A deC, dizemos que i1 C iy se existe um morfismo f: By — By

tal que iy =iy 0 f.

Dizemos que i1 ~ 19 se iy C 1y € iy C i

Agora queremos mostrar que ~ é uma relacao de equivaléncia, e também que, se
11 ~ 1y, com i1 : By — A e iy : By — A monomorfismos em uma categoria C, By = By em

C.

Proposig¢ao 4.1.1. A relagcao ~ definida por f ~ g se f C geg C f, com [ eg

monomorfismos com mesmo contradominio, € uma relagio de equivaléncia.

Demonstracio. Tome C uma categoria e f : Ay - B, g : Ao - Beh : A3 - B
monomorfismos nessa categoria. Considere a relacao ~ definida acima.
Perceba que f C f, pois existe 14, e f = f o1yu,. Sendo assim temos que f ~ f,

satisfazendo a propriedade reflexiva.
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Suponha agora que f ~ g, ou seja, f C g e g C f. Sendo assim, podemos dizer
que g C fe f C g, e isso significa que g ~ f. Assim ~ também satisfaz a propriedade
simétrica.

Agora suponha que f ~ge g~ h. De f ~ g temos que f C ge g C f, ou seja,
existem morfismos 7 : Ay — Ay e’ : Ay — A; taisque f =goieg= foi. Jadeg~nh
temos que g C h e h C g, ou seja, existem morfismos j : Ay — Az e j': A3 — Ay tais que
g=hojeh=goj. Portanto, existem morfismos (joi): Ay — Az e (' 0j'): A3 = A;
tais que f = goi=(hoj)oi=ho(joi)eh=goj = (foi)oj = fo(ioj). Logo,
temos que f C heh C f,ouseja, f ~heh~ f. Assim ~ também satisfaz a propriedade
transitiva.

Veja que ~ é uma relagao que satisfaz a propriedade reflexiva, a propriedade

simétrica e também a transitiva. Conclui-se entdao que ~ é uma relacao de equivaléncia. [

Proposigao 4.1.2. Seja C uma categoria e ~ a rela¢io de equivaléncia dada na Defini¢ao
4.1.1. Se f e g sdo monomorfismos com mesmo contradominio tais que f ~ g, entdao

dom(f) = dom(g).

Demonstracdo. Tome C uma categoria e ~ a relagdo de equivaléncia definida na Defini¢ao
4.1.1. Considere os monomorfismos f: A - B e g: C — B e suponha que f ~ g. Pela
definicao, sabemos que existem morfismos h : A - C e h' : C — Atal que f =goh
e g = foh'. Sendo assim, temos que golg =g = foh' = (goh)oh' =go(hoh')e
foly=f=goh=(foh)oh= fo(hoh), porém f e g sdo monomorfismos, logo
le =(hoh') ely = (R oh). Portanto, h é um isomorfismo de A para C, ou seja, A e C

sao isomorfos. O

Veja que a reciproca nao ¢ verdadeira, pois se, em Set, tomarmos as func¢oes
inclusoes i1 : {0} — {0,1} e iy : {1} — {0,1} temos que {0} = {1}, mas i; ~ i5. Mas

geralmente, temos o seguinte exemplo:

Exemplo 4.1.1. Sejam f: B — A e g: C — A funcgoes injetivas. Temos que f e g sdo
equivalentes, pela relacao de equivaléncia definida na Definicio 4.1.1, se, e somente se,
Im(f) = Im(g). Para demonstrar isso suponha, primeiramente, que f e g sio equivalentes
pela relacao mencionada acima. Sendo assim, existem morfismos h: B — C e j:C — B
tais que f = goh e g = foj. Assim, temos que f = goh = (foj)oh= fo(joh)e
g=foj=(goh)oj=go(hoj). Como [ e g sao injetivas, entio joh =1 ehoj=1¢,
ou seja, h e j sio bijetivas. Agora veja que Im(f) ={f(z)|x € B} = {g(h(z))|x € B}, e
como h ¢é bijetiva, temos que Im(f) = {g(h(x))|x € B} = {g(y)|ly € C} = Im(g).

Para mostrar que se Im(f) = Im(g), entao f e g sio equivalentes, suponha agora
que Im(f) = Im(g). Sendo assim, para todo x € B existe um y, € C tais que f(x) = g(ya).
Podemos definir entdo a fungao k : B — C' em que k(x) =y, para todo x € B. Portanto,
f(z) = g(y.) = g(k(x)) para todo x € B, ou seja, temos que f C g, pois f = go k. Por
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outro lado, como Im(f) = Im(g), para todo y € C existe um x, € B tais que g(y) = f(x,).
Podemos definir entdo a fungio k' : C' — B em que k'(y) = x, para todo y € C. Portanto,
9(y) = g(zy) = g(K'(y)) para todo y € C, ou seja, temos que g C f, pois g = fok'. Logo,
f ~ g, ou seja, f e g sao equivalentes, pela relacao de equivaléncia definida na Defini¢ao
411

A partir de agora, quando falarmos de uma relacdo ~ em uma categoria, estamos
nos referindo a relagdo de equivaléncia definida na Defini¢ao 4.1.1. Com isso em mente,

podemos definir o que iremos chamar de subobjetos.

Definigao 4.1.2. Seja C uma categoria, A um objeto em C. Um subobjeto de A é uma
classe de equivaléncia de monomorfismos [f], dada pela relagio de equivaléncia ~, em que
cod(f) = A.

Denotamos a classe de todos subobjetos de A por sub(A).

Exemplo 4.1.2. Em Set podemos tomar um conjunto A e para cada subconjunto K de
A chamar de i : K — A a fungdo inclusdo. Sendo assim, podemos definir uma funcao
g:P(A) = sub(A) da forma g(K) = [ik] para todo K C A.

Veja que, se tivermos g(K1) = g(Ks) entao [ik,] = [ik,]|, e pelo Exemplo 4.1.1,
temos que K1 = Im(ix,) = Im(ik,) = Ks. Logo, g é uma fungdio injetora.

Por outro lado, se tomarmos [f] € sub(A) sabemos que f é uma funcao injetora
de algum conjunto D para A. Portanto, Im(f) C A. Isso significa que existe a fungdio
irm(py : Im(f) — A, e assim temos que g(Im(f)) = [irmp] = [f], pois Im(f) = Im(irm(y))-
Logo, g é uma funcao sobrejetora.

Concluimos entao que g é uma bijecio entre P(A) e sub(A), ou seja, P(A) =
sub(A).

4.2 CLASSIFICACAO DE SUBOBJETOS

Em Set, se tomarmos um conjunto A podemos caracterizar o conjunto P(A) por
24 com 2 = {0,1}. Isso se deve ao fato de que P(A) = 24 para todo A em Set. Sendo
assim, dado um subconjunto B de A podemos definir a funcao zp : A — 2 da seguinte

maneira:

1, ze€B
rp(x) =
0, z¢B
Veja que se tivermos subconjuntos B e C de A tal que B # C' entao, sem perda
de generalidade, existe um b € B tal que b ¢ C. Logo zg(b) # x¢(b), ou seja, se v = x¢
entdo B = C. Isso significa que a funcao f : {xp : A — 2;B C A} — A dada por

f(zp) = B é injetiva.
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Note também que f é sobrejetiva, pois para qualquer D subconjunto de A temos
que existe a fun¢ao rp € {xp : A — 2; B C A}. Portanto, f é bijetiva.
Com essa ideia podemos notar que, para todo B C A, o seguinte diagrama comuta:

B—" A

{1} ——=——2

em que ip e T sao fungoes inclusao, e g é o tnico morfismo de B para {1} (pois {1} é
objeto final em Set). Além disso, (B,ig,g) é um pullback para os morfismos T e g, pois
dado b € B temos que (zgoip)(b) = zp(i(b)) = zp(b) =1 =T(1) = T(g(b)) = (T o g)(b),
ou seja, rgoip = T og. Além disso, se tomarmos (F, e, es) tal que zgoe; = T oes, temos
que existe uma tnica fungao k : E — B, dada por k(x) = e;(z) para todo = € E, tal que
igok = ey, pois dado = € E qualquer, temos que (igok)(z) = ig(k(z)) = k(z) = e1(z). E
perceba que g o k = ey, pois {1} é objeto final em Set. Sendo assim, temos que (B, ig, g)
é de fato um pullback para os morfismos 7T e xpg.

Agora podemos transferir essa nocao para linguagem categérica da seguinte forma.

Definigao 4.2.1. Seja C uma categoria com um objeto final F'. Um classificador de objetos

para C € uma dupla (U, T : F — Q) que satisfaz o sequinte azioma:

e Axioma - 2. Para todo monomorfismo f : A — D existe um unico morfismo

xzy: D — Q tal que (A, f,g: A— F) é um pullback para os morfismos xy e T .

O morfismo x; € chamado de morfismo caracteristico de f.

Perceba que em todo classificador de subobjetos (2,7 : F' — (), para uma
categoria C, o morfismo 7 é um monomorfismo, pois dados g,h : A — F tais que

T og="T o f temos que, pelo fato de F' ser objeto final em C, g = h.

Proposigao 4.2.1. Seja C uma categoria com classificador de subobjetos. Se (Q,T : F —
Q) e (Y, T": F— Q) sdao classificadores de objetos em C, entio Q2 = V.

Demonstrag¢io. Tome C uma categoria com classificador de subobjetos. Suponha que
QT F—=Q) e, T F— ) sao classificadores de objetos em C. Perceba que T e T’
sdo monomorfismos, pois F' é objeto final em C. Como (¥, 7" : F — ') é classificador de
objetos temos que existe um tnico morfismo @’ : @ — Q' tal que (F, T, 1p), com F sendo
um objeto final em C, é um pullback para 2/~ e 7. Por outro lado, como (2,7 : FF — Q)
é classificador de objetos temos que existe um tnico morfismo z7 : Q' — Q tal que
(F,T",1r) é um pullback para z7+ e T. Sendo assim, temos que o seguinte diagrama

comuta:
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F——0Q

Seja (D, dy : D — Q,dy : D — F) uma tripla tal que 77 oaz’-ody = T ody. Assim,
(D, 2’ ody,dy) é tal que 7 o (2 ody) =T ods.

Como (F,T’, 1) é um pullback de x7+ e T, existe um tunico morfismo k : D — F
tal que 1pok =dy e T' o k = 2 o dy. Isso significa que k =dy e T ody = 2/ 0 d;.

Como (F,T,1p) é pullback de 2% e T', existe um tnico morfismo k' : D — F tal
que lpok' =dy e T ok’ =dy. Sendo assim, k' =dy e T ody = dy. Logo, (F,T,1r) é um
pullback para os morfismos x7 o 2% e T .

Porém, pela definigao de classificador de subobjeto, x7+ o 2%+ é tnico tal que é um
pullback para os morfismos z7+ o 2/~ e T. Por outro lado, 1g é o inico morfismo tal que
(F,T,1p) é um pullback para os morfismos 1g e 7. Portanto, z7 o 2’ = 1q.

De maneira andloga mostramos que z/- o x7 = lo/. Logo, 2% é um isomorfismo
entre Q e €V, ou seja, 2 é isomorfo a '

]

Quando falamos em classificadores de objetos costumamos usar morfismos que
tem como contradominio um objeto final. Por esse motivo, vamos definir que, para F
objeto final em C e A objeto qualquer em C, ¢4 é a notacdo que usaremos para denotar o

morfismo de A para F.

Proposicao 4.2.2. SeC é uma categoria e (Q,T : F — Q) é um classificador de subobjetos

para C, entao sao vdlidas as sequintes afirmacoes:

(1) O morfismo caracteristico de T : F — € € o morfismo lq;

(2) Em C temos a igualdade x1, = T o ¢g;

(8) Para todo morfismo f: A — B temos que T o (¢ppo f) =T o ¢a.

Demonstragio. (1) O morfismo caracteristico de 7 : F' — © é um morfismo z7 : Q — Q
tal que (F, T, 1p) é um pullback para z7 e 7. Sendo assim, temos que x707 = T olp,
ou seja, x7 o T = T. Porém, veja que se tomarmos lg temos que (F,7T,1xz) é um
pullback para 1q e T, pois dado uma tripla (A, f : A — Q,¢4), tal que folg = P07,
temos que existe um tnico morfismo ¢4 tal que T ops = f e 1p o ¢4 = ¢p4. Logo,

pela unicidade do morfismo z7, z7 = 1q.
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(2) Em C temos que o morfismo caracteristico de 1o, o morfismo z,,, é o inico morfismo
tal que (2, 1g, ¢q) é um pullback para os morfismos 1, e 7. Sendo assim, temos a

igualdade x;, 0 1g = 7 o ¢q, ou seja, 1, = T o ¢q como queriamos demonstrar.

(3) Tome um morfismo f : A — B qualquer e veja que, como F é objeto final, $4 = ¢pof.
Logo, temos que T o (¢pp o f) =T o ¢4 como queriamos demonstrar.
Agora que trabalhamos um pouco com classificadores de objetos podemos nos
familiarizar com essa nocao e finalmente definir um topos.
Chegou o momento que deixamos as categorias n para tras, pois, a seguir, veremos

que elas nao tem classificador de subobjetos.

Exemplo 4.2.1. As categorias n nao tem classificador de subobjetos. De fato, suponha
que n tem um classificador de subobjetos. Note que o objeto final de m é n — 1 e o unico
morfismo com dominio igual a n — 1 é o morfismo identidade. Logo, obrigatoriamente
devemos ter Q =n—1e¢T = (n—1,n —1). Considere agora um morfismo f = (a,d)
em m, de modo que a < d. Assim, obrigatoriamente devemos ter vy = (d,n — 1), pois
este € o unico morfismo de d para Q2 =n — 1. Isso significa que (a, (a,d),(a,n —1)) € um
pullback para vy = (d,n—1) e T = (n—1,n —1). Mas, como visto no Exemplo 5.6.3,
o pullback de (d,n —1) e (n—1,n — 1) é dado por (d,(d,d),(d,n — 1)), de modo que se
escolhermos a < d, a tripla (a, (a,d), (a,n — 1)) ndo serd um pullback para ¢ = (d,n — 1)
eT=mn-1n-1).

]

4.3 DEFINICAO DE TOPOS

Definicao 4.3.1. Um topos é uma categoria C tal que:
(1) C é completa;
(2) C é co-completa;
(3) C é categoria com exponenciagao;
(4) C tem classificador de subobjetos.

A definicao acima podia ser dada de outra maneira, porém dessa forma ganhamos
um método de verificacao passo a passo. Basta verificar separadamente cada um dos itens

necessarios.

Exemplo 4.3.1. Jd verificamos que Set é uma categoria, com exponenciacao, completa,
co-completa e que tem classificador de subobjetos. Sendo assim, com o auzilio de tudo que

viemos mostrando sobre Set, concluimos que Set € de fato um topos.
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Exemplo 4.3.2. Sabemos que em Finset existem objetos finais e pullback para quaisquer
par de morfismos, ou seja, pelo Teorema 3.7.1, temos que Finset é finitamente completa.
Também sabemos que () € objeto inicial em Finset e para quaisquer par de morfismos existe
um pushout, ou seja, pelo Teorema 3.7.2, temos que Finset é finitamente co-completa.
Além disso, ja vimos que Finset é uma categoria com exponenciacdo. Por fim, podemos
tomar o classificador de subobjetos em Set e ver que ele também é um classificador de

subobjetos em Finset. Logo, Finset é um topos.

Exemplo 4.3.3. A categoria Set? tem como objetos os pares (A, B) tais que A e B sdo
objetos em Set. E para cada par de morfismos, f : A — C eg: B — D em Set, existe
um morfismo f x g: (A, B) — (C,D) em Set?.

Sendo assim, o par (F, F), em que F' € objeto final de Set, é um objeto final em
Set?, pois dados A e B em Set existem tinicos morfismos f : A — F eg: B — F, ou
seja, existe um unico morfismo f x g de (A, B) para (F, F).

Além disso, dados dois morfismos f x g: (A1, B1) = (C,D) e h x k : (Ay, By) —
(C, D), sabemos que existe um pullback (P,i : P — As,j : P — Ay), em Set, para os
morfismos f e h, e também um pullback (Q,u : Q — By,v: Q — Bs), em Set, para os
morfismos g e k. Portanto, ((P,Q),j X u,i X v) é um pullback para os morfismos f X g e
hxk, pois dado a tripla (R, S),r1 X 51,79 X S3) tal que (f X g)o(r; xs1) = (hxk)o(ry X s2)
sabemos que fory =hory e go sy = ko sy. Além disso, sabemos que temos o pullback
(P,i,j) para os morfismos f e h e o pullback (Q,u,v) para os morfismos g e k, entdo
existem unicos morfismos k1 : R — P e ky : S — Q tais que i1 ok = ry, jo ks = ro,
uoky = s evoky = s9. Sendo assim, ki X ko é 0 inico morfismo de (R, S) para (P, Q) tal
que (j X u)o (k1 X kg) =r; x 81 e (i xv)o (ky X kg) =19 X 89, ou seja, (P,Q),j X u,i X v)
¢, de fato, um pullback para os morfismos f X g e h X k.

Com raciocinio andlogo chegamos a conclusdo que Set® tem objeto inicial, e
também tem pushout para quaisquer pares de morfismos com mesmo dominio. Logo, pelo
Teorema 3.7.1 e pelo Teorema 3.7.2, temos que Set? € finitamente completa e co-completa.

Um exponencial (C,D)AB) em Set? ¢ o objeto (C4, DB) em que o morfismo
avaliagio é dado por um morfismo e x v de (C, D)4B) x (A, B) = (C4 x A, DP x B) para
(C,D) tal quee: CAx A— C ev: DB x B— D sdo morfismos avaliacio em Set.

Por fim, o classificador de subobjetos em Set? é dado por (T, T): (F, F) — (2,2),
em que F' é objeto final em Set.

Concluimos entdo que Set® é de fato um topos.

Veja que no exemplo anterior ndo usamos a natureza dos objetos e morfismos, ou
seja, nao precisamos do fato de que os objetos em Set sao conjuntos e os morfismos sao
funcoes. Sendo assim, Set nao ¢é especial nesse exemplo. Isso significa que, se C; e Cy sdo
topoi quaisquer, entdao C; X Cy é um topos.

Agora podemos analisar categorias afim de descobrir se ela é, ou nao, um topos.
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Por exemplo, sabemos que Set? é um topos, e que Set também é, ou seja, temos que
Set? x Set = Set? ¢ um topos. Logo, é notavel que Set™ e Finset™ sio topoi para qualquer
n € N*. Também é claro que combinagoes do tipo Set” x Finset™ e Finset™ x Set™ sao
topoi para quaisquer n,m € N*,

Os topoi podem ser analisados de diversas maneiras, que por sua vez, dependem
da otica do matematico que estiver a estudando. Na logica intuicionista, por exemplo,
¢ usado como uma base formal para o intuicionismo de Brouwer. Os resultados obtidos
com essa base formal nao preservam apenas os resultados da logica, mas também suas
justificativas, contribuindo para o construtivismo matematico.

Assim, finalmente conseguimos definir e dar exemplos de topoi para continuar

estudando e procurando por propriedades que nos interessem dentro dessas estruturas.
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