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Resumo

Na primeira parte desta tese de conclusao de curso é apresentado ao leitor uma breve
introducao sobre fluxos, sistemas dinamicos e sistemas cadticos. O sistema quadratico
é usado como motivacao para o desenvolvimento da dinamica simbdlica e a partir disso
os espacos simbdlicos se tornam uma das partes centrais do trabalho, em que sao mos-
tradas caracteristicas relevantes do conjunto de Cantor. Na segunda parte, o espaco dos
ladrilhamentos é introduzido, junto com complexos celulares, o método da substituicao e

resultados importantes envolvendo tais temas.

Palavras-chave: sistemas dinamicos; sistemas cadticos; dinamica simbdlica; conjunto de

Cantor; espacos simbdlicos; espago dos ladrilhamentos.



Abstract

In the first part of this thesis, a brief introduction to flows, dynamical systems and chaotic
systems is given to the reader. As motivation for the development of symbolic dynamics,
the quadratic systems are presented, and from that, the symbolic spaces become a central
subject of this work, where relevant properties of the Cantor set are shown. The tiling
system is introduced in the second part, along with cell complexes, the substitution method

and important results from these themes.

Keywords: Dynamical systems, chaotic systems, symbolic dynamics, Cantor set, symbolic

spaces, tiling spaces.
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1 Introducao

Com base no livro [Kurka 2003], no capitulo [2| é introduzido ao leitor o conceito de
sistema dinamico, que consiste em um conjunto, chamado de conjunto de estados, e uma
funcao continua que leva esse conjunto a ele mesmo. A evolugao da temperatura de certa
particula com o passar do tempo, ou como a posi¢cao de algum objeto se altera com o
tempo sao exemplos de sistemas dinamicos. E definido entdo o que é um ponto atrator,
sendo ele um ponto que atrai a trajetoria de pontos ao seu redor. O critério diferencial de
estabilidade é apresentado e demonstrado, como uma ferramenta para determinar se um
ponto é atrator em certos sistemas dinamicos.

Alguns sistemas dinamicos podem ter comportamentos imprevisiveis e dificeis de
analisar, como os sistemas cadticos, apresentados na se¢ao[2.4] Tais sistemas serviram para
a motivagao do estudo da dinamica simbdlica, que tem como objetivo representar sistemas
dinamicos através de sequéncias infinitas de simbolos e sua dinamica pelo deslocamento
de seus elementos. Foi tomado como exemplo de sistema cadtico um sistema quadratico
particular (sistema dinamico cuja funcao continua é uma funcao de segundo grau). Para
estudar esse sistema cadtico, analisamos a expansao bindria de seus elementos e foi notado
que a partir dessas expansoes, sua dinamica é simplificada.

Enxergar os elementos de um sistema através de suas expansoes binarias incentivou
uma analise do conjunto de Cantor, pois como é visto nesse trabalho, ele é homeomorfo ao
conjunto das sequéncias binarias infinitas. Com tal perspectiva em mente, no capitulo
abordamos nesse trabalho os espacos simbdlicos, que sao espagos topoldgicos formados
por sequéncias de simbolos. E entao exibida a definicao de espago de Cantor e partir dela,
é provado que todo espaco de Cantor é homeomorfo ao espago de sequéncias binarias, e
portanto todo espaco de Cantor é homeomorfo entre si.

No capitulo 4} com base nas referéncias [Starling 2005], [Starling 2012], exibimos o
espaco dos ladrilhamentos. Tome o plano, R?, como exemplo. Podemos o preencher com
infinitos ladrilhos de formatos finitos de forma aperiddica e, a partir desse ladrilhamento do
plano, é possivel o transladar, inflar e encolher, formando um conjunto de ladrilhamentos.
Ao atribuir uma métrica a ele, formamos um espago métrico de ladrilhamentos, que junto
com uma funcao continua que expande os ladrilhamentos, formam um sistema dinamico.

No apéndice [A] propriedades extras do limite inverso sao demonstradas, tendo como
referéncia [Varagona 2008|. J& no apéndice [B| resultados que foram importantes no desen-
volvimento do trabalho, mas que nao era conveniente para o texto que suas demonstragoes
fossem exibidas, sdo provados. Aqui, as referéncias [Munkres 2000] e [Lima 1977] foram

consultadas.



2 Sistemas Dinamicos

2.1 Equacgoes Diferenciais Ordinarias

Uma equagao diferencial ordindria autonoma de primeira ordem ¢ escrita como:

() =¢(f@), [fO)=z€eR

onde f é uma func¢ao desconhecida, ¢ : R — R é uma funcao dada e o ntimero real x é o
valor inicial da fungao f dado no tempo 0. Veja que se ¢(t) = 0,Vt € R, entao f(t) =«
para todo t e chamaremos tal © de ponto estacionario.

Se p(z) # 0 e é continua, entao em um intervalo I ao redor de x no dominio de ¢, ela

sera nao nula. Observe a equacao abaixo:

Y A A (O N A T £ _ Gz
- / 1t = / it - /f@ =GO = GU0) -6 @D

em que f(t) =y e G(y) é uma primitiva de 1/p(y). Perceba que como ¢ nao nao se anula
em I, ndo muda de sinal, logo, considerando o mesmo intervalo, G’(y) também manterd o

sinal e portanto, G é mondtona e terd uma inversa em I. Da equagao (2.1)), veja que:

t=G(1) - Glx) = GU1) =t +G(x) = f() =G (t+Gx).  (22)

A equagao acima é uma solucao da EDO proposta no intervalo I e definird um sistema

dindmico (Definigao [2)) se a solugao esté definida para todo t positivo e se for tnica.

Exemplo 1. Crescimento exponencial:
Equacao que modela o crescimento de uma populagao com base em sua populacao
atual. Sendo f(t) o tamanho da populagdo no tempo ¢, temos que seu crescimento pode

ser expressado por:
() =af®), [f(0)=z

cuja unica solugao ¢ dada por:

definida em todo ¢.
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2.2 Fluxos

Seja ¢ : R — R uma funcao tal que para cada x € R a EDO

tenha uma tunica solu¢do definida para todo t € R. Seja F(z,t) a solugao da EDO

considerando o valor inicial z € R. Entao:

% = @(F(x,t)), F(z,0)==x.

No Exemplo [1] podemos escrever a solu¢ao na forma F(x,t) = ze™, para exemplificar.

Fixe agora x e t reais e considere as funcgoes:
Fi(s) = F(F(x,t),s) Fy(s)=F(x,t+s).

Note que Fy e F; sao solugoes da EDO levando em conta os valores iniciais F(0) = F5(0) =
F(z,t) e, devido a unicidade da solugao, F; = F5.
Vamos observar essa igualdade por outra perspectiva. Para qualquer ¢t € R, seja
F':R — R tal que
F'(x) = F(z,t)

logo F' ¢ a funcao que descreve como os estados de um certo sistema mudam em relacao
a passagem de um tempo ¢. Se x é o estado inicial (quando ¢ = 0), F'(x) é o estado no
tempo t. Ou seja:

@)=z, F(F(2) = F*(a),

ou
F'=1d, F®oF!'=pFst,

Uma funcao de duas varidveis que possui as propriedades descritas acima é considerada

um fluxo.
Defini¢ao 1. Um fluzo é uma tripla (X,T,F) em que:
1. X C R"” sera o conjuto de estados,
2. T CR € o conjunto dos tempos, tal que Vs, t € T)s+teT e0eT
3. F: X xT — X éuma funcio continua satisfazendo: F° = Id e F* o F' = Fstt

Nem todo fluxo é obtido a partir de uma equacao diferencial ordinaria. Uma funcao
continua e bijetora G : R — R pode definir um fluxo da seguinte maneira: para t € R,
seja F' : R — R tal que:

F'(z) = G7'(t + G(x)).
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Caso G e G~! nao sejam diferencidveis, o fluxo anterior nao provém de uma EDO.
Até agora observamos apenas fluxos que consideram o tempo continuo, ou seja, t € R,
mas podemos também considerar a variavel ¢ apenas nos inteiros, caracterizando uma
passagem de tempo discreta. Se o sistema é deterministico, ou seja, o estado futuro é
determinado de maneira tnica pelo estado presente, podemos escrever o estado F"(x) € X
em um tempo n € Z de forma que x ¢é o estado inicial (no tempo 0) e F™(x) é a n-ésima
composicao de F' com ela mesma. Ou seja: F(x) =z e F""(x) = F(F"(x)).

Teremos um fluxo deterministico em relagao ao futuro se T' = [0, 00), e se T' = (—00, 00),
em relacao ao passado e ao futuro. Nesse caso, a fungao continua F' sera um homeomorfismo,
uma vez que Flo F~t = =t = F9 = [d. Considerando T' = N, o fluxo serd deterministico
em relagao ao futuro e dado pela funcao continua F : X — X. Caso T' = 7Z o fluxo sera
deterministico em relagao ao passado e ao futuro e F' sera um homeomorfismo. Abaixo,

definiremos um fluxo de tempo discreto chamado de sistema dinamico.

Definigao 2. Um sistema dindmico é um par (X,F), em que X é um espa¢o métrico

chamado de espago dos estados, e F': X — X € uma func¢ao continua.
Definicao 3. Seja (X,F) um sistema dinamico.
1. Um ponto x € X € um ponto fizo se F(z) = x.

2. Um ponto firo v € X serd estdavel se, para todo € > 0, existe 6 > 0 tal que:
y € B(z,0) = F"(y) € B(z,¢),Vn € N,
onde B(p,r) € a bola de centro p e raio r

3. Um ponto firo v € X € atrator se, além de estavel, existe § tal que:

y € B(x,6) = lim d(x, F"(y)) =0,

n—oo

onde d é a métrica de X .

Para entender melhor as definigoes vistas acima, vejamos um exemplo:

Exemplo 2. Sistema Linear: seja (R, L,) um sistema dinamico, em que L,(z) = ax.
Perceba que hd uma familia (R, L,).cr de sistemas dinamicos, e que as trajetérias dos
elementos serdo sempre uma progressao geométrica, uma vez que F"(x) = a"x,Va € R.
Veja entao que 0 sempre serd um ponto fixo, e se |a| = 1, entao 0 serd estavel mas nao

atrator, e caso |a| < 1, 0 serd um ponto atrator.
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Teorema 1. Critério diferencial de estabilidade: Seja (R, F) um sistema dindmico

em que F' ¢ diferencidvel em um ponto fixo x.
1. Se |F'(z)| < 1, entdo x € ponto atrator.
2. Se |F'(x)| > 1, entdo x ndo € estdvel.

Demonstrac¢ao. Separando os casos, segue:

1. Suponha que F(z) =z e que |F'(x)| < 1. Tome agora r € R tal que |F'(z)| <r < 1.
Considere € > 0 pequeno o suficiente para que |F'(z)| + ¢ < r. Considerando a

definicao de derivada como um limite, existe § > 0 tal que:

]x—y]<(5:>x_—F(y>—F’(x) <e€
T —y
—F
K (?J)|_|F/<x)|<€
|z =y
2= POl @) <o
|z =yl

=z — F(y)| <rlr —y| <]z -yl

Vamos provar por indugao que para todo y € B(x,d), | — F™(y)| < r"d, ou seja, se
y esta na bola dada, sua trajetoria se aproxima monotonamente a x, uma vez que a

sequéncia (1"9)nen tende a 0.
Suponha que |z — F"1(y)| < r"71§, vamos provar que |x — F"(y)| < r"J. Pela
definicao da derivada de F' em x, temos:

x— F"(y)

-1
le—F"" " (y)| <= i) Fri(y)

<r=lr—F"(y)| <rle—F"(y)| <r-r"1o,

provando o que queriamos.

2. Suponha agora que 1 < |F'(z)|. Tome entao um r € R tal que 1 < r < |F'(z)].
Considere ¢ suficientemente pequeno tal que r < |F'(z)| —e. Tendo em vista
a definicao da derivada de F' em x, por um argumento semelhante ao visto na

demonstracao acima, temos que existe > 0 tal que:
[z —yl <0 =z —Fy)|>rle—yl>|z—y|

Caso |z — F(y)| > ¢ ent@o a prova acaba aqui. Caso |z — F(y)| < 0, repetimos
o processo acima e concluimos que |z — F?(y)| > r|z — F(y)| > r?|lz — y|. Como
a sequéncia (r"|x — y|)neny converge para o infinito, temos que para algum k €

N, |z — F¥(y)| > r*|z — y| > §, ou seja, z nao é estavel.
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2.3 Sistemas Quadraticos

Definicao 4. Sejam I = [0,1],r € [0,4] e Q.(z) = rz(1l — x). Entdo (I,Q,) define uma

familia de sistemas dinamicos chamados de sistemas quadrdticos.

Na Figura ,os comportamentos de (I, @),.) para diferentes valores de r sao ilustrados.
Veja que os unicos candidatos a pontos fixos, independente do parametro r, sao x =0 e
r=1-— % Perceba também que se 0 < r < 1, entao 0 é o tinico ponto fixo em I, e pelo
Teorema [I] 0 serd um ponto atrator. Além disso, qualquer trajetéria ird convergir a 0,

como provado a seguir.
Proposicao 1. Se 0 < r < 1, entao lim,_,o, Q"(z) = 0, para qualquer x € 1.

Demonstracao. Veja que pela definicao de @, e por r < 1, temos que Q,.(z) < x para
qualquer z € I, se = # 0. Como (Q"(x)),en é uma sequéncia decrescente limitada

inferiormente por 0, existe y € R tal que (Q7(x))neny — y. Entao

y = lim Q}(z) = Q:(y) = lim Q1 (x) =y,

n—oo

mas o unico ponto fixo é 0, logo y = 0 O

Se 1 < r entao 0 nao sera mais um ponto estavel, e existird um outro ponto fixo
pr=1-— % Pelo Teorema , veja que p, serd atrator se 1 < r < 3, ja que Q.(y) =2 —r.

Vamos provar agora que p, atraird qualquer ponto no intervalo I exceto 0 e 1.
Proposigao 2. Se 1 <r < 3, entao lim,_,o, Q"(z) = p,, para qualquer x € (0,1).
Demonstracao. Vejamos as situagoes:

e Caso r < 2. Temos entao que p, < % e:

O<z<p =0<2<Q(x)<Q(p) =0

ja que Q, é crescente para r < % Entao, se © < p,, (QF(x))nen é uma sequéncia
limitada superiormente por p, e esse serd limite. Se p, < x < %, (Q"(x))nen sera
uma sequencia limitada inferiormente por p, e esse também serd seu limite. Caso

% <z < 1, a funcao é decrescente para [%, 1), entdo segue:

VAN
&
A
—_
U
O
=
|
o
A\
O
&
IN
O
=
N\
| —
N———
Il
<
|
p—
IN
bl
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e Caso 2 <r <3. Tome g, =1—p, =

%. Teremos entao:

qéxﬁpr:»%@rs@(x)s@(%) = ¢ <Q: (%) < Qi (x) < p,

Logo, z < Q?(x) para z € [q,,p,). Se x € (0,1), entdo Q¥(z) € [%,pr] para
algum k € N e (Q¥?"(2)),en é uma sequéncia crescente limitada superiormente que

converge para p,.

]
r=109 r=18 r=28
X0 *0 j2) X o h
r=351 r=3%4 r=35
xQ i o %0 o oo 0 o b
r = 3.569 r = 3.67 r=4
] IR
i

Figura 1 — Trajetérias para diferentes valores do parametro 7.

Definicao 5. Seja (X, F') um sistema dinamico.

1.

2.

Se x € X, o conjunto O(z) = {z, F(z), F*(x),...} serd chamado de érbita de .

Um ponto x € X é chamado de periédico se existe p > 0 tal que FP(x) = z. O

menor p que satisfaca essa propriedade € chamado de peritodo de x.

Se F(x), m > 0, € periddico para algum x € X, entao x é chamado de eventual-

mente periodico.

Se x € X € eventualmente periodico mas nao € periodico, entao serd chamado de

pré-periodico.
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Veja que 1 é um ponto pré-periédico em (I, @Q),.), uma vez que @,(1) = 0 e 0 é um ponto
fixo (periédico de periodo 1). Se r > 1, g, também é pré-periddico, pois @,(¢.) = p,, que é

periodico.

2.4 Sistemas Caoticos

Perceba da Definicao 4| que, dependendo do parametro r, as propriedades do sistema

(I, @) podem ser dificeis de se compreender. Porém, para o caso r = 4 podemos observé-lo

usando um sistema dinamico em que seu espaco de estados é o circulo unitario. Podemos

representar esse circulo no plano complexo, considerando todos os nimeros z € C tais que

z =¢e>™? onde x € [0,1). Para facilitar o entendimento, vamos nos referir a esses pontos

por elementos do intervalo T = [0, 1) da seguinte maneira: o nimero 1 é relacionado ao 0,
1

iao 1, -1 a0 3 e —iao 2. Ouseja, uma bijecdo que leva {z € C: |z| = 1} & T fazendo

arg(z)
2w

Interpretando T como o circulo unitario, a distancia entre dois pontos em T serd o

menor comprimento de arco entre eles, ou seja:

17
88
dada por mod;(z) = x — |x], onde |z| é a parte inteira de x. Veja que mod, é continua,

11y _ 1 _ 1 ~ = :

Por exemplo, d (g, Z) = g, enquanto d ( ) = ;. Considere agora a fungao mod; : R — T
uma vez que os candidatos a pontos de descontinuidade sao os niimeros inteiros, que sao
enviados ao 0, e as pequenas vizinhancas dos inteiros no dominio sao enviadas a valores

que pela distancia d definida acima, sao préximos a 0.

Exemplo 3. Sistema da dobra de angulo. Considere o sistema dinamico (T, D) em
que T=1[0,1) e D : T — T tal que D(z) = mod,(2z). Ou seja:
2z, T <

D(z) =
20 —1, x>

NI—= N|=

Perceba que o ponto x = 1/2 é candidato a ponto de descontinuidade. Sera mostrado

que D é continua em 1/2. Tome 0 < € < 1/2 qualquer. Note que
B(D(1/2)78) = B(O,{f) = [075) U (1 -5 1)a

devido a métrica d definida acima. Tome § = £/2 e consequentemente:

1 1 1 ¢
Bl=d)=z—=,=+=].
(2’ ) <2 2’2+2>
Considere um y # 1/2. Suponha que y € (3 — 5,3) C B(1/2,6), segue entdo

que D(y) = 2y € (1 —¢,1) C B(0,e). Agora suponha que y € (3,1 + £), e entdo
D(y) =2y —1 € (0,e) C B(0,¢). Portanto, acabamos de mostrar que:
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yeB (%5) — D(y) € B(0,2).

Ou seja, D é continua em x = 1/2. De maneira similar é possivel mostrar que D é continua.
Se projetarmos o circulo T no intervalo I de tal maneira que 0 seja mandado ao 0 e %
ao 1, entao as trajetorias de (T, D) serao projetadas as trajetérias de (I, QQ4). A projegao

serd a funcio sobrejetora H : T — T tal que H(z) = sin®*(z7). Veja também que:
Q40 H(x) = 4sin*(xm)(1 — sin?(z7)) = (2sin(x7) cos(zm))? = sin®(2z7) = H o D(z),

logo, o seguinte diagrama comuta:

Definigao 6. Sejam (X, f) e (Y, g) dois sistemas dinamicos. Ambos serao topologica-
mente semi-conjugados se existe uma funcao h: X — 'Y continua e sobrejetiva tal que
hof =goh. Se além disso h for homeomorfismo, (X, f) e (Y, g) serdo topologicamente

conjugados.

Percebemos entao que (T, D) e (I, Q4) sdo topologicamente semi-conjugados.
Vamos agora observar as propriedades do sistema (T, D) através da expansao bindria
de seus elementos. A expansdo bindria de certo x € T serd uma sequéncia (x,),eny €m que

para todo n natural, z,, = {0,1} de forma:

R T _OO Li
35—?+Z+"'+2i+1+"'_ZQ¢+1'
i=0

Como a funcao D se comportard com as expansoes binarias? Basta “esquecer”a
primeira coordenada e mover as restantes um digito a esquerda. Como demonstrado na
proposicao abaixo:

Proposigao 3. Seja (T, D) o sistema dinamico definido no Ezemplo[3 e seja (zn)nen a
expansao bindria de um v € T qualquer. Entdo a expansdo bindria de D(z) serd (x,)5,
e portanto, x serd um ponto periodico se e somente se sua erpansao bindria for uma

sequéncia periodica.

Demonstragao. Seja x € T e (x,)nen sua expansao binéria.
Se x < %, entao:
0 =«

—
T 2+4+ +2i+1

“ e r = ——mrH JE— “ e - e e — —.
2 4 20+l 2

=1
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Se x > %, entao:

_1 T Z;
o D(r) = 2w —1 =14 2Ly 2 +~.—1:§Oojx—?.
1 git1 2 i

=1

Portando, a expansao bindria de D(z) é x1xs... como proposto. Se z € T for periddico,
entdo existe k € N tal que D*(z) = x, logo, a cada k digitos, a expansdo bindria de x

precisa se repetir. Se a expansao binaria de x se repetir a cada m € N digitos, teremos

entdo D™(z) = x, uma vez que D™(z) terd a mesma expansao bindria de z. O
Para exemplificar, veja que DQ(%) = % e que a expansao binaria de % ¢ 0101 - - -, outro
exemplo é D3(%) = %, e a expansao binaria de % ¢ 011011 ---. Vamos mostrar agora que

(T, D) é um sistema caético.
Definicao 7. Seja (X, F') um sistema dindmico.

1. Se para algum x € X, a orbita de x € densa em X, entao (X, F) € um sistema

dinamico transitivo.

2. Se X tem um numero infinito de elementos, é transitivo e o conjunto dos pontos

periddicos de X é denso em X, entao (X, F) é um sistema dindmico cadtico.

Seja x € T qualquer, cuja expansao bindria é (2, )nen. Seja yx € T um ponto periédico
tal que a expansao binaria de y; é a repeticao infinita dos k primeiros algarismos de
(Zn)nen- Portanto, aumentando o k indefinidamente, a distancia entre y;, e x vai a zero.
Logo, os pontos periédicos sao densos em T.

Construiremos agora um elemento w € T que tem érbita densa em T. Para tal, basta

“colar” todas as sequéncias binarias finitas na expansao bindria de w, que ficara na forma:
01000110 11 000 001 010 100 011 - - -

Tomando x € T qualquer, basta considerar um ntimero n € N grande o suficiente e tomar
o m € N necessédrio para que a expansao bindria de D™(w) e a expansao de z tenham os
mesmos n primeiros digitos, tornado-os tao proximos quanto queira. Diante de tais fatos,
concluimos que (T, D) é cadtico.

Pelo fato da fungdo H : T — I ser continua e por (T, D) e (I, Q4) serem topologicamente
semi-conjugados, segue que como pontos periddicos sao densos em (T, D), em (I, Q)
também serdo. O mesmo vale para a imagem do elemento de 6rbita densa em (T, D), que

terd érbita densa em (I, Q4). Mais formalmente:

Proposicao 4. O sistema dinamico (I,Q4) € um sistema cadtico.
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Demonstra¢ao. Primeiramente, note que como H o D = (), o H, também ¢ valido para
todo k € N que H o D* = Q%o H.

Vamos mostrar que se t € T é periddico, entao H(t) € I também serd. Seja t € T um
ponto periédico. Entao existe M € N tal que DM (¢) = t. Como D é conjugado a Q,
segue que

H(t) = H(DY(t)) = Q' (H (1)),
ou seja, H(t) € I é periédico. Mostraremos agora que (I, Q4) é um sistema cadtico.

1. O conjunto de pontos periédicos em (I, Q) é denso em I. Seja = € I qualquer. Como
H é sobrejetiva, existe t € T tal que H(t) = x. Tome ¢ > 0. Como H é continua,
existe 0 > 0 de forma que, para todo y € T:

y € B(t,0) = H(y) € B(x,¢),

como os pontos periddicos de (T, D) sao densos em T, consequentemente hi um
p € T periédico tal que p € B(t,d) e portanto, H(p) € B(z,e). Como visto antes, ji

que p é periédico, H(p) também serd, provando o que queriamos.

2. Ponto com orbita densa em I. Seja w € T o ponto que tem orbita densa em T.

Mostraremos que H(w) tem érbita densa m 1.

Considere a € I qualquer. Como H é sobrejetora, existe b € T tal que H(b) = a.
Tome € > 0 qualquer. Ja que H é continua, existe § > 0 tal que para todo y € T:

y € B(b,0) = H(y) € Q4(a,c).

Como w tem O6rbita densa, existe N € N tal que DV (w) € B(b,d), logo H(DY (w))
estd em B(a,e). Perceba entao que H(DY(w)) = QY (H(w)), ou seja, H(w) tem

Orbita densa em 1.

Diante disso, segue que (I, Q4) é um sistema cadtico. ]

2.5 Introducao a Dinamica Simbdlica

Com os conteudos vistos nessa secao poderemos, por exemplo, observar as propriedades

do sistema da dobra de angulo a partir da dinamica simbdlica de suas expansoes bindrias.

Definigao 8. Seja 2 = {0,1} o alfabeto bindrio e 2V o espago das sequéncias bindrias

infinitas. Defina a métrica em 2N como d : 2N x 2¥ — R, em que:

1
d(z,y) = o onde n=min{i >0:z; #y;}.
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Por exemplo, tomando as sequéncias x = 0011111 --- e y = 0001010 - - -, teremos que
d(z,y) = 272. Vamos mostrar agora que 2" e o conjunto de Cantor sio homeomorfos,
mas antes, construiremos tal conjunto.

A ideia da construgao do conjunto de Cantor é dividir em trés partes o intervalo [0, 1]
e depois retira-se a parte do meio, sobrando [0, 5] U [3,1]. Agora, divide-se cada um
dos intervalos restantes de novo em 3 partes e cada parte do meio é retirada, sobrando
[0, 5]U[3, 21U (8, T]U[3,1]. Repetindo esse processo infinitamente, teremos que o conjunto
de Cantor C' ¢é igual a:

o (402 GO

Semelhante a expansao binaria, existe a expansao ternaria, definida como: a expansao

terndria de certo x € [0, 1] é uma sequéncia (x,),en em que, ¥n € N, z,, € {0,1,2}, e

i) xTq Z; - T
I:§+§+"'+3i+1+"':Zgz’+1'
i=0

Logo, percebe-se que os elementos cuja expansao ternaria tem como o primeiro digito o

nimero 1 estao em (%, %) De fato, uma vez que se a expansao ternaria de x é lxjxz-- -,

temos que:
o0

I 1 &0 P 2 2
TRE R EL AT ROkt
=2 1=2

Analogamente, os elementos cuja expansao ternaria tem como o segundo digito o nimero 1
entao em (%, %) U (g, g). Prosseguindo com esse raciocinio infinitamente, concluimos que
o conjunto de Cantor possui todos os elementos do intervalo [0, 1] cuja expansao ternéria
possui apenas os digitos 0 e 2. Se um ntmero em [0, 1] é racional e seu denominador é
uma poténcia de 3, entao ele tera duas expansoes ternarias, e ele estara no conjunto de
Cantor se pelo menos uma delas nao possuir o digito 1, por exemplo % tem as expansoes:
1000--- e 0222---. Tendo o que foi escrito acima em mente, um homeomorfismo intuitivo
entre 2V e C' (munido da métrica euclidiana) seria multiplicar por 2 os digitos de uma
sequéncia binaria para obter um elemento de C' e dividir por 2 os digitos de um elemento

de C para obter uma sequéncia binaria. Segue entao que:
Teorema 2. O espaco das sequéncias bindrias 2 é homeomorfo ao conjunto de Cantor.

Demonstracdo. A funcio candidata a homeomorfismo é ¢ : 28 — C tal que

0 2,
plr) = 22' 3t
i=0

Ou seja, se considerarmos as imagens como expansoes terndrias, ¢ multiplica cada entrada

de = por 2. A bijetividade de ¢ é trivial, vamos provar a bicontinuidade.
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1. Continuidade de ¢. Suponha que x # y estdao em 2Y. Tome ¢ > 0 € R qualquer

e seja n € N grande o suficiente tal que 37" < . Entao, se d(x,y) < 27", existe

k> n € N tal que d(x,y) = 2. Segue:

[e.9]

2

i=k

2(%‘ - yz)

3i+1

lp(z) — @(y)]

i=k

37k71
1—

1
3HJ

1

2. o

< <

JRN— 8
1 = )
3 3n

logo d(z,y) < 27" = |p(z) — ¢(y)| < € e portanto ¢ é continua.

2. Continuidade de ¢~!. Suponha que z # y estao em 2" e que d(z,y) > 27" para
n € N qualquer, entdo existe k < n € N tal que d(z,y) = 27%. Note que
- 2(z; — ;) 2(zp — yn) - 2(z; — i)
() — o) = > ST | = | mEn T >, T
i=k i=k+1
2|z — il — (zi — )
= gktr 2 Z 3i+1 (2.3)
i=k+1
2 =1 1 1
= gkl 2 Z Jirl gkt — Fnil
i=k+1

veja que na linha (2.3)) temos que |23, — yx| = 1 pois d(z,y) = 27%. Conclufmos entao

que:

d(z,y) > 27" = |p(x) — (y)| > 37",

e pela sua contrapositiva: |p(z) — ¢(y)| < 37! = d(z,y) < 27", ou seja ¢

continua.

-1 é

[]

Na verdade, o resultado visto acima tem uma versao ainda mais forte, cuja afirmacao é

que se A é um alfabeto finito de simbolos, entdo AN munido com uma métrica ansloga a

da Definicéo |8 ¢ homeomorfo & 2V, e por consequéncia, todos os espacos de sequéncias

infinitas construidas a partir de digitos finitos sao homeomorfos entre si. Veremos a seguir

um exemplo:

Suponha que A = {a,b,c}. Defina a funcao ¢, tal que:

0,

P« ()

10,
11,

se r =a,
sex =20,
sexr =c.

O homeomorfismo entre AN e 2N serd dado por ¢ : AN — 2N onde

() = p(zor1T2 - -+ ) = Pu(T0)Pu(T1) P (2) - -+,



2.5. INTRODUCAO A DINAMICA SIMBOLICA 21

logo, ¢ vai transformar cada algarismo da sequéncia de AN em uma sequéncia finita de zeros
e uns de maneira que nao haja ambiguidade. A bijetividade de ¢ é trivial. Vamos mostrar
a bicontinuidade: veja que ¢ ¢é Lipschitz continua, pois d(¢(x), o(y)) < d(z,y) Va,y € AY,
uma vez que quando aplicada a ¢, o numero n de digitos iguais de x e y no minimo vao se
manter ou no maximo dobrar. Por motivo semelhante, tomando 27" para n € N qualquer,
temos que

dw,z) <27 = d(p ™ (w), o (2) < 27", Yw,z € 2"

j4 que os algarismos iguais entre w e z podem diminuir no maximo pela metade, logo ¢!

¢é continua.

Proposicao 5. Seja A um alfabeto finito e a funcdo shift definida como o : AN — AN tal
que:

o(x) = o(xoxixe -+ ) = T1T2T3 - -
entdo (AN, o) é um sistema dindmico cadtico.
Demonstracao. Comecaremos demonstrando que o é continua e depois mostraremos que
o sistema é cadtico.
1. Continuidade de o. Tome z,y € A" tais que = # y quaisquer.
Caso d(z,y) = 1, entao d(o(x),o(y)) < d(zx,y).

Caso d(z,y) # 1,entdo existe k natural tal que d(z,y) = 2%, ou seja, z; = y;, Vi < k
para i € N e xpy1 # Ypt1-
Entao o(z); = o(y);, para todo natural i < k—1e o(x), # o(y)k, logo d(o(x),o(y)) =
27k+1 ou seja,

d(o(z), o(y)) < d(z, )

e em ambos os casos, o é Lipschitz continua.

2. Pontos periédicos densos em AY. Tome z = (2,),en € AN e k € N quaisquer.

Considere o ponto periédico y = (yn)nen de AY como sendo

(yn)neN = Xox1 " Tk41Lox1 " T41 " = ($0$1 s '$k+1)°°,

entao temos que d(z,y) < 27,

3. Ponto com drbita densa. Seja w sequéncia formada pela concatenacao de todas as
sequéncias finitas com digitos em AN. Tome z € AN e k € N quaisquer. Sabemos
que existe m € N tal que o™(w); = x;,Vi < k,i € N e entdo d(z,0™(w)) < 27%.

Concluimos que w tem 6érbita densa em AY.



2.5. INTRODUCAO A DINAMICA SIMBOLICA 292

Lembrando do sistema dinamico (T, D) definido no Exemplo (3} interpretando T como
expansoes bindrias e como a fungao D se comportava em relagdo a elas (praticamente a
fungao shift), é evidente sua semelhanga com o sistema (2%, 7). Veremos no resultado a
seguir que tais sistemas sao topologicamente semi-conjugados e por consequencia, (2N ,0)

e (I, Qy4), definido na Definicao , também sao topologicamente semi-conjugados.
Proposicao 6. Os sistemas dindmicos (2%, 0) e (I, Q4) sdo topologicamente semi-conjugados.

Demonstragao. Defina a fungao ¢ : 2% — T por ¢(z) = mod; (Y oy x; - 2777). Ou seja,
1 transforma uma sequéncia binaria em uma expansao bindria de um numero do intervalo
[0,1). A fungdo mod; (definida acima do Exemplo [3]) tem o papel de mandar a sequéncia
constante 1 em 2N para 0 € T. A sobrejetividade de 9 é evidente.

A continuidade de v é em razdo de: Tome = € 2. Entéo
d(z,y) <27" = [P(o) —u(y) < ) 27
i=k

para qualquer k € N. Isso se deve do fato que = e y teriam os mesmos algarismos até a
k-ésima coordenada, logo, ao fazermos a subtracao de 1 (x) e ¥ (y), sobrariam apenas as
parcelas multiplicadas por 27¢, para i > k.

Perceba que 1) e D comutam, pois como visto na Proposicao|3] D atua em uma expansao
bindria como se fosse exatamente a funcio shift em 2. Temos entdo que H o) : 2N — 1,

em que H foi definida no Exemplo 3] é a fun¢ao que querfamos. n

Ou seja, o diagrama acima comuta.



23

3 Espacos Simbdlicos

3.1 Espacos Simbdlicos

Chamaremos de alfabeto um conjunto A finito com pelo menos dois elementos.
Denotaremos como A™ o conjunto de todas as sequéncias finitas (também chamadas
de palavras) de tamanho n cujos algarismos estao em A, e A° = {)\}, em que \ ¢é a
palavra vazia. Considere AN como sendo o conjunto de todas as sequéncias infinitas cujos

algarismos estao em A, e:

A= JAr, A =AuAt
neN

A concatenagao de u,v € A* sera escrita como uv. Se existem palavras x,y tais que
ruy = v, entao u ¢ uma subpalavra de v e escrevemos v = v. Teremos que u serd um
prefixo de v se uy = v, e escrevemos u C,, v. Se zu = v, temos que « é um sufixo de v e
escrevemos u Cg v. Se u € A* \ {\}, entdao u™ € AN é a concatenagao infinita de u com o
proprio u. A cardinalidade de A é denotada por #A.

Podemos considerar também um conjunto de sequéncias em que seus algarismos nao

correspondem necessariamente a um alfabeto s6. Ou seja, tome a sequéncia infinita de
alfabetos & = (A;)ien. Defina &% = {\} e:

n—1 0 0
a" =4, @ =]a", "=][4 " =a"vI"
1=0 n=0 =0

O tamanho (quantidade de letras) de u € &/™ é definido como |u| = n, e se u estiver em
/N, entdo |u| = oo. A i-ésima letra de u € &/* serd u; € A;. Se i > |u|, defina u; = \. Se
[j,k] C N é um intervalo e u € &7*, entdo defina upjy = u; - uy, € Hf:j A;. O espaco o7
¢ munido com a topologia induzida pela métrica d(z,y) = 27", onde n =

min{i € N : z; # y;}.

Definicao 9. Um espaco simbdlico ¢ qualquer subespaco fechado de </*. Um espaco

produto simbdlico ¢ qualquer espaco da forma /™.

Perceba da definicio acima que a distancia entre duas sequéncias serd 27%, onde k é a
primeira coordenada onde elas diferem.

Sen <mewu€ " éum prefixo de v € ™, entdo u, = A # v, e d(u,v) =27". Ou
seja, toda palavra finita u € &7* é isolada em &7*, j4 que a distancia minima entre u e
qualquer outra sequéncia diferente de u é 271", Perceba que @7* é denso em </* uma vez

que para quaisquer € &/~ e 27% basta tomar Tk € &, pois d(z, xjo k) = 27kl < 9=k,
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Logo, &/* é um subconjunto cujos elementos sao isolados e densos em .7*, a0 mesmo
tempo.

Podemos visualizar melhor esse comportamento levando e consideracao a funcao
1 : 2* — 1 definida como:

|ul

21[,@',1 1
i=1

Perceba que a fungao 1 e a fungao ¢ (definida na demonstragao do Teorema [2)) sdo idénticas
para sequencias infinitas, porém, o que acontece quando a sequéncia ¢ finita? Por causa
da parcela envolvendo seu tamanho, ¢ vai “empurrar” a sequéncia para o meio de um
intervalo que em algum momento serd excluido na construgao do conjunto de Cantor. Por
exemplo, se z = 010--- € 2V, entdo ¥(x) = 2/9, que estd no conjunto de Cantor. Mas se
=01 € 2% entao ¥(z) = 2/9 4+ 187!, que estd exatamente no meio entre 2/9 e 3/9, logo

nao esta no conjunto de Cantor.

Definigao 10. Para cada i € N, considere o espaco métrico discreto (A;,d;). Defina a

métrica produto d' em N tal que

, o di(ui, vi)
d'(u,v) = Z —
i=0
Veja que as métricas d e d’ sdo equivalentes, pois d(u,v) < d'(u,v) < 2-d(u,v). Da
Proposicao [20| no Apéndice , concluimos que &/ é um espaco métrico compacto.
Um cilindro de algum espaco produto simbélico X C &Y é um conjunto da forma: se
u e o,
[u] = {x € X : xpn) = u}.

Caso [u] for ndo vazio, serd uma bola aberta em X, pois z € [u] = [u] = B(x,274+1),
Perceba que o complementar de [u] é uma uniao finita de outros cilindros, pois, supondo
que u € 2%, entdo o complementar de [u] sdo todas as sequéncias y de @™ tais que y; # u;
para algum i < k, ou seja [u]¢ = {[v] : v € &* e v # u}, e como todos os A; sdo alfabetos
finitos, em particular A,,Vn < k, temos que #[u]® = #A; - #Ay - - - #A;, — 1. Portanto,
como o complementar de [u] ¢ uma unido finita de outros cilindros (e entdo aberto), [u] é
fechado também. Logo, para qualquer n > 0, temos uma parti¢do (uma cobertura cujos

elementos sao disjuntos entre si) aberta e fechada para X:
Py =A{u] :ue F"}.

Relembrando a Definigao [9), vimos que elementos de um espago simbdlico nao neces-
sariamente sao sequéncias infinitas, porém, como veremos a seguir, um espaco simbélico
¢ homeomorfo a um espaco produto simbodlico, sendo a ideia da prova “preencher” as

sequéencias finitas com algarismos para que se tornem infinitas.



3.1. ESPACOS SIMBOLICOS 25

Proposicao 7. Qualquer espaco simbolico ¢ homeomorfo a um subespaco fechado de algum

espago produto simbalico.

Demonstracdo. Seja o/* um espaco simbdélico qualquer. O candidato a ser seu homeomorfo
sera construido de forma que: defina B; = A; U {0}, em que 0 é um simbolo que nao

pertence a nenhum A;. Tome o espaco produto simbélico 8" = [],_ B; e considere

€N
XI{IG%NIViEN,l’i:OZ>Q3i+1:O},

ou seja, X é o conjunto das sequéncias de %" tal que a partir da primeira coordenada
igual a 0, todas as posteriores serao 0.

Provaremos que X C %" ¢é fechado, pois contém todos seus pontos de acumulacio.
Tome y € #" no fecho de X e suponha que y ¢ X. Entao existe k € N tal que y, = 0
e yri1 7 0, 0 que é um absurdo, pois B(y,27*2)N X = 0. Logo X contém todos seus
pontos de acumulacao e portanto é fechado.

Agora, defina ¢ : &/* — %" por:

x, se v € &N

0%, sex € F*

p(r) =

é facil de ver que ¢ é nao sé um homeomorfismo, mas uma isometria, visto que a primeira
coordenada diferente entre x,y € .&/* é a também a primeira coordenada diferente entre

o(z) e p(y), ou seja, d(z,y) = d(e(z), p(y)). A bijetividade de ¢ é trivial. O

Proposicao 8. Seja o = (A,)nen uma sequéncia infinita de alfabetos e considere a

sequéncia de fungoes (hy, : Ani1 — An)nen. Entao o espago do limite inverso:
X =lim(A,, hy) ={x € &V :Vn €N, hy(zpi1) = 2}
—

munido com a topologia induzida pela métrica d é um espaco simbolico. Além disso, se
#h ' (a) > 2 para todo n € N e todo a € A,, entio X ¢é perfeito, ou seja, nao possui

pontos isolados.
Demonstracao. Provaremos as duas afirmagoes.

1. Vamos mostrar que o complementar de X, denotado por X, é aberto. Tome
r € XY logo, para algum k € N, z;, # hy(xp41) e entdao B(z,27%72) € X% e
B(z,27%2) N X = (), ou seja, X é aberto.

2. Suponha que #h*(a) > 2 para todon € Ne todoa € A,. Tomezr € X ek € N
quaisquer. Tome y € X tal que 4, = 2,,Vn < k e ypy1 = a, onde a € h™ (x,) e
a 7é Lk+15 10g07 y e B(,I’, 27]6)
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Veja que os cilindros no espaco do limite inverso X sao expressados de uma maneira
mais simples, por exemplo, se a, € A,, defina: [a,] = {x € X : z, = a,}. Entao

{lan] : an € A,} é uma partigao aberta e fechada de X.
Definicao 11. Seja X um espaco métrico.

1. X ¢ totalmente desconexo se para cada x,y € X diferentes, existe A C X aberto
e fechado tal que v € A ey € AC.

2. X ¢ perfeito se nao tem pontos isolados.
3. X € um espago de Cantor se for compacto, perfeito e totalmente desconexo.

Proposicao 9. Qualquer espaco produto simbélico @/ é um espaco de Cantor. Se

U C &N ¢ aberto e fechado, entdo U é uma unido finita de cilindros.
Demonstracao. Observe que:
1. /N é compacto pela Proposicao [20]

2. Vamos mostrar que &/ é totalmente desconexo. Tome z,y € &7V diferentes. Entdo
existe k € N tal que x; # y,. Como visto anteriormente, cilindros sao abertos e

fechados, e entao = € [z ] € ¥ € [Yjo,k], a0 mesmo tempo que [z 1] N [Yjox] = 0.

3. Provaremos que /N é perfeito. Seja x € &N e 27F para um k € N qualquer.
Considere a sequéncia y € " tal que y; = 2;,Vi < k e ypp1 # Tpr1. Portanto
y € B(z,27%).

4. Mostraremos que um conjunto aberto e fechado é uma uniao finita de cilindros.
Seja U C @/ e x € U. Logo, existe m € N tal que o cilindro [T[0.m)] contém x e
estd contido em U. Tome a cobertura aberta {[yp] : ¥y € U}, obtida da mesma
maneira que encontramos [$[0.m)]~ Como U ¢ fechado e esta contido em um compacto,
também serd compacto e portanto, {[ypr] : ¥y € U} tem uma subcobertura finita,

que gerara a uniao que queriamos.
[

Tal resultado é importante pelo fato de que em breve provaremos que todos os espagos
de Cantor sdo homeomorfos ao espaco 2" e por consequéncia, quaisquer dois espacos
produto simbélicos sio homeomorfos entre si, e particularmente, homeomorfos a 2V. Ou
seja, topologicamente falando, nao importam os alfabetos que formam um espago produto

simbdlico, pois podemos sempre tratd-lo como o espaco das sequéncias binarias infinitas.
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Proposicao 10. Seja X um espaco métrico compacto e totalmente desconexo. Entdo os
conjuntos abertos e fechados formam uma base para sua topologia. Para qualquer € > 0,
existe uma particao aberta e fechada finita ¥ em que cada aberto da particao tem diametro
menor que €. Se X também € perfeito, entao existe N € N tal que #7 pode ser qualquer

numero maior que N.
Demonstracdao. Separando a demonstracao, temos:

1. Vamos provar que os conjuntos abertos e fechados sao uma base. Seja U C X
um conjunto aberto e x € U (se X = U o resultado ¢é trivial). Vamos construir
um A C U aberto e fechado que contenha z. Como X é desconexo, para cada
y € UY temos dois conjuntos abertos e fechados A, e B, tais que z € A, ey € B, e
A, N B, = (. Tome a cobertura aberta de UY, C' = {B, : y € U}, onde cada B, ¢é
construido de maneira anédloga a feita anteriormente. Como X é compacto, C' tem
uma subcobertura finita, digamos B = {B,,, ..., By, } eentaio A=A, N---NA4,, é
um conjunto aberto e fechado tal que z € A C U, pois se ANUC # (), entdo existe
w € AN B, pois B é cobertura de U, o que é um absurdo, pois A, e B, sao

disjuntos para todo k.

2. Vamos provar a afirmacao referente a particao finita. Tome € > 0, como os conjuntos
abertos e fechado formam uma base, para todo x € X, existe um aberto e fechado U,
tal que x € U, e diam(U,) < . Tome entao a cobertura de X igual a {U, : z € X}

e seja {Uy,,, ..., U, } sua subcobertura finita minimal. Agora, defina:
‘/IZUQ:U ‘/QZUZQ\‘/I7"'7 Vn:Uzn\G/IUUVn—I)

tome ¥ = {V; :i € [1,n]}, que é uma parti¢ao aberta e fechada de X em que para

cada aberto e fechado V,,, temos diam(V,,) < ¢.

3. Agora suponha que X é perfeito. Tome U aberto e fechado de X, entao U tem pelo
menos dois elementos, digamos x e y. Como X é totalmente desconexo, x e y podem
ser separados por um aberto e fechado V tal que z € V ey € V¢. Entao UNV
e UNVY sao dois abertos e fechados disjuntos, ndao vazios cuja uniao ¢ U. Com
o método que acaba de ser descrito, se ¥ é uma particao aberta e fechada de X,

podemos dividir seus abertos e fechados arbitrariamente para produzir uma nova
particao ¥’ tal que #V¥ < #V.

]

Para mostrar que um espaco métrico totalmente desconexo é homeomorfo a um espaco
simbdlico, e que os espacos de Cantor sao homeomorfos entre si, a Proposicao sera
essencial, uma vez que a ideia da prova ¢ dividir o espaco em parti¢coes de abertos e

fechados e identificar cada aberto e fechado com uma letra. Fazendo essa divisdao do
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espaco em abertos e fechados cada vez menores, sempre contidos nos maiores e também os
identificando com letras, podemos encontrar um homeomorfismo entre um elemento do
espago com a sequéncia de letras que representam os abertos e fechados nos quais esse
elemento esta contido. No caso dos conjuntos de Cantor, esses abertos e fechados poderao

ser identificados com sequéncias bindrias finitas.

Definicao 12. Sejam % e V' coberturas abertas. Dizemos que ¥ é mais fina que % ,
escreve-se V = U, se:
YV e¥,3U € % tal que V C U.

O diametro de % € definido como: diam(% ) = sup{diam(U) : U € % }.

Teorema 3. Se X é um espaco métrico compacto e totalmente desconexo, entao X é

homeomorfo a um espaco simbdlico. Todo espaco de Cantor é homeomorfo a 2.

Demonstracao. Provaremos que X é homeomorfo a um espacgo simbélico. Seja X espaco
métrico compacto e totalmente desconexo. Pela Proposicao [10] tome uma partigdo finita
¥ tal que diam(¥) < 271, Para cada V € ¥, faca o seguinte: tome a € V qualquer e

renomeie V' para V, e repita o processo para todos os V' € ¥#;. Defina o alfabeto limitado:
Ay ={ae X :V, e 1}

Vamos agora construir A,. Também pela Proposicao [10] reparta cada V, € #; em uma
particao finita (aberta e fechada) com didmetro menor que 272, e a partir dessas novas
particoes, formamos uma nova particao finita %5 = #; de X. Para cada V € %, faca o
seguinte: tome b € V qualquer e renomeie V' para V, e repita o processo para todos os
V € ¥5. Defina o alfabeto limitado:

Ay ={be X :V, € %}.

Note que se b € A,, entao existe tinico a € A; tal que V, C V,. Recursivamente, defina
as sequéncias (¥, )n,>0 com diam(¥;,) < 27" e (A,)n>1. Tome &N como sendo o espago
produto simbdlico formado por ela.

Pela construgao que fizemos, para cada r € A,,1, existe um unico h,(z) € A, tal
que V, C Vj, (). Defina a funcao h, : 4,41 — A, desta mesma maneira. Veja que h,, é

continua, pois possui dominio finito, para todo n. Tome o espaco do limite inverso:
Y =lim(A,, hy) = {u € &N : hy(Uni1) = up, ¥n > 0}
H

Mostraremos que Y é homeomorfo a X. J& sabemos que pela Proposigao [8, Y é

um espago simbélico. Agora veja que se u € Y, entao V,, ., € V, para todo n, logo

n—+1
Ny>1 Va, ==V, é uma intersecao de fechados encaixados em um compacto, entdo pela
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Proposicao e como tem diametro 0, possui apenas um elemento. Defina a funcao

bijetora ¢ : Y — X por p(u) € V.. Veja que para qualquer n € N, temos:
d(u,v) <27 = p(u), ¢(v) € Vy,, = d(p(u), p(v)) <27,

logo ¢ ¢é continua.

Vamos mostrar que ¢ € bijetiva. Injetividade: suponha z # y € Y. Entao 3k € N tal
que Ty # Yk, OU s€ja, Yr41 € X nao pertence a Vy,,, € Yqa € portanto ¢(y) = (> Vi #
Ny>1 Ve = @(x). Sobrejecao: Tome u € X qualquer. Vamos descobrir qual se?luéncia
de if ¢ mandada a u. Como u € X, existe V,,, € 71, ug € Ay, tal que u € V,,,. Também
existe V,,, € 75, uy € Ay, tal que u € V,,;, C V,,,. Continuando esse processo infinitamente,
temos que a sequéncia (uy,)ueny € Y € a pré-imagem de u € X.

Como ¢ ¢ bijetiva, continua e com dominio compacto, segue que é também homeomor-
fismo, pela Proposi¢ao [18 Como querfamos demonstrar.

Agora vamos supor que X é um espaco de Cantor. Pela Proposicao [10, existe uma
particio aberta e fechada %, finita, com diametro menor que 1 e #%, = 2%, para algum
ko € N. Nomeie os elementos V' € ¥, com palavras bindrias de tamanho kg (perceba que ha
exatamente 2% palavras bindrias de tamanho kg). Logo % = {V, : u € 2¥}. Vamos agora
construir #;. Tome V, € ¥, qualquer. Pela proposicao [10, podemos repartir V,, em uma
particao finita com 2¥17%0 elementos, para algum k; > ko, com diametro menor que 271
Para cada elemento da particao de V,,, o nomeie concatenando u com uma palavra binaria
de tamanho 2¥17% (formando uma palavra bindria de tamanho ki), portanto essa particao
de V,, terd a forma: {V,, : v € 20~F1  Fazendo isso para cada V, € ¥, encontramos uma
nova particio aberta e fechada 7, = {V,, : w € 2"} de X, com didmetro menor que 27! e
2% elementos.

Definimos entao a sequéncia de partigdes abertas e fechadas (7},),eny de X, com
diam(¥y) < 27". Pela maneira que construimos (%;,)nen, #ni1 € mais fina que %,. Agora
tome z € 2N qualquer e defina V, = Mhen Vo iy dUE é uma intersecao de fechados
encaixados em um compacto, pela Proposicao [19é nao vazia, e como seu diametro é 0, V,
contém apenas um elemento. Defina a fungao ¢ : 2% — X por p(x) € V.

Vamos mostrar que ¢ é continua. Seja n € N qualquer. Perceba que para x,y € 2V se
d(z,y) < 27", entdo existe k € N tal que k > n e ¢(z), p(y) € Vi, para w € 2¥, e entao
d(p(z), p(y)) <27F <27

Agora vamos mostrar a bijetividade. Injetividade: sejam x # y € 2. Entéo existe
n € N tal que z,, # y,. Logo, hda k € N tal que k > n e ¢(v) € Vigy 2] mas ©(y) & Viao,zi]-
Portanto ¢(x) # ¢(y). Sobrejetividade: Tome u € X. Vamos mostrar quem ¢é a sequéncia
binéria que é levada a u. Como u € X, existe V,,, w € 2% tal que Vi, C % e u € V,,.
Defina gp‘l(u)[wm = w. Também existe V,,, C V,,, v € 2F7%0_tal que u € V,,,. Defina
¢*1(u)[o72k1] = wv. Continuando esse processo indefinidamente, construimos a sequéncia

(@(u) 260 Jnen € 2" € obtemos limy, o0 (p(1)p.2n]) = ¢ (), como querfamos.
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Como ¢ é continua e bijetiva com dominio compacto, também sera um homeomorfismo,

como mostrado na Proposigao [18 O
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4 Espaco dos Ladrilhamentos

4.1 Complexos Celulares

Estabeleceremos agora notagoes que usaremos no resto do texto. Se A é um subconjunto
de um espaco métrico, entdo seu fecho serd denotado por A. Considere como bola fechada
unitdria E" = {z € R" : |x| < 1}, a bola aberta unitaria serd U" = {x € R" : |z| < 1} e a
circunferéncia S" ' = {z € R" : |z| = 1}.

A ideia de um complexo celular é construir um espago multidimensional, primeiro
criando os vértices (dimensao 0), depois construir as arestas (dimensao 1) homeomorfas
ao intervalo (0,1) e colé-las nos vértices. Agora, consideramos as faces (dimensao 2)
homeomorfas & bola aberta unitéria em R? e as colamos nas arestas. Esse processo pode

ser interrompido ou continuar infinitamente. De maneira mais precisa:

Definicao 13. Um complexo celular Hausdorff X é definido a partir da sequéncia

(possivelmente finita):
X'cX'cX?c--

em que cada X* satisfaz:

1. X° é munido da topologia discreta.

2. Paran > 0, vamos construir X" da sequinte maneira: adicione de maneira adjacente
a colecao {eX }ren, de conjuntos disjuntos homeomorfos a U™, chamados de n-células

tal que para cada A € A\, existe uma fungao continua
A E"— el
que manda U™ homeomorficamente para €y e f(S"1) c X" 1.
8 X =U,en X"

4. Os espagos X e X™ tem a topologia fraca: A C X € fechado se e somente se AN ery
para todo n € N e todo A\ € A,,.

Chamamos o conjunto de n-células adicionadas ao complexo na etapa n de K,. Se
K; =0,Vi >ne K, # 0, entao dizemos que o complexo celular é de n-ésima dimensao.
Dizemos que o complexo celular é regular se todas as funcoes fy referenciadas na Definicao

sao homeomorfismos. Vejamos agora um exemplo:
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Exemplo 4. Faremos a construgao de um complexo celular que sera a fronteira da esfera

unitéria, no caso S* = {(x,y,2) € R¥: 22 + y* + 2z* = 1}. Em que:

Ky ={(0,0,-1),(0,0,1)}
Ky = {{(sintr,0,costr) : t € (0,1)},{(—sintm, 0,costr) : r € (0,1)}
Ky ={{(z,y,2) € S* 1y > 0}, {(z,y,2) € S* : y < 0}}

Perceba que as primeiras células sao vértices no eixo z, ja as células de uma dimensao
serao as semicircunferéncias unitarias no plano xz, que serao coladas aos vértices e as
células de duas dimensoes serao as fronteiras das calotas unitarias, que serao coladas nas
semicircunferéncias.

Veja que o fecho das semicircunferéncias sdo homeomorfos a [0, 1] pelas fungoes
fr(z) = £v1 — 22 e similarmente, o fecho das calotas unitarias sao homeomorfos a bola
unitaria fechada em R? pelas fungoes gx(z,z) = +4/1 — (22 +y?). Disso, temos um

complexo celular regular em S2.

4.2 Ladrilhamentos

Primeiro, vamos estabelecer o que é uma translacao de conjuntos. Se A C R", entao
sua translagao por um vetor z € R" qualquer é dada por: A+ 2 ={a+xz:a € A}.

Chamaremos de protoladrilhos os conjuntos p; C R” homeomorfos a bola unitéaria
fechada de R™ que formam um conjunto finito {p1, ps...., py }. Dois protoladrilhos distintos
podem ter o mesmo formato, mas terao que ter uma marcacao que os diferencie. Um

subconjunto de R™ que é uma translagao de algum protoladrilho sera chamado de ladrilho.

Definicao 14. Um ladrilhamento parcial serd um conjuntoT" C R™ cujos elementos sao
ladrilhos tais que seus interiores sao disjuntos dois a dois. O conjunto supp(T), chamado
de suporte de T, € a uniao de todos os ladrilhos pertencentes a T. Um ladrilhamento é
um ladrilhamento parcial com suporte igual a R™. Um fragmento de T é um subconjunto

de T com suporte limitado.

Veja que em R, um ladrilhamento pode ser interpretado como uma sequéncia bi-infinita
formada por um conjunto de letras finitas, uma vez que cada protoladrilho (que seré
um intervalo fechado) pode ser identificado com uma letra, e h4 um nimero finito de
protoladrilhos. Em R2?, os ladrilhamentos podem ser visualizados como pecas de um
quebra-cabega que encaixadas cobrem o plano inteiro. Se T'= {t,};c; ¢ um ladrilhamento,
definimos a translacao de 7' por z € R como T'+ z = {t; + 2};c;. Se U C R", entao
T(U) sao todos os ladrilhos de T' que intersectam U, ou seja, T'(U) = {t € T : U Nt # 0}.
T({z}) serd abreviado para T'(x). Caso T'(U) = T'(U) para dois ladrilhamentos T e T",

entao dizemos que T e T concordam em U.
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Definicao 15. Um ladrilhamento T serd periddico se existe v € R™ nao nulo tal que

T+v="T. Un ladrilhamento que nao é periddico serd chamado de aperiddico.

Figura 2 — Exemplo de um ladrilhamento no plano.

Na Figura [2| retirada da referéncia |Goncalves e Ramirez-Solano 2018], temos um

exemplo de ladrilhamento no plano. Nela, vemos que os protolhadrilhos sao seis trapézios

de medidas iguais, porém com inclinacoes e tons de cinza diferentes.

4.3 O espaco de ladrilhamento ()7

Queremos agora formar um espago métrico a partir de uma colegao de ladrilhamentos
T. A ideia da métrica que iremos apresentar é que dois ladrilhamentos estao préximos se
a partir de uma pequena translacao, tais ladrilhamentos concordam em uma bola grande
centrada na origem. Antes de definir formalmente tal métrica, apresentaremos um lema

que sera essencial em nossa demonstragao:

Lema 1. Para a e b numeros positivos tais que a +b < 1, temos:

1 1—ab
< .
a+b ™ a
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Demonstracao. Tome a,b € N positivos tais que a + b < 1. Entao:

0<1—ala+b)= 0<b—a’b— ab’
=a<b—a’b—ab’+a= a<(a+b)(l—ab)
1 1 —ab
< .
a+b = a

=

]

Proposigao 11. Se T' = {t;}jc; e T" = {t],}mem estio em T, entao a funcdo d definida

abaizo € uma métrica.

d(T,T") =inf{l,e :  z,2" € R",|z|, |2] <,
(T —2)(B(0,e7") = (T" = 2')(B(0,e7"))}.

Demonstracao. Veja que d satisfaz as trés condigoes para ser uma métrica, pois:

A simetria em d se confirma pela prépria defini¢do. Mostraremos que d(7,7") = 0 <
T =T'. Provaremos primeiro a ida. A ideia da prova é que se T # T”, entdo precisaremos
de um deslocamento suficientemente grande para que ambos concordem em uma bola
grande centrada na origem.

Tome T = {t;}jecs e T" = {t,};es ladrilhamentos distintos de 7. Suponha por absurdo
que d(T,T") = 0. Como T # 1", existe t; € T tal que t; ¢ T" e portanto, também existe
um t; € T" que se sobrepoe a t;. Escolha z € R no interior de t; Nt e tome r € R, r >0
tal que B(z,r) Ct; Nt}

Como d(T,T") = 0, existe um ¢ > 0 suficientemente pequeno de modo que B(z,r) C

B(0,e7) e e < 1/2, e vetores v e v em R" tais que suas normas sao menores que € e:
(T —)(B(0,e7")) = (T" = v')(B(0,e7")),

o que é um absurdo, visto que como [v], [v| < r/2, os interiores de (t; —v) e (t; — ') ainda
possuem interse¢ao nao nula, logo d(7,7") # 0.
Mostraremos agora que se T = T", entao d(T,T") = 0. Tome T um ladrilhamento.

Perceba que para todo € > 0 real, temos que:
(T = 0)(B(0,e7")) = (T — 0)(B(0,7")),

logo d(T',T) é o infimo dos reais positivos que é igual a 0.

Veremos agora a prova da desigualdade triangular. Sejam T,R e S ladrilhamentos.
Vamos mostrar que d(7,S) < d(T, R) +d(S, R). Caso 1 < d(T, R) + d(S, R), o resultado
segue imediatamente, uma vez que d(T,S) < 1. Suponha agora que d(T, R) 4+ d(S, R) < 1.
Entao existe € > 0 real tal que d(T, R) + d(S, R) +¢ < 1. Pelo fato de d(T, R) ser um

infimo, existem vetores zrg e 275 em R™ de forma que:
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lerr|, |7g| < d(T,R) +¢/2, (4.1)
e
(T — 2rp) <B (o, ;» — (R— 1) <B (0, ;» (42
d(T,R) +¢/2 d(T,R) +¢/2
Analogamente, existem vetores zpg € Tz em R” tais que:
|TRs|, |2Rs] < d(R,S)+€/2, (4.3)
e

R (2 (0 gsyrzm) ) = ) (5 (0 sy 7))

Da equacao 4.2 observamos que 1" — x7p — 2’5 concorda com R — a2/, — 2'»¢ na bola
R RS TR RS

~—~

4.4)

/ 1 . . . ./
B | =2, AT RT3 ) POIS transladamos dois ladrilhamentos que ja concordavam em uma
. I . Y /
bola centrada na origem pelo mesmo vetor z'yp. De maneira andloga, S — xrs — Tpp

/ / / 1 I
concorda com R — 2z¢ — 2pp na bola B (—xTR, m). Por transitividade, T' —

/ / = : = / 1
TR — T'pg € S — Trs — Tpp VAo concordar na interse¢ao das bolas B (—xRS, m)
/ 1 : = ¢ : : / /
e B <—xTR, W). Tal intersecao conterd a origem, pois | — @zg|, | — 27z < 1 € 0s
raios o7 © gemteyz Sa0 maiores do que 1, ou seja, a translagao de T' — xrg por

—1'hg ndo é o suficiente para “tirar” a origem da bola da equagao [£.2] transladada pelo
mesmo vetor. O mesmo acontece com a translacao de S — xpgs por —z7.5. Agora, tome

r > 0 como sendo o maior raio onde B(0,r) C B <_fo$’ T 1

, ) )
TRt/ e tome 7’ 0 malor ralo

tal que B(0,7") C B (—m’TR, m) Sem perda de generalidade, suponha que r < r’.
Logo, T' — xpr — 2'pg € S — xrs — /pp concordam em B(0,7). Perceba que r é o raio da

bola que contém a origem subtraido da distancia entre a origem e —z'z4, ou seja:

1 /
TS aT R se | sl
Agora perceba que:

r—;—\—x’ |

~ d(T,R) +¢/2 s

1
>————— —(d(S,R 2
> s~ WS R e

1= (d(T,R) +¢/2)(d(S, R) +¢/2)
B d(T,R)+¢/2 ’

1 x / /
€0 Lemanos garante que r Z A(T.R)1e/2+d(S,R)+e/2 e entao T—a:TR—xRS € S—SL’RS _xTR

concordam em B (O, m) Das equacoes e temos que

|orR + 2hs| < d(T, R) +d(S, R) + ¢,
|zrs + 27pp| < d(T,R)+d(S,R) + €
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e como
(= arn =) (8 (057 <SR> =)
= (8= wrs — ) ( < d(T, R) +d(SR) ))

logo, pela defini¢ao da métrica d, d(T,S) < d(T,R) + d(R, S). O

Concluimos entao que uma colecao de ladrilhamentos 7 pode se tornar um espago
métrico se munido com a métrica d. Um espaco facil de se construir é considerar um
ladrilhamento T e formar uma colecao de ladrilhamentos 7 a partir de todas as translagoes
de T, ou seja, T = {T + z : x € R"}, simplificando, T = T + R". Sera que tal espago
métrico seria completo? E claro que T tera sequeéncias de Cauchy, mas nao necessariamente
serd completo, como visto no exemplo a seguir. Imagine que 7" é um ladrilhamento de R?
formado apenas por quadrados cujos vértices localizam-se nos inteiros, como um tabuleiro de
damas, mas os quatro quadrados que contém a origem sao colados uns aos outros, formando
um unico quadrado de lado 2. Perceba entao que o limite da sequéncia (T' 4 (1, 0)),en
sera o tabuleiro de damas original C, uma vez que para qualquer € > 0, basta tomar um
k € N tal que k > ¢!, pois teremos: m >k = (T +m)(B(0,e 7)) = C(B(0,e7')). Essa

discussao culmina em:

Definigao 16. Seja T um ladrilhamento. Entao o espaco métrico obtido por completar o
conjunto T = {T + x : x € R"} serd chamado de Q.

Logo abaixo definiremos uma propriedade que é essencial para determinarmos se o

espago {)r serd ou nao compacto.

Definicao 17. Um ladrilhamento T tem complexidade local finita, ou CLF, se para
qualquer R > 0 real, existe apenas uma quantidade finita de fragmentos de T' com suportes

de raios menores que R (a menos de translacoes)

Um ladrilhamento ter CLF significa que, ao tomarmos uma bola aberta em R"™ com

raio qualquer, existe um nuimero finito de fragmentos de T que cabem dentro dessa bola.

Proposicao 12. O espaco Q2 € compacto se e somente se T tiver complexidade local
finita.

Demonstracao. Primeiro, vamos mostrar pela contrapositiva que se €2y é compacto, entao
T tem CLF. Suponha entao que T nao tem CLF, mostraremos que {27 nao sera sequencial-
mente compacto (em espagos métricos, um conjunto é compacto se e sé se é sequencialmente
compacto). Tome Ty € Qr qualquer. Como T nao é CLF, existe r > 0 tal que ha um

T1 € Qr de forma que:

(To — 20)(B(0,7)) # (T — x1)(B(0,7))
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para todos vetores |zg|, |z1| < r~!. Tome agora Ty € Q7 tal que:

(To = 22)(B(0,7)) # (To — 20)(B(0,7)) # (T1 — x1)(B(0, 7)),

para todos |zg|, |T1], |r2| < r~!. Construa entdo, de maneira recursiva, a sequéncia (7T}, )nen
em {27r. Note que tal sequéncia nao tem subsequéncias convergentes, uma vez que todos os
seus elementos sao pontos isolados. Logo €27 nao ¢é sequencialmente compacto.

Agora, Provaremos que se T tem CLF, entao () sera sequencialmente compacto.
Suponha que T tem CLF e tome (7},),en uma sequéncia em Q7 qualquer. Iremos exibir
uma subsequéncia convergente. Como 7" tem CLF, existe uma subsequéncia de (7},),en,
que denotaremos por (T,0)en, € uma sequéncia de vetores (29)ren tais que 22| < 1 para

todo n e:
(Thg — 20)(B(0,1)) = (Tyig — 2})(B(0,1)) = -+ - = (T — 23)(B(0,1)) = - -~

Tome uma subsequéncia convergente de (29)ren, que denotaremos por (:1:23_ )jen € considere
a sequéncia (Tng )jen, € a renomeie como (Tng)ieN- Temos entao que os elementos dessa
sequéncia distam pelo menos 1 um do outro.

De novo, como T tem CLF, existe uma subsequéncia de (Tng)ieN, que chamaremos de

(T,1)ien, e uma sequéncia de vetores (2 )ien com |zj| < 1/2 para todo i e:

(T — 20)(B(0,2)) = (T — 21)(B(0,2)) = -+ = (Tx — 7;)(B(0,2)) = -+

n

Tome a subsequéncia convergente de (});cn, que sem perda de generalidade chamaremos
de (z})ien, e considere a sequéncia (Tn})ieN de mesmos indices. Temos entao que os
elementos dessa sequéncia distam pelo menos 1/2 um do outro.

De maneira recursiva, considere a sequéncia de sequéncias
(Tn?)iGN D (Th1)ien D (Tnf)z‘eN o
Tal que

(Tog — 25" )(B(0,m)) = (Top — 2{")(B(0,m)) = -+ = (Tpp — 27")(B(0,m)) = - -

K3

Para todo m € N. Agora tome a sequéncia (Tnﬁ) keN, que sera uma subsequéncia de
(T)nen que converge, pois os elementos de (Tnﬁ)keN se aproximam cada vez mais entre si

(sequéncia de Cauchy) e {2 é um espago completo. Provando o que queriamos. O

4.4 Método da Substituicao

Seré apresentado agora um método para obtermos exemplos de ladrilhamentos, que
iremos chamar de método da substituigao, que consiste em a partir do conjunto finito de

protoladrilhos {p1, p2, ..., pn }, dividimos cada p; em ladrilhos que sdo cépias menores dos
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protoladrilhos (ndo necessariamente todos os protoladrilhos) e em seguida os “expandimos”
até que fiquem do tamanho dos protoladrilhos originais, expansao essa representada pela
constante A > 1. . Vamos denotar o resultado desse método em um protoladrilho p; por
w(p;). Na Figura (3| vemos como o método atua sobre os protoladrilhos do latrilhamento

representado pela Figura

Figura 3 — Exemplo de w aplicada a protoladrilhos.

E possivel adaptar esse método para ladrilhos da seguinte maneira: se t é um ladrilho,
entao existe um protoladrilho p, e um vetor x € R” tais que t = py + x e entao definimos
w(t) = w(pg) + Az. Para um ladrilhamento parcial, para aplicar w basta realizar o método
em todos os seus ladrilhos, resultando em um suporte A vezes o suporte do original. Da
mesma forma, podemos aplicar esse processo a um ladrilhamento T aplicando w em todos
os ladrilhos de T, gerando w(7T'), que também é um ladrilhamento.

De agora em diante fixe um ladrilhamento 7', o espaco 27 e o método de substituicao w.
Para a regra de substituicao w, faremos as seguintes consideragoes: primeiro, assuma que
w: Qp — Qp, ou seja, w manda Q7 em (2. Segundo, assuma que w ¢ injetiva. Terceiro,
considere que w é sobrejetiva e por ultimo, assuma que w é primitiva, ou seja, existe
M € Z7* tal que para qualquer protoladrilho p;, w™(p;) contém uma translacio de todos

os protoladrilhos.

Proposicao 13. Considerando as suposicées acima, o espaco Sdr nao tem ladrilhamentos

periodicos.

Demonstracao. Mostraremos que T' # T + v para qualquer v € R™. Seja v € R” um vetor
qualquer e seja k € N grande o suficiente para que todo protoladrilho tenha uma bola de
raio A~*|v| contida nele. Tome t € w™*(T') e perceba que a intersecao dos interiores de t e
t + \*v é nao vazia, j4 que o vetor A~Fv nao ¢é grande o suficiente para “desvencilhar”
t de t + A *v, ou seja, t + X Fv ¢ wF(T) e portanto w=*(T) + A\*v # w™*(T) e disso
concluimos que T'+ v # T. O
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Teorema 4. O par (Qr,w) é um sistema dinamico topoldgico, isto é, w é bijetiva e

bicontinua.

Demonstracao. Ja é assumido que w ¢ bijetiva, entao provaremos sua bicontinuidade,
comegando por w. Tome T e T" quaisquer em {2, tais que d = d(7,T") < 1. Entdo, para

todo r > 0 real, existem vetores z e y em R” tais que |z|, |y| <d+7r e

v (oot (a(ots))

Da equacao anterior podemos concluir que:

11203 ) e o oy)

e entao, como |Az|,|A\y| < A(d + ) e da equagdo [4.5] segue da defini¢do da métrica d na
Proposigao (L1} que d(w(T),w(T")) < X(T,T"), para quaisquer T,T" € Qr, ou seja w é
Lipschitz continua.

Analogamente, mostra-se que d(w™(T),w 1 (T")) < Md(T, T"). O

Assumiremos a partir de agora que todos os protoladrilhos sao poligonos. Vamos
agora construir um complexo celular também conhecido como complexo de Anderson-
Putnam. Primeiro, vamos definir o seguinte: se t € T' é um ladrilho qualquer, defina
TO(t) = {t} e TV(t) = T(t), ou seja, TM(t) é o conjunto formado por ¢ e todos os
ladrilhos que compartilham uma aresta ou vértice com t. Logo, definimos recursivamente
TW®(t) = T(T*1(t)). Tome agora o espaco 2y x R” munido com a topologia produto e
seja ~ a menor relagdo de equivaléncia (a relagdo que veremos a seguir nao definird uma
relacao de equivaléncia, por isso, tomamos a menor relacao de equivaléncia que contém ela)
em Qp x R" em que (T1,u1), (T2, us) € R™ sdo equivalentes se para i = {1,2}, existirem
t; € T; tais que u; € t;, de forma que Tl(k) (t1) —uy = T2(k) (t2) — uz. Definimos entao
'y = Qr X R"/ ~ com a topologia quociente.

Vejamos um exemplo em 'y = Q7 X R™/ ~q. Entao (17, uy) e (Ts, ug) serao equivalentes
se existirem t; € T} e ty € T, tais que u; e uy estao em t; e ty respectivamente e
t1 —up =ty — ug. Ouseja (T1,uy) e (T, ug) serdo equivalentes se t; e ty forem translagoes
do mesmo protoladrilho e a posicao de u; dentro de t; é a mesma de us dentro de t,.
Imagine agora o ladrilhamento 7" que consiste em quadrados que se encaixam aresta com
aresta e vértice com vértice (tabuleiro de damas). Entao I'g = Q7 x R"/ ~q serd isomorfo
a um toro (forma semelhante a um donut), pois: como hd apenas um protoladrilho em T,
as classes de equivaléncia podem ser vistas como os pontos no interior do quadrado, os
pontos da aresta superior sao identificados com os pontos da aresta inferior, e os pontos
da aresta esquerda sao identificados com os pontos da aresta direita.

Um elemento do espaco Qp x R? é uma dupla formada por um ladrilhamento e um vetor.

Se u € R™ estd no interior de algum ladrilho t € T" € Qp, em que t é uma translacao de um



4.5. Qp COMO UM LIMITE INVERSO 40

protoladrilho p;, entdo a classe de equivaléncia (7", u)g é o conjunto de todos os (T, uy) €
Qr x R? tais que uy, estd no interior de um ladrilho ¢, que também é uma translacao do
protoladrilho p;, e u; esta dentro de ¢, na mesma posicao em que u esta dentro de t. Vamos

definir entao o conjunto P; = {(T,u)p € Qr X R"/ ~: T(u) é uma translagao de p;}.

Afirmacao 1. Os elementos do conjunto {Py, Ps, ..., Py} sao 2-células em um complezo

celular de T'y.

Nao faremos a demonstracao desta afirmacao. Para montar o complexo celular inteiro,
faca o seguinte: nomeie todos os protoladrilhos (que serdo os P;). Para as arestas, comece
com qualquer 2-célula, escolha uma de suas arestas e a nomeie. Dé esse mesmo nome para
qualquer aresta de qualquer outra 2-célula que em algum ladrilhamento de €27 compartilhe
a primeira aresta nomeada com a primeira 2-célula escolhida. O mesmo se faz para os
vértices. Isso define um complexo celular em I'y. Para um complexo celular em I'; a
construcao ¢é similar, mas devemos levar em consideracao todos os vizinhos possiveis de

cada protoladrilho em ladrilhamentos de €2y para nomear as 2-células.

Teorema 5. Se T tem complexidade local finita, entao 'y, € um espaco Hausdorff e

compacto.

Demonstracao. Vamos mostrar que Iy, é compacto pois é a imagem continua de um
compacto. Como T tem CLF, existe um r > 0 tal que todos os protoladrilhos e seus
possiveis ladrilhos adjacentes estejam na bola B(0,r). Vamos mostrar que a fungao
projecao 7 : Qr x R* — I'y, mapeia {T'} x B(0,7) em I'; de maneira sobrejetiva. Seja
(T1,uq) € Qp x R™ qualquer. Devido a construgao de B(0,r), existe um u em B(0,r) tal
que (T,u) ~ (Ty,u1). Como a funcio quociente é continua e {T'} x B(0,r) é compacto,
I’y sera compacto.

Um complexo celular sempre é Hausdorff, resultado que pode ser visto na referéncia

[Massey 2019). O

4.5 ()7 como um Limite Inverso

Nessa secao mostraremos que {2y é homeomorfo a um espacgo do limite inverso formado
a partir de elementos de I'y. Para isso, definiremos uma funcao em I';, semelhante a funcao

de expansao w em €)r.

Teorema 6. A funcdo de expansdo w define uma funcao continua sobrejetora vy, : I'y — I'y,

tal que:
W((Tyw)) = (W(T), Au)

Demonstrag¢ao. Primeiro, mostraremos que a funcao 7, estd bem definida. Sejam 77 e T5

em Qr e u; e ug em R™ suponha que (T3, u1)x ~ (Ta, us). Entao Tl(k) (t1) —up = TQ(k) (ts)
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para alguns t; € T1 e ty € T tais que uy € t1 e uy € ty € por consequencia, t| —uy; = to — us.
Agora, tome t| € w(t1) e th € w(ty) tais que Auy estd em w(ty) e Aug estd em w(ty) e
perceba que w(T1)®) () — Auy = w(T2) P (th) — Mg, ou seja, (wW(T1), Aup)p ~ (w(Ty), Aus)
e entao v ((T1, u1)r) = (T2, u2)k)-

Mostraremos agora a continuidade de ;. Veja que a fungdo que manda (7", u) € Q7 xR"
em (w(T"), \u € Qr x R™) tem suas fungoes coordenadas continuas, e portanto continua,
e entdo quando a projetamos as classes de equivaléncia (fungdo que sempre é continua)
percebemos que 7, é continua.

Para mostrar que 7, é sobrejetiva, basta perceber que como w é bijetiva em ., entao
V(W™ (T, X)) = (T, )y, para qualquer (77, u);, € T O

Usaremos a fungao 7, que acabamos de definir para construir o espago do limite inverso

em I'y, para k fixado. Defina:
Q =Um Ty, = {(zi)ien : i € Thy W(wip1) = 24, Vi € N},
—

que sera um espagco topologico com a topologia produto. Logo, um elemento da base do
espago €, serd U, = {z € Q. : ¢, € U}, onde U C T’y é um aberto. Definiremos a fungao
wr : Q. — Q. como wi(); = Yr(x;),Vi € N. Veja que a fungao wy, é a funcao shift no

espago (1, uma vez que ela aplica v, em todas as coordenadas da sequéncia.

Definigao 18. O espaco (Qp,w) forca sua borda se existe um N € N tal que para

qualquer ladrilho t e ladrilhamentos T e Ty em Qp que contenham t, temos que:
wN (1) (WM (1)) = W™ (T2) (W™ (2)).

Ou seja, se o espaco forca sua borda, existe um nimero natural N tal que se um
ladrilho ¢ é compartilhado por dois ladrilhamentos 77 e T5, os ladrilhos que cercam a

imagem da N-ésima composicao de w aplicada em t em w™ (T}) e W (T}) sdo iguais.

Teorema 7. Seja T um ladrilhamento com CLF e w : Qp — Qp um método de substitui¢ao
que € uma fungdo bijetiva e primitiva. Entao os sistemas dinamicos (Qr,w) e (Qq,wy) sao
topologicamente conjugados. Além disso, se T for¢a sua borda, entao (Qp,w) e (Qo, wo)

sao topologicamente conjugados.

Demonstra¢ao. Vamos comecar provando que ({2r,w) é topologicamente conjugado a
(€1, wq). Para qualquer ladrilhamento 7”7 em Qp, defina 7 : Qp — Q; como 7(T") = (;)ien
tal que z; = (w™(1"),0),.

Provaremos a injetividade de m. Suponha que 7(Ty) = 7(T3) para T} e T em Q.
Defina para quaisquer conjuntos U e V em R" dist(U, V') = inf {Hu —v||:uelUwe V}.

Denote a fronteira de um conjunto U como 9(U). Tome entao

r = inf {dz‘st(t,a( U T’(t))) T e Qp,te T},
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ou seja, r é o infimo da distancia entre qualquer ladrilho ¢ e a fronteira “externa” de todos
os possiveis ladrilhos vizinhos a t, em qualquer ladrilhamento de 2. Como T' tem CLF, r
serd um infimo tomado de um conjunto finito de niimeros positivos, logo r também sera
positivo. Tome v € R™ qualquer, vamos mostrar que 7} e T, concordam em uma bola
centrada na origem de raio maior que ||v]|.

Tome n € N tal que ||v|| < rA". Como 7(T1) = w(T3) s@o sequéncias de €2y, temos
que 7(T), = 7(Ts)n, logo, (W™(T1),0); = (w"(T2),0); e entao existem t; € T} e ty € Ty
tais que ambos contém a origem e w"(11)(t1) — 0 = w " (13)(t2) — 0, ou seja, w™ (1) e
w™"(Ty) concordam pelo menos em B(0,r) e portanto T} e Ty concordam em B(0,rA").
Como v € B(0,7A™), temos que T} = T. Logo, 7 é injetiva. A prova de que 7 é sobrejetora
pode ser vista na referéncia [Anderson e Putnam 1998].

A bicontinuidade pode ser provada por métodos usuais. Veja que se T € Qr, entao:
wi(m(T")) = (W(T"),0)1, (T, 0)1, (w™H(T"), 0)1, - - - = w(w(T")),

ou seja, wy o™ = 7o w. Portanto (Qr,w) é topologicamente conjugado com (£21,wy).
Vamos supor agora que §)p forga sua borda. Mostraremos que (€21, wy) é topologicamente

conjugado com (€29, wp), e entao pela prova anterior, (27, w) serd conjugado com (2o, wo).
Defina a fungao f: Qp x R"/ ~1— Qp x R"/ ~q tal que f((T",u)1) = (I",u)o. Veja

que f é bem definida, uma vez que se (T1,u1) ~1 (To,uz) entao (Th,u1) ~qo (To,uz).

Claramente f é sobrejetiva, mas nao necessariamente injetiva. Veja que:

Y0 (f(T,v u)l) = ’70((T/7u)0) = (W(T/)’ )‘u)o = f((w(T,)7 /\u)l) - f<'71((T/’ u)1>)’

ou seja, v o f = f o~. Devemos entao definir a fungao F' : Q1 — Qg por F(z); = f(x;)
para todo i € N. Afirmamos que F' é um homeomorfismo e que conjuga w; e wy. Como
Yoo f = f o, éfacil de ver que F ow; =wgo F.

Vamos mostrar que F' ¢é injetiva. Suponha que F((xi)ieN) = F((yi)ieN) em que
z; = (T;,u;)1 e y; = (T7,u);. Suponha que S; e Sy sdo ladrilhamentos de Qr, e que vy e vy
sdo vetores, entao se v; € s € S1 € Vg € S € Sy e se (S1,v1)g = (S2,v2)0, entao Sfo)(sl) -
v = 5% — vy e como Qr forca a borda, teremos que (W™ (S1), ANvy)1 = WV (S5), AWV uy);.
Como F((xi)ieN) = F((yi)ieN) e em particular (Tjyn,ujsn)o = (TJ{JFN,u;-JrN)O, para
qualquer j, entdo teremos (W™ (Tjin), MWujin), = (WN(Th,n), AU, x),- Sabemos que
Tjin = w N(Tj) e que ujy = A Nuy, entao (Tj,u;); = (T}, u})1, logo F é injetiva.

Vamos mostrar agora a sobrejecao de F. Tome ( (T3, Ui)o) € Qg qualquer. Como p

iEN
é compacto, a sequéncia (w"(T;, — un))neN tem uma subsequéncia convergente

(w"k (T, — unk)) ren due converge para algum ladrilhamento T € Qpr. Veja que a sequéncia
((w'(T7), 0)1)Z.GN estd em €, e afirmamos que ela ¢é a pré-imagem de ((7, ui)o)ieN € Q.
Como (T, up)o = (w”(Tn), )\”un)o, pois ((Ti’ui)o)ieN € Qp e como w"(T), —uy,) = w"(T),) —

A'u,, temos que (w”(Tn — un),O)O = (T, up)o para todo n € N. J4 que T tem CLF,
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teremos que entre todos os ladrilhamentos w™(T,, — u,) para n natural, apenas uma
quantidade finita de ladrilhos vao conter a origem.

Fixe i € N. Tendo em vista que (w”k (T, —unk)) é convergente, para qualquer £ > 0,

keN
existe um k grande o suficiente de forma que w™ (7, — u,,) concorda com 7" em uma
bola B(0,e7!). Seja R um ntimero real maior que o diametro de qualquer protoladrilho,

entao existe k € N tal que ny, > i e w" (T, — uy,, ) concorda com 7" em B(0, \'R). Entao

(w_i(T/)7 0)0 = (Wnk_i(Tnk - unk)a 0)0 = PVSk_i(Tnkaunk)O = (naui>07

como queriamos provar.
F' é bicontinua, portanto, como (Qr,w) é topologicamente conjugado com (£21,w;), e

como (€21, w;) é conjugado com (29, wp), segue que ({27, w) é conjugado com (€, wp). [
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5 Conclusao

Os estudos realizados para a apresentagao deste trabalho dao uma pequena amostra
da importancia da dinamica simbdlica, uma vez que conseguimos descrever com maior
facilidade o sistema quadratico que aparentava ter um comportamento imprevisivel.

Olhando com atencao para os espacos simbolicos, descobrimos diversas propriedades
importantes envolvendo os espacgos de Cantor, em particular que eles sao homeomorfos
entre si.

Ja em relacao aos espacos de ladrilhamentos, vimos que é possivel atribuir uma métrica
a eles, formar um sistema dinamico com a funcao que chamamos de método de substituicao,

e o interpretar como um espaco do limite inverso.
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A Apeéendice - Limite Inverso

Ao decorrer dos estudos realizados para essa tese de conclusao de curso, nos deparamos
com o espago do limite inverso. Por essa razao, desenvolveremos aqui uma breve introducao

a esse espaco, compreendendo melhor algumas de suas propriedades.
Definicao 19. Vamos definir:

1. Para todo i natural, seja X; um espacgo topologico e f; : X;11 — X; uma funcgao

continua. Defina entdo

X = 1}31()(1'7 fi)ien = {90 € HXZ‘ tTp = fz’(%’ﬂ)}

ieN
em que X € chamado de espaco do limite inverso.

<_
2. Se C; é um subconjunto de X;, defina C ={z € X : x; € C;}. Uma base para a
%
topologia de X € o conjunto { A; : A; C X; € aberto}.

Observe que a topologia que definimos acima ¢é a topologia induzida da topologia
produto, ou seja, X é um subespaco do espaco produto [[,.yX;. A partir desse fato,

prova-se que:
Proposicao 14. E verdade que:

1. Se X; € um espaco topolégico Hausdorff para todo i natural, entao o espago do limite

wmverso X também serd Hausdorff.

2. Se X; € um espaco regular para todo i natural, entdo o espago do limite inverso X

também serd reqular.

3. Se X; € um espaco primeiro contdvel para todo © natural, entao o espaco do limite

mverso X também serd primeiro contdvel.

4. Se X; € um espaco sequndo contdvel para todo i natural, entao o espaco do limite

mverso X também serd sequndo contavel.

A proposicao acima é decorrente do fato de que o produto de espacos Hausdorff também
¢ Hausdorff, e um subespaco de um espago Hausdorff também é Hausdorff. O mesmo vale
para espagos regulares, primeiro contaveis e segundo contaveis. As demonstragoes dessas
afirmagoes podem ser vistas com detalhes na referéncia [Munkres 2000].

Vamos agora definir uma notagao referente a sequéncia (f;);eny de fungoes continuas do

espago do limite inverso. Defina ff : X; — X; por ff = fio fiz10---0 fj_1. Ou seja fZJ é
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uma composicao de fungoes leva elementos de X; para X;, sem que 7 seja necessariamente
o antecessor de j.

Serd que se “retirarmos” uma quantidade enumeravel de espagos X; do espacgo do
limite inverso X, e usarmos as funcoes di tipo fij para “pular” os espacos retirados, as
propriedades originais do espaco do limite inverso serao mantidas? Eo que veremos a

seguir:

Proposicao 15. Suponha que X = lim(X;, fi)ien € um espaco do limite inverso e seja
%
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(n;)ien uma sequéncia crescente de nimeros naturais. Considere g; = fn, ™' para todo i

natural, e seja’ Y =1im(X,,, g;)ien. Entdo X é homeomorfo a Y.
«—

Demonstracao. A funcao candidata a homeomorfismo serda h : X — Y de forma que
h((mn)neN) = (n,)ien, OU seja, h tira todas as coordenadas da sequéncia (z,)nen que
foram retiradas de X para a formacao de Y. Mostraremos que é homeomorfismo.

Observe que h é bijetora. Tome p = (py)nen € ¢ = (¢n)nen elementos distintos de X.
Suponha por absurdo que h(p) = h(q). Como p # ¢, existe k € N tal que py # . Considere
n, o menor elemento de (n;);en tal que k < n,. Entao py = f"(pn,) = " (¢n,.) = ax, ©
que é um absurdo. Logo h(p) # h(q) e h é injetora. A sobrejetividade de h é evidente.

Vejamos agora a continuidade de h. Seja A C Y um aberto bésico. Logo existe
nk € (n;)ien tal que A ¢ um aberto de X,,,. Perceba entao que a pré-imagem de Z cY
por h é Z C X, que é aberto. Logo h é continua.

Mostraremos que h~! é continua. Tome <§ aberto basico em X. Entao existe n € N
tal que B é aberto para algum X,,. Se n = n; para algum n; € (n;);en, entéo segue que
(h_l)_1(<§) = h(%) = % C Y que é aberto, como gostarfamos de provar. Se n # n; para
todo j natural, considere k € N o menor indice tal que ng € (n;);en € n < ng. Veja entao
que como f; é continua para cada i natural, temos que (f™)~*(B) = C é aberto em X,
e portanto T 6 aberto em Y de forma que (h_l)_l(g) = h(%) — T c Y. Concluimos
entao que h~! é continua.

Disso, h é um homeomorfismo. O

Veremos a seguir que dependendo de determinadas condigoes, o espaco do limite inverso
X = l(iin(Xi, fi)ien pode ser homeomorfo a apenas o espago de uma coordenada s6, como

mostrado na proposi¢ao abaixo.

Proposigao 16. Seja X = lim(X}, f;)ien um espago do limite inverso. Se existe um nimero
(—

natural N tal que f, € um homeomorfismo para todo n > N, entao X é homeomorfo a

Xy

Demonstracao. A funcao candidata a homeomorfismo sera h : X — Xy de forma que

h((xn)neN) = xy, ou seja, h leva uma sequéncia qualquer de X a sua N-ésima coordenada.
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Mostraremos que h é sobrejetora. Considere xy € Xy qualquer. Como f; é homeo-

morfismo para todo i > N, podemos tomar a sequéncia (¥, ),en € X tal que:

N (zN), sei< N,
Yi = § TN, set1 =N,
(fi) Yzy), sei> N,

Veja entao que h((yn)neN) = xy, como gostarfamos.
Provaremos agora a injetividade de h. Suponha que h(z) = h(y) para e y em X.

Entao segue que zy = yy e portanto, para ¢ < N, concluimos:

T = fiN(xN) = fijV(yN) = Yi-

Tendo em vista que f; ¢ homeomorfismo para todo k£ > N, também é verdade que se
t > N, temos:
vy = (fx) " en) = (fy) " un) = vy
ou seja, das duas equagoes acima, (2, )nen = (Yn)nen € portanto = y, como queriamos.
Vejamos a continuidade de h. Tome A C Xy um aberto qualquer. Entao h™1(A) =
A C X, que é aberto, logo h é continua.

%
Provaremos a continuidade de h=!. Tome B C X aberto basico qualquer. Mostraremos
<_
que h(B) é aberto em Xy.

<—
1. Caso B C Xy, entéo h(B) = B que é aberto.

%
2. Caso B C X,,, param > N, entao h(B) = f3'(B) que é aberto, pois f; é homeomor-
fismo para todo i > N.

%
3. Caso B C X,, para m < N, entdo h(B) = (f¥)71(B) que é aberto, pois f; é

continua para todo 7 natural.
Com isso concluimos a prova, ou seja, h ¢ um homeomorfismo entre X e Xy. O]

Proposicao 17. Se todo espaco X; for Hausdorff, entdio o espago do limite inverso

X = lm(X;, f;)ien serd um subespago fechado do espago produto [ [,y Xi-
%

Demonstragdo. Mostraremos que [[,.y X; \ X é aberto. Tome & = (,,)nen elemento de
[Licn Xi qualquer. Exibiremos um aberto A do espago produto totalmente contido no
conjunto [ [,y Xi \ X.

Como (x,)neny nao estd em X, existe um k € N tal que xp # fr(zry1). Ja que Xj é
Hausdorff, tome dois abertos disjuntos A; e Ay de forma que xp € A; e fi(apy1) € As.
Tendo em vista que fi : Xxi1 — X € continua, o conjunto fk’l(Ag) é aberto em Xj,1.

Considere o conjunto aberto A = X7 x --- x A; X fk_l(Ag) X Xpio X -+ contido em

[Licn Xi € perceba que © € A e que AN X é vazio. Logo X ¢é fechado. O
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Tendo o Teorema de Tychonoff em mente (qualquer produto de compactos é compacto
na topologia produto, demonstracao na referéncia [Munkres 2000]), se cada X; for compacto
e Hausdorff, entao [, y X; serd compacto, e pela proposicao anterior, o espaco do limite
inverso X sera um subespaco fechado de um conjunto compacto, portanto serd também

compacto. Acabamos de provar:

Teorema 8. Suponha que cada espaco X; € compacto e Hausdorff. Entao o espaco do

limite inverso X = lim(Xj, fi)ien € compacto.
H
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B Apeéndice - Resultados Auxiliares

Neste apéndice apresentaremos a demonstracao de alguns resultados usados em certas

demonstracoes de proposicoes e teoremas exibidos no decorrer deste trabalho.

Proposigao 18. Sejam X e Y espacos Hausdorff, X compacto e f : X — Y uma funcdo

bijetiva e continua. Entao f € um homeomorfismo.

Demonstracao. Vamos mostrar que para qualquer F' C X é fechado, entao a pré-imagem
de F por f~1 ¢ fechada, ou seja, (f~1)71(F) = f(F) C Y ¢é fechado, o que caracteriza f~*
como uma fung¢ao continua.

Tome F' C X fechado. Como X é compacto, F' também sera. Ja que f é continua e
F compacto, f(F) C Y é compacto. Y é compacto por motivo semelhante. Como Y é

compacto, Hausdorff e f(F') C Y é compacto, segue que f(F') é fechado. ]

Proposicao 19. Seja X um espago topoldgico compacto € (Fy,)nen C X uma sequéncia de
conjuntos fechados, nao vazios, tais que F, O F,.1 para todo n natural. Entao ﬂneN F, é

nao vazio.

Demonstragdo. Suponha por absurdo que (), oy F5, ¢ um conjunto vazio. Portanto, (X \
F,)nen é uma cobertura aberta de X. Como X é compacto, existe uma sequéncia finita

de fndices (ny)F_, tais que
k

U (X\Fm> ~ X.

i=0
~ A~k . . A .
Entao (i, Fn, = 0, 0 que é um absurdo, visto que os elementos da sequéncia (F},)nen 580

todos nao vazios. Concluimos entao que () .y F5, € nao vazio. O

neN

Proposicao 20. Considere a sequéncia de espagos métricos (X, )nen. Se X; € compacto

para todo i natural, entao |2, X; = X munido da métrica produto, é compacto.

Demonstracao. Mostraremos que qualquer sequéncia de X tem uma subsequéncia conver-
gente. Tome (,)neny uma sequéncia qualquer de X. Para cada n natural, defina (z¥)zex
a sequéncia que representa a n-ésima coordenada de (x,,)pen.

Como X, é compacto, existe uma sequéncia de indices (kg ;);en tal que a sequéncia
(:rgo’i)ieN converge para um ag € Xo. Agora, como X; é compacto, existe uma subsequéncia
de (ko)ien, que denotaremos por (ki ;);en tal que (xlfl’i)ieN converge para algum elemento
ay € X1~

Recursivamente, construa a sequéencia de sequéncias em que:

(kO,i)ieN ) (kl,i)iGN 2 (k2,i)i€N DD (kj,i)ieN Do



0]

kg.i .

em que, para todo g natural, (z4"");en converge para algum a, em X,. Defina a subsequéncia
ki

de (2,,)nen denotada por (y,)neny em que para todo m natural, ¥, = (Zm");en. Perceba

. N ki

que (Yn)nen converge para a = (a,)neny C X, pois para n fixado, a sequéncia y, = (zn")ien
A kn,i . . . ki

se torna uma subsequéncia de (z,"");en a partir de ¢ > n, ou seja y, = (5" );en converge

para a,, para todo n natural. O
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