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RESUMO

Neste trabalho desenvolvemos um método variacional de campo médio para detectar
transi¢cdes de fase em duas dimensdes mesmo em sistemas cujo potencial de intera-
cao tenha transformada de Fourier estritamente positiva. Para isso, utilizamos a teoria
do funcional da densidade, com a aproximacao de fase aleatéria(RPA) e também elabo-
ramos um método novo para a funcao de distribuicao de pares, a qual é utilizada para
o calculo da energia livre de um liquido. Analisamos as transi¢cdes de fase de primeira
ordem e as transigdes de fase topoldgicas por meio da teoria KTHNY e aplicamos
estas técnicas para o estudo de sistemas que interagem por meio de potenciais de
caroco mole da classe Generalized Exponential Model(GEM-a), nos casos a = 2 e
a = 4. O cenario encontrado para o potencial GEM-2 é o de transi¢cdes continuas para
todo o intervalo de temperaturas e densidades, e para o0 GEM-4 obtemos transicdes
continuas para o derretimento de sdélidos com numero de ocupagdon=1en=2e€
transicdes de primeira ordem tanto para o derretimento dos sélidos com n > 2 quanto
para a transicao entre os soélidos.

Palavras-chave: Teoria do funcional da densidade. Fungéo de correlacdo de pares.
Matéria Condensada Mole. Transicoes de fase. Transicdes de fase topoldgicas.



ABSTRACT

In the present work we have developed a variational mean field method that was able
to detect phase transitions in two dimensions even in systems that interact through a
potential with strictly positive Fourier transform. In order to do this, we used the density
functional theory with the random phase approximation(RPA) and also we elaborated a
new method for the pair distribution function which is used for calculating the free energy
of a liquid. We analysed first order phase transitions and topological phase transitions
through KTHNY theory and we applied these techniques for the study of systems that
interact through soft-core potentials of the Generalized Exponential Model(GEM-a)
class, for the cases of a = 2 and a = 4. The scenery encountered for the GEM-2
potential is that of continuous phase transitions for the whole range of temperatures
and densities, and for GEM-4 we obtained continuous phase transitions for the melting
of solids whose occupation number are n = 1 and n = 2 and first order phase transitions
for the melting of solids with n > 2 as well as for the transition between solids.

Keywords: Density Functional Theory. Pair correlation function. Soft Condensed Matter.
Phase transitions. Topological phase transitions.
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1 INTRODUGAO

A area dentro da fisica que abrange o estudo das propriedades dos materiais,
a qual engloba diversos campos do conhecimento - quimica, ciéncia de materiais, bi-
ologia, nanotecnologia e engenharia - investigando as caracteristicas da matéria em
seus diversos estados e gerando novas tecnologias com a aplicacao desta pesquisa é
a fisica da matéria condensada. Exemplos de como estudos nesta area sao relevantes
para nossa vida diaria podem ser encontrados em tecnologias como monitores de
computador e televisdes de cristais liquidos(HEILMEIER, 1970), e também em contri-
buicdes para a saude, como a fabricagéo de farmacos e cosméticos sendo aprimorada
de modo a ser mais precisa na liberacdo dos compostos(AHMAD et al., 2018). Os
sistemas estudados pela fisica da matéria condensada sao constituidos, em geral, por
uma quantidade de componentes microscopicos, por exemplo moléculas ou atomos,
tomada no limite termodinémico, ou seja, em um limite no qual este numero tende a
infinito e de acordo com a maneira que esses elementos interagem e se arranjam no
espaco, surge a possibilidade de obtermos diferentes estados da matéria.

O comportamento macroscépico de um sistema de particulas € descrito através
da termodindmica, a qual relaciona parametros mensuraveis com quantidades como
a energia interna e a entropia por meio de equacdes de estado e desta maneira torna
possivel a caracterizagdo da forma como o sistema responde quando ocorrem vari-
acdes nestes parametros. De modo a explicar os resultados que esta teoria traz e
também compreender diversos fendmenos que dependem dos componentes em sua
escala, a mecénica estatistica traz um formalismo probabilistico no qual obtemos tam-
bém o comportamento macroscépico do sistema por meio de fungdes termodinamicas,
porém a partir da probabilidade dos elementos estarem dispostos em determinados
estados microscépicos.

1.1 CLASSIFICACAO DE TRANSICOES DE FASE

Para abordarmos a maneira como o sistema se modifica quando uma transi¢ao
de fase ocorre, dentro da literatura se categoriza em diferentes classes de transi¢des
de acordo com suas caracteristicas em temperaturas proximas a transicao, pois siste-
mas distintos podem apresentar as mesmas particularidades no comportamento das
fungcdes de resposta - como a susceptibilidade magnética ou o calor especifico - e
nas funcdes de correlacdo. Por exemplo, embora sejam constituidos de componentes
e interagOes distintas, a maneira como o sistema muda de fase em uma transigao
liquido-gés da 4gua e em uma transi¢do do estado ferromagnético para o paramagné-
tico em um material magnético segue o0 mesmo padrao, o qual pode ser observado na
Figura 1: ambos possuem um parametro de ordem, para o caso liquido-gas sendo este
a diferenca entre as densidades e para o sistema magnético, a magnetizacdo. Além



Capitulo 1. Introdugéo 14

disso, este parametro possui comportamento semelhante - a partir de certa tempera-
tura critica se torna zero e para temperaturas menores do que esta ele € ndo nulo e se
nota a possibilidade de coexisténcias. No ponto em que este parametro se torna zero
€ na sua vizinhanga, existe um comportamento singular nas isotermas dos sistemas,
gerando uma divergéncia na compressibilidade para condensado e na susceptibilidade
para o sistema magnético.

ot |
Liquid Coexistence
curve

HE—— TN —

| No stable
| states in

this region

Two-phase
A region T

SR, S
Gas
Figura 1 — Diagrama de fases liquido-gas(a esquerda) e diagrama de fases de um
sistema magnético(a direita). Fonte: (STANLEY, 1987).

Nao somente esses dois sistemas tém caracteristicas similares em suas transi-
cOes de fases, como diversos outros na natureza. Portanto, em 1933, Paul Ehrenfest
categorizou as transigées de modo mais geral, como sendo de ordem n de acordo com
a descontinuidade da n-ésima derivada do potencial termodinamico (SAUER, 2017).
Dentro de tal classificacao, a transicdo em um material magnético abaixo de certa tem-
peratura critica seria de primeira ordem pois a derivada do potencial termodinamico
em relacdo ao campo é descontinua.

Em 1940, quando Lars Onsager solucionou analiticamente o0 modelo de Ising em
2D sem campo magnético externo, encontrou-se uma transicao de fase com derivada
da energia livre sendo divergente, ndo apenas descontinua(JAEGER, 1998). Com
isS0, surgiu a necessidade de uma classificagdo mais acurada em comparacdo com a
postulada por Ehrenfest, entdo, atualmente tém-se trés categorias para definir o tipo
de transicao de fase: é dita de primeira ordem caso a primeira derivada do potencial
termodinamico tenha uma descontinuidade finita, que a transi¢cdo envolva calor latente
e que entre as fases puras existam coexiesténcias; continua caso a primeira derivada
seja continua e a segunda tenha descontinuidade finita ou divergente, além disso, o
sistema deve ter comprimento de correlacédo tendendo a infinito e decaimento com lei
de poténcia para as correlagdes na transicdo. A ultima categorizacao é a de ordem
infinita ou BKT (Berezinskii-Kosterlitz-Thouless) em caso de ser continua mas sem
quebra de simetria, presente no modelo XY bidimensional e também no derretimento
com transicao de fase topolégica em duas dimensdes, o qual sera abordado neste
trabalho.
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1.2 MATERIA CONDENSADA MOLE

A fisica da matéria condensada possui diversos ramos, no entanto, a sub-area
que sera o escopo deste trabalho € a matéria condensada mole, a qual tem entre seus
diversos objetos de estudo os fluidos, cristais liquidos, polimeros e também materiais
biol6gicos. Para analisar sistemas que integram a matéria condensada mole, faremos
uso de modelos com métodos variacionais, assim como de teorias como campo médio
e grupo de renormalizacdo. Para uma primeira analise sdo utilizados métodos de
campo médio, 0s quais sdo conhecidos por gerarem bons resultados em regimes de
alta temperatura, pois neste cenario ha um grande grau de desordem entédo é possivel
simplificarmos a descri¢do do sistema transformando um problema de muitos corpos,
geralmente insoluvel, em um problema da interacdo da particula com um potencial
efetivo. Estes métodos também sédo conhecidos pelo seu uso em regimes de baixa
temperatura, devido ao fato de o sistema possuir grande grau de ordenamento, sendo
portanto possivel fazer a mesma simplificacdo de interacdo com potencial efetivo.

Além disso, € possivel separar os potenciais entre aqueles que permitem a
sobreposicao das particulas(soft-core, ou caroco mole), como o presente no Gaus-
sian Core Model(STILLINGER; WEBER, 1981) ou no modelo de esferas penetra-
veis(WIDOM; ROWLINSON, 1970), e os que nao permitem(hard-core, ou carogo duro),
por possuirem divergéncia repulsiva na origem, como o de Lennard-Jones ou no mo-
delo de esferas duras(ANDERSEN; WEEKS; CHANDLER, 1971). A analise de sis-
temas que interagem por meio destes potenciais em duas dimensdes é objeto de
pesquisa até os dias atuais.

Os potenciais que sejam do tipo soft-core, isto é, sem divergéncia na origem e
que apresentem as seguintes trés caracteristicas: possuem transformada de Fourier,
sao puramente repulsivos(ou positivos definidos) e cujo limite para longas distancias
entre particulas tende a zero rapidamente, foram categorizados por Likos et al. por
meio de sua transformada de Fourier(LIKOS, C. N. et al., 2001). Pertencem a classe
Q* caso \7(k) seja positiva para todo o dominio e caso este corresponda a valores
negativos e positivos da transformada, a classe sera Q=.

Para os sistemas que possuem transformada de Fourier positiva em todo o
dominio(Q*), o comportamento previsto € de que exista um valor de temperatura
maxima no qual o sistema solidifica, ou seja, a partir desta temperatura nao € possivel
para o sistema retomar a fase sélida. E possivel visualizar este comportamento na
Figura 2. Por existir essa condicao de temperatura maxima de solidificagdo, o fendémeno
do re-melting ocorre: abaixo desta temperatura é possivel apenas por meio do aumento
da densidade, partindo da fase liquida, transicionar para a sélida e retornar a primeira.
Nesta classe ndo é possivel a formagao de sélidos com algomerados.

Para a classe Q, existe a possibilidade de formacéo de aglomerados(ou clus-
ters), os quais permitem que o sélido esteja multiplamente ocupado - o mesmo sitio da



Capitulo 1. Introdugéo 16

rede de Bravais pode ser ocupado por um niumero maior do que um de particulas. Esse
comportamento em sistemas com potencial puramente repulsivo permite que o sélido
com clusters seja uma fase estavel, pois a sobreposicédo de grupos de particulas pode
se tornar energéticamente favoravel, uma vez que permite maiores distancias entre
os aglomerados quando comparado com o espacamento da rede na qual esse solido
estaria se ndo houvesse sobreposicao. Os sistemas que interagem por meio desta
classe de potenciais, por permitirem a formacéao de aglomerados, apresentardo uma
temperatura maxima de congelamento para cada fase sélida com numero de ocupacao
n, a qual atinge valores maiores conforme a quantia de particulas por sitio da rede au-
menta. O fenbmeno do re-melting pode ocorrer, mas nao é imposto, pois quanto mais
denso estiver o sistema, sélidos com maiores nimero de ocupacgao estarao presentes.

Na Figura 2 estd a forma qualitativa que os diagramas de cada classe vao
possuir. E possivel observar o melting reentrante em potenciais do tipo Q*.

Figura 2 — Likos et al descrevem que os diagramas de fases temperatura-densidade
da classe Q* devem ser similares aquele que esta em menor escala e os
da classe Q* ao em maior escala. Abaixo das curvas esta a fase sélida e
acima a fluida. O parametro € < 0.49697 indica potenciais da classe Q* e
& >0.49697, Q*. Fonte: (LIKOS, C. N. et al., 2001).

A classe de potenciais que serd utilizada neste trabalho é a Generalized Expo-
nential Model(GEM-a) e a expressdo matematica destes potenciais é dada por

V(r) = e e (70)% (1)

na qual r é a distancia radial, ¢ possui unidades de energia e o de comprimento.
Ao longo dos capitulos, utilizaremos V(r) ja em unidades de € e a temperatura em
unidades da constante de Boltzmann, kg. Por meio dos potenciais GEM-a é possivel
visualizar os dois comportamentos mencionados, pois a transformada de Fourier do
potencial é positiva em todo o dominio para a < 2 e para a > 2, V(k) possui intervalos
negativos, como esta ilustrado na Figura 3.
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GEM-2
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Figura 3 — Grafico da transformada de Fourier para os potenciais GEM-1, GEM-2, GEM-
3 e GEM-4. A aproximacéao permite visualizar que apenas para valores de
a =3 e a = 4 0s potenciais sdo da classe Q*.

Além de fazer uso dos potenciais GEM-a, o estudo feito € em duas dimensdes.
Solidos em trés dimensdes sao ordenados em estruturas verdadeiramente cristalinas,
nas quais existe ordem translacional e orientacional de longo alcance, ou seja, as
particulas possuem simetria por translagdes e também s&o simétricas em relagéo
aos eixos que as conectam com seus primeiros vizinhos. A principal diferenca entre
os sélidos em duas e trés dimensdes reside na ordem translacional. Em 1968, Mer-
min(MERMIN, 1968) formalizou as conclusdes obtidas por Peierls(PEIERLS, 1935) e
Landau (LANDAU, L. D., 1937)- que demonstraram que néo ha ordem de longo alcance
em um sélido bidimensional - porém para potenciais soft-core, mostrando que embora
a ordem translacional nao seja de longo alcance, a ordem orientacional possui longo
alcance, assim como no sélido em 3D. A ordem translacional dos sélidos em duas
dimensodes é caracterizada pelo decaimento algébrico das correlacées, recebendo a
designacao de ordem de quase-longo alcance, a qual implica em nao existir uma ver-
dadeira ordem cristalina(PRESTIPINO, Santi; SAIJA, Franz; GIAQUINTA, P. V., 2011).
Com isso, fases intermediarias podem aparecer entre o sélido e o liquido, sendo a
maneira como as transi¢cdes entre estas fases ocorrem um objeto de pesquisa atual.

1.3 ESTADO DA ARTE

O derretimento de sistemas bidimensionais se tornou alvo de estudos nos ulti-
mos anos devido ao Nobel de 2016, no qual os laureados realizaram descobertas teori-
cas para transicdes de fase topoldgicas e foram encontradas fases topolégicas também
em 2D. A teoria que foi elaborada por dois dos trés pesquisadores laureados(Kosterlitz
e Thouless) com contribuicbes de Halperin, Nelson e Young (KOSTERLITZ; THOU-
LESS, 1973; HALPERIN; NELSON, 1978; YOUNG, 1979) ainda na década de 1970,
atualmente € chamada de KTHNY e esta prevé uma fase topoldgica intermediaria no



Capitulo 1. Introdugéo 18

melting bidimensional, a fase hexatica.

A transicao sélido-liquido ocorre entdo em duas etapas, sendo solido-hexatica
e hexatica-liquida do tipo KT, segundo esta teoria. Primeiro ocorre a dissociagéo dos
pares de deslocacdao em deslocacgdes livres fazendo com que a ordem translacional se
torne de curto alcance, enquanto que a ordem orientacional € mantida, caracterizando
a fase hexatica e entdo a transicao para a fase liquida ocorre pela dissociagdo das
disclinagdes, tornando a ordem orientacional também de curto alcance. A fase na qual
as ordens orientacional e translacional sdo de curto alcance é a fluida. Trataremos
formalmente da definicao dos pares de deslocacgéo e as disclinagdes no Capitulo 2.

Embora a teoria KTHNY tenha auxiliado na compreensao de diversos sistemas,
o melting bidimensional segue sendo um problema em aberto dentro da fisica da
matéria condensada, em especial com o desenvolvimento computacional das ultimas
décadas que tornou possivel por meio de simulagdes visualizar outros cendrios que
Nao apenas os previstos por essa teoria.

Foi mostrado por Krauth et al que para discos rigidos(BERNARD; KRAUTH,
2011) e sistemas repulsivos com potencial V(r) = rr"(KAPFER; KRAUTH, 2015) com
n 2 6 a transicao sélido-liquido ocorre em duas etapas, sendo solido-hexatico uma
transicdo continua mediada por dissociagdao dos pares de deslocacoes e a hexatico-
liquido sendo de primeira ordem mediada por defeitos entre as interfaces, como pode
ser observado na Figura 4; entretanto no caso n < 6 o cenario é aquele previsto pela
teoria KTHNY. Kahli et al(KHALI; CHAKRABORTY; CHAUDHURI, 2021) encontraram
0 mesmo panorama que Krauth para sistemas que interagem apenas com a parte
repulsiva do potencial de Lennard-Jones.
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Figura 4 — Diagrama de fases de um sistema que interage por meio do potencial V(r) =
r~ no qual ® é a densidade adimensional. Fonte: (KAPFER; KRAUTH,
2015).

Os trabalhos de Li e Ciamarra(Ll, Y.-W.; CIAMARRA, 2020c, 2020a) sugerem
que alguns sistemas com potencial atrativo em baixas temperaturas ndo possuem fase
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intermediaria, pois a atracao suprime a transicao de fase em duas etapas, de forma que
a transicao sélido-liquido seja de primeira ordem assim como os sélidos tridimensionais.
Os sistemas por eles estudados, cujos diagramas de fases se encontram na Figura
5, foram discos e poligonos que interagem via Lennard-Jones e potencial atrativo,
respectivamente, nos quais notou-se ainda que a forma das particulas é relevante para
a transicao, o que concorda com o que Anderson(2017)(ANDERSON et al., 2017) e
seus colaboradores encontraram. Du et al(DU et al., 2017) também desenvolveram um
estudo sobre potenciais atrativos de longo alcance, notando que o sistema nao possui
fase hexatica.

Todos os estudos citados acima descreveram as transicées por meio de simula-
cdes mediadas pelo algoritmo de Monte Carlo ou por dinamica molecular. O trabalho
que consta nesta dissertacao se propde a desenvolver uma teoria que expanda a com-
preensao dos diferentes cenarios do melting em duas dimensdes, de forma analitica
e numérica, investigando qual transigéo, continua ou de primeira ordem, predomina
quando analisamos os potenciais GEM-2 e GEM-4, assim como desenvolver tais te-
orias de forma geral o suficiente de modo que sistemas que interagem por meio de
outros potenciais possam ser analisados também, assim contribuindo para um melhor
entendimento analitico do derretimento em duas dimensaées.

(a) 14 (b)s,
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Figura 5 — Diagrama de fases de sistemas de hexagonos(a), quadrados(c) e penta-
gonos(d) atrativos, e discos(b) que interagem por meio do potencial de
Lennard-Jones, calculados por Li e Ciamarra (LI, Y.-W.; CIAMARRA, 2020b).
L, H, S e T correspondem as fases liquida, hexdtica, solida e tetratica, res-
pectivamente.

Esta dissertacao sera dividida em quatro capitulos além da introdug¢éo. No capi-
tulo seguinte é feita uma revisao bibliografica na qual abordaremos teorias e conceitos
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que constam na literatura, os quais sdo base para o trabalho aqui desenvolvido. Nesta
revisao, trataremos da teoria do funcional da densidade, por meio da qual € possivel
obtermos uma forma geral para o funcional de energia livre, que depende do perfil de
densidade local do sistema. Além disso, apresentaremos também a teoria do estado
liquido e a definicao para a funcao de distribuicao de pares, que serao relevantes uma
vez que o funcional da energia livre citado anteriormente tera uma forma para a fase
sélida e outra para a fase liquida neste trabalho. Para finalizar este segundo capitulo,
incluimos teorias para transicoes de fase: a transicdo de fase de primeira ordem, a
qual é amplamente difundida na literatura, e também a teoria para transi¢cao de fase
topoldgica.

No terceiro capitulo, calculamos de forma analitica a energia livre para o sélido
bidimensional, permitindo também a formagéo de aglomerados e desenvolvemos um
meétodo para calcular a funcéo de distribuicdo de pares, a qual esta diretamente rela-
cionada com a energia livre da fase liquida, sendo que os funcionais para ambas as
fases sdo construidos sem especificarmos por meio de qual potencial o sistema inte-
rage. Apresentaremos entao os diagramas a nivel de campo médio para os potenciais
GEM-2 e GEM-4, que sao calculados por meio da comparacao entre os funcionais das
fases, notando qual destes minimiza a energia do sistema e em seguida aplicamos a
analise de transicoes de fase de primeira ordem, encontrando os intervalos nos quais
existe coexisténcias em sistemas que interagem por meio os potenciais citados.

No quarto capitulo desenvolvemos uma expressao para os coeficientes elas-
ticos, os quais sédo requeridos pela teoria KTHNY e estudamos o comportamento
destes para dos potenciais GEM-2 e GEM-4. Por fim, calculamos os diagramas de
fase que incluem transicao de fase topolégica e entdo podemos compara-los com os
resultados obtidos para transi¢cdes de fase de primeira ordem. Desta forma, € possivel
concluir qual € o cenario de transicdo para cada potencial em um diagrama de fases
temperatura-densidade e como estes se comparam com o0s resultados presentes na
literatura, assim como trazermos perspectivas futuras do trabalho aqui desenvolvido,
assuntos os quais sao tratados no ultimo capitulo.
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2 FUNDAMENTAGCAO TEORICA

Com intuito de investigarmos sistemas que interagem por meio da classe de
potenciais GEM-a em duas dimensdes sera necessario expormos um referencial ted-
rico do que esta contido na literatura, a maneira como isto é utilizado em estudos
atuais e como isso sera introduzido em nossos célculos. Para tanto, apresentaremos a
Teoria do Funcional da Densidade(Density Functional Theory, ou DFT)(HENDERSON,
2021; HANSEN, J.; MCDONALD, 2006) que sera uma grande ferramenta no calculo
da energia livre de Helmholtz, caracterizaremos a estrutura de fluidos homogéneos
por meio da funcao de distribuicdo de pares, a qual se mostra muito util pois a partir
desta é possivel calcular fungdes termodindmicas como a energia interna, e por ultimo
apresentaremos conceitos de transicdes de fase de primeira ordem e também do der-
retimento bidimensional por intermédio da teoria KTHNY, introduzida no Capitulo 1, os
quais serao aplicados para a construcao dos diagramas de fase.

2.1 TEORIA DO FUNCIONAL DA DENSIDADE

A DFT tem se provado uma ferramenta util para o estudo de diversos sistemas
que envolvem fluidos ndo-homogéneos, em situacdes como a do presente trabalho, o
qual pretende tratar transi¢ées de fase(PENG; YU, 2008; GRAF; LOWEN, 1999), no es-
tudo de sensores(WEI; LI, W.; WANG, L., 2018), de tensdes entre interfaces(REHNER;
GROSS, 2018; BARRETT, 2006) e de absor¢cao(MENG; WANG, E. G.; GAO, 2004; RA-
VIKOVITCH; NEIMARK, 2002), além da DFT que ¢é aplicada a fisica do estado sdélido -
método esse que nao sera utilizado neste trabalho. A ideia basica por tras desta teoria
é o fato de que a energia livre € um funcional com dependéncia no perfil de densidade
local, p(r)(ARCHER, Andrew J.; CHACKO; EVANS, 2017), o qual varia com a posi¢ao.
O interesse em encontrar esse funcional se deve a quantidade de informacéo que a
partir deste é possivel obtermos, como por exemplo fungdes termodindmicas e por
meio das derivadas da energia livre nesta forma calculam-se fungdes de correlagéo.

Para obter o funcional da energia livre, F[p(r)], seguiremos a teoria padréo da
mecanica estatisica, por meio do ensemble canénico. O hamiltoniano de um sistema
em duas dimensées de N particulas interagentes é dado por
N
=1

02 1MW
H=Z_2IITI+ >N vy, (2)
' i=1 i

N

I
no qual o segundo termo é o potencial de interacdo de pares entre as particulas e
o fator % aparece para retificar a dupla contagem das interagdes. Ao supormos um
potencial isotropico, V(r,r) = V(|r—r'|), obtemos a energia potencial proveniente da
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interacao, também chamada de energia de excesso,

T NN
Vexe = 5 > V(Iri=r). (3)
i=1 j#i
Para avancarmos com a construcdo do funcional da energia livre, considera-
remos o numero de particulas como fixo e a densidade média do sistema constante,
operando entdo no ensemble canbénico. Com o hamiltoniano definido, é possivel calcu-
lar a funcéo de particao deste sistema classico,

/ e Maplar - Nlh2N / oxp | Z / P[P Verc]ar

N = N'h2N

Ao realizar a integragao pelos momentos, obtemos
1 N
h

sendo A = TomiT © comprimento de onda térmico de De Broglie. Para o caso
B

em que as particulas nao interagem, ou seja, que o potencial de interacao seja nulo,
recuperamos a funcao de particao do gas ideal
AN

Zig = NIA2N’ (6)

na qual A representa a area do sistema. Ent&o, nota-se que podermos reescrever a

funcdo de particao em termos da parte ideal e da parte interagente(de excesso),
Ziy

ZN ANZeXC (7)

Mediante o formalismo da mecénica estatistica, a relagdo entre a energia livre
de Helmholtz e a funcéo de particdo é dada por

1 1

——EInZN B

A possibilidade de escrevermos a energia livre como a soma da parte ideal com a
de excesso nos auxilia, pois o termo referente a parte interagente, em geral, ndo é
conhecido de forma exata e portanto s6 é possivel de ser calculado ao serem utilizadas
aproximagodes, enquanto que a parte ideal é amplamente conhecida e utilizada na
literatura.

De modo a encontrarmos Fexc, por meio de aproximacgoes, energia de excesso
pode ser reescrita como

Vex = 5 ZZ/dQ /dzrv )(r—r)8(F —r)) — NV(0)
= 5/d2r/d2rV(|r—r’|)Zé‘(r—r,-)Zé‘(r’—rj)—NV(O),
i j

AN

Z
InZy +In ﬂ] = Fig + Fexc- (8)
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em que NV/(0) aparece pois a restricao i # j foi retirada. Podemos também aproximar
essa energia como o seu valor médio,

(Vexc) = /d2 /d2rv d4) <Z6(r—r,~)26(r’—rj)>—NV(O). (10)
i j

Caso estivermos trabalhando com a fase soélida, podemos observar que o tra-
balho que desenvolvemos se encontra dentro do limite cldssico - uma vez que A < a,
sendo a a menor distancia entre as particulas na rede de Bravais. Portanto, todas as
particulas estdo localizadas e assim podemos definir o perfil de densidade local, ou
a densidade microscoépica de particulas, como sendo a média de um operador, que é
referente a média da soma de fungdes delta por todos os constituintes do sistema em
relacdo a suas posicdes

N
p(r) = (p(r)) = <Z6<r—r,-)> , (11)
i=1

e entdo utilizamos uma aproximacéao de campo médio,

(Vexc) ~ %/dzr/dzrV(|r—r’|) <Z6(r—r,-)> <25(r’—rj)>—NV(O). (12)
i j

Desta forma, obtemos
(Vexe) ~ / or / o2 V(r =¥ o(r)p(F) — NV(0), (13)

na qual nota-se que as integrais em r e ¥’ resultardo em um valor numérico, portanto
a energia livre Fexc para o sélido sera dada pela Eq. (13). Desta maneira, foi possi-
vel obter a energia livre com dependéncia funcional na densidade microscépica de
particulas,

Fealbo) = [ drpinlp(en®)=1}+ 5 [ o [ dr'v(r-rhopte) - V(0), (1)

na qual o primeiro termo € referente a entropia e retoma o limite do gas ideal se
p(r) = p. Nota-se que a forma da média da energia de excesso considera também a
auto-interacao das particulas.

Ao tratarmos da fase liquida, ndo € possivel assumirmos a mesma aproximagao
para os termos com r e ', pois as particulas ndo estao localizadas em sitios da rede.
Por este mesmo motivo, a auto-interacdo nesta fase nao é considerada. Portanto, a
energia livre da fase homogénea tem a forma geral dada pela equacgéo abaixo

Fialo(® = 5 [ rpiinlot2i-1)s [ e [ o vie-r) <Za<r_r,.)za(r/_rj)>
i J

(15)
e sera necessario o entendimento da teoria dos liquidos, a qual abrange a forma como
estas correlacdes se dao, para podermos calcular o funcional para esta fase.
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2.2 TEORIA DOS LiQUIDOS

Esta secao sera dedicada a compreensao da estrutura dos liquidos, pois a
energia livre de excesso desta fase sera determinada de mesmo modo que a energia
interna de um fluido, a qual é obtida a partir da funcéo de distribuicdo de pares. Tal
funcdo também é chamada de funcao de correlacdo de pares, representada por g(r)
em um sistema isotrépico, com r sendo a distancia entre duas particulas.

A funcéo de distribuicdo de pares, para um sistema que nao é necessaria-
mente isotrépico, é definida como g(r, V) = % Na proxima subsecao faremos um
tratamento formal até chegar neste resultado, trazendo a definicdo das fungdes de
distribui¢do reduzidas pn(r,r’) e encontrando também expressdes para fungdes termo-
dindmicas em termos da g(r). O comportamento qualitativo da g(r) esta representado
na Figura 6. Os picos que a correlacao de pares exibe representam anéis de vizinhos
em torno da particula de referéncia e na fase sélida os picos se aproximam de deltas,
devido as particulas estarem bem localizadas na rede de Bravais. Observa-se também
a propriedade de que para a fase gasosa e liquida é possivel de se obter o limite de
gas ideal, no qual as particulas ndo estdo mais correlacionadas e g(r) — 1, quando as
estas estdo suficientemente distantes da particula teste.
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Figura 6 — A imagem descreve as funcdes de correlacdo de pares, da esquerda para
a direita, de um gas, um liquido e um soélido amorfo. Fonte:(BARRAT; HAN-
SEN, J.-P., 2005).

Uma das razdes pelas quais a funcao de distribuicdo de pares € tao relevante se
da pelo fato de que quantidades termodindmicas como a pressao e a energia interna
podem ser calculadas a partir dela. Além disso, a transformada de Fourier desta funcéao
gera a expressao para o fator de estrutura estético,

S(q) =p / orig(r) —1]€aT +1, (16)
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o qual pode ser medido por meio de experimentos e aparece na teoria de espalha-
mento.

A g(r) também se encontra na definicdo da fungdo de correlacao direta de
pares (0(2)(r —r')), a qual esta relacionada com a equacéo de Ornstein-Zernike(O2Z)
(PLISCHKE; BERGERSEN, 2006),

h(ri2) = c(2)(r12)+p/dr30(2)(r12—r32)h(r32), (17)

em que r; = r; —r;. Essa equagao separa a funcao de correlagao total(h(r — r) =
g(r—r)-1) como parte direta(c(z)(r—r’ )), a qual tem o alcance do potencial de interacéo e
parte indireta, dada pela interacdo com as outras particulas do liquido. Caso a forma es-
colhida para calcular a g(r) seja solucionar a equacao OZ, seriam necessarias relacoes
de fechamento, pois a equacgao possui duas incégnitas. Essas relagdes sdo muito difun-
didas na literatura e temos como exemplo a Hipernetted Chain(HNC)(VAN LEEUWEN;
GROENEVELD; DE BOER, 1959) ou a relacédo de Percus-Yevick(PY)(PERCUS, Je-
rome K.; YEVICK, 1958).

Além disso, a funcao de correlagao direta traz informacao a respeito da aproxi-
macao sendo utilizada, pois esta associada com a energia livre de excesso por meio
da derivacéao funcional

@ (r—r) = 52fexc[/0(r)]_
8p(r)5p(r')

Neste trabalho estamos interessados em utilizar métodos de minimiza¢ao para
calcularmos a g(r) e também encontrar qual a sua relagdo com a energia interna. Para
isto, serd necessario o entendimento da estrutura dos fluidos.

(18)

2.2.1 ESTRUTURA DE UM FLUIDO

De acordo com a teoria da mecanica estatistica para o ensemble candnico
(PLISCHKE; BERGERSEN, 2006), a densidade de probabilidade de N particulas inte-
ragentes estarem localizadas respectivamente em rq, o, ..., ry € dada por

Pty , . N) = me-ﬁ‘/m. (19)

Porém, essa equacao gera uma quantidade de informag¢ao muito maior do que o
necessario para calcular as funcoes termodinamicas, visto que considera a localizacao
de todas as particulas do sistema. Portanto, sdo definidas as funcdes de distribuicdes
reduzidas, as quais supdem a localizagao de uma ou duas particulas, como indicado
nas equacoes abaixo

(20)
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Podemos generalizar essa ideia, tratando da funcao de distribuicao de n < N particulas,
descrita por

N N-1
Al ) =) ) e Z < (ry—r,)8 r2—r]-)---6(rn—rs)>. (21)
=1 i#  i##.#s

Em sistemas homogéneos, p(r) se torna

[ dPridPry---dPry 3 6(r—r;)e B Ver(rirn)
f d2r1 d2r2 ... d2rNe—B Vexc(F1;---,IN)

p1(r) = (22)

— Nf d2r2 s d2rNe_:8Vexc(r2 ..... ry)
f d2r1 d2r2 cre dere_:B Vexe(F1,..,IN)

de forma que é possivel observar o limite do gas ideal caso Vexc = 0, p4(r) = %. Pode-
mos calcular a energia interna fazendo uso das definicdes acima e de propriedades da
funcao delta,

(U)=> (U(ri—ry) =5 Z/dzhdzl‘z (ri—r)o(ry —r)b(ra—ry))
i<j i (23)

- %/dzrdzr’U(r—r’)pg(r, r).

Podemos notar entédo, que a equacgao acima tem a mesma forma de (10), ao conside-
rarmos a energia interna como sendo a energia de excesso. Neste tipo de sistema que
estamos considerando, po(r, ') = po(|r —r'|). Define-se entdo a fungéo de distribuigéo
de pares,

P2(|r2—|"|)_ (24)

P

A condicdo de homogeneidade do sistema implica no vinculo [r—r'| = r, entdo por meio
de uma mudanca de variaveis obtemos

gllr—r) =

2
- N_A / d?r U(r)g(r). (25)

De forma similar podemos deduzir a expressao para pressao (HANSEN, J.;
MCDONALD, 2006)

02

3 / d2rv'(r)g(n)r, (26)
na qual V/(r) representa a derivada do potencial em relagdo a r. Para utilizarmos as
equacoes (25) ou (26), se faz necessario calcular a g(r).
2.2.2 FUNCAO DE DISTRIBUICAO DE PARES

Para encontrarmos a expresséo para essa fungao de acordo com o que consta
na literatura (HENDERSON, 2021; WALTERS, 2017), faremos uso do potencial quimico
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(u) e também assumiremos que este, juntamente com a temperatura, estdo acoplados
a um reservatério que mantém seus valores fixos, portanto o ensemble utilizado sera
o grande candnico. E possivel explorarmos, do mesmo modo que Percus (PERCUS,
J. K., 1962), o fato de que conseguimos reescrever a funcao de particao considerando
as coordenadas das particulas do sistema como sendo relativas a uma particula es-
pecifica. Por meio desta transformacéo, as coordenadas desta particula ndo constam
mais no potencial de interagao, porém esta transformagao tem como consequéncia o
surgimento de um termo referente a interacao de todas as outras particulas com esta,
o qual é analogo a um potencial externo, com a forma V(r). O potencial termodindmico
que sera relevante neste ensemble é o grande potencial, o qual é descrito por

Qpp(r)] = (-1 [ oro() + [ oPrp Vi) 27)

em que o utimo termo é a energia proveniente do potencial externo e F[p(r)] é a energia
livre do sistema, cuja expressao € definida da mesma forma que na secao anterior,

Flo(r)] = % / Prp(r)In[A2p(H] - 1) + Fexclp()] (28)

sendo o primeiro termo referente a parte entropica que esta relacionada com o com-
portamento do gas ideal, Fj4[p(r)]. Retornando F[p(r)] no grande potencial,

/d2rp )(In[A2p(r]) — 1) +—/d2 /d2 V(r-r)) o)

; / Prp((V(r) ~p),

podemos encontrar o perfil de densidade de equilibro(p*(r)) introduzindo uma aproxima-
cao para Fexc € minimizando o grande potencial da Eq. (29) em relagdo a densidade.

Reescreveremos a equagao para a energia livre de excesso, sabendo que é
possivel aproximarp(2)(r, r') como p(r)p(r'), utilizando a fungéo de distribuigdo no limite
em que as particulas ndo estdo mais correlacionadas, g(r,r') = 1(o que é valido para
r — oo). Estas aproximagdes resultam em

Fexclp(r)] ~ /dr/drp V(r—r')). (30)

Esse resultado para a energia livre de excesso, recebe o nome de Random
Phase Approximation(RPA, ou aproximagao de fase aleatéra) e é o resultado assinté-
tico de r — oo que se espera para aproximagoes na Fexe (HENDERSON, 2021). A
RPA é um tratamento de campo médio tradicional, porém de acordo com Archer et
al(ARCHER, Andrew J.; CHACKO; EVANS, 2017) a qualidade da aproximagcao nao
deve ser avaliada apenas por este limite assintético, pois a equagao de Euler-Lagrange
na Eq. (31), advinda da minimizagdo com intuito de encontrar o perfil de densidade
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local no equilibrio, pode ser vista como uma equagao integral para g(r) e aproximacoes
nela implicam em resultados mais acurados.
Devido a Q[p(r)] ser um funcional, € realizada a minimizagdo com a derivada

adequada,
6Qp(r)]

o) lo(r)=p*()
Desta forma, é possivel encontrarmos uma equacgao aproximada para o potencial
quimico ao isola-lo no lado direito da igualdade abaixo

6_0 _ 1 2 6 Fexclp(n)]
e LA R

Retornando o funcional Fexc[p(r)] obtido pela RPA na Eq. (32) e realizando a
derivada funcional em relagéo ao perfil de densidade local, obtemos

=0. (31)
+ V(r)—u=0. (32)

; (In[A%p*( /dr V(r—r))+ V(r)—u = 0. (33)

Conforme a distancia entre as particulas aumenta, r — oo, temos também
que p*(r) — p, sendo p a densidade média. Com o uso deste limite, logramos uma
expressao para o potencial quimico,

=%In[/\zp]+p/dr’V(|r—r’|), (34)

que pode ser substituida na Eq. (33), resultando em

g (”;f”) =V~ [ a¥o" 0 -p)V(Ir v (35)

Novamente pelo método de Percus, ao fixarmos uma particula teste, podemos
calcular o perfil de densidade em torno dessa particula, e assim obtemos uma expres-
sao que relaciona a funcao de correlacao de pares e o perfil de densidade,

=& 36
g =% (36)

Substituindo essa expresséo na Eq. (35), resulta

a(n) =eXp{—ﬂV(r)—Pﬁ/dzrl[g(r’)—ﬂV(lr—r’l)}, (37)

que é a equacao de campo médio para g(r) no equilibrio para um par de valores de
temperatura e de densidade. A solucéo para essa equacao pode ser obtida numerica-
mente fazendo uso de métodos iterativos, que serdo explorados no Capitulo 3.

Como o nosso intuito é construir diagramas para localizar as fronteiras de cada
fase e investigar a maneira como as transi¢cées ocorrem, dedicaremos as proximas
duas segbes as teoria de transigdes de primeira ordem e também de transigdes previs-
tas pela teoria KTHNY.
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2.3 TRANSICAO DE FASE DE PRIMEIRA ORDEM

Como dito anteriormente, sabe-se que essa categoria de transicoes apresenta
descontinuidades nas derivadas de primeira ordem do potencial termodinamico e co-
existéncias entre as fases. Portanto, o objetivo sera indentificar em qual intervalo de
densidades e temperaturas essas coexisténcias ocorrem.

Quando estamos lidando com a funcéo de particdo exata de um sistema, ou
seja, que nela estejam contidos todos os possiveis estados do sistema, a energia
livre deve ser concava em todo o seu dominio, o que implica em que a pressao deve
diminuir quando aumentado o volume, —g—\’; > 0. Em baixas temperaturas, € possivel
encontrar regides nas quais essa derivada € igual a zero, o que da origem a uma
regiao a qual é infinitamente compressivel, pois mesmo com variacées no volume a
pressdo permanece constante. Quando isso ocorre, dispomos do indicativo de uma
transicdo de primeira ordem, com essa regido sendo aquela na qual encontram-se
coexisténcias.

prt

Figura 7 — Diagrama pressao-volume do modelo de van der Waals, com a identificagéo
das isotermas com valores de temperatura acima e abaixo da temperatura
critica. Fonte:(YEOMANS, 1992).

Uma vez que nem sempre € possivel encontrar a funcdo de particao exata,
€ necessario utilizar aproximagdes para esta. Tais aproximagdes, segundo Pathria
e Beale(BEALE, 1996), em geral introduzem uma restricdo de densidade uniforme
no sistema e portanto impedem que a funcéo de particao inclua a possibilidade da
coexisténcia entre duas fases com diferentes densidades. Um exemplo é o modelo fe-
nomenoldgico de van der Waals para a condensacao de um gas, no qual ao tracarmos
as isotermas em um diagrama pressao-volume, existem regides em que —g—\’; < 0como
esta indicado na Figura 7.

Quando isso ocorre, é realizada a construgdo de Maxwell para corrigir essa
regiao nao-fisica. Nessa construcao separa-se em duas areas iguais, por meio de uma
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reta, a regidao de uma mesma isoterma em que g—\’j > 0, retomando entdo essa derivada
como sendo zero, 0 que é previsto pela funcao de particdo exata como sendo uma
regido de coexisténcia, como esta indicado na Figura 8.

e

Vv

Figura 8 — Exemplo de como a construgcao de Maxwell é realizada. Fonte: (SALINAS,
1997).

Para determinar as regides em que as coexisténcias ocorrem representaremos
pelos numeros 1 e 2 duas fases distintas. Nota-se que as fases estdo em equilibrio
térmico, Ty = To na mesma isoterma, e também estdo em equilibrio mecanico, pois
P; = P> segundo a construcdo de Maxwell. Outro vinculo é representado pelo fato de
que as fases podem trocar particulas na coexisténcia, portanto o potencial quimico
de cada uma destas deve ser igual, y1 = u». Isso pode ser visto também, partindo do
principio de que o potencial de Gibbs deve ser minimo quando pressao, temperatura e
namero de particulas sao fixos, portanto,

dG = [J1dN1 +p2dN2 =0. (38)

A expressao para o potencial quimico, segundo a mecénica estatistica no en-
semble canbnico, a partir da energia livre é

_0F(p,T)

_ O(NF(p, T))
HE"oN | =7 N

ON

OF(p, T)

=Fp, T)+p o (39)

4

na qual F = F/N é a energia livre por particula e a derivada se torna em relagao a
densidade, devido a maneira com a qual a energia livre foi construida. De forma similar
encontramos uma expressao para a pressao em termos da energia livre por particula,

_22fe. 1) (40)

_OF(p, T)
N

P=——3v

Buscamos entdo os limites de densidade a uma mesma temperatura nos quais
a pressao e potencial quimico de cada conjunto de fases sejam iguais, deste modo
encontrando os valores de densidade que resolvem o sistema de equagdes formado
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por (41) e (42).

2 8F(p, T) 2 8F(p, T)
) A
o pP=p1 % p=p2
Flo1. T) +p1 (%}”) = Flpo. T) +po (%}”) L @)
P=pP1 P=p2

nas quais p4 e po representam duas fases distintas, que podem ser sélidos com nimero
de ocupacao por sitio da rede diferentes ou sélido com numero de ocupagéo n e liquido.
A possbilidade de coexisténcias entre mais de duas fases € ditada pela regra de fase
de Gibbs(REICHL, 2009), a qual constata que podem haver coexisténcias de até trés
fases, pois para um quantia maior teriamos trés equacdes para o potencial quimico,
por exemplo, e somente duas variaveis.

A analise com mais detalhes para os potenciais estudados neste trabalho sera
desenvolvida no Capitulo 3.

2.4 DERRETIMENTO BIDIMENSIONAL TOPOLOGICO

De acordo com a teoria desenvolvida por Kosterlitz, Thouless, Halperin, Nelson
e Young ao longo da década de 1970, o derretimento bidimensional é mediado por de-
feitos topolégicos, os quais dao origem a uma fase intermediaria, chamada de hexatica,
entre entre as fases sélida e liquida. Nesta secao iremos trazer uma revisao bibliogra-
fica desta teoria, de como os defeitos ocorrem e a forma com que a dissociagédo de
seus pares esta conectada as transicoes de fase.

Um cristal em temperatura nula possui ordem orientacional e translacional de
longo alcance, porém, como foi demonstrado por Mermin fazendo uso da fungéo de
correlagcédo de dois pontos, em um sistema bidimensional com temperatura finita ndo
€ possivel obtermos a ordem de longo alcance translacional, apenas uma ordem dita
de quase-longo alcance, a qual possui correlagées que decaem algebricamente com
a distancia. Entretanto, a ordem orientacional segue sendo de longo alcance.

Kosterlitz e Thouless definiram um tipo diferente de ordem de longo alcance,
uma ordem de longo alcance topolégica, a qual € baseada em propriedades do sistema
- como coeficientes elasticos - e na teoria de deslocagbes do sélido(NABARRO, 1967),
que pode ser aplicada para o sélido bidimensional, no qual quando esta ordem desa-
parece existe uma mudancga na resposta do sistema de elastico para viscoso diante de
um cisalhamento.
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2.4.1 DESLOCACOES

Devido a efeitos de temperatura finita, é possivel que as particulas da rede
realizem desvios de sua posicao de equilibrio, localizando-se em

' =R+ u(r), (43)

na qual R é o vetor na rede de Bravais e u(r) € o campo de distor¢des definido por
Landau(LANDAU, L. et al., 1986), o qual pode ser tomando como continuo pois varia
lentamente ao longo da rede, possuindo como cutoff o parametro da rede, a (KARDAR,
2007).

A presenca de u(r) ocorre devido a flutuagdes térmicas ou deformacdes decor-
rentes delas, as quais tornam possivel a existéncia de um tipo de defeito topoldgico,
chamado de deslocacgao, o qual quebra a simetria por translagdes do sistema. Para
identificar as deslocagdes, constrdi-se um circuito na rede para quantificar essa altera-
cao e isto é feito por meio do uso do vetor de Burgers, b. Ao compararmos a rede em
temperatura nula com a rede dotada de deslocagdes, podemos realizar um circuito de
Burgers que esta identificado na Figura 9 e € definido por realizar os mesmos passos
de sitio em sitio para ambas as redes, fechando um caminho. Ao final do circuito a
rede cristalina volta ao ponto de inicio, enquanto que a rede na presenga do campo de
distorcGes terd uma discrepancia entre os pontos de inicio e fim, sendo esta dada pelo
vetor de Burgers.

Figura 9 — Exemplo de dois circuitos de Burgers em uma rede quadrada bidimensional.
A esquerda, um sistema que ndo possui desvios em relagdo & posicdo de
equilibrio e a direita nota-se a existéncia do campo de distor¢des e duas
deslocagdes. Fonte: (KLEINERT, 2000).

Na fase solida de um sistema no limite termodinamico em duas dimensdes as
deslocacdes nao ocorrem de forma isolada, pois a energia para formacao de uma unica
deslocacao é proporcional ao logaritmo da area(KOSTERLITZ; THOULESS, 1973), na

forma A
E x In (A—O), (44)
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na qual A é a area do sistema e Ay € a area da célula unitaria, que € proporcional
ao parametro de rede ao quadrado. Porém, devido a presenca da temperatura finita
essas deslocacdes devem aparecer e caso estas sejam formadas aos pares, por meio
de vetores de Burgers antiparalelos, a energia se torna finita. Podemos expressar esta
condicdo matematicamente como >, b(r) = 0. De acordo com Kosterlitz e Thouless,
estes pares podem responder a uma forga aplicada e entdo reduzir o médulo de rigidez,
além disso, em temperaturas altas, os pares mais distantes se tornam instaveis e se
dissociam, de modo que a resposta do sistema ao cisalhamento se torna viscosa e
uma transi¢ao ocorre.

De forma independente, Halperin e Nelson(HALPERIN; NELSON, 1978; NEL-
SON; HALPERIN, 1979) e Young (YOUNG, 1979) utilizaram as ideias de Kosterlitz
e Thouless e as aplicaram para um sélido bidimensional na rede triangular, no qual
a dissociacao dos pares de deslocamento gerou uma fase semelhante a um cristal
liquido, em que a ordem translacional se torna de curto alcance e a orientacional decai
com lei de poténcia na direcao dos seis primeiros vizinhos, a qual é chamada de fase
hexatica. Além disso, também foram investigados os efeitos da dissociacéo de pares
das disclinacdes, as quais serdao abordadas na subsecéo seguinte, notando que isto
leva o sistema a tornar-se um fluido isotrépico.

Em seguida mostraremos como a energia das deslocagbes esta relacionada
com as equacoes de fluxo de renormalizacao, para podermos entao identificar as
fronteiras das transi¢cdes de fases de acordo com esta teoria. O hamiltoniano para o
sélido devido as deslocacées(HALPERIN; NELSON, 1978) é dado por

Hyes =— 8% Z [b(r) - b(r) |n<(|r;r’|)) N b(r) - (r—r)b(r) - (r—r’)] N

—_¢2
r?_[r/ |r r | (45)
EcY Ib(n)?,
r
no qual E; é a energia de uma deslocacéo isolada, K = - ) & 5 constante que

a2 2u+A
representa a rigidez, em que p e A sdo os coeficientes elasticos, e b(R) é o vetor de

Burgers adimensional. E possivel tomarmos o limite continuo desta equagéo,

K d2d2/ , e br) - (r=rYb(r) - (r—r
Hdes=_8__n et [b(r)-b(r)|n((|rar|))+ (r)-(r=r)b(r)- (r r)]+ )

at Ir—r/|2

d2r
Ec / — |b(r)?,
a

na qual os fatores a° e a* aparecem para garantir a dimensionalidade correta e b(r)

se torna um campo de densidade do vetor de Burgers. Além disso, por meio das
trasnformadas de Fourier obtemos o hamiltoniano abaixo,

1 [dPd—;, .; 4ir . AmQiqi\ K2
Hdes = E/W,Zjbi(q)bj(-q) [<¥5ij— andt T ?Ec(sij : (47)

q4
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Para descobrirmos a que temperatura as transicdes ocorrem se faz necessario
utilizarmos as relagdées de recursdo para rigidez(K) e fugacidade(y), também cha-
madas de equacdes de fluxo do grupo de renormalizacéo, as quais sdo obtidas por
meio da expansao até segunda ordem na fugacidade e via grupo de renormaliza-
cao(NELSON; HALPERIN, 1979)

- K(l
= Zyrne e (L0 S 2 erem, | 0] 8)
# = {2 - %1 y(l) + 2my? (1) e 1em [%] , (49)

em que / esta relacionado com a reescala do sistema tal que a distancia entre as
deslocacoes foi alterada de a para ae e utiliza-se como condicao inicial os valores nao
: _ & 4u(+A) _ aEclksT
renormalizados, K(0) = KeT 2ush e y(0) = e ¢ .
E necessario entdo calcularmos E. e para isso precisamos definir o campo de
vetores de Burgers anti-paralelos do qual faremos uso. Escolhendo a direcdo como o

vetor e, com médulo unitario, e por meio da simetria da rede triangular obtemos

V3a?
2

Podemos reescrever o campo b(r) no espacgo de Fourier,
- V3&, .. . /q-Tg
=Y 2 (- 10 51
b(a) = 5 2/)sm( 5 )e, (51)

assim como decompor o vetor e em e = sen(0)ex + cos 6ey, e parametrizar o vetor ry
por meio de um angulo a. As componentes das direcoes x e y de b(q) serao escritas
na forma

b(r) = [6(r—rp/2) =5 (r+rp/2)] e. (50)

. 2 .
be(a) = V3% (L2 cos(6) sin (ﬂ) ,
\/§2a2 q 2r (52)
o _ Y . . —0
by(q) = 5 (—2i) sin(6) sm( 5 )
Dessa forma a energia de uma deslocagao isolada sera
1 K d?q 4 | - q,2( o : axQy
Eo= 42 /B 22 ¢ [bx(Q)bx(—Q) (1 TR +2bx(q)by(-q) (— P2 )+
2 (53)
+by(Q)by(—Q)< —q—g)]

na qual a integral € realizada sobre a primeira zona de Brillouin. A equacgéao acima pode
ser simplificada,

K d2q 12 .e)2sin(q - R/2)2
E- K / 0|2 (g, -e) : (g ) (54)
161 /g7 (2m) q
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Ainda é necessario encontrar quais valores dos angulos 6 e a minimizam a energia,
uma vez que os vetores q e e possuem essa dependéncia. Ao realizar essa minimi-
zacao obtemos os valores a = 6 = /6 e Ec = 0.0200005K. Desta forma, é possivel
calcularmos a energia de uma deslocacao isolada e com o uso desta, podemos re-
solver a Eq. (48) e a Eq. (49) para K(+x) e y(+o0). Assim, calcularemos em qual
temperatura o coeficiente de rigidez K(+oo0) cai a zero abruptamente, indicando a
transicdo. Na proxima segao seréo analisados os defeitos topolégicos relacionados a
ordem orientacional.

2.4.2 DISCLINACOES

As disclinagdes séo defeitos associados com a perda da ordem orientacional de
longo alcance, embora mantenham essa ordem localmente. Este tipo de defeito, que
esta ilustrado na Figura 10, faz com que o numero de primeiros vizinhos de um sitio
da rede possa ser diferente dos demais.

:
:

A
\VAVAYAY

P,

Figura 10 — A esquerda, a particula que se encontra no sitio central possui sete pri-
meiros vizinhos e na figura a direita a particula que esta no centro possui
cinco primeiros vizinhos. Em ambos 0s casos as outras posi¢des da rede
mantém o numero de seis vizinhos. Fonte: (Ql et al., 2009)

Assim como para as deslocagdes, o custo energético de uma unica disclinagéo
aumenta de forma logaritmica com o tamanho do sistema e para encontrar a tempe-
ratura em que o sistema transiciona da fase hexatica para a fase liquida é preciso
que ocorra a dissociagao dos pares de disclinagdes. De acordo com Kardar (KARDAR,
2007), mesmo depois de ocorrer a dissociacdo das deslocacdes, as flutuacdes orien-
tacionais ainda estao correlacionadas e estas sao advindas do hamiltoniano escrito na
forma(NELSON; HALPERIN, 1979)

Hor = “ALT) / Vo) 2d?r, (55)
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na qual K4(T) é rigidez angular conhecida como constante de Frank e 6(r) = %[8,-uj(r) -
djuj(r)] representa o campo de bond-angle. Quando o sistema retorna a fase sélida,
essa rigidez se torna divergente.

O hamiltoniano completo para a fase hexatica é descrito abaixo:

2 A2 ¢!
—"6;2’4 d ;il r s(r)s(r') In

2
+ Ey / gsz(r), (56)

no qual o valor 6 é referente a simetria da rede triangular, s(r) € um valor inteiro advindo
da disclinidade em um ponto r e E; € a energia de uma Unica disclinac¢go.

A energia de uma unica disclinagdo sera calculada de forma semelhante com o
que foi feito por Nelson e Kosterlitz(NELSON; KOSTERLITZ, 1977) para superfluidos,

2
E,= In(y)/gsz(r). (57)

As equagoes de fluxo de renormalizag&o para a constante de Frank e fugacidade
encontradas na literatura(YOUNG, 1979) sao dadas por

(=1
dK'(— = 413 y2(l)

d/ (58)
dy(/) _ /
— = @2-mK'()y(l),

d/
em que K’ é a constante elastica cuja condigao inicial € dada por K’(0) = k%‘ e y segue
sendo a fugacidade, com y(0) = eF«’k8T _ Ainda é necessaria uma maneira para calcular
a constante de Frank. Essa constante, K4, a qual é proporcional ao quadrado do
comprimento de correlagéo translacional, pode ser escrita como(NELSON; HALPERIN,
1979)

Ky = 2Ec€°. (59)

Por meio desta revisao bibliografica foi possivel encontrarmos as equacoes de
fluxo do grupo de renormalizagdo a serem resolvidas numericamente, tanto para as
deslocacgdes quanto para as disclinagdes. No Capitulo 4 iremos calcular os coeficientes
de Lamé(u e A) que correspondem aos sistemas que estaremos estudando e também
buscaremos encontrar em qual temperatura a transicao sélido-hexatico ocorre, por
meio da queda abrupta de K(+o0) a zero, e quando a transicdo hexatico-liquido ocorre,
na qual a constante de rigidez relacionada as disclinagdes, K’(+oc), tem um salto
descontinuo a zero.
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3 CAMPO MEDIO A TEMPERATURA FINITA

O objetivo deste capitulo é obter a energia livre de Helmholtz por particula das
fases sdlida e liquida por intermédio do formalismo da Teoria do Funcional da Densi-
dade, calcular a funcao de distribuicao de pares por um método préprio e encontrar o
panorama do derretimento por transicées de primeira ordem para os potenciais GEM-2
e GEM-4. Para formular o estudo via DFT, na literatura segue-se um entre dois cami-
nhos: ou constréi-se um unico funcional de energia livre para o sistema, que dependa
do perfil de densidade local(p(r)), ou elabora-se separadamente um funcional para a
fase liquida e outro para a fase solida, ambos com dependéncia em p(r)(LANG et al.,
2000).

Apenas por intermédio da DFT e de aproximacdes de campo médio com um
anico funcional, ndo é possivel obter o diagrama de fases de um sistema bidimensional
de particulas cujo potencial de interacdo € o GEM-2 (ARCHER, A. J. et al., 2014),
devido a essa escolha favorecer energeticamente o sélido em 2D. Este fato se deve ao
modo com que a aproximacgao do liquido é realizada a partir deste unico funcional. Por
essa razao, optamos por trabalhar com dois funcionais distintos, partindo de principios
especificos de cada fase.

3.1 TEORIA DO FUNCIONAL DA DENSIDADE PARA UMA FASE NAO-HOMOGENEA

O solido bidimensional é categorizado como uma fase ndo-homogénea pois
seu perfil de densidade local possui dependéncia periddica com a posicao. Para anali-
sarmos esta fase, o primeiro passo sera desenvolver o funcional para a energia livre,
o qual foi encontrado no Capitulo 2 em sua forma geral tendo como Unico vinculo o
potencial de interacao ser isotropico. Em seguida trataremos a energia livre de forma
a encontra-la no espaco de Fourier, pois esta conta com uma convolugao. As andlises
que serdo feitas ja consideram o sistema com temperatura n&o nula, pois trabalho
semelhante para o estado fundamental ja foi desenvolvido por de Mello et a/(MELLO;
DIAZ-MENDEZ; MENDOZA-COTO, 2020) e no limite de temperatura nula, os resulta-
dos aqui obtidos concordam com aqueles.

Como estamos lidando com a fase soélida, é relevante definir em qual rede de
Bravais o sistema se solidifica, pois a simetria da rede deve estar presente na energia
livre e deve ser aquela que minimiza essa energia. Segundo simula¢des publicadas por
Prestipino e Saija (PRESTIPINO, Santi; SAIJA, Franz; GIAQUINTA, P, 2011; PRES-
TIPINO, Santi; SAIJA, Franz, 2014), em ambos os potenciais que foram analisados
neste trabalho - GEM-2 e GEM-4 - a rede em duas dimensdes que minimiza a energia
do sistema é a triangular. Esta simetria é inserida por meio do perfil de densidade
local, o qual por neste tratamento também considerar pequenas flutuagdes térmicas, é
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modelado pela soma de gaussianas centradas nos sitios da rede,

pr) = ned_ f(r—Ry), (60)
T 202
f(r) = We : (61)

A Eq. (60) representa a distribuicdo de densidade local em torno das posi¢des de
equilibrio da rede triangular (R; = a(ne; + me,), come4 = (1,0) e > = (—1/2,1/3/2)) e a
largura da gaussiana(o) na Eq. (61) € um parametro variacional que sera utilizado com
intuito de encontrarmos o valor minimo da energia livre para cada valor de temperatura
e densidade média.

Segundo o critério desenvolvido por Likos (LIKOS, Christos N., 2001), existem
potenciais que tém como caracteristica a possibilidade de formagéo de aglomerados,
portanto nas equacgdes acima esta contido o nimero de ocupagao por sitio da rede ne,
o qual para potenciais que ndao formam aglomerados pode simplesmente ser tomado
como a unidade. E importante notar que ndo estaremos utilizando nc como parametro
variacional, consideraremos ele apenas como numero natural maior do que zero.

Definida a rede e fixada a densidade média do sistema, podemos encontrar
uma expressao para o parametro de rede a partir desta densidade, a qual deve ser
equivalente ao numero de particulas por area da célula unitaria triangular,

2Nc
a= . (62)
V3p
A forma como o funcional da energia livre foi construido considera a conta-
gem da energia de auto-interagdo das N gaussianas e portanto esta energia de auto-

interagéo a ser subtraida na energia de excesso torna-se

NV(0) = N / dr / ar' V(e =¥ )F(nr). (63)

Considerando o funcional obtido no capitulo anterior, a energia de auto-interacao
como a Eq. (63), assim como o perfil de densidade local apresentado nesta secao, esta
bem definido o funcional da energia livre que iremos utilizar.

Flp(r)] =;—3 [ droinlom?1 =11+ 5 [ dr [ a2 Vie-rorptr)

(64)
—N/dzr/dzr’V(|r—r’|)f(r)f(r’).

Em relacéo a parte energética, o segundo termo da Eq. (64) € uma convolucao,
portanto é Util reescrevé-lo em termos das transformadas de Fourier de V/(|r—r/|), p(r)

e p(r), 1

2(2m)2

| @ v19pp. (65)
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A definicdo da transformada de Fourier de uma funcédo F(r) e de sua transformada
inversa que foram utilizadas neste trabalho sédo indicadas pelas equagdes abaixo,

= / dr e *TF(r)
(66)

1 iker g
FiN = oz / dk KT E (k).

Visto que p(k) é a transformada do perfil de densidade local, pode-se obter uma
expressdo em termos da transformada das gaussianas em f(r), ?(k),

= ne(2m? > HK)6(k - eqa—2mn)S(k - epa—2mrm), (67)

4
V3a
e’1 = (V3/2,1/2) e e’2 = (0,1). Com a insercao desta expressao na Eq. (65), obtemos

na qual a soma é realizada pelos vetores da rede reciproca, kmn = (ne1 +me2) com

2

2
1 / d?k V(K)p(K)p(—k) _Ne(2m) / d?k V (k) x

2(21r)2

2
(Z f(|Kmn)8(Kmn - 18— 2mn6(Kmn - €0a— 21Tm)> x

m,n
(Z FIKmol)6(Kimn - €12~ 2i)5 (Ko - €22 2m‘>)
i

1 ( 2 )2 ) ¢ 22
= nCAZ V(Ikmnl)f<(Ikmnl),
2\v/3a2 m,n

(68)

na qual utilizamos que f dk 62(k) (2¢\r)4' De forma andloga, calculamos o terceiro
termo de (64), fazendo uso de que a transformada de Fourier da funcao f(r) € descrita

por (k) = e7k0°/2,

(2;)2 / o2k V(k)e Ko, (69)

Os dois termos calculados acima representam a parte que envolve a energia de
nosso sistema, que juntos tém a forma

2 - 72 N 20 /1 o—k202
E=p A%; V(IKmnl)f=(Ikmnl) (2n)2/d kV(kje™ 7, (70)

na qual foi utilizada a Eq. (62) para obter p2. Desta maneira, a parte devida a energia
por particula na energia livre por particula se torna

_ 1 2 —k202
—pZV|kmn| (k)= 555 | 2k Vil 1)
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Essa energia livre pode ser adimensionalizada pelo parametro de rede a, em respeito
as variaveis em unidades de comprimento,

=p > V(IKmnl) P (kmnl) -

m,n

(72)

naqual6=2, k=kaep=pa

O primeiro termo da energia livre na Eq. (64) € referente a parte entropica,
e pode ser simplificado ao se considerar a integragdo ndo por todo o espago, mas
apenas pela célula unitaria da rede(A4), multiplicando-se a integral pelo numero de
células unitérias Ny

TAS = /1—3 / d2rp(r)[|n(p(r)/\2> —1} - % | d2rp(r)[ln(p(r)/\2) —1}. (73)

A divisdao de N, pelo numero de particulas resulta no inverso da area da célula
unitaria, que consiste em um tridngulo equilatero de lado a, multiplicada por p_1
Ny 1 2
N~ A ne
Portanto, efetuaremos a divisdo do termo entrépico pelo numero de particulas para
facilitar o desenvolvimento do calculo e também pelo objetivo final ser encontrar este
termo por particula,

TAS 2 5 5
N "o A1d rp()[ (p(r)/\ )—1]. (74)

Em seguida, reescalaremos as variaveis do sistema, r, R; e o, em unidades do
comprimento caracteristico da rede para torna-las adimensionais. O perfil de densidade
local é descrito por

P =53 5z e | -0 (75)

no qual as variaveis estdo em termos de a, na forma x = Z. Entéo, fazemos uso da
equacao acima para reescrever a parte entrépica em variaveis adimensionais

(F- R))?
[_ 252 }X

TAS 2a 4257 e Z

N nc,8 A 1702

(76)
(n{% S e [- 217} 0)

em que Ay = A¢/a°. E Gtil definir um perfil de densidade adimensional, p+(F) = Z-p(F),
para entdo obter

TAS 2 o V3 -
N5l d2F p1( )[m(?m(r)) +1n (p/\2>—1], (77)
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Como os dois Ultimos termos ndo dependem da distancia radial adimensional, r, e a
integral na célula unitaria de p4(r) é igual a %

TAS 2 . (V8 1 o
N sk d?F p4(F)In <7p1(r)> +E{In(p/\ ) —1]. (78)

Renomeando a fungao fj1 d2fp1(i')|n<§p1(f)) = S4(0) e substituindo os termos
entrépico e energético que foram calculados na energia livre, encontramos esta para o
estado solido bidimensional na forma adimensional,

32 1 20 iy k32 2o n
R =P 3 Vil ) = 5 [ Pkt + 250 n

o)1

A energia livre por particula depende da temperatura, densidade, do numero
de ocupagao por sitio da rede e da largura das gaussianas (o). Para determinar essa
largura, a cada par de temperatura e densidade é feita uma minimizagao da Eq. (79) em
relacéo a o. Nota-se que os calculos aqui desenvolvidos nao especificaram o potencial
de interacdo, mantendo a premissa de que 0s Unicos vinculos que esse possui sao a
existéncia de sua transformada de Fourier e ele que seja isotrépico.

Em aproximacgdes de campo médio, assume-se que o sistema estard em uma
fase homogénea no limite 0 — oo, pois desta maneira ndo havera mais o ordenamento
periddico das particulas devido ao desvio em relagdo a posicao de equilibrio se tornar
grande. Contudo, ao utilizarmos este método, a energia livre do liquido para o potencial
GEM-2 retorna valores maiores do que a do solido em todo o dominio de temperaturas
e densidades considerados, ndo sendo possivel obter o diagrama de fases, visto que
a fase fisica é aquela cuja energia € minima. Prosseguimos entao com a construcéo
de uma energia livre para o liquido.

3.2 DFT PARA A FASE DE FLUIDO HOMOGENEO

Na secao anterior foi explicitada a necessidade de tratarmos as fases com
funcionais distintos, portanto, nesta secéo, o funcional da energia livre da fase de fluido
homogéneo sera calculado partindo da equacéao (15), obtida por meio da DFT, fazendo
uso também do que foi apresentado na se¢éo de teoria dos liquidos para a correlagao
que aparece no funcional.

A energia livre, assim como na secao anterior, pode ser expressa por meio da
soma entre a parte ideal e a parte de excesso,

N
Fiig = Fid + Fext = 5 In /O/\2 / d?rv(r) (80)

B
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na qual a parte de excesso € calculada do mesmo modo utilizado para a energia
interna do fluido na Eq. (23) e a parte ideal é referente a um sistema homogéneo com
densidade p no ensemble candnico. A energia livre por particula para o liquido sera

Fii 1
# -3 In(p2) + g / APrv(r)g(r). (81)

Podemos adimensionaliza-la em termos do paréametro da rede a,

% - % |n(p/”\2) + g / d2FV () g(F). (82)

Nota-se entdo que o funcional para a energia livre do liquido ndo possui mais
dependéncia direta com o perfil de densidade local, uma vez que para a parte entrépica
foi considerada a homogeneidade do sistema, p(r) = p, € o termo energético é escrito
em termos da fungéo de correlacao de pares, que também sé pode ser escrito desta
forma pelo fato de o sistema ser homogéneo.

Além de precisarmos utilizar a densidade média e temperatura como entrada
na energia livre por particula, é necessaria também a fungéo de correlagdo de pares.
Um dos procedimentos utilizados na literatura para calcula-la consiste em fazer uso do
potencial quimico constante, incidindo no ensemble grande candnico, com intuito de
determinar - por meio também de aproximagdes para a energia livre de excesso - 0
grande potencial e minimiza-lo em relacao ao perfil de densidade local, para encontrar
p(r) no equilibrio, além disso se faz uso do método de Percus para relacionar a fungéo
de distribuicao de pares, o perfil de densidade local e a densidade média. Desta forma
foi possivel obter uma equacgéo transcendental dada pela Eq. (37) para a g(r) no
capitulo anterior. O célculo dessa fungéo é feito de forma numérica com o uso de um
método iterativo.

O método escolhido foi o de Picard(HUGHES; THIELE; ARCHER, Andrew J.,
2014), o qual consiste em iterarmos a Eq. (83), na qual supomos o valor inicial da
fungdo de distribuicdo de pares como sendo gg(r) = exp{—BV/(r)} - pois seria o passo
seguinte se considerassemos como ponto de partida o caso mais simples, que é o
de particulas nao correlacionadas(g(r) = 1), até encontrarmos convergéncia e a cada
iteracdo incluimos uma porcentagem da g(r) do passo n para o passo n+ 1.

Gner () = Mexp(-BV(F) — pB / ¥ [gn(r) — 11V(r ¥}

+ (1 =m)gn(r),

(83)

com m = 0.001 e a convergéncia é dada pela integral do médulo da diferenca entre
os dois passos sendo da ordem de 1072, Este artificio foi implementado na linguagem
de programacéo C e portanto as integrais sao calculadas de forma numérica tornando
entdo importante o papel do tamanho do sistema. Por outro lado, € importante notar que
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0s potenciais a serem analisados neste trabalho sdo advindos de fungdes exponenciais,
as quais tendem a zero em distancias da ordem da unidade.

Para o potencial GEM-2 este artificio funciona muito bem em diferentes densi-
dades, como é possivel observar na Figura 11, a g(r) assume o valor da unidade em
distancias grandes o suficiente da origem. E possivel notar também o fato de que ndo
hé& particulas sobrepostas na posigéo zero e que conforme a densidade aumenta, mais
proximas estas ficam - diminuindo o parametro de rede, como é esperado.

Este método funciona melhor do que seria esperado pois se mantém estavel
até mesmo em densidades nas quais o sistema se encontra na fase solida.

1.4
1.2
1.
< 0.8
k=)
0.6 — p=0.10
0.4 — p=0.20
0.2 p =0.40
— p=0.60
0.
0 1 2 3 4 5 6

~

Figura 11 — Grafico da fungéo de distribuicao de pares no potencial GEM-2 para tem-
peratura T=0.03.

A funcao de distribuicao de pares com potencial de interagdo dado pelo GEM-4
calculada desta maneira apresenta regioes de instablidade para valores de tempera-
turas e densidades muito baixas. Apesar disto, para densidades acima de p = 0.4
e temperaturas nas quais o sistema se encontra na fase liquida, a g(r) tem o com-
portamento esperado. Por exemplo, em densidades altas e em regides proximas da
fronteira entre as fases liquida e solida com numero de ocupagéo nc > 1 encontra-se
um comportamento explicado pela classe do potencial, que é a formagédo de uma fase
liquida estruturada, com picos que nao convergem rapidamente a unidade, como é
possivel observar na Figura 12. Além disso, nota-se que na origem a g(r) nao € nula,
existindo a possibilidade de sobreposicao de particulas.

Como para temperaturas e densidades muito baixas ocorrem instabilidades nas
funcbes de correlacéo, isto repercute ao construirmos o diagrama de fase, ndo sendo
possivel calcula-lo para densidades menores do que p = 0.4. Somando isto ao custo
computacional para calcular cada g(r) em sistemas que interagem por meio do poten-
cial GEM-4 ser alto quando comparado com o GEM-2, foi necessério desenvolvermos
um método secundario para o calculo da g(r).
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Figura 12 — Gréfico da funcao de distribuicao de pares no potencial GEM-4 para tem-
peratura T=0.20.

3.2.1 METODO DA MEDIA DO PERFIL DE DENSIDADE

As instabilidades encontradas para intervalos de temperaturas e densidades
baixas aparecem por meio da funcao de distribuicdo de pares de modo que ela nao
converge a um, mesmo considerando o tamanho do sistema cada vez maior. Ao invés
disso, ela apresenta um comportamento nao-fisico, que € o seu crescimento com o
tamanho do sistema. Portanto, o método que sera desenvolvido nesta secdo busca
resolver este problema ao separar o sistema em duas areas e encontrar uma forma
distinta de obter uma expressao para o potencial quimico. Consideraremos o sistema
como constituido por duas areas circulares concéntricas, com o intuito de que p(r) se
torne a densidade média, a qual € uma constante, a partir de certa distancia grande o
suficiente da particula de referéncia. Tomaremos uma area circular interna de raio Rj,
na qual o perfil de densidade podera oscilar e a area complementar a esta de raio Rj,
na qual consideraremos que p(r) ja € a constante previamente mencionada. Por meio
deste mecanismo e da minimizagdo do grande potencial, espera-se obter a funcéo de
correlacado g(r) para podermos calcular a energia da fase liquida. Para encontrar o
melhor valor de R;, sera feito o célculo numérico da energia e comparados os valores.
Esta comparag&o se encontra na segéo seguinte.

Descreveremos entdo o perfil de densidade local como a soma

p(r) = pin(r) + pext(r), (84)

sendo que para r < Rj,, pext(r) = 0 e para r > Rj, tem-se p;,(r) = 0. O indice in
representa a parte pertencente a area interna e ext representa quantidades ligadas a
area externa.

A partir do grande potencial que consta na Eq. (29), substituimos o perfil de den-
sidade como soma para todos os termos e separamos as integrais nos dois intervalos,
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com excec¢ao do primeiro termo por ser um termo que nao é local,

1
=5 [ 0r [ o V(r=rDoispin(r) + pext [ ot [ a2 Vile=rpiptn
A A A A
2
+@/ d2r/ d?r V(|r—r/|)+/ d°r V(")Pin(")"‘Pext/ oPr V(r)
2 JA A An Acxt

o [ dPr =y [ aPron(n) +E2 [ dPrin(pgen?) -1
Aext Ain B Aext

. % /A  Prpielin(pinn?) 1),
(85)

no qual pext = p € A= Aj, + Aext € a &rea total do sistema. Podemos separar as trés
primeiras integrais entre as areas interna e externa dessa forma encontrando também
termos nulos, assim como calcular as integrais cujo integrando nao tem fungdes com
dependéncia radial.

Qo= 5 [ o || o7 ViIr=r piielointt) +p [, o [ P ViIr=r oitr)

pgxf/ d2/ d?r V(jr— /d2rv )oin(r +p/ d?r V(r)
ext
— ppAcxt— / oPr pin(r) / Prpin()In (pin(12) ~1]

+ %[m (p/\2> —1])Ays.

(86)

Com o grande potencial calculado, podemos agora minimiza-lo em relagcéo a pj,(r)
para obtermos uma expressdo que condiz com p;,(r) no equilibrio, de forma que a
sua média seja igual a densidade média do sistema. Essa minimizagao nao é feita em
relacdo a pey; pOis ele € inserido como a densidade média.

6Qpjn(r)]

In /\2 =
6pm lPA°] =

(87)

/d2’ V(lr—rDpin(r +p/ o2r V(Jr—r ')+ V(1 p+ﬁ

podemos entdo isolar pj(r),

pilt) = g oo =PV [ o¥ Vir=rhpit)=p [ o Vir=r'p .
(88)
Para obtermos p, utilizamos o calculo da densidade média, inserido na area de
raio R;,. Para isto, fazemos uso do vinculo

/A d?rp(r) = Ao = N, (89)
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0 qual € obtido por meio da integral da definicdo de p(r) na Eq (22). Caso incluissemos
na média a area externa neste calculo, ela ndo contribuiria para encontrarmos u pelo
fato de que a densinsidade ja ser uma constante em todo r.

fA,,, l‘p,n
B fA,ndz"

/ d2rexp{ —BV(r) ﬁ/ PP V(r—r'|)pjn(r ﬁ/ d?r' V(| |)p}

/n/\2

pode-se ento isolar a exponencial de Sy,

ePH — PAin N2

Ja d2rexp{—,8v B [, PEV(Ir =t Dpin(t ) = [4_ d2FV(r=r'|)p )}
(91)

Retornando este resultado na equacéo integral (88), obtemos

Ainp exp{-BV(1)=P [4, A2 V(r =t Dpint ) =B [, o2 V(r=r'l)p |
[, 021 exp{—ﬁv B [, FV(Ir=t"Npjn(t) =B [4_ 20 V(r—r |)p}
(92)
Com a expresséo advinda do método de Percus, p(r) = pg(r), encontramos uma equa-
cao integral para a funcéo de correlacéao

Ainexp{=BV())=Pp [, a2 V(Ir =t \gin(r ) = Bp [a,,, a2 V(Ir—r ')}
[a, d2r exp{—ﬁV ~Bp [a, APrV(r=rt')\gin(r ) =Bp [, d?F V(Ir—r’I)}
(93)
Para solucionarmos a equacéao (93) também faremos uso do método iterativo
de Picard, nas mesmas condi¢des apresentadas na subsecao anterior, porém agora
solucionando

Pin(r) =

gin(r) =

mhZ, exp{-BVI(r)Bp [ dF' V(Ir—r ))gn(r ")}
m
2m [ rdr exp{-BV(r)=pp [ d?r'V(Ir=r gn(r ")}

na qual juntamos as integrais que antes estavam separadas em area externa e interna,
pois pela maneira como definimos p(r), é equivalente escrever de qualquer uma destas
formas, embora o calculo computacional tenha sido feito com o cuidado necessario.

A diferenca entre o método citado da literatura e este que construimos se d&
na forma com que o potencial quimico é encontrado e na separagao das areas como
garantia de que para raios grandes a funcao de distribuicao de pares ja tenha conver-
gido a unidade. Enquanto aquele que foi apresentado no Capitulo 2 faz uso de outras
aproximagodes para encontrar u, nesta se¢do utilizamos o vinculo dado pela Eq. (89).
Esse novo método trouxe a vantagem da possibilidade do calculo para diagrama de

+(1—m)gn(r), (94)

9n+1 (I’) =
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fases do potencial GEM-4 até a origem, resolvendo o problema das instabilidades,
além de ser computacionalmente vantajoso pois reduz consideravelmente o tempo de
calculo da g(r) neste potencial.

Faremos entdo uma andlise comparativa entre os dois métodos de calculo para
a funcao de distribuicdo de pares: os apresentados nesta secdo e os apresentados
capitulo 2, via Eq. (37). O valor que avaliaremos sera a parte energética por particula
do funcional para a fase liquida - pois esta resulta do valor da fungao de distribuicao
de pares por meio da Eq. (25) - e se ha impacto nesta com variacdo no tamanho do
sistema, assim como o custo computacional de cada método, medido por meio do
tempo em segundos necessario para o célculo energia.

A notacao utilizada nas tabelas comparativas abaixo designa de método 01
aquele apresentado no capitulo referente a revisao bibliografica e método 02, o método
da média do perfil de densidade, que foi desenvolvido neste trabalho. O aumento do
tamanho do sistema é quantificado pelo raio da area ocupada por este, pois a g(r)
é calculada para um sistema homogéneo e isotropico, portanto a integral da Eq. (25)
sera realizada em coordenadas polares com dependéncia no raio da area total do
sistema.

3.2.1.1 COMPARAGCAO PARA O POTENCIAL GEM-2

Método Raio Energia Tempo Método Raio Energia Tempo

01 10 0.023163 8.35 01 10 0.807824 57.56

02 10 0.023640 17.53 02 10 0.808597 18.00

01 15 0.023163 33.80 01 15 0.807824 70.28

02 15 0.023380 37.82 02 15 0.808225 38.75

Tabela 1 — Andlise da funcao de distri- Tabela 2 — Anadlise da fungéo de distri-

buicdo de pares em T = buicdo de pares em T =
0.08 e p = 0.1 para o po- 0.03 e p = 0.8 para o po-
tencial GEM-2. tencial GEM-2.

Nota-se que para este potencial os dois métodos concordam até a segunda casa
decimal e que o aumento do tamanho do sistema nao gera alteragcdes significativas na
energia. Além diso, através da Figura 13 é possivel verificar que os métodos convergem
aos mesmos valores para a g(r). O custo computacional de ambos os métodos para o
GEM-2 ¢ baixo e similar, sendo portanto equivalente usar qualquer um entre os dois
para o calculo do diagrama de fases.

3.2.1.2 COMPARAGCAO PARA O POTENCIAL GEM-4

Para este potencial é visivel a diminuicdo no valor da energia que o método da
média do perfil de densidade implica, assim como a reduc¢ao do custo computacional.
Mesmo com o aumento da area, os valores de energia de um mesmo método con-
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Figura 13 — Comparacao entre os métodos para o potencial GEM-2. Os parametros
utilizados foram T=0.06, p = 0.4 e R = 10.0.

Método Raio Energia Tempo
01 10 0.751963 793.84
02 10 0.715402 853.32
01 15 0.752760 4056.49
02 15 0.714922 4415.25

Método Raio Energia Tempo
01 10 0.747877 301.16
02 10 0.744625 207.63
01 15 0.746505 1706.68
02 15 0.742911 1633.33

Tabela 3 — Analise da funcéo de distri-
buicdo de paresem T = 0.1
e p = 1.0 para o potencial

Tabela 4 — Analise da fungéo de distri-
buicdo de pares em T =
0.15 e p = 1.0 para o po-

GEM-4. tencial GEM-4.
Método Raio Energia Tempo
01 10 1.943090 1005.69
02 10 1.904679 660.39
01 15 1.943688 7298.35
02 15 1.903393 3932.98

Tabela 5 — Analise da funcdo de distribuicdo de paresem T = 0.2 e p = 2.0 para o
potencial GEM-4.

cordam até a segunda casa decimal em ambos 0s casos, 0 que indica que o efeito
de borda do sistema é baixo para os raios avaliados. Nota-se também que para bai-
xas densidades, como indicado pela Tabela 3, o custo computacional do método 01
€ mais baixo, porém os valores da energia seguem sendo maiores do que aqueles
obtidos pelo método 02. Na Figura 14, é possivel notar a diferenca entre as funcoes
de distribuicao de pares.

O uso das funcdes de correlacdo permitiu a construcdo do diagrama para o
potencial GEM-2 enquanto que para o GEM-4, a aplicagdo do método desenvolvido
neste trabalho para calcular a g(r) aproximou as fronteiras de transi¢cdes do que é
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-------- Método 1
6. —— Método 2

Figura 14 — Comparacao entre os métodos para o potencial GEM-4. Os parametros
utilizados foram T=0.2, p =2.0 e R =10.0

previsto por Prestipino(PRESTIPINO, Santi; SAIJA, Franz, 2014), melhora esta que
serd mostrada na sec¢éao referente ao diagrama de campo médio do potencial GEM-4.

3.3 DIAGRAMAS A NIVEL DE CAMPO MEDIO

Com a energia livre por particula do sélido calculada na primeira se¢cao por meio
da teoria do funcional da densidade e campo médio(MF DFT), é possivel minimiza-
la em relacdo a largura da gaussiana para cada par de valores de temperatura e
densidade assim como para cada valor inteiro do numero de ocupacao nc. Desta
forma obtemos valores numéricos da energia livre para cada nimero de ocupagao.
Para o liquido, desenvolvemos a F/N na segunda sec¢ao e construimos métodos para
computarmos a energia por meio da g(r) para cada par de temperatura e densidade
ao longo deste capitulo. Nos diagramas das se¢des seguintes foi utilizado o0 método
desenvolvido neste trabalho para obter os valores para g(r).

Para calcularmos os diagramas de fases, serdo comparadas as energias livres
do sélido e do liquido em sua forma adimensonal ponto a ponto, para entao encontrar
qual possui a menor energia, sendo portanto aquela que representa o sistema fisico.

3.3.1 DIAGRAMAS DE FASES MF DFT GEM-2

Para o potencial GEM-2, é possivel calcular o termo de auto-interacao analica-
mente, pois este tem forma gaussiana assim como a fungéo f(r),

1

- 95
1+ 452 (95)

/ oF / dF V(F —F|) (B F)

O diagrama de fases obtido pelos metddos de campo médio e teoria do funcional

da densidade, representado pela Figura 15, apresenta o comportamento previsto para
potenciais cuja transformada de Fourier é positiva em todo o dominio na categorizacao
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de Likos(LIKOS, C. N. et al., 2001), que é o do melting reentrante com temperatura
maxima para solidificagéo.

0.06

0.05¢
FASE LIQUIDA

0.04;

= 0.03

0.02f

SOLIDO 2D

0.01f

0.2 0.4 0.6 0.8

P

Figura 15 — Diagrama densidade-temperatura de campo médio para o potencial GEM-
2.

Como mencionado anteriormente, os dois métodos apresentados neste trabalho
para o calculo da funcao de distribuicdo de pares quando aplicados para o potencial
GEM-2 sao equivalentes até boa aproximagéo e portanto geram o mesmo diagrama
de fases. A partir do diagrama de campo médio, para obtermos o comportamento das
transicoes de fase de primeira ordem é necessario resolvermos o sistema formado
pelas equacgdes (41) e (42) para cada temperatura e intervalo de densidade, utilizando
os funcionais referentes a cada fase desenvolvidos neste capitulo. Como para este
potencial ndo é possivel a formacédo de aglomerados, o sistema de equacdes citado
acima foi resolvido apenas para coexisténcia entre o liquido e o sélido com n¢ = 1.

Assim como no diagrama de campo médio apresentado na Figura 15, é pos-
sivel notar a reentrancia da fase liquida até uma temperatura proxima de 0.06. Na
literatura pode ser encontrado o diagrama de fase temperatura-pressédo obtido por
meio de simulagdes, nos quais a temperatura maxima de reentrancia esta em torno de
0.011(PRESTIPINO, Santi; SAIJA, Franz; GIAQUINTA, P., 2011), sendo assim, existe
a possibilidade de a transicao ser mediada por defeitos topologicos e também percebe-
se que os métodos aqui aplicados capturam o comportamento qualitativo do sistema,
mas ainda podem ser aprimorados por superestimarem as temperaturas de transicao.

3.3.2 DIAGRAMAS DE FASES MF DFT GEM-4

Para este potencial, a auto-interacao precisa ser integrada numericamente uma
vez que nao é possivel realizar o célculo da integral analiticamente. O diagrama para
o GEM-4, exibe também o comportamento esperado, que € o da formagéo de sélidos
em duas dimensdes com numeros de ocupacao maiores ou iguais a que um. Neste
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Figura 16 — Diagrama de fases temperatura-densidade para o potencial GEM-2. Em
azul(cor escura), o sélido bidimensional, em amarelo(cor clara), esta a
coexisténcia entre o sélido e o liquido e em branco esta representada a
fase liquida.

caso, existe diferencga entre utilzar o método de calculo para a g(r) desenvolvido neste
capitulo e aquele advindo da literatura, pois este gera melhores resultados que o ante-
rior, permitindo que descrevamos o diagrama de fases até a sua origem, contemplando
temperaturas e densidades baixas, o que pode ser visto na Figura 17, na qual Sd2n é
0 solido em duas dimensdes com numero ocupagao ne.

0.25
FASE LIQUIDA
0.2}
0.15}
= Ss2d5
0.1 S2d4
S2d3
0.05}
S2d2
/szm\
0.5 1. 1.5 2. 2.5
o)
Figura 17 — Diagrama densidade-temperatura de campo médio para o potencial GEM-

4.

As linhas curvas representam a fronteira entre a fase liquida e as fases sélidas
com numero de ocupagao n e as linhas retas s&o os limites entre estas fases sdlidas.
Nota-se na figura abaixo a discrepancia que os métodos para o calculo da g(r) geram
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entre os diagramas a nivel de campo médio para o potencial GEM-4, na qual o eixo
referente a densidade nédo é descrito até a origem pois a partir de p = 0.4 o diagrama
advindo do método 01 possui instabilidades.

0.25

0.2}
0.15f
0.1}

0.05 /\

0.5 1. 1.5

Figura 18 — Em verde, as fronteiras entre os sélidos e o liquido para g(r) obtida por
meio do método 01 e em azul, estas obtidas por meio do método 02. Em
tracejado estao as fronteiras entre os sélidos.

Apenas por meio deste tipo de diagrama nao é possivel afirmar qual o tipo da
transicéo de fase que ocorre, portanto prosseguiremos nesta secdo com a analise de
transi¢cdes de primeira ordem. Para o potencial GEM-4, além da coexisténcia entre so-
lidos e o liquido, é possivel encontrar a coexisténcia entre fases sélidas com diferentes
nameros de ocupacao e retas de coexisténcia entre trés fases, como consta na figura
abaixo. Portanto, o diagrama tem as seguintes regides: Sn com coloracao amarela
para fases sélidas em 2D puras com numero de ocupagéo ng, S(nq4 + no) e coloragéo
azul para coexisténcia entre duas fases soélidas com n¢ distinto, L + Sn com coloragao
verde para coexisténcia entre liquido e s6lido com numero de ocupacao n¢ € a fase
liguida em branco.

Na Figura 19 nota-se que esta abordagem a nivel de campo médio com au-
xilio das fungdes de distribuicao de pares capturou ndo somente o comportamento
qualitativo do sistema mas também esté proxima dos pontos provenientes de simula-
¢6es(PRESTIPINO, Santi; SAIJA, Franz, 2014; CENCI, 2021).

Desta forma analisamos o comportamento dos dois potenciais para transi¢cdes
de primeira ordem por meio dos métodos desenvolvidos neste trabalho e o passo
seguinte é o estudo referente as as transicées de fase topoldgicas, por meio das
equacoes de fluxo de renormalizacao e célculo dos coeficientes elasticos, para entao
encontrar qual cendrio ocorre em cada intervalo dos diagramas.
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0.2
0.15} FASE LIQUIDA
L+S4
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S(1+2) s3
s2
0 0.5 1 1.5 2 2.5

Figura 19 — Diagrama para o potencial GEM-4. Em azul(cor mais escura), esta a coexis-
téncia entre os sélidos bidimensionais de diferentes numeros de ocupacao;
Em amarelo(cor mais clara), as fases puras dos sélidos; Em verde as coe-
xisténcias de sélidos com o liquido e na cor branca esta a fase liquida. Em
cinza, pontos advindos de simulagdes feitas por Prestipino(PRESTIPINO,
S.; SAIJA, F, 2014).
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4 DERRETIMENTO MEDIADO POR DEFEITOS TOPOLOGICOS

Com o uso da teoria de campo médio, foi possivel calcularmos diagramas de
fase de transi¢coes de primeira ordem tanto para o potencial GEM-2 quanto para o
GEM-4. Porém, apenas esta teoria nao descreve corretamente as transicoes de fase
previstas na literatura para estes potenciais. Por meio de simulacées (PRESTIPINO,
Santi; SAIJA, Franz; GIAQUINTA, P.,, 2011; PRESTIPINO, Santi; SAIJA, Franz, 2014),
sabe-se que para tais potenciais existe a possibilidade de transicao do tipo KT. Portanto,
faremos uso da teoria KTHNY, apresentada no Capitulo 2, para encontrar transicdes
mediadas por defeitos topoldgicos - as quais sdo do tipo KT - e entdo obtermos em
quais intervalos cada tipo transi¢cao ocorre para os potenciais GEM-2 e GEM-4.

Os diagramas que calcularemos identificam apenas a fronteira da transicao
sélido-hexatico, pois o intervalo entre a fronteira sélido-hexatico e hexatico-liquido é
infima quando comparada com os outros valores do diagrama e por este motivo, n&o foi
possivel de ser computada dentro de nossas analises. Entao, o sistema de equacoes
que iremos solucionar sera aquele referente as deslocacgoes,

1 ]
% _ 3?TT y2(1)eK 8 {%} _ %TTT y2(1)eK /e %] (96)
YD~ 2T | v+ 2myPneremy [0, 97)

o qual ja foi indicado nas Eqgs. (48) e (49). As condices iniciais para esse sistema sao
dadas por K(0) = 7(%27-4’52’3) e y(0) = e Ec/ke T entdo nota-se que estas requerem os
valores dos coeficientes elasticos, da energia de deslocacao isolada, Ec, cujo valor ja
foi calculado no Capitulo 2 como sendo 0.0200005K, em que K é a rigidez, e também
valores de temperatura e do parametro da rede, o qual depende da densidade. A
solucao deste sistema para K(/) resulta na rigidez renormalizada, K(+oc), € € por meio
desta que, para cada densidade, obtemos a transicao através da queda abrupta do
valor de K(+o0) a zero em func¢ao da temperatura.

A secéao seguinte sera dedicada a obtermos uma maneira para calcular estes
coeficientes, fazendo uso da parte energética do funcional para o sélido encontrado
por meio teoria do funcional da densidade, para entao ser possivel solucionarmos o
sistema de equagdes acima e construirmos os diagramas de fase comparando ambos
os tipos de transigao.

4.1 CALCULO DOS COEFICIENTES ELASTICOS

Para encontrarmos em quais intervalos de temperatura e densidade as transi-
cbes de fase mediadas por defeitos topoldgicos ocorrem, € necessario calcularmos
os coeficientes elasticos do sistema, u e A, pois estes coeficientes aparecem como
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condi¢des iniciais para utilizarmos as equacoes de fluxo de renormalizacéo. Esta se-
cao sera dedicada a obtermos expressdes para os coeficientes a partir do funcional
de campo médio para a energia dos sélidos no espaco de Fourier e também serao
incluidas flutuacoes no perfil de densidade por meio do campo de deslocacgdes.

O funcional utilizado ao longo deste trabalho para a parte energética do sélido
bidimensional € dado por

Hip(n] = 5 [ 0Pr [ o Vie—r)prolt), (98)

e de acordo com a forma que definimos o perfil de densidade, inserindo efeitos da
temperatura por meio da soma de gaussianas, € possivel reescrevermos a equacao
acima como

1
H = 5/arzr/dzr’V(r—r’)nCZf(r—r,-)nch(r’—rj-)
/ J
]
- EnEZ/dzr/d2r’V(r—r’)f(r)f(r’+r,-—rj-),
1]

na qual nc € o nimero de ocupacgao por sitio na rede. Ao considerarmos um potencial
efetivo, o funcional pode ser escrito na forma

(99)

1
H=5 D Veslri—t)), (100)
inj

na qual o potencial citado é dado por

Ver(ri—rj) = ng/dzr/dzr’V(r—r’)f(r)f(r’+r,-—rj). (101)

Consideraremos agora as posicoes r; e rj COMO 0S sitios da rede somados a um
campo de distor¢oes, r; = R; + u(R;), no qual R; sédo os vetores da rede triangular
(R; = a(neq + me,), com e = (1,0) e e> = (-1/2,1/3/2)), de modo que obtemos um
funcional para a energia interna coarse-grained e entdo desta maneira este se torna

1
H = EZ Ver(Rj —R; + u(R)) —u(R))). (102)
i#
Para encontrarmos os coeficientes elasticos estaremos considerando temperaturas
finitas, porém baixas o suficiente de modo que é possivel realizar a expansao na forma
abaixo.

H=y > VerlRj-R)
I’j
e 25 {0 Ver (R~ R) (R — u(Ry) + 0 Ve (R Ry)(uy (Ry) — iy (R))}
i
(103)
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b O 2108 Ver(Ri = Ry)(ux(Ri) = ux(Ry)? + 08 Ve (R; ~ Ry)(uy (Ry) - y (R))?
ij

+5 Z Ix,y Ver(Rj — Rj)(ux(R)) — ux(R)))(uy(R;) — uy(R))}.
Ij
O segundo e terceiro termo, lineares em u;(R;) — ui(R;), podem ser somados por i e j
sem restricdes pois para i/ = j a diferenga entre 0 campo u vai a zero e 0s termos com
i # j se cancelardo aos pares. Por conveniéncia, escreveremos a equagao anterior no
espaco de Fourier, calculando cada conjunto de termos separadamente. Iniciaremos
pelos termos que estao na forma

% >_f(Ri—R))(u(R) - u(R;)), (104)

na qual a funcao f é referente as derivadas de segunda ordem aplicadas ao potencial
efetivo. A transformada de Fourier em uma rede triangular infinita é definida como

2 2Kk .
ufry = V32 [ e i,
2 J (2mp? (105)
(k) =y e Tiy(r))
i
e entdo podemos retornar isto na Eq. (104), obtendo
d dy/ . .y . o
133 Z/ a k d k I_Rj){elk'Rielk 'R,‘_Zelk~R ik’ Rl+eIkRjelk R/}l:/(k)[/(k,)
(106)

Entretanto, nota-se que as somas do primeiro e do ultimo conjunto de exponen-
ciais da equagao acima multiplicados pela funcao f(R;—R;) podem ser reescritas como

ij Ji
Em seguida apresentamos a relacao, que é referente a transformada de Fourier na

rede triangular,

. 2
31 R 2 g 2T (108)
e aplicamos essa relacédo a Eq.(107), obtendo
5(k + k') f(k + k') (2m)?. 109
\/—32 6( )( )(2m) (109)

O préximo termo da Eq. (106) que reescreveremos tem a forma

. 2(2m)?
f(R; — R LS Ri+ik'-R; f(R o'k Ri+ik: R;+ik’-R; - f(k Sk + k' 110
Z, Z (0 5z S+ K. (110)
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na qual foi utilizada a relagao presente na Eq. (108). Portanto, a Eq. (106), referente
aos termos quadraticos na diferenga entre as componentes do campo de deslocagoes,

€ descrita no espaco de Fourier na forma:

2 2 N
%<\/§a )/(d i U(K) (k) (2f(0) — 2f(K)). (111)

2 21)2

Para o ultimo termo da Eq. (103) faremos um procedimento similar ao anterior,

obtendo

% >_ f(Ri=R)(ux(Ry) - ux(R)) (uy (Rj) - uy (Ry))
242 !
2 (§82> / %E’X(k)"y(”){z?(k +K)(k+ K) —2F(R)sk +K))  (112)

2 .
2/ d k k)(2f(0)—2f(k)).
Entao, temos que

> 2 FT FT
H = 1v3a / (d K (2 (13,% vef(R)) (0)—2 (13,% vef(R)) (k)> Ux (K) ux (k)

2 2 217)2 2 2
2 2k FT Fr N
55 e (apm) - (gm0 s

2 2K P y
* %\/523 / (gﬂ)Z (2 (Ox.y Ver(R)) T 0)-2 (Ox.y Ver(R)) : (k)> U (k) y (k).
(113)

na qual (9% Ver(R)FT(K) = S e Ra2V(R).
Com intuito de encontrarmos os coeficientes elasticos em termos da transfor-

mada de Fourier do potencial, podemos escrever Vg ¢(R) como

Ver(R) = /Z i (gwj' IR Ver(a), (114)
o Ver(@) = ng V(a)f(q)f(-q). (115)
Portanto,
e o [ O (167 ) 0 VorlRIin 93
Loyt - (1-67) 0 VerlR1iy 093y 4 (116)
+ %\/525"2 / (2127?2 ¥ (1 - e—""'R) Ox,y Ver(R) Ux (K) Uy (k).
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Podemos ainda expandir a exponencial ao considerarmos comprimentos de onda
longos, o que condiz com nosso funcional coarse-grained, e notarmos que os termos
com a unidade se cancelam. Ao aplicarmos a derivada no primeiro termo da equacéao
acima com Vg (R) no espaco de Fourier, obtemos

2 2k R)2 2 o
= V3a /(d [_Z (k- R) /(d 9 caR Vef(q)q)z(] tx (K) Ux (—K). (117)
R

4 21)2 2 217)2

O calculo para o segundo e o terceiro termo é feito de forma analoga, resultando no
funcional

2 2k R)? RBCLY x (k).
. _ V3a /(d [_Z(k R) /(dqe’q'RVef(CI)q)z(]Ux(k)“X(_k)

4 am? | & 2 omm)2
V32 [ dPk | k-R2 [ 029 om: o
T4 / (2m)2 _‘ZR: 2 / (2Tr)29qRVef(q)q}2/ by(K)iy (k) (118)

Va# | ok | Pq n o
"4 / (2m)2 __ER:("'R)Z / WeqRVef(q)QXQy] i () 1y ().

Este funcional em longos comprimentos de onda pode ser comparado com o funcional
elastico(LANDAU, L. et al., 1986) ao realizarmos o produto k - R = kxRx + ky Ry,

1v38a2 [ d?k
Helastic = 2 o / (2m)2
1V32% [ d°k s
s | oz (@ MK3 +2) 8y W0 (K (119)

2 2
" %ﬁza / (gﬂ’); (20 + A kxky ) U () i1y (k).

((@u + NKE + k) (k)i (k)

e entdo obtemos os coeficientes elasticos

RZ [ 0?9 jqRy 2
2u+A=— §R ?/We Ver(a)ay
3 RS [ d%q iqRY. 2 (120)

0s quais tem uma dependéncia com a largura das gaussianas via Vs, e essa o é
obtida por meio da minimizacao do funcional da energia livre para o sélido via campo
médio. As expressdes presentes na Eq. (120) podem ser visualizadas para o potencial
GEM-2 nas Figuras 20a e 20b.

Segundo a Figura 20a, o comportamento de p - 0 qual diminui com a tempera-
tura para densidades superiores a p = 0.3 - é o esperado, de acordo com o diagrama
encontrado para campo médio neste trabalho, pois nestas densidades nédo ha reen-
trancia, entdo com o aumento da temperatura a rigidez do sistema deve diminuir. Nas
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Figura 20 — Graficos dos coeficientes elasticos por temperatura em densidades p =
01,p=0.2,p=0.3,p=0.4,p=0.5e p = 0.6 para o potencial GEM-2.

regidbes em que o diagrama a nivel de campo médio prevé a reentrancia, o comporta-
mento obtido é o de que, a uma mesma densidade, a rigidez do sistema aumenta com
a temperatura até certo valor desta e em seguida volta a diminuir. Para o coeficiente
2u + A, que esta representado na Figura 20b € possivel notar inclina¢des diferentes
a temperaturas baixas para densidades antes e apds a possibilidade de reentrancia.
Nota-se que as temperaturas nos graficos acima séo muito maiores do que o previsto
via teoria de campo médio, porém elas trazem a informacéao de que o comportamento
que obtemos para regiao em que ha transicao € diferente daquele de temperaturas
acima da escala analisada nos diagramas.

Uma vez definida a forma que utilizaremos para os coeficientes, nas secdes
seguintes faremos uso destes e resolveremos numericamente as equacoes de fluxo de
renormalizagédo para entdo calcularmos os diagramas de fase de transigdes continuas
para os potenciais GEM-2 e GEM-4 e desta forma poderemos descobrir qual cenario
€ dominante para estes potenciais em todos os regimes de temperatura e densidade,
de acordo com as teorias construidas neste trabalho.

4.2 DIAGRAMAS DE TRANSICOES DE FASE TOPOLOGICAS

Dispondo agora de uma forma de calcular os coeficientes elasticos, nesta sec¢ao
apresentaremos as curvas que representam a fronteira de fase entre os sélidos com
nuamero de ocupagao nc € o liquido, obtidas por meio da solu¢ao das equagdes de fluxo
de renormalizacdo, as quais nos permitem obter a rigidez renormalizada para cada
temperatura e densidade, e entao verificar, para cada densidade, qual é a temperatura
na qual esta tem seu valor se modificando abruptamente a zero, marcando este tipo
de transicéo.
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4.2.1 DIAGRAMA DE FASES PARA TRANSICAO TOPOLOGICA GEM-2

Devido a forma deste potencial, é possivel calcular de maneira analitica a in-
tegral presente na Eq. (120). Entdo, com este resultado, encontramos o valor dos
coeficientes elésticos e por consequéncia calculamos a rigidez K, a qual entrara como
condicao inicial para determinarmos a rigidez renormalizada para cada densidade, e
deste modo obtivemos o diagrama de fases para o derretimento mediado por defeitos
topoldgicos.

Ao construirmos o diagrama de fases que esta presente na Figura 21, nota-se
que o cenario encontrado € o de transi¢cdes de fase continuas, pois neste tipo de
transicao o derretimento ocorre a temperaturas mais baixas do que o previsto para as
transigdes de fase de primeira ordem. Para compararmos nosso resultado com o que
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Figura 21 — Diagrama de fases para o potencial GEM-2 com comparacéao entre a linha
de transicado obtida por campo médio e transi¢coes topoldgicas. Em azul,
a froteira entre fases encontrada via campo médio e em amarelo, sélido
encontrado por meio das equacgdes de fluxo de renormalizagdo. Em cinza,
estdo os resultados da simulagdo para a transicao solido-hexatico reali-
zada por Rémulo Cenci, com N=4096.

consta na literatura, podemos utilizar o trabalho desenvolvido por Prestipino e Saija
(PRESTIPINO, Santi; SAIJA, Franz; GIAQUINTA, P., 2011). O diagrama temperatura-
pressao encontrado por estes autores foi obtido via simulagdes e o cenario identificado
€ o de transi¢ao continua com fase intermediaria, que € o previsto pela teoria KTHNY,
e a temperatura maxima para a existéncia do solido € aproximadamente T = 0.011.
Desta forma, € possivel observar que a transicdo mediada pelos defeitos topolégicos
na Figura 21 atinge um valor maximo de temperatura para o sélido semelhante. Além
disso, quando comparado com os pontos que representam a transi¢éo sélido-hexatico
obtidos por meio de simulacdo, nota-se que as temperaturas de transi¢cao sao simliares
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e também que nosso diagrama esta deslocado, sendo que este shift pode ser advindo
da forma com que o célculo da energia dos defeitos foi realizado, pois este é um
estimado.

4.2.2 DIAGRAMA DE FASES PARA TRANSICAO TOPOLOGICA GEM-4

Por existir a possibilidade da formacao de aglomerados para este potencial, a
analise via grupo de renormalizacao € feita para o melting de cada sélido com numero
de ocupacao distinto, por toda a faixa de densidades na qual este é encontrado no
diagrama de transi¢des de primeira ordem. Por exemplo, para o s6lido com numero
de ocupacéo n¢ = 1, o intervalo de densidades avaliado inicia pelo primeiro valor de
densidade no qual a coexisténcia entre este sélido e o liquido ocorre e este intervalo
se estende até o valor maximo de densidade em que existem coexisténcias deste
sélido com aquele de nc = 2. Para o restante dos sélidos com numero de ocupagao
ne, o intervalo inicia no valor minimo de densidade referente a coexisténcia deste com
nc—1 e se prolonga até o valor maximo da densidade para a coexisténcia entre este
e nc + 1. Isto é possivel de ser visualizado graficamente pelo intervalo em que cada
curva laranja se encontra na Figura 22.

Deste modo, obtemos o diagrama que esta apresentado na Figura 22, no qual sé
constam as curvas de transicdo mediada por defeitos topoldgicos até n¢ = 3 pois acima
deste valor para 0 numero de ocupacao estas curvas aparecem em temperaturas mais
altas que aquelas para transicoes de primeira ordem dos sélidos com n¢ > 3.
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Figura 22 — Diagrama para o potencial GEM-4. Em azul, verde e amarelo estao as re-
gibes obtidas por transigbes de primeira ordem e em laranja se encontram
as curvas de transicao topoldgica, sendo estas da esquerda para a direita
referentesanc=1,nc=2e nc = 3.
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E importante ressaltar que a transicéo liquido-sélido que ocorre no sistema é
aquela que se da na menor temperatura para cada sélido com numero de ocupagao
distinto. Pois, por exemplo, a0 aumentarmos a temperatura em nc = 1, o sistema ja
tera derretido ao encontrar a linha de transicéo de fase de 12 ordem e ao fazermos o
caminho inverso reduzindo temperatura, podemos ter o sistema sendo um sélido por
meio da teoria de transicdo de 12 ordem, porém os defeitos topoldgicos impedem a
formacgao deste acima da linha laranja para n¢ = 1.

Visto entdo que acima das curvas em laranja o sélido bidimensional se torna
liquido, podemos comegar analisando a curva para nc = 3. Nota-se que acima desta
existe apenas a coexisténcia entre liquido e solido com ng; = 4, portanto para as
densidades referentes ao sélido nc = 3, 0 melting € mediado por transigdes de primeira
ordem. Ao observar a segunda curva, € possivel notar que para densidades menores
do que aquela na qual a curva laranja intercepta a linha de coexisténcia entre os sélido
de nc = 2 e nc = 3, em temperatura préxima de 0.08, até o inicio desta curva, as
transicdes também serdo de primeira ordem para n¢ = 2. Porém, para bloco no qual
ha coexisténcia entre nc = 2 € nc = 3, acima da linha laranja ocorre o melting via
transicao topoldgica e entdo da curva laranja até as linhas tracejadas nao ha mais
sélido com nc = 2. Por fim, abaixo da curva de transi¢coes topoldgicas para nc = 1
temos coexisténcia entre liquido e este solido, assim como entre sélidos de nc =1 e
nc = 2, além da fase pura para nc = 1. Acima desta curva considera-se que o sélido
com n¢ = 1 ja passou pelo derretimento.

O cenério aqui encontrado é o de que sélidos com numero de ocupagao maior
ou igual a ne = 3 ndo apresentam melting mediado por defeitos topologicos, apenas
transi¢cdes de primeira ordem, a qual € mediada pelo aumento do termo referente a en-
tropia. Enquanto que para o numero de ocupacgéo n¢ = 1 e um intervalo de densidades
para o sélido cujo numero de ocupacao é n¢ = 2, os defeitos topoldgicos do sistema
sao os responsaveis pelo mecanismo de transicao. Ao compararmos este diagrama
com o trabalho de Prestipino(PRESTIPINO, Santi; SAIJA, Franz, 2014) que esta na
Figura 23, nota-se que a transicéo topoldgica para nc = 1 ocorre em temperaturas
menores do previsto por esta simulagao, porém o tipo de transi¢do para o derretimento
esta de acordo. O melting para nc = 2, assim como no artigo citado, € de primeira
ordem para o solido puro, o qual ocorre entre as densidades p =1.06 e p = 1.29. Em
nossas analises, a transi¢ao do tipo KT para ne = 2 ocorre apenas no intervalo de
densidades que estao marcadas pelas linhas tracejadas na Figura 22. De acordo com
os autores do diagrama na Figura 23, o derretimento em temperaturas altas € acon-
tece via uma transicdo de fase de primeira ordem, o que concorda com o diagrama
encontrado neste trabalho.

Além disso, Prestipino e Saija mencionam a necessidade de maior entendimento
a respeito do sistema na regido da Figura 23 em que consta um ponto de interrogacgéao.
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Figura 23 — Diagrama de fases para o potencial GEM-4. Fonte: (PRESTIPINO, Santi;
SAIJA, Franz, 2014).

Portanto em nosso diagrama, nao é possivel afirmarmos o que ocorre com o sistema

acima das curvas de transicao topologica para os sélidos com n¢ = 1 € n¢ = 2, pois
séo regides similares a esta.
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5 CONCLUSOES E PERSPECTIVAS FUTURAS

O estudo desenvolvido neste trabalho teve como objetivo investigar o derreti-
mento da fase sélida em sistemas de particula com caro¢o mole em duas dimensdes.
Para isto, foi feito uso da teoria de campo médio com a teoria do funcional da densidade
juntamente ccom aproximacgoes elaboradas neste trabalho de modo a construirmos
um funcional de energia livre para a fase liquida e outro para a fase sélida. Além disso,
fizemos uso de dois métodos para o célculo da funcao de correlacdo de pares - sendo
um deles desenvolvido nesta dissertacdo e também apresentamos o estudo de transi-
cbes de fase de primeira ordem e de transigdes topoldgicas por intermédio da teoria
KTHNY.

Empregamos a DFT de campo médio para descrever os funcionais da energia
livre, sendo que foi utilizado um funcional para a fase liquida e outro para a fase soélida,
pois ndo foi possivel calcular o diagrama para o potencial GEM-2 apenas com um
funcional descrevendo ambas as fases. A fase sélida manteve o funcional de campo
médio sem fazer uso de correlagbes mas consideramos efeitos de temperatura, permi-
tindo que o perfil de densidade local fosse dado por soma de gaussianas centradas
em sitios da rede e n&do apenas definido pela soma de funcdes delta. Em razdo de
trabalharmos com dois funcionais, foi necessario o desenvolvimento de um método
para encontrarmos a g(r) em cada par de temperatura e densidade, pois a expressao
para a energia interna de um liquido depende desta. Por meio deste caminho, além
de obtermos o diagrama de campo médio para o potencial GEM-2, melhoramos os
resultados para o GEM-4 quando comparados com um unico funcional em ambas as
fases, as diferindo apenas pelo valor do perfil de densidade(sendo constante ou uma
soma de gaussianas) e o valor de o, que toma o limite 0 — oo para o liquido. Para es-
tudarmos transicoes de fases mediadas por defeitos topologicos, revisamos conceitos
de deslocacgbes e disclinagdes e fizemos uso do hamiltoniano elastico para calcular-
mos os coeficientes de Lamé, os quais sdo parametros necessarios para resolver as
equacbes de fluxo de renormalizacao e encontrarmos diagramas em que as transi¢des
sdo mediadas por estes defeitos.

A respeito dos cenérios obtidos, para o potencial GEM-2 a transicdo dominante
em todo o intervalo de temperatura e densidade avaliado é aquela prevista pela teoria
KTHNY, de transi¢cées continuas, resultado este que concorda com o que consta na
literatura. Para o potencial GEM-4, observamos que para o sélido bidimensional com
nuamero de ocupacao ne = 1 o derretimento ocorre por meio de transigées continuas
e para n¢ = 2 o melting possui transicao topoldgica para um intervalo de densidades
e transicdo de primeira ordem para outro intervalo. Em sdélidos com numero de ocu-
pacao maior ou igual a nc = 3, obtemos apenas transi¢gdes de primeira ordem para o
derretimento e este mesmo tipo de transicao é o que ocorre na mudanca de fase entre
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os solidos com diferentes niumeros de ocupacao.

Podemos aplicar os métodos aqui desenvolvidos a potenciais de caro¢go mole
formadores ou ndo de aglomerados, para além dos modelos da classe GEM-a, tendo
como retricoes apenas o potencial ser isotropico e possuir transformada de Fourier.
Além disso, é possivel aprimorar o calculo dos termos referentes a entropia e a ener-
gia interna do liquido, na maneira como é feito por Prestipino(PRESTIPINO, Santi;
GIAQUINTA, P. V., 2020), assim como analisar como nossos resultados para a g(r)
se comparam com métodos de equacdes integrais com fechamento, amplamente uti-
lizados na literatura, como HNC e PY. Este trabalho, que foi aplicado para sistemas
bidimensionais, pode ser generalizado para sistemas em trés dimensdes, cujos poten-
ciais possuam as restricdes informadas.
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