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RESUMO

No século XIX a ideia Newtoniana de que se poderia descrever todos
os fenébmenos por equagoes deterministicas, mudou gracgas as desco-
bertas de Henri Poincaré. Tal fato marcou o inicio do estudo sobre
Sistemas Dindmicos, em particular, sobre os que apresentam uma
alta dependéncia das condig¢Ges iniciais e previsoes nao confidveis, se
tomados intervalos de tempo muito longos. Esse comportamento -
presente em alguns sistemas dinamicos - ficou conhecido como Caos.
Assim, o objetivo desse trabalho é definir esse conceito e apresentar
os principais elementos e resultados da Teoria do Caos. Dentre estes,
pode-se citar o Expoente de Lyapunov, os diversos tipos de Atratores
e o Diagrama de Bifurcagdo. Para uma melhor compreensao do tema
pelo leitor, este trabalho ainda perpassa por conceitos iniciais tais
como: equagoes diferenciais ordindrias, modelos populacionais, mapa
logistico, método do ponto fixo, entre outros. Como metodologia, foi
feita uma revisao bibliografica sobre o assunto e, ainda, um breve
panorama historico sobre a Teoria do Caos.

Palavras-chave: Caos. Sistemas Dindmicos. Mapa Logistico.



ABSTRACT

In the XIX century the Newtonian idea that several phenomena could
be described by deterministic equations, changed due to the discoveries
of Henri Poincaré. This fact marked the beginning of the studies about
Dynamical Systems, particularly, those which present a high depen-
dency on the initial conditions and unreliable predictions considering
long periods of time. This behavior - present in some dynamical sys-
tems - became known as Chaos. So, the objective of this work is to
define such concept and present the main elements and results of the
Chaos Theory. Among them, the Lyapunov exponent, several types
of Attractors and the Bifurcation Diagram - can be mentioned. For a
better understanding about the subject by the reader, this work still
runs through initial concepts such as: differential equations, popula-
tion models, logistic map, fixed point method, among others. As for
the methodology, were made a bibliographic review about the subject
and, also, a brief historical panorama about the Chaos Theory.

Keywords: Chaos. Dynamical Systems. Logistic Map.
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1 INTRODUCAO

Até 1886, acreditou-se que era possivel descrever todos os feno-
menos por equagoes deterministicas. Essa ideia newtoniana mudou
gragas as descobertas de Henri Poincaré, que ao estudar sobre inte-
gracdo de equagoes diferenciais, concluiu que estas ndo tinham uma
solugao explicita.

Tal fato deu origem aos estudos sobre Sistemas Dindmicos, os
quais apresentam uma grande sensibilidade as condigbes iniciais e
previsdes nada seguras, considerando intervalos de tempo demasia-
damente longos. Tais caracteristicas, presentes em alguns sistemas
dindmicos, configuram um comportamento especifico que ficou conhe-
cido como Caos e foi popularizado por Edward Lorenz, em seu estudo
meteoroldgico.

Assim, o objetivo desse trabalho é definir esse conceito e apre-
sentar os principais elementos e resultados da Teoria do Caos. Como
metodologia, foi feita uma revisao bibliogréafica sobre o assunto. No
capitulo 2, sdo expostos alguns conceitos preliminares - de Equagoes
Diferenciais Ordindrias e de Andlise - necessarios para um melhor
entendimento do assunto.

No capitulo 3, é definido o que é um Sistema Dinadmico e al-
guns conceitos, propriedades e resultados referentes a esse contetdo.
Também sdo apresentados nessa parte alguns modelos populacionais.
Dentre estes, o que mais tem énfase é o Mapa Logistico, ja que é neste
modelo em que é aplicado o Método do Ponto Fixo, um mecanismo
utilizado para determinar os pontos fixos de um sistema.

O Caos - conceito mais importante desse trabalho - esté definido
no capitulo 4. Nessa parte, também é mostrado um breve panorama
histérico dessa teoria, bem como alguns outros elementos exttema-

mente relevantes relacionado, entre eles o Expoente de Lyapunov,
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Atratores e Diagrama de Bifurcacao.
Por fim, as consideracdes finais elencam as dificuldades encon-
tradas ao longo da elaboracao desse trabalho e futuras perspectivas

de estudo.
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2 CONCEITOS PRELIMINARES

Para introduzir o objeto de estudo desse trabalho, que é a Teoria
do Caos, primeiramente, torna-se necessario definir alguns termos
fundamentais que permeiam tal assunto. Dessa forma, este capitulo
estd destinado a uma revisdo bibliografica contendo defini¢des essen-
ciais que envolvem Equagées Diferenciais e alguns conceitos da Anélise
Real. Caso o leitor ja tenha familiaridade com tais termos, a leitura

deste capitulo nao serd necesséria.

2.1 EQUACOES DIFERENCIAIS

O estudo das Equagdes Diferenciais se originou no final do sé-
culo XVIIT com Newton e Leibniz, ambos motivados por problemas
fisicos. As EquagGes Diferenciais sdo de bastante utilidade e impor-
tancia. Muitas das leis da Matematica, Fisica, Astronomia, Biologia,
entre outras areas, podem ser escritas como equagoes diferenciais.

Na Matematica, em particular, as equacoes diferenciais sao de
extrema relevancia para a analise de modelos matematicos, os quais se-
rao vistos mais adiante. Todavia, os modelos que serdo estudados estao
mais relacionados com as Equacdes Diferenciais Ordinédrias Lineares
de 1% ordem.

Esta segdo serd dedicada a conceituacao e explicagdo desse
tema, tendo como base as obras “ Fquagdes Diferenciais Elementares e
Problemas de Valores de Contorno” [5] e “A first course in Differential

Equations with modeling applications” [28].

Definicdo 1. Uma equagio é dita uma Equagio Diferencial se ela
contém derivadas de uma ou mais funcoes desconhecidas, com respeito

a uma ou mais varidveis independentes.

Definicdo 2. Uma equagdo diferencial é dita uma Equagdo Dife-
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rencial Ordindria (EDO) se ela contém apenas derivadas ordindrias
de uma ou mais fungoes desconhecidas com respeito a uma varidvel

independente.

Exemplo 1. A equagio abaizo é uma Equacio Diferencial Ordindria.

dy
2 tdy=3
dx+ Y z,

sendo que x € a varidvel independente e y € a varidvel dependente.

Definigao 3. Uma equacao diferencial € dita uma Equacao Diferen-
cial Parcial (EDP) se ela envolve derivadas parciais de uma ou mais

funcoes desconhecidas de duas ou mais varidveis independentes.

Exemplo 2. A equagdo abaizo é uma Equacdo Diferencial Parcial.

0%u Q3%

W+67y2:0.

Além de serem classificadas de acordo com o seu tipo, as Equa-
¢oes Diferenciais também podem ser identificadas conforme a sua

ordem, como segue abaixo:

Definicdo 4. A Ordem de uma equagio diferencial (seja uma EDO

ou uma EDP) é a maior ordem de derivada que aparece na equagao.

Exemplo 3. A equagdo

o Pu_
ox3 0y

¢ uma EDP de ordem 3.

Exemplo 4. A equagdo
y(iv) + 3€ty// _ y/ — t6

¢ uma EDO de quarta ordem.
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Tendo em mente as consideragoes acima, uma EDO de 12 ordem
pode ser escrita - no caso mais geral - como:
dy

at = f(t;y),

em que f é uma funcdo dada por duas varidveis (¢ e y).
Além das classificagoes ja citadas, as EDOs também podem ser

analisadas em relacdo a sua linearidade:

Definig¢ao 5. Uma EDO

F(t’ y? yl7 "'7y(’nl)) = O

€ dita linear de ordem n se F € uma funcgdo linear nas varidveis vy,
Yy, ..., y", dependentes de t. Desse modo, uma EDO de ordem n é da

forma

ao(t)y" + a1y + .+ an(t)y = g(b).

Assim, com o que foi dito acima, pode-se ver que uma EDO

linear de 1? ordem ¢é dada por

a0 1 ar 1)y = g(0).

H4 diversos tipos de resolugoes de EDQO’s, entretanto o tinico
que serd abordado nesse trabalho é o Método das Varidveis Separaveis
visto que, mais adiante no projeto, este procedimento sera utilizado.

Esse processo pode ser aplicado a EDOs especificas denomina-
das Equacoes Separaveis. Esse tipo de equagdes permite que algumas

EDOs de primeira ordem possam ser escritas como

dy _

9(y) i f(@).
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Perceba que pode-se “separar” em um lado da igualdade os
termos que envolvem a varidvel dependente (nesse caso y) e no outro
lado os termos envolvendo a varidvel independente (nesse caso t). A
seguir, um exemplo detalhado aborda a separagao das varidveis e o

método aplicado que permite sua resolugao.
Exemplo 5. Considere a equacio

dy t2

dt 1492’

perceba que essa EDO pode ser reescrita como

dy t2
dy = —dt = dt
Y= 1+9277
2 2 2
14y dy = (1 + y?) ——=dt,
(1+y7)dy = ( y)(HyQ)

(1 +y*)dy = t2dt.

Integrando em ambos os lados da equagdo tem-se:

/(1+y2)dy = /tht,

o que implica

em que ¢ € uma constante.

Como busca-se resolver certas EDO’s durante o trabalho, torna-
se necessario mencionar a existéncia e unicidade da solugdo de uma

equacao diferencial, enunciadas no teorema a seguir:
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Teorema 1. Se as fungdes p e q sdo continuas em um intervalo aberto
I:a<t<p contendo o ponto t = ty, entdo existe uma unca fungdo
y = @(t) que satisfaz a equagio diferencial

dy

g(t) = p +p(t)y.

A demonstragdo desse teorema ndo sera desenvolvida nesse
trabalho, mas ela consta na obra “Equacdes Diferenciais Elementares

e Problemas de Valores de Contorno” (Teorema 2.4.1 pagina 52) [5].

2.2 CONCEITOS DE ANALISE

Algumas defini¢bes importantes para o melhor entendimento do
trabalho s@o: Conjunto Compacto, Fecho, Vizinhanca e Bola Aberta.
Entretanto, estas dependem de outros conceitos, os quais serdo defini-
dos primeiro. Antes disso, vale destacar que tais consideracoes foram

baseadas na obra “Andlise Real volume 1 - fungées de uma varidvel”
[14].

Defini¢cao 6. Um ponto a é interior ao conjunto X C R, quando

existe € > 0 tal que o intervalo aberto (a —e,a + €) estd contido em
X.

Definicao 7. O conjunto de todos os pontos interiores de um conjunto
X C R chama-se interior de X e € denotado por int(X).

Definicdo 8. Um conjunto A C R chama-se aberto quando A =

int(A), ou seja, quando todos os pontos do conjunto sio interiores de

A.

Definicao 9. O ponto a é aderente ao conjunto X C R quando a €

limite de alguma sequéncia de pontos {x,} € R.
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Definigao 10. O Fecho de um conjunto X C R é o conjunto formado

por todos os pontos aderentes a X, que é denotado por X .

Definigao 11. Sejam a € R e r > 0 um ndmero real positivo. A Bola

Aberta de raio r e centro a é o conjunto

B(a;r)={z eR:|z—a| <r}

Definicao 12. Seja B um conjunto real. A € - Vizinhang¢a de um
elemento x de B se refere a todos os elementos y que estdo prorimos

de x a um raio €, isto €,

N.(B) ={z € B :dist(z,y) < e}.

Logo, percebe-se que a nogao de ¢ - Vizinhanca esta diretamente

ligada ao conceito de uma Bola Aberta, apresentada na Defini¢do 11.

Definicao 13. Um conjunto é dito fechado quando X = X. Ou seja,
quando o fecho do conjunto € o préprio conjunto. Também pode ser

dito que todo ponto aderente a X pertence a X.

Defini¢cao 14. Um conjunto € dito limitado se estiver contido em

alguma bola aberta.

Defini¢ao 15. Um conjunto X C R € dito compacto quando é limi-
tado e fechado.

Defini¢ao 16. Uma fungdo é dita diferencidvel por partes se ela for

diferencidvel em todo o dominio e se estiver definida por partes.
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3 SISTEMAS DINAMICOS E MODELOS POPULACIONAIS

Neste capitulo serdo apresentados alguns aspectos dos Siste-
mas Dindmicos e de alguns Modelos Populacionais. Tais conceitos sao
importantes, pois é justamente neles em que pode-se observar manifes-
tagoes do caos. Por exemplo, o caos deterministico é uma caracteristica

de sistemas dindmicos nao-lineares.

3.1 SISTEMAS DINAMICOS

Os Sistemas Dinamicos sao importantes para modelar fenéme-
nos bioldgicos, para estudar dinamicas populacionais e econémicas e
para resolver problemas de astronomia, mecanica, entre outras areas
do conhecimento. Tal teoria teve inicio no século XIX, quando Henri
Poincaré - ao procurar uma solugao explicita para equagdes diferenci-
ais - percebeu que a maioria dessas equagoes nao poderia ser resolvida
utilizando férmulas. Assim, ele analisou as EDOs utilizando ferramen-
tas como a Geometria Diferencial e a Topologia.

Este capitulo foi baseado - principalmente - nas obras “Chaos:
an introduction to Dynamical Systems” [1], “ Uma Abordagem sobre o
Caos e Sistemas ndo lineares para a Graduagio” [16] e “Crescimento

Populacional [22]”.

s

Definicao 17. Um Sistema Dindmico € um conjunto de possiveis
estados dependentes do tempo, no qual uma lei determina o estado

presente em termos do estado passado.

Em outras palavras, os Sistemas Dindmicos tém uma configu-
ragao especifica a cada instante do tempo. Além disso, eles podem
muitas vezes ser regidos por leis deterministicas, isto é, ela determina

o estado presente unicamente a partir do estado passado [1].
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Uma discussdo algébrica de Sistema Dindmico pode ser encon-
trada em “ Dynamical Systems on Monoids: Toward a General Thoery
of Deterministc Systems and Motion” [8].

Ha dois tipos de Sistemas Dindmicos , os quais serdo apresen-

tados a seguir: os de Tempo Discreto e os de Tempo Continuo.

Definicao 18. Um Sistema Dinamico € dito de Tempo Discreto

quando a lei associada se aplica num tempo discreto.

Em outros termos, considerando um intervalo de tempo especi-
fico, como por exemplo, os instantes {tg,t1,%2,- -}, 0 estado perma-
nece constante entre esses tempos, sendo alterado apenas nos instantes
exatos {tq,t1,ta, -+ }.

Sistemas Dindmicos Discretos - também denominados dessa
forma - sdo muitas vezes vistos como equagoes de diferenga, relagoes

de recorréncia, mapas interativos e/ou mapas [16].

Defini¢ao 19. Um Sistema Dinamico de Tempo Continuo € o li-
mite do Sistema Dinamico Discreto, quando as evolugdes sdo cada vez
menores. Nesse sistema, tem-se que a lei regente é um conjunto de

equagoes diferenciais.

Perceba que, para esses sistemas, o estado evolui continuamente,
sendo regido por uma regra fixa. Muitos dos fenémenos relacionados
aos Sistemas Dindmicos sdo mais simples de serem descritos e compre-
endidos quando vistos no contexto de mapas. Por conseguinte, essa

seréd a préxima definicdo.

Defini¢dao 20. Um mapa (ou aplicagio) é uma fungdo de evolugio

utilizada para criar um sistema dindmico de tempo discreto.

Um Mapa Unidimensional é chamado assim porque todos os

pontos z,, (perceba que 1 se refere & primeira iteragdo, zo a segunda
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iteracdo, até que x,, é a n-ésima iteragdo de x) pertencem ao espago
unidimensional dos niimeros reais. Além disso, mapas podem ser vistos
como ferramentas para analisar equagoes diferenciais, modelos de
fenémenos naturais ou como simples exemplos de caos [26].

As defini¢cdes que seguem estdo relacionadas ao conceito de

mapa.

Defini¢do 21. Seja x um ponto e f um mapa. A Orbita de x sob
f € o conjunto de pontos {x, f(z), f*>(x)...}. O ponto inicial x para a

érbita é denominado de Valor Inicial da Orbita.

Definicao 22. Um ponto p é dito um Ponto Fixo do mapa f se
f(p) =p.

Um mapa pode conter pontos fixos estaveis e/ou instéveis. Num
Sistema Dinamico Discreto os pontos fixos sdo ditos estdveis se os pon-
tos ao seu redor sdo atraidos por ele. Sdo ditos pontos fixos instaveis
se os pontos ao seu redor sao afastados ou repelidos por ele. Sistemas
que tém pontos fixos estaveis possuem maior estabilidade. Ja aqueles
em que os pontos fixos sdo instaveis, ao sofrerem perturbacoes, tém
suas 6rbitas movidas para longe dos pontos fixos [1].

Voltando & questao da proximidade entre os pontos e os pontos
fixos, tem-se que essa “proximidade” é referente a todos os nimeros
reais pertencentes a N, (B), definida anteriormente na segio 2.2 [1].

Como dito anteriormente, o que distingue os pontos fixos uns

dos outro é sua estabilidade. Serao apresentados, entao, dois tipos de

pontos fixos, como segue.

Definicao 23. Seja f wm mapa nos R e seja p um um numero real
tal que f(p) = p . Se os pontos prézimos de p forem atraidos por ele,
ou seja, se para todo x € N¢(B), com e > 0 e com lerr;o fE(x) =p
entdo p é um Ponto Fizo de Atragido. Caso contrdrio, ele é um Ponto

Fizo de Repulsao.
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Outra maneira de classificar os pontos fixos como de atragao ou
repulsao serd dada pelo proximo teorema. Mas, antes deste, é preciso

definir o conceito de Funcao Suave.

Definicdo 24. Uma Fung¢do Suave é aquela em que as derivadas de

todas as ordens existem e sdo continuas.

Teorema 2. Seja f um mapa suave em R, e assuma que p é um
ponto fixo de f.

a) Se |f'(p)| <1 entdo p é um ponto fixo de atragio.

b) Se |f'(p)| > 1 entdo p é um ponto fizo de repulsio.

Demonstragao. a) Como f é uma funcao suave e p é um ponto fixo,
claramente, existe a derivada nesse ponto, que é f’(p). Por hipGtese
|f'(p)| < 1. Seja um ndmero a qualquer tal que |f'(p)| < a < 1.

Aplicando a defini¢ido de derivada tem-se

LS TP
De acordo com a Definigao 11, existe € > 0 e uma vizinhanca
N.(B) associada de tal que
M<a YV x € N(B), x # p. (1)
|z — pl
Como a < 1, conclui-se que f(z) estd mais préximo de p do
que de x. Logo, se z € N.(B), entdao f(z) € N.(B), assim como f?(z),
f3(x) e sucessivamente.
Assim, através do método da indugdo matematica, pretende-se

demonstrar que:

|f*(@) —p|l <a*|lz —p| Ve N..

O caso k =1 j4 foi demonstrado acima em (1).
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Agora, para provar que o caso k + 1 é valido, supoem-se que a
relacao | f¥(z) — p| < a¥|x — p| é valida para algum k genérico.

Considerando

[f* (@) =l = [ (f* (@) = ()]
< alf*(z) - pl
< a(a®|z —p|) = a" |z —p|.
Evidentemente, como 0 < a <1 Vz € N.(B) tem-se que

lim | f*(z) — p| = 0.

k—o0

Portanto,

lim f*(z) =p,
k—o00

de modo que p é um ponto fixo de atracao.

b) Novamente, como f é suave e p é um ponto fixo, entdo existe a
derivada de p: f’(p). Por hipétese, |f'(p)] > 1.

Com isso, tem-se que 3 a tal que 1 < a < |f'(p)].

Aplicando a definicdo de derivada tem-se que
f(z) — fp)

lim |
v=p |z —p

= [f(p)]-

Como no caso anteriror, 3 ¢ > 0 tal que

) —
H@ =l 0 e N, 2 £p.
|z — pl
Isso implica que, com as restrigdes de a, f(x) é mais distante

de p do que de x. A partir de

|f(z) — p| > alz —pl,
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também pode-se concluir que se z, f(z), ..., f¥(z) € N.(B), entdo

|5 (x) — p| > a¥|z — p].

Agora, busca-se um kg tal que

|0 (x) = p| > e.

Como
|5 (@) = p| > a™|z —pl,
toma-se
a |z —p| =e¢,
tal que
|z — pl
Aplicando o logaritmo natural nos dois lados da igualdade
obtem-se
€
In ( ) =Inako.
r—p

Pelas propriedades dos logaritmos,

In (

€
r—=p

D—%m@.

Portanto

In(|]-=)
ko = lnap '

Logo, como foi encontrado um kq de forma que

|50 (z) = pl > e,

conclui-se que todos os pontos proximos de p saem da vizinhanga -
pois a distdncia estd aumentando - e, assim, p é um ponto fixo de
repulsao.

O
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3.2 MODELOS POPULACIONAIS

Serao abordados nessa se¢ao dois modelos populacionais: o Mo-
delo de Verhulst e o Mapa Logistico. Todavia, como o Modelo de
Verhulst é uma versao aprimorada do Modelo de Malthus, este serd

discutido primeiro, de modo breve.

Defini¢ao 25. Um Modelo Matemdtico é uma representacdo ou in-

terpretacao de um sistema, através de equagoes matemdticas.

Os modelos matematicos também buscam retratar a maneira
como ocorre as mudancas do sistema, pois explicam de modo quanti-
tativo e qualitativo os fenémenos da realidade. Assim, pode-se dizer
que o proposito mais significativo de um modelo é permitir uma re-

presentacdo e compreensdo mais simplificada do sistema [22].

3.2.1 Modelo de Malthus

Em 1798, Thomas Malthus - interessado na manutengao do
padrao de vida da populagdo - publicou um artigo sobre o crescimento
populacional humano, o qual foi a primeira tentativa de analisar a
dindmica populacional usando matematica. A teoria malthusiana tam-
bém foi a primeira das teorias demograficas [20].

De acordo com Thomas Malthus, a populagdo cresceria segundo
uma progressao geométrica e os recursos naturais cresceriam segundo
uma progressao aritmética. Assim, Malthus via que se a taxa de nata-
lidade fosse maior do que a taxa de mortalidade a populagao cresceria
demasiadamente. Caso essa superpopulagao nao fosse reduzida por
doengas ou predadores, haveria uma escassez de alimentos [7].

A partir do que foi dito, pode-se montar a seguinte equagao:

dN
=N, @
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em que N(t) é o tamanho da populacdo em funcao do tempo e r é a
diferenca entre a taxa de natalidade e mortalidade.

No entanto, as previsoes feitas por Malthus nao se concretiza-
ram por diversos fatores, mas, em geral, pode-se dizer que este modelo
supoe que o meio ambiente nao exerce influéncia sobre a populagao.
Logo, ele funciona melhor como um indicador de potencial de sobrevi-
véncia e de crescimento de uma certa espécie, do que como um modelo
para mostrar o que realmente ocorre [7].

Voltando a analisar a Equacdo (2), que é a equagao de Malthus,
esta pode ser reescrita como:

dN

W = rdt.

Aqui vale ressaltar que > 0 e que serd utilizado N ao invés de
N(t), para facilitar a notacao. Além disso, perceba que a Equacao (2)
foi escrita de modo a utilizar o método de varidveis separaveis, que
consta na Se¢ao 2.1.

Continuando, pode-se integrar em ambos os lados da igualdade
[ [
que calculando, chega-se em
In(N)=rt+c.
E tomando a exponencial para isolar N obtém-se
N =e°- M,

Como ¢ é uma constante, entdo e® também é. Assim, tomando

essa constante como Ny, tal que Ny = N(0), tem-se que

N(t) = NoeFt.
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Um exemplo de fenémeno que é descrito por equagoes desse

tipo é o decaimento radioativo.

Exemplo 6. Tem-se que o numero de nicleos que decaem por unidade
de tempo em elementos radioativos € proporcional ao valor total (P)

de nicleos radioativos. Tal fato € dado pela expressdo

dP
— =aP,

dt ’

em que o € a constante de desintegracdo, estritamente menor do que

ZEero.

O decaimento radioativo também é chamado de meia-vida e
permite prever por quanto tempo uma particula produzird emissées
radioativas. Tal conceito é importante na arqueologia e na medicina

nuclear [9].

3.2.2 Modelo de Verhulst

O matematico Pierre-Frangois Verhulst prop6s uma modificacao
no modelo de Malthus, levando em conta os fatores limitadores de
uma populagao. Ele supds a existéncia de uma populagao limite L caso
o tempo fosse demasiadamente grande, ou seja, t tendendo ao infinito
[22]. Antes de apresentar suas hipdteses, vale destacar que o passo a
passo completo das contas que seguem abaixo, estd no apéndice. Suas

conjecturas foram:

1. A taxa de variagdao da populacgao relativa ao tempo seria propor-

cional a populacao atual;

2. A taxa de variacdo da populacao em relacdo ao tempo seria

proporcional & fragdo da populacdo que ainda nao foi atingida

. P . L—N(t .
até o momento da analise, identificada como T() Essa fracao
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da populagdo é denominada Fator de Corregdo. Vale ressaltar

que N(t) é o tamanho da populacao.
Assim, pode-se montar a EDO:

dN L— N(t)
= eN( | Y
a = | =
em que 7 € a diferenca entre a taxa de natalidade e mortalidade.
E preciso analisar o que ocorre com essa derivada nos pontos de

equilibrio da funcdo, ou seja, quando N (t) — 0 e quando N (t) — L.

No caso de N(t) — 0 entdo, L%N(t) — 1.
E quando N(t) — L, tem-se que L_TN(U — 0. Assim, a taxa de

variagdo da populagdo tende a decrescer, ou seja, % — 0.
Tem-se que a EDO
dN L — N(t)
2N /Y
7 =N —F—

pode ser reescrita como

N (1220w,

Perceba que, se L — oo, entao, @ — 0 e, assim, tem-se a
equacdo de Malthus. Ou seja, o meio ndo teria uma limitagdo quanto
aos recursos naturais.

Esta equagdo é ndo-linear porque a varigvel de estado N = N (t)
aparece com um expoente diferente de 1.

O ntimero L, chamado de Capacidade Maxima do Ambiente, é
o nimero maximo de individuos que o meio permite - como sugerido
anteriormente. A reta N(t) = L é uma assintota horizontal para a
curva sigmoéide, a qual é uma curva que comeca com um crescimento
exponencial mas depois vai se estabilizando, tendo, assim, um formato

de “SM'
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Agora, para resolver a EDO néo-linear

(150

serd usado o Método das Varidveis Separaveis.
Substituindo N(t) por N, para facilitar a notacdo, pode-se

reescrever a equa(;éo como

dN

e decompondo em fragdes parciais tem-se

1 I
— N = .
N+<1—]z>]d rdt

Integrando em ambos os lados da igualdade obtém-se

= rdt, (3)

1 dN
1n|N+L/1_JI\‘[:’I“t—|—C, (4)

em que ¢ é uma constante.
Para resolver a integral em (4) serd utilizado o Método da

Substitui¢do, tomando u =1 — % chega-se em

hl j :T't+c, (5)

L

pelas propriedades dos logaritmos.

Aplicando a exponencial em ambos os lados da equacéo:
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Agora, usa-se o logaritmo natural nos dois lados da expresséo:

1— =

Como a exponencial e o logaritmo natural sdo fungoes inversas

uma da outra, chega-se em

N rt Ny
_N _ No ”
1-7 1=7
ou seja, .
N Ny -e"
_ N {_No-
1-7 L

A parte do lado direito da igualdade serd denominada M para
facilitar os cdlculos e deixar as equacoes menos poluidas. Perceba que,
apos realizar todas as operagoes, o valor de M voltard a ser substiuido
na equagcao principal.

Apoés a substituigdo, a equagdo terd a seguinte forma

N
~ = M.
=7
Multiplicando ambos os lados da igualdade por (1 — %) e apli-

cando a propriedade distributiva:

M

N=M-—N.
L

Por fim, somando N (%) nos dois lados, obtém-se

M
M=N|[1+—
(1+3),
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permitindo encontrar N, como segue:

M

N=—-.
M
1+f

Substituindo o valor de M de volta na expressdo chega-se em

Noert
No No
N = L L
- Nge”t Nge't 7
L
- N + 1-No
1+ L
L L
LNge™*

No
- L
£ 50 Nger®

No

L
Simplificando, tem-se que

N = LNoeTt

L(L— ) Noert

Noert Noert
(1—fo)+ 2 14 Jo(ert — 1)

E, reescrevendo, consegue-se

N = LNoeTt .
L + No (e” - 1)
Portanto,
LNoeTt
(t)

T L+ No(et — 1)
Equivalentemente,

NoL
N(t) = . 7
= T @ = Noje (7)
De (7), em particular, se Ny = 0, entao N(t) = 0 para todo

t. Dessa forma, se Ny > 0 e t tendendo a infinito, na equagéo (7),
obtemos

) . LNge™
Noo = lim N(t) = lim 7=y
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Isso implica que

LN,
Noo = li .
t=00 Le—" + No(1 — e ")

Logo, quando t — oo tem-se que e~ — 0, e se N(0) # 0, entdo
No = lim N(t) = L.
t—o00

Com o objetivo de analisar a estabilidade de N, serd investigado
0 que acontece nos pontos criticos do modelo, os quais sao N =0 e
N = L. A solugao N = L é assintoticamente estavel, ja que as outras
solucoes permanecem proximas desta. A solucdo N = 0 é instdvel, pois
todas as outras solugoes divergem dela. Para maiores detalhes sobre a
estabilidade de N(t), pode-se consultar a obra “Equagdes Diferenciais
Elementares e Problemas de Valores de Contorno” [5].

Tal modelo é bastante til para analise de populagbes estaveis.
No entanto, para populacoes instaveis - como a dos humanos - os
resultados ndo sdo muito confidveis, principalmente em intervalos de
tempo muito grandes [22].

Além disso, pode-se dizer que Verhulst definiu a Equagio Logis-
tica (a qual é um exemplo de Crescimento Logistico, conceito que serd
definido ao longo do trabalho). A Equacao Logistica é uma equagio
diferencial ndo-linear, e sua solucdo é chamada Solugdo Logistica. A
Equagao Logistica é embasada na ideia de que a taxa de crescimento
da populacao é proporcional a populacao e a quantidade de recursos
disponiveis no meio [19].

O modelo de Verhulst, leva em consideracao as restrigcoes do
ambiente como uma funcdo da taxa de variacdo da populacdo. A
taxa relativa de crescimento demografico diminui com o aumento da
populagao, sendo zerada caso a populacao limite - a qual € estipulada
pelas restrigoes do meio - seja atingida. A taxa de crescimento da
equagao diferencial nao linear modificada, foi adaptada para verificar

a0 mesmo tempo o crescimento e o decrescimento da populagao [19].
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Se uma espécie ndo encontrasse nenhuma resisténcia do meio
e/ou nenhuma limitagdo de recursos, esta populacdo cresceria ex-
ponencialmente. Mesmo se a populacao inicial fosse muito pequena.
Entretanto, isso nao pode acontecer, pois os meios do ambiente sdo
limitados [1].

Logo, levando em consideragao essas restrigoes do ambiente,
tem-se que uma populacao cresceria exponencialmente até um valor
limite e ndo mudaria mais. Ou seja, a populagdo se estabilizaria. No-
vamente, isso aconteceria mesmo que a populagao inicial fosse bem

pequena [1].

Definicao 26. Crescimento Logistico é quando hd um crescimento
exponencial de uma populagdo, sequido de um periodo de estabilizagdo.
Ou seja, ela cresce até um valor limite e ndo muda mais. Levando,

assim, as restricoes do ambiente em consideracdo.

3.2.3 Mapa Logistico

O modelo de crescimento de uma espécie - tido como um modelo
de sistema néo-linear - afirma que a geracao sucessiva é diretamente

proporcional & geracao atual [16]. Isto é:

I’n+1 = QTp,

em que a é a taxa de crescimento populacional.

Com isso, tem-se que:

1 = axp
_ _ 2
To9 = ar1 = a4 X

T3 = arg = a4 I
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x, = a"xg,

onde xg é o tamanho da populagao inicial.

Dessa forma, se

1. @ > 0 a populagao tende ao infinito;
2. a < 0 a populagao tende a extingao;
3. a =1 a populagdo nao varia.

Porém, uma populacdo nao tem como tender ao infinito, sig-
nificando que ela tem limitagoes. E é justamente isso que o Mapa
Logistico faz, ele considera as restrigdes do meio [16]. Por isso, sua

equacgao é dada por:

Tpy1 = axp(l — zy).

Entretanto, para entender o crescimento ou decrescimento de
uma populagdo por esse modelo, ¢ mais simples analisar a Funcao

Logistica:

f(@) =az(l —x).

Analisando esse mapa, observa-se que quando x,, = 1, tem-se
Zn41 = 0 [16]. Ou seja, uma populagdo saturada leva a extingdo da
espécie.

Para plotar o grafico desta parabola, foi utilizado o software
OCTAVE. Tal fato pode ser visto na Figura 1, onde foi optado por
limitar o grafico no intervalo x € [0,1], para a = 2,5. Aqui vale
ressaltar que o eixo x representa a populacao atual e o eixo y indica
o tamanho da geragdo sucessiva, isso também vale para as Figuras 2,
3,4,5,6,7,8,9¢ 10.
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06t 1
05t
04t
02t |

01t/

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 1 — Mapa Logistico com a = 2, 5.
Fonte: Elaborada pela autora.

Nota-se que o grafico tem dois pontos de interseccao com o eixo
x, 0s quais sdo as raizes da funcdo f. Também deve ser destacada a
influéncia que a exerce sobre f(z). Mais pra frente, serdo apresentadas
outras equagdes variando o valor de a na fungao logistica - utilizando
também as linguagens Julia e Python - de modo a enfatizar a impor-

tancia desse valor para a determinacao dos pontos fixos envolvidos.

3.2.4 Relacao entre o Modelo de Verhulst e o Mapa Logistico

Foi visto anteriormente que no Modelo de Verhulst pode-se
montar a EDO

% — N () {LLN(”} . (8)

Tem-se que, quando L = 1, pode-se tomar as seguintes relacoes:



Capitulo 3. Sistemas Dindamicos e Modelos Populacionais

0.25 : — .

02t \.

0.1} /

0051 /

0 0.2 0.4 0.6 0.8

Figura 2 — Mapa Logistico com a = 1.
Fonte: Elaborada pela autora.
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Figura 3 — Mapa Logistico com a = 5.
Fonte: Elaborada pela autora.
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Figura 4 — Comparagao dos graficos anteriores.
Fonte: Elaborada pela autora.

a qual implica que

dN 1 dz
G )
Igualando as equagoes (8) e (9), obtém-se
1 dx r
— 2L N[L-N]
L dt L | ]

Escrevendo § = a, para simplificar a notagao, chega-se em

@:L.Q.N[L,N]:L.Q.E{Lff}.

dt L L
Fazendo as devidas simplificagbes, chega-se em
x
L-7].
ax [ i

Mas, quando L — 1, tem-se que a expressdo acima fica

ax(l —zx),
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081

0.6

0.4 r

0.2r

ol : : : :
0 0.2 04 0.6 0.8 1

Figura 5 — Interseccao de f(z) e y = x com a = 2,5.
Fonte: Elaborada pela autora.

que é a Fungao Logistica.

Logo, quando L = 1, conclui-se que a equacao diferencial do
Modelo de Verhulst leva a funcdo do Mapa Logistico. Percebe-se,
assim, que ambos sao o mesmo modelo populacional - para esse valor

especifico de L.

3.2.5 Método do Ponto Fixo

Como dito previamente, a serd de extrema importancia para
determinar os pontos fixos do Mapa Logistico, pois é o valor de a
que determina se e quantos pontos de interseccdo hé entre a funcao
logistica e a reta y = x, os quais sdo - justamente - os pontos fixos
do mapa. Isso pode ser visto nas Figuras 5, 6, 7 e 8 e também pelo
Método do Ponto Fixo, o qual sera tratado mais adinate.

Para introduzir o Método do Ponto Fixo - todavia - é necessario,
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Figura 6 — Intersecgdo de f(z) e y = x com a = 1.
Fonte: Elaborada pela autora.

1.4 .

08| / X
04t / '
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Figura 7 — Intersecgdo de f(z) e y = x com a = 5.
Fonte: Elaborada pela autora.
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Figura 8 — Comparacao dos trés graficos de intersecgao.
Fonte: Elaborada pela autora.
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Figura 9 — Método do Ponto Fixo para f(z) e a = 2,5.
Fonte: Elaborada pela autora.
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primeiro, falar sobre iteracdo composicional.

Define-se
fP=fof.
De tal modo que

fri=fofo.of,

é a n-ésima iteracdo de f. Isto é, f é composta com ela mesma n
vezes [16]. Perceba que essa iteragdo composicional ja foi abordada
brevemente na secao 3.1.

Com isso, introduz-se o Método do Ponto Fixo, o qual consiste
de encontrar pontos fixos de uma fungdo ou mapa, a partir de um
valor zg, que é um “chute inicial” [16].

Uma maneira de identificar os pontos fixos é pelo seguinte
método: para um “chute inicial” zy encontra-se um valor f(zg) = 1.
Com z; itera-se f(x) mais uma vez obtendo um novo valor f(x1) = x9
e assim sucessivamente [16].

Matematicamente
Ty = f(x0)7
T2 1= f(xl)a

Tnt1 = f(xn).

Em que x,, é a n-ésima iteracao de xg. O conjunto de todas as
iteracoes de uma fungdo serd o mapa desta fungdo. Logo, o conjunto
de iteracoes da funcdo logistica serd o mapa logistico. Se o “chute
inicial” for conveniente, e também dependendo do valor de a, o método
convergird, ou seja, cada iteracdo estard mais préxima da solugdo
procurada [16]. Tal processo pode ser visto na Figura 9, onde foi

tomado o “chute inicial” como zg = 0, 09.
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Ainda na Figura 9, vé-se que a reta y = x intersecta a pardbola
duas vezes. Isso quer dizer que existem dois pontos fixos, os quais sao
os pontos de interseccao dos dois graficos. Desse modo, pode-se ver
que hd um ponto fixo de atracdo e um ponto fixo de repulsao, sendo
este £ = 0, o qual é denominado Ponto Fixo Trivial.

Como dito anteriormente, se o “chute inicial” for conveniente,
o método convergira, ou seja, a cada iteragdo os pontos se aproximam
de um dos ponto fixos - assim como pode ser visto na Figura 9. E isso
acontece, justamente, pois este ponto fixo é de atracao.

Entretanto, apesar das iteragbes sempre convergirem para o
ponto fixo de atracdo, e apesar do “chute inicial” ser conveniente,
mudando o valor de a podem ser necessarias muitas mais iteragoes
para obter a convergéncia do método.

Tal fato pode ser observado na Figura 10, em que o Método
do Ponfo Fixo esta sendo aplicado na func¢ao logistica, com o mesmo
“chute inicial” conveniente, mas, agora, com a = 3,99. Essa figura
formada é denominada Grafico de Cobweb.

Assim, foram apresentadas as principais definigoes e resultados
relacionados a Sistemas Dindmicos e Modelos Populacionais. Com isso,
ficard mais clara a relagao entre o caos e esses sistemas e modelos,

evidenciada no préximo capitulo.
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Figura 10 — Gréfico de Cobweb (para a = 3,99).
Fonte: Elaborada pela autora.
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4 CAOS

4.1 CAOS

Nesta se¢ao serd definido propriamente o termo Caos e, também,
serao apresentados os principais elementos e teorias que envolvem esse
conceito. Contudo, antes disso, sera feito um breve panorama histérico.
Todavia, vale ressaltar que nem todos os termos e fatos apresentados
nessa parte histérica, serao desenvolvidos no decorrer do trabalho.

Desde a época de Newton, acreditou-se que véarios fendomenos
poderiam ser descritos por equacdes, as quais tinham uma carater
deterministico. Entretanto, em 1886 Henri Poincaré ao estudar sobre
integracdo de equagbes diferenciais - usando ferramentas geométricas
- concluiu que estas ndo tinham uma solucio analitica geral [4].

Sua motivagdo era um problema da mecanica celeste: a esta-
bilidade do sistema solar. Para tentar solucionar essa questao, ele
reduziu esse sistema para um sistema de trés corpos. O que ele verifi-
cou é que este possuia um comportamento cadtico, ou seja, tinha uma
sensibilidade as condicoes iniciais [4].

Poincaré também percebeu que para esse sistema era possivel
fazer previsbes para pequenos intervalos de tempo, mas nao grandes.
Por ser o primeiro a detectar tais caracteriticas em um sistema, tem-se
que tal matematico é considerado o fundador do estudo sobre sistemas
dindmicos e das propriedades fundamentais do caos [4].

Depois disso, varios matemaéticos ingressaram no estudo sobre
sistemas dindmicos e caos. Um nome que merece destaque é A. M.
Lyapunov, o qual foi responsével por determinar o Expoente de Lya-
punov (1892). Além de contribuir também no estudo da estabilidade
do movimento [4].

Passado um bom tempo, em 1954 Vladimir Arnold, junto com

seus colaboradores, esbogcaram a primeira ideia do Teorema de KAM.
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Este teorema refere-se a estabilidade dos regimes quase-periédicos em
sistemas conservativos [4].

Além disso, tal enunciado complementa as ideias de Poincaré,
expondo que existem condig¢bes iniciais para as quais - perante pe-
quenas perturbagoes - as solugbes sdo estruturalmente estdveis [4].
Vale ressaltar que esse teorema s6 foi completamente demonstrado em
1963.

Entre as décadas de 1960 e 1970, o matematico Stephen Smale
percebeu que certos sistemas dindmicos possuem comportamento cad-
tico. Ele prop6s um modelo de atrator estranho: o Atrator de Solenoide.
Sua abordagem geométrica estava relacionada com a de Poincaré [4].

Outra contribui¢do de Smale foi o desenvolvimento do sistema
de trés corpos de Poincaré, no qual ele fez uma simplificagdo da geome-
tria utilizada originalmente. Esse sistema, embora seja deterministico,
apresenta alguns sinais de aleatoriedade. Tal sistema ficou conhecido
como a “Ferradura de Smale” [25].

Nesse mesmo periodo, Smale e Arnold concluiram que as enig-
maticas solugdes encontradas por Poincaré, eram consequéncias dos
atratores estranhos e que a estrutura destes revela uma peculiaridade
dos sistemas cadticos. Essa caracteristica significa que tais sistemas
podem ser previstos a curto prazo, mas néo a longo prazo [25].

Nessa mesma época, em 1963, Edward Norton Lorenz - cujo
objetivo era fazer um modelo atmosférico - elaborou um sistema de
equacoes com trés variaveis, o qual era uma aproximagao de equagdes
mais complexas. Ele descobriu que as solugoes oscilavam de modo
irregular e que mudangas minimas nas condi¢ées iniciais geravam
solugoes bem diferentes. Esse comportamento foi denominado por
Lorenz de Efeito Borboleta [25].

No ano seguinte (1964), Oleksandr Mykolaiovych Sharkovskii,

publicou um teorema - o qual ficou conhecido como Teorema de Shar-
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kovskii - sobre padroes nas solu¢des peridédicas de sistemas dindmicos
discretos. Também tem-se que Arnold e Sharkovskii determinaram
outros exemplos do tipo da “ferradura de Smale” [25].

Em 1969, Michel Hénon em parceria com Carl Heiles encon-
traram uma solucgao para os problemas dos trés corpos de Poincaré.
Ademais, outro fato que merece destaque é que em 1971, David Rulles
e Floris Takens descobriram uma aplicacao fisica dos atratores estra-
nhos. Esta estava relacionada ao problema do fluxo turbulento de um
fluido [25].

Rulles e Takens propuseram que a turbuléncia é um exemplo de
atrator estranho. Tal afirmacdo provocou uma corrida experimental
para descobrir a existéncia de comportamentos cadticos experimentais
[4].

Em 1975, Mitchel Feigenbaum comecou a estudar sobre a du-
plicacao de periodo no mapa logistico. Primeiro, ele desenvolveu uma
“teoria da funcao geradora” para prever a,, isto é, o valor de a onde
um ciclo de periodo 2™ apareceria pela primeira vez. Para verificar sua
teoria, ele fez um programa que computava diferentes valores para a,,
[26].

Enquanto a calculadora trabalhava, Feigenbaum conseguiu pre-
ver onde a proxima bifurcagao ocorreria. Ele percebeu que a, con-
vergia geometricamente, com a distancia entre transigoes sucessivas
diminuindo a um fator constante, que serd estudado mais adiante [26].

O dltimo fato que vale chamar a atencdo, é que - também
- em 1975 James Yorke e Tien-Yien Li fizeram uma simplicacdo do
Teorema de Sharkovskii e introduziram o termo “caos” na comunidade
académica [25].

Com isso, pode-se definir o que é o Caos:

Definicao 27. O Caos € identificado como um comportamento ape-

riddico e com sensivel dependéncia das condigées iniciais.
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Tem-se que o caos é deterministico, isto é, o sistema tem leis
deterministicas que parecem ser aleatdrias, mas ndo sdo [16]. Isso
significa que apesar de poderem ser feitas previsdes, estas nao sao
confidveis a logo prazo. Tal definicdo nao estd atrelada a nenhuma
secao em particular, por ser um conceito essencial a todos os outros
apresentados daqui em diante.

Outra maneira de analisar o caos, é que este é definido por um
Expoente de Lyapunov maior do que zero, conceito que serd apre-
sentado abaixo. Contudo, destaca-se que nem todos os resultados da
seguinte se¢ao serao demonstrados, ja que fogem do escopo do traba-
lho.

4.1.1 Expoente de Lyapunov

Para introduzir esse conceito, segue o exemplo: se x; é um
ponto fixo de um mapa unidimensional f e f'(z1) = b > 1, entdo a
orbita de cada ponto x proximo a x1, vai se separar de x1 a uma taxa
multiplicativa de aproximandamente b por iteragdo. Ou seja, a distan-
cia entre f™(x) e f™(x1) = 1 vai ser ampliada para aproximadamente
b > 1, para cada iteracdo [1]. Em outras palavras, a cada iteragdo de
f a distancia de z, f(z), f2(z), ..., f*(x) vai aumentar b > 1 de ;.

Para um ponto perddico de periodo k, tem-se que analisar a
derivada da k-ésima iteracdo do mapa que, pela Regra da Cadeia, é
o produto das derivadas nos k pontos da érbita. Suponha que esse
produto de derivadas é B > 1. Entao a érbita de cada ponto z perto de
um ponto perddico x1, se afasta de 1 a uma taxa B, aproximadamente
[1].

Essa é uma quantidade cumulativa de separacdes. Sendo que é
preciso k iteragOes para separar a uma distdncia B. Assim, pode-se
definir que a média da taxa multiplicativa de separacdo é BY/* [1].

Isto é, a cada iterag@o a orbita de x se afasta de x1 a uma taxa Bl/k,
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Logo, depois de k iteracoes a érbita de x estd a uma distancia B de
1.

Tais nogoes sao importantes, pois o Numero de Lyapunov é
introduzido para quantificar essa média da taxa multiplicativa de
separacao dos pontos x proximos a x1. E o Expoente de Lyapunov
nada mais é que o logaritmo natural do Ntmero de Lyapunov, ou seja,
ele é o logaritmo natural da média por iteragoes ao longo da érbita
[1].

Se o Numero de Lyapunov for 2 para a orbita de x; - isto é, o
Expoente de Lyapunov é In 2 - entdo a distancia entre as érbitas de
x1 e x, com x sendo um ponto préximo de x1, dobra a cada iteragao,
na média [1]. Isso ocorre por causa do limite que é tomado depois de
k iteracoes.

Para um ponto periédico x; de periodo k, isso significa que
k k
(f%) (w1)] = 2,

ou seja, a distancia dobra a cada iteragao.
Agora, busca-se considerar esse conceito quando x; nao é um

ponto fixo ou um ponto periédico. Por exemplo, se o Ntumero de
1
29
metade a cada iteracdo, de modo que as Orbitas de = e x; estao se

Lyapunov for 3, isso significa que a distancia estd diminuindo pela

aproximando [1].
A importéncia do conceito do Nimero de Lyapunov é que este
pode ser aplicado para Orbitas nao periédicas. Assim, definir-se-4 este

conceito propriamente:

Definigao 28. Seja f wm mapa suave na reta real R. O Numero de

Lyapunov L(x1) da dérbita x1, 23, ... € definido como

L) = lim (|f (@) | )7,

se esse limite existir.
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Com isso, pode-se definir o Expoente de Lyapunov relacionado.

Definigdo 29. O Ezxpoente de Lyapunov h(xz1) é definido como

ha1) = Tim (1/n)n|f (@)] + . + In|f ()],
caso esse limite exista.

Vale destacar que h existe se, e somente se, L existe e In(L) = h.
Ademais, o Expoente de Lyapunov nio estd definido apenas para
orbitas, mas sim, determina o comportamento e a trajetéria da érbita.
De modo a estar relacionado com a estabilidade.

Todavia, os Numeros e Expoentes de Lyapunov podem nao
estar definidos para algumas érbitas. Em particular, para uma orbita
com um ponto x; tal que f'(x;) = 0, pois isso faria com que o Expoente
de Lyapunov ficasse indefinido [1].

Segue da definicdo que o Niumero de Lyapunov de um ponto
fixo #1 - para um mapa unidimensional - é |f/(z1)| e o Expoente de
Lyapunov é h = In|f/(x1)| [1]. Isso ocorre pois o limite de muitas

iteracoes "retorna" para funcao.
Se x; é um ponto periédico de periodo k, o Expoente de Lya-
punov desse valor vai ser

_ @)+ 4 In [ ()]

h(x1) ?

Para uma 6rbita periédica o Numero de Lyapunov e"(#1) des-
creve a média local de prolongamento, numa base - por iteracdo -
perto de um ponto da 6rbita [1]. Em outras palavras, o Expoente de
Lyapunov é dificil de calcular ja que nao é possivel simplificar mais e
expressao e por ter derivadas da fungdo no limite n — oo.

Agora, serdo apresentadas algumas defini¢oes e consideracoes

acerca das érbitas.
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Definicdo 30. Seja p um ponto. Se f¥(p) = p e k é menor inteiro
positivo possivel, entdo p é um Ponto Periddico. A érbita que tem

ponto inicial p (e k pontos) é uma Orbita Periédica de periodo k.

Por exemplo, uma 6rbita convergindo com periodo 2 {p1, p2}
converge primeiro para p; e depois ps, alternadamente.

Com isso, tem-se a seguinte definigdo:

Definigao 31. Seja f um mapa e assuma que p é um ponto de periodo
k. Assim, a érbita de periodo k é uma Orbita de Atracio se p for um
ponto fito de atracio no mapa de f*. Tal érbita vai ser wma Orbita

de Repulsio se p for de repulsio no mapa de f*.

Com relacao a estabilidade das érbitas periddicas, tem-se que
a chave estd no fato de que um ponto periédico de f é um ponto fixo
de f*. Assim, pode-se usar o Teorema 2 da secdo 3.1 para estudar a
estabilidade da érbita periédica, aplicando o teorema no mapa de f*
ao invés de f [1].

Analogamente, também existe o Teste para Orbitas Periédicas:

A érbita periédica {p1.....pr} é de atragao se

Lf'(pe)..f'(p1)] <1,

e de repulsao se

| () (p1)] > 1.

Definigao 32. Seja f uma mapa suave. Uma orbita {x1, ..., Ty, ...}
€ denominada Assintoticamente Periédica se ela converge para uma

orbita periddica, conforme n — oo.

Isso significa que existe {y1,y2..., Yk, Y1, Y2, ...}, uma Orbita pe-
riédica, tal que

lim |z, —yn| =0.
n— oo
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Ou seja, a distdncia entre as érbitas tende para zero conforme
n tende ao infinito.

Também tem-se que qualquer orbita que é atraida para um
ponto fixo de atracao é assintoticamente periddica. Além disso, para
uma 6rbita exatamente periédica (isto é, quando a 6rbita chega preci-
samente a uma Orbita periddica, de modo que elas coincidem) usa-se

o termo Eventualmente Periédica [1].

Teorema 3. Seja f um mapa na reta real R. Se a drbita {1, 22, ...}
de [ satisfaz f'(x;) # 0,V i e € assintoticamente periddica d orbita
{y1,y2, ...}, entdo ambas as drbitas tém expoente de Lyapunov, o0s

quais $ao iguais - assumindo que ambos existam.

A demonstragdo desse teorema ndo serd desenvolvida neste
trabalho, mas podera ser encontrada em “Chaos: an introduction to

dynamical systems” (Teorema 3.4 pagina 108) [1].

Definicao 33. Dado um mapa suave em R, uma drbita {z1, ..., Tpn, ...}

é Cadtica se
e {1,...,2p,...} ndo for assintoticamente periddica;
e 0 expoente de Lyapunov for positivo, isto é, h > 0.

Nao serao apresentados casos de Orbitas cadticas neste trabalho,
mas existe, por exemplo, o Mapa de Tenda, que envolve conceitos de
variedade instavel e variedade estavel. Maiores detalhes podem ser
encontrados em “Chaos: an introduction to Dynamical Systems” [1].

Uma outra caracteristica das orbitas cadticas é a sensivel de-
pendéncia das condigoes iniciais. A eventual separacdo das érbitas que
estdo perto das condigoes iniciais ocorre quando o sistema avanga no
tempo. Também poderia definir 6rbita cadtica tal que esta ndo tende

a periodicidade e que o Niimero de Lyapunov é maior do que um [1].



Capitulo 4. Caos 52

Além disso, vale ressaltar que a oOrbita {x1,...,z,,...} nio é
limitada. Uma érbita limitada que nao é assintoticamente peridédica
e que nao mostra sensivel dependéncia das condig¢Oes iniciais, é dita

uma 6rbita Quase-Periddica [1].
Teorema 4. O mapa logistico tem infinitas orbitas cadticas.

Nao sera desenvolvida nesse trabalho a demonstracao deste
teorema, mas ela pode ser encontrada em “Chaos: an introduction to
dynamical systems” (Teorema 3.13 pagina 121) [1].

Como dito anteriormente, érbitas cadticas apresentam sensibi-
lidade as condigoes inicias. Logo, pelo teorema acima, conclui-se que

o mapa logistico também apresenta esse comportamento.

Teorema 5 (Teorema do Ponto Fixo). Seja f um mapa continuo em
R e seja I = [a,b] um intervalo tal que I C f(I). Entdo f tem um

ponto fixo em I.

Demonstraggo. Como f(I) contém valores maiores do que b e menores

do que a, entao existe:
e um ponto em I tal que f(z) —z > 0;
o um ponto em [ tal que f(z) —z < 0.
Pelo Teorema do Valor Médio, 3 ¢ € I de modo que
fle)—c=0.
O

Definicao 34. Seja f um mapa em R™ e seja p um ponto fizo de
atracao ou um ponto fizo periddico de f. A Bacia de Atracdo de p, €

o conjunto de pontos x tal que |f*(x) — f¥(p)| — 0 conforme k — oc.
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A seguir, é apresentado um teorema util para encontrar bases

de pontos fixos de atragdo em alguns mapas simples de R.
Teorema 6. Seja f um mapa continuo em R:
1. Se f(b)=bex < f(x) <bV x € [a,b), entdo fF(a) — b.
2. Se f(b)=beb< f(x) <z V¥ x € (b, entdo f*(c) — b.

Demonstragio. 1) Sejaxg = aex;41 = f(z;), parai > 0.Se x € [a,b),
entdo f(z) € [a,b). De fato, a < = < f(x) < b. Logo, todos os
x; € [a,b). Além disso, a sequéncia x; é estritamente crescente e
limitada superiormente por b.

Como sequéncias mondtonas e limitadas sdo convergentes, tem-
se que x; — x*, para algum z* € [a,b]. Tomando o limite obtém-se:

' = lim a;41 = lim f(z;) = f(z¥),
11— 00 11— 00
pela continuidade de f.

Como b é o tnico ponto fixo de [a, b], conclui-se que z* = b.

2) Seja xg = ¢ e x;41 = f(x;), com i > 0. Se = € (b,c], entdo
f(z) € (b,¢]. A valer, b < f(z) < < c¢. Assim, tem-se que todos
os x; € (b, c]. Ademais, a sequéncia z; é estritamente decrescente e
limitada inferiormente por b.

Sabe-se que sequéncias monétonas e limitadas sdo convergentes,
logo, z; — x*, para algum z* € [b,¢|. Calculando o limite, chega-se
em

z* = lim x;41 = lim f(x;) = f(z¥),
11— 00 11— 00
pela continuidade de f.

Desse modo, conclui-se que x* = b, ja que b é o Gnico ponto
fixo de [b, c| O

Proposicao 1. O mapa logistico f(x) = ax(l — x), onde 0 < a < 4,

tem mo mdximo um ponto periédico de atragdo.
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Apesar de estar expresso como uma proposicao, este resultado
estd enunciado (e demonstrado) como um coroldrio na obra “Chaos:
an introduction to dynamical systems” (Corolario 3.30, referente ao
Teorema 3.29, pagina 134) [1]. A demonstracdo ndo serd feita, por

fugir do escopo do trabalho.

4.2 ATRATORES

Nesta secao sera visto outro conceito bem importante para a

Teoria do Caos, que é o de Atratores.

Definicao 35. Um Atrator é um conjunto compacto com uma vizi-
nhanga tal que, para quase todas as condigdes iniciais nessa vizinhanga

o conjunto limite da orbita € o atrator, conforme t — oco.

Definicao 36. Uma Bacia de Atrag¢io de um Atrator é o fecho do
conjunto de condigoes iniciais que se aproxima do atrator, conforme
t — o0.

Agora, serao vistos alguns dos diferentes tipos de atratores que

existem:

Definicao 37. Um Atrator Estranho é um atrator que ndo é um
conjunto finito de pontos e também nao é diferencidvel por partes.
Diz-se que o atrator é diferencidvel por partes se ele for uma curva
ou uma superficie diferencidvel por partes, ou se ele for um volume

limitado por uma superficie fechada diferencidvel por partes.

Definicao 38. Um Atrator Cadtico € aquele que as orbitas tipicas no

atrator tem expoente de Lyapunov positivo.

Na definigdo acima, usa-se o conceito de érbitas “tipicas” no

atrator. Isto é, assume-se que para quase qualquer condig¢do inicial na
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bacia de atracdo, os maiores expoentes de Lyapunov - gerados por
estas (tipicas) condigdes iniciais - existem e sdo idénticos [11].

A dindmica de uma 6rbita tipica num atrator é cadtica no sen-
tido de que o6rbitas proximas umas das outras, divergem exponencial-
mente conforme o tempo passa. Analogamente, pode-se dizer que ha
uma “sensivel dependéncia das condi¢oes iniciais”. Quando isso ocorre,
diz-se que o atrator é cadtico [11].

De modo geral, tem-se que cadtico diz respeito a dindmica do
atrator. Ja estranho refere-se a estrutura geométrica do atrator. Ha
diversos exemplos de atratores que sao cadticos e estranhos. Tais como
o Mapa de Henén, que tem a estrutura do Conjunto de Cantor e exibe
que trajetérias vizinhas divergem exponencialmente [11].

Porém, também existem casos de atratores cadticos que nao sao
estranhos. Como exemplo, pode-se citar o mapa logistico, o qual tem
atratores cadticos para certos valores de ¢ num conjunto de medida
positiva . E esses atratores sdo compostos por um numero finito de
intervalos disjuntos em 0 < x < 1. Da mesma forma, existem atratores

estranhos que ndo sdo cadticos [11].

4.2.1 Atrator de Lorenz

Continuando a definir os tipos de atratores presentes na Teoria
do Caos, falar-se-a4 agora, sobre um tipo mais especifico de atrator: o
Atrator de Lorenz.

Em 1963, o meteorologista Edward Norton Lorenz observava
pela primeira vez o caos em sistemas deterministicos nao-lineares. Lo-
renz verificou que ao mudar minimamente a condi¢ao inicial de seu
modelo para previsao do tempo, isso causaria uma mudanca conside-
rdvel no comportamento de sua solugao [16].

Assim, ele propos um sistema de comportamento cadtico com

atratores estranhos, que ficou conhecido como o Atrator de Lorenz.
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O Sistema de Lorenz, ou as Equagdes de Lorenz - como também sao

denominados - é dado abaixo:

d
d—f:a(y—x)
—y:pzfy—zz
dt

d

em que os parametros o, p, 8 sdo constantes positivas que podem ser
alteradas. Os termos x, y e z correspondem a varidveis envolvidas
no sistema fisico: = é a representacdo do movimento convectivo, y a
diferenca de temperatura e z a distor¢ao da temperatura no modelo
de sistemas climéaticos de Lorenz.

Outro termo definido a partir dessa descoberta é o Efeito Bor-
boleta, o qual é uma tipica representacdo de um sistema com sensivel
dependéncia das condigoes iniciais. Geralmente descrito pela frase dita
por Lorenz, em 1972 “O bater de asas de uma borboleta no Brasil
causaria um tornado no Texas” [17].

A imagem caracteristica do Sistema de Lorenz e do Efeito Bor-
boleta, aparenta que as trajetérias se cruzam. Porém, isso apenas
ocorre porque esté sendo feita a andlise de uma figura tridimensional
num plano bidimensional. No plano de trés dimensoes é possivel ver
que ndo ocorrem interscgdes entre as trajetérias [16]. A Figura 11 é a
representacao desse fato.

Dessa forma, percebe-se que prever o futuro a longo prazo
pode ser quase impossivel. Isso causou grande impacto na comunidade
cientifica, pois até entao o determinismo era a garantia de previsao

matemadtica para sistemas de condigdes iniciais [16].
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Figura 11 — Efeito Borboleta.
Fonte: Elaborada pela autora.

Isso resultou no fato de que equagoes deterministicas nao-lineares
podem fazer previsdes para pequenos intervalos de tempo, mas nao
hé garantias de que o mesmo ocorra para longos periodos de tempo.

Essa nogdo é o que define o Caos Deterministico [16].

4.3 DIAGRAMA DE BIFURCACAO

Nesse momento voltar-se-4 a falar sobre o Mapa Logistico, re-
lacionado com o assunto principal dessa secao que é o Diagrama de
Bifurcacgao. Por isso, serao feitas algumas consideracoes sobre esse
tépico, primeiramente.

As Bifurcagoes representam a reparticio do grafico de uma
funcao, e elas ocorrem quando os pontos fixos sdo criados, destruidos,
ou tem sua estabilidade alterada. Os valores do pardmetro nos quais

as bifurcagoes ocorrem sdo chamados de Pontos de Bifurcagdo. Em
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outras palavras, as bifurcacoes representam modelos com transi¢oes e
instabilidades, quando algum pardmetro de transigao é oscilado [16].
Existem alguns tipos de bifurcagoes, os quais estao nomeados

na sequéncia:

e Sela-né: nesse caso os pontos fixos sdo criados ou destruidos.
Conforme o parametro é variado os pontos fixos vao se movendo
em dire¢do e em sentidos contrérios, colidindo e se aniquilando

mutuamente.

o Transcritica: encontradas em sistemas que possuem um ponto
fixo para todos os valores do pardmetro e nunca podem ser
destruidos. Essa bifurcagao se da através da mudanca de estabi-

lidade do ponto fixo na origem do sistema.

e Forquilha: relacionada a problemas fisicos com simetria. Nela,

os pontos fixos aparecem e desaparecem em pares simétricos.

O tipo de bifurcacdao encontrada no mapa logistico é a bifurca-
¢ao transcritica [16].

Agora, tem-se que a funcédo logistica é
fx) =ax(l —x).
De modo que sua derivada é
f(z) = a(l —2z).

Para que o ponto fixo seja de atragdo |f'(p)] < 1 - de acordo
com o Teorema 2. Dessa forma, no caso do ponto fixo p = 0 tem-se
que f'(p) = a(1—2-(0)) = a e, portanto, | f'(p)| < 1. Isso implica que
a < 1. Logo, as orbitas proximas a esse ponto fixo serdo atraidas para
p = 0. Em outras palavras, isso significa que para a < 1 a populacao

tende a decrescer pois sdo atraidas para p = 0 [1].
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Contudo, da mesma maneira, se a > 1 as 6rbitas serdo repelidas.
Para 1 < a < 3 tem-se dois pontos fixos no mapa logistico. Claramente,
para p =0, f'(0) = a > 1. J4 ao atribuir p =1 — % na derivada de f
obtém-se

() = a(l - 22)
0)=e{ioa(55) e lroee ) oo (042)
Portanto, . (1_ Cll> = —a+2

Desse modo, se 1 < a < 3 0 mapa logistico tem um ponto fixo

de atragdo em p = (aa;l) e a solucao diverge para p = 0, fazendo

com que a populacdo cresca e se estabilize. Isso pode ser verificado
na Figura 9. J4 para a > 3, o ponto fixo p = “T_l é instavel, pois
|f'(z)| > 1, de modo que o tamanho da populagao fique oscilando [1].

Logo, quando a = 3, 3, tem-se que a populagado volta a aumentar,
mas logo em seguida diminui. Assim, ha uma oscila¢do sobre o estado
antigo, de modo que o tamanho da populacdo cresce em uma geragao
e descresce na seguinte. Esse tipo de oscilacdo, em que x,, se repete
a cada duas iteracdes é chamada de Ciclo de Dois Periodos [26]. Tal
fenébmeno pode ser observado na Figura 12, em que o tempo esta
indicado pelo eixo z e a evolucdo de =z, pelo eixo y . Além disso,
o tamanho da populacdo no tempo zero é 0,03. Tais consideracoes
também sdo validas para a Figura 13.

Tomando um valor de ¢ um pouco maior, supondo a = 3,5,
tem-se que a populagdo se aproxima de um ciclo que se repete a cada
quatro geracoes. Logo, percebe-se que o ciclo anterior dobrou seu
periodo para um Ciclo de Quatro Perfodos [26]. Assim como pode ser
visto na Figura 13.

Conforme a aumenta, vao ocorrendo Duplicagoes de Periodo

mais distantes para ciclos de periodo 8, 16, 32, .... Dessa forma, pode-se
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Figura 12 — Variacdo da Popula¢ido quando a = 3, 3.
Fonte: Elaborada pela autora.

Figura 13 — Variacdo da Populac¢do quando a = 3, 5.
Fonte: Elaborada pela autora.
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considerar a,, o valor de a onde um ciclo de periodo 2™ aparece pela

primeira vez [26].

Logo,
a; =3 periodo 2 inicia
as = 3,449...
az = 3, 54409... 8
ag = 3,5644... 16
as = 3,568759... 32
Goo = 3,569946... 00.

Note que essas bifurcagdes sucessivas ocorrem para intervalos
de tempo cada vez menores, de maneira que a,, converge para o valor
limite de a.,. Vé-se que tal convergéncia é - sobretudo - geométrica.
Pois, no limite para valores de n grandes, a distancia entre transicoes

sucessivas diminui a uma taxa constante:

§= lim =1 4 669...,
n—=0 Up41 — Gn

também conhecida como constante de Feigenbaum.

Assim, conforme a vai crescendo varias érbitas periddicas co-
mecam a existir . A Figura 14 - denominada Diagrama de Bifurcacao
do Mapa Logistico - mostra esse comportamento para os valores de a
com 1 < a < 4, representados no eixo x e no eixo y tem-se o equilibrio
populacional. Os pontos obtidos a partir dessas iteragdes da fungao
do mapa logistico, vao se aproximar de pontos fixos de atragado, de
pontos perddicos (de atragao) ou de outros conjuntos atratores [1].

Aqui vale ressaltar que um Conjunto Atrator é um conjunto de
valores para os quais o sistema se direciona com o tempo. Se a fungdo
for continua ela convergira diretamente, se for discreta esse processo
serd por iteragdes. Assim, um conjunto atrator pode ser um ponto

fixo, uma colegdo de pontos, uma érbita, entre outros [6]
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Figura 14 — Diagrama de Bifurcagao.
Fonte: Elaborada pela autora.

Em a = 3 é possivel observar que os dois ramos (bifurcagoes),
indicam que o atrator é um ciclo de periodo dois. A medida que a
aumenta, os dois ramos se separam - bifurcam - revelando um ciclo
de periodo quatro. Essas bifurcacoes sdo as Duplica¢Ges de Periodo,
mencionadas anteriormente [26].

Tal fato é denominado Cascata de Periodo Duplo, na qual
observa-se sequéncias inteiras de pontos fixos de atragao peridédicos
para cada perfodo 2",n =1,2,3.... [1].

Essas cascatas ocorrem até a = ao, ~ 3,57, quando o atrator
muda de um conjunto finito de pontos para um conjunto infinito,
fazendo com que o mapa se torne cadtico [26]. Isso pode ser obser-
vado tanto na Figura 14, quanto na Figura 15, a qual mostra que
as muitas iteragoes do mapa logistico quando a = 3,99, revelam um
comportamento cadtico.

Esse evento mostra porgées do Diagrama de Bifurcacao em

detalhes. Além disso, esses conjuntos atratores também sdo chamados
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Figura 15 — Gréfico de Cobweb (Mapa Logistico com a = 3,99).
Fonte: Elaborada pela autora.

de Atratores Cadticos, os quais podem aparecer, desaparecer ou mudar
de tamanho descontinuamente. Esse fendmeno é denominado Crise e
ocorre para diferentes valores de a. Por exemplo, quando a = 4, ha
uma crise que faz os atratores cadticos desaparecerem. Contudo, para
a > 4, ndo existem mais conjutos atratores [1].

Entretanto, para a > as a sucessdo de explosoes de bifurcagoes
(no Diagrama de Bifurcagdo) revelam as Janelas Periddicas, as quais
estao intercaladas entre aglomerados de pontos aleatérios e imprevisi-
veis, as Nuvens Caodticas. Essas referem-se a um conjunto de valores
pardmetro onde hd um ponto fixo periddico de atragdo [1].

Sobre essa parte vale ressaltar que Atratores Periddicos sdo pon-

tos “visitados” pelas dérbitas repetidas vezes. Desse modo, as Janelas

Periddicas sao atratores peridédicos que nao ocorrem simultaneamente.
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4.3.1 Conjunto de Mandelbrot

Nesta sessao serda apresentada - a titulo de curiosidade - a
relacdo existente entre o Diagrama de Bifurcagao e o fractal conhecido
como Cojunto de Mandelbrot. Todavia, para poder explicar melhor o
que é este conjunto é preciso, primeiro, ver o que é um fractal.

Tem-se que fractais sdo objetos que tém sua estrutura mantida,
conforme sua escala é alterada, devido a recursividade de um mesmo
processo [15]. Tal nocdo é bem geral, pois ndo existe uma defini¢ao
formal para esse termo. No entanto, pode-se conceituar as principais
propriedades comuns a todos os fractais e que os caracterizam.

A primeira delas é a auto-semenlhanga. Tem-se que esta apa-
rece em qualquer escala, de modo que uma porcao do fractal vai se
assemelhar com uma outra por¢ao maior ou com o fractal completo
[21]. Ou seja, uma parte do fractal pode ser vista como uma cépia do
todo, s6 que numa escala menor. A outra propriedade, a complexidade
infinita, refere-se ao fato de que o procedimento que gera um fractal
é recursivo [3].

Descoberto em 1980 por Benoit Mandelbrot, o conjunto que
leva seu nome é um fractal considerado como um dos objetos mais
magnificos e complexos da matemaética, assim como pode ser visto na
Figura 16 [21].

Este fractal é simétrico em relagdo ao eixo real, mas nao ao
eixo complexo. Sua parte maior é formada por um cariéide, na qual
estd agregada partes menores, denominadas discéides. O tamanho e
forma destes varia, com excessao do maior, o qual é um disco circular
[21].

Em cada discéide estao acoplados discéides menores, dos quais
partem prolongamentos delgados, denominados dendrites. As dendri-
tes vao se ramificando, formando copias bem pequenas do Conjunto

de Mandelbrot. Nesse momento é possivel ver a auto-semelhanga acon-
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Figura 16 — Conjunto de Mandelbrot.
Fonte: Elaborada pela autora.
tecendo [21].

O Conjunto de Mandelbrot é definido pela equagao iterativa
Zn+1 = 2Zn +C.

Se o pardmetro ¢ é um ponto exterior ao Conjunto de Mandel-
brot, sua orbita vai para o infinito. Porém, se ¢ fizer parte do conjunto,
a 6rbita converge para algum outro valor dentro do conjunto. Ou seja,
se o nimero z,11 € finito depois de ilimitadas iteragoes, entdo c faz
parte do conjunto. Caso contrario, se z,41 tender ao infinito, ¢ ndo

faz parte do conjunto.
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Agora, rotacionando os eixos pode-se observar o fractal por
outro angulo, no qual é possivel ver que o Diagrama de Bifurcagao faz
parte do Conjunto de Mandelbrot - assim como mostram as Figuras

17 e 18 - sendo que esta era a relagdo que desejava-se explicitar.

Figura 17 — Conjunto de Mandelbrot e Diagrama de Bifurcagéo.
Fonte: Elaborada pela autora.
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Figura 18 — Conjunto de Mandelbrot rotacionado.
Fonte: Elaborada pela autora.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho foram apresentados os principais elementos so-
bre a Teoria do caos, popularizada por Lorenz através de seu estudo
meteoroldgico. Bem como um contexto histérico e os conceitos necessé-
rios para a compreensao desse assunto, tais como: sistemas dinamicos,
modelos populacionais, expoentes de Lyapunov, diagrama de bifurca-
¢ao, entre outros.

O estudo sobre esse conteido é de extrema relevancia, ja que
contribui nas areas de biologia, fisica, astronomia, economia, entre
outras. Afinal, todas estas apresentam fendmenos que podem ser des-
critos por leis deterministicas e outros com comportamento aleatério.
Como exemplo disso, foram feitas diversas analises sobre o mapa logis-
tico, o qual se aproxima mais da realidade por conter um paradmetro
que prevé um limite no crescimento populacional.

Tais assuntos nao sao abordados nas discplinas do curso de Li-
cenciatura em Matematica, o que gerou uma curiosidade ainda maior
sobre o tema. As principais dificuldades do trabalho foram: o tempo,
que nao permitiu que nenhum dos temas fosse aprofundado e a ordem
dos materiais analisados, as quais diferiam muito umas das outras,
sendo assim de dificil escolha a ordem em que os conteidos aparece-
riam no texto.

Logo, tem-se que o objetivo deste trabalho, o qual era apresentar
os aspectos gerais da Teoria do Caos, foi cumprido. Sendo que tal
proposito foi desenvolvido a partir do mapa logistico, com o auxilio de
softwares como MATLAB, Julia e Python para programar os graficos

nos quais foram feitas as analises.
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6 APENDICE

6.1 CALCULO COMPLETO DA CONTA DO MODELO DE VERHULST

Nesta segao, serdo feitas detalhadamente as contas sobre o Mo-
delo de Verhulst, presentes no texto.
Dada a EDO:

tem-se que esta pode ser reescrita como

N (120

Para resolver esta equagdo diferencial ordinaria nao-linear sera
utilizado o Método das Variaveis Separaveis.
Para facilitar a notacéo, a equacao serd reformulada da seguinte

forma:
dN

<1 - Né’”) N(t)

Arrumando o denominador de (8) por fragoes parciais obtém-se

= rdt. (10)

1 A B

N(t) (1—N]Et)> ~N(®) * (1_NL(t)>

1 A< _NL(t))—i-BN(t)
) P
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Assim, como N () estd entre um valor préximo de zero e o valor

suporte, ha duas opgoes:
1.se N(t) 20 entdo A = 1.
2.se N(t)=Lentdo BL=1= B =+

Substituindo N(t) por N para deixar a notagdo mais limpa,

1 I
— dN = rdt.

Integrando em ambos os lados da igualdade obtem-se

1
/ / L dN rdt.

Como % é uma constante, pode-se retirar este termo da integral:
dN n 1 / dN / gt
—+ = | — = [ rdt.
N L — %

1 dN
1n|N+L/1JZ:’I“t+C, (11)

chega-se em

Logo,

em que ¢ é uma constante.
Utilizando o Método da Substituicdo com u =1 — %, resolve-se

a integral remanescente em (11). Com isso, chega-se em

In|N|—1In

1 N t +
——=|=rt+ec

L
Pelas propriedades dos logaritmos, obtém-se

In =rt+ec.

N
L

Empregando a exponencial em ambos os lados da igualdade,

chega-se em
N

1=7

e(rt+c) — et (12)
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pelas propriedades da exponencial.
No instante ¢t = 0 tem-se que N(0) = Ny. Subsituindo Ny por

N para fazer a analise nesse instante, chega-se

1 No
N, 1
N
]_ -
L
N _ e'rt NO
N N
-7 -7
N Ny -e™
= ) 13)
N N, (
1-7 1—-7°
Para facilitar os célculos, usar-se-a
NO . ert

M= )
N,
1=
Depois que todas as operagdes forem realizadas, o valor de M

voltard a ser substituido na equacao principal.

Voltando em (13):
N
= M.
1—

K

Multiplicando em ambos os lados da expressdo por (1 —
tem-se que
N
N=M([1-—].
(%)
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Fazendo a distributiva,

M
N=M-—N
L bl

e somando N (%) nas duas partes da igualdade, obtém-se

M
M—N(1+L>.

Isolando V
M
N = e
T
e recolocando o valor de M na equacao tem-se que
Noe™* Noe* LNge™
_No _No _No
N — L . — L — L .
NU?\;t L+ Noc;t L(1—50) 4 Nyert
14 =2 -7 TR
L L L

Continuando com as simplificagoes:

LNoeTt Noe” Noe”

N = No rt - No Ngert - No (art ’
L(1— Do)+ Ngert (1 — Doy 4 D 1+ (e —1)
Portanto,

LNOe”
Nit)= ———F—.
( ) L—i—No(eT't—l)
Analisando N(t) quando t — oo tem-se que
Noo = lim N(t).
t—o0
Logo,
rt
NOO — lim LNOe LNO

t—oo L+ Ny(e"t + 1) 500 Le—"t + No(1 —e~7t)

Dessa forma,

N = lim N(t) = L.
t—o00
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