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SENHOR.

N O momento em que o Brazil dobrou re<
werente o -joelho na Presenga de V. A. R.,
brotou para este Continente buma fonte pe-
renne de felicidades. As Sciencias o compa-
nbeiras inseparaveis da prosperidade do Es-
tado , e que a0 estrondo das armas 5 € Avo=
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Ihério espaoridas debaixo da Proteccio de
V.A.R., vierdo fixar o seu domicilio no
terrena mais fertil e ‘mais abundante. A
Bahia teve a honra de offerecer as primi-
cias de submissdo e homenagem an Mais Ama-
wel dos Soberanos com aquella effusan de pra-
zer ¢ alegria , que 50 podido inspivar as
Virtudes que adornio a Sublime Alma de
V. A, R, He tambem hum filho seu (o mais
rude ¢ o mais inhabil) que tem a fortu-
na de aliay a sua fraca woz na Primeira
Cadeira de Mathematica de huma Acade-
mia até agora desconhecida na America Por-
gueza 3 ¢ he clle mesmo que , com o mais
bumilde respeito , se anima a offerecer a
V. A. R. a primeira Obra Mathematica ,
impressa na Sua Regia Officina Typografi-
ca ., estimulo para outros mais habeis que
bum dia illustrarad a Nagio com 0s seus
escritos immaortaes.

Sirvia estes \motivos de obter aquelle
gasalhado com que V. A. R. se tem dignade
de acolber as tenues fadigas que jiywirdo
a luz debaixo das Seus Reaes Auspicios
argumento decisivo de que V. A, R, attende
menos & escassa offerta 5 do que ao sincero
corayge que & dedica 5




AT ,I‘»‘"\’FJ 5

A minka gratidde sobejamente empe-
nhada por este nove beneficio , animari a
sincera confissdo , que tantas wezes tenho
feito ¢ repetirei até o ultimo instante
de que tenbo a gloria de ser

DE VOSSA ALTEZA REAL

O mais humilde e fiel Vassallo

Manoel Ferreira de Araujo Guimardes:
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PROLOGO DO TRADUCTOR.

NAO pertendo fazer o elogio da Obra;
nem do Author. Depois do que tem dito
em seu abono la Grange, la Croix , e ou-
tros Sabios , ficio inuteis as singelas expres-
soes de hum fraco Traductor. Por tanto ,
nada avan¢ando dcérca dos presentes Elemen-
tos, recommendados de sobra por si mesmos,
limitar-me-hei a dizer poncas palavrassobre a
Traducgio. : %

Sei que muitos presumidos Sabios olhao
com desprezo para semelhantes trabalhos, a
que nunca se dedicardo , e dos quaes por
consequencia ignorio todo o pezo. Aquelle
que sacrifica as horas do seu descanso acom-
municar aos seus compat'riotas:conheciment05 3
que , sem elle , lhes serido vedados, ou ao
menos pouco vulgares , se considera como
hum servil copista , que nio tem fadiga al-
guma , salvo a de transcrever as palayras
do Author, empreza, segunde elles, muito
facil. Eu nao fago a minha apologia, nem a
satira delles. Contento-mie com ser util e lhes
deizo o vao officio de declamadores. Se bhum.



dia /lfles couber igual sorte, eu ficarei assés
vingado dos seus sarcasmos.

Outros , para diminuirem o pre¢o das
boas traduu;oes (no numero das quaes es-
tou bem longe de collocar as minhas ) af-
firmio que nZo se devem transcrever as
expressoes do Author , e acarretio para cor-
roborar esta opininido o nec wverbum verbo
de Horacio , e o non ut interpers de Cice-

, passagens , cujo verdadeiro sentido de-
poe contra a asser¢do imprudente dos ini-
migos das traducgdes fieis. Ndo he propria
deste lngar huma dissertagdo. E persuadido
de que nada se pode accrescentar, ao que-
diz Beauzée no artigo Traducgdo da Nova
Encyclopedia , a elle remetto aquelles que
desejarem conliecer toda a extensido desta fra-
se singular = Traducgdo livre,

Litimamente persuadido da pequenez de
minhas forcas , e tendo antes a franqueza
de confessar os meus tenues conhecimentos
(1) do que a inchada presu-hpgz‘ao de sa-
bio , que tdo barato’ ‘compréo homens , aos
quaes parece que as sciencias se offerecem
sem difficuldade , ¢ que , hontem ignoran-
tes dos primeiros elementos. , ho;e desafizo
os Newtons, ¢ os Eulers; eu ndo podia dar
ao Publico alguma,producq\ﬁo minha que

\ - X

(1) Qmm bellum est confiteri nescue quod nescias ,

;'{uam ista effutientem nauseare , atque ipsum  tibi
1splxcere' Cicero. i T\




rastejasse com  os chefes d’obra de tantos
Authores celebres que tem ornado este secu-
lo eu julguei mais sensato trasladar © que
elles emsinardo do que cansar o leitor com
as minhas bagatellas.

Devo faver aqui huma advertencia sobre a
edi¢io. Encomecei aservir-meda 3.2 (der8oo),
até que hum Official , muito estudivso e mui-
to “erudito , teve a bondade de me fran-
quear a 5.2 (de 1801), e por esta conferi
a presente traducgdo. Nesta ultima edicao ,
o A. ommittio o Prologo das precedentes , do
qual creio dever dar hum resumo. Elle de-
clara haver seguido o methodo de Archimedes
e de Euclides., como mais proprio para por
em evidencia as' verdades geometricas ; aper-
feicoando porém® quanto aquelles grandes Mes-
tres ceixardo imperfeito , principalimente a
theoria dos solidos. Expoem depois a divisdo
da sua ‘Geometria em 8 livros na ordem se-
guinte: - 2

» O livro 1.0, mtltulado Principios con-
s> tém as propriedades das linhus rectas que
s> 5S¢ encontrio , as das perpendiculares ; o
>, theorema sobre a somma dos angulos de
»» llum triangulo , " a" thcoua das paralle—
+ las,* etc.

oy O livro 2.0 ,'1nt1tulado Circulo trata
»» das propriedades mais simplices do circulo,
»» das cordas, dos tangentes, ¢ da medida
»» dos angulos por arcos de circulo.
o Estes dois primeiros livros rematdo na



~

¥, solughio de alguns prob!cmas cérca dacomi
s, trucgdc das figuras. -

»» 'O livro 3.0, intitulado Proporcdes das
»» figirds contém a medida’ das superﬁmes a
sua comparagio , as propriedades do trian-
»» gulo rectangulo , as dos tnangulos equian--
»» gulos , das ‘figuras semelhantes ,” etc. .. Este
,» livro termina com huma serie de proble=
»» mas relativos aos objectos que nclle se
.5, tratdo.

» O livro 4.0 trata dos Polygonos requ-
lares e da medida do cireulo. Dois lemmas
servem de ‘base a esta medida que he de-
,» monstrada 4 maneira de Archimedes. Se~
s»» guem-se dois methodos de' approximagao ,
»» hum dos quaes he de Jacob Grégory,

»» A este livio acompanha hum appen-
5, dice, no qual se demonstra que o circiilo
»» he maior que qualquer figura isoperimetra.
~,, O livro 5.0 contém as propncdaaes dos
, planos e dos angulos solidos’. .."Q 6.0 trata"
, dos pols JE(IFOS. Este livro he .escrito de
»» hum modo inteiramente novo. »\.
»» O livro g.0 he hum tratado resumido
,, da ecfera e dos tuangulos esfericos..
»» O appendice aos livros 6.0 e 7.0 tem

2>

3

&

“

-

.» por objecto os polyedros re'gz([ares ;' materia ¥

»» tratada por Euclides ‘tom muita exten-
3, '8@0, \

»w O livro 8.0 trata dos- tres corpos re=
» dondos , qute siio , a esfera , o cone, ¢ o cy-
- lindro ; as superficies € solidezes destes cors
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» pos sio medidas per hum methodo analoge
»s a0 de Archimedes. ;,

Depois de expdr a divisio dos seus Ele-
mentos , 0 Author falla das Notas, que elle
divide em tres classes : ,, humas, diz elle ,
contém indagagdes relativas a perfeicio dos
Elementos ; outras ( e sdo as mais_ essen-
ciaes ) eontém demonstragdes rigorosas que -
na segunda leitura se deverad substituir a
ontras demonstracoes menos completas, ow
s, MENOs exaetas , que deixamos em alguns
- Tagares do texto , para nio fazermos. de-
masiadamente difficil a primeira leitura dos
Elementos; outras, finalmente , contém as
solucdes analyticas: de diversos problemas
»» de Geomerria , uteis , ou curiosos. Os .
que pertenderem s6 a parte elementar ,
podem prescindir destas notas. ,, -

No corpo da Geometria ha certas passa-
gens menos necessarias , que mna presente
edi¢do distinguimos por este signal ,,. O Lei-
tor gne nio quizer profundar a sciencia ,
pode passar adiante sem  detrimento.

Quanto 4 trigonometria, e as addiccdes
que eu fui obrigado a fazer em razéio das
differentes divisoes do circulo , darei conta
na Introducgdo 4 aquelle excellente Tratado,
que talvez he. abocanhado por quem o néQ
entende.

Havendo fallado icérca da Obra , 5o
gesta huma palavra sobre a edigfo. Posso
affirmar que empreguei nella toda a activi- -

27



dade , e desvelo de que sou capaz, e aquella
intelligencia que me podido grangear alguns
annos de applicagdo em semelhantes traba-
ihos. Pode ser que nella se encontrem mui=
tos' defeitos , parte procedidos da brevidade
com que desempenhei esta tarefa, parte da-
minha ignorancia nos preceitos da arte (1).
Sem . embargo, ouso gabar-me de ser o pri-
meiro gue fiz apparecer neste Clima huma
Obra desta natureza 4 custa de trabalhos ,
de que ( infelizmente ) he prova a minha
saude assas incommodada. O Leitor intelli-
gente , attendendo 4s minhas pequenas for-
¢as, agradecerd com tudo os meus desejos.

Ut desint vires , tamen est laudanda voluntas.

hOvid.

Para os outros he escusada qualquer desculpa.

5\

AT T

(1) Aut operae celeris nimium, cura que carentis,
Aut ignoratae premit artis crimine turpi.

Horat,
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ELEMENTOS

GEOMETRIA,

LIVRO PRIMELIRO.

PRINCIPIOS.

Nl G

PEFINIGOES:

& GEOMETRIA he huma fciencia , que
tem por objeto a medida da extensao,

A extensio tem tres dxmcnsées, compnmcnto 5
Iargura e altura.

11. Linka he compiimento fem largura.

As extremidades da linha fe chamao pontos:
Jogo o pénto nao tem extensio.

III. Linka refta he o caminho mais curto de
hum ponto a outro.

IV. Linka curva he aquella que nio he re<
&a, nem compoffa de refas.

AB he huma re&a , (fig. 1.), ACDB huma 4+
nha quebrada, ou compofta de linhas retas , e AEL
huma curyz,

A



2 GEeoMETRIA.

V. Superficie he o que tein comprimento e lar-
gura fem groffura ou altura, ;

: VI. Plano he buma fuperficie , na.qual toman-
do dois pontos 4 vontade, ¢ 2juntando-os por huma
refta, clta fica toda dentro da fuperficie.

VII. A fuperficie, que nem he plana, nem
compofta de fuperficies planas, he huma fupcerficie
curva. - :

VIII. Solido ou Corpo he o que treune as tres
dimensdes da extensio. by

IX. Quando duas rectas AB, AC (fig. 2.) fe
encontrzo, a quanticgade maior ou menor que ecllag
fe affaftazo huma da outra fe chama angulo; o pon-
to de encontro, ou de interfecio, A he o vertice do
angulo ; as linhas AB , AC sao os lados.

O angulo fe denota humas vezes $6 pela letra
‘do vertice , outras por tres letras BAC ou CAB,
havendo cuidado em pdr no meio a letra do vertice.

Os angulos sdo, como todas as quantidades, ca-

", pazes de addi¢do, fubiractio , multiplicagio, & divi-

s3o. Aflim o angulo DCE (fig. 20.) he a fomma dos
“dois angulos DCB, BCE, e o angulo DCB he a
differenca dos dois angulos DCE, BCE, ” '

X. Quando a Imha recta AB (fig. 3.) encon-
tra outra reta CD ,. de maneira’ que os angulos
adjacefites BAC , BAD fejio iguaes \entre si, cada
angnlo deftes fe ¢hama angilo reto’,\ e a linha AB
fe diz perpendicular fobre CD. ) .

XI. O angulo BAC (fg. 4.), menor que hum
angulo recto, he hum angule agids; o'angulo maior
DEF he angulo cbtufo., ' " :

XI1I. Chamio-fe parallclas \duas'linhas S qUE
eftando fituadas no mefmo \plano ,\nio fe podem en-
Cintrar, a qualquer diflanciy que fe imaginem prolon-
- gadas. 2
* . XI1l. Ficura plana he hum plano terminado
de todas as partes por linhas.| !, ]

‘de as linhas sio reftas, o efpaco que ellas fes
cl;it‘: fe chama figura rectilinea ou polygons, ¢ a8



Livro L 3
mefmas linhas todas formdo o contorno ou perimea
trs do polygono. p

XI1V. De todos os polygonos o mais fimples
he o de tres ladosy que fe chama triangulo ; o de
quatro lados fe cbama quadrilatéro : o de cinco,
pentagono 3 o de feis hexagons , &c.

- XV.  Chama-fe triangulo eguilatero aquelle que
tem os tres lados iguaes (fig. 7.); o triangulo x'}; -
celes tem s6 dois lados iguaes (fig. 8.) ; triangulo
Jealeno "he o que tem os tres lados defiguaes

fig. 9. :
(g ?({/I. Triangulo reffanguls he aquelle que tem
hum angulo re&to. O lado oppofto ao apgulo re@o
fe chama hypoténufas ABC ('fig. 10.) he hum trians
gulo re&tangulo em A, © lado BC he a fua hy
poténufa, ) :

XVII. Entre os quadrilateros fe diftingue :

O guadrade (fig. 11:) que tem os lados igyaes
¢ os angulos re&os. (V& a prop. XXI. Liv. I.)

O reftangulo (figs 12.) que tem os angulos
reCtog e nao tem os lados ‘iguacs. (V& a melma
propg .

parallelogrammo ou rhombo ( fig. 13.) que
tem os lados oppoftos parallelos.

O lofango ( fig. 14.) que tem os-lados iguaes,’
tnas os angulos ndo sio rectos.

Finalmente o trapezio ( fig: 16.7) que s6 tem
dois lados parallelos. ™ : \

XVIII." Chama-fe diagonal ‘a linha que une -
os vertices de dois angulos ndo adjacentes. Tal he AC
( fig. 4252.

XIX. Polygono equilatero he aquelle que tem
todos os lados iguaes ; polygomo equiangulo o que
tem todos os angulos iguaes.

XX. Dois polygonos sdo equilateros entre si
quando tem os lados iguaes cada hum a cada
hum , e poftos na mefma ordem , quer dizer, quan-
do feguindo os feus contornos no mefmo fentido,
o primeiro lado de hum he igual ao primeiro de

Pt



y 1 : GeroMETRT!TA
outro’, © feguhdo de hum ‘ao fegundo do outro, ©
terceiro 2o terceiro , ¢ aflim em diante. Do mefmo
modo fe percebe o ‘que fignificio dois polygonos
equiangulas entre si. y

Em ambos os cafos ; os ladds igtiaes ou os an- -
gulos iguaes fe chamio lados ou angulos Aomols-

ds. :
.g N. B. No¢ quatro prinieiros livros nio fe tra=
tara fenio de figuras planas ‘ou tragadds fobre hu-
ma {uperficie plana. !

Explicagio dos termos e dos fignais;

Axioma Ye huma ptopoficio eviderite por si
mefma. ;
Theorema he huma verdade que vemr a  fer
evidente. por meio de hum raclocinio que fe chama
demonfiragio. v
: roblema he huma queftio propofta que requer
huma [folugao. il
Lemma he huma verdade empregada fubfidiaria-
menite para demonftracio de hum theorema ou fos
lugdo de hum problema.

O nome commum de propoficio feé attribue ins
differentemente  aos theoremas , problemas e lem-
amas, \ :

Coroflatio heé a confequencia qué fe deduz de
huma ou de muitas propofi¢oes. >

Stholio he huma ad%ertcncia icérca de huma ou
de muitas prepofigoes precedentes , que tende a fas
zer perceber o feu encadeamento y \a fua utilidade ,
@ fua reftriccio on a fua extensdo. |

Hypothefe he huma fuppoficao \feita ,” quer no
cnunciado da propoficao , quet no decurfo de hu-
ma demonftragao. :

O fignal = he o fignal de \igualdade ; aflim a
exprefsio A — B quer dizer que A he igual a B.

Para exprimir que A he menor que B, fc ef-

aeve A L B.
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Para exprimir que A he mafor que B, fe efx"
ereve A % s

O fignal 4~ fe'pronuncia mais; indica a addigéo.

O fignal — fe pronupcia menos ; ‘indica a fu-
btracgio. Affim A -~ B reprefenta a fomma das
quantidades A ¢ B; A — B reprefenta a fua diffe-
renga, ou o que fica quando fe tira B de A ; do mef-
mo modo A—B 4 C, ou A 4-C — B, quer
dizer que fe deve fommar A ¢ C, edo todo {ubtra-
hir B. 4

O fignal X indica multiplicacio ; affim A X B
reprefenta o producto de A" multiplicado por B.
Em vez do fignal X tambem f{e emprega hum pon-
#0 ; aflim A. B he o mesmo que A X B. Tambem se
indica o mefmo_producto fem algum fignal intermedio
por'A B, porém esta expressiao somente se deve empre-
gar quando ao mefmo tempo sc nao houver de usar da
expressio da linha A B, distancia dos pontos A e B.

A expressio A X (B -}- C = D) represgnta o
producto de A pela quantidade B -~ C — D. Se
se devesse multiplicar A 4~ Bpor A — B} €, in-
dicar-se hia assim o producto (A -+ B )x (A — B
~+ C): tudo que fica fexado entre parenthesis se re-
putalgor huma s6 quantidade, . i

.Hum numera posto antes de huma linha ou de
huma quantidade serve de multiplicador a esta linha
ou a esta quantidadg ; assim para exprimir que a li-
nha AB fe toma tres vezes, fe efcreve 3AqB; para
notar a metade do angulo A, fe efcreve £ A.

@_ quadrado da linha AB fe marca por XB—Z;

o feu cubo por AB’. A feu tempo explicaremos o

'jué querem - dizer rigorofamente quadrado ou cubo
¢ huma linha,

O fignal |/ indica huma raiz que fe ha-dc
extrahir jeaflim |/ 2 he a raiz quadrada de 23;

VA X B he a raiz quadrada do produto A X
B, ou a meia proporcional entre A e B,
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Axiomas,
¥

'3, Duas quantidades iguaes a huma terceira
sfo iguaes cntre si, : LT

2. O todo he maior que a fua-parte,

. -O todo he igual & fomma das partes em
que elle efta dividido. T

4. De hum ponto a outra nio fe pdde tirar
mais de huma linha refta,

5. Duas grandezas, linha, fuperficie ou foli
do, sio iguaes, quando poftas huma fobre a autra,
coincidem em toda a fua extensio,

2 .

PROPOSICZXO 1.
THEOMREM A,
Os angulos reftos sdo todss iguaes entre sis .

, Seja a linha re&ta CD perpendicular a AB, e
GH a EF (fig. 16.); digo que os angulos ACDs;
EGH ferio iguaes entre si. :

Tomem-fe as quatro diftancias iguacs CA ,
CB, GE, GF, a diftancia AB ferd_igual 2 diitan-
cia EF, e poder-fe-ha por a linha EF fobre ‘AB,
de maneira que o ponto E caia ‘em A ,¢oponto F
em B, Eftas duas linhas poftas delta maneira coin-
cidirdo inteiramente huma com a outra ; porque , a
nio fer aflim, haveria duas' linhas reftas de A pa-
va B, o que he impoffivel (axio. 4,) ; logo o pon-
to G, meio de EF, cahird fobre o ponto C,
meio de AB, Applicando-fc defta forte o lado GE
fobre CA, digo que olado GH cahird" fobre CD;
porque, fupponhamos, fe he poffivel , que cahe fo-
bre humallinha CK , differente 'de CD* como,
por hypothefe (def. 10.), o angulo EGH — HGF,
deveria fer ACK — KCB. Mas o angulo ACK e
maior qu¢ ACD, o angulo KCB he menor que



ixvnol. ' $ T

BCD ; demais, por hypothefe , ACD —— BCD ; lo-
go ACK he maior que KCB; logo a linha GH
nio péde cahir fobre huma linha CK differente yde
CD ; logo clla cahe fobre CD, e¢ o angulo EGH
fobre ACD ; logo todos as angulos rcftes sie
© iguacs entre Si.

PROPOSIGCAO II
L T HEORZEM A,

Toda a linka refta CD (fig. 17.), que encon-
tra* outra AB, faz com efla dois angulos adjacentes
ACD, BCD, cuya fomma he igual a dois angulss
reltos. . ! !
"No ponto C , levante-fe fobre AB a perpendicular
CE. O angulo ACD he a fomma dos angulos
ACE, ECD; logo ACD 4 ECD feri a fomma
dos trez ACE, DCE, BCD. O primeira he reto,
os outros dois juntos fazem -0 angulo reto BCE ;
logo'a fomma dos dois angulos ACD, BCD he
igual a dois angulos rectos.

Corollaria 1. Se hum dos angulos ACD, BCD ,
for re@o , o outro o ferd igualmente. . :

Lorollario II. Se a hnha DE (fig. 18.) for per-
pendicular a AB, reciprocamente AD ferd perpen-
dicular a DE. '

Porque , de fer DE perpendicular a AB, fc fe-
ue que®o angulo ACD_ he igual ao feu adjacents
CB, ¢ que ambos s30 reftos. Mas de fer ré€o o

angula ACD fegue-fc que o fen adjacente ACE
tambem he reflo ; logo o angulo ACE — ACD ;
logo AB he perpendicular a DE.

“~ Corollario I[I. Todos os angulos confecutivos
BAC, CA'D, DAE , EAF (fig. 34.) formados do
meflmo lade da refta BF, valem em fomma dois an-
gulos reftos; porque a fomma delles he igual a dos
dois -angulos BAC , CAF, ; :

.

s -
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PROPOSIGCZXO III
THEOREMA,

Duas linhas reftas que-tem dois pontos communs

coincidem em toda a [ua extensdo , e formao huma sé

e a mefma redla,

Sejao os dois pontos communs A e B (fig, 19.);
_ primeiro as duas Jinhas devem fazer huma sé entre
A e B; porque, fendo fora affim, haveria duas re-
&as de A para B, o que he impoffivel ( axiom, 4.).
Supponhamos depois que prolongando eftas linhas ,
ellas comegio a feparar-fe no ponto €, vindo huma
a ficar CD, e a outra *CE. Tiremos pelo ponto C
a linha CF, que faga com CA o angulo re&o ACF.
Como a linha” ACD he re&a, o angulo FCD fera .
re&o (prop. 2; cor. 1.); como 3 linha ACE he
refta, o angulo FCE feri igualmente re@o. Mas a
parte FCE , nao péde fer igual ao toda FCD; lo-
go as linhas re&tas que tem dois pontos A e B com-
muns , ni» podem feparar-fe em ponto algum do
feu prolongamento ; logo ellas formao hnma s6 e a
mefma reéta. \

PROPOSIGCAO IV,

!

T HEUOREMA.

 Sedois angulos adjacentes ACD', DCB (fig. 20,)
walerem cm fomma dois aagylos reflos, os dois lados
rxteriores AC , CB, c¢ffarap em linka, refla.

Porquc , fe CB nao for o prolongamento de
AC, feja CE elte prolongamento, entio a linha
ACE fendo refta, a fomma dos angulos ACD ,
DCE, fera igual a dois rectos (\prop.*2,). Mas,
por hypothefe, a fomma dos angulos ACD, DCB,
tambem he igual a dois reftos; logo ACD J-
DCB feria igual a ACD 4 DCE.-. tirando de hu-
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ma e outra parte ACD, ficaria a parte DCB igual
ao todo DCE, o que he impoffivel. Logo CB he
o prolongameuto de AC.

PROPOSIGAO V, .
T HEOREMA,

. Quands duas retas AB, DE (fig, ar.) fe cor-
tio , os angulos oppofiss verticalmente sao iguaes. '

Porque, como a linha DE. he refta, a fomma
dos angulos ACD , ACE, he igual adois rectos; e
commo a linha AB he re&a, a fomma dos angulos
ACE, BCE, tambem he igual a dois rectos. Logo
a fomma ACD - ACE he igual 4 fommg A(,SE
-+ BCE. Tirando dg huma e outra parte ‘o mefmo
angulo ACE , ficarda o angulo AC]g igual ao feu
oppoito BECE,

Demonftrar-fe-hia do mefmo modo que o angu-
lo ACE he igual ao feu oppofto BCD,

Schalia, Os quatro angulos formados em torno
de hum ponto por duas linhas re@®as que fe cortio,
valem em fomma quatro angulos reétos, Porquc'os
angulos ACE , BCE, juntos, valem dois angulos
rectos; e os outros dois ACD, BCD tem o mefmo
valor. ' ; .
Em geral, fe qualquer numsro de reftas CA ,
CB, &c. (fig. 22.), fe encontrarem em hum ponto
C, a fomma de todos os angulos confecutivos ACB,
BCD, DCE, ECF, FCA , feria igual a quatro an-
gulos re&tos. Porque, fe formaffemos no pontp C qua-
tro angulos re&os, tirando duas linhas perpendiculares
entre si, encher-fe-hia o mefmo efpaco, quer pelos
quatro angulos rectos, quer pelos angulos {ucceflivos

ACB, BED, &o,
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PROPOSIGAO VL

THEOREM A
Dois triangalss sido iguaes , quendo fem hum ans
gulo igual comprehendids entre lados iguces, cada hum
a cada hum. ) l
Seja 0 angulo A (fig. 23.) igual 2o angulo

D, o lado ABgigual, a (DE:‘:, 03 ‘ladogu’AC igual a
DF; digo que os’trangulos ABC , DEF ferio

iguaes. | b

Com effcito, efles triangulos fe pedem por hum

fobre o outro, de maneira que coincidao perfeitamen-
te. Primeiramente ; fe puzermos o lado DE fobre o
feu igual AB, o ponto D ¢ahird ‘em A, e o ponto
E em B. Mas como o angulo D he igual ao angu-
lo A, ajuftando-fe DE fobre AB, o lado DF toma.
ri a direcgio AC. Além difto DF he igual a AC;
logo o ponto F czhird em C, e o terceiro lado EF
cobrirda exaftamente ‘o terceiro lado BC ; logo o
triangulo DEF he igual ao triangulo ABC.(#x.5.).
Corollario. Havendo tres coufas iguaes em dois

, triﬁmgulos;,, a saber, o angulo A <= D, o lado AB

=—DE, e o ladoc ACg DF, fe pode concluir
que as outras fres tambem sio. iguaes, a faber ; o
angulo B——E, o.angulo C =¥, e o' lado BC
= EF! ! \ )

. \ 3 \ It
3PROPOSICZO VIL :

o THEOREM A.

Dois triengulss sio iguaes quando tem hum lads
fgual adjacente a dois angules iguacs ,\ cada hum a ca-
da hum.

Seja o lado BC (fig. 23.) igual ao lado EF,
o angulo B igual a0 angule k, ¢ o.angulo C igual

T
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#o angulo F; digo que o triangulo DEF feri igual
ao triangulo ABC, :
- Porque, para effeituarmos a fobrepéficio , po-
nhamos EF fobre o feu igual BG:, o ponto E ca.
hird em B, ¢ o ponto F em C. Como o angulo E
he igual ao angulo B, o lado ED tomard a.dire,
ccdo de- BA ; affim o ponto D fe achari fobre al-
gum ponto da linha BA, Da mefma forte, como o
angulo F he igual ao angulo C, a linha FD tomard
a direcgio de CA, e o ponto D fe achard fobre al,
m ponto do lado CA ; logo o ponto D que deve
glc,ar ao mefmo tempo nas duas linhas BA, CA,
cahird na fua ipterfeccdo A ; logo os dois triangulos
ABC, DEF, coincidem hum com o outro, e sio
perfeitamente .iguaes. : 9
; Corollario. Havendo tres coufas iguaes em dois
triangulos , a faber , BC —EF, B—E, C = F,
fe pdde concluir que as outras tres tambem sdo

iguaes, a‘'faber; AB—=DE, AC=DF, A=D.
_PROPOSICZAO VIII :
THEOREMA,

Em %do o triangulo , qualguer lads he tmensr que
& [zmma dos outros dois. -

Porque a recta BC (fig. 23.), por exemplo he
o mais curto caminho de B para C (def. 3¢); logo
BC he menor que BA 4 AC. -

PROPOSIGCXO IX. % .
THEORBM‘A-

8e de bum ponts O (fig. 24.) tomado dentro do
triangulo ABC , tirarmos s extremidades de hum
lads BC as linkas OB, OC, a fomma deflas linlds
Jerd mznor que a f[umma dos outroi dois lades AB,
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Prolonguemos BO até o encontro do lada AC
em D, a linha re€ta OC he mais curta que OD
-+ DC (prop. ant.); ajuntando a cada parte BO,
teremos BO 4+ OC L éO -+ OD +4 DC, ou BO
-+ OC £ BD 4-DC, ;

Temos igualmente BD < BA 4 AD ; ajuntan-
do DC acada parte, teremos BD 4 DC « BA -
-AC. Mas ja provamos que BO 4+ QC £ BD
DC ; logo, com mais forte razio, BO 4- OC
BA - AC.

PROPOSICAO X,

T H E.ORE M A,

8e os dois lados AB, AC (fig. 25.), do trian="
guls ABC , forem iguaes aos dois ladss DE , DF , de
trianguls DEF , cada hum a cada hum ; fe ao mef-
mo tempo o angulo BAC comprebendids pelos primei-
ras , for maior que o angulo EDF comprebendido
© pelos fegundos ; digo que o fergeivo lado BC do pri-
meiro triangulo fera maiar que o terceiva EF do fe-
gundo. ' c
. Faca-fe o angulo CAG — D, tome-fe AG —
DE, ¢ ajunte-fe CG, o triangulo GAC fer igual
ao triangulo DEF , porque tem , por conftruceio, hum
angulo 'igual comprehendido entre lados iguaes ( pr.
6,), logo fera CG — EF. Agora podem acontecer
tres cafos , fegundo o ponto G cahir fora do trian-
gulo ABC, ou fobre o lado BC, ou dentro do
mefmo triangulo, \

Primeiro cafo. A linha re@&s CG (fig. 25.) he
mais curta que GI < IC, a linha refta AB he
mais curta que AI 4 IB; logo GC 4 AB he me-
nor que GI Al 4 IC + IB, ou, que he o
mefmo, GC AB £ AG + BC. Tirando de hu-
ma parte AB e daoutra afua igual AG, ficard GC
< BC; ora GC —EF; logo EF < EC.

Segynds cafo. Se o posto G (fig. 26.) cahe fo-
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bre o lado BC, he evidente que GC ou o feu
igual EF fera menor que BC: -

Terceiro cafo. Finalmente , fe o ponto G cahe,
dentro do triangulo ABC (fig. 27.), ter-fe-ha, fe-
gundo o theorenia precedente , AG 4- GC L AB
-+- BC. Tirando de huma parte AG € da outra a
fua igual AB, ficara GC BC, ou EF & BC.

PROPOS_IQKO b4 §5
THEOREM A

Dois triangulos sdo iguaes, quando tem os Eres
dados iguaes cada hum d cada hum. y

Seja o0°lado AB' =—+<DE (fig. 23), AC 22
DF, BC —— EF, digo que feid o angulo A ==.D,
BBy B =T, : .

Porque, fe o :m§ulo A foffe maior que o an-
{;ulo D, ¢omo os lados AB, AC sio iguaes aos
ados DE; DF, cada hum a cada hurh, feguir-fe-
hia pelo theorema precedente, que o lado BC he
maior que EF; e fe o angulo A fofle menor que o
angulo D, feguir-fe-hia que o lado. BC he meror
que EF; ora BC he igual a EF; logo o angulo
A nio pdde fer nem maior nem menor que o an-
gulo D; logo lhe he igual. Do meémo fmodo . fe Fro-—
vird que o angulo B=—E, e 0 angulo C = F.

Scholis. Péde:fe notar que os angulos -iguaes
¢3o oppoftos a - Jados iguaes. Affim os angilos
ii{uacs A ‘e D sio oppoltos dos lados iguaes BC ,
LK.
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PROPOSI(; 10 XIL

¥

‘rI—IEOREMAy

¥

Em hum frzahgulo Ifosteln 05 angulo; oqu/z’o:;,
aos lados iguaes sio zguae: '

Seja’ o lado AB —— AC (ﬁgs 28 ), digo que
ferd o anguld C —B..

Tire-fe a linha AD. do wertice A ao ponto D;
meio da bafe BC ; os dois trangulos ABD , ADC,
terdo 0s tres lados iguaes cada huth a cada hum 3 °

. @ faber , AD commum ,/AB = AC; por hypothex
fe', ¢ BD =— DC, por con{hucq"to ; logo , em vir=
tude do theorema precedente, 0 angulo B he igual

a0 angylo C. - e ,

‘ Corollario. Huth triangulo equilatero he 20 mefs
mo tempo equiangulo , ifio he, tem os feus ahgulos

: Iguaes

Scholioc A 1gu::ddade “dos mangulos ABD 5
ACD., prova ao mefmo tempo que.o angulo. EAD :
T DAC e que o angilo BDA == ADC; logo
'eﬂes ultlm()s sho rectos ; logo a linka tirada do ‘ver«
tice de hum triangulo {[fcele: a0 meio da bafe,

- j,erpendztuiar a ¢fta Zzafe » ¢ divide o angu[a do ver=
tite em duas taries iguaes,

Em .hum trxangulo nio ifofceles fe toma indif-
ferentemente por dafe hum lado qualquer , e entio
o feu vertice he o do angulo oppofto. No triangulo
xfofceles fe toma particularmente por \bafe. 0 lado que
nao’ h gual dps outros. s

A
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PROPOSIGCZXO XHI ;
'J’I‘H_E’OREM.A.

Reciprocamente , Joe dois angulos forem fguaes
em hum trianguls , os lados oppofies f[erds igudes ; &
8 friangulo feri ifofceles. \ 2 o

Seja o angulo ABC = ACB (fig. 29.), digo
que o lado AC ferz igual eo lado AB.

., Porgue;,. {e cftes lados nio sao iguaes, féja AB
o maior. Tome-fe BD == AC, e tire-fe DC. Co-
mo , por conftrucgio , o triangulo BCD \he ifofceles ,
terémos (pr. 12.) o angulo BCD =— \DBC; mas
por hypothefe , o angulo. DBC — ACB ; logo feria
a parte BCD igual a0 todo BCA, o que ‘he im-
poflivel. Logo. os lados: AB, AC sdo iguaes, e o

triangulo ABC he ifofceles. - -

PRODP O STC L0 X1V,
| T HEORE M,A. !

“ De dois lades de hum irianguls he maior aguellé -
‘que he oppaflo as_maior anguls e reciprocamente , de
dois angules de” hum  triangulo he ‘maior aguelle que
%e cppofto ao maior lads. e

1.2 Seja o angulo C > B (fig. 30.) digo
que o lado -AB oppofto 2o angulo C, he  maior
que o lado AC oppofto,ao angulo B.- ) Wl

Faca-fe o angulo BCD = B'; no triangulo

BDC ter-fe-ha ( pr. 13.) BD == DC. Mas' a'linka - ,

re¢ta AC he mais curta que AD 4 DC, ¢ AD
-+ DC — AD |- DB == AB. Logo AB he maior
que AC, 7 )

2.9 Seja o'lado AB g AC , digo que o an-
gulo C oppofto ao lado AB ferd maior que o ans
gulo B ,"oppofto a0 lido AC, : s
~ \Perque fe fofle C ‘< B, (feguir-fe-hia, pela

~
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que fica demonftrado, que AB & AC, o que hé
contra a fuppoficio. Se fole C — B, feguir-fe-hid
(pr. 13.) que AB = AC, o que tambem he con«
tra a fuppoficio. Logo o angulo C deve fer maior
que B. ;

PRO,.POSIQ.KO‘ XV.
THEOREM A/

De hum ponts A (fig. 31:) dado fira de bumd

refta DE, nao fe pide firar mais de huma perpendi-

cular a efia refla. )

.~ Porgiie ; fupponhamos T’xe fe podem tirar dua$
AB e AC; prolonguemos huma dellas AB huma
quantidade BPP,: AB ;e firemos FC. :

O triangulo CBI' he igual ao triangulo ABC:
Porque o angulo CBF he re&o, bem como CBA ,
o lado CB he commum, ¢ o lado BF — AB. Lo-
go eltes triangulos sdo iguaes (pr. 6.), e fegue-fe
que o angulo BCF — BCA. O angulo BCA he
re&to por mypothcfe , logo o angulo BCF tambem he
re&to. Mas, [e os angulos adjacentes, BCA , BCF
valem juntos dois angulos fectos , a linha ACF de-
ve fer refla (pt. 4.); donde refulta \que entre 68
mefmos dois pontos A e F, poderiainos tirar duas
linhas re&tas ABF , ACF; ora ifto ke impoffivel
(ax. 4. ), logo he igualmente impofiivel tirar duas
rerpcndlcularcs de hum mefmo ponto fobre humma
linha re&ta. :

" 8cholio. Por hum mefino ponto C (fig. 17.) da=
do fobre a linha AB, he ignalmente impoffivel tirar
‘duas perpendicilares 2 efta linha. Porque'fe CD ¢
CE foffem eftas perpendicularés, o angulo DCB fe-
ria re&to, bem como BCE, e a parte feria igual
140 tedo, o que he impoffivel (ax. 2.)
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PROPOSIGCAO XVLiii
; ) 5 B e
THEOREh{"-IAl

' 8¢ de hum ponto A (fig. 31.), fituads Yfora de
huma recta DE , tirarmos @ perpendicular) AB fobre
efla recta , ‘edifferentes obliguas AE A AC,.’ dAD A e
a differentes pontos -da méfma recta, 1 7

1.9 4 perpendicular AB fera mais curta que qual-
quer obliqua. . sl 13 :

2.9 As duas obliguas AC , AE, tiradas de hu-
“ma e outra-parte da perpendicular , em diffancias iguaes
-BC, BE, ferdo iguaes. ' ATV

3.9 "De duas obliguas AC e AD, ou AB e AD:,
tiradas como fe quifer ,'a que fe affaftar mais da perpendi-
cular , fera a mats comprid’a..' d '

Prolongue-fe a perpendicular “ABhuma quanti-
dade BF — AB, e ajuntem-fe FC, FD. .V = ',

1.© O triangulo BCF he igual 'ad;"triéngulo
BCA ; porque o angule recto CBF =='CBA, ‘o la-
do CB he commum, ¢ o lado BF — BA , logo ©
terceiro lado ( pr. 6. ) CF he 'igual a0 terceiro AC.
Ora ABF, linha recta, he mais curté‘l‘gue AQCF ; linha
quebrada , logo AB, metade-de ABF he mais curts
‘que: AC , metade de ACF. Logo 1.° a perpendicular
he mais curta que qualquer /obliqua. - Ui,

2.9 . Se ‘fuppolermos BE — BC , eomo: temos
-alem difto AB commum , e o angulo ABE — ABC,
/'fegue-fe que o triangulo ABE he igual a0 triangulo
ABC. Logo os lados AE, AC sio iguaes. Logo 2. °

.rduas obliquas que fe affaftdo igualmente da perpendi-

cular sio iguaes.
i35S %\10 triangulo ADF a fomma das: linhas AC,
CF he menor ( pr. 9.) que afomma dos lados AD ,
DF. Logo AL, metade 33 linha ACF, he mais cur-
ta que AD, metade de ADF. Logo 3.° asobliquas
zue {e affaftio mais da perpendicular sio mais comprie

as, 5
B

-

L o
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Corollario 1. A perpendicular mede a verdadei.
ra diftancia’ de hum ponto a huma linha , porque he
mais curta que qualquer obliqua.

Il. “De hum mefmo ponto nio fe podem tirar
a huma mefma linha tres rectas iguaes. Eorque , fe
aflim fora, haveria do mefmo lado da perpendicular
duas obliquas iguaes, o que he impoffivel.

PROPOSIGCZXO XVIL
THEOREM A.

Se pelo ponto C, (fig. 32.), meio da linka
AB, levantarmos a perpendicular EX [obre efta li-
nha ; 1.° /tadafonta da  perpendicular eftara igual-
mente diflante das duas extremidades da linha AB ;
2.9 todo o ponto fituado fira da perpendicular ef-
tard é:’t_'ﬁgyabnenle diflante das meff’;m: extremidades
A e'B.

Porque 1.° como fe fuppse AC —= CB , as
duas obliquas AD, DB fe affaftio igualmente da
perpendicular ; logo sio iﬁuacs. O melfmo acontece
4s duas obliquas ‘AE ;, EB, 4s duas AF, FB, &c.
Logo 1.° qualquer ponto da perpendicular efta
igualmente diltante dos extremos ‘A ¢ B. -

2.9 Seja I hum ponto féra da perpendicular ;
fe ajuntarmos IA, IB, huma deflas ,]inias cortara
a perpendicular em D , donde tirando DB, teremos
DE: DA. Mas a linha re@a 1B he menor que
a linha quebrada ID -} DB, e ID 4-DB = ID
-+ DA = IA; loge IB < IA; logo 2.° todo o
ponto féra da perpendicular eftard defigualmente dif-
tante dos extremos A e B,
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PROPOS‘IQIO XVIII.
T HEOREM A,

Dois triangulos reétangulos s&o iguaes quando tem
a hypoténufa igual, e hum lads 4gual. 3

Seja a hypoténufa AC — DF ( fig. 33.), e o
lado AB — DE, digo que o triangulo rectangulo .
ABC ferd igual ao triangulo reftangulo DEF..

Seria manifefta a igualdade , fe o terceiro lado’
BC fofle igual ao terceiro EF : fupponhamos, fe he
offivel , que eftes lados nio sio iguaes, e c}uc feja
BC o maior. Tome-fe BG — EF, e ajunte-fe AG.
O triangulo ABG he_igual ao triangulo DEF ;
orque o angulo refto B he igual ao angulo reto
E, o lado AB = DE, ¢ o lado BG = EF ; logo
eltes dois triangulos sio iguaes (pr. 6. ), e por con-
fequencia AG —— DF: mas, por hypothefe , DF —
AC; logo AG — AC. Porém a obliqua AC nio pé- -
de fer igual a AG (pr. 16.), porque efta mais
affaftada da perpendicular AB; logo he impoffivel
que BC difira de EF ; logo o tnangulo ABC he
. igual ao triangulo DEF. ,

PROPOSIGZXO XIX.
L EMM A,

A fomma dos tres angulos de hum trianguls -
ndo péde exceder a dois angulos reftos.

Seja, fe he poflivel , ACB (fig. 35.) hum
triangulo no qual a2 fomma dos tres angulos he
maior que dois angulos retos. :

Sobre AC prolongado tome-fe CE — AC ; fa-
¢a-fe o angulo ECD =— CAB, olado CD == AR;
ajuntem-fe DE e BD. O triangulo CDE ferd igual *
a0 triangulo BAC, porque tem hum angulo igual’
comprehendido entre ladgs"iguaes cada hum a cada

ii
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bum (pr. 6.); logo tecremos o angulo CED —
ACB , diangulo CDE =X ABC, e o'tercciro lado
ED igual ao terceiro BC.

Como a linha ACE he re&@a, a fomma dos
angulos ACB, BCD, DCE he igual a dois angu-
Jos “'reétos {pr. zscor. 3..); cra fuppemos que a
fomma dos angulos do ‘triangulo  ABC he maier
tque . dois” angulos i reftos’, logo teremos, CAB
;!\BC 4 ACB > ACB - BCD 4=E€D ; /tirando

. de huina 'e oufra! parteACB: commum ¢ CAB-—

-

(ECD, ficara' ABC.T»IBCD ; e porque os” lados
‘AB!,. BC :do triangulo ’/ABC , sio.1guacs aos lados
CD,/CB .do triangulo "BCD', fegue-leique o ter-
«ceiro “lado AC ~he muaior > que’ onteteciro BD ( pr.
TOsH)4  GHLIEHE 't L LA ollnknl -5 )
: '1)I’m;i.giheﬂ1'bs"' agora“’ qiie ofe prolongue indefinida-
mehte 'a linha* 'AC 7 e0da méefma. mahcira 'a  ferie
-dos “trianculos' iguaesiie ' fenellantemente - difpoftos
ABC), CDE;, EFG, GHI; &dil; fe zn)lmtnrmos 08
veitiees -vifinhos ‘pelas freétds BD. ,DF//.FH , HK",
&e. , Hformaremos 20" mefmo ‘temps Huma ferie de
triangulos intermiediost BCD ; DEF+ FGH , [ &c.
que-férdo “todos iguaesogntre si j porgue 'tefdd. hum
angulo igual comprehendido “emikecladosiipuacs “cada
hum a cada hum. Logo teremos BD — DI — FH
= HEK ;&  O'al) 120 T0 8

Ifto pofto, ‘como temos AC > BD, ‘feja a dif-

. ferenca AC — BD *='D!§ heklaro que 2D ferd a

differenca entre a linha re@a ACLE igual'a 2AC,
¢ a'linha re®a ou quebrada ‘ BDFiguala 2BD ; de
forte que teremos AE — BF ==72D. Do mefimio mio-
do tererios AG — BH = 2D, IAIL=IBK == 4D,

. € affim’ ém diante. Ora’, por \nais. pequena ‘que:fe-
* ja'a differenca D , he evidente’ ‘que eftd) differencas,

repetida hum htimero de 'vezes “fufficienté., vira a fer
maior- que hum comprimento dudo.  Logo poderentos
fuppor a ferie dos triangulos prolongada tio! lon;

que feja AP — BOQ > 2AB ; e aflim! teriamos ' Al
+» BQ 4 2AB. Ora, pelo contrario , a linha re@a
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AP he menor’ que a linha: angulofa ABQP ;") que

ajental os mefimos- extreimos A e P, ~de/ maneira

que teremos fempre AP <& AB 4BQ '4-"OP), oup

AP &£ BQ -} 2AB. Logo a hypothefe;, de que.par:

timos, he'abfurda : logo ‘4 {omma dos tres angulos %

do triangulo ABC na> pdde exceder - a dois an- !
'gulos ‘rectos. -, ¢ ) '

PROPOSLGZO XX.

L & g RAB My AL g e o

Em todo » triangulo, a [omma dss trez dngu-
los ke tgual a ‘dois angidos, rettas. . ' :

Havendo ji provado.que a forama dos trez an-
gulos - de hum triangulo ‘mio péle exceler’ a dois o
angulos rectos , rella demonftrar  que eita melina:
fomma niao péde fer menor do que dois angulos reétos.

Seja. ABC. ( hig. 35. a ) avtriangulo . propofio ,
e: feja, e he- poflivel , "a; fomma dos feus angulos:
— 2P — 7Z, marcando P hum angulo re&o, e fen-:
do Z effa quantidade qualquer que fe fuppoem faltar
4 fomma dos angulos para’ que  elta {¢ja igual a
dois rectos. ; , R

Seja A o menor dos angulos do triangulo ABC
fobre o lado oppofto BC faga-fe o angulo BCD
== ABC, e o angulo. CBD = ACB; os triangu-'
los BCD, ABC, ferio iguaes (pr. 7.), porque tem
hum lado igual BC adjacente a dois angulos. iguaes,
cada hum a cada hum. Peclo ponto D tire-fe huma
reta qualquer EF , que encontre em O ¢ em ¥ os
dois lados do angulo A prolongados (1). ' .

(1) Supponhe que A he o menor angulo do triangu-
lo ABC, ¢ por confequencia menor ou ndo imaior cue dois
tercos do angulo ré&e, a fim de fazer mais fenfivel a pof-
fibilidade de que' huma re@a tirada pelo ponto D, encontre
a0 mefino tempo os dais lados AB, AC; prolongados.
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Como a fomma dos angulos de cada hum def:
tes triangulos ABC, BCD he 2P — Z , e a de ca-
da triangulo EBD , “DCF nio péde exceder a 2P
(prop. 19.), fegue-fe que a fomma dos angulos dos
quatro triangulos ABC, BCD, EBD, DCF, nio
paffa de 4P — 2Z - 4P , ou 8P — 2Z. Se defta
fomma tirarmos 2 dos angulos em B, C, D, que
he 6P, porque a fomma dos angules formados em
cada ponto %, CL D he 2P Tpr.. 2. Kok g.) 5% 00
refto ferd igual 4 fomma dos angulos do triangulo
AEF. Logo a fomma dos angulos do triangulo AEF
nio pafla de 8P — 2Z — 6P, ou 2P — 2Z. N

Aflim em quanto he neceffario ajuntar Z a fom-
ma dos angulos do triangulo ABC para que ella che-
§uc a dois re®tos , cumpre ao menos ajuntar 2Z 4
omma dos angulos do triangulo AEF para comple-
tar os mefmos dois re&os. ’

Por meio do triangulo AEF fe conftruirda feme-
Thantemente hum terceiro triangulo , tal que feja
mifter ajuntar ao menos 4Z 4 {omma dos ?eus tres
angulos » para que o todo feja igual a dois angulos
rectos ; e por meio do terceiro, {e conftruira da mef-

- ma maneira hum quarto, tal que fe deva ajuntar ao

menos 87Z 4 fomma dos feus angulos para que o to-
do feja igual a dois angules re&os, e affim ém diante.

Ora, por mais pequeno que feja Z a refpeito
do angulo reto P, a ferie Z , 2Z , 4Z, 8Z, cu-
jos termos crefcem em razio dupla, conduzirda bem

- deprefla 2 hum termo igual a 2P ; ou maior que 2P.

Logo entio fe chegard a hum triangulo tal que fe-
ja neceflario ajuntar 4 fomma dos feus angulos hu-
ma- quantidade jgual ou maior que 2P, para que a
fomma total foffe {6mente 2P. %:{la conféquencia he
vifivelmente abfurda ; logo nio péde fubfiftir a hy-
¥othefe de que partimos; quer dizer, que he impof-
ivel que a fomma dos angulos do triangulo ABC,
feja menor que dois angulos refos: ella nio pode
fer maior em virtude da propofigio precedente , logo
he igual a dois angulos refos.
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Corollario I. Sendo’ dados dois angulos de hum
triangulo, ou fémente a fua fomma ; conhecer-fe-ha
o terceiro, fubtrahindo de dois angulos retos a fom-
ma deftes angulos.

. II. Se dois angulos de hum triangulo . forem
iguaes a dois angulos de outro triangulo, cada hum
a cada hum, o terceiro fera igual ao terceiro, ¢ os
triangulos ferao equiangulos entre si. )

1II. Nio péde haver em hum triangulo mais
do que hum angulo re&o, porque, fe houvefle dois ,
o terceiro angulo viria a fer nullo. Com maior ra-
zio , hum triangule ndo péde ter mais do que hum
{6 angulo obtufo.

V. Em hum triangulo re&angulo a fomma
dos dois angulos agudos he igual a hum angulo
recto. '

“V. Em hum triangulo equilatero cada angulo
he igual a hum tergo dé dois angulos retos, ou aos
dois tergos de hum angulo reéto; de maneira que
exprimindo por 1 o angulo refto, fera expreflo por

2 0 angulo do triangulo equilatero.

VI. Em qualquer triangulo ABC (fig. 4r.
fe prolongarmosqo,‘(llado CA pga‘:a D, o agngglo exz
terno BAD fera igual 4 fomma dos dois. internos
oppoftos B e C : porque, ajuntando a huma e outra
parte BAC , as duas fommas serdo iguaes a dois an-
gulos reétos.

PR‘OPOSIQXO XXI..
'Tuzon:'uf..

A fomma de todos os angulos intermos de hum
polygono , he igual a tantas wezes dois angulos reéios
quantas unidades houver no mumere dos lades memes
dots. : O :

Seja ABCDEF (fig. 42.) &c. o polygono pro-
pofto ; fe do vertice dc hum melmo angulo A, ti-

/

/K
J
4
p



\

-

|

N\

24 GEOMETRI A.

rarmos a todos os vertices dos angulos oppoftos dia-
gonaecs AC, AD, AE, &c., he facil de vér que
o polygono ficard repartido em cinco triangulos, fe
elle tiver fete lados ; em feis triangulos, fe elle tiver
cito lados ; ¢ em geral em tantos triangulos quantos
forem os lados do polygono menos dois’; porque ef-
tes triangulos fe podem confiderar como tendo por
vertice commum: o ponto’ A , e por bafe os differen-
tes lados do polygono’, excepto os dois que formio
o angulo A. Vé-fe a0 mé¢fmo tempo que a. fomma
dos angulos de todos eftes triangulos ndo differe da
fomma dos angulos do polygono; logo efta ultima
fomma he igual a tantas vezes dois reftos quantos
s40 -os triangulos , quer dizer, quantas unidades ha
no numero dos lados do polygono menos dois.

Corollario I. A fomma dos  angulos de hum
quadrilatero he igual a dois angulos reftos multipli-
cados por 4= 2, o que faz quatro anzulos rectos.
Logo , fe todos os angulos do quadrilatero forem
iguaes , cada hum delles ferd reto; o que juftifica
a def.. XVII., na qual fuppozemos que os quatro
angulos de hum quadrilatero sao reétos no cafo do
reétangulo ¢ do quadrado, | \

II. A fomma dos angulos de hum pentagono
he 2 angulos rectos , multiplicados por 5 —= 2, o
que faz 6 angulos reCtos.' Logo quando hum'penta-
gono for equiangulo , quer dizer, quando os feus an-
gulos forem iguaes huns aos outros, cada hum' del-
les ferd igual ao quinto de feis | angulas retos ou

~a0s 8 de hum angulo redo,

L. A fomma dos, angulos de hum Hexagono
he 2X (6 — 2) ou 8 angulos rectos; logo no

‘. hexagono equiangulo, cada angulo he o fexto de 8

angulos reflos ou 0s ‘-;' de hum argulo redto; caf-

fim em diante.



+L.rvro Ii 25
Scholia. Se quizeflemos applicar efta propoficio a
hum polygono que tivefle hum ou mais angulos rein-

trantes , deveriamos confiderar cada angulo reintrante

como maior que dois angulos re&os. Mas para evitar

todo o embaraco’; aqui, e para .o futuro, {6 confide--

raremos os polygonos de angulos falientes , que fe
odem por outro nome chamar polygonos convexss.
%“odo o polygono convexo he tal que huma linha
refta, tirada como fe quizer, nio péde encontrar o
contorno deite polygono em mais de dois pontos.

PROPOSIGCZAO. XXII,
T HEORE M A,

Se duas linkas rectas , AC, ED (fig. 36.) fo2
rem perpendiculares a huma terceira AE , ejtas duas
linhas ﬁ‘:'&a.par‘alle.’a: y quer dizer , que [e nas paderao
encontrar a qualguer diftancia que fe prolonguem.

Porque, fe ellas fe encontraffem em hum ponto
O, haveria duas perpendiculares OA , OL , abaixa-
das do mefmo ponto O fobre huma mefma linha AE,
o que he impoffivel (pr. 15).

PROPOSLGCA O XXIIIL
THEOREM A,

8e duas linhas reftas, AC, BD (fig. 36.) fize-

rem com huma terceira AB dous angulos internos CAB , |

ABD,_cuja fomma feja igual a dous angulos reétos,
as linkas AC, BD serds parallelas.

Se os angulos CAB, ABD foffem iguaes entre
fi , ferido reftos ambos , e eftariamos no cafo da
propofi¢ao antecedente ; fupponhamos por tanto que
eltes dois angulos fejao defiguaes , c.pelo peonto A
abaixemos AE perpendicular fobre BD.

No triangulo re&angulo ABE , a fomma dos dois

angulos agudos ABE, BAE he igual a hum angulo
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Te&to (pr. 20. cor. 4.) ; fubtrahindo efta fomma da
fomma dos angulos ABE , BAC, que, por hypothe-
fe , he igual a dois angulos reftos, ficara o angulo
CAE igual a hum angulo reéto. Logo as duas linhas
AC, BD sao perpendiculares a huma mefma linha
AE ; logo sao parallelas ( pr. 22.). -

"PROPOSIGZAO XXIV.
THEOREM A.

Se duas linbas reflas AF , BD (fig. 36.2) fize-
rem com huma terceira AB dois angulos internos. FAB,
ABD , cuja fomma [eja menor ou maior que dois an-
gulos reftos , digo que as duas linhas AF , BD , pro-
longadas - fufficientemente , [¢ hdo de encontrar.

Tire-fe AC de manera que a fomma dos angu-
los CAB 4~ ABD feja igual a dois argulos reftos;
podem acontecer dois cafos , fegundo for o angulo BAF
menor ou maior que BAC , quer dizer, fegundo for
a fomma dada EAB -+ ABD menor ou maior que
dois angulos rectos. !

Seja 1.° o angulo BAF £ BAC ; 'tire-fe pe-
lo ponto A huma obliqua qualquer AM que encon-
tre BD em M, o angulo AMB feid igual a MAC,
porque ajuntando a huma e outra parte huma mef-
ma quantidade MAB -~ ABM , as duas fommas sio
iguaes cada huma a dois angulos re&tos. Tome-fe
agora MN — AM, e ajunte-fe AN , o angulo AMB
externo ao triangulo MAN , he igual 4 fomma dos
dois internos oppcftos MAN., ANM (pr. 20.) ; eftes -
sio iguaes entre fi , porque AM == MN logo o an-
fulo AMB, ou o seu igual MAC, he duplo de MAN ;
ogo a linha AN divide em duas partes iguaes o an-

ulo CAM , e encontra a linha BD em hum ponto
| fituado em diftancia MN — AM. Da mefma de-
monftracio fe fegue que, fe tomarmos f{emelhante-
mente fobre a linha BD, NP — AN, tercmos o
ponto P, onde ha de hir ter alinha re®a, que die
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vide em duas partes iguaes o angulo 'CAN. Logo
defta maneira fe pdéde tomar fucceflivamente a meta-
de , o quarto, o oitavo, o decimo-fexto, &c. do
angulo CAM, e as linhas que effeituio eftas divi-
soes , encontrarao a linha BD em pontas cada vez
mais diftantes , porém faceis de determinar, porque
teremos succeflizamente MN — AM , NP — AN,
PQ — AP, &c. Até fe pidesadve:yr que cada dif-
tancia de hum ponto de interfeccao ao ponto A,
nio he abfolutamente dupla da diltancia da interfec-
¢ao precedente ; porque AN, por exemplo, he me~
nor que AM 4- MN., ou que o duplo de AM,
igualmente AP {2 AN, AQ £ 2 AP, e aflim em
diante. Mas continuando a fubdividir o angulo CAM
em razdo dupla, chegaremos facilmente a hum an-
ulo CAZ menor que o angulo dado CAF, e ain-
a fera verdade que AZ prolongada encontra BD em
hum ponto determinado ; logo com mais forte razio,
a linha AF , fituadda no angulo BAZ , encontrard BD.
Logo, fe os dois angulos BAF, ABD juntos fizerem
huma femma menor que dois angulos reétos , as li-
nhas AF, BD, prolongadas fufficientemente fe hio
de: encontrar. {

Supponhamos 2.° que os dois angulos FAB,
ABD (fig. 36.b.) facao huma fomma maior que
dois angulos rectos ; fe prolongarmos FA para 2},
e BD para E, a fomma dos quatro angulos FAB ,
BAG, ABD. ABE, feri igual a quatro angulos
retos (pr.2); e fe tirarmos della FAB 4= ABD
maior que dois angulos rectos , o refto BAG 4= ABE
fera menor que dois angulos re@os. Logo , feguindo
o primeiro cafo, as linhas AG, BE , prolongadas
fuffictentemente , fe devera encontrar.

Corollario. Por hum ponto dado A ndo fe péde

tirar mais de huma parallela 4 linha dada BD ; por- -

que {6 a linha AC he que faz a fomma dos dois
angulos BAC 4 ABD. igual a dois angulos re&os,

e cfta he a parallela pedida ; qualquer outra linha .

AF faria a fomma dos dois angulos BAF -4~ ABD ,
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menor ou maior que dois angulos rectos ; loge el-
Ja encontraria a linha BD.

PROPOSICZXO XXV
T-5 EORE M A,

Se duas linkas parallelas AB, CD (figi 27.) fo-
rem enfontradas por huma [ecante EY , a fomma dos-
dois angulos internos AGO , GOC ,  feré igual a
dois angulos reftos. %

Porque, fe ella foffe maior ou menor, as duas li-
nhas AB, CD, fe havido de encontrar de hum ou de
outro lado’, e nan ferido parallelas. ‘

Corollario 1. Se o angulo GOC he refio, AGO
tambem ha de fer reo ; logo teda a linka perpen-
dicular a huma das parallelas he perpendicular a ou-
Ira.

Corollario II. Como AGO 4= GOC he igual a
dois ‘angulos reftos , ¢ GOD 4 GOC tambem he
igual a dois angulos reétos , tirando de ambas as partes
GOC/, ficara o angulo AGO == GOD. Por_confe-
?’ue_ncia os quatro angulos agudos EGB, AGO , GO,
“OF sio iguacs entre fi, o mefmo acontece aos qua-
tro angulos obtufos AGE , OGB, COG , DOF;
e ao mefmo tempo , fe ajuntarmos hum dos quatro
angulos agudos a hum dos quatro\ obtufos, a fomma
fara fempre dois angulos reétos. \° - '

Scholio. Ordinariamente fe diao nomes parti-
culares a alguns deites angulos comparades dois a
dois. Ja chamamos aos angulos AGO, GOC, in-
ternos da mefma gxrle; os angulos BGO, GOD tem
o mefmo nome. Os angulos AGO , GOD fe chamio
alternss-internos ; ou fimplesmente alfernos ; o mef-
mo he com os angulos BGO, GOC. Os angulos
EGB, GOD, fe chamao internos-externos, e em fim
os angulos EGB, COF tomdo o nome de alternos-

« externos. Por tanto podemos confiderar como demonf-

tradas as feguintes propofi¢oes.
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" . I. Os angulos internos da mefma parte, valem
em fomma dois angulos rectos. .
11. Os-angulos alternos-éxternos sio! ignaes.
11T. 'Os angulos internos-externos’ sdo iguaes.
IV. ' Os angulos alternos-internos sao iguaes. |
Reciprocamente , fe torem iguaes os angulos no-
tados -em lium deltes cafos , pod:remos concluir ‘que
-as linhas. a que elles fe referem sio parallclas. Seja,
ors exemplo:,, ‘0 angulo AGO = GOD ; como
“GOC -4 GOD he igual a dois rectos, teremos tam-
bein AGO - COG igual "a’ dois . reitos ; logo
(pr. 24) as”linhas' AG-, CO sio_parallelas.

P R O(P(O 811G 410  XXVI.

T im B OV RIEAM{"A.

Duas:linkas AB, CD, (fig. 38.) parallelas a hu-
ma: terceira KX, sdo parallelas entre fi. ,

Tire-fe a fecante POQR perpendicular a EF. Co-
mo AB be parallela a EF , PR ferd perpendicular a
AB: ( pr. 25. cor. 1.) ; do.mefmo modoy como CD he
parallela a EF , a fecante- PR ferd perpendicular a
CD ; logo 'AB e-CD' siao perpendiculares 2 mefma

linha “PQ) J logo sio parallelas (pr.20).
PR:OPOSIGZO XXVIL

T H E OOR E'M A,
»t vDuas parallelas sis am toda a pdric igualmente
‘difiantes. :
.#«1 Entre as duas parallelas AC, BD ; tirem-fe’, on-
de fe quizer , as duas perpendiculares AB, CD ( fig.
39, ), digo que eflas duas perpendiculares sio iguaes.
As linhas AB, CD, perpendiculares a huma das
parallelas , s3o a0 mefmo tempo perpendiculares a
outra (pr. 25} ; e fe tirarmos EF perpendicular fo-
bre o meio d¢. AC, EF tambem ferd perpendicular
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a BD, de maneira que todos osangulos em A, E,
C, B, F, D ferao re&os. Ifto poito, eu digo que
o quadrilatero AEFB péde fer pofto exaétamente fo-
bre o quadrilatero CEFD ; porque o lado EF he
commum , o angulo AEF he igual a FEC,, e o la-

«do EA he igual a EC, por conftrucgao ; logo o pon-

to A cahira em C. Mas o angulo EAB he igual a
ECD; logo AB e CD eftario na mefma direccio.
De mais , o angulo EFB:— EFD; logo FB e FD
eftardo tambem na mefma direccio ; logo os dois
quadrilateros coincidirao inteiramente hum com o ou-
tro, e teremos por confequencia, AB == CD.

PROPOSIGZO XXVIIL

: TuneorEewmA

Se dois angulos BAC , DEF (fig. 40. ) tiverem
os ladss parallelos cada hum a cada hum , e dirigi-
dos no mefmo f[entido , efles dois angulos [erao iguaes.

Prolongue-fe , fe tor neceffario , DE até ao en-
contro de AC em G'; o angulo DEF he igual a
DGGC.; porque EF he paraliela a GC ( pr. 25:); o
angulo - (‘!E he igual a BAC, porque DG he paral-
lela a. AB, logo o angulo DEF he igual a BAC.

Schalio. Efta propoficdo tem a reftricgio de que
EF feja dirigido no mefmo, fentido que AC ; ¢ ED

' no mefmo fentido ‘que AB; porque, fe prolongarmos

FE para H, o angulo DEH terd os' feus lados pa-
rallelos aos do angulo BAC ; mas eftes angulos nio
ferdo iguaes , porque EH e AC sio dirigidos em fen-
tidos contrarios : nefte cafo, o angulo DEH, ewo

-angulo BAC faridjo em fomma dois angulos reQos.

PROPOSICZIO XXIX.
T HEOREM A, ! i
Os lados oppoftos de hum parallelogrammo sao

‘aigus ebem como o5 angulos oppofies.
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Tire-fe a diagonal BD (fig. 44.), os dois
* triangulos ADB, DBC, tem o lado commum BD;
de mais, por caufa das parallelas AD , BC; o an-
gulo ADB — DBC (pr. 25.), ¢ por caufa das pa-
rallelas AB, CD, o angulo ABD — BDC. Logo
os dois triangulos ADB, DBC, sio iguaes (pr.7.);
logo o lado AB, oppofto. a0 angulo ADB, he igual
ao lado DC, oppofto ao angulo 1gual DBC, e igual-
mente , o terceiro lado AD he igual ao terceiro BC;
logo os lados oppoftos do parallelogrammo sio iguaes.
Em fegundo lugar, da igualdade dos mefmos
triangulos fe fegue que o angulo A he igual ao an.
gulo C, e tambem que o angulo ADC, compofto
dos dois angules ADB, BDC, he igual ao angulo
ABC, compofto dos dois angulos DBC , ABD ; lo-
go os angulos oppoflos de hum parallelogrammo sio
1guaes.
: Corollarie. Logo duas parallelas AB, CD ,
comprehendidas entre outras duas parallelas AD ,
BC, sio iguaes. :

PROPOSICZAO XXX.
THEOREM A.

Se em bum quadrilatero ABCD (fig. 44.) or
lades oppofios l{orem iguaes , de mancira que feja AB
— CD, ¢ AD = BC, os lzdos iguaes ferao paral-
lelos , e a figura ferd hum parallelogrammo.

Porque , tirando a diagonal Blg , os dois trian.

los ABD, BDC, terio -os tres lados iguaes, ca-
a hum a cada hum, logo ferio iguaes; logo o an-
gulo ADB, oppofto 2o lado AB, he igual ao an- -
ulo DBC, oppofto 20 lado CD ; logo f;r. 25.) o
fado AD he parallelo a BC. Por femelhante razao ,
AB, he parallelo a2 CD ; logo o quadrilatero ABCD
he hum parallelogrammo. . ‘ :
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PROPOSICAO XXXIL

THEOREM A,

; Se o5 dois lados oppofios AB, CD , de bum
~guadrilatero forem'iguaes ¢ parallelos , os outros dois
lados , ferdo tambem iguces e parallelos , e a. figura
ABCD [fera kum paralleiogrammo.
Tire-fe a diagoral BED ;7como AB he paralle-
«la a CD, os angulos alternos ABD, BDC, sio
-iguaes (or. 25.), além difto o lado AB= DC, o
'Jado DB he commum ; logo ¢ triangulo ABD he
cigual ao triangulo DBC -( pr. 6. ) ; logo o lado AD
-z=BC, o angtilo'ADBE — DBC,, e por confequen-
“cia “AD’ he /parallefa a BC ; logo, a figura ABCD
ke hum parallelogrammo. :

.+ "PROPOSICZAO XXXIL

’ THEOREM A.
o Rk ol QAT AL SR 3
" As ‘duas'diagonaes AC, DB ( fig. 45- ) de hum
" parallelogrammo 'fe' corido mutuamente em’ duas par-
tes iguaes mo ponto O. ) s
[ .Porque , ‘comparando o triangulo ADO-"com o
triangulo COB ,. (E'acha o lado AD.— CB, o an-
- gulo ADO = CBO (pr. 25.), e o angulo DAO
— OCB ; logo eites dois triangulos'.sio 1guaes ( pr.
7.Y; logo AO, lado oppoftoao angulo ADO,, he
~gual a OC ',/ lado’ oppofto ao angulo OBC ; logo
tambem DO — OB. \\ AN
Srlzo{io. No cafo do- lofango, os lados AB, BC
¢ fendo -iguaes’, os triangulos AOB, OBC, tem os
trez lados iguaes, cada hum a cada hum, e por
¢ confequencia sio iguaes; donde fe fegue que o angu-
lo AOB — BOC, eaflim as duas diagonaes de hum
lofango fe cortio mutuamente em angulos rectos.
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O CIRCULO, E A MEDIDA DOS ANGULOS.

DEFINIGOES.

~

¥ Clrcumﬁrencia. de_circulo he huma linhs
curva (fig. 46.) que tem todos, os feus pontos igual-
mente diftantes de hum ponto interior que fe chama
eeniro, : ‘

Circulo he o efpago fechado por efta curva.

,, NB. Muitas vezes no difcurfo f{é confunde o
circulo com a circumferencia ; mas ferd fempre facil
reftabelecer a exadtidio das exprefsGes a quem fe lem=
brar que o circulo he huma fuperficie que ‘tem com-
plrlinjcntg e largura, e a circumferencia he huma li-
nha. ', '

II. Toda a linha re@a CA, CE, CD, &c.
tirada do centro 4 circumferencia , fe chama 7a/o ou
Jemi-diametro. Toda a linha , como AB, que paffa
pelo centro ,” e termina de ambas as partes na cir-
cumferencia , fe.chama diametro.

Em virtude da definicio do cireulo todos os raios
sio iguaes ; todos os diametros sdo iguaes e duplos do,
fajo. ¥

III. Chama-fe arco huma porcdo de circumfe~
rencia como. FHG.

Corda “ou fubtendente do arco he a linha re&ta
FG q‘x;c une os feus dois extremos, »

IV. Segmento he a fuperficie ou portdo do cir-
culo comprehendida entre o arco e a corda. -

»» NB. A’ mefma corda FG correfpondem fempre
dois arcos FHG , FEG, é por e¢onfequéncia tambemy
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E?ilt ; mas{fempre~fe falla do mais peque<
no, falvo quando fe adv;ne o _contrario. ,,

V. §8eiorihe a“parte.do circulo. comprchcndxda
entre hum _arco_ BE , ¢ 9s dois raios CD ; CE iti-
rados aos extremos defte arco.

V1.2¥Chama-fe linha infcrita no curcalo “aquella
quc tem )os extremos na cucumf\rcncxa » como AB

fig. 47 2 pragam

e Ar;gulo inferits aquelle , como BAC , que tem o
vertice na circumferencia , e he formado por duas
cordas :

, ngub Janferitg aqtlf%bf como ABC cujes tres

IOS mn,;osn feus Ve cn'cumferenaa.
‘ﬁ&ura inferita aquella cujos angu-
fai em eus, verticés: na - circumferencia : o

meﬁm;em g f;,,dnz. ‘gum;o circulo. efta, c:rcuchr:ta

t&\vﬁ?ura
%a-fg Jeca suma linha ‘que ¢éncon-

: a. cu&\gnf neia ,@ ‘pontos , _como. AB
‘y ‘ ? %qggggz he ruma}gjxa que 6 tesn hum

4 cucum encia ) como .

. O ponto; réommum M ﬂ‘s‘cl\&mww de con=

ta&ot %5 j,)&“)

k., 1g e dnas clrcuglfqtdmas *sao tan-
geble: hux:pt @gp‘t&,\quzndo tzm .fo hum Pomo coms-
mum.

Xa ﬂﬂ m :

) :gonaix n[cuho a,,7!u1n cire
(ula -quapda todo {§us saq; tangcntesua cir=
cumfefencia ; - mcfmo ea Tc diz que 0 cm_uﬁ ef~

1. infcrito @Mysom-;.

AT ?&%POS 1 on 1,,.
~:\g" Py T g x. '.l E M A .‘“',.E i

M& Q-.dufpln ) dm:dc a;‘g;'culo ce
gccu» rencia. e dua.r p s iguae PREY
urq&c fc apliarmossa figura AEB' fobre AFB',
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S ek
Lirvero IL }
eonfervand6. a bafe commum'AB:, a ki AEEB
deve cahif exadtamente fobre a linha curva » poisy

a nao fef afim, haveria em huma , ouem bum pontos
defigualniente Qiftantes do cquo 0 que ,Qe contra @
definicao do circulo. 7.“, <l 4

PRoposlqzo n..,\

Ty H o ? ﬂn,M Aeso b ki
i)y
Toda a corda he man que o di ametro, . am
Porque fe aos ex s da corda AD tirarmos 08
raios AC, CD, @s ADé AC 4 CD,,. ou
AD £ AB. 4 i I
Corallario. fb a ma'iqr (B;;ha rel
infcrever em hum cm:ul he gua'hq, f

* P RO P OMMMGE0 TR
T ¥ m&gkﬂh% rf &
« Huma linka r&‘ﬂi 6’& honbmr W cafmw.

Jerencia em mais de dm‘gnlar "

Porque, fe a ene
eftarido ?gualmentc &:ﬁw
tres, reCtas @laes tin

mefma lmha re&a, ‘p qu‘c h& Fiach .

®
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No M!q/'ma “c:nah, '
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al 4 corda E

ia épu orque , fendo © dmﬁetwl‘xguﬁl
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‘6 femi-citénloAMD

-

G o’h t"r YA :
licar-fe exadt: nte fog
bre o femi-eirculo ENEFt'e a'linha curva AMDB coin-
‘cidira inteiramente ;{)ﬁz D‘: linha curva ENGE Mas
fu 053 porcao, igual 4 porcio ENG j logo
o ;m D cahird {obre o Jonto G; logo a corda AD
heigual 4 corda EG. 5
Rec:prddameme o6 fupEonJo (emp:e oraioc AC =
EO, fe a corda AD = digo que o arco AMD

 fera 1gu3L ao arco ENG.

, tirando os raios CD oG, os dois trian-
ED “E G, térdo 05 tres lados iguaes cada
>.—=EO, Cb—O0G,
] ferao iguaes (1r.
. Mas , pondo o femi-
al - F', como o angulo

e 0 raio CD cahu-a fobre

e ﬂ“g!?ﬁﬁio Vadss

Pt
/

en *!r oss Suae: 5 0 maior
1i0r cor nprammente

ue etmtn elao niﬁnores
iy NP

ue AD .(ﬁg. <o.)
,ﬂ ﬁos 210§ CD:
do tn‘angu’l  ACH §d0
dp fna,pghlo ACD: o

eu-o la-




Al b d A Mol
Lrvwo AL 4
trata sio merores que a fem:-cxrcumfprencna §: fof-
- fem maiores , teria lugar a’ propriedade vontraria: au-
gmemando o arco, diminuiria a corda, e reciprocamen-
“Afim o arco AKBD feado. maior que AKBHY a
corda AD do prﬁnexro he menor que a. corda AH do
fégundo. - Ly ~of% - 1
PROPQSIQAO VI..-_’\_,.-,
e ﬁlkiﬁ%%ﬁ“f Gas
e o f b o
O raia, CG pn?osdn'u ar..a u
" wide ¢flagorda , eo ar}ﬁ, biendi do :
iua: %r?@ ‘ A TIE
sdo,.icer-
ca da es ,&logo
ellas’ 16. 1
Jogo AD = ] ( ) R
Em- g B
Puma a‘h ' i
I I. : ¥ e e
mZntc nte ' mos A e ?b'f“
hum deftespontos ; I ‘ —=GB. Mas,
fe_a corda AG 4 GB 0 arco - AG fe-
ral ual’ ac !
pen i.c" : 4 “AB- X Erc' SRR \L‘
elta_corga, : nto AR
xarfa " do ¢entro ﬂiﬂk alt eﬁna','co / v
pafsao ambas pelo meio de ;grda. LR e
&

7.
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"a"‘; I b3 988 5 .i. H f’ ’t f Py b
Pmc POSIC X o vu..-. s
. e ¥ y G gl
LT ‘*"‘Tntlo'n’gua.
Q.’\-’L 1634 4 ftgm & n {(‘: A »
Por tres- ponto: A, B, C (ﬁ g.53.), nds emdinka
F8a , [ pode [empre fage ﬂ:’ aj].”r huma ciriliniferencia ,
nas nido fe pide fazer paffar. mat: de huma.

Ajuntemi-fe AB BC, ‘e dividib-fe eftaé duas li-
nhat ;E duas partQ» lguaes pelas pernen:iﬁulares DE,

meiro ‘que efta rpcndu ares.‘ hao
_ dﬁnwﬁﬂv&m‘ hum_ponto’ 8 >
T
“riamente, {&
parall

<

i Lo o
2 melfma
dtcngares’ DE 1‘FG



. L e 6 II. %
rodena tambem ‘s f0fx ta Tinha FG por femelh:
hante razio ; logo éffaria q?tmefmo . nas d‘a
linhas DE , "FG. Ora duas Tinhas redtas’ ' fe pode%z

{6 huma circum-
dados.

fe odem
p“ w:f-

cortar em mais de hum pento 1o

ferencia pode paflar por " tres  pontos
Corollaris. Duas circumfe

encontrar-

fem tres*® w (

0 fanao “
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‘ .4 perpmdxcula B& tirada 2 _extrems a’o raie

ks CA (fig. 54.) he te '-f'mﬂﬂﬁ"{:
B Porque tc ¢ mais. con gnda que
, a.yerpen icul T ;3 logo o ponto E efid
W fora. ebﬁnlo., ; BD tem {6 o ponto A
um {ogo BD he ‘tangen-

bm ponto dado

iferencia s por-

feria Jafel"
nova

y
i

taQo H o raio €

tangéate DE (g.), -c :

'..ffde Q

b i R i LSRG e s AT,
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fario que o tiangulo
fivel, Logo pao fémen
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é coma. dois Wumeros. inteiros , os Wu: —mkrcep!u"
g/h“zfan en[re ﬁ como ‘o5 mefimos. numerss |

' Angulp AC »agguloD } n;mﬁB'arco
.~ Sup por ¢ loy que os
ACB &cr«: b cﬂg}ao entrc.gmmo 7 para
{dpponhamos ¢

que vem a fer o o,
lo M, que ba-de fervir -

é&

turm- ¢fta” propeo g 8

los




Live o NS S
fe 'nio for Jverdadm;} ‘a_proporgio tmucuda 4 0 ana
guie ACB ferd para o angulo ACD, como o arco
para_hum arco maior ou menor que AD,
s efte: arco ‘maior , e xeprefenlemo—lo por
affim ¢
»ACB : angulo ACD sarco AB ; arco AO
aginemos agora que o arco AB eiteja_ dividido
» i‘ aes, cnda huma\das"-’»quaesf‘?
dms
‘
Vo

que DO , enos»,h;n; pd}ﬁq
cntre: [ ponto , e ajuntemo
.gu eﬁario»eme ’ﬁ,mm oty
¢ teremos , em virtude do_ theore-
y ‘ iy L “ " " 1‘“&, ;. h.
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» Giomusmia
yem ' de fhedida’, devem fer  deferitos com
igudes’; porque 1&0 fuppoem todas as' pro
precedentes. © sl
Scholis 1. Parece tmais natural
quantidade por outra quantidade' da me
& fobre eQe pnnc’ pio. conviria referir tod
Tos a0 angulo rc&vﬁ'f Aflim feﬁdcra :
irmdade de medida, um angulo - agudo
P umea‘q com 1‘ e
‘bﬁﬂfo por ¢
3! de’ exﬁnmxr ‘o5 @
“no ufo; ac -fe;v
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9 aﬁgah mﬁ'rﬂo BAD*,
Jida a m#qg{e da arco. :BD

e B?).
Logo to ?
ade do’ aréo
C

B e



ngulo BAC (fig. 66.)m ito em
qé"*pf&ﬁ-ﬁ;eulp, mgo -
or

que tem por medida a metade do arco

| que a fem ~eir r,encm. :

u E tqj ‘o angule. BOC inferito em ﬁnm fegm A
X ) ier |,cxrculo he obtufo; ; porque tem
: ,: do arc "BA» a fg.
£ '
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fd'.l
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Priblemas relativos aos dois primeiroes Livros.
PROBLEMA I

Dividir a linka dada AB (fig. 70.) em duas
partes iguaes. 8

. Dos pontos A e B, come centros, com hum
“raio maior que a metade de' AB, defcrevio-fe dois
arcos que fe cortem em D; o pento D feri igual.
mente diftante dus pontos A e B. Marque-fe do

“mefmo modo acima ou abaixo da linha AB hum fe-

ndo ponto E , igualmente diftante dos pontos A e
%L.l Pelos dois pontos D, E, tire-fe a linha DE ,
digo que DE cortard a linha AB em duas partes
iguaes no ponto C.

Porque , eitando os dois pontos D e E cada
hum igualmente diftante dos extremos A e B, de-
vem achar-fe ambos pa perpendicular levantzda fobre
o meio de AB. Mas por dois pontos dadss rio péde

. paffar mais .de huma linha rc‘ga; logo a linha DE
feri a perpendicular que corta a linha AB em duas
partes iguaes no ponto C,

'

PROBLEMA “II

Por Fum ponto A ( fig. 71.) , dads fobre a -
wba BC, levantar' huma perpend cular a “efla linka.

Tomem-fe os pontos B e C em igual diltancia
de A, depois dos pontos B e C, como centros, e
com hum raio maior que BA , defcreviosfe dois ar-
cos que fe cortem em D ; tire:fe AD, que ferd a
perpendicular pedida. ‘ .

Porque , ellando o ponto D igualmente diftante
de B e de C, pertence’ & perpendicular levantada
. fobre o meio de BC; logo AD he efia perpendicu-

lar,
D
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Scholis. A mefma conftrucgio ferve para fazer
hum angulo reéto BAD em hum ponto dado A,
fobre huma linha dada BC.

PROBLIMA 11

‘'  De bum ponto A, (fig. 72.) dada{b’ra da re-
-&a BD, abaixar huma perpendicular fobre cfia re.
fla. : A .
: Do ponto A, cemo centro, e com hum raio
fufficientemente grande , defcreva-fe hum arco que
corte a linha BD nos dois pontos B e D. Marque.
fe depois hum ponto E igualmente diftante dos pon-
tos B e D, e tire-fe AE que feri a perpendicular
pedida. i

Porque , os dois pontos' A e E eftio cada hum
igualmente diftantes dos pontos B e D ; logo « linha
AE he perpendicular ao meio de BD.

PROBLEMA 1V,

No ponto- A da linha AB, {fige 73.) fazer hum
angulo igual ao angula dads K. \
» Do vertice K, como centro, e com hum raio
arbitrario , defcreva-fe o arco IL, terminado nos dois
lados do angulo, Do ponto A, como centro, e com
hum - raio AB igunal a KI , defcreva-fe o arco inde-
finido BO. Tome-fe depois hum raio igual a corda
LI; do’ponto B, como centro, e com efte raio,
defcreva-fe hum arco quc corte' em D o arco inde-
finido BO ; tire-fe AD e o angulo DAB ferd igual
ao angulo c‘lado K. , A\

Porque , os dois arcos BD ;" LI , tem raios
jguaes, e cordas iéx;ac's; Togo sao iguaes ( 4. 2.);
Jogo o angulo BA IKL.

—
R

\»
W
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PrRoBLEMA V.

\

, Dividir hum angulo ou hum arco dado’ em duas
partes iguaes. - ¥ :
; 1.© Se houvermos de dividir o arco AB ( fig.
74.) em duas partes iguaes, dos pontos A ¢ B, co-
mo centros , € com o mefmo raio , delcreveremos
dois arcos que fe cortem em D. Pelo ponto D e
pelo centro C tiremos CD , que cortard o arco
AB em duas partes iguaes no ponto E.

Porque , os dois pontos C e D efllio cada,
‘hum igualmente diftantes dos extremos A e B da
corda AB ; logo a linha CD he perpendicular fo-
"bre o meio defta corda; logo ella (ﬁvide oarco AB
em duas partes .iguaes. no ponto E (6. 2. ).

2.9 . S¢ houvermos de .dividir em duas partes
iguaes o angulo ACB, comegaremos por defcrever
do vertice C, como centro, o arco AB, e o ref-
to como diffemos. He claro que a linha CD divi-
dird em duas partes iguaes o angule ACB.

Scholis. Pela mefma conltrucgio fe pdde dividir
cada metade AE, EB, em duas partes iguaes ; af-
{im , por fubdivistes fucceflivas , dividiremos tum angu- "~
lo ou hum arco dado em quatro partes iguaes, em
oito , em dezefeis, &c. -

T PRO B L E MiA& VI

Por bum ponto dado A ( fig. 75.) tirgr hama
linka_parallela @ linka dada BC. :

Do ponto A, como centro, e com hum raio
fufficientesmente grande , defcreva-fe o arco indefinido
EO; do ponto E, como centro, e com o mefmo
raio , defereva-fe o arco AF, tome-fe ED — AF,
¢ tire-fe AD que ferd a parallela pedida, ‘

Porque, ajuntando AE, fe vé que os angulos
alternos. AEF, EAD, sdo iguaes; logo as linbas
AD, EF, sio parallelas {28 09 |

1
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PROBLEMA VIIL

 Sendo dados dois angules A e B de hum trians
guls 5 achar o ferceiro,

Tire-fe a linha indefinidla DEF ( fig. 76. ), fa-
¢a-fe no ponto E o angulo DEC — A, ¢ o angulo
CEH — B: o angulo reflante HEF ferd o terceiro
angulo pedido ; porque eftes tres angulos juntos valem
dois angulos rectos.

PROBLEMA VI

Sendo  dados diis lades B e C ( fig. 77.) de
kum triangulo e o angulo A que elles comprehendem
defcrever o triangulo. {

Havendo tirado a linha indefinida DE, faca-fe
no ponto D o angulo EDF igual ao angulo dado
A ; tome-fe depois DG = B, DH == C. , e tire-fc
GH; DGH ferd o triangulo pedido. { .

PROBLEMA IX.

Sendo dados hum Jado e dois angulos de hum
iriangulo , defcrever o triangulo.

Os dois angulos dados serio ou ambos adjacen-
tes ao lado dado, ou hum adjacente , ¢ o outro op-
poflo. Nefte ultimo cafo procure-fe | o terceiro, e
defle modo fe terdo os dois angulos adjacentes. If-
to pofto , tire-fe a re&ta DE igual ao lado dado
(fig. 78.), faca-fe no ponto D o angulo EDF
igual a hum dos angulos adjacentes, e no ponto E
o angulo DEG, igual ao outro; as duas linhas DF,
EG, fe cortmds em H, e DEH ferd o triangulo
pedido. :

PROBLEMA X. |

Sendo dadss os tres lados A, B, C, (fig. 79.)

ge hum triangulo , defcrever o triangulo.
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Tire-fe DE igual ao lado A; do ponto E como )
centro, e com hum raio igual ao fegundo lado B, -
defcreva-fe hum arco; doponto D, como centro, e
com hum raio igual ao terceiro lado C, defecreva-fe |
ontro arco , que corte o pr.meiro em F ; tirem-fg
DF, EF, e DEF ferd o triangulo pedido.

Scholis. Se hum dos lados foffe maior que a
fomma dos outros dois , ' 0s arcos nio fe cortariao ; ‘ :
mas a folucdo ferd fempre poffivel, fe a fomma de
dois lados, tomados como fe quizer, for maior que il
o terceiro. ) FR el

PROBLEMA XL ﬂ

Sendo dados dois ladss A e B de hum trian- e
gulo, com o anguls C oppoflo ao lade B, deferever
e Iriangulo. : '

Ha dois cafos : 1.° fe o angulo C ( fig. 80.) he
re&o ou obtufo, faca-fe oangulo EDF igual 20 angulo
C; tome-fe DE —= A, do ponto E, como centro, e K
com hum raio igual ao lado dado B, defcreva-fe hum Tt
arco que corte em F a linha DF; tire-fe EF ,'e
DEF fera o triangulo pedido. g e

Nefte primeiro calhy he neceffario que o lado B
feja maior que A, porque o angulo C ‘fendo ‘reto =
ou obtufo, he o maior dos angulos do triangulo ; lo= = .
go o lado oppofto deve fer o maior. SR

2.° Se o angulo C for agudo (fig. 81.), ¢ B |
for maior que A, a mefma conftruc¢do tem lugar,

e DEF he o triangulo pedido. ‘ }

Mas fe, -0 angulo C fendo agudo, o lado B i
( fig. 82.) for menor que A, entio o arco defecrito .
do centro E com o raio EF — B, cortara o lado
DF em dois pontos F e G, ‘fituados: do mefmo la-
do de D : logo havera dois triangulos DEF , DEG,\
que f{atisfardo igualmente ao problema.

Scholio. O probléema feria impoffivel em todos:
os cafos, fe o lado B foffe mency que a perpendis

cular abaixada de E fobre a linha DF.
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PROBLEMA XII

. Sends dados o5 ladss adfacentes A e B ( fig.
83, ) de hum parallelogrammo com s anguls C que elles
comprehendem , defcrever o parallelogrammo. ;

" Tirefe a linha. DE — A, faga-fe no ponto D
o angulo FDE = C, tome-fe DF —= B; defcrevio-
fe dois arcos hum do ponto F, como centro, e
com hum raio FG — DE, outro do ponto E, co-
mo centro , ¢ com hum raio EG = DF; no ponto
G, em que eftes dois arcos fe cortio, tirem fe FG,
EG ; ¢ DEGF ferda o parallelogrammo pedido.

% Porque, por conftruccio, os lados oppoftos sio
iguaes ; ?ogo a figura defcrita he hum parallelograms«
mo (29. 1.), ¢ ecite parzllelogrammo he formado
com oz lados e o angulo dados.

Corollario. Se o angulo dado foffe refto, a figu-
ra feria hum rectangulo; ¢ fe além diffo os lados
~ foflem iguaes, feria hum quadrado. ;

PROBLEMA XIIIL

Achar o centro de hum circulo ou de hum  arco
« dado. \

. Tamem-fe arbitrariamente na circumferencia ou no
arco tres pontosA , B, C, (fig.84.) ajuntem-fe , ou
Jmaginem-fe juntos AB e BEC, dinidio-fe eflas duas.
linhas em duas partes iguaes pelas perpendiculares
DE, FG; o ponto O em que eftas perpendiculares
{e encontrarem , fera o centro procurado. y

- Scholio. A mefma conftruc¢io ferve para fazer
paflfar huma circumferencia pelos tres pontos dados ,
A, B, C, e tambem para defcrever huma circum-
ferencia na' qual fique infcrito o triangulo dade

ABCC
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PROBLEMA XIV.

Par bum ponts dads tirar huma tangente & hum
#ircujo dads. B

Se o ponto dado A (fig. 85.) eftiver na circum-
ferencia , tire-fe o raio CA, e conduza-fe AD per-
pendicular a CA ; AD ferd a tangente pedida.
{9, 2. ) Y

. Sc)o ponto A (fig. 86.) eftiver fora do circu-

lo, ajunte-fe o ponto A e o centro pela linha reéta
CA; divida-fe CA em duas partes iguaes no ponto
O; do ponto O, como centro, e com o raio OC,
defcreva-fe huma circumferencia que cortara a cire
eumferencia dada no ponto B; tire-fc AB, ¢ efta fec-
1a a tangente pedida. L

Porque, tirando CB , o angulo CBA infcrito no.
femi-circulo, he refo (18. 2.); logo AB he per-
pendicular ao extremo do raio CB; logo he. tan.
gcntc. 3
. Scholis. Eftando o ponto A féra do circulo, véa
{e que ha fempre duas tangentes iguaes, AB, AD, -
que pafsio pelo ponto A : s3o iguaes, porque Os
triangulos re&angulos CBA , CDA, tem a hypoté-.
nufa CA commum, e o lado CB= CD. Logo sio
iguaes (18. 1.); logo AD — AB, e a0 mefmo tem-
po o angulo CAD — CAB.

FPROBLEMA: XV,

Infcrever hum circulo em hum triangulo dade
ABC ( fig. 8;. b

Dividio-fe os angulos A e B em dois iguaes
pelas linhas AO e BO, que fe encontrario em O;
do ponto O abaixem-fe as perpendiculares OD, OE,
QF, fobre os tres lados do triangulo ; digo que eflas
perpendiculares ferao iguaes entre fi ; porque , por
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conftrucgdr , o angule DAO = OAF, o anmule
refto ADO = Ak(%; logo o terceiro angulo ACD
he igual a0 terceiro AOF. Além difto, o lado AO
he commum  aos, dois triangulos AOD , AOF, e os
anoulos ‘adjecentes ao lado igual sdo iguaes; Tlogo
DO — OF. Provar-fe-ha do mefmo modo que os
dois triangulos EOD , BOE , sio iguaes ; logo OD
== OE; logo as tres perpendiculares OD, OE,
OF, sao iguaes entre fi.

Agora, fe do ponto O, como centro, ¢ com o
raio ’gD ,- defcrevermos huma circumferencia , he
claro que ‘ella ficard inferita no triangulo ABC
porque o lado AB, perpendicular ao extremo do
‘1ai0 OD , he tangente ; o mefmo acontece aos lados
TC, ACE "¢ '

Scholig. As tres linhas que dividem igualmente
em dois os tres angulos, concorrem em hum mef-
mo ponto,

PROBLEMA XVI

Sobre huma refla dada AB (fig. 88. e 89.),
fefcrever hum fegmento capaz do angulo dade C,
quer dizer , hum Jegmento tal que todos os angulos
xelle injiritos [ejao 1guaes wo angulo dads C.
 Prolongue-fe AB para D, taga<e no ponto B
o angulo DBE := C, tire-lc BO  perpendicular a
BE, e GO perpendicular ao meio de AB ; do pon-
to de encontro O, como centro, e com O Fraio
OB, defcreva-f¢ hum circulo , o fegmento pedido
fera AMP. e O

- Porqus, como BF he perpendicular ao extremo
do raio OB, BF he tangente, e o angulo ABF
tem por melida metade do arco AKB (19.2.);
demais, o ‘angulo AMB, como angulo inferito ,
tem tambem por medida metade do arco- AKB ; lo~
go o angulo AMB —= ABF — EBD = C; logo tc-
fius os angulos inferitos no fegmento AMB sgo
Tphacs a0 ‘angulo dedo C,
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Scholis, Se o angulo dado foffe reo , o fe.
gmenio bufczdo feria o femi-circulo defcrito {obre
o diametro AB.

PR'O B L ENMA:' XVII

Achar a razds numerica de duas linkas reflus
dadas AB, CD, (fig. 9o.) fe e¢ffas linhas tiverem
mtre':ﬁ medida commum.

eve-fe a menor CD fubre a maior AB tantas
vezes quantas nella fe contiver; por exemplo duas
,vezes com o relto BE.
~ "Leve-fe o refto BE fobre a linha. CD tantas-
vezes quantas nella fe contiver, por exemplo, hu-
ma vez com o refto DF.

Leve-fe o fegundo refto DF fobre o primeiro
BE , quantas vezes nelle fe contiver, huma vez por
exemplo , com o refto BG. -

Leve-fe o terceiro relto 'BG fobre o fegundo
DF quantas vezes nelle {e contiver.

ontinue-fe defta maneira até haver hum refto
que fe contenha hum numero exacto de vezes no
precedente. : "l

Entio e"e ultino reto fera a medida com.
mum das linhas propoftas , e confiderando-0 como
unidade , achar-fe-han facilmente os valores dos
citos precedentes, e finalmente os das linhas pro-
poftas , donde fe concluirda a fua razio em nume-
YOS, ,
Por exemplo, fe acharmos que GB fe contém
duas vezes exattas em FD, BG' ferd a medida
commum das duas linhas propoftas. Seja BG —= 1,
teremos FD == 2; mas EB, contém huma vez FD
mais GB; logo EB = 3; CD contém huma vez
EB mais FD; logo CD == 5; em fim AB contém
duas vezes CD mais EB ; loco AB — 13; logo a
razie das duas linhas AB, CD he a de 13 para 3.
Sc tomaffcmos a linha CD por unidade, a linha AB
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fc.riai-’- , e fe 2 linha AB fofle a unidade, a linha
CD feria f‘? A

Scholio. O methodo explicado he o mefmo que
enfina a arthmetica para achar ‘o commum divifor
de dois numeros ; aflim elle nao ha mifter outra
demonftragao.

Péde fer que por mais longe que fe continue a
operagio, nunca fe ache hum refto que fe contenha
hum numero de vezes exacto no precedente. Entao
as duas linhas nizo tem medida commum , e sio o
que {e chama incommenfuraveis: depois veremos hum
exemplo na razio da diagonal para o lado do qua-
drado. Logo nio fe péde neffe cafo achar a razio
exata em numeros ; mas defprefando o ultimo ref
to , fe achara huma razio mais ou menos approxi-
mada, conferme fe levar a operagdo mais ou meno,
Tonge. :

PROBLEMA XVII.

Sendo dados dois angulos A e B (fig. 91.)
ackar a [ua medida commum , fe a tiverem o _e por)
ella a fua razio em niuineros.

Defcrevio-fe com raios iguaes os arcos CD ,-
EF, que fervem de medida a eftes angulos; depois
proceda-fe para a comparag¢io dos arcos CD, EF,
como no problema precedente , porque hum arco fe
Kéde ajuftar fobre outro arco do mefmo raio, como

uma recta fobre outra. Chegar-fe-ha por eite modo
4 medida commum dos arcos CD, EF, fe a tives
rem, e & fua razip em numeros. Efta razio ferd a
mefma que a dos angulos dados (17. 2.); e fe DO
for a medida eommum dos arcos, DAO fera a dos
angulos.

Scholio. Defta maneira fe péde achar o valor
abloluto de hum angulo, comparando o arco que
, Ihe ferve de ‘nedida com a circumferencia toda: por-
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exemplo, fe o arco CD for para a circumferencia

- ’ pas 7 ’ =
como 3 para 25, o angulo A ferd os 5 de quatro

angulos reltos, ou ;-; de hum angulo re&o.

Tambem podera acontecer que 0s arcos compa-
rados nao tenhiao medida commum ; entao havera {6-"
mente para os angulos razées em numergs, mais ou
menos approximadas , conforme fe levar a operagio
mais ou menos longes
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(PROPORGGOES DE FIGURAS.

. -DEFINIGOES.

I. C Hamarei figuras equivalentes aquellas
cujas fuperficies sio iguaes.

Duas figuras podem fer equivalentes , ainda
que fejio muito diflimilhantes , por exemplo , hum
circulo péde fer equivalente a hum quadrado, hum
triangulo a2 hum re&tangulo, &c.

A denominacio de figuras iguaes fe referva para
aguellas, que aplicadas huma fobre a outra, coinci-
dem em todos os feus pontos. Taes sio dois cir-
culos que tem os raios iguaes , dois triangulos que
tem os tres lados iguaes , cada hum a cada hum,
&e.

II. Duas figuras sio femelhantes , quando tem
os angulos ignaes cada hum a cada hum, e os lados
homologos proporcionaes. Kntendo por lados homologos
aquelles , que tem a mefma poficao nas duas figuras,
ou que sio adjacentes a angulos iguaes. Eftes mef-
mos angulos fe chamio angulos homslogos.

Duas figuras iguaes fempre sio femelhantes ; mas
duas figuras femelhantes podem fer muito defiguacs.

II1. Em dois circulos differentes chamao-fe ar-
cos [emelhantes , feftores femelhantes , fegmentos fe-
melbantes , aquelles que corre(pondem a angulos cen-
tracs iguaes.

'
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Aflim, fendo o angulo A igual ao angulo O, (fig.
92:) o arco BC he femelhante ao arco DE , o fe-
&or AEC ao fe&tor ODE , &c. i

1V. Altura de hum parailelogrammo he a per-
pendicular EF (fig. 93.) que mede a diftancia dos
dois lados ou Jajes oppoitas AB, CD. o K,

V. Ailtura de hum triangulo he a perpendicu-
lar AD ( fig. 94.) abaixada do vertice de hum an-
gulo A fobre o lado oppolto BC , que fe chama jafe.

VI. Aliura do trapezio he a perpendicular EF
{ hg. 95.[% tirada entre as fuas duas dafes parallelas
ABg. CD.

VII. A'rea, ou fuperficic de huma figura sdo
termos quafi {,nonimos. A’rea denota mais particular-
mente ‘a quantidade fuperficial da figura , em quanto
" ella he medida ou comparada com outras fuperficies.

,»  NB. Para intelligencia defle Livro e dos fe-
guintes , cumpre ter prefente a theoria das gropor- ;
¢Oes , para 0 que remettemos aos tratados ordinarios
de arithmetica e de algebra. Faremos {émente huma
advertencia, que he muito importante Fara fixar o ver-
dadeiro fentido das propofigoes, e diffipar toda a ef-
curidade , quer no enunciado, quer nas demonflragdes.

Se tivermos a proporgio A: B:: C: D, fa-
bemos que o producto dos extremos A X D he igual
ao produlto dos meios B X C.

Efta verdade he incontraftavel quanto aos nume-
ros ; e igualmente dcerca de grandezas quaesquer , hu-
ma vez que fe exprimdo, ou fe imaginem expreffas em
numeros ; o que fempre {e péde fuppdr: por exem-
plo, fe A, B, C, D forem linhas, fe péde ima-
ginar que huma deltas quatro linhas, ou huma quin-
ta linha, fe quizermos, f{irva a todas de commum
medida , e {e tome por unidade ;entio A, B, C,
D reprefentao cada huma certo numero de unidades,
inteiro , ou quebrado , commenfuravel ou incommen-
furavel ; e a proporgao enire as linhas A, B, C,
D, vem a fer huma propor¢ao de numeros.

O prodalto das linhas A eD, que tambem fe
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chama o fen reftangulo , nio he por tanto ontra cou.
fa mais do que o numero de unidades lineares con.
tidas em A , multiplicado pelo numero de unidades
lineares , contidas em B ; e facilmente {e comprehen-
‘de que efte produéto péde e deve fer igual ao que
refulta femelhantemente das linhas B e C. i

As grandezas A e B podem fer da mefma el
pecie , por exemplo , linhas, e as grandezas C ¢ D
de outra efpecie, por exemplo, fuperficies; entio cum-
pre confiderar fempre cllas grandezas como numeros:
A e B fe exprimirad em unidades lineares, C e D
em unidades ijcrﬁciacs , ¢ o produ¢to A X D ferd
‘hum numero como o produito B X C.-

" Em geral, em todas as _operaces que fizermos
‘fobre as proporches , devemos fempre confiderar os ter-
amos deftas propor¢des como outros tantos numeros , cada
hum da elpecie que lhe convem , e nio cuftaid a
comprehender cltas operagdes , ¢ as confequencias que
dellas refultdo, ;

Devemos tambem advertir que muitas das noffas
demenftragoes sdo fundadas em algumas das regras
mais fimplices da algebra, as quaes tambem sio fun-
dadas fobre axiomas f{abidos: affim fe tivermos A =
B 4 C , e multiplicarmos cada membro por huma
melma quantidade R/I , daqui fe conclue A X M =
B X M4 C X M. Igualmente, fe tivermos A —
B+4+CeD—=E—C, e fommarmos as quantida-
des iguaes , apagando 4~ C ¢ — C que fe deftroem,
daqui concluiremos A 4D —=B 4-E, e affim dos
mais. Tudo ifto he muito evidente por fi mefmo ;
mas em cafo de difficuldade feri bom confultar os li-
vros de algebra, ¢ entremecar aflim o eftudo das duas
fciencias ,,
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PROPOSIGCAO0 L
ST REBORRMA

Os parallelogrammes que tem bafes iguaes e ale
turas iguaes , sas equivalentes.

Seja AB (fig. g6.) a bale commum dos dois pa-
“rallelogrammos  ABCD , ABEF ; como fuppomos

ue elles tem a mefma altura , as bafes fuperiores
%C , FE , eftarao fituadas fobre huma mefma linha
parallela a AB. Ora temos , pela natureza dos paral-
{Jelogrammos , AD —= BC, e AF— BE ; pela mefma -
razao, temos DC — AB, ¢ TE == AB; logo DC—
EF ; logo tirando DC e FE da mefma linha DE,
os reftos CE ¢ DF ferio iguaes. Daqui fe fegue,

ue os triangulos DAF , CBE sio equilateros cntra
?1, e por confequencia iguaes (11.1).

B'ras , fe do quadrilatero ABED tirarmos o trian-
gulo ADF , fica o parallelogrammo ABEF ; e fe do
mefmo quadrilatero ABED tirarmos o triangulo CBE ,
fica o parallelogrammo ABCD. Logo os dois paralle-
logrammos ABCD, ABEF, que tem a mefma ‘ba-
fe € a mefma altura, sio equivalentes. K

Corollario. Todo o parallelogrammo ABCD (fig.
77. ) he equivalente ao retangulo ABEF da mefma
bafe ¢ da mefma altura.

R

PROPOSICZXO IL g
THE'OREMA. -

Todo o ‘trianguls ABC (fig. 98.) be metade do
parallelogramme da me[ma bafe ¢ da mefma altura.

Porque os triangulos AEC , ACD, siao iguaes
(319 ). - | ; :

Corallario I, Logo hum triangulo ABC he me-
tade do retangulo BCEF que tem a melma bafe
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BEC e a2 mefma altura AO ; porque o re®angule

. BCEF he equivalente a0 parallelogrammo ABCD.
Corallario I1. Todos os triangulos que tem bafes

fguaes ¢ alturas iguaes , sao equivalentes. .

PROPOSICZXO III
T HEOREM A,

; Dois reftangulos da mefma altura eflio entre f
tomo as fuas bafes. _

Sejaio ABCD , AEFD , (fig. 99.) dois re&tangu-
los que tem por altura commum AD; digo que el-
les efliao entre fi como as fuas bafes AB, AE.

Supponhamos primeiro que . as bafes AB, AE,
sejdo commenfuraveis entre i , e que sejan , por exem-
plo, como os numeros 7 e 4: fe dividirmos AB em
fete partes iguacs , AE conterd quatro deitas partes ;
levante-fe a cada ponto de divisio , huma perpendi-
cular 4 bafe , formar-fe-hao -dcila maneira fete retan-
gulos pargiacs, que ferdo iguaes entre i, porque te-
rao a mefima bafe e a mefma altura. O re&angulo
ABCD conterd fete rc&tangulos parciaes, em gquante
- AEFD conterd quatro. Logo o' re@angulo ABCD
eitd para o reétangulo AEFD , como 7 para 4, ou
como AB efla para AE. O mefmo raciocinio fe pé-
de aplicar a qualquer outra raz 3o que nao feja a de 7 pa-
ra 4 ; logo, qualquer que fecja elta razdo, com tan.
to que feja commenfuravel , teremns

ABCD : AEFD :; AB: AE.

Supponhamos em fegundo lugar', que as bafes
AB, AL (fig.100.); fejao incommenfuraveis , digo que
nem por ilfo deixara de fer '
¢ ABCD: AEFD:: AB: AE.

Porque , fe efla propoficao nio for verdadeira,
ficando os mefmos os tres primeiios termos, o quar-
to fera maior ou menor que AE. Supponhamos que
feja maior , e que tenhamos :

ABCD: AEFD :: AB: AQ,
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Divila-fe a linha AB em partes iguaes menores
que EO , haverd ao menos hum ponto de divisao I
, entre E e O ; por _eite ponto levante-fe a perpendicular
IK; as bales AB, Al feido commenfuraveis entre
fi ; e affim teremos, pelo que fica demoniirado ,
ABCD: AIKD :: AB: Al
. Mas temos, por hypothefe
- ABCD: AEFD :: AB, AO. :
Neitas duas propor¢Bes , os antecedentes sio
ignaes ; logo os confequentes sdo proporcionacs , ¢ da-
qui-refulta | ; : ; '
AIKD : AEFD:: Al : AQO.

Mas AO he maior que AT ; logo para que ef.
ta propor¢ao fubfiftiffe, deveria o rectangulo AEFD
fer maior .que AIKD : ora ao contrario elle he me~
nor ; logo “a proporcdo he impoffivel , logo ABCD
rio pode fer para AEIFD como AB he para huma
linha maior que AE. ‘ i

Por hum raciocinio inteiramente femelhante , fe
provaria que o quartg termo da proporGao nio péde
fer menor que ?\E; logo he igual a. AE.

Logo, qualquer que feja a razao das bafes, dois
re@tangulos da mefma altura ABCD , AEED , elldo
entre fi como as f{uas bafes AB, AE. \ :

£ i

FRO'P OB CAD TV Es

he

T HEORGEM Avrs

Dois reflangulos quacfquer ABCD » AEGF Cﬁg. '

lo!.)/c/i&o entre [i como os produlios das bafes mul-
‘tiplicadas pelas alturas , de forte que temos ABCD,:

AEGE:: AB )X AD; AE X AL, s f
Havendo difpofto os dois rectangulos , de maneira,
que os angulos em A fejio verticalmente oppoftos,
prolonguem-fe os lados GE, CD , até o feu encon-
tro em H ; os dois re&angulos ABCD , AEHD tem
a mefma altura AD; logo eflao entre fi, como as fuas:

bafes AB, AE: da mefma forte os dois re@angulos
: E
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AEHD ; AEGF , tem a mefma altura AE ; logo ef.
tio entre {i como as fuas bafes AD , AF , aflim te-
remos as duas propor¢oes. P
AECD : ALHD:: AB: AE.
AEHD: AEGF :: AD: AF,

Multiplicando ordenadamente ‘eftas proporgdes , ‘e
reparando que o meio termo AEHD péde fer om-
mittido como multiplicador commum ® a0 antecedente
e ao confequente, teremos

ABCD: AEGF:: ABxAD: AE XAF.

Scholio. Logo pode-fe tomar por imedida de hum
re&tangulo o produéto da fua bafe pela fua altura,
comtantoque fg entenda por efte produéto o de dois
numeros , que sao o numero de unidades lineares con-
tidas na bafe, e o numero de unidades lineares con-
tidas na altura. , v

Elta medida nio he abfoluta , mas {6mente re-
lativa ; ella fuppbe que fe avalia femelhantemente
outro re¢tangulo, medindo os feus lados pela mefma
unidade linear ;. aflim fe confegue hum fegundo pro-
dufto, e a razao dos dois produtos he igual a dos
reétangulos , conforme a propofi¢ao demonitrada. -

Por exemplo , fe a bafe do reftangulo A for de
tres unidades , e a fua altura de dez , o retangulo

“fcra reprefentado pelo numero 3 X 10, ou 30, nume-
“10 que aflim ifolado nada fignifica ; mas, fe tivermos
outro reGtangulo B, cuja bafe feja de 12 unidades,
¢ a altura de 7, o fegundo rectangulo feri reprefen-
tado pelo numero 7 X 12, ou 84 : daqui concluire-
mos que os dois reftangulos A e B eftao emtre {i co-
mo 3o para 84 ; logo' fe convieflemos em tomar o
reélangulo A por unidade de medida nas fuperficies,
o reftangulo B teria entio por medida abfoluta
;g‘ , quer dizer que feria igual a 2:_: unidades fuper-
ficiaes. \
He mais ordinario , e mais fimples tomar o qua-
drado por unidade de fuperficie , e fe efcolhie o qua-
drado, cujo lado he a unidade de comprimento; en-
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tfo 2 medida , que havemos confiderado fimplesmente
como relativa, - vem a fer abfoluta : por exemplo, o
numero 30, pelo qual medimos o rectangulo A, Fe-
prefenta 3o unidades fuperficizes , ou 30 dos qua-
dralos: cujo” lado he igual 2 unidade , como mostra
a figura 102. 1

"~ Muitas vezes fe confunde em geometria o pro-
du&to de duas linhas .com o fen 7efZangulo , e cfta
exprefsao paifou 4 arithmetica para notar o producto
de dois numeros defiguaes , como fe emprega o de
quadrado para exprimir o produ&to de hum numero
multiplicado por  fi mefmo.

(gs quadrados ‘dos numeros 1, 2, 3, &c. sio

L4 a0 52000s Afim vé-fe , que o ?uadrado feito
fobre huma linha depla_he quadruplo, fobre huma Ii-
nha tripla, he nove vezes maior , & aflim em diante

(fig. 103.).
“PROPOSIGCAO V.
’I‘,‘H E O R EM A,

A drea de hum parallelogrammo. qualyuer he igual '
ao produéio da' fua bafe pela fua altura. ; :

Porque o parallelogrammo ABCD (fig. 97.) he
equivalente ao retangulo ABEF , que tem a mefma
bafe AB, e a mefma altura BE (1.); ora efte tem
por medida AB X BE (4.). Lotir;) AB X BE he,
igual 4 area do parallelogrammo ABCD.

Corollario. Os parallelogrammos da mefma bafe
eflao entre fi como as fuas alturas, e os parallelo-
grammos da mefma altura eftio entre fi como as fuas
bafes: porque fendo A, B, C tres grandezas 'quaes-
quer , temos geralmente A X C: B X C:: A B.

-
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8. P R O PROS T @X O Vi

T HE OREM A,

A irea de hum triangulo he Jgual a2 produﬂa da‘
fua ‘bafe pela metade da fua altura.

Porque o triangulo ABC (fig. %4.) he metade
do parallclogrammo ABCE ; que tem a mefma bafe
BC, ¢ a mefma altura AD (2.): ora a fuperficie
do parallelogrammo Z= BC X AD (5.); logo a do
triangulo —— 1 BC'X AD, ou BC X 1. AD

Corollario. Dois tnangulos da mefma altura eﬂao
entre i como as fuas bafes,.e dmszaxang-ulos da mcf-
ma bafe cftio entre fi como as fUdS alturas.

L PROPOSIQKO.«VII

THEOREMA (A

- e

" A area do trapezio ABCD (fig. 105) ke, :gua]
& fua allurl‘a EF4, mulhﬁhcha pela fnnr_/omma das
bafes paralielas AB CI

Pelo ponto I, meio-de lado CB nra—-fc KL

n&‘e-fc DC até

o encontro de KL.

Nos triangulos IBL ICK temos o lado IB“‘"
IC por conftrucgip ;.0 anguld LIB =y CEK S0
angulo IBL =— ICK, porque CK e “BL_sio parallc
has (2589.) ; ]ogo eftes triangulos. sdo igudes (7. 1.
logo o trape zio ABCD he cquivalente ao aralldo
gramo ADKL, e tem por medida EF X Alxi

i Mas temos AL — DK, e como o"’hmuqulo IB
he lgﬁal a0 m.m;,ulo o KCI #.0 ladp BL =—=CK :
go AB4-CD—=Al DK—'zAL, e aflim AL F
a femi-fomma das bafes AB , CD logo, emfim . a
area do trapczm ABCD he lgbual 4 altura EF  multi-
plicada peld femi-fommn das ba(c,s AB CD, o que
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fe cxprimejaflim: ABCD — EE X (__;,.9_)
 Schalis Se pelo ponto I, meiorde BC , tirarmos:
1H parallela @ bafe’ AB, o ponto H “ferd tambem o
meio de AD ; porque a figura AHIL he hum pa-
rallelogrammio , bem como DHIK , porque os lados
oppoltes sio parallelos. ;. logo temos AH — IL e
DI?IO:." IK: ora IL —IK , porque os triangulos
BIL, CIK sio iguaesj logo AH — DH.,
A _ ,_AB4-CD
Péde-fe notar que a linha HI—AL —="——"—— ;

logo a 4rea do trdpezio fe péde tambem exprimir por
E% X HI. Logo he igtial a altura do trapezio mul-

tiplicac;q,gé!a linha que ajunta os mcios dos lados nao

parallelos. ;

s o ik,
2LP R O'PHOSS'T € X G VITI. 4
',‘"f‘.-v.; ot oy HEOREMA.

8¢ humardinka AC (fig. 106.) for dividida em
duas partes AB 2 BC | o quadrads feito fobre a h-
#hd'inteira AC conterd o quadrado feito [ibre huma
varte AB , \majs o quadrado feito' fobre a outra parie

C , mais ,&‘g\%‘wﬁﬂx o reflapgulo comprehendido, de-
baixo das duas*partes AB ,""BC , o gile fe exprime’

2 05 i e

affim AC ‘oi (ABBC) = AB® LBC" 4
ZAAB X BC. o ) ’ S .

Conftrua-fe o quadrado ACDE , tome-fe AF =—
AI?‘ , tire-fe 'FG parallela a AC, e BH parallela a
AE. " g :
+ O quaghrado ABCD eftd dividido - 'em quatro
partes : a primeira ABIF he o quadrado feito fobre
AB ; porque tomimos AF = AB ; a fegunda IGDH
he o quadrado feito fobre BC; porque como temos AC——
AE ;e AB —'AF ja differenca AC — AB he igual
a differenga AE - AF, o que da BC == EF. Mas
por gaula das pamllclas IG = BCY, ¢ RG —EF ;

\
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logo  HIGD he igual ao guafirado feito fobre BC.
Tirando eftas duas partes do quadrado total , ficio
wos dois rectangulos BCGI , EFIH , que tem cada
~ hum ‘por medida AB X BC. Logo o quadrado feito ¢
fobre AC, &c., il 2

Scholio. Efta propoficao fe reduz a,que fe de-
monitra na algebra para,__tbrmagéo do quadrado de hum

s 2 5 by Ao 3K

binomio , e que {e exprime affim: '("d-}-b)z :az‘

A 2ab 4 b2 w Al

$ .3_[!‘ "
PROPOSIGCZXO IX.
T H EORE MA., W e ¥

8
s
} )

R ) e
'Se a linka AC ( fig. 107+) for a differenca de
duas linkas AB, BC , o'quadrada feito fobre AC centeri
¢ quadrado de AB mais o quadrads deBC', menos
duas vezes o reclangulo feito fobre AB e BC ; quer
dizer que teremos AC” w (AB—BC)‘\T: AB 4=
s »
L0 i . : Y L
__BC  —2AB X BC.
" *  Conitrua-fe o quadrado ABIF jo'tome-fe AE —

- MAC, tire-fe CG parallella a BI .. i  parallela a

AB, c acabg-fe o quadrado EFLK, "
Os dois re&angulos CBIG ,, GLKD ; tem cada
hum por medida-AB X BC ; fe os tirarmos da figura

inteira ABILKEA , que tem por valor Kﬁz +B_Cz
he clarp que ficarda o quadrade ACDE ; logo , &ct.
~ Scholio. Efta propoficio yem a fer a formula de

2 2 ) 2 -
algebra (a-4) —a —2ab4-b .
X g ,"
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PROPOSICXO Xi%

T HE O R.E;M_A.

O reitangulo feito fobre a fomma ¢ a differenga
de duas linkas , he igual d.differenga dos quadrados
deflas linkas : affim temos (fig. 108,) ( AB 4= BC )

. L 4 g

(@B~ SBC) AR, i BC |

Conftrudo-fe fobre AB ‘e AC os quadrados ABIF,
ACDE, prolongue-fe AB huma quantidade BK —BC,
e acabe-fe o rectangulo. AKLE. . i

A bafe 'AK ‘do re®tangulo -he a fomma das duas
linhas AB, BC ¢y a fua altura AE he a differenca
deftas mefmas linhas ; logo o re&angulo AKLE—"(AB
4+ BC ) X ( AB— BC ). Mas elte rectangulo he
compofto de duas partes ABHE -4 BHLK ; e a par-
te. BHLK he igual ao re&angulo EDGF , porque
BH — ED ¢ BK =— EF , Togo AKLE = ABHE
EDGF. Ora eftas duas partes férmao o quadrado
ABIF*menos o quadrado DHIG , que he o quadrado
feito fobre BC ;" logo finalmente  ( AB 4~ BC ) X

(AB—BC) =AB" — BC" .
Scholio. Eita propoficio fe reduz & férmula de

algebra (abh ) (4w by=a" — 4" .
PROPOSIGXO XL
THEOR-EMA-

O quadrads feito fobre a hypoténufa de hum trian-
gulo rectangulo he igual & fomma dos quadrados feitos
Jobre o5 outro’ dois ladds.

Seja ABC (fig. 109. ) hum triangulo re&angulo
cm‘A ; formando | quadrados fobre os tres lados,
abaixe-fe, do angulo reGo fobre a hypotenufa a per=
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pendicular AD , a qual fe prolongari até E ;'depois
tirem-fe ‘as .diagonacs, ARWCH. " ~
O angulo ABF he compofto -do anculo ABC
mais o angulo retto CBF.; o angulo CBH he com-
pofto do mefmo angulo ABC mais -0 angulo refto
ABH ; logo o angulo ABF— HEC. Mas AB=—EH
como lados do melmofiquadrado, e BF == BC pela
mefma 'razdo. Logo os triangulos- ABF , HBC tm
hum angulo igual ecomprchendido entre lados iguaes ; lo-
go $a0 iguaes (6.'1.). - &
. O triangulo ABF he metade ‘do re@angulo BDFF,
( ou por brevidade Bl Jique tem a mefina bafe BE e
" a mefma altura BD (pr. 2.)..O triangulo HBC he
igualmente a metade do quadrado, AN, porque fendo
1eéto o angulo BAC aflim como BAL,, ﬂC e AL
fazem huma mefma linha reda parallela a HB ; logo
o trizngulo HBC e o quadrade AH, que tcm a bafe
" commum BH |, tem tambem a altura commum AB.
Logo o trizndulos he a metadesdo quadfado,’ %
Ja provamos que o triangulo ABF he'igual ao
triangzulo HBEC 5 logo o reétangulo BDEF , duplo do
triangulo ABF , he equivalente ao quadrado AH, du-
plo do triangnlo HBC. Dcemonitra-fe’ do ymefmo mo-
- do que o reCtangulo CDEG he equivalente ao qua-
drado Al ; mas os duis\rc&mgulos BD E y-CDEG,
tomados' em fomma, fazem o quadrado BEGF ; logo
o quadrado BCGF , feito fobre a hypotenufa , he
gual 4 fomma dos quadrados ABHL , ACIK, feitos
obre os outros dois lades ; 6u, em'outros termos ,

ot U R : L

LC —AB 4 AC. : T .
X Corollarie. I.. "Logo o quadrado de hum dos la-
dos do angulo re@to he igual a0 quadrado da hypo-
tenufa menos o quadrado do outro lado , o que fe

exprime affim : AB” :L_Czﬁd- AG . AP
: Corollario 1. Seja ABED (fig. 118.) hum qba-
drado , AC a fua diagonal 3 como o triangulo ABC



= l.———z" ,

he reftangulo e ifofccles sRteremos AC»\%AB g

I Ty - 5 <Logo o Juadi-ady Jéits febie. o dias

gonal AC che dupla ds quadrads feito fobre ~adads ABx .

Pode-fe fazer fenfivel eda pro riedade , - tirando
yelos pontos A 'e C parallellasia BD , e pélosipontos
€ D paralielas, a AC 4 tormar-fe-ha delte” mod
* hym novo quadralo EF ﬁf que fefd. o quadrado de
ACY Ora hg claro que LEGH “eontém oo triangu~
los iguacs a ABE ;e que ABCD contém quatro; lo-

go o quadiadei k. FGH he duplo de ABCD.

Como @C% AB %: 2: 1, temos, extrahindo

a raiz quatirada , ‘AC: AB:: /£2: 1. :Logo a diago-
nal d;i 'qum{;rgda he illczrllrl!éiéiu‘/)"ﬂ’?} 'ta“r[r:%: Jeu' lado,

O que fe defenvolvera melhior® em outra occafido.
. Coreliarig. I1f. Demopfiraimos que o qiadrado
AH (fig-1109:) he équivalente ao reétangile BDEF ;
%é{ior caula da alwira commom BF j 0 quadrado
LC eita pifa‘a bafg‘;BDﬁf;’vlog'o;,g £ Vg s

o

eftd para ‘o reéangulo BDLEF , como abafe .

CAvaE AN & o o (u w
o~ ; ﬁe}ﬁ /ﬁ?:wv BC: BD.
. ~Logo o quatrads da hypatenufa effd para, o quas
drade ae. hum. dos lados do amgulo rello tontd a hy-
poterufa efi@ para-o fegmento adjacenie " avefie lads.;
Chama-fe  afui jegmgnto a parte da hypoténufa , .de-
termmada pela perpendiculdr abaixala do angulolre&o;
aflim BD e o fcgmento adjacente 2o lado AB ;e DC
0 fegmento adjacente” 20 ladofAC. Teriamos feme-
" > -

o

liafitemente

PC : AC us:BC: €D .-
Cersiiarie' 1V, Qs reflangulos EDEF ;, DCGE,
que tumbem tem@a neefma ghurd , eitdo entre 4i como
as fuas bafes BD, CD Qra cites rectangulos sio

. 5 s "
equivalentes aos quadrados]ru » 4C ; logo

.

v

K (g‘
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LT : — 2% 3
AB - AC i BD - DC. @
Logo os quadrados des dois lados do.angulo redls
¢flis entre fi- como os fegmentos dabypoténufa adjacens 8

fes a cfles lados.

PROPOSIGZO XIL"
Tue O'R EM A.

- Em hum triangulo ABC (fig. 110.)', fe o angulo
C for agudo y o guadrado di lado oppofta ferd ‘menor
que a fomma dss quadrados dos lados que comprehen-
dem: oiangulo Ci; ¢ fe abaixarmos AD' perpendicular
Jobre BC , a differenga [eré igual ao duplo do reilan-
gulo BC X CDvy'de forte que teremaos. G 9
: :
-— s —_2 . 7 s
| AB" =€ JpBC i~ 2BCEK-CD.
Ha dois cafos 1°. Se aiperpendicular cahir den-
tro do triangulo' ABC, teremos BD — BC — QD,
W

e por confequéncia ((;.)il'i__l—)“,2 :: ECz-{- CDis v
sBC x CB. Ajuntando a_huma e ‘outra parte

g %) : =\ ;
AD , e reparando ﬂue os triangulos reGangulos

‘ABD, ADC , dio AD’ 4+ BD = AB ,e AD
. \ ’

el —2 22 Ne—=13 —2
4+DC —AC ,teremos AB —BC 4 AC —
2BC X CD. ' .

2. Se a perpendicular AD cahir - féra do trian-

gulo ABC, teremos BD —— CD — BC , e por ¢on-
~ fequencia (g.) BD" =CD - CB® —2CD XBC

* i e —2 ; -
Ajuntande a huma e outra parte AD , concluire-
mos da mefma maneira, &

AB° =BC® 4 AC = 2BC X CD.
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PROPOSLGCXO XIU .
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e T HME Q R E.M A

: Em hum ;riangula ABC (fig. 111. )55 fe "0 angu. ,
lo- C for obtufs. , o quadrada do “lado op bjh‘»-‘iAB‘fe-
ré maior que a fomma _das quadrados. das lados Gue
comprehendem o angula C, e fe abaixarmos AD  per-
pendicular fobre BC, a differenca fera igual ao du-
plo do redanguls BC X €D ; de forte que teremos

s b3 g
AB" —lC 1 BC +%BC x‘CD.

A perpendicular nao pode c'ahi; dentro -;_io trian-
gulo; porque , fe cahiffe , poyyexemplo, em E , o
tpiangulo ACE teria ao mefmo tempo 0 angulo’ recto
E e o angulo obtufo €, o que-he impoflivél (20.
1.); logo ella cahc foéra, e teremos D B— BC 4~ °

CD. Daqui réfulta: (8.) BD g BC t4-4CD 4=
2BC X CD. "‘Ajuntando de huma e outra parte
AD £ e fazendo as rcducqéc;s ,.COMo néft’h&rcma pre-

—2 — —
cedente , concluiremos AB = BC -+ A\sz-{— 2BC
x CD. ' i % i
Scholio. O triangulo re@angulo he o unico em
que a fomma dos quadrados dos dois lados “he igual
ao quadrado do terceiro ; porque , fe o angulo com-
prehendido por eftes lados for agudo , a fomma de
feus quadrados fera maior que o quadrado do lado
oppofto ; fe for obtulo, fera menor,
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EOREM A
 Em hum triangulo qualguer ABCi{ fig. 112.)-, fe
tirarmas do wvertice, ao meio da_ bafe a linka AE ,
’ By f . o e T ik, 7 Xy
G

: ERDY 7 Tt - il :
digo que feremos AL - 7ACT ' 2AE 4

" Abaixe-fec ‘2. perpendicular  AD fobre a bafle
EC, o triangulo -AEC dard pclo theorema. x11.
& ACHI='AE 4 EC' — 2BC X ED.

O triangulo 'ABE dard pelo theorema X111,

£ A g 2 i ’ﬁ& :
'AB® = AE 4 EB” - 2EB X ED.
Logo, fommando, e advertindo® q&ue 202 e

¥

& B (0 B
o @Bl 4 AC'="2AE - 2EB..
1k Cor(:??arﬁi' Logo ‘em tods o parallelsgramms a
Jomma"'dos quadrgdos dys lados he igual & fomma dos
quadrados j‘;z: diagenads. s, i
Porque , as diagomaes AC, BD (fig. 113.) fe
vortdo mutuamente em duas partes iguaes no ponto
e a7, 1.)% aflim o triangulo aABC da b

L ALY ot I8 a2\ 22 y
AB -} BC — 2AE - 'sBE ,
%O triangulo ADC di igualmente, LAl
il Sty " e g oo BP R A
AD 4 DC =" 2A10 - 2DE- .
Ajuntando membro a membro , e notando ‘que

BE = DE, teremos

T g 2 .2 .\__z s S
£AB 4 AD- }#DC 4BC. —4AE. Ju4DE .

.

»~
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-Mas 4AE ‘he o quadrads de sAE ou deAt

4DE he o quadrade de BD; logo ja fomma’ dos

quadrados  dos lados he igual i ﬁmmna _dos quadrz.
dos das dxagonaes g @ WL %

= PROPOSIQKO Rk

T H E o REM ¥
A linka DE ( fig: 114 ) tirada parallelamzn!t
a bafe de - hum trmn&ulo ABC , divide os lados
AB #AC ., ;uparcwnrhnmle : de forte. e temas
AD: DB::: AE : (EC
Ajuptem fe BE e DC 3 os ddi#» mangulos BDE ;
DEC, tem a mefma bafe' DE; tambem tem a
mefina - altuth’ . porque 0s. vertices! B e € eftao fi-
tuados . fobre huma parallela  d bafe. Loge * eftes
triahgulos ‘$d0 eguivalentes éz )
Os triangulos ADE, L, que tcm o vertice
commum: E, tem a mc‘fma altura , e eftdo citre fi
como as fuas bafes'AD’, DB'(6.) afim temos
ADE : BDE : : AD : DB, B
Os triangulos ADE DEC , qie tem o verttce
commum D, tem wualmcnfﬁ mc(ma altura, e ef-
tag entre fi como asdfuas bafes AE, EC; ,,‘ logo
. ADE: DEC :: AE: EC.
Mas_ o triangulo BDL = DEC% loao, por

caufa odg 1azae commum neftas du.ls proporgﬁﬂ;

concluiremos’ AD : DB : : AE# EC.
Cu..//:un I. Daqui relulta componerds. AD -
: AD :: AE«J F?:

‘L , ¢ tambem AB: BD:: AC : CE. N
Corollario II. Se entre’ duu: relas AB, CD,

(fig. 115. ) tirarmos’ quantas parallelas qmjrrmo: Y

AC, F¥ , GH, BD , &c., e¢ftas reflas ferdo cor-

tadas /u,f srcionalmente , e teremos AE : CF :: EG

¥H: . g < & 0 i

AL, ou AB: AD:: AC¢

Y



8 Gromerrita,
s Porque , feja O o ponto de concurfo das re@ag
AB, CD; no triangﬁ‘lo"{)EF, em que a linha AC
fe conduz par.allclamtéx}g d bafe EF , teremos OE:
AE:: OF : CF, oo : OF : : AE : CF. No trian-
gulo OGH , teremos femelhantemente OE : EG ::
OF : FH , ou OE: OF :: EG: FH. Logo por cau-
fa da razan commum’, OE": OF, eftas duas propor-
goes daot AR HOE, -4 FG: FH ., - s 760
- Demonftrar-fe-ha da_mefma maneira que EG :
¥H::GB: HD, e aflim em diantc. Logo as linhas
AB, CD.. eltao coitadas proporcionalmente pelas
parallelas EF , GH', &c. .

(TP R OPLO SHECE O X VI
‘T-H‘EO'REM.;\.' '

. Reciprocamente , fe o5 lados AB, AC, (fig. 116,)
Jorem cortadss pia,vor;'onalmeﬂ?r'_%é‘:]f;, linka UE ,, de
Jorte que feja AD : ﬁé ssAE: ECY, digo que a li-
nha DY fera parailela a baf- BC. ' )
Porque , fe DE;nao for parallela a BC, fup-
ponhamos que o feja DO ; entdo, fegundo o theo-
rema precedente., teremos ~AD. : “BD v AO : 'OC.
Mas, por hypothefe , AD :"DB:: AE : EC : logo
feria,ZAO : OC : : AE: EC; proporgio impoffivel ,
porque de huma parte o antecedente AE he maior
que AO, e da outra o confequente EC he menor
ue OC. Logo a parallela a BC tirada pelo ponto
2) nio péde g‘fﬂirir de. DE ; logo DE he efta paral-
lela,
Scholio. A mefma conclusio teria lugar, fe fupa
pozeflemos a propor¢ao AR: AD:: AC: AE, Por-
ve efta proporcao daria AB— AD: AD:: AC —
E: AE, ou BD: AD : : CE : AL, i
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PROPOSIGXO XVII.

i TBEOR!MA.

A linka AD, (ﬁgB lw que d:lmde em ‘a'uarA

partes iguaes o angula AC de bhum triangyls | “di-
vidira a bafe. BC .em dois fegmentos BD , DC

proporcionaes aos ladas ad}a:mle: ABBAC de Jorh-‘

que teremos BD : ‘DC.: +ABy: AC.
Pelo ‘ponto C tire- fe CE parallela arAD até

encontrar BA prolonoado

No. triangulo BCE, a linha 'AD ‘he parallela a ‘

bafe CE, o que da efta’ roporgao ( 15.),
BD qDC z‘\Bp Ak, V5 '

Mas 0 triangulo ACE he ifofceles ; porquc, em
razio das paralliclas AD, CE;, o angulo ACE=
DAC , e o angulo AEC = BAD (25.'1.): ora,
por hypothefe , DA BAD logo oangulo ACE
— AEC, e por confequencia AE == AC (13- 1. )5
logo , fubftituindo AC em vez de AE na proporgao
precedentes, teremos

BD : DC: ‘,A.B:AC.
PROPOSI C A O XVIIL.

i . THEOREMA. "

Dois triangulos equiangulos tem o5 lados :bamola-
oS propercionaes, e sao /eme/l)anm :

Sejao ABC, CDE, (fig. 119.) dois triangulos
ue tem Os anuulos 1gua s cada hum a cada hum, 2
faber BAC=CDE ,"ABC—=DCE , e ACB—DEC;
digo que os lados homolorros ou adjacentes A0s angu-
lm ignaes feran proporcxonnes , de forte que teremos
BC:CE:: AB:CD :: AC : DE,

Ponlian-fe os lados homolngos BC, CE na mef-
ma direccao; e prolonguem-fe os lados BA, ED,
até fe cncontrarem em

.
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Como BCE he ,bgma linha recta, e o angnlo
BCA — CED', fegie-le*que 'AC he parallela a DE
(25. x) 21 malmcnte como o angulo' ABC —DCE,
a linha AB ‘he paralle& ) DE “Logo a ﬁfura ACDF
he hum paullelogrammo.. S

N» triangulo’ BEE a. nga AC he par:ﬂle!a a
bafe FE; affim temos BC: CE: : BA ¢ AF (15¢).
Em lugar de AF ponds a fua 1gual CD teremos.

54 .  BC# CFE: : BA :'CD4 '

* No melmo, trianguig BEE 4 fe’ confderarmds BF
como bafe, CD Hhe paml da a efta bafey, e temos
a propor¢iy BC': CE : : ¥D : DE. Em lugar de
¥D, yondo a {va igual AC, teremos

wRBC “CE #AQ": DF

(Finalinente deftas duass’ proporgdes que contém
a melma razdo, BC : CE, fe pode tambem con-<

cluir ¢
% AC™ D“' : TBAY, CD‘e
.~ Logo os tnan"ul()s eqmangq,los B’\C CDE g
tem’ os lados homulogos pmpoml’onaes 3 mas’, fegun-
do a definicio *11.", duas figuras sio femelhantes
quando terh s annulos iguaes , cada hum a cada
hum , e os lados homologl)s pro porcionaes ; ' logo os
triangilos equidngulos BAC ,;C l:. s30° duas ﬁgu-
ras femeclhantes. s

Corollario, Para que d“lq trnngulos feiao fcme-
lhantes  balta que fenhao dois mwulos iguaes | ada
hum a cada hum, porque entan o terceiro fera lganl
em huma ¢ outra parte’, € os. dois triangulos ferao

qumn{,'ulnsr

Scholiz. Note-fe que nos triangylos fenfelhantes,
os lados homnluum sao oppolftos  a ‘angulos)'i 1guaes s
affim, por fer o anvu’n ACB igual a D‘C , o lao
AB he homologo a DC; ; do ‘mefmo modo AC ¢

E sao hmnulmrnc , 'como oppnﬂ(m aos angulos i gudes
ABC ;DCE: reconhecendo-fe os lados homolo 20S's fc
‘ formlo logo as 'H)pull,‘: 'S\

AB+DC:: AC:DE:: BC: CE
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PROPOSICAO XIX.
 THETORGEMA

Dors triangulos que -tem os lados homalogos pro-
porcionaes  sdo equiangulas e femelhantes. .

Supponhamos que feja BC«EF:: AB:DE;:;
AC : DF ; (fig. 120.); digo que @ triangulos ABC,

" DEF, terio os angulos iguaes, a'faber , A= D,
B—E  Cr— B ) ; %
Faca-fe no ponto E o angulo FEG = B, ¢ no_
onte F o angulo EEG == C ,, 0 terceiro ‘G ferd
jgual ao terceiro A, e os dois triangulos ABC ,
EYG, ferao equiangulos. Logo tcremos, pelo theore-
ma precedente , BC : EF: 2 AB: EG : mas, por hypo-
thefe , BC : E¥ : : 'AB: DE; logo EG = DE.'.’lz:am‘-
bem teremos , pelo mefmo theorema, BC : EF : : AC:
¥G ; ora temos, por hypothefe, BC: EF :: AC : DF ;
logo YG== DF ; logo ca triangulos EGF, DEF;
tem os tres lados iguaes , cada hum a cada bhum ;
logo sio iguaes (1r1. 1.). Mas , por conftruccio, o
triangulo EGF he ‘equiangulo ao «triangulo ABC ;
logo tambem os triangulos DEF , ABC, sdo equian-
gulos e femelhantes. ! ' X
Scholio 1. Eflas duas ultimas propofigbes mof-
trdo que mnos triangoles a igualdade dos angulos he
huma confequencia da proporcionalidade dos lados 5 e
reciprocamente , de forte que huma ‘das condi%}‘)es
balta para provar a femelhanga dos triangulos. Nao
acontece. o mielino nas figuras de mais de tres la-
dos ; porque, logo que fe trata sémente dos quadri-
latergs , fe pode , fem mudar es angulos, alterar a
proporcao dos lados , ou fem alterar os lados, rhudar
os'angulos ; affim a proporciomalidade dos ladus rin
pade fer confequencia da igraldade dog angulos, rem
viceverfa. Vemos, por exemplo, que tirando EF*
( fig. 521.) parallela a%BC, os angn?os do quadrila-
tero AEFD <do iguaes aos do quadrilatero ABCD ;
F .
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;g mas a proporcio ‘dos 3lﬂm ‘he differente : do mef-
‘ mo modo, fem mudar os quatro lades AB, BEC,
CcD-, -AD, fe p‘&dc a?xﬁnhnr ou affaftar o ponto g
B do pomo Dn' o que ha. dc tﬁar os angulos.
Scholia 1. As duas propo s prg:ccdentcs z
ue ~propriamente fazem y juntas 4 do
@ guadrado_da hypotenufa,, sio'&as ropoﬁgoes mais
¢ importantes e mals fecundast da eomema ; ellas
b%lao quaﬁ Ao6s, M iodas as ’ ¢ &'refolu-
¢ao de todos 0s prob]cm:;s gﬁza@ he porque to-
‘ das as ﬁuuras fe podem repartir em triangulos, ¢
q al'crw tnangulo em d(us triangulos re&angnlm
3 as. ‘propriedades, geracs dos: triangtilos abran-
i ; licitamente as de todas as ﬁguras

/PROPOSIGCAO K.

l
1,

; 'y
!-.4. Tur:,‘onnm,«

.Dms lr;augulo: que tem hum angu/o zguml comm~
1 ..btnd:?a entye. ladss proporcionacs - sio jem:/ban-
- ":‘b ’% \ o
: 1 Seja E nglilg ADF D(;i c ﬁ'pponhamos que fe-
it mABD 5 14 .,;do e o
% grizngulo ABC he fcmelha.nteg'z &%f) 'g g?
. ‘Tome-fc AG = DE , ‘e tire-fe GH paral cl]
2 BCx, | dy angulo AGH“ fevdl ioucl .20 sangulo A
( 25. 1. )i €0 triangulo "AGH ferd eqm;msoulo 0)
trnngulo ABC logo. teremos AB 4. AG : : AC:
AH :mas , por h\pothcfe, AD Du: AC DF
¢ por conﬂrudqao , &G — DI ; logo Aﬂ = DF.
Logn 0s “dois triangulos A(:H DEF , ‘tem hum
gulo igual LOD’IDI’ChCI)"]dO entre ladgs, iguaes ; lo-
‘o 1guacs, Ora o triangulo AGH he fcmclhgn-
te a ABC, logo DEF tambem  he femelhante a

*  NARBC.

),
w2
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"“THEOREMA.
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Fritest

Dois triangules -que tem os lados homoligos pas
vallelos , ou perpendicuiares, cada bum a cada lum ,
sio frmelbantes.

Porque 1.° Seto lads AB (ﬁg 123.) for pa-
rallelo a-DE, ¢ BC a EF, o angulo ABC fus
igual a DEF (28. 1. é, fe demais AC for parallela

#AC

a DF, o angulo {ferd igual a DFE, ‘e tam-

bem BAC: a EDF; logo os triangulos ABC,

‘DEF sio equiangulos j logo sio femelhantes.

* 2.9 Seja o lado DI‘S’(ﬁg. 124.") perpendicular
a AB, ¢ o lado DF a AC; no quadrilatero ALDH
os dois angulos 1 e H feiio re@os ; os quatro an-
gulos valem em fomma quatro angulos reflos {.21.
1. ); logo' os dois reftantessIAH , IDH , valem dois
angulos re&tos. Mas os dois angulos. EDF , IDH
tambem valem. dois angulos re@os ; logo o angula

EDF he igual a IAH ou BAC. Igualmente, fe o"

terceiro lado EF for perpendicular’ ao terceiro BC ,
demonftraremos que o angulo’ DFE —= €, e (DEF

== B. Logo os dois triangulos ABC , DEF, que .

tem os lados perpendiculares cada hum a cada hum ,
sio equiangwlos ¢ femelbantes. . . | : ‘

Sehalio. No cafo dos lados parallelos, os?;-ﬁags‘

homologos 3o os lados parallelos, e no dos lados

perpendiculares , sio- os perpendiculares.  Affim nefte

cafo , DE he homologo a AB, DE 4 AC) e EF
a BC. ' ' e s S SO
O cafo dos lados perpendiculares poderia offere-

cer huma fituagio relativa dos dois trniangulos, Jdifs
ferente da que fe fU]JpOZ na fig: 124, ; mas a igu.aL

dade dos angulos refpeétivos fe demonftreria fempre,

quer por quadrilatercs, tacs como ATDH,ique tem

deis angulos rectos,  quer pela confparicio de dois

viangulos que’ com angulos verticalmente oppoflos,
Fu




teriio £ada hum hum angulo re®o. Tambem pode-
riamos fempre f{uppdr conflruido dentro do triangule
APC hum triangulo DEF, que tiveile os lados pa- g
rallelos @os do triangule comparado com ABC, ¢
sntio 2 demonflragao entraria no cafo ‘da fig. 124.

PROPOSIGKO XXIL

T HEORGE MA.

As lnhas AF, AG, &c..(fig. 125.) tiralas
como fe quizer pelo vertice de hum triangulo , divi-
dem proporcisnaimente a bafe BC e-a fua parallele
DE, de maneira que he DI : BF :: IK : FG:: KL :
GH, &c.'

Porque , como DI he parallela a BF , o trian-
gulo ADI be cquiapfulo a ABF, e temos a_pro-
poicao DI : BF i : AT ¢ AF. Do mefmo ‘modo, fen-
‘do LK paraliela a FG, temos Al : AF : : IK : FG.
Logo, por caufa da razio commum Al: AF, te-
remos DI: BF::]1K : FG. Acharemos {cinelhantés
mente IK:1G::KL:GH, &c. Logo a' linha
DE efld dividida nos pontos I', K, L , como a ba-
fe BC cfta nos pontos F, G, H.

Corcitario. Logo , fe BC eitivefle dividida em
partes iguaes nos pontos F, G, H,a parallela DE
eftaria. dividida do mefmo modv | cm partes iguaes
no ponto I, K, L., ‘

PROPOQSICZXO XXIIL
g o ¢ T HE o R & Ma,

Se do angujorreflo A (fig. 120, ) de bhum_trian-
gulo redangul ahaixarmos a perpendicular AD febre
& bypotenu/a;

1.2 'Os dois triangules parciees ABD, ADC
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ferié Sfemelhantes entre fi, ¢ ao trianguls total
ABC. R i R SR
2.9 Cada lado AB ou AC ferd meio propor-
W tional entre a kypoténufa BC ¢ o [egmento adjacente
BD ouop(j.~. ; d W :
.O A perpendicular AD ferd meia proporcios
nal ?ntre o5 pdoi: Jegmentas \BD ;/ DC. :
Porque, 1.° é'tri‘ahg”ulo BAD e o triangulo
BAC tem o angulo commum B; demais o angulo
refto BDA he igual ao angulo re@o BAC; logo o
terceiro angulo BAD "de hum he igual ao terceiro

C do outro. Logo os dois triangulos sio equiangu-
los ¢ femelhantes.. Demonftrar-fe-ha do mefmo modo

ue o triangulo DAC he femelhante ao triangulo

AC; logo os tres triangulos sio equiangulos ¢ fe-
melhantes ‘entre fi.

2.2 Como o triangulo BAD he femelhante
ao triangulo BAC, os fcus lados homologos sio pro-
orcionaes. Ora;, o lado BD no pequeno’ triangulo
Kc homologo a BA no grande , porque sio oppoltos
a angulos iguaes , BAD, BCA; a hypoténufa BA
do pequeno he ‘homéloga & hypotgnufa BC do gran-
de ; logo podemos formar 4 proporgio BD : BA ::
BA : BC. Teriamos da melma maneira DC : AC -2
AC : BC. Logo 2.° cada lado AB, AC, hec meio
proporcional entre a hypoténufs e o fegmento adja.
cente a efte lado, :

"~ 3.2 Em fim, a femelhanga dos triangulos
ABD, ADC, di, comparando os ladas homologos ,
BD: AD : : AD : DC. Logo 73.° a perpendicular
AD he meia proporcional entre os fegmentos BD, -
DC , da hypoténufa. ¢ =)

Scholis.. A proporgio BD : AB:: AB: BC da,
igualando o produ¢to dos extremos ao dos meios ,-

AB’ — BD X BC. Do mefmo modo temos AC®.

= DC X BC; logo AB" 4- AC ‘= BD X DC
= DC x BC; o fegundo membro hé o mefmo que

¢
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(BD 2-DC) X BC, e fe reduiz 2 BC X BC

"
aiv v e

_— R ety o U 2 —3
i BCH ; logo ,temds,;vz?’-‘;ﬁ_,"-}-:-ﬁ.—c EABE L lo.
o o guadrado feito fobre'a hypoténufa BC he igual &
%c‘sm.’m dos quadrados feitos fobre os @itros dois la-
dos AB, AC. Deite modo vimos a cahir na propofi-

L]

¢io "do qualrade ‘da hypoténufa por hum caminho -

muito differente do que haviamos feguido ; donde
fe vé que, propriamentc fallando, a propoficio do
quadrado da hypoténufa he huma confequencia da pro-
porcionalidade dos lados nos triangulos equiangulos ;
aflim, as propofigbes fundamentaes* da Geometria fa
reduzem , para affim dizer, a efta (6, que os trian-
gulds ‘equiangulos tem os feus lados homologos pre-
porcionaes.

Acontece muitas vezes, tomo acabamos de ver
nefte exemplo, que tirando confequencias de huma
ou de muitds provofigdes, fe recahe em: propolicGes
ja demonftradas. Em geral , o que caraéteriza parti-
<ularmente os theoremas da Geometria , e o que he
huma prova invencivel da {ua certeza, he que com-
binindo-os de. qualquer mancira, com tanto que fe
difcorra com acerto, fempre fc cahe em relultados
exaftos. Nio feria o mefmo fe alguma propoficio
folfe falfa, ou [6 fofle verdadeira pouco mais ou me-
Mos4 aconteceria muitis vezes\que , pela combinagio
das propolicGes entre fi, o erro.crelceria, e fe faria
fenfivel. Difto vimos exemplos em todas ‘as demon{-
tragoes em que mos fervimos da reduccao a abfurdo.

Eftas demonftragoes , nas® quaes temos por:fim pro-.

var que duas quantidades ‘sko iguass , confiftem em
moftrar, que, fe houvefle entre ellas’a menor defi-
gualdade , a continuagio dos raciocinios nos conduzi-
7ia 2 hum abfurdo manifefto e palpavel, donde fe
conclue forgofamente que eltas duas quantidades sio
iguaes, '
Corollario. Se de hum ponto A da circumferen-
cia (fig. 127, ), tiramos as duas cordas AB, AC
@os extremos do diametro BC,, o triangulo BAC fe.
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ri re@angulo em A (18, 2. )3 Logo 1.2 a pzrpciz- i
dicular AD_he meia ,ﬂrppcrrzdnal en!re 05 dois Je-
gmentos do dmmctra BD DC oy, que, yem' 2, for

G e, : !

0 mefmo o adrado AD he lgual ao re&anmla S
BD X DC. : iy

2:9 1A vy du AB ke meia: projorcmnal en!re
v Jzamcm BC e o;fegvnento az{facmk BD ;" ou,

que vem a fer o mefmo, .AB =2 BD ;( BC..~Sc7.

melhantemente fenot  AC == CD X BC logo

AB.: AC: :. BD:DC; ; e fe compararmos AB ~.
.com E_(_:— 3 ‘tcremos AB -B-E : BD: BC; te- ﬁ ’:z
riamos da mefma maneira EC bC A DC BC.

Eftas razdes dos quadrados: dos lados, quer entre’

{i, quer com o qnadrado da 11)potenufa ja fe dcdu-
2irdo nos corol. 111. e V. da prop. XI.

PROPOSIGZXO XXIV.

'TI'HE O R E M A.

. Dais dlrz‘a'mzlos que tem hum angulo igual “eftide e
entre fitcoma os reftangulos dos ladus que compre- :
kendem ‘o angulo:igual. Affim o triangule 'ABC (fig. %
128.) ¢fla para o frtangulo ADE , coms o reflangu- :
Is AB X AC c¢fié paraio reflanzulo- AD X, Aﬁ

Tire-fe \BE; os dois triangulos ABE , 'ADE,
que tem o vertice commum LK, tem a mefima a]tu-
ra , e cftio entre {i como as Iuas baﬂ.s AB, AD !
(6.); logo- i

"ABE : ADE :: AR : AD.
Do m~fmo modo

ABC: 'ABE :: AC:; AE. ’
Multiplicando erdenadamente eftas  duas propor«
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coes, e. ommi'tindo"o taﬁno commum ABE ', tere~
mos
 ABC: ADE AB)(AC AD X A

Corollaris. Logo osdois triangulos feriad, equ;va.’
Jentes , fe o re&mgulo AB X AC fle igual 4o
" yeQangulo AD X AE ou fe tiveffefios AB: AD':
. AE: AC , & que t‘cr.a luuap fe a lmha DC folfc
‘,parallcla &, BE>

PROPOSIQIO x&:v

T HEOREMA

Dau triangulos femelfzanle.r t_’ﬂuo en/*"_/f coma as
quadrados dos lados higmolegos.

deja o angelo A== D (fig. 122.], ¢ o anaulrr
B — E ; primeiramente “os angulos tgu:us A e'D
,'dario, ela, pmpoﬁc;:w precedemc 3
‘ XB DEE:2 AB X AC: DE Ve DF
Mas , tcmos tambcm pela fcmelhgnqa dos trian-

gulos,
. "AB: DE:: AC: DF.

E f multxplncarmos efta propor¢iao , termo por
termo, peln prpnox(;ao identica -

DF:: AC : DFE,
xcfuhara N sl s -
-, LOMSXAC. DE XDFs 4AC : DEs .. a2

80 N
ABC : DEF:: AC Dl' .
Logo dois triangulos femelhantes ABC DFF
eflds entre fi como os quadrados dos ladou homolo-

'fos AC, DF, ou como os quadrados ‘de outres dois
ados hun,l OOy quaesquer,
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‘Dois pql;)’m femelbantes sia compoftey do mefs
—ma ‘mumers de !r'idugtlas Jfemeihantes cada hum_a ea-
da bam c{cmtllmm ente  difpafios. | s

No polygono ABCDE (lig, 129.), ‘tirem-fe do
mefmo angulo A as diagonaes AC , AD, abs outros
angulos. No outro polyzono FGHIK ;" tirtem-fe feme~
lhantemente do angnlo’ F , homologo ao angule A,
as diagonaes FH, ¥I; aos ontros angulos.

Cemo' os polygonos siao femelhantes , o angulo
"BAC he igual a0 feu homologo FGH (def. 2.), e
os lados. AB , BC , sio proporciondses aos lades FG,
GH ; de forte que temos AB: I'G :: BC : GH: Daqui
fe fegue que os triangulos ABC , FGH "tem hum

angulo igual , comprehendido entre lados proporeionacs ;.

1o 0's30 fumilhantes (20.); logo o angulo BCA he igual
a GHF. Subtrahindo cites angulos izuacs dos angulos

iguaecs BCD ,” GHT , os restos ACD , FHI ferao

iguacs. Mas como os triangules ABC; FGH sao- {e-
milhantes , temos AC # FH :: BC : GHL Da femilhan-
ca_dos polygonos fe.deduz. BC: GH:: CD?* HI
(def. 2) 5 logo'AC : FH :: CD :»HI¢ Mas ja vimos
que o arqulo ACDi= FHI; logo os triangulos
ACD, FHI , tem hum angulo ignal comprehendido
entre. lados proporcionacs ; logo sao*feniilhantess Da
mefima maneira fe continuaria~a- demonftrar a' femi-

Ihanca dos triangulos feguintes , qualquer que foffe o

numera dos_lados dos polygonos propostos , logo dois
polygonos {emilhantes: s30 compoftos do msfmo -
mero. de triangulos femilhantes ¢ femilhantemente dif-
Ppostos.

Scholio. A propoflicds inverfa he igualmente. vera,

dadeiva 1 fe dois polygonss' forem compoflos do - mefme
numers de triangulss jemilhantes e femilhantemente dif-
Poflos, efies dwis pelyporos seras feailhamtes. o
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" Porque a‘femilhanca dos triangulos respe&ivos da-
ri o angelo AEC == FGH, BCA — GHF , ACD
— FHI '} logo ECD — GHI do melmo modo CDE
-—'PIK &, Dc mais y tcremos AE: FG».: BC @
GH :: AC: FH:: CD: HI, &c. Lggs os dois po-
ngonos tem os angulos 1guacs, ce lados propor-
cionaes; logo s:xo emilhantes.

A..PROPOSIC;KO XXVIL.

,THEOREMA

, O: ta,marno: o1 pzrm'drn: dos polygonos  [emilhan-
tes. rﬁaa comy. 65, ladas I:amalggo: y ¢ .as fuas. fuperfi-
cies coma o5 yuadmdos dtr; ladpst homologos. -
. Pomque, I. como tﬁmos ,.pela natureza das ﬁgu-
vas femithantes (fig. 129), AB& FG :.: BC: GH :
‘ ,-nCD HIY &c., podcmos conclunr dcﬁa scrie de xazow
iguaes: a fochma dosrantecedentes AB - BC - CD,
&c., perimetro da primeira figura ; cfla para a fomm.l
dos confequentes FGit- GH -- HI , "&el ,# perime-
tro da fegunda figura', como hum antccedcnte efta pa-
ra o sch conféquente ,.ou como o lado AB cﬂa para
o feu homolegs FG. ™
I Como 0s tuangulos ABC F& H 50 fcmc-

F !hamcs ;- temos (25 ). ABC: EGH . FHT
i do mcfngg mon*o Jos triangulos. (emclhantes ACD
\' . ;\
FHI 1 dio ACD : PRl ke FH ; logo 5 por
‘caufa da razdao commum AL IH A t}gmos i
ABC: FGH :: ACD: _FHI.
© Por hum femelhame  ragiocinio, teriamos - "
ACD : FHI : ADI" i £ TRE, L s
, E affim em diante +, fe homéﬂe mé@r numero
de triangulos. Defta ferie ‘de razdes iguass cenclui-
remos ; a fomma dos antecedentes ABC - ’\&i)
WADE , ou ovpolygono ABCD , cfta para a fomma
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des confe ue.ptési‘é?‘l‘ -'[-PHI + F!K 2 ou o polyad . i

guno_‘FG K‘,.como*-}hum mlthcdcme AB la garé |
i !’

e o fc‘u con crce FGH , ou como A.,z e%a §ra F(x ol
logo 08 . polyeRsI0s femelhantes eldo entre™ il como ! i
os ados dos ss homologoes. - £y & '

Corollario. Se con irmos :{ﬁd%m femcfhan- 5 i

tes , que tenhio os _homo 5. s aos tres e
lados de hum. tuaggu 0 reétangu}' h @ eur:t ‘ﬁeqa fo} :
b:e o maior lado fera ignal 4 fomma das ouM
Porque eftas tres figuras sio pmporel&tﬁes QU
dos: dos feus lados dﬁﬁogos ; ora o.quadrado dbﬁﬁyi
poténufa he ‘gual 4 fmnma déh;quzdcados:dos outros
dois lados 3 logo , &... v._ ) 1 ;“,: o
FPROPO on*xwm z
A % Lot
N T M '

.l.r Mﬂe: de /lmz: ¢ a:«#/t@ fig. 110,
,ue Je ‘g}lun em. hum' ‘t‘:r 1ol sdor re:r(pr%c 3:;7(2
p,omrcrorzaef . ?*"' dizer , pu temos AO 'z ¢ S : Y
CO: OB. L LA B

AJuuum fe AC e BD:»- nos triangulos ACO i
BOD/, os" angh.os em O cad*’nguats 5 €omo verfeale 4|
mgnte_oppofto 3o angulo A he'igu al“aor anole D - * 08
p rque “i) .mxu.tus no mefio fuzm ento 18, 2.) y

2

O R EM A, &

2la ‘me n@ razao o angule C— — B logo cites, S
guim @ Momsiltintes ; € os Jados h(’mﬂlm ad l"- 4
ta proporcis AQ:'DO:: CO: OB !

. Coroffuris. D:mu fe tira AO )\ QL = DO ‘( ol

O; logo o ref Jn"h]() das duas pm.cs de h huma das 40 gy
cordas” he ignak  ao reGangulo  das dlas pam.: ,da. "
out.a. . :
.,‘)‘ ie : ) "’*
e oY s :

\;;; .“ Y ’;:&
» . s "3\

/ "

x- J

e
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PROPOSICLO XXIX- |

T RO R E M A ™ 7
7

Se de Fum mefmo ponts O, /%87431.) tomads Jé.
ra do circulo 4 lx{ar"mfx as ﬁY(z’nI:} OB.OC 4 fer-
minadas ne arco concavo BC 4 Vs [ecantes finiciras fe.
rdo . reciprocamente proporcionale @s fuas paries exfe-
vieres o quer dizer, ge fera OB: OC:: OD: OA.

, Porque , ajuntands AC, BD , os triangulos OAC,

OBD, tem o angulo O tommum ; e mais , o angu-
lo B=C (18.2.); logé eites triangulos sio feme-
acelhantes, ¢ os lados homologos 'ddo a propor¢io

: OB: OC:: OD: OA.

Corellario.  Logo o reéangulo QA X OB he
igual a0 reétangulo OC X (GD.

" Scholis, Note-fe que efta propefi¢io tem muita
‘wnalogia com a precedentc , e {6 differe em fe cor-
tarem féra do circulo as duas cordas AB, CD, em
“wez de fe cortarem dentro. A propofi¢io. féguinte tam-
gﬂi?a fc . poéde confiderar como hum cafo particular
cita. gt ’

PROPOSIGCAO XXX.
‘THEORE_MA.

AV
Se de kum mcfmo ponts O, tomads fora do cir-
#ulo ( fie. 132.) tirarmos huma tangente OA ¢ huma
Jecante OC , @ langente ferd meia proporcional entre a
ccante ¢ a fua parte exierior ; de fur'lr que. leremos

OC: OA::"OA: OD, o, que vem a fer omefmo,
|

6A = OC x OD.

"~ Porque , a‘fjnntandn AD e AC , os triangulos
CAD , OAC , tem o angulo O commum ; de mais o
angulo OAD formado por huma tangente e huma
gorda (19, 2.), tem por medida a wmctade do aice



Livae 1L as
AD, e o enpulo C tem a mefma medida ; logo o
angulo OAD = C; logo os dois triangulos sio fe-

- =ellsnton, & temos a proporcio

" Ug:OA::0A:0D,
que da Oﬂ:"‘&z:‘: ’\Q X OD.
P R°O P10 S C -0 XXX, o' %

T:?zbnr.n.q. Ny
“ . Fx hun triadkulo ABC, (fig. 133.) Jr divitira
wor 0 angulo A M) duas paries iguaes pela iinhd

£, o reflanguls d¥s lados AB,- AC ., [erd igual
s relanguls dos fezmegtos BD , DC , mais o quadra-
&o da fecante ADD. :

Faga-fe padar huta circumferencia pelos  tres
pontes A, B, C, prolonjue-fe AD até a circum.
ferencia , e tire-fe CE. i o R ¥

O triagngulo BAD he femelthante 20 triangulo~
EAC ; porque, por hypothefe, o angulo BAD =

EAC; 'de mais , o angulo B=E, Jor ue tem
AC ;

ambes por medida a mectade do arco ogo ef-
tes triangulos sido femelhantes , e os lados homologos
dio a propor¢aio BA: AE :: AD : AC. Daqui re-

fulta BA X AC — AE X AD; mas AE = AD

-+ DE, e muliiplicando em huma e outra paftq
por AD, temos AE XAD:F\B. - DE X
AD ; porém AD X DE == BD X DC/(a8.)5
dego finulmente

BA X AC = AD ”-BD X DC,

3
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o Bt PROPO;SMT(;](O XXX I. N g
. : -
f g B:"o REE M A, -
B .
A RS :
E) o y, Em todo oh‘ﬁhgule A Fg ) 0 rrEm-

L

?

')pmaes peh,mefma!quam
ACH BO = OE DA X "BC. Orh AD)@PC

5 Jradﬁﬂo dss tres

it .??)roduéw des tres litthas fe ghima ah;‘uma)

gulr dos daois ladss AB', A " he ugrml a1’ reciap-

“gulo. comprehendids pels ammel v OF doy.eirculs gr-

curferity ¢ a per/muuular ALY aimxada ﬁére pltr-

> "d!m lads

quu(. 20 umando AE tnanﬂulo, ABD

ﬁ%: <an u{Jang(zfos , htm D out ro em A

de o angulo B2 B% loitncﬁeo tnangulos 540
femelliantes , e dio a jroportifo AP : CE..AD:
AC ; donde refulta nA‘B X #WMe — CE X AD#
(,arcllar;a. e multmh;d{mos eftas qnan'xdir}es
BCy tcremos AB X

e o dobro da &x;rﬁcxc;:rdb trianzulo (26 ); -1ogoso
dos «de b triangu /lﬂ;fgila/ a
ﬁv SJuperficie m %?Iuad;g tels doéra o diamctro do

circulo nrcu-/' O o

wezes' folido , por huma 1azip que’ lt{go e veram O

feu valor fe comp ¢ fagilmente, mngmamo que
li‘l\hap xéﬁfm re'{uzr Sata hmmros, ¢ muld ohcm-

08 mimeros de e fe trata.

Scholio, Tambem fe péde de m”nﬂra‘r que a f{-

FQrfne de lumgtrigngulo he igual ao fei perimetro

wultiplicado psr' metade do raio ' do urcu/z n{/r-

10,

"Porque § o5 tria n'_'ulns (.fig. 87.) AO}B\ P(’JC
AOC que tem Yo feu verti€e cominpm em Q) tem
por -1"111.1 cotmum o raio do circulo inferito: lozo
a fomma defles tria wngulos ferd dgual 4 fm*u{u dus
bafes AR, BC, AC, multiplicada per metade do
raio CD ; lvgo o t.uu'fmlu AEC ke izusl "an fen
{mm((m mlnuyh- do. por metade do raio'do circu-
o inl¢rito. . ¢
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PROPOSIQKO

S

G v ST E 0 & E M A,

\‘\

b S
5y Em t:fbxh aadnlalera inferito ABCD, (fig)
5.) #g reé?angu?j““ K duas diagmaes AC , BD, ,
lzf :a'.dl i Jamma d> reﬂanguln do; ladas apfaﬁo:,

de fartc que temos . |}

Wt

1 AC % BD= B)(CD-{-AD)(BC

Tomeife oiaree JCO == ADK, ‘e tire-fe BO qixc ,

encontre a diagonal /AC em L. -"

O angule ABL'= CBI, porqu“’ hum tem

medida a merade de AD e ofl
ighal a AD. O angdlo ADB =
inferitos no mefmo (c\ment-o-,AOB
ABD_he femellianre '; t ﬁﬁnulo
uopogao A : ~Cl 9"’

a metade "de EnO
(,I X porque sd0
logo o triangulo
EBL ‘e temos a

dd(ldﬁ refulta AD.

CI X BD. Agoia digo que o trianguls
ABI he femefhante ao triangulo, BDC ; A\ pm-q;gu'g,

ano AD fendo igual '3 CO,, fe
hum OD ,Citeremos o arco A@%
angulo ABI '— DBCi devt

— BDC porque sao m!cntos ‘nolinefmo. [earhento § .

aJuntarm:)s. ‘aicada
P ¥ o

B Yidid)
5 o an’aulo g%AI

kwo 0s trxanvulos ABIL, DBC sio !emclhantcs, e 0s

lados homologos dao a. propf)rgﬁ

AB: TR L AI

CD ; donde yefulta AB X CD —Al )¢BD‘. T

/‘)m.'c o os dois refultades achalos f'e nhtan.dp
que Al X' BD 4 CI X BD— (Al 4-COF) & 'BD
— AC » BD, teremos AD MY PG +AB )( CD""'

ACH ,( B
/w/m Pdde.- fc demonfrar

da m 2{ma mahexra af

outro theorema fobre oy quadniatero nfcricos

O trianz u‘u ABD Aemelhante

a BrC ,ds a Dpro-

e weao BD 1 AB: BI, donde n(ultd B

BI —=BC X /’x 52 tirarmgs CO,

o trianmlo ICO

femelthants Anl fera feme ‘mm; a'BDC ,.c daa
1mopormo BD: @Ot DCs Of ; donde rcfuha

Of 36BD — CCrAe DC, ouy
O' V 24 B e f..) ’ 13, Soma

parque CO = AD),
1ado a5 dois r*!un'

d T4 i
iy

AgEN!
L
\

lh
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tados , ¢ nmotando qué BI ¢ BD 4 OI X BD f«
reduz 4 BO X BD, teremos ¥
BO x BD ——AB X BC4+ AD xDC. .. _
$ Se tomaflemos. BP. == AD , e tirall-4i0s CKU @
achariamos por femelhantes raciccinigs
‘ CP X CA=ABXAD-L720CD.
. Mas , {endo o arco BP S i fe ajuntarmos z
i “eada hum BC, teremos o arc: CBP —=BCO; logo
B a corda CP he igual 4 corda = D, e por confequen-
a8 cia os rec¢tangulos BO X BD | CP 3 CA eilio en-
‘ tre fi como BD efta para CA ' .logo
' BB : CA:: ABXE" ~--‘-'A§})(DC :
AD XAB4-20 CD..

) 080 as duas diagonaes i \um guadrilatero inf-
crito efiag entre fi coms @i | nmas dos Teclangulos
" dos lados que tendem aos feus [ itremos.
¢! Eftes dois, theoremas p‘:e&‘/d fervir para achar as

dizgopaes quando for¢m. conhecidos os lados.
PROPOSICXO XXXIV,

TH EOR EMA.

sy 8cja P (fig. 136.) hum_ ponto dudo d:ntro do
circulo fobre o raio AC , ¢ tome-fe hum ponts Q fo-
ra [shre o prolongaments do mefuio raio, de forte que
feja CP: CA :: 'CA: CQ ; fe de him ponto qual-
quer M da circumferencia tirarmos avs deis ponios P
e Q as reclas MP , MQ ', digo que cftus rectas eftaras
em toda a parte ma mefma razao , e que fera MP :

. MQ:: AP . AQ.
Porque , tembos , por hypothefe , CP: CAz: CA:
CQ ; pondo «CM em lugar.de CA, teremos CP:
CM:: CM: CQ ; logoges triangulos CPM , COM,
‘tem hum angyloligual €, comprehendido entre la-
dos proporcionaes ( 2o0. 2.); logo :io femelhantes ; lo-
go o tercciro lado MP cud para o terceiro M{Q), co-
mo CP eftd para CM ‘cu CA. Mas a proporcao CP :
 CA.: CA: CQ da, dividends, CP: CA:;"CA—
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CP: CO—CA, ou CP: CA:: AP: AQ; Jogo
MP : MQ::,\AP: AQ.

ceabh Ll

i A,

Probi: e relativos a0 Livro I1,
% ' '
P. G .\3 LEMA 'L

Dividir huma lis éa refla dada em quantas par~
res iguauj/) quizer || ou - em partes proporcionaes a
linhas dadas.

I. Seja propof ) dividir a linha AB (fig. 137.)
em cinco partés igua 5; pelo extremo A tire-fe a re-
&a indefinida AG , e \lomando AC de huma grandeza
qualquer , leve-fe AC \cinco vezes fobre AG. Ajun-
te-fe o ultimo ponto gle givisio G e o extremo B
pela linha GB , dcpoMire-fe CI parallela a GB ;
digo que Al ferda a quinta parte da linha AB, e afiim
levando AI cinco vezes fobre AB, a linha AB fi-
caid dividida em cinco partes iguaes.

Porque , como CI he parallela a GB, ' os lados
AG, AB, eflio cortados proporcionalmente em C e.
em I. Mas AC he a quinta parte de AG ; logo Al
he a quinta parte de AB. _ £ AT

IT. Seja propofto divid'r a linha AB (fig. 138.)°
em partes proporcionaes s linhas dadas P, 6 FER
Pelo extremo A tire-fe a indefinida AG ', tome-fe
AC =P, CD=Q, DE = R , ajuntem:fe 0s' ex~
tremos E ¢ B, e pelos pontos C e b , tirem-fe (CI
DK, parallelas a EB; digo que a linha AB ficard di-
vidida em partes AI, 1K 12.&, proporcionaes ds li-
nhas dadas P, Q, R. : y

Porque , por caufa das parallelas’CI, DK ,"EB,
as partes Al , IK, KB, sédo proporcdionaes as partes
AC, CD, DE (15.) e por conflrucgao cftas sao
iguaes as linhas dadas P, ;5, R. ¢ ‘

G



o8 GzZOMERETRIA

ProsLeEMA IL

Achar /mma quarta proporcienal a ¥ ,{‘Enﬁa: i
das A, B, P

Fxrcm fe as duas lmbas i \,nﬁ’aas DE DF,
( fig. 139.) _que fagzo qualqué ) “agulo. Sobre DE to.
me-fe DAZ A e _—_: B sbre DF tome-fe DC
e . aJumL fe AC , ¢ pelo e to B tire-fe BX paral-
lcla a AC, digo que DX ferd a ¢ irta proporcional pedi-
da, Porquc , como BX he para ’lla a AC, temos a
~ propor¢ao DA: DB:: DC: 13X ; ora os tres pri-
meiros termos defta proporgio (4o iguaes , as tres li-
nhas dadas; logo DX he a g arta propercional pe.
dida..

Corollario. Achar-feha fjo mefmo modo huma
terceira proporcional as du has dadas A , B, por-
que clla fera a mefma que a quarta proporuonal as
tres linhas A B B. ;

Prvois L £ om A VT Nl

Achar huma meia praparaonal entre duas linhas
dadas Ave B. |

Sobre a linha indefinida DF (fig. 140.) tome-fe
DE== A, ¢ EF —Z— B ; fobre a linha total DF co-
mo diatetro, defcravacle. femi-circumferencia DGF
no poato I levante-fe fobre o diameétro a perpendicu-
lar 1L, que encontre a circumferencia em G ; digo
que JG o ferd a micia proporcional pedida.

Porque a perpendicular GE , abaixada de hum
ponto da circumfrencia fobre o diametro , he meia pro-
porcional entreps 'dois fegmentos do dmmctro I i

i
'F (23.): ora cltes fegmicntos sio iguaes as linhas

dadas A e B.
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ProBLEMA IV

Pl alinka deda AB (fig. 141.) em duas par-
to5, de e \\(a gue.a maisx feja meia proporcional en=
¢re a linka hira e a sutra parte. N

Ao extremo 2%l linha AB levante-fe a perpen-
dicular BC igual 4 | fade de AB; do ponto C co-
mo centro, e com { \raio CB defcreva-fe huma cir-_
cumferencia ; tire-fe. AC que gprtard a circumferen-
cia em' D, e tomelip AR = : digo que a linha
AB ficara dividida 1 /ponto I da maneira pedida, quer
dizer que teremos |B: AF :: AF : FB.

Porque AB , \ue he perpendicular ao extremo
do raio CB, he hu\a tangente ; e fe prolongarmos
AC até encontrar d | novo a circumferencia em E,
teremos (50.) AE : WB:a AB: AD ; logo, dividen-
do, AE—AB : AB::} AD: AD. Mas como o raio
EC he metade de AB , o diametro- DE he igual a
AB , e por confequencia AE — AB—= AD — AF :
tambem temos , porque AF — AD, AB — AD —
FB; bgo AF: AB:: FB: AD ou AF , logo, in-
vertendo, AB: AF:: AF: FB.

Scholio. Elta forte de divisio da linha AB fe cha-
ma divisao em media e extrema rgzac. Veremos alguns
ufos. Note-fe que a fecante AE efld dividida em me-
dia e extrema razio no ponto D ; porque , como AB

— DE, temos AE: DE :: DE: AD.

T

ProrLEMA V.

Por bum ponto dado A ( fig. 142.) no anguls da-
do BCD iirar a linka BD , de maneira que as par-
tes AB, AD , comprehendidas entrle o ponto A e os
dois lados do angulo , Sfejao iguaces. NaRe L

Pelo ponto A tire-fe AE parallella a CD, tome-
fe BE— CE, e pelos pontos B e A tire-fe BAD ,
que ferd a linha pedida. :

Porque , fendo AE parailela a CD, temos BE:
EC:: BA: AD. Ora BE(?." EC, logo BA == AD.

i .
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ProBLEMA VL

Fazer hum quadrads equwu nte o Jidi paraiing
grammo oua hum triangulo dadal - 7

.° Seja ABCD ' ( fig. 142, 40= Paralklogmmmo

dado , AB a fuabafe, DE afil. itira. Entre AB e DE

procuré-fe .huma meia proporcic| al XY (pr.3.) ; di-

go que o quadrado feito fobic ’(Y fera equivalente

ao .parallclogrammo CP Po' ue, por conitruceio,

AB: XY :: XY: DE; logo X, —AB X DE.
Ora AB X DE he a medida ¢ parallelogrammo, e

XY a do quadrado ; logo $30 *quivalentes. |
2.9 Seja ABC o tria gul dudo (fig. 144.), BC
a fua bafe, AD a fua al ) Tome-fe huma meia

proporcional entre PC e a metade de AD, e feja XY
elta media ; digo que o gquadrado feito fobre XY fe-
14 equivalente 20 triangulo ABC.

Porque , como BC: XY:: XY: I AD, daqui

refulta XY =—BC X $AD; logo o qmdrado feito
fobxe XY he equivalente ao mamulo ABC.

PROBLEMA VIL

Tazrr Jobre  a linka dada AD (fig. 145.) Bun
reflangulo ADEX" equivalente a0 recfangilo  dads
ABIC.

Procure-fe huma qmrta ororcxonal as fres li-
nhas AD, AB, AC, e feja AX efla quarta propor-
cional , (lmn que o reCangulo’ feito fobre AD eAX
ferd equivalente ao - re@angulo ABFC.

Porque , como temos AD: AP ::-AC: AX
daqui refulta AD X AX — ABx AC ; logo o re-
€tangulo ADEX hie cquivalente a0 rcdan_a,ulo ABFC.
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i PROBLEMA" VI

Achar &0\ linkas a razao do' reltanguls das duas
linhas dadas, A 3R ! fig. 148.) para o reilangulo das
duas linkas dadas C ™D : :

Seja X huma qv rta proporcional s tres linhas
B, C, D; digo que p razio das duas linhas A e X
ferd icual a dos dois reftangulos A X B, C X D.

Porque , como '}:ms B: C:: D: X', daqui're-
filta C X D =BgK X% logo A XB: C X \Di:
XXB: BixX X cWlA ¢ X,

Corollarie. Logo |\ para ter arazio dos quadrados
fcitos fobre as ‘linha< \dadas A e C, procure-fe huma
terceira proporcional X \ds linhas A e C, de forte que

feja A: C:: C: X,‘Mfc-ha A’:C':: A X
PROBLEMA IX.

Achar em linkas a razdo dv produlls das tres
linkas dadas A, B, C ( fig. 149. ) para o produ-
o das tges linhas dadas P, Q, R. St

A’s ‘tres linhas dadas P, A, B, procure-fe hu-
ma quarta proporcional X ; ds tres linhas dadas C,

3 qR , procure-fc outra quarta proporcional Y.
As duas ‘linhas X , Y eftario entr¢ fi como os pro-
dudtos’ A" X B*X'C., P X QO X'R: 3 .

Porque , como P: A::B: X, temos A X B
== P X X ;e multiplicanda ambos os membros por
Ce A X B XU =/C X P: X X! Domelmoimo-
do, como C:Q::R:Y, daqui refulta 9 X R
- 3" A Y multiplicando ambos os membros por
Py temos P XSGR = P X C X Xallaes o
produo A X B X C cfti para o produ&to P X
QX RcomoC X P XX eftd paraP X C XY,

ou como X eftd para Y.
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Achar hum triangulo :gmza Je Jc a
ne dado. & i
Seja ABCDE fig. 146.¢ r;owgono dado. Ti-'
re-fe a diagonal CE , que coil o triangulo CDE ;
pelo ponto D tire-fe DF pa ,cl:z a CE até o en.
contro de AE prolong ado 5. ajiflitesfe \CE; ‘e o) po-
lygono ABCDE ferd eqmvale.x,v a0 polygono ABCF
que tem menos hum lade. '

Porque , os tnanou]os CDL CFE tem ‘a bafe
commum OF ; tambem tem 2 »efma altura , por-
que os feus vertices D, F, el 10 fituados " fobre hu-
ma linha DF parallela 2 bafe | logo efles triangulos
sdo equivalentes. Ajuntango p; cada parte a figura
ABCE, ter-fe-ha de humM o polygono ABC DE A
e da outra o polygono ABCE, que ferdo equivalen-
tes. ;

Pode-fe 1gualmentc cortar o angulo B, fubftis
tuindo ao triangulo ABC o triangulo cqmvalemc
AGC, e affim o pentagone ABCDE ficara conver-
tido em hum triangulo equivalente GCF.

O mefmo fe praticards com qualquef outra fi-
gura, porque, diminuindo de cada vez hum lado,
e vird a formar o triangulo equivalente. ;

Scholio. - Ja vimos que: todo o triangulo fe pé-
de converter ,em hum  quadrado equivalente ( pr.
6.), affim fcmprc fe acharg gmrn quadmdo equiva-
lente a huma figura reilinea dada. A ifto fe cha-
ma quaa’rar a ﬁgura 1e€t11mc,a, ou achar. a fua. yzm~
dratura.

O problema d guaa’m/ura do circulo confifte
em  achar hum quadrado equwalmte a hum circu-
lo, cujo dlametro he dado.
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PROBLEMA XL
bum quadrado qie [eja zgual afomma ot
He a’ozs quadrados dados..

. Wil fig. 147.) os lados dos quadra-
dos ‘dados :- o

T drSe quizpr s achar hum, quadiaoo igual .
4 fomma deftes qua jados, tiraremos as duzs linbas
indefinidas ED , E!| em angulo re®o ; tomaremos
ED A e EG"' i3 , uniremos DG, 2 Du fera
o lado do ‘quadrad| /pedido. :

Porque , fendd lre€tangulo o triangulo DE o
‘quadrado feito fol ‘; DG he 1gual 4 fomma dos-
quadrados feitos fob = ED, e EG. e
: 249 Serquizery \os achar hum quadrﬂo igual
4 dxffcrenga dos qug\ rad@s . dados , : formaremos da
mefma maneira o aMo ‘re&o '"FEH ,” tomaremos .
GE igual a0 menor “dos lados A e B ; “do ponto. G '/
como centro, e com hum raio GH igual 20 cutro’
lado, defcreveremos’ hum _arco que corte EH em
H ; digo que o quadrado feito fobre EH' ferz igual
a dxfferenqa dos qua.drados feitos fobre  as linhas
A e B,

' Porque o triangulo GEH he rcéhnrrulo ,-a hy-
poténufa. GH—= A", e o lado GE == B logo o
quadrado feito fobre EH &ec.

Scholis: Defta manelra fe acha hum quadrado
igual ' 4 fomma de quantos quadrados fe quizer ;
porque a -conftrucgio que reduz dois 2 hum, "re--
duzird ) tres a dois, e ‘eftes a hum ,’ e afim dos
mais. O mefmo . feria fe alguns dos quadrados fe
deveflem fubtrahlr da fomma. dos outros.

PROBLEMA XII.

Co’z/lruzr hum quadrado que fja pJM 0 qua-
drads dado ABCD ; ( fig. . x)o.) como -6 linka M

¢fld para a linka N. \
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~_ Sobre linha indéfinidla EG , tome-fe EF
— M ¢ FG = N ; fobre EG, como diametro, def-
creva-fe huma femt circumferencia , e no ponto I
levante-fe fobre o diametro a perpendicul . ci¥l oo
’fonto H tirem-fe as cordas HG , HF" que fe pro-
ario indefinidamente : fobre - Limeira tome-fe
- HK igval ao lado AB do ¢ ' urado dado, e pelo
ponto K tire-fe KI paralLla YWEG"; dxgo que HI
ferd o lado do quadrado pedid
Porque , em virtude das u:lle]as hl GE,

temos HI : HK: : HE : HG, 1, o HI_ : HK

HE" - H_éz; mas no man o reCtangulo EHG

s—lz ), o quadrado de ‘HE el 'para o quadrado de
é como o fegmento LEF ~ (ta para o fegmento

FG , ou como M eftd pam&” logo it aK’
M : N. Mas HK -—— AB; logo o quaurado teito fo-

bre HI efta para o qu.;dl ado feito fobre AB como
M elti para N.

A

PROBLEMA XIIL

Sobre o lado I'Cr (fig. 129. ) hamslsgo a AB,
deferever  hum  palygons _/emcl/mntc as pol)trona dads
ABCDE.

No polygono dado tirem-fe as diagonaes AC ,
AD. No ponto F faca-fe o angulo GFH = BAC,
¢ no ponto G o angulo FGH — ABC ; .as linhas
¥H, GH fe cortario em H, e FGH ferd hum
trl:mgulo femelhante 2 ABC ; do mefmo modo , fobre
FH , homologo a AC, conftrua-fc o triangulo FIH
fcmc]lmnlc a ADC, e fobre FI, homelogo a AD,
conltrua-fe o triangulo FIK femelhanie a ADE. O
polyzono FGHIK ferd o polygono pedido ; fcme-
thante a ABCDE. '

Porque, efiss dois polygonos sio ‘compoftos do
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mefmo numero de triangulos femelhantes e feme-
lhantemente difpoftos ( 26.) .

- Tt T
& ATy

,PROBLEMA XIV.

Sends d\b‘iﬁ s ﬁgura: femewantz:, confruir
huma figura f:melbar Vque [eja igual é fua fomma ,
o4 4 fua d:{ferenga<

Sejao A e B | jis lados homologos das figu-
ras dadas; procure- | hum quadrado igual 4 fomma
ou 4 dxﬂlrenca dos kiu~dxad0s feitos fobre A e B
feja X o lado deftel Quadrado » X ferd nafigura pedlda
o lado homologo a\ | ¢ aB nas figuras dadas. Dezpois
conftruir-fe-ha a fig| -a pelo problema precedente.

Porque, as figui, 5 {emelhantes sio como os qua-
drados dos lados hom\Mogos ; ora o quadrado do la-
do X he igual a fon’ u a differenca dos qua<
drados feitos fobre os lados homologos A e B lo.
go a figura. feita fobre o lado X he igual 4 fom.-
ma ou a differenga das figuras femelhantes. feitas. fo-
bre os lados A ¢ B.

PROBLEMA XV.

Confiruir butia Jigurd femelhante a huma' figu-
ra dada, ¢ que cficja para efia figura na razio da-
da de M para N.

Seja A hum lado da figura dada, X o lado
homologo na figura procurada j o quadrado de X
ucvcra f..r ara o quadrado de A como M he para

f'wo achar-fe-ha X" pelo problema x11;
con‘xck,njo X, fe completarda o mais pelo proul\.-
ma XIil.
PROBLEMA XV 2

Conflruir huma figura femelbante 4 “figura P
(figd 151, )¢ a]una/cr/e 4 fizura Q. '

Procuie-fe o lado M do quadrado cquw:l.emc a
higura P, e o lado N do qu.s.lra\.o equivaiente 3 fi-
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gura Q. Seja X huma quarta proporcioral 4s tres
linhas dadas M, N, AB; fobre o Tado X , homn-
logo 2 AB, defcreva-fe, huma figura fcmcm'n’lr 2
figura P dmo que ella tambcm ha de- ,«r‘cq'[ﬂ“u
lente 4 ‘wura Q

Porquc , chamando ¥ a * ;.,,«- feita” fobre o

L4, =2

lado X, teremos P: Y :: Al : X ; .mas, por
2

conftruccao , AB: X :: M: N on AB

M N‘ sVLogo ‘P-: Mt M N” . Mas tambem
temos por conﬁrucqao ! M= P e NY = ;
logo P: Y : :Q; logo ¥/ 2 Q ; logo a ﬁgura
Y he fumelhante higura P, qun alente 4 ﬁgura Q.

PR OB LK /A XViIlL.

Con/lru:r hum yeflangulo equivalente a hum qua-
drads dads C, ¢ cujos ladss adjacentes fagio huma
Jomma dada AB (fig. 152.).

Sobre AB, como diametro, defereva-fe huma fe-
mi-circumferencia ; tire-fe parnllc}nmcntc ao diametro
4 linha DE a hum.1 diftancia AD igual ao lado-do
quadrado dado C.

Do ponto E, em que a parallcla corta a cir-
cumferencia , abaixe-fe fobre o diametro a perpendi-
cular EF; digo que AF e BF ferio os lados do
rectangulo p\.dxdo.

Porque , a fua fomma he igual a AB, e o fen
rcr“tan gulo AF X FB he igual ao quadrade de EF

?1 , on a0 quadrado de AD ; logo cfte reltargu-

e eguivalente aa quadrado dado C

Scholis. Para que feja poffivel o problema, he
neceflario que a dl}ancm AB nao feja maior que o
raio, ilo he, que o lado do quadrado C nio exce-
da a metade da lmlna AL.
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PROBLEMA XVIId.

e, R .

' “M‘t;;tgﬁifg}lzum'reﬂ‘angula equivalente a hum g:a<
drado (h’g‘(;gém )» ¢ cujos ladss adjacentes te-
nhao entre fi a aioscnga dada AB.

Sobre a linha d %2 AB, como diametro, def-
creva-fc huma. circy hferencia j; ao extremo do dia-
metro tire-f¢ a tan' fnte AD igual ao lado do qua-
drado C. Pelo pon | D e o centro: O tire-fe a fe-
cante DE; digo q/ / DE e DF ferdo os lados adja-
centes do retangu r\pcdido.

Porque , 1.° '\ difficrenga deftes lados he igual’
20 diametro EF ou k}B; 2.° o reétangulo , DE X

DF he igual a /le:_‘,”( 3a ) 5 logo efte retangulo
fera equivalente ao qig#¥do dado C.

PR.OBLEMA XIX.

Achar a cemmum medida, fe a houver , entre
a diagonal ¢ ¢ lads do quadrado.

Seja ABCG ( fig. 1{4.) hum quadrado qual-
quer ,, AC a f{ua diagonal.

Leve-fe CB fobre CA tantas vezes quantas nel-
la fe contiver (‘prob. 17, liv. 2.), e para ifto,
defcreva-fe do centro C] e com o raio CB o femi-
circulo DBE ; he claro que CB fe contém huma

vez em AC com o refto AD; logo o refultado da
" primeira operagio he ‘o quociente 1 com o refio
AD, que fe deve comparar com BC ou fua igual

Péde-fe tomar AF — AD , e levar realmente
AF fobre AB; achar-fe-hia que fe contém duas ve-
zes com hum refto; mas como efte reflo.e os fe- .
guintes vdo diminuindo , e bem deprefla efcaparido
pela fua pequenez , feria efte hum meio mechanico
imperfeito, do qual nada fe poderia concluir para

\
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- decidir {e as linhas AC, CB, tem ou nio tem, &5
tre fi medida commum; ora ‘ha hum meio muio
fimples de evitar as linhas decrefcentes, e A+ Tirm
gar Jlinhas que ficio fempre da melina o Ldeza.
~ Com effeito, o angulo ABU €750 reCto, AB
he tangente e AE fecante tir*  ao mef{mo ponto;
de forte que temos (30.) Als “ AB.:: AB : AE.
Affim na fegunda operagao, e que fe trata de com-
parar AD com AB, fe péde,! m vez da razido de

. AD para AB, tomar a de AB| AT ; ora AB ou fma
igual CD f{e contém duas vezes -m AE com o ref-
to AD; logo o refultadé da fe2 nda operacao he o
quociente” 2 com o relto AD gy, fe-deve comparar
COMIEARLS - - *ITT

A ‘terceira operagao , que, onlilte em comparar
AD com AB, f: reduzirg d¢ melmo modo a com-

parar AB ou fua igual fiom AE, e fera 2 o
quocienie ¢ AD o refto.
s Iito moltra que a operagao nunca terminard, e

que portanto n2o by medida commum entre a diago-
nal ¢ o lado do quadrado; verdade ja conhecida pela
arithmetica ( porque eftas duas linhas eftdo entre fi::
v2:1 {11.)), mas que adquire maior grao de cla-
reza na reflolugio geometrica. )

Scholio. Lozo nio he poflivel tambem achar a
-razio exa‘ta em numeros da diagonal para o lado
do quadrado; mas péde-{e approximar quanto fe qui-
zer por meio da fracgio continua , que he igual a
. efta razdo. A primeira operagio deo por quociente T ;
a fegunda e todas as outras ao infinito dao 2 ; aflim
2 fracgio de que fe trata he 4 ‘

1 X .
+ P _'_ % e
"’ 2 + s & ¢ :
% - &c. ao infinito.*

Por exemplo , 1‘rc calcularmos efta fracgio até o
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quarto tcrino' incluﬁvamcme , fe acha que o feu va-

12 1 = .
lor he 1— ou i—; dc forte que a razio approxi-
29
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LIVROT,.

POLYGONOS‘ REGULAL ES, E MEDIDA
DO CIRCUL .

DEFRINI/TAO,

C Hama-fe polygono regular aquelle que he ao
mefmo tempo equiangulo e equilatero,

Ha polygonos regulares de todo o numero de
. Jados. O triangulo equilatero he o de tres lados, ¢
0 quadrado o de quatro.

PROPOSIGZAO I
T HEORTEMA.,

Dois dpulvgono.r regulares do mefmo numero d:
lados sio duas  figuras femelhantss.

, §ejao, por exemplo, os dois hexagonos regula-
res ( hg. 155.) ABCDEF , abcdef ; a fomma dos
angulos he 2 mefma em huma e outra figura; ella
he igual a oito angulos re€os (21. 1.). 'O angulo
A he a fexta parte defta fomma, bem como o an-
gulo a; logo os dois angulos A e @ sao iguaes;
por confequencia o inefmo acontece aos angulos B ¢
b, aos angulos C e ¢, &c.

. Pemais , comg, pela natureza deftes polygonos ,
os lados AB, BC, CD, &ec. sdo iguacs, bem co-
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mo ab, bc, cd, &c., he claro que temos as pro~
porcoes AB:ab::BC:bc::CD:cd, &c.; logo
N ras de que fe trata tem os angulos iguacs
e os Jados"@mmologos proporcicnaes ; logo’ sio fe-
melhantes (. e liv. 3. ) . 3
Corsliario. UsWadmetios de dois polygonos re-
gulares do mefmo fumero, de lados eltio entre fi
como os lados homol}' zos , e as fuas fuperficies eiliio
como os quadrados (ffies mefmos lados ( 27. 3.).
Scholio. O angypp de bum polygono regular fe
determina pelo numgfo dos ’fcus lados , como o de
hum polygono equiafeulo. V¢ a prop. XXI. livr. 1.

PROMOSIGXO IL

TH.'R\O/‘F.MA.

Todr o polygomo regular pode fer infcrite mo cir-
culo , ¢ péde fer circunferito ao mefmg circulo. . ¢

Seja ABCDE , &c. (fig. 156. | o Polygono de
que fe trata; imagmnemos que paffa huma circumfe-
rencia pelos tres pontos A, B, C; feja O o feu
centro, e OP a perpendicular abaixada fobre o meio
do lado BC; ajunte-fe AO e OD. '

O quadrilatero OPCD e o quadrilatero OPBA
podem fer fobrepoftos; com effeito o lado OP he
commum , o angulo OPC = OPB, poreﬁxc sd0 re-
¢tos ; lozo, o lado PC fe applicard fobre o feu
igual PB, ¢ o ponto C cahira ¢m B. De mais, pes
la ‘natureza do polygono, o angulo PCD — PBA ;
logo CD tomara a direcqao BA, e como CD —
BA, o ponto D cahira em A, e os dois quadrila-
teros coincidirdo inteiramente hum com outros Lo.
go a diltancia OD he igual a AO, e por confe-
quencia a circumferencia que paffa pelos tres pontos
A, B, C, paffara tambem pelo ponto D, Mas,
por hum raciocinio femelhante, fe provardh que a
circumferencia que pafla pelos tres pontos B, C, D,
pallard pelo vertice feguinte E, e allim em diante ;

~
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logo a mefma circumferencia que pafla_pelos pon-
tos A, B, C, paffa por todos os vertices dos an-

gulos do polvgono, g polygono eftd mft"j 2l
ta circumferencia,’ 2
Em fegundo ltva* a refpezto~ “ta circumfe-

rencia, todos os lados AB P, &e. sio cordas
iguaes , logo diftao 1gualmen ey doicentro (8, 2. );
logo fe de ponto O , como«( nito, e com o raio
. OP defcrevermos huma ciret’ iferencia , ella toca-
‘12 © lado BC e totlos os-out 58« lados * do -polygo-
no cada hum no meio, € a ' ircumferencia ficard
“inlcrita mo polygono, ou i Pojy £o0 circunferito @
circumferencia. 5

Scholis I, O ponto O entro  commum  do
circulo inferito - e do unu!o ‘ ucunfcritu , fe pode
tambem: confidersr  com itro_do polygono, ¢
por efta razao fe chama 'Okla central o angulo
AOB formado pelos dois raios tirados aos extremos
do mefmo lado AB.

Como #todas as cordas AB , BC, &c. sio 1guaes,
he claro que todos os angulos centraes €ao iguaes ,
¢ affim o valor de cada hum fe acha dwxdmi
quatro angulos rcﬂtos pclo numero dos lados do
_polygono.

Schalio 11, Para mfcrcvcr hum polygono regu-
lar de hum certo numero de lados em’ huma. cir-
cumferencia dada , bafta dividir a circumferencia em
tantas partes iguaes quantos lados o polygono deve
ter ; porque , fendo iguaes os arcos , as'cordas AB,
BC, CD , &c. ( fig. '158. ) ferdo iguaes ; os man-
gulos ABO BOC ,-COD?,. &g umbem f a0
jguaes , porque  Sio canilaterds entre fi; lo dos
os angulos ABC, BCD, CDE , &c. ferfo 1guac$,
lo%o a figura AECDE &c. 1cxa hum polygono re-
gular, A
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‘PROPOSIGXO IL
g TR “PRrRO B'LzﬂA.

Inferever om- guadrada m lmrna czmmﬁrm.
eia dada.

Tirem-fe, dois. dxﬂ'ncms’AC ﬁD ( fige 157 ¥

gue: fe.c »rrcm cm ar rulos ic&os ; ajuntem-fe 0s exX-
trémos A B, b, e a figura ABCD ferd o
qradrado infcrito, Pr que’, fendo iguaes os angulos
AOB, BOC,; &e., s cordas*A BC &ec. sio
1guaess = ;
% Schglia, Como - To BOC he re&angul
e ifolceles , témos gg“ zB’) V2
Yogo o lado do qua .m’o mftrx;o e/id para Yol rau
wmo a rarz‘gua}rada ‘de 2 ¢fd para umidade.

x ar

pno*r,esu;t.o rv.v:?%

4 B
s e
w
.

'wm&-r:oznmmg i

W

lwfcremr b hexagono regular. e bum tmmguh

oymlahro em huma rf’rcu»gﬁrehc:a*

Su nhamios o problg'h\la vefolvndo , e ﬁeji AB .
( fig. 158. ) hum lado ‘do *m:)(agom inferito 5 fe ti-
xarmos os raios ‘AO ; OB, "digo: que (&tnangulo
AOB ferd cqm‘htcm i -

”‘Poﬁ Alig angulo AﬂB he a {;xt&ifmrte Je i
qn,gtro&; s x6&os ; :t(ﬁinmomm ‘o7 angulore- -

[ubidade | “teremos AOB =4 __f e

uﬂros dpmﬁanguloﬂ‘ ABO" &AO“, do"m:ﬁ?tl; ”‘trmgu!o s

nlcnﬁlggc 2 -,G;- ou %;*e como 520 fguus o rcadm

,t

hmn deﬁ)es —; '!ggo oy tnangdlo ABO he equi‘.

latero lggo L5 fi£ dp me@o xnfcnto hs Jgual
o Xalos. . H ¢

-~

L’
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ores Galo Myt il
Daqui fegue para infcrever . hum, hexae
no ;e%u aff cm cuclfmfcrcncngﬁfada, fe deve
fcvar o raio feis vezes fobre a c:rcumfcr;ng\a 1,9%
bando no ponto ém ‘que comecdra. ..

Infcrito o ,,hepgom AﬁCDﬁ_P e ajuntarmos
:hc}nanameme ‘08 vemccs dos A dius , fdnnarquqs 0
tnangplo equifa AGCES. .S 4
o o Scholia, B gt;ga ;’3-&0

g hup paralhhgram.

JUp. £ hum lofarTgo »' POFA 1€ ‘CO
HA Q‘?}ng ? a., (los qua " das
, zt,, ' yiﬂ‘.’ i
5xagomc; f %8 e a. fomma dos

R A i ,‘

q!ﬁr;q.os dq he, .A—ﬁ’on 4@
gl Al s ik "
zhxd'o’tg, hp;na q..:;utra Q to LO. ’ fgara A'Cvif'

3BO%s logoAC 5 BO aﬂ4 " AC: BO

3w on AC: BO.::
ggl ,glogo 051511;%{)0 !;’:'an }I equilatero dnferit
, 94' ara. o fm (% gadradg de 3 ¢/d

‘lpara a uma’ade.~ o &

,,ﬁ‘.‘ma sr‘«ib';f-.

¢ ML ontﬁ Y 3 )
" ', ] "ﬂ“%g O)jtb, v&
O TDES;

‘o_entre lados - 1o, silogo  siow The
20. ‘). O“'r e ifo(Seles ;¢ ¥o50
umg,ulo AMB‘ uw.b-:xi ifofe “ten

>
+
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’~ L ¥
" L t‘@x o N‘f"" " 11§ v
"“BM' tambem' AB = OM WW—OM- ;
"o 0 tmnmlq BMO he lfofceles b
gzulo AMB, ‘externoz-ao tn:mgu}o 1fofce1eg¢ "’?
x() ’ﬁb_,\mo lo mtemo @ (200 1., ) ;ora o-anas . i
gnlo AMB = ; logo o trangulo OAB he tal | 1
ue cada anguig “ch OAB ou OBA ke duplo” ﬁ
ﬂb angulo do vertice 08 tres’ lados,dmaoa L
gulo. lem cx \L?}a;’ﬂ angulo O , e afﬁt,n*dﬁ‘an- L
%

gulo O he "a quiniz te ‘dois angulos rectos , ' q
ou a decima de quati E&go o argo nA heia deci~
a parte ‘da circus i 20D 5 jeia corda AB g BT
gdo do deC&gOﬂd refivlar: .1
Corgllario "I 5 .untarmos 'dons a dou os an- ) -‘_;?‘Hﬁ

los do dec onoe n‘ lar, tormavemos o peat ' »‘a
segular ACL \

@ Corolldrio: 11 Sendo fempre'! AB o lado ds
gﬁno, fc_;a AL o lado ‘do hexagono, cmim co

.l-xs—, loao ac Q, BL fcxa o I "do pemcdec

* - > . WY 33 y

p% ‘:Pp]yg%o }; alar de rfé ladol‘"

fg@oﬁ,qugi'd- ‘«CL he o‘rtengo P Ao
" Seholio*Dado hu'm pnﬁﬁbno lar mfcntp, @ v o
dividirmes o5 fubtendidoss feus*lados em”

e&g ’ e@rarmos “’m‘;d“ ._.;,,. g . A:L.‘
marie hum poyo polygonoiregular ¥

T

* hum > de*lados duplo. Afliin' he ¢laro que o\’z' Y
adrado e fervir - para - infcrever fucc ﬂ‘vaﬁ- ;i N -
o TN ! ]

s regulares de 3“* 16 ,%, &zc‘}""rb i -
Do meflmo modo*o hex: Aervir. infc dhedt:
os pol d?%s meg\‘gg}zé “de 1 %’ 48,)?{ lada: ‘i ,Qh A \.’j?;( :
o dec 505" poly #onos (A€ 20 Muo; 8ol &e. dat. ol
Sonit R fe Py Bangiet 0 Mo Sy %«#“‘ 9
§ - M, v ST 2 xﬁ i “a,' ¥ P g

“ T i .
i\ ; ,"? ...,}‘ H&-\ &

-

v‘
w?

.

=
fe g'Wmm:s vofv nos a-!o‘%t
llmcor que fe podido m‘&sie: jla geomctﬁ elememan

.

R
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0 S s S TR
,ﬂ,'&;;f*'PRopbsxqzcw
B ol s - e W
A e
o Wa’ado 0 agaﬂ@, reguldr ng[cmh hBQD, ‘Ze;
G- (ﬁgﬂ‘.sp ) arcunfcr{mf fza mgjﬁ ur&mfermd’a bum
é ‘ ;alygom) Jemelhante.

g Ao ponto L, méio do > tire-fe ;,!an«cn ¢

CH, que fera parallela a (jo. z,)v, faga=fe o mefn.o
.. ap.meip ,de cada hum dos outy s arcos C . CDE
£ 0" | 8. jreltas tangentes formardd por fuas mter(gm;ocs o
ey no régular. circunfcrito GHIK , &c. femelhan.
polygono inferito, [
facil _de ver que os tres pontop@ By H
‘ 'lmha rcé*a,,, porqueqos triangulos rc&angu-
¢ tem q.qhypotcnufa commum
i ; logo;‘, do iguaes (18,
OH = HON, e por con-
p'aﬂ'a pdo ‘ponto. Bg .meio do
'm razdo , o no pro-

7 B » ) &e. ' Mas, paral-
a e % BQ.) qanﬂﬁ i"‘"@c
1.) 5 do o md&:)HIK._. CD ép:,,To-
0 onocxy:upﬁ
ou }
PI_“ o tcmosGH. :1{
Hs OBs ko“? G
ﬁ-ﬁ.w,

i "“c evllé meﬂ’h

: o fch.madQMCa Fregdh 3
e ;#i.m. D.f,m/m,m |

&“’N y p()dl mfcxcsqr por fcmc
i

s

tahto oue 2 "+ fcﬁ uumero xntexm. ~>_ .

B~ Uy 4aiie " S A Re T T
‘



Livreo {ﬁ"” N
s AB—EC, logo GH — HI! Pela'me(ma razio
= 1K, '&c:. ‘logo os lados do yoono circuhi-

mi@ iguaes entre {i ; olygono lie r?qs
l‘ar e fN 20 Potygpqo %o

Coroliario™ ¥ cciprocamente , fé&iﬂﬁ cfﬁ@p po-
_ 10 cnrc’unfcmo"L.HlK” , e quizeflcmos por
meio delle’ agar o polygon hﬂ‘émo ABC,, &c." he
clare que-ba k Hrar ao c8 dos anaulos GyH, I,
&c. d ol)gono dado ast ’

[, &ei, quee
- contrariao a -circumferel - (’2‘*—

08 poqtos -A’, ,B

& “depois 2] nﬂ-xﬂnqk- € pontos pclas cordas
BC, &c. gueiformarido o polygeno infcrito. Nov

mcfmo cal'o feria tdmbem poﬂ‘ vel ajuntarsfimplesmen-

te oS oomos-dc contalto T l%' &c. . pcl\sﬁog;-' :

das TN ,” NP, &ci, o que ?on:ar;a igualinente hum

polyg bno ipfa.nto femelhante. a0 .a‘-cu R0 0 o 7 .
Corallaﬂi H. Low podemoﬁﬁw fem_',f

circulo-dado todos os pelygonos regllar
mfc? no: &o, 5 ‘fe. camente.

, ‘:R PO sv-x-qu ) q'vu- i ]
,“,, i 5'4 4 ?O 'R¢ l u‘i{g - . ’
W

"&7' *9 "1‘
y Amr dc lmw po Ma nruﬂr he :gnywl Sfee

penmclra ik : pz a me{a o rﬂg‘ da .gmuli

me polygona,, mult‘ﬁ:h:
do raio do circulo m(cmo '
0 giﬁx do...‘c)rc&) infcrito 'O na he :
Wﬂe a Mpenhqﬂar abaixada do centro’ oBrc a



;{s . "%u.n&h.
um _dos Tados*; al hxas 3 s fe <
Iﬂ"polygom 5 s '

ok

t["‘v ;
y V,Q‘. ermfetg '
9 €0 mo
c m s e lanifem coms Bs' 5 Jo:? ireulos enfchitss ;
&

ﬁ{as fuperfian eftds m*o '58 qua
> raw:. s W
66)3 AB hum Tado de hum‘ dos polygonus de qt}’e
ta( 161.},%O o,fcu centro ;e por confequencia
cu' lo mrctihfcrnoﬁ e OD p vpendl-

o do eirculo mfcmo?i[ feja-igual.
*i'ﬂ'putro Pol no fenﬂhante , 00
a\e od o0s ra los™ cireun{crito

C l%ﬁ ;e ab
s, parque. ‘dada hum'

4 ‘,‘, 0 m"fmg aconty

src&a
‘R DO dr 1o
[ m& comon
' etamhem‘c

&ﬁ' das, l‘fﬂ{lﬂi %rcunf- y

\

aa'o: d‘o: m;/' 8.
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Yoda @ lin curva bu palwona e erwahl: e,

-

Bum a outro exfrcm3 a lmb ':onwxa AMB (ﬁg.r 62.)
ﬁe mais cof @ linka envolvida AMB. = .
f |ﬁ'e os qu ~por; lin -tonvmmmorﬁamc hu."
ma h curva 1; po a, ou parte. curva e pgfq.
polygona y tal qt% huma linha refta fijo 2 pojg cor=
tar em mais de dois pon“ Se a lmhg\ AMB tiveile
partes reintrantes ou {inuofidades , ella’ dexxana e (8g .
convexa, porque, ‘hefacil de ver que: lxuma l)nha re—
&a f)uderxa4mta-lw em-mais: de dois -pontos. . Os arcos
de circulo sdo. ellencialmente con jMas 3 propo-
ficio de que fe trata ggora fe e&gnde a huma_ linha

qualt} | que encha 2y ogpdpg;io, da. - u\nﬂ‘“ (it ;z
fto poﬂo'. sife a linh 3
tmlaa,as e.,"';.émvolvun § g ‘gfﬁ’ﬁ re. 7 f ,

linha mais ¢ a e‘:,todaQ,as outras, a qual fera

nor g ne. Al‘xﬂ sl.ju » quando mux:p ¥ lgml a»Al‘g’B,,v
Seja A,CDE}%A' ~lmh .phvolvemc, re. as_duas 119
nhas tire-fe ﬁb enfe qliizer a recta ﬁ? -
enntrc,z h ;

ou -2 m=nos qﬂe a'f u
meatc A r he miais eurtg:— e . P'C quwf

20 , fe'4 par l&: m Afubltitui mq

PQ", teremos ‘a linha envolvcntcx
que Mas s, pox iy
mais_curta. e
fubfitir f“
compmhs .
ma mj

ame
: exa crmmmiécf fo-
bre fi ‘me

; d h& iy curta ¢
e todas ;as - pa
vente M toque AMB em hym
| muitos. pontos., quer. elia @arqmnfem;m wsqr
B 4 P
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_ cu, e bum polygono {emclhante circunferito 4 me

‘a‘o' G:Qu:r:m\.

pRoPosquO*x.

- Lo -~
: 'EQMMA i 5

ﬁ
Sends dadas duas, arctmzfermaa; Poncentricas., fem.
pre [e pide infcrever na 'bmwr;bzwz palygons reguiar ,
cujos ladogs nao encontrem ‘a mgpor, e tambem. Je jole
ctrwﬂﬂfrtver a menor hum polygons regular , - cujss. ia-
dos n&o encontrem a maior ;. de maneira que em hum
e outra cafo os ladss do alyg:ma deferito figuem fecha-
dos entre as Auas armmfz;rmcms
. jdo CA , CB, (fig.164.) os taios das duas cir-
cum eret\elas d:tdas Ao ponto A tire-fe a :&ngchfet)f‘.
terminada na grande ‘circumferencia em D e E. Inf-
creva-fe na grande. circumferengia hum dos polygonos
gulares que fe podem’ info.rever elos Pmble as pre-
m 5 dividgo- {gd&a réos fu eekmhdcs ladqs

tirem-fe ‘a8 corda dea fe-

:, =

-

: parteg, 1%15
Jm.arcos, ter-fe-ha hum po)ygone regular, de)\bum ni-

“mero de lados duplo.. Continue-fe a biffeccao dos ar-
ﬁ;; até fe chw a hum mﬁm menor que DBE. Seja
N éffe axco , Wo meio fupponho. em ‘B) i
~clafd que*a corda seftara mais diftante do centro
do que DE, e afim o polygono r'bgulag, de que MN
he o lado nio p?dem encontrar \a éxrcumfefencm da |
qual CA M"‘b raio, -

Poitas as ‘me(m i ajunte-ﬁ:
que’encontrem ' a tang 49 % ferd
o hdo de hum ] um-
ferencia , femelh e, a0 polygond’ h‘guor »
da qual ﬁ:;. ¢ o que lygo-
no!ﬁrcunfcme que. a 30" podé en-

GN?IO, cm%ﬁéa By ﬂbrghc CR *hem@e-
ueh v "

o?tr pela mcfmaé‘w&%mcﬁov W re

ygono ‘regular inferito. na
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s _quees terio os feus lados opn;pmhendxdos ,e:Ltrc as
duas ‘cxrcumfm‘cnqhs.

S,.balzo. ‘twergnas doxs fe&ows concentncoh
O podr.remos do mefmo modo infcrever
no maior bum porgas de aI ono reguiar , ou Cir-
cunfCrever a0 menor hurna oreaa de polygono feme-
Ihante’, de forte que. os >cont mos ~dos dois polygo-
nos fiquem com rebnd@“ ex
cias : baftara. dnndtr g-

2,5 4, 8,.10, , dté t.hcg.umo» a “@?’B‘"‘%‘
te mener g :

~ Chamamos aqui par‘;,u de, pglyga %gular a ﬁgu\.
ra terminada po ferie de. co”&s 1guaes inferig

tas no_arco G, d& hum a outro. extremo. ghtmpor-
gio tem as propriedades principaes dos pogrgonos TCe

lares ; t;m 0s- :mgplos fguacs , e os lados iguaes,

e a0 mefmd ‘tempo infgriptivel e eircunicriptivel ao cira,

culo ‘entre tanto ella tana pi:te *hum polygone '

: tcgulan 10, ‘ quanto o ,arco
ﬁ.btgndu{; por ;mm dos fg, lad g;to huma parte
ahguota dagsqutnfp;enguu; Wk g KN N

g SR i
A: circum, fereuc:a:- 05 nmdm

¢ as erficies ¢ %

w‘wc.

S nao

-

i aﬁ: . circumteren.
tBG u; vamente em -

T 0 S e
St i 3

o&? ,,thenor !
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& infcrevasfe vhum polygeno- fer lihanmu NPSW
K ctruuinfcrmcxa da qual CA. \4 ¢
* dito poito , 'como e&geai
tes ; o5 fef:lq perimetros. M 'S ,ﬂ;fGéoE eﬂ’a';e .
tre fi como os raios CA}, % do&ed‘culos circunferia
105 (8.) , eteremos \A\IPSM, EFGKE:: CA:{OB}
mas , por hypoﬁhefe ,,CA.QIL 2 cire. CA circ. Oﬁg,
logo M\IBS ESGK ‘ﬁ@« “ Lctl‘:Q OD. Oia
gy, dia rcin « he imp 'f,po:q%wo'eopmmo
. %ﬁi}m he menor que aire, '&) y & 4)uomu.
E oz FGKE he maior que ¢ire. pof-
fivel que CAuefteja para OB: como. eire. 3 ps—
" rahumg circumferencia menor que circ. O.]§ . ou, em
fermos mais geraes,, he impofiivel que hum xaio ef-
feja para outro raio como, a cireumferencia “do ﬂ‘i.
llbitb‘ rafo ‘efté para huma c'!rcnfmcrenua meno! d"o
‘que @ circum nm do fegﬂ > raio.:
a,w Donde conclno’ que tzmbom ndo pede ‘::ni,' C{

B como. ¢ ‘

‘menor que 'z ”y pr or m

: :umos, xnvcrtendo»qwazm w%réﬂé&.ﬁgh CA*, /o~

mo huma cire erencxa maior quesaire OB ‘eild

" cire, CA 35 d\xefh‘# mcn ﬁ@ﬂm c B

.pa uma"curcumfcrc ia xr que ggt \QA X

hum' raio feri; Jpga outros,,;am como ac;;eurm

ferencia ‘do primeiro. raio eftd pasa | rcumfes

rencia menonﬁuc a ciren femnua ‘do 10 5
© que fe~ ﬂ‘r “E




' volain o IPF TS
'mmcﬁﬂﬁ&s ACB ; DOE, ‘eftéo’ mquﬂ
a. ‘

dos imefmaos: raios, - ; wrseicas
ue, C 0s arcos §5o femdhames S0 ane

g:{; e J’g:;?b angulo O ( defu 3. liv. i) q_

A para quatzo‘mgulbs rectos como o

aicb B eftd g a circumferencia ,mwmi"dqvc rita
‘com oraaoA g 3 '_.c~0 angulo @ eftd para
quatro’ ar _; oo, 0 arco DE efti para a -
‘eircumferenc ia ita com o rmow ;5 logo os- ar-
cos' AB ,*DE, e fi. como as ciréumferencias

de’ a@q*ﬁ )
os° ;g:; A€ ] s gb WO ABsarcoDE: : AC: DO
' Pela mefina Tazao os festorest AEB DQE

licado por

. cﬂ)‘

vg‘eno mator qrie

ey e{ty\crrcintetﬁmas e.taé\cotmm

&MO os eirculog inteiros eftes eftdo como m;qdu i
i dos raxos»#?’ bgo feé’i‘. ACB jzék' D@kw '
(M
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‘tﬂ Gzouz?x!x. SRR

; 2 circumferencia infum ~a eﬂvoﬁe W
as partes ; logo a fup

he maior que § AC X m;x AC ue hmmqﬁm

do cireulo do mc&ﬁ@om go ‘0. polygono
.- feria maior que o circulo, Ora aq«coﬂtﬁnd ‘he e;mr 3
fa, porque nelle fecontém  logo- he ?fﬁvel-q

X circe CA feja maior qx Superf. ou, em ou-

& tros termos , he impollivel ‘que 2 circumiferencia de
R hum circulo multiplicada ‘pela metade do cu pao fe-
vr;' g'de hfl;; cnrcn;lo m&lo: :

o Digo em: ndo’ lugar , ; u&o
f;f y nio pedc fer! medida de hum ::it!éulﬁ" 'eapr?ﬁpara
e nan mdar de figura, fupporei que fe trata do cir-
e culo - ‘do qual o raio be GE refta pm\gar que $ CB
® ¢ ¢irc. €B nio pade fer mcdfth ‘de "hum cir ulo
" nor, por exemplo', do cireulo cujo raio- he b
'Q ; .fzmcﬂ'ex:\o, jwﬁk he poﬂivgl $C i( a‘tc.C‘B"'
B C

ks " “Fazendo a. T :

T ﬁcle» do polygono’ DEFG " &c.s terad por medida

COﬂtOf -

3—5@ &
uq 1rc GB

r que

4
5 -
v @

7 flivel
i mpl::)”i&ah
. bum circulo

Mlgrw I &,J 1
D—awo defte fe&dnm
& Pow o fa&or A
«circulo fnteiro como o arco A
ferencia lntetra ABD(17. 2.) .Aou




' - t t¥Rr e AV." 15| .
4 CA« Mas "o circulo intéiro =3
ﬁﬂx&ﬁﬁ“‘ﬁgwo&&m ACB tem pqr mc-

erunr%&': By amemw ﬁ' ‘- ctmumfemcxs :
;ﬁ tem por etro . a unidade. - ums
%ﬁt ..eftio como os raios ,- ‘como . il
os,fbdexcmos azer efta propor¢ao: o dia % & .j
eild para a circumfe o

elts para a gncumfereﬁq 'da qual ‘GA he raios de 8
forte g,re : 1 2CA 3. 0ire.%CA § «logd v o
cire. . éA 2@ _' CA.‘ Multfphciﬂo huma-e .ou-
s teremo$ % wa cir - GA |

)(—»C& bu‘ upezf QA ﬂ'r o
ﬁwﬁm de ht,iu rculo, he 1, 5na] as, pra.la&a
rado do. feu raio mull; lica pelo. numero uﬁ
‘reprefenta ‘a gir uyncgfm cufo dxameimﬁ-w

pr (a e, erenc a o di BELrge’s = ;lr

~

ppmﬁhﬁo "Mm % 41%

e 4 » :
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para B, o do polygono feme- 4

o' do circulo ; fe. tira ]

)qu,,J BQ " 2 COI' ¥

do o1ygono
By g0~
RO - DOy
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’A' '] r V
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CME eftio entre fi com:
3:; em parte 3 m
temmamosm ‘ eih 3




LrywesIV, - 'fng

polygono circunferito ; logo, feeftes nfo differirem
e fi até certa o de decimaes, o circulo tam-
bem nad h differir afé a m edem

is- aqux caIcu doﬂ’es &v prolongade
n%u dlﬂ'cnrem na ‘k%yi‘é& ecimaes.

v . i.
Numerodclados'* P&Ww‘ Polyg ito,
» 4 . . . &’ o ot " - 4
. ‘e. « N ‘ - . e ;’rssz.
e . ;,121 451 % « - 351517249, )
S % 31365485 1o . lduﬁx. e v
RELE .;,tuun < o e 3,14222360 TN

' NP6 W ;,14.12771* A ARTaIYsOq. . At

b e 1 1 L R ;,xugtq LWy, 14102 1.0 A
fu, 30240 % . 2584 3,1416025. | '
| 048 . . ;,uu 4*2,!415951. ‘
2l 3 s157 : .7
o by 3,141%1

(8iga VTR | BTAT "
;6;%*? <. .'44!? ?" . 3141502 e
2700 o a4 35%415926 . 1415926, .
- -“_'”M!' %m »,»-F” ” "‘ g !

6 ug qnd' & fuper'ﬁc\e doi irtulo”

# hgter duvida na ulf' R

i
, V. e
g o raia. ,
renci 0. "Wy
, Y :
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% @ 1’70. )y #2 eguzﬁm

L, que tem a uj/mo" angu.o
a 0 be, nteio *proporcisnal en-

. h'e-'C B. De m /e afar o angulo CAB. re.

7 1 atx a Yabre a bafe ds

c:qnﬁ&enne s lads

clr: " ferl
’. , CA cmc— omma dos Iﬁdq:
A Y? A x, por. caufa dor angulo 0 um C,
g § *4‘ gm tg@g

ABC clh parqa triangulo if is'L(,L
T " !opm Mxtﬁfeﬁa para DC XCE“ ‘ouDC {243 )s
]oeo eftes “h‘fanﬂu ‘ys e egﬂ\mlentes*ﬁ D

! entlc

'.%, Py ﬁn. perﬁé 4 Fc . duas par-
y th iacs | Q" ' ,, 5 GB:e AC:

'12"1' :IAG ACX\E
XBy co Q“’dt’nangul'o

'é!'@xcﬁlaxrtﬂfc smie gia p pbr

¢ a \nu-'fomnm 0s lado:
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o 3y Achar hum éivculo que'ds o
uifer de bum polvgono reg«]ar LRt i . L
g Seja pr por exempla, o uadraﬂb B’VIN& o
g. 171, )sqpﬁnnge do. é ‘gé'r#mﬁﬁ: lar C .
fobrc o-Jado MB, e, _ajupte-

O-eirculo dqfcr;to com” o raio @A c’ft& uE’c iy
no quacﬁo e b amu!o deferito com o rq;o CB efid
circurﬂc 0,20 “mefmo quadrado ) prpqro fera me-
nor quc 6 'quadrado , o fegundo M maior : vamos
agdra cﬁrm r eftes Jimites. = 0

medfe ‘CD+ CE; 'g’ii% cadhﬂﬁ?m?& méia

ropttc!o al entre CAue "CB , ajunte-fe ED "
' { “ i 'ﬁﬁm w’tr&hgulo »

triangulo ifgfceles / ;
CAB (15,)5 faga-fe 0 mefmo”a “cada hum Hdos pito +
triangulos que compde uadradb fonnar 3 al-"
fim hum, oélogeno ;egplane e ao q\m rad

BMNP rCufo “dl'é'mo 'l:?&sro‘f‘a”bfGF ,' ‘ ‘_‘1

.
b

M{
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-
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is,, lados , e uivalente ag
o rito ;:? cﬁtppolmm fera. no} J
o+circulo cnrumf@mo {érd maior. - X
hos mntlnuar aflim aféw qu -rquo entres

clrc,nlb | “e* o raio 30 circulo @rdunf- "

o
que ,g

0 raio

cnﬁ; di " tao pouco’ quanto fe, nifer,
Enao ams‘os fﬁulm fe oderdd ‘tenfillerar como
cquivaléntes a0

adp "o Ito, \ 5

i
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t c A G‘Q oM x KL
' & Scholis. A ifto fe Tediizt a ‘ifdag dos ra&:

v fucceflivos. Sej raio do circulo infcrfo ém.h
dos pol)gonos cos, b o raio do &rm.o hxtunf.

crito, a0 mefma jpolygono ; ,%ho al ¢ b’ gs raios fe-
. mélhantes no polygone feguinte que tefn hum numero

egundo ¢ que demoniiramos , 4/ he
nal entre a. ¢b;e a'mgnz.proporcxo.

. ! i
*al entre's € _j:—- o '¥ fottc quc’l’ercmos b=

.m a’?“‘ ol — 't/( K——‘) lo%onhccx-

. dosos raios &_ﬁu" de. hum polygorgov, ddl f: con-
. ducm faulmqme anos al ¢ 61 do no fe-

’;me

- aflitn gu ifferenca
2 ¥ chrg os dms gaos vcnh;na m en ve H ao ou
oy J:Wmtq» { 0; irculo equi-

nt A ,ao ol nop f .
' he facd Q pfatxcar em hhhas‘

L, aque 18y 'ncgar p;qp s_fucceffivas
’ aﬂ s 0ot 5 maf ~ s expcdxto

‘ . Eisaqui xiefultylo éq calcp
iy SEPlgR osqdastaboas de log

o 8 Lot @ ST R b : .: ®,
d "'b ‘.“- ¥ » ] » CeS “.“ v, ‘\'
. 6,. +, ' Y ) .% P



leno IV; € gy

ngogwuw‘nscmose %Ragos dos circnlos mxcuiqs.
_& 41,414,.136 : r,qgogooo
1,1892071 . !‘ 1 §,09'8684x,.

1,14;0500 o o a} 12

., 131320149 A, Py

U size2 2 & ?_.“_ 2%

,x286063 ,} A8 : 1’118 :_7( ;

Agora uc a primeira r&&ade dos alganfmos he @

mefma de am}gos os lados:, podcre‘mos em vez dos

meios gewn&ncbs; tomar ‘0§ Mmeios ﬁthmetlc:os que

{6 dnﬂ’elﬁﬁ nas dcclmaes' ulteriores. Défa maneira a

opexatﬁq fbabrowfxa munto, e os r;fult*’l@ sao

28 ;60 . ’.ﬁ[. o, PN x,n&;ge&
3034 e % :;usvm g
' l vz8;817 i M8, 1,088
- 1,1285801 @ at o i £§5“8§7 e\
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o
0g0 , 1,128 79
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cujo lddo he 2.
da, circumferes :
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.
A

\p 6 *4 . & A;"'zz‘i o L g
&%Q“‘!"' R PP N P o TS 't o
oy o ! i i ‘ -,s‘; b 'L ¢
e g A Y¥s _Vf PN ';‘ P ‘.'
- . * ’
it N I R Tl




o Gglo;ylrnra.
8 A J

;!j 1 oi®;
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E‘ 1 ﬁ’""“ Dzrxu;x,gozs '

& i AL N o

b "

& i OB C Hama-fc mmmmau a "ﬁ;Jam maior
Pis - eptres toda,av aa '&f melma ‘efpeum, c mzmmzﬂ!‘ ;rmc-
! nor. & e

R o Affim 0, 4{ ametro . do cmqlo hc hum maxnmm
‘ ‘enfre todas, as lmhas que ajuitao dois ﬁomosu da, cir-
b cum rﬁ ia pgrpendlccldr dte hum minimum ne
; :fl;: ;od as hnhas ura(}as Jg l}ﬁm ponto dado a fu-
N;;: g $oMe8: v X

A Chamio-[@ ﬁguras apmazctwrﬁnmuc tem
E' . perimetros gum. ey ¢ e i 13 ¢ q "

Yy = g -‘0 %l
E i Ql%i B O'*S I QK O L" f :

A we o mcfmo CuA Py
Do po fito C, eommcenrro ;c com‘b ’W
dcfae,va-lc hnma. cifcmuferencia que'en i
longado em D' und-fe DBgié o angu 6
crito no femi- cxrculo‘, fera hum ar ulo recto (Ia’h‘_

’ Pralongue-fe  a” perpendicular 2
’ MN == MB; ¢ ajunte-Te  AN.. Em ﬁxg’dos pantos
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M e C abaixe-fe MP e CG pcrpcnd:cularcs fo- R
TE:J)N . m%CB —'CD e"‘M — MB', temos
ACTLGB—AD, ¢ AM + MB —AMg-MN. Mus
AC -+ & -‘-A\Q—{r MB; logo AD == AM.-}- MN;

lozo AD >AN ¢ ora, 'fe a obhqna Aﬂm:mmr que
a Ob'l ua ‘AN ;- ella.deve eftar ﬁ er-
pnniuular AB; 3 logo" DB > BN |31$dg BG, quc hé..
metade de BD (12.1.) fcra maior que mctade de "
BN. Mas os tr ulos ABC ,‘A.B :]uc ‘tein a’ i

meé{ma bafe AB b e?tfrc {i". como a6 fuas alturas 2
BG, BPy cgmo >B?P, o triangulo ifos-

celés ABC Fue ov’nao ‘ifofeeles ABM da 4
mefma bafc e do &ﬁo petmfctro PR e IO
PROPOSI«(}&O M’ 'i’u’w
.. '4 Noa
1 f ""

4 -ATuio‘#E\zh‘,-@‘;' .
En/re 1@35! os palygonos: rfop;r!mclra! s.e d'mm‘-/‘m.? &

rumero ‘de. ladssi, ¢ palygano ‘maximum Iz'e o guc,qtem ¢

o5 ladss :guaes. )
Porque ,* feja KBCDEF (fig. 173 ) ®© poly 4

maximun 3 fe'o 1ad&@ BC nio* for dgual a ca‘-

fe fobre-4* bafe BD hum riangulo ifofce]es BOQ que’ ‘Y8

feja iloperimetro a BED, o tvtan{?}o B(w fifmlor
que BCD .(pn 1.), e por confequencia o polygono.
ABODE,F 4 maibr que ABCDEF ;5 logo selte aw

feria- @ madmiton entre:todc elles ¢ u

perimétro e o mefmo. ncmem ‘iadns qu!! bmw hi

W,

)

tfa a fuppbf] lbg ve fer BC eremos -
pelamefma ﬂm }.,WDEQ& U, '&m og‘iin- gt
dos o3 lﬁﬂas&io mem m, sawaes cptmm 0,
g r*-‘-"-%.’ Y ,.'.4 ‘ i o ,.‘ L Vi
%W » ”‘,‘*I' . *“ PVIo, Q.'( - ; : Al""l A - ‘dj
W Rt ? :
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) wt 1 3 V : .

De todss+ 0 jnangulm formadss " com - dois lados
vdadss guefa;ﬁo? entie fy bum-angulo arbitraris , o ma-
Jurrum he agudl quuﬁl o.r dois Iadax g’adbs Jfazem

bum angulo reclo. .

. Sejab os dois tnanguios B\A’Gﬂ» ® ﬁg 174.)
que {,cm o lado AB commum , e 9 g

fe o'angulo BAE for e , dith q 10 o, o BA.C
fe;d maogf que 6, tnatigulo BAD., no qual o angulo

em Ashe aglido qu ‘obtufo.
# Porque , fendo a mefm a bafe AB'y os dois tmnan-

“los BAC,, BAD cﬂao como as fuas alwuras AC, DE :

m 1s curta qtie a.obh qua
D ovdfua 1gual AC amaqgulo BAD -be

ms pequeno que B/’SC.. : "wy
L L% <

P}ROPOS'IC}IO Ve i 3

i qfﬂzonzM’& -

I)t tola 05 polygorm y"ar)mﬂo: com lados daa’ao
¢ o ultimo arbitrario , o u;axnmum deve [ers tal que
todss o5 ‘feu: an};dy Sfiquem p{ﬁnm emi buma [omi-

ﬂrr?nn a{vﬁa diametro o defc m&t-
ﬂd’ ?u ; t“‘_ . fl

¥

iwq

o8l ﬁb F o maior d lygono madés
eombsmdos d6§ 5:1175 ‘df)’g g)h' EF,

¢ hum vitimey AF arbzmmoo;; onaes
AD, DFBE o angulo ADF nao IO{Q eg:g,. 0-
denamos 4 bnr}fervando ,as partes ABCD:;"DEP, 'co-
mo eéllas efido atigmentar o triangulo ADF-, e
confequencia o polygono dnteiro. , fazendo o 2
ADF re@o , conforme a propofigio precedente ; ‘inias
efte polygom) ndo fe pdde :majeqtgr , porque " fe
wppo" ter «chegado go fcu maxz;r.un! logo o ‘anguly
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ADF e ji hum angulo refto. Q mefmo_acontece
aos angulos ABF, AéF , AEF; logo*todos “es angu-
Ios A;KB’ §s D, E ,+F do polygono maximum e’
tao infcritos em huma femi-circumiterencia; da qual o
Lido indeterminado A F he o diamétra, “» . - -

Scholio. EMM propoficio di Jugat a huma quef-
tio : a faber , f¢ ha muitas. maseirds de formar num
polygono com ‘lados ‘dados ego Itimo vdefconhecido ,
que ferd o ‘diametro da [emi-cwcClynterencia . fia qual
ettio infiritos 0§ ,outﬂ;“sﬁ‘hdos.‘ ntes de d;&idi‘_r‘ efla
quecltao , devemes potar gife . fe huma. mefma corda
AB 1‘ub¢nd6}M_ f qt@_c“bm. _differcntes  Faios
AC ,'AD (fig 1[76. )» o angulo "*:ee'nt*, apoiado.”
fobre efta_corda ferd menor no circulo que - tiyer o..
raio ‘maior ; aflim ACBL ADE ;& porque’ o angulo
APO = ACD +-CAD (19.1.) 3,030 ACD<ADO, '
.dubr(indo,cm huma emo.;' #grtC,tC‘u B(AJ)B.

y ol ) VY *y et « “ i

P P‘BdPQ ! QKP V4 ST
X T A‘g&.g; O'R'E M AU ) 1 ’; i "

.

" o e LNt X
Ha [ hum modo deformar o polygono ABCDEF
eom Iéda{ dad¥s , & '/m//'zfpllimo dfﬁa'uierido ‘que /qf .
o diamclro dé femiscircumferencia -na qll efidgo. inf-
¢ritos ost outros ladps. o A v 4, Bk
-Porque’, fupponhamos que temos achado hum eirs
culo gue hisfaq’i a queftagy;/ (¢ mn‘wrmpv, bum.‘cir=
cilo rﬂ‘:ﬁor i as cordas AB ;, EC ; CD; &co (figirfs.)
correlponderid a angilos centsaes ;men Logo™a
fomma  deftes’ anguloS centracs ferd"imenor quesdois’ |
angulos redlos, e dﬁ%l .08 extremos do .Iados-dq@ps. .
nio-lcnd!géb‘( aos extremos de hym diamictros O «ina

conveniente ggntrario tera lugar fe tomarmos hum -
cif€ulo menor ;'logo o -polygono. de que {etrata nio
ode. {er i'nfcri&ogfenio‘*cm hum {6 circulo. =

. ‘S¢lalio. Pélesfe- mudar a arbitrio a ordem dos
lados B, BC #CD ; &c., e 0 diametro @o circuio.
aucunlenw feid fempre o meimo, bem como a2 fus
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erficie do polygono ; ve , qualquer eja a
grdcm dos pal"’égs AB eoB& 2 g qltﬂj fuva
fomma faga 2 femi- cxrcumferencxa 5 € K\’OI) gono te-
ra fempre a mefmt fupahme porquey fera igual 2o
femi-circulo, menos 0s . fcgm-nfos AB: BC, &c. cu-
ja fomma he fc re a mclma. .

P R:OP.0 :src;io VI.'
\0

L
- 05

: ; -
.,,:_l-, 1-Tnxox‘xn&}\.

B D et

» ﬁ)c hdos ai pvl om 55 tam Iado: da-
r “la: il m\um‘gbe aqudle q fe’jo.le infcrever em
1 humn? .

b o ? ABCDEFG (.ﬁg 177:{) a'polygono inferi-
=t Npipliee 5&:%{ o nao m{cnptnvel formado cofn, lados

. . iguaes , des feja ‘A '_",‘? BC.— ¢, &c.;
dlgo ‘que o polygono. } he .maxor que ,0u-

, " Tire: fc o rﬂamctro EM,,%}unte fe AM,Q\/IB
. 'fobre“ab — AB mc;a-f!' o tna_nfulo a¢m igual a
£y ABM, e una-fe el .

-

e vnmndc da p;'opoﬁc,‘do #TV. "o pélygono
& : he: nail que efgam, falyoffet eite ‘poder
i ig ualmbnte 6 inferito em hum:r femi-circumferencia

da qual feja diametro o ladg, em cafo’c'm que s
. deis polygonos ferido iguacs em virtude opofi¢io
‘ V. Peld mefma razio o polygono. EDCB&P’ ior
qupq cdcbvw {; IVa amelma excepedo , -na éual veria
l ; Idade. ﬁ “polygono iteiro EF AMBCDE
i, l _maior quec mbéde exce fe fmmmtemen-
4 tfqguaes, s elles nio. sko 1ghacs sporque hum ef-
,,E @ infcrito ’zs circujo ¢ o'outtm fe fuppoe ndo, inf-
o zelPJmiL ﬁlogo o polygono irfcrito h?gmalo 2‘; -
g0y ) e buma e outracparte os triangulos izuaes

E abm ., ficard o pdlygono infcrito BCDEFG\ 1
4%, que dlnd')-mﬂn&\c abedefge® & s !

‘*' Scholep. . Demonitrar-(c-ha:, coma na_pi D&w
A Vu, que (6 ha hum circulo , e pof confequencips hum
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{6 polygono maximum , que fatxsfa(;a a queftio, e ef-

te polygoro feria femprQ dagmefma fuperhcie ,ide qual-
quer mam-.xra:ﬂue fe mudaﬂ'e a brdbmq de fcus lados.

PROPo,sfqme vu

-Tur.or,LMA.

T8
0 polygono, g;ggular he hum niax:mum enlra todss

ipazygono.f 1fops rimetlos. ¢ ﬁcjmc nua;r& d:
la

Porque , f‘g‘xﬂo theogema II. , o polxgano
maximum tem todos os, cus ados*l 1cbun\lo
o theorema precedemef, ‘elle he infc %&nc‘l n éxuu-
lo; logo gﬁe polygono he regular.t

'PRQPosxqﬁomxm A

- B A L3 ,,..

-~ » ?

Dois angulos eentraes , «me(lxl‘:s . 497: 'nt‘u,lf; :

differentes , eftdo entne fi , como os ar ‘}95&‘9”‘1"' ‘/""'l‘
drvididos pelos raiosy

Allim o qnanlo £ (fig. 178. ) e para o angulo'f,“ '
E e

0 gpmo;uazio AB cita para a raz;o

CS

#c0'¥k}f Comprgbenﬁ;dmemrc os, lados

Prg ados por caufa dus ;;alos

Com hum  raio OE ignal a AC, dqfcr,eva&% 'y
TR

tcrem'o. pnn;gxro Cv ‘("? 23" oA 5§.

SR eFGH

A6 Fory Mas o8 ax:cqs fcmelhantcs 5G, lﬁ: dao Fﬁi& ¥

d ‘o
A.D, s ED“ w logora tazao —Q.fhc xgual i raz
DB TS

‘#””-‘h ;. M -r ! ; ‘ ’_." v % ..LL ;JJ

»

sie 3@&0}5 1;5; mnhuencxa C: 1)‘.. Ly ';’;
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s* PROPOSIGXO IX.
“ N Pl l“‘ .
4 Tﬁno.i‘x@?}‘. it SO

D¢ dsis folygomu regulares Wp/hmelra; y 0 mator

be o que tem mars lados.
.Se_]a DE (fig. 17g.) o femi-lade" de hut. deftes
lygonos , O o feu centro , OE o feu apothéma®;
cja’ AB ‘o femi-lado do cutro polygeno , C o feu
centro , CB o fews hématt Su pomos 0s centros
O e. C, fituados’ cm ‘Huma diftancia qual uer OC 5 ¢
wemis OE, CB, ma direcgao’ alfim
Ok"e ACB ferdoos femx-angtﬂos centraes ﬁos po-
l ygonos , ¢ como eltes angulos ndo sio iguaes, as
linhas CA ,y prolo adas e encontrard0 em hum
ponio F ; de c.p‘on‘toi;xe os fobre OC agper-
i pcndlcular FG O e C, como centros,
defcrevao-fe os ar , terminados nos la-

dtfs @F , TRéa® "
Ilio poﬂv tercmos pclo “lcmma prccedcntc >

w

g g ‘—b L"GMC’ mias DE- ,eﬁi para¢ oeperimetro
" do, primeire ‘polygono , como o angulo O efts g‘
zuatgo-argulos redtos , e AB clld para o ja.quetyg do

do como o angulo C eftd para quatro, angulos

0s ; ngo ) comq os permktros‘dzs Poly nb& sdo

qgm,!(,)t A‘B 0 Gf ouD‘E AB“ %ﬁ%

o Mtplu:and& os «antcced por GG
entes por CG , tere{noseﬁE X QG

¢ GH. Mas oslrtangulb&ftmelhdntes

‘OE: OG;:: DE: FG; donde e(u&a

= OE X FG ;- terémos. mcfmd modo %?(
“-LBxBG “logo O rG CB X F

:GH, ou QOE: CB 1. Gl H Logo {e mol-

confe-
C‘(.:
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trarmos que o arco GI he maior que*o arco,GH »
feguir-fe-ta qne o apothéma OE he muaior que CE-
Po outro- lade de CF faca-fe a ﬂgura Kx in-
‘teiramente “igual a-ﬁgura'C x , .de forte que feja
CK = CG ,. o ahgdlo HCI&—"HCG , € 0 arco
Ka = xG a curva KxG envolverd o arco KHG ,
e ford maiof que ‘eite arco (9. ). Luvax, metads
da curva, he iar que GH-, metadc “dosarco ; l 080 »

com mais forte razio , G1 'be maiors GH. £ N

Daqui refulta que o apothémaOE’ le . maiox, que
CB; mas tendo . 0s dms polygonos o mefmo perl- :
metro, eftio ‘entre i como 0s @onthunas (740
Jogo ‘o polygono queatém por *femi-lado Dy he mawor
do’ que o polygono 2uc tem por femi-lado ABY o :
primeiro tem mais lados , porque o'feu angulg eens -
tral he'menor’; logo de dois polygonos r;gulm”&‘lfo.
peri metros , 0 maior Jje' o que- tem mais iados :

P
PROPOS%(}&O X. A R

. "
g

\T‘f!nonzuA. e L)

hal .,pf:uf.o he. maior e tada o’f., ‘ono 'fm

’
.

.« Jd cfta Frovzin que ‘de . todos’ os‘pdyf"ﬂﬂ‘ufo. i

pcnmcuo.r'c de Jhum mefmo numero de lados,, o .
pol)’vonp-ur 0, maior ; taléa‘fé comparar o'
cre o com hun ‘My ono’ regular ualquer, ifo eris
metro, Seja Al (fig. 18o. yro fem(ﬁadb&'&&e
gon6/ i o feu eentro. Seja no cisgulo
.mgmq E —ACI', “e por conl'e la."b
DE i I--ao ftml kade Al. O 3} P 9Ra~
ocircy m?c domo 0. triangulo “A
&or O aflim tgi‘en‘os Py O
1 DEax OE'; ’ OF Cirel ao.
tangente EGy qu bncﬁnzrc '(g,r ﬁgﬂdo emw »v; j
os triamgulos: Z ellmitcs ACI darjo a ' pr
pok;ao CI Og“’x ‘Al%eu, DE : "QE ; Togoy P

0

cﬂ,’ pura ‘bc?- ; t
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PLANOS ,'E ANGULOS SOLIDOS.,
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HUma liha re®a he perpendicylar @ hum

plam » quando he ﬂlper;dicular {gtodas as re&as

que palsio pelo feu pé: no. melmo pla rr 4) “Rea
ci procameme o plane he¢ perpendicular 4

O pe da perpendicular he o pont& aﬂ que sﬁa .

linha encontra 6 plano o

II. Huma lmh% he® parallela kn% pfadp,
quandd nZo péde engonirago a qualq\pf ‘dutanciﬁquo
fc prolonguem a lifba ‘e o plano.

Recngrocqncn;e 0 ~pldno he para“clo a.tlmh_;

IH Gis plagys’ sao paraliclos entPe Ji; quéh-
do nio podem enctmtrnr-fe a ‘tiualquar dlﬁauua que
amb rp fonguém.

QR - ggDemonfiyaremos (pr. 39) qu$ mte{fc
eommum de dois pl?ﬁ que cnso nirgo ‘he huma
nha re8aa ifto pofto s, 0 angils fon :i‘pw;aa m‘utuz
de da:wplau_a; ke, a uanudddc i W menor.
elle - efldr affaffados hum 'do oulro: elta
tu!a cde-( pr.‘17¢) pelo angulo ‘que _fazem’ en-
tre, h as qu perpendictiares it m& ‘em’ Cada ham

defles plartos ‘a0, m!fmo ponto: . de rkcg!.) ‘coma . -

m um

>e anglilo péde ﬂr agudo re&o ou obtufo(

e

¥




x4t GEoeMETPRTYTAS
V. 8e he re&o, by dois plang.r 830 pnpemﬂ.
eulares entre fi,
! V1. dngulo [slido hc o cfpaco anmlar compr
s ~ hendido entre muitos planos que fe. reuncm, no mc
mo ponto
Aflim o angu] {oli do 8 (fig. 199. ) he formado
pela unido dos planos’ ASB , BbC GSD;;, DSA.
; 8ao precifos ,a0 menos, tres planos para formar
hum augulo folido. =~ e

o PRO~POSIC10 L

g

Y

. TH!OREMA. e 4
')L

el ™ Lty ol e oY

o

. Huma lmbg rcé?a nie f‘dt\gﬂar parle em; hum
¥ flano 4 z:frtl ¢ L A
. "Porque, corforme a defipicdo do plang, quando
huma linha re@tastem dois' pontos comptuns com hum
plano ,"elid toda nq:': plano,
Sobol . Pafa reconhécer f& huma fupcrﬁcxe he
plana, fe'deve applicar’huma linha reta fobre efta fu-
peificie em differentes ‘“fentidos , e ver fe ella toca 3
: fu”*ﬁc;o fxnffz;oda a«fua ‘extensio, . "

CRRT R, S =

.i'.v

.

@ R L .

B e PROPOSIQKO II..

#1 ¥ N?"‘;"l‘l" ‘.{. ‘ ‘ ¥ ‘-, &
} 42 3 K 4 N T«,a‘r. ) R E.M' P .:&,w P

b Z : ®

. ne Dua: 11 f'm réZar uz W tor‘ﬂo efifio noganfme
4 j 7

i 5 flana e rmin ua’ paof L "
% : Szjaovﬁgdx f 1'81."# dmha's f‘iﬁas que
5

: fe' cortem em o emm imaginar hym*plano - em
o  qieielteja a lmhl‘AB e de ﬁzermos girar clic
{: %a;m forne de AB:,, atc e ell e*pafe~peld pon-
v entao a linha AC tejm dois 'dos'feus pon
w %ot A’ £ C, nefte’ plaﬁuk, e.fara toda neile ; logo a po-
: f;a'x defte plano fica determinada {o% pel:l’”condn(;ao de
B ¢b.d| ceF as dvas reQas AR, AC. P
: Lcrol/arza 1, Logo hum tuatT},ulo NBO, ou tres

TEE e
L 2

| SR A "

I ® »

; ’
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ontos A, B, C, nio em linha re&a, determindo
a pofigao de hum plano. ; :

Corsllario Il. Logo tambem duas parallelas AB,

CD ( fig: 182.), determinao a pofigdo de hum plano j

porque+, fe tirarmos a fecante EF , o plano: das duas

sc@as AE, EF, ferd o das parallelas AB, CD.
PROPOSIGXO.IIL

T HEOREM A,
8¢ dois planos [e cortarem , a fua interfeccdo’com-
mum !é 4 huma, linka redla. s )
lo‘éque , fe nos pontos communs aos dois pla-
nos houveffem tres. que nio efliveflem em linha recta ,
os dois planos de.que fe trata , paflando cada hum
por eftes tres pontos _,gfari;‘xo ‘hum {6 ¢.0 mefmo pla-
5o (2.), o que he contra a f{uppofigdo,

PR O PW s.I € X O TV 1\
T HEOREMA.

Se huma linka recta AP for perpendicwlar a ou=*
iras duas PB, PC " (fig. 183.) , que fe cruzdo no feu
pé mo plano MN ; ella [era.perpendicular a huma re-
¢ta qualguer PQ. conduzida pelo feu pe no mefmo {I]é~
no , ¢ a’z{e modo [eré perpendicular ao plano MN. -

Por hum ponto Q , tomado 4 vontade fobre PQ , ti~ -
re-fe a re&ta BC no angulo BPC , de mancira que
BQ=QC (probl.s.liv.3.), ajunte-fe AB', AQ, AC.

" Como a bafe BC elld dividida em duas partes
iguaes no ponto Q , o triangulo BPC dara (14.3.)

PC" BB = 2PQ" 420C
O._txiangulo BAC dara igualmente
~ AC" 4 AB° = 240" 420C .
foran'do a primeira igualdade da fegunda , e ob-

#
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146 GEOMETRI A,

fervando que os triangulos APC, APB, ambos re-

-2
23

—3 —2 e
&angulos em P, dio AC — PC AP , eAB"
— P_Ez -_-_-—A"pz , teremos ,
Lot L gl ¥ A
AP’ —',-APz = 2AQ2 — 2PQ .
_ Logo , tomando as metades , temos AP =

— —— — —2 ——2
AQz ——sz ,0u AQz = AP J-FQ ;logo o trian.
gulo. AFQ he re&tanguloem P (13. 3.) 5 logo AP he
perpendicular a PQ. -
Scholis. Ifto moftra, ndo {6 que he poflivel que
huma linha re&a feja perpendicular a todas aquell.s
que pafsio pelo feu pé em hum plano, mas que ilto
acontece tcdas as vezes que gefta dinha he perpendi-
cular a duas rectas tiradas mo plano ; o que demon!-
tra a legitimidade da definigao Fx |
Corallario 1. A perpendicular AP he mais cur-
ta que hwma obliqua qualquer AQ ; logo mede a ver-
dadeira diftancia do ponto A a0 plano PQ.
« Corollario II. Por hum ponto P dado fobre hum
‘plano, nao fe péde levantar mais de huma perpendi-
cular a efte plano ; perque , fe podeflfemos levantar
duas perpendicularcs 'pelo mefmo ponto P, conduza-
fe , pela direccio déftas duas perpendiculares , hum
plano cuja interfecgio com o plano MN feja PO ;
entio as duas perpendiculares de que fe, trata ferido
perpendicnlares 4 linha PQ , no mefmo ponto ¢ no
meimo plano, o que he impoffivel.
‘ He igualmente impoffivel abaixar de hum ponto

dado féra de hum plano duas. perpendiculares a cfic
rlano; porque fejao AP, AQ ; eftas duas perpendicu-
ares , entdo o triangulo APQ teria dois angulos re-

 &os APQ, AQP, o que he impofiivel.
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PROPOSIGCZO V.

T HEOREM A,

As obliquas igualmente diffantes da perpendicular
8ds iguacs ; ¢, de duasobliguas defigualmente difiantes
da perpendicular , a que _/qe affafia mais he a mais
comprida.

Porque, fendo rectos os angulos APB, APC, APD,
{fig. 184.) fe fuppozermos as diftancias PB, PC, PD,
iguaes entre fi , os triangulos APB, APC, APD,
terao hum angulo igual comprehendido entre lados
iguaes; logo ferdo iguaes ; logo as bypotenufas ou as
obliquas AB, AC, AD, ferao iguaes entre fi. Da
mefma maneira , fe a diftancia PE for maior que
PD ou a fua igual PB, he claro que a obliqua AE
fera maior que ABOu a fua igual AD.

‘Corellario. Todas as obliquas iguaes AB, AC,
AD, &c., tendem a circumferencia BCD, , defcrita do
pé da perpendicular P como ‘centro ; logo, fendo da-
do hum ponto A féra de hum plano, fe quizermos
achar fobre efte plano o ponto P no qual cahiria a
perpendicular abaixada de A, marcaremos nefle .pla-
no tres pontos B, C, D, igualmente diftantes do
ponto A, e depois procuraremos o centro do circulo
que paffa por cftes pontos ; cfte centro fera o ponto
procurado P. VT St

§chalio. O angulo ABP he o que fe chama in-
dinagio da obligua AB fobre o plano MN .y he claro
que efta inclinacio he igual para todas as obliquas
AB, AC, AD, &c. , que fe affaftio igualmente da per-
pendicular 5 porque todes os triangulos ABP , ACP,
ADP, &c., sao jguaes entre fi,

K ii
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PROPOSIGCXO VL

THEOREM A _
Seja AP (fig. 185.) huma perpendicular as pla-
no MN e BC huma linka fituada nefle plano ; [e de
pé P da perpendicular abaixarmos PD perpendicular

' Jobre BC , e tirarmes AD , digo que AD ferd per-

pendicular a BC.

Tome-fe DB — DC , e tirem-fe PB, PC,
AB, AC: como DB —=DC, a obliqua PB == PC;
e dcéfea da perpendicular AP , como PB=—=PC, a
obliqua AB =— AC ( 5.); logo a linha AD tem dois

‘dos feus pontes A e D igualmente diltantes dos ex-

tremos B e C; logo AD he perpendicular ao meio
de BC. . :

. Corollario. Vé-fe ao meffio tempo que BC he
perpendicular ao plano APD, porque BC he perpen-
dicular 43 dvas retas AD’, PD.

S¢holio. As duas linhas AE, BC, offerecem o
exemplo” de duas linhas® que nio fe encontrio, . por-
que nao eftio fituadas no ‘melmo plano. A mais cur-
ta diftanicia deftas linhas he a re&ta PD, que he per-
pendicular tanto 4 linha AP como a linha BC. A
diftancia- PD- he amais curta, entre ecftas duas linhas ;
porque , fe ajuntarmos outros dois pontos, como A e B,
teremos AB > AD, AD > PD ;logo, com mais forte
razio, AB > PD. \

As duas linhas ~AE, CB, ainda que nio fitua-
das no mefmo plano, fe confiderao como fazendo en-
tre fi hum anguolo recto , porque AE ‘e a parallela
tirada por "hum dos feus pontos a linha BC farian
entre fi hum angulo reéto. Dot mefmo modo' a linha
AB e alinha PD, que reprefentdo duas rcas quaef-
quer nio fituadas no mefmo. plano, fe reputiao fazer
entre fi o mefmo angulo que faria com AB a paral-

lela a PD, tirada por bum dos pontos de AB.
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PROPOSICXO VII

T HEOREM A.

Sz ‘a linka AP for perpendicular ao plano MN
{ fig. 186.), tsda a linka DE parallela a AB fers per-,
pendicular ao. mefmo plano.

Pela direcgao das parallelas AP , DE, conduza-
fe hum plane, cuja interfecgdo com o. plano MN fe-
ri PD ; no plano MN conduza-fe BC, perpendicular
a PD, e ajunte-fe AD.

Conforme o corollario do theorema precedente,
BC he perpendicular ao plano APDE; logo o angu-
lo BDE he re&o ; mas o angulo EDP tambem he
reo, porque AP he perpendicular a PD , e DE
he parallela a AP ; lggo a linha DE he perpendicu-
lar as duas re@as-DP; DB; logo he perpendicular
ao feu plano MN. ' \

Corollario I. Reciprocamente, fe as rectas AP,
DE forem- perpendiculares a6 me(mo plano MN , ellas
ferdo parallelas ; porque , fe onio follem , conduzin«
do-fe pelo ponto D huma parallela a AP, efta pa-
rallela feria- perpendicular ao plano MN ; logo pode=
riamos , por fum mefmo ponto D, levantar duas per-
Fcn;li?ul:)nres'a hum mefmo plano, o que he impol-
ivelif4:) s - -

Gorollario II. Duas linhas A e B , parallelas
a huma terceira C', sio parallelas entre fi; porque
imagine-fe hum plano perpendicular .a linha C , as
linhas A e B ,-parallelas a efta perpendicular , ferao
perpendiculares ao mefmo plano ; logo, ' pelo corolla-
rio precedente , ferdo parallelas entre fi ; entende-fe
que as tres linhas ndo eftio no 'mefino plano , por-
que, fe eftiveflfem , ja fabiamos efta propofi¢io (26.1.)

/
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K PROPOSICZXO VIIL
T'HEOREM A.

Se a linka AB for parallela a huma refla CD
(fig. 187.) tirada no plano MN , ella ferd parallela
a efte plans.

Porque, fe a linha AB, que eftd no plano ABCD,
encontraife o plano MN', {6 poderia iito aconteccr
em algum ponto da linha CD, interfeccao commum
dos dois planos ; ora AB n2o péde encontrar CD,
porque lhe he parallela ; logo nao encontrard tambem
o plano MN ; logo he parallela a efte plano (det.2.).

PROPOSIGQZAO IX.
: VTHEORE'MA.

Dois planos MN , PO (fig. 188.) , perpendicula-
res a huma mefma refla AB, sao parallelos entre fi.

Porque , fe fe encontrarem em’alguma parte,
feja O hum dos feus pontos communs, e ajunte-fe
OA, OB ; a linha AB, perpendicular ao plano MN ,
he perpendicular d recta OA tirada pelo feu pé nefl-
te plano ; pela mefma razio , AB he perpendicular
- aBO; logo OA e OB feriao duas perpendiculares
abaixadas do mefmo ponto © fobre a mefma linja re-
&a 0 que he impoffivel ; logo os planos MN , PQ,
nao fe podem encontrar ; logo sio parallelos.

PROPOSICZXO0 X
T% £ o 2’5 M 4.
As interfecgies EF , GH (fig. 189.) , de dois pla-
nos parallelos MN , PQ , por hum terceiro plano ¥G,

sao paralleias.

Porque , fe as linhas EF, GH, fituadas no mef-
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mo plano nio forem parallelas, prolongadas hio de
encontrar-fe ; logo os planos MN , PQ , em que el-
las eflao , tambem fe encontrarido ; logo- ndo ferido
parallelos.

BROPOSIGCED XI
THE_ORR’M‘A.

A linka AB , perpendicalar ao plano. MN ( fig. -
188. ) , ‘he perpendicular ao plano PQ parallels a MIN.
avendo tirado arbitriamente a linha BC no pla-
no PQ ; na direcgao de AB e BC, conduza-fe hum plano
ABC, cuja intérfeccio com o plano MN feja AD
a interfeccio AD ferd parallela a BC (16.); mas
a linha AB, perpendicular ao plano MN, he perpendi-
cular 4 re¢ta AD; logo ella fcra tambem perpendicu-
lar 4 fua parallela B(®; e como a linha AB he per-
pendicular a toda a linha BC tirada pelo feu pé no
le?’ PQ, fegue-fe que ella he perpendicular ao pla-
no ; '

PROPOSIQKO XII.
T HEORE M a.

4s parallelas EG , FH (fig. f89.i), comprehendi-
das entre dois planos parallelos MN , PQ | sdo iguaes.

Pelas parallelas LG , FH , faca-fe paffar o pla-
no EGHF, que encontrard os planos parallelos na di-
reccio EF e GH. Asinterfecgbes EF , GH , sio pa:
rallelas entre fi , bem como EG , FH ; logo a figura
EGHF he hum parallelogrammo ; logo EG = FH.

Corollario. Daqui fe fegue que duis planos paral-
lelos _efiao_por toda a parte em igual diflancia ; por-
que e EG e, FH sio perpendiculares aos dois pla-
nos MN , P@, ferdo parallclas entre fi (7.); logo
sa0 1guaes. i

-
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PROP?OS,I(;K-O XTI
SO K. E M A, |

Mo Se do’s angules CAE, DBF, (fig. 190.) ndo fi-
tuados no mefmo plane , tverem os feus lados paral-
lejos e dirigidos no mefmo [entida , efies angulos ferda
iguaes , ¢ o5 planos feras parallelos.

Tome-fe AC — BD , AE —BF, e tirem-fe
CE, DF; AB.; CD, EF. Como AC: he ignal
e parallela a BD, a figura ABCD he hum paralle-
Jogrammo (31.1.); logo CD he igual e parallela a
AB. Por huma razio femelhante EF he igual - e pa-
rillela a AB ; logo tambem CD he igual ¢ paralle-
Ja a EF ; logo a figura CEFD hé hum parallclo.
grammo , e por tanto o lado CE he igual e parallelo
a'DF ; Jogo os triangulos CAL , DBF :do equila-
teros entre fi; logo o angulo CAE — DBF.-

Em fegundo lugar, digo que o plano ACE he
parallelo ao plano BDF ; porque, fupponbamos que o
plano parallelo a BDF, tirado pelo ponto A , encon-
tre as linhas CD , EF, em outros pontos differentes
de C ¢ E, por exemplo em G ¢ H, entio, con-

' forme a propofigao xi1., as tres linhas AB, GD,
F¥H ferdo iguaes ; mas as tres AB, CD, EF, jd ‘o
40 ; logo teremos CD —=GD , ¢ FH — EF, o que
he abfurdo; logo o plano ACE he parallelo a BDF.

Corollario. Se dois planos parallclos MN , PO fo-
rem encontrados por outros dois planos CABD , EABF,
os angl:‘llos CAE , DBF , formados pelas interfecgoes
dos planos parallelos , ferdn ictiaes ; porque a interfec-
¢3o AC he parallela a BD (10.), ¢ AE a BF; lo-
go o angulo CAE — DBF, } y

™
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PROPOSIGZO XIV.

TRAREOREM A,

Se. tres reflas, AB, CD ; EF (fig. 190.), nas
fituadas no -mefmo plans , forem iguass e paralieias
os triangulos ACE, BDF, formadis de huma e ou-
tra jarte pelss exiremos deflasirectis, feorio iguaes ,
¢ o5 feus planes paralielos. ‘ ;

Porque , como. AB he #ual ¢ parallela a CD ,
2 figura ABDC ‘he hum  parallelogrammo ; lego o
lido AC he igual-e parallelo a BD. Pela mefma ra-
zio .os lados AE', BF sao iguaes e parallclos , bem
como CE, DF. Logo os dois triangulos CAE-,
BDF sao iguaes ; e provaremos, como na propofi-
gav precedeute, que .os planos sao . parallelos,

PROP®SICAO XVigus
»T H EORE M A, .

Duas reftas , comprekend das  entre planos pas
rallelos y sdo cortadas. em partes proparciciides. »

Supponhamos que a linha AB ( fig. 191. ) ena
contre os planos parallelos MN, PQ, RS, em A,
E, B, e que a inha CD encontre os melmos pla-
nos em C, F, D;digo que teremos AE: EB::
CF: FD. '

Tire-fe AD que encontre o plano PQ em G ,-
e ajunte-fe AC, EG, GF, BD ; ds ipterfecco:s
EG, BD, dos planos parallelos PQ, RS . pelo
plano ABD, san parallelas ( 10.); logo AE: EB: :
AG: GD : igualmente , porque as interfecgdes AC ,
GF sdo parallelas , temos AG : GD : : CF : DF ; lo-
go , por canfa da razao commum AG :GD, tere-
mos AE: EB:: CF: DF.

r .
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PROPOSIGCLO XVI.

T H.Fi0 R'E M A,

, S¢ja ABCD bum quadrilatero (ﬁg 102. ) fi-
tzmdo , ou ndo fitnads , no mefma plano ; fe cortar-
mos o5 ladss obj/{/fos proporcionalmente por duds re-
&as EF¥ , GH , de forte que feja AE :'EB :: DF :
BEC, e BG GC:: AH: HD ; digo que as refias
EF, GH /fe zaztpr:w M hum ponto M, de mancira
que _/era HM : : AEEBS e ENI MF :
AH: < HD e

Conduza-fe por AD hum plano qualqucr
. ABHcD que nio paflc por GH ; pelos pontos: E ,
R 2 , tirem-fe a GH as parallelas Ez sBaY,
Cc, Ff , que encontrem efte Elano em e, b, c,f
Por daufa das parallelas B4, GHY C¢ (15.3.), teremos
4H : He:: BG: GC : c AHLBD 5 ; logo (20. 3.) os
triangulos AH/J , cHD si3o feme]hantcs Depois. te-
remos Ae eé : AE: EB , ¢ Df: fe: : DF: FC;

logo Ac : Df fc, ouy componendsy Ae: Df::
d ? Dc ; mas os manvulos femelhantes AHb 5
¢HD dio "Aj: o AH : HD; logo Ac: Df::

AH : HD : mas dc ferem femelhantes. os/ tnangulos
AHb, cHD, fe fegue que o angulo HA¢s — HDf;
logo os triangulos AHe, DHf a0 femelhantes ( 20.
, € 0 angulo AHe — DHf. Segue-fe daqui que
eH/ he. huma linha re@a JeLque ‘affim as tres pa-
rallelas E¢, GH, Ff eftao fituadas em hum mefmo
-~ plano, 9 qual conterd as duas reftas LF , GH'; lo-
go (/7zzs Je devem cortar em hum  ponio ‘M. Além
difto , por caufa das parallclas Ec, MH , Ff, tere-
mos EM :MF::H:Hf::AH: HD. Por, huma
conitrucgdo fcmelhante, fazendo paifar hum pl:mo
or AB, demonftrariames que HM : MG :
B ) :



Lx;no Vs = . L MRs
P'ROPOSIQKO XVII.
: T i E G RABIM ALY |

O angulo comprehendida entre dois planss MAN ,
MAP, (hg: 193.) pode [er medids , conforme a defi-
ni¢ao , pels anguls NAP que fazem entre fi as. duas
perpendiculares AN , AP, tiradas em cada hum def-
tes planss d interfeccao commum AM. )

Para demonitrar a .legitimidade defta 'medida,
cumpre . provar 1.° que eclla he conltanie,, ou que
feria a mefma em qualquer ponto 'da interfecgao
commum que fe tiraffem as duas perpendiculares.

Com effeito , fe tomarmos outro ponto M, e
tirarmos MC no plano MN , e MB no plano MP,
perpendiculares 4 intgrfecgio commum AM 4 como
MB e AP siao pcrp’fndicularcs a huma mefma li-
nha AM , ellas ferao parallelas entre fi. Pela mef-
ma razio' MC he parallela 2 AN; logo o angu-
lo BMC = PAN (13.); logo he indifferénte tirar
as perpendiculares ao ponto’ M ou 20 ponto ‘A ; o
angulo comprehendido ferd fempre o mefmo. :

2.9 Refta provar que fe o “angulo dos dois
planos augmentar ou idiminuir em certa razio, o
angulo’ PAN augmentara ou diminuird na mefma
1azao.

No plano PAN defcreva-{fe do centro A e com
hum rajo arbitrario o arco NDP , do centro M, e
com hum raio igual, defcreva-fe o arco CEB, tire-
fc AD 4 vontade ; os dois planos PAN , BMC,
Igne s2o perpendiculares a huma meffha refta MA |
erio parallelos (g.) ; logo as'interfeccoes AD, ME,
deftes dois planos por hum terceiro AMD ferdo pa-
Eallcla;s; logo o angulo BME ferda igual a PAD

13,4050 - 4

Champemos por hum momento canto o angulo
formado por dois planoss MP , MN ; ifio poito, fe
o angulo’ DAP foffe igual a DAN', he claro que



-

156 GEOMETRt'A.

o canto DAMP feria igual ao canto DAMN ; por-
que a bafe PAD fe. ajultaria fobre a fua igual
DAN , a zltura AM feria fempre a mefma § logo
os dais cantos coincidirfio hum com o outro. Vé-fe
do mefmo mode que fe o angulo 'DAP fe contivéfle
hum certo numero de vezes exafto no ‘angulo
PAN, o canto DAMP fe conteria® outras tantas
vezes no canto PAMN. Além difto da razio em
numeros inteiros a huma razao qualquer a conclusao
he legitima , e ja ifto ‘fe demonftrou ém huma occafido
inteiramente femelhante ( 17. 2. )5 logo, qualguer
ue fcja a razao do 4ngulo DAP para o angulo

AN ; o canto DAMP eftara na mefma razio com
o cantoPAMN ; logo o angulo NAP fe péde to-

‘mar por medida do canto PAMN, ou do angulo
~ que fj

azem entre fi os dois planos MAP , MAN.
Scholio. Quando dois planog fe atravefsio mutua-
‘mente , os angulos oppollos vex‘ricalménIe sao iguaes,
e os angulos adjacentes valem em fomma dois an-
gulos reftos ; logo fe hum plano for perpendicular
a outro, efte fera perpendicular ao primeiro. Igual-
mente , no, encontro dos planos parallelos por hum
terceiro plano , exiftem as me{mas igualdades- de an-
gulos e as mefmas propriedades que no encontro de
duas linhas parallelas por huma terceira linha.

-.PROPOSIQKO XVHL
T HE OR E M A,

Sendo a lipha AP ( fig. 194. ) perpendicalar as
plans MN | tods o plano APB , conduzido por AP,
Jerd genpma’i(ular ao plano MN.

-« Seja BC a interfeccio dos planos AB , MN;
fs no plano MN tirarmos DE perpendicular a BP , a li-
nha AP, que he perpendicular a0 plano MN , feia
perpendicular a cada. huma das J:ms rettas BC ,
DE : mas o angulo APD , sformado pelas duas per-

pendiculares PA, PD, 4 interfeccdo commum BP ,
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mede o angulo dos dois planos AB, MN logo , co-
mo efte angulo he redo, dms me(:s sao per=
pendlculares entre {i (dnf g )i

Scholie. Quando tres reftas, como AP, BP,
DP, sao perpendiculares entre fi , cada huma de‘las
rectas he- perpendicular ao plano das outras duas @
os tres planos sio pespendiculares entre fi.

PROPOSIC O XX,
THEOREM_A.

Se o plaim' AB (fig. 104.) for perpendicular ae i pl
plans. MN |, ‘e no. plana AB  tirarmos a linka PA
pnp:m//ru’ar & interfeccir commum PB o digo que
PA [fera perpeadicular ao plano MN.

Porque, fe. no plano MN tirarmos PD per- |
pendicular a PB, o -.”Ewnlu APD -ferd refo , por-
que os planos sio pcmendx sulares ent rc fi; logo-a
linha AP he perpendicular as duas re& . PB, PD;
logo he perpendicular ao fen p ano M? +

Corallarid. Se o plano "AB for pcr‘cmhcn]ar a0
plano. MN , ‘e por hum ponto P da interfecgio ©
commum lewmtarma:; huma pergendicular ao plano
MN , digo que efta: pu')mu.!culd c[l.lm no plano
AB ; porque , fe ndo eflivefle , poderiamos tirar -
no pl.mo AB huma pcrpenhcul ar AP dinterfeccao com-
mum BP , a qual fefia' 20 méfmo tempo perpendi-
cular ao plano MN ; logo haveria no mefmo ponto
P duas perpe nJlLu'arcs ao plano MN, o que he
umpoffivel (4.).

PROPOSILCZXO XX

Tﬂzo'zFMA.

Se dois planss AB, AD, (fig. 194. )forcm per-
pendiculares a fium tercziro MN-, . a Jua interfecqio A
sommum. AP ferd perpendicular ao terceire plans. . - :

X %
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Porque , fe, pelo ponto P levantarmos huma per.
pendicular ao plano MN , efta perpendicular deve
ao fnefmo tempo ficar no plano AB e no plano
- AD (19.); logo ella he a\fua interfecgio commum

AP. ¢
PROPQSICAO XXI.
T HEOREM 4.

Se hum anguls folido for formads por tres an-
gulos plancs , a fomma de quaefquer dois defles angu-
dos ferd maior que o terceirs. t

"~ A propoficao f6 ha mifter demonftragio quando
o angulo plano que fe compara 4 fomma dos outros
dois he maior que cada hum delles. Seja pois o an-
gulo folido S ( fig. 195.) formado por tres angulos
planos ASB , ASC, BSC, e f{upponhamos que o an-
gulo ASB feja o maior dos t§2s; digo que teremos
ASB £ ASC - BSC.

No plano ASB faca-fe o angulo BSD —
BSC, tire-fe arbitrariamente'a re&ta ADB , e to-
mando- SC — SD, tirem-fe AC, BC.

Os dois lados BS, SD., 8o iguaes aos dois
BS , SC, o angulo BSD — BSC ; logo os dois
triangulos BSD , BSC, sao iguaes ; logo BD —
BC. Mas temos AB < AC 4 BC ; tirando de huma
parte BD, ¢ da outra o feu igual BC , ficara AD
. & AC. Os dois lados AS\, SD, sio iguaes aos dois
AS, SC, o terceiro AD he menor que o terceiro
AC ; logo o angulo ASD & ASC {10, 1.). Ajun-
tando BSD '= BSC , teremos ASD - BSD, ou
ASB < ASC 4 BSC. 3
!

P.R.OPOSIC X0 XXII
T H E O R.E M A

: A fomma ‘dos angulss planss que formao hum ans
i
gulo fal‘lda he [empre mener que quatro angulos recios.
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Corte-fe o angulo folido S (figs, 196. ) por hum *
plano qualquer ABCDE ; de hum ponto.O ‘tomado
nefte plano tirem-fe a todos os angulos as linhas
OA, OB, OC, OD, OE."

A fomma dos angules dos triangulos = ASB ,
BSC, &c. formados em torno do vertice S, cqui-
vale 2 fomma dos angulos de hum igual numero de
triangulos AOB’, BOC, &c., formados em torno
do vertice O. Mas no ponto B os angulos ABO,
OBC, juntos, fazem o angulo ABC menor que a
fomma dos angulos ABS, SBC (21.}); do mefmo
modo no ponto C temos BCO 4- OCD ¢ BCS -
SCD, e affim em todos os angulos do polygono
ABCDE. Daqui fe fegue que, nos triangulos que
tem o vertice em O, a fomma dos angulos da bafe
he menor que a fomma dos angulos da bafe nos
triangulos que tem ogvertice em S; logo, por com-
penfagdo , a fomma Bos angulos formados em torno
do ponto O he maior que a fomma dos angulos em
torno do ponto S. Mas a fomma dos angulos em
torno do ponto O ke igual a quatro angulos retos
(5.1.); logo a2 fomma dos angulos planos- que
formao o angulo folido S he menor que quatro an-
gulos reGos. . | .

Scholio. Efta demonftragio fuppoem que o an- .
gulo folido he convexoy ou que o plano de huma fa-
ce prolongado nunca pdéde cortar. o angulo folido ; -~
fe foffe o contrario , a fomma dos angulos planos
nao teria limites , e poderia ter qualquer grandeza.

PROPOSICZAO XXIII,

THEOREMA,

Se dois angulss folidos forem compofles de tre:
angulos planos’ iguaes cada hum a cada kum. s os pla-
nos nos quaes efiin os angulos iguaes [erdo igualmen-
te “inclinadas entre f:. 4

Seja o angulo ASC — DTF (fig.197.), o an-

\
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gulo ASB = DTE , e o angulo BSC == ETF ; dico
que 0s dois planos ASC, ASB, tado entre fi hu-
ma_inclinagdo igual 2 dos -planos DTF , DTE.

Havendo tomado SB arbitrariamente, tire-fe BO per.
pendicular 20 plano. ASC ; doponto O, em que ef-
ta perpendicular encontra o plano , tire-fe OA,
CC', perpendiculares fobre SA , SC; ajuntem-ie
AB, EC; tome-fe depois TE —= SB; tre-fe EP
perpendicular fobre o plano DTYF ; do ponto P ti-
re-fe 'PD, PF, perpendiculares fobre TD, TF;
em fim djuntem-fe DE, EF. .

O trizngnlo SAB he reGangulo em A, e o
triangulo TDE em D (6.), ¢ como ‘o angulo
ASB = DAE, temos tambem SBA —= TED. Por
outra patte SB=—= TE; logo o triangilo SAB he
igual ao triangulo TDE ; logo SA.:2 TD , e AB
== DE. Demonitrar-fe-ha f{crgethantemente que SC
— TF, e BC = EF. Ifto pofto., o quadrilatero
SAOC he igual ao quadrilatero TDPF ; porque,
rondo o angulo ASC f{obre o fcu igual DTF, co-
mo SA=s TD, ¢ SC —= TF4% o ponto .'A ecahuid
em D, ¢ o ponto C em F. Ao meimo tempo,
AO perpendicular a SA , -cahird {obre DP perpen-
dicylar 3 "TD, e igualmente CC fobre PF ;. loko
o pnrn)‘ O cahiia fobre o ponto P, e téremos AO
— FD. Mas os triangulos ACB, DPE, sio re&an-
gulos em O e P, a kypotenufa AB_Z DL , ¢ o
lado AO.—= DP ; logo elles triangvlos d» iguacs
(18.71.) ; logo o angulo OAB —= PDE. O anorlo
OAB bhe a inclinacao dos dois ‘planos ASB, ASC ;
0 angulo PDE le a inclinacd» dos dois plancs
DTE, DTF; logo eftas duas inclina0zs sdo 1guaes
entre_fi, SHONE . ¥
~ Todavia cumpre advertir que o angulo A do
triangulo  re@angulo. OAB nio he propriamente a
inclinaqﬁio dos dois planos ASB, ASC, fendo quan.
do-a perpendicnlar . PO cahe , a refpeito. de SA,
da mcfipa -parte que SC; fe cahiffe da cutra pai-
te, cnlf’to o angulo dos dois planes fcria obtufo , ¢
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junto eo angulo A do triangulo OAB, faria dois
angulos reétos. Mas no mefmo cafo, o angulo’ dos
dois planos TDE, TDF, ferid igualmente obtufo,
e, junto g0 angulo D" do triangulo DPE , faria dois
angulos reftos 5 logo , eomo ‘o angulo®A feria fem-
pre igugl a D, concluiriamos do mefs modo que
a inclinacio des dois planos ASB , Ag%‘, ‘he igual
a ‘dos deis planos TDE | . ) Py
Scholio. Se dois angulos folidos forem @ompof.
tos de tres angulos planos iiguaes , cada hum a ca-
da hum, e 20 mefmo tempo os angulos iguaes ou
homologos  eltiverem. . difpeftos «da mcfma’ mancira
nos dois angulos folidos , entdo. eftes angules ferao
iguaes , e poftos hum fobre o 6utro hio de coincis!
dir. Com effeito ja vimos que o quadrilatero, SAOC
péde fer pofto fobre o' feu igual TDPE; affim ,
pondo SA fobre TD, SC ecahe fobre TF, e o
ponto O fobre o ponmtd P. Mas, por caufa daiigual-
dade dos triangulos AOB, DPE’," a perpendicular
OB a0 “plano ASC "he jgual 4 perpendieular PE:
a0 plano’ TDF ; de mais eltas perpendiculares sdo,
dirigidas- no mefmo fentide ; logo o_ponto B ha de
cahir fobre o ponto E ; a linha SB To?rc TE, e os
dois angulos, folidos coincidirdd inteiramente .hum com
olitro. : :
Efta coincidencia com tudo nio tem lugar fenfa
fuppondo que os angulos planos_iguaes eftao difpo/-
fos da_mefma maneira nos dois angulos {Glidos; por-
que, fe os angmlos planos iguaes eftiveflem difpafiss
em ordem inverfa, ou, que vem a*fer o mefmo, fe
as perpendiculares OB, PE, cﬁ} vez de ferem. di-
rigidas no mefmo fentido dcerca dos plancs. ASC ,
DTF , foflem dirigidas emfentidos contrarios , entdo
feria impoflivel fazer coincidir os dois angulos folidos
hum_com outro. Entretanto nio feria mbié}s verdade ,
conforme o thcorema , que os planos em, que eftao
os angulos-iguacs ferido igualmente inclinados entre
ii, de forte que os dois angulos {6lidos" ferido ignaes
em todas as fuas partes conflituintes , fem comtuda

-
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poderem fer fobrcPoﬂ'os.'.EQ;a forte de igualdade, que
nio he abfoluta ou -de fobrepofigao , merece fer dif-
tinta por huma denominagae particular ; nés a cha-
anaremos- igualdade par” fymmetria. Aflim gs dois an-
gulos f6lidos de que fe trata; que %30 formados por
" tres angulos planos iguaes ,. cada hum a cada hum,
mas difpoﬁ}aswm‘ ordem inverfa, fe chamarid argu-
«Jos iguaes por [ymmetria , ou fimplesmente anguiss
Symmetricos. g
. A mefma obferva¢io fe applica aos angulos {3li-
dos formados de mais, de tres angulos planos ; affim
bum angulo: {6lido formado pelos angulos planes A ,
B, C, B, E,; ¢ outro angulo félido formadn pelos
;&efm@s angulos'em ordém inverfaA, E, D, C, B,
podem ‘fer taes que os planos nos quaes cfiio os
angulosiguaes , fejio igualmente inclinados entre fi.
" Eftes dois angulos fdlidos, que. ferido iguaes fem fer
poflivel a fobrepoficao ,. fe clpmarid angulss iguacs
por [ymmelria oW aygulos [ymmetricos.
& " "Nas figuras planas n3o- ha propriamente igual-
,gaé)'?o(ﬁwﬂﬁa , eaquellas a-que fe quizeffe dar
efte nome , feriao igualdades abfolutas ou de. fobre-
poficio: a razao he porque fe pode-inverter huma
figura plana , e volta-l& indifferentemente dcbaixo’ pa-
ra cima. Niao he afim nos f{6lidos em” que a terceira
" dimensao fe p6de tomar em dois fentidos differentes.

%4 PROPOSIG A0 XXV, o

»

_ PR OBLEMA.

Sendo dado.r_’o: tres ‘angwlos plangs que formis

hum anguls folids , achar_per kuma. confiruegis pia-
®a o anhgulo qué fazem entre Ji dois defles planos.

Seja S (fig. 198.) o angulo félido propofto , no

ual fe conhecem os tres angulos planos ASB, ASC,

SC; pede-fe o angulo. que fazem entre fi dois_def-
“tes planos, por exemplo, os planos ASB, ASC.

Imaginemos que fe tenha feito a mefma eonitruc,
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¢4o qne no theorema precedente, o angulo OAB feria
o angulo procurado. Por tanto trata-fe  de achar o,
mefmo angulo por huma conltruccao plana ou tracada
fobre hum' plano. .

* Para’ifto, facdo-fe fobre hum plano os anzulos
B'SA, ASC, B!'SC, iguaes aos angulos BSA ,*ASC
BSC, na figura f6lida; tomem-fe B'S e B"S iguaes
cada huma a BS da figura folida; dos pontos B e B

abaixem=fe B'A e B''C perpendiculares fobre SA e SC,

as quaes fe encontrem em hum ponto' Q. Do pontorA
como centro ¢ com o raio AB! defcreva-fe a femi-circum-
ferencia BAE | ao ponte Oulevante-fe fobre B'E a per-
pendicular O4 , que encontre:a circumferencia em 5 ti-
re-fe Ab, e oangulo EAJ ferd a inclinacdo procurada
dos do’s planos ASC, ASB no angulo félido, . °
Tudo fe reduz a provar que o triangulo AOS da
figura plana he igual o triangulo AOB da figura {6li-
da. Ora, os dois triailgulos BISA, BSA , sao re@an.
gulos em A, os angulos em S sdo iguaes ; logo os an-
§uros em B e B! sio tambem iguaes. Mas a hypoténufa
B! he igual 4 hypoténufa SB ; logo cftes triangulos
sa0 iguaes ; logo SA da figura plana he igual a SA da
figura {6lida, e tambem AB', ou af{ua igual Aé na
figura plana, he igual a AB na figura félida. Demonf-
tra-fe-ha_do mefmo modo que SC he igual em huma &
outra_parte ; donde fe fegue que o qua%rilétém SAOC
he igual em huma e outra figura, e aflim AO da figura -
plana_he igual 2 AO da figura {6lida; logo em huma e
outra os triangulos re&tangulos AO4 , AOB, tema hy-
poténufa ignal e hum lado igual ;Mogo > iguaes, e
o-angulo EAb , achado pela conftruccao plana, he
igual & inclinagdo dos dois planos SAB, SAC |, no
angulo {6lido. By
Quando o ponto O cahe entre A"'¢ B! na figura
plana , ‘o angulo EA4 vem' a fer obtufo, e mede fem-
pre averdadeira inclinacdo dos planos. Por ifto he que
defignamos por EA4 , e'nao por @A#, a inclinagio pe-
dida., 2 fim de-que a mefma folugde convenha a todes
os cafos fem excepcio.
L i
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Schalio. Perguntar-me-ha alguem fe , tomande
tres angulos planos arbitrariamentc, poderemos formar
com eftes tres angulos planos hum angulo {élido,
: Primeiramente , he neceflario que a fomma dos tres
engulos dados feja menor que quatro angulos reétos , fem
o que nio fe péde formar angule {6lido ; he neceffario
mais que, havendo tomado dois angulos arbitrariamente
BISA, ASC , o terceiro"CSB! feja tal que a perpendi-
cular B"C ao lado SC. encontre o diametro B'E entre
os feus extremos B! ¢ E. Affim os limites de grardeza
do angulo CSE" sio os que fazem encaminhar a per-
pendicular BC aos pontos B! e E. Deftes pontos abai-
xemi-fe {obre SC as perpendiculares B'I , E?( , queen-
contrem em I ¢ K a circumferencia defcrita com o raio
SB!", e ¢s limites do angulo CSB" ferao CSI ¢ CSK.

Mas no triangulo ifofceles B'SI , fendo a linha €S

rolongada perpendicular @ bafe B'I , temos o angulo
CSI=—CSB!' = ASC-}-ASE!. ® no triangulo ifc{celes
ESK, por fer a linha SC perpendicular a EK , temos
o angulo CSK—CSE. Mas os triangulos iguges ASE ,
ASB!, dio o angulo ASE — ASB'; logo CSE ou
CSK — ASC — ASB!.

Daqui refulta que o problema ferd poffivel todas

" as vezes que o terceiro angulo CSB" for mencr que

a fomma dos outros dois ASC , ASE'; e maior que a
fva differenca : condi¢2o que concorda com o theore-
ma XXI, ; porque, em virtudé defteitheorema, deve
fer CSEN ASCH-ASB! ; c'tambem deve fer ASC <
CSB!'-}-ASB' ou CSB'" >ASC —ASB.

PROPOSICAO XXV.

PR OB L E M A.

-

Sf.nd"o dados dois dos tres angulas planos que formis
hum.angulo filido, com o angulo que os feus planss fa-
zem enire fi, achar o terceiro angulo plans.

Sejao ASC , ASB!, (fig.198.) os dois angulos planos
dados , ¢ fupponhamos por hum momento que CSE!

w
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feja o terceiro angulo que fe procura, entio , fazen-
do a mefma conllruccio que no problema preceden-
te,, o angulo comprehendido entre os planos dos dois
primeiros feria EAJ, Ora, do mefmo modo que fe
determina o angulo EA% por meio de CSB", fendd
dados os outros dois; fe péde igualmente determinar
CSB" por meio ds EAJ, o que refolvera o problema
propofto. ~ - X b, S

Havendo tomado arbitrariamente SB', abaixe-fe
fobre! SA a perpendicular indefinidla B'E, faca-fe o
angulo EAJ 1gual ao angulo dos dois planos dados ;
do ‘ponto "4, em que o lado A% encontra«a circum-
ferencia‘ defcrita do centro A e com o raio AB', abai-
xe-fe fobre AE a perpendicular 50, e do ponto O
abaixe-fe .fobre SC a perpendicular indefinida. OCB!Y,
que f¢ ‘terminara em b" , de maneira que SBY==SB!;
o angulo CSB ferd g terceiro angulo plano pedido.

orque , fc formarmos hum angulofolido com
os tres angulos planos B'SA , ASC', CSB", a in-
clinacdo dos planos em que ¢{tio os angulos dados ASBY,

ASC, ferd igual 2o angulo dado EAD. |
Scholio.  Se hum angulo f6lido for guadru-
ple, ou formado.por quatro angulos planos: (fig. 199.)
ASB ,"BSC, CSD , DSA, o conhecimento deftes an-
gulos .pao baflta para determinar as inclinacGes mutuas
dos feus. planos ; porque com os mefmos angulos
planps “ podériamos formar huma infinidade ‘ds
angulos folidos. Mas fe accrefcentarmos huma condi- .
cio , por exemplo, fe for dada a.nclinatdo dosdois
planos - ASB , BSC, entds o angulo {6lido fica intei-
ramente determinado , e podemoes achar a inclinacao
de dois dos feus planos quaesquer. Com effeito , ima-
ginemos hum angulo f6lido tripls formado pelos an-
gulos planos ASB , BSC, ASC ;'os dois primeiros
angulos sdo dados , bem como a inclinagio dos feus
planos 5 logo poderemos determinar , pelo problema
que acabamos des refolver , o térceiro angulo, ASC.
Depois , fe confiderarmos o angulo {6lido triplo for-
wado pelos angulos planos ASC, ASD , 'DSC, eftes
1

o h



-

166 “GEOMETRTIA. : A

tres’ angulos, <30 conhecidos ; por tanto o angulo f{6-
lido -fica 'inteiramente determinado. Mas o angulo {6-
lido quadruplo he tormado pela unido dos dois angu-
los folidos triplos de que temos fallado; logo ,como
'é’fies angulos parciaes sio conhecidos e determinados,

‘0 angulo total ferd figualmente conhecido ¢ determi-

‘nado.

O angulo dos dois planos ASD, DSC, fe acha-
ria immediatamente por meio do fegundo angulo_ {5li-
do parcial. Quanto ao angulo dos dois planos BSC,
CSD), feria neceflario em hum angulo f6lido parcizl
procurar oangulo comprehendido entre os dois planos
ASC , DSC , ¢ no outro o angulo comprehendido
entre os dois planos ASC , BSC ; a fomma defles
dois” angulos feria o angulo comprehendido entre os

planos BSC, DSC.

. Acharemos da mefma mangra que , para deter-
minar hum angulo {6lido quintuplo, he neceflario co-
nhecermos , além dos cinco angulos planes que o com-
poe , duas das inclinacdes mutuas dos feus planos. Pre-
cifariamos de tres no angulo {6lido fextuplo, e affim
em diant‘;e. ‘ -
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DEFINIGOES:

L C Hama-{e folide polyedro , ou fimplesmen-
te polyedra todo o folido terminado por planos ou
faces planas. ( Eftes gplanos siao neceflariamente - ter-
minados por lnhas rectas. ) Chama-fe em particular .
tetraedro o folido que tem quatro faces ; heyaedre o
que tem feis ; offaedro o que tem oito ; dodecacdro
0 que tem doze; icofaedrs o que tem. vinte , &c,

O tetraedro he o mais fimples dos polyedros;
porque sdo precifos ao menos tres planos para for-
mar hum angulo folido, e eftes tres planos’ deixdo
hum vasio que , para fer féchado , requer 20 mgenos
hum quarto plano. e e

II. A interfeccio commum de duas_faces adja-
centes d’hum polyedro fe chama /ads ou areffa” do
polyedro.

IIT. Chama-fe polyedro  regular ‘aquelle cujas
faces . s@o todas polyedros regulares iguaes, ¢ os an-
gulos folidos sdo todos iguaes entre fi. \Eftes: polye-
dros sio cinco. Feja-fe o appendices aos livres VI,
e VIL . aan L
IV. Prifma he hum folido comprchendido por,
muitos planos parallelogrammes , terminados.dc am-
bas as partes por -dois planos .polygonos iguaes ¢
parallelos. s

Para * conftruir efte folido,” feja ABCDE ( fig.
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200.") ‘hu polygano qualquer; fe em hum plano
arallelo'a ABC, tirarmos as linhas FG, GH,
I, &c., iguaes e parallelas aos lados AB, EC,

CD, &c. o que formara o polygono FGHIK igual

a ABCDE; € fe ajuntarmos de hum plano a outro

os vertices dos angulos homologos pelas rectas AF

BG4 CH, &c., as faces ABGF , BCHG-, &c. fe-

rio parallelogrammos, e o folido aflim forniado

“ABCDEFGHIK , ferd hum prifma.- &

V. Os polygonos iguaes e parallelos ABCDIE,

FGHIK , fe chamao bafes do prifma ; os ‘ouiros

planos parallelogrammos = todos juntos conftituem o

que fe chama ﬁzjznﬁc:e latexal ou convexa do prif-

ma. - : »
VI. Aditura de hum prifma he a diftancia das
fuas duas bafes, ou a perpendicular abaixada de hum

“ponto da bafe fuperior fobre é plano da bafe infe-.

rior.
VII. Hum prifma he refls quando os lados
E, BG, &c. sig perpendiculares aos planos das
bafes ; entao cada hum delles he igual 4 altura do
prifma. Em qualquer outro cafo o prifma he &bii-
qus , ¢ a altura he menor que o lado. :

VilI. Hum prifma he triangular, quadranga-
lar , pentagonal, hexagonal , &c. conforme a bafe he
hum triangulo , hum quadrilatero , hum pentagono ,
hum hexagono, &c. \ ) .

« IX., 'O prifma que tem por bale hum paral-
lelogrammo , tem todas as suas faces parallelogram-
micas ; chama-fe parallelepipeds ( fig. 206.).

‘. Parallelepigeds  reglangulo, he 0, que tem por

" bafcs rcd":tungulos.

+ X. | Entre os paraliclepipedos refangulos fe dif-
tingue o cubs ow hexaedro regular comprehendido
por feis quadrados iguaes. ; P
XI. Pyramide ( fig. 201.) he hum f{élido for-
mado por muitos planos triangulares qué partem do
mefmo ponto S, e terminados no mefmo plano po-

lygonal ABCDE,
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“O polygono - ABCDE fe chama Jafe' da pyra-
mide , o ponta S he o vertice, & a fomma dos
triangulos ASB , BSC, &c. forma a fuperficie con-
wexa ou lateral” da pyramide.

X1k  Altura da pyramide he a perpcndxcular
abaixada do vertice fobre o plano da bafe§ prolon.
2do fends neceflario.

XIII. A pyramide he Irzangular 2 quadrangu—
lar yu &c. , fegundo a bafe he hum mangulo, hum -
qu&dnlatero ) e,

X1V. Pyramide regular he aquella  que tem
por bafe. hum’ polygono rcsular y €.29 ‘mefmo. tem-
po a ‘pelpendncular abaixada do vertice fobre o plano
da baic , paffa pelo centro da mefma bafe: efta li-
nha fe chama esxve da pyramide. -,

XV. Diagenal de hum polyedro he a linha que
une os vertices de dois angulos [6lidos nao adjacentes. *

XVI. Chamard? pol)edra: Jymmetricos a dois
polyedros que tem huma bafc commum , e sdo conf-
truidos  femelhantemente , hum acima do plano da
bafe, outro abaixo, com condigio que os vertices
dos angulos f6lidos © homologos- eftcjao fituados ein
isuaes- diftancias do plano da “bafe ) mb'e huma mef-
ma re€ta perpendicular a efte plano. |

Por exemplo , f=-a rea, ST (fig.202:) for
perpendicular ao plano ABC , e no ponto' O em
que ella encontra- o plano, cl'liver ella dividida em
duas < partes iguacs , as. duas yra'mdes SABC ,
TABC, que tem a bafe. commum ABC’, fctio dois |
rolvedro‘: fymmetricos.

XVII1. Duas pyramides triangulares sio fcmf-
Ihantes qua..do tem duas  faces femelhantes cada
huma a cada buma, fcn"‘”\‘.ntcmemc dlfpoﬂas e
igualmente inclinadas entre i

Affim , fuppondo os angulos ABC — DEF
{ ig85203. ) BAC = EDF, ABS"" DET , BAS:
=£EDT, fe a inclinagan dos planos. ABS, ABC,
for ‘igual "§ e fous hnmnlur')‘: DEE ; DEF ) @8
pyramides S\uC TDEF , serio femelhantes,

'

\
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XVIT1.  Havendo formado hum triangulo-com
‘03 vertices de\ tres angulos tomados fobre huma mef.
ma_ face ou bafe dg hum polyedro, fe péde imagi-
mar que os vertices dos differesites: angulos {6lidos
do polyedro , fituados fora do plano defta bafey, {ejao
os vertices de outras- tantas pyramides triangulares
gi:e tem por bafe commium o triangulo defignado ,
¢ cada huma deftas pyramides determinard a pofigao
de ¢ada angulo {6iido do polyedro a refpeito da'bafe.
Ifto polo: ° :

Dois pelyedros sao femelhantes quando, tendo
bafes femelhantes, os vertiees dos angulos f{Glidos
homologos , féra deftas bales ,” 3o determinades por

" pyramides triangulares {emelhantes cada huma a ca-

da huma. ” ' :

XIX, Chamarei wertices de hum polyedro os
pontos fituados nos vertices ¢ps feus differentes an-
gulos folidos. ' " :

» N. B. Todos os polyedros que confideramos
sao polyedros de angulos falientes ou polyedros con-

‘wexos, Chamaremos aflim a aquelles cuja fuperficic

nio pode fer encontrada por huma linba reta em
mais de dois pontos. Neflas fortes de polyedros o
plano de huma face prolongado nio pdde cortar o
folido ; logo he impoffivel que o polyedro eflcja par-
te acima do plano de' huma face , e parte abaixo;

‘elle citd todo da. mefma parte defle plano. ,,

"PROPOSICXO I
T HEOREM A. :

Dois polyedros nio podem ter s mefmos wertices
e.no_mefmo numero: fem coincidir hum com eutro.

Porque , fupponhamos “hum .dos polyedros ja
conftruido ; fe quizermos conftruir outro que tenha
os mefmos vertices '€ no mefmo numero , ferd ne-
cellario que os planos defte ndo pallem todos pelos
s

\ - -

-
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mef(itos pontos. que no primeiro , pois, fe paffaffem ,
ndo diffiriria hum do outro: mas ‘entio he claro
que alguns’ dos novos - planos  cortarido o  primeiro
polyedro; haveria angulos {Glidos acima deiles pla-
nos, e angulos {6lidoS abaixo,.0 que nao péde con..
vir a hum’ polyedro convexo ; logo fe dois polyedros
tiverem os melmos vertices e no mefmo numero ,
deverdo coincidir neceflariamente hum com outro. :
Seholio. Sendo dados de pofigao os pontos ( fige
204 ) A,"B, C, K, &c., que devem fervir de
vertices a hum polyedro, he facil defcrever .o polye-
dro. : ‘ \
Efcolbdo-fe primeiro tres pontos vifinhos D ,. E |
H, taes que o plano DEH paffe, fe for poilivel,
por novos pontos” K, C, mas deixe todes os eutros
da mefma parte , todos acima do plano ; ou todos
abaixo.; o plano DEN ou,DEHKé , aflim determi-

do, ferd huma face do f6lido. Pela direccdo de hum °

dos feus lados EH , ‘conduza-fe hum plano que fe
faca girar até encontrar” hum nevo vertice: I , on

mais F, I 20 mefmo tempo ; ter-fe-hd huma fegunda «-

face. que fera FEH ou FEHI. Continue-fe do mef-

mo modo", fazendo palfar planos pelos lados achados .

até que o f6lide fique terminado de todas as partes ;
elte; f6lido fera o polyedro pedido, porque "nao . ha
dois que pofsde ter os mefmos vertices.

#PR.OPIO ST QL0 1F;

|

THEOREMA.

~ Em dois polyedros [ymmetricos as faces homolo-
ras’ saa iguaes cada huma a cada huma , e a incli-
nagio das duas faces adjacentes em -hum dos [olidss
“he dgual 4 inclinagdo das faces hemologas no  ou-
iro. -

% Seja 'ABCDE ( fig. 205.) a bafe commum aos
dois polyedros ; fejao M e N os vertices de dois an-
gulos f{plidos “quaelquer de hum dos polyedros, M!'

I

- lt
P
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e N!' os vertices homalogos do outro polyedro; ferd

~ neceflario , fegundo  a definicdo, que as reftas MM/,
NN, fejio perpendicuiares ao plano ABC e eftejin
divididas em duas partes iguaes nos pontos m e n
‘em que ellas encontrio efte plano.  Ifto pofto, digo
gue a diftancia, MN he igual a M'N. .

Porque , fe fizermos girar o trapezio mM'N'z
em torno de mn até o fzu plano fe applicar fobre o
plano mMN» ; por caufa dos angulos reétos “em = e
em 7, o lado mM' cahira fobre o feu igual mM,
e. mN' {obre nN ; logo os dois trapezios comcidirio ,
¢ teremos MN — M' N, .

Seja P hum' terceiro vertice do polyedro. fupe-
rior , ‘¢ P' o feu homologo no outro, teremos db
mefmo modo MP — M'P! ¢ NP —= N'P!; logo ¢
triangulo. MINP que une ‘tres wveriices quacfquer do
polyzdra fuperior , he igual ao iriangulo M'N'P" qu:
une' o5 tres vertices homslogos €% outro polyedro.

Se entre clles triangulos confiderarmos f{émente
aquelles que a0 formados na fuperficie dos polye-
dros ; podemos ji concluir que as fuperficies de dois
polycdros s2o. compoflas do mefmo numero de trian-
gulos 'iguaes cada hum a cada hum. ”

"+ Agora digo eu que fe alguns triangulos cftiverem no
melmo plano fobre huma fuperficie, e formarem hu-
ma mefma facg polygona, os trianguios  homologos

deftario em hum melmo plano fobre-a outra fuperfi-

Jcie , e ‘formario huma face polygona igual.

Com cflcito, fejao MPN , NPQ, dois triangu-
los adjacentes que fuppomos no meflmo plano , e fe-
jao M'PIN', N'PIOV, os feus homologos. Temos o
angulo ' MNP — M'N'P! , o cangulo PNQ —
P'N'Ql; e fe sjuntaflfemos MQ ¢ M'Q!, o triangslo
*MNQ feria“ignal 2 M'N'Q!', afim teriamos o an.
ﬁulo MNQ — MINJDQ'. Mas, como MPNQ he

um {6 plano , temos o angulo MNQ — MNP -
PNOQ.. Logo teremos tambem MIN'Q! — M'N!P!
+P'N'Q‘. Ora, fe os tres planos MIN'P' , PIN'Q!,
MIN'Q!, n3o fe confundiffern em hum {6 elles
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wes planos formarido hum angulo f{élide , e te-
riamos  ( 20.:5. ) o angulo M'N'QG! < M'N'Pt -
P'N'Q!. Logo, como elta condi¢ao ndo. tem lugar,
os dois triangulos M'N'P!, PINQ! efiio no mefmo
lano. & ol

o Dagqui fe fegue gque cadaiface , quer triangular ,
quer polygona , em hum polyedro, correfponde a
huma face igual no outro, e aflim os dois polyedros
ficaio comprehendidcs debaixo do mefmo numero de.

planos iguaes cada hum a cada hum. &
Refta provar que a inclinacio de duas -faces
adjacentes quacfquer em hum dos polyedros , he
igual 4 inclinagao das duas faces homologas no ou.
tro. T L by
Sejio MPN , NPQ, dois triangulos formados
fobre a arefta commum NP nos planos das duas
facest adjacentes ; fejdo M'P'N', N'P'Q! os feus he-,
mologos ; ‘podemos imé¥inar em N hum angulo {élido
formado pelos trese M'N!Q' , M'N'P!; P'N'Q'..Ora
ja demonitraimos que eftes angulos planos sio ‘iguues
cada hum a cada hum ; logo a inclinagdo dos dois
planos MNP ,"PNQ, he i%ual. a inclinagio dos feus
homologes M'N'P! , PIN'Q! ( 22. 5.). 48
Logo, nos polyedros fymmetricos, as faces sio
iguaes ‘cada huma a cada huma, e os planos de
duas faces quacfquer adjacentes de hum des {6lidos ,
tem entre fi a mefina inclinagdo que os planos das
duas faces homologas do outro {élido. :
Corollario. Como as partes conilituintes de hum
filido, angulos , lados, inclinacges de faces, sio
izuacs 4 partes conftituintes do otitro, podemos con-
cluir que dois polyedros f[ymmetricos sio iguaes ainda
que fe nig pofsic fobrepor) Porque’, ndao ha outra dif-
ferenca  dos dois folidos fe nab a da pofigio da par-
tes , a qual ndo he effencial & grandeza das meflmas
partes. Veja-fe a npota Vi,
Scholis. Podefe notar que os angulos folidos de
kum pdlyedro sio o5 [ymmetricis dos angules folidos
€0 eutre polyedre: perque , fe ¢ -angulo félido N he
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* formado® pelos plenos MNP, PNQ, ONR,; &c.;

o {cu homologo N! he formado pelos planos M'N'P',
PIN'Q', O'N'R', &e. Eftes eflao difpoftos na mef-
ma Ordem que 0s outros; mas, como os dois angu-
los félidos ellio em fituagao inverfa hum a refpeito
do cutro;, fegue-fe que a difpoficio real dos planos
que formio o angulo” félido Nishe a inverfa da que
tem lugaf no amgulo homologo N. Além difto "as
inclinagoes “dos planos confecutivos - s3o iguaes em
hum e outro angulo f{élido. Logo eftes_angulos {6:
lidos sao fymmetricos hum do outro. Veja-fe o Schs-
lio -da prop. XXI111', liv. V. !
Efta advertencia prova que Aum polyedro qual-
uer mdo pode ter mais de hum polyedra [fymmetrico.
orque , fe conftruiffemos fobre outra bafe hum no-

' ~we polyedro {ymmetrico ao polyedro dado, os angu-

los folidos  defte: ferido fempre fm\mctricos dos angu-
los do polyedro dado.-Logo {ce20 iguaes aos do po-
lyedro . fymmetrico conftruido fobre a primeira bale.
Além dilto , as taces homologas ferjao fempre iguaes.

- Logo os polyedros {ymmetricos conftruidos fobre hu-
. ama ou outra bafe , ter3o as faces ignaes, e ‘os’an-

gulos folidos iguaes ; logo elles coincidirido pela fo-
brepoﬂg@,o , € fariao hum f6 e o mefmo polyedro.

PROPQSTICA O IIEG:

‘ THEOREMASE
Dols pr//[ma.s sdo iguaes quando tem hum anguls
hendido entre tres'planss iguaes cada hum

a cada bum , ¢ femelhantemente difpoflos. .

Seja abafe ABCDE igual a bale abede , (fig.200.)
o paraliclogrammo ABGF ignal ao parallelogrammo
abgf , ¢ o parallelogrammo BCHG ignal ap paral-
lelogramme échg 5 digo que o prifma ABCI ferd igual
ao prifma  abei. o
v Porque ,, ponha-fe a..bafe ABCDE fobre a fua
igual abede , cftas duas bafed coincidindd ; mas os trgs
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.ngulos iplanos que formio o angulo folido B sio
iguzes aos tres angulos planos que formdo o angulo
f6lido & ,* cada'hum a eada hum , a faber, ABC—alc,
ABG=—abg , e GBC—glc ; de mais efles ingulos ef-
tao femelhantemente. difpoftos ; logo os angules [dlidos
B.e b sdo iguaes, e por confequencia o lado BG ca-
hird fobre o feu igual bg. Tambem he claro que),
por caufa dos parallelogrammos iguaes ABGF ; a/zf,
e lado GF hatde cahir fobre o feu igual gf, e fe-
melhantemente GH fobre gh ; logo a bafe fu[‘)-:r';or
FGHIK coincidira inteiramente com a fua igual /g4it,
e .os dois folidos fe confundirad em hum {5 ; porque
terao os mefmos. vertices (1). Logo dass pr[inas sio
fguaes , &G, = : if :

Scholio. Hum prifma fica ihteiramente determinad»
quando fe conhece a fua bafe ABCDE , e a arelfta EG
he dada e grandeza-c de pofi¢ao. Porqusz, fo pelo
ponto G tirarmos GE_igual e parallela a AB,, GH
icual e parallela a2 BC, ¢ no plano FGH , parallel-
loa ABC (13, 5.) defcrevermos o polygono FGHIK
igual a ABCE)V , he claro que todos 05+ vertices do ‘
prilma ficarao determinados. Logo, dois prifmae conf-
truidos.com os mefmos dados nio podem fer defliguaes;
' o gue confirma a-propofigdo demonfrada.

PROPOSIGXO IV,

¢
]

' L E O RRE M A.

Em todo o_parallelepipedo os planss oppafios siw
iguaes e parallelos. . '

Seaunde a definicao defte {6lido, as bales ABCD,
EFGH (fig. 200.), sio parallelogrammos iguacs , ¢ os
feus lados sdo parallelos : rcfla pois demonttrar que
a mefma coufa -tem lugar para duas faces lateracs
oppoftas como AEHD , BFGC. Ora AD he igual
e parallela a BC , porque a figura ABCD he. hum
parallelogrammg ; por femelhante razio AE he igual
¢ purallela a BF. Logo o angule DAE he igual a»
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lo CBF (13, 5.), ¢ o plano DAE" parallelo 2
F. Logo tambem-o g’tallelogrammq- AEH he
igual zovparallelogrammo CBFG. Demonftrar-fe-ha do
mefmo  modo ‘que os parallelogrammos oppoftos ABFE,
" DCGH <o iguacs e parallclos. S
Csrollario. Como a ,ara,lli:gipedo he hum {6li-
do comprehendido por feis ‘planes , dos quaes os op-
poftos sdo iguaes ¢ paralielos 5 fegue-fe que qualquer
face e a fua oppofta_fe podem tomar” por bafef do
parallelepipedo. st : o
" Scholio. Sendo dadas tres reGas AB, AE, AD,
ndo fituadas no mefmo plano , ‘¢ que facdo entfe fi an-
gulos dados, fe pode ffc))brc eitas trés rectas conftruir
hym parallelepipedo; para ifto he neceffario tirar pe-
lo extremo de cada re&ta hum plano parallelo ao
plano das ontras duas ; a faber , pelo ponto B hum
plano parallelo a DAE, "pelo ponto. D hum plano
* parallelo a BAE , e pelo pont® E:hum plano paral-
{)elo-a BAD. Os encontros mutuos deftes pianos,foxx

o
an
C

~mardd o parallclepipedo pcd,i:_io.

PROPOWICIOV.
T 'HEOREM A, ;

Em 'todo o parallelepipeds os angulas fylidos cp-
poflos sao [ymmetricos Fum do outro 5 e as diagonars
tiradas pelos vertices defles \angulss Je cortio mutua-
mente e duas partes i1guaes. 2\

-Comparemos , por exemplo, o angulo félido A
(fig. 206.) com o feu oppofto G; o angulo EAB igual
a EFB, tambem he igual 4 HGC , oangule DAE—
DHEZ= CGF, e o angulo DAB=DCB=HGF. Lo-
50 os tres angulos planos que formao o angulo fGli-

o A sio iguacs aos tres que tormao o angulo {6li-
do G, cada hum 'a cada hum; além difto'a fua dif-
poficdo he differentc em hvm e outro ; logo 1° os
dois angulos folidos A e G sao . fymmetricos hum
do outro (23, 5.). ®

"
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Em fegundo lugar, imaginemos duas diagonaes
tuaelquer EC , AG, tiradas por vertices oppoltos.
Como AE- he- igual e parallela a CG, a figura
AEGC he hum parallelogrammo ; logo -as diagonass
EC, AG fe cortarad mutuamente em duas partes
iguaes. Demonftrar-se-ha 'do mefmq modo que a
diagonal EC e outra DF fe cortardd tambem em
duas partes iguaes; logo 2.° as quatro diagonaes

fe cortarad mutuamente em duas partes iguaes, ne ¢

mefmo ponte , que fe péde confiderar como centre
do parall?:lcpipedo. !

“$ RvQ PO S ILCTE O "V,
T HEOREM A.

O plano BDHF ( fig. :oz. ) s que pafla por duas
areflas  parallelas oppgllas BY , DH , divide o pa-
vallelepipedo.  AG —em  dois  prifmas  (riangulares
ABDHEF , GHFBCD, fymmeiricos hum do outro.

Primeiro , eftes dois {6lidos sdo prifmas , porque os
triangulos ABD , EFH , que tem os feus lados
iguacs e parallelos, sio iguaes, e ao mefmo tempo
as faces lateraes, ABFE , ADHE ,"BDHF , sio pa-
rallelogrammos ; logo o félido ABDHEF he hu
prilma; o melmo acontece ao f{olido GHFBED.
Agora digo que eftes dois prifmas sao fymmetricos
hum do outro. _

Sobre a-bafe ABD faca-fe o prifma ABDE'/F'H/
que feja o {ymmetrico do prifma ABDEFH. Se-
gundo o que fica demonftrado (2. ), o plano ABF/E!
he ignal a ABFE , e o plano ADH'E' he igual a
ADHE : mas {e compararmos o prilma GHFBCD
com o prifma ABDHIE/IF/, a bafe GHF he igual
a ABD, o parallelogrammo GHDC , que he igual
a ABFE ,ghe tambem igual a ABF’E’, ¢ o paral-
lelogrammo = GFBC, que he igual a ADHE, he
tambem igual a ADH'/E'. Logu os tres planos que
formao o angulp {6lido G, ‘no_prifma GHYBCD ,
940 iguaes aos tres planos que formio o angulo {6«

-

-
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lido A no prifma ABDH'E’F/, cada hum 2a cada

* hum ; além dilto eftao difpoitos femelhantemente.

Logo eftes dois,prifmas sao iguaes ( 3. ), € pode-
riao fer fobrepolos. Mas hum delles, ABDH/E'F!,
Ye fymmetrico’ do prifma ABDHEYF ; logo o outro
GHFBCD , he tambem o {ymmetrico de ABDHEF.

Corollaria. «Como dois prifmas fymmetricos sio
iguaes em folidez ( pr. 2. cor. ), fegue-fe que hum
prifma  triangular-.qualquer ABDHEF he metade do
parallelepipedo conitruido fobre as tres areitas AB,
AD, AEP, que fe encaminhio a6 melmo angulo
A: feria tambem metade do parallelepipedo conitrui.
do fobre tres outras arcitas BA , ED, BF.

PR_O;POSIQXO VII.
T H EXO R E M, A.

8¢ dois parallelepipedss A® , AL (fig. 208. e
209.), tiverem huma bafe commum ABCD., ¢ as

Juas  bafes Juperiores EYGH , 1IKLM , farem com-

prebendidas em hum mefmo plans e entre” as mefmas

parallelas , EK , KL, eftes deis parallelepipedos Jerao

equivalentes entre fi. f
'+ Podem acontecer tres cafos , dos quaes dois ef-

_tdo geprefentados pelas figuras 208. e 20g., ¢ o, ter-

ceiro teria lugar fe 'FG fe confundiifc com IM,

mas a demonftracao he a mefma para todos; . digo

Kzimciramcntc que o prifina_trangelar AEIDHM
ignal ao prifima triangular BFKCGL.
Com_effeito, como AE he parallela a- BF e

< HE a GF, o angulo AEl ='BFK, HEI = GFK,

¢ HEA - GFB. Deites feis angulos @ tres pri
meiros formao o anzulo {Glido E, oS outros tres
formio o angulo {6lido F ; }Ggo, como, os anculos
planos  €2) iguaes cady hum a cada hum e feme-
hantemente difpoftos , féguc-fe que os iggu‘ms {oli-
dos E ¢ F, s3y iguass. Aghra, fe puzermos o pril-
ma AEM fobrz o0 prifina BFL, ‘e primeiro a bafe
AEI fobre a bafz BFK , citas duas bafes .que sd0
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fcuaes hio de coincidir ; ¢ como o angulo félido E
he igual ao angulo f{élido F, o lado EH cahird fo-
bre o feu igual FG. Nada mais-he neceflfario para
provar que dois prifmas hio de coincidir em toda a
fua extensao ; porque a bafe AEI ‘e a arefta EH
determinio o prifma AEM , como a bafe BFK e a
arefta FG determinio, o prifma BFL (3.) Logo
eftes prifmas sao iguaes.: 3 /

Mas, fe do f{élido AEL tirarmos o prifma
AEM , ficard o parallelepipedo AIL ; e, fe do mef-
mo {6lido AEL tirarmos o prifma BFL , ficard o
parallelepipedo AEG. Logo os dois_parallelepipedos
AIL , AEG sido equivalentes entre fi.

PROPOSICZXO VIIL
THEOREM A.
Dais parallelepip'z’.da:.da mefma bafe, e da mefe

ma altura sio cquivalentes entre fi. _

Seja ABCD (fig. 210.) a bafe commum aos
dois parallelepipedos AG , AL ; como elles tem a mef-
ma altura, as {unas bafes fuperiores EFGH , IKLM
eftardo no. mefmo plano. Demais os lados EF ¢ AB
sdo ignaes e parallelos, como tambem IK e AB;
logo EF he igual e parallelo a IK; por huma ra-
zao femelhante GF he igual e parallelo a'LK. Pro-
longuem-feé os lidos EF, HG, bem como LK,
IM', atéque huns e outros formem por fuas in-
terfecgdes o parallelogrammo NOPQ , Ec claro que
efte parallelogrammo ferd igual a cada huma das ba=
fes EFGH, IKLM: Ora, fe imaginarmos hum ter-
ceiro parallelepipedo que, com a mefma bafe inferior
ABCD, tenha por bafe fuperior NOPQ', efle ter-
eeiro parallelepipedo feria equivalente ao parallelepi-
pedo AG ( 7.), porque tendo a melma bafe inte-
rior , as bafes fuperiores eftio comprehendidas no
mefmo plano e entre as parallelas GQ , FN. Pela
mefma razio’ efte terceiro parallelepipedo feria equi-
valente a0 parallelepipedo AL. Logo os dois paralle=

j M it :
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lepipedos AG, AL, que tem a mefma bafe e a
mefma altura , sio equivalentes entre fi. 7z

PROPOSIGAO IX: .
T'HEOREv:M-'.A.

Tode o parallelepipedo [e pode comverter -em hum
parallelepipeds rectanguls equivalente que tenha a mef-
ma aliura ¢ huma bafe equivalente. .. c

Seja AG o parallelepipedo propoftor ( fig. 210. )3
dos pontos A, B, C, D, tirem-fe Al ;, EK,, CL,
DM , perpendiculares ao plano da b:!.fe_; ; formar-fe-ha
defle modo o parallelepipedo AL eguivalente ao pa-
rallelepipede AG, e cujas faces Tateraes AK , BL,
_&c. ferao reftangulos. Logo , fe a bafe ABCD. for
hum, reétangulo , AL fera o parallelepipedo rectan-

ity ﬁulo equivalente a0 parallelepipedo propofto AG,

fas fe 'ABCD ( figs 211.) nio for hum re&angul
lo, tirem-fe AOwe BN perpepdiculares fobre CD,
depois " QQ) ¢ NP perpendiculares fobre a bafe , ter-
fe-ha o folido ABNOIKPOQ que fera hum parallele-

ipedo rectangulo. Com effeite , por conf¥rucedo, a
gai’c ABON e a {ugtoppofta 1KPQ: sio re@angu-
los ; as faces lateraes tambem sio retangulos; por-
que as areltas Al , OQ7, &c. sio perpendiculares ao
plano da bafe ; logo ‘o folido AP he hum parallele-
pipedo reétangulo. Mas os dois parallelepipedos AP,
AL, podem fer confiderados ‘como da mefma bafe
ABKI ¢ da meflma altura AQO 1 loge sio cquivalen-
tes 5 logo o parallelepipedo AG , qué fe havia eon-
vertido ‘em “hum parallelepipedo “equivalente © AL
{ fig. 210. ¢ arr1. ), fe achatde novo convertide em
hum parallelepipedo retangulo equivalente AP, que
tem e mefma altura’Al , e cuja bafe TABNQ he
_equivalente 4 bafe ABCD., ‘

>y

(T
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Toda afec;ao NOPQR (ﬁ« 200. ) [feita em
bum prifma por hunt plano pa;allcio 4 baje ABCDE
ke igual a mz'fma bafe.

Porque as parallelas AN, BO, CPus&e.
comprehiendidas entre  os. phnos parailelos "ABC
NOP, sio lguacs (12,5 ), e affim todas as o
guras ABON, "BCPO, &c.- sio: parallelogrammos,
Daqui fe fevue que o lado ON he igual'a AB, OP
a LC QP asCD, “&e.¢ Demais , os lados iguacs
s20 paxallclos; logo {13535 b an ulo ABC —

NOP ;.0 2nrulo ECD = QPQ; Logo ovs dois
polyganos ABCDE ANOPQRe, tcm os ladog" i iguaes,

¢ os angulos iguaes cyia hum a cada hum; logo sao ¢

)l.lCS
" BROPOSIGXO XI

P o

THEOR’E\(A.

&y

Dbu parallelelu/wdﬁ: rectangulzs AG, AL (fig.

212, ), que ¥em a mefma Jafe ABCD:, d/ao atreﬁ
coms as fuas alturas AE ; Al

Supponhamos p"lmcu'o que’ as alturas AE, AI,
ellcjio entre i comd dois numeros mtcuo.‘, por
cwmplo' como 15 eftd para 8. Divida-fe AE em
15 partes iguzes ,#das quaes Al contenha 8 , ¢ pelos
pontos de divisdo x .y , %, &, t'rc'n-fc planos pa-
rallelos & bafe. Eftes planos repartirdd o {olido AG
em 15, parallelepipedos parciacs ‘que ferdo todos
Iguaes entre i , porque tem  bafes.iguaes e alturas
jzuaes ;- bales<iguaes , porque todaa [eccao , como’
MIKL , feita “em_ hum pri fiEs: . para]lclamamc. a fua
bafe .ABCD,, ‘he lgual 4 efta bafe (10, ) 7 palturas
iguaes , porque 'eftas®alturas ‘sio as melm.ns divifoes -
Ax , xy yz, &€ Ora dcll-‘ paralellapipedos igiaes,
§ fe contém em AL ; logo o [olido AG elld para o

-

”
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~ folido AL como 15 cftd para 8, ou em geral come
a altura AE eftd para a altura Al :
Em fegundo lugar , fe a razio de AE para Al
nio fe poder exprimir em numeros, digo que fem-
~ pre teremos folid. AG: folid. AL : : AE : Al. Por-
que , fe efta proporcao nio tem lugar, fupponhamos que
{eja fol. AG: fol.- AL : : AE : AO. ‘Divida-fc AE em
_partes iguaes , cada huma das quaes feja menor que OI
haverd ao menos hum ponto de divisao m entre O e I.
Seja. P o parallelepipedo que tem por bafe ABCD ¢
por altura Am ; como as zalturas AE, Am efiio en-
tre {i como dois numeros inteiros , teremos fs/. AG:
P :: AE : Am.” Mas temos, por hypothefe, /fol. AG :
Jol. AL :¢ AE : AQs Daqui refulta /o7, AL:P::
AO : Am. Mas AO he maior que Am ; logo para
que a proporcio tiveffe lugar, feria neceffario que o
f6lido AL foffe maior que ¥'; ora pelo contrario,
he menor ; logo he impoffivel - que o quarto termo
..da proporcio fob/. AG : [o/. AL :: AE : x5 feja huma
linha mgior que Al. Por hum femelhante raciocinio
demonftrariamos que o quarto termo niao pode fer
menor que Al ; logo he igual a Al ; logo os pa-
rallelepipedos rectangulos da mefma bafe eftio entre
fi como as fuas alturas.

PROPOSICZXO0O XIL
THEOREMA. =

Dois  parallelepipedos  reétanguloss AG ', AK
Cfig. 213.), ‘que tem a mefma saltura AE , effdo en-
tre fi como as fuas bafes ABCD, AMNO.

Havendo pofto os dois {6lidos hum a par do ou-
tro, ‘como a figura os reprefenta ,yprolongue-fe o
plano ONKL ate encontrar o plano ' DCGH na di-
reccio PQ , ter-fe-ha' terceiro parallelepipedo AQ,
que . fe, poderd comparar com cada hum dos paralic-
_Jepipedos AG, AK. Os dois folidos AG, AQ,
‘que tem a mefa bafe AEHD , eftio entre fi como
as fuas .alturas AB, AQ; igualmente os dois folidos
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AQ, AK, que tem a mefma bafe AOLE , eftio en-
tre fi- como as fuas alturas AD, AM. Aflim terc-
mos as duas proporcdes , i :
Jol. AG : fol. AQ:: AB: AO.
Jol. AQ: [ol. AK :: AD : AM.
Multiplicando  ordenadamente eftas duas propor-
¢des, e ommittindo , no refultado , o multiplicador
commum fo/. AQ , teremos , .
fal.'AG : fol. AK: 3 AB% ADt AO X AM.
Mas AB X AD- reprefenta a bafe AECD , e
AO x AM reprefenta a. bafe ANMNO. Logo.«dois
parallelepipedos  reflangvlos da®mefma altura eflas
entre fi como as fuas bafes,

P'R O/P0O 8 T'C B0 "XHI.
THEOREMA. \

Dois "parnllzle/n'/’eda: reflangulos quacfquer eflde
entre fi como os fproduilos das [uas bafes pelas [fuas
alturas 5 “ou como os produﬂo: das [uas tres dimensies.

Porque , difpondo os dois folidos AG, AZ
(fig. 213.), de. maneira gque as fuas fuperficies te-
nlao o angulo commum BAE , prolongueni-fe os
planos. neceflarios para formar o terceiro paralielepi-
lifdo AK da mefma altura com o parallelepipedo AG.

cremos ‘pela propoficio ‘precedente,
Jol. AG: fol. ' AK% : AECD :"AMNO. ,

Mas os dois parallelepipedos AK , AZ, que
tem a-mefma bafe AMNO , eftio entre {i como as
fuas alturas AE , AX; zflim temos

Jol. AK : Jol, AZy:": AR AX.

Multiplicando ~ eltas duas proporgdes ordenada-
mente,, e ommittindo " no refultado, o muliiplicador
commum feli"AK , teremos b & ‘

Jel. AGe: fol. AZ :: ABCD ¢ AE :AMNOXAX,

Em lugar das bafes ABCD e AMNO ,' pode-
mos por AB KX ADe AO X AM, o que dma

Sl AG : fol, AZ:; AB X AD X AE': AO X

AM X AX,

]
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Logo dois parallelepipedos reétangules quaefquer
eftao entre fi, &c. R
Scholio. Daqui fe fegue que podemos tomar por
- medida de hum parallelepipedo rectangulo o .produéto
* da fua bafe pela fua altura ,- ou o produo das fuas
tres dimenfoes.. Sobre efte. principio he que avaliaremos
todos. os outros folidos. 08 y Ll
Para . intelligencia: defta medida”, lembremo-nos
que por producto de duas ou de mais linhas fe en-
stende o .producto dos numeros que” reprefentio eftas
linhas , ¢.cltes numeros dependem, da wnidade lincar
3}16?{: pdde. tomar arbitrariemente. Ifto pofte, o pro-
uclo, das- tres. dimenfoes de hum parallclepipedo he
‘hum numero_qué nio fignifica. nada em-fi mefmo, ¢
que feria differente fe tomaffemos outra unidade li-
near. Mas fe multiplicarmos da mcfma maneira as
tres dimenfoes de outro parallelepipsdo , avaliando-as
? pela.mefifia unidade linear , os @ois produdtos eftarao
entre {i como os folidos, e dardo a 1déa de fua gran-
deza relativa. ‘ ;

A grandeza de hum folido, o feu volume, ou a

fua exten:ao , conftituem o que fe chama fua foli-
dez, e a palavra folidez fe emprega particularmente
" pard’ notar a medida de hum folido. Aflim dizemos
que a, folidez de hum parallelepipedo retangulo he
sgual ao produdto da fua bafe pela fua altura, ou ao
produtto das fuas tres dimen(oes.

. Sendo iguaes as tres dimensdes. do cubo, fe o
lado for 1, a folidez fera 1 X1 X1, ou 1;'fe o la-
do for 2, a folidez feri 2X2X2, ou'8; fe o lado
for 3, a folidez ferd 33 X3, ou 27, ¢ aflim em

. diante ; defte medo fendo os lados dos cubos como

N @snhumeros 1, 2,.3, &¢y, os cubos, ouas {uas folidezes
s30 como osnumeros 1, 8, 27, &c. Daqui vem que fe
charpa; em arithmetica cubo de hum numero, o producto
que refulta de tres factores ignaes a'elte numero.
.. Se quizeflemos fazer hum cubo duplo de hum
cubo ‘dado , deveria o lado do cubo procurado fer pa-
ra 0 lado do cubo dado como a raiz-cubica de 2

<
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efta para a unidade. Ora, acha-fe facilmente, por hu-

ma conftruccao geometrica, a raiz¥quadrada de 2,
mas nao fe péde achar da melma maneira a fua iz
cubica , 20 ‘menos pelas fimplicesioperagoes da geo-
metria_elementar , * que coniiftem ‘em empregar so-
mente 'linhas re®as , das- quaes sio conhecides dois
pontos , ¢ circulos que tem raios e centros determinades.

Efta difficuldade fez célebre entrs os antig}"%nfgco-
metras o problema da duplicagiao do cubo , bem como -
o da trifeccas do angulo , que he quafi da mefma or-
dem. qu"hg; muito .que sao eonhecidas as folugoes
de que sao fulceptiveis eftas fortes de problemas, as
quacs , aindaque menos fimplices’ que ‘as conitruecbes
da geometria elementar , no sao tedavia nem menos
exadtas nem menos rigorofas. §

\
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A [olidex de hum parallelepipeds , e em geral a
folidez."de hum prifma gualquer | he ‘igual ao producte
da fua bafe pela fua altura. S '

Porque *, 1% hum parallelepipedo qualquer he
equivalente 2 hum parallelepipedo réflangulo da mef-
ma altura e de bafe equivalcute (g9.) . Ora a’ folidez
defte he iguala {ua bafe muitiplicada pela fua altura ;,
logo a folidez dor primeiro-he tambemyt igual ao pro-
ducto da fua bafé pela fua altura G,

2.° Todo o prifma triangular he metade de hum
parallelepipedo. da mefma altura , e de bafe dupla
(6.). Ora a folidez defte he igual & fua bafc mul-
tiplicada pela“fua altura ; logo a do prifma triangu-
lar_he igual ao ‘producto da fua bafe , metade da do
parallelepipedo , multiplicada pela fua’ altura.

3. Hum prifina qualquer fe péde repartiri em
tantos prifmas triangulares da mefma altura quantos
triangulos “fe poderemn formar no spolygono que lhe
ferve de bafe. Mas a folidez de cada prifma triangular

&

heigual 4 fua bafe multiplicada pela fua altura ; ¢, como
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a altura he a mefina para todos ; fegue-fe que 2
forrma de todos, os’ prilings, parcizes  ferd igual i
fermma de  todos ios. triangidos que lhes fervem de
bafes , multiplicada pecla“aliura .commum. Logo a fo-
Jidez de Lum prifma polygonal qualquer he igudl ao
producio da'fua bafe pela fuasaltura,
. ‘Cerollarie. Se compararmosidois prifmas queitem
a mefma altura , os produétos des bafes pelas alturas
elidrao como as bafes. Logo dsis prifmas da mefma
aitura cfiao entre [ come as fuas bafes.; pox huna ra-
zao ferclhante duis prifmas da mefma_bafe. efiao en-
tre fi como as fuas alturas. S

+ .

PROPOSICZiO0 Xv.
’ LEMMA.,
§e Fuma ;,yram;dc'ABCDE‘fﬁg. 214.) for cora

| . " qtada per hum"flany abd fnmlmla\ a /}.jzje:

' 1.° Os lados SA, 8By SC . . . e a altura SO, fi-
caris diw(a’in’n:»froﬁarridvmlf’bmle &g a:, CY, . . 0
2.% A feccar abede ferd hum. polygono femellante

d bafe ArBCDE., B Sy 3
Porque 1.2 fendo parallelos os planos AED ,
atd , as fuas interfeccdes AB, ab , por hum terceiro
pleno SAB, sio parallelas {10, 5.2} ; logo os trian-
wgulos SAB , Sab , sio fcmelhantés ,4¢ temos 2 pro-
. por¢do SAg 8a: : SB: Sb ; teriamos do mefmo _mo-
do %;’:;“(_Sb: ;. 8SC: 8¢ |, e'aflim por diante. Logo
todos!'os lados SA , SB, SC,, &ec., eflio cortades pro-
porcienalmente em a, 4, ¢, &c. A altura SOy efld
“cortada na mefina propor¢do .no ponto v ; porque FO
¢ bo sio parallelas, eaflim temos SO : So:: SBu: Sé.
2.°“Como ab he parallela a AB, be a BC , ¢d a
CD , &c., o angulo aéc = ABC ,.0 angulp bed —
ECD , ¢ afiim em diante. De mais , os triangulos
femethantes SAD, Sab; dio AB: ab:: SB: Sb ; ¢
- 08, triangulos. femethantes SBC ;' Skc, dao SB: Sh::
BC.: i s dogo  AB: ab: : BC: ke § teriamos do
mefmo moedo BC : 4c:: CD: ¢d, e aflim em dian.
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te. Logo os polygonos abede ABCDE , tem os an-
gulos iguaes cada hum a cada“hum, e os lados ho-
mologos proporcionaes ; logo sio femelhantes.

Corollaris. Sejao SABCDE , SXYZ, duas pyra-
mides que tem ‘o vertice' commum , e as bafes no
mefmo plano , de forte que lellas tenhdo  a mefma
altura : fe ‘as cortdarmos pelo mefmo plano parallclo
ao plane das bafes ,'{¢ja abede a feccdo feitaem hy-
ma pyramide, xyz a fecg@o fcita” na outra’, digo 'que
as feccies y.abede ;' xyz, ~q/Iaraa enire fi como as ba-
fes "TABC DB MRY 757 x5

Porque , Tendo femelhantes os poh gonos ABCDE ,
akcde , . as fuas , fupericies eftao como ‘os quad-u‘us

dos lados Mmologos J‘B 'ab mas AB ' ab.: ' SA ;
Sa; logo .ABCJE abrde SA. Pclz mef-

ma razio XYZ: xyz s _?‘ S.? ]\Tw ,. como
al'rxy" he humi mefmo plano temos  tambem: SA :

Sa:38X t S¥; logo ABCHYX tobide.: : X YZ 2 xyz.
Logo as fecc0e,s abede ' xyz eﬁao emre {i como as

hafes ABCDE, XYZ. sy '. LY .
. PROPOSICKO ‘(Vls p
P & S L.E MM A of

« Seja SABC (fig. 215.) huma ’ranuc/e tﬂa}r =
lar rlujqua/ S be (o :'ernrc)c AB 1") lmfe 1( a’g;—
dirmos os lados SA, SB ; SC, /\P C?" tfn
(/xm: partes iguaes nos pmla? B e, F (x, 400

por efies ponlos tirarmos as Mr/'a:Dl Dl
F 5, FH, E1 , GH ; dizs'que f)oa'rnmos (m;/'//errn
a fiyramide, \ABC conto wm/)_/’a de dofs" prifinas
AGHFDE , EGICFH , equivalentes entre fi , ‘¢ de
duas énranm’rs iguaes SDEF ; EGBI.

m confequencia da mnliruu, 9, ED 'he Mrnl-
Jela.a BA, ¢ GE a AS; logo a ficura ADFGrhe
hum pamllclo'rammo A hqmn ADYH he ontro pe-
Ia mefma razao j logo “as tres reflas AD, GE ,#HF,
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sdo iguaes‘c"pa’h{}él(aﬁ‘x; lggg o [6lido AGHEDE he
hum prifma ( 14,088 2880 TRae Al A
~ Provaremos fete hiﬁfeh:én& “que “as duas figuras
EFCI, CIGH ;' sio parallelogrammos 4« e affim as
tres rectas LI, €1, GH jusio iguaes ¢ parallelas ;
logo o {6lidet EGICFH He tambem hum prifma. Ora
eu digo que eftes dois prifmasitriangulares sio equi-
valentés entre fi. NI T g :
Com effeito , fe formarmos fobre, as areftas GI ,
GE, GH, o paallelepipedo GX o prilma triangu-
lar GEICFH {era 'm@ta?fc defte” parallelepipedo (6. ) ;
. FOr o?‘tra; parte ,” o prifma AGHYDE;"he igual tam-
bem & metadesdo parallelepipedo GX (12 ), porque
tepa % mefia zltra, e o triangulo AGH , bafedo
prifipa’, he metade do pé{?l%&ammo GICH (2 123 )
bafe do parallelepigedo. Logoos dois prifmas EGICEH,

AGHEDE , sab eqifivalentes entre fi. SRTY
., Pwando eftes dois. prifmds %a yramide SAEC,
- ‘ficio a¢ duas pyramides SDEF , Egﬂjv ; ora eudigo
que clias duas jpyramifles ‘saa igules entre fi.

.. Com eficitaly’ esTados iguges , ' a faber,"BE=—SE ,

L ABG=mAGZDE; EG=—AD=8D fazent'o triahgu~

"1 BEG igual ao wriangtilo’ESTA Por huma razio fe-
melhapte ¢ arigngulo BEI he igual ao triangulo SEF ;
além difto , a incliméas mutua ¢85 doisplancs EXG ,
BEL, e a mefma que a dos dois plafics’ ESD, , SEF,

i %qﬁe' BIEG faz hum {6 plano com ESD , da mel-
ma maneira que BET com SEF. Logo fe, para effeituar-

+ mos' afobrepoiigao das duas pyranudes SDEF , EGBI ,
pozermos o teiangulo KEBG fobre o feu ‘izual SDE,
o plaro BEL deverd cahir f{obreio plano SEF ;% cr-
mo. os triangulos BBI #8EF, s36 iguaes ¢ femethan-
temente @ifpoites ., @ ponto | eahira ‘'em F , e asduas
pyramides SDEY, EGBY " coincidirad em' huma '{6.
Logo a pyramidesinteita SABC he compofta de

dois, pritmas thangulires AGF |, GIF , equivalentes
entre i, ¢ de dudas pyramides iguaes SDEE,; EGBI.
Cagollario. L. Do vertice S abaixe-fe SO perpen-
dicular {obre o plano ABC , ¢ feja P o, ponto em
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ue efta perpendicular: encontre o plano DEF paral-
?do a AB%CI;P como SD— 1 SA te‘fs:ﬁos SP ::p‘; SO
(15.), ¢ o triangulo DEF — 1'ABC. -Logo: a folidez
do prifma AGHFDE=—1 ABC X £ 80 , ¢ a dos dois
prifmas juntos AGHFDE, EGICFH ' =—§ ABC X SO,
Eftes dois prifmas :3o msnores que 2 pyramide SABC,
porque fe contém:nella ; lbge‘.»djolideg'.;dfgqurlm pyra-
mide triangular: be maior que o quarts doprodults da

Jua bafe pela fua altura.. .. b1 o 3

Corollaris Il. ‘8&| tirarmos .as re&tas DG., DH,’
teremos huma nova pyramide ADGH , que ferd igual

4 pyramide SDEE: porque podemos por a bafe DEF-
fobre a fua igual AGH , ¢ entap os angulos' SDE |
SDF , fendogiguaes aos. angules DAG , DAH | he |
claro .que DS cahird fobre AD (25, 5. fchol.), e ¢
vertice S fobre -0 wertice D. . Qra 2 pyramide ADGH

" he menor que o prifma AGHDEF:, porque fe con--
tém nelle ; loggo cadd huma idasspyramides SDEF §

EGBI, he menor que“o prifma AGHDEF ; logo a’
pyramide SAgé; que he compotta de duas pyramides
e de dois" prifmas, he menor que quatro dos mefimos
prifmas.. Ora a f{olidez de hum® deltes. prifmas =
1 ABC XSO, e' o feu gquadruplo — & ABC X SO.
Logo ayfsiidex de qualquer pyramide triangular he. e~
nor que ametade do produtto da fua bafe pela. fua al-
lura. % " \

e PR OMR O S FC %O X VT T T S

-

T H 2 OREMA.
‘ - ;

A folidez de huma  pyramide triangular he igual
ae terco Aa \produéto. da fua bafe’ pela [ua altura.

Seja-SABC huma pyramide triangular qualquer
(fig, 215.) wABC a {ua bafe, SO a'fua altera; di-
go que afolidez da pyramide SABC' ferd igual 20
terco do producto da Tl:lp:rtisic ABC pela altura SO;
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de forte quc tercmos SABC "“ —ABC )(SO ou ==
SO x ABC.

Purque y fe me neg:n'cin efta propof‘ qao , a foh-

" dez SABC devera fcr lgual 20" ptodu&o de SO por
:‘; '4‘\ y

huma quanudadc maior ou menor que -;- ABC.

SC_]a 1.2 effa quanndade maior de forte que feja
SABC == 0% (-— ABC +M) . Se ﬁzermos a mef-

ma con’irucczo que na prccedente propoﬁc;zo y @ py-
« ramide SALC ficard dividida em ‘dois prlﬁnas equiva-
Jentes entre fi AGHFDE , EGICFH, ¢ em duas py-
ramides iguaes SDEF , EGBIOra a folidez do prif-
- mi AGHFDE he DFE % PO, ¢ ados dois prx(?mas
_lze por confequencia DFE ¢ 2P0, ou DFE % SO.
T!ranrio os dois prifmas da pyramlde inteira , o refto
ferd n;ujxl ao dobro da pyramlde bDEF de forte que
tercmos

28DEF =50 X ( ABC + M —DEE).
Mas como SA'he dupla de SD, a fupcrﬁcxc ABC
o quadrupla de DFE (13.), e affim '~ ABC —
DFE — % » DIE — DFE ——.’ DFE; logo
~5Dm——so x (1 = DFE+ M).

E por tanto , tomando as metades , ‘teremos
SDEF = SP' X | r’ DFE}- M.
Donde. fe vé que para ter a (ol dez' da pyrnxmdc SDEF,

fe deverg: ajuntar ao tergo da fua bafe a mefma fu-
perficic \I que ja fe havia ajuntado ao tergo da bale
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da grande pyramide;, ¢ multiplicar o'todo pela alura
SP da peguena pyramide. L.

Se dividirmos 8D em duas igualmente no ponto
K , e pelo ponto K fizermos padar-o plano KLAM
parallelo a DEF, que encontre em Q "a" perpenicu-
lar SP , a mefma demonitragio prova que a folides

da pyramide SKLM ferd igual a SQ % (i;! KLM
M). ‘ ol fr
sztinuan:lo aflim a formar huma ferie de py-
ramides , cujos. lados decreffdo em razdw dupla, e as
bafes em raziao quadrupla, chegaremos bem depre [a
a huma pyramile Sabe, guja.b@fe' abe fera menor que
6M : feja- So ‘a altura deita®ultima pyramide, e a {ua
folidez , deduzida das folidezes 'das pyramides preceden-

e B A o R P % f ; r s
tes , ferd So X (% abe4-M) . Mas temos M > % iq&«"_.;
..: ? ¥ X W ’ i k b " -~ iad | o.‘1

e por confequencia —: abc‘vl—‘M_é P % abe 5 logo fes
fia neceffario que a folidez -da py..ra.x\nidé, Sabe folle
maior que So 3¢ £ abe. Refultado ablurdo , porque pro-
vamos no Corollario 1. da propofizas precedente,
que a folidez de huma pyramide triangular ‘he {empre

menor. que a metade do producto da fua bafe pela
fua altura ; logo 1.> he impoffivel que a folidez da '

pyramide SABC feja maior que SO X % ABC.. %

Seja 2.° SABC = SO X ( :-ABC — M), pro-

varemos , como no priméiro cafo, que a folilez da
pyramide SDEF , cujas dimeasdes sdo duas vezcs

o 3 (A Sy £ EX
menores , he igual a SP x (- 'DEF—M )3 e, con-
3
. $ ol . .
tinuando a feriz d: prranidzs cajos lalns dacesfc:m
s razdo duply, até hda termg qualgaer Sabs , te-
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rémos do mefmo modo a folidez da ultima pyramide
Sabe=—S8s ¥ ( % abé— M. ‘Mas’ fc;:fm'ando_u as bafes
i ABC, DEF, ;‘LKMI,H .« abes, huma ferie decrefcente da

qual cada termo he o quarto do precedente’, chegaremos
‘bem deprefia a"hum termoabe, 1gual a 12M5 ou\%uc fe-
ré comprehendido entre 12M e 3M j entdo fendo M igual
. 1 bian o % 8 :

ou maior que --_ sbc, a quantidade 3 abe — M fera
o ERI2 N

¥l 1 \ X :
ou igual a - abe, ou menor ques abe ; de forte que
prv.aar ki o

a folidez da pyn:g?nide Sabe ferd ou = So X :_,—ézbc g

. ?f( 85 % i— abe. Refultado tantbem abfurde ;;-pg}:gue,

Afegundo o torollario 1. da propoficio precedente , a
folidez de huma pyramide friangular’ he fempre amaior

ne o quarto do produéto da fua bafe pela {ua altira.
iogo 2.7 a folidéz da pyramide SABC nao pbde fer

. menor’ que SO x ;—ABC. :

" Logd em fiin a folidez da pyramide SABC —
; \ ’ : ;
8O X é. ABC, ou:-} ABC 5 SO conforme 0

enunciado do theorema.

" Coréllaris . Toda a pyramide triangular he o
tergo “do prifma triangular da mefma bafe e da melma
altura ; porque ABC 3¢ SO he-2 folidez do prifma do
qual ABC he a bafe e 8O aaltura.

Corollaria Il. Duas pyramides triangulares da
meflma altura effdo eutre i como ' as fuas bales , ¢
duas pyramides triangulares da mefma bafe eitao en-
we fi como as {uas alturas, .

\ - "
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PROPOSIGCXO XVIIL
TrEOREMA.

Teda & pyramide SABCDE ( fig. 214.) tem por
medida o ter¢o do preducio da fua %a elBCDE e
la fua altura AO. :
Porque , fazendo paffar os planos SEB, SEC,

elas diagonaes EB , EC , dividiremos ‘a pyramide po-

f)'gonal SABCDE em muitas pyramides triangulares
que terdo todas a mefma altura SO. Mas, pelo theo-
rema precedente , cada huma deftas pyramides fe me-
de multiplicando cada huma das bafes ABE , BCE,
CDE , ‘pelo tergo da altura SO ; logo a fomma
das pyramides triangulares , ou a pyramide polygonal
SAECDE , teia por fmedida a fomma dos triangulos
ABE , BCE, CDE, ou o polygono ABEDE , mul-

tiplicado por ;—- SO. Logo toda a pyramide tem por

medida o tergo do produ&o da fua bafe pela fua al-
tura. ;

Corollatio I. Toda a pyramide he o terco do
prifma da méfma bafe e da mefma altura.

Corollarto I1. Duas pyramides da mefma -altu-
sa eldo entre fi como as fuas bafes , e duas pyra-
mides da mefma bafe eftio entre fi como as fuas
alturas. \

Scholio. Pbde-fe avaliar a folidez de todo 0 corpo
polyedro, decompondg-o em pyramides., e efta de-
compoficao fe y@le tazer de muitas maneiras, Huma
das mais {implices he fazer paflar os planos, de divi-
20 pelo vertice de bum mefmo angylo folido ; entio
teremos tantas pyramides parciaes quantas forem as
faces do polyedro , excepto aquellas que 16rn 30 o an-
gulv [Olido donde partem os planos ac divisao.

N
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PROPO-SIQ'AO XIX:
T H B O R:E MA.‘

Se ‘huma pyramide for certada por hum plare
parallelo 4 fua bafe, o tronco reflante depois. de tira-
da a pequena pyramide y he igual d fomma de tres
pyramides que teriao por allura commum a altura ds
tronca , e cujas bafes ferido a bafe inferior do tron.
€0, & fua bafe fuperior, e huma meia proporcional
entre eflas duas bafes. . 5

" ‘S¢ja SABCDE (fig. 217.) huma pyramide ccr-
tada pelo plano abd parallelo a bafe : feja TEGH
'huma ‘pyramide triangular cuja bafe e altura fejzo
dguaes ouw equivalentes ds da pyramide SABCDE,
Podemos fuppdr -as duas bles fituadas no mefmo
plano ; e entao o plano «bd , prolongado, determi-
nara na pyramide triangular huma fecgido feh, fitua-
da: na mefma altura)acima do plano commum das
bafes. Donde refulta que a feccig fg/ eftd para a
.«feccao abd como a bafe FGH: efta para a bafe
ABD (15.); e como as bafes sio equivalentes,
as feccoes tambem o ferio. Logo as pyramides
Sabede , Tfgh , sio equivalentes , porque tem .a mef-
ma. altura e bafes equivalentes. As pyramides intei-
ras SABCDE , TFGH, gao equivalentes pela mefma
razao ;- logo o$ troncos ABDdeb, FGHAfz, sio
equivalentes , e por confequencia baftara demeonftrar
a propofigio enunciada, {6 para o cifo do tronco
de pyramule triangular. . \ i

Scja FGH/fg ( fig. 218.?‘ hum 'tronco de pyra-
mide triangular' de bafes- parallelas : pelos tres pon-
tos' F, g, H, conduza-fe o plano FgH, que cor-
tara do tronco a pyramide triangular gFGH. Ella
pyramide tem por bafe a bale inferior FGH do
tronco ; tambem tem por altura a altura do tronco,
Jg«)/;'qu:: o vertice g et no plano da_bafe fuperior
&7 " 2
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Cortada efta pyramide , ficard a pyramide qua-
drangular g/AHF , cujo vertice he g e a bafe fAHF.
Pelos tres pontos, f, g, H, conduza-fe o plano
frH , que repartird a pyramide quadrangular em duas
triangulares ¢t/ H, gfAH. Efta ultimi tem por bafe
a bafe fuperior gfh do tronco, e ﬁbr altura’ a altura
do tronco , porque o feu vertice pertence a “bafe
inferior. -‘Afim temos jd duas das tres pyramides que
devem compor o tronco. : :

Refta confiderar a terceira gFfH': ora, fe ti-
rarmos gK parallela a fF, e imaginarmos huma' no-
va pyramide fFHK , cujo vertice he K e a bafe .
FfH ; eftas duas pyramides terdo a mecfma bafe
F7H ; elias terio tambem a mefma altura, porque
os vertices g ¢ K eftdo fitvados em huma linha gK
parallela a Ff}'e por cofifequencia parallela ao pla-
no da bafe ; logo eftds pyramides sio equivalentess
mas a pyramide fFKH péde fer confiderada como
tendo o vertice em f, ¢ affim- teri. a mefma altura
que o tronco. Quanto 4 fua bafe FKH, digo que

- ella he mcia proporcional entre as bafes FGH , fg5.
Com effeito, os triangulos FHK fgh, tem hum an
gulo igual’ F— f, e hum lado igual FK = f¢ ;
logo temos (24, 3.) FHK : fgh: : FH : fh. Tam-
bem temos FHG : FHK : : FG : FK ou fr. Mus 68
triangulos femelhantes FGH fzh, dio FG : fe': ¢
FH:fh; logo FGH : FHK :: FHK : fgh ; e afiim
a bafe FHK he meia proporcional entre as duas ba-
fes FGH , fgh. Logo Eum tronco de pyramide trian=
gular s de bales parallelas ,” equivale a tres pyrami.
es que tem por -altura commum a altura do tron-
€o, e cujas bafes sao a bale imferior do tronco, a
fua bafe fuperior , ¢ huma meia proporcional entre
citas duas bafes, 3 '
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PROPOSICAO XX
I ’
THEOREMA.

Se  cortarmes . hum prifma - triangular do gual
ABC (fig. 216.) ke a bafe, Kor hum . plane DEF
inclinado “a'efta bafe , o folido ABCDEY , que reful.
ta' defla [eccao , ferd igual a Jomma de tres pyra-
mides ciljos vertices sio D', E, ¥, e a bafe com.
mum . ABC. : ' :

Pelgs tres pomtos ¥, A, C, faca-fe paffar o

no. 'FAC , que cortara do prifma truncads
ABCDEF , a pyramide triangular FABC. Efta py-
ramide tem ' por bafc ABC , ¢ por vertice o pon-
to F. ¥
I Depois. de: feparar efta pyramide, ficard a pyra-
mide quadrangular FACDE , da qual F he o verti-
ce, ¢ ACDE a bafe. Pelos tres pontos F, E, C,
tire-fe mais hum plano FEC, que dividiia a pyra.
inide quadrangular -em duas pyramides triangulares
YACE, ¥CDE.

A pyramide FAEC , que tem por bafe o trian-

gulo I\K'LZC ¢ por vertice o ponto F ,; he equivalente
a huma pyramide EABC , que teria por bafc AEC
e por vertice o ponto B, Porque eflas duas pyrami.
des tem a mefma bafe ; tambem tem a mefina alw-

Aray parque a linha BY , que he parallela a cada hu-
mg das linhas AE, CD, he parallcla aoifeu plano

 “ACE ; logo a pyramide FALC he cquivalente a py-
ramide. EABC , a qual  pole fer confiderada como
tendo por bafe ABC , e por wertice o ponto E,

A terccira. pyramide! ECDE 5 fe pode eonverter
primeciro em . AFCD ; porque eftas duas pyramides
tem @ mehna bafe F'CD ., ‘e -tambem tem a mefma
altura, porque AE ke parallela a0 plano FCD
logo ‘a pygumide FCDE he equigalente a AFCD.
Depois a *pyramide AFCD fc pode .converter em
AECD; porque citas duas pyramides tem a bale

o R
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commum, ACD ; tambem tem 2 melma ajtura, "por-
que os feus vertices &' ¢ B eftio fituados fobre hu-
ma parallela” a0 plano ' da  bafe.. Logo "a pyramide
FCDE', equivalente "2, AFCD [ tambem' ke egquiva
lente a ABCD : ora effa pode fer’ confiderada. como
tendo por, bafe, ABC e por vertice o _ponto D.

Logo em fim o priima truncado ABCDET he
igual 4 fomma de tres pyramides gue tem  por baie
commum ABC ., e cujos vertices sao refpc&ivamen-
te os pontos D, E, F. »

Corollario. Se as areftas: AE; BF, CD, forem
perpendiculares a0 plano da bafe, ellas ferao ao mef-
mo tempo as alturas dds tres pyramides ?u‘c ‘com-

olidez do

-
oy

prifma truncado ferd expreflo por —:- ABC )(AE

¥ :.ABC/X DF +‘:. ABC X CD , guantidade

que fe reduz a ls ABC X (AE 4 BF JCD)). |
PROPOSIGZAO XXIL

T B E© R EMA.

Duas  pyramides triangulares femelhantes tem as
Jaces hemologas femelhantes , e os anglos folides. ho-
wologss iguaes. R e

Segindo a definicio’, as duas pyramides triangud
lares SABC , TDEY (“fig. 203. ), sdo fcmelhantes,
fe os dois triangulos SAB, ABC, sin f{emclHantes
aos dois TDE ; DEF, e femelhantemente difpafios ,
uer dizer, f{e''tivermos o anzalo ARS 4 DET,

AS — EDW¥, "ABC ="DEF, "BAC —=EBf , ¢
fe além dilto ‘a “inclinaciio dos “planos SAB, ABC
for igual 4 dos planos THDE , DEF. 180 pofto, di-
2o que eftas pyramides tem todas as faces femcihan-
tes cada huma a ¢cada huma ; ¢ 08 anguled folidos ho-
mologos ' iguaes. . - 3
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Tome-fe BG = ED, BH — EF, BI = ET,
e ajunte-fe GH, el IH A pyramxdc TDEF he
igual 4 p)ramulc IGBH porque , tomando os iados
GB, BH, iguaes aos lados P EF e "o angulo
GB!] fendo, por hypothefe, igual a0 angulo DEF ;0
. triangulo GBH. he igual a DEF. Logo para cffei-
. tvar a fobrepoficao das duas pyrammdes, podemos
por a bafe DEF fobre a fua igual GBH ; depois,
como o plano DTE he inclinado fobre DEF quanto

slano SAB. fobre ABC , “he claro “que o plano
D “T cahtra indefinidamente fobre o plano BAS.

‘Mas , por h Eothefc o angulo DET = GBI ; logo
" ET cahira ére a fua lgual BI ; e como os qumo
ponto& D T, coincidem com os_quatro

H i fegue-!e (G) que a pyramide TDEI‘
commde com a pyramide IGBH

Ora, os triangnlos iguaes )EF GBH , dao o
engulo, BGH — EDF — BAQ 1000 GH -he pa-
rallela a AC. Por huma razio femelhante GI he
paralleln a AS; logo o plano IGH he parallelo a
SAC ( 13, 5.) . Daqui fe fegue que o triangulo
IGH , ou o feu igual TDF, he femelhante a SAC
(5. )20 trnnrrulo IBH, ou o feu igual TEF,
he femelhante a SBC; logo as duas pyramldes trian-
ulares femelhantes SABC TDEF; tem as quatro
faces fermelhantes cada huma a cada huma: e além
difto tem os angulos folidos homologos iguaes. .

Porquc, ja puzemos o angulo folido E fobre o
feu homologo Bigae; podcrmmos fazer o me{mo a0s
outros dois angulos folidos .homologos :- mas. vemos
immediatamente  que dois angulos folidos homelogos
sdao iguaes, por exemplo, os angulos T e S, porque
sio formados por tres angulos planos iguaes cada
hum a cada hum , e femelhantemente difpoftos.

Logo duas pyramides triangulares . femelhantes
tem as faces homologas {femelhantes ¢ os angulos folidos
homologos iguaes.

Corellamo I. Og triangulos fcmelhantes nas duas

yramxdﬁ.s fornecem as proporcdes AB; DE:: BC:
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fF:: AC: DF ] AS:DT::8B: TE::S8¢C": -
TF ; logo nas pyramides triangulares femelhantes , os
lados -homologos 's@a’ praporcionaes.

E , como, os angulos folidos homologos sio
iguaes , fegue-fe que a inclinagao de duas faces
guaefquer de huma pyramide he igual & inclinagio
das duas faces homologas da pyramide femelhante.

III. Se cortarmos a_pyramide triangular SABC
por hum plano GIH, Yara,llclo a huma das faces
SAC, a pyramide parcial ‘BGIH ferd femelhante a

yramide inteira. BASC. Porque os triangulos BGI ,
GH, sao femelhantes aos triangulos BAS , BAC , ca-
da hum a cada-hum, e femelhantemente difpoitos ; a
inclinagdo dos feus planos he a.mefma em athbas as
partes ; logo as duas pyramides sdo femelbantes.

IV. Em geral , fe cortarmos huma pyramide
gualguer SABCDE (fig. 214.) por hum plans abede,
parallelo @ bafe , a pyramide parcial Sabede ferd fe-
melhante d pyramids inteira SABCDE.  Porque , as
bafes ABCDE , alcde sio {emelhantes, e ajuntando
AC, ar, acabamos de provar que a pyramide trian-
gular SABC he femelhante 4 pyramide Sabc; logo o
ponto .S effd determinado acérca da bafe ABC co-
mo cfld o ponto S Acérca da bafe abe ( def. 18.);
logo as duas pyramides SABCDE, Sabcde, sio fe-
melhantes. ' ‘ .

Scholio. Em vez dos cinco dados que requer a
definicio para a fcmcl'nanga de duas pyramides trian-
gulares , poderiamos fubilituir outros cinco, fegundo
differentes - combinagées , e daqui refultarido outros
tantos theoremas entre os quaes {¢ diftingue o feguin-
te: Duas pyramides triangulares sio [emelhantes quan-
do tem os lados homolsgos- porporcionaes.

Porque , fe tivermos as proporgoes ( figsi 203. )
AB i DE': v+ BCsEF::AC: DE : : AS : DT : ¢
SB:TE::8C: TF, o que abrange éinco condicses ;
os triangulos ABS , ABC, ferdo femelhantes aos trian-
gules DET ,"DEF, e femelh ntemente difpoltos. Te-
vemos tambem "o triangulo SBC femclhante a TEF;
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logo os tres angulos planos que formio o angulo fo.
lido B fera» iguaes aos angu1us planes que formio o
angulo folido E, cada hum a cada hum ; donde fe
fegue que a inclinagdo dos planos SAB, ABC he
igual a dos feus homelogos TDE, DEF, e por tan.
to as duas pyramides s2o femelhantes. :

l_’ROPOSI(;lO XXII,
' T HEORE MA.

Dois fo[yfdra: Jemelhantes tem as faces homolo-
gas femelhantes , ¢ os angules folides homoiogos
1guaec. ®
: Seja AECDE (fig.219.) a bafe de hum polyedro;
fc a0 Nf e N os vertices de dois angulos folidos, f6:a defta
bule ,determinados pelas pyramides trizngulires MAEC,
NAEC , cuja'bafe commum he ABC; fe o no ou-
tro polyedro , abzde a bafe homologa du femelhante
a ABCDE, m e n os vertices homologos a M e
N, determinados pelas pyramides mabe , nabe , fe.
melhantes ds pyramides MAEC, NABC ; digo pri-
mciro que as ditancias MN, m», s3> proporcionaes
~ao0s lados 'homologos AB , ab.

Com effeito , fendo femelhantes as pvramies
MABC, mabc, a inclinacd> dos planos MAC, BAC
he igual 4 dos planos mac , bac : igualmente ,-fendo
femelhantes as pyramides NABC , na’ , a inclina-
¢i» dos planos NAC, BAC he igual 4 dos planos
nac , bac. logo, fe tirarmos as primeiras inclina-

0-s das vltimas, ficard a inclinacd» dos planos
NAC, MAC, igual & dos planos mac,, mac. Mas,
por caufa da femelhanga das mefmas pyramides, o
trianzulo MAC he {emelhante a mac, e o triangu-
lo NAC he femelbante a nac. Logo as duas pyra-
mides triangulares MNAC , mnac, tem duas faces fe-
melhantes cada huma a cada huma, femelhantemen=
te difpoftas ¢ igualmente inclinadas entre fi. Logo
eftas pyramides sio femelbantes (21.), € os feus
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Yados homologos dio a proporcio MN :mm:: AM:
am. Além dilto AM : am:: AB:ab; logo MN :
mn:t AB : ab. \

Sejao P e p outros dois vertices homologos dos
mefmos polyedros , e teremos femelhantemente PN :
pon::AB:ab, PM:pm:: AB : ab. Logo MN :
mnt: PN tpni: PM:pm. Logo o triangulo PNM
ue ajunta tres wertices quaefquer de hum polyedro ,
be - femelbante a0 triangulo pnm que ajunta os tres
uertices homologes do outro palyedro.

Sejao ainda Q) e 4 dois vertices homologos , e
o triangulo PON fera femelbante a pgn. Digo mais

ue a inclinagao dos planos PON , PMN , he igual
a dos planos pgn, pmn,

Porque ,” fe ajuntarmos QM , e ¢gm , teremos o
‘wiangulo ONM femelhante a gnm, e por conlequen-
cia o angulo QNM igual a gam. Imagine-fe em N
hum angulo folido éormagio pelos tres angulos pla-
nos QNM , ONP, PNM, e enr # hum =2ngulo {o-
lido tormado pelos tres angulos planos gnm, gnp,
pam ; como eftes angulos planos sao iguaes cada hum 2
cada hum , fegue-fe que os angulos folidos s3> iguaes.
Logo a inclinagdo dos dois planos PNQ, PNM,
he igval'da dos feus homologos png , pam. Logo , le
os dois triangulos PNQ, PNM, eftiveflem no mef-
mo plano, cafo em que feria o angule QNM —
QNP 4} PNM, teriamos tambem o angulo ¢gnm —=
gnp =~ pnm , e os dois triangulos ¢np , pam ellarido
tambem no melmo plano. .

Tudo que fica «demonftrado tem lugar, quaef-
quer que fejao- os angulos M, N, P, O, compa-
rados com os feus homologos m, n, p, ¢.

Supponhamos agora que a filperficie de him
dos polyedros feja ‘repartida em triangnlos ABC,
ACD, MNP, NPQ , &c., he claro que a fuper.
ficie do outro polyedro contera hum igual numero
de triangulos. &b, acd , mnp, npq, &c. femelhantes
¢ femelhantemente difpoftos ; ¢ fe muitos triangulos,

como MPN, NPQ, &c.," pertencerem a huma
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mefma face, e cftiverem em hum mefmo plano , os’
feus homologos mpn , mnpg, &c. eftarao igualmente:
em hum mefmo plano. Logo toda a face polygona
em ‘hum polyedro correfpondera a huma face polygo-
na femelhante no outro polyedro. Logo os dois po-
lyedros eltardo comprehendidos debaixo do mefmo
numero de¢ planos - femclhantes e femelhantemente
difpoftos. Digo mais que os angulos falidos homolo-
gos ferdo iguaes. -

Porque , fe o angulo folido N, por exemplo,
he formado ‘pelos "angulos planos QNP , PNM,
MNR ,  ONR, o angulo {olido homologo 7 feia
formado pelos angulos planos.gnp , pam , mnr , qnr.
Ora eftes angulos planos sao 1guaés cada hum a
cada hum, e a inclinacio de dois planos adjacentes
he igual a dos feus homologos. Logo os dois an-
gulos folidos sao iguaes , porque fe podem fobrepor.

Logo finalmente dois polyegdros femelhantes tem
as faces homologas femelhantes e os angulos folidos
homologos iguaes. ‘

Corollario. Segue-fe da demonftragio precedente
.que fe , com quatro vertices de hum polyedro®, for-
marmos huma pyramide triangular , e-formarmos fe-
. gunda cpm os quatro vertices homologos de hum
_folycdro femelhante , as duas pyramides ferdo feme-
hantes ; porque terao os lados homologes proporcio-
nacs (21. fch.). ! :

He claro tambem que: duas diagonaes homolo-
ga! (17, 2.), por exempla, AN, ay , eflao entre

como dois lados homologos AB., ab.

PROPOSIGAO XXIIL

T HEOREMA.
Doiy polyedros [emelbantes: [e podem repartir no
mefmo numero de pyramides: triangulares femelhantes,

" sada bu»ﬂm‘a cada huma , e [emelhantemente difpofias.
Porque j4 vimos . que as {uperficies de -dois “po-
i
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lyedros fe podem repartir no mefmo numero de
triangulos femelhantes , cada hum acada hum , e fe-
melhantemente difpoftos. Confideremos todos "os tridn-
gulos de hum polyedro , excepto aquellés que f6rmao
o angulo fé!ido A, coms as bafes de outras tantas
pyramides triangulares que tem o vertics em A, el-
tas pyramides juntas comporad o polyedro. Reparta-
fe do mefmo modo o outro polyedro em pyramides
que tenbdo por vertice commum o vertice: do angu-
lo @ homologo a A. He claro que a pyramide que
ajunta os quatro vertices homologos de hum. polye-
dro ferd femelhante 4 pyramide que une os quatro
vertices homologos do outro polyedro. Logo dois po-
lyedros femelhantes , &c.

PROPOSIGCZXO XXIV.

T {,EOR EM A,

Duas' pyramides [femelbantes eftao entre fi como e
cubos dos ladas homologos.

Porque , fendo femelhantes eftas duas pyramides ,
{fig. 2{43ﬁpoderemos por a menor fobre a maior de ma-
neira que fiquem tendo o angulo {Glido S'commum. En-
tio as bafes ABCDE , abcde , ferio parallelas’; porque,
eomo as faces.homologas sio femelhantes (22.), o
angulo Sab he igual a SAB, ¢ Séc a SBC ; logo o
plano abe+he parallelo ao plano ABC (13,5.). If-
to pofto , feja SO a perpendicular abaixada do verti-
ce S fobre o plano ABC , e fcja 0 o pontp em que..
elta_perpendicular encontra o plano ‘abc ; teremos ,.
fegundo o que ja demonftrimos (15.), SO: Se::
SA: 8a:: AB: ab; c por confequehcia

'gso:l'sa.S AB : ab.
3

Mas as bafes ABCDE , abcde , sao figuras femelhana :
tes, ¢ ddo , .

-~
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ABCDE : abcds - : ﬁz : a—lhz

Multiplicando cfta duas propor¢Ges termo por termo,
refultard daqui a proporcio, : '

ABCDE ;-—SO: abede ’;sg: 7% Lt

ora ABCDE X %SO he a folidez da 'pyramide
SABCDE (18.) e abede X '—Sohe a dapyrami-
3

de Sabede ; logo duas pyramides {cmelhantes eflao en-
tre fi como os cubos dos feus lados homologos.

PROPOSICAO XXV.
THEOREI\'{\A.

Dois polyedros [emelkantes efiao entre fi como os

" cubos dos’ lados homologos.

Porque dois polyedros femelhantes podem fer re-
artidos no mefmo numero de pyramides triangulares
femelhantes cada’ huma a cada buma (23.). Ora as
duas pyramide§ femelhantes APNM ( fig. 219.), apnm,
eftio entre fi como os cubos dos lados homologos
AM, am , ou como os cubos dos lados homologos
AB, ab, A mefma razio terd lugar entre outras duas

 pyramides homologas quaesfquer ; logo a fomma de
. todas as pyramides que compde hum polyedro, ‘ou o

mefmo polyedro , efta ‘para o outro polyedro como o,
cubo de hum lado qualquer do primeiro eftd pdra o
<ubo do lado homologe do fegundo,

Scholis geral.

1

Pbde-fe reprefentar em termos algebricos, quer

. dizer , da mancira mis fuccinta , a'recapitulacdy das
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principaes propofigbes defte livro acerca das folidezes
dos polyedros. 3 ,
¢ Seja'B a bafe de hum prifma, A a fua altura,
a folidez do prifma fera B X A ou BA.

Seja B a bafe de huma pyramide, A a fua altu~

ra ; a folidez da pyramide fera BxL A, ou A X ;—B x
3. %

oul BA.

3 |

Seja ‘A a altura de hum tronco de pyramide de )
bafes parallelas, fejao B ¢ B! eltas bafes 5/ BRI fe-
réi a meia proporcional entre ellas , e a folidez do

tronco fera L A X (B4 B'4- |/BR!').
: .

Seja B a bafe de hum tronco de prifma trian-
gular ; A, A, A" as alturas dos’ feus tres vertices

fuperiores , a folidez do prifma truncado fera ALBYSe
3

(A4 A+ AV )., _

Sejao’ finalmente P*e p as folidezes de dois po-
Iyedros femelhantes, L e / doist lados homologos del-
tcs polyedros, teremos P: p 1] LAV

N
-



208

LIVRO VL

ESFERA.

e ol S

DErFi1NI%gOES
/

Ed

i E Sfera he hum félio termimado por hua
ma fuperficie curva , da qual todes os pontos sio
igualmerite diftantes de hum ponto  interior que fe
chama centro.

Péde-fe imaginar que a esfera he prodizida pe-
la revoluczo do femi-circulo®* DAE (fig. 220.) em
torno do diametro BE. Porque a fuperficie deferita
nefte movimento pela curva DAE , terd todos os feus
pontos em igual diflancia. do centro C.

_ I11. Raie daesfera he huma linha re&®a tirada
do ceftro a hum ponto da fuperficle ; diametro ou
eixo he huma linha que paffa pelo centre e termina
de huma e outra parte na fuperficie. g /

Todos os raios da esfera sdo iguaes ; todos os
diametros sio iguaes e duplos do raio.

I1I. Dgmonftraremos { pr. 1.) que toda a-fec-
¢ao ‘da esfera , feita por hum plano’, he hum circu-,
lo ; ilto pofto , chama-fe circulo maximp a fecgio que
pafla pelo centro, e circule menor a que nio palla.

IV. Hum plano he tangente 4 esfera quando
tem hum {6 ponto commum com a fua fuperficie.

V. Pilo de hum circilo daesfera he hum pon-
to da fuperficic igualmente diftante detodos _os pons
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rtos dacircimferencia defte circulo.” Moftraremos ( pr.
6.) que  todo o circulo maximo ou menor fempre
.tem deis polos. . e

V1. Triangule esferice, he huma parte da fu-
perficie da esfera, comprehendida ‘por tres arcos de
circulos maximos. : s .

Eites arcos, que fe chamfo /adss do triangulo ,
fempre fe fuppde menores .que a femi-circumferencia.
Os angulos que os feus plinos fazem entre fi sio
os angulos do triangulo,

VII. Hum triangulo esferico toma o nome de
reflanguls  ifosceles , equilatero , nos mefmos cafos que
hum trjangulo reétilineo. :

VIII. ' Polygono esferico he huma parte da fu-
perficie da esfera terminada por.muitos arcos de'cir-
culos maximos.

IX. Fufs he aparte da fuperficie da esfera com-
prehendida entre dois femi-circulos maximos , que ter-
minio em hum diametro commum, -

X.  Chamarei cunbha ou unka esferica a ‘parte
do f6lido da esfera comprehendida entre os mefmos
femi-circulos maximos , e a qual o fufo ferve de bafe.

X. Pyramide esferica he a parte do {6lido da
esfera comprehendida entre os planos de hum angulo .
{ohdo que tem o vertice no centro. A bafe da pyra-
mide he o polygono esferico , intercepto pelos mefmos
planos. i \ :

XII. Chama-fe zona a parte da fuperficie d=
esfera comprehendida “entre dois planos parailelos que
sa0 as fuas bafrs. Hum deftes planos péde fer tangen-
te a esfera, e enido a zona tem (6 huma bafe.

XIII. Segments esferico he a porgao do {6lido
da esfera comprehendida entre dois planos parallelos
que =a> as fuas bafes. .

Hum deltes planos pode fer tangente 4 esfera,
¢ entio o fegmento esferico tem (6 huma bafe.

XIV. Eixe ou altura d= huma zona ¢ de hum
fegmento he a diftancia dos doisplanos parallelos qus

630 as bafcs da zonawou do {egmento.

~

s
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XV. Em quanto o femi-circulo DAE (fig. 220 )

girando em torno do diametro DE defcreve a estera,
todo o feétor circular, como DCF ou FCH, defu
creve hum {6lido que fc chama fetior esferico.

PROPOSIGAO L
THEOREMA,

Toda a feccio da esfera , feita por bum plane ,
ke lum circuio. &

Stja AMB (fig.221.) a feccido feita por hum pla.
ne na esfera cujo centro he C. Do ponto C tire-fe
a perpendicular CO fobre o plano AMB, e differen-
205 linhas CM , CM , a differentes pontos da curva
AMB , que termina a fecido.

, As cbligras CM , CM, C8, sio iguaes, porque
#30 raios da esfera , logo elido igualmente diltantes
da perpendicular CO (5, 5.); logo todas as linhas
OM , OM , OB =ao iguaes ; logo a fecido AMB he
Lsm cireulo que tem por centro o ponto O.

Corollario I. Se a fecqao paflir pelo centro da

“esfera, o feu raio fe12 o raio da esfera ; logo todos
os circulos maximos 'sao iguaes entre fi. !

. I1. Doiscirculos maximos fe cortao em duas par-
tes iguaes; porque a fua interfecgao commum , que
palla pelo centro , he hum  diametro.

I11l. Todo o circulo maximo divide a esfera e
a fua fuperficie em duas partes iguaes ; porque, fe
depois de fepararmos os deis hemisferios , os appli-
carmos fobre a bafe commum veltando es fuas convexi-
dades da mefma parte, as duas fuperficies coincidirad
huma com outra , pois a ndo fer aflim , haveria pon-
tos wais proximos do centro huns do que os outros.

IV. O centro de hum cireulo menor (fig.221.)
e o da esfera ellao em huma mefma reéla perpendi-
cular ap plano do circulo 4nenor., .

V. Os circulos menores sdo tanto mais pequenos
quanto mais diflao do centro da esféra; porgue quane
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to maior for a diftancia CO , menor ha de fer a core
da AB, diametro do circulo menor AMB. “

- VI Por dois pontos dados fobre a fuperficic da
esfera , fe péde fazer paffar bum arco de circulo ma.
ximo ; porque_os dois pontos dados .o centro da
esfera s3o tres 'pontos que detcrmmio a po(x(;ao de
hum plano, Entre tanto fe os dois pontos dados ef-
tivellem nos - extremos de* hum' dtametro, entio efles
dois pontos € "o centro eftariio em linha re®a, e
haveria huma infinidade de “circulos maxxmos que po-
deflem paffar. pelos dois pontos. dados. -

onﬁosrqxorr
\ A"I 1{50&!an"

( Em todvqo triangulo esfenco ABC 222.) 5
fum lads' qualquer /te"gnumr “que: a jammafﬁ gdos 034
tras dms
S eja O. o centro da esfera 5 e tirem-fe o8 raios
B, OC. Se imaginarmos o:vplanos AOB, AOC,
COB Y Qﬁ‘cs planos. formaraﬁ no ponto O hum aﬁgulo
fohdo,- s angulos ’AOB AOC’,“COB/, ‘terio "por
m daBchg_F?f ados AB , AC , BC , do triangulo esfes
rico ABC."

"Ora cada’ ﬁmmsdos tres angulos  planos
compoe o 2ngulo félido he menor que a fom-
ma dos outros dois g 21, 3.) 5 loge hum lado’ qual-
| quer do. mangx;,lo C he menor que a fomrn“ldoa

qutros ‘deis. ﬁ'h, o5 ﬁ o '"

PROPOSIQKO“H.
)

P b
I B E, oRr z u?:\. e

Ocammba;ﬁau eurto de hum ao ponto j’o. v
bre @ Mt(ﬁcze da esferay ke o arco %f}‘tuh Ma-
xims que’ Wz o5 dw&t ‘pontes dades., & gl

’?le ANB {(Aige 223 ) o' arco %e circulo maxi-
Wo que unc' os pontos: A 6 B, e feja (fe for pofs’,
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' ﬁira‘B hum' quu,pa 3. por M, outro que
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aio Gtomn-rx:xa.

['v:l) M hum ponto da linha mais curta- entre
“E: Pelo ponto M tirem- fe os, arcos | reulos
xitnos. MA , MB, e tome-fc BN = M '
£ begundo o theorema ﬁrecedcnte 40" arc6 ANB
she muis curto que AM = MB 5 tirando de ~hnmp ¢

tra parte B —BM, hcara AN ; AM. Ora a
g‘;hnud de B*até' M., “quer ‘ella ‘fer conhlnda com
0 axbo BM ; quer elia Lj‘a outra qualquer linha', he
tgunl a dnﬁancxa de B até' N Hi\yo; rue fazendo gi-

far o plcufo do circulo m aximo BM cm. torno do dia-

- “IELTo qu‘cg‘paffa por B, fe péde condu i

1 fubxe o' ponto N, e emao almﬁ -
M i, Bif qual%uer que clla f? fe contundira
com 2 de N 3 logo o5 oxs&’ﬁhmhp;% de A

N , tem huma‘?@rte igual de M até “B e
ate B. 0 _prime: o cammho hg: 5~ pof’ hypd 1€
‘mals. cur;o logo a diftancia ¥ A p:mﬁM, 4
‘curta que’ a diitancia de’ A" para 'N,.c que
furdo y P uc o arco AM he maior {ue A },q
ohcﬁhug’f onto daTinha mats curta “entre B
ode eltar 1‘3 do ﬁrqo ANB? Togo e’fg‘e
{i’.‘;& mais m{rm entre. os @ns e“:stre.nxos. "

" ig-;“.'
" 3
Vs

l.zdas de hum t:.‘ ; nla fj

05

. ,,,-que a tufﬁunj}rﬁn#m de /)um circuls
MAXIMG,

o Sejal %d“ hum rlangnh esferico

qualq}l(l ; pfoloné :a-fe_os fados’ B ACHaté fe

e gg?\rcm ‘de novo em D, Os ar ’\I‘-l) ‘%-A;CD,

Tera Y feimiteifcumicrdncias ?’ﬁué s ma-
‘ximos ?c irtao fe mprc“'enyrﬂms p%!“ g (1)
mag: no tnqngrulg BCD, temos ." o <
€D ( ‘gﬁg\tmda’ a hmgg c ra_pan -+
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AC , teréimos AB' +'AC 4 BC £ ABD }-ACD,

g‘ue‘@;}{ditfgtr‘menor que huma circumferencia.

S PROPOSIQLO V.

y

-‘~_"»‘T'xxon£uA.

" A [omma dos ladss de lguér polygono esferies
e me}z{r .%"a'ﬁ{agzﬁ'r th‘zg‘h;ic hum ,g‘cjr“éulaf ma~
#imo. 3 A 2 i

- Seja , por exemplo, 6 pentagono A E (fig.
£25. ) : prolonguem.fe os lados AB, DC; até o feu
encontro ‘em F ; como BC ‘he .menor que BF
CF, o contorno'do pentageno ABCDE he menor
que o'%l:o quadrilatero AEDE. Prolongnem-fe demo-
vo os lados AE, DE, até que fe ‘encontrem em G,
tetemos ED <. EG/g GDj; logo o contorno:do qua-
drilatero AEDF he menor .que o do tnﬂ'@gﬁoﬁfﬁ G;

efte ‘he menor que a cirg_amfcrcncia de hun - circulo
maximo ; logo ¢ fortier: o contorno d “polygono
ABCDE he menor que a circumferencia. 7 °

. Scholio. Efta propoficio he em fubftanciaia mef-
ma que a xX11. do liyfo v; porque’, fe O for o
centro. da -esfera ,, podemos 1magimar no ponto O
hum “angulo - folido* formado pelos angulos “planos
A?%a BOC ,. GQD, &c. ;e a fomma deiles an-
gulos deve’fer mefor. que quatre angulos rectos , o
que ndo. differe ;,&f{.ﬁgﬁl‘;l%ute“p.%POﬁﬁiOr A demonttra-
¢io que démos - agora he dil%gqﬁaf da do'livro v ;
ambas fuppoem  ‘que o .polygono’ ABCDE he con-
vexo ,"ou que nenlium lado prolongado’ corta a figura.

&

i
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Se tirarmss o dzamﬁ;‘a DE. (ﬁg 5 perp
odicular a0 plans do Jl‘t‘u]b maxinma %inﬂz

mas D¢ X defle diametro férao }99193 do nrcnlo
AMB , e de todss os a&la: rpemgns, como. }NG
gue llveL $ ’yamlldm. i Lt
g « ‘Porque,; DC; que he per éndacu]:u' a0 plano
s -AMB., he perggndicular a to jskas reétas Cu

i e CM., CB &e. tiradas pelo fen pé nelte. {Jténo,
' la_go mdos%s arcos DA D) DB‘--,' &c., sﬁ'quar-
: tos de uxc.umfercﬁéi ? mefn ~fe verifica ar-
C0 s cp%LAk‘L’E_ E:ll s TR b esﬁo(slcpomos 2 X E
y “hum ‘igualmente i@@m tofos -0 pon-
def.

ircum umferencia A ?quo 40 aspa
‘ , eﬁﬁ&c dcfl;%?. £y 78
" - m feg lugar, o raio ?pemlmhlar
s no AN he f’efpmdkmhn .%E eu - parallelo

FN ; logo- pﬁﬂ'a pelv centro O, do circulo FNG
“( xa); logo fe tirarmos "DF, DN :DG,
chas” ohhquas fe affa{tird 7 &h"‘pﬁ%dx-
‘cular DOy e féréo 'nguacs. g 'dp iguaes as, cor-
LT ) ¢ o.n IrCos 30 igua ':Os osiaicos. DF ,
: DN BG &;ﬁf'f ca ..;_,. , ¥ il,,ioco: ponto
* D he o L]O do cirerlo’ mén‘up & N 37y e pe 3 mefl.
ma razao o o“ he o ovirogow.. ¢
Corollari ;,ﬂ‘o&&i 0 algoy N& trmd%de hum
" pento do arko o eirculo mavimo AMB ag feu polo
he hom qnarto de elrcumtercumn Bu ' vor Lrevnda-
de ¥ him guddrant’, ¢ cfte g drante 12z, 30 0
o tetpo  hua anpile reé# tem o arco AM,Porg ue
- fendo 3 Tk DC - peipendiculan a0 rbm(a‘ AM
" tpdo o plane DMC_que ‘paifi peladiphs DC hwper-
endicular a0 plino’ YAMC (18 5. ) 10"0 o&ngylo
AMD he reétos % , :
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SUTT iPara acharmos o polo de hum <arco dado
AM tiremos o arco’ indefinido “MD “perpendicular
2 AM tomcmos MD igual 2 hum quadrante‘, co
ponto D _____ hum dos pélos do ‘arco AM ; ou ti-
rem-fc ao;@s’ pontos A e M os arcos. AD' e M B -
perpend;cu‘lates a AM , ¢ o ponto. de concurfo D def-
tes dois arcos {eré o pglo pedido.
1L Reci ocamente , fe a_diftancia_do ponto
D a cada - hm des pomos-,A e M for ignal a hum
uadranie, digo que o ponto.. D ferd o 610 do arco
%M , ¢ a0 mﬁmo‘we;ﬂpo os angulgs\&) M, AMD,
fcrao rpﬁos Ral g el @i iy
, feia C o cent o da Eera s € tirem- f'e
NCXS ED-) CMy; &m()"oo\mgnkw ACD/,
MCD 5830, ge&os*g’f’a linhat €D he perpendicular as
duas xe&as CA,; CM; 'logo ella: he perpendicular
a0 fen plano ; logo, o ponto 1) Zxc o polo do arco
AM ; e-pox, con{gqucncm os auguf ‘DA it
SiO _IQ‘&OS.« I ) I8 SR “'q\u 7_
Scﬁalm. As propnedadcs dos pélos . dao - anp a
tragar fobgg a fupe?tla da_esfera arcos de circulo
com “a  mefma facilidade. que fobre huma fuperficie
plana. - He claro , 3 por exemplo , . que fazendo girar
o arco DF oun quglqa;:r ‘ontra linha do.melmo_in-

tervallo . tormo. do ponto. D, a extremidade F
dcfw&:ﬁ circule meha‘r FN ;e ofe fizermos
giar o quadrante DUA em’ torfio do ponto. D, o

Ab circulo max.lmq

Se q.u!u.rmo oicfvvar 0 arco AM, on Te f'o-
rem 5 03 pontos Aye M pelos Guacs
deve | ;. eﬁe arco . deteripinatemios primeiro o po-
lo D ptla interfccedo de- ﬂors arcos defcrites dos
pomas A e M,‘,comq centros. com hum nmﬂﬁ'.p lo
n ual a0 ﬁha(/r'mtt Aphajbr@ polo D, defcrevereros

ngb ,| como_centro’ e com o miefino inters
\allg. 0 drco AI\'I e o fea pr)'nn.{aﬁlemo

Em fita 3 (e quui}k)s de pento P abaixar hu-
ma ‘perpendicular fubic o arco dade AM , pielon-

extremo, A uiefémlea o .axcbh«
AM. 7 E,

Vi
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garemos efte arco Jara $ até que o mfervﬂ'loPS fes
ja'igual ahum quadrante ; depois do olo‘s € com 0
mefmo . intervallo defcrcva-fc o arco PM , que ferd a
pcrpendlcular pcdxda.

Tode plamr - parpendanlar ,aa extremo a’e lzum
yaio he tangente @ esfera. - ‘

Seja FAG ( fig. 226. ) hum plano. pcrpendxcular
20 extremo ‘do raio O fe tomarmos hum ponto
2 alquer M fobre efte plano 5 G aJunta'mos OM e

M, o angulo OAM fera reftos, ' e por tanto a

dlﬂ:qua OM ferd  maior’ _queg OA. Logo o ponto
M fica féra da esfera; ce mo o mefmo acontece
a todos os outros pontos: joy plano FAG 5 feg c-[e
que efte plano tem {6 h ponto ‘A commum/' com
a fuperficie da esferd ; D logo?‘" c ngenﬁ: a eﬁa fu.
pcrﬁc:e (*def. 4. o e VS NP e, B

Scholigs: Péde- fe provar do meTmo« modo que
duas esteras tem hum’ {6 ‘ponto commufm , .e por
confequcncla s20 Ianj'cn{e: Inuﬂa ik autra ‘g ‘ncfd 'a
diftancia dos feus (:e,ntrog e igual a foxmgl a.ou i
differenga “dos feus ‘raios. 'Nefte cafo os centros € o
ponto de contadto eftao em 1 rcé‘ta.» R

fNe
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AB, .

onto. £
>

A entre “ﬁ‘
s be igual

entes defies arcos

dida o arco.
nfre os »:W£
Y

“r\%g‘ ano do
tangente

rpendicu=: .
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ruzogzug, 5

Smlg ﬂm{o 0" lrumgula J\BC (fig. 227.) fe
dos pontos Ay By €, coms pq:los, ferevermos os
arcos EF , FD ‘DE, gue: av(mem $ argubDEF
rec procqmmle o,s tres pantss D jerao o5 {4~
los-dos ladss. BC, AC, AB.

P’orque 5 fendo ) ponto :Am polo do arco EF ,
a dmaocxa AE he hum Waﬁ?c : fendo o pomo
Co. o do arco DE , difiaucja CE he. igualmen-
te quadrante Iogq o ponto E'difta hum gua-
»dmdlc de cada. hum dos pontos A e.C; logo he o
péle Qp arco AC (6. cor. 3.} Demtmﬂrﬂr-ﬁ ha do
melmo  modo qnc % he pplo do arco BC ale F )
do arco AB. ; : :

’ Cm:vlla?m L o demc
mexo de DEE ajr

.S‘up as as e, mﬁ&i a.
‘Mnte f,éz:d‘a zmg{lb dk'
P}:g Se¥ | por’ Jldb
G v*wp 0. qutrotrian,
;g‘é e elv m
ﬁl ﬁ\ ﬁl\?;
a o argo GI M
d"dte, coma GE,
Eo  de AG .
c"‘cq rencta ér
EX 4aGH. -
A he igual a thma

{» ABC ,
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rnepo&xqaﬁ fxvx

T H‘t o r siua. '

Em him triangulo esferico ABC (:ﬁ 2320 ), fe
¢ angulo A for degg' qucfa anguis B, oxgdvg’ 8 f
ofto a0 angulo cra maior gue 0. 2 sppojie.
f;oﬂ angulo By rec:pjrocama”q,. _»@WW BC fonfnpawri
que AC , a-angilo A ferd .;rﬁamr que o angulo B. -
i SeJa o angulo A B,, ‘faga-fe o an
BAD—B, teremos AD— (g) ﬁlgaAD C:
he maior _que AQ—, -pondo HB fé Iugas e Al v

semos DB 4~ DC ou BC?

Q% Se éﬁp@sz@u&s,. C
gulo 2 \ 'a'lorf:qﬂ'e BE ,
toffe igualia ABC , teriamos %R AL e fe tivel-
femos BACL ABC, tegau-fe. iﬁ}da ue: fica demonf-
trado que BCL AC ;0 qus;ghef@o' ‘f~k‘ﬁ§poﬂqib.;_
LOgo&AE he..., .




M Al

e - dois tryquxﬁo& «tg‘ ado,.s nbr o mefma esfera
m _[zzbre esferas. fguae: farem equs zin earre f tam-
bem hag }(e  equi lateras,
) Seja ap e B d'sacf(ﬁsffiangulds dado«s A ,,P e Q
os' fe&g ngulos- polarcs: Como os angulos sio iguacs
no: manguios A e B, 08 Jados [erao jguaes nos po-
. (xo.) > Mas de ferem cqtﬁlateros‘*vos
"ev Q, fegue-fe que sao ‘tambe _equian-
gmhm de ferem igi aes os, L%sA n0s
: l% ﬁ.( gé ‘que. os. lados sio

Aﬁsj“

fe,
polares .

i %~fem TeCorTer. a0s t
4% 8dse ABC. . D

'e,qumn um@#emm if

,Bq."""‘ C..—-Lr o

’Dwg = A 3 ke
ﬂ%s trianginlos IBG 5 BK a-faflo B’G ;
« m .0 ang,nwmm“ ;e porgy € 1GBS]
o he 1gaﬁi a dois rectos 5 bemy como GB + Iﬂ(, .
#E wsfepne-fc que BGEK = IEG 020 osi’(lmqgulos 'KBG >
% GBK, sao 1guacs(13.), € temos IG! K e@z’ﬁ
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_ Da mefma may ik G:em bum
fe conciuird, que os triangulos TOLL. 5 logo sao
lado 'igual “ajacente .2, HK o4
iguacs ; logo [H—=, K"gs - , tirarmos os

Agora , fe dos igna -

To

5
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e PKOPOSIQ oxxx.

gtd 5 de. yualquer trianguls es-

A omﬁur', ang
or : jéfs e maior quc dau angulos

/ ﬁru’o he
g 077 A - o R
; Pgrque , 1.9 cada anzuio dc “hum tnangulo* €3
ferico he menor que dois angulos reétog (wé o
Jeholia. a}'dawy) logo a fomma  dos tres angnlos he
menor que m# amrulos re&os. -

2.9 A Jgm:tixda\ de . cada anéulo de Ymm trian-
guwvesfgmo he igual 4 fémi-circumferencia menos

0 Jado corref] mdemmd’ triangulo polar { 1o. Lo-

go w fomng pdos !,'3 a) %gsg tem por,"‘ f)da tres
emi-¢ircumferencias.  meno a, fomma do gdgs do

. ttmnﬂll polar. Ora O} enor

: ma femi-circi icia logo , ‘tirantlo-a.

o Jde tres femi'-urcﬂmfaréﬁbﬁé 0. ref g&&ifmior
' ¢ hu a ‘féi‘m-ctrcumfcrentm ue he. a medida
gg dms apg‘ 05’ re&os, Logo 2.°.a fomma des tics

¥ tugnguio esfchgﬁhﬂ mmé“x‘ que: dcxs

: alla \{ A fdﬁlma: 'dos ;ﬁgnl&s ‘de hum
¢ ,maﬁg’ﬂla esfcpréé nio he ¢ 5 Q,dos
~ triangt ,_°’fm&ﬁ} o el!a.w -

e Se o triangulo AB{:”
uiv quer dlr:ge‘;,, fe m'cr%s dm{ulos reétos’ B e
é, o vertice A ferd op&a‘dh‘ bale BC (6 i3 &
os lados. AB, AC ferio quakrantes..

Se: tawbcm o amulo A for redto, quﬁangulo
ABC fcrd iri-reSanguly , wdo: os feus a{lguios ce

\
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rio re&tos, e os feus lados guadrantes. O triangulo
tri-re&tangulo  fe contém oito vezes na fuperficie da
esfera, como fe vé na figura 236 , {uppondo o arco
MN igual a hum guadrante.

Scholio. Em tudo o que diffemos , havemos fup-
pofto , conforme a defin. VI, que os tridngulos. esfe-
ricos fempre tem os lados menores que a femi-cir-
cumferencia ; entiao fegue-fe que os angulos fempre
sio menores que dois angulos re&os. Porque , fe o
lado AB ( fig. 224. ) for menor que a femi-circum-
ferencia , bem como AC, eftes arcos devem fer
prolongados ambos para fe encontrarem em D. Ora,
os dois angulos ABC, CBD , juntos, valem dois
angulos rectos ; logo o angulo ABC {6 he menor
que dois angulos rectos.

. Obfervaremos com tudo que. exiftem triangulos
esfericos dos quaes certos lados. s3o maiores que a
femi-circumferencia , ® certos angulos maiores que
dois angulos rectos. Porque, fe prolongarmos o lado
AC em: huma cifcumferencia inteira ACE, o que
refta, depois de haver tirado da femi-esfera o trian-
gilo ABC, he hum novo triangulo , que tambem fe
pode defignar por ABC, e cujos lados sao AB , BC ,.
AEC. Portanto he clafo que o lado AEC he maior.
que a femi-circumferencia AED ; mas ao mefmo
tempo o angulo oppofto em B excede a dois angu-
los reftos na quantidade CBD. X ;

Finalmente , fe excluimos da defini¢io os trian-
gulos cujos angulos e lados sio tiao grandes, he por-
que a fua refolugiao ou a determinagdo de fuas: par-.
tes fe reduz fempre a dos triangulos: comprehendidos
na definigio. Com effeito , he facil de vér que, fen-
do conhecidos os angulos e os lados do triangulo
ABC, fe conhecerdd immediatamente os angulos e
os lados do triangulo que he o refto da femi-esfera.
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PROPOSICZAO XX.

r, i > THEOREM A.

g . 0 fufs AMBNA, ( fig. 236.) g]é para _a fuper-
ficie. da esfera 5 como o anguls MAN defle fufs cftd
5 para quatrs angul&: reflos’, ,ou como o arco. MN
que mede efte anguls efia para a circumferencia.
Supponhamos primeiro que o arco MN' feja pa-
4~ ra a ciicumferencia. MNPQ em huma zazao ra-
2y - cional , por exemplo , como 5 eftdi para 48. Divida-
‘ ~ fe.a circumferencia MNPQ em 48 partes iguaes ,
das quaes MN conterd 5 ; ajuntando depois o polo
A A e os pontos de divisao por outros tantos quartos
i de circumferencia ; havera 48 triangulos na femi-esfera
: AMNPQ , que ferdo todos iguaes entre fi, porque
. terao todas us fuas partes igu:‘és. Logo a-esfera in-
teira contera g6 deftes triangulos parciaes, e o fufo
AMBNA conterd 10 ; logo o fufoSefta para a esfera
como 1o cftd para g6, ou como 5 eitd para 48,

# quer dizer , como o arco MN efta para a circum-

‘ terencia. : . i ;

BEs=x i Seno 'arco - MN, fgr commenfuravel com
. a circumferencia , provaremos pelo mefmo raciocinio

A de que ji démos tantos exemplds _que o fufo eftz

: ‘fempre para a esfera, como o arco,]&fN cfld para a

circumferencia.

Corollario I. Dois fufos cftio entre fi como os
feus angulos refpectivos. 5
e ' Corsllario [l Ja vimos'que a fuperficie intcira
" da esfera he igwal a oito - triangulos tri-re€tangulos
(19.). Logo, fe a area de hum deftes triangulos
A fe tomar por unidade , a fuperficie da esfera ferd
reprefentads por 8. Ifto pofto, a fuperficie do: fulo
, ‘que tem o angulo em A ferd exprefla por 2A (fe
i o angulo A for avaliado fervindo o angulo- recto
\ de unidade) ; porque temos2A : 8:: A 4. Logo aqui
: ha duas unidades differentes ; huma para os angulos,
A
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que he o angulo refto ; outra para as fuperficies ,
que he o triangulo esferico tri-re&tangulo , ou aquelle
que tem todos os angulos reftos e os lados sao quar-
tos de circumferencia.

Scholio. A unha esferica comprehendida pelos
planos AMB, ANB, efid para a folidez total da
esfera como o angulo A cftd para quatro angulos
retos. Porque , fendo os fufos iguaes, as unhas es-
fericas ferao tambem iguaes. Logo duas unhas. esfe-
ricas eftao entre fi como os angulos formados pelos
planos que as comprehendem.

PROPOSICZXOMNXXI
T H EORE M A. \

Dois . triangulos jesfericos  [ymmetricos sdo iguaes
em [uperficie.

Sejaio ABC, DEF ( fig. 287.) dois triangulos
fymmetricos , quer dizer , dois triangulos que tem
os ‘lados  iguaes’, AB,—= DE,. AC == DE, BC =
EF, e que ndo obftante niao podem fer fobrepoitos ;
digo que a fuperficie ABC he igual a fuperficie DEF,

Seja P o poélo do circulo menor que paflaria
pelos tres pontos A, B, C (1); delte ponto fe
tirem os tres arcos iguaes (6.) PA, PB, PC; no
ponto®F faca-fe o angulo DFQ = ACP , o arco FQ
— CP, e tirem-fe DQ 5 EO. !

Os lados DF , FQ, sdo iguaes aos lados AC,
CP; o angulo DFQ — ACP; logo os dois triana
gulos DFQ , ACP sio ignaes em todas as {uas pars

11

(1) Ocirculo que paffa pelos tres pontos A, B, C, ot
que. he circunfcrito ao tfiangulo ABC , nio péde deixar de
fer Lum circulo menor da esfera; porque , fe fofle hum cir-
culo maximo , os tres lados AB, EC, AC, eftarido no inef=

;113‘ plano, e o triangulo AEC fe reduziria @ huin dos teus
4d0s,
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tes (12.), loge o lado DQ = AP, e o angulo
DQF — APC.

Nos triangulos propoftos DFE , ABC, os an-
gulos DFE , ACB, oppoftos aos. lados iguaes DE,
AB, sio iguaes (11.}; fe tirarmos os angulos DF}% 5
ACP, iguaes por conftruccao ; ficara o angulo QEF
igual a PCB. Além difto os lados QF , FE, sio
iguaes aos lados PC, CB; logo os dois triangulos
FQE , CPB, sio iguaes em todas as fuas partes ;
logo o lado QE — PB, e o angulo FQE — CPB.

Se notarmos agora que os triangulos DFQ,
ACP , que tem os lados iguaes cada hum a cada
hum, sao ao mefmo tempo ifofceles , veremos que
fe podem applicar hum fobre o outro ; porque , ha-
vendo pofto PA -fobre o feu igual QF, ‘o lado PC
cahird fobre o feu igual QD , e aflim os dois trian-
gulos fe confundirio em hum {6 ; logo sio iguaes ;
logo a fuperficie DQF —— APC. Pela mefma razio
a fuperficie FQE == CPB, e a fuperficie DQE —
APB ; logo temos DQF 4 FOE .— DOQE —
APC 4 CPB — APB, ou DFE — AEC; logo
os dois triangulos fymmetricos ABC , DEF , sdo iguaes
em {uperficie.

Scholio. Os pélos P e Q poderido eftar fituados
dentro dos triangulos .ABC , DEF ; entiao deveria-
mos fommar os tres triangulos DOF , FOE, ?QE,

para com elles formar o triangulo DEI , e%igual-

mente  deveriamos fommar os ties triangulos APC ,
CPB, APB, para formar o triangulo ABC; quanto
ao mais , a demonitragio e a conclusao feriao as
mefmas. ' ‘
P'REOSP O8I CAIO X XIE
T HEOR.EM A,

Se dois circulos maximos . AOB, COD, ( fg.

'238.) fe cortarem como fe quifer .no  hemisferio

AOCBD , a fomma dos triangulss oppofies AOC ,
BOD, ferd igual ao fufo cujo angulo he BOD.

.
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Porque , prolongando os arcos OB, OD, no
outro hemisferio até o feu encontro.em N , OBN
fera . huma femi-circumferencia , bem como AOB ;
tirando de hama e outra parte OB, teremos BN
— AO. Por femelhante razao temos DN — CO, e
BD = AC; logo os dois triangulos AOC, BDN,
tem os tres lados iguaes; além diffo a fua policio
he tal que elles sio {ymmetricos hum do outro; lo-
go sao iguaes em fuperficie (21.), ¢ a fomma dos
triangulos AOC , BOD , he equivalente ao fufo
OBNDO cujo angulo he BOD.

Scholio. He claro tambem que as duas pyrami-
des esfericas que tem por bafes os triangulos AOC,
BOD, fommadas, equivalem a unha esterica, cujo

angulo he BOD.

PROPQSICAOXXIIIL
T H E O:R E.-M A,

A’ fuperficie de hum triangulo esferico qualquer
tem por medida o exceffo da fomma dos [eus tres an~
gulos fobre dois angulos reéios.

Seja ABC ( fig. 239.) o triangulo propofto ;
prolonguem-fe os feus lados até encontrarem. o eircu-
lo maximo DEFG tirado como- fe quizer féra do
triangulo. Em  virtude do theorema precedente , os
dois triangulos ADE', AGH , fommados , equivalem
ao fufo, do qual A he o angulo, e que tem por
medida 2A (20.). Aflim teremos ADE 4 AGH ==
2A ; femelhantemente BGF - BID == 2B , CIH
-+ CFE — 2C. Mas a fomma defles feis triangulos
excede a femi-esfera em’ duas vezes o triangulo ABC,,
além difto a femi-esfera he reprefentada por 4 ; logo
o dobro do triangulo ABC he igual a 2A - 2B 4
2C — 4, e por confequencia ABC == A 4B -}-
C — 2. Logo hum triangulo esferico tem por meli-
da a fomma dos feus angulos menos dois angulos
rectos,
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Corollario 1. Quantos angulos reétos houver nef-
ta medida, tantos triangulos tri-re¢tangulos,ou oita-
vos de esfera, que sao a unidade de fuperficie|, conte-
14 o triangulo propofto ( 20. ). Por exemplo; fe ca-

da angulo for ‘igual aos 2 de hum angulo re&o ,

3
entio os tres angulos ‘valerdd 4 angulos re&os ;e o
triangulo propofto ferd reprefentado por 4 —2 ou 2;
loge fera igual a dois triangulos tri-reangulos ou
a0 qgunarto da fuperficie da esfera.
Corollaria Il. O triangulo esferico ABC he

AdBgC
W o

“do mefmo modo a pyramidc esferica , cuja bafe he
ALC, cquivale a4 unha esferéca, cujo angulo he

equivalente ao fufo cujo angulo he

15

A pa.c

M SR ?

2

Schalio. Ao mefmo tempo que fe compara o
triangulo esferico ABC com o triangulo tri-re&an-
gulo, a pyramide esferica que tem por bafe ABRC fe
compara  com' a pyramide tri-reétangula , e daqui re-
fulta @ mefma proporcdo. O angulo folido do vertice

“‘da pyvamide f¢ compara do melmo, modo com o an-

gwlo folido do vertice da pyramide tri-reétangula:
com effeito , .a comparacio fe eftabelece pela coin-
cidencia das partes. Ora , fe as bafes das pyramides

" coincidirem , he evidente que as mefmas pyramides

concidirad, bem como os angulos no vertice. Dagqui
refultaio muitas confequencias,
1.° Duas pyramides triangulares esfericas eftao
entre {i como as fuas bafes; e como huma pyrami-
de polygonal fe péde repartir em muitas pyramides
triangulares , fegue-fe que duas pyramides e¢fericas
naesquer eftio entre fi como os polygonos que lhes
ervem”de bafes, X R
2.9 Os angulos folidos no,vertice das mefmas

'
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pyramides eftio igualmente na- proporgdo das bafes.
Logo , para’ comparar dois angulos folidos quaelquer,
fe devem por os feus vertices no centro de duas es-
feras iguaes , c eftes angulos folidos: eftarao entre fi
com@@@si polygonos esfericos interceptos entre os feus

aces. 2 _

lo no vertice da pyramide tri-re®angula
. por tres planos .perpendiculares entre fi.
, que fe pdde chamar anguls [ulido reds,
he muito proprio para fervir de umdade de medida
aos outros angulos folidos. Iito pofto, o mefmo nu-
mero que da a drea do polygono esferico, dard a
medida do angulo folido correfpondente. Por exem-
plo, fe a drea’do polygono esferico for £, iflo he, fe
for os 3 do triangulo tri-retangulo , o angulo {oli-
do  correfpondente fera tambem § do angulo fo-
lido recto. ; : &

PR.OP OiS.IG X0 XKV

; 3 T H EO R,B M A

A [fuperficie de hum  polygono  esferico tem, par
medida a fomma dos feus angulos , menss o produéle
de dois angulos reélos pelo numers dos lados™ do poly-
"6”0 menos dss,

Do mefimo vertice A ( fig. 240.) tirem-fc a
todos os outros vertices agfjdiagonaes AC, AD ; o
polygono ABCDE ficara repartido ‘em tantos trian-
gulos menos dois quantos forem os feus lados. Mas
a fuperficie de cada triangulo tem por medida a
fomma dos feus angules menos dois angulos re@os
¢ he claro que a fomma de todos os angulos dos
triangulos he igual ‘4 fomma dos angulos do poly-
gono. Logo a fuperficie do polygono he igual a
lomma dos feus angulos menos tantas vezes dpis
angulos retos quantos sio os fcus lados menos
dois. A,

Scholio. Seja f a fomma dos angulos de hum
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polygono esferico, n» o numero dos feus lados ;

fuppondo quec o angulo re¢to he a unidade, a fu-
periicie do polygono tera por medida f/— 2 (7~ 2.)

ou [ — dn 4 4.
PROPOSIGAO xx.“

THEOREMA.

vs Seja 'S o numero dos angulss folidos de ham po-
Wyedro, H o numero de f[uas faces , A o numero das
areftas ; digo que ferd fempre S 4+ H —= A 4 o.

Tome-fe dentro do polyedro hum ponto do qual
fe tirem linhas reétas aos vertices de todos os feus

. angulos ; imagine-fe que do melmo ponto como cen-

tro fe defcreva huma fuperficie esferica que feja en-
contrada por todas cftas linhas em outros tantos
pontos ; ajuntem-fe eftes pontbs por arcos de cir-
culos maximos,, de maneira que formem fobre a fu-
perficie da esfera polygonos correfpondentes e no mefmo
Dumero com as faces do polyedro. Seja ABCDE
(ﬁg 240. ) hum deftes polygonos, e feja » o nu-
mero de feus lados ; a fua fuperficie ferd f— 22
+ 4 , fendo fa fomma dos angulos A, B, C, D, E.
Se avaliarmos \femelhantemente a fuper‘lcxc de cada
hum dos outros polygonos esfericos , ¢ as fommar-
mos , concluiremos que a fua fomma, ou a fuperfi-
cie da esfera reprefentaddgpor 8 , he igual a fomma
ldc todos os angulos dos polygonos ,. menos duas ve-
zes o numero dos feus lados , imais 4 tantas vezes
‘qu.mtas forem as faces. Ora ,'como todos os angulos
que fe ajuftio em torno do mefmo ponto A valem
quatro angulos rectos , a fomma de todos os angulos
l‘dos pulvgunos he igual a 4 tomado tantas vezes quans
tos sdo cs angulos (6lidos ; logo he igual a 4 S. De-
pois difto , o dobro do numero dos lados AB, BC,
CD,, &ec. hc igual ao quadruplo do numera das arcf-
tas ou == 4 A, porque a mefma arefta ferve de la-

ldo a duas faces. Logo teremos 8 = 4S=—4A-4H;
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ou tomando o quarto de’ cada membro, s—S —
A4 HjlogoS 4+ H =A+ 2.

Corollario. Daqui fe fegue que a fomma des an-
gulos planos que formao os angulss [olidos de hum
polyedra , he igual a tantas wvezes quatro angules re-
&os quantas unidades houver em S — 2, fendo S o
mm%o- dos angulos s0lidos do palyedro. .

orque , fe confiderarmos huma face da qual o

numero de lados. he », a fomma dos angulos defta

face fera 2n — 4 angulos reftos (21, 1. ). Mas a
fomma de todos os 27 , ou o dobro do numecro de
lados de todas as faces , ——4A , e 4 tomado tanfas
vezes quantas forem as fuas faces == 4H 4 logo a
fomma dos angulos de todas as faces — 4A — 4H.
Ora, pelo theorema acima demon(irado, temos A—
H—8—2 , e por confequencia 4A — 4H =
4 (S—2). Logo a./‘omma dos angulss planos ,- &c.

P'RIOP-O'S I-€ X Oy XXVI.
T H RO RIE MUA.

ss De todos os triangulos esfericos formados com
dois lados dadss CB, CA, (Elt12. fig.15.) ¢ hum
terceira arbitraris y o maior ABC he aquelle no qual
o anguls C comprehendido pelos lados dados, be igual
d fomma dos outres dois angulss A e B.

Prolonguem-fe os dois lados AC, AB, até fe

encontrarem em D, ter-fe-ha hum triangulo esferico -

BCD, no qual o angulo CBD fera tambem igual a
fomma dos outros dois angulos BDC , BCD. Por-
que BCD4-BCA fendo igual a dois angulos rectos ,
affim como CBA 4 CBD, tzmos BCD 4 BCA =
CBA -~ CBD. Ajuntando a huma e a outra parte
EDC —— BAC, teremos BCD 4 RBCA -4 BDC =
CBA 4~ CB -} BAC. Ora, por- hypothefe , BCA
—Z'CBA -+ BAC ; logo CBD == BCD - BDC.
Tire-fe BI que fa¢a o angulo CBI =zBCD, e
por confequencia 1BD == BDC ; os dois triangulos
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IBC, IBD, ferao ifofceles , e teremos IC—IB—ID,
. Logo o ponto I, meio de BC, eftd em igual dif-
tancia dos tres pontos B, C , D. Por femelhante ra-
zao o ponto O, meio de AB, eftard igualmente dif-
tante dos tres pontos A , B, C. '
Seja agora CA'—CA e oangulo BCA' >BCA ;
fe ajantarmos A'B, e prolongarmos os arcos A'C, A'B,
~ * até fe encontrarem em D', oarco D'CA' fera huma
femi-circumferencia bem como DCA. Logo , como
CA' = CA, teremos tambem CD! — CD. Mas no
triangulo CID'! , temos CI 4-1ID! >CD' ; logo
ID'>CD —CI, ou ID' > ID.

o triangulo ifofceles CIB, dividamos o angu-
lo do vertice I em dois iguaes pelo arco EIF que
fera perpendicular ao meio de BC. Se tomarmos hum
ponto L entre I ¢ E, a diftancia BL , igual a LC,
fera menor que Bl ; porque péde-fe demonftrar , co-
mg ma prop. 1x., liv. 1., ' qué' temos BL 4 LC &

- BI 4-IC; logo tomando as metades de huma e de
outra parte, teremos BL< BI. Mas no triangulo D'LC,
temos D'L >D'C —CL, e com maior razio., D'L
EDC—CI ,ouD'L >DI, ou D'L >BI, ouD'L >

L. Logo fe procurarmos fobre o arco EIF hum ponto
ighalmente diltante dos tres pontos B, C, D', efte

* ponto nio podera deixar de eftar. no prolongamento
de EI para a parte de F. Seja I''o po?to procura-
do, de forte que 'tenhamos D'I' == BI'=CI' ; os
triangulos 1'CB, I'CD', 1'BD!, que sio ifofceles ,
dao os angulos iguaes I'BC—=I'CB, I!'BD'=I'D'B;
I'CD! = I'D'C. Mas os angulos D!BC -+ CBA'
valem 2 angulos reftos, aflim' como D'CB --BCA!;

logo :
4 5 D'BI' 4-I'BC 4+ CBA! = 2,
Ly BCI' —I'CD'+4-BCA'= 2.
e Ajuntando as duas fommas, e snotando que I'BC —

BCI' ¢ D'BI'—I'CD'——BDH'-~1'IMC =CD'B—
: CA'B , teremios: -« ) :
: ' 2'"BEC4+-CBA'4-BCA'4-CA'B— 4.
Logo CA|B~+- CBA'4-BCA' —2 (medida - da arca

.
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do triangulo A'BC ) = 2 — 2I'BC; de forte que tes
mos drea A'BC =— 2 — 2 anguloe I'BC ; {emelhante~
mente no triangulo ABC, teriamos drea ABC — 2 —
2 angulo IBC. Ora, demonitidimos que o angulo I'BC
he maior que IBC; logo a adrea A'BC he menor que
ABC. - - '

A mefma demonftracio e a mefma conclusao te-
rido lugar fe , tomando o arco CA' — CA (Eft. 12.
fig. 1%a;) , fizeflemos o angulo BCA'< BCA. Lo- -
go ABC he o maior triangulo entre todos aquelles

ue tem dois lados dados e o terceiro arbitrario.

Scholio I. O triangulo ABC (fig.241.), o maior
entre todos aquelles que tem dois lados dados CA ,
CB, pode fer-infcrito em hum femicirculo que te-
nha por diametro a corda do terceiro lado AB; por-

ve, fendo O meio de AB, vimos queas diftancias
%C , OB sio iguaes; logo a circumferencia do cir-
culo menor deferita do ponto O como pélo. e com
o intervallo OB, paffara pelos tres pontos A, B, C,
Demais , a linha re@a BA he diametro delte circulo
menor , porque o centro que deve eftar ao, K mefmo
tempo no plano do circulo menor e’ no plano do
arco do circ#lo maximo BOA (pr. 1.cor. 4.), fe
‘achard - neceffariamente_ na interfecgao defles dois pla-
nos ,» que he a reéta BA, e affim BA ferd hum dia-
metro. . L

II. No triangulo ABC , fendo o angulo C igual!
4 fomma. dos outros-dois A ¢ B, fegue-fe que a fom-
ma dos tres angulos he dupla do angulo C. Mas ef-
ta fomma he fempre maior que dois angulos re-
&os [19:) ; logo o angulo -C he maior que hum
recto. {

ITI. Se prolongarmos os lados CB, CA , até
o feu encontro em E , o triangulo) BAE fera igual
a0 quarto da fuperficie da esfera. -Porque o angulo
E=C =—ABC 4-CAB ; logo - os tres angulos do
triangulo BAE equivalem aos quatro ABC , ABE ,
CAB, BAE, cuja fomma he igual a 4 angulos re-
€tos. Logo a fuperficic do triangulo BAE (24.) =
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4 —2=—2, que he o quarto da fuperficic da es«
fera. iy .
IV. O maximum nio teria lugar fe a fomma dos
dois lados CA, CB, foile igual ou maior que a
femi-circumferencia de hum circulo maximo, Porque
como ‘o triangulo ABC deve fer infcrito em hum fe-
mi-circnlo da esfera , deve a fomia dos dois lados
CA, CB, fer menor que a femi-circumferencia de
hum Circulo da esfera , e por confequencia menor
que a fémi-circumferencia. de hum circulo’ maximo.
A razao porque niao ha maximum , quando a fom-
ma dos dois lados dados he maior que a femi-circum-
ferencia ‘'de hum circulo maximo , he porque entio
o triangulo augmenta cada vez mais a medida que
‘he maior ¢ angulo comprehendido pelos lados dados.
Em fim, gyando efte angulo for igual a dois rectos,
os tres lados' eftarao no mefmo plano , e formario
huma circumferencia inteira ; logo o triangulo esfe-
rico vira a fer igual 4 femi-csfera, mas deixarda en-
tao de fer triangulo. {

P'RYO PLOIS T CL 33O XXVII.

\ T.H B0 B2 M A .

»» De todss os triangules esfericos formadas com
hum lado dado ¢ huym’ perimetro dado , o maior he
aquelle” no  qual os dais lados ndo determinadss sio
iguaes.

Seja AB o lado dado ( fig. 242.) commum aos
dois triangulos ACB, ADB, e feja AC - CB =
AD 4 DB; digo que o triangulo ifofceles ACB,
no gqual AC— CB, he maior, que o nao-ifofce-
les ADB. :

Porque ; como eftes triangulos tem a parte com-
mum . AOB , bafta moftrar que o triangulo BOD he
menor que AOC. O angulo CBA , igual a CAB,
he maior que OAB; ailim o Jado AO he maior
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que OB (16.); tome-fc OI == OB, faca-fe OK
= OD, e tire-fe KI; o triangvlo OKI fera
igual a-DOB ( 12. ). Se_negarem agora que o trian-

vic DOEB ou o feu igeal KOI feja menor que
%AC , ‘devera elle fer igval ou muaior jlem ambos:
os cafos , ecmo o ponto I cita entre os pontos A ¢ O,
o ponto K ficara fobre CC. prolongado, pois de
outra maneira o uiangulo OKI, fe conteria no trian-
gulo CAO, e por confequencia feria. menor. lito
polto , fendo CA o mais curto caminho de C para
A, temos CK 4 KI 4 IA > CA. Mas CK —
ObD— CO, Al == AO — OB, KI = BD; logo
OD — CO 4+ A0 — OB +-BD > CA, ¢ re-
duzindo ,” AD —CB --- BD > GA , ou AD 4
BD > AC -4~ CB. Ora efta defigualdade he contra-
ria . hypothefe AD -+ BD == AC - CB; logo o
ponto l)( 'ndo péde cahir fobre o prolongamento de
OC ; logo cahe entre O"e C , e por confequencia
o triangulo KOI , ‘ou’ o feu igual ODB, he menor
que ACO ; logo o triangulo  ifofceles ACB he maior
que o pio-ifofceles ADB da mefma bafe ¢ do mefl-
mo perimetro. T s

Scholio. Eftas duas ultimas propofigies sio ana-
logas 4s propoficdes 1. e 111. do appendice ao li-
vro 1V, ;' portanto dellasife podem deduzir , acérca
dos - polygonos esfericos , as confequencias que tem
lugar' para os polygonosy retilineos. Eis-aqui as
principaes : e -

1.2 De todos os polygonos esfericos ifoperime-
tros e do mefmo numego_ de lades ; o maior he hum
polygono equilatero. g

2.% De itodes os polygonos esfericos  formadss
com lados dados 5 e o ultimo arbitrario ; o maior he
aguelle que fe péde infcrever em hum femi-circulo que
terd por diametro a corda do lads nao determinads.
Para que a folugio feja poflivel , deve a fomma
dos lados dados fer menor que huma femi-circumfe-
rencia de circulo maximo,

3-© 0 maior dos pelygones e¢sfericos formadas
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% com lados dadss he aquelle gue Je padc mj’crwer g
« hum crculo da ufcm. Rt ("0 g

“  4.° O maior dos pol gomu. esfericos gue tem N
‘mefmo perimetro e o me ‘numers de lades , he
aquclle que tem 05 angulos e o5 ladss iguaes. z

Todas - as Rropoﬁgws de maximum acérca dos
'3 polygonos esfericos fe applicio aos angulos folidos
dos qwuaes sag mcdxda aquelles polygonos.
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APPENDICE AOS LIVROS VI 'k VII

POLYEDROS REGULARES.

PROPOSIGCAXO L

T HEOREM A,

% GNA5 pode haver mais de cinco polyedros regu-
lares. > '

Porque definimos polyedros regulures aquelles dos
quaes todas as faces sao polygonos regulares iguaes 4
e todos os angulos folidos sao iguaes entre fi. Eitas
condi¢bes {6 podem ter lugar em hum pequeno nu-
mero de cafos. ; iy

+ 1.° " Se as faces forem triangulos equilateros ,
pbde-fe formar cada angulo folido do polyedro com
tres angulos deftes triangulos, ou com quatro, ou com
cinco. Daqui nafcem tres corpos regulares, quesio o
tetraedro , o o¢taedro,e o icofaedro. Com triangulos equi
lateros nao fe podem- formar mais do que eftes’,
porque feis angulos deftes triangulos valem quatro an-
gulos rettos , e niao podem formar angulo folido
(21 i) 2

2.9 " Se ‘as faces forem quadrados, fe poderad
ajuntar os feus angulos tres a tres; e daqui refulta
o hexaedro ou cubo. ;

Quatro. angulos de quadrados valem quatro an-
gulos re€tos , e nio podem formar angulo folido.

3.2 Finalmente , fe as faces forem pentago-
nes regulares , f{e poderaé tambem ajuntar os feus

- /
-
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angulos tres a tres, ¢ daqui refultard o dodecaedro
Tegular. ;

Niao fe pode hir mais avante ; porque tres an-
gulos de hexagonos regulares valem guatro angulos re-
&os , e tres de heptagonos ainda mais.

Logo nio péde haver mais de cinco polyedros
régularcs formados tres com triangulos equilateros, hum
com quadrados , € outro com pentagonos.

. 8cholis. Na propoficao feguinte proyaremos que
eftes cinco polyedros exiftem realmente ; e que pode-
mos determinar todas as fuas dimenfées quando for
conhecida huma das fuas faces.

PROPOSIGCZXO IL
PIROBLEMA.

5y Sendo dada huma das $faces de hum polyedro
regular , ou somente o feu lads 5 confiruir o polye-
dro. '

Efte problema offerece cinco que vio fer refol-
vidos fucceffivamente. : 7

Conflrucgao do tetracdro. :

Seja ABC (fig. 243.) o triangulo equilatero
que deve fer huma das faces do tetraedto;-no. pon-
to O, centro defte triangulo , levante-fe OS per-
pendicular ao plano ABC ; termine-fc efta perpen-
dicular no ponto S, de forte que AS —= AB ; tirem-
fe SB, SC, ¢ a pyramide SABC fera o tetrae-
dro pedido.

Porque , por caufa das diftancias iguaes OA,

.'OB, OC , as obliquas SA, SB, SC, fe affaftio

igualmente da perpendicular SO e sio iguaes. Huma
dellas SA == AB; logo as quatro faces da pyramide
SABC sio triangulos iguaes ao triangulo dado’ ABC.

 Além difto , os angulos folidos defta pyramide sio

iguaes entre fi , porque sio formados cada hum com
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tres angulos planos iguaes. Logo efta pyramide he hum
tetraedro regular. v

Conflrucgao do hexaedro.

Seja ABCD (fig. 244.) hum quadrado dado: fo-
bre a bafe ABCD conftrua-fe hum prifma reQo cu-
ja altura AE feja igual ao lado AB. He claro que
as faces defte prifma sio quadrados iguacs, e que os °
feus angulos {olidos sio iguaes entre fi como forma-
dos cada hum com tres angulos retos ; logo o prif-
ma he hum hexaedro regular ou cubo.

Gonfirucgao do oftacdro,

Seja AMB ( fig. 24 ‘) hum triangulo equilatero
dado : fobre o lado ABchc creva-fe o quadrado ABCD ;
ao ponto O, centro defte quadrado, levante-fe fobre
o feu plano a perpendicular TS, terminada de hu-
ma ¢ outra.parte em T e § , de maneira ' que
OT—0S—=O0A ; depois una-fe SA, SB, TA, &c.,
ter-fe-ha hum f{6lido SABCDT , compofto de duas
pyramides quadrangulares SABCD , TABCD, en-
coltadas na bafe commum ABCD : efte {6lido fera o
octaedro regular pedido. :

Com effeito o triangulo AOS he rc&anéulo em
O, bem como o triangulo AOD ; oslades AO," OS,
OD, sio iguaes ; logo eftes triangulos sao ignaes, '
¢ temos AS=— AD. Demonltrar-fe-ha do mefmo mo-
do que todos os outros triangulos rectangulos AOT ,
BOS, COT, &c. sao iguaes ao triangulo AOD ;
logo todos os lados AB, AS, AT, &c. sao iguaes
entre fi, e por confequencia o {6lido SABCDT he
comprehendido por oito triangulos iguaes ao triangulo
equilatero dade ABM. Digo mais que os anguios {6-
lidos do polyedro sao iguaes entre {i , por exemplo ,
o angulo § he igual ao angulo B.

Porque he claro que o triangulo SAC he igval
%0 triangulo DAC , e por tanto o angulo ASC he

-
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reto ; logo a figura SATC he hum quadrado igual
ao quadrado ABCD. Mas fe compararmos a pyrami-
de BASCT com a pyramide SABCD , a bafe ASCT
da primeira péde por-fe fobre a bafe ABCD da fegunda;
entao fendo o ponto O hum centro commum , aaltura
OB da primeira coincidird com a altura OS da fegunda,
e as duas pyramides fe confundirdd em huma {0 ; lo-
o o angulo {6lido § he igual ao angulo félido B ; logo
o {6lido. SABCDT he hum o&aedro regular.
Scholis,  Se tres reftas iguaes AC , BD, ST,
forem perpendiculares entre fi e fe cortarem no
meio , 0s extremos deftas retas ferdo s vertices de
hum oétacdro regular.

Conftrucgdo do dodecaedro.
Seja ABCDE. ( fig. 246.) hum pentagono regu-

~lar dado : fejzo ABP , CBP , dois angulos planos iguaes

ao angulo ABC : com eftes awgulos planos forme-fe
o angulo {6lido B , e determine-fe pela propoficio
XXI1V, livro V, a inclinagao mutua de dois deftes

lanos , inclinacao que, en chamo K. Formem-fe fe-
mélhantemente nos pontos C, D, E, A, angules
f6lidos iguaes ao angulo f6lido B, ¢ fituados da mel-
ma maneira ; o plano CBP ferd! o mefmo com o pla-
no BCG, porque sio inclinados ambos a mefma quan-
tidade K fobre o plano. ABCD. Logo péde-fe no
plano PBCG defcrever o pentagono BCGFE igual ao
pentagono ABCDE. Se fizermos o mefmo em cada
hum dos outros planos CDI, DEL ; &c., teremos
huma fuperficie convexa PFGH , &c. compofta de
feis pentagonos regulares iguaes e inclinados cada hum
fobre o %eu adjacente 2 mefma quantidade K. Seja
Pfeh, &c. huma fegunda fuperficie igual 2 PFGH,
&c. , digo que ‘eftas duas  fuperficies fe podem reu-
nir de maneira que formem huma {6 fuperficie con-
vexa continua, Com. efleito , o angulg opf, por exem-
plo , fe. pode ajuntar aos dois angu?os OFB SBPF ,
para. fazer hum angulo félido P i1gual ao angulo B;
e nefta unido nada fe mudard 4 inclinagdo (f’os pla-
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nos BPF , BPO, porque efta inclinagio he tal gual
conyem para a formacao do angulo félido. Mas ao mef-
mo tempo ?uc oangulo folido P fe férma, o lado pf
{e applicara fobre o feu igual PF , e no ponto F fe acha-
rao unidos tres angulos planos PFG, p/2, ¢fs , que for-
marad humangulo f6lido igual a cada hum dos angulos j2
formados-; efta uniio fe fara fem alterar o effado do
angulo P ; nem o da fuperficie ¢fgh, &e. ; porqde
os planos PFG , ¢fp , jd unidos em P, tem entrg
fi a inclinagao conveniente K , bem como os planos
ofr , ¢fp. Continuando affim fucceflivamente , fe vé
que as duas fuperficies fe ajuftarad mutuamente hu-
ma com outra para formar huma {6 fuperficie conti-
nua e reintrante fobre fi mefma. Efta {uperficie {era
a de hum dodecaedro regular, porque ella_he com-
polta de doze pentagonos regulares iguaes, e todos
os feus angulos fblii‘)s sdo iguaes entre fi.

Confirucgido da icofaedro.

Seja ABC { fig. 247..) huma das {uas faces ; for-
memos primeird hum angulo f6lido com cinco planos
iguaes ao plano ABC, e igualmente inclinados cada
hum fobre o feu adjacente. Pata iflo , fobre o lade
B'C', igual a BC , faremos o pentagono regular
B'C/H'I'D! ; no centro defte pentagono levantaremos
fobre o feu plano huma perpendicular ; que term ne
em A/, de maneira que B'A/— B/C! ; tiremos A'C',
A'H', AT/, A'D! ¢ o angulo f{6lido A, formado
pelos cinco planos B'A'C! , C'A'H', &c., ferd o an-
gulo f6lido procurado. Porque as obliguas A'B', A'C',
&e, sa0 iguaes , huma dellas” A'B' hé igual ao lado
B'C’; logo todos os triangulos BIA'C! , C/A'H', &c.
sio iguaes entre fi ¢ ao triangulo dado ABC. -

He claro além difto que os planos B'A'CT,
C'A'H' , &c. eftio igualmente inclinados cada hum
fobre o feu adjacente ; porque os angulos f6lidos Bf,
C', &c. sdo iguaes entre {i , porque sio formados ca-
da hum com dois angulos de triangulos equilateros a
kum de pentagono 1'egular(.2 Chamemos K a inclina-

i
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¢do dos dots- planos em que cltao. os angulos iguaes ,
inclinacio que fe  pode determinar ‘pela propoficio
XX1V, liv. V; o angulo K fera ao melmo tempo
_a.inclinagio de cada plano que compde o angulo {6-
lido A' fobre o feu adjacente.

Ifto poftor, fe fizermos nos pontos A, B, C,
angulos {olidos iguaes cada hum ao angulo A', terc-
mos huma fuperficie convexa DEFG, &c. compofta
de dez triangulos equilateros , cada hum dos quaes fe-
ra inclinado fobre o feu adjacentc a quantidade K ;
e os angulos D, E, F, &c. do feu contorno reuni-
1a0 alternadamente tres ‘e dois angulos. de~triangulos
equilateros. Imaginemos huma fegunda fuperficie igual
a fuperficic DEFG ,: &c. ; eftas duas f{uperficies po-
derao ajuftar-fc mutuamente , ajuntando cada angulo
_triplo de huma a hum angulo’ duplo da outra ; e, co-
mo os planos deftes angulos tem jd entre fi a incli-
nacio K neceflaria para formar Kum angulo (6lido quin-
tuplo igual ao angulo A, cfta unido nada ha de alte-
rar no eftado de cada fuperficie em particular, e as
‘duas juntas formardd huma' fuperficic continua coni-
pofta de vinte triangulos equilateros. Efta fuperficic
fera a do icofaedro regular , porque todos os angulos
felidos sdo'iguaes entre f{i. ;

|

PROPOSIGXO IL

FROBLEMA.
sy Achar a inclinagdo de'duas faces adjacentes de

Fum ﬁquu/ra regular. ;
: tlla inclinagdo fé deduz immediatarnente da conf-
truecao que. démos dos cinco polyedros regulares ;
. ajuntande {Gmente ‘a propoficio XXIV , liv. V, pe-
la qual, fendo dados os trcs apgules planos que for-
mido hum angulo {6lido , fe determina o angulo que

dois deftes planos tazem entre fi.

o tetraedro. Cada angule félido he formado de
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tres angulos de triangulos equilateros (fig.243.) : lo-
go deve-fe procurar ‘pelo problema citado o angule
que dois’ delfes planos fazem entre fi, efte zngulo fe-
ra a inclinagio’ de duas faces adjacentes do te-
traedro. : 3

No hexaedrs. O angulo de duas faces adjacentes
he re&o ! (fiz. 244.) . gk

N oéfaedro. Forme-fe hum zngulo f{olido  (fig.
245.) com dois amgulos de triangulos equilateros e
hum angulo. re&to , a inclinagio dos dois planos', em
que eftao os angulos dos triangulos ferd a de duas
faces adjacentes do o&taedro.. ;

No dodetaedro. Cadaangulo {olido (figi246.) he
formado com tres angulos de pentagonos regulares ;
aflim a inclinagio dos planos de dois deftes angulos
ferd a de duas faces adjacentes do dodecaedro.

No icsfaedrs. Fogme-fe hum angulo félido (fig.
247.) com dois ;angulos de triangulos equilateros o
hum angulo de pentagons regular, a inclinacio dos
dois planos ‘em que eftao’ os angulos dos triangulos
ferd a de duas faces adjacentes do icolaedro.

PROPOSIGCAO IV.

PR 0.5 T E MO v

y» Sendo dade o lado de hum polyedro regular , achar
¢ raio da esfera inferita e o /{'z esfera circunfcrita
ao polyedro. (N

Primeiro he neceflario demonftrar que todo o po-
lyedro péde fer inferito e circunferito a esfera.

Seja AB (fig. 248.) o lado" commum a duas fa-
ces adjacentes., fejao € e E o3 centros deflas duas
faces, e CD, ED, as perpendiculares abaixadas del-
tes centros fobre o lado commum AB, as quacs ca#
hirid no ponto D, ‘meio do lado.” As duas perpendi-
culares CD, DE, fazem entre i hum angulo co-
nhecido, que he igual 4 inclinagio de duas faces ad-
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jacentes determinada pelo problema precedente, Ora,
fe*no plane CDE , perpendicular a AB, tirarmos
fobre €D e ED as perpendiculares indefinidas CO o

~+ EO, que fe encontrao em O , digo que ‘o ponto O
. fera o centro da esfera infcrita e o da esfera circuni-

‘crita , fendo o 1ai6 da primeiraOC , e o da fegun-
«da OA, '

Com effeito , como os apothémas CD , DE, sio
iguaes, e a hypotenufa DO commum , "o triangulo
rectangulo CDO he igual ao-triangule reftangulo

" ODE (18, I.&, e a perpendicular OC he igual 4
L,

perpendicular Mas fendo AB perpendicular ao
lano CDE |, o plano ABC he perpendicular a CDE
Fr , 5.) ou CDE a ABC ; demais CO., no ptano
CIgE , he perpendicular a CD , interfeccdo commum

dos planos CDE , -ABC ; logo CO (18, s5) he

- perpendicular ao plano ABC. Rela mefma razao EO

le perpendicular ao plano' ABE ; logo as duas per-
gendicu]ares CO, EO , tiradas aos planos de duas
aces adjacentes pelos centros”deftas faces , fe encon-
trao ein hum mefmo ponto O, e sao iguaes. Supponhamos
agora que ABC e ABE reprefentem outras duas fa-
ces adjacentes quaesquer , o apothéma CD ficara fem-
pre da mefma grandeza, bem como o angulo CDO,
metade de- CDE; logo o triangulo reétangulo CDO
¢ o feu lado CO ferao iguaes em todas as faces do
polyedro, Logo , fe do ponto O como centro e com
o raio OC deferevermos huma esfera; ella esfera to-
carg todas as faces do polyedro nos feus centros (por-
que os planos ABC ',;ABE,-{er:}o perpendiculares ao
extrema de hum raio), ¢ a'esfera eftara infcrita no
polyedro , ou o polyedro circunfcrito a esfera.

. Tirem-fe OA, OB; porque CA — CB, as duas
obliquas OA , OB, que fcaffaftio igualmente da per-
rcndicular , ferdgo iguaes; o me{mo acontecera a ou-
ras duas linhas quaesquer tiradas do centro O aos ex-

+ tremos de hum mefmo lado ; logo todas eitas linhas sao

iguges entre fi. Logo fe do ponto O como centro e
com 0 raio OA defcrevermos huma fuperficie esferi-

»
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ea, efta fuperficic paffard pelos vertices de todos os
angulos f6lidos do polyedro, e .a esfera ferd circunf-
crita ao polyedro , ou o polyedro infcrito na es
fera. T

Ifto pofto , a folugdo do problema propofto nio
tem ja difficuldade, e pode effeituar-fe affim:

Sendo dado o lado de huma face do polyedro
(fig. 249. ) , defcreva-fe elta face, e feja CD o feu
apothéma. Procure-fe pelo problema precedente a in-
clinacao de duas faces adjacentes do polyedro , e-
faca-fe o angulo CDE igual aefta inclinacao. Tome-
fe DE igual a CD , tirem-fe CO ¢ EO perpendicu-
lares a CD e ED ; eftas duas perpendiculares fe en-
contrarad em hum ponto O, ¢ CO ferda o raio da
esfera infcrita no- polyedro.

Sobre o prolongamento de DC tome-fe CA igual
a0 raio do circulo cjrcunfcrito a huma face do po-
lyedro , ¢ OA fera o raio da esfera circunfcrita ao
melmo polyedro. ]

Porque os triangulos reétangulos CDO , CAO,
da figura 249, sio iguaes aos triangulos do mefmo
nome' na figura 248. Aflim em quanto CD e CA
sio os raios dos circulos inferito e circunfcrito
a huma face do polyedro, OC ¢ OA sio os raios
das esferas infcrita e circunfcrita ao mefmo polye-
dro.

Scholia,  Das propofigbes precedentes fe podem
tirar muitas confequencias. :

1.° Todo o polyedro regular péde fer repartido
em tantas pyramides regulares quantas forem as fa-
ces do polyedro ; o vertice commum deftas pyrami-
des ferd o centro do polyedro, que he ao mefmo tem-
po o das esferas infcrita ¢ circunfcrita. -

2.° A folidez de hum polyedro regular he igual
4 fua fuperficie multiplicada pelo tergo do raip da
esfera inferita. !

. Dois pelyedros regulares do mefmo nome
sio dois f6lidos femelhantes , ¢ as fuas dimensoes ho-~
mwlogas sdo proporeionaes ; logo es raios das esferas
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infcritas ou circunfcritas eftio entre fi como os lados

. deftes. pol ,cdrus

4.” Se mnfcrevermos hum polyedro regular em
huma esfera, os planos tirados do centro ae longo dos
differentes lados repartirdd a fuperficie da esfera em
tantos polygonos iguacs ¢ femelbantes quantas sio as
faces do polyedro.
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LIV RO VI

0S TRES €ORPOS REDONDOS,

DEFINIGOES.

5 (] CHama-fc eylindro o folido. produzido
pela reyolugao de hum reétangulo ABCD (hg. 250.),
que fe®imagina gira em torno do lado immo-
vel AB. -

Nefte movimento os lados AD , BC, que ficio
fempre perpendiculares a AB, defcrevem planos cir-
culares iguaes DHP , CGQ, que fe ghamio bafes
do cylindro , € o lado CD defcreve a fuperficie con-
vexa.

) A linha immovel AB fe chama eixo do cylin-
ro.

Toda a feccio KLM, feita no cylindro perpen-
dicularmente ao eixo , he hum circulo igual a cada
huma das bafes. Porque , em quanto o re&angulo
ABCD gira em torno de AB, a linha 1K, perpen-
dicular a AB, defcreve hum plano circular igual a
bafe , e efte plano he a mefma feccio feita perpen-
dicularmente ao eixo no ponto I. ;
~Toda a fecgio PQGH , feita na direcgdo do
eixo he hum rectangulo duplo do reangulo genc-
rante ABCD. 7

II. Chama-fe céne o folido produzido pela re-
volugio do triangulo redtangulo SAB ( fig. 251. },
que fe imagina girar em torno do lado immovel SA.
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Nefte movimento o lado AB defcreve hum pla.

- noycircular BDCE que fe ‘chama bafe do cine , & a
hypotenufa SB defcreve a fuperficie convexa.

O ponto S fechama vertice do cine , SA eixo ou
@ltura, e SB lada ou apothéma.

Toda a fecgdo HKFI, feita perpendicularmente
20 eixo , he hum circulo ; toda a feccio SDE, feita
na direccdo do eixo, he hum triangulo ifofceles du-
plo do triangulo generante SAB. '

ITI. Se do cone SCDB, tirarmos , por huma
fecgiao parallela 4 bafe, o cone SEKH , o folido
reftante CEHF fe chama céne truncado ou tronco de
cone. Pode-fe fuppér que elle he defcrito pela revolu-
¢a0 do trapezio ABHG, que tem os angulos Ae G
reftos , em torno do lado AG. A linha immovel
AG fe chama ¢ix0 ou aifura do tronco, o0s circu-

los BDC, HKF, sio as bafes , ¢ BEy he o

Hads.

IV.. Dois cylindros ou dois, cones sio feme-
Thantes quando os feus eixos.cftio entre fi como os
diametros, das fuas bales. . . .

V. Se mo circulo ACD (fig. 252.) que ferve
de bafe a hum cylindro, infcrevermos hum polygo-
no ABCDE ; e fobre a bafe ABCDE levantarmos
hum prifma recto igual em altura a0 cylindro, o
prifma (e chama infcrita no cylindro , ou o cylindro
€ircunfcrity ao p‘ri/fr/na. ;

He claro que as areftas AF, BG, CH, &c.
do prifma, que sio perpendiculares ao plano da bafe,
sao comprehendidas ‘na  fuperficie convexa do cylin-
dro. Logo o prifma € o cylindro fe tocio na dire-
ccao deftas arcftas. ;

VI. Igualmente, fc. ABCD (fig.. 253.) for
hum  polygono circunfcrito 4 bafe de bum cylin-
dro, e fobre a bafe ABCD conftruirmos hum pril-
ma refto igual em .altura ao cylindro , o prifma fe
chama cireunferito ao cylindro ou o cylindro infcrite
no prifma. ;

Sejio M, N, &c. os pontos de centatto dos

4 "
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lados AB, BC, &c., e levantem-fe pelos pontos
M, N, &c. as_perpendiculares MX , NY, &c. fao

lano da bafe ; he claro que eftas perpendiculares
éftarzo ao mefmo tempo na fuperficie do cylindro e
na do prifma circunfcrito ; logo ferdo as fuas linhas
de contato. ; f

;s N. B. O cylindro, o cone e a esfera sio os
tres corpos redondos de que fe trata nos elementos. ,,

Lemmas preliminares fobre as fuperficies.

|4
Huma fuperficie //amz OABCD ( fig. 254. ) ke
menot ‘que_outra qualgeer leza/?rrﬁﬁe PABCD ; fermi-
rada no“mefmo contorns ABCD. « . g
Efta prepoficio he tio evidente que ferpdde por
na claffe dos axiomas, porque poderiamos {uppor que
o plano he entre .as fuperficies o que a linha re&ta
he entre as linhas ¢ a linha recta he a mais curta en-
tre dofs pontos dados ; do mefmo modo o plano he
a fuperficie menor entre todas as que tem o me(mo
contorno. Sem embargo, como Ccumpre reduzir os
axiomas ao menor numero poffivel , eis-aqui hum
raciocinio que ndo deixara duvida alguma dcérca def-
ta propefigio. :
omo a fuperficie he extensio em comprimen-
to e largura, nao fe péde conceber que huma fuper-
ficie feja maior.que outra , fem que as dimensdes
da primeira exceddo cm alguns fentidos ds da fe-
gunda’; .e fe acontecer que as dimensbes de huma
fuperficie fejio em todos os fentidos menores que |
as dimensbes de outra fuperficie , he evidente que a
primeira f{uperficie fera menor que a outra. Ora,
em qualquer fentido que fe faga paffar o plano
BPD:, que cortara a fuperficic plana ‘na direcgio
BD, ¢ a outra fuperficic na direc¢io BPD , a li-
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nha re@®a BD fera fempre menor que BPD. Logn
a fuperficic plana OABCD he menor’ que a fuper-
ficie que a cérca 'PABCD.

v H
Toda a fuperficie convexa OABCD ' ( fig. 255.)

be menor que outra. qualquer fuperficie que envolveffe
a primeira , cfiribando-f¢  fobre o mefmo contor-
no {)’\BCD. < s -

Repetiremos aqui  que entendemos por fuperfi-
cie convexa huma fuperficie que nio péde fer eneon-
trada por huma linha em mais de dois pontos: ‘e
entretanto  he poffivel que huma linha recta fe ap-
plique exaltamente em certo’ fentido , fobre huma
fuperficie convexa: vém-fe exemplos nas fuperficies
do cone e do. cylindro. Tambegn advertiremos que 2
denominacio de Jfuperficie convexa nio. fe limita s6
ds fuperficies curvas; ella comprehende as fuperfi-
cies polyedraes ou compoftas-de muitos planos , ¢
igualmente as fuperficies parte curvas, ¢ parte po-
lyedraes. | , ey i

~ Iite pofto, fe a fuperficic OABCD nao for
menor que todas aquellas que a envolvem , feja en-
tre eitas PABCD a fuperficie menor que fera gnan-
do muito igual a OABBD. Por hum poento qualquer
O, faca-fe paffar hum plano que toque a fupcrﬁcic
OABCD fem a cortar : efte plano encontrara a fu-
perficie PABCD , e aparte queelle deftacar, ferd maior,
que o plano terminado na mefma fuperficie. :Logo,
confervando o refto da fuperficie PABCD ,- poderia-
mos fubftituir o plano @ fuperficie feparada, e teria-
mos huma nova fuperficie que envolveria {empre a
fuperficie OABCD,, ¢ que feria menor que PAECD.

Mas efta he a menor de todas, por hypothefe ;
logo eita hypothefe nan péde fubfiftir. Logo a fu-
perficie convexa’” OABCD « he menor que outra
qualquer fuperficie que envolvefle: OABCD , e que
terminafle no- mefino contorno ABCD. :
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Scholie. Por hum raciocinio inteiramente feme-
thante fe wprovara ; 1.© Que, fe huma fuperficie
convexa, terminada por dois contornos ABC, DEF
(fig. 256. ), for envelvida por outra fuperficie qual-

uer terminada nos mefmos contornos, a fuperficie
envolvida ferd menor do qué a outra.

2.2 Que , fe huma f{uperficie convexa AB
( fig. 2587.-) for envolvida 'de todas as partes por
outra duperficie MN , quer ellas tenhio pontos, li-
nhas , ou planos communs, quer niao tenhao ponto
algum commum , a-{uperficie envolvida Yerd fempre
menor que a fuperficie envolvente.

Porque entre eftas nenhuma péde haver que fe-
ja 2 menor destodas’, pois em todos os cafos pode-
riamos conduzir o plano CD tangente a fuperiicie
convexa, plano que f{eria menor que a {uperficie
CMD ; e portanto @ fuperficie CND feria menor
que MN , o que he contra a hypothefe de fer MN
a menor de todas. Logo a fuperficie convexa AB
he menor que todas aquellas que a envolvem.

PROPOSLCAOLL &
THEROREMA.

d foidez de bum cylindrs he igual ae produ-
o da fua bafe pela fua altura. |

Seja CA (fig. 258.) o raio da bafe do cylin-
dro.dado, A a fua altura; reprefentemos por fuperf. CA
2 fuperficie do circulo do qual CA he o raio;
digo-que a folidez do ‘cylindro ferd fuperf. CA X A.
Poique , fe fuperf. CA X A nio tor a medida do
cylindro dado, efte produ@o ferd medida de hum
¢ylindro’ maior ou menor. Supponhamos primeiro que
ella feja medida de hur: cylindro mener, por exem-
plo , do cylindro do qual CD he o raio da bale e
A a altura,

Circunfcreva-fe ae circule cujo raio he CD,
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“hum polygona regular GHIP , cujos lados ndo en-
contrem a circumferencia da qual . CA he raio
(10. 4. ); imagine-fe hum prifma refto que tenha
por bafe o polygono GHIP, e por altura A, o qual
~ prifma ficard circunfcrito a0 cylindro, cujo raio da
gafc he CD. Ifto pofto, a f{olidez do-prifma he
igual (14, 6. ) a bafe GHIP multiplicada pela al-
tura A: a bafe GHIP he menor que o circulo do
qual CA’he raio’; logo a folidez de prifma he: me-
nor que fuperf.. CA X A. Mas fu{mrf.‘ CA x A
he , por. hypothefe , a folidez do cylindro infcrito no
prifma ; logo o prifma feria menor que o.cylindro:
"~ ora , pelo contrario, o cylindro he menor que o
prifma , porque nelle fe contém ; logo he impoffi-
vel que _}z)«perf. CA % A feja medida do cylindro ,
«do qual o raio da bafe he CD e A a altura, ou,
em termos mais geraes, o produlto da bafe de hum
cylindro péla fun altura nao Yode medir hum cylin-
dre mener. '

Digo em fegundo lugar que efte mefmo produ-
&o nao pode medir hum cylindro maior. Porque,
para nio multiplicarmos figuras 4 feja CD o-raio da ba-
fe do cylindro dado, e feja , fe he poflivel , fu-
perf. CD X A a medida de hum \cylindro maior , por
exemplo,, do, cylindro, do qual CA he o raio da
bafe , ¢ A a altura.

Se fizermos a mefma conftruc¢do que no pri-
meiro «cafo, o prifma circunfcrito ao cylindro dado
tera por medida GHIP' X A : a drea. GHIP. he
maior que fuperf. CD ; logo a folidez do prifma de
que fe trata he maior que fuperf. CD X A : logo
o prifma feria maior que o cylindro da mefma altu-
ra que tem por bafe fuperf. CA. Ora, ao contra-
rio, o prifma he menor que o cylindro, porque nel-
le fe contém. Logo ke impoffivel que a bafe de hum
?Iindra.nmll!ﬁ!icadq pela fua altura f[eja medida de

um cylindro maior. . i

Logo finalmente a folidez de hum ecylindro he

igual ao produéto da fua bafe pela fua altura.
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Corollurio 1. Os cylindros da mefma altura ef.
tio entre fi como as fuas bafes, e, os cylindros da
mefma bafe eftao entre fi como as fuas.alturas.

Corollariz' 11. Os cylindros femelhantes eligo ce-
mo os cubos das alturas, ou como. os cubos dos
diametros das bafes. Porque, as bafes eftio como os
quadrados dos -feus diametros ; e’ como s cylindres
sao {emelhantes, os diametros das bafes eftio como
as alturas ( def. 4. ): logo as bafes eftio como -os
quadrados das alturas ; logo as bafes multiplicadas
pelas alturas , ou os mefmos cylindros , eftio como
os cubos das alturas. Bl

Schelto. Seja R o raio da bafe de hum cylin-

dro, A 1 {ua éltura‘, a fuperficie da bafe fera @R
[ 12, 4= 3ka0 e 2 folidéz. do cylindro ferd &R .)(‘A 2
ou @R~ A. : . |
P'ROPOSICXO I
LEMMA. |

A fuperficie convexa de bum.  prifma refto he
igual ao perimetro da fua bafe’ multiplicado pela fua
altura.

 Porque efta fuperficie he igual 4 fomma dos
reGtangulos AFGB (fig. 252.), BGHC, CHID,
&c. de que ella he compofta : ora as alturas AF,
- BG, CH, &c. deftes retangules siao ignaes a al-
tura do prifma; as fuas bafes AB, BC, CD, &ec.
juntas , fazem o perimetro da bafe do prifma. Logo
a fomma dcﬁc,g,,{;;&angulbs ou a fuperficie coirvexa
do prifma he lgua}ao perimetro da bafe multiplicada
pela althira, s Lom

- Corellario. Se dois prifmas reflos tiverem a mef-
ma altura , as {uperficies convexas. deftes prifmas ef-
tar3o entre {i como os perimetros das fuas bafes.

Ay
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PROPOSIGCZXO IIL
LEMM A,

A [uperficie convexa do cylindro he maior que a4
Sfuperficie convexa de qualquer prifma inferito, e me-
nor que & [uperficie convexa de qualguer prifma cir-
cunferite.

Porque , 2 fuperficie convexa do cylindro e a
do prifma infcrito ABCDEF [ fig. 252.) podem fer
confideradas como de mefmo comprimento , porque
toda a fecgio feita em huma e outra parallelamen-
te a AF he igual a ‘AF ; e fc para termos as lar-

uras deftas fuperficics as cortarmos por planos pa-

rallelos a bafe ou perpendiculgres a'arefta AF, as
fecgbes ferao iguaes , huma a circumferencia da ba-
fe , outra ao contorno ,do polzg‘ono ABCDE, me-
nor que efta circumferéncia. Logo , como em igual
comprimento a largura da fuperficie cylindrica he
maior qué a da fqperﬁcie prifmatica , fegue-fe que
a primeira fuperficic he maior do que a fegunda.

Por hum raciocinio inteiramente femelhante , fe
provard que a fupesficie convexa do cylindro ( fig.

3.) he menor que a de qualquer ‘prifma circunf-

25
crito BCDKLH.

PROPOSIGXO, IV.

T HYE, O R E M’'A,

A [uperficie convexa de hum eylindro he igual d
eircumferencia da fua bafe muitiplicada pela fua al-
fura. :

Scja CA [ fig. 258.) o raio da. bafe do cylin-
dro dado, A a fua altura; fe reprefentarmos por
cire. CA a circumferencia da qual CA he o raio,
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iigo”quef‘tx'rc. CA X A ferd a fuperficie convexa do
cylindyo. Porque , ‘fé€ negarem efta propoficio , deverz
fer cire. CA X A a {uperficie de hum cylindro
maior ou menor 3 fupponhamos primeiro que he a
fuperficie *de hum cylindro menor, por exemplo,
do cylindro do qual o raio da bafe he CD e A a
altura. jissg %

Circunfcreva-ferao circulo de que CD' he raio
hum polygono regular GHIP, cujos lados nio en-
contrem a circumferencia de que CA he raio; ima-
gine-fe  hum prifma recto ?ue tenha por altura A
¢ por bafe o pelygéno' GHIP. A fuperficie convexa
defte prifma  ferds igual ao contorno do polygono
GHIP multiplicado pelaaltura A (2. ); efte con-
torno he menor que a‘circumferencia ‘cujo raio he
CA ; logo a fuperficie «convexa do Xriﬁpa he menor
que circ, CA X A, gMas cire.. CA XA he, por
hypothefe , a fuperficie convexa do cylindro do qual
o raio da bafe he CD, o qual cylindro efta infcri-
to no prifma ; logo a fuperficie convexa do prilma
feria. menor que a do cylindro inferito. Ora ao con-
trario , ella” deve fer maior ( 3.); logo a hypothefe
de que partimos he abfurda, Eogo , 1.2 a circumfe-
rencia da bafe de bhum cylindro multiplicada pela ﬁ/’ua
altura , nio péde medir a fuperficie convexa de hum
eylindre menor. ¢ pRpeET

Digo em fegunde lugar que efte mefmo produ-
&o nio péde medir a fuperficie  de thum cylindro

maior. Porque , para nio mudar defigura, feja CD:

o raio da bafe do cylindro dado , “e feja, fe he
poflivel, circ. CD % A a fuperficie convexa de hum
cylindro, que com a mefma altura, teria por bafe
hum circu?o maior , por exemplo, o circulo cujo
raio he CA. Faremos a mefma conftrucgao que na
primeira hypothefe ;" e a fuperficie convexa do prif-
ma ferd igual ao contorno do polygono, GHIP
multiplicado pela altura A. Mas efte .é_'omu,rhq he
maior que circ. €D ; logo a fuperficie do’ prifma,
feria maior que ¢ire.. CD I>l< A, que, por hypothe=

.
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. fe, he a fuperficie do cylindro da mefma ‘altura de
. qual* o raio da bafe he CA. "Logo a fuperficie do

rifma feria maior que a do cylindro. Mas ainda no
cafo de fer o prifma infcrito no cylindro, a fua fu-

_ perficie feria menor que a.de eylindro {3.); com

mais razio he ella menor - quando o prifma nao to-

- ca o cylindro. Logo nao péde ter lugar a fegunda

hypothefe. Logo, 2.° a circumferencia_da- bafe de
bum cylindro multiplicada pela fua altura , nio pode
fer medida da f[uperficie de bum cylindro maior.

-Logo finalmente a fuperficie convexa do cylin.
dro he igual 4 circumferencia da fua bafe multipli-
cada pela fua altura. o

PROPOSIGAO V.
2T HeE 0 R.l":'M vk

+ A [folidez de hum cone he igual ao produéts de
Jua bafe pelo terco da fua altura. i
. Seja. SO ( fig. 259. ) a altura do cone dado,
AO o raio da bale, fe notarmos por fuperf. AO
a fuperficie da bafe , digo que a~ {olidez do cone

feri igual &\ fuperf. AO X Ls0..

Com effeito , fuppenhamos 1.° que fuperf. AO
p 0 ;—SO feja & folidez de hﬁm_cénc maior , por

exemplo, do cone , o qual'tem a mefma altnra SO,
mas cujo raio da bafe OB he maior que OA. ~
Ao circulo cujo rzio he AO circunfcreva-fe hum
polygono regular  MNPT que nao encontre a cir-
cumferencia cujo raio he OB (i10, 4. ) ; imagine-e
huma pyramide que tenha por bafe o polygono e po:
vertice o ponto S. A folidez defta pyramide s 19,
6. ) he igual 4 4rea do polygono MNPT multipli-
ada pelo tergo da altura SO. Mas o polygono he
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maior que o circulo infcrito reprefentado por fuperf.
AO ; logo a pyramide ‘he maior_ que fuperf. AQ

X SO, que, por hypothefe , he a medida do-
3. ,

cone. que tem por “vertice S, ¢ da qual o raio da
bafe he OB. Ora, ao contrario, a pyramide he me-
nor que o cone, porque fe contém nelle. Logo 1.°
he impoflivel que a bafe de hum céne multiplicada
pelo tercd da fua altura feja medida de hum cone
maior. ° '

Digo 2.° que efte mefmo producto nio pdde
fer medida de hum cdpe menor. Porque, para nio
mudar de figura, feja OB o raio da,bafe do cone

dado , e feja, fe he poflivel , fuperf/. OB X :—SOa

folidez do céne qut tem por altura SO e por bale
o circulo do qual AQ he o raio. Far-fe-ha a mefma
conftrucgao que acima, ¢ a pyramide. SMNP, &c, '

ter4 por medida a drea MNPT multiplic:a(ia por :— SO.

Mas a area MNPT he menor que fuperf. OB;
logo a pyramide teria huma medida menor que fu-

perf. OB X ;—SO,. ¢ por confequencia feria menor .

que o cone do qual AO he o raio da bale ¢ SO
a altura. Ora, pelo contrario, a pyramide he maior
que o cone , porque o cone fe contém nella. Logo
2. he impoflivel que a bafe de hum cone multipli-
cada pelo tergo de fua altura, feja medida de' hum
cone menor. , ,
Logo em fim a folidez do céne he igual a0
produéto da fua bafe pelo tergo da fua altura.
. Cerollario. Hum cdne he o terco de hum cy-
lindro da mefma bafe ¢ da mefma altura ; dondc fe

fegue, - o
i
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1.© Que os cones de alturas iguacs eftio en.
* tre fi como as fuas bafes:

' "2.° Que os cones de bafes iguaes cftio entre
fi como as fuas alturas: B :
_3.° Que,os eones femelhantes eftio como os
cubos dos diametros das fuas bafes , ou tomo os cu-
bos das fuas alturas. B

Scholio. Seja R o raio da bafe de hum céne,

e i ; . 5
A 2 fua altura; a folidez do cone ferd = RO

) 5
o

.!-‘:A?'ourfl— S RIA: : e P >
2 ME et O8] 4

NS » RO P.OS 1 QLOLVI
/ i L Y § SR

' ‘Turoreha
S bﬂcﬁhﬁ Hr‘:u;xm'da ADEB (fig. 260. ) de qual es
\raios Ha;‘\g‘ﬁe: sae OA, DP ) € PO a altura , tem

 por medida ;_w OP.(AO" 4- DP" J-AOXDP).

- Seja TFGH huma pyramide triangular da_mef-
~ ma altura do cone SAB, c cuja ba%c FGH feja
'egzsivalcpte a bafe do. céne. Podemos fuppor que

¢ duas bafes eftio no me[mo" plano ; entao os
_vertices S e T eitario em ignaes diftancias 'do pla-
. no das bafes, e o plano EPD prolongado fard na
pyramide a feccaio IKL. Ora', eu digo que cita fe-
ccao IKL he equivalente 4 bafe DE ; porque as
bafes AB, DE, eftio entre i como os_quadrados
~dos raios AO, DP (11, 4.), ou como os quadra-
dos -das alturas SO, SP ; os triangulos I'GH,
IKL , efap entre fi como os quadrados deflas mef-
mas alturas (15, 6.); logo os circulos AB., DE
efido _entre fi' como os triangulos FGH , TKL. Mas,
por hypothele, ¢ triangulo FGH he equivalente ao
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eirculo AB ; logo o triangulo IKL he cquivalcntc- ao
eirculo D_E- -

; Agof’a a"bafe AB multiplicada por% SO he a
folidez do cone SAB , e a bafe FGH multiplicada
por ;_so he a folidez_da pyramide TFGH ; logo,

em razdo, das bafes equivalentes, a folidez da pyra-
mide he igual a do céne. Por huma razao femelhin-
te , a pyramide: TIKL he equivalente ao cone SDE ;
logo o tronco”de cone ADEB he equivalente ao
tronco de pyramide FGHIKL. Mas a bafe FGH ,
equivalente ao circulo cujo raio he AO, tem  por

medida @@ X A0 i do mefmo modo a bafe IKL =

=2 s .
7 X DP , e a meia proporcional entre = X

AO" ewm X DP” he @ X, AO X DP: Lc;go a

folidez do tronco de pyramide ou a do tronco de

cone , tem por medida' L OP X (@ X F.'(S’ ‘ 'ar
] s -

X DP* 4 = X AO X DP) (20, 6.), que

he o mefmo que :-;. @ X OP X (Ab" - pP*

"4 A0 X DP). .
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PROPOSIGZXO VIL

T H EOREM At :

A [fuperficie convexa de hum cone he igual @
o eircumferencia_da fua bafe mulliplicada pela metade
. do feu Jado, ; W, 5

W o Seja AO (fig. 259.) o raio da ‘bafe'do cone
‘dado, S o feu vertice, ¢ SA o feu lado; digo que
~a_fua fuperficie fera circ. AQ X % SA. Porque fe-
ja, fe he poflivel , cire. AQ X 1 SA, a fuperficie
~de hum - céne que tiveffe por vertice o ponto S e
‘por bale o circulo defcrito com o raio OB maior

< ¢

'i]uc AQ. ) #a
Circinfcreva-fe a0 pequenog circulo hum poly-
_ gono regular MNPT', cujos lados nio encontrem a
circumferencja da qual OB he raio; e feja SMNPT
yramide regular, que teria por bafe o polygono , ¢ por
ertice o ponto S. O triangnlo SMN , hum dos que
compde agfuqurt}giehconvexa da' pyramide, tem' por
edida a bafe- MN multiplicada  pela metade da al-
ura SA ,- que he a0 mefmo tempo o lado do cone
ado ;" de fer 'efta altura igual em todos os outros
triangulos SNP-, SPQ, &c., fe fegue que a-fuper-
ficie convexa da ‘pyramide he igyal @o contorno
PR, &c. multiplicado por L°SA.: Mas o con-
torno. MNPQR , &c. ,* he maior queieire.. AO ; lo-
g a fuperficie convexa da pyramide he maior que
girc. AO X 4 SA, e por confequencia maior que 2
.E;rgcie -conyexa do-céne que com' o mefmo ver-
ce S tivefle por bafe o circulo defcrito ‘com o raio
Ora, pelo contrario, a fuperficic convexa do
_"c'égc he ‘maior que_a da pyramide ;- porque, fe encof-
tatrmos . bafe 4 bafe a pyramide a huma -pyramide
.i{gual , 0 cbne a outro cone ignal , a fuperficie dos
dois- cones envolvera- de todas as partes ;,fﬂpcrﬁcxg
das duas pyramides ; logo a primeira fuperficic fera

&
’v

¥ AENE

b N




maior que a fegunda’ (lem. 2.); logo a fuperficie do
cone he maior "que a da pyramide que nelle fe com-
prehcndc. O contrario era confequencia da noffa hy-
pothefe 5 logo efta hypothefe nao , tem lugar ; logo
1. % a circumferéncia da bafe de hum céne multipli-

cada pela metade do feu lado , nio pode fer medida |

da fuperficie—de hum céne maior. : .

* Digo 2.2 que o mefmo produ&o nio pode me-
dir a fuperficie de hum cdné menor. Porque {eja BO
o raio da bafe do lado dado, e feja, fe he poflivel,
eire. BO % £ SB a f{uperficie do céne do qual ‘o ver-
tice -he §, e AO, menor que. OB, o raio da
bafe. - .

Havendo feito a mefma conftrucgio acima , a -

fuperficic da Pyramide SMNPT fera igual ao con-

torno MNPT multiplicado por £ SA. Ora, o con- .

torno. MNPT he mepor que cire. BO', SA he me-
nor que SB:; logo K(')’r dobrada razao a fuperficie con-
vexa da pyramide

que , por hypothefe , he a fuperficie do cone, do
qual o raio da”bafe he AO; logo a fuperiicie da

pyrf&;idc\feﬁa menor que a do coneinferito. Ora,

pelo contrario , ella he major ; porque encoftando
%’éf’i‘,ba{p,a pyramide a huma pyramide igual , o
cone a outro codne igual, a fuperficie das duas pyra-
mides envolvera a fuperficie dos”dois cones, ¢ por
confequencia ferd maior. Logo 2.9 he impoflivel que
a circumferencia da bafe de hum cone dado multi-
plicada pela, metade do feu lado, feja medida da fu-
perficie de hum céne menor. i
.+ Logo. emfim a fuperficie convexa de hum co-
ne he igual 4 circumfercncia da fua bafe multiplica-
da por metade .do feu lado. ‘e
Scholio. Seja Iy o lado de hum céne , R o raio

da fua bafe , a circumferencia defla bafe fera e@R, "

e a fuperficie do cone ferd por medida 2R X ; L,
U wAKL.

e menor _?ue circ,. BO"X £ SB,
t
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Ex'o Mo KT s '
" PROPOSIGZAO VIIL
THEOREM A.
A fuperficie convexa  do trence de’ cbne ADEB

(fig. 261.) ke igual ao few lado AD multiplicade
pela [emi-fomma das c:numferenaas das fuas duas

. bafes” AB’, DE.

No plano SAB que paffa pelo }!}x? S0, tire-fe
perpendicularmente 2 SA a linha AF , igual 4 cir-

' cumferencia cujo raio he AO; ajume-fe SE, e tire-

fe DH parallela a AF.
Os . tuangulos femelhantes SAO SDC, dio

 AO:DC::SA;:SD, ¢ os tnangulos fcmelhantes

SAF/, SDH dio AF:DH :: SA: SD logo AF :
DH: : AQ: ‘DC 5 Ol ziciragh A irc. I CR (o 1,
2_{ Mas por conﬂrucc;ao AF«— circ. AQ; logo
= circ. DC. Ifto pofto, o triangulo SA]& ?

 que tem por medxda AF X 4 8A, he igual a fu-
_ perficie do céne SAB que tem por medida cire.

AO X 1 SA Pela mefma razado o triangulo SDH

* he xguaI 4 fuperficie do céne SDE. Logo a per-

ficie do tronco ADEB he igual 4 do Bemo
ADHF. Efta tem por medida) (7, 3.) A

QL':.PH 3 looro a fupcrﬁcxc do trenco de

cone ADEB he igual ao feu lado AD multiplicado
pela femi-fomma das cxrcumferencx’as &ﬁ fuas duas
bafes.

Corollario. Pélo ponto }, mc?&dfc AD, tlre-fc
IKL parallela a AB, e IM parallela aAF , de-

monftrar-fe-ha , como acima-, que IM — cire. 1K,

+ Mas o trapezio ADHF — AD ¥ IM = AD DG

eirc.. TK. Logo tambem, fe pode dlZ%I ue a fuper-
ficie de bum troncs” de cone he igual as /(iu lade mul-
tiplicado pela cireumferencia de bhuma fecgao feita em
\igual difiancia das duas- hg[e: .

/
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8cholio. 8e huma linha AD, fituada toda inteira
domefmo lado da linha OC e no mefmo plano, fizer
huma revolugdo em torno de OC, a fuperficie defcri-
rz'rz'.AO—}-:ir(.DC),
- § 2 3
on AD X cire. IK: {endo as linhas AO, DC, IK,

ta porAD terd por medidaAD X (

perpcndiculares abaixadas dos‘extremos e do meio da -

linha AD fobre o eixo OC. =« .
Porque , fe prolongarmos AD e OC até o feu

encontro mutuo em 'S , he claro que a fuperficie

defcrita_ por AD _he a de hum cone truncado do qual
AO e DC sao os raios das bafes , tendo o cone in-
teiro por vertice o ponto S, Logo efta fuperficie te-
ra a medida mencionada. SR : -

Efta medida teria fempre lugar , ainda quando e
ponto D cahifle em S, ‘0 que daria hum céne intei-
ro, ¢ tambem quands a linha AD folle parallela ao
eixo , o que daria hum cylindro. No ' primciro cafo
DC felzia nulla, no fegundo DC feria igual a AQ
e a IK: : .

PROPOSICZXO IX.
' L'EEM M A,

Sejis AB', BC, CD, (fig. 263.) muitos ladss

Jucceffioos de hum polygono regular , o few centra,

¢ Ol o raio"do carculo inferits 5 fe fuppofermos que

a porgao ABCD, fituada tsda do mefmo lado do dia-
metro ¥G , fagca huma revolucio em torno defle diame-
tro, a fuperficie defcrita por ABCD terd por medida
MQ xcire. OL, fendo MQ a altura defia fuperficie
ou a parte do ¢ixo comprehendida entre as perpendicu-
lares extremas AM ', DQ.

Sendo o ponto I meio de AB, e IK perpendi-
cular ao eixo abaixada do ponto I, a fuperficie del-
crita. por AB tera por medida AB % ¢irc. 1K (8.).
Tire-fe AX parallela a0 eixo, os triangulos ABX,

RS

AR 3

&

B A T
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. OIK, terio os lados perpendiculares , cada hum
¢ ' " _cada hum, a faber Ol-a AB, IK 2 AX , e OK
d BX ; légo eftes triangulos sio femelhantes ¢ dio

proporcio AB: AX ou MN :: OI: IK, ou :
; cire. Ol : cire. IK ; logo AB X _circ. IKZMN X
" cire. Ol.-Donde fe v& que a fuperficie defcrita por
- +AB he,igual a fua altura MN multiplicada pela cir-
- cumferencia do circulo infcrito. Do mefnfo modo a
o, fuperficie defcrita por BC — NP X ¢irc.OI , " a
L fuperficie defcrita por CD , == PQ X eire, OI. Logo
" a fuperficie defcrita pela porgio de polygono ABCD
- tem por medida (MN -} NP P% X cire. OL,
o ou MQ X cire. O 5 logo he igual & fua altura mul-

~ tiplicada pela circumferencia do ‘eirculo infcrito.

" = Corollario. Se o polygono inteiro for de hum nu-

& - mero de lados par, e o eixo FG paffar pelos doiss
. vertices oppoftos ¥ ¢ G, a fuperficie defcrita pcla’re-
~ volugao do“femi-polygono FACG fera igual” ao feu
_eixo FG multiplicado pela circumferencia do circulo
~inferito.  Efte eixo FG fera a0 melmo -tempo o dias

- metro do circulo circunfcrito. |

t N AV
i . P ROPQSIG %0,X.
. 7 ‘\'\\

O R

IR AR o LD A0 (T Ha®:0 R B MK, &

L A fuperficie da}'ufcra he ‘igual ‘ao feu diametre
Al multt:éhcado pela circumferencia de hum cireulo maximo.
- Digo a.° que o diametro de huma' esfera , mul-
- tiplicado pela circumferencia do féu circulo maximo ,
nao. péde medir a fuperficle de huma. esfera maior.
L Z Porque feja , fe he poflivel ;#AB X circ. AC ( fig.

" 264.) a fuperficie da ésfera cujo raio he CD.

¢ Ao circulo, cujo raio he CA, circunfereva-fe

. hum polygona regular de hum numero par de lados

que nio encontre a circumferencia da qual CD he o
raio; fejao M e S dois angulos oppoftos defte poly-
Fono; ¢ em torno do diametro MS faga-fe girar o
_femi-polygono MPS. A fuperficie defcrita por cite po-

\



8 L 1w Rro VIII . 267-
lyzono tem por medida MS % c/re. AC (9.): mas
MS he maior que ABj logo a fuperficie deferita pe-'
lo polygono he maior que AB X cires AC ;e por
confequencia miaior que a fuperficie da esfera da qual
o raio he. CD. Ora, pelo contrario, a fupariicie da
'esfera heé maior do que a fuperficie defcrita pelo po-
lygono , por que esta he envolvida por aquella por
|{odas a$ partes. Logo 1.° o diametro de huma esfera
' multiplicado pela cireumferencia do'feu’ circulo maximo
nio pode-medir a fuperficie de htma esfera maior..
Digo 2.% qué efte mefimo produto nio péde me-
dir a fuperficie de huma esfera menor. Porque feja ,
fe for poflivel ; DE X c¢irc.. CD' a fuperficic da es-
fera cujo raio he CA, Faremos a mefma conftrucgio
que no primeiro. cafo , e a fuperficie do_{Glido gera- —
do pelo polygéno. fera igual a MS X cire. AC. Mas 3
MS he menor que DE ; ¢ ¢irce AC menor: que
circ. CD 5 logo por eltas duas razdes, a fuperficieido
[olido defcrito pelo polygono feria menor que DE. 3¢
are. CD , e por confequencia menor que afuperficic .
da esfera cujo rafo he AC. Ora , ao contrario , a fu= Cm
perficie deferita pelo polygono he ‘maior que a fuper- - :
cie da esfera , cujo raio he AC/, porque a primeira
fuperficie envolve a fegunda ; logo 2.° o diametro de
huma esfera multiplicado ' pela’ g:nﬁﬁthmfercncia do feu
circulo makimo , - ndo pode fer' medida da fuperficie 3
de huma e§fera menor.. B P TN A ;
Logo a fuperficie da esfera he igual ao feu dia-

metro multiplicade pela: circumferencia do féu’ circulo

maximo. . R el T o By A
Corollario. * A “fupetficic do circulo maximo fe ol

mede multiplicando “a'fua circumferencia pela’ metade o

do raio ‘ou o quarto do diametro; logo a fuperficie da

esfera he quadrupla di de hum' circulo maximo.

Schaiia,  Sendo aflim medida a fuperficic da es-
fera e comparada com fuperficies \planas , ferd facil ter b
o valor abloluto dos ‘fufos ¢ triangulos esfericos , dos ;
quaes acima determinimos a razao com a fuperficie ;
inteira da esfera. :
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- Primeiramente , o fufo , cujo angulo he A efts
para a fuperficie da’ esfera como o angulo A eftd pa-
ra quatro angulos reétos (20, 7.), ou como o ar-
co de circulo maximo que mede o angulo A el
ara a circumferencia do mefmo circulo maximo.
ﬁ'las a fuperficie da esfera he igual a efta eizcum-
ferencia multiplicada, pelo diametro ; logo a fuperficie

“do fufo he igual a0 arco.que mede o angulo defte

fufo multiplicado pelo diametro,

Em fegundo lugar , todo o triangulo esferico he
equivalente a hum fufo cujo angulo he igual 4 me-
tade do exceffo da fomma dos feus tres angulos fo-
‘bre dois angulos retos, ( 23, 7.)« Sejao pois P, Q,
R, os arcos de circulo maximo que medem os tres
angulos do triangulo ; feja C a circumferencia de
hum circulo maximo; e D o feu diametre ; o triangulo
esferico ferd cquivalente ao fufo , cujo angulo tem

<«
por medida ¥ +Q +R moai % , € por confequencia
2 ‘

“a fua fuperficic feri D X(P +,Q+R’——-’;C).
. : : . 3 ) ‘

Por tanto , no cafo do triangulo tri-rectangulo,
eada hum dos arcos P ,,Q , R, he iguala # C, afua
fomma he $ C, 0 gf@%o defta &m a fobre £ C he
4 C; e a metade defte exceflo==1 C ;. a fuper-
ficie do triangulo tri-reangulo—1 C, “';E', que he
a oitava parte da fuperficie total da_estera.

A medida dos polygonoes ‘esfericos fe fegue im-
mediatamente da medida, dos triangulos, ¢ além dilto
ella fica determinada inteiramente pela prop. xxiv,

liv. viy, porque a unidgde de medida, que he o

triangulo tni-rectangulo, acaba de fer ayaliada em fu-
perhicie plana. ' 1 ‘
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PROPOSICXO XL

LEMMA. » ‘

Suppandb as mbﬁms coufas que hq propofigio 1x,

fe alem. d}'ﬂa, o ponio ¥ (1ig.263.) , extremo do ei-
x0 , for hum dos wvertices do pelygono , ¢ tivermos

FK L FO ;5 digo que a fuperficte gerada pela por- .

cio do polygono ¥Al ., compojia de muitos [ados intei-
ros FA e de hum femi-lado Al , he menor que FK X
circ: Q1% DT ;

Porque a fuperficie defcrita pela parte FA tem
por medida (9. ) FM X ¢cire. OL; e a fuperficie def-

crita pelo femi-lado AR tem por medida (8.) AI X

(Lcire. AM o £ cire, IK): ora AM he menor que
1K, porque FK he mpenor que YO ; logo a fuper-
ficie defcrita per AL he menor que Al X ¢/re. 1K

ou o feu igual MK X cire. O1'; logo a fuperficie in- '

teira deferita por FAI he menor que FM X ¢ire. Ol
+MK X cire. O, ou FK X cire. OI

"PROPOSIGZAO XIIL

l

THEOREMA,

igual & altura 'defiee zona multiplicada pela circum-
Jerencia de hum cirewdo” maximo. R A

Seja AB  (fig."271.) hum arco menor ou_nio
maior que o quarto de circumferencia , ¢ tirc-feraHD‘
perpendicular fobre o raio AC ; digo’ que a zona del-

critapela revolucao do arco AB  em torno de AC

tem por medida AD X ci7e. ACSHH

Porque , fuppenhamos primeiro que efta zona te-+
nha huma medida maior, e feja, fc he poflive] , ef-
ta medida = DE ¢ circ. AC. 'Ch’cdnfcrega-’fc a0 ar-
co AB huma porcao de polygomo regular Bayzu que

230 encontre o arco defcrito com o raio CL, e que

\

4 fupe@fme‘«de _:b'iun(i zona “é{frr/"ra ﬁ(alqu:;' he -

R, e
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fcja compofta de muitos lados inteiros uzyx , feguido
de hum' femi-lado Bx (1): ifto pofto, a fuperficie def-
crita pelo polygono Bxyzu, girando em torno deDu,
. he menor. que Dc x cizz. AC (13.), € com mais
razio menor que Du X cire. AD, que, por hypo-
thefe , he a medida da zona defcrita ' por AB. Lo
a {uperficie defcrita” pelo polygono feria menor que
a fuperficie defcrita pelor arco inferito’y ora, pelo con
trario, - a primeira fuperficie he maior ‘que a fegun
da , porque a envolve por todas as partes ; logo a
hypothefe de que partimos nido péde fubfiftir ; log
1.° a medida de huma zona esferica nao pdde for
- ¢ maior que a 2ltura defta zona multiplicada pela cir

y  cumferencia do circulo maximo. /
Digo em fegundoslugarysque a medida de hum
zona esferica’ nio péde fer mienor do que a altura
mefma zona multiplicada pelg cireumferencia de hum
. circulo maximo ; porque fupponhamos que fe traa
da zona defcrita pelo arco FE, ecfeja, fe he pofi
. vel ,~amedida defta zona == GE x cire. AC menor que
« “GE ¢ ¢ire. CE. Infcreva-fe noiareo EF huma por-
. -€io de polygono regular EMNF, cujos lados nio cn-
~  contrem o arco defcrito eom o, raio CA; e ahaixe-lc
CI perpendicular fobre o lado EM. A fuperficie del-
¢ crita pelo polygono EOQE tera por medida EG % cire. Cl
(9.), maior' que*EG X cire. (CA, que, por-hy-
. pothefe ; he medida da zona defcrita pelo arco FE.
Logo a fuperficie defcrita, pelo polygone FOE feria
maior que a zona defcrita pelorarco gircunfcrito I'E :
ora, pelo contrario , a fegunda fuperficic he maior do
. que ‘a primeira , porque ach’volve por todas as partes.
" 0go ‘2.° a medida de huma'zona esferica nio poie
fer menor do que a altura defta zona multiplicada pe-

~Ja circumferencia de hum circulo: maximo.

)y

~

(1) Estas duas condicfes se encherdd dividindo o aico AD

em hum numero jmpar de partes iguaes, huma das quaes A

+ seja menor que ATy determinada pela tangente ETT tiraci
pelo ponto E, |
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Daqui fe fegue que a zona deferita pelo arco DF
(fig. 220.) tem por medida OD X ¢ire. DC, a0 me-
nos em quanto o arco DF nio exceder 2o quarto da
circumderencia. Mas a esfera inteira, compoita de duas
zonas defcritas pelos arcos DF , FE , tem por medi-
da DE X circ. DC, ou OD X cire. DC - OF
circ. DC 3 logo como OD X cire. DC he igual a
zona deferita pefo arco DF , deve fer OE. X circ. DO
igual @ zona defcrita pelo arco FE maior do que o
quarto de circumferencia , lego toda a zona de juma
bafe tem por medida a fua altura multiplicada pelz
circumferencia de hum circulo maximo.

Confideremos emfim huma zona qualquer defcri-
ta pela revolugio do arco FH em torno do eixo DE ;-
e abaivem-fe fobre o eixo as duas perpendiculares
5O I-I%._ A zona defcrita pelo arco DE‘ tem por
medida DO X cire, DC: -a zona  defcrita pelo arco
DH tem por medida DQ X eire. DC : logo a diffe-
renca “dcﬁgs duas zonas , ou azona -defcrita pelo ar-
co FH , tem por medida (DQ —DO ) X ¢irc. DC
ou OQ X cire. DC. Logo toda a zona esferica, de
huma ou de duas bafes, tem por medida’ aaltura da
mefma zona multiplicada pela circumferencia de hum
circulo’ maximo.

. Coroliario.  Duas zonas eftio _entre” {t como as
fuas alturas ,» e qualquer zona efta para a fuperficie
da esfera como a altura da zona efta para o diametro.

PROPOSICZAO XIII
ST HIE OIR'E M A,

Se o triangulo BAC ¢ o reftangulo BCEF (fig,
266 , ¢ 267.) da amefma bafe e da mefma altura gi-
zarem [/fmul.famamente em torno da bafe commum BC ,
o )lids deferita jpela. revolugdo do trianguls fera o
tergo de Cylindre deferite pele revolughe do reflan-
gitle,
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Abaixe-fe fobre o eixo a perpendicular AD (fig.
266.) ;"0 cone defcrito pelo triangulo ABD he o ter-
go do cylindro. deferito pelo reftangulo AFBD (s.),
do mefmo modo o cone defcrito pelo triangulo ADC
he o tergo do. cylindro  defcrito pelo. re&tangulo

. “ADCE ; logo a fomma dos dois cénes ou o folido

defcrito ;por  ABC he o terco da fomma dos dois
cylindros” ot~ do c¢ylindro ‘defcrito " pelo rectangu-
lo BCEF. \

Se a perpendicular AD (fig. 267.) cahifle féra
do triangulo , entdo o folido deferito por ABC feria
a différenca dos cones defcritos por ABD e ACD;
rids ad mefmo tempo o cylindro deferito por BCEF
feria 'a differenca ‘dos cylindros defcritos por AFBD,
AECD: Logo o folido deferito spela revolucio do
triangulo fera fempre o ter¢o do cylindro defcrito
pela revolucio do reétangulog da’mefma bafe ¢ da
mefma  altura. L

Scholio. O circulo, cujo raio he AD, tem por

¥

fuperficie w X _A_Dz 2 logo @ X EI_)’ X BC he
a medida do cylindro defcrito por. BCEF , e
Y& X ADY X BC hea medida do folido’ defori-

|

‘fo pelo triangulo ABC. M Wan s
 PROPOSIGAO XIV.
L o 3
PROBL { M A

Suppondo que o triangule CAB ( fig. 268.) faz
bhuma  revolucio em torno' da linha CD, tirada ar-
bitrariamente fora do triangulo pelo  feu vertice €,
achar~a medida ds f[olido. gerado defia maneira.

Prolongue-fe o lado AB até encontrar o eixo
CD em D, dos pontos A ‘e B abaixcm-fe fobre o
eix0 as perpendiculares AM, BNz,

O folido defcrito pelo triangulo ADC tem por
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medida ( 13.);5 »u-. X AM® X CD; o folido def-
crito pelo triangulo CBD tem por medida :_ T X
BN X €D ; logo a differenga deftes folidos ou o
folido deferito por ABC teri por medida -:- a X

(AM" — BN" ) X CD. :
Péde-fe dar a efta exprefsio outra férma. Do
ponto I , meio de AB, tire-fe IK perpendicular a
CD, ¢ pelo ponto B tire-fe BO parali)cla A
teremos AM 4= BN — 21K (7, 3.) ¢ AM — BN
— AO; logo (AM 4+ BN) X (AM—BN), ou

AM' — BN" = 21K x AO (10, 5¢). Logo a
medida do folido de que fe trata he expreffa tambem

por ; @ X IK X AO X CD. Mas fe abaifarmos

CP perpendicular fobre AB, os triangulos ABO,
DCP, ferao femelhantes , e dardo a proporcio AO :
CP:: AB: CD ; donde refulta AO X CD — CP
X AB; por outra parte CP % AB he o dobro da
drea do triangulo ABC ; aflim temos AO % CD —2
2ABC ; logo o folido defcrito pelo triangulo ABC

tambem tem por medida ‘_: @ X ABC X KI, ou,
que he o mefmo, ABC X ;-u'rc. KI; ( porque

¢irc. IK = 2q. IK ). Logo o folido defcrito pela
revolugio do triangulo ABC , tem por medida a irea
defle triangulo multiplicada pelos dois tergss da cir
cumferencia que defcreve o ponfo 1, meio da fua bafe.

. Corollario. Se for o lado AC = CB, (fig. 269.)
a linha CI fera perpendicular a AB, a irea AgC

9
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5 " . ;
ferd igual 2 AB X £CI, ca folidez*/% = %X ABC
% 1K ficara 2 % /¢ AB % IK X CI. Mas' os
N 3 :
trianguloss ABO , CIK',"sio femelhantesie dio a
propor¢io AB: BO ou MN :: CL: 1K ; logo AB
X 1K = MN x CI ; logo o " folido » deferito pelo
triangﬁlo ifofceles ABC terd por medida ; @ X MN
X C_Iz . . i ?
Scholio. A demonflracio precedente parece fup-
por que a linha AB prolongada encontra o eixo,
mas os - refultados ndo ferizo menos  verdadeiros ,
quando a linha AB fofle parallela ao eixo.
Com  effcito , o cylindrq def¢rito. por AMNB
( fig- 270.) tem por medida . AM® . MN , O €O-
hc~ defcrito por<ACM == l—'za'. mz . CM, eo
3
1

cone defcrito . por BCN :-} @ AM# . CN.

Ajuntando os dois primeiros folidos e tirando da fomma
o terceiro , teremos pelo -folido defcrito por ABC,

@, f\—l\Ti", (MI-\I-]- ;-CM —_ -;-CN): e porquc
3 E 5 W\ )

CN — CM — MN , cf&a exprefsio {e reduz i
2 oy 1 i '

@ AM .:—MN‘,ou—z’-'zr.'ﬁ’z.AMN, o que

fe 2jufta com os refultados ja achados.
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PROPOSIGCAO XV.
THEOREM A

Sejﬁa":lAB , BC, CD (fig. 263.) murtes:lades
ucceffivos. de hum polygone regular ,. O ¢ feu centro , e
Ol o raio do circulo infertto § fe imaginarmos que o
Jecior polygonal AOD , fituads da mefma parie do
diametro ¥G ; faga huma revolugac em torna def-
te diametro , o folido deferito tera por medida

2 @ 612 g M‘?,*ﬁndo MQ a porgio doeixo termis
3 : o ‘ b
nada d'm/a: perpendiculares extremas AM , DQ.

om effeito’, como o polygono he regular, to-
dos os triangulos AOB , BOC:, &c. sio iguaes e
ifofcéles,  Ora, conforme o corollario da propoficio
precedente , o felido produzido pelo triangulo ifof.

celes AOB tem por medida :—'w. —O—I“.. MN, o
folido deferito pelo‘ triangulo BOC  tem por médida._
‘;Lgr. 01" . NP, e,0 folido deferito pelo "tri@ngt;lo
COoD , Atem’ por medida :—w; _(_)TIZ « PO ; lé)go, a
fomma deftes folidos , ou o folido inteiro defcri;b
pdo' feGtor polygonal AQD , terd por medida -:- q;r.

Ol . (MN NP 4 PQ) ou :_,w; o1* . MQ.

® i
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PROPOSIGAO XVL -
T HEOREM A

Todo o fellor  esferics tem por medida a zone
gue lhe [erve de bafe multiplicada pelo tergs do raio,
e a esfera inteira tem por medida a fua f[uperficie
multiplicada; pelo tergo do raia. AR

Seja ABC ( fig. 271. ) ofe&tor circular que, na
fua revolugao ‘em torno de AC , defcreve o fector
esferico ; fendo a zona defcrita por AB, AD X¢irc. AC,
ou 2@, AC. AD (12.), digo que o fector es-
ferico tera por medida efta zona multiplicada por

1 Pl T

= AC,ou . @w. AC - AD

$oiry 9 ik

Com effeito, 1.° fupponhamos , fe he poffi-

vel, quc' efta. quantidade :—'ar. AC . AD feja ame-

dida de hum feQor esferico maior , por exemplo,
do fe&or esferico defcrito pelo fe&or circular ECF
femclhante a ACB. B\ b i
Infereva-fe no arco EF a%por¢io de polygone
regular EMNF do qual os 'lans nao encontrem o
arco AB ; imagine-fe que o fetor polygonal ENFC
gire em torno de EC a0 mefmo tempo que o fe-
&or circular ECF. Seja €I o raio do circulo inf-
crito no polygono , e abaixe-fe FG perpendicular fo-
bre EC. O folido defcrito pelo feétor polygenal terd

por medida Z:.'zzr. B (& =BG ( 15.)izora €l

he maier que AC; por conftruccio, e EG he

maior , que AD ; porque , tirando ABy EF , os

triangulos EFG , ABD., que sio: femelhantes , 'dioa

Em“mc'iu EG:AD :: EF.: AB:: CF : CB ;  logo
G > AD.
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Por eftas duas razoes > a X CI ¢ X EG he
3
maior que ;— @ X CA’ X AD: a primeira ex-

prefsio he a medida dofolido deferito pelo fector
polygonal , a fegunda he ; por hypothefe ,” a'dofector
esferico defcrito pelo feétor circular ECF ; ‘logo o
folido defcrito pelo feétor polygonal feria  maior que
o feftor esferico defcrito pelo fe&or circular ECF.
Ora, pelo contrario , o folido' derque: fe trata he
menor que o fefor esferico, porque melle  fe con-
tém 5 logo a hypothefe de que partimbos niao pode
fubfiftir ; logo 1.° a zona ou bafe ‘de hum feGtor
esferico multiplicada pelo ter¢o ‘do raio nido pode
medir hum feftor esferico maior. iy
Digo 2.° que oanefmo produ&o nio péde me=
dir hum f{e&or esferico menor. - Porque ; f‘:ja ‘CEF
o feétor circular que pela fua revolugiao produz o
fector esferico dado, e fupponhamos, fe he poffi-

vel, que -3- @, E_E’ X EG feja a medida de hum
Pt X A
feGtor esferico menor , por exemplo, daquelle que
refulta do fe&or eircular® ACB: v - i
Confervando a conftruc¢ao precedente, o folido
defcrito  pelo  feftor -~ polygonal ' tera ~por  medida

2 . CI" . EG. Mas CI he menor que CE ; logo o
3 . ——
folido he menor que —:- @ X CE. X EG, quey

por hypothefe, he medida do fector ‘esferico defcri-
to pelo feftor circular ACB. Logo o folido defcrito
pelo fe&tor polygonal feria menor que o feétor es-
ferico defcrito por ACB ; ora, pelo contrario , o fo+
lido de que fe trata he maior que o fetior esferico,
porque efte fe contém no outro. Logo 2.° he ims
poflivel que a zona de hum fetor esferico multipli«
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cada pélo terco do raio feja a medida de hum fe&or
esferico menor.

Logo todo o fe&or esfenco tem por medida 2
zona que lhe ferve’ de bafe multiplicada pelo tergo
do raio.

Hum fe@or circular ACB psde augmentar até
vir a fer igual ao femi-circulo ; entdo o feftor esfe-
nico defcrito pela fua revolucio he'a esfera inteira.
Logo a [alidez da esfera be igual 4 fua fuper_'ﬁcxe
mu/tzblwada ‘pelo tergo do raia.

Corollaris. Como. as fuperficies das esferas eftio
como 0s quadrados -dos feus raios ; eftas fuperficies
mulnphcadas ‘pelos ‘raios citao como os ‘enbos dos
raioss Logo as folidezes de duas esferas eftas como
05 cubos dss f[eus raios, ou. como os cubos dos. _[ew
diametros. e ek
" 8cholioy Seja R o raio do huma esfera, a fua

fqpcrﬁcne ferd 4 = R:..':, e a fua folidez 4 or R®
S( l R, ou f;-'za‘ R} . Se cliamarh';os D o diame-
tro, teremos R = 2:D, e R\: 1 D}, logo
a folidez fe exprimird tambem po‘r -;-’E X3 D’ ’
ou ;—'ar D FH
PROPOSIEGAO XVII
T HEORENMA:

A fuperficie da esfera efid para a Juperficie to-
tal do cylindre circunfcrits (tompre/zena’mla és dafes)
como 2 para 3. As folidezes defles dois barpos: ¢fide
entre fi na mefma razao.

+ Seja MPNQ (fig. 272.) o circulo maximo da
esfera , ABCD o quadrado. circunferito ; fe fizermos
girar a0 mefmo tcmpo 0 femi-circulo PMQ ¢ o

~
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femi-quadrado  PADQ em torno do diametro PQ,
o femi-crrculo defcreverd a esfera, e 0 femi-quadra-
do defcrevera o cylindro circunferito- d esfera.

A altura AD do cylindro he igual ao diametro
PQ, a bafe do cylindro he igual ao'circulo maxi-
mo , porque. tem por diametro AB gual a MN ;
logo a fuperficie convexa da cylindro (4.) he igual
a circumferencia do circulo maximo multiplicada
pelo feu diametro. Efta. medida he a mefma que a
da fuperficie da esfera ( 10.): donde fe fegue "que
a fuperficic da esfera he igual 4 [uperficie convexa
do cylindro circunfcrito. - R g

Mas a fuperficie da_esfera he igual a quatro
circulos maximos ; logo a fuperficie convexa do cy-
lindro circunferito tambem he igual a quatro circu-
los maximos.; fe ajuntarmos as duas bafes que va-
lem dois eirculos magimos , & fuperficie total do cy-
lindro. circunfcrita ferd ‘igual a feis circulos maxi-
mos 3 logo a fuperficie da .esfera eftd para a fuper-
ficie total do eylindro circunfcrito como 4 he ‘para
6, ou como 2 para 3. He o primeiro ponto. que fe
tratava. de demonfirar.

Em fegundo Jugar , como abafe do cylindro cir-
cunferito he ‘1igual a hum circulo. maximo , e a fua
altura ao diametro, a folidez do cylindro ferd igual
20 dirculo maximo , multiplicado pelo diametro (1.) .
Mas a folidez da esfera he igual a quatro circulos
maximos multiplicados pelo terco do raio (16.), o

que d4 hum circulo’ maximo multiélicﬁg; por % do

. 2 Le : .
raio .ou 3 do” diametro ; logo a esfera eftd para o

. eylindro. circunfcrito como 2 efta para 3, e por

confequencia as folidezes deftes dois corpos eftdo en-

_tre fi como as fuas fuperficies.

Schelio. Se imaginarmos hum polyedro, do qual
todas as-faces toquem a esfera, elle polycdro podera
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fer confiderado como compofto de pyramides que tem
todas por vertice o centro da esfera, ¢ cujas bafes
ferao as differentes faces do polyedro. Ora he claro
que todas eftas pyramides terdo por altura commum
o raio da esfera, de forte que cada pyramide fera
igual 4 facer do polyedro que lhe ferve de bafe,
multiplicada pelo terco do raio : logo o polyedro in-
teiro fera igual’ 4 fua fuperficie multiplicada pelo
tergo _do raio da esfera inferita,

Daqui'fe vé que as folidezes dos polyedros cir-
cunfcritos 2 esfera eftao entre fi como as fuperficies
dos mefmos polyedros, Aflim a propriedade que de-
monftramos no* cylindro circunfcrito he commum a
huma infinidade de outros corpos. °

Poderiamos igualmente notar 1ue as fuperficies
dos polygonos circunfcritos ao circulo eftio entre fi
¢omo os feus contornos. o

PROP.OSICXO XVIIL
PROBLEMA
Suppondo que o /egmento circular  BMD ( fiz.
273, ) faz buma revolugio em torno do diametro AG,

exterior ao fegmento , achar o wvalor do folids ge-
rade. ‘

 Abaixem-fe fobre o eixo as perpendiculares BE ,
DF ; tire-fe CI perpendicular fobre 'a corda BD,
¢ tirem-f¢ 08 raios QB , CI: '

O folido deferito pelo fector BCA-_—:; @. CB_ .

AE (16.); o folido defcrito pelo fector DCA=2 &.
' " : 3

CE* . AF; logo 2 differenga deftes dois folidos eu o fo-

lido defcrito pelo fector DCB "‘% #.CB*..(AF—AE)
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= 2 @X CF® X EF. Mas o folido defcrito. pelo
triangulo ifofceles DCB tem por medida :;‘- =.CI” . EFA
(14.); logo o folido defcrito pelo fegmento BMD :; @
EF. ((_3_1—33 L ClT ) ‘Ora » No triangulo retan-

gulo CBI temos CB> —CI* = BI* —1 B_.U—‘ 5
- logo o folido defcrito pelo fegmento BMD terd por

mcdidasf w. EF.} BD® , ou = @ BD” . EF.

PROPOSICZXO XIX.
TH‘EOREM‘A.

Todo o fegmento da esfera comprekendida entre
dois planos  parallelos tem por medida a f[emi-fomma
das j£a5 ba/f.r , multiplicada pela fua altura, mais &
folidez da: esfera que tem por diametro effa mefma al-
fura.

Sejao BE, DF, (fig. 273.) os raios das bafes
do fegmento, EF a fua altura; de forte .que o fe-
gmento feja produzido pela revolugdo do efpaco cir-
cular BMDFPE em torno do eixo EF. O folido def-

erito pelo fegmento BMD (18.) ".:—2 @.BD? .EF,o0
tr‘(.)nco de cone defcrito pelo trapezio BDFE (6.)

:% @ EF. (BE 4 DF 4 BE. DF ); logo
o fegmento da €sfera que he a fomma defles dois folidos

= ;@ EF. (aBE* +-2DF +-2BE.DF+ED* ),
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porém fe nés tirarmos huma linha BO parallela- 2 EF ,

teremos DO — DF -T-‘BE , DO — [ﬁ2 —ADF.
BE - BE® (9,3.), ¢ por confequencia' BD® —
BO* -D0° =EF* J-5F° — 2DF X BE4-BE” -
Pondo efte valor em lugar de BD” ma exprefs%w do

fegmento , e apagando o que fe deftrée , teremos por
folidez do fegmento

1 Vs — 7% —2
§ @ EF. (3BE® 4 3DF° 4-EF )
exprefsio que fc decompde em duas partes 3 - huma

;—Fa-x EES X (31?1?:2-};3]3?2 )\,ouEEx

(w BE®

2

s ¥ ; e
ol ) he a femi-fomma das bafes
multiplicada pela altura ; a ,outra_% @ EB’ i'cprc-

fenta a :sfera que tem por diametro EF (14, fch.):
. logo todo o fegmento da.esfera, &c. &

Cersllario., Se huma das bafes for nulla, o fe-
gmento de que fe trata vira a fer hum fegmento es-
ferico de huma [6 bafle ; logo todo o fegmento esferi-
co de huma bafe tem por valyr a metade do_eylindro
da m:[ma ‘bafe e damefma altura, mais aesfera que
tem por diametro effa altura. ~ N
; »
Scholio geral.

Seja R o raio da bafe de hum cylindro, A a fua
. 2 g
_altura;a folidez do cylindrofera w R A ou @, R A
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Seja R o raio da bafe de hum céne, A a fua

altora , a folidez do cdne ferd = R® % L A,oul.
3

3
& B A
.Sejao R e R’ os raios das bafcs de hum cdne
truncado , A a fua altura; a folidez do tronco de

céne ferd % @ A (R* 4+ R” 4 RRY).

Seja R oraio de huma esfera ; a fua folidez ferd

4= R}
3

Seja R o raio de hum feGtor esferico, A a al-
tura da zona que. lhe ferve de bafe ; a folidez do

fdersfers 2 7 RETK,
3

Sejio P e Q as duas bafes de hum fegmento
esferico , A fua altura , a folidez defte fegmento ferd

P : 1
(_-_'r_g.).A-l-gfw'A’.

Se o fegmento esferico” tiver {6 huma bafe P,
fendo a outra nulla, a fuva fplidez fera I PA -
i
3 @. A§.,—.

Fim_dos Elementos de Geometria.
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NOTAS

SOBRE OS ELEMENTOS
3 DE GE@M'ETRIA.

NEo. & A s

A’cérca de alguns nomes e definiches,
; e

][Ntroduzimos nefta obra algumas exprefsées e de-
finigoes ‘novas que fervem para dar 4 linguagem geo-
metrica mais' exacgdo e clareza. Daremos conta
deftas mudangas , e proporemos outras , que mais
completamente encheriao as mefmas viltas.

Na defini¢aé ordinaria. do paralieclogrammo re-
fangulo e do guadrads fe diz que 0s angulos deftas
figuras sio rectos ; feria mais exalto dizer que os
feus angulos sdo iguaes. Porque, fuppér que os qua-
tro angulos de hum quadrilatero podem fer reflos,
¢ mefmo. que os angulos re&os sio iguacs entre,
fi, he fuppdr propoficdes que hdo mifter demenitra-
cao. Evitar-fetﬁin efte inconveniente e outros muitos
do mefmo genero, fe , em vez de por as definicdes ,
como he coftlume, 4 frente de hum livro, fe dif-
tribuiffem , pelo livro adiante, cada huma. no-lugar
em que fica ja demonfirado aquillo que ella fuppbe.

A palavra parallelsgrammo, fegundo a fua ethy-
mologia, fignifica linkas parallzlas ; elle convem tan-
to 4 figura de quatro lados como 4 de feis , de oito, |
&c. cujos oppoltos fejao parallelos. A palavra paral-
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lelzpipeds fignifica , da mefma maneira , planss pa.
rallelss 5 ella nao defigna ‘mais o (6lido de feis faces
do que os de oito, dez , &c. , cujas oppoftas foffem
parallelas. Portanto he manifeflo’ que as denominagies
de parallelogrammo . e de parallelepipedo que além
difto tem o inconvenicate de ferem.muito compridas,
deverido fer bannidas da geometria. Poderiamos fub.
ftituir-lhes as de rhombe e rhombeide que sio muitc
mais commodas , ¢ conferyar o nome de Jofango ao
quadrilatero que tem os lados iguaes. -

. A palavra incl/inagio deve- fer entendida.no mef.
mo [entido que a de angulo ; ambas indicao a ma.
neira de citar de duas linhas ou de dois planos que
fe encontrdo , ou_que fe encontrarizo f{e follem pro.
longades. A inclinacao de duas linhas he nulla quan-
do o angulé he nullo, quer dizer quando as lnhas
sao parallelas ou comcidentes. ¢ A inelinagdo he ma-
xima quando o dngulo he maximo , ou quands as

duas linhas fazem entre {i hum' angulo muito obtu-

fo. A qualidade de pender fe toma em diverfo fen-
tido ; huma linha pende tanto-'mais fobre outfa quan-
to mais fe affalta da perpendicular a elta,

Fuclides ‘¢ outros -authores chamio muitas vezes
friangulss ighacs a triangulos igudes {6mentesem fu-
perticie . e sélidos  iguaes a {olidos {6mente iguaes
em folidez. Pareceo-nos mais conveniente chamar 2

"elles triangulos ou a eftes (Glidos. triangules ou soli-

dos cquivalentes 5 e refervar a denominacao de, irian-
gulos iguaes, solidos. iguaes ;)\ para aguelles que podem
coincidir ‘pela fobrepoficdo. s~ o g B

He tambem  neceflario diftinguir nos fdlidos ¢
fuperficies eurvas duas differentes fortes de igualda-
de. Com effeito 5 dois {6lidos , dois angulos':,gl“idos 4
dois  triangulos ou polygonos esfericos, poedem fer
iguaes em todas as fuas partes conftituintes , fem to-
dayia coincidirem pela fobrepofigao. Eu ndo feir que
nos livros de clementos fe tenha feito efta adverten-
¢ia, ¢ entretanto, por niao fazerem cafo delia, cer-
tas demonftragoes fundadas na cointidencia das figu-
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ras ndo sio exaas. Taes sio as demonftracSes pe-
las quaes muitos authores pertendem prover a igual-
dade dos triangulos esfericos nos mefmos cafos e da
mefma’ maneira  que a dos trigngulas redtilineosy
do que vemos hum exemplo evidente ,. quando Ro-
berto Simfon (1), atacande a demonflracio da
prop. -XXvirr, live. X1, de Euclides , cahe tambem
no inconveniente de fundar a fua demonftragio em
huma ecineidencia que ndo exifte. N@s julgamos que
deviamos dar hum nome particular a efta igualdade
que ndo traz" comfigo a coincidencia ; chamamo-la
igualdade por fymmetria; c ds figuras, que eftio nefte
cafo , chamamos figuras [ymmetricas. :

Affim as denominagoes de Bguras iguaes, figu-
ras [ymmetricgs ,  figuras equivalentes , fe referem a
coufas differentes - e nio fc devem confundir em hu-
ma {6 denominacdo. o :

' Nas propofigdes 4cérca dos polygonos, dos an-
gulos folidos e dos polyedros , excluimos formalmente
os que tem angulos reintrantes. Pojs , zlém de que
convem limitar-fe nos elementos as figuras mais fim-
plices , fe efta exclusao nio tivefle lugar, certas pro-
polices ou ndo ferido verdadeiras, ou precifarido
de modificagdo. Por tanto nos reduzimos a confide-
ragio das linhas e das fuperficies que chamamos con-
Vexus 5 € ‘que 3o’ taes que huma (Xi'nha' refta nao as
pode ‘cortar em mais de dois pontos. '

Mujtas vezes - empregdmos a“ exprefsio  produl?s
de duas ou mais dinbas ; pelo. que entendemos o
rodu&o dos numeros -2os quaes eftas linhas sio
ignaes,’ fendo avaliadas por huma unidade linéar ar-
bitraria. Fixado deita maneira o fentido defla pala-
vra, nao ha difficuldade em emprega-la. Entender-fe-
hia do mefmo modo o que quer dizer producto de hu-

( 1) Veja-se a obra defte author, intitulada Ewucli
dis elementorum libri sex 5 Ec. Glasgue , 1756, '
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ma fuperficie. por huma linha, de huma fuperficie
por hum folido , &c.: baiia haver eftabelecido huma
vez que eites productos sio ‘ou devem fer confide-
rados como productos de numeros , cada hum da
efpecie que Ihe convem. Affim o produto de huma
fuperficic por hum folido nio quer dizer mais do
que o produéto de hum numero de unidades fuper-
ficiaes por hum numero de unidades folidas.

- Muitas vezes no difcurfo fe emprega a palavra
angulo para defignar o ponto fituado no feu wvertice ;
efta exprefsio he viciofa. Seria mais claro e mais
exafto delignar por hum nome particular , como o
de wertices , os pontos fituados nos vertices dos an-
ﬁulos de hum polygono e de hum polyedro. Affim
e que fe deve entender a denominagio de wertices
de hum polyedro de que fizemos ufo.

Seguimos a definicio ordinaria de figuras reéti-
lineas femelhantes ; mas nbs Obfervaremos que ella
contém tres condiges fuperfluas. Porque, para conf-
truir hum polygono cujo numero de lados he », he
neceflario primeiro conhecer hum lado, e depois ter
a poficio dos vertices dos angulos fituados fora defle
lado. Ora, o numero defles angulos he # — 2, ea
poficdo de cada vertice requer dois dades ; donde fe
fegue que o numero total de dados neceffarios para
conftruir hum K/(I)lygono de n lados he 1 4~ 2n — 4,
ou 27 — 3. Mas no polygono ferelhante ha h
lado arbitrario ; aflim o numero de condigbes para

ue hum polygono feja femglhante a humﬁ)olygono
gado , he 27 — 4. Ora, a definigio ordinaria requer,
1.° que os ar;gulos fejao iguaes cada hum a cada
hum, o que faz » condigbes; 2.° que os lados
homologos fe¢jao  proporcionaes, ‘o' que faz n — 1
condi;c‘)cs. Logo ha ao todo 2z — 1 condigdes, o
que faz tres de mais. Para obviar a eite inconve-
niente , poderiamos decompdr a defini¢ao em outras
duas , a faber;

. 1.9 Dois triangules sio femelhantes , quande
tem . dois angulos iguaes cada bum a cada hupn.
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9.2 Dois polygenos sio  [femelhaniés , quands
em hum e cm outro [e pode formar e mefmo. numera
de triangulos f[emelhantes cada hum a. cada hum -e
Jemelhantemente'. difpaftos. IO L
Mas , , para ?’Ue efta defini¢io nfo cantenha tam-
bem condicOes {uperfluas , cumpre queio numero
dos’ triangules feja igual 20 numero dos lados (do
polygono ~ menos _dois 5 0 que  pode ter lugar de
duas maneiras. Podemos  titar de deis angvlos ho-
mologos diagonaes 2os angulos - oppoflos , enido foo
dos os triangulos formados c@,;ca{f"ﬁolygqﬁo te1ao
hum vertice commum, ¢ a ;fu’;';, omma fcra igual ao
polygono ;  ou tambem pocdemos fuppér quetodos os
triangulos  formados em hum polygone , tem por
bafe commum hum. lado do polygeno, e por, verti-
ces os dos ‘differentes angulos ‘oppoftos a efla bafe.
Em ambos os cafe® fendo # ~— 2 o nq;ﬁerp de
triangulos formados de buma e outza parte, as con-
digoes 'da fua femelhanca ferio 27 — 4, e a de -
nicio nada conterd fuperfluo. « Eftabelecida effa. nova

definicdo’, a antiga vird a fer hum theorema. que fe
podera demonftrar immediatamente. b TN
Se a definicio das figuras reéilineas femelhan-.
tes he imperfeita nos livros ‘de elementos , mﬂ&ﬁ%
he mais a dos_felidos ‘golyedro: Jemelbantes. Em Eu-
clides , efta definigdo depende de hum theoréma nio
demonftrado ; em outros authores, ella tem o incon-
veniente de fer muito redundante. Por tanto. rejeitd- -
mos eftas definigoes de folidos femelhantes, ¢ lbes
fubftituimos huma fundada nos principios que have-
mos’ expofto. Mas, como lha outras n{lﬂtas) adver~
tencias que. fazer a efte refpeito , nés, thes deflina-
mos huma nota particular. A : :
A definicio da ﬁcrpendicular a. hum pleno fe*
pode confiderar como hum theorema ; a da inclina-,
gio de dois planos ha mifter fer jufiificada por hum,
raciocinio ; optras muitas eftdo no meimo caflo. Por
ifio, confervando. eftas definicbes, fegundo o antico.
coftume , ' tivemos cuidado de citar as’ propofigbes
’lﬂ

L
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em _que ellas’ fe demonfirio; algumas’ veges nos
‘contentamos com huma ' explicacao fiiccinta que nos
. . pareceo. fufficiente. L St e
O angulo formado pelo encontro de dvis. plans;s
€ o angulo  folids formado pelo encontro de muitos
; lahos no_sefmo ponto , s30 grandezas , cada huma
: ‘da fua efpecic , as quaes conviria talvez dar-nomes
‘particulares. Sem ifto, he difficil evitar a efcuridude
¢ as circumlocuctes 5 quando fe falla do arranjo dos
‘planos que compée a {uperficie de hum polyedro. E
& como” a theoria deftes folidos tem fido até agora pou-
<o cultivada , ‘he menos inconveniente introduzir nel-
la exprefsGes  novas , fe 'a natureza das coufas as
reclamar. o i o
“.+Eu proporia chamar_cants o angulo. formado
por dois. planos; arefla ou gume (1) do canto fe.
ria a interfecgio commum doy dois planocs.’ O canto
fe marcaria por quatro letras das quaes as duas me.
dias correfpondeflem 2 arefta. Entao hum cants’ re.

éfo feria o angulo fomiédogg'br'-quis lanos, perpend:-
‘culares entre fi. Quatro cantos reétos encherido todo

o efpaco_ angular folido  em tor :
., dada. Efta’ nova ~denominacad nio_ embaragaria que
© canto. tivefle por medida oy angulo formado pelas
duas perpendiculares tiradas em' cada hum- dos pla.
nos a hum imefmo ponto da arefta ou interfecgio
commumni.. FENCIE T T e e
~ Finalmente ;! pqde‘\*iamos chamar . anglside o cl-
pago_angular coﬁ}pfc};enﬁ\ido _entre muitos planos que
concorrem no mefmo ponto. ;’Ql‘-‘:‘angloiac . feria - defi-
" gnado pela letra’ do / vertice: feguida’ de tantas letras
© quantas “foffem as areftas umdas no vertice; o ar

‘de huma linh

RO e i t :\ 5 ) : & Y
. By : ; o -“.\ - AN % ;”
AP ¢« (1) O A.emprega 0 termo faite , que he iranslato

dos  edificios , en ‘me fervi de outro translato que he mais
conhecido.” ‘A ‘quem nio agradar efta liberdade , emende o

termo gumes T'r. -
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gloide redo” feria- formado. por tres plands perpendi.
culares entre fi'; oito angloides réctos encheriio to-
do o efpaco-angular esferico em worno de hum pon-
to ; e dois angioides rectos encoftados por huma fa-

ce commuim , farido hum canto: reo.
He neceifario. hum {6 dado para determinar o

canto ;- sdo neceflarios muit ra determinar o an-
gloide.: Em geral , tod
a fuperficie da e !

“intercepta , fobre
centro, hum poly erice

- def de feu vertice como
fgofo e e fe chamarmos 7' o
numero de lados do 0
ceifarios par

g g O 4
polygono , o numero de dados ne-
3S P iinar. o polygono .e o angloide ,
ferd on —-—Hg, Quanto a0 ‘érpazjo"‘féniulﬂr.qUe he: a
grandeza ¢: ed va de cada angloide , he proporcional
& drea do gono esferico infercepto.

%
i ;
Y

pol

2
4
Y

/) de demonfirar. analyticamenie a
i1 :livre ;.'a:"roumr' g.’;’zormas

e immediatathente’ pela fobrepoficio ,
gio alguma preliminar., que dois trian-
uando tem humy lado igual adjacente
caes cada, hum= a cada hum. Cha-
: ‘de que'fe trata , A 'e B os dois
angulos: ‘adjacentes ,” C o terceiro - angulo. L
0 an f{}o - C deve ficar inteiramente determinado ,

forem conhecidos 0s angulos A e Bicom o
£ 5 porque , fé muitos angulos C podeflem cof-

refponder aos tres dados Ay B, p , haveria outros
tantos  triangulos differentcs que terifio hum Tlado

igual adjacente a dois angulos iguads , o %ilc he im.
A e B o WP PN il okl 11 i D “~
poliver 5. 1og0 o #nuuls U deve fer huma funcds
&elerm;p'ada' das tres quantidades A, B, p; o que
eu exprimo defta . maneira ; C == & (A, B, p),
Seja o angulo relo igual 4 unidade ; entio ‘og
angulos' A, B, C', ferdo numeros‘comprehendidos en.
tre 0 ¢ 4; e como C:"_T;*‘_( A, B,p), digo que
1 Nt

-
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‘a linha p nao deve entrar na func;ao & ; po:que
temos vifto que € deve fer inteiramente determina-
do 16 pelos-dados A, By, p, fem outro angulo ou
linhz qualquer. Mas/ a’ Jinha # he heterogenea com
os numeros A, B;; C';e fe'ti 'ﬂ'emos ‘huma equa-
giao entrei Al B C p , poderiemos della tirar o
valor. de g em A B ¢, de refultaria que
he. igual a hum numcm,f. que he"abfufdo, logo
p, a0 pode’ entrar na Pu‘n_gao 5 € temos: ﬁmplcs-
mente. C.—= ¢ (A}, B)..' ¥t ) Wosr
" Efa formula prova que ; fe ‘do “;anguhs de hum
n‘iargulo forem 1% aes a dois. angulos ‘de outro trian-
guln s 0 ‘terceiro deve fer ig al 40 terceiro; ‘e, ifto
p(;{xo , he facil chcgar ab tbebr&m‘a quc tcmos ‘em
vifta

-ﬁm manguh re-
e-se ‘AD perpen-

Seja_primeiro ABC (ﬁg.’f ' ®
angulos B c D do

@angulo em A ; do ponto A
dicular fobre a hypotenufa. %

! 3 % '.\

(1 p) Huma ob;eccao contra eﬂ emonstracio he
que , se ella’ se applicasse , palayra por p‘zﬂa,wa , 08 trian-
gulos esfencos\, restiltaria que dois ;Iisguios conhecidos  bas-
ti0 pura determinar o terceiro, o ‘que 1o tem logar nestas
sortes de triangulos. A~ rcspgsta he que bos triangulos esfe-
ricos 5 ba hum elemento* “imais do que: nos triangulos pla-
Pos, € este clemento he o 'raio da esfera do qual mdo se
deve fizer abstracgdos’ Seja-pois r o raio 5 entio’ em vez de

SCI'C_(])(A B,p),tﬂ;ﬂ ‘::‘D(A B:Fa"):

o -){é@

l' i

(e
ou [sémente C = B (A, B, m.v,x;tude_-_tga. Jei

e

¥ sy o

b L 3 e b a';:.a'.g.-:‘,:r.:j.,.'i. AR
'dbs homoaencos. Oia, como & 4230 7 he hwm numero, as-

r

~sxm como A LB, c. X nada embam;a que P se ache
”

i %
na fuugao ® , e entio nfo se péde concluir ol
{4, B).
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triangulo ABD ' sio  iguaes ‘aos angulos 'B e A do
triangulo BAC,; Iobo, fegundo fica demonityador, o
terceito. BAD e igual ao terceiro C., Pela meima
razior o angulo .DAC = B; logo BAD--L DAC,
ou BAC= B+ C: ora o angulo BAC he rccto;
logo- o5 'd-ts angulos: agudos de um lrzammlo yectan-
gula welem bum  angulo redo. . EH e

; hli'm triangulo qual-

e nao. ,Q’.Ja menor. que cada
Lisle g-ql& op?oﬁo A abai-
Xarmos a pcrpendlcﬂiar _-AD fobtc BC,, efta perpen-.
dicular/ cahiya dentro do. triangulo’ ABC y e Vidivy-
dlra ‘em dois trjangulos rectangulos BAD , DAG:
ora ; no triangulo rectangulo BAD 08¢ dons angulos.
BAD, ABD juntos valem hum ‘angulo re®o ; 1o
trian ulo redtauguk) DAC, os dois kmgulos DAC ,
ACD, va.lcm» tambem hum ‘angulo rcét L.ooo" os
i g'ixes BA - ABC
_ mgulbs rz&és ; ik
em tado P) erngulo a éamma doa tres angulos he
igual @ deis, angulos. reblos. =
Daqut fe vé. que chte thcorcma confidesado a
priori, nao depende de hum encadcamento. de pro-
poficdes , ¢ que fe dcduz immediatamente do prin-
ipi ‘ neidade Prxngxp;o que deve ger lu-
‘relagao entre quasquer quantidades.
et miucmoﬁ, ¢ mollremos que: defta melma
: a& 08 outros dieonemas fundamcnmc: da
geomem: A #
Confervemos a&mefmas dcnommac;()cs acima, e cha-
memos 7 o lado npppﬂo aoangulo A , ¢ 7 0,Jado bppofto
ao anpulo B. A qnanndadc I dcvc fcrmtenrameme ‘deter-
minada fo pelas quamuhdes ALB, ps lo;,o m‘he huma

Yimd

‘func;gqﬁeA B p, € ;he outra ,’ de mnrféx_n que
podemas fazer P......v,y('% »B »P) Mﬂs ;” he lmm

numero ;v aflim como A e B ; logo a fqn_t,ao__&f.: nao
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deve conter a linha p., e temos fimplesmente, o
'-:r.’:B )." LQgO te-
mos femelhantemente-n = p ¥ (B, A). & ' .
" Seja agora outro triangul® formado com os mef-
mos angulos A", B, C; aos quaes fejao oppaoftos os
lados m', #', p', relpeétivamente. Como A ‘e B
‘nao mudio, tercmos nelte  novo ‘triangulo m' —
PA (A, B), ent= pl ¥ (B, A). Logom:
cmdiiman o ppl. Logo , 7os triangules. equiangu-
los, os lados oppaflos aos angulos iguaes s@o p
fionaes. B o8 R ! BATeE AR
J4 fabemos que a propoficao do. quadrado
hypotentifa he huma confequencia da propoficao dos
triangulos equiangnlos. Portanto aqui eftdo .tres pro-
poficoes fundamentaes da: Geometria, a dos tres an-
fulo_s “de hume triangulo 5 a" dos® {nangulos. equiangu-
sy ¢ a' do quadrado.da hypotenufa, que fe dedu-
zem  muito [fimplesmente e muito immediatamente
da confideragdo das funcoes, Pelo'mefino caminho fe
podem. demonftrar’ muito f{uccintamente  as- propofi-
gOes dcérca das figuras femelhantes ‘e folidos feme-
thantes. | ik gk AN A ‘

= K oS = R ey LS S ook
Seja. "ABCDE [ fig. 14.) ,g‘um _polygono, qual- -

?uer s havgndo efcolhido hum lado AB , como bafe ,
ormem-{e tantos ‘triahg“ulgg, "ABC, ABD", &c. fo-
bre efta bafe ,  quantos §go os angelos ' C, D, E,
" &c. por tora, Seja-abafe'ABi= p., fejiolAic B
os'do1s angulos do triangulo: ABC adjacentes ao la-
do AB, fejao A' e B! os dois angulos do. triangulo
ABD . adjacentes ao meéfmo lado AB ;. e aflim por
diamte. A figura ABCDE ficard inteiramente deter-
minada ,' fe “for. conhecido o -lado p com os angulos
A';‘B;y,wA' , B! LAl Bl “&ob, el onumero:- de. da-
dos' {crd 20 todo 27— 3, fendo .# o numero dos la-
dos  do ‘polygono. lito pofto - humn lado ou hama li-
nha qualqier x, tirada c;{xﬁb"‘t& quizer mo poly-
gono ', ferd huma fungdo = deftes dados ; e como
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¥ deve fer ‘hum numero , poderemos fuppér. 2

=¥ (A, B, At, B!, &c. by ou x EZP N (A
B, Al5 B!, &c. ), e a funcdo ™ nio conterd p.
Se com os'mefmos angnlos A, B, A','BY &c. ¢
outro lado p! ,* formarmos hum fegundo  polygono ,
teremos para-a linba x'"; '.gé}xé.[pqnﬁemc “ou. homolo-
gasa x5 opvalor ! Suplede (A VB AL (BUS . 8c: )5
logo x 2 x' i 2 p ¢ pli Definem-fe ' as figuras - conftrui- -
das defta maneira figuras femelhantes ; logo. nas figu-
ras femelbantes \ as linkas “homolsgas sdv preporecio-
"“LZ’.‘\,ZF,-,;, 4 3 ; 'J(». o T R i £ "
Affim, nio fomente os lados homologos, as dia-
gonae'sv::hdmologas::j;zf“mﬁ’s-' as linhas ' termi nggas da mefl-
ma maneira nas duas figuras , eftio entre fi como ou-
tras duas linhas homologas quaesquer. ©* . '
Chamemos 5™ a*uperficie do. primeiro polygo-
1= {4 3 P ! r "'V);-k"- 5 IGRas ,/ e st B

o, cﬁa'fuperﬁcfe hc homogenea;n) quadrado, 25

logo he neceffario: que . =, feja hum numero'que 5
PR - 29 Pl SR R Y ™ Do TR N

contenha os

A Ly ﬁ",_ﬂA'A,‘ B! »." &c , de forte
T teremos S =—»* ¢ (A, B, Al
ela’ mcfm’c,;l‘a’ﬁ_ 5 fe St for a (uperh

R

§aBl: &)

cie do fegun-
do polygop%, teremosS!Z=p!” @ (A B, Al BY, &) .
Logo S: 8122 42 ,
guras femelhantes eftao’ entre”,
lados “homolgosy s - 2 LN Y el

" Vamos agora ads polyedros.: Podemas fiippér que

huma face ‘efta 'déterniinada ‘por meio de hum lado
conhecido p e de muitos an‘g‘ulpx‘-\% By Gaded
Cada .vertice ~dos angulos folidos 5 f6ra ‘defta bafe ,
ferd ‘determinado por ineio de tres dados, que pode-
wos confiderar como outros tantogangulos; de forte

‘dos v

s A TR P ¢
P 5 dogo as fuperficies.
ﬁ coma o5 quadra

AV
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que a determinagio inteira . do polyedro depende de
hum_lado. p, e dewmuitos angulos A, B,.C, &c.

cujo numero varia: fegundo a natureza do pol)'cdro
1{io. pofto, huma linha que.une dois vertices , ou,
‘mais ;geralmente , . qualquer linha x tirada ‘de huma
mancira. determinada no pol)edro fera, huma fum;ao

dos dadosp, A, B, Cy &c. ;e cemo; devé fer ‘hum

numero A fun(;zo 1gual-z }r fo «contera os angulos

A, B, e, &c. ; e poderemos fuppor x_ %74
¥ (A, B, 7o &c) Afuperhme do folido he ho-

m,dgenca 2 p aﬁim eﬂ:a fuperﬁcre fe podc Jepre.

fentarporﬁ;wf‘k (A B\ C ,.&sc lh % (uao

homogenea a 3 (' pqd&» xgpl;e;fentar or p3 X
H(A,B,; C SOPECL) fendo,as fum;oes defplgna.das por
Foe Tl mclcpcndemes ‘de P g
. Conftrua.fe joutro folido con 08 mefmas angulos
A, B, C, & ‘e hum lado. p dlﬁ'eremb ‘de px cha-
maremos, aos fohdos conﬁrmd defta mancu'a _/’oh-
dos Jemzlhantes ;e . ifto poi& 5 a linha que era
20 (A, B, g &,c') bu flmplcsmemc 2P em hum

p‘z qr em
hum fcxa p'z 3 no{,ouuq?,w ﬁmlmente»a.fohdez que

folido ferd p‘cb nq.qutro 5 ’gl fuquﬁcxc@ue @'a;

,era J’3 ﬂa emb hum ferd 23 ] o “Q outro. Logo 1.%.0s

%

fahdﬂs ftmslﬁante: tem: o5 lados ou linkas hamologas

" priporcionacs s 2.°, as [uas ﬁcpnﬁmg: sa0. como 0s qua-
dradss dss. fadﬂg homaliges ; 3.5 as fuas /olufems sde
tomo 05 [cubss. ﬁﬂa mefmas ixa’aq,

s mefmos . principios. fe applicdo fau!mente a0
ciréilo. Seja ¢ a emcuqut'gm:m e s a_fuperficie. do
circulo cujo raio he r ; como pio péde hbaver dois



B N Yo i T '479*7‘ 8
urcul@s deﬁguaes deferitos com o*mefmo ram ,ias ¢
: :- wﬁy't' . o il R MR W i i . N

des ; e {- devem fer: fungéc; determmndat
o '..4~ P .j-' N | " an

¢ sidsﬁmﬂgsmm&- un
/ , i ""'.‘ 2’5"5{”:

~ ~hg1~ N
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1 Wl
& .

em ambos, teremos i A, 3, ""qrA lo.
1

- r ;

goa:. b uor Lol ey y" r2 ;A logo os

arcos [cme//mntt: ‘ou os arcos de Jellsres fcmzlbante:
Ao fproporcionacs ass raios, e os JeClores' sao propor-
cionaes aos quadrados dos raios. .

He elaro que fe provarm da mefma manem,

‘que. as esferas eftao comoos cubos dos feus raios.

Em'tude o que fica dito, fuppomios que as: fu-
perficies fe medem ‘pelo produ@o de duas linhas, e
as folidezes pelo produ&to de tres ; o que tambem
he facil demonftrar pela: analyfe. Consideremos hum

~ xe@angulo cujas dimensbes fejao p e g, € a fua
~  fuperficie que he huma fungio de p e g reprefente-

mo-la_por ® (' ¢ ). Se confiderarmos outro rectan-
gulo, cujas dlmcnsées feJao{f +£ ‘¢ ¢ 5 he clara. que
elte re&angulo he - compofto “outros ~dois - *,“hum

ue “tem por dimensoes. p e g ; e outro que terh’por

(p 425 q) =0
Seja p' = ¢, tercmos & (
Seja p! =2p, tcremos A) (3p Juieesy-
+ 0 (2.9} = 30 (2 q)‘\ Sejn =3P
remos q>(¢p,q) ¢{p 4 o (305 1)
=40 (p; q): ogo em geral fe # for hum nu-
mero inteiro qualquer % tetemos o (ép q) =

d)(p,g),ou(b(p 7\)-—‘-' (kﬂ f) Daqm

\

pr i Nl 7‘)

\ refulta que __.U_'L’_L he ﬁuma tal fum;ao dc p,

quc nio varia pondo em lngar dc ? hum mulnp]o
qualquer £p. Logo efta fuh.c;aou ‘he mdependentc dep,
¢ fo deve ‘conter 7. Mas* por “huma- Tazao fen'ielhan-

<1> an)

che fex mdepcndentc dc q 5 logo
. , p
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«_‘,__(_f_.’,i) N0 scontém - nem p nem g, e aﬂ’m efta

m:mmfade fe deve reduzn- a huma conﬂame a. Lo-
a0 teremos @ ( p, ¢ ) == @pg ; € como nada emba-
mca que tomemos ¢, =TI |, tercmos o (2, “gY) = pg s
afim - a faperficie de hum xe&angulo she wual a0
proalu&e «das fuas duas dimensoes.’ “,..,»u::vw ‘
Demonitrar-fe-ha , dehuma maneira abfolutamen-
te femglhante , que' o folidez de:“hu{m parallelepipedo
reftangulo. cujas dimensbes. sio
prodii@o pgr- dc fuas tres dimensoes. -

Obfervaremos pot” fim ue a ‘confideracio das,
fungdes' que fornece defta mancira huma demoniiragio -

muito. ﬁm}rlcs das propoficées fundameritaes . da Geo-
metria. foi empregada com . muita ,\(aﬂ:&gem para
demor ra ;rpn,malplos fundanmntacs*da echnnu.a.
VcJao!fe as Me:ﬂ{!;ha de - Tumnw,r tomo 11, -

| ‘Huma ez achﬂrlo o raio axcsdentc ‘¢ 0 dcﬁ~

ciente que- concordem nos primeiros alg:mfmos , fe
pode acabar o ‘calcuilo de hima maneira muiito proag
ta por mlum iha, formula a&g]mqa.

de ug;uin‘gelas férmﬁlas R

: aw—l— 6

tes a ,fe

TV TENR T g TR

he 'ogulhrxxo termo da. Icm a, ﬂal ARG &C.

Zue Tie. a0 melmo tempo o da' ferlc b,
" &c. Chamemos a efte ultxmop se fcp b""'a 1+a);.

o

e b
podcrcmo& [uppér w6 (14 Pa) -+ Qw -+ &c

g5 P hc 1gual 203

 Sebr Lot :‘rox:ma;ao da pmqu ;ao XVI Iw. V.

Sejaa o raio deficiente end iﬂ((mdg ey vmjn-.
\hfruc:gz he pequen#;“fgao a' & B os raios é m- ‘

-
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tio calcular o valor de ¥ com maior -numero de ters
mos. e
Ay a_p roilmac;io; da prop-. XIV que he de
Jacob: Gregory , he. fufceptivel de femelh;ﬁ's ‘abre-
viagbes. Remetemos & obra defte author , ' intitulada
Vera cireuli & b]pcrbola qaadraturq 9 l}:a de gran-

de merecugtnto para o “tempo em. q::e appareceo.
— o TA w o

Na qual fe manﬂm a uza» h’a nreumﬁ..
rencia, A,parw o diametro ¢ on q\aadrado sdo nume-
705 rrraaman AT Hyl

Gonﬁdhtemqs a fgnc mﬁmta
'*&J’iz ST ey
(B fug ponhnmcs que .z, reprelcnta
della. Se guzcrmos Z—~1/€m k’géar dez, @ ‘(;-i—x)
fera gmlmém mma da qu( 4
370"

| l+._“- ‘_',_f' ; a —-“—_ J ;' & 2
b s B TR a) )
Tx-remoy huma deftas & Aferies  da outra, termo

)') termoy, © teremos gz — @ (z-hx) pcla
Oml;é do*&eﬁo 5 que ferd

1 2\ 3 ‘l e az‘ =% ., .\? c':
z‘h\) z(@"h) (zt2) "z (zh) (zt2). (5,1'3)

o Mus podcmos reprefenta: cﬂ& reﬁd debaixo du'
ot

.3

z;(ﬁqux,) ..' "+ .{.4+§

¢ enﬁ,o fe redu; i

Logo teremos em gcral
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oz — (bz-41) z42),
+ Z (Z + 1 ( + /8
Dividamos  cfta equagao. por o (z 4 I) 3 € pan |
fimplificar o refultado , fe_]a ¥z huma nova'funci,

¥ deziml ‘luc ¥z _—-.g -*—-‘——q)';( z;'m 105 entao P
. erimol e Kb i

: P g el N e )
B . (0B ) S (PRTY ol S )
g O (24 1)

Feita a fubftituicdo , teremos

ol f v T i 2
. A DA Pt

4 i PR + % (z 4 1) g' |
Pgrem » pondo fucceflivamente nefta equacio z +
&5 B ¥, &l em lugar de z, refultara ‘

5 4 ¥(a4a)=

z+r+wz+z)

R e o e
Logo o valor de ¥z (e pode expmmr em fracgio
Y72 . continua. defta maneira

i " e &

i » z + 2 + .

B Reclprocamente 5% eﬁa fraccdo continua prolongada
20 infinito , tem por fomma ¥z , ou a fua

igual # S (z-1-1)" ;e efta fomma defenvolvidz
z;., q) T

em feries ordinarias , he
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Q. -82.4. % i

al 3 2t 2 S o P R
z < i =

a* .
I Pl X &e.
> +"" 5 11 z. (Z ...L. 1) + L
Seja agora z =t ﬁacgao continua ficard

"

.

2a e

'I': 6 iat 3 it Vi - 5
3. jo .
a1 -]- &e.
na qual 08 numeradores , excepto o primeiro , sio
todos iguaes a.4a, ¢ os: denominadores. fomao afe-

ric dos numeros impares 1, 3,5, 7., &e. Logo o

\alom:lc[t..-fﬁg,m Sontinua_ fe p&de mnbpm expri-
mir por

A

o g ,645&3'~ ‘v-‘ g
2. 371‘2 34 5+2 3007

28 -‘*
“ 164> 640 3
0 +i‘?.+234 -,——.,+&¢.- “
Mas eftas. {eries fe referem a fcncs couhecxdas , e fa-

bemos que“*qprefentando por ¢ o numero. cujo- loga-
rithmo hyperbohco he 1, a exprefsio precedcntc fe

" 24/6 - 2V’a N 7'3_‘\» (2 BN
redhz"‘“’&“f Z 24 a; ot ue teremos
ZVa —-2:/« a ﬂyf? q 3

F-c

4;

em g}ra} 7
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¢ —c .
4 .. 2¢a :ﬁ 4a
: 2y/a —2y/a R i
o 342

Daqui refultio duas férmulas principaes , conforme &

/

he pofitivo ou negativo. Seja primeiro 42 =— n
teremos
’ S —X :
e —e __x
x =5 1 _x+ 5%
e » 1
o s34 + &e.
, ; D RN
i Seja amda y g x" , ¢ em virtude da f%rmula co-
X nhecida
LRV s A0
e —e

. -"1/ —1. tang x, teremos
3 xy/ 1 —xv——l "
* ¢ gk i\
x
. -
tang, x == r ___-’f i :
{ Pl 5

' 5 g 2% Z. —‘&c.

Eﬂa he a formu}a ue ha de fervir de bafe & nofl-
fa demonftracdo. M % prlme’h'o cumpre demontrar os
dois lemmas fegumtes. 3

Y L E M MA I

’

Se¢ja kumamﬁwantinuayrolmgada as ngﬁmh-
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ne qual todes os numeres m, n, m', n', &e. sio
inteires pafitivos ou megativos ; [e [fuppofermos que as

! ] T
m m' m i
fracgles componentes —, — =3 &c. , feao tedas

menores que a unidade , digo que o walor total da
fracgao continua fera necefariamente hum numero ir-
racional.

Primeiramente digo que efte valor ferd menor que
a unidade. Com effeito, fem diminuir a generalidade
da fraccao continua , Podcmos fuppor todos os de
nominadores 7, »', ', &c. pofitivos: ora, fe to-
marmos hum {6 termo da ferie propofta , teremos ,

m . . .
por hypothefe , s < 1. Se tomarmos os dois ‘primeiros ,
7

1 ' s
n m .
comoﬁ?s 1,_he. claro que n-4- T he maior que
#—1 : mas m he menorque % ; ¢ como sio ambos in-

; : m! ,
teiros, m ferd tambem menor do que n-}- i Lo

go o valor que refulta dos dois termos

m

he menor que a unidade. Calculemos tres termos da
fracgdo continua propofta; e primeiramente, fegundo
0 que temos vifto , o valor da parte ‘

1
7—”—' m'!
ot s

fera menor que a unidade. Chamemos efte valor @ ;

m

¢ he claro que feri tambem menor que 2 uni
Nt

dade ; logo o valor que ;;fulta dos tres termos



be menor que a unidade. Continuando o mefmo ra.
¢iocinio , Veremos que, qual?ucr que fcja 0 numero
“de termos que fe calcule da fracgdo centinua propof.
ta, o valor que refulta he menor que a unidade; lo-
go o valor total defta frac¢do prolongada ao infinit ¥
tambem he menor do que a unidade. 86 poderia fer
igual 2 unidade no cafo em que a fracc;ao propoua
“tiveflfe a forma
m

”l'
i mJox - ————
m' 1— &e.;
* ‘em ‘todés ‘03 mais cafos elle EPRTL, .
Ifto pofto , fe negarem que o valor a4 raccis
“ continua propofta he igual a hum numero irracional,
fuppon‘xamos que he lgual a hum. numero racion:!,

"

B :
e feja- efte numero A’ fendo. B e A inteiros 5 tere

mos por tanto

m
1 L g [T

K_”'*“,’,T b

=13 ; nll + &c'
Se]io G Dy E &c. 1ndctermmadas taes que te

nhamos : ‘
o A= ’”l! A " : :
B= +’MT|+""'"
7 —_
(% gt X M e
N D LT, ¢ N
E e mth g

! +' A e,

e aflim a0 mﬁmto. Tendo eftas differentes fracges con



~
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! o
tinuas todos os feus termos menores que a-unidade,
Cie" D" 'E

3
s B
os feus valores OTJ fommas —, SN A s B &e.
ferio menores que a unidade, fegundo o que fica de.
monftrado , e aflim teremos BL A, CLB, DLC,
&c. ;" de mancira que a ferie A,"B, C, D, E, &e.
he decrefcente ao infinito. Mas o encadeamento "das
frac¢des continuas de que fe trata, da.

m*> :

l

I
z

C ; donde refulta C —mAs—=2 B,
B -

| e

t:]O >|m
-~

oo

:—-%@aa refulta E = m"C—nll D ,

&c. i &e.

E como os dois primeiros numeros A ¢ B sao intei-
ros por hypothefe , fegue-fe que. todos os outros C,

, £, &c., que até agora erdo indeterminados , sdo
tambem numeros inteiros. Ora, implica contradi¢do
que huma ferie infinita A, B, C, D, E; &c. fe-
ja a0 mefmo tempo decrefcente ‘¢ compoita de numeros
inteiros ; porque nechum dos numeros A, B, C, D,
E, &c. péde fer cifra, pois que a fracgdo continua
propofta- fe eftende a0 infinita, e aflim as fommas re- -

™
prefentadas por .E,A ) 5 D , &c. fempre devem fer
h ol o i

alguma coufa. Logo a hypotliefe de que a fomma da
fracgio continua propofta he igual a huma quantida-

de racional -% , nio péde fubliftir ; logo efta fome

ma he neceflariamente hum numero irracional,

L4 B
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Poffas as mefmas coufas , fe as fracgies compoa

. ! " :
m m' m
mentes — 5 —5 —5 &c. forem de huma grandeza

qualquer mo principio da ferie, mas depois de certo
intervalls , flo)rem conflantemente menores que a unida-
de , digo que a fraccéo continna propofla , fupponds
Jempre que ella fe efienda ao infinito , “terd hum va-
dor irracional.

mi

Porque fe , contando de —7-

—yip por exemplo,, todas

m m!I ottt $ 9
as fracqées W 3 m » W&my&gﬂ,ﬁ&%, fo-

rem menores que a unidade , entio, fegundo o lem.
ma 1, a fracgio continua
!
AT 1" W
nm+’”' : w1
I

= R T I &e.

terd hum valor irracional. Chamemos efte valor w,
e a fraccdo continua propofta ficard
m

e I
n 4 m_'
n

Ll

‘ 2! .
Mas , se fizermos fucceflivamente

m!! i ! & v.u
— — W = e O
St n' ==’ P n4-oll ¥
he claro que, fendo a irracional , todas as quantida-
des ol , &', o', o devem fer igualmente. Ora, a
ultima @'!" he igual 4 frac¢do continua propofta; lo
g0 o valor defta he irracional.
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Podemos agora, para tornarmos a0 Nosso assums
pto , demonftrar efta propoficio geral.

T HEOREMA.

Se hum arco for commenfuravel com o raio, &
Jua tangente [erd incommenfuravel com o mefmo raia.
Com effeito, feja o raio=r1 , e 0 arco x==—, fen..
: n
do m e » numeros inteiros, a férmula acima achada
dard , fazendo a fubftituicao ,

m m
tang —=— — mz 21
n 97 s m -
P
i

7n— &c.

g TN
Ora, elfd fraccio continua eftd no cafo do lemma 11 ;
porque he claro” que os denominadores 37, sn, 77,
&c. augmentando continuamente , em quanto O nu-

Lot
merador m~ perfifte da mefma grandeza, as fracgdes
componentes ferdo , ou brevemente virdo a fer, meno-

res que a unidade ; logo o valor de fang .7,1:.. he
irracional ; logo , fe o arco for commenfuravel com
¢ raio , a fua tangente ferd incommenfuravel.

Dagqui refulta, como confequencia muito imme-
diata , a propoficio que faz o objedto defta nota.
Seja zr a (}::mi-circumfcrcncia cujo raio he 1 ; fe @

foffe racionavel , o arco P tambem o feria, ¢ por
4

confequencia a fua tangente deveria fer irracional 5

mas &bcmos, pelo contrario, que a, tangente do ar-

w . . - .
€0 — he igual ao raio 1 ; logo @ ndo pdde fer ra-
4
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cional, Logo a razds da circumferencia para o dide
meiro , he hum numero irraciona. (1).

He prova\"cl que o numero zr nio fe compre-
henda nas irracionaes algebricas , quer dizer, que
ndo pofla fer raiz de huma equagdo algebrica de hum
pumero finito "de termos, que tenha os coeflicientes
_ = gaciopacs : mas parece muito difficil demonftrar rigorofa-

mente efta propoficdo ; podemos apenas fazer ver que o

” quadrado de zr he tambem hum numero irracional.
Com eflcito , fe na fraccdo continua que expri.
. me tang. x, fizermos x =Tz, porque fang. w =o,
~ devemos 'ter i
; . Ay
B 03—~ & 4,
' ——E
9 — &ec. 3
M’W)‘

: : 2.
Mas fe @2 foffe racional , e tiveflemos &~ = -

i

als

fendo m e n inteiros, daqui refultaria

—— m
3=—— m
% §n—— 9y
e
:\ 7 9)1 — e
; & 11—&¢,
Ora , he claro que efta fracgzo continua tambem
/ efti no cafo do '¢mma 11; logo o feu valor he ir-

¢ g » .
racional, ¢ ndo, péde fer igual ao numero 3. Logo
. . 0 quadrads da razdy da circumferencia para e dia-
. .. metro, he hum numero irracional,

‘ N. O 1WA Y,

. Na qual fe dd o [olugio analytica de diverfus
problemas dcerca do trianguls, do quadrilatere inferi-
to, do parcllelepipeds , ¢ da pyramide triangular.

“(1 ) ERa propofigio foi demonfirada pela primeira vez
por Lambert , nas Memorias de Betlim, anno de 1761,



N'o = 4. V& : e
PR OBLEMA I

Sende dadss es tres lados .de bhum iriangulo

gchar a Jua Juperficie , o raio das circule infcrito, e
¢ raio do circulo circunferite. -

Sejao. os lades (fig. 3.) BC —a, AC —‘b _
AB—¢; fe do vertice A abaixarmos a perpen.
dicular  AD fobre o lado oppofto BC - teremos

(12,3.), A AC’ —AB +BC —-2BC><BD logo

BD — i o . Efte valor da "AB—- BT)—2
— 2‘" [/ ‘- A
e 2
°3\§.2../~4.. ( )
4a® P (a® +c — 4% )
o 4a° i
S 0 L i nd (ke e B

2a

Seja S a drea do triangulo , teremos S= % BC X AD;
logo S== } £ [4a* * —(a* v =% )=
1y/(2a> b° t-24” A +2/12 Al o A
Efta férmula ainda fe pdde reduzir a outra férma mais
commoda para ocalculo logarithmico ; para ifto Lumprc

notar que -a quantidade 4(1 ¢ —-(a+o

he o produc@o dos dois fraltores 2a:v+ (a® »{-—cz —62 )

e 29c— (a® 4~c® —° ) ; opringito =(a}c)?
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—b? = (afc+4) (adc—b) ; o fegundo — 3*

— (g )2 —=(b+4a—rc) (b—a--c); logo teremos
S= 1/ [{ab-fe)(at-b—c)ap-o—b)bt-e—a)].

Finalmente , fe fizermos a—}-__b__tc: 25, 0 que di
: 2

atbAe—2p, a+5—~c:2p;2c y ate—b=—op—2b,

b—-r—a——2p—2a, teremos ainda mais fimplesmente

S=v/ (p-p—a. p—b. p—c).

O que moftra que para ter a fuperficie de hum trian.
gulo , cujos tres lados sio dados , fe deve tomar a
femi-fomma dos tres lados , defta femi-fomma tirar
fucceflivamente cada lado , o que dara tres reftos,
multiplicar eftes tres reftos entre lj_éawﬁ.\g%pi-ﬁ%nma
dos lados , ‘e emfim extrahir a raiz quadrida Go pro-
duto: efta raiz fera a area do triangulo.

Seja agora % o raio do circulo circunfcrito ao

triangul> , e % o raio do circulo infcrito no mefmo

* triangulo , teremos , fegundo a prop, xxxI1 ,

liv, 111,

ke oy 130 —S

S a 4+ b 4-c ?

fubftituindo o valor achado de S, vird

P — _:i‘ abe _-’uzv(p-a.p-b.p-t)
V (e p—a. p—b. p=¢) ?

;3 logo

¥

PROBLEMA II

Sends dadss o5 quatro lades de bum quadrila,
tero infcrito , achar o raio do circulo , a fuperficie
do quadrilatera ¢ os feus angulos, ;

Sejio os lados dados ( fig. 4.) AB = 2,
BC=<),CD=(, DA=4d, e as diagonaes in-
cognitas AC— x, BD=y , teremos, legundo o
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; RO TC T
theor, 23, liv. 111, xy — BRoEN Y 08 T
eor, 33 » X) ac -+ ab Jood

donde fe tira

ol (act=bd).(ad-bc)\ ., (actbd) (abtcd)
k_.\/( ab—-cd '/’y_V(\ a:l—l—z_c——)'

Mas, fegundo o problema precedente , o raio do
circulo circunferito ao triangulo ABC, cujos  lados
sio @ , b, x , pode exprimir-fe pela formula

abx
‘/[4a262_(a2+62_x2 )2]

titvipdo_em #==2p. de x ovalor que achimos , e des
compondo o refultado em factores , teremos

= [ (actdd ) (adthe)(abted) ]
— Y ‘{atbtctd) (atbtd~c) (atctd-b) (4tctd—a)

Subf-

J—
|

Ifto pofto, a drea do triangulo ABC — 3 abx 5 a

> x

I rdx

do triangulo ADC —

; logo a drea do quae

diilaterg *ABCD == 1 (#hed)*,
\ z
—1/[ (athtc-d) (atbtd—c) (atctd-b) (bretd-a)].

E fe fizermos, por brevidade , p== % (a =4 4-c +d)

teremos a area ABCD—= V(p—a.p'—b.p—t.p:—:/—/).
Emfim, fe quizermos confeguir o ter hum dos an=
gulos , por exemplo , o angulo A , oblervaremos
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"a’-}-b”i——x’.

— 1
— 3

(iue -0 triangulo ABC da cos A’
; 2ab

fubftituindo o valor de %, .e reduzindo , teremos
e

a + PR N - LT

cos /A= 2ab = 2cd * Daqui fe tira

X ——g)_sj; ou t;mg.’ £ A (c 4" — (&-b)*
1 4 cos A { % 4
4 (a1 —(e—d)
—'(ff_'}_[_!‘d_—b)(‘—'_c_!—d—a) Logo
a2 e —d) (e 44 L d:-_—-“c_z o gk

.
X))

tang. § A = (f-._ai _}ff_b
p—¢. p— - 3
. PROBLEMA III

No quadrilatero ABDC (fig. §5.) cujos angulos
eppafios B e C sdo reBlos | fends dadsos  os dois la-
dos AB, AC , com o angulo comprehendido BAC,
achar, cs cutros dois lados e a diagonal AD.

Seja AC=4, AB=—=¢ , e o angulo BAC=ZA;
fe prolongarmos BD e AC até fe encontrarern em
E, o triangulo BAE ‘re®angulo em B, no qual: fe
conhece o angulo BAE e o lado AB , dard

: ¢
cos A’ ces A

triangulo. DCE re&angule em C ', no qual fe co-
nhece o lado CE e o angulo CDE —— A, dard

—b. Dc.pois, °

AE— logo CE =
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CD=CEcot A= &= 1’_ i Logo tere-
. fen A {

é — ¢ cos A-

cfen’ A :

Sao _eftes os valores dos deis lados procurados do
quadrilatero.

mos {emelhantemente BD —

Daqui refulta a diagonal AD = 4/ (AC> +IT°)-_—_
V{ b’+<[.—bcos A)’}_ V(bz +‘_2 e COSA)

fen A fen A

Mas -pelo triangulo' BAC , teriamos K BC —

4 H?uq,!-xi"ua sbecos A) . Logo a diagonal AD
que ajunta os dois angulos obliquos efta para a dia~
gonal BC que ajunta os dois angulos re¢tos : : 1 : fen A,

Scholic. A diagonal AD he ao mefmo tempo ‘o
diametro do circulo no qual eftivefle infcrito o qua-.
drilatero  ABDC.,

Nefte circulo teriamos o angulo ABC=ADC,
logo abaixando CF perpendicular fobre AB, os
triangulos BFC ;, ADC sio feniclhantes e dio AD :
BC:: AC:FC::1:fen A; o que concorda com o
refultado precedente.

PROBLEIMA IV.

Sendo dedas as tres areflas de hum paral/tlt[r'—
pede com o5 angulss que ellus fazem entre fi, achar
a folides do parallelepipedos L :

Sejzo as areftas SA = f, SB==g , SC=/
(fig. 6. ), e os angulos . comprehendidos ASB = 4,

ASC =€, BSC — Y. Se do ponte C abaixarmos
CO perpendicular fobre o plano ASB , o triangulo



216 NozAcV.

reétangulo CSO darda CO=CS fen CSO=5 fen CSO.
Demais  a fuperficie do parallelogrammo ASBP —.
fe fen g. Logo fechamarmos S a folidez do paralle-
lepipedo ST , teremos S == fgh fen a fen CSO.
Reita achar fen CSO.

Para’ ifto , do ponto S cecmo centro e com hum
raio — 1, defcreva-fe huma fuperficie esferica que
encontre em D, E; F, G as re&tas SA, SB,
SC, SO, teremos hum triangulo DEF no qual o
arco FG he perpendicular fobre ED , porque o pla-
no CSO he perpendicular fobre ASB. Ora o trian.
gulo DEF, no qual temos os tres lados DE = 4,

DEZ €, EE=7,dd cos Ec= cos £ — cos z cos Y
Y ' fen @ fen ¥

2 2 2 >
y/(1-cos g —cos £—cos” ’ymm’}').
fen ¢ fen Y
Depois o triangulo reftangulo EFG dd fen FG ou
fen CSO — fen E fen EF — fe_n 7 fenE. LogoS =

fgh fen @ fenY fen E, ou S=/zh ¢/ (1— cos® a

efenE —

— cos? g—cos2 7 - 2cos e cos Lcos Y ).

Nefta exprefsao a quantidade debaixo do radical
he o producto de dois faltores fen » fen ¥ —- cos €
— cos o cos Y ¢ fen afen Y —cos € 4 cos @ cos 7.

O primeiro — cos £ — cos (¢ +7) —afen2TEFY
2

4P i il s , o fegundo = cos (& — ¥ ) —

)
-

' gos = 2 fen o —!—G-?fcn G Ph—ra,
P 2




No'rAV. 2ty

Logo 2 folidez procurada S — 2f;ck¢(r°“ at+ €+
2

fcnd'+ g'—'yfen i +7_Cfene+7_d’ s
2 2 - )

Py o/ Biror ia WUV

Dadas as mefmas coufas que no problema . pres
eedente , achar ‘a exprefsio da diagonal que une dois

vertices oppoftos.
Seja a diagonal da bafe SP — z e adiagonal
procurada ST—u, o triangulo ASP no qualcos SAP=

— cos &, dard' 2® = f* g - afp cos @
iguamente ~wiangulo TSP no qual cos TPS =

—'cos CSP, dard p* = +* ' 4 4* + ahs cos CSP.
Refta {6 ter o cofeno do angulo CSP ou do arco
FH: ora no triangulo esferico EFH , temos cos FH
=—=cos EF cos EH - fen EF fen EH cos E, fub-
cos € -cos = cos Y

fituindo os valores EF=—= Y ecos E__=" AR
T fen'g fen Y

fen EH

fen e

vird cos FH=cos%ycosEH }- (cos —cosacos Y)

__fen EH cos C+ fen (a — EH).cos ¥ _,
v fen o fen a

fen EH cos 7 -} fen DH cos ¥ R

fen A

go 2hz cos FH

z fen EH
fen @

ou zh; cos CSP ==aj cos 3. - 24 cos ¥»
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2 fen DH - aog o triangulo BSP temos BP ==
{en

SP fen BSP BS __SP fen BPS 3

e SEP -“fe_ns_BP‘ hEsi e sy dd

;fanH__f zfen DH __
T AT

—2fk cos £ -} agh cos Y. Logo finalmente o qua.
drado da diagonal procurada

= 1 g* +h* Fafgcos a F afk cosg
+ zg/z cos Y. W
' Corollario. O angulo folido A he formado pe-
las arcftas /', g, h, que fazem entre fi duas a
duas os angulos 200° — o { 180° — &), 200" — (3
(180 —f), 7 ; afim bafta mudar os fignAeFTT &os 4

=g, Logo 2hz cos CSP

e cos 3 na exprefsio de SE* para ter a de AM? .
Fazendo o melmo ' para as outras duas diagonaes,
teremos ©0s valores dos feus quadrados da maneira
fcgumte
’\
ST —f +g +/J T zfg cos & t sz cos ﬂ t agh cos 7.
2

AM —f +E '”’ —afg cos & — 2fh cos [ tz2ghcos?y.
2
BN -_f g 'H’ —2fgcos & T 2fh ces € — aghcos?.

2

&P st +g ‘i’b‘ +2fz cos.d.—sz'cosg-—ng cos 7.
Daqui fe tira ST‘Q 4-AM? +1ﬁ’ -+ CP*

= 4f* - 4g® + 44* . Logo em todo o parallele-
prpedo » @ fomma dos quadrades das quatro diagoe-

naes  he igual - & fomma dos quadradss das doze
arcflas. Efte theorema notavel e analogo ao que tem
lugar mo parallelogrammo ( 14, 3, cor.) poderia
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deduzir-fe immediatamente do ultimo. Parque por
meio dos parallelogrammos SCTP , ABMIN, te.
mes .

5 anats UK 07 —15C? + SST”

AM? - BN? —2BM® } 2AB? .
Sommando eftas equagaes , e notando que SC

—BM e SP* 4 AB° —a5A" + a5B° , vird
ST 4+ AM® + BN 4 CP° =—4SA° 4 5B
23
+ 45C =
ProOBLGZXM:=A VI

g 'c" > ] :
. ,
Sendo dadas as tres arcflas que lendem as mef-

mo wertice de huma pyramide triangular, e os tres an- k

gulos que ¢ftas areflas formio entre fi , achar a fo-
lidey da pyramia’e.

Seja- SABC (fig. 7.) a pyramide triangular
propofta, na qual fe conhecem as areftas SA =—=f,
SB=g, 8C=#, e os angulos comprehendidos
ASB— a, ASC=(, BSC =1. Se defcrever-
mos fobre as arcftas SA, SB, SC, dadas de
grandeza e pofigio, o parallelepipedo ST 7 ‘a pyra-
mide que he o ter¢o do prifima triangular BSAI\?MC
fera o fexto do parallelepipede ST. Logo chamando
P a folidez da pyramide , teremos, pelo prob. 1v.

'P:% jg/z‘/(x-acosz a~cos” ﬁ-—cosz Y tacosacosfBeosy)

ou P:é fik /(fen 2l s I 8 Py o 4
2 2

fen B A A fen 7+B—'“)‘
A 2 -
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Sendo dados os [eis lades ou areflas de buma pys
ramide triangular , achar a fua [olidez.

Se confervarmos as mefmas-denominagdes do pro-
blema precedente , e fizermos BC—=/f1, CA= ¢,

2 2 2
BA— /!, teremos cosa B e i A e >
2/g
2 o ‘2 2 2 A |2
casﬁ:f +ll< —& cosy=—2 s e A
ofh, z 2gh

Subftituindo eftes valores na férmula achada, e fazen.
do, por brevidade , g° +b2 —f12 =F, f2 4+

o & :
B2 —g"* =G, f* 4 g% —h'® —H, tcterfios a'(ol.
dez pedida :

ik 2:0 98¢ 188 | 98
P=— /(4f°¢ b"—f* F°—¢" G"—h" H® L-FGH).

Na applicacdo deftas férmulas note-fe , que f!, ¢!,
2!, defigrio os lados de huma mefma face ou bafe, ¢
S &, b, as outras tres arcftas que tendem ao ver-
tice , fendo a fua difpofigdo tal que f he oppofta a
Flegag, e hia bl

Scholio. Seja A a fomma dos quatro triangulos
que compoc a fuperficie da pyramide ; feja » o raio

da esfera infcrita; he facil de ver que temos P—=Ax X 7;

porque podemos conceber a pyramide decompofta em
quatro que tenhdao por vertice commum o centro da
esfera, ¢ por bafes as differentes faces da pyramide,

-

Logo o raio da esfera infcrita =3

"A—'c
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Dadas as mefmas coufas que no problema vr
achar o raio da esfera circunfcrita d pyramide.

Seja M { fig. 8.) o centro do circulu circunferito
ao triangulo SAB, MO a perpendicular tirada pelo
ponto M fobre o plano SAB; feja igualmente N o centro
do circulo circunfcrito ao triangulo SAC, NO a per-
pendicular levantada pelo ponto N fobre oplano SAC.
Eftas duas perpendiculares , fituadas no mefmo plano
perpendicular 2 SA , fe encontrardd. em hum ponto
O, que fera 6 centro da esfera circunferita-;-porque
o ponto O, como pertencente a perpendicular MO ,
efta em igual diftancia ‘dos tres pontos S, A, B;
¢ efte mefmo ponto , como pertencente 4 perpendi-
cular NO , ceftd em igual diftancia dos tres pontos
S, A, C: lsxo efta em igual diftancia dos quatro
pontds § ,°A, B, C. 4

Podemos imaginar que o ponto M he determina-
do no plano SAB., por meio do quadrilatero SDMH ,
do qual os dois angulos D e H sio re&tos , e .no
qual temos SD —  f, SH=—4%g,c ASB==%. Lo-

¥ I T/ <
o teremos (pelo problema 111), DM — .aé’::@_&".,é
g (p ; P )’ .¢€_; ‘(tﬁnta : 2

2 :
— 4fcos € :

] feng g
Chamemos D' o angulo MDN que mede a in-
clinagdo dos dois’ planos SAB , SAC" ;" no triangule’
esferico, que tem por lados @, B, % , D fecrd oan-
gulo oppofto a0 lado ¥, ‘e por tanto teremos

3 ; 4 .1 {
femelhantemente teremos DN = _2 4

cos ¥— cos #cos€ 4
; ; de
fen g fen €
D fe pbde fuppér conhecido, S
_ Ifto_pofto , nd quadrilatero OMDN _que tem os
dois angulos M ¢ N re@os, e no-qual 'fe conhecem
os dois lados MD, DN, ¢ o angulo €omprehendido
X .

cos D =

forte que @ angulo
8| o ‘
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MDN=—D, teremos pelo problema 111, 6 quadradp da
a2 N2 '—-2',-_.. .
diagonal OD — DM" 4DN 2DM DNcosD
fen 2 D

No triangulo OSD , re&angulo em D, teremos

(SO oD --{—SD2 ; efte o valor do quadrado do

raio da esfera circanfcrita.
Se fizermos a fubftituicio dos valores de DM,
DN, ¢ a dos valdres de icos D e de fen D ; pana
termos immediatamente a exprefsio do raio SO, por
meio dos dados do problema vi , ‘acharemos de rc-

fultado ) 4
2 ‘2uge 2 iR -

S fen ¥tg fen [5th fen a—afg(cofa—cos Bcosy
SO=1y '—ﬁlt(cosﬁ—COfacosj‘)_ggb(cog}'—cosu,cnsC)
- R Lt 2

y 105> d—cos> ﬁdcos2 '}’—{-_2cos¢:osécos'} |

- kNGO T4 VI,

Sobre a mais curta diflancia dé duas reffas nio
Situadas_ng efmo plapo, \ :

Sefio AB, CD (ER. 13 fig. 1) duas re@as, nio
fitadas no mefmo plano, das quaes fc trata de achar
a mais curta diftancia, . R

Na direcgao AB  facamos "paffar dois planos
perpcndngl{lares entre fi que encontrem CD, hum em

. €, curo'em PYidos pontos C e D_abaixemos CA
e DB perpendiculares i&)h‘re' AB; no plano ABD ti-
remos DE parallela e AE perpendicular a AB , o que
formara o re@tangulo ABDE ; no plano CAE ajunte-
fe QE: e tire-fe Al ¢rpendicular a CE ; emfim no
pland CDE tire-fe. IK 'parallela a DE até o encon-
tro de CD em K, fagaefe AL — IK ; ¢ ajunte-fe
KL; digo, 1.” que a re&a.KL he aomefmo tem-
po. perpendicular *ds duas re@as dadas AB , . CD;
2.% que clta’ mefma re¢ta KL he mais curta que
oatra qualquer que ajuntafle dois pontos das linhas
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AB, CD , e por tanto KL , ou a fua igual AI,

he a mais curta’ dlﬁancm pedida.

‘Com effeito , 1.° as tres retas A'B AC, AE
fendo Xor conftruccao perpcn liculares cnttc fi, huma
dellas AB. he- perpendicular ao plane das outras duas
ACE ; logo AB he perpendicular 2 Al ; de mais KI
he parallela a DE, e DE a ABy lo"o KT he pa-
rallela 'a AB: e como fizemos L"kl fe uesfe
que a figuta AIKL he hum re&angulo. 1fto poito,
o angulo AJK he recio como AlC » logo a mdx
Al he perpendicular ao plano KIC ou CDE . logo
a fua perdllela KE he perpendicular ag mefmo pla-
.no (,DE , e por confequéncia he perpend. tular a CD.
Logo 1.° a refta KL "he petpmdlcular ao ‘mclmo.
tcmpo as duas reétas AB, CD.

Seja M hum ponto qua]quor da re&a CT) X
fe r elte pofto tirarmos MN parallela’a DE ou
a AB, addiftancia do ponto M & recla AB fera igual
a AN, porque o angulo BAN he re@o. Ora_temos
. AN AL ; logo Al he a mais, guiica' dmﬂma das li-
nhas“dadas AB, CD.

Sejdo as perpcnduulares CA“c e DB==§\E'—b

teremos CE=— ,/ (a +b2 ), e porquq area do'
_ tnangqu ALE fe exprime igualmente por § ACKAE e
por§CExAI,tefemorAI*ACgI;“F-q L1 i & “6 :
¢ “"f‘ "/E&+bk):

Hea expxefiao ‘da mais curta diftaneia %h lmh,as dadas,
Se a0 melmo tempo fizermos a diftanciaAB—e¢, .

¢ chamarmos A o angulo comprehendido entre - as
duas linhas dadas , quer dizer, o angul' CDE, com-
prehendido_entre a linha CD "¢ huma parallela DE
d linha 'AB, o tnangu,lo CDE re‘&ax;gulo em E da-

i cos Cﬁf: , ou cos A =— oy &
Mg @ e

X i
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porque ;(cmo'sé-f)z‘:ﬁz +E_I—)7' —a> +52 4 -
o &3 )

: o ) 2
: : by { >
Daqui fe tiraria tambem fen A — V e + o
o s (o7 iR e )

elcot A==

c

V(“Q"’ 4 ) y \ 5 ’ : 4

NN o d vie: gen

s , ret e
" Sobre: os polyedros fymmetricos.
: Wt g

) 2/ | "

* Para_mais fimplicidade fippozemos na.def. 16,
liv. vi, que o ‘plano ao qual fe referem os pylye-
dros {ymmetricos,, he o plano- de huma face: pode-
riamos fuppdr ‘que efte plano he hum plano . qual-
quer , e entdo Wirla ' a definigio a fer mais geral,
fem haver eoufz ‘que mudar na demonftracio da pro-
poficio 113 pela "qual’ havemos cftabelecido  as rela-
~ ¢bes ‘mutuas de dois palyedros. Tambem fe péde fa-

“zer humaiidéa muito exata Aéa'poﬁgib,; deftes dois
{6lidos 3 “eonliderando hum dos dois como” a+imagem
do outro formada' em hum ‘cfpelho plano, o que far
as vezes do plano de qié hayemos fallado.

- Ainda que dois p()!‘)“)i?‘d}ﬁ fymmetricos nio pol-
sio em geral ferfobrepdftos , todavia podemos pro-
var, ‘com o “fuccorro ‘de algumas’ decompoligOes’, qtic
/ eftes poiy‘édr‘u‘é—"sio febreponiveis por tes. ,"‘e por
‘tanto as fuas folidezes'saogiguacs. Eis-aqui a'demon(-
tragao defta¥propofi¢io , “huma das mais fmportantes
da theoria dos. Y¢S I ol Tiatl N T el SR .

§ ¥z R

i i.s;*M"}r%‘“

e ] s TR " e Q »
(fig. 9. ) hum trian o ifofceles , no
5 %

SqaﬂkAOS ﬁé. 1
qual feja AO = OS," fe pelo ponts ‘O " tirarmos s
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refla BOD perpendicular fobre o planagAOS , e to-

marmos .de kuma’ e outraz parte asViflancias 1guass
OB = OD, digo que as pyramides DAOS, BAOS,
que temipor bafe commum AOS , e wmﬂiru os
fontos D' e B, sis nao fomente [ymmetficas huma“da
outrd., como refulta da confiruccdo, mas podem f[er [o-
brepoflas por caufa da bafe tfofceles , e que sao per-

Jeitamenie iguaes. ¥y Wit Py
Com effeito , he facil ‘de wver que " a pyramide
AOSB ;ou (‘para a diftingnir mefhot') A'OS/B, po-
de fer pofta exaltamente {obre a ‘pyramide A@)Sb,
e primeiramente o, triangulo ifefccles. S'TOAY pode
fer pofto fobre o feu igual. AOS., de' maneira , que
o ponto St caia em A, o pontogAl em S, Netta
fituacio a perpendicular. OB cobrird” exa@lamente a
fua ighal OD . e affim o ponto B cahird em <D ;
logo as duas pyramides fc confundirdd .em huma (6;

logb sao . iguaes. R tﬂ!.'} ”f
G L E MM L “}i

Seja ABC (fig. 10.) htem trianguls @mlﬁer o)
¢ centre do circulo circunfcnite a cfte triangulo ,  de
forte. que feja OA = OB.=OC ; fe pelo ponto O
levantarmos as plans do trianguls a perpendicilar TOS ,
¢ tomarmos de huma e outra parte ids plans . difian-
cias iguaes OS , OT ;. digo que’ as éa pyramides
fymmﬁ‘rika: SABg, 'i’A £ jle'r'(‘f‘a'\[ot ddéff}{({;&bﬁ.

Porque, fegundo -0 lemma precedénte. ;
mides., AOBT , BOCT ;' A%G i 520 iguacs relpe-
&ivamente | pyramides: AOBS ,. BOCS ;. AOCS;
]ogo a pyramide ABCT,, '(‘ue,he_ a {fomma  das  tres
primeiras’, - he igual em. folidez*d pyramide ABCS,
que he a";fpmﬁp»das outras tres.y ., . s ’

Scholtos* Se o ponto O , centro. do circulo cir-
cunfcrito 4 effiveflc f%i‘a do triangulor ABC 5 he «facil
de ver que. a conclusio feria fempre a melma.

Lo tUE A ‘ Pl SRS 4R

as pyra-
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Toda a pyramide triangular pode fer infcrita em
kuma esfera. . . : SR :

Seja ABC . (fig. 11.) a bafe da pyramide pro.
pofla, S o feu vertice, SP a altura; fejaO o cen.
tro do cirenlo circunfcrito ao triangulo ABC ; fe pe-
lo ponto O levantarmgs fobre o plano ABC a per.
pendicular indefinida OX’, cada pento de (f)wa. elta.
14 em igualidiltaneia dos pontes A, B, C; por tan-
to f-1ta (o aghar~fobre OX huth ponto' Z gue feja
igualmente diltante. de A e de S, ¢ eftando elte pon-
to Z em igual diftancia dos quatro pontos A ; B, C,
S, fera -o centro_da esfera @ircunfcrita a pyramide.
Ora, a folucao deite problema he facil de executar
fobre hum/planosg g, oy

Debaixo . de hum angulo. re&o faqio-#g as lifihas
SP, OB, (fig. 12. ), 4guaes as linhas do mefmo
nome na figura félida , proiongue-fe-PO huma' quan-
tidade OD .igual a0 raioAO: do circulo® circtnfcrito,
tire-fe DSg, efobre o, meio. de DS levante-fe a
perpendicular indefinidd YZ ; digo que YZ encontra-

14 a perpendicular OX no ponte procurado Z , de
“mapeiras que ZD ou ZS ferd o raio da esfera circun(-

crita’,, € ZQ. a diffancia do feu centro ao plano ABC.
.+, Comeffeito,, temos, “por conftrucgio , ZD—=ZS,
ora como (#fig, 11¢) OD=0A, temos ZD—=ZA—
ZB=ZC; logo as uatrp. @ﬁancias G 7B, 7,68,
830 izuaes ; logo,Z he o céntro daestera circunfcrita.

- Corollario. 1. | ‘Asre@aYZ pcrpc?c}ular aD§,
e a refla OX perpendicular a DP , fe encontrario
fempre , porque fazem entre fi hum, angulo igual 2
SDP , ¢ nio .podem encontrar-fe  em mais de hum
ponto 5 logo he fempre poflivel circunfcrever hima es-

« fera 4 pyramide triangular dada, e naoife péde cir-

cunfc rever mais-deshuma,
Cerollario II. A mefma conltrucgdd plana, pe-
la qual fedctermina o raio e o centro da esfera cir-
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cunferita @ pyramide SABC (fig. r1. ) fervird parx
' achar o raio e¢ o centro da esfera circun{crita 4 py-
ramide TABC fymmetrica de. SABC ; porque os va-
Jores de SP, OP, DO, sio os mefmos em huma
¢ outra parte. Logo as esferas circunferitas ds duas
pyramides sio iguaes, e os feus centros eftio igual-
mente diftantes dos planos das faces iguaes.

THEOREM A.

D:/g; pyramides triangulares [ymmetricas sao iguaes
en folidez. : ik 0 '
fScj;io as pyramides dadas SABC, TABC ( fig.
13.) 5.feja Z o centro da esfera circuinfcrita 4 pyra-
mide SABC e Z' o centro da esfera eircunferita &
pyramide TABC ; fupponhamos que o ponto Z elte-
Ja fituado dentro da pyramide SABC , entio o ponto
Z! ctard igualmente fituado dentro da pyramide TABC.

o Ifto poftd, podemos confiderar'a pyramide SABC
como compofta de quatro pyramides ZABC , ZABS,
ZBCS, ZACS , cujo vertice commum he Z , e
cujas bafés, sao as quatro faces da pyramide ; do
mefmo modo fe péde confiderar a pyramide TABC
como compofta das quatro  pyramides Z’ABC ,
Z'ABT , Z'BCT , Z'ACT: Ora% em virtudé do
lemma’ 11, as pyramides ZABC, Z'ABC', sio iguaes
em folidez ; as pyramides ZABS, Z/ABT, tambem
eltdo no cafo do mefmo lemma ; pm:qqfe- poderiamos
por as bafes iguacs ABS, ABTY, huma fobre a ou-
tra, e entio os vertices, Z , ¢ Z' ! centros das es-
feras circumferitas , ferido os ~c§étiém:§“'dé duas per-
pendiculares _iguaes tiradas ‘a0 plano’ da ‘bafe  com-
mum_pelo &htro do circulo” eircunfcrito a efta bafe.
Logo a folidez ZABS =—— Z'ABT, ¢ femelhante-
mente ZBCS == Z/BCT , ZACS = Z'ACT ; logo
a pyramide SABC , quz he a fomma das quatro
ZABC, ZABS, ZBCS, ZACS, he equivalente 2
pyramide TABC , que he a ' fomma  das quatro
4/ABC ,-Z!'ABT , Z'BCT i Z*'ACT} "

Se os centros Z e Z! citivellem fittados féra
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das pyramides, entio em vez de fommar as quatro
pyramides ZABC, ZABS, ZBCS, ZACS, feria
neceifario tirar huma ou duas da fomma das outras,
ara ter a pyramide SABC ; mas como a pyramide

ABC fe comporia femelhantemente das pyramides
Z/ABC , Z'ABT, Z'BCT , Z'ACT,, daqui fe
concluiria - fempre que as duas pyramides SABC ,
TABC , sio iguaes em folidez.

"THEOREM A,

Dois polyedros [ymmetricos quaefquer sao equi-
walentes ou iguaes em [olidex.

Porque , fuppondo a mefma conftruc¢io que na
prop. 11, podemos conceber hum dos polyedros co-
mo compolto de tantas pyramides triangulares. AMPN
( fig, 305.), APNQ &c. cujo vertice commum he
A , quantos triangulos MPN , PNQ$ &c. houver
nas differentes faces'.do polyedro , excepto as que
formio o angulo A. O polyedro fymmetrico conte-
ra hum igual numero de pyramides triangulares
AM'PIN' , AP'N'Q!, &c., a5 quags sio fymmetri-
cas ds pyramides AMPN ; APNQ , &c. cada huma
a cada huma, Logo , como as pyramides triangula-
res {ymmetricas s2o equivalentes, fegue-fe que os
po?'edros , compoftos’ do mefmo numero de pyra-
mides iguaes, cada huma a cada huma, sio tam.
bem iguaes em folidez,

A

N OTA VIII
A'cérea da propoficaa XXV , livro VII.

Efte theorema o gqual Euler foi o primeire
ue demonitron nas Memorias de Petersburgo ,, anno
gc 1758 , offerece muitas confequencias que merecem
fer defenvolyidas, ‘ :
1,° Seja a o numero dos triangulos, 4o nu-
mero dos quadrilateros 5 ¢ -0 numero dos pentago-
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nos, &c. que compoem a fuperficie. de hum polye-
dro; o numero total das faces fera @ =4~ 5 }- ¢

d -+ &c., e o numero total dos feus lados fera 24

46t 5¢ -+ 6d 4 &ec. ERe numero he dupiso o
das areftas , porque a mefma arefta pertence a duas
faces , aﬂIi_Im teremos

.4 —a+bt+ct+dJ} &

2 TS 3a++ 40 '-]-.—'5_: -[—+6d 4 &c. 7

E como, fegundo o theorema de que fe trata,
S4+H — A -2, daqui fe tira -

28 — 4 -+ a - 2b -+ 3¢ - 4d F-&e.

A primeira advertencia que eftes valores  offere-
cem , he que o numero das faces impares @ -4 ¢ 4=
¢+ &c. he fempre par. , '

Fagamos, por brevidade , w == '~ 2¢ - 3d4=
&c. , e teremos " : L
# .A::.'—i;H - 5 gl

'S e 4H - 1'w.

Aflim em toda o pc;]{;edro temos fempre A D>

%H, e’S > 241 H > o?de .c%l?prc notar que

o fignal > ndo exclue a igualdade , porque péde
feriw'=="o. G Vv Al
O numero de todos os angolos planos do po-
lyedro he 2A, o“dos angulos folidos "he S ,"de for-
te que o numero medio dos angulos planos que for-
mio cada angulo folido, he %‘ 15 S
Efte pumero nio pdde fer menor que 3 , por-
que sio neceffarios ao menos’ tres angulos planos
para fommar hum angulo folido ; affim,devenios ter
3A > 3S, ndo excluindo” o fignal >"a igualdade.
Se puzermos em lugar de A ¢ de "ogz.r feus _valo-
A Uy 'd‘-. . - ’.x‘, e B f" )

o g g
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res‘'em H e a, téremos 3H+a)>6—|—? H -
3w ,ouzH > 12 1w, Tornando a pér o5 valo.
2 .

. res de H e, wem a; b yc, daqui r‘,fultara
3 2 2b e > 13 A4 e 3+ 30 4 &eo
Donde fervé que a2, 4, ¢, nao podcm fer ze-
10 a0 mefmo tampo ; ¢ que portanto nio ha polye-
dro do  qual todas as faces tenhio mais de cinco
laJos.

/ Como temos H > 4 + 2 , a fubftituice
nos valores: dc S cde A dara S>4 + 2 meA)

6 -~ . Nasao mefmo tempo tcmos < H—u,
¢ (ll\llll réfulta S wad — 4 , ¢ A il
onde - devemos lepiorarnos que” os ﬁgnaes > <
nas excluem a igualdade, Eite mxtcs tem lugar ge-
ralmente em’ todos.os pplye

2.9 Supponuamos 2A ‘> 4.3, o que convem
a huma jnfinidade de polyedros , e particularmente
4 aquelles dos quges todos os angulos folidos: sdo
formalos ¢ qnatro_planos ou mais, teremos nefte
czfo ;- 8 o, gu, fazendo a fubltituigio ,

a>3 + A 2d 4 gé' 4 &e.

Logo .o fp!t deve ter 20 umenos -oito faces
trizney’ Jrcs te H > 8 fodiS > 64w,
e A > 12 —l—-zw 2% temos. a0 mefmo tempo

E<ﬁ—-"8,edagmr taS,{H——-z, A<

% gnfppo.nha}n& 2A - > 59,050 quc abr gc
cntre ,outrgs -poi yedros aquelles dos qqaes ‘tod
Jos fu¥dos sa0 20 menos qd’u\tuplos N daqm re-
ﬁan B 7&@ 3, 6un
h @ > 20 -} ;b+5c—]—811+&c
te

rcmos @0 mcfmo ‘tempo b ) 12 + 2w, ¢
. i~ .
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A>30+5&, i dcfcrm< ~(H — zo),

fe tiiao os hﬂ:ltes S< H—-z) § A<§ (H-z)‘
3 :

d Nio poc’cmos fu por. zA — 6S ; porque temos
em geral 2A - 200 1 12 =£6S 5 logo nao - ha po-
lyedro . algum que tenha wuos -os" angulos Tolldos
formados de feis angulos pl:nos ou mais ; e com
effcito 0 menor valor que teria <ada angulo” plano ,
hum - por outro, feria o angulo de hum triangulo
equilatero e {feis deﬁcs angulos far;ao quatro. angu-
los re€tos , o que he munto para hum anglﬂo fo-
lido. :

4.2 Cinfi dcremos huﬁz polye"drﬂ..do qual to-
das as faces fejao *tnangula;cs ) teremos @ —o, 0

quc‘dara A= -—’ H,eS -—z iﬁéﬂ Supponha-

mos -mais que tod angﬁlog kﬁndos do polyedro
fejao parte qumrgal p:n-te fex 55 fe a 0 nu-
mero dos angulo ;fohdos ‘quintuplos > 7 os fex-
tuplos , teremos S°2= p 4+ qe zA & 69 20 0
que da 6S —2A —p: mas tcan'k tambcm

._H cS—z +iH; lovo pLGS—zA__,h

LAY Pl 4
Logo Je hum polyedra tliver todas a8 faas faces lr:an-
gulares , ¢ os feus argg'zla: _/olm’ rem. parte. yum—
tuplos , parte fextuplos ., 05 dngulos fﬂ:ﬁu quintu-
plos ferdo fempre. -em rumero de A3 : r}:los
podem- fer em .qualquer numero ; affim. deh
m riinado’, teremos ‘em todos eftes” {ohdos ‘S =
y,Haﬁzo zf,A:‘..“;o—!—
ermm@&im Ngtts applicagies m(lagando 0
mero de condxéoes ou' ‘dados  neceilarics para de%
minar_ h pol ‘edro”y queitio intereilinte , € t}he
penfi Ghﬁ tér*ﬂ\do* ainda refolyvida,” g o~ T o T
Snpgonhmﬁas primeiro-que’ 0 polycdro feja de
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huma efpecie determinada | quer dizer , que fe co.
nhece o numero de fuas faces , o numero dos feus
lados mdwndualmente‘, e a fua difpoficao humas a
refpeito das ou;ras ‘Portanto sio f%n cidos os nu-
meros H, S, ,a’TmcomOa, ey, 4, &c. ;
falta s6 ter o numecro de dados efefivos , finhas
ou angules ,” por, meio” dos quaes fe péde conltruir
. e determinar o polyedro.

Confideremos huma das faces do polyedro que
tomaremos por bafe. Seja # o numero de feus lados , pa-
ra detérminar efla bafe ferao meceflarios 27 —3 dados,
Os angulos foh’ﬂqs fora da bafe sio S—n'; o vertice de
cada ;ngufo requer tres dados para fe determinar ; s aflim
a pofigas de'S—n vertiees exigiria 35—3n dados , aos
quaes hjuntapdo os, 22— 3 da bafe , teriamos ao
todo 3S —n —13. "Mas efte numero he em geral mui-
to grande 3. clle deve fer diminuido gdo numero de
condicoss' necellarias: para que os vertices que *cor-

“refpondem 2 ‘huma me[ma face eftejio -no mefmo
plano.. Chamdmos #-'o nui €ro. . dos lados da bafe,
‘Ch‘amcmOs do nfefu}o modo R" n” “&c. os nume-
ros. de lados das Outras. faces. Tres pontos determi-
nio hum'phnoz.afim o Tm fe achar de mais que
3. em «\da numero n', all | &c. dara outras tantas
condicBes para que: os dnﬁ'erentes vertices eﬂejao si-
tuados nos p]anos das faces as quacs elles pertencem A
¢ 0 numero to}# deifas condi oes fera igual a fc-

rie (' — " e (.11
&ec. Mf-iS 0 3n)um “dos tcrm%s delta fenc he &——l #
e de mais # 4+ n %—' all 4 &c. —2A : logo a
forama da fe tie fera. ALY n --3 (H =19 Ti
- rande’ elta fomma de 23S — 2. — 3, ncart. S —
iA + sH—=6, quamldade que, por fer $ J0H—
2 » fe reduz a A, Logdlo ném;ro dc adss

’fo“"“ cfpecie 5 he rgu&l M numero da: fuas
Nbte-fe tedivia quc 0s, dgdog'% q,l‘lg 1"'tratn
nio ifmm fer tomados a0 acalo_en ¢ as u;has °

dzf urios para  determinar 3@;@ palvedra , entre o
:
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os angulos que conftituem os elementos do polye-
dro ; pons, _amda que houvefle tantas: equaches como
incognitas , poderia acontccer que certas irelacdes en-
tre as quantxdaﬁe,s conhecidas torpaffem, o problema
indeterminado. = Affim parecetia , pelo’ theofema que
havemos achado , que {6 © conhecimento das areftag -
bafta em geral para determinar hum polyedro ; mas
ha cafos ‘em ‘que efte conhecimento nio<bafta. Por
exemplo , dado hum prifina ndo triangular qualquer,
poderemos  formar huma infinidade . de outros prif-
mas que tenhio areflas 4guaes endi el}as da’ ‘mef(-
ma maneira. Porque s AREVAST 2" “ba% tem  mais de
tres lados , podemos , conferyando o% lados , mudar
os angulos , e por cfte modo dur 4 . fc huma in-
finidade de formas dlﬁcrtntc:;}, *ﬁ&n’i qm :MOS’ ‘M-
dar a poficio da arefta longitudinal do prifma rclatx-
vamgnte ao plaho da bafe ; finalmente éwdemos com-
bmar eftas duas mudangas huma cgm, outra, ¢
quirefultara fempre hwn pnfma cujas ar ftas ou
lados nao terdo mudade. O que. m9 ra que_ 1
{6 as areftas nefte cafo para dct‘e nar, o folido _

Os dados qu’e cohvem g tgfmmar
hmr; folido , sao aquelles ‘2 getxao alguma
indeterminagao, e que dio’ a ’lntame‘rﬁe {6 huma fo-
lugdo. E primeiramente a bafe ABCDE ( fig. 14, )
ferd “determinada ," , entre outras maneiras , fe for co-
nhiecido o lado AB, com os angulos, adjacentes
BAC, ABC", pararo ponto C., 05 ngulo§ ?AD
ABD , para 0 ponto D, e.,aﬁ'm dos mais;
hum ponto do qual fe quers detcrpma pof
fora 'do plano da bafe ; efte ponto’ ficard (‘etcrml pdo

quapdo,, imaginado a.pyramide MABC , &

W

mente o plano, MAB, torem conhecidos os

MAB BM" gl u]g@hmgao do plnno M

bre a : ﬁC Se,detexmmarmos por. mt:o
ados emcﬂmgnua a poficio de’ cada, hum.

do ., polyedro ﬁforzr do pf..no da l_baf'e s he

o ficara dete: 0 b [olutamen-

m maneira unica, a(cwfortc que- dxpo-
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lyedros conftruidos. com os mefmos dados ferio ne-
ceffariamente -dguzes :  entretanto feriao, fymmetricos
hum do outro ; fe foffem conftruidos a-k differentes
lados do plano dz bafe. oo

‘Nem femipre he neceflario ter tres. dados para
determinar cada” angulo. folido do polyedro ; porque
fe o ponto M fe dever achar fobre hum plano ji
determinado cuja interfecGao - com a bafe feja FG,
baliara, depois de haver tomado FG' arbitrariamen-
te ,  conhecer, os .anguloss MGF , MFG ; portanto
ferd precifo menos hum dado. Se o ponto, M fe de-
ver achar em. dois planos, ja - determinados ;i eu ma
fua interfecgio commum MK , que encontre o pla-
np ABC em K., conlieceremos ja o lado AK, o

. angulo  AKM  e+ia ‘iniclinagio do plano AKM fobre

a bafe ; porianto baftard, ‘que tenhamos por novo
dado o angulo. MAK. Defte moddigo numerq de
dados. necellarios. para determinar hum polyedro ab-

~folutamente ¢ de huma mapeira nnica , fe reduzisa

fetipre! a0 numero das {uas areftas A:
. O.lado AR eshum numgro A — 1 de angulos
dadosidetermirdo hum polyedro ; outro lado arbitra-
rio e os mefnios angulos éterminanﬁb hum' polyedro
femelhante, \Donde fe fegue: qué o numero de condi-
§ics neceffariqs. para. que dois polyedros da mefma ef-
puocie fejao femelhantes , be  iguul a0’ numere < das

areflas menos hum, L
A queftao que havemios refolvido feria muito
mais - ‘ﬁmvglps fe. ndao foffe conhecida a:efpecie do
olyedro’y mas fomente o \numerd des feus angulos
olidos  S.  Determinem-fe entao tres .vertices arbi-
trariamente por mcio de hum triangulo no.qual ha-
ﬁi’-atrcs dados ;- efte triangulo, fera confiderado co-
mo a bafe do" folido, depois 05 vertices féra defta
‘bafe ferio em, numero de 8§ — 335 e exigindo: tres
dados a determinacio. de cada humr, he claro que o
numero total de dados neceffarias spava det-tminar
o polyedro, (et 3--l-3 (S — g )you 38 —6.
ortanto ferio neceflarios , 38 — ‘7 'condigdes
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para que dois polyedros que tem hum igual numere
8 de angulos {olidos fejao femelhantes entre fi. -~

SPREN O T A ‘Ix:

0 %

2N -

Sobre ~es polyedros regulares. (Veja-fe' o appen-
dice. as. Buro V1I. )i, ° .
Na prop. . 11. daquelle appendice nos cmpe-
phamos em demonftrar a exiftencia dos cinco pclye-
dros ‘regulares , quer dizer ; aspeflibilidade de anen-
jer hum 'certo numero de lgno.gfi apaes  de.nidneita
que daqui refulte hum folido uniforme ¢m toda ‘a
fua extensdo. Pareceo-nos que em. outras obras fe
fuppoem exiftente, efte arranjamento, fem © provar
fufficientemente , ocu ndo 'fe “demonilra jicomo fez
Euclides , fendo por figuras complicadas e didficeis de
entender. P : AT ’
O problema de determinar atinclinacio de “duas
faces adjaccntes ‘do polyedro e o de determinar os
raios das esferas inferita e circunferita; fe reduzem
nos problemas’ 111. e 1v./a conftruccbes muito. fim-
plices : “mas nao ferd inutil applicar a cftes mefmos
problemas o caleulo  trigonometrice’, que além diffo
fornecera novas propofigoes, * R . '
~+Sejaoa, b, ¢, os tres angulos planos que compoem
o angulo folido O (fig.222.), "¢ feja propolto dchar
a inclinacao dos plancs em que 'eflio os angules
¢ b dc?crcva’-fe “do “centro O "o ufangulo csferico
ABC, no “qual fe conhecerdo os: tres ladag BC=" a,
AC iz b, AB =, e procurc-fe7o angulo C com-
prehendido entre os. Jados'« ¢ 4. Ora, pelas formu-

ik %]
t . e
.

las conhecidas , temos cos C ==£08 ¢ — 608 aCOS‘A‘g'
AR o m - VHRRE fen afen & ; o
Efta’ formula , applicada 20s ‘@inco polycdres ', yai
moftrar-nos ‘a in¢hinacao de duas faces adjacéntes em
cada’ hun dcﬁtst lidos. ) i 1 et

L'bténﬁéd\;'é.";f os tres angulos planos qﬁ“'.é- cont-
poem ‘o angulo-folido S, (fig. 243. ) sdo angulos de
wiangulos equilateros ; {¢ja pois a femi-circumferen-
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: - poi =¥
cla — w , teremos a =T ol s P, L loga
2 i3
cos a — cos~ a __cosa(i—cosa)__ ¢cosa

" —]-cosa’

2 2 "2
fen” a 1—cos a

ebs B =

‘ , i -
mas fabemos que c0s —}’—W:‘{‘; logo cos C:—g—.

- No hexaedro, ou cubo ( fig. 244. ), 0s tres an-
gulos planos que formao o angulo folido A, sio
angulos rectos ; por tanto a==b=—c—ia, ccosa

.=—o; logo ¢os C=o. Logo o angulo das duas fa-

ces adjacentes he recto.
No oftacdro , (fig. 245:) fe fizermos a=—=DAS—
y - o

'

-;-w, b:-_DAT-_—_——::— @; c=TAS=%m , Qe

"L L4 ' y -
Fovi, -
COs = gr— €os
22 2 N1 T o
mos cos C = o
o, %

w

\

Gl T
e fen? —m
"N 3

: | I o ¥ I .
Oracos § @ =03 cos—3— @ =%, fen?@-_——;{- V33

logo cos C=——§-._ Donde fe vé que a inclinacio

das faces do o&aedro e ainclinagao das faces do te-
tfaedro sio fupplementos bum. dooutro.

* “No dodecacdro ( fig. 246.) hum angulo folido
he formado de tres angulos planos iguaes , cada hum,
ao angulo de hum pentagono regular; aflim , fazen-
dora=b— tk_—:-z—'u— , teremos cos C=—-——cp—sq——

I -} cosa



. I
mascosl—w':—-fen TO‘W:.—_

o 2
cos Coobe " ARACE I_ , fen C= ,» e tang C

T 5—s Vs v's

; -
No icofaedro (fig. 247. ), devemos fazer ¢ =

C'B'D'::Siza-, e=—b=CBA =1 o ¢ te

e 20T
cos2. gr—COS 3 @ ;
,' o —
remoscos C == ; -_—_—4(1 I/5)____§_=
fen” L o 3
- 3 4

y e e

—Vs ; logo fen C =
3

. Taes sio as exprefsdes

2
] 3 :
fimpliciffimas pelas quaes fe determina a inclinacio
de duas faces nos cinco polyedros regulares. Mas
advertiremos que as poderiamos comprehender debai-
xo de huma {6 e a mefma formula. i

Com effeito , feja n o numero de lados de cada
face ; m o numero de angulos planos que fe reunem
em cada angulo folido ; fe do centro O ( fig. 248. ),
c com o raio =— I , defcrevermos huma fuperficie
esferica que encontre em p, ¢, 7, as lithas OA ,
OC, OD, teremos hum triangulo esferico pgr',’
no qual fe conhece o angulo reéto r, o angulo
B0 Ve b angulo g-——?:—; portanto teremos ,.

_ —

pelas formulas conhecidas » COS gr —= €7 . Mas
‘ y W

cos gr == cos COD — Ier;(CDO ==fen £ C, no.
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e P ; c'o‘s. Yol
tando C o angulo CDE; logo fen C = 34

/ : = Cofen @
-

Formula geral, que, applicada fucceflivamente aos
cinco polyedros , daria os mecfmos. valore§ de cos C

2
ou de 1 — 2 fen® 3 C que achamos por outro ca-
minho ; para ifto, he neceffario fubftituir , em cada
cafo , os valofes de m e n, a faber ’

Tetraedro , Hexaedro , Oétaedro, Dodecaedro,Icofaedro
m=—= BT T 4, = 3 ’ 5
BF7==3 45 3 N e 5 3

“‘.‘\.
O mefmo triangulo esferico pgr, do qual dc
duzimos a inclinacao de duas faces adjacentes, di

COs g —=cot p cot g , ou L0 cab. 2" Lo.
S5 ~OA m on

go ,” fe chamarmos R o raio da esfera circunferita ao
polyedro , . e r o raio da esfera infcrita, no mefmo

polyedro , teremos i, s tang % tang Z_; além dif-
7 mn n
: ; :
to, fazendo o lado AB =—— a4, temos CA— _ =272 ;
, ‘ \ zr
fen
1 3 n
_ g
: . 2 2 4 :
e por confequencia RT = r" 4- .Eftasduas
o et
; o

equagdes dar? para cada polyedro os valores dos
raios R e » das ‘esferas arcunfcrita e infcrita. Te
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mos tambem , fuppondo C conhecido , r =
%acot.-;‘. tang 3 C,e R=Z 4 tang 'i:_tang xC.
No dodecaedro ¢ icofaedro , fe vé que a razio
R tem o mefmo valor tang Z_ tang & . Logo, fe
r . R ¢
R for o mefmo para ambos, » ferd tambem o mef-
mo ; quer dizer que, fe eftes dois folidos eftiverem
infcritos na mefma esfera , tambem eftario circunf-

critos a mefma esfera , e wice werfa. A mefma pro-
pricdade “tem lugar entre: o hexacdro ¢ o oftae-

dro , porque o valor de R he , para ambos,
/ r .

~

@
tang — tang o, "
T 3 4

Notemos que os polyedros regulares ndo sdo os
unicos folidos que sio. comprehendidos debaixo de
polygonos regulares iguaes; porque , fe encoftarmos
or huma ' face commum dois tetraedros regulares
iguaes ,° daqui refultarda hum' fohdo comprehendido
debaixo”'de feis triangulos ignaes e equilateros. Po-
deriamos . tambem  formar outro folido com dez
triangulos iguaes e equilateros ; mas os polyedros re-
gulares 830 os unicos que tem ao me{mo tempo os
angulos folidos iguaes. ¢ ’

| N6 T A" X~
. Sobre a area do iriangulo esferico.

S

. { ¥ N
R 1 o raio da esfera, @ a femi-circumferen-
cia de hum circulo maximo ; fejdo a, b, c, os tres
lados de hum triangulo esferico ; A , B, C, os arcos
de ¢irculo maximo que miedem ‘os apgulos oppoftos.
Seja AJ-B4+C —m=S;e, flundo o que de~
monftrimos no texto (23 'Y7'.') » & area do triangulo

4 il
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esterico fera igual ao arco S multiplicado pelo raio,

e por tanto ferd reprefentado por S. Ora, entre as

analogias , chamadas de Néper , fe acha efta:
A--B C -a—b a-+-b

tang R cot -::',cos % 1 Cos 3

3

tirando daqui o valor de tang I (A--B), deduzire-
mos facilmente o de tang' (1A 4+ LB 43C) =
— cot £ S: defte modo teremos

x H ' g
GOt 'S GOt F a cot 3 6‘—}- cos C,
fen C '

férmula muito fimples que podde fervir para calcular
a 4rea de hum triangulo ésf‘::rico quando forem co-
nhecidos dois lados @, 4, ¢ o angulo comprehendido
C. Tambem fe podem daqui deduzir muitas confequen-
cias motaveis. «

1.° Se o angulo C for conftante , bem contu =i

produéto cot Z— cot éz v a drea do triangulo esferi-
4 A\l
co reprefentado por S, vira a fer conftante. Logo dois
triangulos CAB, CDE (fig. 165) , que tem hum angu-
lo igual C ,\ ferao equivalentes, fe tivermos tang 3 CA :
tang 3 CD ;% tang § CE : tang § CB', quer dizer,
fe as tangentes das metades dos Jados que compre-
h.cndcm o angulo igual, forem reciprocamente propor-
cionaes.
2.° Para fazer fobre, o lado dado CD e com

o mefmo angulo C, hum triangulo CDE .equivalen-
te ao triangulo dado CAB, fe deve determinar CE
pela proporcio g i

tang 3 CD : tang 3 CA :: tang ¥ CB: tang ¥ CE.
- 3. Para fazer com, o angulo do vertice 'C hum
triangulo ifofceles CDE equivalente ao triangulo da-
do CAB, tome-fe tang 4 CD, ou tang CE, meia
proporcional cnérc tang 4 CA e tang § CB.

.
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cot 3acoti b J-cosC
fen C

pode fervir para demonftrar de hum modo muito fim-
ples a propoficio xxVvr do livro vIr, a faber, que
de todos os triangulos esfericos formados com dois
lados- dados @ e b , o maior he aquelle no qual o‘an-

4° A mefma f6rmula cot 8=

| gulo C comprehendido pelos lados dados for igual &

8 ¢ . fEn" C

fomma dos outros dois angulos A’ e B.

Com o raig. (fig. 18.) OZ ==1 defcreva-fe a
femi-circumferencia VMZ , faca-fe o arco ZX =—=C,
e da outra parte do centrd tome-fe OP ==cot } a cot }4;
emfim ajunte-fe PX e abaixe-fe XY perpendicular fo-
bre PZ.

No triangulo re&angulo PXY temos cot P =
PY  cot2g®t b cosC

T —

i logo, P.= 1 S; lo-

go a fuperficie. S fera hum maximum , fe o angulo
P o for. Ora, he evidente que, fe tirarmos PM tan-
gente a circumferencia , o angulo MPO ferd o ma-
ximum dos angulos P , e teremos: entio MPO —
MOZ — %2 . Logo o triangulo esferico , formado
com dois lad dados , ferda hum maximum quando ti-
vermos £ S=C — 4% w, ouC=A 4B, o que
concorda com a propoficdo citada.

Veé.fe ap mefmo tempo-, por efta conftruccio,
que o ,maximum nao teria lugar fe o ponto P efti-
veffe dentro do circulo , quer dizer, fe tiveflemos
wt % acot £ b 1. Condicdo da qual fe tira fuccef-
fivamente cot £ @ < tang i h, tang (5 @ —3a)
tngd b, fm—32a 14, ccemim @ L a6,
0 que tambem concorda com o fcholio da mefma
propoficio.

ProBrLzemmaA L

Achar a fuperficie de hum triangfo esferico por

melo dos feus tres ladss. A
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Para ifto, na formula.
cot$acot® b |- cos C
. fen C s
devemos fubflituir os valores de fen C ¢ cof € ex-

cot 2 8=

COSc—Cc0sacosh
preflos em a, b, c; ora, temos cof Co= ———

fenafend ’
A g tteos a1 :
¢ cot 3 a cot 3 -l;en P t:: 1’ daqui refulta
I -[-cosa—‘-—cosb—{-cosc
5 x X po—
hisi + S5 a “fenafend

Depois o valor de cos C dé

; zfena *II—H a+b—

O S L o

2{-\(:93_“_'_"_15..(5“%_{_—[__———“
W A R ol

Mulnpllcando eftas duas quamxdades entre fi, e ex-
uahlndo araiz do produéto, teremos

athte = ath—c . ate—b " bre—a

Ll :u/[” fen— -fc Ly fen 3 Il:en = ]
3 fena fenb
Logo finalmente : :
cotise : —i—cow-l-cos bJcos ¢ :
ay/[fe 4 JJ ¢ na'fb;—[ (o a+c:b fcnb‘r(-z—-fr_wj

Efta férmula refolve o problema propofto,, mas po-
demos alcancar hum refultado ainda mais fimples.
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Para ifto, yoltemos a formula —
cot 3 a cot 3 b-}-cos C

fen C 2

cots S—

: e 2
daqui tiraremos primeiro ¥ ~-cot” ¥ S, ou
2 2 .
I cot” % acot” 3b-J-acot Fa cot bcosC -1
= . z

fen® 1S fen” C

Ora, o valor de cos C dd 2 cot 3 acotibcosC
cos c—Ccos a cos b

2 fen? £ a fen? 34

; pondo, no numerador , em vez

~
de cosc, cosa, cos b, os feus valores 1—2 fen® i,

» ;
2 A
. erTag, fen? 2a,1—2 fen” % 4, e reduzindo , teremos
fen § acfon? £4fen? ¢
‘' fen %a-l-fen” Xj}-fen* =
2 cotXa cotibcos C— ! - o — —2
fen* 2 a fen® 25

.

, 2%
2 ke d+—fen% X . q
Temos tambem cot> % @ cot” b= -l

~fen” Xa
1—fen® 30 1—fen® § a—fen? §l)+ g
Beug:. 2 14 fen? 26 ' ¢
fen” 2 fen* %4 fen® 36 .
- . I s
fubftituindo eftes valores , teremos :
A fen? %S

2%

1— fen” %¢ :

=t 2 = , 0 que dd <., .
fen? % afen? 2 b fen? C
X x ' : 3

en 3 )

oS o fenc,c,po do o valor de
cos 3 ¢

fen C, temos ‘ -

fen3 S—.
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y/ [fen atbte fenaﬁ—cfenfh—'bfer}bh‘f]
2 2 2 z

2T H—
fen3$S 2C0s5acosibcosie
Férmula commoda para o calculo logarithmico.
. Se multiplicarmos efte valor pelo de cot 3 S,
daqui refultara 4
1tcosatcosbtcosc  cos*2atcos? £btcos® fe-1

cot 38— s
7 4C0S2acos35COs5c ==  2COS%Ea COS, bCOS 3 ¢

Nova férmula que tem a vantagem de fer compolta
de termos racionacs. '

I—cos3S
fensS '’

-
1—cos? fa— cos? 2h-cos®5cta cosjacos3beosic

Daqui fe tira tambem ou

tang}S—

J/ (fen atbte, fi m‘b—crcn a+c——bfen [)’rc——f_ )
e i 24\ 2 5 2

X .
Ora, o numerador defta exprefsio péde tomar a forma
i\ i
(1—cos® £ a) (1—-—cosz' % b)—(cos% acost b—cos: C)z s
a qual fe decompde em dois factores , a faber:
fen 2 afen § b 4 cos $ acos 5 b—coszc,¢e
fen *afen 26 —cos % acos %4 --cos%c,
eftes fe ‘reduzem finalmente, o primeiro a =

b+£‘:——g, o
4

o =L b
cos(ja—3b) —cos¥c=2 fenﬁ-_—l——:——. fen

fegundo acos % ¢ —cos (2a-} 34)=2 fen

a-4-b—c
4

a4 -{-A"
4

fen

. Logo
¢
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4 fen? + 5t cfena+b—[ (ena‘l’c——b ‘-en/ﬂ‘(-—a

1S 4 4 4 PR
g . v
VUena+b+:rcna+b-—c{-ena'l'c—-—brenbfc a]
o

2 2 2 2

Mas temos fm?;ip g L L —

Vien p 2.{en p cos 3 P e

V(3tang % p) ; logo finalmente
} 2 )a, bte ath—c atc=b btc-a,_ .
tang;S=‘/(tang ¥ g T mge g Ty )

Efta elegantffﬁma férmula fe deve a Simao L’Huillier.

RROBLEMA IL

- Sendo dadss o5 tres lados BC—a , ACZb, AC=—=c,

s ) 4 b/
creulo circunfcrito ao trianguls AEC.

Seja o angulo ACIL =—= x, e o0 arco Al = CI =
BI = ¢ ; nos triangulos CAI , CBI , teremos pelas

(fig. 19. ) determinar a pyficia do ponto' 1, polo do

/ os ® — cos b cos
formulas conhecidas cos x = © ® 2 —]

fen b fen @
1—co8.b - . fen b :

t e N O Ry T ol of C—x)—
fen & g L 1+ cos b aros %)
L= €0sra cot @. Logo g(i_(_(li—__x.l . ou cos C

fen a €os x

fen C t ___.(I+C055)(!-—cosa);
i i ‘fena fen b

fubftituindo nefta equagio os. valores de cos C e
fen C expreflos ema , 4, ¢, e fazendo, por brevidade ,

M=/ (1—cos” a—cos? f—cos* c—’zcosacosbcosc),
daqui deduzir¢mos P
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tang & — - +oed fl;:os £ % 2 formula que de-
termina o angulo ACI. Advirta-fc‘q‘ue o5 trian ulos
ilofceles ACI, ABI, BCI , dio ACI — ((%
A— B) do mefmo modo BCI —4% (B +C —A),
BAIl— ¢ (A 4+ B £ C). Dagqui refultao cftas no-

taveis for mulas

tang 2 (A + C — B) S 3 -+ cos b —cosa—cosc

M 3

‘taﬁg LB L Cand et 1 + cos a — cos _b—-cos_cr,.l

M

tan> (A Bt O i +COSt—'-¢osé¢—cosb
B2 (A ) \ C'AM :

is quaes podemos ajuntar a_que da cot .S jie EEI'
podé ter efta forma

tang 7 (A +B + C) — "“‘—'Cosa\z-cmb—cosc

Ovalor de tang x, que achdmos hapouco’, dd 1 +

)

tang® xou ' — 2(1 F-cosh) (1—cos¢) (I=-—cosa)_
cos® % - : oM

XN _ s

16 cos” X b fen” 2 pfen % a

M2

4cos 2 b fen 2cfenfa

logo —— — . Masda equa-
& cos ¥ M q
: ¥ —cos b

CR0 Cos ¥ =—

g o I
%) cot:q)_ tang £ & cot @,

fen 2 afcngb fen2

M

tira ta.ngtb— x‘ ' logota,ngqr—
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~2fenfafenZbfendec

e

V4 (fen a’{“ s fena+b"'~“,fe;\ e fon Hc’“)
i Wb 2

2

."PRQBL"EMA I11.

Determinar [obre a fuperficie da esfera a linha
fohre ~a qual effao [ituades tedos os wertices dos
iriangulos da ‘mefma bafe ¢ da mefme fuperficic.

Seja ABC ( fig. 17.) hum dos triangulos ' esfe-
ricos cuja bafe commum he AB == ¢, e a fuperficie
dada A 4 B -}~ C— 7 = S. Seja IPK huma per-
pendicular indefinida levantada fobre o mecio de AB
tomando IP igual ao guadrante, P ferd o pélo do
~argo AB; e otarco PCD  tirado pelos pontos P,

C,, ferd perpendicular™ fobre AB..Seja ID :-:Ig £
CD == 4 ; os triangulos reangulos ACD, BCD,
nos quaes temos AC—= 4, BC =a, AD =p-}ic,
BD = p — % ¢, dario cos a==1c05 ¢ cos (p—3c¢),
cos b ="cos 7 cos (p - % )~ Mas achdmos ‘acima

‘ cot%S:__l-{-—cosa—{—cos‘b»—}-‘cosc;
e ¢ fen a fen b fen C
fubﬁituindo nefta’ formula os valores cos @ -} cos &

L, ‘ 2
— 2 cos g cos pcosfc, I —cos' ¢ == 2c0s" ic,
fen b fen C = fen.cfen B=2fen 3 ¢cos 3 cfen B ;
teremos

oot 2 S;" cos L ¢ 4= cosp cosyq o
; T fenafen 3¢ fen B
Alem difto no triangulo re&tangulo: BCD , temos
tambem fen a fen B — fen ¢ ; logo cot % S

fen2 cieng

i :
—cosdc +c05&7: ou oS p €08 7 $Sfenfcfeng
= 05 § ¢; cfta he a relagao c#fe p cg, que deve
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determinar 2 linha fobre a qual eftao iftuados todos
os pontos C. . . ‘ ‘
Havendo prolongado TP huma quantidade PK—,
tire-fe KC e feja KC=—y ; no triangylo PKC
"no qual temos PC —3% @ — ¢ e o angulo KPC—
@ — ', o lado KC fe achara pela formula cos KC
== cos KPC fen PK' fen PC 4~ cos PK cos PC , ou
cos y == fen g cos x— fen x cos g cos p ;
na qual fubftituindo” em lugar de .cos ¢'cos p o feu
valor cot £ S fen % ¢ fen ¢ — cos 5 ¢, teremos
cosy==fen x cos3 c—}-fen g(cos x— fen xcot3 S fen 3 ¢).
Daqui fe vé que fe tomarmos cos x—fen x cot? 8 fen ¢

", =0, ou cot 'x'=— cot ¥ S fen % ¢, téremos cos y

= fen x cos £ ¢ , e aflim o valor de y vird a fer con(-
tante. A .

Logo, fe depois de tirarmos o arco IP per-
pendicular fobre o meio da bafe AB #tomarmos além
do pélo a parte PK tal que cot PK — cot # Sfen 273"
todos™ os vertices dos triangulos que tem a pefma ba-
fe ¢ e amefma fuperficic S ;veftarao fituados fobre o
circulo menor defcrito do ponto K como pélo na
diftancia . KC tal que cos KC — fen PK cos ¥ .

Efte bello theorema fe deve a Lexell. { Veja-fe
.0 tomo V. parte I. das Nova Aéta Petropolitana. )

NOTA XL
Asérca da propoficde 111, livro VIL.
{ s ;i

Efta propoficao péde fer demonftrada mais ri-
gorosamente ,  reduzindo-a aos lemmas preliminares ,
da maneira fegninte.

Digo primeiro que a fuperficie convexa termi-
nada pelas areftas AF , BG ( fig. 252.), e pelos
arcos Au B, Fx G, nio péde fer menor que o re-
étangu]o_ABG‘g parte correfpondente da fuperficie
do prifma inferifés

Com effeito , 1‘qa S a fuperficic. convexa de que
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fe trata, e feja, fe he poflivel, o re&angulo ABGF
ou AB. X AF — S 4 M, fendo M huma quanti-
dade pofitiva. : i

Prolopgue-fe a altura ‘AF do prifma e do cy-
lindro até buma diftancia AF! igual ‘a » vezes AF,
fendo z ‘hum numero inteiro qualquer ; fe prolon-
garmos a0 .mefmo tempo <o cylindro e o prifma,
he claro que a fuperficie convexa S' comprehendida
entre as  areftas AF', BG!' conterd » vezes a fu-
perficie S , 'de forte que teremos:S!=—=2S, ¢ por-
que 72X AFE = AF' , teremos AB X AF'=—nS-}-
sM=8' 4+ »M. Ora fendo » hum numero intei-
ro arbitrario ¢ M huma fuperficie dada , pedemos
tomar n de maneira que feja M maior que o do-
bro do fegmento AuDB , porque bafta para illo que fe

sl A \

faca m > z;f%; logo entio o reftangulo AB X
3T . ; - 3 - §
AF' ou a fuperficie plana ABG'F! feria maior que
a fuperficie involvente , compofta da fuperficie con-
vexa' St e de dois feg;h'entos circulares iguaes AuB ,
FIY'G!. Ora, pelo contrario, a fegunda fuperficie he:
meior que a primeira, fegundo o primeiro lemma
preliminar ; logos, 1.° nio pode fer § < ABGF.
Digo em fegundo lugar zuc a mefma f(uperficie
convexa S nio pode fer igual 4 do reétangulo ABGF.
Porque fupponhamos , fe he poflivel , que tomando
AE —= AB, a fupérficié convexa AMK feja igual
a0 re®angulo AFKE ; por ‘hum ponto qualquer M
do arco AME , tirem-fe as cordas" AM , ME | e le-
vante-fe . MN perpendicular fobre ‘o plano da bafe..
Os tres re&tangulos AMNF | ME]{N , AEKF ,
que tem a mefma altura, eftio entre fi como as {uas
bafes AM, ME , AE. Ora temos AM <4-"ME >
AE , logo a fomma dos rectangules AMNT , MEKN
be maior que o re&angulo AFKE. Efte he equiva-
lente “por  hypothefe a fuperficie copvexa AMK
compofta das duas fuperficies p% AN , MK.
Logo a fomma dos rectangules #VINEF., MEKN
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he maior que a fomma das fuperficies convexas cor.
refpondentes AN , MK. Logo ferd neceffario que a0
menos hum dos re&nngulos AMNF , MEKN, fejx
maior que a fuperficie convexa correfpondente Eita
confequencia he contraria 4 primeira parte jd de.
monitrada. Logo, 2.° a fuperficie convexa S nio
pode fer igual a do rectangulo correfpondente ABGF.

, Daqui fe fegue que temos $ > ABGF , e que
affim a fuperficie convexa do cylindro he maidr que
a de_qualquer prifma inferito. -

or hum raciocinio abfolutamente femelhante,

fe provara que a fuperficie convexa do cylindro he
menor que a de qualquer prifma circunfcrito.

NOTA XII.

Sobre a igualdade ¢ femelban;a-rdos polyedros.
T

A’ frente do’ livro XI. de Euclides fe achdo as
definicoes .g ¢ 10 concebidas defta maneira :

9. Dois folidos sao femelhantes ; quando o
comprehendidos’ debaixo. do mefmo numero de planos
femelhantes cada hum a cada hum.

1o. \ Dois folidos sio iguzes e {emelhantes
quando siio comprehendidos debaixo do mefmo nu-
mero de planos iguaes e femelhantes cada bhum 2
cada hum: -

Sendo ' o obje&to deftas definigGes hum dos pon-
tos mais difficeis dos clemientos de Geometria ; nos
0 examinaremos ¢om alguma miudeza , e difcutire-
mos ao mefmo tempo as obfervacdes que a efte ref-
peito fez Roberto Simfon na fua edlqao dos elemen-
tos , }Eagma 388 ¢ feg.

rimeiro , notaremos. com Roberto Simfon que 2
definicio 10 nio he propMamente huma definicio,
mas Fm hum theorema que ha mifter demonlrﬂuo,
porque nio he evidente que dois folidos fejao iguaes
por dlo fémeX=> que tem faces iguaes; c, fe efa
propofigao he vev.'wdeira, cumpre gigmonﬁra-l.a y quer
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