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RESUMO

Sistemas invariantes por permutacdes de particulas estao presentes em muitos mo-
delos fisicos, tais como o0 modelo Lipkin-Meshkov-Glick (LMG), modelo de Dicke, mo-
delo do Cristal Temporal de Fronteira (CTF), entre outros. Esses sistemas possuem
fendmenos criticos nos quais o conhecimento da correlagdo desempenha um papel
fundamental, principalmente para descrever Transicdo de Fase Quantica (TFQ). Ge-
ralmente, as correlagdes, como emaranhamento e discordia quantica, sao estudadas
entre biparticdes, ou entre todos os N subsistemas para estados puros. A questao se
k particulas quaisquer estdo genuinamente correlacionadas é menos restrita e mais
informativa, sendo abordada muito recentemente na literatura. Assim, o objetivo desta
tese € estudar as correlacées genuinas k-partidas em dois sistemas invariantes por
permutagao de particulas, o modelo LMG e o modelo CTF. Além disso, investigamos a
presenca de emaranhamento genuino k-partido no modelo CTF, uma vez que o emara-
nhamento é um recurso importante em tarefas quanticas. O primeiro modelo estudado
€ 0 modelo LMG, um modelo que pode ser representado por N spins 1/2 com intera-
cbes de alcance infinito, com um campo magnético sendo aplicado transversalmente a
cadeia de spins. Nesse modelo, verificamos que as ordens de Correlagcées Genuinas
Multipartidas (CGM) assinalam a TFQ de segunda ordem, tal como € conhecido que
outras medidas de correla¢cdes, como emaranhamento e discérdia quantica, também o
fazem. Além disso, notamos que as correlagées genuinas k-partidas apresentam um
comportamento nao trivial com a variagao da ordem de correlagdo. A explicacao desse
comportamento esta ligada ao numero de particoes dos estados produto utilizados
para calcular CGM. Além disso, calculamos através do Escalonamento de Tamanho
Finito (ETF) os expoentes criticos para véarias ordens de CGM, observando que os
expoentes estdo num intervalo de [—1/2,1/2] e conjecturamos que todas as ordens
estdo neste intervalo. O segundo modelo analisado nesta tese € o modelo do CTF,
um estado da matéria de ndo-equilibrio em contato com um ambiente que quebra a
simetria de translacdo temporal. Mostramos que as CGM captam as oscilacbes da
fase CTF e com anélises de escalonamento das correlagdes totais, constatamos tam-
bém que o tempo de vida das oscilagdes diverge no limite termodinamico, no qual
emerge o fenébmeno do CTF. Além disso, no Estado Estacionario de Nao Equilibrio
(EENE) observamos que as CGM séao extensivas com numero de particulas na fase
CTF, enquanto que sao subextensivas na fase ferromagnética. As CGM contam as
correlacdes classicas e quanticas na medida, entao para saber se ha emaranhamento
genuino k-partido nas duas fases do modelo, utilizamos a Informag¢do quéntica de
Fisher (IQF) como testemunha. Verificamos que ha emaranhamento genuino k-partido
na fase ferromagnética, contudo, nada pode ser dito na fase CTF na qual a IQF nao
testemunha emaranhamento genuino k-partido. Através de uma andlise de mapa de
cores da matriz de densidade do EENE, mostramos que na fase CTF o estado se
aproxima de um estado superradiante, que ndo é emaranhado, porém tem uma grande
quantidade de CGM.

Palavras-chave: Informacao quéantica. Correlagées genuinas multipartidas. Transicao
de fase quantica. Estados totalmente simétricos.



ABSTRACT

Systems invariant by particle permutations are present in many physical models, such
as LMG model, Dicke model, CTF model, among others. These systems possess
critical phenomena where the knowledge of correlation plays a key role, mainly to
describe TFQ. Generally, the correlations, such as with entanglement entropy and
quantum discord, are studied between bipartitions, or among all the subsystems for
pure states. The question if k-particles are genuinely correlated is less restricted and
more informative, being addressed very recently in the literature. So, the objective of
this thesis is to study the genuine k-partite correlations in two systems invariant by
particle permutation, the LMG model and the CTF model. In addition, we investigate
the presence of genuine k-partite entanglement in the CTF model, since entanglement
is an important resource in quantum tasks. The first model studied is the LMG model,
a model that can be represented by N spins 1/2 with infinite range interactions, with
a magnetic field applied transversely to the spins chain. In this model, we verify that
all orders of CGM signal the second order TFQ, as other measures of correlations,
such as entanglement and quantum discord, also do. Additionally, we notice that the
genuine k-partite correlations present a non-trivial behavior with the variation of the
correlation order. The explanation of this behavior is linked to the number of partitions
of the product state used to calculate CGM. Furthermore, we calculate through ETF
the critical exponents for several orders of CGM, observing that the exponents are in
an interval [—1/2,1/2] and we conjecture that all orders of CGM are in this interval.
The second model analyzed in this thesis is the CTF model, a non-equilibrium state
of matter in contact with an environment that breaks time translation symmetry. We
show that the CGM capture the oscillations of the CTF phase and with scaling analyses
of total correlations we also verify that the lifetime of the oscillations diverges in the
thermodynamic limit, where the CTF phenomenon emerges. Moreover, in the EENE we
observe that the CGM are extensive with particle number in the CTF phase, while they
are subextensive in the ferromagnetic phase. The CGM count the classical and quantum
correlations in the measure, then to know if there are genuine k-partite entanglement
in the phases of the model, we use IQF as a witness. We find that there are genuine
k-partite entanglement in the ferromagnetic phase, however, nothing can be said in the
CTF phase where the IQF does not witness genuine k-partite entanglement. Through a
color map analyses of the density matrix of the EENE, we show that in the CTF phase
the state approaches a superradiant state, which is not entangled but it has a great
amount of CGM.

Keywords: Quantum information. Genuine multipartite correlations. Quantum phase
transition. Totally symmetric states.
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1 INTRODUGAO

Saber como sistemas de muitos corpos estao correlacionados é importante para
detectar e caracterizar as transi¢coes de fases e também, no caso de correlagdes quan-
ticas, para realizacao de tarefas quanticas [1, 2]. O conhecimento de como duas partes
do sistema estao correlacionadas nos fornece preciosa informag¢ao, como quantidade
de recurso e fases de sistemas, porém, algo mais dificil e mais informativo é saber
como grupos quaisquer de k-particulas estao correlacionados. Com isso sabemos, por
exemplo, como se comporta cada grupo de particulas do sistema durante a transicao e
0 quanto de correlacao ha nessas k-particulas. Outro fator importante de se conhecer
sobre as correlagdes presentes no sistema € sua natureza, se € de origem classica
ou quantica, e se é quantica, se ha emaranhamento nesses grupos de k-particulas,
pois emaranhamento € um importante recurso em tarefas quanticas [1]. Com essas
questdes em mente sobre correlagdes, 0 modelo LMG e o CTF seréo estudados na
tese.

Correlagcdes sao relacdes estatisticas obtidas entre variaveis pertencentes a
um fenémeno observado, por exemplo, para um caso simples, podemos dizer que as
horas de estudo estdo correlacionadas com a nota na prova. Quanto maior o tempo de
estudo, maiores as notas tendem a ser. Assim, hd um correlacdo positiva. Em sistemas
de muitos corpos, precisamos conhecer as correlagdes, pois com acesso somente
as partes individuais do sistema, ndo sabemos como séo as propriedades globais do
sistema. Ainda assim, com o conhecimento das correlacbes, ndo sabemos como é a
forma completa do estado quéntico. Porém, se temos informacéao de como as partes
estao "ligadas", isso diferencia fases e a transicdo nas TFQ. Da mesma forma, imagi-
nemos a situacao hipotética em que pudéssemos ver em uma constru¢cao somente um
tijolo por vez, ndo saberiamos se estao ligados ou nao, ou se pertencem algum tipo
de construcéo. O tijolo pode ser parte de um muro, um arco, uma casa e a forma de
cada construcao depende da relagao, ligacdes entre os tijolos. Num sistema fisico, com
acesso a como estao correlacionadas as partes e com medidas de observaveis, temos
uma descrigdo melhor de como € o estado quéantico estudado. As TFQs sdo mudancas
que ocorrem no estado fundamental do sistema a zero kelvin de temperatura variando
algum parametro de controle fisico como, por exemplo, pressao ou campo magnético
[3]. As mudancas sao devidas as flutuacbes quéanticas e as correlagcées complexas
entre os constituintes microscépicos do sistema, assim, medidas de correlagdes séo
uteis no estudo desse processo.

Em transicoes de fase classica e quéantica ocorre a divergéncia do comprimento
de correlagao ¢ no ponto critico [4], embora na TFQ o analogo ao comprimento de
correlacéo seja o inverso do gap de energia entre o estado fundamental e estados
excitados [3, 5]. Nos anos 2000, acreditava-se ser a TFQ de caracteristica puramente
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quantica e o emaranhamento responsavel pelas correlacées de longo alcance [6]. De
maneira analoga, pensava-se que na transicdo poderia ser que o comprimento de
emaranhamento também fosse divergente. Em 2002 ja surgem trabalhos com estudo
de emaranhamento em sistemas de spins como modelo de Ising e XY, nos quais sao
realizados escalamento do emaranhamento e comparagéao com limite termodinamico
[4]. Alguns trabalhos mostraram que o emaranhamento entre dois sitios calculado com
a concorréncia [7] é de curto alcance na transicao [4, 8]. Enquanto que mais tarde
define-se comprimento de emaranhamento e mostra-se que é divergente na transicao
de fase para sistemas de spins [9]. Também mostra-se que emaranhamento multipar-
tido apresenta um pico na transicao de fase e que o comprimento de emaranhamento
diverge sendo metade do comprimento de correlagao para sistema de spin XY [10, 11].
Além disso, por ter carater universal, algumas propriedades do sistema na transicao
séo invariantes, dependendo somente da dimensionalidade do sistema e simetrias. Ex-
poentes criticos podem ser utilizados para determinar o comportamento do parametro
de ordem no ponto critico. Para alguns modelos de spins (XY e Ising) mostrou-se que
estdo na mesma classe de universalidade [12]. Portanto, € bem conhecido na literatura
o papel do emaranhamento na TFQ e seu carater divergente no ponto critico para
alguns modelos e medidas de emaranhamento. Trabalhos mostram que o emaranha-
mento medido de diversas formas, com concorréncia [4, 8, 13], emaranhamento de
formacao [14], entropia de emaranhamento [15], emaranhamento multipartido global
[10, 11, 16] e negatividade [17] apresentam um pico na transicao.

Na mesma época dos primeiros estudos sobre emaranhamento em TFQ, sur-
gem trabalhos definindo outros tipos de correlagcées quanticas, além do emaranha-
mento, como por exemplo a discérdia quéantica, um tipo de correlacao presente em
mais estados quanticos [18, 19]. Discordia quéantica pode ser pensada de duas formas:
quando baseada em medida, mede a informacao mutua que néo é acessivel local-
mente em um sistema multipartido [18] e quando baseada em distancia, mede, através
de minimizagao sobre projetores, quao distante esta um estado do conjunto de estados
classicos [20, 21]. Por volta de 2010, percebeu-se que a discérdia quantica também
assinala a transigao de fase [13, 22—25], e se espalha no ponto critico linearmente com
o nimero de particulas [2]. Para além da discérdia quantica, existe a coeréncia’, um
tipo de correlacado quantica mais geral ainda que também pode detectar TFQ e tem
atraido interesse recentemente [26—31].

Na informacao quantica, correlagdes quanticas podem ser utilizadas como re-
cursos para diversas tarefas, por exemplo, 0 emaranhamento pode ser recurso em
computacdo quantica [1], teleporte quéntico [1], correcdo de erros [32], metrologia
quantica [33], entre outras tarefas quanticas. Por volta dos anos 2000, notou-se que
com estados puros 0 emaranhamento é necessario para o speed-up de alguns algorit-

! N&o estamos levando em conta a coeréncia presente em um Gnico spin, por exemplo.
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mos quanticos, como o algoritmo de Shor e o de Grover [34—36]. Porém, para estados
mistos ndo € claro se é necessario ou ndo a presenca de emaranhamento para o
speed-up [36]. Por outro lado, em alguns protocolos quéanticos a presenca de discér-
dia quéantica pode ser importante recurso, como no modelo da Computacao Quéntica
Deterministica com um qubit (CQD1) [21, 37] e para preparagdo remota de estados
quanticos [38]. Recentemente, surgiu um trabalho na literatura sugerindo a possibili-
dade de transferéncia de calor de uma fonte fria para quente com uso de correlacao
quantica [39], sendo mais uma forma de aplicacdo dessas correlacdes em maquinas
térmicas quénticas. Portanto, € interessante saber se nos sistemas estudados na tese
ha correlagdo nao-classicas, e inclusive saber quantas particulas exatamente possuem
essa correlacgao.

Apesar de grandes avangos no estudo de correlagdes quéanticas, nosso conhe-
cimento ainda é limitado para correlacdes além das bipartidas, pois com 0 aumento
do nimero de partes a serem calculadas a correlacao a complexidade do problema
cresce rapidamente. Por exemplo, s6 considerando as possiveis formas de distribuir
em 3 particdes 20 particulas podemos fazer de (129) = 171 formas, sem contar as
formas de permutacdes das particulas dentro de cada particao. Caso considerasse-
mos as permutacdes para um caso de duas particées iguais com dez particulas em
cada, ja teriamos (%8)/2 = 184756 formas de fazer isso para particulas distinguiveis.
Assim, vemos que é uma tarefa que se torna impraticavel devido ao grande niamero
de particoes que devem ser levadas em conta e formas de organizar as particulas nas
particbes, mesmo para sistemas de poucas particulas. Além disso, no caso das CGM
temos dificuldades para construir medidas dessas correlacées [40]. Recentemente,
uma medida formal e consistente baseada em entropia relativa foi proposta por Giro-
lami et al. [41]. Com essa medida é possivel saber o0 quanto de correlagées genuinas
k-partidas possui um sistema de N particulas para qualquer 2 < k£ < N, quantificando
tanto correlacdes classicas e quanticas juntas na mesma medida. Um estado possui
correlacbes genuinas k-partidas se pode ser representado como estado produto no
qual as particées possuem até k-subsistemas correlacionados. Convém ressaltar que
as correlagdes genuinas k-partidas capturam as correlacoes presentes somente nas
particoes com k-subsistemas, de forma que nessas particoes todos os subsistemas
estao correlacionados entre si. Aléem disso, dentro de cada grupo de k-subsistemas
nao ha estados produto em qualquer corte bipartido [40], por isso que as correlacdes
sdo chamadas de genuinas?. A consisténcia da medida de CGM[41] é devida a esta
obedecer os critérios para medidas de correlacées N-partidas propostos por Bennett
et al. [40] que foram generalizados para o caso das correlagdes k-partidas. A medida

2 Na literatura é comumente utilizada a palavra "genuina” em emaranhamento para estados mistos nos
quais todas as particulas estdo emaranhadas, possui emaranhamento genuino N-partido, que ndo
pode ser produzido por Operagbes Locais e Comunicagao Classica (OLCC) sem o uso de estado
emaranhado multipartido [33, 42].
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de correlagdes feita através da entropia relativa simplifica os calculos [40, 43] e quando
h& simetria por troca de particulas no sistema, simplifica ainda mais o célculo das
correlagoes.

O primeiro modelo que sera analisado nesta tese com as CGM é o modelo LMG.
O modelo LMG surgiu na fisica nuclear para descrever transicao de fase dentro do
nacleo dos atomos [44—46], porém, com o passar dos anos esse modelo tem sido
utilizado como toy model em outras areas da fisica, como na mecéanica estatistica [47—
49] e informacao quantica [15, 50-55], entre outras aplicacdes. Esse modelo, consiste
de um sistema fermiénico de spin 1/2 de dois niveis N degenerado. Neste trabalho,
o modelo sera visto na forma de spins dispostos no plano anisotrépico = — y, com
campo magnético sendo aplicado transversalmente ao plano, tanto o0 campo magnético
quanto o fator de anisotropia podem ser variados e essa variagcao pode ocasionar
TFQ no sistema. Devido a aplicacdo do campo magnético sobre o sistema, os spins
se alinham ao campo, de modo que para um valor critico do campo ocorre TFQ no
sistema. No modelo de LMG, alguns trabalhos na literatura estudaram a TFQ através
de correlagdes quanticas como parametro de ordem [13, 15, 23, 50-62]. Quase todos
os trabalhos calculam correlagdes quanticas bipartidas, ou calculam emaranhamento
multipartido, sem calcular emaranhamento genuino k-partido [41]. Em sistemas que
possuem transicdo de fase de segunda ordem, ou continuas, algumas grandezas no
ponto critico se comportam com uma lei de poténcia que podem ser descritas por
expoentes criticos. Para calcular esses expoentes podemos utilizar o ETF, um método
de obter uma estimativa dos expoentes criticos em sistemas com numero de particulas
grandes, mas finitos, sem precisar estar no limite termodinamico. A transi¢ao de fase e
ETF no modelo de LMG ja foram estudados por muitos autores na area de informacao
quantica. A transicao de fase foi estudada através do emaranhamento [15, 50-57] e
outras correlacdes [13, 23, 58—-62] e 0 ETF por Ref. [13, 54, 55, 57, 58, 60—62]. Apesar
desses trabalhos, ndo se tem estudos sobre correlacées genuinas k-partidas. Através
da proposta de Girolami et al. [41] para o calculo das CGM, fomos capazes de calcular
correlagdes genuinas k-partidas, mostrar que as correlagdes assinalam a transigéo de
fase de segunda ordem e extraimos os expoentes criticos através de analises ETF no
modelo LMG.

O outro modelo estudado com as CGM na tese é o CTF, que pelo nome po-
demos dizer que € um cristal temporal que acontece na fronteira do sistema. Porém,
antes de explicarmos o que € um CTF é importante definir cristais temporais. Cristais
temporais sdo cristais que possuem uma estrutura bem organizada, rigida e persis-
tente na dimensao temporal. Os cristais espaciais quebram espontaneamente Simetria
Espacial Translacional Continua (SETC), de forma que apresentam um estrutura espa-
cial com Simetria Espacial Translacional Discreta (SETD), sdo padrbées que se repetem
na dimensao espacial. Nos cristais temporais, as repeticdes de padrbes acontecem no
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tempo. Por exemplo, o cristal pode ficar oscilando entre dois estados durante o passar
do tempo. Contudo, essa oscilagédo néo € igual a oscilacdo imposta ao sistema por um
pulso de laser como drive, por exemplo. Além disso, devido as correlacées de longo
alcance, o sistema permanece oscilando indefinidamente no tempo no limite termodi-
namico, caracterizando uma cristalizagcao no tempo, por isso o nome cristais temporais.
A ideia dos cristais temporais quéanticos surgiu em 2012 com Wilczek [63]. No entanto,
sua ideia de Cristal temporal com estados fundamentais em um anel bos6nico, no
qual é aplicado um fluxo magnético e os boésons formariam pares que rotacionam para
sempre, foi demonstrada ser impossivel através de um teorema no-go [64]. Apds isso,
mostrou-se ser impossivel gerar cristais temporais em equilibrio térmico em hamil-
tonianos sem correlagdes de longo alcance [65]. Mesmo com esses impedimentos,
buscou-se propostas e aplicacdes experimentais bem sucedidas de cristais tempo-
rais em sistemas fora do equilibrio ou com correlacdes de longo alcance [66—75]. Os
cristais temporais realizados até entao eram discretos, quebravam Simetria Temporal
Translacional Discreta (STTD). Ou seja, o hamiltoniano possui uma simetria discreta no
tempo, dada pelo pulso do drive, e 0 estado do sistema possui uma simetria diferente.
Geralmente, o drive oscila num periodo 7" e 0 estado do sistema em 27, em sistemas
de dois niveis, podendo oscilar em 37" se for um sistema de trés niveis [76].

Os CTFs surgem com uma ideia dos cristais temporais que acontecem na fron-
teira do sistema e quebram Simetria Temporal Translacional Continua (STTC) [77]. O
sistema global, volume e fronteira, é independente do tempo, mas a fronteira quebra
STTC no limite termodinamico, apresentando um EENE?3 oscilatério. Como caracte-
ristica de quebra STTC o EENE oscila numa frequéncia que é incomensuravel em
relagédo a frequéncia do drive. Na Figura 1, € ilustrado um CTF em sistemas de spins,
apds aplicar o trago no banho de osciladores harménicos do volume, a fronteira oscila
com rigidez, persisténcia e numa frequéncia diferente do drive no limite termodinamico.

Figura 1 — Esquema exemplificando a ocorréncia de CTF a partir de cadeias de spins
bidimensionais. Figura retirada de [77].

3 O EENE é um estado estacionario que nao obedece o balango detalhado, mas o balango circular,
precisando assim de uma for¢a externa de drive e ser aberto para o ambiente [78]. A energia do
drive é balanceada com a energia de dissipacao [79].
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Nos CTFs fez-se estudos generalizando a ideia para d-niveis [80], bem como analise
de correlagbes mostrando que nos CTFs o EENE apresenta correlagdes que diferem
de estados estacionario classicos que operam em ciclos e que é realmente uma fase da
matéria [81]. Recentemente, um modelo de CTF foi realizado experimentalmente [82].
Entretanto, ndo ha estudos com as CGM e sobre emaranhamento genuino k-partido
nos CTFs, como é parte do propdsito da tese.

1.1 COMO ESTA ORGANIZADA A TESE?

 Capitulo 2 - Apresentamos as CGM, passando pela definicdo de entropia
de Shannon e von Neumann, informacao mutua quéntica e entropia relativa
quantica. Apresentamos também um estudo breve sobre a natureza das
correlacdes, passando por emaranhamento, discérdia quantica e IQF, de
forma a melhor compreender os capitulos posteriores.

» Capitulo 3 - Estudamos o modelo LMG na forma de cadeia de spins com
olhar da informagéo quantica e a TFQ de segunda ordem presente no mo-
delo, e também como é feito o ETF no modelo LMG na tese. Apresentamos
os resultados dos calculos das CGM no estudo da TFQ e dos calculos dos
expoentes criticos.

» Capitulo 4 - Descrevemos brevemente um exemplo de cristal temporal dis-
creto e o CTF com mais detalhes. Calculamos as CGM no CTF nas duas
fases do modelo e mostramos que no limite termodinamico teremos um CTF.
Ainda nesse sistema, calculamos IQF como testemunha de emaranhamento
genuino k-partido nas duas fases do modelo.

» Capitulo 5 - Apresentamos as conclusdes e perspectivas.

1.2 PUBLICACOES

Na tese

» Anténio C. Lourengo, Susane Calegari, Thiago O. Maciel, Tiago Debarba,
Gabriel T. Landi e Eduardo I. Duzzioni. “Genuine multipartite correlations
distribution in the criticality of the Lipkin-Meshkov-Glick model”. Em: Phys.
Rev. B 101 (5 fev. de 2020), p. 054431.

» Anténio C. Lourencgo, Luis Fernando dos Prazeres, Thiago O. Maciel, Fer-
nando lemini e Eduardo |. Duzzioni. “Genuine multipartite correlations in a
boundary time crystal”. Em: Phys. Rev. B 105 (13 abr. de 2022), p. 134422.

Fora da tese
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» Susane Calegari, Anténio C. Lourencgo, Gabriel T. Landi e Eduardo |. Duzzioni.
“Genuine multipartite correlations in Dicke superradiance”. Em: Phys. Rev. A
101 (5 mai. de 2020), p. 052310.
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2 CORRELAGCOES GENUINAS MULTIPARTIDAS

Neste capitulo, apresentaremos a medida de correlacdo genuina nomeada
como CGM de Girolami et al. [41], a qual sera utilizada para o célculo das correla-
coes genuinas k-partidas no modelo LMG e nos CTF. Definiremos também a entropia
de von Neumann, informacdo mutua quantica e entropia relativa quantica, que serao
Uteis para definirmos correlagdes genuinas k-partidas. Apresentaremos também o we-
aving, conceito introduzido por Girolami et al. [41], utilizado para classificar os estados
que possuem diferentes tipos de padrdes de correlacdes. Além disso, na secao da
natureza das correlagcdes serd apresentado emaranhamento genuino k-partido, um
tipo especial de correlagdo quantica.

2.1 ENTROPIA

A entropia surge no contexto da termodinémica e esta relacionada com a se-
gunda lei, a qual estabelece que é impossivel realizar um processo cujo unico efeito
é fazer o calor fluir de um corpo frio para um quente [83]. Equivalente a segunda lei,
o principio do aumento da entropia afirma que a entropia de um sistema isolado ter-
micamente nunca decresce, ndo se altera em processos reversiveis e aumenta em
processos irreversiveis [83]. Clausius (1822-1888) cunhou o nome entropia, signifi-
cando mudanca, transformacéo [84]. Na época em que foi criada tinha um significado
de desordem de um sistema, e ainda ndo se tinha um conhecimento atomistico na
fisica e a matéria era vista como um continuum. Com o desenvolvimento da mecéanica
estatistica e mecanica quantica e, posteriormente, informagéo quantica, o conceito
de entropia e seu significado evoluiu. Na teoria de informacéao classica e quantica, a
entropia de uma distribuicdo de probabilidades quantifica o grau de incerteza sobre
a distribuicdo ou o quanto de informagédo podemos ganhar sobre o sistema que pos-
sui uma dada distribuicdo de probabilidade [85]. Na teoria de informacao classica, a
entropia € medida através de entropia de Shannon e sua correspondente quantica
€ a entropia de von Neumann. Nas distribuicdes de probabilidades classicas ndo ha
superposicao de estados possiveis para os eventos existentes, enquanto que no caso
quantico, distribuicées de probabilidades capturam superposicao de estados.

2.1.1 Entropia de von Neumann

Antes de falarmos sobre entropia de von Neumann, vamos introduzir a entropia
de Shannon para elucidar seu significado e utiliza-la em uma distribuigdo de probabili-
dade. No entanto, antes de tudo, precisamos definir variavel aleatoria e distribuicdo de
probabilidade. Uma variavel aleatéria X representa os estados possiveis que a variavel
pode assumir, por exemplo para moedas, € tal que X = {cara, coroa}, x1 = cara e xo =
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coroa. Associada a uma variavel aleatéria X existe uma distribuicao de probabilidade
P(X) que representa a probabilidade de ocorréncia de cada estado da variavel aleaté-
ria. Por exemplo, para uma moeda viciada podemos ter P(X) = {p1,p2} = {1/4, 3/4},
assim, a probabilidade de obter cara € P(X = z1) = p; = 1/4 e de obter coroa é
P(X = z9) = p2 = 3/4. A entropia de Shannon mede a incerteza relacionada a uma
distribuicédo de probabilidades cléssica P(X), e é definida como

d
H(X) = H(p1,-pa) = — Y _ pilogp;, (1)
i=1

em que p; sao os elementos do vetor da distribuicdo de probabilidade associada a
variavel aleatéria X [85], sendo d a cardinalidade de X. Na tese, a base do logaritmo
é dois, como sistema de qubits. A entropia de Shannon varia entre zero e log(d), zero
para uma distribuicdo de probabilidade sem nenhuma incerteza, somente um evento é
possivel e log(d) para uma distribuicdo de probabilidade com incerteza maxima, onde
todos os d eventos sao igualmente provaveis. Por exemplo, para uma moeda nao
viciada temos uma distribuigdo de probabilidade P(X;) = {1/2,1/2}, para uma grande
quantidades de langcamentos vamos obter aproximadamente metade das vezes cara
e outra metade coroa. Nesse caso, vemos facilmente que a H(X;) = 1. Temos total
incerteza sobre o resultado de qual face da moeda ira cair ao lanca-la no ar. Caso
a moeda fosse viciada e em 75% dos resultados caisse cara e 25% coroa, teriamos
uma distribuicdo de probabilidade P(Xs) = {1/4,3/4} e entropia de Shannon igual a
H(X9) = —1/4log(1/4) — 3/410og(3/4) ~ 0.81, ou seja, a incerteza ndo € maxima e
esperamos cair mais vezes caras do que coroas. Quanto mais enviesada é a moeda
menos incerteza temos sobre seu resultado.

De maneira similar, a entropia de von Neumann mede a incerteza ou quantidade
de informacao, classica e quéantica, que podemos ganhar a partir de um estado em um
sistema quantico. A entropia de von Neumann & definida como

S(p) = —Tr(plog p), (2)

em que p é a matriz densidade do sistema. Na pratica diagonalizamos a matriz den-
sidade e se temos \; como autovalores da matriz p = >, A; |i)(¢|, @ entropia de von
Neumann pode ser escrita como,

S(p) == (AilogXy). (3)

7

Essa forma que utilizamos para os célculos [85], e quando representada assim a
entropia de von Neumann torna-se a entropia de Shannon associada aos autovalores
do estado p,

S(p) = H{Ai})- (4)
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A entropia de von Neumann possui algumas propriedades, apresentaremos as
seguintes:

(i)

(i)

E minima para estados puros, maxima sobre distribuices de probabilidade
uniforme e temos 0 < S(p) < log(d). Para estados puros p = |1)(¢| a entropia
é nula S(p) = 0, pois a matriz densidade p diagonalizada possui apenas um
autovalor igual um e os restantes iguais a zero, assim S(p) = —1log1 = 0.
E sempre maior ou igual a zero, pois os autovalores sdo 0 < ); < 1. Para
distribui¢des uniformes todos os autovalores sdo iguais, \; = 1/d, como no
caso classico a entropia € maxima e igual a S(p) = logd.

E invariante por transformagées unitérias, ou seja, S(UpU') = S(p), em que
U é uma transformacéo unitaria. Essa propriedade vem dos autovalores de
uma matriz serem independentes da base e a entropia de von Neumann
depende apenas dos autovalores.

E concava, dado o; > 0 e 3, a; = 1, temos
SO aip) =Y aiS(py).
; i

Ou seja, quando ha incerteza de origem classica sobre o estado do sistema
isso também aumenta a entropia de von Neumann. A incerteza é devido a
nao sabermos exatamente quais estados o sistema preparado pode estar,
essa incerteza € representada por «;.

E subaditiva, para um estado bipartido qualquer vale a inequagao

S(pap) < S(pa) + S(pB)

Existe mais informacéo, menos incerteza, no todo do que na soma das partes
de uma sistema bipartido. A igualdade vale para dois estados independentes,

ou seja, pAB = pA ® pp-

Uma propriedade particularmente importante da entropia de von Neumann para enten-
dermos as CGM ¢ a aditividade sobre o produto tensorial de matrizes

S(pa®pp) = S(pa) + S(pB)- (5)

Para demonstrar essa propriedade vamos utilizar que log(A ® B) =log(A) @ I;+ I; ®
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log(B) assim

S(pa®@pp) =—"Tr((pa ® pp)loglpa ® pp))
== Z (aml|(bn|pa @ pplog(pa @ pB) |bn) [am)

m,n

= — Z (am| (bn| pa ® pplog(pa) |bn) |am)

- Z (am| (bn| pa ® pplog(pp) |bn) lam)
e (6)
== {amlpa® > (bul pp |bn)log(pa) lam)

= (bl Y aml palam) @ pplog(pp) [bn)

== lam|palog(pa) lam) — > (bnl pplog(pp) |bn)

n

=—Tra(palog(pa)) — Trp(prlog(pp)) = S(pa) + S(pR)

onde foi utilizado que o traco de uma matriz densidade é igual um. Para saber mais
sobre propriedades de entropia de Shannon e de von Neumann veja o capitulo 11 de
livro "Quantum computation and quantum information” [85].

2.1.2 Informacao mutua quantica

A informacao mutua quantica, de agora em diante mencionada somente como
informacao mutua, mede toda a correlagdo comum entre dois subsistemas ou mais, ela
captura as correlacdes de origem classica e quéantica existentes. Para dois subsistemas
a informagao mutua é definida como

I(pap) = S(pa) + S(pB) — S(paB) (7)

a qual € uma extensao da informagédo mutua classica, a diferenca é que na classica cal-
culamos entropias de Shannon de distribuicées de probabilidade classicas na equacao

(7).
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Figura 2 — Informagdo mutua de dois subsistemas é dada pela intersec¢ao no dia-
grama de Venn das informagbes contidas nos dois estados do sistema,
representando a informacéao (correlagdo) que tém em comum.

Quando p4p é um estado fatoravel pyp = pa ® pp, pela propriedade de adi-
tividade da entropia de von Neumann, a informagdo mutua desse estado resulta em

I(paB) =S(pa) +S(pB) — S(paB)
=S(pa) +S(pp) — (S(pa) + S(pB)) = 0.
Isso mostra que para um sistema fatoravel os subsistemas ndo compartilham nenhuma

correlagéo, seja ela classica ou quantica. Para um estado classico maximamente cor-
relacionado de duas particulas dado pela matriz densidade

(8)

pa = 5(10000] + [11)11)),

esse estado carrega incerteza sobre seu possiveis estados, com 50% de chance de
estar em cada um dos dois estados, assim possui entropia igual a S(pyp) = 1. As
matrizes densidades reduzidas desse estado séo iguais a

pa= P = 5 (10N0] + 1X1]).

sd0 maximamente mistas e a incerteza sobre seu estado € maxima, como na distribui-
cao de probabilidade de lancamento de uma moeda nao enviesada, o que resulta em
S(pa) = S(pg) = 1. Com isso, a informacao mutua desse estado é

I(pap) = S(pa) +S(pp) = S(pap) =1+1-1=1
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Para um estado puro maximamente emaranhado a informag¢dao matua é maxima.
Por exemplo, para o estado de Bell puro de duas particulas

) = —=(J00) + 1)),

2

Sl

com matriz densidade igual a
1
p = [¥Xv] = 5(J00X00] + [00)11] + [11)00] +[00)X00[),

este estado possui uma forma diagonal com apenas uma autovalor igual a um, e
toda informacéao sobre esse estado € dada, ndo temos incerteza sobre qual estado se
encontra. Assim, a entropia € igual S(p4p) = 0. Aplicando o trago parcial, as matrizes
densidade reduzidas sao

pa = oz = (10X0] + [1{1]),

as quais representam estados maximamente mistos, ndo temos nenhuma informacao
em qual estado estédo, entdo S(py) = S(pg) = 1. Ou seja, fornece a entropia de
emaranhamento que é igual a um, o conhecimento de partes do sistema n&o nos da
informacéao sobre o estado global emaranhado, mesmo sendo totalmente conhecido o
estado puro. A informagao mutua do estado de Bell é

I(pa) = S(pa) + S(pp) — S(pap) =1+1-0=2.

Nesse estado emaranhado toda informagao que contém é comum entre os dois sub-
sistemas, ou seja, estdo maximamente correlacionados. Como a informagdo mutua
captura correlagdes classicas e quanticas, ndo sabemos se a I(psp) = 2 vem toda
de correlacao do tipo emaranhamento. No entanto, de acordo com Groisman e cola-
boradores [86] o estado de Bell possui um bit de emaranhamento puro e um bit de
correlagcao classica secreta, que sdo necessarios para transformar em um estado sem
correlacdo nenhuma. Assim, se pudéssemos comparar as quantificacées de correla-
cao dada pela entropia de emaranhamento e a informacao mutua, o estado de Bell
possui emaranhamento igual um, maximo, porém a informag¢ao mutua € igual a dois,
existe uma quantidade de correlacao a mais devido a correlacao classica. O mesmo,
informac¢do mutua maxima, acontece para o estado

) = %(|100> +1010) + |001) + [111)),

que é um estado tipo GHZ' [15], essa forma de estado representa o estado fundamen-
tal do modelo LMG, conforme sera visto no capitulo 3. O estado Greenberger-Horne-
Zeilinger (GHZ) [88-90] para trés particulas corresponde a |¢)) = \/%(\OOO) + [111)).

! E um estado tipo GHZ porque possui three-tangle ndo nulo [87].
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2.1.3 Entropia relativa quantica

A entropia relativa para distribuicdes de probabilidades classicas pode ser consi-
derada como uma medida do quao diferentes s&o duas distribuicées de probabilidades,
de forma que se sao iguais, a entropia relativa é igual a zero e quanto mais "distantes”
estdo uma da outra maior a entropia relativa. A entropia relativa é definida como

pi
H(pllg) : Zpélogpz pilogg; = Zmlog? 9)

onde p e q sao distribuicbes de probabilidades classicas [91]. Apesar de satisfazer
algumas propriedades de medidas de distancias, a entropia relativa ndo € simétrica
e ndo satisfaz a desigualdade triangular. Por exemplo, para distribuicées de probabi-
lidades das moedas P(X1) = {1/2,1/2} e P(X>y) = {3/4,1/4} a entropia relativa vale

p(,;1 RS VC 2NN S VEBY
enquanto que a entropia relatlva de
Qoy 3/4 1/4
H (qu,|[pary) quz log = = —1 o8+ g logl/—2 ~ (.188. (11)

A diferenca ndo é tao grande também porque as distribuicbes ndo sdo muito distantes,
mas ja para esse caso vemos que a entropia ndo é simetrica.
A entropia relativa quantica segue a mesma ideia de sua versao classica e é
definida como
S(pllo) = Tr(plog p) — Tr(plog o), (12)

sendo igual oo quando o suporte de p tem intersecc¢ao nao trivial com o nucleo de o, ou
seja, quando um ou mais autovalores \; diferentes de zero de p tém correspondentes
autovalores p; = 0 de o, pois isso leva a \;log0 := —co — S(p|lo) := oo [85]. Do
mesmo modo que a sua versao classica, a entropia relativa quantica pode ser pensada
como uma medida de distancia entre o estado p e o, porém, novamente nao possui
todas as propriedades para induzir uma métrica, pois ndo € simétrica, ou seja, nao
temos em geral S(p||o) = S(c||p) e ndo obedece a desigualdade triangular . Por isso,
a entropia relativa quantica é considerada uma pseudo-distancia. Mas ainda assim é
util para medirmos quao distintos sdo dois estados quanticos e, além disso, a entropia
relativa quéntica possui algumas propriedades para medidas de distancia. Dentre as
propriedades interessantes para medidas de distancia, a entropia relativa quantica
possui as seguintes [92]:

(i) € ndo negativa para qualquer dois estados quénticos, ou seja, S(p||o) > 0.

(i) Eigual a zero se, e somente se, os estados quanticos forem iguais S(p||o) =
0&p=o.
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(i) E monotdnica sobre mapas que preservam o tragco e sdo completamente
positivos (Completamente Positivo que Preserva o Trago (CPPT) em inglés),
assim para um mapa CPPT &, vale a desigualdade S(p||c) > S(®(p)||P(0)).

Um mapa CPPT leva um estado quantico em outro estado quéntico, fazendo os estados
ficarem cada vez mais préximos, por isso, a distancia fica igual ou cada vez menor
sobre mapas desse tipo.

A entropia relativa quantica sera a ferramenta fundamental para o calculo das
CGM, para entendé-la um pouco mais acrescentaremos um adendo sobre informacao
mutua e sua relagdo com a entropia relativa quantica. A informag¢ao mutua pode ser
generalizada para mais de duas partes. No caso classico, para definir a informacao
mutua para trés ou mais partes sera utilizada a entropia relativa classica na forma
I(X1,X9,...XN) = H(pzy ,20,...x5 | [P21P2o-- P2y ), ONDE Doy 2y . 2y € @ probabilidade con-
junta de N partes das distribuicdo de probabilidades P(X;) e p,; é a probabilidade
individual da i-ésima distribuicdo de probabilidade [92]. Pode ser feito 0 mesmo para
0 caso quantico, primeiramente para o caso de duas partes no sistema composto, por
exemplo, para o estado p = pap, 0 = p4 ® pp, Mostraremos que a informagao mutua
pode ser escrita através de entropia relativa quantica como S(papllpa ® pp). Pela
definicao de entropia relativa quéantica

S(plle) = S(papllpa ® pp) = — Tr(paplog(pa @ pp)) — S(paB)-

Calculando somente o primeiro termo, com o uso de log(A ® B) =log(A) @ I;+ I; ®
log(B)

—Tr(paplog(pa @ pp)) =— > _ {aml (bul palog(pa @ pp) [bn) lam)

m,n

== {am| (bnl paplog(pa) bn) |am)

m,n

- Z (am| (bn| paB log(pp) bn) lam)

m,n

== {am| Y (bl pap 1bn) log(pa) lam) (13)
- Z (b Z (am| pap lam)log(pp) |bn)

= — Z (am| palog(pa) lam) — Z (bn| pBlog(pB) [bn)

n

=—Tra(palog(pa)) — Trp(pplog(pp)),

onde foi aplicado o trago parcial TrA(B)(pAB) na equagao acima, restando somente a
matriz reduzida de cada subsistema (pA(B)). Com isso, mostramos que

S(paBllpa ® pp) = S(pa) +S(pr) — S(paB)- (14)
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Ou seja, a entropia relativa entre um sistema composto por duas partes e o produto
tensorial das duas partes € igual a informacdo mutua. De outra forma, a distancia
do estado p4p para o estado de duas partes totalmente independentes p4 ® pg é a
informacao mutua, se o estado p4p € igual ao estado fatoravel a informagéo mutua é
zero e quanto mais distante esta do estado fatoravel mais informagéo muatua possui, ou
mais correlacionadas estdo as duas partes do sistema. Para trés ou mais partes vale
0 mesmo, utilizando a generalizago feita para o caso classico, ou seja p = pi k. kn
e o = pi ®pi, ® ... ® pg,, ainformagdo mutua generalizada, também chamada de
informagdo mutua multipartida [93, 94], é

S(Pkrky.. ke 1Pk @ Py ® - @ pry) = S(p,) + S(pry) + oo+ S(Pky) — S(Pk1ky.. ki )
(15)
em que k; é a i-ésima parte do sistema composto de N partes. Assim, a entropia
relativa quantica mede correlagéo entre sistemas de duas ou mais partes quando tém
a forma de equacéo (15).

A entropia relativa quantica também pode ser utilizada juntamente com um pro-
cesso de minimizagao para encontrar um estado mais préximo dentro de um conjunto
de estados possiveis. Dependendo do conjunto de estados onde é feita a minimizacao
o resultado calcula diferentes quantidades. Por exemplo, quando é feita a minimizacao
da entropia relativa quéntica sobre um conjunto convexo de estados o que pertencem
ao conjunto dos estados separaveis S, da forma

E = min S(pl|o), (16)
ceS

o resultado da minimizacao fornece a entropia relativa de emaranhamento. Ou ainda,
para minimizagao feita no conjunto dos estados produtos P, tal que

1 = min S(pllo), (17)
oeP

a minimizacao resulta na informagdo mutua total [21]. Podemos ter outros conjuntos
para fazer a minimizagcao na entropia relativa quantica, como o conjunto de estados
classicos C, onde a minimizagdo da entropia relativa mede a discérdia quéntica D,
ou ainda se o conjunto € dos estados incoerentes Z a minimizagdo mede a entropia
relativa de coeréncia C' [95, 96].

2.2 CORRELACOES GENUINAS MULTIPARTIDAS

Com o que foi discutido até aqui, estamos aptos a definir correlagées genuinas
k-partidas através da entropia relativa quantica. E importante conhecer como subsiste-
mas estao correlacionados e com as correlagdes genuinas k-partidas sabemos quanto
de correlagOes existem devido aos grupos com k-subsistemas e sao oriundas somente
desses grupos, por isso o termo genuino. Para definir correlagbes genuinas k-partidas,
discutiremos primeiro hierarquia de correlacdes multipartidas.
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2.2.1 Hierarquia de correlac6es multipartidas

Considere um sistema N-partido descrito pela a matriz densidade py € (Hy =
Hpy) @ Mg ® ... ® Hyp), em que cada pj = Try; (o) € 0 estado do subsistema j e
Tryyj € o trago sobre todas as partigoes exceto a parti¢éo j, p; € H;. O indice j sozi-
nho indica o numero de subsistemas na parti¢do, o indice [j] € o j-ésimo subsistema.
Notando que cada particdo do sistema pode possuir mais de um subsistema, e isso
sera necessario para definirmos as correlagbes genuinas.

Considerando um sistema com m-particoes {’ij };n:l e que k; denota o nd-
mero de subsistemas em cada particao

ij = {H[l],...,H[kj]}, kj <k, (18)

em que Z;’;l kj = N e aqui Hg € um sistema de um qubit. As correlacdes presentes
em H y dependem da estrutura tensorial do espaco de Hilbert-Schmidt induzido pela
particao {’Hm}, isso € usualmente devido as restricoes fisicas prdprias do sistema,
como separacao espacial.

As distribuiges de probabilidades classicas pq, ..o, €stdo embutidas em ma-
trizes densidades da forma

Z Pay,...an Q15 ,0m) (a1, ... op], (19)
A1y, OUN
em que {«;} sdo elementos de uma base ortonormal do espaco de Hilbert de cada
subsistema %[i]. Como cada termo «a; ndo possui superposicao de auto-estados, as
probabilidades no estado da equacao (19) sao de origem somente classica.

O numero de particbes tem uma relagao direta de quéao descorrelacionado um
estado esta, porém aqui para um dado estado levaremos em conta 0 nUmero maximo
de subsistemas (k) que uma ou mais particbes possuem para definir hierarquia de
correlagdes multipartidas. Dado um 1 < k < N definimos a parti¢io P, = O, ®@...®
o € {Hp, ®...®@Hy }, emque cada cluster Hp,; incluino maximo & subsistemas [41],
um estado desse tipo nao possui correlagdes de ordem maiores do que k. Na particao
P, os estados o}, S840 matrizes densidades reduzidas arbitrarias, sem necessidade de
serem advindas de matrizes densidade reduzidas do estado pj. Podemos entéo definir
o conjunto de estados descorrelacionados genuinos para uma dada ordem maior do
que k.

Definicdo 1 (estados produto genuinos k-partidos). E definido um conjunto de estados
que tem até k subsistemas como

m m
Pio= f o = @i, Yoky = Mok = i}, @0
=1 j=1

emque oy, € uma parti¢ao de k; subsistemas, este conjunto contém todos os conjuntos
P comk’ <k, talque Py C Py... C Py_1 C Py.



Capitulo 2. Correlagbes genuinas multipartidas 36

Cada um desses conjuntos P, engloba todos os P, quando k£ > &/, pois um
sistema que tem correlacdo maxima de ordem k pode ter correlacées de ordens me-
nores também, porém, nao correlacdo de ordem maior. Isso forma um hierarquia de
correlagdes multipartidas como ilustrado pela Figura 3.

N . e -

=<

Figura 3 — Hierarquia de correlagdo multipartida para um sistema de N particulas, os
conjuntos P, k = 1,2,...,N, consistem dos estados que possuem correla-
¢cbes até ordem k. As esferas amarelas representam o maior subconjunto
(k) da particao dada pelas linhas tracejadas vermelhas. A quantidade de
correlagdes genuinas k-partidas no estado € a diferenga entre a distancia
dos conjuntos Pj,_; e P,. Figura retirada de [41].

Para entender melhor o0 que séo os estados produtos genuinos k-partidos apre-
sentaremos um exemplo. Como ilustrado pela Figura 4, seja 0 numero de subsistemas
N =4, o conjunto P; consiste dos estados produtos ®§f:10[j]. Py inclui Pj, e também
produtos da forma o9 ® 09, € suas permutacdes, e produtos da forma oo ® o1 ®0oq € suas
permutagdes. Py inclui P, e também produtos da forma o3 ® o1, € suas permutagoes.
Por fim, P, contém P3 e as matrizes densidades n&o fatoraveis o4. Para um estado
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com N subsistemas a cadeia total de estados produtos genuinos k-partidos leva a
Py C Py... C Py_1 C Py, como na Figura 3.

N=4

O'2®O'2
0'1®O'1®O'1®O'1 O'3®O'1

0,801801

Figura 4 — Formas de estados produtos com N = 4, sem contar as permutacdes. Em
Py existe somente uma possibilidade de estado produto, quatro particbes
com um subsistema cada (1|1|1|1, nimero 1’ € um subsistema e ’|’ € produto
tensorial). Em P, — P;,em verde, existem duas formas de estados produtos,
duas particbes com dois subsistemas (2/2), ou trés particdes, uma com dois
subsistemas e duas com um (2|1|1). Em P3 — P, amarelo, ha um estado
produto da forma 3|1 e P, — Ps3, vermelho, somente o4 nao fatoravel.

Ainda com o exemplo de quatro subsistemas para o conjunto P, e P3 quando
0s subsistemas sao distinguiveis existem varias maneiras de agrupar os subsistemas
em cada particdo, ou seja, varias permutagdes para 0S €asos oy ® 09,09 @ 0] ®
o1 € b eog®oy € Py.Para P, e N = 4 no caso de duas particoes com dois
subsistemas cada (2|2) ha (%)/2 = 3 formas de fazer isso, como na Figura 5. Caso
fosse N = 20 em duas particbes com dez subsistemas cada (10|10) ja teriamos
(%8)/2 = 184756 possibilidades. Ainda para P, e N = 4 e trés parti¢des (2|1|1) ha seis
possibilidades, caso fosse N = 20 j& existem 28 formas sé de fazer as trés parti¢oes e,
por comparacgao, para particoes como 18|1|1 temos 190 possibilidades. Conforme N
aumenta as diferentes quantidades de particbes que podem ser feitas aumentam e as
formas de agrupar os subsistemas mais ainda. Se tivéssemos N = 30 e k£ = 15 para
duas particées do tipo (15/15) o numero de possibilidades seria (i’g)/Q = 10341168.
Essa digressao € apenas para mostrar que aumentando em poucas dezenas o numero
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de subsistemas a quantidade de estados em P, aumenta na ordem de um problema
combinatério, com varios binomiais com numeros muitos grandes.

k=2 k =

LlJ

.
r

.
‘
‘
\——’
—

@

Figura 5 — Estados produtos para k = 2 e k = 3 para subsistemas distinguiveis. Sao
mostradas todas as permutacdes possiveis para os estados produtos pos-
siveis de formar com dado ke N = 4.

As permutacdes que sao levadas em conta nos estados produtos sé sao ne-
cessaria quando temos subsistemas distinguiveis, caso tenhamos sistemas que sao
invariantes pela a troca de subsistemas, o nimero de estados diferentes que precisa-
mos levar em conta para os produtos em Pj, diminui bastante. S6 ha diferentes formas
de particionar os subsistemas, ndo ha necessidade de permutar os subsistemas uma
vez que sdo indistinguiveis. Na Figura 6 podemos observar como seriam os estados
produtos k-partidos para todas particbes com N = 4 e para todos os k’s, 0 numero de
estados k-partidos a serem considerados diminui e conforme N aumenta a diferenga
de estados para o caso de subsistemas distinguiveis se torna cada vez maior. Por
exemplo, no caso de N = 30 e as parti¢cdes do tipo (15/15), de (i’g)/z = 10341168
possibilidades para subsistema distinguiveis passa para somente uma possibilidade
quando ha invariancia por permutacao de subsistemas.
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k=1 k=3 =4

90 90 @0 90 o6
o0 o000 00 00

Figura 6 — Todas as particdes para N = 4 quando temos invariancia por permutacoes
de subsitemas. Figura retirada de trabalho de qualificacdo de Susane Cale-
gari.

2.2.2 Correlagoes genuinas multipartidas

Utilizaremos os conjuntos P, para definirmos as CGM, nesse conjunto estdo os
estados que ndo possuem correlagdes envolvendo mais do que & subsistemas, e com
medidas de distancias ou pseudo-distancias e minimizagao sobre todos os elementos
de P, sera possivel calcular correlagbes maiores do que k. Dessa forma, fazendo a
minimizagdo da distancia entre um estado qualquer py e os estados pertencentes a
Py, se for igual a zero significa que p ndo possui correlagbes maiores que k e quanto
maior for o valor da distancia mais correlagdes maiores do que k py tem. Assim, as
correlagdes genuinas multipartidas de ordem maior ou igual do que & sdo quantificadas
pela distancia do estado global para o conjunto P;. da forma

DF N (py) = min D(py, ), (21)
k

onde D é uma distancia? que possui as seguintes propriedades

D(p,0) >0,
D(p,(f) =0 p=o,
D(p,0) = D(®(p),®(0)), (22)

em que ® é um mapa CPPT [41], essas propriedades sdo as mesmas que a entropia
quantica relativa possui [92]. Assim, para qualquer distancia pode ser definida uma
medida de correlacdes k-partidas como a diferenca entre as correlagdes de ordem
maior do que k — 1 e aquelas de ordem maior que k

DF(py) = DF 17N (o) — DF N (o). (23)

Como as correlagdes de ordem maior do que k£ — 1 s&o as correlagdes que envolvem
{k,k+1,...,N} subsistemas e as maiores que k envolvem {k+1,k+2,...,N} subsistemas,
a diferenca entre as duas resulta em somente as correlagdes genuinas k-partidas.

2 Para ser uma distancia propriamente dita deveria se acrescentar a propriedade de simetria D(p,0) =
D(o,p). A medida que sera utilizada na tese é a entropia relativa quéntica, que nao possui a proprie-
dade de simetria e assim é considerada uma pseudo-distancia.
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Uma boa interpretacdo das CGM de ordem £ introduzidas acima € que a soma
de todas as CGM resultam nas correlagdes totais no sistema

> " DM(pn) =D*(pn) + DP(py) + ..+ DV (o)
k

=D N(pn) = D> N (o) + DN (py) — D3N (o)
+ D3N (pn) = DTN (o) + .+ DTN (o) — DN TN (o)

:D1—>N( _ DN—>N( _ Dl—)N(pN) (24)

PN) PN)

A correlagdo total é definida de forma que representa a informacéo codificada em py
que nao € acessivel para observadores que tém acesso somente a cada subsistema
Pl Com essa definicao de correlagdes totais, podemos estendé-la para definir cor-
relagées genuinas multipartidas de ordens maiores do que k£, 2 < kK < N — 1, como
a informacéo que falta sobre p) para observadores mais informados que somente
tém acesso a estados p;, pertencentes a P,.. Enquanto que a correlagdo genuina N-
partidas corresponde a informacao que ainda falta para observadores que tém acesso
somente a p;, pertencentes a Py_; [41]. Outra forma de pensar as CGM é se o es-
tado tem, por exemplo, correlacao genuina de ordem 2 este possui pelo menos dois
subsistemas que estdo correlacionadas e ndao podem ser decompostas como dois
subsistemas independentes (... ®pa®... # ...®p; ®p; ®...). Ou ainda, se um estado
possui correlacao genuina de ordem 3 este possui pelo menos trés subsistemas que
estdo correlacionados e ndo pode ser decomposto da forma de um subsistema inde-
pendente nem de trés subsistemas independentes (... ® p3 @ ... # ... QPP X ...
OU..Rp3R...#4..0pp1Qp1X...).

Para calcular as CGM através da equacéao (23) temos que fazer uma minimiza-
¢ao que se torna custosa computacionalmente conforme N aumenta, pois sdo muitos
estados em P;. que precisamos comparar a distancia para fazer a minimiza¢do. Con-
tudo, o processo de minimizacao é simplificado bastante ao utilizarmos como distancia
a pseudo-distancia entropia relativa quantica. O estado o que minimiza S*~N (py) é 0
produto dos estados reduzidos de pp [40, 41, 43]. Com isso,

S5 N (pn) = min S(pyl|o) (25)
o€l

= S(pnll ®i%1 pr,)
m
= S(pr,) — S(pn)- (26)
i=1
A minimizagéo teria que ser feita sobre todos os estados produtos o = ;™ o, € Py,
no entanto, para entropia relativa quantica sabemos que o estado mais préximo € o

produto dos estados reduzidos de pp. O conhecimento do estado mais préximo simpli-
fica o processo de minimizacao, que pode ser simplificado ainda mais para sistemas
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invariantes por permutacéo, conforme Figura 6, e o que foi discutido na secéo 2.2.1.
Para estados com simetria de permutagéo, o estado que minimiza a entropia é o estado
mais compacto oy = ®ZU:Vl/kJ Pr @ PN mod k» devido a subaditividade da entropia de
von Neumann. Assim, a equacao (26) pode ser simplesmente escrita como
N [V/E]
SN (on) =S(pnll Q) Pk @ PN mod k)
i=1
=[N/E] S(pk) + (1 =N mod £,0)5(PN  mod k) — S(PN);
N

em que [N/k| é a fungao piso, a qual € o maior inteiro menor ou igual que 7-, e N
mod k é o resto da divisdo % O PN mod i descreve o subsistema Sy 1,04 » QUe NAo
se encaixa nos grupos p;. quando N ndo é multiplo de k. Se escolhermos k = 1,

SN (pn) = NS(p1) - S(pn) (28)

descreve as correlagdes totais presentes no sistema. Aqui também é valido S17V (py) =
Z{LQ S (pxr). Com isso, as correlagdes genuinas de ordem £, utilizando a entropia de
von Neumann, s&o definidas como

(27)

SF(on) = SE1N (o) — SFN (o). (29)

E para sistemas invariantes por permutagdes de subsistemas as correlacées genuinas
de ordem k podem ser escritas como

S*(pon) =SF 17N (o) = SN (o)
= |N/(k—1)] S(pr—1) — |N/k] S(p)

+ (1 =08 mod k=1,009(AN mod k=1) = (1 =N mod £,0)S(PN  mod k)-
(30)

Notamos que a entropia relativa quantica satisfaz todas as propriedades da
equacéo (22), sendo assim, boa para medir correlagées genuinas de ordem maiores
do que k, conforme estabelecido por Girolami et al. [41]. Além disso, os autores das
Refs [41, 97] mostram que a medida de distancia da equacao (27) e de correlagédo em
(29) satisfazem as restricbes desejaveis para boas medidas de distancia ou correla-
coes [40]. Essas restricdes sdo as seguintes:

(I) Adicionar um sistema n-partido disjunto ndo aumenta correlagdes de ordem maiores
que n:

SN (on) = Slpnl1p%) = S(pn @ pulli @ pn)

3 (31)
> S(pn @ pallyiy) = SN

PN—HL)'

Ou seja, adicionando p;,, com ordem de correlagdo maximaigual a k, p,, = prL.®p_1®...,
em um sistema p, da forma py ® pn, @ contribuigdo maxima de correlagao ao sistema
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total que p,, fornece é de ordem k& < n.
(1) Mapas CPPT locais (HZ-CDM)

Hiq)[i]7 CID[Z] =1®.909®.. Iy, (32)
nao podem criar correlacdées de qualquer ordem k
S (pn) =0 — M2 (o)) = 0, (33)

como o0 mapa € local ndo muda a estrutura tensorial de py, assim nao pode criar
correlacbes de nenhuma ordem além das que ja possui ppy, por nao correlacionar
subsistemas separados pela estrutura tensorial. E mapas CPPT locais n&do podem
aumentar a quantidade de correlacbes maiores do que qualquer ordem £k

SN () = SP NI (o), (34)

Essa restricdo é devido a contratividade, ou seja, monotonicidade, da entropia relativa
quantica sobre mapas CPPT.

(1) Trago parcial de N — k subsistemas pode criar até k-partidas correlagcdes de N-
partidas correlagdes existentes,

SN(pn) > SF (o), (35)

como a entropia relativa é contrativa sobre a operacao quéntica de traco parcial vale
essa restrigao.

(IV) Destilando n subsistemas por fine-graining, Hy; — M = {Hi, 1 = Lon+ 1,
Hiyin = {Hp M) - Hym)AHi, 3 Hjig) - - H{n)} ndo pode criar correlagdes de
ordem maior do que £ + n, para qualquer £k,

SEERENE (o) = S5V (o) = 0. (36)

Para um estado que nédo tem correlagées maiores do que k, ou seja, py = PR pPp_1R...,
se destilarmos n subsistemas em alguma particdo a ordem maxima de correlacao que
podemos obter é k + n, para 0 caso pn, = prin @ pp_1 @ ..., qualquer outro caso o
estado possui correlagao somente de ordem menores do que k + n.

(V) Correlacdes totais sao super-aditivas, dada a particao de coarse-graining

{Sk17sk27"'7skl}7 Z‘ijl k’ = N

l N N
D SR = Sp) — Y Slew,) < Y Sl — Slew)
j=1 i=1 j=1 i=1 (37)
< SN (o),

em que a inequagao satura para py = ®;py,. Qualquer particao de coarse-graining de
pn terd correlagdes totais menores ou iguais as existentes em proprio pp, uma vez
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que podemos mudar a estrutura tensorial de pp destruindo correlagbes que podem
existir. Como Girolami et al. [41] apontam essas restricdes estao presentes na medida
de CGM, enquanto que muitas das medidas de correlacdes vastamente utilizadas nédo
satisfazem todas essas propriedades.

2.2.3 Weaving

Apéds definirmos as CGM, podemos nos perguntar como diferenciar estados
que possuem a mesma quantidade de correlacédo total ou de uma dada ordem £,

por exemplo, mas se diferenciam em outras ordens de correlagbes? Conforme Giro-
®N/2
Unpa) = [ Ll00+ )] e

\GHZy) = \/%(|0>®N + |1)®N), possuem a mesma quantidade de correlagdes totais,
Sl=N (’wN/2>) = S17N(|GHZy)) = N, enquanto que o primeiro possui SV = 0
e 0 segundo S& = 2. Além disso, como diferenciar estados que possuem a mesma
quantidade de correlagbes totais e N-partidas? Podemos ter estados com mesma

quantidade de correlagbes N-partidas e correlagdes totais, como ocorre com os esta-
dos |GHZy) e ‘@N/2> = —L_ 5P (1002 @ |1)N/2)3, porém, esses estados tém

v (x72)

diferentes usos para processamento da informagéo e um ndo pode ser transformado
no outro com OLCC.

Pensando nessas questdes expostas acima, Girolami et al. [41] definem um
novo conceito, chamado de weaving, definido como

lami et al. [41], os estados, para valores de N par,

N N-1
Wplon) =Y wiD¥(on) = > D" N(py), (38)
f=2 k=1

em que w; = Zf:_ll Q;, w,, € RT. A distancia que utilizaremos aqui é a entropia de
relativa quantica, o weaving (Wg) calculado assim é contrativo sobre operacoes locais
e traco parcial, e é aditivo. O weaving é a soma com pesos de todas a correlagcbes
genuinas de ordem k, conforme o peso utilizado no calculo do weaving, este mede
uma grandeza diferente, para w;, = 1,vk mede as correlagoes totais, para w; = oy, ;, vl
mede as correlagdes genuinas k-partidas. Para diferenciar estados com correlagbes
totais e/ou N-partidas iguais, podemos utilizar um peso wj, diferente para cada ordem
de correlagdo D*(py) no weaving, equacdo (38). Girolami et al. [41] propde w), =
k—1= Q; = 1,Vi para fazer um escalonamento das correlagbes em fungédo de N.
Com o peso w;. = k£ — 1 no calculo do weaving, ha um ranqueamento dos estados
com correlagdes totais e/ou N-partidas iguais. Na tabela 1, apresentamos o calculo
do weaving para os estados mencionados anteriormente que possuem correlagdes
totais iguais ou correlagdes totais e N-partidas iguais. Esses resultados séo retirados

3 P, corresponde ao operador de permutagoes.
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do artigo [41] do Girolami e colaboradores e sao obtidos para limite assimptético de NV
grandes.

pon, N par SN | §I=N W w =k —1
[ng2) = [/V2(I00) + )IEN2 o | N N
IGHZy) = \/LE(\())@N + (1)) 2 N ~ 1.13N log N
[1/\/@] SLP0EN D@ 1)) | ~0 | ~log(N) | ~ 261N
1/ ()] i P10 2 @ [1)®N/2) | 2 | N ~ 0.01N?

Tabela 1 — Ranqueamento de alguns estados atraves do weaving (Wg) com peso w;. =
k — 1 para distinguir a distribuigdo de correlagoes.

Os quatro estados da tabela 1 possuem weaving diferentes, conseguimos assim
diferenciar os estados que antes possuiam correlagdes totais e/ou genuinas N-partidas
iguais.

2.3 NATUREZA DAS CORRELACOES

Apesar do foco principal da tese ser o estudo dos sistemas fisicos com CGM,
essa medida nao distingue a natureza da correlacdo, de forma que a quantidade
calculada é sempre a soma de correlacdes classicas e quéanticas entre os subsistemas,
em qualquer ordem das correlacdes genuinas k-partidas. Desse modo, estudaremos
brevemente algumas ferramentas para ajudar a entender os resultados da tese nas
discussodes sobre a natureza das correlagfes presentes nos sistemas fisicos estudados
e também veremos uma ferramenta para detectar uma forma especial de correlacéo
quantica: emaranhamento genuino k-partido.

Num estado quantico puro temos toda informacao sobre ele e, portanto, este
possui entropia igual a zero, uma vez que entropia esta relacionada com a falta de
informacao sobre um sistema. Na pratica é dificil termos estados totalmente puros
devido a algum tipo de interacdo com o ambiente, transformando o estado em uma
mistura estatistica. Quando temos um estado puro p = |¢) (| valem as seguintes

igualdades

2
p- =0,

Tr(p2> = Tr(p) = 1.

Na ultima equagéo Tr(,o2) é definida como pureza de um estado quantico, para estados
puros é igual a 1 e para estados totalmente mistos € 1/d, em que d refere-se a dimensao
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do sistema, assim a entropia € maxima. Uma forma de medir o grau de mistura em um
sistema é através da entropia linear, definida como

SL:L<1—Tr<p2>>. (39)

d—1
Para estados puros é igual a zero e estados maximamente mistos € igual a um [98].
A entropia linear vem de uma aproximagao de primeira ordem da entropia de von
Neumann S(p) = —Tr(pln(p)) ~ Sp, ~ —Tr(p(p — 1)) = Tr(p) — Tr(pQ) =1- Tr(pQ),
em que foi feita a aproximacao Iln p ~ p — 1. Para os valores de entropia linear variar de

zero a um foi introduzido o termo de normalizagéo %1-

2.3.1 Emaranhamento

O emaranhamento é uma forma de correlacdo quantica que esta presente em
muitos sistemas quanticos, apesar de sua fragilidade é muito Gtil, sendo ele o principal
recurso da teoria da informacao quéantica. O consumo de emaranhamento permite rea-
lizar tarefas quanticas, como teleporte quantico, codificacdo superdensa, criptografia
quantica [1], melhorar precisdo de medidas de observaveis em metrologia quantica
[33], entre outras. O emaranhamento pode, inclusive, ser um parametro de ordem em
transicdes de fases quanticas [4, 8], como serd mostrado nesta tese. Emaranhamento
em sistemas de muitas particulas é intrincado de se definir e calcular. Primeiramente,
um estado fatoravel, ou separavel, para estados puros de N particulas pertencente ao
espaco de Hilbert H = H; ® Hy ® ... ® H pode ser definido como

|T) = |¢1) @ |p2) @ ... @ |Pp) - (40)

Se um estado ndo pode ser descrito dessa forma ele € emaranhado de alguma forma,
ou emaranhado k-partido, ou emaranhado multipartido. De uma forma geral um estado
misto é dito separavel se pude ser escrito na forma

pP= PiPj @ pp® ... @ py.
(3
Caso contrario é emaranhado de alguma forma. Quando um estado € misto e separa-
vel ndo existe correlagdo quantica do tipo emaranhamento, mas pode haver correlagéo
quantica no sistema do tipo discérdia quantica [18, 99, 100]. E facil definir um estado
nao emaranhado, assim a forma de definir emaranhamento vem de sua negacéo, o
que torna dificil e custoso caracterizar e quantificar se um estado é emaranhado ou
ndo. Em sistemas bipartidos temos resultados tedricos para medicao de emaranha-
mento de estados puros e mistos, mesmo que para estados mistos algumas medidas
de emaranhamento sejam custosas computacionalmente [1], € mais facil definir ema-
ranhamento em biparticdes. No entanto, conforme aumenta o numero de particulas e
particdes e queremos certificar ou medir emaranhamento multipartido, o problema vai
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se tornando muito dificil de tratar, pois existem muitas formas das particulas estarem
emaranhadas, analogo ao acontece com as CGM. Ha, no entanto, medida operacional
que calcula emaranhamento multipartido com uso da média da entropia linear sobre
todas as particées do sistema [101]. Ao se calcular o emaranhamento, nota-se que o
namero de particdes no sistema cresce muito rapidamente de forma que para N na
ordem de dezenas o problema se torna intratavel computacionalmente, salvo para os
casos em que levamos em conta simetrias existentes no sistema. Uma forma de tratar
esse problema é definindo k-separabilidade para estados puros como

k
|qjk—sep> = ® [
1=1

em que «; C {1,2,...,N} sdo subconjuntos mutualmente disjuntos do sistema da co-
lecdo de N partes. Para £k = N o estado é dito totalmente separavel e para k = 1
emaranhado multipartido [42]. No caso de estados mistos k-separabilidade é definida

como
. Nt 1
pk_Sep T Zpl k_86p> < k_sep
7

onde cada \‘Ifk_sep> pode ser separavel com diferentes k-particées, e para k = N
novamente é totalmente separavel e k = 1 € emaranhado genuino multipartido, ou seja,
nao pode ser preparado com OLCC sem o uso de estado emaranhado multipartido
[42].

b

Mesmo com essas formas de tratar o problema, a caracterizacao dos estados
emaranhados multipartidos néo fica completa. Para ver isso, adicionamos uma outra
maneira de definir emaranhamento, a profundidade de emaranhamento. O grau de
profundidade de emaranhamento para estados puros é dado pelo maior nimero de
particulas emaranhadas nos grupos de particulas emaranhadas num estado multi-
partido. Por exemplo, o estado |V ) = |p12) ® |¢3456) POSsui grau de profundidade
k = 4, enquanto que o estado |V ) = |d123) ® |p456) tem profundidade k£ = 3, no
entanto, os dois estados sao bi-separaveis [42]. Enquanto que para k-separabilidade
os estados sdao semelhantes, para profundidade de emaranhamento sao diferentes. A
partir da profundidade de emaranhamento podemos definir k-producibilidade. Para um
estado misto dizemos que ele é k-produzivel se puder ser escrito como uma mistura
de produtos de estados com k-particulas na forma

Pk—prod = sz'(/)/ﬁ X Py @ ... & pkM)iv (41)

i
em que py; possui até k-particulas emaranhadas. Para k£ = 1 o estado é totalmente
separavel, para k = N o estado possui emaranhamento genuino N-partido e para um k
qualquer emaranhamento genuino k-partido. Se um estado nao é k-produzivel possui
pelo menos profundidade de emaranhamento igual a k& + 1. Poderiamos ficar tentados
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a utilizar a definicdo de k-producibilidade para calcular emaranhamento genuino k-
partido na equagao apresentada anteriormente

E = min S(p||o), (42)
oeS

Fazendo o = pj,_,,.o4, POderiamos fazer isso se esse estado fosse o que minimiza a
entropia relativa, porém, nao sabemos se isso é verdade, ainda assim teriamos que
lidar com a soma dentro o logaritmo. Caso isso fosse verdadeiro, seria uma maneira de
calcular emaranhamento genuino k-partido de um modo geométrico (distancia) através
da entropia relativa. No entanto, para estados puros o conjunto P, se torna o conjunto
dos estados k-produziveis P, dessa forma podemos definir emaranhamento genuino
k-partido como

EF = min S(pllo) — min S(pllo”), (43)
oeP]_, o'ep]

onde P,g € o conjunto dos estados puros k-produziveis. O primeiro termo da equacgéao
mostra quéo distante esta p dos estados k£ — 1 produziveis, assim mede os estados
com profundidade de emaranhamento maior ou igual £ e 0 segundo termo exclui os
estados com profundidade de emaranhamento maior ou igual £ + 1, restando somente
emaranhamento genuino k-partido. Assim, para estados puros podemos definir ema-
ranhamento genuino k-partido de maneira analoga do que foi feito para correlagao
genuina k-partida.
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3 O MODELO LIPKIN-MESHKOV-GLICK E A TRANSICAO DE FASE QUANTICA

Neste capitulo, apresentaremos o modelo LMG e suas duas formas diferentes
entre as versdes que aparecem na literatura. Estudaremos a forma do estado funda-
mental e a transicdo de fase de segunda ordem que ocorre nesse modelo usando
ferramentas da informagéao quéantica, como as CGM. Ainda, calcularemos as matrizes
densidades reduzidas e entropia de emaranhamento do estado fundamental. Além
disso, mostraremos uma forma de obter expoentes criticos no modelo LMG através do
ETF.

3.1 MODELO LIPKIN-MESHKOV-GLICK

O modelo LMG surgiu no contexto da fisica nuclear para descrever o nucleo
dos atomos, por ser um modelo integravel para algumas configuragdes de parametros,
tornou-se Util para verificar a validade de aproximacdes, como a aproximacao de fase
aleatéria, em fisica nuclear [44—46]. O modelo LMG representa um conjunto de N
férmions interagentes com forga de interacao igual para todos, que podem estar em
dois niveis N vezes degenerados e separados por uma diferenga de energia igual e.
Na Figura 7, € ilustrado um estado qualquer do modelo LMG.

e) @~ — ... @~
—

9) — & -
Y
N vezes

Figura 7 — Representacdo de um estado qualquer do modelo LMG. S&o dois niveis N
vezes degenerados com uma diferenca de energia «.

Na fisica nuclear o modelo LMG pode ser descrito no formalismo da segunda
quantizagdo com operadores de Fermi na forma do hamiltoniano

H = Zsapsaps N Z apsap SO/ —sQp—s —|— Z apsa A sap—s,  (44)
P7 P8 pp'ss

no qual os operadores de Fermi satisfazem as relagdes de anticomutagéo {aps,a,s } =
0, {agts,a;,sl} =0, {aps,a;,sl} = Opplsy € s = £1,e > 0ep = 12,...N. Nesse hamil-
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toniano, o indice p corresponde ao p-ésimo férmion e s aos dois estado de energia
degenerados em que os férmions podem estar. O primeiro termo do hamiltoniano
representa a energia dos férmions, o segundo refere-se ao levantamento ou abaixa-
mento dos niveis de energia de dois férmions e o terceiro é o levantamento seguido
de abaixamento ou vice-versa dos férmions.

N&ao serd nessa linguagem que descreveremos o modelo LMG, mas numa lin-
guagem de operadores de spins coletivos, na qual os férmions podem ser interpretados
como spins de particulas com spin 1/2, semelhantes a qubits. Assim, faremos uma
mudanc¢a na forma de descrever o hamiltoniano tomando s = —1,1 e introduzindo os
operadores de spins coletivos como

- i i I~
Jy = Zaplap_l, J_ = @y, _10p1, J, = 5 Zsapsaps,
p:1 p:1 p,S

em que J, corresponde a projecdo do momento angular coletivo na direcédo ze J_ e J¢
refere-se aos operadores coletivos de abaixamento e levantamento, respectivamente,
[102, 103]. De imediato vemos que o primeiro termo da equago (44) se torna 5.J, e
obtemos

4 A Pt
H=cJ, + IN Z Z(aplap/lap’—lap—l + ap_lap,_lapflapl)
p 9

W
5 2o 2o (ahal apiap 1 +af_alia1ap). (45)
p p
Todos os operadores comutam quando p # p’, para o caso em que p = p’ os dois

operadores de aniquilacdo atuando sobre o mesmo férmion resultam em zero, com
isso podemos rearranjar os termos dos somatorios,

v f f f f
H=cJ, + W<Z @y ap—1 Z QO —1 + Z @, _10p1 Z ap,_lapxl)
p P p P

w
+ ﬁ(Z a;r)lap—l Z a;;,_lapq + Z alt_lapl Z a]];’lap'—l)' (46)
p p P %

Finalmente, podemos ver que o hamiltoniano pode ser escrito todo em termos de
operadores de spins coletivos como
Vo o5 9 w
H= — — _ 4+ J_Jy). 47
5J2+2N(J++L)+2N(J+J +J_Jy) (47)
Trocando os termos paraec = —2h, V = —(1 —v) e W = —(1 + v), 0 hamiltoniano tem
a forma

1+ 1 —
( 2ny) (JpJ_ + J_Jy) —2hJ. + 2—]V7(J_% +J2), (48)

ainda escrevendo JyJ_ = JZ+ J2 — J. e J_Jy = J:+ J2 + J., natese utilizamos
h = 1, e adicionando um acréscimo de energia (1 + v)/2, obtemos

(1+7)

H=-

1 _
(32— J2 - N/2) — 2hJ. + 2—N7(Ji +J2), (49)

H=-
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no qual o termo J% = J2 + J2 + J2 corresponde ao operador de Casimir da algebra
SU(2). Essa forma do hamiltoniano do modelo LMG é utilizada por varios autores [15,
50, 52, 54, 55], foi nessa descricdo que os célculos numéricos foram feito na tese.

O hamiltoniano do modelo LMG é uma versao quantica de um modelo do tipo
Ising com campo transverso, podemos ver isso fazendo a transformacao de spins cole-
tivos para spins individuais. Primeiramente, iremos representa-lo como spins coletivos
em uma forma mais préxima do modelo de Ising bidimensional com campo transverso.

H=— {04732 - 1) + (14 Vi) - <1§7)<J§+J§>}+<1+v>/2
—2hJ,
—_%{(1+7)(J2—J§)+i[(J_%+JE)—(J+J+JJ+)

—y(J2 +J2 T d + T J) A+ (1+7)/2 — 2k,

_ % {(1—1—7)(.]2 —J?) — [(%)2+7 (%)2

= 212 = B = (2T (L )/2 — 2

} + (1+7)/2—2hJ,

N
2
- N[J2 — JZ—JF (32— TR = TD + (L+9)/2 — 2k,
2
=~ S (Z + 7)) + (L+7)/2 - 2hT.. (50)

Agora podemos fazer a transformacgao de forma que J, = Z;N:l ol,/2, assim teremos

N 1 . 1 A N
oy, ZEO' =1 220 UQ+ZJ oy, :§Zagaﬁy+z. (51)

=1 ]:1 7,<] i<j

||
M=
N | —

Substituindo na equagéao (50) obtemos,

H = —% (O’xO'm + ’yo —h Z oL, (52)
1<j

na qual foi adicionado A, fator de acoplamento ferromagnético, o ~ e h, adicionados
anteriormente, correspondem ao fator de anisotropia e ao campo magnético transverso,
respectivamente, e a refere-se as matrizes de Pauli na posicao k e a = z,y,z. Para
A = —1 temos um acoplamento antiferromagnético no qual existe um transicao de fase
de primeira ordem no modelo e para A = 1 temos o acoplamento ferromagnético com
transicao de fase de segunda ordem ao variar o campo externo, transigées que podem
ser capturadas através de emaranhamento [52, 104]. Existe no sistema inclusive tran-
sicao de fase de terceira ordem, formas mais gerais de estudar transicdes de fases
no modelo LMG séo encontradas no trabalho dos autores [105, 106]. O hamiltoniano
da equacao (49) preserva a magnitude do spin total, ou seja, conserva o numero total
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de particulas e ndo acopla estados com diferentes nimeros de spins apontando na
direcdo de z para qualquer valor de v, tem simetria spin-flip , pois

N
(HJ?* =0 e |H]]o| =0 (53)
1=1

O estado fundamental corresponde ao setor em que o valor do spin resultante é
maximo, onde |J| = N/2, e o estado fundamental € uma combinag&o linear de estados
de Dicke |J,J.) = |[N/2,M). Os estados de Dicke s&o autoestados dos operadores J?2
e ']Zs

J2|N/2,M) = N(N +2)/4|N/2,M),

(54)
J. |N/2,M) =M |N/2,M),

com M = —N/2,—-N/2 +1,...,N/2 — 1, N/2. Os estados de Dicke sé@o totalmente
simétricos por troca de particulas. O estado fundamental do modelo LMG para duas
particulas na representagao |N/2,M) é dado por

|\Ij>:a|1’_1>+6|1’0>+7|1’1>7 (55)

e na base produto com a representacao de niveis,

T) = algg) + %qg,@ T le)) 47 lese) (56)

em que e,g refere-se aos dois possiveis estados em que cada férmion pode estar,
excitado e fundamental, respectivamente. Mudando um pouco a notacao de g,e para 0,1,
respectivamente, e ainda representando o estado de Dicke de N particulas |N/2,M)
como |N,n.), no qual n. corresponde ao numero de excitagées, encontramos

Ne) = —— 32 (0¥ ™), 57)

Te

sendo a soma efetuada sobre todas as permutacdes possiveis de n. descrita pelo

operador de permutacado P e (év) € um binomial necessario para normalizacdo do

estado de Dicke. Assim, o estado fundamental do modelo LMG € descrito por

N
W) = > P, INne) = —2=10,0,....0) + —A—(]1,0,0,...,0) +10,1,0,0,...,0) +
=0 (o) (1)
+...410,0,...,0,1)) + Liv(|1,1,0,0,...,0> +11,0,1,0,...,0) +
V() (58)
Pyt (11,1,1,..,1,0) +

+...4+10,0,...,0,1,1)) + ... + —
\/ (N—l)

+]1,1,1,...,0,1) + ... +[0,1,1,....1,1)) + P(fjv) I1,1,1,...,1)
N
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no qual P, esta atribuida a amplitude de probabilidade de ocorréncia do estado de
Dicke com n. excitacdes. Essas amplitudes de probabilidades sao obtidas através da
diagonalizacdo numérica do hamiltoniano na equacao (49) e o estado fundamental
contém as amplitudes de probabilidades P, .

O modelo LMG possui TFQ, o foco da tese € estudar a TFQ do ponto de vista da
informac&o quantica com as CGM. Diversos autores estudaram transicao de fase no
modelo LMG [47, 106—109], citando somente alguns, e também ha estudos feitos do
ponto de vista da informagéo quantica [15, 23, 50, 54, 55], novamente citando somente
alguns.

3.1.1 Transicao de fase quantica no modelo Lipkin-Meshkov-Glick

Em geral, a TFQ ocorre aproximadamente a zero Kelvin, devido as flutuagoes
quanticas causadas pela variacdo de um parametro de controle externo que muda o
estado do sistema de forma que aparecem fases detectaveis por pardmetros de ordem
[3]. O parametro de controle pode ser um campo magnético, pressao ou forca de in-
teragéo, por exemplo. Quando acontece a zero Kelvin a TFQ é governada puramente
por flutuagdes quanticas, para alguns sistemas ha combinagdes de valores de tem-
peraturas pequenas e de valores de parametro de controle que flutuacdes térmicas e
quanticas coexistem [3, 110]. A dominéancia de flutuacdes térmicas acontece conforme
aumenta temperatura e a energia térmica € muito maior que a energia associada ao
parametro de controle [110]. Para um hamiltoniano como

H(h) = Hy+ hHq,

em que h refere-se ao parametro de controle, conforme variamos esse parametro
observamos que para um determinado valor A, critico existe uma transicao de fase e
he € um ponto critico quantico. Um ponto critico quantico é tal que a energia do estado
fundamental, ou suas derivadas, sdo ndo analiticas em relacao a algum parametro de
controle. Nesse ponto, a diferenca de energia A entre o primeiro estado excitado e o
estado fundamental torna-se zero, ou aproximadamente zero. Para TFQ de primeira
ordem ha um cruzamento dos niveis, enquanto que uma TFQ de segunda ordem ha um
anticruzamento [110]. Além disso, préximo ao ponto critico h = h. alguns observaveis
O se comportam como uma lei de poténcia, e o parametro de ordem pode se comportar
como

o (b — )8
o{ (he — h) h < he (59)

O parametro de ordem € a primeira derivada da energia livre em relacdo ao
campo externo, assim, quando o parametro de ordem é descontinuo em relacao ao
parametro de controle, temos TFQ de primeira ordem. Por outro lado, se a primeira
derivada, ou derivadas de ordem superiores em relacdo ao parametro de controle
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sdo descontinuas, ocorre TFQ de segunda ordem ou de ordens superiores[111]. O
parametro de ordem para 0 nosso problema sera as correlagées genuinas k-partidas.

Na Ref. [55] os autores, através de campo médio variacional, estudam o dia-
grama de fase no modelo LMG. Para TFQ de segunda ordem, obtém como resultado
para a diferenca entre a energia do primeiro estado excitado e a energia do estado
fundamental a seguinte relacéo

A {2[<h—1><h—fm1/2 h>1, 60)
0 h < 1.

O valorde A = 0 para h < 1 é alcangado no limite termodin&dmico. Para mostrar isso,
diagonalizamos o hamiltoniano da equacgéao (49), calculamos os autovalores e fizemos
a diferencga entre o autovalor de energia do estado fundamental e do primeiro estado
excitado. O resultado pode ser observado na Figura 8. Mostramos, também, no inset
da Figura 8 o valor de A calculado em h = 0 para diferentes valores de N particulas.
Notamos que A fica cada vez mais proximo de zero conforme se aproxima do limite
termodinamico (N — oc) e concordando com o resultado da equacéao (60).
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Figura 8 — Diferenca de energia entre o primeiro estado excitado e o estado fundamen-
tal, A, do modelo LMG em funcédo do campo externo h para N = 100, com
fator de anisotropia v = 1. O grafico é linear somente para v = 1. No inset é
mostrada a diferenca de energia A com h = 0 para valores de N de 100 a
1000 particulas.

A TFQ no modelo LMG acontece quando variamos o campo magnético externo
h, que é o parametro de controle e é devida a uma competicao entre a interacao dos
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spins e o efeito do campo externo aplicado sobre a cadeia de spins [55]. Para valores
de campo magnético 1 < h < 2 temos uma fase simétrica, quando os spins se alinham
com o campo externo e a simetria spin-flip € conservada.. Nesse momento, esperamos
que as correlagdes sejam zero, uma vez que com todos os spins apontando para uma
mesma direcao, temos um estado separavel e, como o estado é puro, temos também
um estado fatoravel, ou seja, sem correlagdes, nessa fase o estado fundamental é
Unico. Para valores de campo magnético 0 < h < 1 temos a fase quebrada, quebra
simetria spin-flip, com estado fundamental duplamente degenerado no limite termodi-
namico. Por causa de uma pertubagéo externa infinitesimalmente pequena o sistema
escolhe um dos dois estados degenerados e ha quebra espontanea de simetria no
limite termodinamico, como acontece no modelo de Ising [3]. Na fase quebrada, os
spins perdem a direcao preferencial do eixo z e para h = 0 € v = 0 assumem a forma
de um estado tipo GHZ [15], o qual para trés particulas possui a forma

) = %(|1oo> 11010 + 001 + | 111)).

Esse estado é a superposicao de um estado W (|IV) = \/%(|100> +]010) + [001))) com
um estado com todos os spins no sentido do campo magnético, espera-se que as
correlagcdes sejam maximas para h = 0.

3.1.2 Matriz densidade reduzida e entropia de emaranhamento do estado fun-
damental do modelo Lipkin-Meshkov-Glick

Para o calculo de emaranhamento e correlagdes muitas vezes precisamos das
matrizes densidades reduzidas. Agora mostraremos como obter a matriz densidade
reduzida do estado fundamental do modelo LMG. O estado fundamental do modelo
LMG é totalmente simétrico e pode ser decomposto através da seguinte decomposi¢cao
de Schmidt [112, 113]

N L
0y = 37 Pu DN, (LI ®IN = Lie = 1e). (61)
ne=0 le=0

em que os coeficientes de Schmidt de cada estado de Dicke correspondem a

= OCHE)

e sua correspondente matriz densidade é

3y JOOGDHD

nme=011,1.=0 (G (62)

€

Pa, Py |Lile) (Ll © |N = Line = le) (N = Ling, — Le]

/
e” Mg
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Para calcular a matriz densidade reduzida de N — L particulas efetuamos o traco de L
particulas, da seguinte forma

Sy =% Y % VGGG

17=0 =01/ 1g=0 1], —0 (,]1V ) (7]:/[ ) (63)
Py Py (LA¢| Lle) (Lle| Lilg ) ®
IN — Line —le) (N — Lng, — el

Note que quando aplicado o trago, o termo <L,l’€’\L,l6> = 0y, €, assim, o termo
(Lle|L1Y) = (L,lt|L,le) = 6, ;. Com essas deltas de Kronecker as somas em I, e em
I/ séo canceladas. Com isso, obtemos a matriz densidade reduzida de N — L spins

N—L) (N—L)

N L L /
ON_I = Z Z (le)\/(ne*le nl—le

n,,ne=017le=0 (1]1\9 (711\’]) (64)

(&

Py, Py [N — Line — le) (N —Lng — e,

naqual0 <n.—Il. < N—Le0<n.,—I. < N-—L. Comessamatrizdensidade reduzida
podemos calcular entropia de emaranhamento, assim como fizeram Latorre et al. na
Ref. [15] para N = 500 e N = 1000 spins, no entanto, em nosso calculo computacional
fizemos apenas para N = 500, pois acima de 517 spins ocorre um erro numerico. Para
calcular a entropia de emaranhamento utilizamos a entropia de von Neumann e a
matriz densidade reduzida da equagéao (64). Notamos que o emaranhamento tem um
pico no ponto critico, assinalando a transi¢cao de fase quéantica de segunda ordem [4,
8].
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Figura 9 — Entropia de emaranhamento do estado fundamental do modelo LMG para
N = 500 e biparticbes com k = 25, 75, 125, 250 particulas, nas quais k =
N — L como na equagéo (64). Reproduz a Figura 2 de [15].

A entropia de emaranhamento vista na Figura 9 ndo muda muito quando varia-
mos a anisotropia em —1 < v < 1. Na Figura 10, vemos que o parametro v nao tem
tanta relevancia no estudo que faremos, pois ndo muda muito 0 comportamento ao
variar h, exceto para v = 1, onde o estado fundamental é infinitamente degenerado
e é onde ha outra transicéo de fase de primeira ordem, que nao sera estudada aqui.
Podemos notar na figura 10 que para v = 1 o grafico apresenta alguns erros numéri-
cos, nessa parte do grafico nao fizemos tratamento dos estados para levar em conta a
degenerescéncia.
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Figura 10 — Entropia de emaranhamento do estado fundamental do modelo LMG para
N = 500 e particdo com k = 125 particulas, e 0 mapa de cores corresponde
ao valor da entropia de emaranhamento. Reproduz a Figura 1 de [15].

3.1.3 Escalonamento de tamanho finito no modelo Lipkin-Meshkov-Glick

Como o modelo LMG se refere um sistema de interacdo de infinito alcance, no
qual todas as particulas interagem com todas as outras igualmente, o sistema nao
possui 0 conceito de comprimento e dimensionalidade definidos [114], tal como é feito
com sistemas sem interacéo de infinito alcance estudado no ETF. Assim, o numero de
particulas N sera nossa variavel na analise dos expoentes do ETF.

Vamos mostrar agora porque é valido utilizar N na analise ETF. Sabemos que
alguns observaveis se comportam como uma lei de poténcia proximos ao ponto do
critico numa transicao de fase de segunda ordem no limite termodinamico. E, além
disso, de acordo com a equacao (59) os observaveis podem ser descritos como

M o (h = he)?, (65)

esses observaveis M podem ser entropia de emaranhamento, magnetizacao, correla-
¢bes, etc. Contudo, para N grande, mas finito, M deve se comportar, de acordo com a
hipotese do ETF, como

M o (h — he)PF(N(h = he)Y), (66)
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no qual F' refere-se a uma funcao que é diferente para cada observavel que satisfaz

lim F(x) = cte.

T—00

Com isso, quando N — oo € h # h,, recuperamos equacgao (65) e satisfaz,

lim F(z) = x B,
z—0

Satisfazendo essa propriedade, quando o campo externo se aproxima do ponto critico
h = h¢, obtemos
M o< (h—he) (N(h = he)) ™7 = N7PP, (67)

assim, no ponto critico h = h. devemos ter
M oc NP/, (68)

que tende a zero quando N — oo, como deveria ser. Os observaveis que estudamos
obedecem uma lei de poténcia, como veremos a seguir, portanto, podemos utilizar
métodos para extrair os expoentes criticos relacionados aos observaveis estudados. O
método a ser utilizado aqui sera o seguinte: para extrair os expoentes criticos vamos
calcular a derivada do parametro de ordem, tomar o minimo e calcular o valor do
parametro de ordem nesse ponto minimo em funcao de N. Como o parametro de
ordem em funcao de N obedece uma lei de poténcia, podemos calcular o logaritmo de
ambas as variaveis e, com isso, extrair o expoente critico relacionado ao parametro de
ordem. Assim, teremos

log(M) o v1og(N), (69)

para extrair v calculamos varios valores de M para varios valores de N, e apds aplicar
o logaritmo o coeficiente angular da reta € o expoente critico. Podemos notar ainda a
relacdo v = —g.

Na préxima secao, apresentaremos os primeiros resultados da tese, o calculo
das CGM na transicéo de fase do modelo LMG e os expoentes criticos obtidos para
correlagdes genuinas k-partidas.

3.2 RESULTADOS E DISCUSSOES

3.2.1 Correlacoes genuinas multipartidas na transicao de fase quantica de se-
gunda ordem do modelo Lipkin-Meshkov-Glick

Nesta secdo, apresentaremos os resultados obtidos com o calculo numérico
das CGM, proposta por Girolami et al., no estado fundamental do modelo LMG. Assim,
calculamos numericamente as entropias relativas e as correlagées genuinas k-partidas
para N quaisquer e para N multiplos de k para 0 < h < 2, fazemos 0 mesmo para
pseudo-distancia na transicao de fase h = 1 para varios k’s. Mostramos, para alguns
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valores de k, que as CGM assinalam a transicao de fase e que a transicdo ocorre em
h = 1. Ainda, calculamos os expoentes criticos, através de escalonamento de tamanho
finito, para alguns valores de k£ e notamos que os expoentes criticos calculados estao
no intervalo [—1/2,1/2], evidenciando que todos 0s outros expoentes também estejam
nesse intervalo. Por fim, calculamos o weaving para alguns valores de N e expoente
critico do weaving para w = k — 1.

3.2.1.1 Correlagdes genuinas k-partidas no estado fundamental do modelo Lipkin-
Meshkov-Glick

Para o calculo das CGM precisamos da matriz densidade reduzida p;. = Try kPN
de py, obtida através da equagéao (64), para entdo computar a pseudo-distancia dada
pela equacao (27). Mas antes, para obtengcado da matriz densidade reduzida, diagona-
lizamos numericamente o hamiltoniano do modelo LMG (49). Entdo, com o autovetor
do estado fundamental construimos a matriz densidade reduzida. Com isso, podemos
calcular as pseudo-distancias, dadas pela equacéao (27), que medem as correlacoes
maiores do que k presentes no estado fundamental. A Figura 11 tem os resultados
para a pseudo-distancia entre o estado fundamental do modelo LMG e os estados
produtos de ordem k para N = 100, com essa figura podemos ver a relacdo das
pseudo-distancias com o numero de particdes. Escolhemos fixar v = 0.5 para todas as
analises numéricas das CGM do estado fundamental do modelo LMG, pois, de acordo
com a Figura 10 ndo ha muita diferenca nas correlagdes conforme variamos -, exceto
para v = 1. Como todas as matrizes densidade reduzidas do estado puro tipo GHZ sao
totalmente mistas e a entropia de von Neumann é igual a um, as pseudo-distancias
calculam também aproximadamento o numero de particoes do estado que se esta
medindo a distancia. Por exemplo, para k£ = 1 esse estado o1gg = p1 @ p1 ® ... ® p1
consiste do produto de 100 matrizes reduzidas de uma particula ou 100 particées. Ou
ainda, para k = 3, o190 = p3 ® p3 ® ... ® p1, S&0 33 matrizes densidades reduzidas
com trés particulas e uma matriz densidade reduzida com uma particula, resultando
em 34 particdes que é aproximadamente o valor de 3~ para h = 0, neste ponto sa-
bemos que o estado corresponde ao tipo GHZ. Com aumento do valor de k aparecem
pseudo-distancias que tém a mesma quantidade de particées no estado produto usado
como base. Isso pode ser visto dividindo 100 por k e o resultado da divisdo fornece o
namero de particdes quando nado ha resto, caso haja resto, ha uma particdo a mais
com o numero de particulas restantes.
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Figura 11 — Correlagbes genuinas de ordem maior do que k£ no estado fundamental
do modelo LMG para N = 100 e v = 0.5. As pseudo-distancias S*V sao
calculadas até k = 7, todas capturam a transicao de fase, e seus valores
em h = 0 sdo iguais ao numero de particdes no estado produto tomado
como base para o célculo da pseudo-distancia para cada k.

Isso acontece primeiramente em k£ = 10 e £k = 11 que possuem 10 parti¢coes,
na Figura 12, podemos ver esse comportamento acontecendo, comportamento que
n&o aparecia na figura anterior. As pseudo-distancias $197100 g §11=100 gm p, —
tém aproximadamente o mesmo valor, se diferenciando somente em h ~ 0.6. Pois, na
transicdo de fase o emaranhamento apresenta um pico e matrizes densidades com
nameros maiores de particulas apresentam um pico acentuado de emaranhamento em
h =1 de acordo com a Figura 9. E as CGM capturam todas as correlacdes classicas
e quanticas, inclusive emaranhamento. As Figuras 11 e 12 mostram a relagédo entre
as pseudo-distancias e o numero de parti¢cdes, além disso, nos ajudam entender o
célculo das correlagdes genuinas k-partidas, para obté-las basta fazer a diferenca das
pseudo-distancia £ — 1 e k.
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Figura 12 — Correlagbes genuinas de ordem maior do que k£ no estado fundamental
do modelo LMG para N = 100 e v = 0.5. As pseudo-distancias S* 7" s&o
calculadas de k = 6 a k£ = 20, as que possuem a mesma quantidades de
particbes no estado produto tomado como base para calcular a pseudo-
distancia apresentam valores iguais no comeco da fase paramagnética
diferenciando somente préximo da transigao. Este grafico ajuda a entender
o comportamento das correlagdes genuinas k-partidas da Figura 13.

Na figura 13, calculamos as correlagdes genuinas k-partidas primeiramente
para N = 100, k de 6 a 20. Podemos observar que as correlacdées genuinas k-partidas
aumentam conforme k diminui, porém, notamos que isso, as vezes, nao acontece de
forma regular. Mais uma vez isso se deve ao numero de particées, por exemplo, as
correlagbes genuinas de ordem k£ = 9 e k = 10 trocam de ordem. Pois, para calcular
59 fazemos a diferenca de S8 7199 que possui 13 particdes, e 57100 possui 12 par-
ticoes, assim a diferenga é igual a um no numero de partigdes. Enquanto que para
k = 10, como S197100 possui 10 particdes, a diferenca entre as pseudo-distancias é
dois no numero de particdées. O numero de particdes nos estados produtos tem um
efeito no célculo das correlagdes, pois quanto mais particdes temos, menos correlacio-
nado pode ser o0 estado, analogo ao que acontece com k-separabilidade no caso do
emaranhamento.
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Figura 13 — Correlagbes genuinas k-partidas presentes no estado fundamental do mo-
delo LMG para N = 100, v = 0.5, e k = 6 a k = 20 em funcao h. Na fase
que h > 1 os spins estao alinhados com o campo externo, assim estao
descorrelacionados.

Para k = 9, por exemplo, temos correlagdo genuina 9-partida menor do que
correlacées genuinas 10-partidas, o mesmo acontece para outros k’s, para k = 11 e
k=12, k=14ek =15,k =16 e k = 17. Como k = 20 é um divisor de N = 100
as correlagées genuinas de ordem k£ = 20 resultaram maior do que as de ordem
k = 11,14,16,18,19 em h = 0. Isso vem do numero de particbes de duas pseudo-
distancias consecutivas utilizadas no calculo de correlagcdes genuinas k-partidas, como
foi explicado acima. Uma forma de evitar esse tipo de comportamento € utilizar NV
mod k& = 0 para todos os k’s que desejamos calcular, assim o numero de particées
€ dado pela divisdo exata e ndo gera o problema de ter nUmero iguais de particoes
nos estados de P,.. Além disso, ha também a subtragdo na equacao (29) do célculo
das correlagdes genuinas k-partidas que influencia nos casos em que as correlagdes
comecam aproximadamente do zero. Isso acontece quando duas pseudo-distancias
consecutivas tém o mesmo numero de particoes, devido a fungdo piso aproximar,
quando N mod k # 0, a divisdo N/k para 0 mesmo numero para dois k’'s consecutivos.
Por exemplo, para S (pig9) = S10=100(p100) — S17190(p100), Na pseudo-distancia
S10=100(5100) = S(p10ollp10 @ pio @ ... ® p1o) © estado produto o1gy € Py possui 10
particoes e na S(pigollp11 ® p11 ® ... ® p1) 0 estado produto o199 € Pj1 possui 10
também, 9 com 11 subsistemas e uma com um subsistema. Portanto, S (p1g) ~ 10 —
10 ~ 0 em h = 0. Nos outros casos similares as correlagdes genuinas k-partidas sao
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aproximadamente zero também e na Figura 13 alguns k’s tem esse comportamento. No
caso k = 20, como Py tem 5 particdes e Pjg tem 6, 520(p109) ~ 1 em h = 0, resultado
maior do que correlacdes de ordem k = 11,14,16,18,19 que s&o aproximadamente zero
em h = 0. Enquanto que préximo de h = 1 todas as CGM tendem para zero, como
esperado para fase ferromagnética.

A distribuicdo das correlagdes genuinas k-partidas na Figura 13, em h = 0, €
aproximadamente igual a expressao das correlagoes para o estado GHZ na tabela 1
de Girolami et al. [41]

S*(pn) = [N/(k —1)] — [N/k]. (70)

Pois, para h = 0 a matriz S(p;) ~ 1 para o estado fundamental do modelo LMG,
que é tipo GHZ e a funcao teto possui sempre valores discretos, resultando nesses
resultados discretos para as CGM. Para demonstrar isso utilizamos a definicdo de
correlacdes genuinas k-partidas e o fato de que para todas as matrizes densidades
reduzidas S(p;.) ~ 1, de forma que

SF(pn) =SF17N (o) — SF7N (o)

= Qk—]iflJ S(pk—1) +S(PN  mod kl)) - Q%J S(pr) + S(PN  mod k))

=[] ) - (F) =) -] - 5]

Além disso, a equacao (70) é a diferenga do numero de particdes dos estados produtos
reduzidos para as duas pseudo-distancias consecutivas do célculo de S*. O compor-
tamento das CGM quando variamos h esta de acordo com os resultados das Refs.
[15, 51], onde para 0 < h < 1 temos correlacdes (entropia de emaranhamento para
Latorre e colaboradores [15]) diferente de zero e para 1 < h < 2 temos correlagoes
iguais a zero. Exceto para os casos que explicamos anteriormente que possuem corre-
lacOes iguais a zero em h = 0, se a medida das CGM estiver correta 0 emaranhamento
genuino k-partido também deve ser zero.

Além da explicacdo do numero de parti¢cdes, nao temos significado fisico para
o comportamento das CGM néao ser regular com o aumento de k. Porém, para uma
explicacao qualitativa por analogia, a frustracao de spins pode ser uma alternativa. A
frustracdo em spins ocorre quando ha configuragdes em que ha spins com mais de
uma possibilidade de estrutura que minimiza a energia do estado total. Por exemplo,
em sistemas de 3 spins com acoplamento antiferromagnético em uma configuracéao
triangular, na qual dois spins estao com alinhamento antiparalelos, assim o terceiro
para minimizar a energia teria que estar antiparalelo com os dois, todavia isso néo é
possivel, gerando a frustragdo [115]. A comparagdo com as CGM surge com 0s casos
em que ha particulas desemparelhadas, ou seja, quando N nao divisivel por k. Por
exemplo, para o caso em que N = 100 e k£ = 9, haveriam 11 particbes com 9 particulas
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e uma com uma particula, ndo existe nenhuma forma de agrupar essa particula de-
semparelhada em um grupo com 11 particulas. Para as CGM de ordem k, no caso em
que ha desemparelhamento e as duas pseudo-distancias consecutivas tém o mesmo
numero de particdes no estado produto pertencente a P,._; € P, a correlagao é menor
do que a proxima ordem k + 1, em que k + 1 é divisor de N. Isso ocorre porque quando
k + 1 é divisor emparelha todas as particulas, como no caso em que £ = 10 e N = 100,
S0(p100) > S?(p100)- Ao analisarmos, agora, s6 os estados produtos pertencentes a
P, 0s que apresentam uma particula desemparelhada possuem maior "produtibilidade”
(mais particées). Ainda, se acrescentamos uma particula por vez na particao com de-
semparelhamento, aumentamos o grau de correlagcao dessa partigao, até que o grupo
figue com nimero de particulas igual a k e, assim, aumenta as correlagdes genuinas
k-partidas em uma unidade. Lembrando que é apenas uma analogia com a frustracao,
pois 0 acoplamento utilizado no modelo LMG foi o ferromagnético e, portanto, ndo
existe frustragcdo. No entanto, em sistemas nao frustrados podem haver efeitos de mo-
nogamia de correlacdes [116], que pode ser também responsavel pelo comportamento
nao regular das CGM com o aumento de k. Na monogamia (poligamia no caso das
CGM) de correlacao, grupos de particulas que estdo maximamente correlacionados
entre si ndo se correlacionam tanto com novas particulas adicionadas, até formar um
grupo mais coeso ou maximamente correlacionados entre si [117].

No entanto, como o modelo LMG possui simetria por troca de particulas, talvez
seja mais adequado no momento do calculo das CGM selecionarmos os k’s que divi-
dem N exatamente, ou seja, N deve ser multiplo dos £’s escolhidos. Com essa ideia
em mente, escolhemos o0 NV = 156 que é multiplo de k = 2,3,4,13 e calculamos as CGM
em funcao de h, assim na Figura 14 podemos notar que o comportamento das CGM
se regulariza.
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Figura 14 — Correlagbes genuinas k-partidas presentes no estado fundamental do mo-
delo LMG para N = 156, v = 0.5 e k = 2,3,4,13 em funcao de h. Na fase
em h > 1 0s spins estao alinhados com o campo externo, entdo nao estéao
correlacionados.

Novamente, o estado fundamental obedece a equacgéo (70), que explica 0 com-
portamento em h = 0 das CGM na Figura 14. Além disso, de acordo com a Figura 15,
conforme aumentamos £ mais resistentes as variagdes do campo externo se tornam
as correlagdes. Essa tendéncia também esta presente na Figura 9 do trabalho da Ref.
[15], particbes maiores possuem quantidade de emaranhamento maior e sdo mais
resistentes as mudancas no campo na regidao 0 < h < 1. Na Figura 14 ndo temos o
comportamento irregular que acontece para alguns k’s na Figura 13, por esse motivo
e por questdes de simetria talvez seja mais adequado no calculo das CGM considerar
apenas N de modo que N mod k = 0.
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Figura 15 — O inset é um zoom da figura para uma melhor visualizacdo do comporta-
mento das CGM de ordem k£ = 13 proximo da transicéo de fase. Outros
valores de k’s tém comportamento parecido préximo ao ponto critico.

Na transicdo de fase h = 1 todas as correlagdes genuinas k-partidas presentes na
Figura 15 ja possuem valores bem menores do que na fase paramagnética, e tendem
rapidamente a zero para h > 1.

Antes de comecgarmos a analise das CGM na TFQ de segunda ordem no modelo
LMG, chamaremos a atencéo para o comportamento da medida de pseudo-distancia
Sk=N para diferentes valores de k e sua conexdo com o nimero total de spins N.
Na Figura 16 a) temos a pseudo-distancia S* ¥ para N = 200 e h = 1 em fungao
de k. A pseudo-distancia é monotonicamente decrescente com o tamanho do bloco
k. Para pequenos valores de k o decrescimento é suave, porém, conforme £ se torna
comparavel com N, mudancgas abruptas ocorrem em forma de escadas, que ocorrem
quando o numero de particdes comega a ficar igual até mudar o valor | N/k| e ter um
novo degrau de tamanho igual | N/|N/k| — k] para N mod k # 0 e para o primeiro
k tal que |N/k|] = |[N/(k —1)] + 1, ou seja, o comego de um novo degrau. Esse
efeito j& foi verificado para estados de Dicke na Ref. [118], acreditava-se que viria
direto da funcéo piso, mas podemos ver uma explicagdo mais completa a partir do
namero de particdes que também esta relacionada com a funcao piso, uma vez que
fornece o niumero de parti¢cdes para divisdo exata, ou 0 numero de particoes menos
um caso contrario. Para valores de k’s pequenos isso ndo se torna relevante, pois o
numero de particdes sempre resulta nimeros diferentes entre duas pseudo-distancias
consecutivas. Somente quando chegamos a valores de k tais que |N/k| = |N/(k +
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1)] = |N/(k+2)]... € que os degraus comegam a aparecer.
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Figura 16 — CGM de ordem maior do que k, ¥~V em funcdo de k para N = 200,
v = 0.5 e h = 1. Na Figura (a) todos valores inteirosde kde 1 < k < N
sdo considerados, enquanto na Figura (b) somente os valores de k£ que
satisfazem a restricdo N mod k£ = 0 s&o levados em conta.

Por outro lado, na Figura 16 b) podemos ver a dependéncia de S*~V com &,
mas com a restricdo N mod k& = 0. Como podemos notar, isso é suficiente para re-
mover o comportamento de escadas, isso corrobora a proposta de ser mais adequado
utilizar a restricdo N mod k£ = 0 para sistema com simetria por troca de particulas.
Esse tipo de imposicao nos permite obter os expoentes criticos facilmente, pois séo os
blocos de particulas que restam da divisédo de N/k que causam as mudangas abruptas
nas CGM de ordem k.
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3.2.1.2 Transicao de fase quantica e correlacdes genuinas k-partidas

Primeiramente, mostraremos que as correlagcdes totais e todas as ordem £
(2 < k < N) das CGM assinalam a TFQ de segunda ordem. Para verificar que as
CGM assinalam a TFQ nés calculamos a primeira derivada de S* em relacdo ao
parametro de controle h e mostramos que no limite termodinamico a primeira derivada
€ descontinua para algum valor de h, nomeado como ponto critico k., igual a um
para o modelo LMG. Na Figura 17, podemos ver que que existe uma descontinuidade
da derivada de STt proxima ao ponto critico conforme nos aproximamos do limite
termodinamico, caracterizando um transicao de fase de segunda ordem.
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Figura 17 — A derivada de primeira ordem das correlagdes totais em funcao do parame-
tro de controle externo. Conforme N aumenta o valor minimo da derivada
se aproxima de h. = 1.

Na Figura 18, tomamos um intervalo de h menor para ver melhor a variacéo do
ponto minimo, com outras ordens de correlacées sendo apresentadas e os N sendo
escolhidos para serem multiplos de 2 x 3 = 6. Com a Figura 18 concluimos que o valor
minimo de dS* /dh (para correlagdes totais e k = 2,3,N), ponto de descontinuidade,
ocorre para algum valor do parametro de controle h,,;,, 0 qual tende para h. = 1 para
N — oo. Esse resultado esta de acordo com a Figura 11, na qual as pseudo-distancia
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de ordem k menores tém um ponto de inflexdo mais préximos de h, = 1, assim,
correlacdes totais e de ordem N tém um minimo mais préximo de h = 1 para todos os
N do que para ordem k£ = 2 e k = 3. Notamos também, na Figura 18, que a derivada
das correlagdes totais (ST°l) & igual a de 5%V, cuja explicacdo se deve ao fato de que
a entropia de von Neumann de p; ser igual a de pp_ devido a simetria do sistema, e
essas sdo as matrizes densidades que precisamos para calcular a correlagdes totais
(p1) e a correlagéo de ordem N (py_1)-
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Figura 18 — A derivada de primeira ordem das correlacdes totais (k = 1) e CGM de
ordem k£ = 2,3,N em funcao do parametro de controle externo. O valor
minimo das derivadas ocorrem para valores de h cada vez mais préximos
de h. = 1 conforme N aumenta.

Na Figura 19, temos mais uma forma de evidenciar que o parametro de controle
hmin tende para he. = 1, porém, nessa figura exploramos o limite termodindmico através
de um ajuste por uma lei de poténcia que extrapola os valores das correlagdes totais, e
de ordem k£ = 2,3, N iniciais. Todas as correlagcdes se aproximam da reta h,,,;, = 1 para
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N da ordem de 10%, apenas k = 3 passou um pouco de h,,;, = 1, isso pode ser erro
do ajuste por uma lei de poténcia. As correlagdes totais e genuinas de ordem k£ = 2
estdo atras da linha da correlacdo de ordem N na Figura 19.
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Figura 19 — Valores do parametro de controle 4 em que a derivada de primeira ordem
das correlacoes totais e CGM de ordens k£ = 2,3,N é minima em fungéo do
namero de spins do sistema N. As linhas sélidas sdo um ajuste logaritmico
dos pontos para mostrar que no limite termodinamico (N — o0) hypin —
he = 1. As restricdes N mod 6 = 0 foram impostas para as curvas com
k=223.

Na Figura 20, mostramos o grafico para valores de N até 600, no qual os pontos
utilizados para o ajuste por lei de poténcia estédo localizados. Nesse grafico, precisamos
aumentar bastante a precisdo dos passos em h e tomar somente os valores de k que
sao divisores de N para termos curvas suaves.
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Figura 20 — Valores do parametro de controle 4~ em que a derivada de primeira ordem
da correlacdes totais e CGM de ordens k£ = 2,3,N em funcdo do numero
de spins no sistema N. No intervalo em que o comportamento dos pontos
utilizados para o ajuste da lei de poténcia sédo visualizados.

De acordo com o que foi visto na Figura 18, o minimo da derivada das corre-
lacdes genuinas de ordem k tendem para h, = 1 e a Figura 19 vemos que de fato
no limite termodinamico os h,,;, tendem para h. = 1. Portanto, as CGM de ordem &
assinalam a ja conhecida TFQ de segunda ordem no modelo LMG em h. = 1 [55].

3.2.1.3 Analises dos expoentes com escalonamento de tamanho finito das correla-
cbes genuinas k-partidas

A aplicagdo do método de ETF para encontrar os expoentes que governam
o comportamento do parametro de ordem préximo ao ponto de transicao pode ser
feita utilizando diferentes procedimentos. Aqui, para calcular os expoentes criticos das
correlagdes genuinas k-partidas, tomamos o ponto minimo h,,,;, da primeira derivada
das correlacdes em funcdo do numero de particulas N. Assim, o expoente critico «
é obtido da fungdo S¥(h,,;,) = AN®, onde A é alguma constante. Como o custo
computacional para os calculos numéricos aumenta rapidamente com o numero de
particulas NV, nés calculamos os expoentes criticos levando N até 500 spins, este é
nosso limite termodinamico na pratica.

Os valores dos expoentes podem variar um pouco, diminuindo conforme N
aumenta ou quando excluimos os menores valores de N no grafico. A estratégia
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utilizada aqui para obter os expoentes criticos considera somente os valores de N de
formaque N mod (k—1)=0e N mod k = 0. Como mencionado antes, a vantagem
de utilizar essa abordagem é que isso evita mudancas abruptas no valor das CGM de
ordem k e, assim, permite-nos obter valores bem definidos para os expoentes criticos.
Contudo, conforme k£ aumenta, temos que selecionar N multiplos de k — 1 e k, assim
sobram poucos pontos nos graficos para calcular os expoentes criticos. Com esse
método aplicado, obtivemos os expoentes das correlagdes totais e das correlacoes
genuinas de ordem k = 2,3, N, como mostrado na Figura 21.
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Figura 21 — Os expoentes criticos sdo obtidos dos coeficientes angulares curvas que
tém o formato log <Sk> = axlog(N)+ A para correlagdes totais e para CGM
de ordem k = 2,3,N. Para k = 2,3 arestricdo N mod 6 = 0 foi imposta.

Resultados adicionais para k£ = 4,5,N/4,N/2 sdo apresentados na Tabela 2.
Embora nés nao havermos testado todos os valores possiveis dos expoentes criticos,
parece que todos eles estéo dentro do intervalo [—1/2,1/2].
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k Critical exponent
1 0.508

2 0.313

3 0.317

4 0.333

) 0.350

N/4 —0.377

N/2 —0.4540

N —0.492

Tabela 2 — Expoentes criticos para diferentes valores de k das CGM (S* vs. ) através
da TFQ de segunda ordem no modelo LMG.

Na literatura, encontramos os expoentes criticos somente para emaranhamento
bipartido, o qual é 1/3 para entropia de emaranhamento [15] e concorréncia [52]. Con-
tudo, a definicdo de correlagdes bipartidas dos autores mencionados ndao é a mesma
que a definicdo de correlagcdes genuinas 2-partidas de Girolami et al. [41]. Na tabela
2, notamos que para as particdes de tamanho fixo k£ = 1,2,3,4,5 os expoentes criticos
sao positivos, porém, quando o tamanho da particdo aumenta com o numero de spins
(k= N/4,N/2,N), os expoentes criticos sdo negativos. Além disso, as CGM diminuem
mais rapido na transicdo de fase para ordens maiores de k& quando ha dependéncia
em N. As CGM de ordem k = N, em particular, vao para zero mais rapido do que as
outras ordens das CGM no calculo dos expoentes, mesmo para as outras que depen-
dem de N. O método utilizado para calcular as CGM dependentes de N é diferente do
utilizado para outras correlagdes. Para calcular as correlagdes de ordem dependente
de N, aproximamos a expressao da distancia na equacao (27) para o caso de N — oc.
Por exemplo, para o caso de N/2, no limite termodindmico (N — oo) e N pares as
pseudo-distancias sao

SNEZN () = [NJ(N/2)] S(pnja) — S(on) =28 (pys2) — S(on) (71)

SNPZEN (o) = [N/ (N/2 = 1)] S(pn2)
+ (1 =0N mod N/2-1,005(PN  mod N/2—1) — S(PN) (72)
~ 25(pnj2—1) + S(p2) = S(oN),
na qual utilizamos limy _,,, | N/(N/2 —1)| ~ 2 na equagéo (72). Assim a correlagao
SN/2 utilizada para o calculo do expoente critico foi

SN2 = 2S(pnja1) = Slonsa)l + Sp2)- (73)

Para as outras CGM dependentes de N foi feito esse mesmo processo de aproximagao
no limite termodinamico. Se analisarmos as CGM de ordem k por particula no limite
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termodinamico na TFQ de segunda ordem, limy_, ., S*(py)/N, essa razéo se torna
nula, como esperado no mundo classico.

3.2.1.4 Weaving e transicao de fase quantica no estado fundamental do modelo
Lipkin-Meshkov-Glick

O weaving, conceito introduzido por Girolami et al. [41], dependendo do peso w
escolhido na equacéo (38), é uma forma de classificar os estados de acordo com seus
padrbes de correlagdes que nao sao distinguiveis através do calculo de correlacoes
isoladas, como visto na sec¢ao 2.2.3. Tal grandeza consiste basicamente de uma soma
de todas as correlagdes de diferentes ordens, 0 que muda é que acrescentamos pesos
de diferentes formas dependendo do que queremos calcular. Por exemplo, conforme a
equacao (38) se w = 1 0 weaving calcula as correlagdes totais. O peso para calcular
weaving que sera considerado aqui € w = k — 1 que calcula como escalam as cor-
relacdes, assim, calculamos o weaving em funcao de h para v = 0.5, € 0S seguintes
numeros de particulas N = 50, 100, 150, 200. N&o € possivel para o célculo do weaving
selecionar N multiplos de k, uma vez que para o célculo do weaving k vai de 2 até .
Ou seja, precisamos de todas as ordens de correlacéo para calcular o weaving.

= 0.9
1000 ; ! . .

800 [

600 [

400 —

200 F

0 1
0 0.5 1 1.5 2

Figura 22 — Weaving no estado fundamental do modelo LMG, para N =
50,100, 150,200 e v = 0.5 em funcédo de h. Para h > 1 vemos o wea-
ving tendendo a zero, fase onde 0s spins se alinham ao campo e sao
descorrelacionados, e praticamente constante para 0 < i < 1.
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Como podemos observar na Figura 22, o weaving com peso k — 1 tem um com-
portamento parecido com o que vimos para as CGM de ordem k£ em geral. Mesmo nao
mostrando isso, nos parece que o weaving detecta a transicdo de fase, porém, nao é
evidente onde é assinalada a transicao de fase. Através do weaving podemos notar
dois comportamentos bem diferentes relativos as duas fases, a paramagnética corres-
ponde a0 < h < 1 e a ferromagnética refere-se a 1 < h < 2. Na fase paramagnética,
0 weaving é ndo nulo, ja que as correlagbes genuinas de ordem k& também nao sao,
enquanto que na fase ferromagnética o weaving € nulo. Como o célculo do weaving
requer o calculo de todas as correlagdes até ordem k£ = N, sendo este um calculo que
tem bastante custo computacional, por esta razao, conseguimos calcular para nimero
de particulas até N = 200 apenas.

Como o estado é tipo GHZ em h = 0, ou seja, sobreposicdo de um estado W
com uma parte do GHZ |111>®N, fizemos um fitting do weaving com N = 50, 100, 150, 200
em h = 0. Primeiramente, realizamos um fitting supondo que teriamos um estado GHZ
e depois um estado W. Temos conhecimento de como as correlagdes escalam com
N para esses estados através dos resultados para o weaving de Girolami e cola-
boradores [41] apresentados na Tabela 1. Quando tentamos realizar o fitting com o
escalonamento das correlagdes do estado GHZ, ~ 1.13N log N, ajustando, assim, para
a* N log N, obtemos a = 0.5958 < 1.13. Porém, ao ajustar como um estado W, ~ 2.61N,
terceiro estado da Tabela 1, fazendo b IV, obtemos b = 4.358 > 2.61. Ou seja, o estado
em h = 0 tipo GHZ tem um escalonamento de correlagdes que esta entre um estado W
e um GHZ, pois o weaving para o estado GHZ aumenta mais rapido do que o estado
Ww.

Ensaiamos aqui um calculo do expoente critico do weaving, com w = k — 1.
Para tal, como sabemos que a transicdo de fase no modelo LMG ocorre em h = 1,
calculamos o weaving no ponto critico como funcao de N, apds isso, fizemos um ajuste
para aproximar o grafico a uma lei de poténcia, fornecendo assim o expoente critico.
Esse método € diferente do que foi feito até aqui para as CGM, onde calculamos as
correlagcées no ponto minimo da derivada de primeira ordem das CGM de ordem k e
aplicamos o logaritmo para extrair os expoentes. Utilizamos o método que aproxima
por uma lei de poténcia porque nos deu um ajuste melhor.
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h=1,v=0.5
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Figura 23 — Weaving em funcdo N com peso w = k — 1 para obtencédo do expoente
critico associado a essa grandeza. O expoente critico foi obtido ajustando
por uma lei de poténcia o weaving, calculado em A = 1 em funcao de N.

Notamos na Figura 23 que o weaving aumenta com N por uma lei de poténcia
que nos fornece o expoente critico ( = 1.588, maior do que o valor do expoente critico
obtido para correlagdes totais (~ 0.5), uma vez que optamos por dar um peso maior
para correlacdes de ordens maiores, assim o expoente critico também resulta diferente.
Nao temos na literatura calculo do weaving para o modelo LMG e nem dos expoentes
criticos, mas temos indicios que o weaving também comporta-se como uma lei de
poténcia préximo a transicao de fase.
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4 CRISTAIS TEMPORAIS DE FRONTEIRA

Neste capitulo, introduziremos o conceito de cristal temporal e CTF, com énfase
no ultimo. Através das CGM as fases ferromagnética e CTF seréo diferenciadas na
dindmica e no EENE. Mostraremos que no limite termodindmico o decaimento das
oscilagdes das CGM tende a zero na fase CTF. Além disso, com o intuito de distinguir
a natureza das CGM presentes nos estados durante a dinamica e no EENE, calcula-
remos a IQF. Assim, verificaremos se ha emaranhamento genuino k-partido nas duas
fases. Na fase CTF, através do mapa de cores da matriz densidade, mostraremos que
o sistema se aproxima de um estado presente na superradiancia de Dicke, explicando
a presenca de CGM e ndo de emaranhamento.

4.1 CRISTAIS TEMPORAIS DE FRONTEIRA

4.1.1 Cristais temporais

Para facilitar o entendimento dos CTFs, iremos primeiramente apresentar bre-
vemente um exemplo de cristal temporal discreto. Cristais temporais correspondem a
estados da matéria que quebram simetria temporal, assim como cristais espaciais que-
bram SETC. A quebra de SETC em sistemas que formam cristais espaciais acontece
quando o sistema comeg¢a em um estado mais simétrico (é igual em todas as direcoes)
e termina em um estado menos simétrico (com SETD), apresenta estruturas que se
repetem no espaco para um dado tempo. Os cristais temporais apresentam estados
que se repetem no tempo, assim podem oscilar entre dois estados no tempo para um
dado espaco. Com periodo diferente do hamiltoniano e com tempo de vida divergente
no limite termodinamico. A ideia dos time cystals surgiu com Frank Wilczek que prop6s
um sistema supercondutor fechado de bésons em um anel com estado fundamental
capaz de quebrar simetria temporal [63], no qual aplicando fluxo magnético sobre o
anel apropriadamente poderia fazer os bosons formarem pares e rotacionarem no anel
no estado fundamental. No limite termodinamico, essa rotagao perduraria para sempre.

Porém, a ideia dos cristais temporais de Wilczek foi demonstrada ser impossivel
através de um teorema no-go [64]. Patrick Bruno mostrou que o estado fundamen-
tal que quebra simetria temporal aumenta energia na rotacao e também que estado
em equilibrio térmico em referencial rotacional, com hamiltoniano independente do
tempo, ndo pode rotacionar sem gasto de energia. Apds Bruno, Watanabe e Oshikawa
mostraram que nao € possivel ter cristais temporais em estado fundamental ou em
equilibrio térmico sem correlagao de longo alcance [65]. Para mostrar isso, utilizaram
funcao de correlacdo temporal de dois pontos e obtiveram que a funcao de correlagao
nao apresentava dependéncia temporal para tempos longos e no limite termodinamico
[65]. As demonstracdes de Watanabe e Oshikawa nos informam em quais situacoes
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nao € possivel ter cristais temporais. No entanto, elas apontam o caminho de como
realiza-los, além de auxiliar no método que permite verificarmos a presenca ou nao
da fase cristal temporal. Com isso, mesmo que a ideia original dos cristais temporais
tenha se mostrado impossivel, buscou-se outras formas de realizar esse fendmeno.
Surgiram cristais temporais fora do equilibrio em sistema com drive, aplicando pulsos
de spin-flip [66—72]. Boas referéncias de revisdo sobre cristais temporais encontram-se
em [75, 119].

Para dar uma ideia de como criar cristais temporais, apresentaremos um cristal
temporal discreto com cadeia de spins unidimensionais. Para tal fim, na Figura 24 o
processo de criagdo de time crystal é ilustrado [69]. Iniciamos um sistema represen-
tado por uma cadeia de spins no estado fundamental com todos os spins para baixo,
acionamos um pulso de laser por um tempo para realizar a operagao spin-flip e levar
0S spins para cima. Apos isso, esperamos o sistema interagir, com um pouco de desor-
dem aleatéria aplicada nos spins para nao haver termalizacao, e aplicamos novamente
o spin-flip que levara os spins para baixo e deixamos o sistema interagir. Esse procedi-
mento se mantém fazendo spin-flip e deixando o sistema livre para interagdes e com
desordem aleatoria. Na figura 24, notamos que o pulso tem um periodo de aplicagao
T e a cadeia de spins tem um periodo de oscilagao 27', havendo, assim, uma quebra
de simetria temporal discreta. O hamiltoniano apresenta uma simetria enquanto que
o estado (a cadeia de spins) apresenta uma simetria diferente. Porém, nao é sé isso
que é necessario para considerar o sistema como cristal temporal, mesmo com cadeia
de spins desacoplados podem apresentar uma simetria diferente quando sujeita a tal
dindmica de pulsos. Acrescentando interacdes entre 0s spins, o sistema torna-se mais
robusto, pois além de ter uma oscilagao rigida, ela cristaliza no tempo, de forma que é
resistente a um certo grau de desordem, pulsos aleatorios [69].

= Oscillations at period 2T -
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Spin-flip Interactions + Spin-flip Interactions + Spin-flip
pulse random disorder pulse random disorder pulse

~¢— Drive period T —————»

Figura 24 — Cristal temporal discreto em cadeia unidimensional de spins. Figura reti-
rada Physics viewpoint "How to Create a Time Crystal” de APS/Alan Sto-
nebraker/Phil Richerme [120].

Portanto, dois pontos importantes para caracterizar esse sistema como cristal
temporal sdo a quebra de simetria temporal e, além disso, as oscilacées do cristal
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temporal devem ser resistentes as desordens aplicadas [69, 74]. Sendo assim, quando
aplicarmos um pulso ligeiramente diferente o sistema continuara oscilando com o
mesmo periodo 27. Quando aumentamos o0 numero de particulas na cadeia a tendén-
cia € o comportamento de cristal temporal durar por mais tempo, de forma que no limite
termodindmico essas oscilacdes perdurariam para sempre, se nao houvesse perdas,
criando assim efetivamente um time crystal, que existe somente no limite termodina-
mico. Por fim, o cristal temporal ndo termaliza devido a propriedade de Localizacdo de
Muitos Corpos (LMC) [121], o sistema com desordem n&o atinge o equilibrio térmico,
a informacgéo sobre o estado inicial do sistema persiste no estado por tempo infinito.
Além disso, também nao leva a estados com temperatura infinita devido a ficar no
estado de LMC, o que impede o sistema de tirar energia do pulso do drive. Sistemas
com hamiltoniano do tipo Floquet possuem a propriedade de H(t +7T) = H(t) e a
evolucéo temporal dos autoestados, estados do tipo Floquet, possui 0 mesmo periodo
do hamiltoniano [ (t 4+ T')) = |(t)) [122, 123]. Nesse cristal temporal discreto apre-
sentado, 0 que torna possivel a quebra de simetria temporal é a desordem e a LMC
[67, 69], de modo que o autoestado evolui com [¢(t + 2T")) = |1 (t)) e o hamiltoniano
comH(t+T) = H(t).

Agora prescrevemos que para se ter cristais temporais, em geral, algumas con-
dicdes precisam ser satisfeitas [74], dado um observavel tal que

£t = lim (6()]O14(0). (74

devemos ter no limite termodinamico:

() quebra de simetria temporal translacional: f(t + 7) # f(t) para H(t + 7) = H(t).
A quebra de simetria pode ser discreta ou continua, esta ultima geralmente ocorre
quando hamiltoniano é independente do tempo em algum sistema de referéncia e
existe um auto-estado do hamiltoniano que possui dependéncia temporal.

() Rigidez: f(t) possui um periodo de oscilagao fixo, sem precisar fazer fine-tuning
nos parametros do hamiltoniano. O periodo ndo muda mesmo aplicando efeitos de
desordem no sistema.

(ll) Persisténcia: as oscilacbes devem permanecer por um tempo infinitamente longo.

A seguir apresentaremos os CTFs, o tipo de cristal temporal que sera estudado
neste capitulo da tese.

4.1.2 Cristais temporais de fronteira

O que sera apresentado nesta secao sao resultados dos autores que criaram
a ideia de CTF [77]. O CTF refere-se ao fendmeno de cristal temporal que acontece
na fronteira do sistema, o sistema global é o volume e a fronteira. O sistema global
permanece independente do tempo e a fronteira quebra a STTC espontaneamente
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somente no limite termodinamico. Por exemplo, podemos pensar num sistema quantico
com volume tridimensional V' e uma fronteira com rede bidimensional de spins Hy, con-
forme ilustrado pela Figura 25. Aplicando o trago sobre o volume maior Hp, ficamos
somente com a fronteira, essa rede de spins que sobra é onde ocorre o fendébmeno do
CTF no limite termodindmico. No CTF, dependendo do referencial considerado, pode-
mos ter um hamiltoniano independente do tempo e o estado do sistema na fronteira
oscila com uma frequéncia fixa quebrando a STTC. Mesmo que o hamiltoniano tenha
dependéncia temporal, a STTC pode ser quebrada quando a fronteira oscila com uma
dependéncia temporal que é incomensuravel em relagéo ao drive. Isso ocorre quando
o drive atua com uma frequéncia w € a fronteira oscila com uma frequéncia diferente
woTE, €M que a razdo entre as frequéncias ndo € um numero racional (‘*’g—? e ).
Diferentemente do que acontece nos cristais temporais discretos, a simetria temporal
translacional quebrada € continua. Recentemente, uma demonstragdo experimental
dos CTFs foi realizada [82].

Figura 25 — Esquema exemplificando a ocorréncia do CTF a partir de rede de spins
bidimensionais. Figura retirada de [77].

No modelo de CTF estudado na tese, a fronteira € uma cole¢ao de spins 1/2
interagindo coletivamente com um unico modo bosénico de um volume que € repre-
sentado por uma cadeia infinita unidimensional de modos bosénicos, tal configuracao
¢ atingida com a técnica de chain mapping [124, 125]. O chain mapping transforma os
osciladores harménicos (modos bosbénicos) em uma rede infinita com interacdes locais
ou de primeiros vizinhos, com os spins 1/2 ficando na fronteira da rede. Esse sistema
é representado pelo hamiltoniano H = Hg + Hy, + V' e o hamiltoniano da fronteira é

Hy = woJz, (75)

no qual wq se refere a frequéncia do drive, que é igual a frequéncia de transicao de
cada spin. O volume Hp corresponde ao analogo a um banho infinito com um Unico
modo bosbnico interagindo com os spins da fronteira. A evolugao temporal do sistema



Capitulo 4. Cristais temporais de fronteira 81

é dada pela equagao de Schrédinger |4 (t)) = et |4)(0)), apds feito o trago sobre
Hp, o estado da fronteira € p, = trg |v(t)X¥(t)|. A evolugdo na rede da fronteira é

representada por
d
i Llpp), (76)

em que £ é um mapa CPPT.

Para obter a equacédo mestra é feita aproximacao de Born-Markov [126, 127].
Na aproximagéo de Born, consideramos um fraco acoplamento entre a fronteira e o
banho. Como o banho é muito maior do que a fronteira, sua matriz densidade pode ser
considerada constante no tempo, assim p(t) ~ p(t)®pp- Ja na aproximagao de Markov,
séo desprezados os efeitos de memdria do banho, uma vez que escala de tempo da
interacdo entre o sistema de spins e do banho (frequéncia 6ptica ty ~ 10~ 155) é bem
menor do que a escala de tempo de mudancas de estados dos spins (t, ~ 10~8s). Com
essas aproximagdes e com Aproximagao de Onda Girante (AOG) a equagao mestra
tem a forma L[] = i[-,Hy] + >, (La - LL — %{L&La,-}), na qual L, esta atribuido os
operadores de Lindblad e £ é o Liouvilliano. Na representacao de interacao, a dinamica
€ dada por

%Pb = iwg [pp, Ja] + § (J—/)bJ+ - %{J+J—7Pb}> , (77)

em que ¢ € a taxa de decaimento efetivae J = N/2.

Ha diversas formas de modelar os hamiltonianos que levam a dindmica dada
pela equagcao mestra (77), uma delas é dado pelo hamiltoniano dependente do tempo

Hy = woJy + Jpcoswot, V = Jp(B+ BT), (78)

no qual B corresponde a uma combinagao de operadores de banho, em que se re-
aliza a técnica do chain mapping. Esse hamiltoniano representa atomos interagindo
coletivamente com uma cavidade, nesse modelo é preciso ter frequéncia de drive w
alta, como a frequéncia éptica, para eliminar os termos contra-girantes. Sendo o drive
wo uma frequéncia optica, a AOG é valida e os termos contra-girantes séo eliminados.
Existem outras formas de hamiltonianos para os quais na AOG existe um referencial
que os tornam independentes do tempo através de transformagdes unitarias, como no
seguinte

Hy = wyJs + Jye @t 4 J i@t v = J B4+ J_ BT (79)

Para baixas frequéncias a AOG nao € valida e nao existe um referencial em que o
hamiltoniano é independente do tempo. Assim, somente estados Floquet com periodo
multiplo do periodo do drive sdo possiveis, como ocorre nos cristais temporais discretos.
Todos os detalhes de como obter a equacao mestra (77) sao longos e dificeis de seguir
em alguns casos, e estdo fora do escopo da tese, boas referéncias para estudar o
assunto encontram-se em [126—128].
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No modelo do CTF, existe uma transicao de fase dependente dos parametros
de acoplamento wy € e. Quando wy < € 0 sistema apresenta uma fase ferromag-
nética, na qual os spins no EENE ficam preferencialmente no estado fundamental
|IN/2, — N/2) = |O>®N. E quando wg > ¢, 0 sistema entra em uma fase paramagnética,
na qual o EENE fica preferencialmente em algum ponto préximo do estado z’|—>®N.
A fase paramagnética corresponde a fase em que ocorre a quebra de STTC. Na Fi-
gura 26, no painel esquerdo, visualizamos o comportamento para o EENE dos valores
esperados dos observaveis (J,) /N, para Ny, = 600, e, no painel direito, de suas varian-
cias. Notamos que ha uma competicdo entre a parte da evolugao coerente e unitaria
da dindmica que tende a deixar o estado em i ]—>®N e o decaimento incoerente do
lindbladiano, que tende a levar o estado para ]O>®N, cujo comportamento é mostrado
na Figura 26.
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Figura 26 — Valores dos observaveis (J,)/N, e de suas variancias nas duas fases do
modelo do CTF para N, = 600. Figura adaptada do material suplementar
de [77].

A fase paramagnética nomearemos como fase CTF. O fenbmeno de quebra de
simetria vem da prépria estrutura do Liouvilliano, o estado inicial ndo importa. Na fase
ferromagnética, ocorre um gap entre as partes reais dos autovalores do Liouvilliano
no limite termodinamico. E esse gap se fecha para a fase CTF e todos os autovalores
tendem a zero, sinalizando a quebra de simetria temporal e divergéncia no tempo de
vida do CTF, Figura 27. O valor absoluto do autovalor do primeiro estado excitado
do Liouvilliano que possui parte imaginaria diferente de zero fornece a frequéncia de
oscilacdo do CTF, que depende somente de wy/e.
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Figura 27 — Parte real dos autovalores no EENE na fase ferromagnética, painel es-
querdo, e CTF, painel direito, em funcao do inverso do numero de parti-
culas. No limite termodinamico, a fase ferromagnética possui autovalores
diferentes de zero e um gap. Na fase CTF todos os autovalores tendem
a zero, caracterizando uma divergéncia no tempo de vida das oscilacoes.
Figura adaptada do material suplementar de [77].

A emergéncia do fenbmeno CTF acontece somente no limite termodinamico e
apresenta um EENE oscilante. Analisando a estrutura do espectro liouvilliano, vemos
gue na fase ferromagnética os autovalores maiores possuem parte imaginaria igual a
zero, Figura 28 painel esquerdo, assim ndo apresenta oscilagéo no estado estacionario.
Para tentar ver isso melhor, consideramos a equagao (76)

d
dt

—pp = Lloy] — pp(t) = X py(0),

(80)

na qual observamos que a exponencial do liouvilliano fornece a dependéncia temporal.
O estado estacionério esta associado a parte real do autovalor do liouvilliano igual a
zero e com uma parte imaginaria diferente de zero, implica em um estado estacionario
oscilatério devido a exponencial complexa temporal. Na fase CTF, os maiores autova-
lores comegam a ter parte imaginaria diferente de zero, assim terao EENE oscilante
com a frequéncia dada pela parte imaginaria, como mostra a Figura 28 painel direito.
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Figura 28 — Partes real e imaginaria dos autovalores do Liouvilliano do modelo do CTF
no EENE nas fases ferromagnética (painel esquerdo) e CTF (painel direito).
Figura retirada de [77].

No painel esquerdo da Figura 29, é apresentado um escalonamento de tamanho
finito para o negativo das partes reais para dez autovalores do liouvilliano, vemos que
todos tendem a zero numa taxa diferente, os autovalores de ordens maiores tendem
mais rapido para zero. Com isso, o decaimento das oscila¢des tende a zero e o tempo
de vida das oscilacbes diverge. Além disso, no painel direito da Figura 29, é feito
um escalonamento com numero de spins na parte imaginaria do autovalores para
mostrar que mesmo no limite termodinamico os espagamentos das bandas continuam
os mesmos. A frequéncia de oscilagdo ndo muda muito e n&o tende a zero, mostrando
assim com as duas figuras que havera quebra de STTC e que as oscilacdes serao
persistentes.
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Figura 29 — Parte real e imaginaria dos autovalores do Liouvilliano no EENE na fase
CTF em funcéo do inverso do numero de spins. No limite termodinamico,
a parte real dos autovalores tende a zero e as partes imaginarias nao, ao
invés mantém o mesmo gap. Figura adaptada de [77].

Quanto maior o numero de spins no CTF, por mais tempo o sistema oscila
antes de atingir o EENE, de tal forma que no limite termodindmico N, — oo, Ng —
o0, N/Np — 0 as oscilagdes ocorrerdo para "sempre”. A dependéncia temporal dos
CTFs e suas oscilagcdes podem ser capturadas por observaveis locais como magne-
tizagdo, atuando como parametro de ordem Oy, tal que limy, n,—00 Tr{Oppp} = f(1),
em que f(t) é uma fungdo periddica no tempo. Na Figura 30, podemos observar a
magnetizacdo em fungéo do tempo para varios valores de N, para o modelo do CTF
aqui estudado. Conforme N}, aumenta, por mais tempo o sistema oscila de tal forma
que no limite termodindmico ndo ha amortecimento das oscilacdes.
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Figura 30 — Magnetizagéo na fase CTF variando com o tempo, para diferentes numeros
de spins e no limite termodinamico, no qual o tempo de vida das oscilagcoes
diverge. As partes cinzas nos picos correspondem aos spins para cima e
a azul no vale corresponde spins para baixo, conforme ilustrado na Figura
25. Figura adaptada de [77].

Conforme mencionado anteriormente, o valor absoluto do autovalor do primeiro
estado excitado do Liouvilliano que possui parte imaginaria diferente de zero nos
fornece a frequéncia do CTF, seus valores podem ser verificados na Figura 31. Na
fase ferromagnética, a parte imaginaria é igual a zero, assim o EENE nao possui
oscilagcbes, ndo havera presenca de CTF. Conforme se aproxima da transicao de fase,
a parte imaginaria ndo é mais igual a zero e aumenta com o aumento do drive, 0
valor também nao é multiplo do drive como se espera em cristais temporais discretos.
Essa parte imaginaria € igual aos espacamentos obtidos no painel direito da Figura
29. Para valores maiores de N;,, o modulo da parte imagindria continua sendo zero
até um ponto mais préoximo de um, ponto de transicdo de fase. Na parte dos nossos
resultados, na fase CTF, utilizaremos uma frequéncia de drive igual a dois (wy = 2).
A frequéncia esperada para o CTF com tal drive € em torno de wopp = 1.57, assim
worr ~ m/2 € 1, ou seja, uma dependéncia incomensuravel em relagao a frequéncia
do drive (worp/wo = 7/4).
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Figura 31 — Modulo da parte imaginaria do autovalor do primeiro estado excitado nos
fornece a frequéncia de oscilacao do CTF. Na fase ferromagnética, esse
modulo é igual a zero e na fase CTF aumenta com o0 aumento da frequéncia
do drive. Figura adaptada do material suplementar de [77].

Através da transformada de Fourier da magnetizacao calculada na Figura 30, é
possivel obter as frequéncias dadas pelos gaps da Figura 29. As frequéncias encontra-
das podem ser visualizadas no painel esquerdo da Figura 32. Notamos que coincidem
com as encontradas na parte imaginaria dos autovalores, Figura 29. Os picos das
frequéncias se tornam mais agudos conforme nos aproximamos do limite termodina-
mico, de forma que nesse limite o pico se torna um ponto com uma frequéncia bem
definida.
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Figura 32 — No painel esquerdo, transformada de Fourier da magnetizagdo média na
dindmica para a fase CTF. Os picos nos dao as frequéncias que séo as
separacgdes das bandas da parte imaginaria apresentada no painel direito
da Figura 29. No painel direito, decaimento das oscilagbes com 0 aumento
do numero de spins e médulo da parte real dos autovalores, apresenta uma
relagéo direta entre o decaimento e o médulo da parte real dos autovalores.
Figura adaptada de [77].

Além disso, no painel direito da Figura 32, € calculado o decaimento das oscilacdes 7
com numero de spins. Vemos que o decaimento das oscilacdes tende a zero conforme
se aproxima do limite termodinamico, como o que acontece com o médulo da parte
real dos autovalores. Assim, ha uma relacéo direta com o decaimento das oscilacoes
e 0 modulo da parte real dos autovalores. Gerando uma relagao inversa com o tempo
de vida das oscilagdes na fase CTF e o médulo da parte real dos autovalores.

O CTF é um sistema robusto de forma que podemos acrescentar pertubagdes
no sistema que ele continuara a oscilar. Porém, diferentemente dos cristais temporais
discretos que oscilam com a mesma frequéncia quando acionada a pertubacao, o CTF
pode oscilar diferentemente dependendo dos parametros do sistema. Um exemplo de
hamiltoniano que podemos trabalhar para acrescentar perturbacoes é

Hy, = wody + we(J2) ) J + w.(J2) ] J,

nesse hamiltoniano ha varias combinacdes de parametros em que ainda leva a um
CTF. Os autores [129] mostram uma série de combinacdes de parametros que ainda
teremos o fendmeno dos CTFs. Enquanto o termo w, ajuda na estabilidade dos CTFs,
o termo w, tem que ficar em valores pequenos. Acima de um limiar de valores de w,
a existéncia do CTF depende das condigdes iniciais do sistema. Lembrando que no
modelo em que vimos a emergéncia dos CTFs nao depende do estado inicial. Porém,
pode ser diferente se perturbacdes acrescentadas ao sistema sao muito fortes. Além
disso, os cristais temporais discretos nao termalizam porque apresentam o fenédmeno
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de LMC. Nos CTFs o que impede o sistema de termalizar sédo interacées de longo
alcance, levando para um EENE.

Nesta secdo, apresentamos um exemplo de time crystal discreto e estudamos
os CTFs baseado no trabalho dos autores [77] e sera com esse modelo que continu-
aremos na proxima seg¢do, na qual apresentaremos nossos resultados obtidos com
estudo das correlagdes no CTF.

4.2 RESULTADOS E DISCUSSOES

4.2.1 Correlacoes em cristais temporais de fronteira
4.2.1.1 Dinamica

Nesta secao, apresentaremos nossos resultados da aplicacao do calculo das
CGM e IQF na dinamica do CTF. O estado do CTF apresenta simetria por permuta-
¢ao de particulas, durante a dindmica o estado é uma matriz densidade mista escrita
na base de Dicke, por isso a aplicagao das correlacbes genuinas se torna mais pra-
tica. Primeiramente, analisaremos as CGM durante a dindmica do sistema e depois
investigaremos se na dindmica existe emaranhamento genuino k-partido.

4.2.1.1.1 Correlagbes genuinas multipartidas

Como a matriz densidade do modelo estudado aqui é representada na base
de Dicke, calculamos as CGM da mesma forma que foram calculadas as CGM para
no modelo LMG. A diferenca é que aqui a matriz densidade vai se tornando cada vez
mais mista devido a dindmica, porém, isso sé altera os valores das probabilidades na
equacéo (62). Para analise nesta sec¢do, compararemos o comportamento das CGM
nas fases ferromagnética e CTF, também calcularemos as CGM para varios valores
de N e verificaremos o que acontece com o decaimento das oscilacées. Como o
modelo do CTF € propicio de se fazer esse escalonamento, verificaremos se no limite
termodinamico teremos um CTF, no qual ocorre a persisténcia das oscilagdes e a
quebra de STTC.

Durante a dindmica evoluimos a equacao mestra (76) com o estado inicial
sendo estado fundamental de Hy, = wqyJ;, 0 qual € um estado puro descorrelacionado
da forma [¢(0)) = |-)®". Na fase ferromagnética, o sistema nao quebra simetria
temporal no limite termodinamico e assim nao esperamos que oscilacdes rigidas e
sincronizadas ocorram nessa fase. Na Figura 33, calculamos as CGM até a sexta
ordem, com N = 120 e wy = 0.5. Observamos que ha um crescimento das correlagdes
na fase transiente, até t ~ 0.6, seguido de um decaimento para um valor constante
(EENE). Todas as ordens de correlagdo apresentam o mesmo comportamento, isso
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vem da simetria que o sistema apresenta pela conservacdo de .J2, simetria presente
inclusive no banho com decaimento coletivo.
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Figura 33 — Dindmica das CGM para N = 120 e diferentes ordens k na fase ferro-
magnética com wy = 0.5. Todas as CGM apresentam um comportamento
semelhante e a correlacdao existente vem do campo fraco do drive que
impede o sistema decair completamente no estado ]0>®N para tempos
longos.

A quantidade de CGM nessa fase é pequena e o EENE tende para um estado quase
puro igual |O>®N . Sabemos que esse estado € separavel. Esse estado ndo possui
correlagéo, seja de natureza quantica ou classica, por isso ha um valor baixo para
as CGM nessa fase. O que impede de o sistema decair completamente para |0)*%
€ 0 pequeno campo wy = 0.5, que atua levando os spins para o estado ¢ |—)®N. Na
Figura 34, a imagem do valor absoluto dos elementos da matriz densidade do sistema,
na base de Dicke, é visualizada através de um mapa de cores. Linhas e colunas
sdo ordenadas de forma que o indice 1 corresponde ao estado |N/2,N/2), todos
spins excitados. O indice 2 refere-se ao estado |N/2,N/2 — 1), um spin no estado
fundamental e o restantes no estado excitados, e 120 é o estado |N/2, — N/2), no
qual todos os spins estdo no estado fundamental. Nessa Figura 34, vemos a matriz
densidade e suas transformacdes na fase ferromagnética (wy = 0.5) com o passar do
tempo. Os tempos foram escolhidos de forma a capturar o crescimento das correla¢des
emt=0.21,o0picoemt¢=0.59, aquedaemt=2.0,0valeemt=3.4e 0 EENE em
t = 30.0, como na dinamica apresentada na Figura 33. Para um tempo ¢ = 2.0, na queda
das correlagoes, os valores maiores da matriz densidade ja se concentram em torno
do estado |N/2, — N/2)N/2, — N/2|. O banho com decaimento coletivo predomina no
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comportamento do sistema, por ser mais forte do que o drive (e > wg) nessa fase.
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Figura 34 — Mapa de cores da matriz densidade na fase ferromagnética com wg = 0.5
para diferentes tempos que capturam pontos no crescimento, no pico, na
queda, no vale e no EENE das CGM apresentados na Figura 33.

A dinamica na fase CTF apresenta, para valores finitos de N, oscilagées que
sao capturadas pelas CGM. Nessa fase, ha quebra de STTC no limite termodinamico, o
hamiltoniano pode ser representado num sistema de referéncia no qual € independente
do tempo. Enquanto que o estado do sistema apresenta dependéncia temporal, numa
frequéncia incomensuravel em relacao a frequéncia do drive. O modelo do CTF permite
que facamos um escalonamento com numero de particulas para sabermos se no limite
termodinamico teremos mesmo um CTF. Assim, ja para valores finitos de niumero de
spins N o sistema € oscilante por um tempo finito. Na figura 35, as CGM séo calculadas
em fung¢ao do tempo para N = 120, wg = 2 e ¢ = 1. Notamos o comportamento oscilante
para todas as ordens de correlagdes (até k£ = 6), com o0 mesmo periodo de oscilagdo. A
frequéncia encontrada, através de otimizagdo ndo-linear e por transformada de Fourier,
para os parametros definidos acima. Além das oscilacdes, ha um crescimento no tempo
para todas as CGM calculadas, como veremos mais adiante isso esta relacionado com
o estado estacionario do sistema.
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Figura 35 — Dindmica das CGM para N = 120 e diferentes ordens k na fase CTF com
wp = 2. Todas as ordens capturam as oscilacdes e apontam para um EENE
altamente correlacionado.

Analisaremos, novamente, a matriz densidade dos sistema na dindmica, agora
na fase CTF. Na figura 36, representamos a matriz densidade com mapa de cores,
como foi feito para fase ferromagnética, os tempos foram escolhidos para capturar os
picos e os vales das oscilagdes. No primeiro tempo capturado, em ¢t = 5.34, hd um vale
e emt = 7.26 um pico, e assim vai alternando. Nos vales a matriz densidade possui
uma maior coeréncia na base de Dicke e nos picos a matriz se aproxima de uma matriz
diagonal. Veremos nas préximas se¢des, que o estado estacionario tende a uma matriz
diagonal préxima da identidade ou totalmente mista no subespaco simétrico, por isso
ainda possui correlacdo. Além disso, que essa matriz densidade é similar aquela que
ocorre no fendmeno da superradiancia, na qual ha grande quantidade de CGM [118].
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Figura 36 — Mapa de cores da matriz densidade na base de Dicke na fase CTF para
wp = 2, com diferentes tempos que capturam pontos de picos e vales das
oscilagdes. Os vales apresentam maior coeréncia do que 0s picos.

Como mencionado anteriormente, 0 modelo do CTF permite fazer um escalo-
namento com numero de spins para verificar a existéncia de um CTF no limite termo-
dindmico. Para verificar isso, calculamos as correlacdes totais para varios valores de
namero de spins N e o resultado pode ser visto na Figura 37. Nessa figura, vemos que
conforme aumentamos o0 numeros de spins as oscilagdes persistem por mais tempo,
sinalizando que no limite termodindmico o decaimento das oscilagbes tende a zero.
O comportamento de S* obtido através dos calculos numéricos pode ser aproximado
pela relagao

Sk o thN eIt cos(yt)—i—S%ENE, (81)

em que [y refere-se ao expoente do crescimento através da lei de poténcia, I'y
corresponde a taxa de decaimento das oscilagées, v € a frequéncia do CTF e S%ENE
o valor da correlagdo no EENE. Apesar de ndo apresentados aqui, para outros valores
de k£ o comportamento é similar ao das correlacdes totais, conforme vimos na Figura
35.
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Figura 37 — Correlagbes totais na dindmica com wy = 2 para valores de N crescentes.
Para numero de particulas maiores as oscilagdes capturadas pelas corre-
lac6es totais persistem por um tempo maior, indicando a presenca de CTF
no limite termodinamico.

Na Figura 38, notamos que a taxa de decaimento tende para zero conforme
N tende ao infinito, assim no limite termodinamico o decaimento é zero e o sistema
apresenta um EENE oscilante. Além disso, existe a quebra de STTC, com periodo de
oscilagdo incomensuravel em relagéo ao periodo do drive.

STotal’ Wy = 2
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Figura 38 — Taxa de decaimento das oscilagdes em fun¢cdo do numero de particulas,
obtida com ajustes das correlagbes totais para diferentes N’s. Quanto
maior o numero de particulas menor o valor do amortecimento das oscila-

coes.
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A taxa decaimento foi obtida através de ajustes com otimizacado nao-linear de gréaficos
das correlagdes totais como da Figura 37. Ainda, para analise de que teremos um CTF
no limite termodinamico € apresentado na Figura 39 o valor absoluto das correlacoes
totais num tempo qualquer menos o seu valor no estado estacionario. Com a equacao
(81), notamos porque esse calculo da Figura 39 nos fornece a taxa de decaimento,
pois, 10g<|Sk - S@ENED « —I'yt+C, C é dependente de log (tﬂN cos(ut)). Conforme
aumentamos o numero de particulas, a inclinagao da reta, que € aproximadamente
igual a I'y, tende a zero. Portanto, no limite termodindmico, esperamos que o amorte-
cimento seja zero e o tempo de oscilagdo tenda ao infinito.
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Figura 39 — Mdédulo das correlagdes totais em funcdo do tempo menos seu valor no
EENE. A inclinagdo da reta em torno da média de oscilagbes nos fornece
o0 amortecimento das oscilacoes, para valores altos de numeros de spins
a inclinagéo se aproxima da horizontal, ou seja, tende a zero.

Portanto, as CGM capturam assinaturas essenciais das duas fases na dinamica
do modelo e verificamos que no limite termodindmico de fato ha quebra de STTC e o
tempo de vida das oscilacdes diverge, assim teremos a emergéncia de um CTF nesse
limite.

4.2.1.1.2 Informagé&o quantica de Fisher

Nesta secao, o objetivo é estudar a dindmica através da IQF para verificarmos se
€ detectado emaranhamento genuino k-partido nas duas fases do sistema. Lembrando
que as CGM somam as quantidades de correlagdes classicas e quanticas presentes
em um estado, sem diferencia-las. Assim, saber se possui correlacao quéantica no
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sistema, como emaranhamento, é importante para conhecer os tipos de recursos
existentes. Recursos que podem ser utilizados, por exemplo, para fazer transito de calor
de uma fonte fria para uma fonte quente em maquinas térmicas [39]. Primeiramente,
introduziremos a IQF como testemunha de emaranhamento genuino k-partido em
sistemas de spins coletivos. Com a IQF estudaremos a fase ferromagnética e na
sequéncia a fase CTF. O estado inicial do sistema € puro, porém a dinamica faz o
estado se tornar altamente misto com o passar do tempo. Estados mistos n&o séo
triviais para calcular qualquer tipo de emaranhamento, por isso, utilizaremos a IQF
como testemunha para tentar detectar emaranhamento genuino k-partido.

Inicialmente, vamos introduzir a IQF na forma que sera utilizada na tese. A IQF
€ uma ferramenta muito utilizada em estimacao de parametros e metrologia [130], pois
pode nos dar informacao de um limite de quéo precisa pode ser uma medida de um
observavel, porém, sua aplicabilidade se estende a outras areas também [131-136].
Uma outra aplicagéao da IQF é como testemunha de emaranhamento genuino k-partido
[33, 133, 137], aqui é com esse propdsito que a IQF sera estudada. Nesta tese a IQF
sera utilizada em sistemas de spins que possuem simetria por troca de particulas,
assim, para calcula-la, tomamos o maximo da IQF otimizado sobre todos os spins
coletivos J,,. Seja p um estado misto, o maximo da IQF é dado pelo méximo autovalor
da matriz 3 x 3 )

=230 BBy ey ), 82)
emque k,l = x,y,z, p; +pj > 0,€p =) p;|iNi] € adecomposi¢cao espectral do es-
tado misto. O maximo da IQF é denotado por Fiax, para detec¢cdo de emaranhamento
genuino k-partido utilizamos a seguinte inequagéo a Fiyax(p) > N(k — 1), quando € sa-
tisfeita a inequacao o sistema de N particulas tem emaranhamento genuino k-partido
[133]. Por exemplo, num sistema com N = 10 se 10 < Fiax(p) < 20 o sistema possui
emaranhamento genuino 2-partido, para o caso 20 < Fpax(p) < 30 tem emaranha-
mento genuino 3-partido. Caso Fiax < N nao podemos dizer nada sobre existéncia
de emaranhamento, pois pode ser que a testemunha tenha falhado em detecta-lo,
principalmente se o estado do sistema € altamente misto, a IQF ndo é uma boa teste-
munha.

Com a equacao (82), calculamos a IQF através de céalculo numérico para fase
ferromagnética wy = 0.5, vemos o resultado na Figura 40. Na fase ferromagnética, a
dindmica apresenta um crescimento rapido, seguido de queda para um valor constante
da IQF, detectando emaranhamento genuino 2-partido (1 < Fmax/N < 2). Para tem-
pos longos o sistema atinge o EENE, no qual hd emaranhamento genuino 2-partido.
O estado durante a dinamica na fase ferromagnética € préximo a um estado puro da
forma |-)®”, e como o estado inicial possui coeréncia, a dinamica incoerente pode
estar criando esse emaranhamento a partir da coeréncia [96]. Notamos que o compor-



Capitulo 4. Cristais temporais de fronteira 97

tamento da IQF e CGM sao similares na fase ferromagnética, no sentido de ter um
rapido crescimento seguido de uma queda para um valor constante.

107" 10° 10"
'

Figura 40 — Dinamica da IQF na fase ferromagnética wy = 0.5 variando o nimero de
spins. A evolugdo temporal cria emaranhamento genuino 2-partido e o
emaranhamento criado persiste até o EENE.

Na Figura 41, observamos a IQF na dinamica para wy = 2.0 na fase CTF. Ha de-
teccao de emaranhamento por volta de ¢ = 0.5 para numeros de spins maiores do que
N =8, quanto maior o numero de spins mais evidente é a ultrapassagem do limite. No
entanto, hd no maximo emaranhamento genuino 2-partido, ou seja, a IQF fica no inter-
valo 1 < Fmax < 2. E somente em ¢ ~ 0.5 que ha detecgdo de emaranhamento, depois
a IQF apresenta queda com oscilagdes. Conforme a IQF vai decaindo, menos coe-
réncia a matriz densidade contém, como mostrado na Figura 36. Na literatura alguns
autores associam IQF com medida de coeréncia [134], porém, devemos lembrar que
coeréncia é dependente da base considerada. As oscilagées capturadas pela IQF tém
a mesma frequéncia das capturadas pelas CGM v, aparecendo um padrao parecido
de oscilagdes, com um decaimento das oscilagées um pouco diferente, porém com
uma queda global da IQF com o tempo. Por esse comportamento similar descrevemos
o comportamento da IQF pela relagéo

Fmax o t~Ne TNl cos(ut) + FEENE. (83)
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na qual ayy esta atribuido o expoente do decaimento através da lei de poténcia, I'y
refere-se a taxa de decaimento das oscilagdes, v corresponde a frequéncia do CTF e

FEENE & o valor da IQF no EENE.
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Figura 41 — Dindmica da IQF na fase CTF para wy = 2 variando o numero de spins.
Somente na regidao préxima de ¢t = 0.5 da dindmica é testemunhado emara-
nhamento genuino 2-partido e no EENE nao é detectado emaranhamento.
As oscilagdes estao presentes e possuem a mesma frequéncia v dada

pelas CGM.

Com o mesmo procedimento realizado para as CGM no célculo da taxa de
decaimento através da equacéo (81), calculamos a taxa de decaimento na IQF com
a equacdo (83). Na Figura 42, vemos que a taxa de decaimento I'y tende a zero
conforme aumentamos o numero de spins, analogo ao que acontece com as CGM.
A curva para N = 64 nao aparece na Figura 42 porque dificulta a visualizacao do
comportamento dos outros numeros de spins e apresenta erros numéricos.
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Figura 42 — M6dulo da IQF em fungéo do tempo menos seu valor no EENE. A inclina-
cao da reta em torno da média de oscilacdes nos fornece o amortecimento
das oscilacdes. Para valores altos de numeros de spins a inclinagao se
aproxima da horizontal, ou seja, tende a zero.

Com isso, vimos que a IQF detectou emaranhamento genuino 2-partido na
dindmica na fase ferromagnética e ndo detectou emaranhamento na fase CTF, nao
significa que nao exista emaranhamento genuino k-partidos, talvez a IQF falhou em
detectar. Além disso, a IQF também apresenta oscilagdes com a mesma frequéncia
obtida pelas CGM, e a IQF apresenta um comportamento gerido por uma relagdo
semelhante as CGM.

4.2.1.2 Estado estacionario de nao equilibrio

Nesta sec¢do, iremos analisar o EENE com as CGM e a IQF nas duas fases
do sistema, do mesmo modo da anadlise realizada para a dindmica. Primeiramente,
mostraremos como obter o estado estacionario a partir de uma equacao mestra, de-
pois estudaremos as CGM no estado estacionario obtido de forma numérica. Por fim,
calcularemos a IQF para verificar se detecta emaranhamento genuino k-partido.

Dada uma equacao de evolucdo como a equacéo (76) o estado estacionario é

tal que
d
a4 —0 84
T PEENE =0, (84)

ou seja, para um estado estacionario nao trivial devemos ter

LlppenE] = 0. (85)
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Para pppng # 0 temos que o estado estacionario é o autoestado de equacao (85)
com autovalor do liouvilliano igual a zero. Como o liouvilliano € um superoperador
que atua sobre operadores, para obtermos o autovalor zero do liouvilliano através de
calculo numérico é preciso fazer uma vetorizacao através do isomorfismo de Choi-
Jamiolkowski [138, 139]. A vetorizagdo para matriz densidade é feita da forma

p=>_ pijliXil = vec(p) =Y p;jli) @),
i,J i,J

e para o superoperator L é feito um procedimento semelhante que o transforma em

uma matriz, tal que teremos

Llvec(ppeNE)] = 0. (86)

Realizando a vetorizacao, o liouvilliano se transforma em um operador (matriz) e a
matriz densidade em vetor unidimensional, que € o autoestado do liouvilliano. O estado
estacionario é alcancado depois de um tempo longo e, no modelo que emerge o CTF,
quanto maior o numero de spins maior o tempo para alcancar o estado estacionéario. O
EENE apesar de ser um estado estacionario existem trocas entre o drive e o sistema
e entre o sistema e o banho, mas a energia injetada pelo drive é balanceada com
a energia de dissipacao do banho [79]. Por isso, € um estado estacionario de nao
equilibrio.

4.2.1.2.1 Correlacdes genuinas multipartidas

Obtendo o estado estacionario a partir do liouvilliano através de calculo numé-
rico, desfazemos a vetorizacao de pprpnE, assim o EENE é escrito na forma matricial
e as CGM sao calculadas do modo realizado na parte da dinamica. Na figura 43,
apresentamos os resultados para as CGM para N = 128 em fungao do drive. Na
fase ferromagnética, as CGM séo subextensivas com o numero de particulas, ou seja,
limpy_,o S¥/N = 0, mas ainda limy_,, S* # 0. Nessa fase, a quantidade das CGM
presentes no EENE é pequena, pois este se aproxima de um estado puro totalmente
separavel, bem préximo de |0>®N, conforme vimos nas Figuras 34 e 45. Porém, pro-
ximo da transigdo de fase em wy = 1, apesar de o sistema ter pequena quantidade de
CGM, ainda pode apresentar emaranhamento, como veremos na préxima se¢ao. Além
disso, € conhecido na literatura sobre o comportamento divergente do emaranhamento
em TFQ de segunda ordem [4, 8]. O Liouvilliano, na fase ferromagnética, possui um
Unico estado fundamental, enquanto que na fase CTF o estado fundamental é degene-
rado, e as CGM tém um comportamento similar ao que acontece na TFQ de segunda
ordem no modelo LMG. A fase com degenerescéncia apresenta bastante CGM e tende
a zero na fase nao degenerada [140]. Na figura 43, vemos que as CGM sao crescentes
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e da ordem de N na fase CTF, para wy > 1, diminuindo de acordo com a ordem da cor-
relacdo. Notamos, além do mais, que as CGM se comportam de maneira semelhante
novamente, isso devido & simetria do sistema que conserva J2. Na Figura 1.d da Ref.
[141], Lourenco e colaboradores mostram, com o calculo das CGM como apresentado
na Figura 43, que ha uma TFQ no ponto (wy). = 1 no limite termodinamico. Além disso,
verificam que todas as ordens de correlacdo multipartidas tém um comportamento
critico na transicdo com uma lei de poténcia S¥ /N ~ (wy — (wp)e)? e o expoente critico
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Figura 43 — CGM no EENE variando a frequéncia do drive com N = 128 e para al-
gumas ordens de correlagdes. A fase ferromagnética é subextensiva com
nuamero de spins e a fase CTF é extensiva para todas as ordens de CGM.

Na fase CTF, as CGM sdo extensivas, ou seja, limy_,~, S¥/N # 0, na figura
44 notamos que todas as ordens de CGM, em wy = 2, sdo extensivas. Além disso,
para valores pequenos de N, as CGM apresentam peculiaridades devido a ordem da
correlacéo e o tamanho finito de spins, ha trocas de ordens de correlagdes ao invés
de serem decrescente conforme aumenta a ordem da correlagdo. Do mesmo modo
que acontece para outros modelos, isso pode ser devido ao fato de termos que levar
em conta o nimero de particdes no estado produto em que estamos calculando as
CGM, como foi visto para o modelo LMG no capitulo 3. Como vimos o numero de
particbes no estado produto esté ligado a fungéo piso no célculo da distancia, e esse
comportamento nao trivial das CGM acontece também no fenémeno da superradiancia
de Dicke [118] e no modelo LMG [140]. Por exemplo na Figura 44, em N = 12 inverte
a ordem em S% > S5, Isso ocorre por que no célculo de S°, calculamos S°(pj2) =
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S4712(p19) — 55712(p12) = S(p12llpa ® pa @ pa) — S(p12]lps @ p5 @ p2), 0s dois estados
produtos ps ® pg ® py € ps @ ps ® pa tEm 0 mesmo numero partigbes, 3 particoes. Assim,
estamos medindo a distancia de p;5 aos dois estados com quantidades parecidas de
correlagdes. Enquanto que para $%(p12) = S5712(p19) = S512(p19) = S(p12llps © p5 @
p2) — S(p12]lps @ pg), 0 estado produto ps ® ps @ pa € menos correlacionado do que o
estado produto pg®pg, portanto se p1o apresenta muita correlagéo esta mais distante do
primeiro e menos do segundo estado produto. Isso explica a quantidade de correlagao
de ordem 5 ser menor do que de ordem 6. Outros casos assim podem acontecer que
explicam outras trocas de ordem na quantidade de correlagcdo. Esses casos também
podem ser explicados por analogia com frustracdo e monogamia conforme realizado
no capitulo 3.

Wy — 2.0
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Figura 44 — Escalonamento das CGM no EENE em fung¢ao do niumero de particulas
na fase CTF. As CGM s&o extensivas e aumentam na ordem de N com o
aumento no numero de particulas. Para nimeros pequenos de particulas
efeitos de tamanho finito relacionados ao numero de particbes no estado
produto aparecem.

Os elementos da matriz densidade com valores maiores na fase ferromagnética
partem da regido proxima de |N/2, — N/2)(N/2, — N/2| e caminham em dire¢do ao
centro da diagonal conforme wy aumenta, como mostra a Figura 45. Nesse processo,
a coeréncia vai se tornando maior e os termos da diagonal se tornam mais ocupados
proximo da transigcao de fase. Existe no EENE uma competicédo entre o drive e o banho
que provoca um decaimento coletivo, enquanto o drive leva o estado para z’|—>®N ,
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0 banho leva a |O)®N. Vimos que nesse sistema o estado puro tende a ser uma
circunferéncia no mapa de cores da matriz densidade, vide Figura 34. O EENE para wy
pequenos se aproxima do estado puro inicial, porém deslocado para o fim da diagonal
da matriz. Conforme o campo vai aumentando o estado se desloca com uma forma
de estado puro com coeréncia e na transicdo de fase fica com caracteristica mista
entre estado puro e diagonal. Apesar de no EENE haver pouca quantidade de CGM
na fase ferromagnética, nessa fase o sistema apresenta coeréncia e esta proximo
de um estado puro separavel. A presenca de coeréncia na base de Dicke pode ser
indicativo de presenca de alguma forma de correlagdo quantica, no entanto, pequena
quantidade em relacao as CGM presentes na fase CTF. Mesmo apresentando uma
quantidade pequena de CGM na ferromagnética, isso ndo impede a presenca de
correlagcao quantica.
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Figura 45 — Mapa de cores da matriz densidade na base de Dicke para o EENE na
fase ferromagnética, variando os valores de drive até a transicdo de fase.

Na fase CTF, o EENE se aproxima de uma matriz diagonal e conforme levamos
ao limite termodinamico, no qual o fenédmeno do CTF emerge, a matriz densidade
€ quasi-diagonal, com poucas diagonais secundarias e os elementos da diagonal
com valores préximos entre si [17, 129]. Na figura 46, notamos esse comportamento
acontecendo. Quanto mais proxima de uma matriz diagonal, com valores quase iguais
nas populagdes, mais préxima da matriz densidade que aparece no fenémeno da
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superradiancia de Dicke [142]. Porém, aqui é fendmeno que surge no EENE, enquanto
que na superradiancia de Dicke é um fendmeno transiente, faz parte da dinamica.
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Figura 46 — Mapa de cores da matriz densidade na base de Dicke para o EENE na
fase CTF com w( = 2 para diferentes numeros de particulas. Conforme au-
mentamos o numero de particulas, mais proxima de uma matriz diagonal o
estado se aproxima. Porém, mesmo para valores maiores de N apresenta
um pouco de coeréncia nas diagonais secundarias.

Além disso, na Figura 47, aplicamos um drive bem forte com w, = 500, assim a
matriz de fato se torna diagonal com elementos da diagonal com mesmo valor. Porém,
essa matriz € proxima da identidade no subespaco simétrico, assim ndo é totalmente
descorrelacionada. Essa matriz préxima da diagonal na base de Dicke é conhecida no
fenémeno da superradiancia de Dicke [142] e também é conhecido que no momento da
emissao superradiante as CGM apresentam um pico [118]. Assim, entendemos melhor
porque na fase CTF as CGM sao extensivas e apresentam uma grande quantidade de
correlacao. Pois, de acordo com a literatura na superradiancia nao ha emaranhamento
[143], no entanto, existe um pico de correlacdo quéntica do tipo discérdia quantica
[144].
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Figura 47 — Mapa de cores da matriz densidade na base de Dicke para o EENE na
fase CTF wy = 500 para N = 850. A matriz densidade se torna um matriz
diagonal com valores dos elementos da diagonal iguais.

Portanto, vimos que na fase ferromagnética o EENE possui pequena quantidade
de CGM, elas sao subextensivas com numero de particulas. Por outro lado, na fase CTF
o EENE possui extensividade com numero de particulas. Isso acontece devido a forma
que o estado assume na fase CTF, pr6ximo a um estado superradiante, bastante misto.
Na fase ferromagnética, o estado € mais proximo de um estado puro com coeréncia,
0 que pode sinalizar presenca de correlagées quantica e até emaranhamento. Para
saber se ha emaranhamento genuino k-partido no EENE na proxima se¢do vamos
calcular a IQF.

4.2.1.2.2 Informacédo quéantica de Fisher

As CGM nao diferenciam a natureza das correlacdes, assim utilizaremos a
IQF como testemunha para tentarmos detectar emaranhamento genuino k-partido no
EENE nas duas fases do sistema.

Na fase ferromagnética, o estado possui principalmente emaranhamento ge-
nuino 2-partido, como vemos na figura 48. Para todos os N’s a IQF ultrapassa o limite
de deteccao de emaranhamento genuino 2-partido, e a IQF é extensiva com numero
de particulas nessa fase. Sabemos que na fase ferromagneética o sistema se aproxima
bem de um estado puro, vide Figura 45. Assim, além de coeréncia presente nesse
estado puro, existe emaranhamento. Apesar da existéncia de coeréncia na base de
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Dicke poderia haver uma base em que nao haja coeréncia, que é dependente da base,
enquanto que emaranhamento é independente da base considerada. Existem, no en-
tanto, medidas de coeréncia que mede coeréncia independente da base [145—-147].
Caso nao haja coeréncia em alguma base, as medidas de coeréncia independente
da base resultam em zero coeréncia. Quando o sistema se aproxima da transicao
de fase wy = 1 a IQF apresenta um pico, de forma que para numeros de spins mai-
ores cada vez grupos maiores de particulas estdo emaranhadas. Por exemplo, para
N = 256 em wy ~ 1 a Fmax > 4, ou seja, grupos de até 5 particulas estdo emaranha-
das, ha emaranhamento genuino 5-partido, no entanto ndo sabemos a quantidade de
emaranhamento genuino 5-partido. Essa caracteristica divergente de IQF na TFQ de
segunda ordem é bem conhecida na literatura, na qual é reportado que emaranha-
mento assinala a TFQ com pico de emaranhamento no ponto de transicao [4, 8, 10,
11, 15, 17]. Também verificamos isso com a entropia de emaranhamento na TFQ para
o modelo de LMG, Figura 9.
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Figura 48 — IQF para o EENE variando o drive entre as duas fases do modelo e aumen-
tando o numero de particulas. Na fase ferromagnética, ha emaranhamento
genuino 2-partido e na transicao tem um pico de deteccdao de emaranha-
mento, apresentando até emaranhamento genuino 5-partido para N = 256.

Contudo, na fase CTF, néo foi detectado emaranhamento com a IQF, a qual é su-
bextensiva com numero de particulas nessa fase, como mostra Figura 48. Além disso,
na fase CTF, verificamos na Figura 49 que para varios valores de drive dentro dessa
fase que de fato a IQF € subextensiva. Também, a IQF diminui conforme aumentamos
o numero de particulas para todos os valores de drive numa taxa semelhante.
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Figura 49 — IQF na fase CTF variando o numero de particulas e o drive aplicado. Para
todos os valores de drive a IQF diminui numa taxa semelhante com o
aumento do numero de particulas, a IQF € subextensiva nessa fase.

Ao observarmos a matriz densidade na fase CTF na Figura 46, vemos que a
matriz é altamente mista, e sabemos que a IQF é uma testemunha ruim para estados
desse tipo. Com isso, pode ainda haver emaranhamento nessa fase, que possui CGM
extensivas e IQF subextensiva com numero de particulas, e, assim, talvez a IQF pode
ter falhado em detectar emaranhamento genuino k-partido. Também, observamos que
a IQF é apenas uma testemunha e ndo um quantificador de emaranhamento. Pode
parecer estranho haver no EENE pequena quantidade de CGM na fase ferromagnética
e testemunhar emaranhamento nessa fase, porém nao sabemos a quantidade de
emaranhamento genuino k-partido presente. Enquanto que na fase CTF o EENE
possui grande quantidade de CGM e a IQF nao testemunha emaranhamento. No
entanto, caso nao haja emaranhamento, pode haver correlacdo de origem classica
ou do tipo discérdia quéantica. Pois, o estado do EENE é uma matriz quasi-diagonal,
proxima da matriz densidade num pico de emissédo na superradiancia de Dicke, na
qual ha um pico de discérdia quantica [144]. Sabemos que no caso extremo em que
woy — oo (na Figura 47) a matriz se torna como no caso da superradiancia de Dicke.
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5 CONCLUSOES E PERSPECTIVAS

Na primeira parte desta tese, estudamos a TFQ no modelo LMG através das
CGM. Observamos que todas as ordens das correlagdes genuinas k-partidas assi-
nalam a transicdo e possuem comportamento similar com a variacao do parametro
de controle. Contudo, constatamos um comportamento nao-trivial das CGM, houve
trocas de ordem das correlacdes genuinas de modo que S*(p) < S¥+1(p) para alguns
valores de k. Tal comportamento esta relacionado ao numero de particdes dos estados
produtos vizinhos utilizados para calcular as correlacées genuinas k-partidas. Também
verificamos que como a transicao é de segunda ordem, a descontinuidade apareceu
na primeira derivada do parametro de ordem, as CGM, e constatamos que a transi¢ao
acontece, de fato, em h = 1 no limite termodinamico. Mostramos, assim, que as CGM
sao propicias para capturar os padrdes de correlagdes diferentes que existem nas
duas fases do modelo LMG, sendo relativamente simples de calcular para sistemas si-
métricos. As CGM nos mostram que no modelo LMG todos os grupos com k particulas
estdo praticamente maximamente correlacionados. No entanto, como as CGM s&o da
forma de uma informacdo mutua generalizada, somam-se na medida as correlagdes
quénticas e classica. Além disso, calculamos os expoentes criticos para algumas or-
dens de correlagdes e constatamos que estéao no intervalo [—1/2,1/2]. Conjecturamos,
entdo, que todas as ordens de correlagdes genuinas k-partidas podem estar nesse
intervalo para o modelo LMG. Para valores de k = 2,3,4,5 obtivemos os expoentes
criticos bem parecidos ~ 0.333 na tabela 2, possuindo um dimensionalidade fractal,
ou seja, expoente fracional, isso pode estar relacionado a auto-similaridade e, assim,
todas essas ordens de correlagdo terem comportamento parecido na transi¢cao. Além
do mais, com o weaving notamos que em h = 0 0 padrao de correlagao capturado esta
entre um estado W e um GHZ.

Na segunda parte, apresentamos o modelo do CTF, realizamos uma anélise
do modelo através das CGM e investigamos a presencga de emaranhamento genuino
k-partido com a IQF. Durante a dindmica (0 < t < o) as CGM nao apresentam oscila-
¢cOes na fase ferromagnética do modelo. Nessa fase, vimos que todas as ordens das
CGM crescem rapidamente e decaem para um valor constante rapidamente. Também,
para tempos longos o sistema se aproxima do estado \0>®N. Além disso, na dina-
mica, na fase CTF todas as ordens das CGM capturam as oscilagdes, com a mesma
frequéncia e com decaimento dependente do numero de particulas. Mostramos atra-
vés das correlacoes totais que o amortecimento das oscilacdes tende a zero conforme
aumentamos o numero de particulas, implicando que no limite termodinamico havera
a presencga de um CTF. Ainda na dinamica, com a IQF verificamos que o estado do
sistema na fase ferromagnética apresenta emaranhamento genuino 2-partido inclusive
para tempos longos, ou seja, 0 EENE é emaranhado. Enquanto que na fase CTF o



Capitulo 5. Conclusées e perspectivas 109

estado ndo possui emaranhamento genuino k-partido e a IQF apresenta oscilacoes
com um decaimento geral até alcancar o NESS. Encontramos uma relacao semelhante
entre as CGM e IQF no comportamento na fase CTF para a dindmica, diferenciando no
fato da primeira ir aumentando no tempo e a ultima decaindo, porém, com frequéncias
iguais e decaimento das oscilagdes proximos, porém diferentes.

Outrossim, na segunda parte da tese, observamos para o EENE do CTF que na
fase ferromagnética as CGM possuem subextensividade com o numero de particulas,
enquanto que na fase CTF tem carater extensivo. Isso é semelhante ao comportamento
das CGM no modelo LMG também, quando notamos que a fase CTF corresponde a
fase paramagnética. Com mapa de cores da matriz densidade reduzida, percebemos
que o estado fundamental da fronteira se aproxima de uma matriz quase-diagonal com
aumento do numero de particulas. Esse fato, explicou o comportamento extensivo das
CGM, pois se aproxima de um estado da superradiancia de Dicke, que sabiamos que
possui bastante CGM [118]. Isso também explica termos encontrado valores baixos
para IQF no EENE na fase CTF, pois j4 se sabe que um estado superradiante ndo
possui emaranhamento [143]. Por outro lado, com a IQF, mostramos que na fase
ferromagnética ha emaranhamento genuino k-partido e ocorre um pico na IQF na
transicdo da fase, na qual ha um aumento da ordem do emaranhamento genuino
k-partido detectado pela IQF com o numero de particulas no sistema. Vimos que
a IQF é extensiva na fase ferromagnética e subextensiva na fase CTF. Novamente,
agora em outro modelo, observamos que as CGM sao capazes de descrever diferentes
padrdes de correlagdes nas duas fases do sistema no EENE. E na dindmica as CGM
descreveram bem o comportamento oscilatério na fase CTF e notamos que cada
parte do sistema se comporta de maneira igual e possui correlacao, porém nao ha
emaranhamento genuino k-partido.

Como perspectivas futuras, seria interessante tentar descobrir a natureza das
correlacdes, poderia ser feita na base produto uma minimizacéo sobre rotacdes locais
das correlagdées genuinas k-partidas, calculando, assim, uma espécie de discordia
quéantica global k-partida. O célculo ir4 alcangar poucas particulas, uma vez que o
calculo da discérdia € um problema NP-completo para subsistemas distinguiveis. No
modelo LMG, podem ser investigadas formas de mostrar que os expoentes criticos
estdo de fato dentro do intervalo [—1/2,1/2]. Outra investiga¢do pode ser feita sobre
a dimensionalidade fractal dos expoentes criticos k’'s e se ha alguma relagdo com
comportamento parecido na transicao. Também ¢é interessante estudar as escalabili-
dade das correlagdes através do weaving no ponto critico no modelo LMG. No modelo
do CTF, é possivel pensar em formas de utiliza-lo em maquinas térmicas quanticas,
uma vez que possui bastante correlacao na fase CTF e torna possivel utiliza-las para
reverter fluxo de calor [39], caso haja correlacao quantica. Poderia também se utilizar
o calculo de discérdia genuina k-partida baseada em distancia, proposta aqui como
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trabalhos futuros, para verificar a presenca de correlacao quantica na fase CTF. Ainda,
poderia ser investigado se € uma caracteristica das CGM, na transicdo de fase de
segunda ordem, ser extensiva na fase paramagnética e subsextensiva na ferromag-
nética. Outro modelo em que estamos calculando as CGM é modelo de Dicke, sendo
esse comportamento extensivo/subextensivo das CGM aparentemente também esta
presente, embora haja limitagdo no numero de particulas alcangado.
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APENDICE A - CORRELACOES GENUINAS MULTIPARTIDAS PARA ALGUNS
ESTADOS COM QUATRO PARTICULAS

Neste apéndice, apresentaremos alguns calculos das correlagbes genuinas k-
partidas para alguns estados da tabela presente no artigo do Girolami et al. [41].
Para o estado com correlacdes classicas com invariancia por permutacao de
subsistemas .
PN = §(|0><0|®N + [1)(=N),

considerando apenas N = 4, os estados reduzidos sédo
1 . .
pi = 5(!0><0!®Z + 1)L,

Assim, os valores da entropia dos estados global e reduzidos sdo S(p1) = S(p2) =

S(p3) = S(pa) = 1.
Para calcular as CGM, calcularemos primeiro as correlacées de ordem maiores
do que k. Primeiramente, as correlagdes totais sao iguais a

ST = S174(pg) = S(pallp1 ® p1 ® p1 @ p1) = 4S(p1) — S(ps) = 3.

O estado em P, que minimiza entropia relativa é ps ® po no calculo das correlacoes de
ordem maiores do que k£ = 2, assim

S (py) = S(pallp2 ® p2) = 2S(p2) — S(ps) = 1.

Os estados em P53 que minimizam a entropia relativa sdo ps ® ps € p3 ® p1, portanto,
as correlacdes de ordem maiores do que k£ = 3 séo

S5 (pg) = S(pallps ® p1) = S(p3) + S(p1) — S(ps) = 1.
Com isso, a correlacdo genuina 2-partida é

S2(pa) = ST (pg) — S* 7 (pa) = 2.
E a correlacdo genuina 3-partida é

S3(pa) =S¥ (ps) — S (pg) = 0.
Enquanto que a correlagao genuina 4-partida é

SYpa) = S (ps) = 1.

Confirmando, assim, que as correlagdes totais sao

ST (pa) = S%(pa) + S3(pa) + S*(py) = 3.
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Conforme visto no capitulo 3 a troca de ordem no valor das correlagdes com
aumento de de k, temos S3 < S%. Isso é devido aos estados que minimizam a entropia
em S274(py) e S374(p4) terem o mesmo nimero de particdes e a entropia de todos
estados reduzidos serem iguais. Finalmente, os valores das correlacées genuinas k-
partidas estao de acordo com os resultados gerais para N pares, presente na tabela
do trabalho do Girolami et al. [41], a saber S*(py) = {%W - [%W SNippy)=1e
SN (py) = N - 1.

O préximo estado que calcularemos as CGM é o GHZ

1
V2

considerando, novamente, N = 4. A matriz densidade do estado GHZ

) = —= (10} + )&,

1
P4 = §(|0000><0000\ +]0000)1111] + [1111)X0000| 4+ [1111)1111})),
e seus estados reduzidos sao
1 . .
pi = (1001 + 1)1,

Assim, os valores da entropia dos estados reduzidos sdo S(p1) = S(p2) = S(p3) =1e
do estado global S(p4) = 0.

Para calcular as CGM, calcularemos primeiro as correlagées de ordem maiores
do que k. Primeiramente, as correlacdes totais sao iguais a

ST = 5174 (py) = S(pallpr @ p1 © p1 @ p1) = 4S(p1) — S(pa) = 4.

Novamente, o estado em P, que minimiza entropia relativa € py ® po no célculo das
correlagcdes de ordem maiores do que k£ = 2, assim

S?74(pg) = S(pallp2 ® p2) = 2S(p2) — S(ps) = 2.

E também os estados em P3 que minimizam a entropia relativa so ps ® p2 € p3 ® p1,
portanto, as correla¢cdes de ordem maiores do que k& = 3 sao

574 (pg) = S(pallps @ p1) = S(p3) + S(p1) — S(pa) = 2.
Com isso, a correlagdo genuina 2-partida é
S2(pa) = S' 7 (pg) = S* 7 (ps) = 2.
E a correlacao genuina 3-partida é
S3(pa) =S¥ (ps) — S (ps) = 0.
Enquanto que a correlagdo genuina 4-partida é

St(pa) = S (py) = 2.
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Novamente, confirmando que as correlagdes totais sao
ST (pa) = S%(pa) + S3(pa) + S (py) = 4.

Mais uma vez, acontece a troca de ordem nos valores das correlagdes e pelos
mesmos motivos dos estado com correlagdes classicas anterior. Os resultados estéo
de acordo com a tabela do Girolami et al. [41], S (py) = [%W — [%W SNpy)=2e

SHN(pN) = N. Vale ressaltar como os estados sao invariantes por permutagdes de
particulas pode ser utilizado direto

SN (o) = [IN/E] S(pr) + (1= 0N mod £.0)S(PN mod &) — S(PN),
pois o estado que minimiza a entropia é

[IN/k]

ON = ® Pk ® PNmodk-
=1
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