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E melhor resolver um problema de cinco maneiras diferentes, do
que resolver cinco problemas de uma unica maneira.

(George Polya, 1945)






RESUMO

Neste trabalho ¢ feito um estudo sobre o uso das teorias de George Polya sobre o ensino de
resolucao de problemas, apresentando o método de resolugao de problemas apresentado no
livto A Arte de Resolver Problemas e aplicando o método no contexto da sala de aula do
ensino fundamental e médio. Sao mostradas aplicagoes em assuntos especificos sugeridos
pelo autor, por meio de exemplos tedricos e praticos. Ao final do trabalho é construido
um material de apoio, no formato de uma apostila, para que professores possam utilizar
em sala de aula e introduzir na pratica os conceitos aqui trabalhados.

Palavras-chave: Resolugao de problemas. Ensino. Matematica. Polya.






ABSTRACT

In this work, a study is made on the use of George Polya’s theories on the teaching of
problem solving, presenting the problem solving method presented in the book How To
Solve It and applying the method in the context of the Elementary and high school.
Applications on specific suggested subjects are shown by the author, through theoretical
and practical examples. At the end of the work, it is built support material, in the form of
a handout, so that teachers can use in the classroom and introduce the concepts discussed
here into practice.

Keywords: Keywords: Problem solving. Teaching. Math. Polya.
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1 INTRODUCAO

“Professor, onde é que eu vou usar isso na minha vida?’ Qual professor nunca
ouviu essa frase durante suas aulas? Junto com as classicas “E pra copiar?” e “Vale nota?”,
formam a santissima trindade da sala de aula. Mas por que serd que essa pergunta é tao
recorrente?

Essas perguntas costumam aparecer devido a dificuldade dos estudantes em con-
seguir relacionar os contetidos vistos em sala com a realidade da sua vida fora do Ambito
escolar.

Este trabalho tem como objetivo apresentar a teoria de Resolu¢ao de Problemas
como uma importante ferramenta para que o professor possa apresentar os conceitos
matematicos a serem estudados como sendo ferramentas para a resolucao de situagoes
presentes no cotidiano, fazendo com que o estudante perceba nele utilidade pratica e
nao apenas mais um contetdo para a prova. Em (BRASIL, 2018) a nova BNCC tem a
resolucao de problemas como ferramenta base para o ensino de matemaética nas escolas,
buscamos neste trabalho apresentar como a resolucao de problemas pode ser utilizada em
sala de forma que a BNCC seja colocada em préatica, nao apenas nas suas habilidades,
mas também nos seus conceitos pedagogicos.

Para relacionar essa teoria com a pratica de sala de aula, apresenta-se os estudos
de George Polya e seu método de resolucao de problemas, tanto na parte teérica quanto
na préatica, por meio de exemplos aplicados a assuntos presentes no curriculo escolar e nas
provas olimpicas, como a OBMEP.

De forma a serem colocados em préatica os conceitos aqui estudados, sera desenvol-
vido um material didatico para que possa ser aplicado em sala como forma de introduzir
aos estudantes do ensino fundamental as estratégias para resolucao de problemas por meio
da teoria de Resolucao de Problemas.

Ao longo do Capitulo 2 sera discutido a fundamentacao do trabalho, com a analise
da BNCC e com a apresentagao dos estudos de Polya, no Capitulo 3 é introduzido o Mé-
todo de Polya para resolucao de problemas, na sequéncia no Capitulo 4 fundamenta-se os
conceitos matematicos utilizados nos capitulos subsequentes por meio de defini¢oes for-
mais, em seguida sao vistas aplicagoes do Método de Polya em alguns contetidos presentes
no contexto do ensino fundamental e médio ao longo do Capitulo 5, e para encerrar, no

Capitulo 6 é explicado como foi desenvolvido a apostila presente em anexo neste trabalho.
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2 O USO DA RESOLUCAO DE PROBLEMAS NO ENSINO DE
MATEMATICA

2.1 RESOLUCAO DE PROBLEMAS E A BNCC

Segundo (BRASIL, 2018, p. 7): "A Base Nacional Comum Curricular (BNCC)
é um documento de carater normativo que define o conjunto organico e progressivo de
aprendizagens essenciais que todos os estudantes devem desenvolver ao longo das etapas
e modalidades da Educagao Bésica, de modo a que tenham assegurados seus direitos de
aprendizagem e desenvolvimento, em conformidade com o que preceitua o Plano Nacional
de Educagao (PNE)."

Apesar de compreender a matemética como uma ciéncia hipotético-dedutiva, a
BNCC deixa clara a importancia de que o estudante consiga identificar oportunidades de
aplicar o que estuda em sala com para resolver situagoes praticas da sua vida.

E neste contexto a BNCC define como ponto norteador do ensino de matematica
o conceito de Letramento Matemético:

Segundo (PISA, 2013), o “letramento matematico é a capacidade individual de
formular, empregar e interpretar a matematica em uma variedade de contextos. Isso
inclui raciocinar matematicamente e utilizar conceitos, procedimentos, fatos e ferramentas
matematicas para descrever, explicar e predizer fendmenos. Isso auxilia os individuos a
reconhecer o papel que a matematica exerce no mundo e para que cidadaos construtivos,
engajados e reflexivos possam fazer julgamentos bem fundamentados e tomar as decisoes
necessarias.”.

O letramento matemaético é o principal responsavel por fazer com que o estudante
compreenda a importancia e a atuagao do conhecimento matemaéatico no mundo real, o que
colabora diretamente para o desenvolvimento do raciocinio logico e critico do estudante.

Dentre os processos matematicos envolvidos na rotina escolar a BNCC destaca
resolucao de problemas, investigacao, desenvolvimento de projetos e a modelagem.

Neste contexto, ¢ de grande importancia compreender a origem e a evolugao da
teoria de Resolugao de Problemas nas escolas ao longo das tltimas décadas, para que se

possa desenvolver melhor o material didatico a ser construido ao final desta pesquisa.

2.2 REFERENCIAS AO ENEM

Além da BNCC é importante também ter uma visao sobre o ENEM, devido a sua

importancia como método de ingresso as universidades brasileiras.
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Segundo as referéncias do chamado Novo ENEM, apresentadas em (ENEM, 2019b):
"EIXOS COGNITIVOS (comuns a todas as areas de conhecimento)
I. Dominar linguagens (DL): dominar a norma culta da Lingua Portuguesa e fazer uso
das linguagens matematica, artistica e cientifica e das linguas espanhola e inglesa.
II. Compreender fenémenos (CF): construir e aplicar conceitos das varias areas do conhe-
cimento para a compreensao de fendmenos naturais, de processos historico-geogréficos, da
producao tecnologica e das manifestacoes artisticas.
III. Enfrentar situagoes-problema (SP): selecionar, organizar, relacionar, interpretar da-
dos e informagcoes representados de diferentes formas, para tomar decisoes e enfrentar
situacoes-problema.
IV. Construir argumentagao (CA): relacionar informagoes, representadas em diferentes
formas, e conhecimentos disponiveis em situacoes concretas, para construir argumentagao
consistente.
V. Elaborar propostas (EP): recorrer aos conhecimentos desenvolvidos na escola para
elaboracao de propostas de intervencao solidéaria na realidade, respeitando os valores hu-
manos e considerando a diversidade sociocultural."

Dessa forma, podemos também estudar a aplicabilidade dos conceitos de resolugao

de problemas para estudantes que irao prestar o ENEM.

2.3 A ORIGEM DA TEORIA DE RESOLUCAO DE PROBLEMAS

Para entender melhor a fungao da Resolugao de Problemas ¢é interessante compre-
ender sua evolugao como teoria educacional, e esta teoria nao surge diretamente com a
premissa de utilizar problemas como ferramenta principal. Para uma melhor compreensao
do tema, é sugerido a leitura de (ONUCHIC et al., 2014).

Ao final do século XIX as principais teorias educacionais eram ancoradas na Teoria
da Disciplina Mental (TDM), criada pelo psicologo alemao Christian Wolff, em 1740.
Segundo (STANIC; KILPATRICK, 1990):

“Essa teoria entende a mente humana como uma detalhada hierarquia, isto €, uma
colegao de faculdades ou capacidades, a saber: percepc¢ao, memoria, intuicao ou razao,
imaginagao e compreensao. Treinando uma faculdade, acreditava-se que ocorria uma
transferéncia geral da mente para todas as outras e, assim, o ensino se ocupava mais
em desenvolver essas do que com os contetidos que seriam ensinados. Como uma teoria
curricular, a Disciplina Mental baseava-se na ideia de que era tarefa da escola ajudar os
estudantes a desenvolver essas faculdades.”

Porém, em 1902 Edward Lee Thorndike e Robert Session Woodworth no artigo
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“A influéncia da melhoria em uma func¢ao mental sobre a eficiéncia de outra funcao” em
(THORNDIKE; WOODWORTH, 1901), apresentaram elementos contraditorios & TDM, o que
fez com que se comegasse a questionar a legitimidade desta teoria.

Os resultados obtidos nesse artigo fizeram com que Thorndike continuasse seus
estudos de forma a desenvolver uma nova teoria que ficou conhecida como Conexionismo.
Os preceitos do Conexionismo foram publicados no livro "The new methods in arithmetic",
(THORNDIKE, 1926) e tinham como base a ideia que nao se deveria ensinar a Aritmética
por ensinar, mas que a Aritmética fosse usada como ferramenta auxiliar da vida. Para isso,
(THORNDIKE, 1926) define quatro pontos que o professor deveria levar em consideragao na
hora de apresentar um problema para o estudante, de forma que o problema nao seja feito
sO por obrigacao e sim que o objetivo de assimilar o conceito envolvido seja alcancado.

Segundo (THORNDIKE, 1926, p. 125)(traducdo do autor), um problema deve, pre-
ferencialmente,

(1) lidar com uma situagao que seja provavel de ocorrer diversas vezes na vida real;

(2) com a forma como deve ser tratado;

(3) deve fazer com que a situagao nao seja muito complicada e nem muito simples
de ser compreendida pelo estudante; e

(4) deve ser construido com o mesmo grau de interesse e motivagdo com que o
estudante va encontrar na sua rotina.

(THORNDIKE, 1926, p. 138-9), elenca os quatro principios que devem ser seguidos
ao se resolver um problema, estes principios tem grande importancia na construcao da
Resolucao de Problemas.

(1) Se vocé tem certeza sobre como resolver o problema, va em frente e o resolva.

(2) Se vocé nao consegue ver como resolver o problema, considere a pergunta,
as informacoes e os usos delas, se questionando: Que pergunta foi feita? O que estou
tentando descobrir? Que informagoes foram dadas? Como posso usé-las? O que devo
fazer com os nimeros e com o que eu sei sobre eles?

(3) Planeje o que voce ira fazer e o motivo, e organize seu trabalho, de forma que
consiga saber quando tiver atingido o seu objetivo.

(4) Verifique a solugao encontrada, para ver se ela faz sentido e se se enquadra no
que diz o problema.

Apesar dos esfor¢os de Thorndike em apresentar o Conexionismo como uma forma
de apresentar a aritmética como uma ferramenta para a vida do estudante, as criticas
sobre o nimero de repeti¢oes foram muito impactantes, pois na pratica, via-se que os
professores apresentavam os problemas com uma solucao ja definida e esperavam que os

estudantes a atingissem. Essa forma de abordagem por conta dos professores acabava por
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ignorar os estagios de aprendizagem do estudante e se concentravam apenas em avaliar se

ele conseguiu chegar até a resposta desejada.
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3 POLYA E A RESOLUCAO DE PROBLEMAS

Ensinar o estudante a resolver problemas é algo muito mais detalhado do que
apenas apresentar o contetido trabalhado e uma pergunta a ser respondida. O processo
de ensino de Resolug@o de Problemas foi descrito por (POLYA, 2006), onde sdo elencados
alguns objetivos a serem levados em consideracao. Para melhor ilustrar este trabalho,

alguns desses objetivos serao dicutidos neste capitulo.

3.1 GEORGE POLYA

George Polya foi um matematico nascido na Hungria no ano de 1887, tendo atuado
como professor no ETH Ziirich, na Suica entre 1914 e 1940. Porém, sua obra se tornou
mais conhecida no periodo em que trabalhou nos Estados Unidos, sendo professor na
Universidade de Stanford entre 1940 e 1953, onde continuou como professor emérito apos
este periodo. Polya morreu em 1985, em Palo Alto, Califérnia.

No inicio da década de 1940, Polya passou a ser reconhecido como o principal autor
da teoria de Resolugao de Problemas, apesar de nao ter sido o criador desta teoria, as obras
escritas por ele tiveram imensa influéncia no processo de aperfeicoamento e disseminacao
da Resolugao de Problemas pelo mundo.

Diferente de outros autores que tinham como foco o estudante e sua capacidade de
aprender a resolver problemas, Polya tinha grande foco no professor, pois na sua visao era
de extrema importancia que o professor fosse um grande resolvedor de problemas para que
pudesse passar esse conhecimento para o estudante. Nesta linha de pensamento, Polya
langou diversos livros direcionados ao aperfeicoamento do professor.

Em 1945 Polya langou o livro “A Arte de Resolver Problemas” (POLYA, 2006),
livro este que é a grande base para o desenvolvimento deste trabalho e que tera aqui um
capitulo inteiro. Este livro foi um divisor de aguas no estudo da Resolugao de Problemas

e até hoje é a grande referéncia quando se trata dessa area.

3.1.1 O método de Polya para resolucao de problemas

Neste livro Polya elaborou um método de resolucao de problemas que deve ser
a base para toda resolugdo de problemas. Segundo (POLYA, 2006), os passos a serem
seguidos sao divididos em quatro etapas: Compreensao do Problema, Elaboracgao

de uma Estratégia, Executando o Plano e Verificagao do Resultado.
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Para ilustrar cada etapa sugerida por Polya, usarei o problema, o qual foi extraido
parcialmente da segunda fase da OBMEP 2021 de nivel 1(6° e 7° anos):

Exemplo: (OBMEP 2021 - N1 - F2) Em uma fila ha 100 pessoas. A primeira e
a terceira posigoes da fila sao ocupadas por homens. A cada cinco posi¢oes consecutivas,
hé trés mulheres e dois homens. Por exemplo, nas posicoes 13, 14, 15, 16 e 17, ha trés
mulheres e dois homens.

a) Quantas mulheres ha na fila?

3.1.1.1 Etapa 1: Compreensao do Problema

A primeira etapa deve ser compreender o problema, ou seja, entender a situacao
descrita pelo enunciado, Uma estratégia interessante é perguntar ao estudante se ele en-
tendeu o enunciado, se ele responder positivamente, peca para que ele lhe explique a
situacao, normalmente ele vai ler a questao para vocé, peca que ele lhe explique como ele
entendeu. Essa experiéncia mostra para o estudante o que efetivamente significa entender
o problema, ser capaz de explicar para outra pessoa sem a necessidade de ler o enunciado.

Ainda dentro da compreensao do problema é importante que o estudante identifique
qual a incognita desse problema, a pergunta Qual € a incignita? deve ser sempre a
norteadora dessa etapa, por mais que pareca algo trivial, a nao compreensao de quem ¢é a
incognita do problema torna inviavel elaborar uma estratégia de resolucao.

Importante perceber que o termo incégnita usado por Polya, nao é necessariamente
o mesmo utilizado em algebra com incognitas e variaveis. Neste contexto, incognita
representa o que deve ser descoberto para que a questao possa ser resolvida. Para algumas
questoes, podem estar presentes mais de uma incognita, quando a resolucao é dividida
em diversas etapas.

Definida a incégnita, definir: quais sao os dados relevantes? Qual a condicionante?
Ela ¢é satisfeita? é suficiente para determinar a incognita? E irrelevante? E redundante?
Ou é contraditoria? Essas perguntas sao respondidas ao se compreender efetivamente o
enunciado.

A escolha de uma boa notagao, assim como o uso de figuras como suporte, sao
também de grande importancia.

No exemplo dado comecamos respondendo a pergunta base Qual € a incognita?
Neste caso a incognita é o niimero de mulheres presentes nessa fila. A condicionante é de
que a cada grupo consecutivo de 5 pessoas tem-se 3 mulheres e 2 homens. Essa informacao
¢ suficiente para determinar a incégnita? Sim.

Os dados importantes sao: a quantidade de pessoas presentes na fila e a condicio-
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nante.
E importante perceber que para o item (a) da questao, o fato de a 1* e a 3* posigoes

serem ocupadas por homens acaba sendo irrelevante.

3.1.1.2 Etapa 2: Elaboracao de uma estratégia

A segunda etapa é a elaboracio de uma estratégia ou plano de resolucdo. E impor-
tante comegar tentando relacionar os dados do enunciado com a(s) incognita(s) definida(s)
na etapa anterior.

Para elaborar uma estratégia é interessante trabalhar com problemas correlatos.
Por isso que a principal maneira de se melhorar na resolugao de problemas é resolvendo
problemas, pois é como se o estudante estivesse construindo uma biblioteca de problemas,
para que quando se deparar com um problema ele possa usar algum ja resolvido como
base e tentar partir da mesma estratégia utilizada no primeiro.

No caso do exemplo uma estratégia seria analisar o comportamento dessa fila em
grupos de 5 em 5 e levar esse comportamento para a fila inteira, ou seja, em 20 grupos.
Essa estratégia é muito utilizada na programacao de computadores, quando vocé tem um
problema muito extenso ou complexo, vocé trabalha com casos reduzidos, ou seja, dada
uma situagao macro vocé resolve numa versao micro e leva as conclusoes obtidas para a
resolucao do problema completo.

Um exemplo de problema correlato seria uma questao sobre dias da semana, como

quantas quartas-feiras tem em um certo ano.

3.1.1.3 Etapa 3: Executando o Plano

A terceira etapa é auto explicativa, é o momento de colocar em préatica a estratégia
definida na etapa anterior. E muito importante validar todos os passos dados.
No exemplo seria o momento em que o estudante usaria o fato de que sao 3 mulheres

por grupo de 5, como sao 20 grupos, entao o total de mulheres na fila é de 60 mulheres.

3.1.1.4 Etapa 4: Verificagao do Resultado

A quarta e dltima etapa é baseada em verificar se a resposta encontrada condiz
com o problema e se é possivel chegar nesta mesma conclusao por outro caminho.
E de extrema importancia que o professor deixe sempre bem claro que resolver um

problema nao é apenas sobre chegar no resultado, mas também sobre tentar encontrar
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o caminho mais eficiente. Entao mesmo que o estudante tenha resolvido corretamente o
problema, ¢ interessante apresentar solugoes otimizadas, ou seja, que requeiram menos
tempo, etapas, conceitos externos e especificidades, que reduzem a possibilidade de reuti-
lizacao dessa estratégia de resolucao, para que dessa forma o estudante busque desenvolver
estratégias cada vez mais praticas e efetivas.

Em relacao a verificar a resposta, muitas vezes o estudante acredita ter resolvido
o problema e nao analisa o valor encontrado, ao analisar a resposta pode identificar erros
na execucao.

No problema da fila, suponha que o estudante chegue na solucao 40. Ao analisar
esta solucao é possivel descobrir imediatamente que ela esté errada, pois a cada 5 pessoas
consecutivas, 3 eram mulheres, ou seja, mais de metade das pessoas. Assim, sabe-se que
o numero total de mulheres deve ser maior que 50. Outro erro que pode ser percebido, é
chegar a um resultado maior que 100. Se o estudante nao faz essa analise, estas respostas
erradas acabam passando despercebidas.

Certa vez ao apresentar aos estudantes um problema em que um cliente pegava
um empréstimo de R$10.000,00 a uma taxa de 14% ao més para ser pago em 5 parcelas
mensais. Ao corrigir as respostas apresentadas pelos estudantes, me deparei com solucoes
que apontavam que o valor final pago foi de centenas de milhares de reais, ou mesmo mi-
lhoes de reais. Estes erros poderiam ter sido evitados se os estudantes tivessem verificado
se um valor final desta magnitude é coerente com a situagao.

Assim sendo, este passo nao garante que a solugao esta correta, mas pode mostrar

que ela esté errada.

3.2 POLYA E O ENSINO DE RESOLUCAO DE PROBLEMAS

Em (POLYA, 2006), Polya elenca diversos pontos importantes para o professor
ter em mente ao ensinar os estudantes a resolver problemas, para este trabalho, foram

selecionados apenas alguns, porém a leitura completa dessa obra é fortemente indicada.

3.2.1 Auxilio ao estudante

Segundo (MEIER; GARCIA, 2011), o ato de aprender estd em uma construgao pro-
pria de ideias, de conceitos, de conhecimentos, ao contrario do que acontece na chamada
Educacao Bancaria, expressao criada por Paulo Freire para definir um modelo de sistema
educacional, onde o estudante recebe as informagoes passivamente. Nesse modelo o pro-

fessor funciona como um transmissor de conhecimentos, enquanto o estudante é apenas
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um receptor.

Em oposic¢ao a esse modelo apresenta-se o construtivismo, onde o professor projeta
suas aulas de forma & incentivar a autonomia do estudante, para que ele possa construir
seus proprios conceitos e teorias. De acordo com (FEUERSTEIN, 1980), essa construgao é
potencializada pela mediagao de aprendizagem. Segundo (MEIER; GARCIA, 2011, p. 71):

“Em sintese, e retornando a Neuropsicologia, o professor nao ‘passa’ informacoes,
nao ‘transmite’ conhecimento, nao ‘ensina’. O que faz, é provocar, incentivar disparar
e possibilitar ao aluno a proépria construgao do conhecimento, a propria aprendizagem.
Esse processo deve construir as bases tedricas da acao consciente do professor mediador.”

Porém, para por em prética a mediacao de aprendizagem nas aulas é necessaria
firmeza por parte do docente, pois a tendéncia é que o estudante ao perceber que nao
consegue avangar na resolugao, solicite que o professor resolva a questao para ele ou que
diga como deve ser feita. Muitas vezes o professor na intencao de ajudar o estudante
acaba mostrando como fazer a questao, ao invés de tentar direcionar o estudante para que
ele consiga por si s6 construir o raciocinio e estratégia necessérios para essa situagao. Para
que esse processo seja sustentével, é imprescindivel ter bem claros todos os elementos de
sua metodologia, caso contrério estudantes e familiares podem confundir com méa vontade
ou desinteresse por parte do professor.

Ao longo da minha carreira me deparei diversas vezes com essa situagao, onde o
estudante ficava incomodado por eu nao dar a resposta, e eu precisava conversar e explicar
para a turma que era importante que eles tentassem chegar nas conclusoes, e que a minha
funcao era de auxiliar nesse processo.

Dessa forma, cabe ao professor dar dicas de forma que o estudante chegue as
conclusoes necessarias, porém sem que ele perceba que foi direcionado, e sim que ele
proprio construiu essa resolucgao.

Para ilustrar o papel de mediador do professor, podemos utilizar o problema das
mulheres na fila visto no capitulo anterior. Os estudantes que nao tem pratica em resolver
problemas tendem a tentar construir o problema por inteiro, ou seja, tentar construir a
fila inteira. E ao perceber que isso seria inviavel ele pede ao professor que o diga como
fazer.

O papel do professor neste momento é induzir o estudante a construir o seu plano
de resolucao, para isto pode utilizar de dicas ou perguntas, por exemplo: O que vocé
quer descobrir? Vocé consegue perceber algum padrao neste problema? FE se fosse uma fila
menor, de 10 pessoas por exemplo, como funcionaria?

Desta forma o estudante pode compreender a estrutura da questao, e definir seu

plano de acao para a questao baseado nas suas proprias deducgoes. O que contribui para
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que em questoes posteriores ele possa utilizar do raciocinio para resolver o problema.

3.2.2 Qual é a incognita? Existe mais de uma?

No capitulo anterior abordamos que a principal pergunta que o professor deve fazer
ao auxiliar o estudante é: Qual é a incdgnita? Por ser muito importante que o estudante
a tenha de forma clara para que possa assim decidir que estratégia utilizar na resolucao.

O objetivo dessa estratégia é fazer com que o estudante tenha o foco na incognita
e crie assim o habito de sempre comecar a resolucao pela definicao da mesma.

Caso perceba que o estudante nao consegue concluir de maneira correta qual a(s)
incognita(s) em questao, o professor pode apresenté-la(s) e verificar com o estudante se

ele entende o motivo desta escolha.

3.2.3 Bom senso

Como jé discutido, uma estratégia muito comum ao professor é a de fazer perguntas
ao estudante, perguntas estas que levem o estudante a concluir as ideias base do problema
e caminhos a serem seguidos ao se elaborar a estratégia de resolucao. Estas perguntas
devem ser organicas, simples e diretas.

As indagacoes devem conduzir o estudante a seguir caminhos que seriam seguidos
naturalmente por quem estivesse realmente interessado em resolver este problema, mesmo
que nao houvesse orientacao do professor. Muitas vezes esse suporte é muito mais para
tranquilizar o estudante do que realmente ensinar algo. A falta de confianga ao resolver
questoes que nao sejam de “Resolva” é comumente vista no contexto da sala de aula,
principalmente nas aulas de matematica

Segundo (POLYA, 2006, p. 3), “Esta com fome? Deseja entao conseguir comida e
pensa em meios conhecidos de obté-la. O seu problema ¢é de Geometria? Deseja entao
tracar um triangulo e pensa em problemas conhecidos de fazé-lo.”. E importante que o es-
tudante perceba que determinados assuntos tem estratégias parecidas, ao se resolver um
problema de geometria costuma-se fazer um desenho para melhor visualizagao, proble-
mas de combinatoéria usa-se listas ou diagramas, problemas de teoria de conjuntos usa-se
diagramas de Fuler-Venn, e assim por diante.

Suponha que seja apresentado o seguinte problema: “Seja um terreno retangular
com 20 metros de comprimento e 15 metros de largura. O dono deste terreno que cerca-lo
com arame, sabendo que sera colocado uma porteira com 4 metros de comprimento. Se o

metro do arame custa R$17,00, quanto custara para cercar este terreno?”
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Para auxiliar o estudante o professor pode fazer pergunta como: O que o problema
quer descobrir? Qual a incignita desta questao? E assim que o estudante tiver bem claro
que a estratégia a ser seguida ¢ descobrir quanto metros de arame sao necessarios para
a cerca, para se multiplicar pelo valor do metro de arame, o professor pode sugerir que
o estudante faca um esboco da situacao por meio de um desenho, pois assim fica mais
facil visualizar detalhes como a subtracao do tamanho do portao do perimetro total do

terreno.

3.2.4 Generalidade

E de grande importancia que as perguntas e orientaces sejam o mais genéricas
possivel para que o estudante possa reutilizd-las no méximo possivel de problemas. Se
as perguntas forem muito especificas s6 poderao ser reutilizadas se o novo problema for
muito parecido.

E claro que dependendo do problema as perguntas mais genéricas acabam nao
sendo suficientes, e neste caso o direcionamento acaba sendo mais especifico. Porém,
caso na lista de problemas tenham questoes correlatas, é interessante discutir isto com
o estudante, para que ele tente concluir que como o problema é muito parecido com o
anterior, entao ele pode usar as mesmas dicas, estratégias e perguntas.

Suponha que um problema peca para encontrar a diagonal de um quadrado, uma
pergunta interessante seria O que € uma diagonal? ou Qual a formula da diagonal de um
quadrado?, se o estudante souber a férmula, isto facilitaria bastante o seu trabalho, caso
contrario é necessario o auxilio do professor na construgao dessa féormula.

Uma abordagem interessante para este exemplo seria solicitar que o estudante
fizesse um desenho como esbogo e fazer perguntas como: Que tipo de figuras se formaram?
FE que parte do tridngulo retdngulo a diagonal representa? Vocé sabe como se calcula a
hipotenusa de um tridngulo retdngulo?

Perceba que essas perguntas tentam ser o mais genéricas possivel, porém devido &
especificidade do problema que trata de Teorema de Pitdgoras, algumas perguntas mais

direcionadas precisaram ser utilizadas.

3.2.5 Pratica e Repeticao

O professor na pratica da Resolucao de Problemas utiliza as dicas e perguntas com
dois objetivos principais: ajudar o estudante a conseguir resolver o problema em questao

e preparar o estudante para que possa resolver sozinho problemas parecidos no futuro.
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Como discutido neste capitulo, as dicas e perguntas devem ser genéricas e utili-
zando do bom senso. Por partirem do senso comum, poderiam ter surgido naturalmente
por parte do proprio estudante, como mencionado na se¢ao 3.3, e por serem genéricas
podem ser utilizadas em diversos problemas. Estas praticas desenvolvem no estudante
hébitos de resolucao que podem ser aplicados para que possam resolver problemas futu-
ros por si so.

Entao ao resolver diversos problemas o estudante pode perceber por si s6 a aplica-
bilidade das perguntas e estratégias vistas em sala. Para se aprender a resolver problemas
deve-se comecar observando como outras pessoas o fazem e tentar repetir os planos de
acao adotados em questoes parecidas.

Quando estudantes me dizem que tem dificuldade em resolver problemas e me per-
guntam se sugiro algo, a minha sugestao é: Resolva problemas! Pois é uma habilidade que
nao se desenvolve passivamente, e sim por meio da repeticao. Usar problemas correlatos
¢ sempre uma boa estratégia, pois o estudante reutiliza a estratégia vista anteriormente e
ao conseguir resolver sozinho acaba desenvolvendo a confianga e o prazer pela resolucao

de problemas.

3.2.6 Retrospectiva

No atual contexto da sala de aula o imediatismo e a falta de paciéncia sao elementos
vistos corriqueiramente, o estudante quer encontrar a solugao do exercicio solicitado da
maneira mais rapida e direta possivel. Mesmo com estudantes que colocam em pratica
todos os elentos discutidos até aqui, a Verificagao do Resultado, quarta etapa do método
de resolugao, visto na se¢ao 3.1.1.4 acaba ficando de lado.

Cabe ao professor mostrar sempre que ao se resolver o problema, é importante que
seja feita uma retomada das etapas utilizadas e de toda a resolucao da questao. Pois
ao rever esses passos € possivel encontrar detalhes que poderiam ter sido executados de
melhor maneira, obtendo-se assim uma solucao otimizada.

Como pratica de sala, enquanto os estudantes resolvem exercicios eu deixo com
que conversem sobre o assunto, pois muitas vezes a visao que eles tem sobre a questao
consegue alcancar melhor os colegas. Simplesmente fico ouvindo as explicagoes e interfiro
apenas se perceber algum erro. E nessas atividades é bem comum que um estudante
pergunte a outro que conseguiu resolver o exercicio, como que ele chegou no resultado e
resposta é "nem sei dizer".

Isto ocorre por esta pressa em terminar logo, sem atentar aos passos que deu.

Entao é interessante que conforme o estudante resolva e pergunte se esta correta, antes
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mesmo de analisar o resultado obtido, solicite que lhe explique como chegou naquele valor.
Isto tem grande valor pedagogico, seja pelos valores de otimizacao da resposta, quanto
para que o professor possa seguir o caminho percorrido pelo estudante e encontrar erros
que ele possa ter cometido, independentemente da solugao estar correta ou nao.

Um exemplo bem simples ¢ se o estudante apresentar a resposta 22 = 4. O valor
de fato esta correto, mas como foi obtido? Dentre as possiveis estratégias, duas podem
ter sido escolhidas: base multiplicada pela base ou multiplicando-se a base pelo expoente.
Entao pedir que o estudante explique como chegou ao 4 pode evitar problemas futuros

relacionados a potenciacao.
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4 CONCEITOS MATEMATICOS

Serao apresentados neste capitulo conceitos matematicos que serao de grande valia
na continuidade desse trabalho, tanto no capitulo a seguir, quanto nas apostilas chamadas
de Caderno do Aluno e Caderno do Professor.

Este capitulo tem como objetivo revisar ou mesmo introduzir alguns conceitos
comumente presentes na resolugao de certos tipos de problemas, de forma a auxiliar o leitor
a uma compreensao mais ampla sobre os exemplos e problemas que serao apresentados

posteriormente.

4.1 CONJUNTOS

A nocao de conjunto é de extrema importancia para a compreensao da matema-
tica atual. Para tratar destas definigdes usaremos alguns conceitos que segundo (IEZZI;
MURAKAMI, 2013), sdo conceitos primitivos, ou seja, nao precisam ser demonstrados e
serao aceitos como verdadeiros. Essas defini¢oes sao: Conjunto, Elemento e Pertinéncia
entre elemento e conjunto.

Para as préximas subsecoes, caso o leitor tenha interesse em aprofundar o estudo em
conjuntos e consultar algumas das demonstragoes, sugiro a leitura do livro Fundamentos
da Matematica Elementar, volume 1, citado nessea bibliografia em (IEZZI; MURAKAMI,
2013).

4.1.1 Conceitos basicos de conjuntos

A definicao de conjunto é fundamental e se assemelha ao conceito na vida real,
ou seja, uma colecao de numeros, simbolos ou objetos denominados elementos, que tem
alguma caracteristica em comum.

Se um conjunto nao tem elementos, ele é chamado de conjunto vazio e denotado
por { } ou 0.

Um conjunto pode ser representado de trés formas distintas: Listagem, Lei de
Formacao e Diagrama de Euler-Venn.

A Listagem é constituida de se escrever uma letra maitscula que nomeara o con-
junto seguido de uma igualdade, os elementos serao descritos entre chaves e separados por
virgulas ou pontos e virgulas.

O Diagrama de Euler-Venn é feito ao se construir uma linha fechada em qualquer
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formato e escrever os elementos do conjunto dentro dessa linha fechada.

A Lei de formacao é um pouco mais complexa, nela devemos novamente colocar

letra maitscula, igualdade e chaves. Porém dentro da chaves serao colocadas duas partes,
a primeira que identifica que tipo de elementos serao pertencentes ao conjunto e a segunda
parte com a condigao que esses possiveis elementos devem satisfazer para pertencerem ao
conjunto.

Ao conjunto de todos os possiveis elementos de um conjunto, damos o nome de

Conjunto Universo, denotado por U.

Definicao 4.1.1 Chamamos de cardinalidade de um conjunto o numero de elementos

pertencentes a esse conjunto. Denotamos a cardinalidade de um conjunto A por |A| ou

#A ou ainda n(A).

Exemplo: Seja o conjunto A = {1;2;5} dizemos que A tem cardinalidade 3, ou
#A=3.

4.1.2 Relacao de Pertinéncia e Inclusao

Para se relacionar um elemento e um conjunto, usamos a Relacao de Pertinéncia.
Para esses casos, usaremos dois simbolos € (pertence) e ¢ (nao pertence).

Seja o conjunto A = {a,b, c,d} podemos dizer que a € A e que e ¢ A.

Sejam dois conjuntos Ae B,seVx € A= x € B, dizemos que A é um subconjunto
de B.

Definicao 4.1.2 Seja o conjunto A, cujo niumero de elementos pode ser denotado por
n(A). O conjunto dos subconjuntos de A denotado por P(A) e a cardinalidade de P(A),
cuja notagao € n(P(A)) pode ser obtida pela relagao

n(P(A)) = 274,

Para se relacionar dois conjuntos, usamos a Relacao de Inclusao. Para esses casos,
usaremos quatro simbolos C (esté contido), D (contém), ¢ (nao esta contido) e 7 (ndo
contém). Estes simbolos serao utilizados para se representar se um conjunto é subconjunto
de outro. A diferenca entre C e D é a ordem da escrita dos conjuntos. Por exemplo, seja
A um subconjunto de B, podemos representar por A C B ou por B D A. O mesmo vale

para as negagoes.

Proposicao 4.1.3 A relacao de inclusao responde a trés propriedades importantes. Sendo

A, B e C conjuntos quaisquer, valem as sequintes propriedades:
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(i) A C A, reflexiva.
(ii) se AC B e BC A, entio A = B, antissimétrica.
(i11) se AC B e BCC, entio A C C, transitiva.

4.1.3 Operagoes

Para estudarmos a Teoria de Conjuntos, usaremos de trés operacoes: Uniao,
Intersecao e Diferencga, veremos também o significado de complementar de um

conjunto.

4.1.3.1 Intersecao

Dados dois conjuntos A e B, dizemos que o elemento x pertence a intersecao entre
Ae Bou ANB se x pertence a A e x pertence a B. Isto pode ser representado na notagao

a seguir:

ANB = {z|xzeAexec B}

Podemos entao concluir que se um elemento pertence a intersecao entre A e B,

entao ele pertence simultaneamente tanto a A quanto a B.

Proposicao 4.1.4 Propriedades da Intersecio: Sendo A, B e C conjuntos quaisquer,
valem as sequintes propriedades:

i) AN A=A (idempotente).

ii) ANU = A (elemento neutro).

iti) AN B = BNA (comutativa).

w) AN(BNC)=(ANB)NC (associativa).

Se dois conjuntos nao tem elementos em comum, ou seja, AN B = (), dizemos que A e B
sao conjuntos disjuntos.
Exemplo: Sejam A = {1, 2, 3}, B = {3, 4, 5} e C = {2, 6, 8}

Podemos afirmar que:

ANB = {3}
ANnC = {2}
BNnC ou seja, B e C sdo conjuntos disjuntos;

= 0,
(AnB)NnC = 0.
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4.1.3.2 Uniao

Dados dois conjuntos A e B, dizemos que o elemento x pertence a uniao entre A
e B ou AU B se x pertence a A ou x pertence a B ou ainda, que x pertence a ambos os

conjuntos. Isto pode ser representado na notagao a seguir:
AUB = {z|xz€ Aouz € B}.

Desta definicao podemos concluir que se t € A U B, entaooux € Aouz € B ou

ainda z € AN B.

Proposicao 4.1.5 Propriedades da Uniao: Sendo A, B e C conjuntos quaisquer, valem
as sequintes propriedades:

i) AUA = A (idempotente).

ii) AUD = A (elemento neutro).

iii) AUB = BUA (comutativa).

iv) AU(BUC) = (AUB)UC (associativa).

Para melhor compreensao da uniao, utilizaremos o exemplo a seguir.
Exemplo: Sejam A = {1, 2, 3}, B = {3, 4, 5} e C = {2, 6, 8}.
Podemos afirmar que:

AUB = {1, 2, 3, 4, 5};

AuC = {1, 2, 3, 6, 8};

BUC = {2, 3, 4, 5, 6, 8}
AUBUC = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 8}.

Definigao 4.1.6 Sejam A e B conjuntos finitos. Em relagao ao nimero de elementos de

AU B, podemos dizer que n(AU B) =n(A) +n(B) —n(ANB).

Exemplo: Sejam A = {1, 2, 3, 4} e B = {3, 4, 5} temos entdo que AU B =
{1, 2, 3, 4, 5} e AN B = {3, 4}. Segundo o namero de elementos n(A) =4, n(B) =
3, n(AN B) =1, pelo resultado anterior que n(AUB) = 4 + 3 —2 = 5, o que condiz

com o numero de elementos de AN B.

4.1.3.3 Diferenca

Dados dois conjuntos A e B, chamamos de diferenca entre A e B o conjunto
formado pelos elementos de A que nao pertencem a B. Isto pode ser representado na

notacao a seguir:
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A—-B = {zx|xecAex¢ B}

Para melhor compreensao utilizaremos o exemplo a seguir.
Exemplo: Sejam A = {1, 2, 3}, B = {3, 4, 5} e C = {2, 6, 8}.
Podemos afirmar que:

A-B = {1, 2,};
A-C = {1, 3}
B—-C = {3, 4, 5};
B—A = {4, 5}.

4.1.3.4 Complementar de um conjunto

Dados dois conjuntos A e B, em que B C A, chamamos o conjunto A — B de
complementar de B em relagdo a A, o conjunto formado pelos elementos de A que nao

pertencem a B. Isto pode ser representado na notagao a seguir:
cB=A-BouB=A-B.

Para melhor compreensao utilizaremos o exemplo a seguir.
Exemplo: Sejam A = {1, 2, 3, 4, 5}, B = {3, 4, 5} e C = {3, 4, 5, 6, 8}.
Podemos afirmar que:
ci={L 2}
cé = {6, 8}.

Proposigao 4.1.7 Propriedades de complementar de um conjunto: Sejam A e B subcon-
guntos de C', sao vdlidas as propriedades a sequir.

i)CANA =0eClUA = C;

i) Cé& = 0ecl = C;

iii) Cc (CA) = A(complementar em relagio a C do complementar de A em relagio a
C);

) CANB = cd ucE;

AuB _ —~A B
v) CEPP = CH NCa.

4.2 DIAGRAMA DE ARVORE

O Diagrama Sequencial ou Diagrama da Arvore é uma estrutura para anélise de

eventos dependentes, como a escolha sequencial de objetos ou de tomadas de decisoes.
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O diagrama da arvore apresenta de maneira visual todas as possiveis combinacoes de
respostas para certo evento.

Segundo (BRASE; BRASE, 2016, p.222):

"O diagrama da arvore d& uma apresentacao visual do total de resultados de um
experimento que consiste de uma série de eventos. De um diagrama da arvore, pode-
mos determinar nao somente o total de possiveis resultados, mas também os resultados
individualmente."

Este tipo de diagrama consiste em partir de uma informagao, comumente conhe-
cida como o tronco da arvore, e listar as possibilidades para a proxima escolha, cada
possibilidade formara um novo ponto de disjung¢ao, estes pontos sao conhecidos por nos,
o "caminho"entre cada né é conhecido como galho da arvore, este processo se repete
até a ultima série de possibilidades, que é conhecida como folhas. Este modelo pode ser

visualizado na Figura 1.

decisdo Dy decisdo Da decisdo Dy

escolha 2
(nas)

escolha L(folhas)
escolhal <
escolha 1 <

P 4 escolha 1

2
escolha 2 <

Inicio escolha 2

(tronco)

escolha 2 escolha 2

escolha 1
< escolha 1 <:

v escolha 1

escolha 2 QA

(galhos)

escolha 2

Figura 1: Modelo basico de uma arvore de possibilidades

A quantidade total de folhas representa a quantidade de possiveis resultados e cada
trajeto partindo do tronco da arvore até uma folha representa um possivel resultado para
o problema, a isso que Brase se refere no texto acima citado.

Este método é bastante 1til para compreensao do comportamento de um problema,
por ser visual. Principalmente em problemas que apresentam condigoes ou regras, como
nao poder repetir uma cor em uma série de escolhas de pegas de roupa ou jogadores de
uma mesma posi¢ao ao se montar um time.

Para uma melhor compreensao resolveremos um exemplo:

Exemplo: Para o ano letivo do curso de Matemaética, foram sugeridos pelos pro-
fessores 2 livros de Geometria, 2 de Aritmética e 3 de Fungdes Reais. Newton decide
adquirir um livro de cada disciplina. De quantas maneiras diferentes, ele pode escolher
os livros a serem comprados?

A questao pergunta de quantas formas Newton pode escolher os livros para adquirir
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no ano letivo, nao pergunta quais sao essas escolhas e nao apresenta restrigao. Iniciamos
pela escolha de um dos dois livros de geometria (Geo 1 e Geo 2), na sequéncia devemos
escolher qual o livro de aritmética (Arit 1, Arit 2) serd adquirido, e por ultimo qual dos
livros de fungoes reais (Fun 1, Fun 2 e Fun 3) dentre as opgoes disponiveis.

Na ordem que definimos, as opcoes de livros de geometria e aritmética seriam os
nos da arvore e as opgoes de livros de fungoes reais seriam as folhas. Porém é importante
lembrar que como a questao pede apenas a quantidade de escolhas possiveis, a ordem que
Newton escolhesse entre as 3 disciplinas nao afetaria o resultado. Vamos ver como fica o

diagrama da arvore na Figura 2.

Geometria Aritmeética Funciies Reais

Funi
Fun 2
Fun 3
Fun 1
Fun 2
Fun 3
Fun 1l
Fun 2
Fun 3
Funl
Fun 2
Fun 3

Arit 1

Geo 1l

Arit 2
MNewton

Arit 1

Geo 2

Arit 2

AN

Figura 2: Possiveis escolhas de livros de Newton

Segundo o diagrama da arvore temos um total de 12 folhas, ou seja, Newton pode
fazer suas escolhas de livros de 12 maneiras distintas.

Uma definicdo mais precisa sobre Diagrama de Arvore é englobada na Teoria de
Grafos. Nao aprofundaremos este estudo pois fugiria da proposta deste trabalho. Porém,

caso o leitor queira consultar compreender mais a fundo indicamos o livro (NETTO, 2012).

4.3 PRINCIPIO FUNDAMENTAL DA CONTAGEM

O Principio Fundamental da Contagem ou Principio Multiplicativo é um método
para céalculo de quantidade de maneiras de escolher entre possiveis opgoes em uma série
de eventos dependentes. Cada escolha é diretamente relacionada a proxima.

Segundo (CARVALHO, 2015, p.3), podemos definir o Principio Fundamental da
Contagem como:

"Se uma decisao D; pode ser tomada de p modos e, qualquer que seja essa escolha,
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a decisao D, pode ser tomada de ¢ modos, entao o niimero de maneiras de se tomarem
consecutivamente as decisoes Dy e Dy é igual a p-q."

Assim, a quantidade de maneiras que n decisoes D1, Ds, ..., D,, dependentes podem
ser tomadas ¢ [}, D;.

O Principio Fundamental da Contagem pode ser representado também pelo Dia-
grama da Arvore, ja apresentado na secdo 4 - 2.

Para melhor compreensao utilizaremos o exemplo a seguir, originalmente presente
em (CARVALHO, 2015, p.6):

Exemplo: O c6édigo Morse usa dois simbolos, ponto e trago, que sao chamados de
letras. Nesse codigo, as palavras tém de 1 a 4 letras. Quantas sao as possiveis palavras
formadas no coédigo Morse?

Como cada palavra é composta por uma, duas, trés ou quatro letras, significa que
na formacao de cada palavra, sao tomadas até quatro decisoes, em que cada uma delas
tem duas escolhas possiveis, ponto ou traco.

Iniciaremos analisando palavras formadas com apenas uma letra, neste caso serao

" e a palavra ‘-’

apenas duas palavras, a palavra °.
Para as palavras formadas por duas letras, utilizaremos do produto das possibi-
lidades de cada letra para definir o total de palavras. Para a primeira letra sao duas
possibilidades, ponto ou traco, para a segunda letra novamente temos as mesmas duas
opgoes, totalizando 2 - 2 = 4 possiveis palavras.
Analogamente podemos concluir que para palavras por trés letras temos 2-2-2 = 8
palavras e para palavras formadas por quatro letras temos 2 -2 -2 -2 = 16 palavras.

Entao o niimero de palavras existentes em co6digo Morse € igual a 2+4+48-+16 = 30

palavras.

4.4 MEDIDAS DE TENDENCIA CENTRAL

Dentro do estudo de estatistica, daremos énfase ao estudo das medidas de tendéncia
central. Segundo (LARSON; FARBER, 2015): “Uma medida de tendéncia central é um valor
que representa uma observagao tipica ou central de um conjunto de dados.”

Dentre essas medidas, as mais comumente utilizadas sao média, moda e mediana.
Assim, nessa secao trataremos sobre estas trés defini¢oes.

Uma definicdo muito importante para o estudo desta secdo é a de frequéncia,
segundo (LARSON; FARBER, 2015, p. 37): “A frequéncia f de uma classe ¢ o nimero
de ocorréncias de dados na classe.” Onde classes sao agrupamentos de elementos em

forma de intervalos em um conjunto de dados. Por exemplo, em um conjunto A =
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{1;1;3;5;8;10; 11}, dizemos que a classe dos nimeros entre 1 e 5 tem frequéncia 4, a
classe dos elementos entre 6 e 10 tem frequéncia 2 e a classe dos elementos entre 11 e
15 tem frequéncia 1. Em determinados problemas os elementos nao sao separados em
classes, e sim analisados individualmente. Por exemplo, em um conjunto B = {1;1;3;5},

dizemos que o elemento 1 tem frequéncia 2 e os elementos 3 e 5 tem frequéncia 1.

4.4.1 Média

Para calcular o valor médio em um conjunto de dados utilizamos o conceito de

Meédia Aritmeética:

Definicao 4.4.1 Seja x uma varidvel quantitativa, chamamos de varidveis quantitativas
aquelas cujos valores sao expressos em niumeros, € xi,Ts, ..., T, 0s valores assumidos por
x. Define-se a média aritmética de v - indicada por T - como a divisao da soma de

todos esses valores pela quantidade de valores n, isto €:

n
E_Zizlxi A wet T,
n n '

Exemplo: Calcule a média aritmética do conjunto dos miltiplos positivos de 3,
menores que 30.
Neste conjunto, a variavel quantitativa ¢ o conjunto dos nimeros divisiveis por 3

entre 1 e 29, ou seja, {3; 6; 9; 12; 15; 18; 21; 24; 27}.

3+6+9+124+15+18+21+24+27 135

Temos entao, T = 5 o = 15. Ou ainda,

S 3. 135

= 15.
9 9
(IEZZ1; HAZZAN; DEGENSZAJN, 2013) apresenta ainda duas propriedades de mé-

T =

dia aritmética, para as demonstracoes dessas propriedades utilizaremos um conjunto X
onde seus elementos sdo nameros, definido pelos elementos z; em que (i = 1,2,...,n) e

denotaremos a média aritmética desse conjunto como 7.

Proposicao 4.4.2 Se a cada x; (i = 1,2,...,n) adicionarmos uma constante real c, a

média aritmética fica adicionada de ¢ unidades.

Demonstragao: Para demonstrar esta propriedade, somaremos uma constante ¢ a cada
elemento do conjunto X, chamaremos o conjunto formado pelos novos valores de X', onde
X' ={z1+c,x9+¢,...;x, + c}.

Segundo a definicao de média aritmética, para calcular z/, em relagao ao conjunto

X', temos
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?:Zﬂ (@i +¢) _ (x14+¢)+ (e +¢)+ ... + (zp+0) _

n n-c _
=Y Tin+t —— =T+c
- n

Proposicao 4.4.3 Se multiplicarmos cada z; (i = 1,2, ...,n) por uma constante real ¢, a

média aritmética fica multiplicada por c.

Demonstracao: A demonstracao da proposicao 2 é anédloga a da proposicao 1, multi-
plicaremos cada elemento do conjunto X por uma constante ¢, chamaremos o conjunto
formado pelos novos valores de X’ em que X' = {c-x1,c- x9,...,c- x,}.

Pela defini¢cao de média aritmética, para calcular 2/, em relacao ao conjunto X',

temos
= Yo (e- ) C(erx)F(cra) o F(cran) (@ taat o da,)
n n n
c-—zi:lxi =c-T.
n

Quando os elementos de um conjunto estao agrupados pela frequéncia, utilizamos
uma versao da média aritmética, chamada de média aritmética ponderada, este mé-
todo simplifica o céalculo da média aritmética quando os valores se repetem. Para definir
a média aritmética ponderada é importante apresentar o conceito de frequéncia absoluta,
que representa a quantidade de vezes que um valor da variavel se repete no conjunto de
dados.

Segundo (IEZZI; HAZZAN; DEGENSZAJN, 2013):

Definicao 4.4.4 Seja x uma varidvel quantitativa que assume k valores reais x1, Ta, ..., Ty
com frequéncias absolutas respectivamente iguais a ny,na, ...,n,. A média aritmética
ponderada de x - indicada por T - € definida como a divisao da soma de todos os produtos
zi-n; (1=1,2,...,k) pela soma das frequéncias, isto é:

k
Zizlmi'nz‘ _T1My TNy A T Ty
Zleni ny+ng + ... +ng ’

T =

Exemplo: Em um colégio, para ser considerado aprovado em um bimestre o
estudante precisa atingir média bimestral igual ou superior a 7,0. Um estudante que
obteve no bimestre 6,0 na prova (peso 3), 7,5 na pesquisa (peso 2), 9,0 no debate (peso
1) e 6,0 no trabalho em equipe (peso 2), sera considerado aprovado nesse bimestre?

Chamamos de peso a quantidade de vezes que o elemento esta presente no conjunto
de notas do aluno, ou seja, o peso ¢é igual a frequéncia com que o elemento aparece no
conjunto de dados. Assim sendo, essa questao trata de média aritmética ponderada,

segundo as defini¢oes:
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E_6,0~3+7,5~2+9,0~1+6,0~2_%_675
N 34+2+1+2 8 T

Assim, esse estudante terd média bimestral igual a 6,75, logo o estudante nao sera

aprovado nesse bimestre.

4.4.2 Mediana

A segunda medida de tendéncia central é a mediana(M,), que é definida pelo termo
central de um conjunto de dados ordenados, assim como a média, a mediana pode ou
nao pertencer ao conjunto. Chamamos de termo central (LARSON; FARBER, 2015) define

a mediana da seguinte maneira:

Definicao 4.4.5 A mediana de um conjunto de dados € o elemento que estd no meio dos
dados quando o conjunto estd ordenado. A mediana indica o centro de um conjunto de
dados ordenado, dividindo-o em duas partes com quantidades iguais de valores. Quando
o conjunto de dados tem um niumero impar de observagoes, a mediana € o elemento do
meio. Se o conjunto de dados tem um niumero par de observacoes, a mediana € a média

dos dois elementos que ocupam as posi¢oes centrais.

Desta forma, a primeira coisa a se fazer ao se procurar a mediana de um conjunto
de dados é ordenar os seus elementos, de forma crescente ou decrescente para nimeros,
alfabética ou alfabética-invertida para palavras, e assim por diante.

Caso o conjunto tenha um nimero impar de elementos, basta dividir o niimero
de elementos por 2 e arredondar para cima, o resultado sera posicao do elemento que
representa a mediana. Porém se o nimero de elementos for par, nao havera um termo
central, entao ao se dividir o nimero de elementos por 2, deve-se tomar o resultado da
divisao e seu sucessor como os termos a serem utilizados para o calculo da mediana, esse
calculo consiste em uma meédia aritmética entre os dois termos.

Exemplo: Calcule a mediana do conjunto de dados A = {1;3;5;2;3;5;4}.

A primeira coisa a se fazer é ordenar o conjunto A, utilizaremos a ordem crescente
para esse processo. Assim, usaremos A = {1; 2; 3; 3; 4; 5; 5}.

O conjunto A tem 7 elementos, ou seja, uma quantidade impar de termos. Para
encontrar a mediana fazemos ; = 3,5, arredondando para cima obtemos o valor 4, assim
a mediana sera o 4° termo desse conjunto, ou seja, a mediana de A ¢ igual a 3, ou M, = 3.

Exemplo: Calcule a mediana do conjunto B = {7;6; 5;4; 3; 2}.

O conjunto ja se encontra ordenado, de maneira descrescente. Assim, nao ha
necessidade de reorganizagao.

O conjunto B tem um total de 6 elementos, ou seja, uma quantidade par. Neste



48

caso a mediana sera a média aritmética entre os dois "termos centrais". Fazemos 3= 3,
logo utilizaremos o 3° termo, o nimero 5 e seu sucessor, o 4° termo, ntimero 4.
. 54+4 9
EntaoaMe: T = 5 :4,5

4.4.3 Moda

A moda de um conjunto de dados corresponde ao elemento de maior frequéncia,
ou seja, que mais aparece nesse conjunto. t Segundo (LARSON; FARBER, 2015):

"A moda de um conjunto de dados é o valor que ocorre com a maior frequéncia.
Um conjunto de dados pode ter uma moda, mais de uma moda, ou nao ter moda. Quando
nenhum valor se repete, o conjunto de dados nao tem moda. Quando dois valores ocorrem
com a mesma maior frequéncia, cada um é uma moda e o conjunto é chamado de bimodal."

Podemos acrescentar a definicao os casos em que mais de dois elementos tem a
maior frequéncia, neste caso chamamos o conjunto de dados de multimodal.

Uma defini¢ao mais formal pode ser encontrada em (IEZZI; HAZZAN; DEGENSZAJN,
2013, p. 121):

Definicao 4.4.6 Seja x uma varidvel quantitativa que assume os wvalores xy, X, ..., Ty
com frequéncias absolutas iguais a ny,no,...,ny, respectivamente. Se o mdrimo entre
N1, Mo, ..., i, € tgual anj,j € {1,2, ..., k}, dizemos que a moda - indicada por M, - € igual

ao valor x;.

Segundo as defini¢coes acima apresentadas, a moda, caso exista, serd sempre um
elemento pertencente ao conjunto de dados. Para definir esse elemento nao é necessario
nenhum tipo de célculo além da frequéncia. E importante entender que a moda néo
necessariamente trata sobre um ntmero, ela pode ser qualquer tipo de elemento presente
em um conjunto, como por exemplo em um grupo de pessoas, podemos analisar o conjunto
que indica o bairro onde cada pessoa mora. A moda desse conjunto sera o bairro em que
o maior nimero de pessoas do grupo residir.

Para melhor ilustrar a defini¢ao, resolveremos o exemplo a seguir:

Exemplo: Em uma pesquisa, 1319 adultos com idade entre 18 e 40 anos foram
perguntados por que fazem compras online. Dentre as respostas, 215 responderam “para
evitar aglomeragoes”, 513 responderam “melhores precos e mais promogoes”, 206 responde-
ram “mais variedade”, 303 responderam “praticidade” e 82 responderam “seguranca perante
as leis do consumidor”. Dentre as respostas apresentadas, qual foi a resposta modal?

Os valores apresentados, representam a quantidade de pessoas que respondeu cada

uma das opcoes, dessa forma, representa a frequéncia de cada resposta. Entao a resposta
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que teve a maior frequéncia foi "melhores pregos e mais promocgoes"com 513 citacoes,

sendo assim a resposta modal deste problema.

4.5 MULTIPLOS E DIVISORES

Para a compreensao do conceito de miltiplos e divisores de um ntmero inteiro
estudaremos os conceitos de multiplicacao, de divisao e de divisibilidade no conjunto dos

inteiros Z = {...,—3,-2,-1,0,1,2,3,...}.

4.5.1 Multiplicacao nos inteiros

No conjunto Z, a operagao de multiplicacao atende as seguintes propriedades:

Propriedade 4.5.1 A multiplicacao é bem definida:

Para todos a, b, ¢, d€ Z, sea=bec=d, entaioa-c=>b-d.

Propriedade 4.5.2 A multiplicagao € comutativa:

Para todos a, b € 7, temos que a-b=1>-a.

Propriedade 4.5.3 A multiplicagcio é associativa:

Para todos a, b, ¢ € Z, temos que (a-b)-c=a-(b-c).

Propriedade 4.5.4 A multiplicacao tem um elemento neutro:

Para todo a € Z, temos quea-1=1-a = a.

Propriedade 4.5.5 A multiplicacao € distributiva com relacao a adicao:

Para todos a, b, ¢ € Z, temos que a- (b+c) =a-b+a-c.

A seguir apresentamos outras proposi¢oes importantes que tratam sobre a multiplicagao

pelo 0 e em relacao a igualdade.
Proposicao 4.5.6 Para todo a € Z,
a-0=0-a=0.

Para demonstrar essa proposicao precisaremos de trés propriedades da adicao:

(i) Para todo a € Z, existe b = —a, tal que, a+b = 0. Em que b é chamado de oposto de
a.

(
(

ii) Para todos a,b,c € Z, temos que (a +b) +c=a+ (b+c).

iii) Para todo a € Z, temos que a + 0 =0+ a = a.
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Demonstracao: Dado a - 0, pela propriedade distributiva da multiplicagao com relagao
a adicao, temos que

a-0=a-(04+0)=a-0+a-0.
Iniciamos somando —(a - 0) em ambos os membros da igualdade, em que —(a - 0) é igual
ao oposto de a - 0, como definido em (i)

—(a-0)+a-0=—(a-0)+(a-04+a-0) (%)

Usando das propriedades (i), (ii) e (iii) e substituindo (*)
De (i) —(a-0)4+a-0=0entao 0 =—(a-0)+ (a- 0+ a-0)
de (i) 0=(—(a-0)+a-0)+a-0
de (iii)) 0=0+a-0=a-0.

Proposicao 4.5.7 Sequndo a lei do cancelamento da multiplicagao:
Para todos a,b € 7Z e ¢ € Z* (nimeros inteiros nao-nulos), temos que a - ¢ =

b-c <= a=0.

Demonstragao: — Sejam a,b € Z e ¢ € Z* tais que a - ¢ = b - ¢, temos que
a-c+[=(b-c)=b-c+[-(b-¢)]=a-c—b-c=0=c-(a—b)=0
Como por hipétese c # 0, entaoa —b=0=a—-b+b=0+b=a=0b.

< A implicacdo a = b — a - ¢ = b - ¢ decorre imediatamente do fato de a multipli-

cagao ser bem definida, apresentado na propriedade 4.5.1.

4.5.2 Divisibilidade nos inteiros

Para definir a divisibilidade entre ntimeros inteiros, usaremos (HEFEZ, 2016, p.40):
"Dados dois ntiimeros inteiros a e b, diremos que a divide b, escrevendo a|b, quando existir
c € 7Z tal que b = ca. Nesse caso, diremos também que a é um divisor ou um fator de b
ou, ainda, que b é um mailtiplo de a ou que b € divisivel por a."

A notagao | ndo representa nenhuma operagao no conjunto dos inteiros, apenas
um simbolo para representar que existe um valor ¢ € Z tal que b = a - ¢. Caso desejemos
dizer que a nao divide b ou que b nao é divisivel por a, usamos a notagao a { b.

Para melhor compreensao da divisibilidade nos nimeros inteiros, é importante

conhecer algumas propriedades, segundo (HEFEZ, 2016, p. 40):

Proposicao 4.5.8 "Sejam a, b, ¢ € Z. Tem-se que
i) 1|a, ala e alO.

ii) Ola <= a = 0.
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ii1) a divide b se, e somente se, |a| divide |b|.

i) se alb e blc, entao alc.”

Uma ferramenta de grande importancia no estudo da divisibilidade é a Divisao
Fuclidiana, vale lembrar que Euclides tratava apenas com nimeros naturais, a divisao

Fuclidiana pode ser enunciada como:

Teorema 4.5.9 Sejam a e b dois numeros naturais com b # 0. Ezxistem dois unicos

numeros naturais q e r tais que

a=b-q+r, comr <b.

Caso o leitor tenha interesse na demonstracao da Divisao Fuclidiana, sugiro a

leitura de (HEFEZ, 2016, p. 46).

4.6 POLIGONOS

Na resolugao de problemas é muito comum nos depararmos com questoes de Ge-
ometria Plana, em geral sao questoes envolvendo poligonos regulares. Desta forma é
importante ser apresentado o funcionamento do calculo destas operacoes neste trabalho.

Para definir um poligono, utilizaremos a defini¢ao presente em (DOLCE; POMPEO,
1993):

Definigao 4.6.1 Dada uma sequéncia de pontos de um plano (Ay, As, ..., A,) com n >
3, todos distintos, em que trés pontos consecutivos nao sao colineares, considerando-se

consecutivos A,_1,A, e Ay, assim como A,, A1 e Ay, chama-se poligono a reunido dos

segmentos A1 Ag, AsAs, ..., Ap 1A, A Ay, Esses segmentos nao devem se cruzar.

Uma defini¢ao mais basica para poligonos é: "Chamamos de poligono uma linha

poligonal fechada e simples (sem cruzamentos)".

Definicao 4.6.2 Os pontos que definem um poligono sao chamados de vértices do poli-

gono.

No ambito da escola costuma-se definir um poligono como uma linha poligonal
fechada e simples, ou seja, uma linha sem pontas soltas, sem curvas e sem cruzamentos

entre os segmentos.
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4.6.1 Diagonais

Em questoes que tratam sobre diagonais de um poligono, trata-se principalmente

sobre a quantidade delas.

Definicao 4.6.3 Chamamos de diagonal o segmento que une dois vértices nao consecu-

tivos de um poligono.

Proposicao 4.6.4 O numero de diagonais de um poligono com n lados, pode ser deter-

minado por

Esta formula pode ser justificada, afinal cada vértice A, forma uma diagonal com
todos os n vértices do poligono, exceto com ele mesmo e com seus consecutivos, ou vizi-
nhos, A, 1 e A,1. Assim cada um dos n vértices ird gerar n — 3 diagonais, logo serao

geradas n - (n — 3) diagonais. Porém vale lembrar que cada diagonal esta sendo contada

duas vezes, afinal A1A3 = A3A;. Afim de resolver esse problema da dupla contagem,

basta dividir por 2 as n - (n — 3) diagonais.

4.6.2 Angulos

O estudo de angulo nos poligonos é bastante amplo, porém daremos énfase ao
calculo da soma dos angulos internos de um poligono, devido a sua relevancia para os
estudos contidos neste trabalho.

Partimos do conceito de que a soma dos angulos internos de um triangulo ¢ igual

a 180° para construir essa definicao.

Propriedade 4.6.5 A soma dos dngulos internos de um poligono com n lados € igual a
S;=(n—2)-180".

Para compreender a origem dessa féormula usaremos como base a figura 3.

Neste exemplo, o hexagono foi dividido em 4 triangulos, em que cada triangulo tem
a soma dos seus angulos internos valendo 180°, desta forma, a soma dos angulos internos
deste hexdgono pode ser calculado multiplicando-se 4 - 180° = 720°.

O triangulo é o poligono com menor nimero de lados, 3, e de cada um de seus
vértices, nao parte diagonal alguma, a partir disso, a cada novo lado incluido no poligono,

cada vértice gera uma nova diagonal e por consequéncia um novo triangulo. Como o
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Figura 3: Divisao de um hexagono em triangulos para calculo da soma dos angulos inter-
nos.

numero de diagonais partindo de cada vértice é igual a n—3, assim o ntimero de triangulos
gerados a partir de cada vértice de um poligono de n lados, ¢ igual a n — 2, entao a soma

dos angulos internos de um poligono é igual a (n — 2) - 180°.

4.6.3 Perimetro

Definicao 4.6.6 Chamamos de perimetro de um poligono, a soma dos comprimentos de

todos os seus lados.

4.6.4 Area de Poligonos

O termo area pode utilizado em dois sentidos: como a regiao interna de um poligono
e como a medida dessa regiao. Dentre os problemas que envolvem calculo de area de

poligonos, trataremos de alguns casos em especifico.

4.6.4.1 Retangulos

Proposigao 4.6.7 Seja um retingulo de largura l e de comprimento c. A drea de um re-
tangulo pode ser calculada multiplicando-se as medidas de sua largura e seu comprimento,

ou seja,
Aret =[-c.

Deste calculo, podemos determinar também a érea de um paralelogramo qualquer,
afinal se segmentarmos o paralelogramo podemos construir um retangulo, como mostrado
na figura 4.

Exemplo: Seja o paralelogramo ABCD, cuja base mede 10 e a altura mede 8.

Calcule a area do paralelogramo ABCD.
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Figura 4: Conversao de um paralelogramo qualquer em um retangulo

Inicialmente devemos tracar uma perpendicular ao lado C'D, passando pelo ponto
A, ao intersecao entre essa reta e o segmento C'D daremos o nome de E, na sequéncia
devemos tracar a reta suporte que contém o segmento C'D, em seguida tragar uma per-
pendicular a essa reta suporte, passando pelo vértice B, ao ponto de encontro entre as

duas retas tracadas daremos o nome de F'.

A B A
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10

-
o

Figura 5: Calculo de area do paralelogramo ABCD.

Pela definigao de éarea de retangulo, temos que a area do paralelogramo ABC'D é
igual a area do retangulo ABEF. Desta forma Aspcp = Aaper =b-h=10-8 =80. A

construcao pode ser vista na figura 5.

Proposicao 4.6.8 A drea de um paralelogramo de base b e altura h, podeser calculada

por meio de

Apar = b-h.

4.6.4.2 Triangulos

A dedugao da férmula para o calculo da area de um tridngulo é andloga a usada no
paralelogramo, neste caso podemos duplicar o triangulo, para formar um peralelogramo.
Essa deducao fica ilustrada na figura 6.

Como a area de um paralelogramo é obtida multiplicando-se a base pela altura, e
neste caso o paralelogramo é formado por dois triangulos, temos que a area do tridngulo

¢ a metade da area do paralelogramo.
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Figura 6: Duplicacao de um triangulo para formacao de um paralelogramo

Proposigao 4.6.9 A drea de um triangulo de base b e altura h, pode ser calculada como
b-h

Atri = 9

4.6.4.3 Poligonos Regulares

O terceiro caso a ser abordado ¢ o dos Poligonos Regulares, apesar de uma infi-
nidade de poligonos existentes, ao tratarmos com os regulares poderemos utilizar de um
mesmo padrao para todos. Este padrao passa pela particao do poligono em triangulos
congruentes.

Para a deducao desta formula precisaremos de algumas defini¢oes prévias.

Definicao 4.6.10 Chamamos de inscrito a um poligono, o circulo que intersecta o poli-

gono nos pontos médios dos seus lados.

Definicao 4.6.11 Chamamos de circunscrito a um poligono, o circulo que passa por todos

0s vértices do poligono.

Definicao 4.6.12 Chamamos de apotema de um poligono o segmento que parte do centro

do circulo circunscrito ao poligono até o ponto médio dos lados desse poligono.

Apresentadas as defini¢oes necessarias podemos perceber na figura 7 que todo po-
ligono regular pode ser dividido em tridngulos isésceles e congruentes entre si. Triangulos
esses formados pelo raio do circulo circunscrito ao poligono e os lados do mesmo. Desta
forma a base desses triangulos é o proprio lado do poligono, enquanto a altura do tridngulo
¢ definida pelo apétema do poligono.

O nidmero de triangulos é igual ao niimero de lados do poligono, assim sendo, a
area do poligono pode ser calculada multiplicando-se a area de um triangulo pelo nimero
de triangulos, ou seja, de lados do poligono.

Desta forma podemos dizer que a area de um poligono regular de n lados, que
medem [, p?de ser calculado como A,,; = n-Aa. Para calcular a area do tridangulo temos

- a

que Ay = R em que a ¢ o apétema do poligono.
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Figura 7: Particao de um poligono regular em triangulos congruentes

Sejam p o semiperimetro e 2p o perimetro desse poligono, temos que Ay, =
n-l-a 2p-a
2 2

Proposicao 4.6.13 Seja um poligono de n lados de mesma medida, de apdtema a e de

semiperimetro p, temos que

Apoli =p-a.

4.7 ANALISE DE PADROES

Ao longo dos séculos XX e XX d.C, houve uma explosao de produgao de conhe-
cimento mateméatico no mundo. Segundo (DEVLIN, 1994, p. 3):

"A explosao da atividade matemdtica que ocorreu no século atual foi dramdtica. No ano
de 1900, todo o conhecimento matemdtico do mundo caberia em cerca de oitenta livros.
Hoje seriam necessdrios talvez 100.000 volumes para conter toda a matemdtica

conhecida."

Nesse periodo, houve grande fragmentacao das areas da matemaética em subareas
e também a criacao de novos campos. Essa variedade gera uma nova visao sobre o estudo
de matematica, em que se da énfase nao apenas no que se estuda, mas também em como
se estuda, ou seja, que tipo de metodologia é utilizada. Entao dessa importancia dada
as ferramentas utilizadas, pode-se dizer que atualmente a matemaética é a ciéncia dos

padroes. Como (DEVLIN, 1994, p. 3) define com precisao:

"O que o matemdtico faz € examinar ‘padroes’ abstratos — padroes numéricos, padroes de
forma, padroes de movimento, padroes de comportamento e assim por diante. Fsses
padroes podem ser reais ou 1magindrios, visuais ou mentais, estdticos ou dindmicos,

qualitativos ou quantitativos, puramente utilitdrios ou de pouco mais de interesse
recreativo. FEles podem surgir do mundo ao nosso redor, das profundezas do espaco e do

tempo, ou do funcionamento interno da mente humana.”
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Dentre esses padroes, é importante para esse trabalho uma compreensao dos pa-
droes de contagem, de formatos e de simetria. Caso o leitor tenha interesse em aprofundar
os estudos nesta area de padroes, é indicado uma leitura do livro (DEVLIN, 1994).

Padroes de contagem: Falar em padroes de contagem remete diretamente a
estrutura dos niimeros, iniciando com a proépria ideia de niimeros presente no mundo real,
associar objetos a quantidades, por exemplo, ao ver que um animal tem filhotes e associar
um filhote a quantidade 1, outro & quantidade 2, outra a quantidade 3 e assim por diante,
representa um padrao, a contagem.

Mas existem diversos outros padroes que podemos observar em um nimero. Sao
exemplos: Ser um nimero primo ou composto, ser par ou impar, ser um quadrado perfeito,
ser multiplo ou divisor de outro niimero e assim por diante. Para uma melhor compreensao
desses padroes referentes & nimeros, vale o estudo da chamada Teoria de Ntimeros.

Padroes de Formatos e Simetria: Objetos no mundo real tem suas formas
proprias, e por conhecermos essas formas, ao pensar em alguma fruta por exemplo, ja
imaginamos o formato dela, por exemplo, ao pensar em uma banana, ¢ comum imaginar
algo amarelo e em formato de uma lua minguante. Porém, por conhecermos conceitos
abstratos de formas geométricas, é que associamos os objetos a elementos da geometria,
como por exemplo a banana pode ser descrita como uma fruta amarela, em formato de
um cilindro curvo.

Da mesma forma que fazemos essa associacao no mundo real, ao vermos uma fi-
gura, nosso cérebro busca associar os elementos ali vistos a definigoes geométricas. Por
exemplo, ao ver um trapézio, podemos associar a triangulos e um retangulo. Esses padroes
podem ser usados tanto para fazer decomposi¢oes em elementos familiares com proprie-
dades conhecidas, quanto para se avaliar simetrias, como por exemplo, perceber que um
poligono é regular, ou que um tridngulo é isosceles, ou que os angulos de certa figura sao
congruentes. Todos esses exemplos sao comumente usados ao se resolver problemas que

envolvem geometria plana, que sao focos desse trabalho.
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5 APLICACAO

Anteriormente listamos as etapas a serem seguidas ao se resolver um problema,
seja ele matematico ou nao. Como este trabalho tem como foco o ensino da resolucao de
problemas no contexto da sala de aula, mostraremos estas teorias em pratica utilizando

os conceitos mateméticos apresentados no capitulo anterior.

5.1 CONTAGEM

Trataremos como problemas de contagem, principalmente os que tratam do Prin-
cipio Fundamental da Contagem (PFC). Estas questoes costumam tratar de combinagoes
de escolhas entre objetos ou pessoas.

Questoes de contagem precisam de um bom raciocinio para a definicao da estraté-
gia pois, apesar de as resolugoes utilizarem basicamente de multiplicacao, é de extrema
importancia que o estudante consiga compreender nao s6 o que o problema quer que
aconteca, mas também o que nao pode acontecer. Seja no ensino fundamental ou médio,
saber identificar as restri¢oes que o enunciado apresenta ¢ uma das principais dificuldades
enfrentadas pelos estudantes ao resolver problemas de Analise Combinatoria.

Uma ferramenta interessante para se apresentar aos estudantes é a construcao de
arvores de possibilidades. Esta estratégia por ser muito visual facilita a compreensao da
questao, pois ao se seguir uma ramificacao da arvore o estudante consegue encontrar uma
possivel solugao e assim compreender melhor o comportamento das demais solugoes.

Para demonstrar como aplicar o método de Polya na resolucao de problemas de
contagem, usaremos uma questao presente na apostila (CARVALHO, 2015).

Exemplo: Um restaurante possui um cardapio que apresenta escolhas de pratos:
saladas (salada verde, salada russa ou salpicao), sopas (caldo verde, canja ou de legumes)
e pratos principais (bife com fritas, peixe com puré, frango com legumes ou lasanha).

(a) De quantos modos se pode escolher um prato deste cardapio?
(b) De quantos modos se pode escolher uma refeigdo completa, formada por uma salada,
uma sopa e um prato principal?

Compreensao do problema: A questao retrata uma situacao em que uma pessoa
que va a esse restaurante e se depare com diversas opcoes de pratos possa saber de quantas
formas diferentes ele pode montar sua refei¢do. No item (a) a refeigdo sera formada por
apenas um prato, enquanto no item (b) sera formado por 3 pratos.

A incognita desse problema é a quantidade de maneiras possiveis para se montar
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uma refeicao neste restaurante. As condig¢oes a serem seguidas s@o de que no item (b), a
refeicao formada por 3 pratos, tenha exatamente 1 de cada "tipo", ou seja, uma salada,
uma sopa e um prato principal.

Em relagdo ao item (b) o estudante pode esbogar uma arvore de possibilidades
para melhor compreender a situagao em questao.

Estabelecendo um plano: Primeiramente, busca-se encontrar um problema cor-
relato, pois sera de grande ajuda no estabelecimento da estratégia de resolucao. Para esta
questao um problema parecido que normalmente é apresentado em sala, é o que uma cri-
anca tem certa quantidade de calcados, de calcas e de camisetas, e pede-se que se descubra
de quantas maneiras diferentes essa crianga pode se vestir para ir a algum local. Este é
um 6timo exemplo para se apresentar contagem aos estudantes, pois tem conexao direta
com a realidade deles.

No item (a) a pessoa que fosse ao restaurante deveria escolher apenas um prato,
independentemente de ser uma salada, uma sopa ou um prato principal, desta forma
precisa-se descobrir apenas quantos pratos estao disponiveis no cardéapio, isto sera feito
somando as opgoes de cada tipo de prato, ou seja, o principio aditivo.

No item (b) o problema se aproxima mais da situagao das vestimentas, pois para
se formar uma refeicao completa é preciso escolher um prato de cada tipo. Assim, como
a crianca deveria escolher um calgado, uma cal¢ga e uma camiseta, assim o estudante ao
lembrar que para calcular a quantidade de op¢oes de vestimentas ele havia multiplicado
a quantidade de calgados pela quantidade de calcas, com este produto sendo multiplicado
pela quantidade de camisetas, ou seja, utilizado do principio multiplicativo e assim tentar
aplicar a mesma estratégia nesta questao.

Execucao do plano: Tendo definido a estratégia, deve-se colocar em pratica para
definir a sua viabilidade nesta questao. Comecando pelo item (a):

No cardapio constam 3 opgoes de saladas, 3 opgoes de sopas e 4 opgoes de saladas,
basta entao efetuar a soma 3 + 3 + 4 = 10 pratos disponiveis. Assim uma pessoa que
decida escolher apenas um prato, independentemente do tipo, podera escolher
de 10 modos.

Ja no item (b) o célculo sera diferente pois nao basta escolher 3 pratos para se
formar a refeicao completa, entao o para cada escolha de saladas tem-se 3 opcgoes de
sopas disponiveis, formando 3-3 = 9 combinacoes, e para cada uma dessas 9 combinacoes
tem-se 4 opgoes de prato principal. Desta forma basta multiplicar 9 -4 = 36 combinagoes
de pratos. Desta forma uma pessoa que queira montar uma refeicao completa,
formada por uma salada, uma sopa e um prato principal podera o fazer de 36

modos distintos.
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Retrospectiva: Neste momento cabe ao estudante analisar inicialmente a coerén-
cia da resposta, faz sentido dizer que no item (a) pode-se escolher de 10 modos, enquanto
no item (b) serdo 36 modos? Neste caso nao ha nenhum tipo de impeditivo que demonstre
incoeréncia nas respostas. E importante lembrar que este passo nao tem como objetivo
descobrir se a solugao esta efetivamente correta, mas sim buscar algo que indique incon-
sisténcia com o enunciado, dizer que a pessoa tivesse um nimero muito alto de modos
seria uma incoeréncia devido ao baixo nimero de opcoes de pratos.

Ao finalizar esta analise, é interessante o estudante buscar se questionar se poderia
ter resolvido esta questao de forma mais simples ou eficaz. Nesta situacao as outras
duas formas mais tradicionais seriam: 1) resolver por meio da construc¢ao das arvores de
possibilidades, o que demandaria bastante tempo e espaco, espaco fisico mesmo, pois uma
arvore de possibilidades tende a tomar bastante espago pelas aberturas nas ramificagoes,
2) listar todas as possiveis combinagoes, esta alternativa que muitas vezes é a principal
escolha de estudantes que nao estao familiarizados com a resolugao de problemas, além
de demandar muito tempo na sua escrita nao apresenta seguranca, pois o estudante pode
acabar "esquecendo"de alguma das combinagoes e assim errando a solugao.

Desta forma, a estratégia utilizada é bastante segura, rapida e efetiva.

Questoes muito recorrentes como se formar pares em um grupo de pessoas em que
devem ser compostas por um homem e uma mulher, ou distribuicao de lugares em uma
fila de forma que pessoas com mesma cor de roupa nao possam ficar adjacentes acabam
tendo um desempenho inferior, devido a dificuldade em se lidar com essas restrigoes
apresentadas. Nao que elas aumentem a dificuldade nos calculos, mas principalmente por
necessitarem que o estudante compreenda a situagao e como lidar com ela, nao apenas
aplicando as formulas que esta habituado.

A arvore de possibilidades novamente se torna uma grande aliada ao se analisar
este tipo de restricao. Para problemas mais simples como os acima citados, ¢ uma das
principais ferramentas, senao a principal, para que as restrigoes sejam compreendidas.
Outra ferramenta muito interessante para este tipo de questao é o principio da exclusao,
em que ao invés de o estudante encontrar os casos que satisfazem a condigao, ele encontra
os que nao satisfazem e subtrai do total de casos possiveis. Esta estratégia é aplicada

quando o niimero de casos que nao satisfazem é pequeno ou fécil de encontrar.
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5.2 ESTATISTICA

Uma das areas da estatistica mais presentes na educacao bésica sao as medidas de
tendéncia central, desde o ensino fundamental os conceitos de Média, Moda e Mediana.
Este tipo de questao requer atencao a alguns detalhes como: O problema deixa claro que
medida de tendéncia central deve ser calculado? Os dados apresentados estao agrupados?
Apresenta frequéncia ou peso?

Ao trabalhar com questoes de estatistica no ensino fundamental e médio, sempre me
deparei com a ansiedade em fazer contas por parte dos alunos, em que acabam ignorando
informagoes importantes da questao, levando em conta apenas "os nimeros"que aparecem
no enunciado. Se em algum momento aparecem as palavras média, moda ou mediana, é
mais comum que o estudante tende a ignorar todo o resto do enunciado.

Para exemplificar a aplicacao do método de Polya na resolugao de problemas deste

tipo, usaremos uma questao presente no ENEM do ano de 2019.

Exemplo: (ENEM, 2019a, QUESTAO 169) O quadro apresenta a quantidade de

um tipo de pao vendido em uma semana em uma padaria.

Dia da semana | Numero de paes vendidos
Domingo 250
Segunda-feira 208
Terca-feira 215
Quarta-feira 251
Quinta-feira 187
Sexta-feira 187
Sabado 186

Tabela 1: Quantidade de paes vendidos por dia da semana.

O dono da padaria decidiu que, na semana seguinte, a produgao diaria desse tipo
de pao seria igual ao niimero de paes vendidos no dia da semana em que tal quantidade

foi a mais proxima da média das quantidades vendidas na semana.

O dia da semana utilizado como referéncia para a quantidade de paes a serem
produzidos diariamente foi:
A) Domingo.
B) Segunda-feira.
C) Terga-feira.
D) Quarta-feira.
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E) Sabado.

Compreensao do problema: Esta questao é um 6timo exemplo da importancia
da compreensao do problema e da definicao da incoégnita. Primeiramente, por seu enunci-
ado ter no segundo paragrafo um numero grande de informacgoes que se lidas sem bastante
atencdo podem acabar sendo ignoradas. E o tipo de questdo que o estudante precisa ler
pelo menos duas vezes para uma real compreensao do que ela diz e o que ela quer.

O problema diz que o dono de uma padaria resolve juntar os dados sobre a venda
de um certo tipo de pao durante uma semana para que possa evitar que sobrem ou faltem
muitos paes ao longo dos dias, de forma a minimizar o desperdicio ou deixar de vender
por falta de produtos. Para isso, o dono resolve determinar a média diaria de vendas deste
pao ao longo desta semana. Para a proxima semana serao produzidos um ntmero de paes
igual a quantidade de paes vendidas no dia que vendeu a quantidade mais proxima desta
média.

Ao definir a incognita, vemos que o valor que procuramos para a resolucao da
questao é na verdade a média diaria de vendas deste tipo de pao, pois conhecendo este
dia, a definicdo do dia da semana é feita apenas por comparagao com a tabela.

Estabelecendo um plano: A partir do momento em que foi definida que a
incognita da questao é na verdade a média diaria de vendas, definimos entao que para
encontrar a solucao deste problema devemos calcular esta média diaria e em seguida
comparar o valor encontrado com os valores diarios da tabela de dados.

Sabendo que a questao envolve média aritmética, definimos que usaremos média
aritmética simples, pois nao temos agrupamento de dados em forma de frequéncia.

Execugao do plano: Para calcular a média aritmética simples devemos somar

todos os dados e dividir pela quantidade de dados presentes.
<_ 250 + 208 + 215 + 251 + 187 + 187 + 186 1484

7 7

Temos entao que a média diaria de vendas deste pao é de 212 paes. Muito impor-

= 212.

tante lembrar que nao é esta média que o problema quer como soluc¢ao final, sabemos que
esta questao ser de miltipla escolha o que impediria de utilizar esta solucao, porém, caso
fosse uma questao aberta este erro poderia ser facilmente cometido se o estudante nao
tivesse bem clara a compreensao do problema, feito na primeira etapa da resolugao deste
problema.

O valor que chegou mais proximo dos 212 paes foi 215, atingido na
tercga-feira.

Retrospectiva: Apos chegar a conclusao de que o dia mais proximo da média

diaria foi terca-feira, o estudante deve confirmar nas alternativas se esta é uma das pos-
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sibilidades.

Avaliar a coeréncia neste exemplo requer atencao, pois pode parecer estranho para
o estudante que a média seja 212, quando na maior parte dos dias as vendas ficaram
abaixo de 210 paes. E preciso levar em conta que as vendas de Domingo e de Quarta-feira
por serem bem acima dos outros dias, geram certa distorcao no valor da média ao se

comparar com oS valores apresentados.

5.3 ANALISE DE PADROES

Chamaremos de problemas de Analise de padroes as questoes que envolverem ra-
ciocinio logico e padroes de repeticoes. Estas questoes tem aparecido principalmente nas
provas da OBM e OBMEP ha muitos anos. Uma resolugao criteriosa é de extrema impor-
tancia pois em geral tratam de situacoes que envolvem calculos muito longos ou repetigoes
muito extensas de alguma situacao.

Em sala, costumo dizer aos estudantes que nestas provas quando parece que vocé
tem que fazer muitos célculos é porque provavelmente vocé nao precisa fazer célculo
"nenhum". Explicando que normalmente ha algum tipo de padrao envolvido, em que
pode se resolver alguma questao usando este padrao.

Desta forma, se a resolucao nao for bem organizada, existe a possibilidade de o
estudante partir para a resolucao bragal e tentar calcular manualmente valores astrond-
micos, ou repetir um comportamento por dezenas de vezes na tentativa de encontrar a
solugao.

Uma estratégia muito tutil para a resolucao deste tipo de problema é a anélise
de casos pequenos. Estratégia essa em que o estudante resolve uma versao reduzida
do problema para tentar encontrar um padrao ou mesmo um plano de resolucao. Esta
estratégia equivale aos problemas correlatos que procuramos na segunda etapa do método
de Polya.

Para ilustrar esta maneira de abordar estas questoes utilizaremos uma questao que
apesar de ter um enunciado super simples, demanda uma anéalise bem detalhada para se
resolver.

Exemplo: Qual o altimo algarismo do resultado da poténcia 320227

Compreensao do problema: Como dito anteriormente o enunciado desta ques-
tao é simples. A questao pede apenas que se encontre o tltimo algarismo do resultado de
uma poténcia.O que deve ser observado é que nao se pediu o valor da poténcia, apenas o

altimo algarismo. Assim, este algarismo serd a incognita dessa questao.
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Neste momento se aplica a afirmacao de que se seriam necesséarios calculos muito
extensos ou numeros muito grandes, talvez nao se precise fazer muitos calculos e sim
procurar um padrao.

A grande duavida é se seréa possivel encontrar este algarismo sem precisar encontrar
o ntimero por completo, afinal o resultado de 32°?2 ¢ um ntimero astronémico.

Estabelecendo um plano: Para tentar responder a pergunta anterior, come-
caremos analisando o comportamento das poténcias de 3 em relacao aos seus ultimos

algarismos, conforme ilustrado na Tabela 2.

Expoente | Poténcia | Ultimo Algarismo
0 1 1
3
9
27
81
243
729

| O | W DN —
O W | Ol w

Tabela 2: Anélise do tltimo algarismo em uma poténcia de 3.

Podemos perceber nesta tabela que as poténcias de 3 seguem um padrao, o tltimo
algarismo fica alternando entre 1, 3, 9 e 7, nesta ordem. Isso acontece pois o tultimo
algarismo do produto entre dois niimeros sera sempre igual ao ultimo algarismo do produto
entre o algarismo das unidades de cada fator, entao neste caso o ultimo algarismo do
produto de um ntmero terminado em 1 por 3 serd 3, de um terminado em 3 por 3 seré 9,
de um terminado em 9 por 3 serd 7 e de um terminado em 7 por 3 serd 1, reiniciando o
ciclo. Estes valores seguem ciclos de 4 em 4 unidades nos expoentes. Entao uma estratégia
a se seguir é de dividir o expoente por 4 e utilizar o resto da divisao euclidiana, pois a
cada "ciclo completo"o ultimo algarismo volta para o 1.

Desta forma a estratégia para esta questao é fazer a divisao euclidiana do expoente
por 4, tomar o resto dessa divisao euclidiana e observar a tabela a seguir para a defini¢ao

do tultimo algarismo.

Resto da Divisao | Ultimo Algarismo
0 1
1 3
2 9
3 7

Tabela 3: Ultimos algarismos de uma poténcia de 3, em relacdo ao expoente.

Execucao do plano: Definida a estratégia a ser seguida, comecamos fazendo
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a divisao euclidiana do expoente por 4. Segundo o Algoritmo de Euclides para divisao
euclidiana 2022 = 505 - 4 + 2.

Desta forma, sabendo que o resto da divisao ¢ igual a 2, utilizaremos a tabela do
passo anterior. Assim, se o resto da divisao é 2, significa que o tultimo algarismo
do resultado de 32022 ¢ igual a 9.

Retrospectiva: Neste tipo de questao é inviavel que seja feito manualmente este
calculo, assim sendo a estratégia utilizada acaba sendo funcional, pois com um célculo
bem simples é possivel se descobrir o ultimo algarismo com uma simples divisao, apenas

por se conhecer o seu comportamento.

5.4 MULTIPLOS E DIVISORES

A ideia de multiplos e divisores é bastante presente nas provas da OBMEP, prin-
cipalmente nos niveis A e 1. Estas questoes utilizam de uma estratégia parecida com a
da Analise de Padroes, em que o estudante precisa compreender o conceito de ciclo e de
comportamento para elaborar uma estratégia de resolucao.

Problemas de multiplos e divisores frequentemente trabalham com o conceito de
dias, desta forma é de extrema importancia uma analise mais estruturada na resolucao
para que o estudante nao acabe tentando escrever dezenas ou centenas de dias na busca
pela solucao da questao.

Estes problemas costumam passar pela ideia de ciclos ou grupos. Entao uma estra-
tégia muito comum para resolucao de problemas sobre Miltiplos e Divisores é descobrir
o tamanho do ciclo ou dos grupos a serem construidos e trabalhar com a ideia de resto.
Afinal o quociente muitas vezes é irrelevante, pois cada ciclo desse reseta a posi¢ao no
ciclo. Entao se o importante no problema é a posicao para se definir em que dia da semana
algo acontece por exemplo, o importante é apenas o resto da divisao por 7.

Para ilustrar, resolveremos uma questao presente na prova de nivel 1 da primeira

fase da OBMEP de 2019.

OBMEP 2019: No Planeta Pemob as semanas tém 5 dias: Aba, Eba, Iba, Oba
e Uba, nessa ordem. Os anos sao divididos em 6 meses com 27 dias cada um.

Se o primeiro dia de um certo ano foi Eba, qual foi o dltimo dia desse ano?

A) Aba
B) Eba
C) Iba
D) Oba
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E) Uba

Compreensao do problema: O enunciado apresenta o contexto de um planeta
que utiliza um conceito de calendario diferente do nosso. As principais diferencas é que
os meses tem 27 dias cada, independentemente do més e que o os anos sao compostos por
6 meses.

A incognita nessa questao sera o dia que "caird"o ultimo dia do ano.

Estabelecendo um plano: Ao procurar um problema correlato, podemos pensar
na questao do tltimo algarismo. Afinal, os dias da semana s@o dispostos em ciclos de 5
dias, e assim reiniciando o ciclo, ou seja, como a semana inicia com Aba, 6 dias depois
serd Aba novamente.

A primeira coisa a se descobrir é quantos dias tem um ano no planeta Pemob, para
que se possa efetuar a divisao euclidiana por 5 para definir o dia da semana.

Sendo que o ano comegou em um Eba, trataremos resto 1 como sendo uma Eba, 2
como Iba, 3 como Oba, 4 como Uba e 0 como Aba.

Execucao do plano: Iniciamos calculando o ntimero de dias em um ano para a
proxima etapa: 6 - 27 = 162.

Segundo o Algoritmo de Euclides para a divisao euclidiana, 162 = 532 4+ 2, ou
seja, o resto da divisao de 162 por 5 teré resto 2. Entao pelo definido no passo anterior,
temos que o ultimo dia do ano serd um Iba.

Retrospectiva: Podemos perceber que ao analisarmos a questao e decidirmos
pela estratégia de trabalhar com o resto da divisao euclidiana, poupamos muito tempo
nesta questao. Pois caso nao tivessemos uma estratégia como essa, a resolugao passaria
pela listagem de todos os dias até o dia 162.

Pode parecer que isso nao aconteceria na pratica, porém é de extrema importancia
perceber que se o estudante nao conhece nenhum método de resolucao ou que nunca tenha
tido contato com uma questao correlata, ha uma grande chance de que ele liste todos os
dias, por falta de opc¢ao, ou que simplesmente deixe de fazer a questao por julgar que

listar todos os dias seria algo muito demorado ou trabalhoso.
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6 CONSTRUINDO UM MATERIAL DIDATICO

A luz do que foi discutido nos capitulos anteriores, e mediante a importancia de
se colocar esses conceitos em pratica, foi elaborado um material complementar de apoio
para ser utilizado em sala de aula. Este material se encontra em anexo neste trabalho e
¢ de livre acesso e disponivel para utilizagao de professores que assim o desejem.

A presenca cada vez mais frequente de problemas no contexto da sala de aula, seja
da OBMEP, BNCC ou no proprio ENEM, exige que o estudante desenvolva a capacidade
de resolver problemas, desta forma o material anexo vem como complemento ao material

didatico ja presente nas escolas.

6.1 DO PUBLICO ALVO

Esse material tem como proposta ser uma apostila para ser utilizada em sala de
aula, a principio em turmas de 52 e 6° anos, para desenvolver esses conceitos no periodo
de transicao do ensino fundamental I para o ensino fundamental II.

Apesar da presenca de problemas nas séries anteriores, a formalizacao do processo
empregado neste trabalho remete a uma certa maturidade do estudante. Assim, alunos a
partir do 4° ano estao iniciando na participacao da OBMEP, com a aplicacao do nivel A,
e no 52 ano apods terem esse contato ja estao mais familizarizados com a OBMEP.

A aplicagao desta apostila em turmas de 4° ano, caso o(a) professor(a) assim deseje,
pode ser feita mesmo que de forma introdutéria, mesmo nao sendo o objetivo inicial desta
producao.

Mas a partir do 5° e 62 ano, além dessa familiarizacao com a OBMEP, os estudantes
tem mais contato com os assuntos escolhidos para serem trabalhados nessa apostila, por

esses motivos indico esse como o publico alvo.

6.2 DOS ASSUNTOS ABORDADOS

Por véarios anos fui responsével por aulas extra curriculares que envolviam treina-
mentos para OBM, ORM e OBMEP e fui integrante do programa OBMEP na Escola.
Dessa experiéncia tive contato com diversas provas de todas essas olimpiadas e com os
tipos de questoes mais frequentes.

Além das olimpiadas, usei como base a propria BNCC (BRASIL, 2018), com con-

ceitos que sao estudados e principalmente, que sao base para as demais habilidades vistas
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ao longo do ensino fundamental.
Dessa forma, foram escolhidos 5 temas para serem trabalhados, estes temas foram
abordados no capitulo 4 deste trabalho, os assuntos abordados foram:
1) Contagem, apresentado nas segoes 4.1 e 4.2,
2) Analise de padroes, apresentado na sec¢ao 4.7,
3) Geometria, apresentado na secao 4.6,
4) Miltiplos e Divisores, apresentado na secao 4.4 e
5) Conjuntos, apresentado na sec¢ao 4.5.
Importante lembrar que esse material é introdutério, por esse motivo, nao ha um

aprofundamento no nivel de dificuldade e complexidade dos temas abordados.

6.3 DA METODOLOGIA

A metodologia escolhida foi de apresentacao do tema por meio de uma situacao
problema, em que o estudante compreenda a situacao antes mesmo de ter contato com o
conceito matematico envolvido, a partir desse contato o professor constréi os conceitos.

Como ja discutido no capitulo 3, o professor deve agir como mediador para que
o estudante possa, através das conclusoes obtidas pela resolucao do problema e pela
discussao com a turma, compreender como o conceito matemaéatico apresentado pode ser
utilizado na resolugao de problemas.

A discussao e apresentacao das solucoes desenvolvidas pelos estudantes é uma
ferramenta importante para a compreensao, para que fique claro que muitas vezes, um
problema pode ter varios caminhos para se chegar a solugao, sem perda de corretude. Al-
gumas vezes o professor elabora uma resolucao para usar como gabarito para o problema,
porém os estudantes acabam nao compreendendo. Assim, uma solucao desenvolvida e
apresentada pelos proprios estudantes pode acabar atingindo o resto da turma com mais

eficacia.

6.4 DA APLICACAO

A proposta para cada capitulo da apostila é de ser aplicado em trés aulas, duas
preferencialmente consecutivas, uma para apresentacao e explicacao do assunto e uma para
resolucao de exercicios, e a terceira para resolucao e discussao das solugoes encontradas
pelos estudantes.

A sugestao ¢ que o(a) professor(a) apresente o tema por meio da situagao proposta

na apostila, seguido de uma discussao sobre o tema. Essa discussao pode ser por meio de
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problemas correlatos pré selecionados, ou por meio de sugestoes dos alunos, onde seriam
questionados sobre situacoes parecidas que ja vivenciaram ou que poderiam imaginar.
Apo6s a contextualizagao do problema, apresentar o embasamento teérico envolvido,
ou seja, mostrar a matematica que sera utilizada na resolugao dessa situacao problema.
A terceira etapa ¢ a resolucao dos exercicios presentes na apostila. E interessante a
resolucao de pelo menos 3 questoes, acompanhadas da resolugao pelo(a) professor(a), e as
questoes seguintes ficarem como se fossem tarefa. E muito importante que essas questoes
sejam resolvidas em sala posteriormente com discussao sobre as soluc¢oes, pois devemos
lembrar que um mesmo problema tem diversas formas de se abordar, entao é bem comum
surgirem solugoes distintas, e cabe ao professor mostrar ao estudante que essas solugoes,

sao sim possiveis e aceitaveis, se estiverem corretas, obviamente.
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7 CONCLUSAO

Apresentados os elementos presentes neste trabalho pode concluir que a luz do que
pregam as diretrizes educacionais brasileiras, principalmente ao se tratar da BNCC, o uso
de resolugao de problemas é pega indispensavel para o ensino de matemaética.

Esse trabalho fez a conexao entre esses conceitos exigidos nas diretrizes da BNCC
com a obra de George Polya, tanto na visao tedrica sobre seu método para resolucao de
problema, quanto na aplicagao pratica relacionada a alguns dos assuntos presentes tanto
no curriculo escolar quanto nas provas olimpicas.

Apesar de ter tido como proposta trabalhar esses conceitos para alunos das sé-
ries finais do ensino fundamental I e série iniciais do ensino fundamental II, acabou se
mostrando como uma ferramenta muito tutil para estudantes também de séries posteri-
ores. Afinal, o ENEM que se tornou uma das principais ferramentas de ingresso nas
universidades brasileiras, é composto por problemas.

Os cadernos do Professor e do Aluno, presentes em anexo neste trabalho, podem ser
utilizados por professores ou outros profissionais da educagao que pretendam introduzir os
conceitos presentes na resolucao de problemas para estudantes, principalmente do ensino
fundamental.

Uma proposta que considero interessante de ser pesquisada em trabalhos futuros
¢ a aplicacao do Método de Polya para resolugao de problemas, utilizando questoes do
ENEM na formacao de estudantes de ensino médio, independentemente da disciplina
abordada. Afinal, no livro (POLYA, 2006), Polya diz que esse método é desenvolvido para
resolucao de problemas, sejam eles mateméticos ou nao. Assim, mostrar ao estudante
que uma questao do ENEM, mesmo que de Ciéncias Humanas ou da Linguagem pode ser
abordado de forma semelhante & um problema de Ciéncias da Natureza ou Matematica,

pode auxiliar tanto na melhor compreensao quanto na desmistificacao dos mesmos.
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APRESENTACAO

Ola estudante.

Vocé sabe o que é um problema matematico?

Chamamos de problema, por exemplo, uma situagao que pode estar presente no
mundo real, como por exemplo, quando vocé organiza brinquedos com seus amigos, ou
quantos produtos seus pais compram em um supermercado com certa quantidade de
dinheiro.

Voceé ja deve ter tido contato com eles nas suas aulas de matematica ao longo dos
altimos anos.

Mas se vocé ja sabe o que é¢ um problema matematico, qual é o objetivo desse mate-
rial? O objetivo é ajudar vocé a conseguir resolver esses problemas, com mais organizagao
e efetividade.

Junto com seu/sua professor(a), apresentaremos alguns tipos de problemas que
costumam aparecer, tanto nas aulas de matematica, quanto em provas como a da OBMEP.

Nossas aulas serao divididas em duas etapas, a primeira onde iremos lhe explicar e
dar dicas de como resolver determinado tipo de problema e a segunda onde vocé tentara

colocar o que foi aprendido em préatica, por meio de resolucao de exercicios.

Vamos comegar?



1 - CONTAGEM

Nesta primeira aula falaremos sobre contagem, um método muito importante e
presente com grande frequéncia no seu dia a dia, dentro e fora de sala.

Alguém sabe o que é o método da contagem?

Nos aprendemos a contar desde o inicio de nossas vidas, entao para que serd que
serve esse tal método da contagem?

Serve para que possamos descobrir quantidades de objetos, de formas de se fazer
algo, de maneiras de se escolher entre diferentes opcoes, tudo isso sem precisarmos escrever
todas essas quantidades. Vamos ver isso na pratica?

Exemplo: Apoés fazer sua tarefa de casa, Maria Eduarda decidiu escolher alguns
de seus brinquedos para uma brincadeira, a brincadeira escolhida foi a hora do cha, onde
ela escolheria 2 brinquedos e os colocaria em uma mesinha de com seu kit de cha. Sabendo
que Maria Eduarda tem um total de 10 brinquedos, quantos pares diferentes podem ser
formados na hora de se escolher os 2 para a brincadeira?

Para nos organizarmos usaremos letras para representar cada um dos brinquedos,
ABCDEFGHTIeJ. Entao Maria Eduarda pode fazer pares como AB ou EJ, mas sera
que para descobrir quantos serao esses pares precisaremos escrever todos eles? A resposta
¢ nao, e para resolver isto usaremos o método de contagem.

Quantos nos deparamos com esse tipo de questao que pergunta de quantas formas
podemos escolher ou organizar algo devemos pensar em etapas.

Etapa 1: Quantas opg¢oes Maria Eduarda tem para escolher o primeiro brinquedo?
Sao 10 opgoes.

Etapa 2: Quantas op¢oes Maria Eduarda tem para escolher o segundo brinquedo?
Lembre-se que um dos brinquedos ja foi escolhido, sobrando entao 9 brinquedos para se
escolher.

Etapa 3: Para cada uma das 10 opcoes para a primeira existem 9 para a segunda,
para saber o total entao, devemos multiplicar estas duas quantidades: 10 x 9 = 90.

Assim, Maria Eduarda tem 90 maneiras de se escolher um par de brinquedos para
a hora do cha.

Se ela resolvesse brincar com 3 brinquedos, colocarfamos mais uma etapa para
descobrir quantas opgoes ela teria para o terceiro brinquedo, resultando entao na solugao

10 x 9 x 8 = 720 maneiras de se escolher 3 brinquedos para brincar.

Vamos praticar?



EXERCICIOS DE FIXACAO

1) No domingo os pais de Dénis o levaram para passear no shopping, sabendo que
Dénis tem 5 camisetas e 3 calgas, de quantas maneiras Dénis pode escolher uma calca e

uma camiseta para o passeio?

1

b) 13
c) 15
) 18
e) 2

o,

a) 10
1

2) No restaurante Sabor da Vovo sao oferecidos 4 opgoes de pratos principais, 5 sa-
bores de suco e 3 tipos de sobremesa. Cada cliente que paga por uma refeigao tem direito
a escolher um prato principal, um suco e uma sobremesa. De quantas formas diferentes

um cliente pode formar sua refeicao no restaurante Sabor da Vovo?

b) 52
c) b

) 60
e) 7

o,

a) 45
8
2

3) (Unifor-CE Adaptada) Um casal e seus quatro filhos vao ser colocados lado a
lado para tirar uma foto. Se todos os filhos devem ficar entre os pais, de quantas maneiras

distintas os seis filhos podem ser organizados para tirar a foto?



4) De quantas maneiras podemos formar um ndimero com 3 algarismos usando

apenas os algarismos 3, 4, 6, 7 e 9, sem repetir nenhum deles?

a) 60
b) 48
c) 32
)

e) 52

24

5) Para a festa junina a professora do quinto ano resolveu organizar uma quadrilha,
para isso ela selecionou 10 meninos e 10 meninas, sabendo que os pares sao formados por
um menino e uma menina, de quantas maneiras a professora pode montar a quadrilha

com 10 pares?

a) 20
b) 38
c) b5
d) 80
e) 100

6) De quantas maneiras podemos formar um nimero par com 4 algarismos usando

apenas os algarismos 0, 3, 4, 5, 7 e 87



7) Carla gosta de manter seu quarto sempre bem organizado. Carla tem 3 bonecas,
2 ursinhos de peliicia e uma casa de bonecas. De quantas maneiras Carla pode organi-
zar seus brinquedos na prateleira, sabendo que brinquedos do mesmo tipo devem sempre

permanecer juntos?

a) b6
b) 72
c) 80
) 88
e) 94

o,



2 - ANALISE DE PADROES

Uma caracteristica muito importante que devemos procurar ao se resolver um pro-
blema, é a busca de um padrao, pois podemos resolver situagoes muito grandes com um
calculo bem pequeno. Mas antes de falarmos sobre isso, alguém sabe dizer o que é um

padrao?

Qual o dltimo algarismo do resultado da multiplicacao 13849 x 87519 x 196547

Ao nos depararmos com uma questao como essa, muitas vezes o sentimento que
temos é o de medo, afinal devemos multiplicar trés nimeros com 5 algarismos cada e isso
vai custar bastante tempo para ser feito, sem contar que com a quantidade de algarismos
envolvidos, é muito facil de se atrapalhar no processo. Mas serd que podemos encontrar
isso sem passar por esse trabalho todo? A resposta é sim!

A primeira coisa que devemos prestar muita atencao é no que o enunciado nos
pede, nessa questao ele nos pede apenas o tltimo algarismo do resultado e nao o ntimero
todo. E para isso vamos pensar em como funciona o algoritmo da multiplicacao.

342
x 17

2394
+ 342

5810)

Podemos ver que o ultimo algarismo que encontramos ao multiplicar dois niimeros,
na verdade ¢ o ultimo algarismo encontrado ao se multiplicar o dltimo algarismo dos
dois nimeros, ou seja, para saber o ultimo algarismo da multiplicagao 342x17, bastava
multiplicarmos o 2 pelo 7, que ¢ igual & 14, logo o ultimo algarismo do resultado é 4.

Agora é sua vez de usar essa estratégia para descobrir o tltimo algarismo do resul-
tado da multiplicacao 13849 x 87519 x 19654.

E ai, chegou no algarismo 47 Conte para a turma como vocé chegou nesse valor.

Vamos ver mais um exemplo?

Exemplo: [OBMEP-N1-2019]Observe a sequéncia de figuras abaixo, todas elas

com a forma da letra Y. Seguindo este padrao, quantas bolinhas tera a 15 figura?

Figural  Figura2 Figura 3



Esse exemplo nao ¢ um calculo muito grande, mas terfamos que fazer muitos de-
senhos para encontrar a 15% figura, entdo vamos procurar algum padrao. Vocé ja o
encontrou? Se sim, divida com a turma o seu raciocinio.

A relacao entre a 12 e a 22 figuras ¢ que aumentou uma bolinha em cada extremo,
da 22 para a 3% aconteceu o mesmo, ou seja, cada figura terda 3 bolinhas a mais que a
figura anterior. Esse é o nosso padrao!

Entao a resolugao se torna simples pois a 152 figura tera a quantidade de bolinhas

da 1% adicionada de 3 bolinhas 14 vezes, ou seja, 5+ 14 x 3 = 5 + 42 = 47 bolinhas.

Conseguiu perceber a importancia de se encontrar um padrao? No primeiro exem-
plo, poderiam ser trés niimeros com 10, 100, 1000 algarismos, que encontrariamos exata-
mente com a mesma quantidade de calculos. No segundo, poderiamos encontrar o ntimero
de bolinhas da 192, 1502 ou 1.000.000? figura da mesma forma. Entao aqui vai uma dica
muito importante, quando uma questao parecer que vocé deve fazer uma conta muito
grande ou repetir muitas vezes um certo processo, existe uma chance grande de haver ali

um padrao, que faz com que sua resolucao se torne bem mais simples.

Vamos praticar?



EXERCICIOS DE FIXACAO

1) Ana e seu pai fizeram um acordo sobre o recebimento de mesada, ao invés de
receber um valor fixo todo més, Ana receberia o que eles chamaram de semanada, onde
iria receber R$1,00 na primeira semana, R$2,00 na segunda semana, R$4,00 na terceira
semana e assim por diante. Seguindo esse mesmo padrao, quanto Ana terd recebido ao

todo, ao final do segundo més de semanada? Considerando que cada més tem 4 semanas.

a) R$511, 00.
b) R$255,00.
¢) R$351,00.
d) R$431, 00.
e) R$511, 00.

2) Julio resolveu formar quadrados com suas bolinhas de gude, como na figura abaixo.

Quantas bolinhas de gude Julio vai utilizar para formar a décima figura desse tipo?

=3
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81
¢) 100
49
e) 121
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3) Seu Claudio é pedreiro e esta fazendo a coloca¢ao de pisos em uma casa. O
dono da casa pediu que seu Claudio ao colocar o piso na cozinha, fizesse com pisos bran-
cos cortada por uma faixa de pisos pretos. Sabendo que essa cozinha é quadrada e que o
formato dos pisos segue o padrao da imagem abaixo, quantos pisos brancos serao neces-

sarios, sabendo que seu Claudio usard 11 pisos pretos?

e

4) Para decorar uma sala de aula, a professora Cida utilizou uma faixa com dese-

nhos de pessoas, como na imagem abaixo

RO NN

Se a faixa continua com o mesmo padrao de desenhos, qual das alternativas abaixo repre-

senta os dois proximos desenhos da faixa?

a)



5) Uma sequéncia de nimeros muito famosa é a Sequéncia de Fibonacci, ela pode
ser escrita como: 1,1,2,3,5,8,13, ... e assim por diante. Observando esses niimeros com

atengao, quais serao os proximos 3 numeros da Sequéncia de Fibonacci?

a) 15,18 e 23.
b) 15,18 e 35.
c) 21,34 e 55.
d) 21,35 e 49.
e) 18,23 e 47.



6) Julinho esté estudando teoria musical e comegou aprendendo as sete notas mu-
sicais: DO, RE, MI, FA, SOL, LA e SI. Para memorizar, Julinho resolveu escrever repeti-
damente as notas em um caderno, sempre na ordem citada. Sua irméa Clara achou curioso
e resolveu contar quantas notas Julinho havia escrito, obtendo como resposta 100 notas.

Qual foi a ultima nota escrita por Julinho?

7) [OBMEP-2022-NA| Paulinha quer recortar a figura abaixo, fazer as dobras e

depois as colagens para obter um cubo.

Qual dos cubos abaixo ela ira obter?

a)







3 - GEOMETRIA

Falaremos hoje sobre uma area muito visual da matematica, a geometria. Ao longo
do ensino fundamental nos deparamos com as formas geométricas em 2D que chamamos
de Geometria Plana, e em 3D que chamamos de Geometria Espacial. Alguém sabe citar
2 exemplos de figuras planas e 2 de figuras espaciais?

Nesta aula veremos como essas figuras surgem na resolucao de problemas, e quais
as estratégias mais comuns de resolucao desses problemas.

Os tipos de questoes que aparecem com mais frequéncia sao: Simetria, Padroes,

Area e Perimetro. Destes tipos, ja estudamos as questoes de padroes no capitulo anterior.

Simetria: Duas coisas sao simétricas quando tem as mesmas medidas e caracte-

risticas, onde o que as diferencia é o local ou a forma que estao posicionadas.

Exemplo: Utilizando apenas da rotagao nas figuras abaixo, qual delas nao é si-

métrica as outras?

et [

Se escolhemos uma das figuras como base para as simetrias fica mais facil de
perceber, usaremos a figura A como base. Imagine agora que vocé recortou essa figura e
foi girando no papel, vocé conseguiria encaixar a figura A na figura B? E na figura C? E
nas figuras D e E?

Esse tipo de questao é muito comum na resolucao de problemas e para resolver
elas, procure imaginar que vocé moveu ou girou as figuras e dente encaixar nas outras.
No exemplo acima vemos que nao importa quanto eu gire a figura C, ela nunca iré se
encaixar nas outras. Para que ela se encaixasse precisarfamos fazer uma reflexao, porém

o enunciado s6 autoriza fazer rotacoes.

Perimetro e Area: Perimetro é a soma das medidas de todos os lados de uma
figura, enquanto area é a regiao interna dela. Estes conceitos sao vistos ao longo dos

anos, mas aqui focaremos apenas nessa definicao mais simples. E importante lembrar



que o termo Area é utilizado tanto para falar da regido interna, quanto da medida dessa
regiao.

Exemplo: [OBMEP-N1-2019] O quadrado abaixo esta dividido em nove quadra-
dinhos iguais. A area pintada de vermelho mede 6 cm2. Quanto mede a area pintada de

azul?

Nessa questao devemos observar que nao sabemos a medida dos lados dos qua-
dradinhos e nem do quadradao, entao como podemos calcular a regiao azul? Lembrando
que a area é a regiao interna das figuras, vemos que em vermelho temos 1 quadradinho
inteiro e mais 4 metades, que juntos formam 2 quadradinhos inteiros. Se ao todo temos 3
quadradinhos vermelhos que somados tem 6 cm?, entao cada quadradinho tem area igual
a 2 cm?, desta forma a parte azul que é formada por 4 quadradinhos inteiros e mais 4
metades, totalizando 6 quadradinhos, tem area 6 x 2 cm? = 12 cm?.

Entao, mesmo nao usando as férmulas para se calcular a area de cada quadradinho,
podemos simplesmente usar as quatro operacoes basicas para tratar com as informagcoes

dadas no enunciado.

Exemplo: [OBMEP-NA-2019] As mesas da cantina da escola sdo quadradas, e
ao redor de cada uma delas cabem quatro cadeiras, como mostra a figura da esquerda.

Quando duas mesas estao juntas, ha lugar para 6 cadeiras, como na figura a direita.

Para a festa do dia das criangas, as professoras juntaram as 10 mesas que havia na cantina,
formando uma tnica mesa comprida. Quantas cadeiras puderam ser colocadas ao redor

dessa mesa comprida?

Como dito anteriormente, a anélise de padrao é muito comum nos problemas de
geometria, nesse caso trabalhamos as duas estratégias, padrao e perimetro. Cada mesa
cabe 4 cadeiras, porém quando juntamos duas mesas a quantidade de cadeiras é 6 e nao
8, pois o lado que é encostado nao conta para o perimetro. Desta forma, para cada mesa

adicionada ao lado, adicionam-se 2 cadeiras.



Desta maneira para 10 mesas, a quantidade de cadeiras é igual a 4 da primeira
mesa e mais 2 cadeiras por mesa adicionada, ou seja, 4 +9 x 2 = 4 4+ 18 = 22 cadeiras
puderam ser colocadas ao redor das mesas.

Nessas questoes de perimetro, devemos sempre ter atencao ao fato de que linhas
internas da figura, nao devem ser consideradas para se calcular o perimetro.

Vamos praticar?



EXERCICIOS DE FIXACAO

1) [OBMEP-2017-N1| Varios quadrados foram dispostos um ao lado do outro, em
ordem crescente de tamanho, formando uma figura com 100 cm de base. O lado do maior
quadrado mede 20 cm. Qual é o perimetro (medida do contorno em vermelho) da figura

formada por esses quadrados?

20 cm

100 cm

2) [OBMEP-2019-NA-Adaptada| Um dos retangulos das alternativas tem area igual

a area da figura abaixo. Qual é esse retangulo?




1
3) Na Figura 1 a area pintada corresponde a 1 da area total. Em qual figura a

fracao correspondente a area pintada é a maior?

Figura 1 Figura 2

Figura 3 Figura 4 Figura 5

a) Figura 1
b) Figura 2
c) Figura 3
d) Figura 4
e) Figura 5

4) O futebol é praticado em um campo de formato retangular, com medidas mi-
nimas de 45 m x 90 m, e maximas de 90 m x 120 m. Seja um campo tem 110 metros
de largura por 80 metros de comprimento. Antes de cada treino, os jogadores do time
mandante dao 3 voltas e meia ao redor do campo para aquecimento antes do jogo. Qual

a distancia em metros eles percorrem durante o aquecimento?



5) O quarto de Claudia tem formato quadrado, onde cada parede mede 9 metros.
Claudia possui dois tapetes, um deles é quadrado e possui lado de 4 m e um é retangular
e tem largura de 3 m e comprimento de 8 m. Apo6s Claudia colocar os dois tapetes no seu
quarto, sendo que um nao pode ficar sobre o outro, quantos m? do piso ficaram descober-

tos?

a) 34
b) 29
c) 45
d) 36
e) 41

6) [OBMEP-2017-N1| A area da figura azul ¢ igual a soma das areas de quantos

quadradinhos do quadriculado?

32
64
e) 100

e e



7) |[UDESC-2010] O projeto de uma casa é apresentado em forma retangular e

dividido em quatro cémodos, também retangulares, conforme ilustra a figura.

guarto 2
cozinha e sala integradas

Sabendo que a area do banheiro (wc) é igual a 3 m? e que as areas dos quartos 1 e 2
sao, respectivamente, 9 m? e 8 m?, entdao a area total do projeto desta casa, em metros

quadrados, é igual a:

a) 24
b) 32
c) 44

) 72
e) 56

[



4 - MULTIPLOS E DIVISORES

Seu Joao comprou 13 balas e pretende dividir igualmente entre seus 3 filhos e a
maior quantidade possivel para cada filho, quantas balas sobrarao para Seu Joao? E se
fossem 20 balas? E 50 balas?

Esse tipo de questao utiliza a ideia de divisao e tem como principal ferramenta o
uso do resto da divisao.

No primeiro caso, das 13 balas, poderiamos dividir em 3 grupinhos iguais com 4
balas cada e saberfamos que uma sobrou, o mesmo vale para 20 balas. Porém, para 50
balas isso j4 comeca a ficar muito trabalhoso, entao qual seria a melhor forma para essa

questao? Dividimos 50 por 3 e temos resto 2.
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Figura 1: Para 13 balas.

Vamos pensar agora em uma questao um pouco mais complexa.
Exemplo: Qual o menor nimero com 3 algarismos que é divisivel por 67

O menor ntimero com 3 algarismos é o 100, mas ele é divisivel por 67 A resposta
¢ nao. Porém sabemos que o resto da divisao de 100 por 6 ¢é 4. Isso é muito ttil, pois a
partir desse 4 basta descobrir quanto falta para fechar 6,6 —4 = 2, logo o proximo nimero

depois do 100 a ser divisivel por 6 sera 100 + 2 = 102.

100 |6

-b 1b
40
-36
~ 4 = Resto

100, 101,(102) 103, 104, 105, .

E qual seri o maior niimero de 3 algarismos, divisivel por 77



A ideia é bem parecida, o maior nimero com 3 algarismos é o 999, testaremos se
999 é divisivel por 7.

A resposta é nao, pois o resto da divisao por 7 é 5. Neste caso nao pegaremos
o préximo numero, pois qualquer niimero maior que 999 tera pelo menos 4 algarismos.
Usaremos entao o tltimo nimero antes de 999 que seja divisivel por 7. O resto 5 representa
quantas unidades o 999 passou do ultimo nimero divisivel por 7, entao o ntimero que

procuramos € 999 — 5 = 994.

999 |7
7 142

29

-28
19
-14
5

@ 995. 996. 997. 998, 999

Na resolucoes de problemas nos deparamos com questoes bem proximas a essas
duas, mas muitas vezes nao usam nimeros, e sim objetos, dias da semana ou pessoas por
exemplo. A ideia é a mesma, basta usar o mesmo raciocinio que a resolugao se tornara
algo bem parecido com o que vimos nessa aula.

Vamos praticar?



EXERCICIOS DE FIXACAO

1) Seu Auro comprou bombons para presentear seus netinhos. Sabendo que seu
Auro comprou mais que 10 bombons, mas menos que 25, e que se cada neto recebesse
6 bombons cada, nao sobraria nenhum bombom, mas se cada um recebesse 5 bombons

sobrariam 4 bombons. Quantos bombons Seu Auro comprou?

a) 18
) 20
2

16

o

c) 2
d) 24
)

2) Marcio e Kamilla estdao comparando seus albuns de figurinhas da Copa do
Mundo. Marcio pergunta entao, quantas figurinhas nao repetidas Kamilla tem, e ela
entao responde que ela tem o maior nimero que seja menor que 200 e que possa ser
dividido em pilhas com exatamente 12 figurinhas, sem que nenhuma sobre. Quantas fi-

gurinhas Kamilla tem?

3) Nas aulas de matematica, Celso esta estudando os multiplos de um ntmero.
E ao escrever os miiltiplos de 7, Celso percebeu algo que considerou muito interessante.
Celso entao fez um desafio a sua professora, ele escreveu a lista dos miltiplos de 7, da

seguinte forma:
0, 7, 14, 21, 28, 35, 42, 49, 56, 63, 70, 77, 84, 91, ...

O desafio era que sua professora descobrisse o algarismo das unidades do 85° niimero dessa
lista. Depois de pensar um pouco e efetuar seus calculos a professora conseguiu descobrir

esse algarismo. Qual foi a resposta dada pela professora?
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4) Observe as multiplicagoes abaixo:

3x3=09,
9x3=27,
27 x 3 = 81,
81 x 3 = 243,
243 x 3 = 729,
729 x 3 = 2187.

Se continuarmos multiplicando por 3 por mais 100 vezes, qual seré o algarismo presente

na unidade do resultado obtido?
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5) [OBMEP-2019-N1| No Planeta Pemob as semanas tém 5 dias: Aba, Eba, Iba,
Oba e Uba, nessa ordem. Os anos sao divididos em 6 meses com 27 dias cada um. Se o

primeiro dia de um certo ano foi Eba, qual foi o ultimo dia desse ano?




6) [ENEM-2015-AZUL| Um arquiteto esta reformando uma casa. De modo a con-
tribuir com o meio ambiente, decide reaproveitar tdbuas de madeira retiradas da casa.
Ele dispoe de 40 tabuas de 540 cm, 30 de 810 cm e 10 de 1 080 cm, todas de mesma
largura e espessura. Ele pediu a um carpinteiro que cortasse as tabuas em pedagos de
mesmo comprimento, sem deixar sobras, e de modo que as novas pecgas ficassem com o

maior tamanho possivel, mas de comprimento menor que 2 m.

Atendendo o pedido do arquiteto, o carpinteiro devera produzir:

a) 105 pecas
b) 120 pegas
¢) 210 pecas
d) 243 pecas
e) 420 pecas



5 - CONJUNTOS

Alguém sabe dizer o que é um conjunto? Se juntarmos um lapis, uma caneta e
uma borracha, isso forma um conjunto?

Se vocé respondeu sim, como vocé poderia identificar esse conjunto sem ter que
falar objeto por objeto?

Como vocé ja deve imaginar, nosso assunto de hoje é Conjuntos! Mas o que é um
conjunto?

Um conjunto é um grupo de coisas (nimeros, objetos, pessoas), essas
coisas sao chamadas de elementos do conjunto. Muitas vezes os conjuntos sao
definidos por uma caracteristica em comum. Por exemplo, se juntarmos um lapis, uma
caneta e uma borracha, formamos um conjunto de materiais didaticos. Cada objeto tem
suas caracteristicas proprias, porém todos tem uma em comum, ser um material didatico.

Uma régua pertenceria a esse conjunto? E uma tesoura sem ponta? E um par de ténis?

No estudo de resolugao de problemas os conjuntos costumam aparecer por meio de
operagoes, vamos conhecé-las? Para os exemplos a seguir usaremos dois conjuntos:
- 0 primeiro é o conjunto formado por alguns animais, o chamaremos de conjunto A:
A = {péassaro, gato, elefante}
- 0 segundo ¢ o conjunto formado por alguns seres vivos, o chamaremos de conjunto V:

V = {cachorro, gato, arvore, flor}

1 - Uniao: Chamamos de uniao, o conjunto formado pela jungao entre
elementos de dois ou mais conjuntos, para representar a uniao utilizamos o

simbolo U.

Exemplo: A uniao entre os conjuntos A e V seré representada por A U V e tera
como elementos todos os elementos de A junto com todos os elementos de V, lembre-se, se
um elemento aparecer em mais de um conjunto, escreveremos apenas uma vez no conjunto
uniao.

Notagao: A U V = {passaro, gato, elefante, arvore, cachorro, flor}

2 - Intersecao: Chamamos de interseg¢ao, o conjunto formado pelos ele-
mentos que pertencam a todos os conjuntos ao mesmo tempo, para representar

a uniao utilizamos o simbolo N.



Exemplo: A interse¢ao entre os conjuntos A e V serd representada por A N 'V
e terd como elementos apenas o gato, pois ele é o tinico elemento que aparece nos dois
conjuntos.

Notacao: A NV = {gato}

3 - Diferenca: Chamamos de diferenca o conjunto formado pelos elemen-
tos do primeiros conjunto que nao estejam no segundo conjunto, utilizamos o
simbolo - para representar a diferenca.

E importante lembrar-mos que na diferenca a ordem importa, entdo A - B é dife-
rente de B - A.

Exemplo: A diferenca entre os conjuntos A e V seréd representada por A - V e
terd como elementos todos os elementos de A que nao estejam em V.
Notagao: A - V = {passaro, elefante}

A diferenga entre os conjuntos V e A sera representada por V - A e tera como
elementos todos os elementos de V que nao estejam em A.

Notagao: V - A = {cachorro, arvore, flor}

Para resolvermos problemas com essas operagoes usaremos uma ferramenta cha-

mada Diagrama de Euler-Venn. Que nome complicado né? Mas fique calmo, é bem

simples. Esse diagrama é uma forma mais visual de se representar o conjunto, pra isso
devemos fazer uma linha fechada e colocar os elementos dentro dessa linha, vamos usar

como exemplo os conjunto A e V:

Nos problemas envolvendo conjuntos, o Diagrama de Euler-Venn ajuda muito para
que possamos ver o que estd acontecendo. Vamos ver como ficaria a intersegao entre os

conjuntos A e v?




A regiao que os dois diagramas tem em comum representa a interse¢ao, os elemen-
tos da esquerda, representam V-A, os da direita, A-V e os 5 juntos, representam a uniao

dos conjuntos.

Conjunto Universo: Ao resolvermos problemas com conjuntos, uma informagao
importante é o Conjunto Universo, ele representa todas as possibilidades de escolha para
os elementos dos conjuntos. Por exemplo, ao formarmos grupos de estudo na sala, dividi-
dos por bairro onde cada aluno mora, o conjunto Universo dessa situagao é formado por

todos os alunos da sala.

Exemplo: Em uma turma de quinto ano com 20 alunos, a professora perguntou
que animais de estimacgao cada um tinha, as respostas foram as seguintes:

- 10 falaram que tinham cachorro; - 8 falaram que tinham gato; - 5 falaram que
tinham gato e cachorro.

Quantos alunos da sala nao tinham nem gato e nem cachorro?

Essa questao precisa de muita atencao para ser resolvida, pois se apenas somarmos
as quantidades, sem cuidar com a resposta, ja terfamos 23 alunos nessa lista, mesmo
sabendo que a turma s6 tem 20 alunos. O que esta errado no nosso raciocinio?

O erro esta ao acharmos que 10 pessoas tem apenas cachorro, na verdade elas
falaram que tem cachorro, mas isso nao quer dizer que elas também nao tem gato. Se
5 alunos tem gato e cachorro, eles estao incluidos nos 8 e 10 do comeco da lista, ou
seja, podemos interpretar a informacgao do exemplo como: 5 tem gato E cachorro, 5 tem
apenas cachorro e 3 tem apenas gato, totalizando 13 alunos que tem pelo menos um dos

dois animais. Assim sendo, 7 alunos nao tem nem gato e nem cachorro.

Turma do 5° ano

()

Por isso que conhecer o conjunto Universo é importante, pois sabifamos que tinham

ao todo 20 alunos, se 13 tinham pelo menos um dos animais, os 7 restantes nao tinham
nenhum dos dois.

Vamos praticar?



EXERCICIOS DE FIXACAO

1) Para organizar a gincana do dia das criangas, foi perguntado a cada aluno da
turma quais esportes eles gostariam de praticar entre futebol e voleibol. Entre os estudan-
tes, 18 responderam que gostariam de jogar futebol e 24 que gostariam de jogar voleibol.
Sabendo que a turma tem ao todo 30 estudantes e que todos escolheram pelo menos um

dos esportes, quantos estudantes escolheram apenas futebol?
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2) Em uma sala de aula, a professora Rose pergunta quais alunos moram no Bairro
Sao Joao, levantam a mao os alunos Cleber, Robson, Ana Maria, Clara e lara. Em seguida
pergunta quem mora no Bairro Campo Limpo e Méarcia, Silvia e Everton levantam a mao.
Chamando de A o conjunto dos alunos do sexo masculino e B o conjunto dos alunos(as)

que moram no Bairro Campo Limpo, os elementos do conjunto A N B sao:

a) Cleber, Robson e Everton
b) Ana Maria, Clara e lara
c¢) Cleber e Robson

d) Everton

e) Ana Maria, Clara, lara, Marcia e Silvia

3) Uma prova foi aplicada em uma turma de 30 alunos, sabendo que 15 acertaram
a primeira questao, 18 acertaram a segunda e 10 acertaram as duas questoes. Quantos

alunos erraram ambas?
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4) |CIESP-2021-CIESP| Em uma escola de formagao de condutores, constatou-se
que todos os 34 alunos estavam tirando a primeira carteira nacional de habilitacao (CNH).
O professor perguntou quantos estavam ali para tirar a CNH da categoria A, e 12 estu-
dantes levantaram a mao, posteriormente, ele perguntou quantos estavam ali para obter
CNH da categoria B, e 29 levantaram a mao, sendo assim, a quantidade de candidatos

que pretendem tirar somente a CNH da categoria A é:
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5) Para tentar melhorar o ambiente escolar, a dire¢do de uma escola fez uma pes-
quisa com os alunos, para saber o que eles achavam que precisava ser melhorado no espago
fisico da escola. 45 alunos responderam que gostariam que o parquinho fosse melhorado,
48 responderam o refeitorio, 30 responderam o ginasio, 26 responderam parquinho e re-
feitorio, 24 responderam parquinho e ginasio, 20 responderam refeitorio e ginasio e 18
responderam que o parquinho, o refeitério e o ginésio deveriam ser melhorados. Com
base nessas informacgoes, quantos alunos responderam parquinho ou ginédsio nessa pes-

quisa?

a) 61
b) 51
c) 63

) 67
e) 54

6) Em uma doceria, os dois sabores de bolo mais vendidos sao chocolate e mo-

o,

rango. Em certo dia todos os clientes compraram bolo(s), 50 clientes compraram bolo
de chocolate, 27 bolo de morango, 9 compraram ambos e 11 compraram apenas bolos de

outros sabores. Qual foi o ntimero de clientes na doceria nesse dia?

a) 80



ENCERRAMENTO

Ola colega, espero que esse material tenha te ajudado a aprender coisas novas. Ele
foi desenvolvido com muito carinho, pensando apenas em complementar suas aulas de
matematica.

Essas aulas e seus exercicios de fixa¢ao, poderao lhe ajudar durante suas aulas, nao
s6 de matemaética, mas de todas as disciplinas. Podera lhe ajudar também nas provas da

OBMEP, e depois competi¢oes olimpicas que envolvam matematica.

Boa sorte na sua caminhada escolar.

Um grande abraco,

Professor Alexsandro Schneider.



Escola:

Nowme:

Turma:




APRESENTACAO

Ola Professor(a).

Esse material foi desenvolvido com o intuito de auxiliar no ensino de resolugao de
problemas na sala de aula, sejam eles mateméticos ou nao. Afinal, com as novas diretrizes
da BNCC, Novo Ensino Médio e ENEM, o ensino por meio de situagoes problema tem se
tornado uma tonica presente no contexto de todas as disciplinas.

Essa apostila é focada em problemas matematicos, porém o método apresentado
por George Polya é muito mais amplo que isso.

Estes cadernos estao divididos em cinco capitulos, onde cada um trata de um
assunto matematico diferente, no Caderno do Estudante é apresentado uma nogao tedrica
e pratica dos assuntos, seguidos de alguns exercicios. O ntimero de questoes é limitado,
a inclusao de exercicios externos para complementacao pode ser feita, caso vocé assim
deseje.

No Caderno do Professor, sao tratados os assuntos com algumas explicagoes adicio-
nais, sugestoes para praticas e as resolugoes de todas as questoes do Caderno do Estudante.

Espero que possa ser 1util na sua pratica docente e no processo de ensino aprendi-

zagem dos seus estudantes.

Grande Abrago,

Alexsandro Schneider.



1 - CONTAGEM

Problemas de contagem estao cada vez mais presentes no contexto da sala de aula,
porém ¢é de grande importancia que o aluno perceba que sua aplicagao no dia a dia é mais
comum do que imaginamos.

Um exemplo interessante para comegar a discussao desse assunto ¢ o espelho de
classe, apos as perguntas de o que é e pra que serve o método da contagem, vocé pode
levantar a questao “de quantas maneiras conseguiriamos organizar o espelho de classe
(posigao onde cada estudante deve se sentar na sala de aula) de uma determinada fileira?
E da turma inteira?’ Essa questdao mostra a aplicagdo na rotina dos estudantes a nivel
de mundo real e retrata que muitas vezes, escrever todas as possibilidades pode ser algo

muito trabalhoso e demorado.

Ao apresentar o conceito de Principio Fundamental da Contagem (PFC) e seu
exemplo do Caderno do Estudante, vocé pode resolver com os estudantes o problema do
espelho de classe.

Sobre o exemplo do caderno, é interessante construir com os estudantes essa reso-

lugao no quadro de forma coletiva, antes mesmo de se fazer essa leitura das etapas.

Um conceito novo que pode ser apresentado durante essa aula é o de Fatorial
de um ntmero, ele ajuda na organizagao das resolugoes e nao involve nenhum tipo de

operacgoes que eles ainda nao tenham visto.



RESOLUCAO DOS EXERCICIOS

Questao 1: Alternativa c.

Compreensao do problema: Dénis tem 5 camisetas e 3 calgas e pretende descobrir

de quantas formas distintas ele pode escolher um look, formado por uma camiseta e uma
calga. A incognita nessa questao é efetivamente a quantidade de formas possiveis de se
vestir.

Elaboracao de uma estratégia: Essa é um tipo de questao muito comum, resolvida

por meio de PFC. Entao para resolver, devemos multiplicar a quantidade de maneiras que
cada decisao pode ser tomada.

Executando o plano: Se Dénis tem 5 camisetas e 3 calgas, entao para cada escolha

de camiseta, Dénis tem 3 opgoes para escolher uma calca. Assim, 5 x 3 = 15 opgoes de
escolhas. Alternativa c.

Verificando o resultado: 15 formas distintas é coerente com a situacao pratica, e

como é uma das solugoes disponiveis nas alternativas, nao ha nada que indique que nao

esta correta.

Questao 2: Alternativa d.

Compreensao do problema: Cada cliente deve escolher 3 componentes para sua

refeicao, um prato principal, um suco e uma sobremesa.

Elaboragao de uma estratégia: A resolugao é por meio de PFC. O cliente tem 4

opgoes de pratos principais, 5 opgoes de sucos e 3 de sobremesas. A incdgnita procurada
¢ o nimero de formas de montar uma refeicao. Dessa forma basta multiplicar o ntimero
de maneiras de se tomar cara decisao.

Executando o plano: Entao, 4 x 5 x 3 = 60 maneiras de formar sua refeicao.

Alternativa d.

Verificando o resultado: 60 formas distintas é coerente com a situacao pratica, e

como é uma das solugoes disponiveis nas alternativas, nao ha nada que indique que nao

esta correta.

Questao 3: Alternativa b.

Compreensao do problema: Uma famiilia esta se arrumando para tirar uma foto-

grafia, a ordem dos filhos nao ¢ importante, a tnica condi¢ao ¢ que os pais fiquem um em
cada ponta da fotografia.

Elaboracao de uma estratégia: Esta questao exige atencao a um detalhe, a posicao

dos pais, pois nao pode haver um filho em um dos extremos da foto. Se chamamos os

pais de P; e P, devemos lembrar que as posigoes serao da forma: P filhos P, e P, filhos



P;. Como o casal tem 4 filhos, eles podem ser organizados de 4! maneiras, ou seja, para
o primeiro lugar temos 4 opgoes, para o segundo lugar temos 3 opgoes, para o terceiro
lugar temos 2 opgoes e para o quarto lugar apenas 1 opgao.

Executando o plano: Existem 4! = 4 x 3 x 2 x 1 = 24 maneiras de organizar

os filhos, como os pais tem 2 formas de serem distribuidos, a quantidade de maneiras
possiveis de organizar essa familia para tirar a foto é 24 x 2 = 48 maneiras distintas.
Alternativa b.

Verificando o resultado: 48 maneiras distintas de tirar a fotografia é coerente com

a situacao pratica, e como ¢ uma das solugoes disponiveis nas alternativas, nao ha nada

que indique que nao esta correta.

Questao 4: Alternativa a. Muito importante frisar a diferenga entre algarismo(simbolo)
e numero(juncao de algarismos que representa uma quantidade).

Compreensao do problema: Como o objetivo é formar niimeros com 3 algarismos,

significa que usaremos apenas 3 dos 5 algarismos disponiveis, muita atencao ao fato que
os algarismos nao podem ser repetidos.

Elaboragao de uma estratégia: A incognita em questao é o total de ntimeros que

podem ser escritos. Temos 5 opgoes para o algarismo das centenas, 4 opgoes para o
algarismo das dezenas(pois um dos 5 ja foi utilizado) e 3 opgoes para o algarismos das
unidades. Entao, basta multiplicar as quantidades de formas de se escolher cada algarismo.

Executando o plano: Dessa forma, E possivel formar nimeros com 3 algarismos

distintos de 5 x 4 x 3 = 60 maneiras. Alternativa a.

Verificando o resultado: 60 nameros distintos é coerente com o enunciado, e como

¢ uma das solugoes disponiveis nas alternativas, nao ha nada que indique que nao esta

correta.

Questao 5: Alternativa c.

Compreensao do problema: Dentre os alunos de uma turma, a professora pretende

montar duplas formadas por um menino e uma menina, dentre os 10 de cada.

Elaboragao de uma estratégia: A incognita procurada é a quantidade de possiveis

duplas. Para o primeiro menino existem 10 possibilidades de meninas, para o segundo
menino existem 9 possibilidades de meninas e assim por diante, lembrando que a ordem
de escolha dos pares nao importa.

Executando o plano: A quantidade de maneiras que a professora pode montar a

quadrilha ¢ de 10+9+8+7+6+5+4+ 3+ 2+ 1 = 55 maneiras. Alternativa c.

Verificando o resultado: As possiveis 55 duplas distintas é coerente com o enun-




ciado, e como é uma das solucoes disponiveis nas alternativas, nao ha nada que indique

que nao esta correta.

Questao 6: Alternativa e.

Compreensao do problema: Questao pede que se formem nimeros pares de 4 al-

garismos distintos, escolhidos entre 0, 3, 4, 5, 7 e 8.

Elaboracao de uma estratégia: Questao muito parecida com a questao 4, porém

com trés grandes diferencas. A primeira é que a questao nao diz que devem ser algarismos
distintos, ou seja, o nimero 4444 é uma possivel solucao. A segunda é que ela quer que
sejam nimeros pares, ou seja, terminados em 0, 4 ou 8. A terceira é que o zero é um dos
algarismos disponiveis, e ele nao pode estar presente na casa da unidade de milhar. Dessa
forma, para a casa da unidade de milhar temos 5 possibilidades(3, 4, 5, 7 e 8), para a
casa das unidades temos 3 possibilidade(0, 4 e 8) e para as casas da dezena e da centena
temos 6 opgoes para cada(qualquer um dos algarismos).

Executando o plano: Assim, podemos formar 5 x 6 x 6 x 3 = 540 niimeros distintos.

Alternativa e.

Verificando o resultado: 540 ntmeros pares distintos é coerente com o enunciado,

e como é uma das solucgoes disponiveis nas alternativas, nao ha nada que indique que nao

esta correta.

Questao 7: Alternativa b.

Compreensao do problema: Carla quer organizar seus brinquedos na prateleira,

sendo que brinquedos de mesmo tipo sempre ficam juntos, todas as bonecas devem ficar
lado a lado por exemplo.

Elaboragao de uma estratégia: A incognita procurada é a quantidade total de ma-

neira de se organizar os brinquedos.Para resolver essa questao devemos analisar por tipo
de objetos, pois duas coisas devem ser organizadas na prateleira, a ordem dos tipos de
objetos e dentro de cada tipo, a ordem dos objetos desse tipo.

Executando o plano: Carla tem 3 tipos de objetos: bonecas, ursinhos e casa de

bonecas, que podem ser organizadas de 3 x 2 x 1 = 6 maneiras distintas, e em cada uma
dessas 6 as bonecas e os ursos podem ser organizados de 3 x 2x1 =6e2x1 =2
maneiras distintas, respectivamente. Assim, a quantidade total de maneiras que Carla
pode organizar seus brinquedos é 6 x 6 x 2 = 72 maneiras distintas. Alternativa b.

Verificando o resultado: 72 maneiras distintas de se organizar os brinquedos na

prateleira é coerente com o enunciado, e como é uma das solucoes disponiveis nas alter-

nativas, nao ha nada que indique que nao esta correta.






2 - ANALISE DE PADROES

Ao se deparar principalmente com problemas olimpicos, a anélise de padroes é
muito recorrente, ¢ muito importante uma boa orientagao para que os estudantes consigam
entender que esse tipo de problema tem outras formas de se resolver, sem ser pelo trabalho
bracal.

Questoes de analise de padroes costumam tratar sobre coisas que se repetem mui-
tas vezes, e caso o estudante resolva de forma mecéanica, pode acabar demorando demais

ou mesmo desistindo pelo tempo e esfor¢o necessarios para o mesmo.

E indispensavel que todas as questdes desse capitulo sejam resolvidas junto com
os estudantes para deixar cada estratégia bem clara. E comparar as resolugoes por meio
de alguma estratégia logica e por meio de trabalho manual, para que veja essa relagao de

tempo e esforgo aplicados.

Em relagao aos exemplos presentes no Caderno do Estudante o primeiro problema
trata sobre tdltimo algarismo de uma multiplicagao, é importante deixar claro que mesmo
nao sabendo o resultado de uma multiplicacao de ntimeros muito grandes, o algarismo
das unidades do resultado seré sempre o tltimo algarismo do produto entre os algarismos
das unidades dos fatores.

No segundo exemplo, ¢ uma situacdo comum de analise de padrées. E importante
indicar o trabalho que daria continuar desenhando essas figuras, mesmo que quisesse de-
senhar as proximas 4 ou 5 figuras. Ele descreve bem o que dissemos acima, sobre tempo

e esfor¢o dedicado para se resolver o problema se fosse fazer de maneira manual.

Caso os estudantes ja tenham familiaridade com o conceito de potenciagao, o exem-
plo do estudo do tltimo algarismo das poténcias de um ntmero é algo bem indicado. Pois

eles se deparam com multiplicacoes de dezenas ou centenas de niimeros.



RESOLUCAO DOS EXERCICIOS

Questao 1: Alternativa b.

Compreensao do problema: Ana faz um acordo para ao invés de receber um valor

mensal fixo como mesada, ela recebera semanalmente um valor crescente de semanada.
Deseja-se saber quanto ela recebeu depois de 2 meses, ou 8 semanas.

Elaboracao de uma estratégia: A incognita em questao é o valor que ele tera rece-

bido ap6s certo periodo de tempo. O estudante deve perceber que a quantia recebida por
Ana dobra a cada semana, iniciando em R$1,00 e terminando em 27 = 128, 00.
Executando o plano: Assim ao final do dois meses, ou oito semanas, Ana tera

recebido 1 4+2+4 +8 4+ 16 4+ 32 4+ 64 + 128 = 255 reais. Alternativa b.

Verificando o resultado: O valor total de 255 reais ao final de 2 meses é coerente

com o enunciado, e como ¢ uma das solugoes disponiveis nas alternativas, nao ha nada
que indique que nao esta correta.

Obs: caso a turma seja de ensino médio, pode se apresentar essa solugao por meio

de uma PG.

Questao 2: Alternativa c

Compreensao do problema: Jilio junta as bolinhas de gude de forma que elas

juntas tenham a forma de um quadrado. Julio entao, deseja saber quantas bolinhas serao
necessarias para construir a décima figura desse tipo.

Elaboragao de uma estratégia: A incognita dessa questao pode ser tratada como o

total de bolinhas necessérias ou também como a quantidade de bolinhas necessarias para
formar o lado de cada quadrado. Ao se descobrir a quantidade de bolinhas necessérias
para o lado da décima figura, basta elevar esse valor ao quadrado.

Executando o plano: Como a figura 1 é formada por um quadrado de lado 1, a

figura 2 é formada por um quadrado de lado 2, entao a décima figura serd um quadrado
de lados formados por 10 bolinhas cada. Entao o total de bolinhas necessario é de 10 x
10 = 100 bolinhas. Alternativa c.

Verificando o resultado: A quantia de 100 bolinhas é coerente com o enunciado, e

como é uma das solugoes disponiveis nas alternativas, nao ha nada que indique que nao

esta correta.

Questao 3: Alternativa c.

Compreensao do problema: Um pedreiro estd colocando pisos em uma cozinha

segundo o padrao das imagens, o padrao é que uma das diagonais é formada por pisos

pretos e todo o resto é formado por pisos brancos.



Elaboracao de uma estratégia: A estratégia para esta questao é muito parecida

com a questao 2. As figuras sao quadrados formados por pisos brancos e pretos e a
quantidade de pisos pretos na diagonal é igual a quantidade de pisos no lado da figura.

Executando o plano: Se a uestao diz que a figura em uestao terd 11 pisos na

diagonal, entao uqer dizer que serd um quadrado de lados 11. Dessa forma para formar essa
figura serao necessarios 11 x 11 = 121 pisos, retirando-se os pisos pretos, 121 — 11 = 110
pisos brancos. Alternativa c.

Verificando o resultado: A quantia de 110 pisos brancos é coerente com o enunci-

ado, e como ¢ uma das solugoes disponiveis nas alternativas, nao ha nada que indique que

nao estéa correta.



Questao 4: Alternativa c.

Compreensao do problema: Na sala de aula foi utilizada uma faixa ilustrada por

silhuetas de homens e mulheres, com bracos erguidos e abaixados. Uma pessoa pretende
descobrir qual seria a ilustracao presente na centésima ilustracao.

Elaboragao de uma estratégia: A incognita procurada é a figura presente na cen-

tésima ilustracao. O padrao dessa faixa é que a cada 6 figuras, o ciclo se reinicia. Dessa
forma, basta analisar quantos ciclos estarao presentes na faixa e analisar a continuagao
da faixa.

Executando o plano: Ao se dividir 13(total de figuras) por 6(tamanho dos ciclos)

tem-se quociente 2 e resto 1. Ou seja, 2 ciclos completos e mais 1 figura, assim a resposta
correta seria o homem de bragos erguidos e a mulher de bracos abaixados. Alternativa c.

Verificando o resultado: Ao se verificar a coeréncia dessa alternativa, é uma res-

posta plausivel e possivel, por ser uma das alternativas presentes. Sem sinal de que esteja

errada.

Questao 5: Alternativa c.

Compreensao do problema: A questao apresenta a ja conhecida Sequéncia de Fi-

bonacci e pede que se encontre os proximos 3 nimeros da sequéncia.

Elaboragao de uma estratégia: A incognita dessa questao é o valor dos proximos

termos e como eles sao encontrados. Pode-se perceber que cada termo é formado pela
soma dos dois termos anteriores, a partir do terceiro termo. Temos 1 +1 =2, 1+ 2 = 3,
243=05,3+5 =28 e assimi por diante.

Executando o plano: Os dois tltimos ntimeros presentes sao 8 e 13, entao os pro-

ximos trés termos sao 8 + 13 = 21, 13 + 21 = 34 e 21 4 34 = 55. Alternativa c.

Verificando o resultado: Os valores 21, 34 e 55 sao coerentes com o enunciado, e

como é uma das solugoes disponiveis nas alternativas, nao ha nada que indique que nao

esta correta.

Questao 6: Alternativa b.

Compreensao do problema: Julinho esta aprendendo teoria musical e precisa me-

morizar as notas musicais. Para ajudar na memorizagao ele escreveu 100 notas musicais
na sequéncia original. A questao quer saber qual foi a dltima nota escrita.

Elaboragao de uma estratégia: A incognita é a tltima nota musical escrita por

Julinho. Uma questao muito parecida com essa é a questao 4. Devemos perceber que sao
ciclos de 7 notas em mesma ordem. Assim, basta divir as 100 notas escritas pelo tamanho

de cada ciclo e analisar o resto da divisdo.



Executando o plano: Ao dividirmos 100(total de notas) por 7(tamanho do ciclo,

temos quociente 14 e resto 2, ou seja, a nota procurada é a segunda no ciclo, RE. Alter-
nativa b.

Verificando o resultado: Ao se verificar a coeréncia dessa alternativa, é uma res-

posta plausivel e possivel, por ser uma das alternativas presentes. Sem sinal de que esteja

errada.

Questao 7: Alternativa e.

Compreensao do problema: A partir de um molde, Paulinha quer montar um cubo,

Dentre as possibilidades, qual representa este cubo montado.

Elaboragao de uma estratégia: Uma ferramenta ttil é usar as partes pintas como

referéncia para encontrar o possivel cubo.

Executando o plano: Pode-se perceber que os quadrados pretos pequenos ficarao

na mesma face do cubo, face essa oposta a face toda preta. Devemos atentar que os dois
quadrados pequenos na ficarao lado a lado na face, e sim em uma espécie de diagonal.
Analisando as figuras apresentadas temos que a alternativa correta é a alternativa e, pois
eles estao em diagonal e a face preta nao aparece, entao pode ser a face oposta a que
contém os dois quadradinhos. Alternativa e.

Verificando o resultado: Ao se verificar a coeréncia dessa alternativa, é uma res-

posta plausivel e possivel, por ser uma das alternativas presentes. Sem sinal de que esteja

errada.



3 - GEOMETRIA

Problemas de geometria costumam envolver os conceitos de area e perimetro, en-
tao para iniciar esse capitulo é necessério iniciar fazendo uma apresentacao desses dois
conceitos.

Outra coisa presente nos problemas de geometria sao formas de anélise de padrao,
entao pode se utilizar os conceitos do capitulo passado, tanto para a organizacao, quanto

para a elaboracao do plano pratico e para a resolu¢ao dos problemas.

Ao pensarmos em geometria, logo associamos a figuras. Porém, muito problemas
tem apenas texto, entao reforge a importancia de se fazer um esbogo da situacao nesse

tipo de questoes para melhor visualizacao.

Sobre os exemplos do Caderno dos Estudantes:

O primeiro exemplo trata sobre as simetrias, neste caso vemos que ao usarmos
uma figura como base, basta fazer as rotagoes para perceber que ela se encaixa em 3 das
outras 4, a que nao se encaixar é a resposta procurada. Esse tipo de questao nao requer
nenhum tipo de calculo, apenas logica.

O segundo exemplo sera bem importante para a resolucao dos exercicios, pois essas
questoes de malha quadriculada estao sempre presentes nas olimpiadas de matematica. A
ideia por tras dela estéd em se juntar os quadrados que nao estao completamente pintados,
de forma a encontrar o valor equivalente em quadrados completos.

No terceiro exemplo, ao se tratar de juncao de figuras, ¢ importante deixar claro
que ao se juntar duas ou mais figuras para formar uma s6, a area da nova figura é igual a
soma das areas das figuras, porém nos perimetros ¢ um pouco diferente, pois ao se juntar
lados das figuras, esses lados passam a ser internos, logo nao contarao para o perimetro

da nova figura.



RESOLUCAO DOS EXERCICIOS

Questao 1: Alternativa a.

Compreensao do problema: A questao trata de uma sequéncia de quadrados ali-

nhados, a questao pede o perimetro da figura toda.

Elaboragao de uma estratégia: Apesar de pedir o perimetro da figura inteira, a

questao nao pede o perimetro de cada quadrado. Dessa forma a incognita da questao
¢ o valor do perimetro da figura toda. Porém como pode ser visto na imagem abaixo,
o perimetro dessa figura é o mesmo que se os lados fossem "afastados", formando um
retangulo maior. Na imagem é feito o tracejado referente aos segmentos na horizontal,

porém o mesmo vale para os verticais.

20cm

100 cm

Executando o plano: Basta calcular o perimetro do retangulo construido na figura.

O perimetro é igual a 100 + 20 + 100 4+ 20 = 240cm. Alternativa a.

Verificando o resultado: Ao se verificar a coeréncia desse valor, é uma resposta

plausivel e possivel, por ser uma das alternativas presentes. Sem sinal de que esteja er-

rada.

Questao 2: Alternativa c.

Compreensao do problema: A questao apresenta uma malha quadriculada, onde

apenas uma parte esté pintada e o resto em branco, comparando-se essa figura com as
alternativas, deseja-se encontrar qual alternativa tem mesma area.

Elaboragao de uma estratégia: Como as malhas sao iguais, uma forma de encontrar

as figuras de mesma area é contar o nimero de quadrados pintados. A incognita seria a
area pintada da figura.

Executando o plano: Na figura temos 18 quadradinhos pintados, entao basta pro-

curar nas alternativas, qual também tem 18 quadradinhos pintados. QQue seria a alterna-
tiva c.

Verificando o resultado: Ao se verificar a coeréncia dessa alternativa, ¢ uma res-

posta plausivel e possivel, por ser uma das alternativas presentes. Sem sinal de que esteja

errada.

Questao 3: Alternativa d.



Compreensao do problema: A questao apresenta uma malha quadriculada com 5

figuras, onde apenas uma parte de cada esté pintada e o resto em branco, comparando-se
essas figuras deseja-se encontrar qual figura tem maior area.

Elaboragao de uma estratégia: Essa questao tem resolugao analoga & questao 2.

Devemos calcular quantos quadradinhos completos ao todo cada figura tem pintado.

Executando o plano: A figura 1 tem 16 quadradinhos pintados. A figura 2 tem

9 quadradinhos, pois representa um quarto de um quadrado de lado 6. A figura 3 tem
16 quadradinhos. A figura 4 tem 18 quadradinhos, pois representa a metade de um
quadrado de lado 6. A figura 5 tem 9 quadradinhos, pois representa a metade da area de
um retangulo de largura 3 e comprimento 6. Assim, a figura de maior area é a figura 4.
Alternativa d.

Verificando o resultado: Ao se verificar a coeréncia dessa alternativa, é uma res-

posta plausivel e possivel, por ser uma das alternativas presentes. Sem sinal de que esteja

errada.

Questao 4: Alternativa a

Compreensao do problema: A questao trata sobre as dimensoes de um campo de

futebol e pergunta qual a distancia percorrida por um atleta que desse 3,5 voltas no
campo.

Elaboragao de uma estratégia: A incognita nessa questao é o perimetro desse campo,

pois ao se descobrir o perimetro, basta multiplicar pelo nimero de voltas para se encontrar
a distancia em questao.
Executando o plano: Como o campo tem dimensoes 110m x 80m, seu perimetro

serd de 110 4+ 80 + 110 4+ 80 = 380 metros. Como o atleta devera dar 3,5 voltas, ele

percorrerd um total de 380 x 3,5 = 1330 metros. Alternativa a.

Verificando o resultado: Ao se verificar o valor de 1330 metros, é uma resposta

plausivel e possivel, por ser uma das alternativas presentes. Sem sinal de que esteja er-

rada.

Questao 5: Alternativa e.

Compreensao do problema: A questao apresenta o caso de Claudia que pretende

colocar seus dois tapetes no quarto e quer saber quanto do piso continuara descoberto.

Elaboragao de uma estratégia: A incognita dessa questao é a area de cada quadri-

latero, tapetes e piso do quarto. Basta encontrar a area de cada um dos quadrilateros e
subtrair as areas dos tapetes da area total do quarto.

Executando o plano: O tapete quadrado tem lado 4m, assim a 4rea ¢ de 4% = 16




m?2, o tapete retangular tem largura 3m e comprimento 8m, assim a sua area é de 3 x
8 =24 m2. O quarto é um uadrado de lado 9m, assim a sua area é de 92 = 81 m2. Entao

a parte do piso que ficara descoberta é de 81 — 16 — 24 = 41 m?2. Alternativa e.

Verificando o resultado: Ao se verificar o valor de 41 metros quadrados de area
restante, é uma resposta plausivel e possivel, por ser uma das alternativas presentes. Sem

sinal de que esteja errada.

Questao 6: Alternativa b.

Compreensao do problema: A questao apresenta uma malha quadriculada, onde

apenas uma parte esté pintada e o resto em branco, comparando-se essa figura com as
alternativas, deseja-se encontrar qual alternativa tem mesma area.

Elaboracao de uma estratégia: Essa questao tem resolucao analoga a questao 2.

Como os quadradinhos sao iguais, uma forma de separar em figuras menores e contar o
numero de quadrados pintados. A incognita seria a area pintada da figura. Na figura
abaixo, apresenta-se as 3 figuras menores, o retangulo 2x1 com apenas metade pintada, o

quadrado 1x1 e o quadrado 1x1 com apenas metade pintada.

Executando o plano: Sao ao todo 8 retangulos, totalizando 8 quadradinhos pin-

tados, 4 quadradinhos 1x1 pela metade, totalizando 2 quadradinhos pintados e mais 12
quadradinhos que ja estavam pintados. Assim, 8 4+ 2 4 12 = 22 quadradinhos 1x1 com-
pletamente pintados. Alternativa b.

Verificando o resultado: Ao se verificar a quantidade de 22 quadradinhos pintados,

é uma resposta plausivel e possivel, por ser uma das alternativas presentes. Sem sinal de

que esteja errada.

Questao 7: Alternativa c.

Compreensao do problema: A questao apresenta a planta baixa de uma casa com

as areas de alguns comodos sendo dadas e outras nao. O objetivo é descobrir a area total
dessa casa.

Elaboragao de uma estratégia: A incognita dessa questao é a area da cozinha e

slaa integradas, pois para encontrar a area dessa casa, basta somar os quatro comodos e



os outros trés ja tem a area dada pelo enunciado.

Executando o plano: Ao compararmos as areas do wc e do quarto 1 vemos que

a area do quarto é o triplo da area do wc, como ambos sao retangulos e que tem um
lado em comum, isso implica que o comprimento do quarto 1 é o triplo do comprimento
do we. Assim, podemos decompor a cozinha em 3 retangulos iguais ao quarto 2, pois o
comprimento do quarto 1 é igual ao triplo da largura do quarto 2. A figura abaixo ilustra

essa ideia.

d

7

cozinha # sala infecradas

quarto 2

Dessa forma, a area da cozinha é de 24 m2. Entao a area total do projeto ¢ de
3+ 8+ 9+ 24 =44 m2. Alternativa c.

Verificando o resultado: Ao se verificar o valor de 44 metros quadrados de area

total, é uma resposta plausivel e possivel, por ser uma das alternativas presentes. Sem

sinal de que esteja errada.



4 - MULTIPLOS E DIVISORES

Desde o inicio do ensino fundamental, os estudantes sao apresentados ao conceito
de juntar objetos, entao esses problema acabam sendo familiares.

O conceito que precisa ser deixado claro para os estudantes é o de divisibilidade.
Ou seja, reforcar o que significa ser um multiplo ou um divisor de um ntmero. Afinal,

grande parte dos problemas desse capitulo envolvem analisar o resto da divisao.

Em relagao ao exemplo do caderno, o conceito de grupos quando se tratam de

objetos ou ciclos quando se tratam de ntimeros ¢ muito presente nesse capitulo.

A questao trata sobre o menor nimero de 3 algarismos divisivel por 6, pra isso
deve se iniciar definindo qual é o menor niimero de 3 algarismos existente, no caso o 100.
Pois queremos descobrir quantos ciclos de 6 estao “dentro” do 100 e quanto sobrou sem
fechar um ciclo.

A partir disso analisar o resto da divisao desse ntiimero por 6, ao buscarmos um
nimero maior que 100, basta tomar o resto da divisao euclidiana e descobrir quanto pre-
cisa se somar a esse resto para completar 6, se buscassemos um ntmero menor que 100,

devemos subtrair o resto do numero 100.

Esse método de resolucao é bastante comum em problemas de multiplos e divisores.



RESOLUCAO DOS EXERCICIOS

Questao 1: Alternativa d.

Compreensao do problema: A questao relata a compra de alguns bombons por

Seu Auro para presentear seus netos. Nao se sabe quantos ele comprou, somente quanto
sobrariam dependendo de como distribuisse e pede que seja descoberto a quantidade de
bombons comprados.

Elaboragao de uma estratégia: A incognitia da questao é o total de bombons com-

prados. Um caminho para a resolucao passa por analisar os multiplos de 6 e de 5. Im-
portante saber que a questao nao diz quantos netos Seu Auro vai presentear.

Executando o plano: Os multiplos de 6 entre 11 e 24 sao: 12, 18 e 24, os miltiplos

de 5 entre 11 e 24 sao 15 e 20. Como a questao diz que se cada um recebesse 4 nao
sobraria nenhum, entao a quantidade de bombons é um multiplo de 6. Se ao se dividir
por 5 sobram 4 as quantidades possiveis seriam 19 e 24. O tnico valor comum as duas
condigoes é o 24. Alternativa d.

Verificando o resultado: Ao se verificar o nimero 24 as duas condigoes estao satis-

feitas, é uma resposta plausivel e possivel, por ser uma das alternativas presentes. Sem

sinal de que esteja errada.

Questao 2: Alternativa e.

Compreensao do problema: Dois amigos estao comparando suas colegoes de figuri-

nhas, porém Kamilla nao diz quantas tem, apenas apresenta um enigma para que Marcio
descubra essa quantidade.

Elaboracao de uma estratégia: Essa questao tem uma estrutura parecida com a

questao 1, entao a incognita é o total de figurinhas e o plano a ser seguido é analisar os
multiplos de 12. E descobrir o maior miltiplo de 12 menor que 200.

Executando o plano: Iniciamos dividindo 200 por 12 e obtemos quociente 16 e

resto 8. Dessa forma, para encontrar o maior multiplo de 12, basta subtrair estes 12 dos
200. Assim, Kamilla tem 200 — 8 = 192 figurinhas. Alternativa e.

Verificando o resultado: Ao se verificar o niimero 192 a condigao de ser miltiplo de

12 é satisfeita e o proximo miltiplo seria 204. Assim, é uma resposta plausivel e possivel,

por ser uma das alternativas presentes. Sem sinal de que esteja errada.

Questao 3: Alternativa b.

Compreensao do problema: A questao trata sobre uma situagao onde o aluno esté

aprendendo os miltiplos de um numero e Celso desafia a encontrar o algarismo das uni-

dades do 85° namero da lista.



Elaboracao de uma estratégia: A incognita dessa questao pode ser o 85° niimero

da lista ou o dltimo algarismo do 85° niimero da lista. Se usarmos a primeira, encontra-
mos o 85° nimero multiplicando o 7 por 84, pois comeca do 0. Se usarmos a segunda,
analisaremos o padrao envolvido no tltimo algarismo dos miltiplos de 7.

Executando o plano: O 85° niimero da lista é 7 x 84 = 588 onde o tltimo algarismo

é 8. O ultimo algarismo do 85° ntimero é o mesmo que o tltimo algarismo do 5°, pois os
algarismos das unidades seguem um padrao de repeticao a cada 10 termos. O 5° termo é
0 28, que termina em 8, entao a resposta é 8. Alternativa b.

Verificando o resultado: Pelas duas formas obtemos o mesmo mesmo valor 8, é

uma resposta plausivel e possivel, por ser uma das alternativas presentes. Sem sinal de

que esteja errada.

Questao 4: Alternativa c.

Compreensao do problema: A questao apresenta os resultados das poténcias de

base 3 e pede que se encontre o ultimo algarismo do 106° termo da sequéncia.

Elaboragao de uma estratégia: A incognita é o ultimo algarismo do termo desejado.

Ao analisar os resultados presentes no enunciado, podemos perceber que os valores 1, 3,
9 e 7 se repetem, comencando em 3° = 1,3! = 3,32 = 8 e 3% = 27. Assim, basta saber
quantas vezes esse ciclo se repete até o 106° termo.

Executando o plano: Como a sequéncia inicia em 32, entdo o 106° termo ¢ igual a

3'07. Devemos entao dividir 107 por quatro, que da quociente 26 e resto 3, ou seja tem
o mesmo tltimo algarismo que 32, que ¢ 7. Alternativa c.

Verificando o resultado: Ao se verificar a solugao 7, é uma resposta plausivel e

possivel, por ser uma das alternativas presentes. Sem sinal de que esteja errada.

Questao 5: Alternativa c.

Compreensao do problema: A questao trata de um suposto calendario onde a se-

mana tem 5 dias e pede que encontre que dia da semana caiu certo dia do ano.

Elaboragao de uma estratégia: A incognita é o nimero de dias que se passaram.

Para resolver essa questao basta descobrir quantos dias se passaram e dividir por 5, pois
a cada 5 dias, voltara para o mesmo dia da semana.

Executando o plano: Cada ano tem 6 x 27 = 162 dias, assim basata dividir 162

por 5, que dard quociente 32 e resto 2, desta forma o primeiro dia do ano seguinte sera
um dia Iba. Alternativa c.

Verificando o resultado: Ao se verificar a solucao Iba, é uma resposta plausivel e

possivel, por ser uma das alternativas presentes. Sem sinal de que esteja errada.



Questao 6: Alternativa e.

Compreensao do problema: A questao apresenta uma situacao onde se tem dispo-

nivel 3 tipos de tdbua onde se deseja ter pedagos de maior medida possivel.

Elaboracao de uma estratégia: A incognita dessa questao é o tamanho que a tdbuas

devem ser cortadas. Para resolver essa questao devemos tirar o mdc entre oos 3 tipos de
tabuas, depois devemos verificar se esse mdc é menor que 2m.

Executando o plano: O mdc(540,810,1080) = 270, como 270cm ¢é mais que 2m,

entao a medida de cada pedago de tabua devera ser 135cm. Assim as 40 tabuas de 540cm
geram 160 pedagos, as 30 tabuas de 810cm geram 180 pedacos e as 10 tabuas de 1080cm
geram 80 pedagos. Totalizando 160 + 180 + 80 = 420 pedagos. Alternativa e.

Verificando o resultado: Ao se verificar o valor 420, é uma resposta plausivel e

possivel, por ser uma das alternativas presentes. Sem sinal de que esteja errada.



5 - CONJUNTOS

Esse capitulo tenta apresentar todos as nog¢oes bésicas de um conjunto e suas
operagoes. Antes de pensar em operagoes ou exercicios, é importante focar com que o
estudante entenda o que é um conjunto, o que faz com que os elementos pertencam a ele,

como por exemplo sobre caracteristicas comuns aos elementos.

Apos explicar o que é um conjunto, é sugerido dar bastante atencao no diagrama
de Euler-Venn, explicar que Euler e Venn sao os dois criadores do dessa forma de repre-

sentacao. As operagoes utilizarao o diagrama para melhor visualizacao.

Ao se tratar das operagOes, apresente a resolucao por meio da listagem de ele-
mentos, mas também pelo diagrama de Euler-Venn, pois como dito, essa representagao
serd uma das principais estratégias para se resolver os exercicios propostos. No caderno,
apresentamos o exempo dos animais por meio da listagem e do diagrama, entao aproveite

para reforcar esses conceitos.

No segundo exemplo, o conceito de se trabalhar as operagoes sem saber quem sao
os elementos do conjunto, apenas quantos sao, ¢ de extrema importancia tanto para os
exercicios propostos, como para as olimpiadas, mas também para o estudo de teoria de
conjuntos no Ensino Médio. Assim, é muito ttil para a vida académica dos estudantes,

se possivel dé bastante atencao para esse tipo de questao.

Na questao 4 do caderno de exercicios, o enunciado trata sobre CNH, Carteira
Nacional de Habilitagao. Para que ela faca sentido para os estudantes, é interessante que
se comente com a turma como funciona a habilitagdo e o que significam as letras A (moto)

e B(carro).



RESOLUCAO DOS EXERCICIOS

Questao 1: Alternativa e.

Compreensao do problema: A questao trata sobre um pesquisa feita entre alunos

de uma escola, sobre a preferéncia entre 2 esportes. E solicitado que se descubra quantos
estudantes escolheram apenas futebol na pesquisa.

Elaboragao de uma estratégia: A incognita da questao é a quantidade de alunos

que escolheram apenas futebol. Como ao somar as duas quantidades de alunos ultrapas-
sam o total de alunos, a quantidade que ultrapassa é que esta sendo contado duas vezes,
ou seja, ¢ o valor da intersecao dos dois. Para a resolucao desta questao é importante fazer
um diagrama de Euler-Venn para melhor visualizar a situagao. Ao preencher o diagra-
mas, devemos comegar preenchendo a intersecao, indo "de dentro pra fora"do diagrama,
sempre subtraindo os valores que ja tenham sido contados.

Executando o plano: Ao somarmos a quantidade de alunos que escolheram futebol

com os que escolheram voleibol, temos 18+ 24 = 42, como a turma tem 30 alunos, implica
que 42 — 30 = 12 alunos foram contados duas vezes. Assim, 12 alunos escolheram os dois

esportes.

Segundo o diagrama vemos que 6 alunos escolheram apenas futebol. Alternativa

Verificando o resultado:Ao se verificar o valor 6, é uma resposta plausivel e possi-

vel, por ser uma das alternativas presentes. Sem sinal de que esteja errada.

Questao 2: Alternativa d.

Compreensao do problema: Em uma sala uma professora faz uma pesquisa sobre

o bairro onde cada estudante mora. Além desses conjuntos de bairro, também listou
conjuntos de alunos divididos por sexo. A ideia é descobrir AN B, ou seja, quantos alunos
moram no bairro Campo Limpo e que sao do sexo masculino.

Elaboragao de uma estratégia: A incognita da questao é a intersecao entre os dois

conjuntos, basta avaliar os elementos de cada conjunto e verificar quais estao em ambos

0s conjuntos.



Executando o plano: O tnico elemento que aparece tanto no conjunto A quanto

no B é Everton. Alternativa d.

Verificando o resultado: Ao se verificar a solu¢ao que tem apenas Everton, é uma

resposta plausivel e possivel, por ser uma das alternativas presentes. Sem sinal de que

esteja errada.

Questao 3: Alternativa b.

Compreensao do problema: Em uma turma com 30 estudantes, uma prova foi

aplicada e sabe-se a quantidade de alunos que acertaram cada uma delas. O objetivo é
descobrir quantos alunos erraram ambas.

Elaboragao de uma estratégia: Essa questao é andloga a questao 1. A incognita é

a quantidade de estudantes que erraram as duas. Para isso, o diagrama de Euler-Venn
ajuda bastante.

Executando o plano: Segundo a imagem abaixo, vemos que 10 + 8 + 5 = 23 estu-

dantes acertaram pelo menos uma das questoes. Assim, 30 — 23 = 7 estudantes erraram

ambas as questoes. Alternativa b.

30-23=7

Verificando o resultado: Ao se verificar o valor de 7 estudantes, é uma resposta

plausivel e possivel, por ser uma das alternativas presentes. Sem sinal de que esteja er-

rada.

Questao 4: Alternativa c.

Compreensao do problema: A questao trata sobre uma escola de formagao de con-

dutores, com uma quantidade de alunos tirando a habilitacao. Trata sobre quantidades
de pessoas que vao tirar cada tipo de habilitacao e quer saber quantas pretendem tirar
apenas a habilitacao de tipo A.

Elaboragao de uma estratégia: Questao analoga a 1. A incdgnita é a quantidade

de alunos que pretendem tirar apenas a habilitacao de tipo A.

Executando o plano: Ao somarmos os grupos que responderam obtemos 12+ 29 =

41 alunos, como a turma tem 34 alunos isso implica que 41 — 34 = 7 alunos foram



contados duas vezes, ou seja, 7 pretendem tirar tanto A quanto B. Assim, dos 12 que
responderam que iriam tirar a habilitacao A, entao 12 — 7 = 5 alunos pretendem tirar
apenas a habilitacao do tipo A. Alternativa c.

Verificando o resultado: Ao se verificar o valor de 5 alunos, é uma resposta plau-

sivel e possivel, por ser uma das alternativas presentes. Sem sinal de que esteja errada.

Questao 5: Alternativa b.

Compreensao do problema: A questao apresenta uma pesquisa feita em uma es-

cola para melhorar o ambiente, o objetivo ¢é tentar descobrir uantos alunos acham que o
parquinho ou o ginasio precisam ser melhorados.

Elaboragao de uma estratégia: Essa questao é andloga a questao 3, a diferenga é

que agora temos 3 diagramas. A incognita da questao a propria construgao e distribuicao

dos valores no diagrama.



Executando o plano: Dessa forma a quantidade de pessoas que votaram em par-

48-28=20

24-18=6 : 26-18=8

quinho ou ginésio ¢ 4 + 2 + 18 + 6 + 13 + 8 = 51 alunos. Alternativa b.

Verificando o resultado: Ao se verificar o valor de 51 alunos, é uma resposta plau-

sivel e possivel, por ser uma das alternativas presentes. Sem sinal de que esteja errada.

Questao 6: Alternativa b.

Compreensao do problema: A questao relata as vendas de alguns sabores de bolo

em uma doceria e pede que se descubra o total de clientes nesse dia na doceria.

Elaboracao de uma estratégia: Essa questao é analoga a questao 3. A incognita é

o total de clientes no dia e para encontrar isso basta construir o diagrama de Euler-Venn
e somar todos os valores.

Executando o plano:

11

Assim, o nimero de clientes nesse dia foi de 18 + 9 + 41 4+ 11 = 79 clientes.
Alternativa b.

Verificando o resultado: Ao se verificar o valor de 79 clientes, ¢ uma resposta plau-

sivel e possivel, por ser uma das alternativas presentes. Sem sinal de que esteja errada.



ENCERRAMENTO

Ola colega professor(a), espero que esse material tenha sido de ajuda nesse processo
de construgao de conhecimento. Ele foi desenvolvido com muito carinho, pensando apenas
em complementar e auxiliar em suas aulas sobre a tematica de problemas.

Esse material foi desenvolvido como o produto final de uma dissertacao de mes-
trado, onde busquei auxiliar em uma area tao importante e com material tao escasso, pois
como professor da rede publica de Santa Catarina, sempre me deparei com a dificuldade

em se conseguir material complementar gratuito para utilizar em minhas aulas.

Qualquer duvida ou sugestao, entre em contato por alexsandroschneider@hotmail.com

ou alexsandroschneider@gmail.com.

Boa sorte em sua jornada.

Um grande abraco,

Professor Alexsandro Schneider.
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