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CAPITULO |

INTRODUGAO: O ENSINO DAS FUNGCOES A PARTIR DE UMA ANALISE
SEMIOCOGNITIVA

Celia Finck Brandt
Roseli Burigo

No ensino do grafico de fungdes, € comum enfatizar o procedimento
por pontos, com associacdo, a cada par ordenado (x, y), de um ponto no
plano cartesiano. Nessa direcdo, basta construir uma tabela para atribuir
valores diferentes para x, obtendo, consequentemente, valores para y em
funcdo da lei de associacdo. Esse artificio, segundo Duval, ndo considera a
conceitualizacdo, pois ndo privilegia os elementos semiocognitivos
presentes em diferentes registros de representacdo semidtica: a lingua
natural, a linguagem algébrica e a linguagem grafica. Assim, propor a
obtencgao do grafico ou da sentenca algébrica a partir da sentenga “conjunto
de pontos cuja abscissa e ordenada tém o mesmo sinal” é diferente de
construir um grafico a partir da sentenca algébrica xy>0, atribuindo valores
para x e para y e localizando, no plano cartesiano, o par ordenado (x, y) que
respeita a lei de formacao, processo que viabiliza a obtencdo da regido do
plano desses pontos.

O mesmo vale para as conversdes em sentidos contrarios: da
sentenca algébrica para a sentenga em lingua natural ou para o grafico, do

grafico para a sentenca algébrica ou para a sentenca em lingua natural. O



procedimento que privilegia outras abordagens, que se voltam para os
elementos semiocognitivos dos diferentes registros de representagdo, é
chamado por Duval de andlise qualitativa global. Essa andlise exige a
discriminacdo das unidades significativas do registro de representacdo que
serdo submetidas a variacdes, que por sua vez provocam modificacdes nas
unidades significativas do registro correspondente. A palavra que
representa um numero e a escrita ardbica podem ser analisadas em relacao
as suas unidades significantes como exemplo.

Na escrita ardbica, o algarismo representa uma poténcia de dez,
conforme a posicdo que ocupa. Na escrita ardbica, esses algarismos sao
justapostos para representar a magnitude do numero que precisa ser
adicionados apds a multiplicacao pela poténcia de dez, conforme a posicao.
Na palavra, os sufixos e prefixos representam as poténcias de dez que
também sdo adicionadas. Conforme o intervalo numérico, a poténcia de dez
é representada por um numero de 1 a 9, porém transformados: “ze” em
doze significa dez; “vin” em vinte significa dois, enquanto “te” significa dez;
“quar” em quarenta significa quatro, enquanto “enta” significa dez. Uma
variacdo de um algarismo na escrita arabica correspondera a uma variagao
na palavra. Na escrita arabica, essa variagdo diz respeito ao algarismo e a
posicdo. Assim, 12 corresponde a doze e 21 corresponde a vinte e um (nesse
caso, varia a posicdo do algarismo no numeral).

A avaliagdo global e qualitativa exige, entao, operagdes cognitivas de
tratamento e conversdo. A operacdo cognitiva de tratamento implica

transformacdes do registro de representacao, no interior do mesmo sistema



semidtico de representacdo, enquanto a operagao cognitiva de conversao
demanda a transformac¢ao de um registro de representagao pertencente a
um sistema semidtico em outro registro pertencente a outro sistema
semiotico. A operacdo cognitiva de conversdo exige procedimentos
metodolégicos especificos: a identificacdo das unidades significativas nos
registros de representac¢do; a variacdao dessas unidades em um registro; a
identificacdo da variacdo provocada no outro registro pertencente a outro
sistema semidtico a ele associado. As vezes, a identificacdo dessas unidades
é direta, mas as vezes certos tratamentos sao exigidos para que as unidades
significativas fiquem evidéncia, cuja varia¢do corresponde a outras unidades
significantes no registro associado. Citamos como exemplo o estudo de
Moretti (2003) relacionado a translacdo de uma parabola y = ax?. Essa
abordagem compreende um tratamento na sentenca algébrica pelo método
de completar quadrados, que acaba por explicitar as coordenadas do vértice
da parébola, indicando a transla¢3o a partir da parabola y = ax2. No caso da

2 2
parabola, essa alteracao é do tipo: y:ax2 = y+%=a(x—9j , que
a a

equivalea: y—-y, =a(x— x\,)2 .

Tomamos como exemplo a func¢do y = 2x> — 8x + 12 como sendo a
pardbola cujo vértice translada +x unidades no eixo das abscissas e ty no
eixo das ordenadas. O tratamento na sentenca seriay = 2(x2-4x +4) +4 > y
+4 =2(x +2)% Atranslacdo da pardbolay = 2x?> — 8x + 12 serd a pardbolay =
2x% (cujo vértice que estd na origem), transladada 2 unidades a direita na

horizontal (eixo das abscissas) e 4 unidades na vertical (eixo das ordenadas).



Essa parabola terd como coordenadas do vértice o par (2,4), que pode ser

visualizado na Figura 1.

Figura 1 - Pardbolasy =x?ey = 2x?>- 8x + 12

@ fyv=x 5

@ gv=23-8x+12 : 5

-2 -3 -7 -5 -5 -4 -3 -2 -0 1 2 3 4

Fonte: os autores

Esse procedimento exige a operagao cognitiva de tratamento para
evidenciar as unidades significantes relacionadas ao vértice da pardbola
transladada em relacdo a parabola m3e ax?.

Outras andlises podem ainda ser realizadas em relacdo a outras
unidades significantes da sentenca na linguagem algébrica que define uma
parabola. Elas compreendem variacdes diferentes no registro grafico. Paraa
funcdoy = ax? + bx + ¢, as perguntas orientadoras voltadas para a anélise dos
coeficientes podem ser: Que tipo de grafico teremos para as fungoes:

o y=x%?

e y=ax? paraa>0,0<a<1,a<0;

e v =a1x?*? Qual a funcdo do coeficiente a?

o y=ax’+b?

e Qual o significado do coeficiente b se compararmos os

graficos definidos pory=ax?ey =ax?+ b?
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e 0O que significam os coeficientes a e b na funcdo y = ax? + bx?
Podemos ainda realizar outras perguntas, considerando a
interseccdo da parabola com o eixo das abscissas e a
concavidade.

Essas perguntas podem envolver a relagdo entre coeficientes e raizes
de uma equacdo do segundo grau (ax?+ bx + c), em que a = 1. As perguntas
podem ser: quais os valores de “a, b e ¢” na funcdo y = ax? + bx + c para que:

e aparabolatenha aconcavidade voltada para cima e intercepte o eixo

X nos pontos de coordenadas (1,0) e (3,0);

e concavidade voltada para baixo e interceptar o eixo x nos pontos de

coordenadas (1,0) e (3,0);

e concavidade voltada para baixo e tangenciar o eixo x no ponto de

coordenadas (3,0);

e concavidade voltada para cima e tangenciar o eixo x no ponto de

coordenadas (3,0);

e concavidade voltada para cima e ndo interceptar o eixo x.

Nesse caso, a operag¢ao de conversao segue o sentido do grafico para
a sentenca algébrica, o que dificilmente é feito no ensino. Essa abordagem
vai exigir tratamento para a obtencdo dos valores dos coeficientes. Parte da
analise de unidades significantes da curva se relaciona a interseccdo com os
eixos e a concavidade, isto &, a realizacdo de soma e produto das raizes que
estdo contempladas nas abscissas dos pares ordenados:S=1+3=4->-be

P=1.3=3->cquandoa=1.
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A funcdo definida pela sentenga y = x?- 4x + 3 representa a parabola
solicitada. Outras analises podem ser feitas para a obtencdo da sentenca
algébrica a partir de analises das informac¢des de unidades significantes do
grafico — concavidade e pontos de interseccdo da parabola com o eixo das

abscissas, como aponta a Figura 2.

Figura 2 - Diferentes parabolas indicando a interseccao com o eixo das

abscissas

Fonte: os autores

No caso da funcdo afim y =ax + b, as variacdes dos coeficientesaeb
podem ser alvo de analises, buscando caracterizar uma analise global e
gualitativa, para identificar a fungdo tanto na sua representacdo algébrica,
como na sua representacao grafica. Perguntas podem direcionar essa
analise e comandar o esbocgo das retas sem a necessidade da utilizacdo de
pares de pontos. Tipos de perguntas:

e Que tipo de grafico teremos para as fungdes: y =x ey = ax?
e Qual a diferenca entre as retas construidas pelas fungéesy=xey =
ax?

e Qual a funcdo do coeficiente a no grafico?
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e Na funcdo y = ax + b, que define a reta r, o que significam os

coeficientesa e b?

e Qual a posigao relativa entre asretasy=xey=ax+b?

e Qual a posicdo relativa entre asretasy=axey=ax+b?

e Afuncdoy=aix + b que define a reta s serd paralela ou concorrente
com a reta r? Por qué?

e Quais serdo as coordenadas do ponto de intersec¢do?

e Afuncdoy=ax+c, sendoc# 0 e ce Z que define a reta t, sera
paralela ou concorrente com a reta r? Por qué?

A abordagem que utiliza as transformagdes geométricas, como
translagdao, simetria ou rotacao, também caracteriza abordagens voltadas
para a analise global e qualitativa preconizada por Duval.

Retas r e s serdo simétricas em relagcdo a um eixo de simetria. Afinal,
de acordo com a definicao, elas serdo simétricas se existir uma reta que é
mediatriz de um segmento que une dois pontos A €r e B es. Essa defini¢ao
é utilizada para encontrar uma reta s simétrica a reta r. Ela exigira a analise
de unidades significantes do registro algébrico para o inicio do esbogo do
registro grafico. Por exemplo, vamos encontrar a reta simétrica a reta
definida pela sentenga y = 2x + 4, tendo por eixo de simetria o eixo das
abscissas. Precisamos estabelecer a expressao genérica da reta s que serd
simétrica a reta r em relacdo ao eixo das abscissas: y = mx + n. A partir da
analise do coeficiente b (unidade significante), encontramos o valor de n = -
4, pois equidista de 4, quando x = 0. Outro ponto do grafico pode ser

antecipado para o valor de y = 0. Para aretay = 2x + 4, o valor de x serd -2.
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A partir de um tratamento na sentenga y = mx + n, encontramos o valor de
m, pois 0 = -2m — 4 = m = -2. Essa analise qualitativa, acompanhada de
tratamento, permite encontrar a sentenca algébrica da reta s simétrica a
reta r definida pela sentenca y = 2x + 4. A reta s terd como sentencga y = -2x
— 4. Ela sera simétrica em relacdo ao eixo das abscissas, conforme vemos na

Figura 3.

Figura 3 - Retas r e s simétricas em relagao ao eixo das abscissas

Fonte: os autores

Outras antecipagdes também podem ser obtidas. Se P (x, y) € r(x) =
2x + 4, entdo Q (x,-y) € s(x) = -2x — 4, sendo r(x) simétrica as(x) em relacdo
ao eixo das abscissas. Se a reta simétrica for o eixo das ordenadas, a
simétrica da reta y = 2x + 4 tera as seguintes propriedades:

e n =4, pois o coeficiente linear equidista do eixo y para um valor de x
=0

e Temosquey =mx' +4

e Sey=0-x=-x,visto que a reta é simétrica em relagao ao eixoy

e Logo0=-mx+4->m=-2
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e Aretay =-2x + 4 serd a reta simétrica em relacdo ao eixo das

ordenadas, conforme podemos ver na Figura 4

Figura 4 - Retas simétricas em relagao ao eixo das ordenadas

Fonte: os autores

A partir das informacgdes sobre as unidades significantes (coeficiente
angular e valores de x e y para intersec¢ado da reta com o eixo x), é possivel
esbocgar a reta transladada, sem a necessidade de uma abordagem ponto a
ponto.

Diferentes abordagens podem ser utilizadas para propor sequéncias
didaticas para o ensino de fun¢Ges que contemplem a operacdo cognitiva de
conversdo entre o registro algébrico e o registro grafico — exigida, segundo
Duval, para a conceitualizacdo. Neste trabalho, vamos apresentar
abordagens para diferentes fungdes. Uma dessas abordagens é proposta por
Simonetti, Burigo & Moretti no artigo intitulado “Abordagem global
qualitativa: pardbolas, equacdes e translagdes”. No artigo, a translacdo da
parabola é analisada a partir de sua curva mde y = ax* quando o eixo de
simetria é o eixo das ordenadas, ou da parabola m3e x = ay? quando o eixo

de simetria é o eixo das abscissas.
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Em ambos os casos, a translacdo pode ser visualizada tanto no
registro algébrico como no registro grafico. Para tanto, é necessario realizar
tratamentos na sentenca algébrica, se a conversao for do registro algébrico
para o registro grafico. Esse tratamento utiliza o método de completar
quadrados. Assim, a parabola representada pela expressdo algébrica y = 2x?
- 4x + 5, tendo por simetria o eixo das ordenadas, pode receber tratamento
e ser transformadaemy — (+3) = Z(x — (+1))2. Assim, evidenciard que a
parabola, conforme a representacdo da Figura 5, terd um vértice que
transladara 3 unidades para cima no eixo das ordenadas e 1 unidade para a

direita no eixo das abscissas em rela¢do ao vértice da parabola mae 2x2.

Figura 5 - Exemplo de translacdo de uma parabola y = 2x? (eixo de simetria

€ o eixo das ordenadas)

y H

Fonte: os autores

O mesmo procedimento pode ser realizado para a pardbola x =
5y® — 10y + 3, que apresenta o eixo das abscissas como eixo de simetria.
Um tratamento na expressao algébrica permite obter uma nova forma de

expressdo x — (—2) = 5(y — (+1))?, que revela a translagdo do vértice da
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pardbola (e de todos os pontos da parabola), 2 unidades para a esquerda e
1 unidade para cima.

Com esse procedimento, é possivel esbocar a pardbola sem a
necessidade de recorrer ao procedimento ponto a ponto. Afinal, ndo apenas
o vértice da pardbola translada, mas também todos os pontos da parabola

em relac3o a pardbola mde x = 5y

Figura 6 - Exemplo de translacdo de uma parabola x = 5y? (eixo de simetria

€ o eixo das abscissas)

Fonte: os autores

Interessante observar que também pode ser realizada a conversao
no sentido inverso, do grafico para a sentenca algébrica. Para isso, basta

identificar as coordenadas do vértice, conforme a Figura 7.

Figura 7 - Grafico de uma parabola translada a partir da pardbola mae ax?

Fonte: os autores

Essa parabola apresenta como coordenadas do vértice o par (3,1). A

sua sentenca algébrica serd x — (+3) = a(y — (+1))2.



17

Outra abordagem é proposta por Pasa, Moretti & Binoto, no artigo
intitulado “Caminho alternativo para esbocar curvas: possibilidade a partir
da taxa de variacdo da funcdo e da nocdo de infinitésimo”, que analisa as
unidades significativas pertinentes do registro algébrico que representa uma
funcdo de uma varidvel real, antecipando o esboco da curva no registro
grafico em termos de intervalos de crescimento e decrescimento,
intersecgdes com os eixos, além de pontos de maximo e de minimo. Essa
abordagem propde taxas de variacdao compreendidas e calculadas por meio
da nocdo de infinitésimo. Ela as utiliza, também, para funcbes
trigonométricas. Essas taxas de variacdo trazem informacdes relevantes
para a curva. Por essa razao, consideram a conversdo entre o registro grafico
e o registro algébrico. O tratamento do registro algébrico é utilizado para
obter a taxa de variacdo de primeira ordem e de segunda ordem, quando
necessario.

As unidades basicas da taxa de variagdo trazem informagdes
importantes sobre a curva, conforme definimos. Essa andlise permite a
variacdo das unidades significativas do registro algébrico e a identificacdo da
variacdo das unidades significativas pertinentes do registro grafico. Esses
valores sdo analisados em relacdo ao sinal (>0, = 0 ou < 0). Essa abordagem
privilegia fungdes metadiscursivas, com suas opera¢les cognitivas de
tratamento e conversdo no sentido estrito. Isto é, contempla os
procedimentos metodoldgicos que caracterizam a operagdo cognitiva de

conversdo, para ndo caracterizar uma simples decodificacdo.
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A mesma abordagem é proposta para a senoide y =a + b (sen(cx)+ d)
e para as variagdes do comportamento da curva a partir da comparagao com
a curva y = sen(x). Essa abordagem, apresentada por Corréa e Moretti no
artigo intitulado “O esboco de gréficos de fungdes a partir da interpretacao
global de suas propriedades figurais”, pode ser contemplada com a ajuda de
um software de geometria dinamica. Também pode ser feita manualmente.
Ela considera as translagdes horizontais ou verticais para a amplitude e para
a frequéncia. Tudo pode ser antecipado a partir de perguntas voltadas para
as variacGes dos coeficientes a, b e d. Algumas perguntas podem ser feitas:

e O que acontece com a curva quando vocé altera o valor do

coeficiente c?

e O que acontece com a curva quando vocé altera o valor do

coeficiente d?

e O que acontece com a amplitude da funcao quando vocé altera o

valor do coeficiente a?

e O que acontece com a frequéncia da fungdo quando vocé altera o

valor do coeficiente b?

Essa andlise qualitativa global pode ser realizada tanto no sentido da
escrita algébrica para a curva como no sentido da curva para a escrita
algébrica. O artigo de Corréa e Moretti também enfatiza de que maneira a
translagao e a simetria podem ser unidades de avaliagdo global e qualitativa
para o esboco de curva a partir da translacdo, na horizontal e na vertical, de

uma fungdo logaritmica, considerando a curva simétrica da fungao

logaritmica y = logx, que é a funcdo y = 10*. A escrita algébrica evidencia a
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translagdo. Assim, a fungdo y = 1 + log(x + 2), apresentada na Figura 8, pode

evidenciar os seguintes deslocamentos: y - *1 = log (x - 2).

Figura 8 - Translacdo da funcdo y =1 + log(x + 2) em relagdo a funcdo

y = log x

a:y = logy(x)
@  g:y=1+logglx+2)
@ fiy=10f

h:y=logyplx+2)

’:} B = (13.27, -3.78)

L

Fonte: os autores

As fungdes podem ser analisadas como o lugar geométrico de pontos
de um plano que correspondem a uma lei que associa o valor de y em funcao
do valor de x. Qualquer ponto desse lugar geométrico é resultado dessa lei
de associacdo. Essa abordagem tem ampla utilidade na fisica, pois permite a
interpretacdo de fendbmenos da natureza. Tanto as equag¢les cartesianas
como as paramétricas, que definem essas fungdes, apresentam vantagens e
desvantagens no estudo do lugar geométrico dos pontos.

As interpretacOes globais das propriedades figurais também podem
ser feitas a partir de funcbes definidas por equacbes paramétricas, como
aponta o artigo de Martins e Moretti intitulado “A interpretacao global de
propriedades figurais no esboco de retas representadas por equacdes
paramétricas”. Essa interpretacdo permitird o esboco da curva e a sua

interpretacdo enquanto lugar geométrico de pontos. Temos que identificar
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ainda as unidades significantes pertinentes na equac¢ao da fung¢ao na forma
paramétrica, para interpreta-las em termos do esbog¢o do grafico — isto &,
em associacdo com as unidades significantes do registro grafico: o sentido
dainclinacdo da reta e a interseccdo com o eixo das ordenadas.

Para a andlise das unidades significantes, sera necessario o
tratamento da equacgao geral para a antecipa¢ao do esbogo da reta. Nesse

caso, a equacao geral de uma reta parametrizada é dada por suas equagdes

{(=X1+Xot
=Yy1+ Yot

Apds o tratamento, temos:

paramétricas:

Yo Yo
Y= + |V — X

0 X0
coeficiente angular coeficiente linear

As unidades simbdlicas xo, Yo, X1 € y1 permitem antecipar o sentido da
inclinacdo, o angulo com os eixos e a posicdo sobre os eixos em casos
particulares (reta coincidente com os eixos, paralelismo da reta em relacdo
aos eixos e se a reta passa pela origem). Com isso, temos o esboc¢o da reta
sem a necessidade da construcdo de uma tabela de pontos. A comparacao
de duas retas também pode ser antecipada pela andlise dessas unidades. No
caso do paralelismo, consideramos a translacdo de uma reta em relagdo a
outra. A analise das unidades simbdlicas das retas definidas por equagdes

paramétricas é diferente das analises das unidades simbdlicas das retas
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definidas por equagdes cartesianas. Ainda assim, elas oferecem informacgdes
de mesma natureza em relagdo ao grafico, apesar do fato de os coeficientes
algébricos ndo serem os mesmos.

A avalicdo qualitativa e global também pode ser realizada para a
fung¢do modular, cuja representagdo candnica é f(x) - (ta) = b|kx - (xc)]|.

xsex >0

Representa a translacdo da funcdo base f =|x ={
p ranslag ung ) =lxl = o % < 0

horizontal e na vertical. Essa abordagem encontra-se no artigo de autoria de
Menoncini e Moretti, intitulado “O esboco de curvas de fungdes modulares
lineares a partir da interpretacdo global figural”. Na escrita algébrica, a
analise dos coeficientes a, b, k e ¢ vdo anunciar: o sentido do tracado e seus
respectivos valores; o angulo do tracado com os eixos e seus valores; a
posicdo do tragado em relagdo a origem do eixo horizontal e seus valores; e
a posicdo do tracado em relacdo a origem do eixo vertical e seus valores.
Segundo os autores, os coeficientes b e k estdo relacionados,
respectivamente, a concavidade e ao angulo do tracado, enquanto os
termos constantes a e ¢ indicam as dire¢cbes e os sentidos dos
deslocamentos (translacGes). Os valores de ¢ e k estdo interligados, de
forma que o quociente entre eles determina a coordenada, dado o vértice.
A analise do grafico também permite a obtengdo da escrita algébrica da
funcdo a partir de suas unidades visuais. O esbogo da curva pode ser obtido
a partir da funcdo base, que apresenta deslocamento da origem de valor *
c. O valor b define o dngulo do tracado com o eixo horizontal, enquanto a

constante ta define o deslocamento da curva em relagdo a origem do eixo

horizontal. A interseccdo com o eixo das ordenadas pode ser antecipada



22

igualando x a zero. Os vértices podem ser obtidos por meio da relagdo entre
os coeficientes c e k.

Uma andlise qualitativa global pode ser realizada em superficies
quddricas. E o que nos mostra o artigo de Silva e Moretti intitulado “A
abordagem das superficies qudadricas na perspectiva da intepretacao
global”. Existem diversos tipos de superficies quadricas. O exemplo de
andlise qualitativa global apresentado por Silva e Moretti trata das
superficies qudadricas do tipo nado cilindricas e ndo degeneradas (elipsoides;
hiperboloides de uma e duas folhas; cones quadricos elipticos; paraboloides
elipticos e hiperbdlicos — selas). Essa abordagem considera a grande
dificuldade para o processo de ensino e aprendizagem, pois o desempenho
cognitivo exigido para a aprendizagem é imenso. Nessa abordagem, é
importante levar em consideragao as propriedades globais da curva e a sua
relacdo entre o esboco e o registro grafico de forma simultanea,
diferentemente das abordagens comuns de relagao entre curva e pontos.

Para essa abordagem, assim como em outros tipos de funcdes, é
necessario discriminar unidades significantes préprias de cada registro de
representacdo (no registro grafico, sdo figurais). O procedimento
metodoldgico se assemelha com as outras variedades das fungdes. E preciso
fazer alteragdes nas unidades significantes do registro simbdlico,
antecipando as variacdes no registro grafico — ou, ao contrario, variar as
unidades significantes do registro grafico e estabelecer relagdes com as

variacoes no registro algébrico, cuidando para variar uma unidade

significante e manter as outras invaridveis. As diferentes quadricas, com suas
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diferentes posicbes no sistema cartesiano, sdo responsaveis pelas

dificuldades na identificacao das unidades significantes. Segundo os autores,

ha vdrias semelhangas e diferengas visuais e algébricas que
estdo presentes tanto entre os varios casos quanto entre uma
mesma quadrica em posi¢cbes diferentes. Portanto, ha
oposi¢cdes qualitativas entre os varios casos e também
especificas de cada quddrica, o que pode dificultar a
identificagdo, diferenciagdo e analise dessas superficies

Existem ainda outros complicadores relacionados a andlise
qualitativa global, em especial a correlacdo entre as varidveis visuais e
simbdlicas, quando as equacdes estdo em sua forma geral e quando as
quadricas estdo em posicOes rotacionadas. Além disso, outras dificuldades
podem evidenciadas. Por essa razdo, algumas adaptac¢des foram adotadas
pelo autor, ou seja, foram consideradas as varidveis visuais que permitem
identificar e analisar as diferencas e semelhancas, tanto entre os varios casos
de quadricas, quanto entre uma mesma quadrica em posicdes diferentes no
sistema cartesiano. A énfase recai sobre as qudadricas nas posi¢des padrao.
As variareis visuais em relacdo ao sistema cartesiano foram: posicao padrao,
rotacionada e transladada.

A partir da posicdo padrdo, é possivel verificar que as posicoes
transladadas e rotacionadas relacionam-se com a posicao padrao. Ou seja,
essas posicoes podem ser determinadas a partir da posicao padrdo. Outras
varidveis visuais também foram elencadas: intersecio com os planos
coordenados (xy, xz e yz) e com os planos paralelos (x, y e z). Os valores
visuais dessas intersec¢bes serdo conicos. Segundo os autores, essa decisao
determina as unidades significantes da escrita simbdlica: os termos

guadrdticos, os termos lineares, os sinais dos coeficientes e o valor numérico
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do termo independente (0 ou 1) da equacgao quadrica. Essa escolha permite
a analise das unidades significantes, admitindo a identificagdao do tipo de
quadrica: elipsoide padrdo, hiperboloides de uma folha padrao,
hiperboloides de duas folhas padrdo, cones quadricos elipticos padrao,
paraboloides elipticos padrao e paraboloides hiperbélicos padrao.

A analise dessas unidades significantes na escrita algébrica é
importante em termos semidticos, pois permite identificar as oposicdes
qualitativas entre as diferentes quadricas, assim como as combinagdes que
permitem antecipar o tipo de curva em 2D (elipses, parabolas, hipérboles ou
cOnicas degeneradas), oriundas da intersecdo da quadrica com planos. A
analise qualitativa permite entender, de forma semidtica, por que os
registros simbolicos e graficos sdo correspondentes. Essa analise serd
realizada apds os tratamentos algébricos, por meio dos quais substituimos,
na equacao da quadrica, a equacado do plano interceptor. O resultado, apds
o tratamento, revela a curva em 2D. Para os elipsoides padrdes, as varidveis
visuais qualitativas escolhidas foram os eixos que definem esferoides,
elipsoides e superficie esférica. Essas varidveis foram associadas as unidades
significantes da escrita algébrica (denominadores dos eixos quadraticos e de
relacdes ou operacdes envolvendo os denominadores).

Vejamos ainda algumas andlises relativas aos paraboloides elipticos.
O elipsoide é uma superficie quadrica em que todos os tracos sdo elipses.
Traco é a curva resultante da interse¢do de qualquer plano, paralelo aos
planos coordenados xy, xz, yz, a superficie. Elas sdo apresentadas em

referéncia ao aumento dos eixos e aos coeficientes dos coeficientes dos



25

termos quadraticos. As quadricas apresentadas no artigo explicitam uma
abordagem diferenciada das abordagens explicitadas nos livros didaticos,
privilegiadas no ensino com o foco na identificacdo dos elementos
semiocognitivos presentes no registro grafico e no registro algébrico,
considerando ainda as correlagdes entre eles. Esse enfoque privilegia
também as intersec¢des das quadricas com planos e as conicas resultantes,
sublinhando o desconhecimento dessas intersec¢des, que configuram
desconstrugdes dimensionais, prejudicando tanto a visualizagdo da quddrica
no sistema cartesiano quanto a identificacdo e a diferenciacdo entre os
varios casos de quadricas.

No ensino do calculo, o tema da interpretacdo global das unidades
figurais e do esboco de curvas por meio de unidades bdsicas é apresentado
por Luiz & Moretti no artigo desse e-book intitulado “Um exemplo de esbogo
de curvas por meio de unidades bdsicas e interpretacdo global de
propriedades figurais no ensino de calculo”. As unidades basicas sao obtidas
por meio de tratamento do registro algébrico, sendo associadas as unidades
figurais: pontos de inflexdo, pontos de mdaximo e de minimo, retas
tangentes, assintotas verticais e horizontais, além de limites laterais em um
ponto. A curva pode ser esbocada a partir dessa interpretacao global e
qualitativa. A conversdo no sentido contrario também pode ser realizada,
com intermediacdo das unidades graficas, associadas as unidades basicas
simbdlicas.

O direito a educacdo para todos, considerando a diversidade como

caracteristica humana é abordado por Anjos e Moretti no ultimo Capitulo
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em que a tematica da educacdao matematica inclusiva é tratada por meio de
uma revisdo de literatura categorizada em trés pontos: esbogo, leitura e
interpretacdo de graficos por estudantes cegos. O resultado de tal revisdo é
analisado pelas lentes da teoria dos Registros de Representacdo Semidtica
no que tange as abordagens utilizadas em tais trabalhos e ainda, buscando
verificar a existéncia da utilizacdo dos principios do Desenho Universal para
a Aprendizagem — DUA.

As diferentes abordagens apresentadas nos artigos deste e-book —
ora por meio da andlise dos coeficientes, ora por meio das transformacdes
geométricas de translacdo — caracterizam excelentes contribuicdes para o
qgue Duval preconiza como importante para as conceitualizacdes,
abordagem chamada de avaliacGo qualitativa e global. Os diferentes
resultados dos estudos realizados por meio de pesquisas oriundas de
dissertacdes de mestrado e teses de doutorado explicitam o arduo caminho
trilhado para apresentar uma abordagem diferenciada para o ensino de
fungdes bidimensionais e tridimensionais. Nesse sentido, tal abordagem
facilita a compreensdo da transicdo das cOnicas para as quadricas,
desenvolvendo e explorando as habilidades de visualizacdo. Ficam
evidenciadas as potencialidades para a aquisicdo da capacidade de
visualizacdo e transposic¢do grafica, com a utilizagdo de uma metodologia da
abordagem andlise qualitativa global. Os estudantes, ao trabalharem com
essa metodologia, diferente das metodologias tradicionais, demonstraram
um envolvimento maior na realizacdo das atividades matematicas,

sobretudo considerando as estratégias operantes da transicdo do espago
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bidimensional para o tridimensional, com resultados mais eficazes no
processo de ensino e aprendizagem.

Este caminho inicia com Raymond Duval, em seu estudo
apresentado no artigo intitulado “Graficos e equages: a articulacdo de dois
registros”.

Os autores afirmam que a conversdo no sentido grafico> simbdlico
é de dificil resolucdo para a maioria das func¢des estudadas no ensino
superior. Porém, a interpretacdo global e qualitativa das sentencas
algébricas, submetidas a tratamento (derivada primeira, derivada segunda),
possibilitam o esbo¢co da curva em funcdo das unidades gréficas dos
tratamentos: raiz da fung¢do, pontos de inflexao, intervalos de crescimento e
decrescimento, além de intervalos de concavidade positiva e concavidade
negativa. A anadlise qualitativa é superior a abordagem por pontos. Nesse
contexto, um software de geometria dindmica pode ser utilizado para

corroborar com as interpretagdes efetuadas.
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CAPITULO Il

ABORDAGEM GLOBAL QUALITATIVA: PARABOLAS, EQUACOES E
TRANSLACOES
Djerly Simonetti

Roseli Burigo
Méricles Thadeu Moretti

INTRODUCAO

As dificuldades presentes no ensino e na aprendizagem de
Matematica desafiam os docentes a buscarem novas experiéncias para
melhorar os resultados em sala de aula. Uma das bases tedricas que vem
sendo empregada neste sentido é a Teoria dos Registros de Representacao
Semidtica do fildsofo e psicdlogo francés Raymond Duval. Segundo ele,
qguando os professores abordam os objetos matemadticos nas aulas de
matematica precisam ter pleno dominio da ideia de representagdo semiética

envolvida em cada objeto.

Quando o assunto é parabola, as vezes, o aluno conclui o Ensino
Médio, entretanto nao adquiri embasamento e apropriacao dos conteudos
matematicos que possam e devem ser utilizados em diversas areas do
conhecimento. Neste sentido, pretende-se enfatizar o aprendizado da
parabola em uma perspectiva semiocognitiva, ja que deixar de considerar as
representacdes semidticas envolvidas é desprezar os gestos intelectuais

envolvidos na aprendizagem de matematica.
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A compreensdo das representacdes semidticas para a apropriagdo
adequada da construgdo de graficos da fun¢ao quadrdtica ou da parabola é
de grande significancia. Moretti (2003, p. 149-150) enfatiza que na
construcdo de curvas! com o processo de ir marcando pontos e ligar, em
geral, ndo se aborda a analogia que existe entre a equacdo e o tracado da
curva. Por esta razdo, para o caso das parabolas, ao esbogarmos os graficos,
deve-se utilizar a nogdo de translagao horizontal e vertical para que o aluno
consiga transitar entre as formas simbdlicas e graficas mantendo a

perspectiva da interpretacdo global de propriedades figurais.

Neste sentido, ao discorrermos sobre o esboco de curvas estamos
considerando os registros de representa¢do semidtica presentes no esboco,
portanto, vamos explicar a Interpretacdo Global de Propriedades Figurais,
preconizada por Duval (2011), para esclarecer a importancia da
compreensao, por parte do docente, dos elementos primordiais envolvidos
no ensino do tracado de qualquer curva no plano cartesiano. Ademais,
mostraremos o caso particular do esbo¢o da pardbola, o qual pode ser
abordado no Ensino Médio, ja que envolve conhecimentos bdsicos como
translagbes, complementacdao do quadrado e algumas manipulagdes

algébricas.

! Estamos considerando no presente trabalho a curva como um conjunto de pontos no
sistema cartesiano ortogonal. Pode ser uma reta, circunferéncia, parabola, entre outras
curvas conhecidas.
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O OBJETO MATEMATICO E AS ATIVIDADES COGNITIVAS ENVOLVIDAS

A parabola pode ser representada discursivamente por uma equacgao
algébrica, por uma argumentacdo na lingua natural, ou de forma nao
discursiva, a partir de um grafico cartesiano. Duval (2004) observa que o
mesmo objeto matematico ndo perde sua referéncia, mesmo que possa ser
representado por meio de registros de representacdo muito diferentes. Para
o estudante pode ser facil reconhecer o nimero 2 em 10 + 5, e ser mais
complicado a percep¢do em 5% + 1, apesar de estarem no mesmo sistema

semiotico de representacao.

Em indmeras situagdes matematicas, um objeto se apresenta em
uma forma de representacdo que possui um valor cognitivo muito mais
trabalhoso para realizacdo de raciocinios e procedimentos de calculo
necessarios, logo, a possibilidade de usar outra representacdo que
proporcione tratamentos mais favoraveis é de muita importancia para que

haja uma efetiva aprendizagem por parte dos alunos.

Sendo assim, vale ressaltar a maxima de Duval (2003) de jamais
confundir o objeto representado com sua representacao. A ideia é o objeto
matemadtico pardbola ser compreendido pelo aluno conforme, ao longo dos
anos, as representacdes graficas, representacdes algébricas, representacdes
em texto desse objeto, sejam melhores associadas e compreendidas por ele.
Além disso, o “conhecimento comeca quando ndo adotamos mais uma

representacdo do objeto no lugar do préprio objeto” (Duval, 2011b, p. 16).
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Duval (2004, p. 43) considera que para um sistema semidtico ser
chamado um registro de representagdo semidtica, ele deve permitir trés
atividades cognitivas fundamentais, a saber:

v' operacdes cognitivas de formacao (identificacdo e formac3o
de uma representacdo do objeto matematico);

v’ tratamento (operacdo cognitiva que envolve uma
transformacao da representacdo em outra representa¢dao, mas, no
interior do mesmo sistema semidtico de representacdo em que foi
formado);

v' convers3o (transformacdo de uma representacdo em dado

registro de representacdo, em outra representacdao pertencente a
outro sistema semidtico).

Em geral, as atividades cognitivas de tratamento e de conversao
permitem transformar a representacdo. A transformabilidade é uma
caracteristica que pode conservar o conteldo da representacao inicial ou

parte dela (Duval, 2004, p. 43).

Quando na Figura 1 iniciamos com a equacao algébrica e chegamos
a representacdo grafica estamos com uma transformacdao que mudou de
registro de representacdo. Por outro lado, se antes, por exemplo, estava
escrito 2y? = 6x e mudamos para y? = 3x, temos um tratamento, porque,
apenas transformamos a representagdao sem mudangas de registro de
representacdo semidtica, no caso o registro algébrico permaneceu e

conservou o objeto matemdtico em questdo.
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A conversdo é uma das atividades cognitivas mais complexas a ser
realizada. Se observarmos com cautela, quando estamos diante da equacao
y? = 3x podemos até chegar com facilidade ao gréfico correspondente, mas,
nada nos garante que conseguimos executar a conversdao no sentido

contrario, ndo é mesmo?

Figura 1l

Conversdo entre registros algébrico e grdfico (os autores)

3
\F 2 7

y2 = 3x x

E interessante destacar o fato de a atividade cognitiva de conversio
ocorrer nos dois sentidos, como ilustrado pelas flechas na Figura 1. A
situacdo especifica de abordar em sala o trabalho partindo do grafico para a
equacgdo é pouco comum. Mais a frente, mostraremos como fazer isso,
considerando o recurso de translacées. Nos estudos de Silva (2008) hd uma
analise de livros didaticos confirmando que quase ndo se mostra como obter

a equacao partindo da representagao grafica.

Duval (2004) ao longo de seus estudos frisa muito as atividades

cognitivas de transformacao, e vale lembrar que, é a aprendizagem do
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objeto matemadtico que mais importa. Sendo assim, precisamos que nosso
aluno atinja a coordenagdo entre os diferentes registros, ou seja, é
indispensavel a hipétese fundamental de aprendizagem, apresentada na

Figura 2.

Na Figura 2 temos toda a situacdo que envolve a aprendizagem de
conceitos e objetos matematicos na teoria de Duval (2004). No registro A ou
em outro qualquer o aluno podera fazer tratamentos (flechas 1 e 2), ou seja,
transformacdes no interior do registro. E também, devera ser capaz de

realizar conversdes (flechas 3 e 4) entre registros diferentes.

Figura 2
Hipotese Fundamental de Aprendizagem (Duval, 2012, p. 282)
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Quando o aluno dominar as transformacoes ele estara coordenando

(flecha C) os diferentes registros de representacdo daquele objeto
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matematico. Assim, ele é capaz de discriminar cada unidade significante?
propria da representacdo de partida e de chegada, e ndo somente as
unidades da representacdo inicial. A aprendizagem esta ocorrendo no
conjunto da obra se tudo isso for trabalhado em sala. As flechas pontilhadas

remetem a distincdo entre objeto e representacao.

Em sintese, realizamos um esclarecimento sobre a aprendizagem de
matematica sob uma ética semiocognitiva, ou seja, aprender matematica
envolve as trés atividades cognitivas da teoria de Duval (2004) e nenhum
objeto matematico pode ser acessado se ndo for por meio de
representacdes. Na secdo seguinte vamos nos debrucar especificamente
sobre como o objeto pardbola deve ser pensado no processo de ensino e de

aprendizagem.

INTERPRETANDO UMA CURVA

As curvas sao um importante objeto, por poder representar diversos
fenbmenos e situacdes e vém sendo estudadas ao longo dos tempos. Nos
ultimos anos tem-se enfatizado o tratamento de esbocos de curvas,
especialmente a partir dos estudos de Duval sobre o procedimento de
Interpretacdao Global de Propriedades Figurais. Estudos nessa perspectiva

estdo cada vez mais frequentes, como os propostos por Corréa e Moretti

2No registro grafico da pardbola algumas unidades significantes sdo foco, diretriz, sentido
da abertura. Para Duval (2011b) unidades significantes em um registro sdo os itens que
quando transformados dentro do registro geram significativas alteragcbes em itens da
representagdo em outro registro correspondente.
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(2014), Moretti e Luiz (2010), Luiz (2010), Silva (2008), Moretti, Ferraz e
Ferreira (2008) e Moretti (2003).

Silva (2008) e Corréa e Moretti (2014) nos apresentam uma forma de
tracar o esbogo de curvas de fungdes trigonométricas, senoide e cossenoide,
de modo a relacionar as varidveis visuais graficas (amplitude e periodo) com

as unidades significativas algébricas (coeficientes e termos constantes).

Duval (2011a) muito contribuiu para pensarmos o estudo de curvas
sob uma abordagem cognitiva e ndo puramente matematica. Com a
Interpretagao Global de Propriedades Figurais temos um estudo minucioso
dos itens que estdo presentes na compreensdo de uma curva no plano

cartesiano.

Duval (1994) faz o seguinte questionamento para discutirmos a
importancia de uma interpretacdo global:

Mas no caso dos graficos, como no caso das figuras geométricas,

basta ver para acessar o conteludo representado, de modo a nao

confundir a forma da representacdao com seu conteudo, que poderia

ser tdo facilmente “traduzido” ou “convertido” em representacdes
de um registro diferente? (p. 2)

No caso de graficos é preciso saber o que deve ser visto. E esse ‘saber’
estd atrelado a representacdo em outro registro, pois, € na passagem do
grafico a equacdo que a forma da representacdo pode ser observada. Ou
seja, compreender um grafico envolve ao menos dois registros de

representacao.
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Quando estamos com uma representagao grafica, o funcionamento

semidtico presente envolve a relagao de duas figuras, a figura-fundo (o plano

cartesiano) e a figura-forma (o grafico em si), mas, essa relagdo é do tipo

regra de codificacdo (Duval, 1994, p. 4), porque fica presa apenas ao registro

grafico. Por exemplo, se é uma linha reta (figura-forma) e divide igualmente

o primeiro e terceiro quadrante passando na origem (figura-forma) ja

codificamos que é uma fungao linear com coeficiente angular positivo.

Para além dessa relacao, todo registro grafico permite trés processos

(Duval, 20114, p. 98-99):

Abordagem ponto a ponto: a forma/o tracado da figura
coincide com os pontos marcados no plano cartesiano. Isso
permitird ler os pares ordenados também. Como na Figura 3.
Abordagem de extensdo do tracado efetuado: é uma
modificacdo da forma da figura atrelada a unidade de
graduacdo do plano cartesiano (figura-fundo). Ocorre
principalmente quando usamos a ideia de “zoom”, ampliagao
ou reducdo da malha quadriculada ou quando consideramos
gue o tracado tende ao infinito. Ou seja, é uma extensao
puramente mental, no sentido que no papel ndo se faz novos
tragos.

Abordagem de interpretacdo global de propriedades figurais:
consideramos que o tracado e os eixos formam uma imagem
gue representa um objeto matematico descrito por uma
expressao algébrica. As modificagdes na imagem provocam
modificagdes na expressdo correspondente. Toda
modificagdo gera uma varidvel visual pertinente para a
interpretacao grafica.
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Figura 3
Procedimento ponto a ponto para o exemplo y = 2x?- 4x+6 (Moretti & Thiel,

2012, p. 388)
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A primeira e a segunda abordagem dependem diretamente da
relacdo de codificacdo entre figura-forma e figura-fundo. Por isso, ndo nos
interessa tanto assim, apesar de também ser Util em alguns momentos. E o
terceiro procedimento, abordagem de interpretacao global, que permite
sair do campo técnico e trabalhar com diferentes representacdes da mesma

curva numa perspectiva semiocognitiva.

Diante disso, partindo da abordagem de interpretacdo global figural
de Duval (2011a) afirmamos que o trabalho do professor em sala de aula
volta-se para desenvolver no aluno uma compreensdo global da curva, e ndo
apenas, a compreensao pontual de alguns elementos isolados, na qual deixa

de lado a representacdo algébrica.
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Compreender uma curva no sistema cartesiano ortogonal envolve
discriminar em seu tracado as unidades significantes relacionando-as a cada
unidade simbdlica significativa da equacdo correspondente, ou seja, a
compreensdo da curva esta atrelada a cada variavel visual que o grafico

apresenta.

Vamos agora pensar no caso da curva em linha reta. Duval (2011a)
em seus estudos mostrou com detalhes como considerar a reta dentro de
uma interpretagao global. A reta apresenta trés varidveis visuais: o sentido
da inclinagdo do tracado; os angulos do tracado com os eixos e a posi¢cdo do

tracado em relacdo a origem do eixo vertical. Sendo assim, temos:

e dois casos para o sentido: ascendente ou descendente;

e trés casos para os angulos com os eixos: maior que 45°, menor que
45° graus ou igual a 45°;

e trés casos para a posi¢do do tracado: na origem, acima ou abaixo da
origem.

Para cada uma dessas oito varidveis visuais particulares conseguimos
determinar uma unidade simbdlica significante correspondente na equacao
algébrica da reta. Por exemplo, para a varidvel visual descendente a unidade
simbdlica correspondente é a presenca do sinal, —, na equacdo algébrica e o

coeficiente é menor que zero.

Assim, fazendo todas as correspondéncias das varidveis visuais e
simbdlicas no estudo da reta, encontramos 18 representacdes de varidveis
visuais. Na Figura 4 Duval (2011a) explicitou de modo esquematizado essas
correspondéncias quando o sentido da inclinagdo é positivo. Para o sentido

negativo, a ideia é analoga e esta representado na Figura 5.
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Identificagdo e integragdo, com exemplos, de 18 representagdes de varidveis

visuais (Duval, 2011a, p. 102)

Sentido da inclinacao  angulo Posic¢ao (da reta) Exemplos
(na origem) y=X
=1 + (acima da origem) y=x+1
- (abaixo da origem) y=x-1
(na origem) y=2x
=0 > 1 + (acima da origem) y=2x+1
- (abaixo da origem) y=2x-1
(na origem) y=(1/2)x
< ] Z—— + (acima da origem) y=({1/2)x+1
- (abaixo da origem) y=(1/2)x-1
<0
Figura 5

Exemplos de 9 representagdes de varidveis visuais (os autores)

Sentido da Angulo Posicao (da reta)
inclinagdo
(na origem)
=-1 + (acima da origem)
T~ (abaixo da origem)
(na origem)
<0 >-1 < + (acima da origem)

- (abaixo da origem)

_— (na origem)

+ (acima da origem)
- (abaixo da origem)

Exemplos
y=-Xx
y=-x+1
y=-x-1

y = -(1/2)x
y=-(1/2)x+1
y=-(1/2)x-1
y =-2X
y=-2x+1
y=-2x-1
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Essa proposta de estudo das varidveis visuais pode ser adotada para
gualquer curva no plano cartesiano. Se fossemos fazer para a parabola o
numero de varidveis visuais significativas iria triplicar, possivelmente, ja que
na parabola, a equacdo possui trés coeficientes e ndo apenas dois. Além
disso, essa abordagem de interpretacdo global explicita as correspondéncias
existentes entre a reta e sua respectiva equag¢ao, mas, ainda nao resolve o
problema de como abordamos em sala de aula a conversao do grafico para
a equacdo. Sendo assim, na préxima sec¢do vamos nos debrucar em como
usar esse conhecimento para fazer atividades de estudo da reta e da

parabola nas aulas de matematica.

DO GRAFICO A REPRESENTAGAO ALGEBRICA POR MEIO DE TRANSLACOES

Considerando a pardbola como objeto geométrico ha alguns
elementos que nos interessam no estudo e compreensao deste objeto. Estes
elementos sdo unidades significantes e permitem um olhar integral para as

associagdes entre a representagao algébrica e grafica.

Vimos que no caso da reta apresentado por Duval (2011a) temos
apenas dois coeficientes, o angular e o linear, o que produz 18
representagdes de varidveis visuais. J& no caso da parabola, temos trés
coeficientes, y = ax? + bx + ¢, logo, teriamos uma lista muito grande de
varidveis visuais se fosse fazer o estudo como Duval fez para o caso da reta,

ficando inviavel.

Dado isso, Moretti (2003) nos propde trabalhar com a parabola

representada algebricamente por (y — y,) = a(x — x,,)*sempre associada
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com y = ax? onde a # 0, na qual o vértice fica explicito por V(x,,y,). A
partir dessa representacao o grafico pode ser tracado no plano cartesiano

de modo significativo.

De modo pratico ao iniciar o esbogo da parabola dada sua expressao
algébrica, devemos considerar a familia de curvas que passa pela origem, em
seguida reescrever a parte algébrica de modo que as coordenadas do vértice

fiquem explicitas e realizar movimentos de translagdes no plano cartesiano.

Vejamos: considere a pardbola y = 2x* — 4x + 5. Neste caso, para
deixar as coordenadas do vértice explicito vamos fazer um tratamento na

representacdo, completando quadrados:

y=2x>—4x+5 (1)
y—5=2x%—4x (2)
y—5=2(x2-2x) (3)
y—-5=2((x-1*-1) (4)
y—-5=2(x—-1)?%-2 (5)
y—3=2(x-1)° (6)
y—(+3) =2(x — (+1))? (7)

Observe que na equacdo (3) deixamos o coeficiente a =2 em
evidéncia para fazer referéncia a familia de parabolas y = 2x?%. Assim, apds

as reescritas, chegamos a equacgdo (7), a qual nos mostra que a parabola y =
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2x?% ird ser deslocar 3 unidades para cima no eixo das ordenadas e 1 unidade

para cima no eixo das abscissas.

Figura 6

Translagbes para construgéo da pardbola y = 2x* — 4x + 5 (os autores)

J\y y
T

3 Translacao da
parabola: eixo y

y =2 y = 2@
-2 - 0 1 2 3 - 10 1 2
-1 -
Ty
3
7
13
5
" 4
: Translagdo no ; yi3=2(x- 1y
sentido do eixo
2 X %
1 1
y=2x* y=2¢
B e T 1 2 -2 L ! 2 3 !
- -
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De todo modo, podemos observar que a expressdo y — (+3) =
2(x — (+1))? possui uma relagio direta com a representacio grafica. Além
disso, se fosse para realizarmos o processo contrario, passar do grafico a

equacao, seria mais pratico, desde que o foco da pardbola fosse fornecido.

Neste exemplo também temos direto o vértice da parabola, no caso
V(1,3) e se quisermos obter as raizes, pensando no caso de uma fungao
polinomial de segundo grau, ndao é preciso utilizar formula de Bhaskara,

basta fazer y = 0 e substituir na equagao (6).

Ja nos casos em que a pardbola possui simetria no eixo das abscissas,
o processo é semelhante. Consideramos a expressdo genérica x = ay® +
by + ¢ com a # 0. Aqui a nossa parabola referéncia serd x = ay* quando
estiver na origem e para quando ndo estiver (x —x,) = a(y —y,).
Lembrando que para a > 0 a concavidade estard para a direitae paraa <0

concavidade a esquerda.

Vamos esbogar o grafico de x = 5y* — 10y + 3.

x—3=50"-2y) (8)
x—3=5(@—-1*-1) (9)
x—3=5(y—-1)%-5 (10)
x+2=5(—1)>2 (11)

x—(=2) =50 — (+1))? (12)
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Translagdes para construgdo da pardbola x = 5y* — 10y + 3 (os autores)

-2 -1 1]

-2

-2

-1

-1

-2

-

E
gt
%]
1]
5]
=3
1
=
T

-2 -1 L1}

-2

—2

—

-

-2

Com a representacdo grafica podemos perceber que fazendo a mao

as translacgdes fica dificil manter a precisdo, embora, sempre podemos obter

os valores para as interse¢cGes com o eixo y, se existir. Neste nosso exemplo,

ao substituir x = 0 na equacdo (11) teremos os pontos de intersecdo

(O,l—ﬁ)e<0,1+\/é>.

Agora, vamos fazer a conversao no sentido contrario, dado o grafico

da familia x = —3y?, vamos obter a equacio correspondente para:
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Figura 8

Grdfico qualquer de uma parabola (os autores)

-

-2

Podemos perceber que da origem do plano cartesiano para
transladar até o local que a parabola se encontra precisamos fazer x — (+3),
ou seja, transladar a parabola na horizontal 3 unidades para a direita, e y —

(+1). Logo, considerando a familia informada temos:

x—(+3) = =3(y — (+1))* (13)
x—3=-30*-2y+1) (14)
x = —3y%+ 6y (15)

Poderiamos aprofundar as discussdes se o foco da pardbola fosse
informado. Por hora, nos restringimos apenas em informar a familia para
mostrar como o processo funciona. Enfim, com este procedimento de
translagdes conseguimos mostrar para o estudante as relagdes pontuais que
existem entre a representacdo da curva com a sua equagdo, gerando um

menor custo cognitivo no estudo de parabolas.
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CONSIDERACOES

O ensino da matematica deve estar embasado na diversidade dos
registros de representacdo. Embora, somente dominar cada registro em
suas particularidades ndao nos permite um olhar global do objeto
matematico abordado. Com o referencial de Duval fica evidenciada a

necessidade de transitar entre dois registros simultaneamente.

Diante disso, discutimos no presente texto como explorar as relagdes
existentes entre a representacdo grafica e a representacdo algébrica da
pardbola, pontuando os significados diretos da escrita algébrica com o
grafico, possibilitando trabalhar com a passagem do grafico a sua equacao

grafica.

Vale salientar com a realizacdo de conversdes entre os registros,
tarefas de compreensdo sdo evidenciadas, além de tarefas de producdo,
guando os alunos realizam tratamentos entre os registros de representacao
no esbogo dos graficos. No entanto, essas tarefas de producdo e de
compreensao devem ser estimuladas pelo docente, pois elas interferem na
coordenacgdo entre os diferentes registros de representagdo semidtica e,

consequentemente, na compreensao do objeto matematico envolvido.
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CAPITULO Il

O ESBOGCO DE GRAFICOS DE FUNGOES A PARTIR DA INTERPRETAGAO
GLOBAL DE SUAS PROPRIEDADES FIGURAIS

Madeline O. S. Corréa
Meéricles Thadeu Moretti

INTRODUCAO

A acdo docente, nos componentes curriculares da drea de
Matematica, deve visar sempre que o ensino dos conteudos dessa area
possui caracteristicas muito peculiares, tanto pelo fato dos objetos
matemadticos ndo serem diretamente acessiveis aos sentidos quanto pela
variedade de formas a serem utilizadas para representar um mesmo objeto.

Ao focar o olhar sobre a curva, que é grafico de uma func¢do, ou mais
ainda, sobre o processo de ensino e de aprendizagem deste objeto
matematico, ao longo de anos, percebemos o ensino voltado ao método que
Duval (1988) nomeia “procedimento por pontos”, muito presente nos livros
didaticos, ilustrado na Figura 1.

Mesmo que alguns autores mencionassem propriedades da curva e
citassem simetria e translacdo como elementos perceptiveis ao esboco de
curvas semelhantes, o recurso para esbocar graficos de fungdes, utilizado
em livros didaticos de ensino médio, sempre apresentava o caminho:
Escolha aleatdria de valores do dominio da fungdao — obtencao de pares

ordenados de pontos utilizando a lei da funcdo — localizacdo destes pares
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ordenados como pontos no plano cartesiano — ligagdao entre os pontos para
obter o esboc¢o da curva. E, sendo o livro didatico peca fundamental do
ensino de matemadtica nas escolas de Educacdo Basica, tem-se ai a

apresentacdo do processo, utilizado no ensino deste objeto matematico.

Figura 1l
llustracdo de um livro diddtico (Dante, 2004, v. 1, p. 130)

Nos livros didaticos que datam do ultimo Plano Nacional do Livro
Didatico (PNLD), pouca mudanca se observa com relacdo ao processo
utilizado para o esbogo de curvas.

Como exemplo, em Dante (2017), a propriedade figural de translacao
aparece como uma propriedade para ser observada apds o esbogo da curva

e ndo como recurso para esboco que relaciona a lei da fungdo com o grafico.
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Figura 2
llustrag¢do de um livro diddtico (Dante, 2017, v.1, p.80)

) flx) = x + 2 Py RS r
44 / + Fique atento!
x flx) e Al ' . Afunciofix) = x + brecebe onomede 3
S b=2 4 Y2 ' porque podemos “andar” (“transladar’) coma
-2 0 e R et i+ y=x+bparalelamente aretay = x (bissetriz
0 2 ] ' quadrantesimpares).
I - Atranslacdo transforma (x, y) em (x, y + 2}, ou
+ sejalevaoeixoOxnaretay =2z
i - O graficode fix) = x + b é oresultadoda
'
'

translacao do grafico de uma funcao linear
fix) = x, bunidades para cima, se b > 0,0u
unidades para baixo, se b < 0.

Outros livros didaticos como o de Chavante & Prestes (2016),
também citam a translacdo como propriedade figural da funcdo Afim e
Modular (vol.1; p.75 e p.95). Vale destacar que estes autores apresentam
também, na mesma obra, um capitulo especifico sobre as fun¢des que
denominam “do tipo trigonométricas”, com todas as propriedades figurais
relacionadas as unidades significativas da escrita algébrica, e chamam de
congruentes aos graficos de f(x) = sen x e f(x) = cos (x) (vol.2;p.31-32).
Todavia, limitam-se a esse grupo de fun¢des e ndo abordam os demais tipos

de fungdes apresentadas na cole¢do, usando essa mesma perspectiva.

Ainda é predominante, nos livros didaticos atuais, o procedimento
que trabalha nos passos intermediarios a codificacao de pares ordenados de
numeros em pontos no plano, e, apesar de serem pontos de uma mesma
curva, ndo leva a conversao da lei da funcao ao esboco da curva, e vice-versa,
ou seja, ndo permite por si sé que a lei da fungdo e o esbogco sejam
reconhecidos como representacdes de um mesmo objeto matematico e,
portanto, esse procedimento de ensino, ndo favorece a aprendizagem do

ponto de vista cognitivo.
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A regra de codificacdo sé permite, portanto, duas coisas: ou a leitura
de uma dupla de nimeros sobre o grafico a partir de um ponto
designado, ou a designagdao de um ponto a partir de uma dupla de
numeros. A repeticdo destas duas operacdes elementares ndo é
suficiente para a conversdo de representagdes entre os dois registros
(Duval, 1993, p. 45)

Para que haja aprendizagem, de fato, deste objeto matematico, é
necessario levar em consideracdao no processo de ensino, n3ao pares
ordenados como registros de saida e pontos no plano como registros de
chegada, todavia considere-se sim os valores escalares das equac¢des
(coeficientes) enquanto registros de saida e as variaveis visuais préprias da
representacdo grafica (inclinacdo, concavidade, interseccdo com os eixos)

enquanto registro de chegada.

Essa forma de considerar o Esboco de Curvas é nomeada por Duval
(1988) como “procedimento de interpretacdo global das propriedades
figurais”. No mesmo documento, o autor fez um estudo do esboco de Retas
relacionando as Varidveis Visuais do esboco de Retas no plano cartesiano
com as Unidades Simbdlicas Correspondentes presentes na Equagao

algébrica da Reta.

Moretti (2003) também apresenta o esboco de Parabolas, mantendo
a relagdo entre varidvel visual de representacao e unidade significativa da
escrita algébrica, utilizando paralelamente a técnica algébrica de “completar
o quadrado” (na equacdo algébrica da parabola na forma y = ax?+bx+c (a#0))

e a operacdo de translacdo na curva (da pardbola y = ax? (a#0)). Além de
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considerar também a relacdo do coeficiente a com a abertura da pardbola e

sua concavidade.

Se pensarmos em Interpretacdo de propriedades figurais para além
de retas e parabolas, tomando por base o ensino na Educac¢do Basica, ndo
teremos uma tarefa tdo simples, uma vez que algumas nogdes de célculo de
limite e de derivada podem se fazer necessarias nessa abordagem (na qual
ndo se conhece a forma da curva a priori) e estes conteldos ndo fazem parte,

costumeiramente, do curriculo deste nivel de Ensino.

ASPECTOS DE UMA ABORDAGEM DIFERENTE DO PROCEDIMENTO POR
PONTOS

Sendo fato que a associacdo entre a lei da funcdo e o esbogo da curva
qgue a representa, pode se tornar cognitivamente mais compreensivel, do
ponto de vista da aprendizagem, a partir da interpretacdo de propriedades
de ambas, do que pelo intermédio da associacdo de pares ordenados a
pontos graficos no plano, e, considerando que alguns elementos do calculo
diferencial ndo devem tecer essa abordagem por estarem longe da realidade
dos discentes, se faz necessaria a busca de outros elementos para a
construcdo de uma nova abordagem, levando-se em conta a coordenacao
de ao menos dois registros de representacao, via atividade de conversao,
conforme preconiza Duval (1993) e é apresentada na forma de diagrama

por Duval (2004).
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A figura seguinte esquematiza a proposta de uma abordagem do

Esbogo de Curvas, considerando a hipdtese de aprendizagem de Duval.

Figura 3

Esquema das atividades cognitivas envolvidas no esbog¢o de curvas (Silva,

2008, p. 85)
gu.rva)
r 3
4

Equaciodacurvaem ———F———#  Esbogodacurvaem
estudo estudo

‘—

3
1 2

Tratamento algébrico Aplicacio de simetria,
na equacio da curva translagio (...) no
base. esbogo da curva base.

Nessa abordagem, verificaremos quais modificacdes nos coeficientes
da expressdo algébrica da curva (executadas por operacgdes de tratamento)
refletem em modificacdes no esboco do gréfico (que também ficam
aparentes por operagdes de tratamento no esbogo), e assim, na execugao
de operagdes de tratamento em paralelo entre os dois registros, chegamos

a conversao da equagao na curva e vice-versa.

Essa abordagem supde o conhecimento prévio de uma curva que
denominamos base e sua equacdo algébrica (lei da fun¢do) e, a partir dela,
é feito o estudo de curvas semelhantes. Neste momento, para efeito de
apresentacdo da curva base, podemos utilizar o procedimento por pontos
ou um software matematico, a fim de minimizarmos os problemas de

primeiro contato com o esboco da curva, haja vista a auséncia de elementos
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do Célculo Diferencial.

Tomemos por exemplo, a fungdo Seno, cuja lei é y = sen(x), o esbogo
de sua curva e o conjunto das caracteristicas que sdo estudadas sobre essa
funcdo (dominio, periodicidade, amplitude etc.). Todas essas caracteristicas
sdo marcantes tanto na lei da fun¢cdo quanto no esboco de sua curva,
todavia, sdo vistas como algo a parte quando o estudo ndo é feito

relacionando propriedades figurais com escrita algébrica.

Outro exemplo que podemos destacar sdo as funcGes Exponenciais e
Logaritmicas, que além de todas as caracteristicas que sdo estudadas na
Educacdo Basica, tém a questdo marcante de uma ser a fungao inversa da
outra — propriedade muito relevante para este tipo de abordagem que
estamos propondo e pouco considerada nos livros didaticos como elemento

de importancia para o Esboco destas curvas, conforme Silva (2008).

O ESBOGO DE SENOIDES DO TIPO y = a + b sen(cx + d) POR MEIO DA
INTERPRETACAO GLOBAL DAS PROPRIEDADES FIGURAIS

O esbogo de curvas das fungdes do tipo sendide que busque
considerar suas propriedades figurais e varidveis visuais (amplitude,
periodo, simetria...), relacionando-as aos coeficientes das expressdes
algébricas, procurando mostrar que tipo de alteragcbes na curva geram
variacoes nos coeficientes de suas expressdes, pode ser realizado trilhando

o seguinte caminho:
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19) Obtencdo da curva base: curva da funcdo seno dada por
f:[—2m, 2n] - R, y = sen x, através de uma tabela de pontos para
o intervalo [0, 2m], simetria em relagdo a origem do sistema
cartesiano para conhecé-la em [-2m, 0] obtendo-a em todo o
intervalo [—2m, 27].

29) Comparagdes, modificacdes em paralelo no esbogo da curva e na
lei da funcdo, a fim de que seja levada de uma (fun¢do Seno) na outra
(uma sendide dada) tanto por variagdes na escrita algébrica quanto
por modificacdes no esboco da curva.

Nesse processo de transformacao, as tabelas seguintes relatam de
maneira comparativa, as relacdes entre as unidades significativas da escrita

algébrica e propriedades figurais:

Tabela 1

Caracteristicas da curva base cuja expressdo é y = sen x (Silva, 2008, p.109)

Coeficiente Expressao (unidades da Curva (variaveis visuais)
escrita algébrica)

Amplitude 2, intervalo de

b=1 O coeficiente ndo aparece. imagem [-1,1].

Periodo (comprimento do
k=1 O coeficiente ndo aparece. intervalo de repeticdo da
curva) igual a 2m.

Nao ha translacdes;

O ponto (0,0) pertence a

- N curva;
a=0ec=0 Os coeficientes ndo

aparecem. A curva é simétrica em
relacdo a origem do sistema
cartesiano.
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Caracteristicas das senoides em geral (Silva, 2008, p.109)

Coeficiente | Expressdo (unidades Curva (variaveis visuais)
da escrita algébrica)
Positivo: Amplitude 2b, intervalo imagem [-b, b].
Auséncia do sinal +;
Presenca do valor
numérico desde que
seja diferente de 1.
b Negativo: Amplitude |2b|, intervalo imagem
b do sinal - [b, -b], curva simétrica em relacdo ao
resenga do sinat - eixo X aquela que apresenta
Presenga do valor Coeﬁciente b pOSitiVO.
numérico desde que
seja diferente de 1.
Positivo: Periodo (comprimento do intervalo de
.~ . 2n
Auséncia do sinal +; repeti¢cdo da curva) igual a -
Presenca do valor
numérico desde que
seja diferente de 1.
k Negativo: Periodo (comprimento do intervalo de
.~ . 2n
Presenca do sinal -; repeticao da curva) igual a T
Presenca do valor | Curva simétrica em relagdo ao eixo X
numérico desde que | aquela que apresenta coeficiente k
seja diferente de 1. positivo.
Positivo: +a (presenga | Translagdo no eixo Y de a unidades para
do coeficiente com o | cima em relagdo a sendides onde a = 0.
sinal +). Modificacdo do intervalo imagem para
3 [-b+a, b+a] se b > 0 ou para [b+a, -b+a]
seb<0.
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Negativo: —-a
(presenca do
a coeficiente com o sinal

).

Translagdo no eixo Y de a unidades para
baixo em relagdo a sendides onde a = 0.
Modificagao do intervalo imagem para
[-b-a, b-a] se b > 0 ou para [b-a, -b-a] se
b<o0.

Positivo: 4+c (presenca
do coeficiente com o

~ . c .
Translacdo no eixo X de |E|un|dades

para a direita em relacdo a sendides

coeficiente com o sinal

).

sinal +). onde c=0.

c
Negativo: —C | Translagdo no eixo X de |£|unidades
(presencga do

para a esquerda em relacdo a sendides
onde c =0.

Para facilitar a compreensao do modelo, vamos ilustra-lo com um

exemplo de aplicagdo, o qual consiste em esbogar o grafico da fungdo y =

3+ senZ>.
2

Figura 4

Esboco de curva representativa da fung¢Go seno com variacbes (Cérrea &

Moretti, 2014, p. 47)
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EQUACAO DACURVA  (Curva)

EM ESTUDO o

X
fary = 3+sen§

i

1
f3:y—(+3) = sen

fz:y=sen5x

fi:y = senx
t
1

Tratamento algébrico na
equagdo da curva base,

acrescentando os
coeficientes um a um até
obter a equacgdo dada.

ESBOCO DA CURVA EM ESTUDO

Y.

~_

1 T

-2m -3mm/2 - -T2 0 ™2

32 om X

-om -3mi2 - -T2 0 2 3m2 m X
-1
Y
4
3
2
1
]
=21 -3m/2 B -T2 0 ™2 3nr2 X
-1
Y
4
3
2
“
4]
-2m -3m/2 - -T2 0 2 32 T X

-1

2 t

Tratamento no esbogo da curva base, aplicando as
coeficientes

modificagbes figurais a partir
(amplitude, translagdo).
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O ESBOGCO DE CURVAS DE FUNGCOES LOGARITMICAS POR MEIO DA
INTERPRETACAO GLOBAL DAS PROPRIEDADES FIGURAIS

Ao tratar do esboco de curvas de fungdes logaritmicas é possivel o
uso da simetria e da translagdo como propriedades figurais, partindo-se do
esboco da funcdo exponencial como curva base, pelo fato principal da

inversibilidade presente entre esses dois tipos de funcdes.

Consideremos como exemplo, a necessidade de esbogar o grafico da

funcdo f(x) = 1 + In(x+2).

Podemos partir da curva de y = e*, como curva base, que pode ser
obtida com o auxilio de uma tabela de pontos ou de um softwere
matematico. Conhecendo essa curva, podemos utiliza-la para obter a curva

da fungdo inversa y = In x, aplicando simetria em relagdo a retay = x.

Conhecendo a <curva y=Inx, podemos obter a curva
y =1+ In(x+2), observando que a expressdo y =1 + In(x+2) pode ser
escritacomo y -1 =In(x - “2) e essa representacdo deixa evidente que a
translacdo da curva de y =In(x) em duas unidades para a esquerda e uma
unidade verticalmente para cima resultard no esbocode y -1 =In(x - ~2),
ouseja, y = 1 + In(x+2). Ressaltamos aqui o uso de translagdes nas curvas
em consonancia com as modificacdes nas unidades de escrita algébrica:
translacdo para cima e escrita de +1 e translacdo para a esquerda e escrita
de -2. Duas operag¢des de tratamento, com similaridade entre sinais e
sentidos, realizadas em paralelo, em registros de representacao diferentes

de um mesmo objeto matematico que, todavia, facilitam a conversdo entre



61

um e outro, isto é, permite obter o esbogo da curva y =1+ In(x+2),
partindo da sua expressao algébrica. llustramos nas figuras seguintes esse

procedimento:

Figura 5
Obtencgdo da curva f2: y = In(x) por simetria em relagdo a reta y=x, tendo
como base a curva f1: y =e*  (Os autores)

Y

Figura 6
firy=1Inx,  f,:  translagdo  horizontal de  fi(y=In(x-"2))
ef;:y=1+In(x+2) (Os autores)

Y

2

14

1 unidade

2
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Se pensarmos na dificuldade que os alunos apresentam
naturalmente na compreensao do conceito de logaritmo e no calculo desses
valores, notaremos um custo cognitivo menor em fazé-los perceber a
simetria entre fungbes logaritmicas e exponenciais de mesma base e as
translacGes necessdrias para se obter o grafico de uma fungdo logaritmica, a
partir de uma curva base exponencial, conforme apresentamos aqui. Induzir
que calculem diversos valores de logaritmos para compor uma tabela, a fim
de utilizar o procedimento por pontos, além de pouco eficiente em mostrar
lei da funcdo e esboco da curva como representacées de um mesmo objeto
matematico, ainda é uma atividade que demanda um esforco cognitivo alto
— no que diz respeito aos cdlculos de logaritmos, dadas as grandes
dificuldades de compreensdo. Sendo assim, calcular logaritmos de nimeros
reais deve ser ferramenta de outras atividades onde se mostre mais
necessaria e eficiente do que naquelas que tem por objetivo o esboco de

curvas de fungdes logaritmicas.

CONSIDERAGOES FINAIS

Tratar o esboco de curvas considerando as propriedades figurais
relacionadas as unidades significativas da escrita algébrica possibilita a sua
visualizagdo como um todo, reforcando a rela¢do entre o esbogo e a lei da
funcdo e ndo entre a curva e alguns pontos. Duval (2004) preconiza esta
forma de trabalhar o esboco de curvas por ser ela a que favorece a

conversdo no sentido inverso, ou seja, a compreensdo de maneira



63

qualitativa do que ocorre com seus coeficientes e uma leitura correta do
grafico. Além disso, é possivel ainda, a partir do grafico se chegar a expressao

algébrica (desde que sejam conhecidos alguns valores numéricos).

Na Educacdo Basica, as fun¢des estudadas sdao bem elementares e
isso proporciona a conversao nos dois sentidos preconizada por Duval. No
entanto, “para a maioria das funcbes que sdo tratadas no ensino
universitario, a conversao nos dois sentidos se torna impraticdvel” (Moretti
& Luiz, 2010, p. 529). Todavia, uma analise qualitativa, observando o tipo de
modificacdo, sem se preocupar com valores exatos também é de grande
valia na interpretacdo de fenébmenos, quando trabalhamos com a aplicacdo

da matematica e, mais precisamente do esbogo de curvas, em outras areas.
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CAPITULO IV

A INTERPRETAGCAO GLOBAL DE PROPRIEDADES FIGURAIS NO ESBOCO DE
RETAS REPRESENTADAS POR EQUAGCOES PARAMETRICAS

Marcos Henrique Santos Martins
Méricles Thadeu Moretti

1. INTRODUCAO

A aprendizagem em Matematica se constitui de atividades cognitivas
gue requerem a compreensao e manipulacdo dos seus variados sistemas de
representacdo. Entre esses sistemas temos as chamadas representagoes
algébricas e as suas correspondentes representagdes graficas, em um
contexto de diferentes formas de representacdao de um mesmo objeto

matematico.

Qualquer que seja o grau de ensino, o esbogo de graficos acaba se
restringindo as funcdes reais de varidveis reais. No entanto, se pensarmos
num grafico como representante do movimento de uma particula no plano
(tdo importante para a fisica), a curva descrita pode ndo caracterizar uma
fungdo do tipo y = f(x) e isto ndo implica que ndo possamos analisa-lo e
dele extrairmos uma série de informacbes, tanto matemadticas quanto

fisicas.
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Ainda ha de ser considerado o formato das equacgdes que
representam algebricamente tais curvas, pois dependendo do contexto
algébrico na qual determinada equacao é apresentada, dela podemos obter
diferentes dados, dependendo do foco desejado no estudo. Assim, equacgdes
cartesianas e equacdes paramétricas funcionam, ambas, como modelos
analiticos (algébricos) no estudo de trajetdrias descritas por particulas em
movimento, cada uma delas apresentando vantagens e desvantagens,

dependendo da informagdo que queremos obter.

No contexto educacional, fazer a mudanca do sistema de
representacdo algébrica para a representacdo grafica e vice-versa, pode
caracterizar-se como um obstaculo epistemoldgico e didatico para a maioria
dos alunos, o que justifica as muitas pesquisas realizadas no campo da
Educagdo Matematica, numa busca incessante por respostas e

consequentes teoriza¢Oes a respeito.

Uma dessas teorias € a chamada Teoria dos Registros de
Representacdo Semiotica (TRRS) de Raymond Duval (1988), onde por meio
da chamada interpretagdo global de propriedades figurais, expde sobre as
correspondéncias entre as variagdes visuais nos graficos e as alteracdes
significativas na escrita algébrica, tratando especificamente do esbogo de
retas e suas relagcbes com as equacdes polinomiais do primeiro grau,
considerando o sentido das conversdes realizadas e verificando quais

procedimentos sdo explorados no respectivo registro grafico.
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Daqui para frente, com o objetivo de simplificar a escrita e leitura,
nos referiremos ao procedimento de interpretagdo global das propriedades

|II

figurais apenas como “interpretacao globa

Neste artigo, analisaremos como aplicar a Interpretacdo Global a
curvas planas com grau de concavidade nulo, ou seja, retas, cujas

representagdes algébricas sdo dadas por equagdes paramétricas.

2. AINTERPRETACAO GLOBAL

O procedimento de interpretacdo global foi desenvolvido por Duval
(1988) para o caso das retas em seu trabalho: “Graficos e equacdes: a
articulagdo entre dois registros”. Neste trabalho ele fez uma anadlise a
respeito das modificagdes nas varidveis visuais (gréficas) e suas
correspondentes modificacdes nas unidades simbdlicas (algébricas) para
equacdes representantes de retas no plano, ou seja, para estruturas
algébricas representadas por equagdes explicitas do tipoy = ax + b; a,b €
R. Ressaltamos aqui que temos algebricamente o objeto matematico

“funcao Afim”.

Para Duval (1988), a conversdo da equacao (representacdo algébrica)
para sua representacdo grafica e vice-versa se constitui num obstaculo para
a maioria dos alunos, visto que as dificuldades em ler e interpretar as
representacdes graficas parece estar associada a falta de conhecimento das

regras de correspondéncia semidtica entre os registros algébrico e grafico,
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onde o procedimento mais comum adotado nessa articulacio é o

tratamento ponto a ponto.

Neste contexto, o autor sugere uma descricdo sistematica das
variaveis visuais (graficas) que leve em consideracdo o procedimento de
interpretacdo global, possibilitando desta forma a identificacdo das

modificacOes realizadas na equacao e no grafico que a representa.

O quadro 1 expde a proposta de Duval no que tange a identificagao
das varidveis visuais na representacdo grafica de uma reta e suas

correspondentes unidades simbdlicas nas equacdes algébricas:
Quadro 1

Valores e varidveis visuais para y = ax + b no plano cartesiano (Duval,

1988, p. 240)

Variaveis visuais Valores Unidades simbdlicas
correspondentes
Ascendente Coeficiente > 0: auséncia do
. e Descendente simbolo —
Sentido da inclinacao ..
Coeficiente < 0: presenca do
simbolo —

Particdo simétrica Coeficiente variavel = 1 (ndo tem
Angulos com os eixos | Angulo menor (452) | coeficiente escrito)

Angulo maior (452) | Coeficiente varidvel < 1
Coeficiente varidvel > 1

Corta acima Acrescenta-se uma constante
Posicdo sobre o eixo | Corta abaixo (sinal +)
Corta na origem Subtrai-se uma constante (sinal —)

Nao tem correcdo aditiva
(auséncia de sinal)
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No quadro 1 podemos observar que as modificagdes nos coeficientes
da expressao algébrica (equagao cartesiana) geram modificagdes no esbogo
grafico da reta e vice-versa. Assim, considerando a fun¢do y = ax +
b;a,b € R, temos que o coeficiente “b”, chamado de coeficiente linear?
indica a posi¢do da reta no eixo dos “y” (ordenadas) e o coeficiente “a”,
chamado de coeficiente angular? indica o dngulo (a inclinagdo) que a reta

forma com os eixos, indicando o crescimento ou decrescimento.

Entdo, em se tratando da equagdo explicita y = ax + b;a,b € R,
representante algébrica do objeto matematico “funcdo afim”, qualquer
modificacdo nos coeficientes “a” e/ou “b” é responsavel por modificacGes

na reta que a representa no plano cartesiano e vice-versa.

O procedimento de interpretacado global desenvolvido por Duval para
o estudo das retas facilita a conversdo da representacao algébrica para a
correspondente representacdo grafica e vice-versa, pois associamos as
variaveis graficas as suas correspondentes unidades simbdlicas, o que pode
conduzir a uma melhor compreensdo das caracteristicas do objeto

matematico em questao, provenientes de cada um dos registros envolvidos.

Duval considera um equivoco quando se presume que os sentidos de
conversdo entre dois registros sao equivalentes, visto que desta forma, por
exemplo, estariamos considerando que uma conversao partindo da

representacdo algébrica para a representacdo grafica, englobaria as mesmas

! Duval chama apenas de “coeficiente”.
2 Também chamado por Duval apenas como “coeficiente”.
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estruturas e conceitos ao converté-la da representacdo grafica para a
representagdo algébrica.
Porque passar de um registro de representacdo a outro ndo é
somente mudar de modo de tratamento, é também explicar as
propriedades ou os aspectos diferentes de um mesmo objeto.
Vemos, entdo, que duas representacdes de um mesmo objeto,

produzidas em dois registros diferentes, ndao tém de forma alguma o
mesmo conteudo. (Duval, 2003, p. 22)

O procedimento de interpretacdo global corresponde a associagdo
das varidveis visuais pertinentes a representacdo grafica com as varidveis
simbdlicas da representacdo algébrica, permitindo a percepgao de que uma
modificacdo na escrita algébrica implica uma mudanca correspondente na
representacdo grafica e vice-versa. “Neste tipo de tratamento ndo estamos
em presencga da associagdo um ponto <> um par de numeros, mas na
associagao variavel visual da representagcdo <> unidade significativa da

escrita algébrica." (Duval, 1988, p. 237)

Através do procedimento de interpretacao global podemos evitar a
representacdo de um grafico pelo método ponto a ponto previamente
definido pela construgcdo de uma tabela com a escolha de valores as
varidveis, mas sim através da interpretacdo do registro algébrico em
associagao com suas caracteristicas graficas.

Uma expressao algébrica é composta por varidveis visuais (ou

unidades significativas) que sdo: os simbolos de relagdes (>,<,=), os
simbolos de operagdes ou sinais (-, +), os simbolos de variaveis e os
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simbolos de expoentes de coeficientes e constantes. (Duval, 1998,
apud Traldi, 2002, p. 27)

Muitas outras pesquisas tém utilizado a TRRS de Duval em estudos
relacionados a interpretacao global de curvas, tais como polinomiais do
segundo grau, trigonométricas, exponenciais, logaritmicas e outras curvas

que surgem no ensino superior.

Porém, salientamos que as curvas apresentadas nessas pesquisas sao
todas representantes de funcdes e expressas através de equacgdes explicitas,
pois as variaveis independente e dependente estdo devidamente definidas
e escritas em seu formato cartesiano, ou seja, equagdes cujas manipulagdes

ocorrem num sistema de coordenadas cartesianas.

Nesse sentido, nos surge o seguinte questionamento: E se quisermos
aplicar a interpretagao global de Duval para retas na qual conhecemos sua

representacdo algébrica expressa por equagdes paramétricas?

3. EQUACOES PARAMETRICAS

Podemos utilizar a interpretagao global proposta por Duval em sua
TRRS adotando um ponto de vista dindmico, se pensarmos em qualquer
curva do plano (ou do espaco) como a trajetdria descrita por uma particula,
sendo que neste artigo restringiremos nosso estudo as retas apresentadas

através de equagdes paramétricas.
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Neste contexto, as equagdes paramétricas permitem relacionar a
posicao do objeto com o tempo transcorrido, o que a equacdo cartesiana
ndo permite. Além disso, eliminando o parametro a partir das equacdes
paramétricas, podemos reconstruir o modelo cartesiano, e assim obter
todas as informacdes fornecidas somente pela equacao cartesiana, como

por exemplo, a declividade da trajetédria seguida.

Pensar numa reta como a trajetdria percorrida por ponto mével no
plano nos remete a reflexao de outra area do saber, componente do rol da
chamada ciéncias da natureza: a Fisica e seu estudo do movimento retilineo.
Infelizmente, é comum a inexisténcia de wuma relacdo de
interdisciplinaridade entre o ensino da matematica e da fisica, o que é um
prejuizo no processo de ensino e aprendizagem, visto que a fisica utiliza a
linguagem simbdlica matematica e os conhecimentos desta a respeito de
equacoes e graficos para representar modelos que descrevem os fendmenos

na qual estuda, pois as utiliza para comprovacdes cientificas.

E util e importante saber deduzir os dois tipos de equacdes a partir
de uma situagdo problema e obter uma a partir da outra. As equagdes
paramétricas envolvem uma varidvel extra, em geral o tempo, e a primeira
vista, por envolver mais do que uma equagao, parecem ser mais complicadas
do que a (Unica) equacdo cartesiana para descrever determinado

movimento. O exemplo seguinte mostra como isto pode ser feito.
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Exemplo 13: As equacdes paramétricas que descrevem a trajetdria seguida
por um avido sdo dadas por x(t) = —12 + 5t e y(t) = —30 + 8t. Obtenha

a equacao cartesiana desse movimento.

v’ Para obtermos a equac¢do cartesiana, a partir das equacgdes
paramétricas, basta fazermos um “tratamento” isolando a varidvel t
numa das equacdes paramétricas dadas e, a seguir, substituir o
resultado obtido na outra equagao paramétrica.

v Assim, da primeira equacdo paramétrica vem:

x+ 12
5

x=—-12+4+5tex+12=5ot=

v’ Substituindo t = )h;—lz em y(t) = —30 + 8t, temos:

x+ 12
y:—30+8t:>y=—30+8< >:>y
1048, % 8 54
= — —_ —:) —_— —_——
5¥T 5 7Y T5Y T

Logo, y = %x - % € a equacao cartesiana que descreve a trajetoria
descrita pelo referido avido.
4. INTERPRETAGAO GLOBAL DA RETA DADA POR EQUAGCOES PARAMETRICAS

Consideremos inicialmente uma reta r passando pela origem (Figura 1),
da qual Pseja um ponto qualquer de coordenadas (xg, y,) € 7.

3 Adaptado de Martins (2010, p. 55).
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A declividade destaretaém = z_o' donde y = %x, da qual setira Y= o=
0 0

Yo 0
(*)

x:xot

t, e as equagOes paramétricas da reta sao: { . .
Y = Yot

Quadro 2

Reta r passando pela origem

i

Wok----5

Para o caso de uma reta qualquer (Quadro 3), definiremos esta reta s
tracando uma reta rparalela passando pela origem. Consideraremos sobre
r um ponto P de coordenadas (x,, y,) e sobre s um ponto Q conhecido de
coordenadas (x4, y;). Transportemos a origem para este ponto Q.
Escrevendo como (*), vem: X =x,t e Y =y,t, onde teremos:

{x=x1+X=x1+th

Y=y +Y =y, + yot’ que sdo as equacdes paramétricas de s.
- J1 - J1 0



Quadro 3

Reta s qualquer

x=x1 +x0t
Yy =y1+ Yt

reta qualquer, através de um tratamento, vém:

Entdo, sendo {

X — x1
x:xl‘l‘th_)t: x—x1
Xo :>}’Z3’1+3’0( p )

Yy =Y+ Yot 0

Y Y

= = x+ [)’1 - _Oxl]
X Xo
Coefi\z.ilente coeficiente

angular linear
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as equagdes paramétricas para uma

Desta forma, podemos reestruturar o Quadro 1 (se¢do anterior),

obtido da obra de Duval, referente aos valores e varidveis visuais para a reta

dada pela equagdo cartesiana y = ax + b. O quadro 4 mostra entdo a

adaptacdo feita para o quadro 1 considerando a reta agora dada por

equacgoes paramétricas.



Quadro 4

Valores e varidveis visuais para a reta no plano dada por equagdes

parameétricas (autores)
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Unidades simbdlicas

Variaveis correspondentes Valores
visuais
X0 Yo X1 V1 Caracteristica
=0 =0 Reta coincide com o eixo y
=0 =0 Reta coincide com o eixo x
Casos =0 =0 Reta paralela ao eixo x
Particulares |"—7o #0 Reta paralela ao eixo y
=0 Reta passa pela origem
Sinais iguais Reta Ascendente
Sentido da
inclinagéo _Smals Reta Descendente
diferentes
[xo] = lyol Particdo simétrica
Angulo com = -
: Angulo maior (452
0s eixos Ixol < lyol 8 (459)
|20l > |vol Angulo menor (452)
Yo Corta na origem
yi——x =0 . . .
X0 (ndo tem correcdo aditiva)
. y Corta acima
Posicdo Y, — 2%, >0 Yo
sobre o eixo Xo (acrescenta-se y; — ;’C 1)
0
Corta abaixo
Vi — &x <0
1 1 .
X0 (subtrai-se y; — %)
0

Os exemplos a seguir confirmam os dados constituintes do quadro 4.
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Exemplo2: Obter o grafico e fazer o estudo das retas representadas pelas
equacoes:

a) x=tey=2tteR.

{x=t :>{x=0+1t Vo =2
y =2t y=0+2t)x; =0

Quadro 5

e x=t ,
Valores e varidveis visuais para {y _ L E Rno plano cartesiano (autores)

Variaveis Visuais Valores Unidades simbdlicas

X0 €Yo
Sentido da Inclinacao Ascendente
(sinais iguais: +)

Angulo com os eixos | Angulo maior que 452 lxo]l =1 < |yol =2

. x1=y1=0
Posicdo sobre o eixo Corta na origem
(ndo tem correcgdo aditiva)




Quadro 6

o x=t .
Grdfico de {y — ot t € R no plano cartesiano (autores)

uyl

= 45°

b) x=tey=2t+1,t €R.

Xo=1
{xzt :>{x=0+1t Yo =2
y=2t+1 y=1+2t)x;, =0

78
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Quadro 7
Valores e varidveis visuais para {y B 241 t € Rno plano cartesiano
(autores)
Varidveis Visuais Valores Unidades simbdlicas
X0 €Yo
Sentido da Inclinagdo Ascendente
(sinais iguais: +)
Angulo com os eixos | Angulo maior que 452 %ol =1 < |yol =2
Yo
- . Corta acima da Y1_x_x1_1>0
Posicdo sobre o eixo ) 0
origem
(corregao aditiva:+1)
Quadro 8
Grdfico de x=t t € R no plano cartesiano (autores)
C09ly =2t +1 piano ¢ y

i




c) x=—2tey=3t+1,teR.

xo —_ _2
{x=—2t :>{x=0—2t Vo =3
y=3t+1 y=1+3t)x, =
=1
Quadro 9
e x=—2t .
Valores e varidveis visuais para y=3t+1’ t € R no plano cartesiano
(autores)
Varidveis Visuais Valores Unidades simbdlicas
Sentido da X0 €Yo
o Descendente
Inclinagdo (sinais diferentes: — e +)
Angulo com os Angulo maior que
=2< =3
eixos 45° %ol ol
Yo
Posicdo sobre o Corta acima da Y1~ x—0x1 =1>0
eixo origem
(correcao aditiva:+1)
Quadro 10
Grdfi d{x=_2t t € R no pl tesiano (autores)
rdfico de y=3t+1’ no plano cartesiano (autores

80
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yi

d) x=t+2ey=—-4t€eR

xo = 1
{x=t+2 {x=2+1t y 1
t = 1 {Yo=73
=———4 - —4—_
y=-3 y=—4=ot|, =2
y; = —4
Quadro 11
x=t+2
Valores e varidveis visuais para y=— 1, _4otE€ Rno plano cartesiano
2

(autores)
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Variaveis Visuais

Valores

Unidades simbdlicas

Sentido da Inclinagcao

Descendente

X0 €Yo

(sinais diferentes: + e —)

Angulo com os eixos

Angulo menor que
450

1
=1> ==
ol = 1> Iyl =3

Yo
- . Corta abaixo da Yi— %= —3<0
Posigdo sobre o eixo , 0
origem
(corregdo aditiva: —3)
Quadro 12
x=t+2
Grdfico de y=— 1, _4t€RNO plano cartesiano (autores)
2




e) x=-7—10tey =1+ 10¢t,t € R.
xo = —10
{x=—7—10t:> yo = 10
y=1+10t X, = -7

Quadro 13
Valores e varidveis visuais para x=—7-10t t € Rno plano cartesiano
variaveis visuais p y=1+10t ’ p i
(autores)
Variaveis Visuais Valores Unidades simbdlicas
X0 €Yo
Sentido da Inclinagdo Descendente

(sinais diferentes: + e —)

Particdo simétrica

Angulo com os eixos (=459) Ix0] = |vo] = 10
Yo_
- . Corta abaixo da - % =-6<0
Posigdo sobre o eixo i 0
origem

(correcdo aditiva: — 6)

Quadro 14
L. x=-7-—10t )
Grdfico de {y — 1410t ,t € R no plano cartesiano (autores)

83
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fy x=3—-3tey=2-2t,teR.

x=3-3t Yo = —2
{y=2—2t:> X, =3

y1 =2
Quadro 15
o x=3-3t )
Valores e varidveis visuais para y = 2 _2t’ t € Rno p/ano cartesiano
(autores)
Variaveis Visuais Valores Unidades simbdlicas
X0 €Yo
Sentido da Inclinagdo Ascendente

(sinais iguais: —e —)

Angulo menor que

1o %ol = 3> lyo| = 2

Angulo com os eixos

Posicao sobre o eixo Corta na origem Vi ——X1 =
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Quadro 16

=3-3t
Grdfico de {; — 9 _ ¢ t € R no plano cartesiano (autores)

y

Complementando o trabalho de Duval em rela¢do ao estudo da reta

sob a ¢6tica da interpretacao global no que tange a translagdo de retas no

plano, temos:

~ . X
12. A reta rydada pelas equagdes paramétricas { ,tERearetan,

y=t
_ ¢ ,t E R representam, no plano cartesiano, as
bissetrizes dos quadrantes impares e pares, respectivamente, como
pode ser observado na figura 9.

X =—
dada por {
PO 1y
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Quadro 17

L x=t X =—t .
Grdfico de {y — ¢ teRe {y ,t € R no plano cartesiano (autores)

=t

y

!

X = X1+ xpt
Yy =y +yot’
,t € R. Dizemos que r; é paralelaar,

29, Seja a reta r;dada pelas equagdes paramétricas { teRe

X = X3+ x5t

Yy =Yzt Yyt
somente quando a igualdade yy,x, = x,y, é verificada. Por exemplo, as
x=3—-t
y=-2-

a reta r, dada por{

retas dadas pelas equacdes paramétricas {

x=3—-2t
y=4-12t

t,tE]R e

,t € R sdo retas paralelas, pois:
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{x:?)—t _){x0=—1 {x=3—2t_){x2=—2:>
y==2-t ly=-1%ly=4-2t " ly, =2
(=1D(=2) = (=D(=2).
YoX2=X0Y2

No Quadro 18 vocé pode visualizar graficamente o que acabamos de
expor, onde pode ser percebido que 7, corresponde a uma translagao
vertical de r; em 6 unidades para cima, o que caracteriza que as duas terdo
a mesma variavel visual corresponde ao angulo entre elas e o eixo dos x

(eixo das abscissas).

Quadro 18

. x=3-t x=3-2t
Paralelismo entre as retas{y _ _y_tE R {y _4_optE R
(autores)

ri||ra
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32. No ponto onde a reta intercepta o eixo das abscissas temos que a
ordenada é nula, ou seja, y = 0. A abscissa deste ponto de intersecgdo
da reta com o eixo dos x pode ser obtida pelo “tratamento”:

X=X1+x0t y
_ _ _ 3’1:>x=x1+x0(——1)
YV=Y1+Yt> 0=y +yt >t=—— Yo
Yo
= Xo
X=X ——Yy
1 yO 1

No caso do exemplo das retas dadas pelas equacbes paramétricas

{;ziz_ft,tERe{;zi:i,teR,temos:
x0=—1
x=3—t¢ y0=—1 _ (-1) 3 N
{y=—2—t=> X, =3 =x =3 (_1)( 2) =5 [Verifique na
=2
figura 3.15]
e
x0:—2
{y=4—2t:> x; =3 =>x=3 (_2)(4)— 1 [Verifique na
4

V1=
figura 3.15]

Observe que, neste caso, ocorreu um deslocamento horizontal da

x=3-1 . e .
reta {y — o _ t't € R em 6 unidades para a esquerda, pois afinal, estd
garantido o paralelismo como ja comentado acima.

O estudo que acabamos de fazer em relacdo ao objeto matematico

“reta no plano cartesiano” corresponde a uma adapta¢do, ou seja, uma
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complementac¢ao do estudo realizado por Raymond Duval sobre o estudo do
mesmo objeto, conforme apresentado anteriormente. A diferenga estd no
fato de que Duval considerou retas dadas por equagdes cartesianas e aqui

estendemos para as retas dadas por equagdes paramétricas.

CONSIDERACOES FINAIS

Fizemos um detalhamento resumido sobre o esboco de retas que
averiguaram as correspondéncias entre as variagdes visuais nos graficos e as
alteragdes significativas na escrita algébrica da relagao por meio da chamada
interpretagdo global de propriedades figurais, preconizada por Raymond

Duval (1988).

Considerando que a equa¢do de uma reta pode também ser
apresentada através de equacdes paramétricas, fizemos uma andlise
criteriosa sobre as variagOes visuais e suas correspondentes variacOes

algébricas.

A andlise realizada respondeu ao nosso problema ao constarmos que
a interpretagdo global de propriedades figurais, constante na Teoria dos
Registros de Representacdo Semidtica é valida também para retas

parametrizadas.

Ao rediscutirmos as conversdes estruturadas por Duval (2009) para

o estudo da reta, verificamos que as unidades bdasicas (simbdlicas e graficas)
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podem também ser consideradas ao interpretarmos globalmente o grafico

de uma reta dada por uma equagdo paramétrica.

Assim, acabamos fazendo uma complementac¢ao do estudo realizado
por Raymond Duval sobre o estudo da reta, visto que ao tratarmos as retas
parametrizadas, os coeficientes algébricos constantes nas equag¢des ndo sao

0S mesmos presentes nas equagées cartesianas.

Um fator importante a ser considerado é a constatacdo de que para
esbocarmos o grafico de retas dadas por equac¢des paramétricas nao
precisamos utilizar o procedimento por pontos, mas sim mantermos foco no
uso de operacbes em um dos registros verificando as modificacdes no outro,
no caso, algébrico e grafico, ou seja, estar atento as relagbes entre as
varidveis visuais da representacdo grafica e as unidades simbdlicas na

expressao algébrica.

Por fim, deixamos para reflexdao: Como efetuar um estudo a respeito
de outras curvas parametrizadas, como por exemplo, as conicas (pardbola,
circunferéncia, hipérbole e elipse), lembrando sempre que tal estudo pode
ser de extrema importancia, principalmente quando a curva representa a

trajetoria do movimento de uma particula no plano?

Na dissertacdo de Mestrado titulada como “A interpretacao global
de propriedades figurais no esbogco de curvas dadas por equagdes
paramétricas” (Martins, 2016), é feito o estudo da interpretacdo global para

as parabolas representadas por equag¢Bes paramétricas, deixando a
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descricdo dos dados e a analise destes a luz do quadro tedrico, que pode ser

aplicado as demais conicas.
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CAPITULO V
O ESBOCO DE CURVAS DE FUNCOES MODULARES LINEARES A PARTIR

DA INTERPRETAGAO GLOBAL FIGURAL

Lucia Menoncini
Meéricles Thadeu Moretti

INTRODUCAO

A histdria da Matematica nos mostra que por um longo tempo a
Geometria e a Algebra se desenvolveram de forma independentes e
desarticuladas. Somente no século XVIll, com os trabalhos de René
Descartes e Pierre de Fermat, foi possivel estabelecer conexdes entre estas
subareas da matematica, as quais impulsionaram o surgimento de uma nova
geometria, conhecida como Geometria Analitica (Boyer & Merzbach (2012);

Eves (2011)).

A Geometria Analitica possibilitou explorar propriedades
geométricas de curvas por meio de métodos algébricos. Mais
especificamente, ao criar o Sistema de Coordenadas Cartesianas, Descartes
mostrou que os pontos de um plano cartesiano poderiam ser escritos como
pares ordenados e que o esboc¢o de curvas poderia ser descrito por equacdes
algébricas. Isso permitiu analisar as propriedades de curvas a partir do
estudo das propriedades algébricas das equacdes correspondentes. Desta

forma, o esbogo de curvas passou a ser abordado de diferentes formas, por
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representacdes geométrica e algébrica, abrindo espaco a exploracdo e

articulagdo entre a Geometria e a Algebra.

De modo geral, o esboco de curvas esta associado as fungdes. No
ensino, é uma pratica comum introduzir fungdes partindo-se da expressao
algébrica para posteriormente esbocar a curva, dando a falsa impressao de
gue o grafico é uma consequéncia da tal expressao. Ha que se destacar que
a expressao algébrica e o grafico representam o mesmo objeto matematico
denominado funcgdes e ndo podem ser confundidos com o prdprio objeto
que é um ente abstrato. Também é comum utilizar a abordagem ponto a
ponto para construir o grafico, em que os pares ordenados ficam associados
a pontos no plano cartesiano e a curva é o resultado da ligacdo entre esses
pontos. Tal abordagem tende para uma visao pontual e local da fungdo, nao
favorecendo a articulacdo entre as representacdes algébrica e grafica e por
conta disso podendo dificultar o reconhecimento e a distingao das duas

formas que representam o mesmo objeto matematico.

Neste trabalho buscamos mostrar que o estudo de funcdes pode ser
introduzido a partir da representacdao grafica, que enfatiza os aspectos
visuais da curva, em contraposi¢ao aquela forma tradicional e comum que
considera a representacdo algébrica como ponto de partida. Para tal,
recorremos a abordagem de Interpretacao Global de Propriedades Figurais
a qual permite que sejam identificadas as varidveis visuais pertinentes e
sejam estabelecidas associacGes destas varidveis com as unidades

algébricas.
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Em particular, dentre os diversos tipos de fun¢des que poderiam ser
exploradas, consideramos as fungdes modulares lineares, por entender que
um estudo similar poderia ocorrer com os demais tipos de fungdes. Assim,
propomos explicitar e fortalecer a articulagdo entre os registros grafico e
algébrico, contribuindo para a compreensdo do conceito de fungdao modular

linear.

ABORDAGEM DE INTERPRETAGAO GLOBAL DE PROPRIEDADES FIGURAIS

Segundo Duval (2011), na abordagem ponto a ponto existe uma forte
associacdo entre pontos e pares ordenados, uma vez que os eixos graduados
sao referéncias e sobre eles sdo marcados pontos que correspondem a pares
ordenados. Tal abordagem é uma pratica utilizada quando parte-se da
representacdo algébrica para construir o grafico. Em sentido inverso, em que
se busca a expressao algébrica da funcdo, essa pratica é quase inoperante,
pois mesmo que haja “congruéncia semantica entre um par ordenado e a
sua representacdo cartesiana, o mesmo nao se pode dizer de um conjunto
de pontos no plano cartesiano e uma regra matematica a ele equivalente”
(Corréa & Moretti, 2014, p. 43). Desta forma, a abordagem ponto a ponto
dificulta a percepcdao da articulagdo entre os registros, especialmente

guando a representacdo grafica é o registro de partida.

Ainda neste tipo de abordagem, a construcdo do grafico se resume a
marcagdo de determinados pontos no plano cartesiano e o esbogo da curva
é entendido como uma simples juncao de pontos, oriundos da aplicacdo de

regras de codificacdo. Contudo, ela é adequada ao estudo de funcdes
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(especialmente das fun¢des polinomiais do primeiro e segundo grau) no qual
se faz necessaria uma leitura pontual, como encontrar pontos de
intersec¢Oes, pontos de maximos e minimos, conforme destaca Duval

(2011).

Em contraste com a abordagem ponto a ponto, Duval (2011) enuncia
a abordagem de interpretacdo global de propriedades figurais, em que o
conjunto tracado/eixos forma uma imagem que representa um objeto
descrito pela expressao algébrica. Nela é possivel compreender que o grafico
e a expressao algébrica estdo articulados entre si, uma vez que as
modificacGes feitas num registro podem ser visualizadas e reconhecidas no

outro.

O olhar pontual oriundo da abordagem ponto a ponto cede espacgo
para um olhar mais amplo e geral da curva. Neste sentido, Duval (2011, p.
99, grifos do autor) destaca que “nao estamos mais na presen¢a da
associagdo “um ponto — um par de numeros”, mas na presen¢a da
associagao “variavel visual de representacao — unidade significativa da
expressao algébrica”. Isso implica que para além da observag¢do de pontos
especificos numa curva é preciso uma interpretagao global, como o nome ja
sugere, em que as propriedades da curva sejam destacadas, analisadas e
correlacionadas com a escrita algébrica. Desta forma, é possivel identificar
alteracdes conjuntas do grafico e da expressdo algébrica e estabelecer
correspondéncias entre as varidveis visuais da representacao grafica e as

unidades significativas da expressao algébrica.
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Estabelecer correspondéncias entre registros e perceber como eles
estdo articulados depende da operagdo cognitiva denominada conversao. A
conversdao possibilita o transito entre os registros grafico e algébrico de
modo que a sua rapidez e espontaneidade implicard na coordenacdo dos
registros, que por sua vez, conduzird a compreensao integral do conceito de

fun¢do modular, de acordo com Duval (2012).

No ensino, as conversdes acontecem com maior intensidade num
Unico sentido: partindo da expressdo algébrica para chegar ao grafico, dando
aimpressao de haver certa relacdo de dependéncia entre as representacgoes,
como se a segunda estivesse subordinada a primeira. As razées que levam a
priorizar esse sentido de conversdao podem estar atreladas a dificuldade da
analise simultanea das propriedades visuais e algébricas das func¢des, visto
gue a maioria das fungdes possuem alto grau de complexidade. Para realizar
a conversdo em sentido inverso, tendo como ponto de partida o registro
grafico, é necessaria a abordagem de interpretacao global de propriedades
figurais. Mais do que identificar as varidveis visuais graficas e as unidades
algébricas significativas, a interpretacdo global permite que as
correspondéncias entre os registros grafico e algébrico sejam estabelecidas

e coordenadas.
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CORRESPONDENCIAS ENTRE AS PROPRIEDADES DA CURVA E A EXPRESSAO
ALGEBRICA

As funcdes sdo objetos matematicos importantes porque modelam
fendbmenos da natureza e das ciéncias, além de descreverem o
comportamento de partes da realidade e com certa precisdo. A drea de uma
elipse, a variacdo da posicdo de um objeto em relacdo ao tempo ou o
trabalho realizado por uma forga, sdo alguns exemplos de fendOmenos que

podem ser expressos por meio de fungoes.

As funcoes sdo foco de estudos ao longo dos tempos. Contudo, nos
ultimos anos, pesquisas tém dado maior atengdo ao esbogo de curvas de
fungdes, especialmente a partir dos trabalhos de Duval sobre o
procedimento de interpretacdao global de propriedades figurais. Nesta
perspectiva, destacamos os trabalhos de Menoncini e Moretti (2017), Corréa
e Moretti (2014), Moretti e Luiz (2010), Luiz (2010), Silva (2008), Moretti et
al. (2008), Moretti (2003).

Com base no trabalho dos autores supracitados e amparados pela
proposta de Duval (2012) acerca da abordagem de interpretacdo global
figural, buscamos articular as representacfes grafica e algébrica da funcao
modular linear, partindo da visualizagdao do tragado da curva, para entdo
apresentar a expressao algébrica. Para isso, propomos a realizacdo de trés

etapas, enunciadas a seguir:

Etapa | — visualizagdo de esbocos de curva de fun¢des modulares

lineares e identificacdo das varidveis visuais e de seus valores;
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Etapa Il — associacdo das varidveis visuais as unidades algébricas

significativas;

Etapa Il — descricdo geral das caracteristicas da curva e
estabelecimento de correspondéncias entre as unidades significativas

algébricas e as unidades visuais graficas.

A etapa | consiste em visualizar esbogos de curvas de fungdes
modulares lineares e identificar as varidveis visuais pertinentes e seus
respectivos valores, sem a preocupag¢ao com a representacdo algébrica.

Vejamos alguns esbocos conforme Figuras 1 a 4.

Figura 1

Variavel visual Sentido do tragado e seus respectivos valores (Autores)

A B
2 1
]
1 2 -1 1 2
R
2 1 1) 1 2
-2
-1
Variaveis visuais: Valores das variaveis visuais:
Sentido do tragado A - O tragado estd voltado para cima

B - O tragado esta voltado para baixo

Na Figura 1 identificamos a variavel visual sentido do tracado que
possui apenas dois valores visuais, ou seja, duas possibilidades de tracar a

curva: para cima ou para baixo.
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As Figuras 2, 3 e 4, abaixo, exploram as varidveis visuais e seus
respectivos valores considerando-se o sentido do tragado voltado para cima.

Contudo, de forma analoga poderiamos explorar a curva voltada para baixo.

Figura 2

Varidvel visual Angulo do tracado com os eixos e seus valores (Autores)

A B C

A Figura 2 mostra que o tragado da curva possui angulos distintos em
relacdo aos eixos coordenados. Na Figura 2A, o tracado forma um angulo de
45°com os eixos, enquanto que nas Figuras 2B e 2C os tragados em relagdo
eixo horizontal formam um &ngulo maior e menor que 45°,

respectivamente.
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Figura 3
Varidvel visual Posigdo do tragado em relagdo a origem do eixo horizontal
e seus valores (Autores)

A B C
| N

0 0

m

Esta figura explicita a posicdo do tragcado em relagdo ao eixo

horizontal. Aqui, o tracado pode passar pela origem ou se deslocar para a

esquerda ou para a direita, mas permanecendo sobre o eixo horizontal.

Figura 4
Varidvel visual Posi¢éo do tragcado em relag¢éo a origem do eixo vertical e

seus valores (Autores)
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Na Figura 4, a curva pode passar pela origem ou se deslocar para cima ou

para baixo em relagdo a origem do eixo vertical.

Em sintese, nas Figuras 1 a 4 sdo identificadas quatro varidveis visuais
pertinentes: o sentido do tracado, os dngulos do tragcado com os eixos, a posigcdo do
tracado em relagdo a origem do eixo horizontal e a posigédo do tragado em relagéo

a origem do eixo vertical.

Na etapa Il apresentamos a representagdo candnica da fungdo modular
linear no registro algébrico e associamos as quatro varidveis visuais identificadas na
Etapa | as unidades algébricas significativas. As unidades algébricas significativas
sdo os termos ou coeficientes reais a, b, ¢, k,com b + 0, k + 0, que aparecem
na representacdo candnica f(x) —(+a) = blkx — (£c)|. A fungdo f(x) =

x, sex=>0 . - .
x| = , que associa cada x real a um Unico valor |x| é chamada
—x, sex<0

fungdo base e a partir dela formaremos as demais fungGes modulares lineares

f(x) — (xa) = blkx — (£c)|, modificando-se os termos a, b, c, k.
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Conhecida a representagdo grafica da funcdo base (Etapa 1) e a
representacgao algébrica das fungdes modulares lineares, vamos executar a etapa Il
(Figura 5) que estabelece as associagdes entre estas duas formas de representacao,

conforme propd&e Duval.

Figura 5

Associagdo das varidveis visuais as unidades algébricas significativas para

f(x) = (£a) =b-|k-x— (£c)| (Autores)

5.1 Representagdo graficade f(x) = b-|x| Representagdo algébrica de

fx)=b-|x|
A
A-f(x)=|x|,comb=1
B-f(x) =—|x|,comb = -1
B
Variaveis Valores das varidveis Unidade algébrica significativa:
visuais: visuais: A-Valordebh >0

Sentido do A-O tracado estd voltado B _valordeb < 0
tragado para cima

B - O tracado esta voltado
para baixo
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Variaveis
visuais:
Angulos do
tracado com os
eixos

Valores das variaveis
visuais:

A - Reparticdo simétrica
dos quadrantes

B - Angulo com o eixo
horizontal é maior que o
angulo com o eixo vertical

C - Angulo com o eixo
horizontal é menor que o
angulo com o eixo vertical

A-f(x)=|x|, comk=1

B-f(x)=|2x|, comk =2

C-f(x) = |%x|, comk=%

Unidade algébrica significativa:

A- Coeficiente angulark =1
B- Coeficiente angulark > 1
C- Coeficiente angulark < 1
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Varidveis
visuais:

Posigéo do
tracado em
relacdo a
origem do eixo
horizontal

A A-f(x)=|x|],comc=0
C B-f(x)=|x—(—-1)|,comc =
-1
o 2 C-f(x)=|x— (1), comc=
1

Valores das varidveis Unidade algébrica significativa:

visuais: A- Auséncia da constante ¢
A- O icra(;ado passapela B. Ppresenca da constante
origem negativa c
B- Otragadosedesloca (. presenca da constante
para a esquerda em positiva c
relacdo a origem
C- Otragado se desloca

para a direita em
relacdo a origem
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5.4 Representagdo grafica de f(x) — Representagdo algébrica de
(xa) = |x| f(x) = (£a) = x|
B
A-f(x) =|x|,coma=0
A
B-f(x)—(1)=]|x|, coma=
C 1
C-f(x) — (-1) = |x|,coma =
1 2
-1
=15
Variaveis Valores das variaveis Unidade algébrica significativa:
visuais: visuais: A — Auséncia da constante a
Posicdo do A- O tracado passa pela B _ presenca da constante
tracado em origem positiva a
re/'ag:ao 9 B- Otracado se desloca ¢ — presenca da constante
origem do eixo para cima negativa a
vertical

C- Otragado se desloca
para baixo

A Figura 5 mostra como as varidveis visuais estao associadas as
unidades algébricas significativas. Assim, qualquer alteracdo nas unidades
algébricas acarretara em alteracdo no esbog¢o da curva e vice-versa. Para
exemplificar, seja a fungdo f(x) = 2|x|, com b = 2, em que o tragado esta
voltado para cima. Se alterarmos a unidade algébrica para b = —2, teremos
f(x) = —2|x| e o tragado da curva também sera alterado, ficando voltado

para baixo (Figura 5.1).
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Na etapa Il descrevemos as caracteristicas gerais das curvas de
funcBes modulares lineares de modo a estabelecer as correspondéncias

entre as unidades algébricas e as variaveis visuais (Quadro 1).

Quadro 1

Caracteristicas das curvas da forma f(x) — (xa) = blkx — (+c)| (Autores)

Coeficiente | Unidades significativas Varidveis visuais (curva)
(expressdo algébrica)

Para a = 0:

Auséncia de valor numérico

Tragado corta o eixo y na
origem

Deslocamento no eixo y de
a unidades para cima em

Para a > 0: N o
comparagdo com a funcgdo

Auséncia do sinal (+);

- base
Presenca de valor numérico (+)
a Deslocamento no eixo y
Para a < 0: de a unidades para baixo
Presenca de valor numérico (-) em comparagdo com a

funcdo base

Para b > 0:

Auséncia do sinal (+);
Presenca de valor numérico
sempreque b # 1

Tragado voltado para cima

Para b < 0:

Presenca do sinal (-);
Presenca de valor numérico
sempreque b + —1

Tragado voltado para baixo

Parak =1ou k= —-1:
Presenca de valor numérico
sempre que k # +1;

k Auséncia do sinal (+) ou presenca
de sinal (-)

O tragado forma angulos
simétricos com os eixos x e

y (45°)
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Para k> 1ouk < —1:
Presenca de valor numérico;

N . eixo x é maior que o
Auséncia do sinal (+) ou presenca . .

. angulo formado com o eixo
de sinal (-)

k y
Para—1< k < 1:
Presenca de valor numérico;

Auséncia do sinal (+) ou presenca
de sinal (-)

O angulo formado com o

O angulo formado com o
eixo x é menor que o
angulo formado com o eixo

y

Para ¢ = 0:
Auséncia de valor para a
constante ¢

Tragado corta o eixo y na
origem

Deslocamento no eixo

Para ¢ > 0:
Auséncia do sinal (+);
Presenca de valor numérico (+)

x de ¢ unidades para a
direita em comparacao
com a fungdo base

Para ¢ < 0:
Presenca de valor numérico (-)

Deslocamento no eixo x de
¢ unidades para a
esquerda em comparacgao

com a fungdo base

De acordo com o Quadro 1, a expressao algébrica escrita na forma
candnica f(x) — (xa) = blkx — (£c)| fornece informagbes relevantes
acerca do comportamento da curva. Os coeficientes b e k estdo
relacionados, respectivamente, a concavidade e ao angulo do tracado,
enquanto que os termos constantes a e ¢ indicam as dire¢des e os sentidos
dos deslocamentos (translacbes). Os valores de ¢ e k estdo interligados de
forma que o quociente entre eles determina a coordenada abscissa do

vértice. Resumidamente, temos:
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a) Coeficiente b (indica a concavidade do tracado): o tracado esta

voltado para cima (se b > 0) ou para baixo (se b < 0);

b) Coeficiente k (indica o angulo de abertura do tracado): angulo
simétrico (se k = 1), angulo com o eixo horizontal é maior (se k >

1), angulo com o eixo horizontal é menor (se k < 1);

c) Termo constante a (indica o deslocamento do tragado no eixo y):
o tracado se desloca a unidades para cima (se a > 0) ou para

baixo (se a < 0);

d) Termo constante c¢ (indica o deslocamento no eixo x): o tracado
se desloca cunidades para a direita (se ¢ > 0) ou para a esquerda

(se ¢ < 0);

s . . c
e) OvérticeV = (x,,y,,) da curva possui coordenadas x,, = eV =

a.

O Quadro 1 explicita as correspondéncias possiveis, em duplo
sentido, entre os registros grafico e algébrico das funcdes modulares
lineares. Ao mesmo tempo que é possivel associar as alteragdes na
expressao algébrica aos resultados graficos, é também possivel, a partir da
visualizacdo e das mudancas realizadas no grafico, reconhecer as mudancas
nos termos algébricos correspondentes. E esta correspondéncia biunivoca
que fortalece a relacdo existente entre as duas formas de representacao,
explicitando que ambas se complementam e representam o mesmo objeto

matematico, a saber, a funcdo modular linear.
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Nesta se¢do, vamos exemplificar a construcdo da curva da fungao

f(x) —1=23|x —(—2)|via abordagem de interpretacao global figural.

Partindo da fungdo base f(x) = |x|, que possui os termos algébricos a = 0,

b=1, k=1 e ¢ =0, serdo alterados os valores destes termos para

identificar o resultado destas alteracdes no grafico, de modo que se perceba

a articulacdo entre os registros de representacdo. Para facilitar a

compreensdo, podemos pensar que cada alteracdo na funcdo base origina

uma nova fungdo e assim teremos uma sequéncia de fungdes fi, f5, ...

o fu

como mostra a Figura 6. Tenhamos em mente a forma candnica f(x) —

(a) = blkx — (£0)|.

Figura 6

Esbogo da curva de f(x) — 1 = 3|x — (—2)| (Autores)

Representacao algébrica

Representacao grafica

Passo 1: Esbogcar a curva da
funcdo base:

f1(x) = Ix|

Como b = 1, entdo o tracado da
curva se volta para cima.

Como k = 1, entdo o tragado é
simétrico em relacdo aos eixos,
formando angulo de 45°.
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Passo 2: Acrescentar a funcdo
f1(x) a constante ¢ = —2.

f2(0) =[x = (=2)]

O valor absoluto 2 da constante
c indica que a curva se desloca
duas unidades, enquanto que o
sinal negativo indica o sentido do
deslocamento, a esquerda.

Passo 3: Multiplicar a fungdo
f2(x) por 3.

f3(x) = 3[x = (=2)|

Ao atribuir o valor k = 3, altera-
se o angulo do tracado com o
eixo horizontal.

Comok > 1, entdo o angulocom
0 eixo x é maior que 45°.

Passo 4: Acrescentar a funcgdo
f3(x) aconstante a = 1.

fa(x) =1 =3|x—(=2)

O sinal positivo da constante a
indica que a curva se desloca
para cima em relacdo a origem
do eixo vertical.

O valor 1 indica o deslocamento
de uma unidade.
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Representacdo algébrica da | Representagdo gréfica da fungdo da funcdo
fungdo modular linear: modular linear:

f(x) —1=3[x—(-2)|

De acordo com passos desenvolvidos na Figura 6, o esboco final da
curva pode ser entendido como uma sequéncia de fungdes, em que a nova
funcdo se origina a partir de modificacdes nos termos algébricos da fungao

anterior.

Observando a curva f(x) — 1 =3 |x — (—2)| percebe-se que ela
intercepta o eixo y no ponto (0,7) e seu vértice possui coordenadas (=2, 1).
Para mostrar algebricamente a interse¢ao da curva com o eixo y, basta
atribuir valor nulo para a variavel x, ou seja, fazer f(0) —1 =310 — 2| =

f(0) = 7. Para verificar no registro algébrico que o vértice V = (x,, y,)

possui coordenadas (—2, 1), basta fazer x,, = % = —% =—-2ey,=a=1
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CONSIDERAGOES FINAIS

Apesar de ser comumente adotada no ensino, a abordagem ponto a
ponto pode ser considerada uma abordagem fragmentada, a medida que
privilegia o olhar para um conjunto especifico de pontos e o esboco de
curvas é visto como a simples juncdo desses pontos. Esta abordagem acaba
limitando o reconhecimento e a compreensdao das relacbes entre as

representacdes da funcdo no registro algébrico e grafico.

Como alternativa para o esboco de curvas de forma mais ampla e
profunda, Duval (2011) apresenta a abordagem de interpretacdo global de
propriedades figurais que permite estabelecer correspondéncias entre as
duas formas de representacdo: grafica e algébrica. Para o autor, as duas
representacdes sao igualmente importantes e necessdrias para a
compreensao do objeto matematico. Esta abordagem apresenta uma
maneira diferente de visualizar o grafico, que vai para além da identificacdo
de pontos e pares ordenados. Ela recorre a interpretacao das propriedades
qualitativas das curvas e considera a representacdo grafica no mesmo

patamar de importancia das representacdes algébricas.

Com base na abordagem de interpretacao global de propriedades
figurais foi possivel mostrar que a funcdo modular linear também pode ser
tratada no ensino a partir do esbogo de curvas e de modo a ressaltar a

conexao entre duas formas de representacao.

A identificacdo das unidades visuais e a correlagdao com as varidveis

algébricas significativas permitiu identificar as respectivas alteragdes
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graficas e algébricas e assim, apontar uma linha de raciocinio que possa

servir de guia para a constru¢do do esbogo de curvas, de forma mais global

e para além das curvas relativas a funcdo modular linear.
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CAPITULO VI

CAMINHO ALTERNATIVO PARA ESBOCAR CURVAS: POSSIBILIDADE A
PARTIR DA TAXA DE VARIACAO DA FUNCAO E DA NOCAO DE
INFINITESIMO
Barbara Cristina Pasa

Meéricles Thadeu Moretti
Danieli Binotto

As representacOes graficas ocupam significativo espaco na vida
cotidiana contemporanea, organizando dados, divulgando pesquisas,
representando relagdes entre varidveis, possibilitando a leitura e
interpretacdo de diversos fendmenos nas distintas dreas do conhecimento.
A necessidade de ler, interpretar, compreender por meio das
representagdes graficas e, por conseguinte, de aprendé-las enquanto
representacdo semiotica de um objeto matemadtico, as torna foco de
estudos e pesquisas na area de Educacao Matematica, além de ocuparem
consideravel espaco nas atividades de ensino estando presentes nos
curriculos do ensino fundamental, médio e superior. As discussdes
propostas neste capitulo sdo acerca das representagées graficas especificas
de funcbes, ou seja, do esboco de curvas enquanto representacao

geométrica de uma funcdo real de variavel real.

Preocupacdo frequente, revelada tanto em sala de aula de ensino

fundamental e médio, como em pesquisas sobre os processos de ensino e
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aprendizagem do esboco de curvas é com relagdo a forma como este objeto
matemadtico é trabalhado na escola refletindo diretamente nas dificuldades
de aprendizagem dos estudantes. A abordagem exclusivamente por meio da
juncdo de pontos localizados no plano cartesiano obtidos a partir da
substituicdo de valores na expressao algébrica, nomeada por Duval (2011a)
de abordagem “ponto a ponto”, quando Unica utilizada no ensino,
impossibilita que se perceba que modificacdes na expressdo algébrica sdo
responsaveis por modificagdes no grafico e vice-versa. Essa percep¢ao ou
identificacdo de modificacbes é caracteristica da atividade cognitiva de
conversdo?, o que, de acordo com a Teoria dos Registros de Representacio

Semidtica de Duval, é essencial para a aprendizagem matematica.

Segundo a teoria cognitiva de Duval um objeto matematico pode
somente ser compreendido integralmente por meio de suas representacoes
semioticas e, mais do que isso, a partir das conversdes entre ao menos duas
representacdes semidticas distintas do mesmo objeto matematico. No caso
do esbogo de curvas de fungdes de uma varidvel real, as representagdes
semidticas principais e comumente utilizadas sao a grafica (plano
cartesiano) e a algébrica (lei da fungdo). Apesar de a abordagem “ponto a
ponto” ser usada quase que exclusivamente nos processos de ensino
aprendizagem ainda atualmente, ela limita a compreensao de caracteristicas
pertinentes da fungao, como movimento, transformacdo e dinamismo, além

de ndo conduzir para as possibilidades de conversdes entre registros.

! Operacdo cognitiva de transformacdo de representacdes que consiste em mudar de
registro, conservando o objeto.
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Levando em conta as questdes supracitadas, com o objetivo de
proporcionar a compreensao integral de uma curva e do fenémeno que ela
representa, Duval (2011a) apresenta a abordagem de interpretag¢do global
de propriedades figurais, cuja premissa consiste em identificar variaveis
visuais significativas ao registro de representacdo grafico e unidades
simbdlicas significativas ao registro algébrico, articulando-os a partir de
algum recurso/elemento. Esta apresentacdo é feita a partir da analise da
fungdo afim y = ax + b, utilizando os coeficientes a e b como unidades
basicas simbdlicas e a inclinacdo da reta e os angulos com os eixos como as

variaveis visuais.

Ancorados nessas ideias de Duval (2011a) e de outros autores
(Moretti (2003), Silva (2008), Luiz (2010); Moretti et al. (2008); Menoncini e
Moretti (2017); Martins (2017)) que buscam possibilidades para o ensino de
funcbes por meio da abordagem de interpretacdo global, construimos e
apresentamos um caminho alternativo (Pasa, 2017) para o esboco de curvas
de fungdes especificas do ensino médio, podendo envolver o ensino
superior. Este caminho perpassa a abordagem de interpretacdo global das
propriedades figurais adotando como recurso de articulagdo entre unidades
significativas as taxas de variacdo de uma funcdo, compreendidas e
calculadas por meio da nogdo de infinitésimos. Essa abordagem ou, como
nomeado por Pasa (2017), caminho alternativo, pode sinalizar mudancas na

cultura e pratica do ensino de fungdes neste nivel de ensino.

Para tanto, organizamos o capitulo de forma que inicialmente

apresentamos a abordagem de interpretagdo global de propriedades
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figurais, direcionando nosso olhar para as taxas de variagdao de uma fungao
enquanto recurso orientador da articulagdo de unidades significativas
basicas. Na sequéncia, expomos o caminho alternativo para esbocgar e
compreender curvas das fun¢des reais polinomiais do segundo e terceiro
graus e de algumas fungdes trigonométricas. Por fim, visando elucidar a
pratica do caminho alternativo e possibilitar discussdes sobre as
potencialidades e limitacdes do esboco de curvas nesta perspectiva,
apresentamos constru¢cdes de um estudante no esboco de curvas.
Salientamos, que este capitulo aborda ideias apresentadas na tese de Pasa
(2017) e, desta forma, as construcdes apresentadas fazem parte da pesquisa

empirica realizada entre os anos de 2016 e 2017 da referida tese.

INTERPRETACAO GLOBAL PAUTADA NA ANALISE DA TAXA DE VARIAGAO:
POSSIBILIDADE MEDIANTE A NOGAO DE INFINITESIMOS

Para Duval (2004) a compreensao integral de uma fungao so é obtida
se o estudante conhecer ao menos dois registros de representacao
semidtica, e mais do que isso, possuir a capacidade de realizar conversdes
entre eles. A abordagem de interpretacdo global de propriedades figurais
(Duval, 2011a), sugerida pelo autor, perpassa a realizacdo de uma analise
das propriedades peculiares de partes constituintes da curva (Moretti et al.,
2008), isto é, a identificacdo de variaveis visuais significativas ao registro de
representacdo grafico e as unidades simbdlicas significativas ao registro

algébrico, a fim de proporcionar as conversdes necessdrias. Para
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exemplificar a abordagem proposta, Duval (2011a) apresenta a andlise para
a funcdo afim, y = ax + b destacando a importancia, por exemplo, de
compreender que o sentido de inclinacdo da reta se dd pelo coeficiente

angular a.

O caminho alternativo proposto perpassa o sentido da abordagem
sugerida por Duval (2011a), fazendo uso da compreensdo de elemento do
Calculo — derivada?, enquanto orientador de convers3o, entretanto, isento
da formalidade via limites, que é comumente utilizada no ensino superior
em disciplinas de Calculo Diferencial e Integral. Os elementos/recursos para
interpretacdo global sdo, entdo, as taxas de variacdo da funcdo, as quais
carregam informacdes valiosas sobre a funcdo representada pela curva.
Essas taxas sdo calculadas e compreendidas a partir da nocdo de
infinitésimos®, ndo no sentido de seu rigor e formalizacdo, e sim no de
possibilitar o entendimento de variacdo, fundamental no esboco de curvas

e sem recorrer a formalizacdo das nogdes de limite e derivada.

Admitindo que as inconsisténcias matematicas relacionadas a nog¢ao
de infinitésimos foram superadas, o potencial didatico dos infinitésimos se

encontra na possibilidade de entendimento da variagdo de uma fungao,

2 A derivada em um ponto de uma fun¢do y = f(x) representa a taxa de variacdo
instantanea de y em relagdo a x neste ponto. Geometricamente, a derivada no ponto x =
a de y = f(x) representa a inclinagdo da reta tangente ao grafico desta fung¢do no ponto
(a, f(a)).

3 Os infinitésimos pertencem ao conjunto dos Numeros Hiper-Reais, que é uma extensdo
dos Reais que contém os infinitos e os infinitesimais. Este conjunto foi introduzido para dar
rigor a uma abordagem intuitiva do Calculo Infinitesimal. Por infinitésimos, consideraremos
um numero tdo pequeno quanto se queira, porém, maior que zero.
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caracteristica fundamental para o esbo¢co de curvas e compreensdo da
conversao entre registros de representacdo. Nesta perspectiva,
corroboramos com Cabral e Baldino (2006) ao defenderem o uso de
infinitésimos para a construcdo das nog¢Oes iniciais de Calculo para nao
matematicos profissionais, ao afirmarem que os infinitésimos fazem parte
das concepgdes espontaneas dos estudantes. O uso de infinitésimos torna-
se, nesta perspectiva, um recurso interessante de ensino para o calculo de
taxas de variagao das fun¢Ges no ensino médio, oportunizando ao estudante
a compreensdo de variabilidade necessaria para esbocar curvas e interpretar

fendbmenos e situacdes de diversas dreas do conhecimento.

Deste modo, a obtencdo da taxa de variacdo instantanea de
primeira* ordem (TVI;(x)) de uma funcdo ocorre a partir da obtencdo da

taxa média de varia¢do (TMV) da fung¢do para um intervalo genérico
[x,x + Ax], TMVzi%:W, na qual considera-se Ax um

infinitésimo.

ESBOCO DE CURVAS: UM CAMINHO ALTERNATIVO

O emprego de elementos do Calculo no ensino médio visando a

aprendizagem de fungdes, conforme Avila (1991), Duclos (1992), Rezende

4TVI(x) ou TVI;(x) é a taxa de variagdo instantanea de primeira ordem de uma fungdo. O
indice “1” é necessario quando se acrescenta as analises a ideia de variagdo da taxa de
variagdo instantanea, relacionada a concavidade de uma curva e representada por TV I, (x),
ou, taxa de variagdo instantanea de segunda ordem da fungdo.
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(2003, 2007) e Silva et al. (2013) pontuam, é desafiador, mas em
contrapartida e sobretudo com elevado potencial para compreensdes
integrais e efetivas de conceitos matematicos, neste caso, de variacao de
fungBes com vistas ao esboco de curvas. O caminho alternativo para o
esboco de curvas perpassa, desta forma, a variabilidade da funcdo obtida
por meio do estudo do sinal da taxa de variacdo instantanea de primeira

ordem ou, quando se fizer necessério, de segunda ordem (TV I, (x)).

Sendo assim, as unidades basicas simbdlicas identificadas sdo da
expressao algébrica da taxa de variacdo de primeira ordem enquanto as
unidades basicas graficas identificadas sdo as relacionadas a andlise da
variagdo da curva como os intervalos de crescimento e de decrescimento e
os pontos de maximo e minimo. A taxa de variacdo de segunda ordem,
guando necessaria, possibilita concluir a respeito da concavidade e dos

pontos de inflexdo.
A fungao polinomial do segundo grau

Considerando a funcdo real polinomial do segundo grau,
y = ax? + bx + ¢, a taxa de variagdo instantanea de primeira ordem -
TVI,(x),para um valor qualquer de x, na perspectiva do caminho
alternativo, sera: TVI,(x) = 2ax + b. O mesmo processo é utilizado para
obter TVI,(x) = 2a, que no caso destas fun¢des é desnecessdria para o
esboco. Em posse destas taxas de variagdo, sdo analisadas varidveis

referentes a fungdo e essenciais para a compreensao global relacionadas a
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variabilidade, como crescimento, decrescimento, valor maximo e minimo e

concavidade (quadro 1).

Quadro 1

Unidades simbdlicas e grdficas de uma fun¢do polinomial do segundo grau

(Pasa, 2017, p. 146)

Unidades basicas simbdlicas Unidades basicas graficas
TVIy | Valor | TVI;| Valorde x Reta Tangente Concav. Ponto Esbogo
dea (TVI,) critico curva
<0 | x <—b/2a | Decrescente Para cima Minimo
< =0 | x=—b/2a | Constante (positiva) absoluto em
+ a>0 i
N >0 | x> —b/2a | Crescente x =-b/2a
S <0 | x> —b/2a | Crescente Para baixo | Méximo
=0 | x=—b/2a | Constante (negativa) absoluto em
a<O0
>0 | x<—b/2a | Decrescente x=-b/2a

A identificagao de unidades basicas simbdlicas relativas a expressao
algébrica da taxa de variacdo possibilita inferir sobre as unidades basicas
graficas que sdo as caracteristicas da curva relativas a variabilidade, o que

pode ser visualizado no quadro 1.
A fungao polinomial do terceiro grau

No esboco de funcdes reais polinomiais de terceiro grau, além da
analise da TV, (x), algumas fun¢des requerem impreterivelmente a analise
da TVI,(x), a qual é obtida através da expressdo algébrica da TVI;(x),
possibilitando concluir sobre a concavidade da curva. Deste modo, sendo
f(x) =ax®+bx? +cx +d, com a+0, obtém-se
TVI,(x) =3ax?+2bx+c e TVI,(x) =6ax+2b. Os quadros

apresentados a seguir, apresentam o processo de esbogo de curva pelo
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caminho alternativo para fungdes polinomiais de terceiro grau baseado na

TVI,(x) (quadro 2) e na TVI,(x) (quadro 3).

Quadro 2

Esbogo de curvas de fungbes reais polinomiais do terceiro grau a partir da

andlise da TV I;(x) (Pasa, 2017, p. 149)

Unidades basicas simbdlicas

Unidades basicas graficas

TVI, Coef. a NR* | TVI4 Valores de x RT** Esbogo Pontos criticos
curva
<0 —b —+b2%2 —3ac Decres Max. e min.
3a <x relativos
—b +vb% - 3ac (TVL (%) = 0).
2 <——%
3a
=0 —b++VbZ—3ac Const Ponto Inflexdo
X=—-" (TVI,(x) = 0)
>0 ‘/2_311
>0 x < bz :a—Sac e Cresc
—b+Vb2-3ac
x> T
=0 - —b Const Ponto inflexdo
1 " 3a (TVI,(x) = 0)
>0 x<Zex>2 Cresc
3a 3a
>0 X €ER Cresc Ponto inflexdo
0 Esbogo a partir da analise (TVI,(x) = 0)
i da TVI,(x) - tabela 3.
®
N <0 X< —-b-Vb2-3ac e Decres Max. e min.
+ 3a relativos
~ - Vp2=
5 x > e (TVI,(x) = 0).
el 2 =0 —b++b?2 = 3ac Const
x = T Ponto inflexdo
<0 >0 —b —+/b? —3ac Cresc \/\ (TVI(x) = 0)
—<
3a x
< —b ++/b? —3ac
3a
=0 co_2 Const Ponto inflexdo
1 " 3a (TVI,(x) = 0)
<0 x<lex>2t Decres
3a 3a
<0 X ER Decres Ponto inflexdo
0 Esbogo a partir da analise (TVI,(x) = 0)
da TVI,(x) - tabela 3.

*NR = Numero de Raizes
**RT = Reta Tangente
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No quadro 2, o estudo do sinal da TV, (x) revela o comportamento
da reta tangente a curva, permitindo concluir a respeito da variagdo da curva
e dos pontos maximos e minimos relativos. Para algumas funcdes de terceiro
grau a TVI,(x) é inconclusiva, por isso, torna-se necessario conhecer e
estudar a TVI,(x), inferindo sobre a concavidade, permitindo assim, inferir

sobre a curva, apresentado no quadro 3.

Quadro 3
Andlise da concavidade de curvas de fung¢des reais polinomiais do terceiro

grau a partir da TVI,(x) (Pasa, 2017, p. 150)

Unidades basicas simbdlicas Unidades basicas graficas
TVI, | Coef. | Sinal Valorde x | Concavidade Possiveis esbogos da
a da curva
TVI,

<0 x < —b/3a | Negativa—para baixo
=0 x = —b/3a | Local de Inflexdo
a>0 — -
>0 x > —b/3a | Positiva—paracima
>0 x < —b/3a | Positiva—para cima
=0 x = —b/3a | Local de Inflexdo \/\

<0 x > —b/3a | Negativa—para baixo

6ax + 2b

a<0

As fungdes trigonométricas

As fungdes trigonométricas y =senx, y=cosx e y=tgx
também podem ser problematizadas na perspectiva proposta, presumindo
um custo cognitivo significativo devido as compreensdes trigonométricas
demandadas, mas ainda assim, permitindo inferéncias na dire¢ao do
caminho alternativo. A fungdo seno, definida como y = sen x, possui taxa

média de variagdo (TMV) para o intervalo [x, x + Ax] definida como
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sen (x + Ax) —senx
TMV = .
Ax

Assim, utilizando o seno da adicdo de dois arcos

(sen (x + Ax) = sen x.cos Ax + sen Ax. cos x), ela pode ser reescrita

sen x.cosAx + sen Ax.cosx — sen x
TMV = ,
Ax

e encontrada utilizando o ciclo trigonométrico da figura 1, que, ao
considerar um arco Ax, torna-se evidente que os segmentos que definem

sen Ax e cos Ax, assumem os valores Ax e 1, respectivamente.

Figura 1l
Valores de sen Ax e de cos Ax a partir do ciclo trigonométrico sendo Ax

infinitesimal (Pasa, Binotto e Moretti, 2020, p. 8).

1
Ax

sen(Ax){‘ \’Ax

—— ——
cos(Ax)

A taxa de variacdo instantanea de primeira ordem da funcdo
y = sen x é, entdo, encontrada a partir da taxa média de variagao para um

intervalo [x, x + Ax],
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senx.1+ Ax.cosx —senx

TV, (x) = v

Ax.cosx
TV (x) = ——— - TVI,(x) = cosx.
Ax
O estudo do sinal da TVI;(x) = cosx possibilita inferir sobre o
comportamento (crescimento e decrescimento) da curva da funcdo
y = sen x ao longo de seu dominio, apresentado no quadro 4, e assim,

concluir sobre o esbocgo da sua curva.

Quadro 4

Esbogo das propriedades da fungdo y = sen x no dominio de [0, 2] (Pasa,

2017. p. 152)
Unidades basicas simbdlicas Unidades basicas graficas
TVI{(x) Valor de x Reta Ponto critico | Esbogo da curva
tangente
>0 0<x< m/2 Crescente Minimo
3m/2 <x<2m absoluto em Av
=0 x=m/2e Constante (3m/2,-1)
x =3m/2
<0 n/2 < x < 3m/2 | Decrescente | Maximo
absoluto em
(m/2,1)

Paraafungdoy = cos x, o cdlculo é anadlogo ao da fungao y = sen x:
encontra-se a taxa média de variagdo para um intervalo [x, x + Ax], aplica-
se o0 cosseno da soma de dois arcos, considera-se Ax um infinitésimo e, com

base na figura 1, obtém-se:
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cos(x + Ax) — cosx
TMV =
Ax

cos x.cosAx — sen x.sen Ax — cosx
Ax

T™MV =

TVI,(x) = —sen x.

A andlise do sinal da TVI;(x) e a coordenagdo entre registro

algébrico desta e seu grafico estdo apresentados no quadro 5.

Quadro 5
Esboco das propriedades da fun¢do y = cos x no dominio de [0, 2. (Pasa,

2017, p. 152)

Unidades basicas Unidades basicas graficas
simbdlicas
TVI{(x) | Valorde x Reta Ponto critico Esbogo da curva
tangente

>0 T<x<2m Crescente Minimo

=0 x =0ex =m | Constante absoluto em }
(T[r _1)

<0 O<x<m Decrescente
Maximo
absoluto em
(0,1) e (2m, 1)

Por fim, a anadlise da fungao y = tg x perpassa analogamente o
célculo da taxa média de variagdo para um intervalo [x, x + Ax], a
aplicacdo do seno e do cosseno da soma de dois arcos, a consideracdo de Ax
como um infinitésimo e a figura 1, bem como ajustes algébricos e

substituicGes possiveis. Assim,
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_tg(x+ Ax)—tgx

TMV
Ax
sen (x+ Ax) _ senx
TMV = cos(x+ Ax) cosx

Ax

1 (sen(x+ Ax) senx
Ax

TMV = — —
cos(x + Ax) cosx

TMV = 1 (sen x.cos Ax + sen Ax.cosx sen x)
"~ Ax \cosx.cos Ax — sen x.sen Ax COSx
1
TMV =
cos?x — Ax sen x.cos x
TVI (x) = = sec’x

cos? x

~ 1 .

Como a fungdo TVI;(x) = sec?x nunca serd zero, para
x€[0,2r], o dominio da taxa de variagdo instantanea sera todos os reais
b4 31 . ; o .

exceto x = —ex = —. Assim, 0 esbogo da curva sera ascendente e ndo terd

pontos maximos ou minimos. Uma visao mais detalhada do esbogo da curva
pode ser obtida a partir da TVI,(x), a qual informa a respeito da

concavidade:

1 1 1
TMYV, = — ( — )
daTVh = Ax \cos?(x + Ax) cos?x

A qual resulta na taxa de variacdo instantanea de segunda ordem,

2senx
TMVZ(X) = m
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No quadro 6 a seguir, apresentamos as possibilidades de inferéncias

sobre o esbogo da curva da fun¢do tangente.

Quadro 6

Esbogo das propriedades da fungéo y = tg x no dominio de [0, 2] (Pasa,

Binotto e Moretti, 2020, p. 15)

Unidades basicas simbdlicas

Unidade basica grafica

TVI{(x) | TVI,(x) Valor de x Concavidade Esbogo do grafico
s
O0<x<=
>0 2 Positiva — para
ou . | [
Cima | [
3n [ |
T<x< 7 /; ‘
Mudanca de /
=0 =0 concavidade — | /
>0 . N /
ponto de inflexdo [ [
= !
—<x<m
<0 2 Negativa — para
ou ;
b
3 aixo
7 <x<2m

O estudo das taxas de variacdo de fungdes permite que propriedades

pertinentes das curvas figuem explicitas e sejam compreendidas, como os

pontos criticos, as raizes e os pontos mdximos e minimos, sejam eles

absolutos ou relativos, o que torna esta abordagem necessaria em sala de

aula do ensino médio.

Na figura a seguir, a fim de clarificar a pratica do caminho alternativo,

apresentamos a construgdo de um estudante que o percorreu para o

esbocar a curva da fungdo y = 3x% — 6x + 3.
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Figura 2

Esboco da curva da fungdo y = 3x? — 6x + 3 (Pasa, 2017, p. 279-280)
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Na figura 2, é possivel verificar o engajamento do estudante aquilo
gue quer expressar. A partir de explicacdes em lingua natural e em forma de
graficos, utilizando setas e Iéxicos sistematicos, o estudante expande seu

discurso mesclando a forma natural e légica, realizando as conversdes entre
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as representagdes simbdlicas e graficas a partir da identificagdo de unidades

bésicas referentes a TV, (x) e inferindo a respeito do grafico.

Figura 3
Esboco da curva da funcdo y = x3 — 5x% + 7x — 3 a partir da TVI;(x)

(Pasa, 2017, p.277)

(T %) 2 x> St P - @ Qleule (e TMd ¢ T

T ot - K-S0+, -3
«
3> 2 =

s X4 —+
=¢Z?V:vﬁr'bﬂac £ B A + Ax- Sl td 2 A raxd) + Ve + ¥Ax, -3
) g‘ ;ﬁ 43 6+ D N +L\L_§é’ 10xAe -Sax. ﬁj ¥ ,5‘;&1‘51 :“J/Z
Xt Aw -2
Um -5 m{(zm + BEAD A2 102, St ) = 32 -10p, + P
:g"Ax/ = R = )

/
(28) Syt o Ao isinents b, Tl @

2
x'= 1044 - ]4.'2’; PN ¥'s 104 & oo
G - & B3 e ¢
V@ 30 = wd a4 2 x>¥> 4
Wie L0 —+ A >xg Y A ) s
_ﬁk-‘z?)

\@ bw&sr(% ey ra(xx:zg.rg
(? ‘ P 4 MA; Resarno = (4,0
J]‘ l Pmio Reosndos (J/a: 3‘%;0)
V 1 il

S 1

=t .2;1}/3 5

P
~
a4/ Jlf/'b 7 T t®
e




132

Figura 4
Esboco da curva da fungdo y = x3 + 3x (Pasa, 2017, p.278)
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Na figura 3, a fun¢do a ser esbocada é polinomial do terceiro grau,

entdo, a TVI; (x) é uma fungdo polinomial do segundo grau, neste caso, com
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duas raizes reais e distintas, cuja andlise do sinal foi realizada esbogando a
parabola por meio das suas raizes e da concavidade, identificada pelo sinal
do coeficiente de x2 da TV, (x). A concavidade da curva da func3o nio foi
analisada uma vez que a TVI;(x) é suficiente. No caso da figura 4, foi
necessario encontrar e analisar a TV, (x), umavez que a TV, (x) é positiva
para todo o dominio e informa apenas que a curva é crescente. Assim, o
estudante calculou a TVI,(x), a qual informa sobre os pontos de inflexdo e
a concavidade. Porém, nao fica claro se o estudante utilizou a relacdo entre
a TVI,(x) e a concavidade para esbogar a curva pois ndo esta explicito se o

estudo do sinal da TV, (x) foi realizado para avaliar a concavidade.

As figuras 2, 3 e 4 foram apresentadas com o intuito de elucidar a
pratica do caminho alternativo para fungdes polinomiais, podendo ser

expandida para as fun¢Ges trigonométricas.

CONSIDERAGOES FINAIS

Uma andlise do caminho alternativo proposto para o esboco de
curvas de fungdes perpassa a importancia das representacdes semidticas no
processo de aprendizagem matemadtica. Duval (2011b) destaca que as
representacdes semidticas sdo cruciais para que o estudante obtenha
compreensao total de um objeto matematico, uma vez que, o acesso a esse
se dd somente através de suas distintas representacdes. Entretanto, o autor
salienta que a questdo cognitiva da natureza da atividade matematica e

funcionamento do pensamento, relacionada as habilidades intelectuais
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exigidas em atividades como transformacgdes e conversdes sdao igualmente

essenciais para o processo.

Em vista disso, a abordagem de esbocar curvas “ponto a ponto”,
costumeiramente utilizada no ensino, pode tornar-se um processo mecanico
gue ndo possibilita compreender as correspondéncias semidticas entre os
registros algébrico e grafico, deste modo, desencadeando dificuldades de
compreensao e interpretacdo do objeto matematico. Esbocar curvas na
perspectiva do caminho alternativo é desafiador, uma vez que perpassa uma
mudanc¢a de concepg¢dao no ensino de Matematica como um todo e pode
exigir uma “bagagem” de conceitos por parte dos alunos, especialmente
para as func¢Oes trigonométricas, para que o processo de aprendizagem
ocorra de forma mais eficiente. Por outro lado, e sobretudo, a compreensao
e o esbo¢co de uma curva a partir da sua variabilidade e mediada pela
utilizagao da nogao de infinitésimos no ambito do ensino médio possibilita
uma ampla e profunda compreensao do conceito de fungao relacionada ao
dinamismo, transformacdo e movimento inerentes a este objeto

matematico.

De acordo com a teoria dos registros de representagdo semidtica de
Raymond Duval, uma abordagem precisa levar em conta o ponto de vista
cognitivo e perpassar a andlise de gestos intelectuais, das conjecturas
elaboradas pelos estudantes, hipdteses, relacdes e interferéncias que
possam ocorrer para que o problema seja sanado. Essas acdes necessarias

aparecem nas resolucdes apresentadas e demonstram um profundo
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entendimento por parte do estudante sobre a fun¢do e o esbog¢o da sua

curva.

E necessario propiciar um ensino de fungdes em sintonia com as
realidades e possibilidades de aprendizagem dos estudantes, deste modo,
uma abordagem nesta perspectiva possibilita um entendimento sobre as

fungdes condizente com seu real significado.

REFERENCIAS

Avila, G. (1991). O ensino de Célculo no 2° grau. Revista do Professor de
Matemdtica, 18, pp. 1- 9.

Cabral, T. C. B & Baldino, R. R. (2006). Calculo infinitesimal para um curso de
engenharia. Revista de Ensino e Engenharia, 25 (1), pp. 3-16.

Duclos, R. C. (1992). Calculo no 22 grau. Revista do Professor de Matemadtica,
20, p. 28.

Duval, R. (2004). Semiosis y pensamiento humano: registros semidticos y
aprendizajes intelectuales. Tradugdo de Myriam Vega Restrepo.
Santiago de Cali: Universidade del Valle — Instituto de Educacion y
Pedagogia.

Duval, R. (2011a) Graficos e equacdes: a articulacdo de dois registros. Trad.
Méricles Thadeu Moretti. Revemat, 6 (2), p.91-112.

Duval, R. (2011b). Ver e ensinar a matematica de outra forma: entrar no
modo matematico de pensar os registros de representacdes
semidticas. Organizagao Tania M. M. Campos. Tradugao Marlene
Alves Dias. Sao Paulo: Proem.



136

Luiz, L. S. (2010). Esbo¢co de curvas no ensino superior: uma proposta
baseada na interpretacdo global de propriedades figurais e uso de
tecnologias. [Dissertacdo de Mestrado em Educacdo Cientifica e
Tecnolégica, Universidade Federal de Santa Catarinal.
https://repositorio.ufsc.br/handle/123456789/93808.

Martins, M. H. S. (2017). A interpreta¢do global de propriedades figurais no
esboco de curvas dadas por equagdes paramétricas. [Dissertacao de
Mestrado em Educacdao Cientifica e Tecnoldgica, Universidade
Federal de Santa Catarina].
https://repositorio.ufsc.br/xmlui/handle/123456789/176711.

Menoncini, L. & Moretti, M. T. (2017). A interpretacdo global figural como
recurso para o esbogo de curvas de fungdes modulares lineares.
Educagdo Matemdtica em Revista — RS, 1 (18), pp. 126-134.

Moretti, M. T. (2003). A translacdo como recurso no esboco de curvas por
meio da interpretacao global de propriedades figurais. In: S. D. A.
Machado (Org.). Aprendizagem em Matemdtica: registros de
representacdo semidtica (pp. 149-160). Papirus.

Moretti, M. T., Ferraz, G. A. & Ferreira, V. G. G. (2008). Estudo da conversao
de fungles entre registros simbdlico e grafico no ensino
universitario. Quadrante — Revista de Investigagdo em Educac¢do
Matematica, XVIl (2), pp. 95-121.

Pasa, B. C. (2017). A nogdo de infinitésimo no esbogo de curvas no ensino
médio: por uma abordagem de interpretagdo global de propriedades
figurais. [Tese de Doutorado em Educacgao Cientifica e Tecnoldgica,
Universidade Federal de Santa Catarina].
https://repositorio.ufsc.br/handle/123456789/187061.

Pasa, B. C, Binotto, D. & Moretti, M. T. (2020). Esbocando curvas de fun¢bes
trigonométricas a partir da nogao de infinitésimo. Anais do Vil
Jornada Nacional de Educa¢éo Matemdtica — JEM.


https://repositorio.ufsc.br/handle/123456789/93808
https://repositorio.ufsc.br/xmlui/handle/123456789/176711
https://repositorio.ufsc.br/handle/123456789/187061

137

Rezende, W. M. (2003). O ensino de Calculo: dificuldades de natureza
epistemoldgica. [Tese de Doutorado em Educacdo, Faculdade de
Educacao, Universidade de Sdo Paulo].
https://www.teses.usp.br/teses/disponiveis/48/48134/tde-270220.

Rezende, W.M. (2007). Um mapeamento do ensino de fungdes reais no
ensino basico. Anais do IX ENEM — Encontro Nacional de Educagdo
Matemadtica. Belo Horizonte, Minas Gerais.

Silva, M. O. (2008). Esbogo de curvas: uma analise sob a perspectiva dos
registros de representagao semidtica [Dissertacdao de Mestrado em
Educacdo Cientifica e Tecnoldgica, Universidade Federal de Santa
Catarina]. https://repositorio.ufsc.br/xmlui/handle/123456789/9.

Silva, C. C; Andrade, A. P. R. & Azevedo, C. L. V. R. (2013). O Calculo no Ensino
Médio: as taxas de variacdo e o conceito de derivada. Anais do X/
Encontro Nacional de Educagdo Matemdtica — ENEM.


https://www.teses.usp.br/teses/disponiveis/48/48134/tde-27022014-121106/pt-br.php
https://repositorio.ufsc.br/xmlui/handle/123456789/92026

138

CAPITULO VII

UM EXEMPLO DE ESBOCO DE CURVAS POR MEIO DE UNIDADES BASICAS E
INTERPRETACAO GLOBAL DE PROPRIEDADES FIGURAIS NO ENSINO DE
CALCULO

Learcino dos Santos Luiz
Meéricles Thadeu Moretti

INTRODUCAO

Neste trabalho trazemos um exemplo de uma possibilidade didatica
para o trabalho com esboco de curvas nas disciplinas de Calculo no ensino
superior. O ensino de Calculo nas Universidades brasileiras merece mais
atencdo por parte da comunidade de pesquisa educacional no sentido de
incentivarem trabalhos que revisem as prdticas pedagdgicas até entdo
adotadas e contribuam para o avanco desta disciplina tdo importante para a
formacdo de diversos profissionais. Diversas pesquisas apontam para a
relevancia de metodologias importantes para o ensino de matematica como
a resolucdo de problemas, a modelagem matematica e o uso de tecnologias
da informagdo e comunicagdo nas aulas de Calculo. Atualmente contamos
com laboratdrios de informatica na maioria de nossas universidades e ha
uma variedade de softwares educacionais, inclusive livres para uso, que nao
sdo aproveitados pelos professores em suas aulas de matemadtica no ensino

superior.
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Estudos tais como os de Barufi (1999), Rezende (2003), Sad (2002),
Nascimento (2001), entre outros, mostram-nos que a metodologia
tradicional utilizada no ensino de Cdlculo tem provocado grande nimero de
evasdo e repeténcia nas disciplinas iniciais de Calculo. Isso nos leva a crer
que apenas uma parte dos alunos consegue ter sucesso neste tipo de
metodologia e, como afirma Barufi (1999, p. 3) “observamos médias de
aproveitamento muitas vezes sofriveis e elevados numeros referentes a
alunos que ndao foram aprovados, caracterizando uma situagcdo que no

minimo, pode ser considerada problematica”.

Baseado na Teoria dos Registros de Representacdo Semidtica do
pesquisador Raymond Duval, apresentamos uma possibilidade de esbogar
curvas de funcbes por meio do que chamamos unidades basicas e pela
estratégia de interpretacdo global de propriedades figurais. Este artigo é
baseado em um capitulo da dissertacdo de mestrado intitulada “Esboco De
Curvas No Ensino Superior: Uma Proposta Baseada Na Interpretacao Global

De Propriedades Figurais E Uso De Tecnologias” (Luiz & Moretti, 2010).

A TEORIA DOS REGISTROS DE REPRESENTACOES SEMIOTICAS E O ESBOCO
DE CURVAS

Um objeto matematico nao existe no mundo fisico. Nao podemos
toca-los, observa-los ou formular uma experiéncia empirica com ele. E
necessaria a criacao de uma representacdo ou um sistema de representacao

para que possamos interagir com este objeto. Duval (2004, p. 14) nos afirma
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que é essencial ndo confundirmos o objeto matematico com sua

representacdo. Neste mesmo sentido Duval continua:

[...] Ndo pode haver compreensdao em matematica se ndo se distingue um
objeto de sua representacdo. Desde esta perspectiva, é essencial nao
confundir jamais os objetos matemadticos, por exemplo, os nimeros, as
fungdes, as retas, etc., com suas representacdes, por exemplo, as escritas
decimais ou fraciondrias, os simbolos, os graficos, os tracados das figuras...
pois um mesmo objeto matematico pode ter diferentes representacoes.
(Duval, 2004, p. 14)

DUVAL (2003, p. 11), em relagdo ao objetivo do ensino de

Matematica, afirma:

[...] o objetivo do ensino de Matematica, em formacdo inicial, ndo é nem
formar futuros matematicos, nem da aos alunos instrumentos que so lhes
serdo eventualmente Uteis muito mais tarde, e sim contribuir para o
desenvolvimento geral de suas capacidades de raciocinio, de analise e de
visualizacdo

De acordo com Flores e Moretti (2006), para Raymond Duval, criador
da Teoria das Representacbes Semidticas, o processo de ensino de
Matematica deve ser baseado na criacdo de possibilidades para o
desenvolvimento geral das capacidades de raciocinio, de andlise e de
visualizacdo. De acordo com Duval (2003) existem diversas de formas de
Representacdao Semidticas que sdo agrupadas em quatro grandes registros:
a lingua natural, as escritas algébricas e formais, as figuras geométricas e as

representacdes graficas.

Ainda de acordo com a Teoria das Representacdes Semidticas um

objeto matematico pode conter diversas formas de representacdes. Como
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ele ndo faz parte do mundo fisico é através de sua representacdo que
podemos ter acesso a ele. Duval utiliza a expressdao registro de
representacdo semidtica para caracterizar um registro que apresenta
algumas caracteristicas: permite a formag¢dao de uma representagao
identificavel e permite também o tratamento e a conversdao. Quando ocorre
a transformacdo de uma representacdo de um objeto matematico em um
mesmo sistema de representacdo temos o que Duval chama de tratamento.
Do contrario, quando esta transformacdao se dd em outro sistema de

representagdo temos uma conversao.

Segundo Duval é muito importante a coordenacdo de diferentes
registros de representagao, sendo a articulagdao destes uma condicdo de
acesso a compreensao em matematica, e mais precisamente, a
compreensao em Matemadtica supde a coordenacdo de ao menos dois
registros de representacdo semidtica, sendo a conversdao de extrema
importancia na assimilacdo de um objeto matemadtico. Duval (2003, p. 16)
completa: “(...) do ponto de vista cognitivo, é a atividade de conversao que,
ao contrdrio, aparece como a atividade de transformacao representacional
fundamental, aquela que conduz aos mecanismos subjacentes a

compreensao”.

Muitas vezes, as dificuldades enfrentadas na construcdo do
conhecimento matematico estao relacionadas as formas de abordagens dos
conteddos em sala de aula decorrentes do descompasso entre o
desenvolvimento cognitivo do aluno e o tipo de operac¢des dele requerido

pelo ensino. Tudo indica que se exigem do aprendiz a construgao e aplicagao
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de conhecimentos matemadticos para os quais ele ndo possui, ainda,
estruturas cognitivas adequadas aos raciocinios requeridos nas situagdes-
problema propostas. A construgdo de estruturas necessdrias a compreensao
de conceitos matematicos deve ser o principal objetivo do ensino dos
professores de Matematica e aqui nos referimos, em particular, ao ensino

de dlgebra, objeto de estudo deste trabalho de pesquisa.

N3o raro encontramos em livros didaticos conteldos matematicos
explorados através de exercicios onde é exigido do aluno apenas realizar
uma mudanca de registro de representagao semiotica dentro de um mesmo
sistema de representacdo (tratamento) ou apenas a conversdo em um unico
sentido. Por exemplo, ao estudar-se fun¢des, os exercicios propostos aos
alunos sdo, na grande maioria das vezes, atividades em que é dado ao aluno
uma funcdo na linguagem algébrica, por exemplo, “f(x) = 2x + 3”, e é lhe
pedido que construa uma tabela de valores para esta funcdo e
posteriormente um grafico, que neste caso sdo linguagens graficas. Neste
caso estamos propondo apenas uma conversao da representagao simbdlica
para grafica, e para Duval (2003) seria necessario realizar também o caminho
inverso, ou seja, partir de graficos e tabelas e chegar a uma férmula
Matematica, que neste caso seria uma atividade de extrema importancia

para o aprendizado matematico deste conceito.

No ensino superior, nas disciplinas introdutdrias de Calculo, o esbogo
de curvas tem um papel importantissimo na formacdo do graduando. Os
graficos de fungdes sdo importantes ferramentas para a interpretacao de

fendmenos fisicos, quimicos e bioldgicos, bem como de fendmenos sociais e
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econdmicos. Nesta fase da formacdo matematica, sdo estudadas
ferramentas poderosas para o esbogo de curvas onde podemos ressaltar os
tratamentos matematicos do Calculo, tais como calculo de limites,
determinacdo de intervalos de crescimento e decrescimento da funcao,
pontos de inflexao, pontos de maximo e de minimos relativos e absolutos,
tratamento estes realizados através da andlise da derivada de primeira e de

segunda ordem da funcdo estudada.

O trabalho de Duval (1998) aponta duas possibilidades para o esboco
de graficos no ensino formal, mais precisamente, faz referéncia a dois tipos
diferentes de procedimentos para a conversao entre as representacées de

uma mesma funcao:

1. Procedimento de obtengdo, a partir de forma de
representacdo simbdlica (algébrica), da forma grdfica através de
alguns pontos que sdo determinados por substituicao na expressao
analitica da funcdo. Estes pontos sdo “plotados” em um sistema de
eixos cartesianos e em seguida é tracada uma curva pela unido
desses pontos.

2. Procedimento de interpretacdo global das propriedades
figurais, onde o conjunto tracado/eixo forma uma imagem que
representa um objeto descrito por uma expressdo analitica que
permite que se identifiguem as modificacbes possiveis

conjuntamente na imagem e na expressdo analitica.
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O primeiro procedimento é muito usado no ensino de fungdes tanto
no ensino fundamental quanto no ensino médio, onde sdo utilizadas tabelas
auxiliares para determinagdo dos pares ordenados da fungdo. Notamos que
aqui ndo ha ligacdo direta entre o grafico e a expressdo analitica da funcdo
correspondente, e como afirma Moretti, Ferraz e Ferreira (2008, p. 3),
diversos problemas podem surgir desta forma de proceder devido ao fato
de que se hd congruéncia® seméantica entre um par ordenado e a sua
representagdo cartesiana, o mesmo nao se pode dizer de um conjunto de
pontos no plano cartesiano e uma regra matematica (expressao analitica) a

ele equivalente.

J& no segundo procedimento temos uma associacdo da varidvel
visual da representagcdo a unidade significativa da escrita algébrica, que

neste caso facilita a conversao das representacdes em ambos os sentidos.

UNIDADES BASICAS

Como descrito anteriormente o processo de esbogo de grafico de
uma funcdo através do processo de interpretacdo global das propriedades
figurais foi proposto por Duval em seu artigo “Graphiques e équations:
l'articulation de deux registres” (1998), onde usava este procedimento para
propor uma nova maneira de trabalhar o esboco de graficos da funcao

linear. Mais adiante, Moretti (2003) e Silva (2008) apresentaram de forma

1 A congruéncia semantica para Duval é uma medida que procura estabelecer o grau de
transparéncia de duas representag¢ées de um mesmo objeto matematico.
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andloga, uma interpretacdao do procedimento de interpretacdo global de
propriedades figurais para o esbogo de fung¢des quadraticas. O uso deste
procedimento inovador para o esbogo de curvas é praticamente inexistente

no ensino superior.

Para preencher esta lacuna, Moretti, Ferraz e Ferreira (2008),
apresenta em seu artigo “Estudo da conversdo de fungdes entre registros
simbdlico e grdfico no ensino universitdrio” a elaboracdo de um conjunto de
elementos chamada unidades basicas que tém como objetivo orientar as
conversdes entre as formas simbdlicas e graficas das fungdes estudadas no

ensino superior, mais especificamente no ensino de Calculo.

Estes elementos orientadores, que a partir de agora chamaremos

Unidades bdsicas sdo divididos em dois grupos: unidades simbdlicas e

unidades graficas. Denotaremos y'e y’’ as derivadas de primeira e segunda
ordem respectivamente da funcdo y em relagdo a x. Denotaremos por

V(X,) uma vizinhanga de X, e V™ (X,)a vizinhanga a esquerda de X, e
V" (X,)a vizinhanga a direita X,. Na tabela abaixo vemos um exemplo de

uma destas unidades basicas:



146

Tabela 1

Tabela com 13 unidades bdsicas (Moretti, Ferraz & Ferreira, 2008, p. 106)

Unidade bdsica grafica | Unidade basica Unidade basica simbdlica
linglistica
Minimo relativo Y(%,)=0

y Derivada primeira de | 1Y (X) <0,xeV " (X,)

y muda de sinal | |y'(x)>0,x eV*(x,)
negativo para positivo

X na vizinhanga de X,

Nesta tabela temos uma unidade bdsica referente a um ponto critico
de uma fungdo, mais especificamente um ponto de minimo relativo. A
unidade basica grafica visualmente perceptivel em um esboc¢o da curva de
uma funcgdo é relacionada com a unidade basica simbdlica correspondente,
gue neste caso denota a derivada primeira da funcdo igual a zero e a
mudanca de sinal de negativo para positivo na vizinhanca de xo.
Acompanhando o anexo 1 deste trabalho podemos observar que as
unidades basicas podem ser usadas para definirem grande parte dos

componentes significativos? do esboc¢o de curva de uma funcdo, tais como:

Pontos de maximo e de minimo, pontos de inflexdao, retas tangentes,

2 Referimo-nos aqui as partes da curva associada & uma fun¢do que nos permite uma
interpretacdo fisica e/ou matematica através de seu tracado. Como nos referimos no texto,
estamos tratando principalmente dos componentes mais usuais no estudo de Calculo |, tais
como Pontos de maximo e de minimo, pontos de inflexdo, retas tangentes e Assintotas
verticais e horizontais.
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Assintotas verticais e horizontais e limites laterais em um determinado

ponto.

Moretti, Ferraz e Ferreira (2008, p. 104) explicam com mais precisdo

0 uso e a importancia destas unidades basicas:

Cada elemento em um dos grupos, relaciona-se com um elemento do outro
grupo. Pretendemos que as unidades basicas graficas e simbdlicas
funcionem como unidades significativas ou pertinentes das representacdes
da funcdo. As conversdes entre as representacdes de uma funcdo, tanto
em um sentido como em outro, poderdo ser tratadas da mesma forma
tendo como intermediacdo essas unidades basicas

Deste modo, é proposto pelo autor o uso destas unidades basicas a
fim de possibilitar a conversao entre o registro de representagdo simbolico
e o registro de representacdo grafico da funcdo e vice-versa. Esta proposta
vai além daquela vista na maioria dos livros de calculo que, como ja
salientamos, da conta de apenas um sentido desta conversdo. Como bem
comentou Duval a respeito do esboco grafico das retas (1998), “é uma
avaliagdo qualitativa da curva que permite destacar as unidades bdsicas
grdficas fundamentais da fung¢do”. Deste modo, também é objetivo desta
proposta que o aluno consiga, em um primeiro momento, avaliar de forma

gualitativa a funcdo (na forma gréfica ou simbdlica), identificando suas

unidades basicas.

A figura 1 nos mostra uma descricao dos tipos de conversdo possiveis
nesta proposta de trabalho que utiliza as unidades basicas para o esboco de

curvas através da interpretacao global de propriedades figurais:

Figural
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Esquema de conversdo entre representagées simbdlicas e grdficas (Moretti, Ferraz

& Ferreira, 2008, p. 110)

Funcao
(representacao simbolica)

Tratamentos do
calculo

Unidades basicas
graficas

Unidades béasicas
simbolicas

Fun¢ao
(representagdo grafica)

Baseado no que ja falamos anteriormente podemos destacar alguns

pontos pertinentes relacionados com o esquema apresentado na figura 1:

e Notamos que a conversdao no sentido 1->2 associada
simultaneamente a conversao no sentido 2->1 pode ocorrer para
grupos muito restrito de funcdes (Moretti, Ferraz e Ferreira, 2008, p.

110).

e A conversdo no caminho 12 pode ser realizada facilmente através
de um software grafico ou passando pelas unidades basicas

simbdlicas (obtidas através de tratamentos do célculo) e graficas.
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e A conversdo 2->1 é de dificil resolucdo para a maioria das funcoes

estudadas no ensino superior.

e [ proposta a conversdo 2->1 através das unidades basicas graficas e
simbdlicas. Neste caso a conversdo se dara entre a representacdo

grafica da fungdo e as unidades basicas simbdlicas, nos dando uma

descricdo qualitativa deste objeto matematico.

EXEMPLO DO USO DAS UNIDADES BASICAS PARA ESBOGCO DE CURVAS

Moretti, Ferraz e Ferreira (2008) nos apresenta um exemplo da

proposta de uso das unidades basicas para o esboco do grafico e analise da

X2

y= 2
funcao X“+1 Dpestacaremos a seguir os dois caminhos possiveis para

a conversao no sentido 1->2, ou seja a conversao da registro simbdlico para

o grafico.

Caminho A: Conversdao 1->2 através das unidades basicas

. , 2X
Com alguns tratamentos do célculo, obtemos: V=",
(x*+12)
.. 2(1-3x? . ] ] .
=¥ m y=1 e destacamos a seguir as unidades bdsicas
(x* +1)° e

simbdlicas que consideramos mais importantes. Junto com essas unidades

destacamos também algumas unidades numéricas:
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- pontos e retas

x=0éraizdey (e também dey);

(0, 0) é ponto de minimo absoluto;

\/_1\/_1

(_? Z) (— —) sao pontos de inflexdo;

y = 1 é assintota horizontal.

y é decrescente no intervalo (-0, 0)

y é crescente no intervalo (0, + o)

V3
3

w
oo|$|

y possui concavidade positiva em (—

y possui concavidade negativa em (—oo, —

Deste modo podemos concluir:

. 3 . .
- no intervalo (—oo, —%) y é decrescente com concavidade voltada para

baixo e areta y = 1 é assintota horizontal;

V3 43

- nointervalo (—— —) y tem concavidade voltada para cima, (0, 0) é raiz

e ponto de minimo e a reta y = 1 é assintota horizontal;

. 3 . . .
- no intervalo (%, + o0) y € crescente com concavidade voltada para baixo

eareta y=1¢éassintota horizontal.



151

As unidades bdsicas graficas associadas as unidades basicas

simbdlicas s30, na ordem, as seguintes (Tabela 2, Tabela 3 e Tabela 13):

Figura 2
Unidades bdasicas grdficas identificadas a partir das unidades simbdlicas

(Moretti, Ferraz & Ferreira, 2008, p. 112)

e sintetizadas da seguinte forma:

Figura 3

Juncdo das unidades bdsicas grdficas da Figura 2 (Moretti, Ferraz & Ferreira,

—
U

Este processo é semelhante ao utilizado na maioria dos livros de

2008, p. 112)

Calculo e aplicado por grande parte dos professores desta disciplina. Sem

3 Nos anexos. Para ver a lista completa de tabelas de unidades basicas acessar o trabalho:
Luiz & Moretti (2010).
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muita dificuldade, ja com os dados em maos, podemos tracar um esboco do

grafico como descrito na figura 4.

Figura 4

Grdfico da fungéo y = — 1 obtida no software Derive (os autores)
X<+

oA

I EE R
o = Boa o o®

8.2

% -5.5 -5 -4.5 -4 -3.5 -3 -2.5 -2 -1.% -1 -8.5 8.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5 5.5 6
. A . . -9.2 . . . . .

-0.4
-8.6
-8.8
-1

-1.2
-1.4
-1.6

-1.8

—2.2

2.4

CONCLUSOES

A teoria de registros de representacdes semidticas nos permite um
aprofundamento no entendimento das ideias matematicas e nos traz uma
gama de possibilidades de melhorarmos o ensino de matematica. Sabemos
gue os saberes a serem ensinados passam por um processo de didatizacao

meio da transposicdo didatica (Chevallard, 1985). Este processo nem sempre
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é salutar, pois consolida certas praticas, deixando de fora outras. Este é o
caso do esbocgo de curvas. Livros didaticos apresentam quase que na sua
totalidade apenas um sentido de conversdo de registros e, também, apenas
um esquema de esboco de curvas por meio da identificacdo de pontos

notaveis da funcao.

Neste artigo apresentamos uma alternativa que leva o aluno a uma
melhor compreensdo do conceito da funcdo e também possibilita a
conversdo de registros de representacdes semidticas de funcdes polinomiais

no sentido da representacgao grafica para a simbdlica.
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ANEXO — UNIDADES BASICAS GRAFICA, LINGUISTICA E SIMBOLICA

Retas Assintoticas

Tabela 1
Unidade basica grafica Unidade basica Unidade basica
linguistica simbdlica
AY
— y = b , i
—.\ Assintota m __y(x)=b
horizontal
y=b
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Tabela 2
Unidade basica Unidade bésica Unidade basica simbdlica
grafica lingliistica
Minimo relativo
Derivada primeira
¥ ’ _
de y muda de y(%)=0
sinal negativo Y(x)<0,xeV (x,)
ara positivo na .
X, parap Y (x)>0,xeV™(x)
vizinhanga de X,

Tabela 3

Unidade basica grafica

Unidade basica
linguistica

Unidade basica
simbdlica

Assintota horizontal

lim (X) — b

X—>+ 0 y

y=b
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CAPITULO VIII

A ABORDAGEM DAS SUPERFICIES QUADRICAS NA PERSPECTIVA DA
INTEPRETAGAO GLOBAL

Sérgio Florentino da Silva
Méricles Thadeu Moretti

INTRODUCAO

Entre as superficies estudadas no Ensino Superior incluem-se as
superficies quddricas ndo cilindricas e n3do degeneradas (elipsoides;
hiperboloides de uma e duas folhas; cones quadricos elipticos; paraboloides
elipticos e hiperbdlicos - selas). Por uma questdo de simplicidade de escrita,
daqui para frente quando dissermos quadricas estamos nos referindo

apenas as que sao nao cilindricas e ndo degeneradas.

O ensino dessas superficies, bastante comum nas disciplinas de
Geometria Analitica e Calculo Diferencial e Integral, ndo é simples e, além
disso, sua aprendizagem possui um grande custo cognitivo para os alunos.
Diante dessa problematica, neste artigo temos como objetivo discutir como
abordar as superficies quadricas estando em sintonia com a interpretacao

global de propriedades figurais de Raymond Duval (1988).
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A ABORDAGEM DE INTERPRETACAO GLOBAL

As dificuldades na aprendizagem de graficos sdao reconhecidas por
Duval (1988; 2011) e para seu enfrentamento ele propde o que chamou de
abordagem de interpretacdo global de propriedades figurais (também
chamaremos de abordagem de interpretacdo global). E apenas com essa
abordagem que a compreensdo integral (ou integrativa) dos graficos é
possivel. Nesse entendimento, ndo nos limitamos em apenas “olhar” um
desenho no papel ou em um software que representa uma equacao e nem
nos reduzimos a analisar elementos pontuais ou particulares presentes num
grafico. Mais do que isso, na concepc¢do dessa teoria, a potencialidade da
aprendizagem (integral) tém exigéncias mais amplas e especificas aos quais
necessitam de uma abordagem que permita a interpretacdo global das
propriedades figurais e que, com isso, possibilita efeitos duradouros na

aprendizagem dos alunos.

Na abordagem de interpretacdo global, leva-se em consideracdo as
propriedades globais da curva ou da superficie possibilitando “[...] sua
visualizagdo como um todo, reforcando a relacdo entre o esbogo e sua
expressao algébrica e ndo entre a curva e alguns pontos” (Corréa & Moretti,
2014, p.62). Ela é feita com a discriminacgado e a correspondéncia explicita das
unidades significantes préprias a cada registro de representacao. No caso do
registro grafico, as unidades significantes, que chamamos de varidveis
visuais, sao figurais e indicam o que é visualmente diferente de modo
significativo. Para Duval (2009, p. 109), recorrendo ao classico principio de

oposicdo de Ferdinand de Saussure, elas sdo “[...] puramente visuais e
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devem corresponder as oposi¢ées qualitativas no reconhecimento visual da

forma do grafico [...]".

Metodologicamente, para a identificacdo das varidveis visuais e
consequentemente das unidades significantes simbdlicas correspondentes
(pertinentes as representacdes simbdlicas - equacdes), fazem-se todas as
modificacOes possiveis no registro grafico e observam-se quais delas geram
modificacGes no registro simbdlico. Deve-se variar, dentro de um mesmo
registro, uma unidade significante e manter todas as outras constantes e ver

0 que acontece no outro registro.

O processo no sentido inverso, ou seja, do registro simbdlico para o
grafico, ndo deve ser negligenciado e, assim, a abordagem de interpretacao
global exige conversées (mudanca de registro de representacdo) nos dois
sentidos do processo. Dessa forma, permite que se identifiquem as
modificagGes possiveis conjuntamente na imagem e na equagdo. No

entanto, no caso das quadricas ha complicadores no uso dessa abordagem.

A ABORDAGEM DAS QUADRICAS NA PERSPECTIVA DA INTERPRETACAO
GLOBAL: DIFICULDADES E POSSIBILIDADES

Para o caso das quadricas ha dificuldades especificas na anadlise e
identificacdo das varidveis cognitivas. Em primeiro lugar, as quadricas
incluem varios casos (elipsoides; hiperboloides; ...) e, além disso, cada um
desses casos pode estar em posicoes diferentes no sistema cartesiano

(paraboloide eliptico padrao abrindo em z,; paraboloide eliptico padrdo
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abrindo em y_; ...; paraboloide eliptico transladado; paraboloide eliptico
rotacionado; ...). O Quadro a seguir representa, no sistema cartesiano, essas

diferentes posi¢des para o caso do paraboloide eliptico.

Quadro 1

Diferentes posi¢cées do paraboloide eliptico (os autores)

Paraboloide  eliptico | Paraboloide eliptico | Paraboloide eliptico
abrindo em z,, em y_, | abrindo em z_, em y_ e | transladado e
eemx, em x_ rotacionado

R

Nessas diferentes situacoes, hd varias semelhancas e diferencas
visuais e algébricas que estao presentes tanto entre os varios casos quanto
entre uma mesma quadrica em posicées diferentes. Portanto, hd oposicoes
qualitativas entre os varios casos e também especificas de cada quadrica o
qgue pode dificultar a identificacdo, diferenciacdo e andlise dessas

superficies.

Ha ainda outros complicadores. Em especial, a identificacdo e a
correlacdo entre as varidveis visuais e as unidades significantes simbdlicas
(por vezes chamadas apenas unidades simbdlicas) sdo bem mais dificeis
quando esse trabalho é feito com as equagdes em certas formas como, por

exemplo, aquela que costumamos chamar de forma geral. Além disso,
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quando as quadricas estdo em posi¢cdes rotacionadas (veja o Quadro 1),
além da dificuldade de visualizagdao dos registros graficos, sobretudo no que
diz respeito as simetrias e interse¢c6es com planos, os calculos algébricos
tornam-se mais extensos e, inclusive, exigem conhecimentos de Algebra
Linear tais como autovalores, autovetores e base que em geral ainda nao
sdo de conhecimento dos alunos no nivel de ensino em que se estudam

essas superficies.

Diante dessas dificuldades para abordar as quddricas em sintonia
com a interpretacdo global propomos algumas adaptag¢des. Primeiro,
tomamos varidveis visuais que permitem identificar e analisar as diferencas
e semelhancas tanto entre os varios casos de quadricas quanto entre uma
mesma quadrica em posicOes diferentes no sistema cartesiano. Assim,
consideramos as oposigdes qualitativas que existem entre os varios casos e
as que sdo especificas de cada quadrica. Adiantamos que as interse¢cdes com
planos sao variaveis visuais fundamentais nesse processo e que permitem
tal andlise e identificagdo. Em segundo lugar, para minimizar as dificuldades
anteriormente citadas, sobretudo as algébricas, propomos que seja dado

énfase as quadricas nas posi¢cdes padrao.

Nas quatro se¢Oes a seguir discutiremos as varidveis visuais que
tomamos bem como as unidades simbdlicas correspondentes. Para fins de
delimitagdo, em todo este artigo sé utilizaremos o sistema de coordenadas
ortogonais. Além disso, por uma questdo de economia de termos por vezes

omitiremos o termo “posicao” ao dizer posicdo padréo, posicdo transladada
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ou posi¢cho rotacionada. Assim, por exemplo, diremos apenas elipsoide

padrdo e nao elipsoide na posicéo padrdo.
A POSICAO DA QUADRICA NO SISTEMA CARTESIANO

A primeira variavel visual que tomamos é a posicdo da quadrica em
relacdo ao sistema cartesiano e ela assume trés valores visuais: padrao,
transladada e rotacionada. Como exemplo, veja o Quadro 1 em que
representamos essas diferentes posi¢cdes para o caso do paraboloide

eliptico.

Nossa intengcdo em incluir tal variavel visual é principalmente para
dar uma breve nocdo das diferentes posicdes no sistema cartesiano e, a
partir dai, privilegiar o estudo de uma dessas posicoes (a posicdo padrao).
Além disso, com essa varidvel podemos analisar que as posicoes
transladadas e rotacionadas se correlacionam com a posi¢ao padrao, pois
aquelas posicdes podem ser determinadas a partir desta. Com tais
compreensdes, temos uma visao global e articulada das diferentes posig¢oes.
No entanto, em decorréncias das dificuldades anteriormente discutidas os
aspectos algébricos, incluindo as conversGes com as representacdes
simbdlicas (equacdes), podem ser mais enfatizados apenas nas posicoes
padrdo. Mesmo assim, em Silva (2018), Silva e Moretti (2018a) ha algumas
propriedades que permitem algumas analises algébricas também para as

quddricas transladadas e rotacionadas.

Além da variavel visual que acabamos de expor também tomamos

outras para o caso das quadricas padrado. As 3 se¢les seguintes tratam delas.
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INTERSECOES DA SUPERFICIE QUADRICA

Entre as varidveis visuais que tomamos as mais importantes sao as
intersecGes com planos coordenados (1) e com planos paralelos aos planos
coordenados (2). Para simplificar, ao dizermos interse¢ées com planos
estamos nos referindo apenas a esses dois tipos de interseccdes. No
primeiro caso (1), elas se dividem em interse¢cdo com o plano xy, intersegao
com o plano xz e interse¢dao com o plano yz. No segundo caso (2), de forma

analoga, elas também se dividem em 3.

Em todas essas intersecdes sabemos que os valores visuais
determinados sao conicas. Além disso, a visualizacdo de tais valores visuais
pode ser custosa para os alunos devendo, assim, ser trabalhado no ensino.
Como exemplo de tal custo, considere as figuras do Quadro a seguir em que
estdo registradas as intersecGes do paraboloide hiperbdlico (sela) de
equacdo z = —x2 + y? com planos de equagdo z = k; k € R. Veja que se
k =0, entdo o valor visual determinado nas interse¢cbes sdo retas
concorrentes (conica degenerada). Ja nos demais valores reais de k os
valores visuais determinados sdo hipérboles. Porém, a direcdo que essas
hipérboles abrem muda conforme k > 0 ou k < 0. No caso das interse¢des
com os planos de equagdes x =k e y =k;k € R, ha complicadores

analogos.



164

Quadro 2
Intersecdes da sela de equa¢do z = —x?2 + y? com planos de equacdo z =
k;k € R (os autores)

Interse¢do da sela com o
planoz =k; k> 0

Interse¢do da sela com o
planoz=k; k=0

Interse¢dao da sela com o
planoz =k; k<0

Nas intersecdes com planos as correspondentes unidades simbdlicas

sdo os termos quadraticos, os termos lineares, os sinais dos coeficientes

desses termos e o valor numérico do termo independente (zero ou um) das

equacgdes das quadricas. Os Quadros 3 ao 8 tratam do conjunto dessas

unidades além de como elas estdao combinadas. Neles, ao dizermos “termo

quadratico com sinal positivo/negativo” queremos dizer que o coeficiente

desse termo é positivo/negativo.

Quadro 3

Unidades simbdlicas dos elipsoides padroées (os autores)

Registro basico | 1°membro da equagdo | 2° membro da equagao
simbdlico do
elipsoide
x2 y? 22 3 termos quadraticos Um sé termoiguala 1
=z + Bz + i 1 com sinais  iguais e
positivos
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Sabemos que um hiperboloide de uma folha padrao pode estar em

trés posigoes diferentes no sistema cartesiano (abrindo em z, em y ou em x)

e que conforme é essa posi¢cdo ha uma equacdo correspondente. Por isso ha

trés equacbes para essa quadrica no Quadro seguinte. O analogo também

vale para as demais quadricas seguintes.

Quadro 4

Unidades simbdlicas dos hiperboloides de uma folha padrdo (os autores)

Registro basico simbdlico
dos hiperboloides de uma
folha

1°membro da equacdo | 2°

equacgao

membro da

X2 y? 22
a?  b?% 2

x2 y2 Z2 1
az2 b22 022

x® y* z
ot t+==1

3 termos quadraticos
sendo 2 com sinais
iguais e positivos e 1
com sinal diferente e
negativo.

Um sé termoigualal

Quadro 5

Unidades simbdlicas dos hiperboloides de duas folhas padrdo (os autores)

Registro bdsico simbdlico dos
hiperboloides de duas folhas

1° membro da equacdo

2° membro da
equagao

xZ y2 Z2 1
a? b? 2
x2 y2 ZZ
a?  b? 2
2 2 2
x* y* z
N

3 termos quadraticos sendo
2 com sinais iguais e
negativos e 1 com sinal
diferente e positivo.

Um sé termo
igualal
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Quadro 6

Unidades simbdlicas dos cones quddricos elipticos padrdo (os autores)

Registro basico | 1°membro da equacdo 2° membro
simbdlico dos cones da equacao
quadricos elipticos
x? y? z? 3 termos quadraticos sendo 2 com | Um s6
az pz 2 0 sinais iguais e positivos e 1 com sinal | termo igual
x? y? z? diferente e negativo. a0
az p2 oz 0 Se multiplicarmos as equacdes por (-1)
x? y? z? teremos uma equagdo com 3 termos
- —2 + —2 + —2 = 0 Zae . .. .
a2 b2 ¢ quadraticos sendo 2 com sinais iguais
e negativos e 1 com sinal diferente e
positivo. O que é importante é que em
ambos os casos a varidvel com sinal
diferente é a mesma.

Quadro 7

Unidades simbdlicas dos paraboloides elipticos padrdo (os autores)

Registro basico simbdlico dos paraboloides| 1°membro da | 2° membro da
elipticos equacao equacao
z:£+y—2 y:£+i x:y_2_|_z_2 1 termo linear|2 termos
a?  b? a?  c? b%? ~ ¢? ] com coeficiente | quadraticos
igualal com mesmo
sinal (sinal
positivo)
ox2 oyl x2 22 y? z2|idem 2 termos
BTN RARRRPTRRNEN YR quadréticos
com mesmo
sinal (sinal
negativo)
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Quadro 8

Unidades simbdlicas dos paraboloides hiperbolicos padrdo (os autores)

Registro basico simbdlico dos paraboloides | 1°membro |2° membro da
hiperbdlicos da equacdo Jequacgdo
x* y? LA P 1 termo|2 termos
2= y=—>-= b2 c? . -
a, b a, <, y2 z2 |linear com|quadraticos com
_ox*y xt 22 x=-45 - o
z=——mtn | Ve at b2 * ¢2 |coeficiente [sinais opostos (1
igualal positivo e o outro
negativo)

Didaticamente, diferente da pratica de ensino recorrente em que se
limita a apenas apresentar as equagdes como um todo, a partir das unidades
significantes dos Quadros anteriores é semioticamente importante
reconhecer os elementos que constituem conjunto das unidades simbdlicas
da equacdo além de como é a combinagdo desses elementos na equacdo em
questdao. Em primeiro lugar, esse reconhecimento é fundamental para
identificar as oposicées qualitativas das diferentes equacdes das quadricas.
Ademais, é desse conjunto/combinagdo que podemos analisar se havera ou
ndo os valores visuais elipses, hipérboles, parabolas ou conicas degeneradas
(o conjunto vazio; um ponto; uma Unica reta; um par de retas paralelas; um
par de retas concorrentes) nas interse¢cdes com planos. Inclusive, podemos
“prever” o que é definido na interse¢dao de uma quddrica com um desses
planos. Nesse caminho, podemos entender semioticamente por que os
registros simbdlicos e graficos (da superficie quadrica como um todo e das

intersecdes determinadas) se correspondem da maneira como conhecemos.
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Algebricamente para o estudo da intersecdo de uma quddrica de
equacdo Q com um dos planos coordenados ou com um dos planos paralelos
aos planos coordenados costumasse substituir a equacao do plano na
correspondente variavel de Q e, a seguir, fazer simplificacOes. Feito essa
substituicdo sabemos que a varidvel da equacdao da qudadrica que foi
substituida pela equacdo do plano se transformard numa constante e,
consequentemente, determinaremos uma equag¢dao com duas varidveis que
ird se referir a uma das cOnicas. No uso desse procedimento, mesmo que
ele seja algébrico, pensamos que é relevante considerar sua interpretacao
geométrica. Para simplificar a comunicacdo chamaremos o referido de
procedimento P. Como exemplo, para determinar algebricamente a
intersecdo entre o plano de equacdo z = 3 e a quadrica de equacdo z =
—x2 + y?, basta substituir a equagio desse plano na variavel z da equacéo

2 2
da quddrica e, assim, ficamos com a equagdo 3 = —x? + y? - —% + y? =
1. Note que essa ultima equacdo é tal que no primeiro membro ha dois
termos quadraticos com sinais opostos e no segundo membro ha apenas o
nlimero 1, ou seja, trata-se das unidades simbdlicas de uma hipérbole. Logo,
concluimos que na intersecdo em questdo determinamos uma hipérbole

contida no plano de equacdo z = 3. A primeira figura do Quadro 2

representa no sistema cartesiano essa intersegao.
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VARIAVEIS VISUAIS ESPECIFICAS DOS ELIPSOIDES PADRAO

Especificamente para os elipsoides padrao, adotamos como varidvel
visual a comparacdo entre o tamanho dos eixos (maior, médio e menor ou
do diametro) e temos 3 valores visuais que sdo os seguintes: (1) os trés eixos
sdo diferentes (chamaremos de elipsoide em a e [8); (2) dois eixos sdo iguais
e um é diferente (esferoide); (3) os eixos sdo iguais (superficie esférica). Para
cada um desses casos ainda adotamos outras variaveis visuais. Para (1),
tomamos a posi¢ao dos eixos maior, médio e menor em relagdo aos eixos
coordenados como variavel visual. Para (2) tomamos duas variaveis visuais:
a comparac¢do entre o tamanho do eixo com medida diferente em relagao
aos outros dois com medidas iguais (podendo aquele ser maior — esferoide
alongado em a - ou menor que estes iguais - esferoide achatado em «); a
posicao do eixo com medida diferente em relacdo aos eixos coordenados.

Para (3) tomamos a medida do raio como variavel visual.

Diante das variaveis visuais tomadas, considere o sistema cartesiano
afy. Nesse sistema os eixos coordenados sdo os eixos «, e §. Destacamos

explicitamente as correlagdes semidticas no quadro seguinte.

Quadro 9

Varidveis visuais especificas dos elipsoides padrdes (os autores)

Registros Variaveis visuais Unidades simbdlicas
basicos em correspondentes
lingua natural
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Elipsoide em «

efs

- Os trés eixos (maior, menor e
médio) do elipsoide tém
medidas diferentes;

- e 0 eixo maior estd contido no
eixo @ e o eixo médio estd
contido no eixo £.
Comentadrio: por expansdo
discursiva o eixo menor estd
contido no terceiro eixo
coordenado (eixo y).

- Os denominadores dos trés

termos  quadraticos sdo
diferentes;

- entre os trés termos
quadraticos o} maior

denominador estd sobre a
varidvel a?, o médio estd
sobre % e o menor esta
sobre a outra variavel

quadratica (y?2).

Superficie
esférica
R =R,
(Considere que
0 22 membro
da equagdo é
iguala 1.)

com

- Os trés eixos tém medidas
iguais;
- a medida do raio R é R,,.

- Os denominadores dos trés

termos  quadrdticos sdo
iguais;

- o0 denominador de cada
termo quadratico é
numericamente igual ao

guadrado da medida do raio.

Esferoide
alongadoem a

- Dois eixos tém medidas iguais
e o terceiro eixo tem medida
maior que os outros dois;

- 0 eixo maior esta contido no
eixo a.

Comentdrio: por expansao
discursiva os eixos menores do
elipsoide estdo contidos nos
eixos f ey.

- Entre os trés
denominadores dos termos
quadraticos, dois sdo iguais e
o terceiro é maior que os
outros dois;

- entre os trés termos
quadraticos o maior
denominador estda sobre a
variavel a?.

Esferoide
achatadoem o

- Dois eixos tém medidas iguais
e o terceiro eixo tem medida
menor que os outros dois;

- 0 eixo menor esta contido no
eixo a.

Comentdrio: por expansdo
discursiva os eixos maiores do
elipsoide estdo contidos nos
eixos f ey.

- Entre os trés
denominadores dos termos
quadraticos, dois sdo iguais e
o terceiro é menor que os
outros dois;

- entre os trés termos
quadraticos o menor
denominador estd sobre a
varidvel a?.
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No Quadro anterior as unidades simbdlicas sdo provenientes da
identificacdo dos denominadores dos termos quadraticos da equacdo e de
relacdes ou operagdes envolvendo esses denominadores (relagdo de ordem;

posicdo em relacdo as varidveis; raiz quadrada, ....). A seguir, exemplos.

Quadro 10
Exemplos dos tipos de elipsoide padrdo (os autores)
Elipsoide em x e | Superficie esférica Esferoide Esferoide
y comR =1 alongado em x. achatado em x.
Nt IZ - 2 .
y .~ -l ] e ¥
ot s e . i P R
x l y -t ~ mh . \ -—
" '\‘ X | y % \
X - - | y
| y 5
xZ y2 xz +y2 +Z2 — 1 x2 yz ZZ
Z 4z 2 _ - 2 2 _ 247 42 _
9+4+z 1 4+y+z 1 x+4+4 1

POSICOES PADRAO E REGISTROS EM LINGUA NATURAL

Tomamos as diferentes posi¢des padrdo! como uma varidvel visual
importante, mas pouco explorada no ensino. Ela se refere as diferentes
posicdes que as quadricas padrdao podem estar no sistema cartesiano. Para
cada uma delas ainda propomos registros em lingua natural. Como exemplo,

veja a figura da esquerda e a do centro do Quadro 1 e note que o paraboloide

! Também se pode pensar em diferentes posicdes transladadas ou rotacionadas.
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eliptico padrao tem 6 posi¢cdes padrao (cada um com seu respectivo registro
em lingua natural que detalharemos a seguir). Neste artigo, discutiremos
brevemente apenas o caso dos paraboloides elipticos nas posi¢es padrao,

para as demais quddricas, veja Silva (2018), Silva e Moretti (2018a, 2018b).

Para os paraboloides elipticos padrdo, sabemos que as intersecdes
com planos paralelos a um dos planos coordenados determinam infinitas
elipses ou conicas degeneradas. Genericamente, chamaremos de eixo a o
eixo coordenado perpendicular a esses planos e indicaremos
respectivamente por a, e a_ as partes positivas e negativas de «. Voltando
as referidas elipses, visualmente é significativo que os eixos maior e menor
(ou didmetro) dessas elipses aumentam de tamanho a medida que elas se

afastam da origem seguindo em a, ouem a_.

Para essas coOnicas usaremos os termos “elipses com eixos
aumentando” e note que o aumento de seus eixos da a nog¢dao de que as
quddricas correspondente estdo abrindo. A partir da posicdo das “elipses
com eixos aumentando” em relacdo aos eixos coordenados podemos
reconhecer as diferentes posigbes padréo e, ainda, propor registros em

lingua natural conforme mostra quadro seguinte.
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Registros em lingua

autores)
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natural para os paraboloides elipticos padrdo (os

Registros basicos
em lingua natural

Variavel visual

Unidades simbdlicas
correspondentes

Paraboloide Elipses com eixos | A variavel linear é ao; as

eliptico abrindo em | aumentando varidveis quadrdticas tém

a,. “perpendiculares” ao | coeficientes positivos.
semieixo a .

Paraboloide Elipses com eixos | A variavel linear é o; as

eliptico abrindo em | aumentando varidveis quadrdticas tém

a_. perpendiculares ao | coeficientes negativos.
semieixo a_.

Como exemplo, considere o paraboloide eliptico de equagao y =

x2

-5 z2. Nessa equacio a variavel linear é y e as varidveis quadréaticas tém

coeficientes negativos. Logo, segundo o Quadro anterior, as elipses com

eixos aumentando sdao perpendiculares ao semieixo y_ e, portanto, a partir

dessas elipses podemos reconhecer a posi¢cao do paraboloide no sistema

cartesiano (veja o Quadro seguinte). Além disso, também podemos usar os

seguintes registros em lingua natural para se referir a essa quddrica:

paraboloide eliptico abrindo em y_.



174

Quadro 12
2
Registros do paraboloide eliptico de equagéo y = — xz — z? (os autores)
Registro basico Registro cartesiano Registro basico em lingua
simbolico natural
x2 5 Paraboloide eliptico abrindo
y=—"%77 emy_

CONSIDERAGOES FINAIS

Diferente do sistema didatico vigente tais como em Leithold (1994),
Winterle (2000) e Lehmann (2007), nosso enfoque na abordagem das
quadricas da enfase explicita aos elementos semiocognitivos presentes nos
registros em lingua natural, grafico e simbdlico. Nele, as identificacdes e
correlagBes que existem entre esses diferentes tipos de registros ndo deve
ser negligenciado, pois tratam-se de aprendizagens que ndo sdo naturais e

espontaneas.

Para minimizar as dificuldades de como abordar as quadricas
propomos que seja dado énfase as qudadricas nas posicées padrdo. Tratam-
se de “posi¢des privilegiadas”, pois mesmo sem ter que recorrer a Algebra
Linear é possivel o estudo extenso dos registros simbdlicos de maneira mais
simples do que no caso das outras posi¢des. Nesse caminho, para as demais
posicOes (transladadas e rotacionadas) sugerimos que a abordagem seja

feita a partir das posicdes padrdo. No caso das posi¢cdes transladadas
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propomos uma abordagem andloga as de Moretti (2003), Moretti e Thiel
(2012). Ja para as posi¢Oes rotacionadas, é necessario avancar nos estudos
didaticos incluindo tépicos da Algebra Linear. Do ponto de vista matematico
essa sugestdo é assegurada pelo Teorema Espectral. Didaticamente, as
posicOes padrao sdo as que os livros didaticos trabalham sendo que o que
pretendemos é apenas contribuir para o debate de como abordar o ensino
das quadricas em sintonia com a interpretacao global diante das citadas

dificuldades. Dessa forma, buscamos aprimorar a pratica de ensino.

Entre as varidveis visuais que tomamos as mais importantes sao as
intersec0es. Mesmo que contrarie a pratica pedagdgica recorrente,
consideramos que todos os valores visuais (conicas) determinados por todos
os casos de intersecdes (ndo apenas as curvas de nivel) sejam reconhecidos,
pois o desconhecimento delas, que sdo desconstru¢des dimensionais que
permitem visualizar dimensdes menores do que trés, prejudica a
visualizacao da quddrica no sistema cartesiano e, além disso, a identificacao
e diferenciagdo tanto entre os varios casos de quadricas quanto entre uma
mesma quadrica em posicdes diferentes no sistema cartesiano. Porém, em
funcdo do tempo de sala de aula, propomos que o citado reconhecimento
seja feito com algum software, como o Geogebra, para apenas uma das
posicbes que cada caso de quadrica padrdao pode estar no sistema
cartesiano. A partir dai, as interse¢des das quddricas que estdao em outras
posicdes padrao podem ser entendidas usando o recurso das reflexées em
torno de planos. Em Silva (2018), Silva e Moretti (2018a) ha mais

detalhamento sobre as reflexdes (incluindo propriedades), aqui cabe apenas
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dizer que dada uma qudadrica numa das posicdes padrdo podemos
determinar as outras posicoes padrdo a partir de reflexes em torno de
planos. Assim, podemos estender o que soubermos acerca de uma das

guddricas numa das posicOes padrdo para as demais posicées padrao.

Consideramos que os registros em lingua natural podem contribuir
para a abordagem das quddricas na perspectiva da interpretacdo global.
Com eles, almejamos as seguintes possibilidades: (1) criar designacdes
linguisticas que ndo apresentem problemas de referéncia aos objetos e que
possuam articulagdes explicitas entre os registros em lingua natural com as
unidades simbdlicas e as varidveis visuais tomadas; (2) explorar
linguisticamente todas as diferentes posicdes de uma quadrica no sistema
cartesiano; (3) a partir dos registros em lingua natural, explorar de maneira
imediata ao menos uma propriedade global da figura e por expansées
discursivas (religacdo de uma proposicdo matematica a outras de forma
coerente) permitir explorar outras propriedades; (4) realizar conversdes
entre os registros em lingua natural, grafico e simbdlico. Assim, pode-se dar
mais destagque aos aspectos semidticos e cognitivos presentes nos registros
em lingua natural sem, com isso, fazer com que um termo linguistico tenha

apenas a funcdo de codificacao.

Em Silva (2018), Silva e Moretti (2020), mediados pelo Geogebra, ha
propostas de atividades que mostram como abordar as quadricas na
perpectiva da interpretacdo global. Nelas, o processo de ensino e
aprendizagem nao se limita a apenas informar aos alunos os conhecimentos

matemadticos pois, ao invés disso, criamos oportunidades para que os
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estudantes sejam ativos no processo e incentivamos uma forma de abordar

em que eles participem de atividades investigativas tais que, inclusive,

possam testar, validar ou refutar conjecturas e, paralelamente, desenvolver

sua autonomia. Nessas propostas, o citado software é um potencializador e

facilitador.
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CAPITULO IX

ESBOCO, LEITURA E INTERPRETACAO DE GRAFICOS POR ESTUDANTES
CEGOS: UMA ANALISE SEMIOCOGNITIVA DO DUA EM PESQUISAS?

Daiana Zanelato dos Anjos
Méricles Thadeu Moretti

INTRODUCAO

O direito a Educacdo para todos preconizado pela Constituicdo
Federal brasileira (BRASIL, 1988) nos faz refletir sobre a abrangéncia da
palavra “todos” levando-nos a considerar a caracteristica humana da
diversidade nesta reflexao. Educar a todos é, entdo, considerar as pessoas
com deficiéncia, estatura alta, cabelos escuros, transtornos e toda e
qualquer dificuldade de aprendizagem, considerando assim, as diferencas
gue nos constituem enquanto sujeitos. O direito as diferencas é uma das
dimensdes da Educacdo para todos e, neste sentido, o que se deseja é
diminuir as desigualdades no percurso educacional nos mais variados
segmentos da sociedade (SANTA CATARINA, 2014, p. 53). Nos voltando as
aulas de matematica, pensar no direito as diferencas é levar em conta o
perfil dos alunos da sala inclusiva, lembrando que este componente

curricular tem como principal objetivo a formacdo integral do sujeito

! Adaptacdo do artigo apresentado ao VIl Semindrio Internacional de Pesquisa em Educacdo
Matematica (SIPEM) ocorrido de 22 a 27 de novembro de 2021.
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promovendo a dignidade humana, o que vai muito além de somente aplicar

técnicas.

Tendo esse entendimento como ponto de partida, consideramos
que, tanto no material didatico dos estudantes quanto durante as aulas de
matematica, as atividades que compreendem o esboco, a leitura e a
interpretagdo de curvas sao utilizadas com muita frequéncia. Entre outros
motivos, a capacidade de esbocar, ler e interpretar um grafico requer dos
estudantes a “discriminagdao de varidveis visuais pertinentes constituintes
deste tipo de representacao” (DUVAL, 2011a, p. 96), seja para os graficos
estatisticos, como os histogramas ou para aqueles que mostram as curvas

originadas de fungdes, entre outras situagoes.

Nos estudos realizados por Duval (2011a, 2011b), percebe-se que o
gue se tem feito no ensino, de forma geral, é a utilizacdo de regras de
codificagdo para construir os graficos (abordagem ponto a ponto),
associando pares ordenados de pontos no plano. Dessa forma se constroéi
um abismo cognitivo, pois perde-se a possibilidade da interpretacao global
das unidades figurais visuais (DUVAL, 2011a). Quando se leva em conta a
abordagem de interpretacdo global, ao contrdrio da abordagem ponto a
ponto, sdo analisadas unidades significantes figurais e as suas
correspondentes nos registros algébricas das fun¢des. As mudancas em um
dos registros imprimem alteragdes no outro e permitem uma interpretagao

global do conceito em questao.
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No procedimento de esbog¢o de curva, denominado ponto a ponto,
gue se observa bastante no ensino basico, uma tabela de duas colunas é
usada, por atribuicdo de valores na expressdao matematica da curva. A Figura
1, a seguir, mostra um exemplo tipico para o caso da curva paray = 2x? —

4x + 6.

Figura 1

Procedimento ponto a ponto paray = 2x% — 4x + 6 (Moretti; Thiel, 2012,
p. 388)

x|y
112
0 6
1| 4
2|6

\ 4

O procedimento ilustrado na Figura 1, em que cada par ordenado
tem um ponto assinalado no plano cartesiano e a curva pode ser tracada
juntando estes pontos, reforca a ideia da curva como um aglomerado de
pontos e, com isso, o estudante perde de vista a percepcao global da curva
e o papel da expressado algébrica que fica, muitas vezes, apenas como uma
fornecedora de pares ordenados no inicio do processo (DUVAL, 2011a, 97-

99).
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Levando em conta essa abordagem de pensar o esbogo, a leitura e a
interpretacdo de gréaficos e trabalhando em uma perspectiva inclusiva,
pensamos como esse tipo de atividade tao comumente realizada e solicitada
em matematica impacta a aprendizagem desses estudantes. Em um trabalho
recente (ANJOS, 2019) apresentam-se os graficos estatisticos a uma
estudante da terceira série do Ensino Médio e se confirma a dificuldade de
acesso semidtico ao objeto de conhecimento, como também a dificuldade
relacionada a natureza da escrita Braille que impossibilitava, por exemplo, o
esboco do grafico com a maquina Braille. No caso da dificuldade relacionada
ao acesso semidtico, deparou-se com a situacdo de uma transcricdo de um
histograma que ndo apresentava as linhas de grade horizontais dificultando
que a estudante cega identificasse os valores de referéncia das barras
horizontais no eixo coordenado das ordenadas. Logicamente, uma questao
como essa pode ser resolvida com a melhoria da transcricdo, mas em sala
de aula trouxe dificuldades no acesso, na leitura e na interpretacdao dos
dados da questdo pela estudante. Como percebemos ha um impacto para a
aprendizagem. De forma mais especifica, o que acontece em relagdo ao
esboco, leitura e interpretacao de outros tipos de graficos e o que tém nos

dito as pesquisas?

Para intentar responder a estes questionamentos realizamos uma
revisdo de literatura na tematica especifica apresentada anteriormente.
Levamos em consideracdo trés categorias: leitura, interpretacao e esboco de
graficos, como também a abordagem utilizada: ponto a ponto ou de

interpretacdo global de propriedades figurais. Pensando na perspectiva
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inclusiva e em suas aplicagdes em sala de aula, analisamos os trabalhos
investigados buscando encontrar neles os principios do Desenho Universal
para a Aprendizagem — DUA que, além de outros aspectos, pensa uma

aprendizagem que inclua as diferencas.

OS PRINCIPIOS DO DESENHO UNIVERSAL PARA A APRENDIZAGEM - DUA

O ensino das pessoas com deficiéncia nem sempre aconteceu em
classes de ensino comum como acontece atualmente. Ainda longe de um
ideal de educagdo inclusiva, mas almejando alcangar este objetivo, nossas
classes de ensino regular passaram a receber matriculas de estudantes
publico- alvo da Educacdo Especial a partir da Politica Nacional da Educacao
Especial na perspectiva da Educagao Inclusiva (BRASIL, 2008) que, entre
outros pontos, instituiu a migracdo de estudantes com deficiéncia das
instituicoes privado-assistenciais para as classes de ensino regular fazendo
com que essas Ultimas perdessem tais matriculas. Dessa forma, o servico de
Atendimento Educacional Especializado (AEE) passou de substitutivo ao
ensino comum (BRASIL, 2008) a status de complementar e suplementar a
este ensino, respectivamente, disponibilizando recursos de acessibilidade,
estratégias e servigos, assim como, enriquecendo o curriculo (GARCIA;

MICHELS, 2018, p. 61).

Nesse interim os professores das classes comuns tém se mobilizado
nao somente para receber os estudantes com deficiéncia, mas para pensar
uma pratica pedagodgica que atinja a todos os estudantes dessa classe
inclusiva. Sabemos que, como bem apontado por Zerbato e Mendes (2018,

p. 148), essa modificacdo no ato de ensinar ndo se faz sozinha e nao é facil,
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nem simples de ser realizada. Ha que se pensar em curriculo, estratégias de
ensino, espaco fisico da sala de aula, formacdo docente e outras acdes que

mobilizem toda uma rede de profissionais nesta direcao.

A escola inclusiva ndo se faz apenas por professores e a¢des pontuais
surgem inspiradas no conceito de Design Universal utilizado para a projecao
de edificios e espagos publicos, o Desenho Universal para a Aprendizagem —
DUA (ZERBATO; MENDES, 2018). Como mencionado, a proposta trazida com
este conceito ndo esta voltada apenas a acessibilidade em espacos fisicos,
mas sim, com a ideia de “transformar escolas de ensino comum em
ambientes inclusivos e favoraveis a aprendizagem de todos” (ldem, p. 149).
Este conceito surgiu nos Estados Unidos em 1999 por alguns pesquisadores

do Center for Applied Special Technology (CAST).

O DUA se constitui por trés principios fundamentais que embasam as
estratégias inclusivas que devem ser pensadas por toda a equipe escolar e
ndo somente professores da Educacdo Especial e professores regentes de
classes de ensino comum. Os principios sdo: de Engajamento, de
Representacdo e de A¢do e Expressao. O primeiro dos principios tem rela¢do
com a capacidade comunicacional entre os professores e os estudantes em
sala de aula, pois deve embasar a elaboracdo de atividades acessiveis
oferecendo oportunidades de interacdo entre todos os estudantes,
pensando no nivel dos desafios que a atividade exigird e proporcionando
incentivos para a aprendizagem (ZERBATO; MENDES, 2018). No principio da
representagdo preocupa-se com a apresentagdo e o reconhecimento da

informacdo que sera aprendida e neste caso, em especial, que utilize



186

recursos tateis e uma apresentacdo na linguagem Braille e em tinta para que
todos da classe possam usufruir e aprender juntos. Por fim, o terceiro dos
principios leva em conta a forma de avaliacdo de tal aprendizagem e que,
segundo o DUA, deve apresentar uma diversidade de estratégias para que o

estudante possa demonstrar o que aprendeu.

O ESBOCO DE CURVAS, LEITURA E INTERPRETACAO DE GRAFICOS POR
ESTUDANTES CEGOS: REVISAO DE LITERATURA

Foram investigados artigos de periédicos das grandes areas de
Educacdo e Ensino, em ambas buscando o campo de Educacao Matematica
para verificar trés categorias de analise pensadas por néds: a leitura de
graficos, a interpretacgdo de graficos e o esbogo de graficos. Em matematica
cada uma dessas ac¢oes vai mobilizar diferentes habilidades dos estudantes

e pode apresentar mais ou menos custo cognitivo.

Os artigos foram pesquisados em periédicos de estratos diversos. A
utilizacdo de descritores facilitou a busca, mas foi necessario fazer a leitura
atenta de todos os resumos para, posteriormente, identificar se o trabalho
se enquadrava em nossa pesquisa. Os descritores utilizados foram: Esboco
de curvas e cegos, Graficos e cegos, Esboco de curvas e deficiéncia visual e
Graficos e deficiéncia visual. Encontramos sete artigos com essas
especificacOes apresentadas acima. Analisando de forma mais apurada, dois
deles foram desconsiderados, pois apenas analisavam materiais didaticos e
os registros graficos, ndo apresentando andlises que envolvessem os

estudantes cegos e a leitura, interpretacao e esboco de graficos de fungdes.
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Os cinco trabalhos analisados foram mais bem detalhados nas linhas que

seguem.

No artigo de Manrique e Ferreira (2010) publicado na Revista
Contrapontos, os autores tinham o intuito de analisar o uso de uma
ferramenta para representacdo de gréaficos por estudantes cegos. A
construgao da ferramenta foi detalhada e o material utilizado foi uma placa
de latdo, papel milimetrado e tiras de uma manta imantada. No relato de
experiéncia de Fontes, Cardoso e Ramos (2012) publicado na Revista Thema,
detalhou-se como ocorreu o processo de ensino-aprendizagem de graficos
nas aulas de fisica e matematica. O trabalho de Araujo e Aguiar (2018) teve
como objetivo investigar o acesso aos diferentes tipos de registros de
representacdo da funcdo quadratica. Nesse estudo foram analisados
modelos de graficos e tabelas desenvolvidos através de dois softwares
(Monet e Braille Facil) e impressos em Braille. Na pesquisa de Uliana (2013),
o objetivo é mostrar a criacdo, confeccdo e experimentacdo de um kit
pedagdgico que possibilita a realizagao de diversas atividades matematicas
com variados conceitos, entre eles, o de funcdo polinomial. O ultimo
trabalho investigado foi desenvolvido por Pasquarelli e Manrique (2016) e
fez uso de uma tecnologia assistiva (simulador de graficos dot-plot) para
investigar no processo de ensino e aprendizagem de medidas de tendéncia

central (média, moda e mediana).

Na sequéncia apontamos, em especifico, o que cada trabalho
mostrou em relacdo as trés categorias levadas em consideracdao na

elaboragdao de tal pesquisa, assim como a abordagem em relagao aos
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graficos utilizados, assim como indicada nos estudos de Duval (2011a,
2011b). Por fim, analisamos se os trabalhos mostram indicios de aplicacao

das ideias do DUA ou mesmo se apontam o seu uso.
Leitura

O trabalho de Araujo e Aguiar (2018), mostrou que a estudante cega
fez a leitura e o reconhecimento de eixos e pares ordenados do sistema
cartesiano que foi elaborado pelos pesquisadores com o apoio de softwares,
nada foi relatado em relacdo a funcdo como um todo e a sua interpretacdo
global. Nesse trabalho, o grafico era seguido de uma tabela que mostrava os
pontos que faziam parte da curva da fungdo quadratica esbocada. Dessa
forma, podemos inferir que a abordagem utilizada neste caso foi a ponto a
ponto. Interessante pontuar, que mesmo este trabalho tendo foco na leitura
de graficos por estudantes cegos, ou seja, ndo pensando na aprendizagem
dos outros estudantes fazendo uso deste material, foi pensado na relagao
comunicacional entre professor que enxerga e estudante cego, ja que o
material tem, ao mesmo tempo, os escritos em tinta e em Braille. De certa
forma, poderiamos dizer que se iniciou aqui a ideia do principio do

engajamento do DUA.
Interpretagao

Apesar de nao mostrar os detalhes da interpretagdo, o trabalho de

Manrique e Ferreira (2010) que apresentou uma ferramenta? para

2 N3o apresentamos a figura da ferramenta, pois n3o consta no trabalho de Manrique e
Ferreira (2010).
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construcdo de gréficos por estudantes cegos apontou que a ferramenta foi
utilizada e favoreceu a interpretagao dos graficos de uma fungdo de primeiro

grau.

No relato de experiéncia de Fontes, Cardoso e Ramos (2012), o
recurso utilizado foi uma prancheta de papeldo revestida de uma fina tela
plastica e o multiplano. Os professores esbogavam neste material retas e
curvas e solicitavam a identificacdo pelo estudante. Ndo houve detalhes do
que era solicitado para identificar, mas ha apontamentos de éxito do

estudante na identificacao.

A pesquisa de Uliana (2013) mostrou resultados positivos no que
cerca a interpretacao de um grafico de funcao polinomial com um material
concreto com metal, Braille e fios de arame. A autora ndo detalhou como
essas interpretaces eram realizadas pelo estudante, pois o foco principal
era mostrar as melhorias feitas no kit pedagégico em desenvolvimento e a

aplicagdo com outro conceito matematico.
Esboco

No trabalho de Manrique e Ferreira (2010) percebemos que a
ferramenta desenvolvida favoreceu a identificagdo de pontos no plano
cartesiano e a construcdo de graficos de funcdo do primeiro grau, ou seja, a
abordagem utilizada pelos autores foi a ponto a ponto. Apesar de os autores

(2010, p. 14, Grifo Nosso) terem apontado que os estudantes sem
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deficiéncia visual adotam “estratégias inteiramente pontuais em suas
interpretacGes de graficos, vendo-os como instrumentos para localizar
pontos, ndo sendo capazes de interpretar as relagdes de forma mais global”,
tal estratégia fez parte da utilizacdo da ferramenta com os estudantes cegos.
Essa ideia de interpretacdo global é estudada por Duval (2011a), mas no
trabalho de Manrique e Ferreira (2010) faz parte dos estudos de Eisenberg

e Dreyfus (1990)3, Kerslake (1981)4 e Monk (1992)5.

No relato de experiéncia de Fontes, Cardoso e Ramos (2012), a
prancheta também foi utilizada para a construcao de graficos. Pelas imagens
mostradas no trabalho, ha indicios de esboco de algumas curvas e a
abordagem utilizada para o esbogo foi a ponto a ponto, mesmo nao sendo

indicada especificamente no relato.

A pesquisa de Uliana (2013) apresentou resultados positivos no
esboco de graficos de fungbes polinomiais com o material pedagdgico
criado, inicialmente, com um plano cartesiano fisico de metal com eixos em
Braille e fios de arame para esbogar as curvas das funcdes. A autora indicou
que o estudante cego localizava pontos da fun¢do no grafico, assim como os

estudantes com acuidade visual, o que nos indica que aqui também era

3 Einsenber; Dreyfus. Sobre la resistencia para visualizar en matematicas. In W.Zimmerman
& S. Cunningham (Eds.), MAA notes number 19: Visualization inTeaching and Learning
Mathematics. Mathematical Association of America.Traduccion Hitt y Arteaga. DME.
Cinvestav - IPN. 1990.

4 Kerslake, D. Graphs in Hart “Children’s understanding of mathematics. Windsor, 1JK:
NFER-Nelson, 1981.

> Monk, S. Students’ Understanding of a Function Given by a Physical Model, em G. Harel
e Ed Dubinsky, 1992
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utilizada a abordagem ponto a ponto. O material foi aprimorado, mas a
autora a partir dai, fez experimentagdes com uma estudante cega e
considerou outro objeto de conhecimento em matematica, a saber, figuras

planas.

Na pesquisa de Pasquarelli e Manrique (2016), a construcdo de
graficos era realizada por meio da tecnologia assistiva dot-plot e com isso,
nao se tratava de um esbogo, mas de uma construgao, uma vez que os
graficos de barras aqui trabalhados eram construidos em uma plataforma
que lembra um dbaco com varetas que os estudantes iam inserindo a
guantidade indicada de bolinhas. Como nessa pesquisa, a construcao nao se
tratava de gréficos de fung¢des, ndo havia como analisar a abordagem
trabalhada. Os conceitos de moda, média e mediana foram aprendidos de
maneira satisfatdria pelos estudantes com e sem deficiéncia visual,
conforme indicado pelas autoras e ainda, o uso da tecnologia assistiva

proporcionou maior autonomia aos estudantes cegos.

Dentre todos os trabalhos mencionados, percebemos que neste
ultimo os principios do DUA foram utilizados mesmo sem serem
mencionados pelos autores. Houve o principio do engajamento, uma vez
que a relagdo comunicacional entre os professores e os estudantes com e
sem deficiéncia se fez na utilizacdo da tecnologia assistiva. Percebemos que
a utilizagao da tecnologia acessivel possibilitou uma forma acessivel de
apresentar os conceitos estudados e ainda permitiu a interacdo entre todos
da classe. No que se refere ao principio da representacao, percebemos que

houve a preocupa¢do com a linguagem do estudante cego, ja que a
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tecnologia assistiva foi apresentada também em Braille e permitia assim, o
uso também pelos estudantes cegos. Em relagdo ao ultimo dos principios,
como nao houve a avaliagdo das atividades ndao podemos fazer observagdes,
mas acreditamos que tal tecnologia utilizada poderia fazer parte das

possibilidades de avaliagdes a serem pensadas na classe inclusiva.

CONSIDERAGOES E PERSPECTIVAS

Primeiramente é interessante pontuar que sdo poucos os trabalhos
gue se debrucam sobre a tematica levantada para estudo. Na revisdao de
literatura que investimos em periddicos das dreas de Educacdo e Ensino,
encontramos apenas 5 (cinco) trabalhos que estavam relacionados a
temadtica do esboco, leitura e interpretacdo de graficos por estudantes
cegos. Vale lembrar que nao houve pesquisas por dissertagcdes e teses, o que
nos possibilita pensar na continuidade da investigacdo possibilitando

resultados de pesquisas com maior profundidade na tematica.

Duval (2011b), mesmo ndo estudando a aprendizagem de estudantes
cegos especificamente, trabalha com a ideia de interpretacdo global de
propriedades figurais em contraposicao a abordagem ponto a ponto,
comumente usada no ensino. Foi com este intuito que pensamos na
investigacdo dos trabalhos por este olhar. Também porque investimos na
teoria em trabalhos anteriores, em que investigamos o Cédigo Matematico
Unificado para a Lingua Portuguesa — CMU (ANJOS, 2015) e o acesso aos
objetos de saber em matematica fazendo o uso do livro didatico de

matemdtica em Braille (ANJOS, 2019). Mas os trabalhos analisados
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utilizaram apenas a abordagem ponto a ponto para a leitura, interpretagao
ou esboco dos graficos, o que nos leva a concluir que a temdtica ndo é
estudada na perspectiva indicada nos estudos de Duval (2011a, 2011b).
Ainda vale pontuar que, ao encontrar apenas os pontos no plano cartesiano,
os estudantes perdem a ideia de uma percepcao global da curva esbocada e

da sua relagdao com as unidades significantes da expressdo algébrica.

Entre outras percepcoes relacionadas a leitura, interpretacdo e
esboco de graficos, percebemos que houve indicios da utilizacdo dos
principios do DUA. Sabemos que essa ideia ainda é pouco utilizada em
trabalhos que pensam a inclusdo de estudantes com deficiéncia em classes
inclusivas, principalmente aqueles voltados ao componente curricular de
matematica. Os principios indicados pelo DUA puderam ser percebidos de
forma inicial nos trabalhos de Pasquarelli e Manrique (2016, p. 319) e de
Araujo e Aguiar (2018). No trabalho de Araujo e Aguiar (2018) percebemos,
de forma sutil, o principio do engajamento, jd que os autores se
preocuparam em manter a comunicacao relacional entre professores e
estudantes cegos mostrando os graficos em tinta e em Braille. As autoras
apontaram que se preocupavam com o cumprimento dos principios da
Declaracdo de Salamanca, ao entenderem que o “atendimento a todas as
pessoas de modo igualitdrio” é a forma mais correta de atendimento.
Também sem apontar os principios do DUA, essa pesquisa mostrou que o
principio do engajamento estava presente na proposta, uma vez que 0 Uso
da tecnologia assistiva se fez por todos os estudantes envolvidos e de

maneira que houve intera¢do entre eles no processo de ensino e
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aprendizagem. Assim, como o principio da representacdo, ja que a
linguagem Braille estava presente e permitiu a leitura pelos estudantes

cegos.

Como mencionado anteriormente, o DUA ainda ndo é utilizado
amplamente nas pesquisas em Educa¢do Matematica, mas mostra
importantes ideias para se pensar as classes inclusivas e as estratégias para
a aprendizagem dos estudantes com e sem deficiéncia. Pontuamos
positivamente a utilizacdo de indicios do DUA e acreditamos que os estudos
apoiados nesta ideia tém perspectiva futura na area da Educacdo

Matematica Inclusiva.
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