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"One of the endlessly alluring aspects of mathematics is that its
thorniest paradoxes have a way of blooming into beautiful theories.”
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RESUMO

Este Trabalho de Conclusao de Curso contempla resultados de es-
tudos sobre o Problema da Equacgado do Calor na Barra Finita, no
qual reflete-se acerca da existéncia e unicidade da solugdo para esse
problema. O objetivo do trabalho é estudar, portanto, uma das mais
importantes Equagdes Diferenciais Parciais (EDPs) de segunda or-
dem, a Equagao do Calor. Para isso, de inicio, realiza-se o estudo do
Principio da Superposicao e do Método da Separacao de Variaveis
para a resolucao do problema da EDP do calor na barra finita, o que
culmina na defini¢do das Séries de Fourier. Na sequéncia, estuda-se
as nogoes de convergéncia pontual e uniforme das Séries de Fouri-
er. Usando elementos de anélise, como o Teste M de Weierstrass,
mostra-se que as Séries de Fourier estao, de certo modo, associadas
a identificacao de uma tinica solugdo suave para o referido problema
que envolve a equagao do Calor. Finalmente, trata-se a concepcao de
dependéncia continua de solugoes e uma versao do problema sujeito
a outros tipos de imposigoes.

Palavras-chaves: Equagoes Diferenciais Parciais. Problema da Equa-
¢ao do Calor. Séries de Fourier.






ABSTRACT

This undergraduate thesis contains studies about the classic Heat
Conduction Problem in a Finite Bar, in which is reflected about
the existence and uniqueness of the solution for this problem.
Therefore, the goal of this final paper is to study one of the most
important Partial Differential Equations (PDE) of second order,
the Heat Equation. For that, it’s inicially studied the The Principle
of Superposition and The Method of Separation of Variables for
resolving the Heat Conduction Problem in a Finite Bar, which
leads us to the definition of Fourier Series. After that, it’s studied
the notion of poinwise and uniform convergences of Fourier Series.
By using elements from Analysis, such as the The Weierstrass M
test, it’s shown that the Fourier Series are, somehow, assotiated
with the identification of a unique smooth solution for the problem
that envolves the Heat Equation. Finally, the conception of
continuous dependece of solutions is adressed and also it’s
presented a version of the Heat Equation problem in which are
made different impositions than the ones made in the classical
problem.

Keywords: Partial Differential Equations. Heat Equation Problem.
Fourier Series.
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1 INTRODUCAO

Em meados do século XVIII, o fisico e matematico francés
Joseph Fourier (1768-1830), por meio de artigos sobre o problema
da conducgdo do calor em uma barra finita, mostrou que uma fun-
¢ao periddica e integravel, digamos f(x), pode ser representada e
entendida via uma série como

a2_0 + :iancos (?) + zbnsen (#» (1.1)

em que ag, a, e b, sdo constantes reais e [ > 0 é fixado. Essa série foi
intitulada Série de Fourier e revolucionou a historia da matematica e
de 4reas afins. As séries de Fourier sdo extremamente relevantes nas
engenharias, por exemplo, principalmente na compreensao de proble-
mas modelados via equagoes diferenciais parciais (EDPs) sujeitas a
condigoes de contorno.

Fourier analisou o Problema da Equagdo do Calor em uma
Barra Finita, que pode ser representado matematicamente por

Ut = gy, (2,t) € (0,1) x (0,400)
u(0,t) =u(l,t)=0,t>0 (1.2)
U(CC’ 0) = f(:c),m € [0’ l];

em que u(a:, t) é a temperatura da barra em um ponto x no tempo
t,  é uma constante escolhida de acordo com o material da barra
e f é uma funcdo que descreve a temperatura da barra no ponto x
quando o tempo for nulo. De tal modo,

u(z,0) = f(x), z €10,1], (1.3)
¢ a condicao inicial do problema e

u(0,t) =u(l,t) =0, t >0, (1.4)
a condigao de contorno (ou de fronteira).

Fourier utilizou o Método da Separagao de Varidveis e o
Principio da Superposicao para, entao, encontrar que a solucao do
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problema (1.2) pode ser dada por

2,2

+o0o 2
u(zx,t) = Z by, sen (#) exp <—al#t>, (1.5)
n=1

em que x € [0,{] e t > 0. Para que a solugdo (1.5) satisfaga o
problema (1.2), entretanto, é preciso que

u(z,0) = f(x) = Jiobnsen (nlﬂ) (1.6)
n=1

Percebemos, entdao, que f deve ser dada por uma série de Fourier
como representada em (1.1) para que a solugao do problema (1.2)
seja, de fato, a funcdo em (1.5). Nesse contexto, o objetivo deste
trabalho é realizar uma abordagem tedrico-matematica sobre o pro-
blema da equagao do calor em uma barra finita, para que entao
sejamos levados a analisar as séries de Fourier e, em um contexto
geral, entender sob quais circunstancias o problema (1.2) apresenta
uma solugdo que, por sua vez, deve ser Unica.

Com esta finalidade, sera requisitado que percorramos a de-
finicdo de Fungao Periddica, a formalizagdo das Sequéncias e Séries
de Fungbes e os casos de convergéncia pontual e uniforme, assim
como o estudo das Equagoes Diferenciais Ordinarias (EDOs). Esses
detalhamentos compoem o Capitulo 2 que reverbera, portanto, os
conceitos preliminares.

Partindo para uma abordagem mais especifica, no Capitulo
3, estaremos interessados em motivar o estudo das séries de Fourier
e do Problema da Equagdo do Calor. Abordaremos as Equagoes
Diferenciais Parciais, assim como o Principio da Superposicao e o
Método da Separagao de Varidveis. Teremos condigoes, portanto,
para solucionar o Problema da Equagao do Calor e o detalhamento
nos levara a definir formalmente as Séries de Fourier.

Nos Capitulos 4 e 5, apresentaremos a estrutura matemética
do trabalho. O Capitulo 4 sera relevante uma vez que abordaremos
desde a definigao as questoes de convergéncia pontual e uniforme das
séries de Fourier, com enfoque em garantir que, dada uma funcao f
continua e f’ seccionalmente continua, entao, a série de Fourier de
f converge uniformemente & propria funcao.
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O Capitulo 5 é o capitulo no qual levantaremos todo o apa-
rato matematico desenvolvido ao longo do trabalho para provarmos
que o problema (1.2) admite uma tnica solugao. Além disso, estare-
mos preocupados em abordar a questao da dependéncia continua de
solucgoes e apresentaremos o estudo de um outro problema que envol-
ve a equagao do calor com as condi¢oes de contorno nao-homogéneas.

Cabe destacar que esse trabalho fard um detalhamento de
conheciomentos que sao tratados no livcto EDP Um Curso de Gra-
duacao, de autoria de Valéria Iorio, ref. [4].






2 PRELIMINARES

Neste capitulo, abordaremos alguns conceitos preliminares
sobre Topologia, Fun¢oes com Propriedades Especiais, Convergéncia
de Sequéncias e Séries de Funcoes e Equagoes Diferenciais Ordiné-
rias, esses que servirao de base para construirmos nosso estudo em
relagdo ao problema da equacdo do Calor na barra finita. Enten-
demos que o leitor tem conhecimento dos conceitos elementares de
Calculo Diferencial e Integral (Limites, Derivadas, Integrais e Séries
Numéricas), de Espagos Vetoriais Normados e de Analise Real.

2.1 DEFINICOES E RESULTADOS DE ANALISE

Essa secao esta baseada, sobretudo, em [4] e [5].

Definicao 2.1. Seja E um espago vetorial normado. Entao, ||.||g de-
nota a norma do espaco E.

Definigao 2.2. Seja E um espaco vetorial normado, a € F e r € R,
r > 0. A bola aberta de centro a e raio r é o conjunto

Bg(a,r)={z € E: ||z —alz <r}.
A bola fechada de centro a e raio r é o conjunto

Bela,r)={z € E: ||z —al gz <r}.

Nas proximas definigoes desta se¢ao, E caracterizard um
espago vetorial normado.

Definigao 2.3. Seja a € X, em que X é um subconjunto de FE. Di-
zemos que o ponto a é interior ao conjunto X quando existir r > 0
tal que Bg(a,r) C X. O conjunto dos pontos interiores de X &
denotado por int(X).

Defini¢ao 2.4. Um conjunto X C F é dito aberto quando todos os
seus pontos forem interiores, isto é, quando X = int(X).
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Defini¢ao 2.5. Um subconjunto V' C E é uma vizinhanca do ponto
a € FE se existir um conjunto aberto X tal que a € X C V. Equiva-
lentemente, entendemos que V' é uma vizinhanga de a se a estiver
no interior de V.

Definigao 2.6. Dizemos que a € E é um ponto de acumulagao do
conjunto X C F quando toda vizinhanca V de a contiver algum
ponto de X diferente do proprio a. Equivalentemente, a é um ponto
de acumulagao de X se, para todo € > 0, tem-se que

Bp(a,e) N (X —{a}) # 0.

Denotamos como X’ o conjunto dos pontos de acumulagao do con-
junto X.

Nesta secao, o corpo K podera designar R ou C.

Definigao 2.7. Seja X C FE, um conjunto nao-vazio. Uma funcao
f X — K é dita limitada em seu dominio quando a imagem
de seu valor absoluto estiver contida em um intervalo, ou seja, se
Im(|f]) C [, 8] em que o, € R. Equivalentemente, entende-se
que f é limitada se existir M > 0 tal que |f(x)| < M, para todo
reX.

Definigao 2.8. Seja X C E, um conjunto nao-vazio. Uma fungao
f X — K é dita continua no ponto a € X quando, para todo € > 0
dado arbitrariamente, é possivel obter § > 0, tal que se x € X e
|z — allg < 4, entdo, |f(x) — f(a)| <e.

Definigao 2.9. Dizemos que uma funcao f : X — K é continua
quando f for continua em todos os pontos a € X.

Definicao 2.10. Dizemos que uma funcao f : X — K ¢é de classe
C(X) quando f for continua. Especificamente no caso em que K =
C, podemos denotar que tal fungio ¢ de classe Co(X).

Definicao 2.11. Seja f : X — K uma fungao tal que X C R™ é um
conjunto aberto. Dizemos que f ¢ de classe C™(X) se suas k—ésimas
derivadas forem fung¢oes continuas, para todo k € {1,2,...,n}.
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Definigao 2.12. Dizemos que f é de classe C*°(X) quando f for de
classe C"(X), para todo n € IN.

Exemplo 2.1. Consideremos a € R, com a # 0. Os conjuntos de

fungoes
nTT nTT
feon (557)} o oo (557))
a nelN a nelN

sao de classe C*°(R), pois, suas derivadas de n-ésima ordem sao
continuas (para = variando em R), para todo n € IN.

Na sequéncia, abordaremos o conceito de produto interno.

Definigao 2.13. Seja Y um IK-espaco vetorial. Um produto interno
sobre Y é uma funcdo (, ) : Y x Y — K que satisfaz:

(f,f)>0,¥ feY;
(fLfy=0&f=0;
(
(

f9)=19.),V f,g€Y;
af +g,hy=a(f,h)+{g,h),V f,gheY eVaecK.

Sejam « e § ntmeros reais, com a < 3. C([a, 8]) denota
o espago vetorial das fungdes continuas f : [a, 8] — K. Podemos
definir um produto interno sobre C([a, f]).

Definigao 2.14. Se as fungoes f,g € C([«, 3]), definimos o produto
interno

B -
(o) = [ f@)ge) da (2.1)

«

no qual g(x) caracteriza o complexo conjugado de g(z), = € [a, 3].

A justificativa para (2.1) caracterizar um produto interno
sobre o espaco C([a, B]) esta relacionada & utilizagdo da definigao
de integral e de propriedades de integracao de fungdes continuas.
Optamos por nao detalha-la nesse trabalho.

Defini¢ao 2.15. Consideremos as fungdes continuas f,g € C([a, A]).
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Dizemos que f e g sdo fungdes ortogonais em [a, 8] se o produto
interno entre essas fungoes for igual a zero, ou seja, se

B -
(f.g) = / F(@)g(@) da = 0.

Defini¢ao 2.16. Um conjunto de fungdes reais {¢,}, . ¢ ortogonal
no intervalo [a, (] se, para m # n,

B
<(10n7‘10m> = / Spn(x)@m(l’) dx = 0.

«

Fixemos [ > 0 um ntmero real. Vamos apresentar, na sequén-
cia, um relevante conjunto ortogonal de fungoes reais sobre o inter-
valo [—[,1]. Consideremos as fungdes trigonométricas

pnla) =sen (=), neN (2.2)

Yy (x) = cos (w), ne Zv, (2.3)
l
em que Z1T =N U {0}.

Utilizando propriedades de integracao, estabelece-se o se-
guinte resultado (que também nao sera esmiugado na monografia):

Proposigao 2.1. O congunto {1, :n € ZT} U {p, :n € N} com ¢,
apresentada em (2.2) e 1, apresentada em (2.3) é um conjunto or-
togonal no intervalo simétrico [—1,1], e sao vdlidas as sequintes rela-
coes:
. 0, se m,n € Z*,m # n;
/lzpn(:c)wm(:c)d:v =141, se m=neN,;

21, se m=n=0.

! 0, se m,n € IN,m # n;
[ en@)om(a)da = {

l, se m=mnecNN.

!
/ U (2)pm(z) dz = 0,VYn € Z,Ym € IN.
-1
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No decorrer do estudo de solugbes para equagdes diferenci-
ais, eventualmente, é importante que lidemos com fungdes que sejam
mais gerais que aquelas que entendemos como continuas. Daremos
prosseguimento com a apresentagao das fungoes seccionalmente con-
tinuas.

Definicao 2.17. Uma funcao f : R — K ¢é dita seccionalmente con-
tinua se, para qualquer [a,b] C R, existir uma partigdo a = zy <
x1 -+ < x, = bde [a,b] tal que f seja continua em cada subintervalo
(xj,x;41) e se existirem os limites laterais

lirn+ f(z), hril, f(z) e lim f(z).

O conceito de fun¢ao seccionalmente continua pode ser adap-
tado para o caso em que o dominio for uma restri¢io do conjunto
dos nimeros reais (como um intervalo fechado [a,b], por exemplo).
Basta que as propriedades exigidas na defini¢ao geral sejam véalidas
aplicadas a restrigdo em questdo. Denotaremos por SC([a, b]) o espa-
¢o das fungoes reais seccionalmente continuas em [a, b]. Ressaltamos
que entendemos que uma fungdo seccionalmente continua em [a, b]
nao esti necessariamente definida em todos os pontos do intervalo

[a,b]: a funcdo f pode estar definida apenas em U;»Zol (xj,j41).

Podemos identificar facilmente que uma funcao continua
f : [a,b] = R caracteriza um exemplo de fungdo seccionalmente
continua. Entretanto, como bem mostra o exemplo a seguir, ha fun-
¢oes seccionalmente continuas que nao sao continuas.

Exemplo 2.2. A funcdo f : [a,b] — R cujo grafico é mostrado

na figura abaixo é seccionalmente continua, entretanto, a funcao

g : [a,b] = R nao é, pois, lim+ g(z) = +00. Ademais, pode-se iden-
Tr—a

tificar que f’ também é seccionalmente continua embora nao esteja

definida nos pontos a, xq, 1, 3 € b.
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f@ 80

Figura 2.1 — f € seccionalmente continua enquanto que g nao €.

fx)
—o
a Xo el X2 b
—
: :

Figura 2.2 — f’ é seccionalmente continua.

Veremos, a seguir, algumas propriedades das fungoes secci-
onalmente continuas. As demonstracoes nao serao exploradas neste
texto, porém, as provas requerem pequenas adaptagdes quando com-
paradas & abordagem que envolve fungoes continuas (ver ref. [5]).

Proposigao 2.2. Seja f uma func¢do continua e g uma fun¢do secci-
onalmente continua. Entao, a funcdo h(x) = f(x) - g(x) é seccional-
mente continua.

Teorema 2.3. Toda func¢ao seccionalmente continua é integrdvel.

Teorema 2.4. Seja f : [a,b] — R uma fungao seccionalmente conti-
nua. Entao, f é limitada, isto é, existe M > 0 tal que |f(x)] < M,
para todo x € [a,b.
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Proposicao 2.5. Seja f : [a,b] = R uma funcgao seccionalmente con-

/abf(:c) dx

2.2 FUNCOES PERIODICAS

tinua. Entao,

< (1) ax

Definicao 2.18. Uma funcao f : R — R ¢é dita periddica se, e somente
se, existir p € R tal que, para todo = € R:

fz+p) = f(z) (2.4)

Além disso, p pode ser um dos intimeros periodos da fungdo f. Ao
menor real positivo p que satisfaz a propriedade (2.4), denominamos
o periodo fundamental de f. Se f tiver um periodo p, entao, f é dita
p-periddica.

Exemplo 2.3. As fungoes f(z) = sen(z) e g(x) = cos(z) sao 27-
periddicas.

Proposi¢ao 2.6. Dado n € N, as fungées p, e ¥,, definidas por
(2.2) e (2.3), respectivamente, sao periddicas e com periodo funda-
mental T' = —. Em particular, 21 é um periodo comum a todas essas

fungoes.

Demonstracdo. Provaremos o resultado para ,; a demonstragao

para ¢, é analoga. Primeiramente, mostraremos que 7' = — é um
n

periodo para 1,,. Com efeito,

dnla+T) = cos (ML) - s (MTEERTLY
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e substituindo T' = %,

21
¢n($+T) B <M>

nmTx TI,7T2—l
e

= cos (# + 277).

Como a fungao f(x) = cos(x) é periddica e de periodo 27, entdo,

para um x qualquer, cos(z) = cos(z + 2m). Assim,
nmx
Yn(x+T) = cos (T> = ().
Suponhamos que exista um periodo 7", tal que T # T'. Segue que
Yo(z+T') = y(x),¥ 2 € R.
Dai,

T/
cos (M) = cos (nlﬂ), vV xeR.

Isso implica que

!

cos ("7 )cos (251 ) —sen (M7 Jsen (21 ) = cos (110).

Em particular, consideremos = L em (2.5). Logo,
n

cos ()cos ("WZT> — sen (7)sen (”WZT) —cos(m).  (26)

Resolvendo (2.6),

—cos (”WZT/> -1 (2.7)

Em vista de (2.7):

/

= 2km

T T
cos(mrl )—1 = dkeZ, tal que nr

21
= JkeZ, talqueT’:k—:kT.
n
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Portanto, 77 ¢ um maultiplo de T'. Por sua vez, T é o menor periodo
positivo de ,,. |

E valido salientar que a soma de duas funcoes p-periodicas é
também uma funcao p-periodica. A justificativa é bastante simples
e passa por entender a definicao de soma de fungoes.

2.3 SIMETRIAS PARES E IMPARES

As fungbes com simetrias pares e impares serdo extrema-
mente importantes para o desenvolvimento do trabalho. Definiremos,
inicialmente, cada uma delas.

Definigao 2.19. Uma fungao f(z) tem simetria par ou é dita, sim-
plesmente, par, se f(z) = f(—x), ou seja, se ela for simétrica em
relacao ao eixo y.

Exemplo 2.4. As funcdes f(z) = 22, g(z) = |z| e h(x) = cos(z) sdo
pares.

Proposicao 2.7. Se f for uma func¢do par e continua no intervalo
simétrico [—1,1], entao,

/_llf(ac) da:-?/olf(x)dx.

Demonstracao. Por hipotese, f é par. Por propriedades de integra-
¢ao de fungoes continuas,

/llf(x)d;v:/(Zf(x)dx+/0lf(x)dm_

Fazendo * = —s na primeira integral do lado direito da igualdade,
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s = [ 1o i [ e a
_ —/lof(—s)ds—k/olf(x)dm

- /Olf(s)ds—i—/olf(x)d:c
= 2/()lf(x)dm.
n

Definic¢ao 2.20. Uma funcao f(x) tem simetria impar ou é dita, sim-
plesmente, impar, se f(—z) = —f(z), ou seja, se ela for simétrica
em relagao a origem.

Exemplo 2.5. As funcdes f(x) = 23, g(x) = tg(z), h(z) = sen(z) e
p(z) = cos(x) sen(z) sdo impares.

Proposigao 2.8. Se f for uma funcdo impar e continua no intervalo
simétrico [—1,1], entdo,

/llf(x)dx:O.

Demonstracao. A demonstragao desse resultado usa raciocinios ané-
logos & prova da Proposicao 2.7. |

Proposicao 2.9. Toda func¢do pode ser escrita de forma inica como
sendo a soma de uma fung¢do par com uma fungdo impar. Em outros

termos, f(x) = fp(x) + fi(z), em que fp(zx) = W éa
f(z) — f(==)

parte par e fi(z) = ¢ parte impar da funcdo.
Demonstracao. Iniciaremos essa prova garantindo que toda funcao
pode ser escrita como sendo a soma de uma funcao par com uma
funcao fmpar. Notemos que

o) = TEDLTD iy,
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logo, f, é uma funcao par. Por outro lado,

ey = DD i,

o que garante que f; é uma funcao impar. Como, por hipoétese,
f(z) = fp(z) + fi(z), entdo, de fato, qualquer f podera ser escrita
como uma soma de uma fun¢do par com uma fun¢ao impar.

Nos resta provar a parte da unicidade. Para isso, consideremos a
seguinte afirmagao:

Afirmagao 1: Se f(x) for par e impar, entdo, f(z) = 0.

De fato, se f for par,

f(z) = f(—=),
para todo x. Por outro lado, se f for impar,
flx) = —f(—=),
para todo x. Como f é par e impar,
fl@) = [flz)
f(=z) = —f(-=)
2f(~a) =
f(_m) - )

para todo x. Isso é suficiente para garantir que vale a Afirmagao 1.

Voltemos & prova. Assumamos que
f(z) = gi(z) + ha(z),

em que g1 seja par e hy seja impar. Ademais, assumamos que
f(x) = g2(x) + ha(z),

em que g seja par e hg seja impar. Devemos constatar que g1 = g2
(§] hl = h2¢

Com efeito, como f(z) = f(x),

g1(z) +hi(x) = ga(z) + ha(2)
91(z) — g2(x) = ha(x) — hi(2). (2.8)
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Notemos que o lado esquerdo da identidade (2.8) é uma fun¢ao par;
o lado direito, uma funcao impar. Pela Afirmacao 1,

91(x) = g2(x) = 0 = g1(x) = g2(x)

hQ(LL‘) — hl(x) =0= hz(ﬂ)) = hl(.l')

Mostramos, portanto, que f é dada de forma tnica como uma soma
de uma fungédo par com uma fung¢ao impar. |

Proposigao 2.10. Sdo vdlidas as sequintes propriedades envolvendo
a soma e o produto de funcgdes pares e impares:

(1) A soma de duas fungoes pares resulta em uma fungao par.
(ii) O produto de duas fungoes pares resulta em uma fung¢ao par.
(iii) A soma de duas fungées impares resulta em uma fungao impar.
(iv) O produto de duas fungoes impares resulta em uma fungao par.
(v) O produto de uma func¢ao par com uma funcio fmpar resulta

em uma funcao impar.

Demonstra¢do. A demonstracao da Proposi¢ao 2.10 decorre direta-
mente da defini¢do de fungoes impares e pares. |

2.4 CONVERGENCIA DE SEQUENCIAS E SERIES DE FUN-
COES

Entendemos que o leitor esta familiarizado com os conceitos
associados as sequéncias numéricas. Entretanto, deixamos registra-
dos, de imediato, o conceito de sequéncia de Cauchy e o teorema
que garante a completude do conjunto dos ntmeros reais - que sera
requerido ao longo desse estudo.

Definigao 2.21. Uma sequéncia de ntimeros reais {z,}, .y ¢ uma
sequéncia de Cauchy se, dado ¢ > 0, existir ng € IN tal que

|t — zm| < g,

sempre que m,n > ng.
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Teorema 2.11. Uma sequéncia de nimeros reais é convergente em R
se, e somente se, ela for uma sequéncia de Cauchy.

Demonstragao. A demonstracao pode ser encontrada na Ref. [5]. W

Estamos interessados em estudar a convergéncia de séries de
fungoes. Para isso, abordaremos, primeiramente, a defini¢ao de séri-
e numérica. Além disso, registraremos as defini¢ées de convergéncia
pontual e convergéncia uniforme de sequéncias de fungoes. Esse deta-
lhamento é indispensavel para o tratamento seguro de convergéncia
pontual e de convergéncia uniforme de séries de fungoes.

Definigao 2.22. Seja {an},y uma sequéncia numérica. A sequéncia
{Sn},en em que

n
Sn = § a; =a1+az+ -+ an,
i=1
¢ chamada de sequéncia de somas parciais associada a {an},, cy-

Definigao 2.23. Seja {a, }, ) Uma sequéncia numérica. Dizemos que

“+o00
> a
=1

a série

converge ao numero L € R se
lim S, =1L,
n—-+oo

em que {5y}, .y caracteriza a sequéncia de somas parciais associada
a {an},cn- Em outros termos,

+oo n

E a; = lim E a;
‘ n—+oo \ “

=1 =1

H4 vérios critérios para identificar se uma série numérica
é convergente ou nao. Tais critérios sao geralmente estudados nas
disciplinas de calculo e anélise e nao detalharemos nesse trabalho.
Como referéncia, sugere-se o estudo de [5] e [7].

Ressaltamos que, ao longo dessa secao, o conjunto K desig-
nard R ou C.
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Definigao 2.24. Seja 2 C R™ um conjunto. Para cada n € N, defi-
namos a funcao f, : @ — K. Seja f : @ — K, uma outra funcgao.
Dizemos que a sequéncia de fungoes { f,},, e converge pontualmente
em  para funcao f se, e somente se, dados x € () e € > 0, existir
N = N(z,¢) € N tal que

nzN=|f(x) = fulz)] <e.

Exemplo 2.6. Consideremos a sequéncia de fungoes reais {w”};g ,

definidas em © = (0,1). Podemos deduzir que essa sequéncia con-
verge pontualmente para a fungao

f(z)=0.

Com efeito, para cada = € Q fixado, verifica-se que lim z" = 0.
n—-+0o0o
A seguir, definiremos a convergéncia uniforme de uma sequén-
cia de fungoes:

Definigao 2.25. Seja €2 C R™ um conjunto. Para cada n € IN, defi-
namos a funcao f, : Q@ — K. Seja f : @ — K, uma outra funcao.
Dizemos que a sequéncia de fungdes {fn},cn converge uniforme-
mente em ) para a funcdo f se, e somente se, dado £ > 0, existir
N = N(¢e) € N tal que

n>N=|f(zx)— fulzx)] <e, Vo e Q.

E interessante notarmos que, na definicdo de convergéncia
pontual, o indice N pode depender de € e x. Entretanto, na conver-
géncia uniforme, temos que N depende apenas de ¢. Isto nos leva a
entender que toda convergéncia uniforme é, em verdade, uma con-
vergéncia pontual. A reciproca, entretanto, nao é necessariamente
verdadeira.

Exemplo 2.7. Seja a sequéncia de fungoes reais {z" :i'} definidas

em Q = (0,1]. E possivel estabelecer que esta sequéncia converge
pontualmente para a fungao

) = {O, se x € (0,1);

1, se x=1.
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A convergéncia, entretanto, ndo é uniforme. A justificativa para es-
sa ultima afirmacao é uma aplicagdo do Teorema 2.12, abordado a
seguir, e usa o fato da fungdo f(x) apresentar uma descontinuidade.

+oo

Teorema 2.12. Sejam Q C R™ um conjunto ndao vazio e {fp}, =]

uma sequéncia em C(2). Se a sequéncia {fy}, +oe

memente para a funcao f, entao, f € C(£).

_, convergir unifor-

Demonstra¢ao. Queremos mostrar que f é continua. Inicialmente,
tomemos xy € €. Por hipétese, a sequéncia {f,}, Cxi converge uni-
formemente para a funcao f. Entao, dado € > 0, existe N € N, tal
que

zeQn>N = |f(@) - falo)l < 5.

Por outro lado, como fx é continua em x(, existe § > 0, tal que

2 eQ, |z —aol <= |fn(x) — fn(z0)| < =

3
Notemos que, se z € €,
|f(z) = f(zo)
= |f(@) = f(zo) + (f (90) fn(@)) + (fn(wo) — fn (o))
= |(f(z) = fn(@)) + (fn(2) = fn(@0)) + (v (@0) = f(0))]
< |f(x) - fN($)|+|fN(x) In(@o)| + [fn (o) — f (o).
Se impusermos que x € ) satisfaca || — xg|| < 4, resulta
que

f(z) = f(zo)]
< |f(@) = In(@)[ + [fn (@) = i (@o)| + | v (o) — f (o)

< SHt4t=c
3 3 3

o que prova que f é continua em xg. Sendo xy € 2 um ponto arbi-
trario, concluimos que f € C(2). [ ]

Assim como definimos as convergéncias pontual e uniforme
de uma sequéncia de fung¢oes, podemos definir as convergéncias pon-
tual e uniforme de séries de fungbes (uma vez que uma série esta
vinculada a uma sequéncia das somas parciais).
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Definigao 2.26. Dizemos que a série de fungdes

+oo

converge pontualmente (respectivamente, uniformemente) em ) se,
e somente se, a sequéncia de funcoes

F,(z)= ij(a:), x €,

convergir pontualmente (respectivamente, uniformemente) em .

Provaremos adiante o Teste M de Weiestrass que nos au-
xilia a garantir a convergéncia uniforme de uma série de funcoes
comparando-a com uma série numérica:

Teorema 2.13. (Teste M de Weiestrass). Sejam @ C R™ um con-

Junto nao vazio e {fn ::2 uma sequéncia em C(§). Suponha que
. A . L. +oo

exista uma sequéncia numérica { My} =) tal que

+oo
[fa(2)| S M,, V2 €Q, VneN, > M, < +o. (2.9)

n=1

Entao, a série de funcoes E:ﬁ fn(x) converge uniformemente em
Q.
~ —+o00 .

Demonstra¢ao. Queremos mostrar que » '~ f,(x) converge unifor-
memente em §2, ou seja, que a sequéncia das somas parciais dessa
série converge uniformemente em ). Vamos iniciar essa prova mos-
trando que ZZ;‘; fn(x) converge pontualmente, para todo x € €.
Fixemos z € ). Como a série Z:g M, converge por hipotese, po-
demos afirmar que a sequéncia das somas parciais associada a essa
oo com t, = Sp_, My, a sequénci-
a de somas parciais da série numérica. Sabemos que uma sequéncia
convergente em R é, em particular, uma sequéncia de Cauchy. Assim,
dado € > 0, existe N > 0 tal que se l > n > N, entao,

série é convergente. Seja {t,}

g
[t; — th—1| < 3 < €.
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Notemos que

l n—1 l
Ogltl*tn_ﬂ: ZMkszp: ZMj <%.
k=1 p=1

j=n

Decorre disso que
!
€
0< M;| < =.

Por outro lado, utilizando a desigualdade triangular e a hipotese
0 < |fu(z)| < M, temos que

l
> fr(@)
k=n
Assim, podemos concluir que

l n—1 l
Yo fe@) =" H@)| =Y fulx)
k=1 p=1 k=n

Isso significa que se considerarmos a sequéncia das somas parciais
da série Zjli'i fn(x), teremos uma sequéncia de Cauchy. Como toda

<E
5

sequéncia de Cauchy é convergente, de acordo com o Teorema 2.11,
entdo a sequéncia das somas parciais da série, > ,_; fi(x), converge
pontualmente e, portanto, a série

+oo

converge pontualmente em 2. Precisamos agora mostrar que essa
série converge uniformemente. Denotemos por f(z) a soma da série,
ou seja,

+oo
f(:L') = Z fn(x)a z € Q.
n=1

Para cada z € €2, tomando o limite (que ja sabemos que existe pois
{M k}:g é uma sequéncia numérica e pela convergéncia pontual) na
desigualdade (2.10), quando | — +00, obtemos

400 +o00

S A <M< S V>N,
= 2

k=n
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Mas entdo, para quaisquer que sejam = € 2 e n > N, usando a
dltima desigualdade, tem-se que

+o0
> filx)

k=n-+1

+o0 e
< Z My < 5 <g,
k=n+1

’f(x) S5
k=1

0 que prova que a convergéncia ¢, de fato, uniforme (uma vez que a
escolha de N independe de ). |

Teorema 2.14. (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue)
Seja { fn} 2 wma sequéncia em C([a,b]). Suponha que {fn}>5 con-
virja uniformemente em [a,b] para a fungao f € C([a,b]). Entao,
qualquer que seja g : [a,b] — R seccionalmente continua,

b b
tm [ fu(@)g@)do= [ f@)g(a) dr.
n——+oo a a

Demonstra¢do. Como g é uma fungao seccionalmente continua, en-
tao, g é limitada. Logo, existe M > 0 tal que

lg(x)| < M,V x € [a,b].

Além disso, como a multiplicagdo de uma fungéo continua f(z) por
uma fun¢do seccionalmente continua g(x) resulta em uma fungao
seccionalmente continua f(z) - g(z) e toda funcdo seccionalmente
continua é integravel, entao, as integrais

[ gy e [ o a

“+oo

existem como nameros. Por hipotese, a sequéncia de funcoes { f,, }, ~;

converge uniformemente. Assim, por defini¢do, dado € > 0, escolha-
mos N € N tal que

velatl nz N = 1f@) = @)l < 35—

“+oo

Precisamos mostrar que a sequéncia de fungoes {t,}, ~,

cujo termo

geral é t,, = f: fn(z)g(x) dx, converge para L = f: f(z)g(x) dx. Se
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=
3
|
=
I

[ @@ i [ @ e

b
_ / [fal(@)g(z) — f(2)g(x)] do

</ |fn(@) = f(@)] - [g(x)| dx
b 3
< /aM(b—a) M dx
€ b
(b_a) a da

= E&.

Logo, |t, — L| < e, se n > N. Assim, a sequéncia {tn}zz converge
para o nimero L = f; f(x)g(x) dz. Portanto,

i [ 1@ e = [ 1@ e

n—-+o0o

Teorema 2.15. Seja {fn}:g uma sequéncia em C*([a,b]). Suponha
que a série Z:g fn(xo) convirja em algum ponto xy € [a,b] e que
a série das derivadas :2 I (x) convirja uniformemente em [a,b]
a uma fungio g € C([a,b]). Entio, a série 1> fn(x) converge
uniformemente em [a,b] a uma funcio f € Ct([a,b]) e f' = g.

Demonstragio. Por hipotese, zz fl(x) converge uniformemente
para a fungao g(z). Iniciaremos essa prova mostrando que existe f ()
tal que f’(z) = g(z). Consideremos a sequéncia das somas parciais
{ta}2%, na qual t,(z) = Sp_, fi(x). Utilizando o Teorema 2.14,
temos que se h(t) for uma funcdo seccionalmente continua,

/wg(t)h(t) dt= lim [ ta(0)h(t) dt, ¥z € [a,b]

o n——+o0o z0
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Tomemos h(t) = 1. Consequentemente,

/ gty dt = Tim [ (1) dt.

n—-+oo
0 + o

Como t,(z) = > p_; f1.(z), temos que

[awa = [ g

0 To k=1
n T
— 3 !
Sy W CL
k=1"%0

= Gl 2 (o) -l D fuleo).

Notemos que

n T +oo
Jim S = [ g@d+ Y fue). 211
k=1 o n=1

Logo, a série Z;L;’i fr(x) é convergente, para todo = € [a, b], uma vez
que a integral é definida e a série em g é convergente por hipotese.
Definamos

=l Z Jilw

Como um caso particular, com = = x,

400
Z Jr(zo) = hm Z fr(zo) xo).
k=1

Devido a (2.11),

[ o0 e+ pag) = 7o), (2.12)

0

E interessante notarmos que o lado esquerdo dessa igualdade é de-
rivavel, pois, g é continua e f(xg) é constante. Consequentemente,
a fungao f(z) é derivavel. Devemos mostrar que f' = g e que f é
de classe C'. Derivemos o lado esquerdo da igualdade e utilizemos
o segundo teorema fundamental do céalculo:

([ swars @) = o) (2.13)

o
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Assim, de (2.12) e (2.13), concluimos que f' = g. Como f' =g e
g € continua por hipotese, entdo, f’ é continua. A derivacao da f
implica em sua continuidade. Decorre, portanto, que f € C([a,b]).
Nos resta provar que a série Z 2 fn(z) converge uniformemente

em [a,b] a f(z).

Com efeito, sabemos que :3 i.(x) converge uniformemente pa-
ra g(t). Assim, por defini¢do, dado € > 0, escolhamos N; € IN, tal

que

Vtela,b,¥n> Ny, (2.14)

n
€
=D fi)] < 57—,
= 2(b—a)
na qual >_}'_; f.(t) é a sequéncia das somas parciais da conhecida sé-

rie 0% f/ (). Além disso, como 32125 f,,(20) converge para f(zo):
dado € > 0, escolhamos Ny € N, tal que

‘f(xo) - Xn:fk(ﬂﬁo) <
k=1

naqual Y, _; fx(xo) é asequéncia das somas parciais de Z:ﬁ‘i fn(xo).
Se xz € [a,b], n > max {N7, N2}, devemos mostrar que

, V> Ny, (2.15)

€
2

’f(x) - ka(x) <e€
k=1

Com efeito, devido a (2.14) e (2.15), para = € [a,b], temos que, se
n > max {Ny, Na},

= fulx)
k=1

- /wj (t) dt + f(
| o :

n n n

0) Z xo)+2fk($0)—2fk(ﬂ7)

= > (frlx) = frlzo)) + f(z0) Z

=1 k=1
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< | [ 90 dt = 30w — o)) | + |7 w0) = 3 Sieo)
To k=1 k=1
< |[ o0 a = 30w - futwo))| + 5
*o k=1
= / g(t dt—z %
Zo k=1 TU
_ /g £) dt — xo};f,;(t)dt +§
- \[ lg(t)—Zfé(t) dt | + 5
k=1
max{z,zo} n
- [ [ 0= A | dr |+ 5
in{z,zo} —1
max{x,zo } n e
< t) — ()] dt + =
/min{:c,:co} g ) k;lfk( ) 2

b
g 9
[t
a

Portanto, a série Z:ﬁ fn(x) converge uniformemente para f(z) em
[a, b]. [

Sera relevante para o desenvolvimento do trabalho definir-
mos Equacgoes Diferenciais Ordinarias, ou simplesmente EDOs, e
abordarmos as EDOs de segunda ordem homogéneas.

2.5 EQUACOES DIFERENCIAIS ORDINARIAS

Defini¢ao 2.27. Uma equacao diferencial ordindria (EDQO) é uma e-
quagao que envolve uma varidvel independente x e as derivadas ordi-
narias de uma fungao (variavel dependente) y. Podemos representar
de uma maneira geral uma EDO de ordem n como

dy d™y
F . ..., — =0
<x7y7 dx’ 7dx,n)

Aqui, y = y(x) caracteriza uma solugéo para a referida EDO.
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Um caso particular caracteriza a EDO linear:

Definicao 2.28. Uma equagao diferencial ordinaria linear, ou EDO
linear, de ordem n, é uma equacao da forma

dn dnfly

Pae) T2 Poa(a) Gl 4 o)+ o)y = ),

em que Py, Pi,...,P, e G sao fungoes reais e continuas em um
intervalo (a, 8). Ademais, exige-se que P,(z) #0,V = € (o, 8).

As equagoes diferenciais ordinarias sao extremamente uteis
em diversas areas do conhecimento, como na Fisica, Biologia, Eco-
nomia, entre outras. No ambito da Matemética, as EDOs sao lar-
gamente utilizadas, por exemplo, na compreensao de problemas de
Topologia, Geometria Diferencial e Calculo Variacional.

Na proxima secao, detalharemos as EDOs lineares de segun-
da ordem, pois, elas serao de extrema importancia para o desenvol-
vimento do trabalho.

2.5.1 EDOs Lineares de Segunda Ordem

As EDOs de segunda ordem serdo uteis na busca de solugoes
para a classica Equagao do Calor.

Definigao 2.29. Uma Equacao Diferencial Ordinaria Linear de Se-
gunda Ordem é uma equacao da forma
d?y

Po(e) Y 4 (@)% Pofa)y = G), (2.16)

em que Py, P, P, e G sao fungdes continuas, com Pa(r) # 0 no
intervalo em que x esta definido.

Definigao 2.30. Se G(x) # 0, para algum z, a equagao (2.16) sera
dita EDO nao homogénea. Se G(z) = 0, para todo z, a equagao
(2.16) sera dita homogénea. De tal modo,

d?y dy

T2 Y+ Pi(a )d—+P0( z)y =0 (2.17)

caracteriza uma EDO linear de segunda ordem homogénea.

Py(r)——
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Ha uma vasta literatura sobre as EDOs lineares de segunda
ordem homogéneas. Os resultados a seguir sdo encontrados demons-
trados em [8]. Outras referéncias auxiliares sao [3] e [7].

Teorema 2.16. Se y; e yo forem ambas solugdes da equagio (2.17) e
c1,c € R, entdo, a fungdo

y(@) = c1ya(x) + coyz(w)
também é uma solugao de (2.17).

Definigao 2.31. Suponha que y; e ys sejam duas fungoes. Dizemos
que o conjunto {y1,y2} € linearmente independente se:

ciyi(x) + cya(z) =0,
para todo x no dominio, se e somente se, ¢; = ¢p = 0.

Definicao 2.32. Seja {y1, y2} um conjunto linearmente independente,
de tal modo que y; e ys sejam solugoes para a EDO linear homogénea
(2.17). Denominamos {y1,y2} um conjunto fundamental de solugoes
para a equagao (2.17).

Teorema 2.17. Sejam Py, P1 e Py fungdes continuas em um intervalo
aberto I, em que Py(x) # 0, ¥V x € I. Entao, existe um conjunto
fundamental de solugoes para a EDO linear homogénea (2.17).

Teorema 2.18. Sejam y1 e y2 um par de solugoes linearmente inde-
pendentes da equagdo (2.17) em um intervalo I. Admita o desigual-
dade Py(x) £ 0, ¥V x € 1. Se y(x) for uma solu¢ao para a equagio
(2.17), entao, existern constantes reais ¢1 e ca, tais que

y(x) = cryr(x) + coya(x). (2.18)

A expressdo (2.18), denominamos solu¢ao geral da EDO linear ho-
mogénea (2.17).

De maneira geral, pode ser complicado encontrar um con-
junto fundamental de solugoes para a EDO linear homogénea de
segunda ordem (2.17). Entretanto, hd um método interessante que
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pode ser aplicado no caso em que os coeficientes Py(z), P1(z) e Py(z)
forem constantes.

Sejam a, b e ¢ nimeros reais, tais que a # 0. Considere-
mos a EDO linear de segunda ordem homogénea com coeficientes
constantes

ay” + by’ +cy=0. (2.19)

Procuramos uma fungao y tal que (2.19) seja satisfeita. Con-
sideremos y(z) = ¢™*, com m € R. Trataremos y(x) como uma so-
lugao para (2.19). Substituindo as derivadas de primeira e segunda
ordem de y(x) e a propria fungao y(r) = €™* em (2.19), temos

am?e™® + bme™ + ce™* =

e (am?® +bm +c) =

Como e™* # 0, y(x) = ™ & solugado de (2.19) se m for raiz da
equagao
am? +bm +c = 0.

Definigao 2.33. Se ay” + by’ +cy = 0 for uma EDO linear de segunda
ordem homogénea, entao,

am?® 4+ bm+c=0 (2.20)

serd chamada de equacao caracteristica ou auxiliar da EDO.

Queremos encontrar a solucao da EDO homogénea
1 /
ay’ +by +cy=0.

Definamos A = b? — 4ac. Haveré trés casos a estudar a depender do
comportamento das raizes da equagao caracteristica (2.20):

(i) Se A > 0, entédo, a equagdo caracteristica admite duas solugdes
reais e distintas: mq, ms. Logo, a solucao geral da EDO (2.19)
sera

y(x) = c1€™T 4 coe™? . (2.21)
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(i)

(iii)

Se A = 0, entdo, a equagdo caracteristica tem uma tnica raiz

real. Logo, a raiz dessa equacao sera m = — 2= e a solucao geral

2a
da EDO (2.19) sera
y(x) = c1e™* + coxe™”. (2.22)

Podemos justificar essa afirmagcao verificando que y; (z) = e™*
e yo(x) = we
a equagao (2.19).

™ 580 solucoes linearmente independentes para

Se A < 0, a equagao caracteristica admite duas raizes imagi-
narias, isto é, m; = a + i e my = a — i3, em que o, € R
e f # 0. Em principio, cogitamos que a solugao geral da EDO
(2.19) seja

y(r) = C1e™7" 4 Che™?*
= (el 4 Oyeloib)z, (2.23)

Entretanto, a estrutura pode nao ser adequada, pois, nao sabe-
mos se (2.23) caracteriza uma funcao real. Utilizando a formula
de Euler

e = cos() +isen(8),
temos
elotiB)e — o (cos (Br) + isen (Bz)) (2.24)
e
(@) — o7 (05 (B) — isen (Bz)). (2.25)

Substituindo (2.24) e (2.25) em (2.23),
y(z) = e**[(C1 + Cy) cos (Bx) + i(Cr — Co)sen(fSx)].

Definindo ¢; = Cy + Cs e c2 = i(C1 — C2), a solugao geral da
EDO homogénea (2.19) sera

y(x) = e**(cy cos(fx) + cosen(fx)). (2.26)



3 PROBLEMA DA EQUACAO DO CALOR NA BAR-
RA FINITA

No contexto de Equagbes Diferenciais, temos as Equagoes
Diferenciais Ordinarias (EDOs), definidas no Capitulo 2, e as Equa-
¢oes Diferenciais Parciais (EDPs), que serao definidas ao longo deste
capitulo. Abordaremos a EDP do Calor e apresentaremos o Proble-
ma da Equagao do Calor na barra finita.

Iniciaremos este capitulo analisando a definicdo de EDPs,
bem como conhecendo algumas EDPs classicas. Entao, apresentare-
mos uma motivacao para o estudo da Equacao do Calor. Apoés, utili-
zaremos o método da separacao de variaveis para encontrar solucoes
para a EDP do Calor em uma dimensdo. A partir disso, seremos
levados naturalmente as Séries de Fourier, que serao abordadas no
Capitulo 4.

3.1 EQUACOES DIFERENCIAIS PARCIAIS

Defini¢ao 3.1. Uma equagao diferencial parcial (EDP) é uma equa-

¢ao que envolve duas ou mais varidveis independentes zi,...,T,
e as derivadas parciais de uma funcdo (variavel dependente) u =
u(zy,...,2,). Podemos representar de uma maneira geral uma EDP
de ordem k em n variaveis independentes z1, ..., x, como
ou ou 0%u 0%u oFu
F 1'1,...7l'n,u78—,...,a—,F,...,a p) ,...78k =0
1 Ty Oxi 10Xy, xk
em que ¢ = (21,...,Z,) €  no qual Q é um subconjunto do espago

euclidiano R™, F' é uma fungdo dada e u = wu(z) é a fungdo que
estamos preocupados em determinar.

Temos algumas EDPs de segunda ordem que foram histori-
camente estudadas na matematica, como por exemplo a Fquac¢ao da
Onda:

2
Ut = C Ugg,



50 Capitulo 3. Problema da equacdo do calor na barra finita

em que c é uma constante, a Fquacao de Laplace em duas dimensoes
Uga + Uyy = 0,
ou em trés dimensoes
Ugq + Uyyy + Uy = 07

e a Fquagdo do Calor:
2
Ut = O Uy,

em que « é uma constante.

Consideremos, por exemplo, a Equagao do Calor com o = 1,
ou seja, u;y = uUg,. Claramente, se k € R, u = k é uma solugao
para a EDP. Além disso, u(r,t) = e também é uma solugao
facilmente identificada. Como podemos perceber, a EDP do calor
com « = 1 admite uma infinidade de solugoes. Em geral, quando
nao sao impostas condi¢oes sobre o valor da solu¢ao, ou de suas
derivadas, uma EDP podera admitir uma infinidade de solugoes de
natureza bastante heterogénea.

Estaremos preocupados em trabalhar especificamente com
a Equacao do Calor considerando o Problema Classico da Equacao
do Calor em uma barra finita:

g = gy, (z,t) € (0,1) x (0, +00)
u(z,0) = f(x),z € [0,] (3.1)
u(0,t) = u(l,t) =0, t > 0.

Considerando que f seja uma fungao a valores reais, bus-
caremos identificar as situagdes em que o problema (3.1) admitira
uma tnica soluc¢do. No contexto das EDPs, (3.1) é conhecido como
um problema de valor inicial e de contorno. Dissertaremos sobre
essa nomenclatura na se¢do a seguir, na qual apresentaremos uma
motivagao para o estudo da equacgao do calor na barra finita.

3.2 MOTIVACAO PARA O ESTUDO DO PROBLEMA DA E-
QUACAO DO CALOR

Consideremos uma barra reta homogénea de comprimento
[ > 0 com largura e espessura despreziveis. Queremos analisar a



3.2. Motivag¢ao para o estudo do problema da equag¢ao do calor 51

condugao de calor nessa barra levando em consideragao algumas
condigoes:

(i) A conducéo de calor ocorre apenas nas extremidades;

(ii) Nao se perde calor ao longo da barra, logo tem-se um problema
com apenas uma variavel espacial;

(iii) A temperatura da barra, mesmo apos sofrer interferéncias, bus-
ca a estabilidade.

Observemos a ilustragdo da barra de comprimento [ abaixo,
colocada sobre o intervalo [0, 1] do eixo z:

A

=0

0 I

Figura 3.1 — Representacdo grifica de uma barra de comprimento .

Quando analisamos o aquecimento de uma barra, estudamos
sua temperatura em cada posi¢ao. No inicio do processo, no tempo
t = 0, cada ponto da barra admite uma temperatura em particu-
lar. Conforme o tempo passa, é possivel que, com o aquecimento, a
temperatura em cada ponto sofra alguma alteracao. Assim, a tem-
peratura de uma barra de comprimento [ pode ser dada por uma
funcao de duas varidveis u que depende de duas condi¢des simulta-
neas, o tempo (t) e a posi¢ao na barra (z). Logo, u(x,t) representa
a temperatura da barra em uma posicao x que pertence ao inter-
valo [0,{] em um determinado tempo ¢ € [0, +00) apods o inicio do
processo de aquecimento.
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A depender do material que compoOe a barra, existe uma
constante positiva a e espera-se que a fungao u fique sujeita & EDP

ou 5, 0%u

— = —,
ot Ox?

para todo (z,t) € (0,1) x (0,4+00). E importante mencionar que « é

a constante de difusividade térmica relativa ao material da barra.

Conforme ja comentado, espera-se que a barra tenha, em
cada ponto, uma temperatura no inicio do processo de aquecimento.
Sendo assim, para t = 0 fixado, entende-se que a temperatura de-
pende da posicao = € [0,1], ou seja, existe uma funcdo f de forma
que

u(z,0) = f(x), z €0,1].

Tal identidade é chamada de condigao inicial, e sua nomenclatura é
auto-explicativa.

Além disso, consideraremos também que, durante o processo
de aquecimento, as extremidades da barra de comprimento [ serao
mantidas a uma temperatura fixa nula, assim, é conhecida a condicdo
de contorno do problema da equacao do calor, dada por

u(0,t) =u(l,t) =0,t > 0.

Considerando que o dominio de u ¢é [0,[] x [0, 4+00), é imposta por-
tanto, uma condigdo sobre a fronteira espacial dessa regido.

A modelagem do Problema da Equacao do Calor sobre uma
barra finita é feita por meio de um Problema de Valor Inicial e de
Contorno (PVIC) no qual sdo impostas condi¢oes sobre as solugoes

de uma EDP. Este problema, conforme ja indicado em (3.1), pode
ser representado matematicamente da seguinte forma:

U = CYQ’U@I, (.’E,t) € (Ovl) X (07_'_00)7
u(0,t) = u(l,t) = 0,t > 0,
u($70) = f(ll?),ib' € [Ovl]

E importante salientar que, para existir solucdo para o pro-
blema (3.1), a funcdo f precisa satisfazer a condi¢do que foi inici-
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almente imposta, isto é, f(z) = u(z,0), para todo = € [0,I]. Lo-
go, f(0) = u(0,0) = 0, pela condigdo de contorno. Analogamente,
f() = u(l,0) = 0. Portanto, f deve satisfazer f(0) =0 = f(l), ou
seja, a temperatura no inicio, no ponto x = 0, é igual & tempera-
tura no ponto z = I. Tem-se que f(0) = 0 = f(l) caracteriza uma
condi¢ao de compatibilidade a ser imposta a funcao f.

No instante inicial, a temperatura sobre a barra altera-se
continuamente conforme a posi¢do observada. De tal forma, ao tra-
tarmos do problema (3.1), devemos considerar que f seja continua
e definida de [0,!] a valores reais. Mencionaremos, simplesmente,

1€ C(o,1]).

E esperado que a funcio solucao u seja continua sobre o seu
dominio. Além disso, como a soluc¢ao u deve satisfazer uma EDP de
segunda ordem, fisicamente, é natural que busquemos identificar u €
C?((0,1) x (0,4+00)) N C([0,1] % [0,400)). Objetivamos mostrar, ao
longo do trabalho, que dada uma fungao f € C([0,1]), satisfazendo
a condigao de compatibilidade f(0) = 0 = f(I), existe uma tnica
funcao suficientemente regular u que soluciona o Problema de Valor
Inicial e de Contorno (ou simplesmente PVIC) (3.1).

Como informacao historica, o problema (3.1) teve sua solu-
¢ao apresentada pelo matematico e fisico Joseph Fourier no século
XIX, a partir da aplicacao do método da separacao de variaveis, que
estudaremos & frente.

O matematico e fisico francés Jean-
Baptiste Joseph Fourier (Auxerre, 21
de marco de 1768 — Paris, 16 de mai-
o de 1830) foi um dos primeiros a in-
vestigar a Equagao do Calor, e propds,
entao, a decomposicao de funcoes pe-
riédicas em séries trigonométricas co-
mo uma forma de aproximar fungoes
(STEWART, 2017).
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Estaremos interessados em estudar a solugao v do problema
(3.1). Segundo Fourier, u é aproximada por uma série trigonomé-
trica, que é chamada de série de Fourier, essa que definiremos no
Capitulo 4. Antes disso, na proxima secdo, estudaremos o Principio
da Superposi¢ao de Solugoes.

3.3 PRINCIPIO DA SUPERPOSICAO

Consideremos a equacao do calor com o = 1, U = Ugy.
Suponhamos que u; e ug sejam solugoes desta EDP e que k1, ks € R.
Definamos w = kyuq + kous. Afirmamos que wy = w,,. De fato,

0 0
wr = % = 81: (k1u1 + kQUQ)
0
= (%kwl + 8tk2u2

= ki(ur)e + ka(u2)e

= kl(ul)zz + k2(u2)zz
32

= w(/ﬁm + kouz)
9?(w)

= :wxm‘-

A equagdo u; = ug, satisfaz, portanto, a condicdo de ser
uma EDP linear. Nao nos aprofundaremos no estudo dessa classe
de equagoes diferenciais, porém é importante ressaltarmos que essa
permite a aplicagdo do Principio da Superposi¢do. A seguir, vere-
mos como o Principio da Superposicao podera ser util no estudo do
problema (3.1).

Seja  um subconjunto aberto de R™ e suponhamos que as
funcoes a;j, bj e ¢, 1 < i,j < n sejam continuas em ) e assumam
valores reais. Podemos entao definir

L: C*Q) — Q)
u — Lu,

em que

L= Z“”a .01 Z Ja
p

3,j=1
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A cada fungao u € C?(Q), corresponde uma tnica fungio
Lu € C(Q), e dessa forma entendemos que L é um operador dife-
rencial parcial linear de sequnda ordem definido sobre um subespaco
vetorial de fungées de C'(2). O operador L esta associado ao Prin-
cipio da Superposicao.

Proposigao 3.1. (Principio da Superposicdo.) Seja L um operador
diferencial parcial linear de sequnda ordem definido em um espaco
vetorial de fungoes C%()) cujos coeficientes estejam definidos em um
aberto @ C R™. Suponha que {um}:fnoj1 seja um conjunto de fungoes
da classe C?(Q) satisfazendo a EDP linear homogénea Lu = 0 e que
{am};ozol seja uma sequéncia de escalares tal que a série

+oo
u(z) = Z QU ()

seja uniformemente convergente e 2 vezes diferencidvel termo a ter-
mo em . Entao, u satisfaz a EDP homogénea Lu = 0.

Demonstracdo. A demonstragdo dessa proposicdo pode ser encon-
trada na pagina 10 de [4]. [ |

Consideremos o problema classico da Condugao do Calor
em uma barra finita como proposto em (3.1). Neste caso, temos que
n=2,0=(0,1)x (0,+00) e
_ou ,0%

Lu=2" .
Y ot a@%

Portanto, para a equagao do calor, é possivel aplicar o Princi-
pio da Superposi¢ao. Em outras palavras, se {um};oj1 c C?((0,1) x
(0,400)) for uma sequéncia de solugoes para a equagio

U = Uy (3.2)

(o] A . s
e se {am}:rnzl for uma sequéncia de escalares tal que a série

+oo
U(l’,t) = Z Oémum,<xvt)7
m=1
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na qual (z,t) € (0,1) x (0,400), seja uniformemente convergente
e 2 vezes diferenciavel termo a termo em (0,1) x (0,+00), entao,
segundo a tese da Proposicéo 3.1, u satisfaz a EDP do calor (3.2)
para (z,t) € (0,1) x (0, +00).

Na verdade, se considerarmos apenas o problema de valores
de contorno associado ao PVIC (3.1), o resultado acima pode ser
melhorado. Assim, se {u,,} %% < C?((0,1) x (0,+00)) N C([0,1] x
[0,4+00)) for uma sequéncia de solugdes para o problema de valores
de contorno

{Ut = 012ua:z7 (xvt) € (07 l) X (0’ +OO) (33)

u(0,t) =u(l,t) =0,t >0

oo A . P
e se {am}:;:l for uma sequéncia de escalares tal que a série

+oo
u(z,t) = Z QU (2, 1),
m=1

na qual (z,t) € [0,1] x [0,400), seja uniformemente convergente e
2 vezes diferenciavel termo a termo em (0,1) x (0,400), entéo, u
também satisfaz o problema de contorno (3.3).

O que acabamos de apresentar motiva a identificacao de
uma sequéncia {u,, }F°°, € C2((0,1) x (0, +00))NC([0,1] x [0, +-00))
de solugdes para o problema de contorno (3.3). Se quisermos que a

funcao
+oo
u(z,t) = Z QU (2, 1)
m=1
seja uma solu¢do do PVIC (3.1), sera preciso que seja satisfeita a

condigao inicial, isto é, u(z,0) = f(z), para todo z € [0,1]. De tal
modo, serd preciso que

“+oo
f(z) = Z Qi (2, 0).
m=1

Na proxima sec¢ao, visaremos aplicar o método da separagao
de variaveis com a intencao de identificar uma sequéncia de funcoes
{um} 5% € C2((0,1) x (0, 4+00)) N C([0,1] x [0, +00)), solugdes para
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o problema de contorno (3.3). Ademais, espera-se que dada uma

funcao f € C([0,!]) com f(0) = 0 = f(l), exista uma sequéncia de
“+oo

m—1, de tal modo que

escalares {a, }

+oo
f(z) = Z QU (,0),
m=1

para todo x € [0,1]. A expectativa é que

+oo
u(zx,t) = Z QU (T, 1)
m=1
se torne a solugao para o PVIC (3.1).

3.4 METODO DA SEPARACAO DE VARIAVEIS

Estamos interessados em resolver o Problema (3.3) utilizan-
do o método da separagao de varidveis, que consiste em supor que
a solucao da EDP seja dada por um produto entre duas funcoes de
uma variavel com varidveis diferentes, fazendo com que, por meio de
ferramentas de EDOs, caracterizemos essas func¢oes. Nesse proces-
so, deverao ser consideradas condigoes de fronteira impostas & EDP.
Para isso, procuramos solucoes da forma

u(z,t) = ¢(x) - (1), (3-4)

em que @ e P sao fungoes suaves a se deduzir. Seja a Equacao do
Calor:

U = Uy (3.5)

Precisamos determinar u; e u,, levando em consideragao a separacao
de variaveis dada em (3.4):

ou

i@ t) = ey’ (36)

Ut =

Uy = a—mu(x,t) = " (2)Y(t). (3.7)
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Substituindo (3.6) e (3.7) em (3.5), temos

p(2)y(t) = a®@" (x)(t). (3-8)

Dividindo ambos os lados da igualdade (3.8) por a?¢(z)v(t) nos
pontos em que ¢ e ¥ nao se anulam, separamos ¢ e Y em lados
opostos da igualdade:

Q') _ 1) 59)

e(x) o P(t)

A expressao do lado esquerdo da equagao (3.9) depende a-
penas de x, e a expressao do lado direito, apenas de t. Isso significa
que (3.9) pode ser identificada com uma constante. De fato, conside-
remos duas fung¢oes bem definidas f(m) e g(n) tais que f(m) = g(n)
para todo (m,n) € R2 Ao fixarmos m, g(n) ndo varia. Por outro
lado, ao fixarmos n, f(m) nao varia. Isto nos leva a constatar que
existe uma constante p € R tal que, f(m) = g(n) = p para to-
do (m,n) € R2. Por uma questdo de conveniéncia, assumamos que
exista uma constante \, de tal forma que

p'(x) 1 ¢(1)

o) —argn - (3.10)
Assim, de (3.10), teremos duas EDOs
—¢"(x) = Ap(z)
3.11
{W(t) = —a®Ay(t). 240

Procuramos solugdes u € C?((0,1) x (0,+00)) N C([0,1] x
[0, +00)), logo, queremos ¢ € C2((0,1))NC([0,1]) e tp € C?((0, +00))N
C([0,+00)).

Ademais, ja sabemos que a fun¢ao nula soluciona a equagao
(3.2). Nosso enfoque esta em identificar solugdes nao triviais para

a equagao do calor. Sendo assim, o caso de solugao nula nao sera
aceito em nossa busca.

Devemos impor a condigdo de contorno w(0,t) = u(l,t)

0, t > 0, na substituicdo (3.4). Considerando, inicialmente, u(0, t)
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0 com t > 0, temos
0 =u(0,2) = 0(0)3(t)
e assim, se ¥(t) = 0, teremos uma solugao trivial para a EDP. Logo,
©(0) = 0. (3.12)
Fazendo u(l,t) =0 com t > 0,

0 =wu(l,t) = e(l)y(t)

e assim, se ¥ (t) = 0 teremos uma solugao trivial para a EDP, por-
tanto,

o(1) =0. (3.13)

Como nao estamos interessados em solugoes identicamente nulas,
partindo de (3.11), temos que, para = € (0,1), ¢ é solugdo do pro-
blema que envolve EDO de segunda ordem

{cp”(fv) + Ap(z) =0,
¢(0) = (1) = 0.

Partindo novamente de (3.11), para t € (0,+00), ¢ é uma solugao

da EDO

(3.14)

V(1) + a2 M(t) = 0. (3.15)

Um valor de A para o qual (3.14) tem solucdo néo trivial (isto &,
diferente de zero) é denominado autovalor do Problema (3.14). As
solugoes nao triviais que estao relacionadas a esses autovalores sao
chamadas de autofungoes correspondentes ao autovalor A. Uma vez
que procuramos solugoes reais nao triviais e —\ é igual a ambos os
lados da equagao (3.10), entdo apenas nos interessam os casos nos
quais A € R. Enunciaremos a seguir uma proposi¢ao que garante
que os autovalores do Problema (3.14) sdo sempre reais e positivos.

Proposigao 3.2. O problema (3.14) tem os autovalores sempre reais
e positivos.



60 Capitulo 3. Problema da equacdo do calor na barra finita

Denotaremos por C&((a,b)) o espago vetorial das fungdes
f:(a,b) = C que sao duas vezes diferenciaveis.

Demonstra¢ao. Admitamos que a EDO
O"(x) + Ap(z) =0 (3.16)

tenha solu¢des complexas e retomemos a definicao de Produto Inter-
no feita em (2.1). Consideremos A € C um autovalor e ¢ uma auto-
funcdo associada a esse autovalor tal que ¢ € CZ((0,1)) N C¢([0,1]).
Provaremos algumas propriedades que nos permitirao integrar as
fungoes ¢” e ¢’ sobre o intervalo [0, [].

Podemos reescrever (3.16) como

() = =Ap() (3.17)

para todo x € (0,1). Percebemos que, devido a igualdade (3.17) e ao
fato de ¢ ser continua (por ser uma funcdo que satisfaz o Problema
(3.14)) no ponto x = 0, existem os limites

li "(x) = =X i = —Ap(0) =0.

Jlim ¢"(2) lim o(z) ©(0)
Observemos que ¢"(z) nao esta definida para x = [, entretanto,

como ¢(x) estd, podemos determinar lim ¢ (z):
1~

lim ¢"(z) ==X lim ¢(z) = —Ap(l) = 0.

T—1— T—1—

Ademais, devemos garantir que também existem os limites

lim ¢'(a) e lim ¢'(b).

a%0+(’0( ) b—>l*cp( )

De fato, como ¢ é continua no intervalo fechado, entao podemos
aplicar a integral em ambos os lados da igualdade, entretanto, de-
vemos atentar para o fato de que ¢”(x) nao é definida em z = 0 e
nem em x = [.

Fixando x € (0,1):

—/\/ o(y)dy = lim ¢"(y)dy = lim_(¢'(v))|,
0 a—0t

a—0t Jq

= lim [¢/(@) — ¢'(a)) = ¢/(2) — lim ¢(a).
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Assim,

—/\/ p(y) dy = ¢'(x) — lim ¢'(a),
0 a—0t
isto é,

hmgo (a) = / y) dy + ' (z).

De maneira analoga, fixando z € (0,1),

l b
*A/ oy)dy = lim w”(y)dbelgg @

b—1—

= Jim () = ¢'(@)] = fim ¢'0) — ¢'(a).

Assim,

l
—A/ ply) dy = lim ©'(b) = &' ().

Logo,

1 b - A
tim /) = /) [ ety

Portanto, existem os limites

lim ¢'(a) e hm o' (b). (3.18)

a—0t —l—

Essas propriedades nos permitem integrar as funcgoes ¢’ e ¢’ sobre
o intervalo [0, {]. Utilizando a EDP do calor, integrac¢ao por partes e
considerando que ¢”(x) = A\p(x) sobre (0,1), temos que:

Me,o) = (Ap,0) = (=¢", )

l
— / ' (2) (@) da
0

b
= — lim /cp”(x)ap(m) dx. (3.19)

a—0t b—l—

Daremos prosseguimento com o auxilio da integral indefinida

[ ¢ @@ de = p@e @) - [ @@ dr (3:20)
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Substituindo (3.20) em (3.19), temos

Npg) = = lim [(so )¢ (@)

a—0t b—l—

b b -
- [ e@v@ dx]

. - l
R L )w’(b)—w(a)w’(a)]Jr/O ' ()] dz

a—0t b—l—
= / |/ ()| da
= ¢y >0,

pois, como ¢ # 0 e ¢ nao é constante, entao ¢’ # 0, e, devido a
continuidade da fungao ¢’ em (0,1),

l l
0< / ' (@)|? da = / ¢ @)l ()] dz = (&', ').

Assim, A{p,p) > 0. Como {(p,¢) > 0, s6 nos resta concluir que
A > 0, como queriamos demonstrar. |

A seguir, provaremos um resultado relevante para os célculos
que serao realizados na sequéncia.

Proposigao 3.3. Sejam p1 e po autofungdes de (3.14) corresponden-
tes a autovalores distintos digamos A1 e Ao tal que A1, A2 € R. Entao
Y1 € Y2 serao autofuncoes ortogonais em rela¢do ao produto interno,

isto é; <(1015Q02> =0.
Demonstra¢do. Sabemos que os limites

lim ¢'(a) e hIn ©'(b) (3.21)

a—0t — 1~

existem. Entdo, podemos calcular produtos internos entre as fungoes
©" e ¢’ sobre o intervalo [0, []. Notemos que

l
A1<<p1,<p2>=<A1<p1,s02>=<*<ﬂ’1’,<p2>=*/0 @Y (x)pa(x). (3.22)

Além disso,

[ l l
- / () pa() = / (@) Ph@) = — / o1(2)P@).  (3.23)
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Entao,

l
— [ 1)@ = ter, —h) = (o1 dawa) = Nalor, ). (320
Decorre de (3.22), (3.23) e (3.24) que

A1{p1, 02) = Xa{p1, p2).

Dali,
(/\1 - >\2)<<)017902> = 07

mas como A1 # Ag, como supomos, entdo A1 — Ay # 0 e portanto
<§017 <PQ> =0. u

Apos provarmos que A > 0 e também que se considerarmos
duas autofuncgoes de (3.14) correspondentes a autovalores distintos,
essas autofuncgoes serao ortogonais em relagao ao produto interno, es-
tamos interessados em retornar ao método da separagao de variaveis.
Devemos encontrar as fungoes ¢ e 1 que satisfazem (3.11).

Considerando o Problema (3.14), para = € (0,1), ¢ é solugao
do problema

O (z) + Ap(x) =0 (3.25)

em que (0) =0 = ¢(l) e A > 0, sabemos que a solu¢ao desse tipo
EDO ¢ dada por (2.26). O polinémio caracteristico de (3.25) é

m? +0m+ X =0. (3.26)

Reescrevendo (3.26),

m? = =\,
cujas raizes sao my = 0 + Vi e mg = 0 —V/Xi. Sabemos que m =
a=Bi. Assim, como a parte real de m é a = 0, consequentemente, ao
termo e®® vale e® = 1. J4, analisando a parte imaginaria, a constante
3 do argumento sen(fz) e cos(Bz) serd 8 = v/A. Logo, a solucao do
Problema (3.14) é

o(z) = acos(VAx) + bsen(VAzx) (3.27)
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com a,b € R. Impondo as condigdes de contorno ¢(0) =0 = ¢(I)
temos

0 = (0) = acos(VA0) + bsen(v/A0) = a cos(0) + bsen(0) = a,
ou seja, a =0 e
0= ¢(l) = acos(VAl) + bsen(VAl) = bsen(VAl),
isto é,
bsen(VAl) = 0.

Se b = 0, obtemos a solugao trivial. Logo, b # 0 e sen(v/Al) = 0.
Entao,

sen(VAl) = 0.

Como consequéncia, v Al = nw para algum n € Z, n # 0. Logo,

VAl =nr = (\/Xl)2 =

= N?’=n’n
n2m?

ZQ

(nm)?

= A=

com n € Z. Assim, A = \,, sao autovalores de (3.14) e
o(z) = pnp(x) =sen (?) (3.28)
sao as autofungoes associadas a esses autovalores.

Notemos que os valores negativos de n acabam nao forne-
cendo novas solugdes, uma vez que sen(f) é uma func¢do impar, isto
é, sen(—0) = —sen(#). Portanto, todas as autofungoes associadas a
An s2o miltiplos de .

Nos resta resolver a EDO (3.15), ¥/ (t) + a?M)(t) = 0. Uti-
lizaremos o método da separacao de varidveis:

Vo= -\
% = —a’Adt

/% = —a2)\/dt
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Injy| = —a?Xt+C
vl efaz)\H»C
[l = "M
2
Pt) = ke * N,
n?m?
em que k é uma constante. Como A\, = E com n € IN,

Yu(t) = ke @t

a’n?m?
= kexp (— B t) . (3.29)
Substituindo (3.28) e (3.29) em (3.4),
2,2 2
up(z,t) = sen (?) exp (_a 72 T t), (3.30)

em que x € [0,{] e t > 0. Com base no estudado, seria interessante
obtermos uma sequéncia de nimeros reais {bn}::g de tal forma que

+o00 2,22
nmtx a"n-m
n=1

com z € [0,1] et > 0, seja uma solugao para o PVIC (3.1). Sera
preciso, de inicio, que a fungao wu satisfaca a condicao inicial. Sendo
assim, {b,}.'> deve ser obtida de modo a garantir que

“+o00
nmw
fla) = ;bn sen <T) z € [0,1]. (3.32)
Provaremos a frente que se {b, +f° satisfizer (3.32), entao, a série

(3.31) converge uniformemente para u, essa que, por sua vez ¢ solugao
de (3.3). Na verdade, isso ¢ uma aplicagido natural do principio da
superposicao.

Vamos identificar o comportamento de b,, a seguir.

Podemos calcular formalmente o produto interno de f com
©n, (f,n). Notemos que

Z by, sen <n7r ) Z bnon(x (3.33)
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uma vez que @, (x) = sen (T) com n fixado. Assim,

<:§1 bmwm(w)>son> = :in b (P P

= bn<30m §0n>7

(fon)

pois, devido & ortogonalidade, (@, ¢n) = 0 se m # n. Em resumo,

<f790n> = @na@n>
= b, /sen mr:c dx:bniy
2
e, portanto,
(2 0n) = bus
7<pn - n2~

Aplicando a defini¢cdo de produto interno, estabelecemos que
bn, =7 / f(z sen ) dz. (3.34)

E importante notarmos que os coeficientes b,, € R sdo cal-
culados por meio de (3.34) e estao bem definidos pois estamos assu-

mindo que f € C([0,1]).

Ao longo deste capitulo, utilizamos o Principio da Super-
posicdo e o Método da Separagdo de Varidveis para caracterizar a
fungao u, que é solugao do Problema (3.1). Concluimos, entao, que
se a fungdo f puder ser escrita da forma

fz)= Z b, sen (11_7;90)’ x € [0,1], (3.35)

entao é possivel encontrar um candidato & solu¢do do problema (3.1).

Existe um outro problema da equagao do calor que tem suas
hipoteses alteradas. Nesse problema, a barra na qual estamos interes-
sados em analisar a temperatura possui suas extremidades isoladas.
Além disso, o fluxo de calor em cada uma de suas extremidades é pro-
porcional & temperatura na extremidade. Essas hipoteses adicionais
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geram uma mudanga na condi¢ao de contorno da EDP do Problema
(3.1), que agora passa a ser descrito, matematicamente, por

Ut = aPuge (z,t) € (0,1) x (0, +00),
(0, 8) + u(0,1) = 0 = up(l, £) + u(l, 1), ¢ > 0, (3.36)
u(z,0) = f(z),z €[0,1].

Fazendo ajustes no processo que foi detalhado acima, a referéncia
[4] garante que a fungéo f deste problema pode ser dada por

=4 Z Gy, COS ( ) + Z by sen ( ), (3.37)

em que ag, a, € b, sao constantes a se determinar.

Percebemos que (3.35) e (3.37) sdo maneiras muito pareci-
das de descrevermos uma func¢ao por meio de séries trigonométricas.
Na verdade, (3.35) é um caso particular de (3.37), porém com os
coeficientes ag e a,, zerados. Portanto, o método da separacao de
varidveis nos leva a definigdo das séries do tipo (3.37), as chama-
das Séries de Fourier, que serao nosso objeto de estudo no préximo
Capitulo 4.






4 SERIES DE FOURIER

No Capitulo 3, realizamos a analise do problema (3.1) e
utilizando o método da separacao de varidveis e o principio da su-
perposicao de solugoes, concluimos que f deve ser dada por uma

= :—zjbnsen <n7lr_1:>7 z € [0,1],

em que b, é um coeficiente real, para cada n € IN, a fim de que
tenhamos um candidato & solu¢do do PVIC (3.1).

série:

Reescrevendo a funcao f como

+ Z 1y, COS ( ) Z bpsen (mlm>7 (4.1)

em que ag = 0 e a,, = 0 sdo constantes, somos levados a uma soma
infinita que possui coeficientes ag, a, e b,. A série com a estrutura
do lado direito da igualdade (4.1) damos o nome de Série de Fourier.

Iniciaremos este Capitulo analisando a importancia histéri-
ca das séries de Fourier. Apos, definiremos as séries de Fourier real
e complexa assim como seus respectivos coeficientes de Fourier. Em
seguida, estaremos interessados em entender quais funcoes podem
ser aproximadas por uma série de Fourier, e nesse processo, realiza-
remos a identificagdo da série de Fourier de algumas fun¢oes. Poste-
riormente, abordaremos as condigoes para que a série de Fourier de
uma funcao convirja pontualmente ou uniformemente.

Essa segao esté baseada, principalmente, em 2], [4] e [6].

4.1 IMPORTANCIA DAS SERIES DE FOURIER

No século XVII, segundo Boyer e Merzback em [1], as fer-
ramentas do Calculo desenvolvidas pelo matematico Gottfried Wi-
lhelm Leibniz (1646 - 1716) e pelo fisico Isaac Newton (1643 - 1727)
foram de extrema relevancia na matematica. Segundo Guilheiro e
Flemming (2019), nessa época alguns mateméticos criticavam a te-
oria desenvolvida por esses cientistas, afirmando que essa desprovia
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de um rigor logico. Naquele tempo, a matemaética ainda era mui-
to associada a fisica, e assim, levou aproximadamente um século e
meio para que a teoria das fung¢des como conhecemos hoje, fosse
desenvolvida.

No século XVIII, a questao de representar uma fungdo como
uma série de senos e cossenos foi bastante explorada. O matemati-
co Jean Baptiste Joseph Fourier (1768-1830) introduziu, em 1807, o
conceito de série de Fourier de uma func¢ao perioédica, que consistia
na representacao de uma fung¢ao por uma combinagao “infinita” de se-
nos e cossenos. Desde entao, essa ferramenta matemética deslumbra
os pesquisadores nas areas de matematica, fisica, estatistica, enge-
nharia, entre outras. Escrever uma fun¢ao como uma combinacgao de
senos e cossenos nos permite descrever uma funcao eventualmente
complicada de uma maneira mais simples e eficaz para a visualizacao
e manipulacdo de um problema a ser solucionado. E extremamente
interessante a forma com a qual a historia das séries de Fourier nos
mostra como a resolugdo de um problema fisico (como por exemplo
o problema da equagio do Calor) revolucionou a matematica.

Objetivamos, ao longo das préximas secoes, explorar as séri-
es de Fourier, visando o entendimento acerca de quais fungoes podem
ser aproximadas por uma série de Fourier e sobre quais condigoes a
série de Fourier de uma funcao converge (e de qual forma converge).

4.2 SERIE DE FOURIER E COEFICIENTES DE FOURIER

Nesta secao definiremos a série de Fourier complexa e os
coeficientes de Fourier complexos de uma funcao integravel. Além
disso, em particular, também definiremos a série de Fourier real e
os coeficientes de Fourier reais.

As séries de Fourier sdo construidas levando em conside-
ragao as fungoes periddicas trigonométricas seno e cosseno. Como
consequéncia, faz sentido que a defini¢ao de série de Fourier deva ser
restrita a uma classe de fungoes com comportamento periodico.

Definigao 4.1. Seja f(z) = f(z + 20) uma fungao integravel sobre
o intervalo [—[,1] e n € IN. A série de Fourier real de f & a série
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trigonométrica:

U Z G, COS ( ) Z bpsen (mm) (4.2)

em que ag, a, € b, sao os Coeficientes Reais de Fourier da série
relacionada a funcao f a serem convenientemente estabelecidos.

Podemos denotar

f(z) ~ ——I—Zancos( ) —I—Zb sen( ) (4.3)

O simbolo ~ é utilizado uma vez que ndo podemos simplesmente
afirmar que a série de fungdes trigonométricas converge, de fato, pa-
ra f. Entretanto, se f for uma funcao 2l-peridédica e seccionalmente
continua (como definida em 2.17), conseguiremos obter uma conver-
géncia (pontual ou uniforme) da série trigonométrica, assunto esse
que ser4 tratado neste Capitulo 4, e com isso, podemos substituir o
simbolo ~ por um eventual sinal de igualdade.

Se
% + ::zjflancos (@) =+ ::Zj bpsen (@)

for a série de Fourier de f no ponto z pertencente ao dominio de f,
utilizaremos a notagao S[f](z) para descrevé-la, isto é,

S[fl(x +ZanCOb< ) Zb sen <n7ra7>

Suponhamos que a série de Fourier de f definida em (4.3)
convirja a f. Podemos encontrar uma féormula explicita para calcu-
larmos os coeficientes reais de Fourier utilizando a Proposicao 2.1.

Integrando todos os termos da igualdade f(x) = S[f](z) em
relagdo a z no intervalo [—[,!] e utilizando a paridade das fungoes
SENno e cosseno, encontramos

l
o= % [ fa)d. (4.4)
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Utilizando a Proposigao 2.1, multiplicando a igualdade f(z) = S[f](x)
por cos (ml””), integrando todos os termos dessa igualdade em rela-
¢ao a x no intervalo [—[,1] e utilizando a paridade das fun¢oes seno

€ cosseno, encontramos

an l/ flz cos )dac n € IN. (4.5)

Finalmente, realizando um processo analogo ao que fizemos para
encontrar a,, porém multiplicando a igualdade f(x) = S[f](x) por

sen ("’l””) ao invés de cos (””) garantimos que

by l / f(z sen )d:v, n € NIN. (4.6)

Cabe ressaltar que, no Capitulo 3, usamos propriedades de
autovalores e autofuncoes no estudo dos coeficientes de Fourier. Nes-
te Capitulo, por meio de propriedades calculacionais distintas, ga-
rantimos a validade de propriedades equivalentes aquelas que foram
mostradas anteriormente.

A estrutura da série de Fourier real nao sera suficiente em al-
gumas demonstragoes que realizaremos ao longo deste capitulo. Por
isso, sera importante trabalharmos com a série de Fourier comple-
xa, que estende o conceito da série de Fourier usual e apareceri em
algumas provas. Definiremos a seguir a série de Fourier complexa.
Antes, entretanto, apresentaremos uma deducao que a justifica.

Podemos reescrever a série real de Fourier de f utilizando
exponenciais complexas. Sabemos que se 8 € R, vale a féormula de
Euler:

e = cos(6) + isen(d). (4.7)

e (4.7), estabelece-se que, via resolucao de sistema,

inmx/l —inmx/l
nmwx e +e
COS ( ] ) = 9 (48)
(§]
intx/l _ ,—inwz/l
nmx € €
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Substituindo (4.8) e (4.9) na série de Fourier real,

+o0

agp an_ibn inTT an+lbn —inmTx
Sifl(x) = 2+Z[2e /Z+T /!

n=1
— Z f Z7‘L7Tﬂ?/l
n=—o0

em que a série de —oo a 400 deve ser interpretada no sentido de
valor proprio, isto é,

S = Z Fmyetnmst

Registra-se que os coeficientes f(n), chamados de coeficientes de
Fourier complexos de f, sao dados por

(4.10)

iy 1 : —inmax/l
fn) =5 /l F(@)e de,neZ—{0y  (411)

ou
~ a, — tb,
fln) = —5 nelN (4.12)
e
~ an + by,
f(—n) = —5 n € IN. (4.13)

Esses coeficientes sao calculados, portanto, a partir dos coeficientes
reais denotados ag, a, € by, em (4.4), (4.5) e (4.6), respectivamente.

De maneira a formalizar o estudo, define-se a série de Fourier
complexa:

Definigao 4.2. Seja f(z) = f(x + 2l) uma fungao integréavel sobre o
intervalo [—[,{] e n € IN. A série de Fourier complexa de f ¢ a série:

too )
Z f(n)eznﬂx/l_

n=-—od
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Em muitas situag¢des, somos instigados a identificar as séries
de Fourier de fungoes que nao sdo necessariamente periddicas. Seja
f uma fungao nao periddica definida sobre o intervalo [—1,1). Sera
possivel construirmos a extensao 2l—periodica de f, digamos f. A
partir disso, estuda-se a série de Fourier dessa extensao.

Na proxima secao, identificaremos a série de Fourier de algu-
mas fungoes sem levar em consideracao para quais pontos do dominio
em que f(z) = S[f](x). A analise rigorosa acerca da validade dessa
igualdade requer conceitos de convergéncia de séries de Fourier que
serdao abordados apenas na Segao 4.4.

4.3 IDENTIFICACAO DA SERIE DE FOURIER DE FUNCOES

Dada uma fungao f(z), estamos interessados em exibir sua
série de Fourier. Se essa fungao for 2/-periodica e integravel em [—, 1],
podemos encontrar S[f](z) diretamente. Entretanto, se f(z) nao for
2[-periddica, precisaremos estender periodicamente essa fungao para
que entao consigamos estabelecer sua série de Fourier.

Seja f uma funcao na qual estamos interessados em exibir a
série de Fourier. Faremos algumas consideracoes acerca dos valores
que coeficientes de Fourier assumem de acordo com a paridade da
funcao f.

Sabemos que
an =7 / flx cos )dm n € IN.

(a) Se f for par, decorre do item II da Proposigdo 2.10 e da Pro-
posicao 2.7 que

an l/f cos )dm (4.14)

(b) Se f for impar, decorre do item V da Proposi¢do 2.10 e da
Proposigao 2.8 que

ay, = %/ll f(zx) cos (?) dr = 0. (4.15)
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Por outro lado,
bn l/f(a:sen )dx,ne]N

(a) Se f for impar, decorre do item IV da Proposigao 2.10 e da
Proposicao 2.7 que

by, = %/Ol f(x)sen (@) dz. (4.16)

(b) Se f for par, decorre do item V da Proposi¢ao 2.10 e da Pro-
posigao 2.8 que

b l/f sen )dx—O (4.17)

Exemplo 4.1. Vamos aproximar a funcao f(a:) =z, comx € [—7,T),
por uma série de Fourier. Consideremos a extensao 2w-periddica de
f denotada por f.

O gréfico de f &

Figura 4.1 — Grdfico de f.

Calculemos os coeficientes de Fourier relacionados & f . Note-
mos que a funcao f é impar. Decorre da Proposi¢ao 2.8 que ag = 0.
Calculando ay,, de (4.15), temos que

1 T
ap = —/ x cos(nz)dr = 0.

T™J—m

Utilizando (4.16) para encontrar b,,, temos que

2 ™
by, = —/ xsen(nx) dz.
0

™
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Essa integral pode ser calculada utilizando integracao por partes.

Temos que
2 cos(nm)
b, =——"=.
n
Notemos que
2
——, se nfor par;
2cos(nm) | "
no
—, se n for ifmpar.
n
Logo,
2(=1)"*t
b _ 2D
n

Assim, a série de Fourier de f é tal que

- 22 (1)l sen(na
S[flw) =2y U sen(er)
n=1

n

Exemplo 4.2. Vamos calcular a série de Fourier da funcao f(z) = z?2

definida para = € [—m, w]. Consideremos f a extensao 2w —periddica

de f.
O grafico de f &

Figura 4.2 — Grdfico de f.

Calculemos os coeficientes de Fourier de f. Como f é par, os
coeficientes de Fourier impares (os b,,’s) serao nulos. Pela Proposigao
2.7, temos que

1 [" 2 [" 2 (23
ap = — f(m)dx:—/ m2dm:—<m—>
T J)_r T Jo T\ 3

s

=0.
0
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Decorre de (4.14), que

2 (7 4 cos(nm
ap = —/ z? cos(nx)dr = #
™ Jo n
Notemos que
4
—> se n for par;
dcos(nm) |7
n?2 N
——, se nfor impar.
n
Entao,
4(-1)"
ap = ( 2) .
n
Assim,

_y Z cos(nx)

Ao longo dessa secdo, identificamos a série de Fourier de
algumas fungoes. Na secdo a seguir, estaremos preocupados em es-
tudar a convergéncia das séries de Fourier.

4.4 CONVERGENCIA DAS SERIES DE FOURIER

Quando representamos uma func¢ao por sua série de Fourier,
¢é relevante identificarmos se a série converge a funcao. Esta secao
dedica-se a analisar a convergéncia das séries de Fourier, que pode
ser classificada como convergéncia Pontual ou Uniforme.

4.4.1 Convergéncia Pontual

Como sabemos, as séries de Fourier sao definidas para fun-
¢oes periodicas na reta e integréveis em intervalos fechados. As
funcgoes seccionalmente continuas, em particular, segundo o Teo-
rema 2.3, sao integraveis. Vamos estudar as séries de Fourier pa-
ra fungoes seccionalmente continuas. Entendemos que uma fungao
f € SC([—1,1]) se f for seccionalmente continua e definida de [, 1]
a valores reais.
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Dada f € SC([-1,1]), se f(—I) = f(I), podemos estendé-la
a uma fungao periodica f, de periodo 2I, de tal forma que se x €
[(2k—1)1, (2k+1)l], k € Z, e se f estiver definida em z—2kl € [—1,1),

entao a extensao f serd dada por
f(x) = f(x — 2Kk1).

Como observagao, f é seccionalmente continua em cada intervalo

[a, b].

Nesta secao estamos preocupados em estudar condigoes su-

ficientes para que S[f](z) convirja pontualmente para f(z) em cada
ponto & do dominio de f.

Denotaremos por SCher(20) 0 espaco das funcoes periodicas
de perfodo 2l que sao seccionalmente continuas em qualquer inter-
valo [a, b]. De forma similar, denotaremos por Cper(21) 0 espago das
funcoes f : R — R continuas e peridédicas de periodo 2I.

Dados f € SCper(2l) € 79 € R, denotaremos por f(zg) e
f(zg ) os limites laterais

@)= lim_f(@), flzg)= lm f(a).

T—>T $—)CL‘O

Desejamos demonstrar que, sendo f e f’ funcoes seccional-
mente continuas e 2[-periddicas, entao para qualquer zy € R, a
série de Fourier de f no ponto zg converge para a média dos limi-
tes laterais f(xzg ) e f (xér) Antes disso, provaremos duas proprieda-
des importantes das séries de Fourier e das fungbes seccionalmente
continuas: a desigualdade de Bessel e a desigualdade de Cauchy-
Bunyakovsky-Schwartz (CBS).

Ressaltamos que, neste Capitulo, consideramos que @, e ¥,
atendem, respectivamente, as definigoes (2.2) e (2.3). Além disso,
quando nao citado e somente apresentado f € SC([—1,1]), entende-
mos que a série de Fourier da funcao f é, na realidade, a série de
Fourier de sua extensao 2[—periédica sobre a reta.

Proposicao 4.1. Seja f € SC([—1,1]) e seja

+oo
S[f) = Svo+ D (anton + bugpn)
n=1
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sua série de Fourier, entao as séries numeéericas
+o00 +o0
> an > b,
n=1 n=1
convergem e vale a desigualdade de Bessel
ag 400 +oo
l<7°+zlai+zlbi> < £1I?, (4.18)
n— n—

em que

l
1918 = [ (f@)? da.

Demonstracao. Para cada N, M € IN, usando as relagoes de ortogo-
nalidade estabelecidas na Proposicao 2.1, os coeficientes de Fourier
e a definicao de produto interno feita em 2.14, temos

N
Hf — ko - Z Aty — 2 bnom
l
= /l <f - L%O'@DO - Z anwn Z bn@m) dx

N M ag
2 Z faw'n an fv%om _7<77D0’f>
m=1

n=1

2

o
VAN

N N
+ w0>w0 Z wny Z me?ﬁn

- 2 Z b (Pm, ) + Z b£n<90ma§0m>'
m=1 m=1

Podemos verificar que, se m # n, (Vn, ©m) = {Pns ©m) = (o, ¥n) =
(10, pm) = 0. Logo, usando (4.4), (4.5) e (4.6),

ao N M
f = 7% - Z anPp — Z bnom
n=1

m=1

_ _a_(2)_ i 2 a 2
=(f, f) 15 1Y al—1) b2
m=1

n=1
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Assim, para N, M € NN,

0<—+Za +me_l|\f|\2 (4.19)

Como toda série limitada de termos positivos é convergente, a desi-
gualdade (4.19) implica na convergéncia das séries

—+o0o +oo
2 2
E ay, E by
n=1 n=1

Podemos entao tomar o limite quando N, M — 400 em (4.19) para
obtermos a desigualdade de Bessel. |

Um Corolario que segue imediatamente da desigualdade de
Bessel e que serd extremamente importante para demonstrarmos a
convergéncia pontual das séries de Fourier é o Lema de Riemann-
Lebesgue em suas formas reais e complexas:

Corolario 4.2. (Lema de Riemann-Lebesque na forma real) Seja f €
SC([-1,1]) e seja

+oo
S[f] = Ghtbo + D (@nthn + bun)
n=1

sua série de Fourier. Entao

lim a,=0= lim b,.
n——+0o0o n—r—+o0o

Demonstra¢ao. Decorre da Proposicao 4.1, mais especificamente da
desigualdade de Bessel apresentada em (4.18),

400 +o0
2 2
> an Db
n=1 n=1
sao convergentes. Pelo Teste do Termo Geral, a2 e b2 tendem a zero.
Dali, a,, e b, tendem a zero quando n — oco. Portanto,
lim a,=0= lim b,,

n——+0o0o n——+oo

como querfamos provar. |
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Corolario 4.3. (Lema de Riemann-Lebesgue na forma complexa) Se
f:[=1,1] = C for seccionalmente continua, entao f(n) — 0 quando
|n| = +o0.

Demonstracao. Do Corolario 4.2, sabemos que a, e b, tendem a
zero quando |n| — co.

De (4.12), sabemos que

~ an — b
Flm =
¢ + b
Jlom) = 22,
com n € N. Portanto, f(n) tende a zero quando |n| — cc. [ |

Para que possamos enunciar e provar a desigualdade de
Cauchy-Bunyakovsky-Schwartz (CBS), precisamos definir uma for-
ma bilinear entre duas fun¢des seccionalmente continuas:

Defini¢ao 4.3. Se f,g € SC([-1,1]), entdao a forma bilinear entre as
funcoes f e g é definida por

l
(f.g) = / Fa)g(w) da. (4.20)

Notemos que a forma bilinear introduzida na Definicao 4.3
nao é um produto interno conforme a Defini¢cao 2.14, pois falha a
propriedade (i4) da Proposigao 2.13. Néo ¢ valido, para uma forma
bilinear como definida em 4.3, que

<faf>:O<:>f:07

pois, uma vez que as fungoes que pertencem ao espago vetorial
SC([-1,1]), de uma maneira geral ndo sao continuas, entao exis-
te f € SC([-1,1]) com (f,f) = 0 mas que f(x) # 0 para algum
x € [-11].

Toda forma bilinear satisfaz a Desigualdade de CBS:
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Proposicao 4.4. Se f,g € SC([—1,1]), entao, € vdlida a desigualdade
de Cauchy-Bunyakovsky-Schwartz (CBS)

[KF ol < IfIl Hlgll, (4.21)

em que

LFIF =/ {F5 ) (4.22)

€ uma seminorma.

Demonstrag¢ao. Dado r € R, utilizando a defini¢do da forma bilinear
em (4.20), calcularemos (rf + g,rf + g). Sabemos que, pela positi-
vidade da forma bilinear, essa expressao é maior ou igual a zero.
Logo,

l
0<(rf+grf+g = /_l(rf+g)2d:v
— /lr2f2+2rfg+92dx
1
-2 f (@) do+ 2r / St do

l
+ [ @ ds

= r{(f, f)+2r(f,9) + (9,9)
= r2f1?+2r(f.9) + gl

Assim,
0<(rf+g,rf+g)=r?IfII”+2r{f.9) + g (4.23)

e como (4.23) ¢é valida para todo r € R, temos um polinémio do
segundo grau do tipo ar? + br + c. Notemos que essa expressio é
sempre positiva. Assim, o discriminante precisa ser menor ou igual
a zero, ou seja,

A<0e A=4((f9)" - 4lfIPllgll* < 0

e, portanto, a desigualdade (4.21) é valida. [ |
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Nosso principal objetivo nesta se¢ao é demonstrar o seguinte
Teorema:

Teorema 4.5. Seja f € SCper(2l) e suponha que f seja diferen-
cidvel, a menos de um niumero finito de pontos em (—l,1), com
[ € SCper(2l). Entao, para qualquer que seja o € R, a série de
Fourier de f no ponto xy converge a

Flag) + frg)
2

Se f for continua em xq, entdo essa soma é igual ao f(xg).
Nessas condigOes, a série de Fourier de f no ponto xy converge a
f(xg). Antes de provarmos esse resultado em toda a sua generalidade,
mostraremos que ele é vilido em um caso mais simples:

Lema 4.1. Seja f € SCper(21) e suponha que f seja diferencidvel, a
menos de um nimero finito de pontos em (—1,1), com f" € SCper(21).
Além disso, suponha que f seja continua na origem com f(0) = 0.
Entao, a série de Fourier de f na origem converge para f(0), ou
seja

+o00 +o0 +oo
D3 ancos0) + 3 busen(0) = 3 Fln) 0.
n=1 n=1

n=—oo

Demonstragao. Utilizaremos a forma complexa da série de Fourier
para essa prova. Definiremos, inicialmente, uma funcdo auxiliar g(x)
tal que

eiﬂég—lx)_l, se x #0, z € [-1,1),
g(x) = (4.24)
.l / +
T

g(x +2l) = g(z),z € R.

Vamos provar que g é uma func¢ao seccionalmente continua. Para
isso, notemos que ¢ possui limites laterais quanto x — 0, uma vez
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que
_ L f(z)
a:li>18+ g(x) - wlig)l* efre/l — 1
C oy [0 ]
2—01 x—0 eirz/l 1

= lim [f(x)_f(()) . (eiﬂz/l_1>—1]
z—0+ 0 .

. imz/l _ -1
— oty (LI (4) |
z—0*t z—0 z—0*t xT

imx/l

Definamos h(z) = e . Notemos que h ¢é derivavel em todo o seu

dominio. Derivando h, temos que h'(x) = iT’Tei”/l. Notemos que
W' (0) = . Por outro lado, por definigao,
h —h iz /l _ 1
B(0) = lim MO Z MOy €L
z—0 xr—0 z—0 x
Logo,
iz /l _ 1 :
e T
lim —— =HK(0) = —.
ST =7
Entao,

lim g(z) = f/(0%)- (ir/1)""

z—0t
1 i
- (o) )
(j (07) im/l i
= pen) =90
— p = g .
Por um procedimento analogo, podemos provar que

ilf' (0~
lim g(z) = ,M_
r—0— ™
Devido as consideragbes apresentadas, se x # 2kl, k € Z,
vemos que
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A fungao f(z) é, por hipdtese, seccionalmente continua. A fungao
h(xz) — 1 & continua, 2l-periddica e diferente de zero se z # 0. Essas
consideracoes sao suficientes para determinar que g(x) é seccional-
mente continua, justificando aquilo que foi acima afirmado.

Como g ¢é seccionalmente continua, utilizando o Lema de Riemann-
Lebesgue em sua forma complexa, enunciado como Corolario 4.3,

lim =0.
|n\~>+oog( )
Por outro lado,
~ n—ib, 1
Jn) = == = S (an — iby)

3 s (M) oo [ starsen (UF)
500 o () e (5]

— 5 |10 o () e (255)] ]

- 3 [[ oo () o]

- [ oo () e (-252) o
2 [ Jow-e0 (7)ot s (277 dx]

_ 2% ! {g(l’) exp (M%”)) —g(z) - exp <_Zn;rr>] dr

-1

=
2
Il

DO | =

DO | =
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/llg(a:) . {cos (M) + isen (M)] dz

Se n for inteiro ndo negativo, chegamos & analise similar, e podemos
estabelecer que

Yo fk) = F(=n)+ f—n+1) 4+ f(m—1)+ f(m)
k=—n

= g(-n—1)—g(-n)+g(-n) —g(-n+1)

+ g(=n+1)---+g(m—1)—g(m)

= g(-=n—-1)—g(m)—0

quando n, m — 400, devido ao fato de g ser seccionalmente continua.
Com isso, concluimos o que queriamos provar. |

O Lema 4.1 é imprescindivel para a demonstragao do caso
geral do Teorema 4.5. Devemos fazer, entretanto, um processo de
transformacao de f até obtermos uma funcao atendendo as condi-
¢oes do referido Lema. Fagamos a seguir a demonstracao do Teorema
4.5.

Demonstragao. (Teorema 4.5) Seja xo € R arbitrario e fixado. Defi-
namos, primeiramente, uma transformacao no plano que leve o pon-
to (xo, [f(xd) + f(x5)]/2) € R? na origem. A transformagio mais
simples é

T :R? - R?
(,y) = (x — 20,y — [f(zg) + f(z0)]/2).
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E claro que

T((zo, [f(zq) + f(2g)]/2)) = (0,0).

Notemos que

T(z,y) =Tz, f(z)) = (x — @0, f(2) = [f(zg) + f(20)]/2),

assim, T leva o grafico de f nos pontos da forma

(& — w0, f () = [f(2§) + f(2g)]/2)-

Fagamos uma mudanga de varidvel z = x — xg. Dai, x = 2z + zg.
Logo,

T(x,f(x)) = T(Z+$07f(z+$0))
= ((z+x0) — o, f(z +x0) — [f(x5) + f(20)]/2)
= (2 f(z+w0) = [f(xg) + f(z)]/2).
Como estamos utilizando a variavel z, consideremos z = x na carac-

terizacao proposta imediatamente acima e estudaremos o comporta-
mento do par

(z, f(z +z0) = [f(2g) + f(20)]/2),

que é exatamente o grafico da func¢ao definida por

9(x) = f(z +z0) — [f(2§) + f(zq)]/2-

A func¢do g pode ainda nao ser como no Lema 4.1, pois nao é, em
geral, continua em x = 0; obviamente, se f nao for continua em xg,
g nao serd continua em x = 0. No entanto, notemos que

907) 4902 = 5| tim g(o) + lim glo)]

lim f(z + 20) — & - [f(ai) + f<.ra>1}

lz—0+t 2

lm o+ 30) — - [fad) + f(xon]

lz—0— 2

N~ N~ N~
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- L :f@g) ~ 5 Fad) - %f(xo)]
bbb - )
= 5 [asi) - se)]

+ 5 pren) - 3rd)]

.

e assim, podemos estabelecer uma fungdo continua na origem fazen-
do a seguinte defini¢do auxiliar

h(z) = {[g(x) +g(—x)]/2, se x #0, x € [-1,1), (4.25)

0, se z =0,
h(xz + 21) = h(x).

Como f, f" € SCper(2l) € claro que g,9" € SCper(21), e assim, por
consequéncia, h, h’ € SCper(21).

Provemos que h é continua em = = 0. Notemos que

D h(x) = Tim - lg(e) + o(—)
= 5 90" +9(07)] =0
lim h(z) = lim = [g(@) + g(~2)
20— z—0— 2
= 5 lo0) +907)] =0
Entao,
lim h(z) = 0.

Como consequéncia, h é continua em 0, pois, por definigao, h(0) = 0.
Aplicando o Lema 4.1, obtemos

lim Xn: h(k) = 0. (4.26)
k=—n

n—-+00
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Por outro lado, pela linearidade da expressao que define o coeficiente

de Fourier complexo, h(k) =

Devemos ter

[rcoen () o

1

2

|

1

l

h

(k)

g(k) +9(=k)
2

ak(h) — Zbk(h)

;[/h yeos (477

. De fato, para k € IN|
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Lembremos que

9(=

ak(g) + ibk(g) ‘

k) = :

Para provarmos a afirmacgdo anterior, consideremos a substituicao

u = —x. Assim,
1
[1/ g(—x) cos
LJ
1
l

1

2

N | —

- lar(g) + ibr(g)]

[ ‘lg<u> (

kmx

()t f (5

(k)wu) (—du)

)

= (—h).

Entao, para k € IN, estabelecemos

g(k) +9(=k)
5 :

Se k = 0, essa igualdade também vale. De fato, por definicao,

1

= -ag(h)

1(0) 5

1
2
1
2
1
2
1
2
1
2
1
2

i e

l/ d:v
l
13 gmm;; s i
[ -1
90 +5 07 | ow <—du>]
i !
900+ 5 7 [ o du]
9(0) +3(0)]
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O caso no qual k € Z — {{0} UIN} ¢ analogo ao que k € IN e nao
detalharemos a explicagao. Percebamos que

n

Z = h(=n)+---+ h(n)

= Gn) o+ G(n)
ou seja, o somatorio em Tz(k) pode ser substituido por um somatério

em g(k), isto é, para cada n € N,

n

ST hik)= > k). (4.27)

k=—n k=—n

Como consequéncia de (4.26) e (4.27),

n

Por definicao,
flzg) + flxg)
2 9

se x # 0. Sabemos que os coeficientes complexos de g sdo da forma

g(x) = f(x + o) —

ot ;
= ﬂ/ g(x)e_“k”/l dr,Vk e Z.
—l

ik = 5 /

1 .
= Z/lf(m + xo)e kel gy (4.29)

1 : f(wg)+f(xa) —tkma/l
_ ﬂ/ ¢ dx.

x+x0 5

_fa) + f(mo)] T

Analisemos em casos. Consideremos k = 0. Entéao,

2l/ flx+x0)d 2l/ —fxo +f(x0)d
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Consideremos a substituigdo u = = + xg. Dali,

o | flg) + (o) | [
2l/ du—a[ 0 5 0 /x du.

o—l

Como f é 2l—periddica,

. 1| flag) + flag)| [
g(0) = 2l/f u——[—o 5 Ol/ldu
_ 2l/ F(u M] Lo (430

2 2!
flad) + flag o)

— oy - H

Agora trabalharemos com o caso em que k # 0. Lembremos, de
(4.29), que

l
§(k‘) = 2ll [/ f(.%‘-i—.??o)e*ikﬂw/l dx
1

_ /l f(‘ra_) + f(wa)e—ikﬂw/l dx]
N 2 ‘

Analisemos essa igualdade por etapas. Consideremos, inicialmente,
a primeira parcela. Utilizando a substitui¢do u = x + x¢ e o fato de
flz+zo) e e~/ gerem fungoes periddicas de periodo 21,

l . l+xo .
/ f(x—l—:rg)e_“”w/l der = / f(u)e—zkw(u—xo)/l du
—1 —l—'—ZO
l
_ / f(u)efzkﬂ’u/lezkﬂ’wo/l du
—1
ezszo/l/ f(u)e—zkﬂ'u/l du.
-1

Assim,

! !
/ fla + zo)e e/ dp = e’k”(’/l/ flu)e™* ™/t dy,  (4.31)
—1 -1
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flag) + flzg) _

Na segunda parcela, temos, com
! !

/ pe—ikﬂ'x/l dr = p/ e—ilmrw/l dx
—1 —1

- p_il/m (eiikm”)’l_z
l

—ikm

(efikw _ eikﬂ')‘

= D

Notemos que, utilizando a férmula de Euler e a paridade das fungoes
Seno e cosseno,

e (kT _ eihm) - —  cos(—km) + isen(—km) — (cos(km) + isen(k))

= cos(km) —isen(km) — cos(kw) —isen(kmw) = 0.

Logo,
l .
/ pe~tkme/L gz — 0. (4.32)
—1

Assim, por (4.31) e (4.32),

1 ! :
§(k) — 2_lezk7m:0/l/ f(u)elemru/l du.
1

Porém,

l -~
5 | F@e = du = F),

e assim,
glk) = f(k) - emeo/t,
Observemos que, utilizando (4.30), se n € IN,

Yogk) = goy+ > gk
k=—n k=—n, k#0

~ xl Ty
_ f(())_lf( 0)‘;f( 0)

+ Z J/c\(k)eikﬂ'mg/l
k=—n, k0

+ Z f(k)eikﬂ'zo/l_

k=—n

_ _[M
2
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Dai,
N gy o | f(@e) + flg) . 2 ikl
Por (4.28),

e finalmente,

n + —
_ : 7 ikmxo/l _ f(xo)“‘f(xo)
SUflen) = Jim 3 Tk = [—2 ,
como queriamos provar. [ |
Exemplo 4.3. Consideremos uma funcao f : [—m, 7] — R com o
grafico

y=f(x)

-7 0 T

Figura 4.3 — Gréfico de y = f(x).

Se estendermos periodicamente f para uma fungao 2w —periddica
f, o gréafico de f é tal que
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y=f@)
L] 5 L]
2
1
=371 -27 -7 0 s 2n 3n

Figura 4.4 — Grafico da extensao 2m-periddica de y = f(x).

Utilizando o Teorema 4.5, podemos calcular o valor de S[f](x)
para z = 0, por exemplo:

A FO)HF0T) 243 5

st = 1 35 )

Podemos calcular também S|[f](x) para =7 e . = —:
oy JE)+ ) 0+1 1

stfim = LT L2 ),
e

o e =) 01 1

S[f(=m) = 5 =——=5=f(n).

Podemos, entdo, verificar que S[f](z) = f(x),Vz € [—=, 7], pois

f €& uma fungao seccionalmente continua (da mesma forma que f’
também atende a essa regularidade).

Com o intuito de estudarmos a convergéncia das séries de
Fourier, vimos entao que, dadas certas condi¢oes, uma série de Fou-
rier pode convergir pontualmente. Provaremos, no Capitulo 5, que
a série (3.31),

too 2022
> busen (M7 Y exp (- S 0), s e ez
n=1

converge para a fungdo u que é a solugdo do problema (3.1) lembran-
do que os coeficientes b,, satisfazem (3.34).



96 Capitulo 4. Séries de Fourier

Como queremos estudar uma possivel convergéncia dessa
série na regido [0, /] x [0, +00), gostariamos que essa série convergisse
a u nao somente em um ponto fixado (o que podemos mostrar pela
convergéncia pontual), mas sim uniformemente sobre essa regido.
Para isso, precisaremos explorar a Convergéncia Uniforme das Séries
de Fourier, que abordaremos na sequéncia.

4.4.2 Convergéncia Uniforme

Para conseguirmos, mais adiante, garantir a convergéncia
uniforme da série (3.31), estudaremos nesta segdo a convergéncia u-
niforme das séries de Fourier. Provaremos que se f for periddica e
continua (ndo apenas seccionalmente continua como na convergeénci-
a pontual) e f’ for periddica e seccionalmente continua, entao a série
de Fourier de f converge uniformemente a f. Antes de discutirmos es-
se resultado, abordaremos um caso particular no qual adicionaremos
a hipotese de que f” € SCper(21), para, a partir disso, provarmos o
caso geral.

Inicialmente, estudaremos uma relagao entre os coeficientes
de Fourier das funcoes f e f.

A convergéncia uniforme implica a convergéncia pontual, en-
tretanto a reciproca nao é necessariamente verdadeira. Na proposi-
¢ao a seguir, colocaremos mais hipoteses para conseguirmos, adiante,
uma convergéncia mais suave.

Proposigao 4.6. Suponha que f € Cper(2l) seja diferencidvel em
(—=1,1) a menos de wm nimero finito de pontos com f' € SCper(21).
Entao, os coeficientes de Fourier complezos de f e [’ satisfazem

-~ TN ~

(f)(n) = —=f(n), n e Z. (4.33)

Quanto aos coeficientes reais, se as séries de Fourier de f e f' forem
dadas, respectivamente, por

+oo
S[f) = S0+ D (anton + bugpn)
n=1
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! +oo
SIF] = 0+ D (@hton + Bn).
n=1

entao,
a, = 0
a, = "l—”bn,ne]N, (4.34)
o= g, nel.

l

Demonstrag¢ao. Comecemos essa prova mostrando que os coeficien-
tes de Fourier complexos de f e f' satisfazem

- nmT -~
(f)(n) = ==f(n), n < Z. (4.35)
De fato, como definido em (4.11)
-~ 1 [ )
f(n) = 27/ fx)e /Ly, n e 7.
-1

De maneira analoga,

~ 1 ! )
f'(n) = ﬂ/ f(x)e~m e/ dz, n € Z.
—

Utilizando integragao por partes, temos

l

- /_llf(x)ei"”/l (—“%”) dx
Fhe™™™ = f(=l)e™"

+ (5F) @)

= f()e ™ — f(1)e™™ + 2int f(n).

t 4 4 l
/ f/(w)efznﬂ'a:/l dr = f(x)efznﬂ'ac/l’
1

Sabemos, pela formula de Euler, que

') = cos(nm) + isen(nm)
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=" = cos(—nw) + isen(—nw),
e, pela paridade das fungoes seno e cosseno,
e"="™) = cos(nm) — isen(nw).

Assim, como sen(nm) = 0 para todo n € N,

l -~
/4 flx)e 2/l de = f(1)e™ ™™ — f(1)e™™ + 2inm f(n)

= f(D[cos(nm) — isen(nm

—  f(l)[cos(nm) + isen(nw

) i
)] + 2in7f(n)

~

= =2f(l)isen(nm) + 2in7 f(n)

~

= 2inmf(n).

Logo,

N 1 /! ,
f/(n) —_ ﬂ [l fl(x>efzn7rz/l dx
1

o~

= o (2inmf(n))

= inm A(n)

l

Por outro lado, por hipétese,

al +oo
SIF = S0+ 3 (antbn + bryn).
n=1
Calculemos os Coeficientes de Fourier da série:

, 1t 1 1
th=7 [ F@da= 1@l =7

(f() = f(=1) =0.

Utilizando integracao por partes e a paridade da funcao cosseno,

;1 L nmwr
an—j[lf(x)cos<T)dx
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1 mrx ) ) ‘l
- COS
l l -1
’I’L
l

/f en )d

_|_

= % [f (1) cos(nm) — f(=1) cos(—nm) + nwb,]
= 1F) cosom) — () cos(nm) + ]
_nm b,

|

O processo para garantirmos que

¢ anélogo ao desenvolvimento que fizemos para a,. ||

Utilizando a relacdo (4.33), podemos provar, por inducao,
que se f for k > 1 vezes diferenciavel com f*) e SCper(21), entdo

N 1 \F —
f(n)= <M> f®)(n), n € Z, n #0. (4.36)

Se tivermos f, f" € Cper(2l) e f"” € SCper(21), ou seja, se
exigirmos que f’ também seja continua, o que serd um caso parti-
cular para nossa abordagem, teremos que a série de Fourier de f
convergird uniformemente para f. Essa afirmacao serd o objeto de
prova de nosso proximo resultado.

Proposigao 4.7. Se f, f' € Cper(21) e [ € SCper(21), entao a série
de Fourier de f converge uniformemente.

Demonstracao. De fato, relembremos que

+o0 . )
Z f(n)eznmc/l.

n=—oo

Queremos mostrar que essa série converge uniformemente utilizan-
do o Teorema 2.10, o Teste M de Weiestrass. Para isso, precisa-
mos encontrar uma série numeérica convergente que seja "maior ou
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igual"que o valor absoluto de S[f](x). Notemos que, para N € IN
suficientemente grande, utilizando a desigualdade triangular, temos

+N +N
Z f(n)eznﬂ'w/l < Z |f(’l’L)€m7m/l|. (437)
n=—N n=—N
Decorre da formula de Euler que |e™™*/!| = 1, V. Assim,
[Fmyermm=/t| = |Fm)] -l = | Fm)l. (4.38)
De (4.36), para k = 2, temos que
. 7 \2 -
=|— " Sy 0. 4.39
fo = (=) Plo)nez ns (4.39)

Por outro lado, como f, f' € Cper(2l) e " € SCper(21), pelo Lema
de Riemann-Lebesgue, enunciado como Corolario 4.3, f”(n) — 0
quando |n| — 4o00. Assim,

(o}  ={rm}

é uma sequéncia convergente e, portanto, é limitada, ou seja, existe

0 +o0

. _u{rm)

uma constante K > 0 tal que

J/C’\’(n)‘ < K, VneZ.

Utilizando (4.39) e a limitagao de |ﬁ(n)|,

’(ﬁ)ﬂn)

12 —
= |Z.|2n—27r2|f”(n)|
2
= n27r2|f”(n)|
l2

|F ()]

n2m2
KIZ 1

3 -ﬁ,nEZ,n;ﬁO.
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A partir de (4.37), (4.38), (4.39) e do fato de

~ Kz 1
|f(n)|§?m7n€Z,n7é0,

temos,
Z f(n)eznﬂac/l < Z |f(n)ezn7rx/l|
n=—N,n#0 n=—N,n#0
= 3 Fwen Y [ Fenme|
n=—N n=1
—1 N
K> 1 Kz 1
= Z 2 n2 + Z: 2 n2?
n=—N n=1
2K12 L1
= =) = (4.40)
™ =
Como a série
+o0
L
2
n=1 n
converge, e, devido a (4.40), entao
+o0o
Z J/c\(n)einﬂm/l
n=-—oo
também converge pelo Teste M de Weiestrass. |

Enunciaremos a seguir um Teorema que apresenta um caso
que generaliza a proposi¢ao demonstrada, em que enfraquecemos a
hipotese de f' € Cper(2l) exigindo apenas f' € SCper(2l), e nao
apresentamos exigéncias sobre f”.

Teorema 4.8. Suponha que f € Cper(2l) seja diferencidvel em (—I,1)
a menos de um nimero finito de pontos, com f" € SCper(21). Entao,
a série de Fourier de f converge uniformemente em R para f.

Demonstra¢ao. Precisamos mostrar que

too )
Slfiz) = Y Flmerm/t

n=—od
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converge uniformemente. No Teorema 4.5, provamos que essa série
de Fourier converge pontualmente. Além disso, pelo fato de f ser
continua, podemos afirmar que sua série de Fourier em um ponto
x do dominio converge exatamente para f(x). Estamos interessa-
dos em utilizar o Teorema 2.13, ou seja, o Teorema do Teste M de
Weiestrass, para provar que essa série de Fourier converge uniforme-
mente para f. Levando em consideracao o enunciado do Teorema
2.13, temos que considerar, para essa demonstracao,

~

ful) = Fim)eimmert

Dali, R ‘ R
| fu(@)] = | f ()™ ™/ | = | f(n)].

Podemos afirmar, dessa forma, que

~

[fn(@)] < 1f(n)].

Notemos que M,, = |f(n)|. Assim, nos resta provar que a série

“+oo

> 1fm)]

n=—oo

converge, ou seja, existe uma constante K > 0 tal que

N
S ()| < K, YN e IN.
n=—N
Notemos que
N o~ ~ o~
Yol = FO+ > F)]
n=—N 1<|n|<N
36) |~ I~
R0+ Y o)
1<|n[<N
. I 1 ~
SCIE =D SR 0]
|i|m 1<|nZ|§N n

- For+t y Liim)

< 17
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= o+ ({ar} - {1}

R2N

< 1fol g [({gr) e

42y |f<o>|+gH{|—i|}\W {17},

< Ifo) l

¢ LML .

] A= |
- |f(0)|+lT i%)i(iMY
® ol (io %> 5 <a_02 + ZNj(a;f + b;2)>%
T\ " 2 =
1
<o (io %) S
n=1

como querfamos. Claramente a constante K foi obtida pois a série

+ool

22

n=1
converge uniformemente. Nos resta garantir que S[f](z) converge
exatamente para f(x). Pelo Teorema 4.5, sabemos que S[f](z) con-
verge pontualmente para f(m), ou seja,

lim S[f](z) = f(z), Vz € R,

n—-+00
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uma vez que f é continua. Por outro lado, provamos que a série
S[f](x) converge uniformemente, ou seja, existe uma fungao g tal
que

lim_S[f)(z) = g(a).

n—+4oo

Como a convergéncia uniforme implica em convergéncia pontual, en-
tao se S[f](x) converge uniformemente para g, ela converge pontu-
almente para g. Dai, pela unicidade do limite, g = f.

Mostramos que S[f](x) converge uniformemente para f se

F € Cper(2) e f' € SCper(21). n

Nesta secao exploramos desde a definicao até as convergén-
cias pontual e uniforme das séries de Fourier. Percorremos esse pro-
cesso para que possamos, ao longo do proximo Capitulo, abordar
questoes relativas a solugao do problema da equacao do Calor do
problema enunciado em (3.1).



5 EXISTENCIA E UNICIDADE DE SOLUCAO DO
PROBLEMA DA CONDUCAO DO CALOR

Neste capitulo, estamos interessados em discutir acerca de
algumas propriedades que envolvem o Problema Cléssico da Equa-
¢ao do Calor, analisando-o a partir de uma dimensao espacial, ou
seja, dependendo apenas de uma variavel x no espacgo.

Inicialmente, enunciaremos novamente o Problema da Trans-
missao do Calor sobre uma barra finita, discutido no Capitulo 3, esse
que nos levou a definicao da série de Fourier no Capitulo 4. Prova-
remos que existe uma tunica solucao para esse PVIC. Além disso,
abordaremos a questao da dependéncia continua de solugoes do pro-
blema da equagao do calor e discutiremos um resultado relativo a
solucao do problema da equagao do calor com condigoes de contorno
nao-homogéneas.

5.1 EXISTENCIA DE SOLUCAO
Voltemos ao problema de valor inicial e contorno (3.1) do

Capitulo 3:

Ut = a2umﬂc7 (x7t) € (07 l) X (07 —|—OO)

u(0,t) =u(l,t) =0,t>0 (5.1)

u(z,0) = f(x),z €10,1],
no qual @ € R e f € C([0,1]) satisfaz a condigdo de compatibilidade

£(0) = 0= f(0).

Vimos em (3.31) que procuramos uma solu¢ao para o problema (5.1)
que seja da forma

2,22

Zb scn( )c p< %#t), (5.2)

emque z € [0,l],t>0e¢

bn =7 / [z Sen )dm n e IN. (5.3)
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Como consequéncia, espera-se que
nm
f(z) = u(z,0) Zb sen( ) (5.4)

Estamos interessados em provar que a série exibida em (5.2)
converge para uma funcdo u € C([0,1] x [0,400)) N C*°(]0,1] x
(0,400)) e satisfaz o problema (5.1). Para isso, enunciaremos o Te-
orema a seguir:

Teorema 5.1. Suponha que f € C([0,1]), com f(0) = f(I) = 0. Supo-
nha que f seja diferencidvel em [0,1] a menos de um conjunto finito
de pontos com f' € SC([0,1]). Entao, a série

comx € [0,1] et >0, em que

b, l/f sen )dac n €N,

converge uniformemente em [0,1] x [0,4+00) para uma fung¢io u €
C(]0,1] %[0, +00))NC>([0,1] % (0, +00)), que € a solugao do problema
de valor inicial e de contorno

up = gy, (z,t) € (0,1) x (0,400)
w(0,t) =wu(l,t)=0,t>0 (5.5)
u(z,0) = f(x),z € [0,1].

Observagio 1. Antes de fazermos essa prova, precisamos justificar o
motivo pelo qual podemos interpretar f(x) como

= :Zibn sen (#) ,

com z € [0,], em que
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Assumamos que f : [0,]] = R seja uma fungdo continua, sujeita a
condicao de compatibilidade f(0) = 0 = f(I). Definamos

Fil-Ll] >R (5.6)

R {f(ac), se x €[0,1]
—f(=x), se x€[-L0].

Abaixo, a situacao hipotética da funcao f e de sua extensao, f:

Ay = f(x) y = f(z)

1 j
0 l \;0 !

Figura 5.1 — Grdficos das fungdes f e f.

Notemos que f é uma fungdo impar, por construcgdo. De fato, seja
a € [—1,0], entdo,

fla) = ~1(~a) = ~(f(~a)). (5.7
Como —a € [0,1],

f(-a) = f(-a). (5.9
Substituindo (5.8) em (5.7), temos que

fla) = —f(-a).
De forma anéloga, se a € [0,1], observamos queNf(a) = —f(—a), o

que é suficiente para garantirmos que a fungao f é impar.

Consideremos ¢ : R — R a extensao de periodo 2! da fungao
f. Como 9 herda propriedades da f, podemos fazer algumas afirma-
¢Oes sobre essa funcao. Uma vez que f é continua e f(0) =0 = f(1),
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¢ & continua. Além disso, ¥ € Cper(2l), ¥ € SCper(21) € 1 é uma
funcao impar. Dai,

S + Z {ancos ( ) + bpsen (mlrx)} ) (5.9)

na qual os coeficientes ag, a,, € b, sao os Coeficientes de Fourier as-
sociados a fungdo . Pelo Teorema 4.8, a série de Fourier da funcao
1 converge uniformemente para a funcao ¢(x). Observemos que, res-
tringindo 1 ao intervalo [—1, ], tem-se ¢ = f. Utilizando a definicao
de f e o fato da funcio seno ser impar, temos

by = %/llw(x)sen (@) dz
-1 /”q,b(x)sen (22) o+ 1 /Zp(x)sen (7Y ao
L copsen (2 ot [ oysen (52 s
_ 7/ _f(u)sen<m(_“)> (—du)—l——/ F(aysen ("72) d
:l/f sen ( du+l/f z)sen (") da

= 7/0 f(x)sen T) d

Analogamente, podemos provar que ag = 0 e, para todon > 1 e
n € N, e a,, = 0. Dai, de (5.9), temos que

x) = :Zi bpsen (nlﬂ» (5.10)
by, = %/Olf(x) sen (n_;m) dx.

Pelo exposto acima, interpretamos que

= :Zoj bnpsen (?),

com

se z € [0,1].
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Demonstragao. (Teorema (5.1)) Devemos garantir que
i) A série
Too 2,22
nu a’n’m
u(x,t) = b, sen (—)e ——t],
(2.0) = 3 busen (") e (57

com x € [0,1] et >0, em que

bn l/f sen )dm n €N,

converge uniformemente para u em [0,1] x [0, +00);

ii) A funcdo u satisfaz a regularidade

C([0,1] x [0,400)) N C*([0,1] x (0, +00));

iii) A fungao u(z,t) é, de fato, solu¢ao do problema (5.5).

Provemos, inicialmente, que a série

+oo
Z by, sen (Zﬂ) exp <—%t>,

com z € [0,1] et >0, em que

by, l/f sen )dw n €N,

converge uniformemente para u em [0, l] X (0, +00). Como a extensao
2l-periddica de f & 1) € Cper(21), entdo 1 € SCher(2). Assim, pelo

Lema de Riemann-Lebesgue na forma real, Corolario 4.2,

lim {b,} =0.

n—-+o0o

A sequéncia {b,} é convergente, portanto, pelo Teorema 2.11, é li-

mitada. Dai, existe K > 0 tal que |b,| < K,Vn € IN.

Afirmagao 1: A série

+00 2,22
t) = b, sen nr exp < Mt) ,
3 busen (<) P

com z € [0,{] e t > 0, converge uniformemente em [0, 1] x
para todo € > 0 arbitrario, porém, fixado.

e, +00)
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] ’(xratr)

= > (zk, tr)

- | (zp,tp)

Figura 5.2 — Ilustracao de pontos sobre a faiza [0,1] X [g, +00).

Com efeito, seja € > 0 e consideremos (z,t) € [0,1] X [e,+00). Seja
n € IN. Temos que, como |b,| < K, |sen(a)] <1 et € [g,+00),

(#) exp ( a27;22w2 t>

< (Wrﬂc) ‘ a2n27r2 t)
sen | — )| - |ex
= I P 2
2,2 2
< KZexp( anm t)
2,2 2

< KZexp( anT ) (5.11)

Podemos definir uma fungao auxiliar

2,22
F(m):exp< a ;7‘( €>.

Notemos que
2,2 2

Fin = o (~22%2),

para todo n € IN. Podemos verificar que F' é uma func¢ao continua,
decrescente, F'(x) > 0 sempre que x € [1,+00) e
+oo

F(x)dz
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converge. Pelo Teste da Integral, que pode ser encontrado na secao
11.3 de |7], na pagina 663, a série numérica

( a2n2ﬂ'2 )
Z exp

é convergente. Utilizando a desigualdade (5.11), pelo Teste M de
Weiestrass, Teorema 2.13, garantimos que

2,22

Z b,, sen (?) exp (%t)

¢ uniformemente convergente e converge para a func¢ao u(z,t) na
regiao [0,] x [e, +00). Isto conclui a prova da Afirmagao 1. Fazendo
e — 0T, a convergéncia uniforme ocorre na regiao [0, ] x (0, +-00). Pa-
ra garantirmos a convergéncia uniforme no dominio [0, ] x [0, +00),
nos falta avaliar o caso em que t = 0. Sabemos que

(act)—Zb sen( )ep( %t),

e assim,

u(z,0) = Zb sen(mm)
= Skl(z)

= 9l
= f(x), Vz €10,1].

Lembrando que a igualdade dada em (4.8) caracteriza uma conver-
géncia uniforme, vamos mostrar que a série descrita em (5.2) con-
verge para u(z,t) uniformemente sobre o dominio [0,1] x [0, +00).

Para isso, devemos garantir que dado v > 0, existe Ny = Ny(7y) tal
que se m,k € IN com m > k > Ny, ocorra
2,2 2

i bp, sen (n_7lrx) exp (_a TZLZW t>
n==k

para todo (z,t) € [0,1] X [0, +00). Vamos passar por alguns conceitos

<7

e informagoes:
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1) A fungao
2,2 2

a“n-Tm
e ()

é continua e decrescente. Dessa forma, pela definigdo de continuida-
de, existe € > 0 tal que |t — 0| < ¢ implica
2,2 2
a‘n“m 1
exp | — t) —exp(0)| < <.
p (- t) - o) < 5

Fixemos € e assumamos que 0 < t < e. Dai, pela desigualdade
triangular, tem-se que

a’n?n? a’n?n?
exp | — B t)] —exp _TE < 1.

Sabendo que 0 < t < ¢,

a’n?m? a’n?n?
exp | ————1t ) <1+exp —TE .

12

a’n?n? a’n’n?
exp —l—ze < exp —l—2t ,

com t < g, podemos entender que existe um “erro” n(t) € [0, 1] tal
que

Como

a2n27r2 CM2TL27T2
exp —Tt = n(t) + exXp —TE .

2) Conforme ja apresentado, a série

= nmx a’n’m?
z_:l b, sen (T> exp <—l—2t>

converge uniformemente em [0,1] X [¢, +00). Dai, dado v > 0, existe
Ny = Ni(v) tal que se m, k € N, com m >k > Ny,

2,22

i b, sen (#) exp (—%t)
n==k

para todo (z,t) € [0,1] x [e,+00). Em particular, m > k > N;
implica

ol
<z,
2

- nmwx a’n?n? y
ansen (T) exp(——p € < 5 <.
n=k
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3) Pela teoria de Fourier,

:i.f; b, sen <?)

converge uniformemente em [0,[]. Para v > 0, existe Ny = Na(v)
tal que se m,k € N, m > k > N,

nf; bsen (222

para todo x € [0,!]. Definamos Ny = max {N1, Na}. Se m, k € IN,
com m > k > Ny, temos que

> busen (“75) oxp (-5
n==k

para todo (z,t) € [0,1] X 7, em que 7 = {0} U [g,+00). Nos resta
analisar a convergéncia uniforme para (z,t) € [0,1] x (0,¢) a fim de
contemplar o desejado. Com base no que foi abordado, para (z,t) €
[0,1] x (0,¢), se m,k € N com m >k > Ny,

< % <7, (5.12)

Y
< =<7,
5 <7

2,22

5" bsen (222 exp <_17t)‘

n=~k
nr = T a’n’n?
< nsen (—— )|+ nz_;cbnsen<T>eXp €
N nw
= @) ansen(—)
n=k
m 2,22
+ ansen (—) exp <_a 727r z—:)
n=~k
Y0
< 1.2472
5 T3 =7
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o que finaliza a justificativa da validade da convergéncia uniforme.

Ademais, também garantimos que w satisfaz a condigdo ini-
cial do Problema da Equagao do Calor, que é

0) = Jio by, sen (#) = f(). (5.13)

Na sequéncia, mostraremos que u satisfaz a regularidade
u € C([0,1] x [0,400)) N C*([0,1] x (0,+00)). (5.14)

Para isso, consideremos (z,t) € [0,!] X [¢,+00), com ¢ > 0. Garan-
timos anteriormente que a série

+OO < / fly en ) dy) sen (#) exp< %t)

converge uniformemente a u(x,t). Devido & convergéncia uniforme
da série estudada, podemos deduzir que

too 25272
u(z,t) = /Ol F(y) l% nz::lsen (@) sen (@) exp (aT )] dy.
(5.15)

Definamos o nicleo do calor como

222

K(z,y,t Z sen ( ) en (#) exp < 7;27r t). (5.16)

Claramente, de (5.15) e (5.16), simplificamos que

l
u(z, 1) = / ) - K(z,y,1) dy. (5.17)

Usando o Teste M de Weiestrass é possivel mostrar que a série da-
da em (5.16) converge uniformemente para K(z,y,t) em R x R X
[e,4+00), para todo € > 0. Nao repetiremos, entretanto, a descri¢ao
do processo, pois, ha iniimeras similaridades com a justificativa de
validade da Afirmacao 1.

Afirmagao 2: O nicleo do calor

K(z,y,t) € C*(R x R x (g,+0))
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sempre que € > 0.

Para provarmos o desejado, devemos mostrar que K é con-
tinuo e que qualquer derivada parcial de K também é continua.

Para mostrarmos, inicialmente, que K ¢é continua, basta garantir
que K é uniformemente convergente, pois cada um dos fatores que
aparece na construcao das parcelas da sequéncia de somas parciais
relativa & série (5.16) ¢ uma fungao continua no dominio estudado.
Como ja citado, esse processo de demonstracao serd omitido aqui,
pois esta associado a utilizagao do Teste M de Weiestrass, Teorema
2.13. Com isso, temos que

K(z,y,t) € C(R x R x [g,400))
sempre que € > 0.

Precisamos estabelecer que qualquer derivada parcial de K é conti-
nua sobre R X R X (¢, +00). Vamos descrever brevemente tal justifica-
tiva. Seja k € IN e suponhamos que «, 3 e v sejam ntimeros inteiros
nao-negativos de forma que k = a + 5 + v seja a soma dos referi-
dos indices. Como as fungoes seno e exponencial sao infinitamente
derevéveis, estabelece-se que, para todo n € IN, a fungao

oF nmy nwT a’n’n?
Sra 0P or [sen (T> sen (T) exp <_—l2 t)] (5.18)

é continua em R X R x (g, +00). No que segue, usamos o Teorema
2.12 como embasamento. Devemos garantir que a série de fungoes

= ok nmy nwE a’n’n?
3 gy o (7 sen (U7 e ()|

é uniformemente convergente em R xR X (g, 400). Nao detalharemos
essa prova passo a passo, pois demandaria a abordagem com miulti-
plos indices e seria um processo longo. Porém, a ideia esta pautada
no uso conveniente de adaptacoes do Teste M de Weiestrass, Teore-
ma 2.13, assim como abordado anteriormente para que pudéssemos
garantir a continuidade de K(z,y,t).

Como ilustragao, consideremos o caso k = 1. Dai, poderao ocorrer
trés situagées: a =1, =07y=0,a=0,=17v=0;e a =0,
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B = 0 ey = 1. Utilizando essa metodologia detalhada, pode-se
estabelecer que todas as derivadas de primeira ordem da func¢ao em
(5.18) ser@o continuas em R x R x (g, +00). Isso é suficiente para
deduzir que K(z,t,y) € CY(R x R x (g,+0o0)). Continuando esse
processo para qualquer k suficientemente grande, garantimos que

K(z,y,t) € C*(R x R X (g, +00)).
Fazendo € — 07, conseguimos estabelecer que
K(z,y,t) € C(R x R x (0, +00)),

o que finaliza a justificativa da validade da Afirmacdo 2. A regula-
ridade de K e a expressdo (5.17) sdo usadas para determinar que é
valida a pertinéncia tratada em (5.14).

Finalmente, provemos que a funcao u(x,t) é, de fato, a so-

lucdo do Problema da Equagdo do Calor enunciado em (5.5).

Com efeito, iniciaremos mostrando que u(x,t) soluciona a EDP
Up = @ Ugy.

Como l
u(w, 1) = / ) K(z,y.1) dy,

entao, as convergéncias uniformes das séries que descrevem K e K;
permitem estabelecer que

0
a(u) = 1wy

l

)
| 5 G- Kp.0) dy

! 0
| 15 ) dy

l
/O F@) Koz, y,1) dy,
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ou seja,
1

up = /O fW)Ki(z,y,t) dy.
Analogamente,

Uy = / f)Ke(z,y,t) dy
e

/ f $CZ' :E y’ )dy'
Calculemos as seguintes derivadas parciais de K, definido em (5.16)
2 X /—a2n2n2 nmy nmwx a’n?r?
Ktzjnzl( B >sen( ] )sen( ;i )exp(Tt>,
2 X nr nwx nmy a’n?r?
K.r = 7 7;- T COS (T) sen (T) exXp <—Tt>

2,22

=3 3% () s (55 e (1 s (),

Se (z,y,t) € R x R x (0, +00),

o’Kyp = f% :Zi (@)2 sen (mlr_m) sen (@) exp ( a2711227r2 t)

= K.

Portanto, se (z,t) € [0,1] x (0, 400),

l

l
/O @) - Ki(z,y,1) dy

ug(z, 1)

l

/f - Koo, y,t) dy

= o uge(,t).
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Assim, garantimos que u; = au,, na regiao desejada. Logo, u(z,t)
soluciona a EDP. Nos resta apenas provar a condi¢do de fronteira,
uma vez que a condi¢do de valor inicial foi garantida anteriormente
em (5.13). Notemos que, para t > 0,

+oo 2,22
u(0,t) = Z by, sen(0) exp (_a 727T t) =0
n=1

+o0o 2,22
u(l,t) = Z by, sen(n) exp (—al#t) = 0.

n=1

Logo, u(z,t) soluciona o Problema da Equagao do Calor.

Finalmente, garantimos que dada uma fungao f € C([0,1]),
com f(0) = f(I) = 0 e f diferencidvel em [0,!] a menos de um
conjunto finito de pontos, com f’ € SC([0,1]), entdo, a série

too 2,2, 2
u(zx,t) = Z b, sen (n_7lras> exp <—al#t>,
n=1

com z € [0,1],t > 0, em que

9 l
b, = 7/0 f(z)sen (nlﬂ) dx, n € N,

converge uniformemente em [0, ] x [0, 4+00) para uma funcdo suave
u € C([0,1] x [0,+00)) N C>([0,1] x (0,+00)), que é a solugao do
problema (5.5). [

Vejamos um exemplo de aplicacao direta do Teorema 5.1:

Exemplo 5.1. Consideremos a equagao do calor com a constante de
difusidade o = 1 e o seguinte PVIC:

Ut = Ugy, (z,1) € (0,7) % (0, +00)
u(0,t) = u(m,t) =0,t >0

(5.19)
u(z,0) = f(z) = {

x, se z € |0, %}

—r+m se x € (g,w].
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Estamos interessados em encontrar a solu¢do do problema (5.19).
Notemos que, quando ¢t = 0, a temperatura varia de acordo com a
funcao f, cujo grafico é

y=fx)

Figura 5.3 — Grafico de y = f(z).

Notemos que f € C([0,7]) e f(0) = 0 = f(m), ou seja,
f satisfaz a condicdo de compatibilidade. Além disso, f é diferen-
ciavel em (0, %) U (%,7’[‘). Registra-se que f'(z) = 1 se z € (0, %)
e fl(r) = —1sex € (g,w). Por consequéncia, estabelece-se que
1€ SC(]0,7]). Com isso, temos que todas as hipoteses do Teorema
5.1 sao satisfeitas. Calculemos os coeficientes b,, com n € IN. De
(5.3), temos

™

2 [z 2 ["
b, = = / xsen (nx) dr + —/ (—x + 7) sen (nz) dz
™ Jo TJz
4 ™m
= —7'(‘n2 Se1n (7) . (520)

Substituindo (5.20) em (5.2), temos que a série

™2 2

u(z,t) = f [i sen (W—n)] sen(nz) exp (—n’t) (5.21)

converge uniformemente em [0, 7] x [0, +00) para uma fun¢io u €
C([0, 7] x [0, +00)) NC>([0, 7] x (0, +00)), que é a solugao do PVIC
(5.19).

Podemos aproximar o grafico da temperatura u na posi¢ao z da

barra no tempo ¢ considerando uma quantidade finita de parcelas
da série (5.21). Utilizando os trinta primeiros termos dessa série, a
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aproximacao do grafico de u(zx, t) considerando x € [0, 7] e t € [0, 10]
é representada por

,;irﬂ ‘

ﬁ
n 3_nTn
T 8

x

Figura 5.4 — Grafico da fun¢ao dada pela soma dos trinta primeiros

termos da série (5.21), plotado com auxilio do software
Maple.

Podemos ilustrar a diminuigao da temperatura por meio de
uma analise grafica considerando x arbitrario e t fixo:

il D

e . e

X m 3% m Sz 3n x
8 4 2 8

Figura 5.5 — Graficos da fungdo que aproxima wu(z,t), respectiva-
mente, com t = 0 (vermelho), t = 1 (azul escuro), t = 2

(verde) e t = 3 (azul claro), plotados com auxilio do
software Maple.
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Notemos que, quando t tende a infinito, a temperatura da
barra tende a se estabilizar em 0 unidades.

5.2 UNICIDADE DE SOLUCAO

O Teorema 5.1 d& condicoes para a existéncia de solugao
para o problema (5.5). Nada até o momento foi comentado acerca
de unicidade de solucao.

Nesta secao, definiremos o conceito de Integral de Energi-
a. Em seguida, provaremos uma propriedade importante sobre essa
integral que nos possibilitard a dedugao da desigualdade

luC )llze <[ fllze,

em que L? é o espaco das funcdes quadrado-integraveis e

l
1fllze = < / <f<x>>2dx>

O conceito de Integral de Energia serd extremamente rele-

1
2

vante para provarmos a unicidade da solugao do Problema da Equa-
¢ao do Calor.

Definicao 5.1. Suponhamos que u(z, t) seja uma solucao do problema
(5.5) que existe conforme o Teorema 5.1. Entéo, podemos definir a
Integral de Energia como

B(t) = /Ol(u(x,t))2 dz, t > 0.

Notemos que E(t) > 0 para todo ¢t > 0, uma vez que E(t) é
dada por uma integral do quadrado de uma funcao real.

Proposicao 5.2. Seja u(x,t) uma solu¢ao do problema (5.5). Entao,
E(t) < E(0).

Demonstragdo. Para provarmos que E(t) < F(0), devemos garantir
que E(t) é uma fungdo nao-crescente. No contexto fisico, isso sig-
nifica provarmos que a energia em um certo tempo comega em um
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valor e vai diminuindo com o desenrolar da analise. Para provarmos
que E(t) é ndo-crescente, basta mostrar que sua derivada, E’'(t), é
negativa. Relembremos que u(x,t) esta sujeita a regularidade

C([0,1] x [0,400)) N C3(]0,1] x (0, +00)).

Dai, como u(z,t) é suave, se t > 0,

l
Et) % < /O (u(z, 1)) dm)

Ly 2
_ /Oa[(u(x,t» ] do
! B
— /02u(m,t)-§(u(xat))dm

l
2/ u(z,t) - u(x,t) de
0
!
= 2a2/ u(z,t) - uge(x,t) do.
0

Utilizando integracao por partes, temos
l l
FE'(t) = 2a° [(u(aj,t)~um($,t))’0 — / (ug(z,t))? dx]
0
!
— 22 [u(l,t) g (1, £) — w(0,£) - ug(0, 1) — / (up(, £))? da:]
0

!
= 2« /O(ux(ac,t)) dx,

uma vez que u(0,t) = u(l,t) = 0, pela condigdo de contorno. Temos

entao que
l
E'(t) = —2a° / (ua (2, )2 da
0
Como FE'(t) é o produto entre uma constante C = —2a? < 0 e

uma integral definida em um intervalo [0,!] do quadrado de uma
fungao real, entao E’(t) ¢, certamente, menor ou igual a zero. Dal,
E(t) & nao-crescente em [0, +00), portanto, se t > 0, tem-se E(t) <
E(0). n
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Observemos que E(t) é, na verdade, a norma ao quadrado
da fungao u(z,t), isto é,

l
||u(-,t)||2=/0(u(x,t))2 d.

Além disso,

l

l
E(O)Z/O(U(:mo))2 dw:/o(f(m))deZ 1117

O que acabamos de provar na Proposicao 5.2 é que E(t) < E(0), ou,
em outros termos, que

luC e < (I fllze,

para todo t > 0, em que L? é o espaco das funcdes quadrado-
integraveis.

Ao longo deste capitulo, no Teorema 5.1, provamos a exis-
téncia da solugdo para o problema (5.5). Nos interessa garantirmos
que, impostas as condi¢oes de fronteira e a condi¢ao inicial, a solugao
desse PVIC sera tnica. Para isso, provaremos o seguinte Teorema:

Teorema 5.3. Se o problema (5.5) tiver solugao em C([0,1] %[0, +00))N
C2([0,1] x (0,+00)), entdo ela serd tinica.

Demonstra¢ao. Suponhamos que existam duas solugoes para o pro-
blema (5.5), digamos uy e ug, sujeitas a regularidade do enunciado.
Dal,

(u1)e = a®(u1)ze, (z,t) € (0,1) x (0, +00)

ur(0,t) =uy(l,t) =0,t>0

ui(x,0) = f(z),z € [0,1],

(u2)¢ = a®(uz)ze, (z,t) € (0,1) x (0, +00)
u2(0,t) = ua(l,t) =0,t >0
ug(x,0) = f(x),xz € ]0,1].
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Definamos w = u1 — us. Observemos que
we = (u1)e — (u2)e = 2(“1)9:1 - QQ(UZ)M = OZQWx:u (z,t) € (0,1) x (0,+00)
w(0,t) = u1(0,t) —u2(0,t) =0 =u1(,t) —u2(l,t) = w(l,t), t >0
w(m,O) = 'LL1(IE,0) - UQ(mvo) = f(:lj) - f(l') =0,z € [071]
Assim, w satisfaz um PVIC auxiliar,
w = 2wy, (z,t) € (0,1) x (0,400)
w(0,t) =w(l,t)=0,t>0
w(z,0) =0,z € [0,1].

Utilizando a defini¢do de integral de energia e a Proposi¢ao 5.2, podemos

afirmar que, para t > 0,
E,(t) < Eu(0),

isto é,

l l l
; 2 €T wlr 2 €T = 2 T =
/0<w<1,t>> d s/0< (2,0))% d /O<o> dz =0,

para t > 0. Notemos que

0< /l(w(x,t))2 dz < 0.

Como w é continua (pois herda a continuidade de u1 e ug) e

l
[ @lw.t)? ds =0,
0
segue que
w(x,t) =0
para todo (z,t) € [0,1] x [0,400). Como consequéncia,
uy(z,t) —us(x,t) = w(x,t) = 0.
Finalmente,
uy(x,t) = us(x,t),

para todo (z,t) € [0,1] x [0,+00). Portanto, a solugdo ¢ tnica. |

Utilizando conceitos de Integral de Energia, conseguimos,
entao, com o Teorema 5.3, garantir a unicidade de solu¢ao do proble-
ma (5.5). Na proxima se¢ao, abordaremos mais um aspecto relevante
sobre o problema (5.5), a dependéncia continua.
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5.3 DEPENDENCIA CONTINUA

Uma outra particularidade do problema (5.5) é a dependén-
cia continua. Isto é, se tomarmos condigoes iniciais proximas, as
solucoes que geraremos estarao, de certa forma, proximas. E sobre
isso que trataremos no proximo resultado. Antes, entretanto, sera
preciso que definamos || + || co-

Definigao 5.2. Seja f € C([0,1]). Entao,
[flloo = max |f(z)].

z€[0,1]

Teorema 5.4. Suponha que f, f € C([0,1]), com f(0) = f(I) =0
f(0) = f(I) = 0. Suponha que f e f sejam diferencidveis em [0,1],
a menos de um conjunto finito de pontos, com f', f' € SC([0,1]) e
considere que u, i € C([0,1] x [0,400))NC>([0,] x (0, 4+00)) de tal
forma que

9

U = PUgy, (2,t) € (0,1) x (0, +00)
uw(0,t) =u(l,t)=0,t>0
u(z,0) = f(x),z €[0,]]

<

¢ = a2lgy, (x,t) € (0,1) x (0, +00)
w(0,t) =a(l,t)=0,t>0
a(z,0) = f(x),z € 0,1].

Entao, existe M que pode depender de t mas que nao depende de x,

tal que
|u($7t) - ﬂ(w,t)| <M- ||f - f||007

para todo (x,t) € [0,1] x [0,400).

Demonstracao. Utilizando os Teoremas 5.1 e 5.3, podemos afirmar

que
2,2, 2

=X nm a*n’m
t) = by, sen (| — ) exp (— t)
5 s () (-
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nas quais

b l/f sen )dm

Se (z,t) € [0,1] x [0, +00),

+00 2,22
_ nmwx a*n m
lu(x,t) — a(z,t)] = ;bnsen T) exp <— B )
- ioc sen (@) ex (_a2n2772t>
2 [P 2
+oo 2,22
nmwx a*n m
= ;(bn — Cn> sen (T) exp <—Tt> ‘
+o0 2,22
nmwx anm
< Z |br, — ¢ ‘sen (T> ‘ exp <— B t>
n=1
e, como |sen(a)| <1,
+o0 2,22
u(e, t) — a(z, 1) < 3 [b, —cn|exp< a 72” t). (5.22)
n=1

Por outro lado,

b, —cnl =

%/Olf(:c) sen (Zﬂ) dr — %/Ol f(:c) sen (nlﬂ) dx

< %/Ouu Fysen (“15) d|

< 2 [ st f]fen (2
b o [ (=)

< )=o) [

< 2f ~ Flle. (5.23)



5.8. DEPENDENCIA CONTINUA 127

Logo, se n € IN, de (5.22) e (5.23), temos que
b = cal < 2(f = [loe- (5.24)

Dai, se (z,t) € [0,1] x [0,400), de (5.22) e (5.24), temos que
o2n2n2

Zznf Flweso (57
a’n?r?

201f ~ Fllx Zexp (-51)-

|u($v t) - d(w, t)l

IN

IN

Definamos

2,2 2
M:=M —ZZexp< anwt)

Pelo Teste da Integral, que pode ser encontrado na se¢ao 11.3 de |7],
na pagina 663, podemos concluir que M é convergente.

Se (x,t) € [0,1] x [0, 400), entao
|u(m,t) - ﬂ(mvt” < M”f - f”oov
como querfamos demonstrar. ]

Teorema 5.5. Consideremos f(x) e u(x,t) como no enunciado do
Teorema 5.1, de forma que o problema

Uy = gy, (2,t) € (0,1) x (0, +00)
w(0,t) =u(l,t) =0,t>0
u(z,0) = f(z),z €[0,]

seja solucionado. Fizemos t € [0,+00) e seja € > 0. Entao, eziste
6 > 0 tal que se

1f = Fllos <0,

com f satisfazendo as mesmas condi¢oes impostas a f, tem-se que

|lu(x,t) — a(z,t)] < e
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para todo (x,t) € [0,1] x [0,400), lembrando que @ € a solu¢ao do
problema de valor inicial e de contorno

U = Qlge, (z,t) € (0,1) x (0,400)

a(0,t) =a(l,t) =0,t >0

i(x,0) = f(z), = € [0,1].

Demonstragao. Fixemos t > 0. Seja € > 0. Definamos

€
0=—
3M’
no qual

a?n2m2
M = —22exp< t).

Notemos que, se f e f forem tais que f(0) =0 = f(1), f(0) =0 =

f) e

1f = Flloo <6,
entao, dado z € [0,!], pelo Teorema 5.4
u(z,t) —a(z,t)] < M|f— fllo
< M-6
< M.
- 3M
< 1
—¢
- 3
< e
como desejado. |

Notemos que a teoria que foi desenvolvida em rela¢ao ao pro-
blema da equacao do calor dadas certas condigoes de fronteira e de
valor inicial vale exclusivamente para essa configuragao de problema.
Se mudarmos as condicoes, estaremos lidando com um outro proble-
ma associado & equacgao do calor. Para esse eventual novo problema,
seria necessaria outra anéalise, e essa poderia nao ser necessariamente
similar ao que discutimos até entao.

Na proxima segao, enunciaremos um problema envolvendo
a conducgao do calor em que as condigoes de contorno nao serao
homogéneas. Veremos que a abordagem reflete outros aspectos.
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5.4 PROBLEMA DA CONDUCAO DO CALOR COM CONDI-
COES NAO-HOMOGENEAS

Nesta secao, discutiremos um problema que envolve a equa-
¢ao do calor diferente do abordado em (5.5), pois possui condigdes
de fronteira nao homogéneas:

g = @Ugy, (2,t) € (0,1) x (0, +00)
w(0,t) =Ty, u(l,t) =T, t >0 (5.25)
u(z,0) = f(x),z €[0,1],

no qual T} e Ty sdo constantes e f deve satisfazer a condicao de
compatibilidade

f(0) =Ty, f(I) =T>. (5.26)

Notemos que, se 177 = Ty = 0, teremos exatamente o mesmo PVIC
abordado ao longo do trabalho. O PVIC apresentado em (5.25) é
mais geral que o PVIC trabalhado até entao.

Pelo fato de termos condigoes de contorno ndo homogéneas
(ndo nulas), ndo sera possivel aplicarmos diretamente o método da
separacao de variaveis no problema (5.25) e, portanto, ndo se aplica
o Teorema 5.1.

A partir dessas consideragoes e dos Teoremas 5.1 e 5.3, po-
demos enunciar o seguinte resultado:

Teorema 5.6. Se f € C([0,l]) com f(0) =Ty e f(l) = Ts for dife-
rencidvel em (0,1) a menos de um nimero finito de pontos com f' €
SC([0,1]), entao a tnica solugao de (5.25) em C([0,1] x [0,400)) N
C?([0,1] x (0,+00)) serd dada por

too 2.2 2
w(z,t) = (Th — Tl)% + Ty + Z b, sen (717;55) exp <—O‘I#t>
n=1
(5.27)

na qual

2 T, —T
bn:_/ (f(y)_ = 1y_T1>sen($)dy,ne]N. (5.28)
0
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Além disso, a série em (5.27) converge uniformemente em R X
[0,+00) eu e C>([0,] x (0,4+00)).

Demonstra¢do. Consideremos o problema de EDO de segunda or-
dem

v"(z) =0, z € (0,1),

v(0) =T, v(l) = T4,
que tem

o(z) = (Tp — m% LTy, e 0,0,

como uma solugao. Definamos a funcao auxiliar
h(z) = f(z) —v(z), x € [0,1].

Notemos que v tem derivada continua. Devido as hipodteses assu-
midas para f, podemos afirmar que a condicdo inicial h atende &
regularidade exigida no Teorema 5.1. Podemos garantir que h sa-
tisfaz a condi¢do de compatibilidade, isto &, h(0) = 0 = h(l). De
fato,

h(0) = f(0) —=v(0) =T1 =Ty = 0

h(l) = f(l) - U(l) = T2 - T2 =0.

Pelo Teorema 5.1,

400 2,2 2
w(zx,t) = Z b, sen (Zﬂ) exp (—al#t), x €[0,1],t >0,
n=1
(5.29)
na qual
2 [ nmwx
by, = 7/, h(z)sen (T> dx, n € N,
satisfaz
W = Wy, (2,t) € (0,1) x (0, +00)
w(0,t) =0 =w(l,t),t >0,
w(z,0) = h(z) = f(z) —v(z),z €[0,]]
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Ademais, a série (5.29) converge uniformemente em [0, ] x [0, +00)
para uma funcao w € C([0,1] x [0, +00)) N C*([0,1] x (0, +00)).

Definamos, conforme (5.27),
u(z,t) = v(z)+ w(zx,t)

+oo 2,22
T nmwT a“n“m
(T, — Tl)f + 1) + ngﬂ bn sen (T) exp (—Tt).

Percebamos que b, atende a (5.28). Agora vejamos que (5.25) é
satisfeito pela fungao u.
Sobre (0,1) x (0,400), identificamos que

ur = veF+w =0+ a2wm =a?" + azwm

= ?(W" + we) = P (Ver + Waz) = Pty

Parat >0

u(0,t) =v(0) +w(0,t) =T1 +0="T1
e

u(l,t) =v(l) +w(l,t) =T + 0 = Ts.
Para x € [0, 1],

u(z,0) = v(z) + w(z,0) = v(z) + [f(2) —v(z)] = f(2).

Utilizando a mesma estratégia empregada na prova do Teorema 5.3,
pode-se mostrar que, dadas as hipoteses do Teorema 5.6, a funcao
u, apresentada em (5.27), é a tnica solu¢do do PVIC (5.25). |

Percebemos, entao, que podemos utilizar alguns resultados
que provamos anteriormente e, a partir de certas adaptagoes, conse-
guimos garantir a validade do Teorema 5.6. Isso amplia o leque de
problemas que envolvem a Equacao do Calor que admitem solucoes
conhecidas.






6 CONSIDERACOES FINAIS

Esse Trabalho de Conclusao de Curso foi elaborado a partir
de estudos estruturados ao longo de quase dois anos de Iniciacao
Cientifica voluntéria.

No decorrer do trabalho, analisamos o problema cléssico da
equagao do calor. A partir do principio da superposicao e do método
da separagao de variaveis, fomos levados & definicao das Séries de
Fourier. Essa teoria construida, sobretudo no Capitulo 3, foi extre-
mamente relevante para que pudéssemos conduzir um estudo tedrico,
formal e consistente acerca de Séries de Fourier e uma de suas muitas
aplicagoes.

Demos continuidade aos nossos estudos relativos as Séries
de Fourier, principalmente no que se refere as questoes de conver-
géncia. Nesse processo, nos deparamos com alguns desafios. Um des-
ses desafios foi estudar propriedades distintas relativas as fungoes
seccionalmente continuas para que pudéssemos demonstrar, com o
devido rigor, os teoremas de convergéncias pontual e uniforme de Sé-
ries de Fourier. Além disso, apds estudarmos essas convergéncias, foi
necessario que nos atentassemos as diferengas entre a convergéncia
pontual e uniforme, e mais do que isso, que entendéssemos o porqué
da convergéncia uniforme ser tao relevante para o prosseguimento
de nossos estudos. Todos os resultados relativos ao processo descri-
to neste pardgrafo encontram-se detalhados, majoritariamente, no
Capitulo 4.

No Capitulo 5, enfatizamos o que entendemos como a princi-
pal parte de nosso estudo: provar a existéncia de uma tnica solugao
para um problema de valor inicial e de contorno (PVIC) associado
a equacao do calor. Levando em consideragao nossa principal refe-
réncia, [4], adentramos nos teoremas que embasam essa teoria. En-
contramos alguns obstéculos no processo, principalmente pelo fato
das demonstragoes realizadas em [4] serem essencialmente breves e
desprovidas de detalhes. Assim sendo, estudamos as demonstragoes
desses teoremas e, além disso, mais alguns resultados relativos a de-
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pendéncia continua de solugbes, o que parece ser algo de bastante
interesse na area das equagoes diferenciais parciais (EDPs).

Podemos afirmar que o processo realizado de detalhar as de-
monstragoes presentes no Capitulo 5 foi 4rduo, mas extremamente
gratificante. Cada processo foi feito com cautela e com muito entu-
siasmo, principalmente quando viamos os resultados demonstrados
e o trabalho tomando forma.

Por fim, ressaltamos também o desafio de trabalhar com as
EDPs, em especifico, com a EDP do calor juntamente com seu PVIC.
Toda a teoria desenvolvida e justificada ao longo de nosso trabalho
vale, especificamente, para um caso muito particular de PVIC. Caso
fagamos mudangas nas condi¢Oes iniciais ou de contorno, como visto
na Secdo 5.4, a metodologia utilizada para garantir a existéncia e
uma eventual unicidade de solugao para o problema podera nao ser
necessariamente a mesma e, eventualmente, requerera estratégias
nao imaginadas.

Para estudos futuros, nosso interesse estaria pautado em ex-
plorar o Problema da Equacgdo do Calor na barra infinita, ao qual
seria necessario explorarmos a defini¢ao e propriedades da Transfor-
mada de Fourier. Além disso, o estudo relativo as outras classes de
EDPs mencionadas ao longo do trabalho, como a Equacao da Onda
e a Equagao de Laplace, também seria uma opcao futura de conti-
nuidade para esse trabalho. Por fim, ha a possibilidade de entender
como lidar com a Equacao do Calor em ambito n-dimensional.
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