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RESUMO

Este trabalho tem como principal objeto o desenvolvimento dos prin-
cipais tépicos e aplicacoes da Teoria de Galois, geralmente presentes
em um curso introdutério sobre o tema. Essa teoria consiste no estudo
de corpos e suas extensdes, a partir de um grupo associado a essa
extensao, chamado de ‘grupo de Galois’. O grupo de Galois de uma ex-
tensao permite criar uma ponte entre a Teoria de Corpos e a Teoria de
Grupos, pode-se, entdo, derivar propriedades sobre os corpos a serem
investigados, olhando apenas para seu grupo de Galois, e vice-versa.
Nao é, porém, qualquer extensdao que tem acesso a essa poderosa ferra-
menta, as extensoes que possuem uma rela¢do util com algum grupo
precisam satisfazer duas condigoes: separabilidade e normalidade, e o
estudo dessas condigoes é feito por meio dos morfismos entre extensdes
de corpos e os anéis de polinémios gerados por cada corpo. Uma vez
que essas propriedades sao bem estabelecidas, é possivel utilizar as
ferramentas desenvolvidas para diversas aplicagoes. Nesse trabalho,
foi dada atenc@o a duas em especifico: construgdes geométricas com
régua e compasso, e a resolucdo de equagoes polinomiais.

Palavras-chave: Extensoes de corpos. Teoria de Galois. Construgdes
geométricas. Solubilidade por radicais



ABSTRACT

The main goal of this final paper is to develolp the key topics and
applications of Galois Theory, which would be generally covered in an
introductory course in the subject. This theory consists in the study
of fields and their extensions, by making the use of groups that corre-
spond with said extensions, called “Galois groups”. The Galois group
of an extension creates a bridge between the subjects of Field Theory
and Group Theory, which enables the use of group properties to gather
information about the corresponding field extension, and vice-versa.
However, not all field extensions have access to this powerful tool, for
there to be a useful relationship between an extension and a Galois
group, the field extension must, first, satisfy two conditions: normality
and sepparability, and the study of these two properties is done in
terms of morphisms between field extensions and the properties of the
polynomials rings made up by each field. Once these properties are
well-established, its possible to use the theory that was develolped
in many different applications. In this final paper, the attention was
focused on two particular applications: geometric constructions with
ruler and compass, and the solvability of polynomial equations in
terms of radicals.

Keywords: Field extensions. Galois Theory. Geometric constructions.
Solvability by radicals.
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1 INTRODUCAO

O presente trabalho tem como objetivo geral apresentar os
principais resultados e aplicagdes da Teoria de Galois, geralmente
vistos em um curso introdutoério sobre o tema.

O estudo foi realizado a partir de livros didédticos que aborda-
vam a Teoria de Galois, e foram utilizados tanto livros desenvolvidos
por autores nacionais, quanto internacionais. A partir dos contetdos
desses livros, buscou-se fazer uma sintese dos temas abordados, assim
como o desenvolvimento de alguns pontos que foram nao estavam bem
desenvolvidos. As principais fontes, aqui, foram [4] e [2], que influenci-
aram, majoritariamente, a escrita dos capitulos 2, 3, e 6. Para alguns
resultados auxiliares dos capitulos 4, 5 e 6, foram usados também os
textos [1] e [3], respectivamente.

A teoria de Galois consiste, basicamente, no estudo dos corpos
e suas extensoOes a partir de suas simetrias, isto é, seu grupo de auto-
morfismos. Isso permite tragar um paralelo entre a Teoria de Corpos
e a Teoria de Grupos, permitindo assim utilizar as ferramentas de
ambas a teorias para o estudo das propriedades dos corpos.

Esse trabalho é divido em 5 partes. A primeira parte é o Capi-
tulo 2, que contém o desenvolvimento do maquinario necessario para o
estudo aprofundado de extensdes e suas propriedades. E desenvolvido
os conceitos de extensoes algébricas e finitas, o conceito de polindmio
minimal de elementos algébricos e morfismos entres extensoes.

Uma vez que essas propriedades bésicas sobre extensoes de
corpos estao estabelecidas, é feito um estudo da Teoria de Galois no
Capitulo 3. Nesse capitulo é feito o estudo de duas propriedades de
extensoes: normalidade e separabilidade. Essas propriedades garantem
que a correspondéncia entre a Teoria de Corpos e a Teoria de Grupos

ocorra de forma “bem comportada”.
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As extensoes que sdo normais e separaveis sao ditas ser galoisia-
nas e sao as extensoes mais importantes neste trabalho. Cada extensao
galoisiana estd relacionada a um chamado “grupo de Galois”, que é
o grupo de automorfismos dessa extensdo. Em extensoes galoisianas,
as propriedades da extensao sao refletidas nas propriedades de seu
grupo de Galois, e vice-versa. Esse fato é chamado de “O Teorema
Fundamental da Teoria de Galois”, que é a principal ferramenta que
sera utilizado posteriormente ao Capitulo 3.

No Capitulo 4 é feito um estudo detalhado sobre um tipo es-
pecifico de extensoes galoisianas, que sdo as chamadas “extensoes
ciclotémicas”. Essas extensoes sao importantes pois tem uma proprie-
dade particular: elas tém grupo de Galois abeliano. Elas ndo sdo as
Unicas extensoes galoisianas cujo grupo de Galois é abeliano (nesse
caso a extensdo é chamada de abeliana), porém sdo, de certa forma,
as mais fundamentais. Além disso, elas nos ddo uma maneira geral
de construir extensoes abelianas que funciona com (quase) qualquer
corpo, o que é uma particularidade das extensoes ciclotomicas (outras
construgoes conhecidas de extensdes abelianas geralmente requerem
hipéteses extras no corpo original), e sdo de grande importancia nos
capitulos posteriores.

Os Capitulos 5 e 6 apresentam algumas aplicacoes classicas
da Teoria de Galois. O Capitulo 5 é uma aplicacao dessa teoria na
classificacdo dos nimeros e pontos construtiveis por régua e compasso.
Essa classificagao leva a muitos resultados interessantes na geometria,
como a caracterizagao dos poligonos regulares construtiveis.

O Capitulo 6, por fim, é uma aplicacdo da Teoria de Galois a
resolucao d equagdes polinomiais de grau 3, assim como a demonstra-
¢ao do conhecido fato de que nao existe férmula para a resolucao de
equagoes polinomiais de grau maior ou igual a 5.

Para os pré-requisitos, assume-se, aqui, que o leitor ja tenha
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um conhecimento bésico sobre alguns tépicos abordados em uma gra-

duacdo em licenciatura em matematica, sendo eles:

o Algebra Linear (equivalente a um curso de um semestre, que mos-
tra as principais propriedades de espacos vetoriais de dimensao

finita e as transformacoes lineares entre eles).
o Cilculo e andlise (derivadas e conjuntos enumeraveis).

. Algebra (equivalente a dois cursos introdutérios, que contém os
bésicos sobre grupos, anéis e corpos, e, em particular, anéis de
polinémios, critérios de irredutibilidade de polinémios, dominios
euclidianos, principais, de fatoracao tnica, e o primeiro Teorema
de Sylow).

o Teoria dos Numeros (fatoragdes primas, propriedades do mmec,
mdc, e fungdes aritméticas, em particular, a fungao totiente de
Euler).

o Teoria dos Conjuntos (propriedades de imagens diretas, inversas,

operagoes com conjuntos)

o Conjuntos parcialmente ordenados (diagramas de Hasse, Lema
de Zorn)

o Nogoes bésicas de Teoria das Categorias (defini¢do de diagra-
mas comutativos apenas, que pode ter sido abordada em uma
aula de algebra), nota-se aqui que, nos diagramas comutativos,
morfismos injetores sdo denotadas por < e sobrejetores por —».
Além, no caso em que ndo ha simbolo acompanhado da flecha
— nos diagramas, assume-se que o morfismo correspondente é

a inclusao.
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Nesse trabalho, os simbolos N,Z, Q,R,C sao reservados aos
conjuntos dos nimeros naturais, inteiros, racionais, reais e complexos,

respectivamente. Além disso, 0 ndo é considerado um niimero natural.
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2 EXTENSOES DE CORPOS

2.1 EXTENSOES ALGEBRICAS E TRANSCENDENTES

Iniciaremos nosso estudo definindo precisamente o que é uma

extensao de corpos.

Definicdo 2.1. Seja L um corpo e K um subcorpo de L. Nessas
condicbes, L é dito ser uma extensao de K, e a configuracdo dos

corpos como um todo é dita ser uma extensdo de corpos, denotada
por L/K.

Perceba que uma “extensao de corpos” nao é uma estrutura
algébrica. Ela representa, apenas, a relagdo de subcorpo entre os corpos

L e K. Ou seja, o simbolo L/K ndo representa um corpo.

Definigao 2.2. Se C' C L é um subconjunto qualquer, denotamos
por K[C] o menor subanel de L que contém C' e K simultaneamente.
Mais precisamente, K[C] é a intersec¢ao de todos os subanéis de L
que contém C.

De forma similar, K(C') é a intersecgdao de todos os subcorpos
de L que contém K e C simultaneamente. Caso C' = {601,...,0,}, o
uso das chaves é dispensado. Nesse caso, pode-se escrever esse corpo

explicitamente desta maneira
K(elv"'79n) = {f(gl,;an) : f € K(xlaxn)}

Aqui, K(z1,...,2,) é o corpo das expressoes racionais em n
varigveis, e f(01,...,0,) é a expressdo racional f(x1,...,z,) avaliada
na n-upla (01,...,0,).

Na notagao dessa defini¢do, caso em que C' é um conjunto finito,
digamos C = {64,...,0,}, denotamos K[C] por K|#1,...,60,]. Além

disso, K[f1,...,0,] pode ser explicitamente escrito da seguinte forma

K[01,...,0,] ={f(01,...,0,) : f € K[x1,...,25]},
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onde K([z1,...,2,] é o anel de polinémios em n varidveis com coefici-
entes em K, e f(01,...,0,) é o polindmio f(x1,--- ,x,) avaliado na
n-upla (01,---,0,).

Se D é um dominio de integridade, denotaremos por Frac(D)
seu corpo de fracoes. E, caso ¢ : A — B seja um morfismo entre anéis

ou grupos, Ker(¢) denota o nicleo desse morfismo.

Proposigao 2.3. Seja L/K uma extensdo de corpos e C um subcon-
junto qualquer de L. Entéo, K (C) = Frac(K[C)).

Demonstragigo. Considere o morfismo ¢ : Frac(K[C]) — K(C), defi-
nido por ¢(%) = ab™'.

Perceba que ¢ é injetora. De fato, caso ¢(%) = 0, terfamos que
ab~! = 0. Isso ocorre apenas se a = 0, visto que b~1 # 0. Podemos,
a partir disso, concluir que Ker(¢) = {0}, onde Ker(¢) representa o
nucleo da aplicagdo ¢. Segue entdao que ¢ € injetora.

Para ver que ¢ é sobrejetora, perceba que ¢(Frac(K[C])) é um
subcorpo de K (C), visto que é isomorfo a Frac(K[C]), pois ¢ é injetora.
Por outro lado, K(C') é, por defini¢do, a intersec¢ao de todos os corpos

que contém K e C simultaneamente, e ¢(Frac(K[C])) contém esses

z
1

onde z € K ou z € C. Assim, K(C) deve estar contido, por defini¢io,
em ¢(Frac(K)), portanto K(C) = ¢(Frac(K[C])), provando, assim, a
sobrejetividade de ¢. O

conjuntos, pois sdo formados pelas imagens dos elementos da forma

Exemplo 2.4. Todo corpo K admite pelo menos uma extensao. Basta
considerar o corpo de expressoes racionais em uma varidvel K(z).

Assim temos a extensdo K (z)/K.

Exemplo 2.5. Seja K um corpo, L uma extensdo de K, e &« € K um

elemento ‘ “sem raiz quadrada” em K, porém “com raiz quadrada” em
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L. Em termos mais precisos, 32 # « para qualquer 3 € K, e existe
um elemento /a € L onde (y/a)? = a.

Afirmamos que K(y/o) = {z +yy/a : z,y € K}. Ainda mais,
{1, y/a} sdo linearmente independentes sobre K e, portanto, formam
uma base de K (y/a) se visto como um K-espago vetorial.

Vamos, primeiro, mostrar a igualdade entre os conjuntos. A
inclusdo 2 é clara, pela definicdo de K (y/a). Para a inclusdo oposta,
note que {x + y/a : z,y € K}, que denotaremos por M, é um
subcorpo de L.

Com efeito, é claro que 0,1 € K(y/a), e as operagoes de soma e
produto sao fechadas em M, visto que, para quaisquer a, as, by, by €
K,

(a1 + bl\/a) + (az + bg\/&) = (a1 + az) + (bl + bz)\/a e M,
(a1 + biva)(az + bev/a) = (a1ag + abibg) + (a1be + agby)v/oo € M.

Além disso, para quaisquer a,b € K, o oposto de a + by/a é
(—a) + (—b)y/a, que estd em M. Também, caso b # 0, o inverso de
a + by/a é dado por a-bva (perceba que, caso b = 0 e a # 0, a

a?—ab?

existéncia do inverso multiplicativo de a + by/a é trivial, pois a € K).

A verificacao desses fatos é imediata, basta operar os elementos.

Z{f;/g esteja bem

Sé precisamos garantir que a® — ab? # 0 para que
definido. Isso, de fato, ocorre, pois se tivéssemos a? —ab? = 0, terfamos
que o = (a/b)%. Mas isso é um absurdo, visto que a/b € K, e a ndo
tem raiz quadrada nesse corpo.

Ou seja, se (a,b) # (0,0), a + by/a tem elemento inverso em
{z + y/a : z,y € K}, logo também é nao nulo, o que mostra a
independéncia linear de 1 e \/a. Portanto, tal conjunto é um corpo, e
como K (y/a) é o menor subcorpo de L que contém tanto K como +/c,
devemos ter que K(y/a) C {z+yy/a: x,y € K}. Como j& mostramos

a inclusao oposta anteriormente, a igualdade esta provada.
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Definicao 2.6. Extensoes de corpos que sdo geradas a partir da ad-
juncao de uma raiz quadrada sdo chamadas de extensoes quadraticas,
e o corpo gerado é dito ser um corpo quadratico.

Mais geralmente, extensoes que fazem a adjuncdo de alguma
raiz n-ésima de um elemento sdo chamadas de extensoes radicais n-

ésimas.

Extensoes radicais serdao a nossa fonte mais rica de exemplos
e terdo um papel fundamental quando estudarmos, no Capitulo 6,
a solubilidade de equagdes polinomiais por meio de férmulas que

envolvem a extracao de radicais.
Exemplo 2.7. Afirmamos que
Q(V3,V5) = {a+bV3+ Vb +dV15 : a,bc,d € Q}

Com efeito, pelo Exemplo 2.5, sabemos que {1,1/3} forma uma
base de Q(v/3) como Q-espaco vetorial. Perceba, também, que /5 ¢
Q(v/3), pois caso contrario, terfamos que existem a,b € Q onde

a?+32=5
2ab =10

(a+bV3)> =5 = (a®>+3b%)+(2ab)V3 =5 =

A segunda igualdade nos diz que a = 0 ou b = 0, entretanto, ambos 0s
casos sdo impossiveis: se a = 0, entdo 3b> =5 = b= /15/3 ¢ Q,
por outro lado, se b = 0, terfamos que a®> =5 = a = /5 ¢ Q. Ou
seja, ambas as op¢des nos levam a absurdos.

Assim, também pelo Exemplo 2.5, {1,1/5} forma uma base de
Q(v/3,v/5) como Q(v/3)-espaco vetorial, portanto

Q(V3,v5) = {z+yV5: 2,y € Q(V3)}
={(a+bV3)+ (c+dV3)V5:a,bc,d € Q}
={a+bV/3+cV5+dV15:a,b,c,d € Q}.
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Ainda mais, {1,v/3,/5,v/15} forma uma base de Q(v/3,/5)
como Q-espago vetorial. De fato, j4 mostramos que ele é gerado pelas
combinagbes Q-lineares desses elementos. Para mostrar a independén-

cia linear sobre QQ, perceba que

a+bV3+cV5+dV15 =0 < (a+bV3)+ (c+dV3)VE=0
a+bV/3=0
C+d\/§:07

<~ a=b=c=d=0,
0 que mostra a independéncia linear.

Exemplo 2.8. Vamos achar uma descri¢do da extensao do racionais
Q(V/1 4 /2). Para isso, considere a cadeia de corpos

e(Vi+v2)2aw?) 2e

Primeiramente, note que a inclusio Q(1/1 + v/2) 2 Q(1/2) realmente
se verifica, j& que v2 = (V14 v2)2 -1 € Q(vV1 +V2).

Como ja sabemos, o corpo Q(y/2) é um Q-espago vetorial de
dimensdo 2, com base {1,v/2}. A partir disso, veja que /14 /2 ¢
Q(v2), pois

(a+bv2)2=14V2 <= (a2 +2b*) + (2ab)V2 =142
a®+ 20 =1
2ab = 1.

—

Isolando b = 1/(2a) e substituindo na primeira equagao, obte-
mos a equacdo a? + 5-3 = 1, que equivale a 2(a?)? — 2a? + 1 = 0.
Essa é uma equacdo de segundo grau de varidvel a?. Resolvendo ela,

obtemos que a? = 1 £ 4, porém isso nio é possivel para a € Q(v/2),
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visto que qualquer ntimero real, quando elevado ao quadrado, nao
pode ser complexo.

Assim, pelo Exemplo 2.5, Q(v/1 + v/2) tem base, como Q(v/2)-
espaco vetorial, igual a {1,/1 4 v/2}. Portanto, seguindo o mesmo

raciocinio do Exemplo 2.7,
Q ( 1+ ﬁ)
:{m+ym:x7y € Q(\@)}
:{(a+b\f2)+(c+d\/§)m:a,b,C,dEQ}

:{a+b\/§+c\/1+\/§+d\/2+2\/§:mb,c,d@@}.

Além disso, {1, V2, \/1 +/2, \/2 + 2\/5} é uma base desse corpo
quando visto como Q-espago vetorial. A verificacao é feita de forma

analoga a que foi feita no Exemplo 2.7.

Vamos estudar agora as estruturas algébricas das extensoes de
corpos, comegando pela definicdo de algebricidade para elementos e

extensoes.
Definicdo 2.9. Seja L/K uma extensao de corpos e 8 € L.

(i) 6 é dito ser algébrico sobre K se ele é raiz de algum polinémio
ndo nulo f(z) € K|x], caso contrério, ele é dito ser um elemento

transcendente sobre K.

(ii) L/K é dita ser uma extensdo algébrica se todo elemento de L é

algébrico sobre K e, caso contrario, uma extensao transcendente.

Elementos algébricos sobre um corpo K podem ser entendidos

como elementos “ndo muito estranhos” ao corpo, que satisfazem algum
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tipo de relagdo polinomial com os elementos de K. As extensoes algé-
bricas de K, também, podem ser vistas como extensoes que adicionam

apenas raizes de alguns polinémios com coeficientes em K.

Exemplo 2.10. A extensdo K(z)/K é transcendente para qualquer
K. Com efeito, o mondémio x € K(x) claramente ndo é raiz de nenhum
polinémio ndo nulo de K|[xz], pela igualdade, aparentemente 6bvia,
f(x) = f(z) # 0 (aqui, o lado esquerdo representa a avaliagdo do
polinémio f no elemento x, enquanto o lado direito representa a
expressdo polinomial) para qualquer f(z) € Klz]\ {0}. Ou seja, o

monoémio x é um elemento transcente explicito.

Exemplo 2.11. Toda extensdo quadrética K(y/a)/K é algébrica,
pois cada elemento a + by/a € K(y/a) é raiz do polindémio (x — a)? —
ab? € Klx]. Em particular, a extensdo C/R é algébrica, visto que

C = R(v=1).

Exemplo 2.12. A extensdao R/Q ¢ transcendente. Para ver isso, per-
ceba que Qulx] = {f(z) € Q[z] : deg(f(x)) < n} é um conjunto
enumerével, pois tem a mesma cardinalidade que Q**!, por meio da
bijegdo 6bvia que toma os coeficientes e os transforma e uma (n + 1)-
upla, e esse conjunto é enumeravel pois Q é enumeravel, e o produto
de enumeraveis é enumeravel.

Também, o conjunto V(f(z)) := {6 € R : f(#) = 0} é finito
(portanto enumerdvel), o que implica que o conjunto V(Q,[z]) :=

U  V(f(z)) é enumerdvel (unido enumeravel de enumerdveis é
enumerdvel). Assim, o conjunto dos niimeros reais que sao algébricos

sobre Q é |J V(Qu[z]), que é enumeravel pelo mesma razao de antes.
neN
Como R é ndo enumeravel, segue que R contém elementos trascenden-

tes.
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Perceba que esse raciocinio funciona analogamente no caso geral:
se L/K é uma extensdo de corpos onde K é enumerdvel e L é néo

enumeravel, entdo L contém elementos transcendentes sobre K.

2.2 0 POLINOMIO MINIMAL

Vimos na se¢do anterior que elementos algébricos sobre um
corpo base K sao aqueles que satisfazem uma relacao polinomial com
os elementos desse corpo.

Nessa secao veremos que, dentre todas essas relagdes polinomi-
ais que um elemento algébrico tem sobre K, existe uma que pode ser
considerada a relagdo polinomial “primordial” desse elemento, onde
todas as outras relagoes polinomiais provém dessa. Essa relacao “pri-
mordial”, como veremos, serd dada pelo chamado polindmio minimal.

Sua construcao é dada pelo teorema a seguir.

Teorema 2.13. Seja L/K uma extensdo e § € L um elemento al-
gébrico sobre K. Entao, existe um polindmio moénico e irredutivel

m(z) € K|z], unicamente determinado, onde m(f) = 0.

Demonstragigo. Considere o conjunto m = {f(z) € Klz| : f(0) = 0}.
Perceba que tal conjunto é um ideal primo néo trivial de K[z].

De fato, para qualquer g(z) € K[z] e f(z), h(z) € m, devemos
ter que g(6)£(6) = g(6) -0 = 0, logo g(x)f(x) € m, e £(6) — h(6) =
0+0=0 = f(x)— h(z) € m. Também, m é ndo trivial, ji que 0 é
um elemento algébrico, logo existe um polinémio nao nulo tal que 6 é

raiz. E, por fim, m é primo, pois se fi(z)f2(z) € m, entdo
f1(0)f2(0) =0 = f1(6) =0 ou f2(0) =0,

portanto fi(z) € mou fa(x) € m.
Como K[z] é um dominio principal, m também serda um ideal

maximal, portanto, gerado por um elemento irredutivel m(z) € K|[z].
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Podemos, sem perda de generalidade, considerar tal polindémio como
monico, basta multiplicd-lo pelo inverso do coeficiente do primeiro
termo caso nao seja, e ele continuaria gerando o mesmo ideal.

Por fim, tal polinémio é tnico, ja que dois geradores do mesmo
ideal sempre se dividem entre si, e como sao ambos mdnicos, devem

ser iguais. O

Em um anel A, denotamos o ideal principal gerado por um

elemento a € A por (a).

Corolario 2.14. Na mesma notagdo do Teorema 2.13, temos que

onde o isomorfismo entre K[x]/(m(z)) e K[f] possui os elementos de

K como pontos fixos.

Demonstragigo. Basta considerar o morfismo de anéis K[z] — K[0]
dado por f(z) — f(#). O niicleo de tal homomorfismo é precisamente
m = (m(z)), por defini¢do. Logo, a congruéncia segue pelo Teorema do
Nucleo e da Imagem. Perceba que o isomorfismo induzido age como a
“identidade” em K (identificando cada elemento de K com sua classe
de equivaléncia em Klz]/(m(x))).

Além disso, como (m(z)) é maximal, K[z]/(m(z)) é um corpo,
portanto K [f] também é, além disso, 8 € K[f]. Assim, por definigdo de
K () C K[f]. Em contrapartida, é evidente, também pelas defini¢oes,
que K[0] C K(0). Logo, vale a igualdade. O

Definicao 2.15. Nas mesmas hipoteses do Teorema 2.13, o polinémio

m(x) é dito ser o polinémio minimal de 6.

Observacgao 2.16. Ainda nas mesmas hipéteses do teorema, perceba

que se existe um polinémio f(z) € K[z] onde f(0) = 0, entdo m(zx)
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necessariamente é um fator irredutivel de f, ja que f(z) € m = (m(x)),
o que implica que m(z) | f(x). Ou seja, o polindbmio minimal é o
polinémio de menor grau que tem 6 como raiz, e todos os outros

polinémios com tal propriedade sdo multiplos de m(z).

Exemplo 2.17. Seja K(y/a)/K uma extensdo quadratica qualquer.

2 — @, visto que

Perceba que o polindmio minimal de /o deve ser x
nenhuma de suas raizes estd em K por hipdtese, e esse polinémio tem
um grau suficientemente pequeno para que a sua falta de raizes em
K implique irredutibilidade em K.

Isso ocorre com qualquer polinémio de grau até 3, pois qualquer
fatoracdo de polinémios de grau 2 ou 3 deve conter um fator linear
(de grau 1), portanto, deve conter uma raiz, isso serd amplamente
utilizado no texto.

A interpretacdo que pode-se ter nesse caso é que a relacgdo
(V@)? — a = 0 completamente define esse elemento sob o ponto de
vista de K: a propriedade fundamental de \/a é que, quando elevamos
esse numero ao quadrado, ele se iguala a a.

Perceba que nao é apenas y/a que satisfaz tal relagao, pois
—y/a também é raiz de 2 — «, como ja comentado. Na pratica, isso
significa que \/a e —y/a sdo algebricamente indistinguiveis sob o ponto
de vista de K, ou, em outras palavras, v/« satisfaz a relagao polinomial
f(y/n) = 0 se, e somente se, f(—/a) = 0, basta notar que, em ambos

2

os casos, f(z) € (x* — a), logo ele deve ter ambas.

Exemplo 2.18. Seja m € Z um numero cuja fatoracdo prima tem,
ao menos, um primo de multiplicidade 1, e n € N. Entao, o polinémio
minimal de {/m (este simbolo estd representando alguma das n rafzes
complexas n-ésimas de m) sobre Q é ™ — m.

De fato, ™ — m é irredutivel pelo critério de Eisenstein, utili-

zando o primo de multiplicidade 1 de m e, claramente, tem {/m como
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raiz.

Exemplo 2.19. Como visto pelo exemplo anterior, os niimeros 4-v/2
tem polinémio minimal igual a 2* — 2 sobre Q. Entretanto, eles tem
polinémio minimal igual a 2 — /2 sobre Q(v/2).

Com efeito, primeiro perceba que todo elemento a + byv/2 €
Q(v/2) tem polinémio minimal sobre Q de, no méaximo, grau 2, j& que é
raiz de (z—a)?—2b%. Todavia, os niimeros #+v/2 tem polinémio minimal
de grau 4 sobre Q, logo £v/2 ¢ Q(1/2), e segue que o polindémio 22 —+/2
é irredutivel em Q(/2)[x], pois £+v/2 sdo precisamente suas raizes. Ou

seja, o polinémio minimal depende do corpo base.

Exemplo 2.20. Seja p um primo e ¢ = €2™/? a raiz p-ésima principal
da unidade. Afirmamos que seu polindmio minimal sobre Q é f(z) =
mp—1+...+$+1.

O elemento (¢ é, de fato, raiz de tal polindmio pois é raiz de
2P —1=(x—1)(xP" 1 +---+ 2+ 1), porém nio é raiz de z — 1. Basta
entdo mostrar que 2P~ + .-+ + 1 é irredutivel.

Considere, entdo, o automorfismo de Q[z] dado por p(x) —
p(z + 1) (com inverso dado por p(z) — p(x — 1)). Dessa forma, temos
que a imagem de f(z) pelo autormorfismo é
(z+1)P—1

(4+1)P 4+ () +1= CEEI-

que é um polinémio irredutivel pelo critério de Eisenstein, utilizando

o primo p, logo f(x) também é.
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O polinémio zP + --- + x + 1 do exemplo anterior, por ser o
polindmio minimal de uma raiz da unidade sobre Q, é dito ser um
polindémio ciclotémico. Tais polinémios serdao estudados mais profun-

damente no Capitulo 4.

Exemplo 2.21. Vamos descobrir o polinémio minimal de o = 1 +
2¢/2 + /4 sobre Q. Para isso, perceba que esse elemento é uma Q-
combinacdo linear dos elementos de {1, v/2, V/4}, que é também um
conjunto gerador de Q(+/2). Vejamos, entio, como que a multiplicagio

por « transforma esse conjunto. Temos que

a=1+2V2+ V4,
aVv2 =2+ V2424,
aVvia =4+ 22+ V4.

Escrevendo essas igualdades matricialmente, temos que
a 0 0 1 1 2 1 1
0 a Of [V2]=12 1 2| (V2
0 0 af V4 4 2 1| | V4

Reorganizando
a—-1 =2 -1 1 0
-2 a-1 =2 V2] =10
—4 -2 a-—1| |¥4 0

Portanto, como o sistema linear homogéneo definido por essa matriz
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tem solucao nao trivial, obtemos que

-4 -2 a-1
—= (a—-1P-16-4—4(a—1)—dla—1)—4(a—-1)=0
— a®-3a*+3a-1-20—-12a+12=0

— a®’—-3a?2—9a—-9=0.

Assim, « ¢ raiz do polinémio f(z) = 2® — 322 — 9z — 9. E facil
checar também que os niimeros 1+ 2¢¥/2 + (2V/4 e 14 2¢29/2 4 (V/4,
onde ¢ = €2™/3 sdo as outras raizes de f(x) (extraindo as outras
raizes cubicas complexas de 2).

Esse ntimeros nao sao reais. De fato, perceba que ¢ = (1 +
V3i)/2 e ¢? = (1 — /3i)/2. Assim, calculando as partes imaginarias
de 1+ 2({‘/5 +¢2 Jdel+ 2¢2 2+ C\S/ZI, obtemos, respectivamente,
V32— \/3\3/41/2 e =32+ \/§\3/1/2 Esses niimero nao sdo igual a
0, visto que /2 # ¥/4/2, pois quando elevados ao cubo nao resultam

em nimeros iguais.

Exemplo 2.22. Seja o = /3 + /5, vamos encontrar seu polindémio

minimal sobre Q. Temos que

1
a?=3+2/15+5 = 5a%zx:\/m

1 2
— (2a2—4> =15
= ia4f4a2+16:15
1
= 1044—4052—1—1:0
= a*—16a2+4=0.
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Ou seja, o polindémio minimal de v/3 + /5 é algum fator primo
de f(z) = z* — 1622 + 4, que tem +v/3 + /5 como raizes, como
pode ser facilmente verificado, fazendo os passos contrarios da cadeia
de equagoes acima. Afirmamos que f(x) é irredutivel, sendo assim o
préprio polindmio minimal sobre Q. De fato, se f(x) fosse redutivel,
ele deveria ter um fator de grau 1 ou 2 em Q[z]. Nao ¢é possivel ter
um fator de grau 1, ji que todas as suas raizes sao irracionais, e os

Unicos divisores moénicos de grau 2 sao os 6 polinomios

(x — V3 —V5)(x — V3+V5) =12% — 23z — 2,
(. — V3 —V5)(x + V3 —V5) =2? — 2Vbx + 2,
(x—V3-V5)(x+V3+V5) =22 —2V15 -8,
(z —V3+V5)(z+V3—V5) =22 +2V15 -8,

(x—V3+V5)(z+V3+V5) =22 +2V5+2,
(z + V3 —V5)(x +V3+V5) =2? +2V3z - 2.

Porém, nenhum deles tem coficientes em Q. Segue, entdo, que z* —
16z + 4 é irredutivel e é o polinémio minimal de V3 + /5 sobre Q

Exemplo 2.23. Vamos descobrir o polinémio minimal de v/1 + /2

sobre Q. Note que

Vi+vV2=a = 1+ V2 =a?

— V2=0a2-1

= 2=(a?-1)

= o' —2a*-1=0.
Ou seja, /1 + /2 é raiz do polinémio f(z) = 2* — 222 — 1. Podemos
facilmente achar as raizes desse polindémio, que sdo +v/14 /2, e
encontrar que f(x) se fatora sobre Q(v/ 1+ v/2)[xz] da seguinte forma
f@)=(z—V1+V2)(z+V1—V2)(x?—1++/2), visto que as raizes
+1/1 — /2 sdo complexas.
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Como nenhuma combinagao de dois desses fatores resulta em
um polindémio com coeficientes em Q, f(x) serd irredutivel em Q[z].
Assim, deve ser o polinémio minimal de v/1 + /2.

2.3 EXTENSOES SIMPLES E FINITAS

Definicao 2.24. Seja L/K uma extensao de corpos. Entdo, dizemos

que
o L/K ¢ simples se existe 6 € L tal que L = K(0)

e L/K é uma extensdo finita se L é um K-espaco vetorial de di-
mensdo finita, onde a dimensédo é denotada por [L : K], também

chamado de grau da extensao.

e L/K é uma extensdo infinita se L é um K espago de dimenséo

infinita.

Exemplo 2.25. Toda extensdo quadréitica K(y/a)/K, como visto
no Exemplo 2.5 é uma extensdo simples, de grau 2, com base, como
K-espago vetorial, dada por {1,+/a}. A reciproca, se char(K) # 2,
onde char(K') denota a caracteristica de K, também é verdadeira.

De fato, Seja L/K uma extensdo de corpos onde char(K) # 2
com [L : K] = 2, eseja § € L\ K um elemento qualquer, entao
claramente K (6) = L, visto que deve ser um K-subespago de L com
dimensao maior que 1, portanto diferente de K, logo a unica maneira
disso ocorrer é se L = K(f), assim {1,6,6?} forma um conjunto
linearmente dependente sobre K (), pois tem 3 elementos, e, portanto,
hé elementos a, b, c € K onde af? + b + ¢ = 0.

Utilizando a férmula para a equagdo de segundo grau (que é
valida em qualquer corpo de caracteristica diferente de 2, pois 2a # 0

_ —b+VA _ 12
para qualquer a # 0), devemos ter que § = =23¥=, onde A = b* —4ac
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(aqui V/A representa a raiz quadrada apropriada para que a igualdade
se verifique).
Ou seja, como a,b,c € K, fazer a adjuncao de 6 = %

equivale a fazer a adjuncao de VA, dai L = K(VA).

Exemplo 2.26. Como visto no Exemplo 2.7, a extensao Q(v/3,v/5)/Q
tem grau 4, com base, como Q-espago dada por {1,\/§, V5, \/ﬁ}
Além disso, afirmamos que a extensdo é simples, com Q(v/3,v5) =
Q(V3 + V5).

A inclusao Q(v/3,v/5) 2 Q(v/3 + V/5) é ébvia, visto que /3 +
V5 € Q(v/3,+/5). J& para a reciproca, perceba que o conjunto B =
{1,vV3 4+ V5, (V3 + v5)%, (V3 + +/5)%} é um conjunto linearmente
independente de Q(v/3 + v/5) como Q-espaco.

De fato, qualquer combinagao linear, com coeficientes nao todos

nulos, dos elementos de B, digamos

a(V3+ V5)* + b(V3+V5)* + c(V3+V5) +d,

com a,b,c,d € Q, e (a,b,c,d) # (0,0,0,0), seria igual a f(v/3 + /5),
onde f(z) = ax® + bx? + cx + d é um polindémio ndo nulo de grau no
méximo 3. Todavia, seu polinémio minimal tem grau 4, pelo Exemplo
2.22, portanto v/3 + /5 ndo pode ser raiz de f(x), ou seja, f(v/3 +
V/5) # 0. Segue entdao que B é linearmente independente.

Ou seja, Q(v/3 + v/5) é um Q-subespago vetorial de Q(v/3,v/5)
de dimensdo, no minimo, 4. Como Q(v/3,/5) é um Q-espaco vetorial
de dimensdo 4, isso sé6 pode ser o caso se Q(v/3 4+ v/5) = Q(v/3,V5).

Veremos agora as principais propriedades das extensoes finitas,
que serdao as mais estudadas nesse trabalho.

O seguinte resultado é uma generalizacdo do Coroléario 2.14,
que nos da uma poderosa ferramenta de “criacdo” de raizes para

polinémios, e geragao de extensoes simples.



Capitulo 2. FEaxtensoes de corpos 31

Teorema 2.27. Seja K um corpo, e f(z) € K[z] um polindémio irre-
dutivel de grau n. Entao, se identificarmos K, pela projecao canonica,
como um subcorpo de L = K[z|/(f(x)), entdo L/K é uma extensao
simples de corpos, que faz a adjuncdo de uma raiz de f(z). Ou seja,
L = K(a) para algum « € L onde f(«) = 0. Além disso, [L : K] =n.

Demonstragao. A extensdo L/K estd bem definida, visto que f(z)
é irredutivel, portanto, (f(z)) é maximal, pois K[z] é um dominio
principal, que faz com que K|[z|/(f(z)) seja um corpo. Para mostrar
que a extensao é simples, gerada por uma raiz de f(x), basta considerar
a =T, onde a barra denota a classe de equivaléncia, em K[z]/(f(x)),
do polinémio.

De fato, para todo elemento 6§ € L, temos pela defini¢cdo de L
que existe um polinémio g(x) € K[z] onde 6 = g(x) = g(T) = g(a) €
K(a), e, claramente, f(a) = f(T) = f(z) = 0.

Por fim, perceba que B = {1,a, -+ ,a" "'} é uma base de L

como K-espago. De fato, dizer que existe uma combinacdo K-linear
nao trivial dos elementos de B que resulta em 0 equivale a dizer que
existe um polindmio r(z) € K[z] ndo nulo com grau menor que n tal
que r(«) = 0. Por sua vez, isso implica que r(z) € (f(x)), portanto
f(x) | r(x). Mas isso é falso, j4 que o grau de r(x) é menor que o grau
de f(z), portanto ndo pode existir tal combinagao.

Podemos concluir que B é linearmente independente. O fato de
que B gera L segue diretamente da definicdo de L. Assim, B é uma

base com n elementos, e [L : K] = n. O

Corolario 2.28. Sejam L/K uma extensdo de corpos, § € L um
elemento algébrico sobre K, m(z) o polindmio minimal de theta, e
n = deg(m(z)). Entdo, K(0)/K é finita, com [K(0) : K| = n.

Demonstragdo. Pelo Corolario 2.14, hd um isomorfismo de K-espacos
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~

vetoriais K (0) = K|x]/(m(x)), e o Teorema 2.27 nos diz que

iy K] =

logo também temos que [K(0) : K| = n. O

Segue abaixo uma das principais propriedades dessa nocao de
grau de uma extensao, que é uma generalizacdo do processo usado

para descobrir uma base das extensoes nos Exemplos 2.7 e 2.8.
Teorema 2.29. Sejam M O L O K corpos. Entao,
M/K é finita <= M/L e L/K séo finitas.

Nessas condigoes, também temos que
[M:K]=[M:L][L:K].

Demonstragao. (= ). Como M é um K-espago de dimensao finita,
entdao L é um K-subespago de M, logo também ¢é de dimensao finita.
Além disso, a base de M como K-espago é, claramente, um conjunto
gerador finito de M quando visto como L-espaco vetorial, logo também
deve ser um espaco de dimensao finita.

( < ). Seja {k1,...,k,} uma base de L como K-espaco e
{l1,...,l;n} uma base de M como L-espago, vamos mostrar que B =
{lik; :1<i<nel<j<m}éuma base de M como K-espaco. B

gera M como K-espaco, ja que

M= iliL = ili ikjf( = iilikﬂ(.
i=1 i=1 j=1

i=1 j=1
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Para ver que 8 ¢ linearmente independente sobre K, note que

n m n m
ZZaijlikj =0 = Z Zaijkj lz =0
i=1j=1 i=1 \j=1
m
== Z ai;k; = 0 para qualquer ¢
j=1

= a;; = 0 para qualquer 7, j.

Portanto, B é uma base de M como K-espago de cardinalidade nm =
[M: L]-[L: K], e segue o resultado. O

Teorema 2.30. Toda extensao finita é algébrica.

Demonstragio. Seja L/ K uma extensdo finita com [L : K] = n. Entéo,
para qualquer 6 € L, o conjunto {1,0,...,0™} tem n + 1 elementos,
entdo, deve ser linearmente dependente no K-espago vetorial L. Ou
seja, existem ag, ..., a, € K nao todos nulos tal que ag + a10 + --- +
a,0™ = 0. Uma forma equivalente de dizer isso seria que 6 é raiz do
polinémio f(z) = ag + a1z + - -+ + a,z™, assim, 6 é algébrico sobre
K. O

A reciproca desse teorema nao é verdadeira, como veremos mais

tarde no Exemplo 2.34.

Corolario 2.31. Seja L/K uma extenséo finita com n = [L : K].
Entao, todo elemento de L tem um polinémio minimal sobre K de

grau no maximo n.

Demonstracao. Pelo teorema anterior, todo elemento de L é raiz de
um polinémio de grau n, logo seu polinémio minimal tem grau certa-
mente menor ou igual a n, pois divide tal polinémio, pela Observacao
2.16. O
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Teorema 2.32. Uma extensdo L/K ¢ finita se, e somente se, L =
K(64,...,0,) para algum conjunto de elementos 01, ...,0; € L algé-

bricos sobre K.

Demonstragao. ( = ) Vamos fazer por inducdo em [L : K]. Caso
[L: K] =1, entdo L = K, e L pode ser tomado como K (1), por
exemplo.

Agora suponha que [L : K] = n para algum n > 1. Nesse
caso, L contém propriamente K, portanto existe 6; € L\ K. Dessa
forma, [L : K(01)] = [L : K|/[K(01) : K] < [L : K], visto que
[K(01) : K] > 2, por ser uma extensdo propria.

Assim, aplicando a hipétese de inducdo em L/K (), devem
existir fq, - - , 0 algébricos sobre K (1), onde L = K (04, ---,60k), €
como L/K é algébrica (pois é finita por hipdtese), devemos ter que
01, -, 0 sdo algébricos sobre K.

( <) Basta considerar a cadeia de extensdes simples
K01, ,0k) 2 2 K(01,02) 2 K(6h) 2 K

como cada um dos 6; é algébrico sobre K, ele também sera algébrico

sobre K(61,---,0;,_1) para i > 2. Assim sdo todas extensoes finitas
pelo Coroldrio 2.28, portanto, a extensdao K(61,---,60;)/K é finita,
pelo Teorema 2.29. O

Corolario 2.33. Seja L/K uma extensdo, e a,b € L elementos algé-
bricos sobre K, entdo a + b, ab e a/b (desde que b # 0) sdo também
algébricos sobre K. Ou seja, os elementos de L algébricos sobre K

formam um corpo.

Demonstragao. Se a,b € K sdo algébricos sobre K, entdo K(a,b) é
uma extensdo finita (Teorema 2.32), portanto, algébrica (Teorema
2.30), de K. Além disso, como a +b,ab,a/b € K(a,b), esses elementos
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sdo algébricos. Ou seja, o subconjunto dos elementos algébricos de L

é fechado sob as operagoes de L, logo é, também, um subcorpo. [

Exemplo 2.34. A reciproca do Teorema 2.30 nédo é verdadeira, isto
é, existe uma extensdo algébrica infinita de corpos.

De fato, considere a extensdo K/Q onde K é o corpo dos ni-
meros complexos algébricos sobre Q (que é de fato um corpo pelo
Corolério 2.33).

Como visto no Exemplo 2.18, os elementos da forma {/m, onde
m é m inteiro com ao menos um primo de multiplicidade 1 em sua
fatoracéo, sdo algébricos sobre Q. Portanto estdo em K. Além disso,
/m tem polindmio minimal sobre Q igual ™ — m.

Ou seja, existem elementos com polinémio minimal sobre Q de
grau arbitrariamente grande, visto que n pode ser tomado arbitra-
riamente nessa construcgio. Portanto, K/Q ndo pode ser finita pelo
Corolario 2.31.

Teorema 2.35. Sejam M O L O K corpos, entao
M/K é algébrica < M/L e L/K séo algébricas.

Demonstragio. (=) Como todos os elementos de M séo algébricos
sobre K, o mesmo é claramente valido para os elementos de L, ademais,
todos os elementos de M também serdo algébricos sobre L, visto que
K[x] C Lz].

(<= Seja 6 € M um elemento arbitrario. Para mostrar que
é algébrico sobre K, mostraremos que ele estd em uma extensao finita
de K. O resultado segue, entdo, pelo fato de que toda extenséo finita
¢ algébrica (Teorema 2.30).

Seja m(z) = 2™ 4+ bya" " + .-+ + b, o polinémio minimal de
0 sobre L. Como by,...,b, € L, eles sdo todos algébricos sobre K,

pois L/K é algébrica por hipétese. Assim, a extensdo K (by,...,b,) é
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finita, pelo Teorema 2.32. Isso implica, por sua vez, que 6 é algébrico
sobre K (by,...,by).

Como a extensdao K(by,...,b,,0)/K(b1,...,b,) é finita, pelo
Corolério 2.28, podemos concluir que K (by,...,b,,0)/K também é
finita, pelo teorema 2.29. Isso mostra que 6 estd contido em uma

extensdo finita de K, como queriamos. O

Definicao 2.36. Sejam L/K e L'/K' extensoes de corpos, e 2 um
corpo que contém todos eles. Entdo, a extensdo L'/K' é dita ser um
transporte paralelo de L/ K se existe um corpo M C Qonde L' = LM
e K’ = KM. ou, equivalentemente, se K C K' e L' = LK.

LM =1L
/
L
KM =K'
/
K

Transportes paralelos sdo muitos tteis quando estudamos cor-
pos de estrutura mais complicadas, a partir de corpos mais simples.
Isso ocorre pois, geralmente, preservam propriedades da extensao.

O grau de extensdes finitas, por exemplo, é preservado, simpli-

ficado, com transportes paralelos, como o seguinte teorema mostra.

Teorema 2.37. Seja L/K uma extensdo finita e L'/ K’ um transporte
paralelo de L/K. Entao, [L': K'] <[L: K].

Demonstraciao. Considere, primeiramente, o caso onde a extensao é
simples, ou seja, L = K () para algum 6 € L. Nesse caso, sabemos que

o grau de L/K coincide com o grau do polindémio minimal de 6 sobre
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K, como visto no Teorema 2.28. Digamos, entdo, que m(x) € K[z] é
tal polindmio minimal, com deg(m(x)) = [L : K] = n.

Perceba que L'/K’ também é uma extensdao simples. De fato,
por hipétese temos que L’ = LM para algum corpo M. Além disso,
como ji sabemos que L = K (0), também é verdade que L' = KM (0) =
K'(0).

Como m(z) € K[z] C K'[z], e 6 é raiz de m(z), entdo o polind-
mio minimal de 6 sobre K’, digamos f(z) € K'[z], certamente divide
m(z). Ou seja, [L' : K'] = deg(f(z)) < deg(m(z)) = [L : K], como
queriamos.

No caso geral, L pode ser decomposto em uma cadeia de exten-
soes simples, pelo Teorema 2.32. Assim temos a cadeia de extensoes
simples

L=K,2---D2K| DKy=K.

De forma aniloga ao que foi feito no caso simples, essa cadeia corres-

ponde a seguinte cadeia, também de extensdes simples
L'=MK,D ---2MK, DMKy =K'

Entao, como o caso simples ja foi provado, temos que

[L:K]=[Ky,: K, 1] [Ki: Ko
> [MKp: MKy ] [MK1 : MKo]
— [ML: MK]
=[L": K'].

O

Teorema 2.38. Sejam L1 /K e Ly/K extensoes de corpos, onde esses

corpos estao todos contidos em um corpo maior 2. Entao,

[LlLQ : K] = [Ll : K][LQ : K] — L1NLy=K.
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Demonstragao. Pelo Teorema ?7, sabemos que [L1Lo : K] = [L1Ls :
Ly][Ly : K]. Assim, pela hipétese, [Ly : K|[Ly : K| = [L1Ly : Ly][L; :
K]. Cancelando os fatores de [Ly : K| em ambos os lados, temos que
[Lo: K] =[L1Ls : L]

Além disso, como L1 Ly/L; é um transporte paralelo de Lo /LN

Lo, temos que
[LlLQ : Ll] S [LQ : L1 ﬂLQ] S [L2 : K] = [LlLQ : Ll]

Perceba que o inicio e o fim da cadeia de desigualdades acima sao

iguais, portato sao todas igualdades. Assim,
[Ll ﬂLg:K] = [LQZK]/[LQIleLQ] =1 = LNk, =K.
LiLs
Ly Lo
LiN Ly

K
O

2.4 CORPOS DE RAIZES, CORPOS ALGEBRICAMENTE FECHADOS
E FECHOS ALGEBRICOS

Como vimos, o Teorema 2.27, é sempre possivel criar extensoes
que adicionam uma raiz de um polinémio irredutivel (e, portanto, qual-
quer polinémio, basta adicionar uma raiz para algum fator irredutivel
seu). Esse teorema, naturalmente, pode ser usado repetidas vezes para
adicionar as raizes de algum polinémio onde “faltam raizes”, digamos

f(x), uma a uma, por meio de extensoes simples, obtendo assim um
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corpo que tem ‘ “todas as raizes” de f(x) (e é precisamente gerado por
essas raizes).

Essa nogao de ter “todas as raizes” é o que sera estudado nessa
secdo, porém, é trocada pela condicdo mais clara de que f(z) se
decompoe em fatores lineares (que séo fatores de grau 1), visto que
falar nas raizes de um polindmio que, a priori, ndo tem raizes nao faz
muito sentido. Esse abuso de linguagem, entretanto, sera feito de vez
em quando no texto, e deve ser entendido pela no¢ao de decomposicao

em fatores lineares. Iniciamos com a nogao de corpo de raizes.

Defini¢do 2.39. Sejam K um corpo, f(z) € Klz], L 2 K uma
extensdo onde f(x) se fatora em lineares, e 61, ...,0, € L as raizes de
cada um desses fatores lineares. Entao, K (61,...,0,) é dito ser um
corpo de raizes de f(x) sobre K. Ou seja, é a extensdao de K gerada,

precisamente, pelas raizes de f(z).

Exemplo 2.40. Temos que C ndo é um corpo de raizes de z? — 2
sobre Q, pois C nao é gerado por +v/2. O corpo de raizes correto
seria, simplesmente, Q(\/ﬁ), visto que é o menor corpo onde 2 — 2 se
fatora em lineares como (z — v/2)(z + v/2).

Exemplo 2.41. Perceba que, como o polindmio minimal, o corpo de
raizes de um polinémio depende do corpo base. De fato, o corpo de
raizes de 12 — 2 sobre Q é Q(v/2), enquanto o corpo de raizes desse

polinémio sobre R é o préprio R.

Exemplo 2.42. Como visto no Exemplo 2.23, a extensao de corpos

Q(V1 + v2)/Q faz a adjuncio de uma raiz do polinémio f(z) =

2*—222—1, porém nio é seu corpo de raizes sobre Q. De fato, f(z) tem

como raizes os ntimeros £1/1 4+ /2, porém +v/1 — v/2 ¢ Q(v/ 1++/2),

visto sao valores complexos.
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Dessa forma, o corpo de raizes de f(z) sobre Q é
QW1+ V2, V1-V2).

Exemplo 2.43. Seja 2" —a € Q[x] um polindémio com n € N. Tal po-

lindmio tem n raizes complexas distintas, sendo elas ¢! {/a, onde ¢,, =
2™/ a raiz principal da unidade, e i € {0,1,--- ,n—1}. Dessa forma,
o corpo de rafzes de 2™ —a sobre Q é Q(/a, (, Va, -+, ("L /a), que
pode ser reescrito como Q(¢,, ¥a).

Um resultado de grande importancia é que todo polinémio
admite um corpo de raizes, que pode ser indutivamente construido

com o Teorema 2.27.

Teorema 2.44. Seja K um corpo e f(z) € K[z] um polindmio de
grau n > 1, entdo existe uma extensdo de L/K finita com grau até
n!, onde f(z) se fatora como um produto de fatores lineares, e L é

gerado precisamente pelas raizes desses fatores.

Demonstragao. Suponha, sem perda de generalidade, que f(x) é mo-
nico. Mostraremos o teorema por indugdo no grau de f(z). Caso f(z)
seja linear, ndo hd nada a fazer, pois sua raiz ja estard em K, logo o
mesmo sera seu corpo de raizes.

Agora, suponha que o grau de f(z) seja n. Se f(x) é irredutivel,
L = K[z]/(f(z)) é uma extensdo de grau n > 1 de K que adiciona
uma raiz de f(z) (Teorema 2.27), que denotaremos por ¢;. Assim,
utilizando o algoritmo da divisdo, temos que f(x) = (x — 61)g(x)
para algum g(x) € L[z] de grau n — 1. Também, pela hipétese de
inducao, existe uma extensao de M 2 L, de grau até (n — 1)!, onde
g(x) se decompde em fatores lineares em M[z]. Ou seja, existem
Og,...,0, € M tal que f(z) = (x —01)--- (x — Oy).

Além disso, também é verdade que

[M:K]=[M:L]-[L:K]<n(n-1)!=nl
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pelo Teorema 2.29. Agora, se f(z) é redutivel, entao existem irredu-
tiveis g1(z),...,gm(z) € KJz], onde deg(g;(x)) = n; < n, tal que
f(x) = g1(x) - gr(x), pela fatoragdo tnica em K|x], assim, pela
hipétese de inducao, existem extensoes

L=K

gm 2 K,

Im—1

2"'2Kg1 2K7

onde g;(z) se decompde em fatores lineares em K, e [K,, : Ky, ] <

n;!, ou seja, f(x) também se decompde em lineares em L, e

[L : K] = [Kgm : Kgmfl] ' [Kgnlfl : Kgm72] o [Kg1 : K]
<np! npmo1!ng!
< (M + N1 + -+ +17)!
=nl,
0 que termina o passo indutivo. O

Uma nocao mais forte ainda do que a de corpos de raizes é a
nocao de corpos algebricamente fechados, onde todos os seus polino-
mios tem “todas as suas raizes”. A defini¢do a seguir torna essa nocéo

mais precisa.

Definig¢ao 2.45. Um corpo K é dito ser algebricamente fechado se
todo polinémio nao constante em K se fatora em um produto de
polinémios lineares em K[z]. Ou seja, todo polindémio de grau n > 1

tem exatamente n raizes em K, contando suas multiplicidades.

Exemplo 2.46. Pelo Teorema Fundamental da Algebra, C é um
corpo algebricamente fechado. Caso o leitor ja tenha feito um curso
introdutério de analise complexa, ja deve ter visto uma demonstra-
¢ao desse fato com ferramentas analiticas, utilizando o Teorema de

Liouville. Mais adiante no texto faremos uma demonstracao algébrica
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desse fato, porém como os complexos nao sdo um conjunto de natu-
reza unicamente algébrica, ainda necessitaremos de alguns resultados

analiticos para mostrar tal fato.

A seguir, temos algumas equivaléncias bésicas da condi¢do de

ser algebricamente fechado.

Teorema 2.47. Seja K um corpo. Entdo, as seguintes condic¢Ges sdo

equivalentes:
(i) K é algebricamente fechado.
(ii) Todo polindmio nao constante em K [x] possui uma raiz em K.
(iii) A tnica extensdo algébrica de K é o préprio K.
(iv) Os polindmios irredutiveis de K[z] sdo os de grau 1.

Demonstragio. (i) = (ii). Imediato.

(ii) = (iii). Seja L/K uma extensdo algébrica e § € L\ K um
elemento qualquer. Como 6 é algébrico sobre K, ele tem um polinémio
minimal sobre K, digamos f(x). Pela defini¢do de polindémio minimal,
f(x) é irredutivel. Assim, pela nossa hipétese, f(z) deve ter grau igual
al.

Ademais, pelo Corolario 2.14, devemos, entdo, ter que [K(0) :
K] =1, o que implica que 6 € K. Como 6 foi tomado arbitrariamente,
todo elemento de L deve ser, também, um elemento de K, isto é,
L=K.

(ili) == (iv). Suponha, por absurdo, que f(z) € KJz] é
um polinémio irredutivel de grau maior que 1. Entdo, existe uma
extensdo L de K, de grau precisamente deg(f(x)), que adiciona uma
raiz de f(z), pelo Teorema 2.27. Porém, como K nio admite extensoes
algébricas proprias, temos necessariamente que L = K, que, por sua

vez, implica que deg(f(z)) = [L : K] = 1, mas isso é um absurdo.
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(iv) = (i) Segue pela fatoragdo em irredutivels em K[x], que

é um dominio de fatoragéo unica (DFU). O

Definig¢ao 2.48. Seja /K uma extensao algébrica de corpos. Se 2
é algebricamente fechado, entdo dizemos que §2 é um fecho algébrico
de K.

O fecho algébrico é entendido como a “maior” das extensoes
algébricas de um corpo, fato que serd melhor entendido quando estu-
darmos morfismos entre extensoes no préximo capitulo.

O teorema a seguir nos d4 uma condi¢do mais simples para

verificar o fato de que um corpo é algebricamente fechado.

Lema 2.49. Seja /K uma extensdo algébrica de corpos. Se todo
polinémio em K[x] se decompde em fatores lineares em Q[z], entédo
é algebricamente fechado, portanto, também, um fecho algébrico de
K.

Demonstragio. Seja f(z) € Q[z] um polinémio irredutivel moénico.
Devemos mostrar que f(z) tem grau 1, isso mostra que € é algebrica-
mente fechado pelo item (iv) do Teorema 2.47.

Seja L o corpo de raizes de f(x) sobre Q, e 61,...,0, € L as
raizes (ndo necessariamente distintas) de f(xz). Perceba que L/K é
algébrica, visto que L/Q2 e Q/K também sdo. Assim, cada 6;, possui
um polindémio minimal sobre K, digamos m;(x) € K[z] C Q[z].

n

Como todo 6; é raiz de [] m;(x), devemos ter que f(z) |
i=1

n

I] mi(x) em L[z], portanto, também, em Q[z], visto que ambos os
i=1

polindémios tem coeficientes em . Além disso, f(x) deve dividir al-
gum dos m;(x), pois é primo em Q[z], porém, esse polinémio m;(x)
se decompde em fatores lineares em Q[x] por hipdtese. Portanto f(x)
deve dividir algum desses fatores lineares, e isso é apenas possivel se

deg(f(x)) = 1, como querfamos. O
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Ou seja, o teorema anterior nos diz que, para verificar que 2 é
algebricamente fechado, nao é preciso olhar para todos os polinémios
em Q[z] para verificar se eles tem todas as suas raizes. Basta olhar

apenas para os polindmios com coeficientes em K.

Lema 2.50. Seja 2/K uma extensao de corpos qualquer, onde {2 é

um corpo algebricamente fechado. Nessas condigbes, o conjunto
Q' = {6 € Q:0 ¢ algébrico sobre K }
é um fecho algébrico de K.

Demonstragdo. Note que €' é um corpo pelo Coroldrio 2.33. Assim,
pelo lema anterior, basta provar que todo polinémio em K[z] também
se decompde em fatores lineares em '[z], j4 que '/ K é uma extensao
algébrica, por construcao.

Isso de fato ocorre, pois para todo f(z) € K[z] (mdnico, sem
perda de generalidade), existem, por hipétese, 61,...,60, € Q onde
flxz) = (x —61)---(x — 6,). Como cada 6; é claramente algébrico
sobre K (é raiz de f(z)), cada x — 6; estd em Q'[z]. Ou seja, f(z) se

decompde em fatores lineares em €'[z], como queriamos. O
Agora podemos demonstrar o principal teorema da segao.
Teorema 2.51. Todo corpo K admite um fecho algébrico K!8,

Demonstracdo. Mostraremos a existéncia do corpo €2 descrito no lema
anterior. Para isso, crie, para cada polinémio moénico irredutivel em
f(x) € K[z], varidveis independentes Ty = {tf1,...,tsq} onde d =

deg(f(z)), eseja T = |J Ty (suponha Ty = () se f ndo é monico
feK(a]
ou irredutivel).

Considere, entdo, o anel polinomial sobre essas infinitas varia-

veis A = KT (que consiste em expressoes que usam um nimero finito
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delas), e seja a o ideal de A gerado pelos coeficientes dos polinémios
de A[x] da forma

f(@) = (z—tp1) (. —tra),

com f(z) € K[x] monico e irredutivel. Assim, em (A/a)[z] temos que

f@)—(@—tr) (@ —tra) =0 = fz) = (z—tr1) - (z —tra)

(onde f(x) é formado substitutindo cada coeficiente de f(z) a sua
respectiva classe de equivaléncia em A/a) e ji que os coeficientes de
flx)—(z—ts1) - (x—tsq) pertencem a a, logo suas classes se anulam
em A/a.

Ou seja, todo irredutivel monico em K[x] (e, portanto, todo
polinémio, por fatoracdo em irredutiveis em K|z]) se decompde em
fatores lineares em (A/a)[z]. O tnico problema é que A/a nao é
necessariamente um corpo, porém existe um quociente dele que é.

De fato, para ver isso, note que a é um ideal préprio, ja que, se

a nao fosse proprio, existiriam ay,...,a, € ae ky,...,k, € K onde
1=Fkia1+ -+ kpan. (1)

Po definigdo, cada a; é algum coeficiente de um polinémio de A[z] da
forma
file) = (@ —tya) (2 —tg.4,)

com f;(z) moénico irredutivel, e d; = deg(f;(x)) para j € {1,...,i}.
Seja, entdo, L o corpo de rafzes de f1(z) - - - fn(z) sobre K e6;1,...,6; 4,
as rafzes (ndo necessariamente distintas) de f;(z) em L. Assim, temos
um morfismo ¢ : Alz] — L[z], onde ¢(ty, ;) = 6; ;, para os polindémios
fi(z), e ¢(ts;) = 0 caso contrario, que preserva K[z] ponto a ponto.

Assim, para qualquer 4, teremos que

P(fi(x) = (@ =tp1) - (2 = tg.a)) = filz) = (€ = 0i1) - (z = 0ia,)
=0.



Capitulo 2. FEaxtensoes de corpos 46

Isso implica que a imagem de todos os coeficientes do polinémio acima
se anula.

Em particular, temos que ¢(a;) = 0 para todo i. Aplicando ¢
na equagao (1), obtemos, entdo, que 1 = 0 (igualdade em Lx]), que é
um absurdo, pois L[z] ndo é um anel trivial.

Portanto a é um ideal préprio. Assim, existe um ideal maximal
m que o contém. Pelo Teorema da Correspondéncia, o ideal maximal
m de A corresponde a um ideal m, também maximal, de A/a. Logo,
(A/a)/m é um corpo, e como todo polindémio em KJz]| se fatora em
lineares em (A/a)[x], 0 mesmo vale para os polinémios com coeficientes
em (A/a)/m, esse é o nosso corpo €2 procurado. Agora, basta aplicar
o corolario anterior, identificando K com o subcorpo das classes de

equivaléncia de seus elementos em (A/a)/m. O

Mais tarde, no Corolario 2.74, provaremos que quaisquer dois
fechos algébricos de um dado corpo sao isomorfos, quando desenvol-

vermos as ferramentas necessarias sobre morfismos entre extensoes.

Definicao 2.52. Seja K um corpo, K8 um fecho algébrico, § € K8
um elemento qualquer, e m(z) € K[x] seu polindémio minimal sobre

K. Dizemos que as outras raizes de m(x) em K*# sio os conjugados
de 6 sobre K.

Para tornar a escrita mais simples, também se fala que eles sdo
os K-conjugados de 6. Em geral, se L é uma extensao de K onde m(x)
se fatora em lineares, a mesma definicdo se aplica.

Os conjugados podem ser entendidos como os elementos de
K?& que sdo indistinguiveis algebricamente sobre K, satisfazendo

exatamente as mesmas relagoes polinomiais com os elementos de K.

Exemplo 2.53. Seja p um ndimero primo e (, = e/ O Exemplo

?? nos diz que o polindmio minimal de ¢, sobre Q é zP~1 + -+ z +1.
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Além disso, esse polindmio tem como raizes as raizes p-ésimas da
unidade, com excegao do nimero 1. Ou seja, os conjugados de (, sdo
08 niimeros C;;, comi € {2,--- ,p—1}, que sdo as p — 2 raizes p-ésimas

da unidade restantes.

Exemplo 2.54. Seja K(y/a)/K uma extensdo quadratica. Entao o
K-conjugado do elemento a 4+ by/a € K(y/a) é a —by/ase b # 0 (se
tivéssemos b = 0, o elemento estaria no corpo K, portanto nao teria
K-conjugados). De fato, o polinomio minimal de a + by/a sobre K é
dado por (z — a)? — b?a, e tem a — by/a como raiz.

2.5 IMERSOES, AUTOMORFISMOS, E O LEMA FUNDAMENTAL

Nessa se¢ao iniciaremos o estudo dos morfismos entre as exten-

soes.

Defini¢ao 2.55. Sejam L/K e M/K duas extensoes de corpos. Um
morfismo o : L — M é dito ser uma K-imersao se ela fixa K ponto a

ponto, ou seja, se o seguinte diagrama comuta.

L— 72— M

~N

(nesse diagrama comutativo, como em todos no trabalho, as inje¢oes
sem nome serao sempre inclusées). Caso M = L, entdo o é dito ser um
K-automorfismo, e o grupo (sob a operagao de composicao) de todos

os K-automorfismos de uma extenséo L/K é denotado por Aut(L/K).

A necessidade de fixar o corpo K ponto a ponto tem a intencéo
de relacionar as estruturas L e M como extensdes desse corpo, dessa

forma K deve ser o “mesmo” em ambos, segundo o morfismo.
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Observagao 2.56. Lembre que todo morfismo entre corpos é neces-
sariamente injetor, o que justifica utilizar o nome “imersao”, tradicio-
nalmente usado para aplicacdes injetoras.

Também, como todo morfismo de corpos necessariamente fixa a
identidade multiplicativa, eles também fixarao o corpo gerado pela uni-
dade, em particular, em um corpo de caracteristica 0, todo morfismo
fixa Q (que é isomorfo a um subcorpo de todo corpo de caracteristica

0) ponto a ponto.

Exemplo 2.57. Vamos calcular o grupo de automorfismos de uma
extensdo quadratica Aut(K (y/a)/K). Seja o um K-automorfismo de
K(y/a), e a + by/a um elemento qualquer. Entdo, como o preserva
os elementos de K, temos que o(a + by/a) = a + bo(y/a), ou seja, o
morfismo é completamente determinado pelo valor de o(y/«). Esse

valor, no entanto, ndo é arbitrario, pois
(Va)y)—a=0 = o((vVa)’—a)=0 = o(va)’—a=0

e as Unicas solugdes para o(y/a), na tltima, equagdo sdo ++/a caso
char(K) # 2, ou apenas /a no caso onde char(K) = 2, pois todo
elemento é seu préoprio oposto em corpos de caracteristica 2.

No caso onde o(y/a) = /a, entdo o = id, e caso o(y/a) = —/a,
temos que o é a “conjugacio”, dada por o(a+by/a) = a—by/a. E facil
verificar que tal aplicagdo é, de fato, um automorfismo de K (y/«).

Ou seja, se char(K) # 2, entdo Aut(K(v/a)/K) = {id,7} =
Z/27Z., onde T é a conjugagdo, e se char(K) = 2, Aut(K(/a)/K) =
(id).

Exemplo 2.58. A tnica Q-imersdo de Q(+/2) em si mesmo é a
identidade. De fato, temos que, para qualquer Q-imersio o : Q(¥/2) —

Q(V2),
(V2 =2 = o((V2)*) =0(2) = o(V2)®=2.
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Pela tltima equacdo, os tnicos valores possivels para o(/2) sio
V3,6V3 e (23, onde ¢ = €2™/3. No entanto, o nico entre esses
numeros que estd em Q({‘/ﬁ) é V/2, j& que os outros nao sao nimeros

reais. Ou seja, Aut(Q(v/2)/Q) = {id}.

Morfismos entre extensoes tem uma, propriedade que serd muito

utilizada, conhecida como o Principio de Conservagao de Raizes.

Proposicao 2.59. Seja o : K — L uma imersao de corpos e f(x) €
K|[x]. Entéo, o induz um morfismo o : K[z] — L[z] (que também

chamaremos de o, por simplicidade), onde
olapx™ + -+ ag) = o(ap)z™ + -+ o(ao).

Também, por fins de simplicidade, escreveremos f7(z), ao invés de
o(f(x)). Esse morfismo preserva raizes, isto é, se § € K é raiz de
f(z) € K[z], entdo o(0) serd raiz de f7(z) € L[z].

Demonstraggo. Vamos primeiro mostrar que o : K[z] — L[z] é um

morfismo. Para isso, veja que, para quaisquer dois polindmios em
n

K|[z], digamos f(z) = zn: a;xt e g(z) = 3 byx' (perceba que o limite

superior é 0 mesmo emzzgnbas as somas,li:sgo pode ser feito sem perda

de generalidade, basta permitir que os coeficientes dos termos do

polinémio de menor grau que “faltam” sejam nulos), temos que

(f +9)(@) =3 olas +b)a’



Capitulo 2. FEaxtensoes de corpos 50

Além disso, temos que

(f9)7(x)=) o ajbn—; | @'
i=0 i=0
= o(a;j)o(bn—j) | =*
i=0 \j=0
= [7(x)g" (x)

Portanto, o é um morfismo de anéis.

Para ver que o preserva raizes, basta ver que
f(0)=0 = o(f(0)) =0 = [f7(a(0)) =0,
0 que prova a proposicao. O]

O préximo resultado é um caso especial desse teorema, que sera

amplamente utilizado no texto.

Corolario 2.60 (Principio de Conservacdo de Raizes). Seja L/K
uma extensao de corpos, o : L — L um K-automorfismo, e § € L um
elemento algébrico sobre K. Entdo, o(6) é um conjugado de 6 sobre
K

Demonstragio. Seja m(x) € Klz] o polindmio minimal de 6, basta
entdo notar que m?(x) = m(x), j& que seus coeficientes estao em K,

e aplicar a proposi¢ao anterior. O

Exemplo 2.61. Seja M um corpo qualquer, e considere a extensao
L/K = M(xy,...,x,)/M(eq,...,e,), onde os e;’s sdo os polindmios
simétricos elementares em n varidveis (defini¢ao e propriedades consta
no apéndice B). Essa extensdo é dita ser uma extensdo genérica n-
ésima, e serd de grande importancia no Capitulo 6, que fala sobre a

solubilidade de equagdes polinomiais por radicais.



Capitulo 2. FEaxtensoes de corpos 51

Primeiro perceba que todos os z; séo raizes de z™—ejx™ 14 - -+
(—1)™e,, visto que esse polinémio se fatora como (x —x1) -+ (x — x,,)
em L. Assim, pelo Principio de Consevagao de Raizes, qualquer K-
automorfismo de L deve permutar os z; entre si, ou seja, Aut(L/K)
é isomorfo a algum subgrupo de S,,, que age sobre os coeficientes das
varidveis. Vamos mostrar que, na verdade, Aut(L/K) é precisamente
isomorfo a S,,.

De fato, perceba que, para qualquer o € S,, temos que a
aplicacdo dada por f(z1,...,2n) = f(Zs1),-- s Ton)) fixa K, pois
K é um corpo de expressoes simétricas, e é um automorfismo de L.
Isso se d4 porque ¢ é morfismo de L em si mesmo, pois, para quaisquer

fig € K(x1,...,2,), temos, por definigdo

(fH+9)(@oqys - Tom) = f(@a1)s -+ Tom)) + 9(Za(1) -+ Tan))s
(f)(@a1)s -+ Tam)) = F(To1)s s Tom))9(To)s - o))

Além disso, como L/K é uma extensdo finita (gerada pelos elemen-
tos x; que algébricos sobre K), esse morfismo deve obrigatoriamente
ser sobrejetor, pois é uma K-transformagao injetora entre K-espacos

vetoriais de mesma dimensao. Ou seja, Aut(L/K) = S,

Lema 2.62. Seja 0 : K — K’ um isomorfismo de corpos e m(z) €

K[z] um polinémio irredutivel, entdo

com isomorfismo dado por f(z) — fo(x)

Demonstragao. Considere a aplicagdo ¢ : K[z] — K'[z]/(m?(z)) onde
o(f(x)) = fo(x), essa aplicagio é um morfismo, visto que é dada
pela composigiao de dois morfismos, e ¢(1) = 1 # 0, logo, por ser

um morfismo nao nulo, Ker(¢) C Klz], e, claramente, temos que

=



Capitulo 2. FEaxtensoes de corpos 52

(m(z)) C Ker(¢), visto que ¢(m(x)) =0, e como (m(z)) é maximal,
ja m(x) é irredutivel em um dominio principal, temos que a igualdade
(m(z)) = Ker(¢) deve ocorrer. Assim, o resultado segue pelo Teorema

do Isomorfismo. O

O lema a seguir serd a nossa principal ferramenta para o calculo
explicito dos automorfismos de um corpo. Ele generaliza algumas das
linhas argumentativas vistas nos exemplos até entdo e torna o céalculo

de grupos de automorfismos mais facil.
Lema 2.63 (Lema Fundamental da Teoria de Galois). Sejam
e K(0)/K uma extensdo algébrica simples,
e L'/K' uma extensdo qualquer,
e 0: K — K’ um isomorfismo,
o m(z) € K[x] o polindmio minimal de 0 sobre K.

Existe uma correspondéncia biunivoca entre os morfismos ¢ : K (6) —
L’ que estendem o (ou seja, fazem o diagrama abaixo comutar) e

raizes de m?(z) em L', dada por ¢ — 5(0).

K@) —2— L’

N

o K

Demonstragao. Pela Proposicao 2.59, o(6) é, de fato, uma raiz de
m?(x) € L'[x], logo a correspondéncia dada estd bem definida. Vamos
entao provar que ela é biunivoca.

Para ver que ela é injetora, perceba que K(6) é uma extensao
algébrica simples, assim K () = K|[0], portanto, & é completamente
determinada pelo valor de 5(6). De fato, 6(f(0)) = f7(5(9)) para
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qualquer f(0) € K(0). Ou seja, se 01(0) = 02(0), devemos necessaria-
mente ter que #; = 65, o que mostra a injetividade.

Para a sobrejetividade, considere §’ € L’ como sendo um raiz
qualquer de m?(z), devemos mostrar que existe uma extensao & de
o onde G5(f) = €. Para isso, considere a seguinte composigdo de
morfismos
@ Kz @) K'[z] i)
~ (m(x)) * o (mo(z) 7

K@) <Y 1.

As aplicagoes (i) e (iii) sdo dadas por f(0) — f(x)e f(z) — f(#’). Elas

estdo bem definidos e sao isomorfismos pelo Lema 2.14. A aplicacéo

(ii) é definida por f(x) — f(x) como no Teorema 2.62, logo também
é um morfismos. A aplicagdo (iv) é simplesmente a a incluséo. Logo,
a composicao de todas essas aplicagoes é, também, um morfismo. Por
fim, a composi¢cao delas é uma extensdo de o, ja que, para qualquer

a € K, temos que

a—a+— o(a) — o(a) — o(a).

Além disso, essa composi¢ao também leva 6 até €', como querfamos,
pois

O—T—=T—=0 —0,
se aplicarmos (i), (ii), (iii) e (iv) sucessivamente. O
Lema 2.64. Seja L O K uma extensao finita, L’ O K’ uma extensao

qualquer, e o : K — K’ um isomorfismo. Entao, existem no maximo

[L : K] imersoes ¢ : L — L’ que fazem o seguinte diagrama comutar

L2

I ]

K —/— K’

ou seja, que estendem o.
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Demonstraggo. Vamos fazer por inducdo em n = [L : K]. Caso [L :
K] = 1, o resultado é 6bvio, a tnica imersao possivel e o préprio
o. Suponha, agora, que [L : K] > 2. Nesse caso, seja § € L\ K
e m(z) o polindmio minimal de 6, dessa forma, temos que [K(6) :
K] > 1, e, portanto, [L : K(0)] < [L : K]. Pelo Lema Fundamental,
existem no méximo deg(m?(z)) = deg(m(x)) = [K(0) : K] imersoes
o' : K(0) — L’ e, pela hipdtese de indugdo, no maximo [L : K(6)]

imersoes ¢ : L — L’ tal que o diagrama

L—2% [

J J

K(0) —Z— o'(K(9))

] ]

K—2 5K

Logo, existem no méximo [L : K(0)|[K(0) : K| = [L : K| imersoes &

satisfazendo as condigdes impostas. O
Teorema 2.65. Se L/K é uma extensao finita, entéo
[Aut(L/K)| < [L: K].

Demonstrag¢io. Como todo K-automorfismo é uma K-imersdo, segue
diretamente pelo Lema 2.64, j& que existirdo no méximo [L : K]

K-automorfismos o tal que o diagrama
L L
K K

comuta. O

—7

o

id

~
~

Exemplo 2.66. Qualquer extensdo de grau 2 de R é isomorfa a C. De

fato, primeiro perceba que C ndo admite extensdes quadraticas, visto
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que é sempre possivel extrair a raiz quadrada da féormula da equacéo
de segundo grau, assim todos os polindmio de segundo grau em Clz]
tém raizes em C.

Suponha, agora, que K é uma extensao de R de grau 2. Como
visto no Exemplo 2.25, K deve ser uma extensao quadratica de R, ou
seja, K = R(vV/A) para algum A < 0 em R. Dessa forma, o polinémio
minimal de VA é 22 — A € R[z]. Assim, pelo Lema Fundamental,
existem duas R-imersdes de R(v/A) até C, uma para cada raiz de
22 — A, definidas por VA :l:i\/w, ja que :ti\/w sdo as raizes de
2?2 — A em C.

Como essas R-imersoes sdo, também, R-transformacoes lineares
injetoras entre R-espagos vetoriais de dimensao 2, elas também devem
ser sobrejetoras, logo sdo R-automorfismos.

Ou seja, ndo ha nada de especial, particularmente, na constru-
cao dos complexos a partir da adjuncio de uma raiz de z2 + 1, a
mesma construcao poderia ter sido feita fazendo a adjuncao da raiz
de qualquer outro polinémio de segundo grau sem raizes em R. Ha de
se argumentar, porém, que z2 4 1 é o mais simples de tais polinémios,
o que justifica a ampla utilizacdo desse polindmio em particular para

a construcgao de C.

Vamos aplicar o Lema Fundamental em alguns exemplos para
ilustrar o processo de como o grupo de automorfismos pode ser encon-

trado.

Exemplo 2.67. Considere a extensio Q(v/1+ v/2). J4 vimos no
Exemplo 2.23 que o polinémio minimal de /1 + /2 é 2* — 222 —
1, cuja as raizes em Q(v/14 v/2) sdo +£v/1+ /2 (as outras duas
raizes sdo £1/1 — v/2, que no sio valores reais). Ou seja, pelo Lema
Fundamental, existem apenas dois automorfismos de Q(v/1+ \/5),
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que séo a identidade, e o definido por

o(f(V1+v2) = flo(V1+v2) = f(-V1+V2)
para qualquer f(v/1++v/2) € Q(v/1 + v/2). Dessa forma,
Aut(Q(V1++2)/Q) = {id, 0} = Z/2Z.

Exemplo 2.68. Vamos calcular o grupo de automorfismos da ex-
tensao Q(v/3,1/5)/Q. A ideia é olhar para essa extensio como uma

cadeia de extensoes simples
QV3,V5)20Q(WV3) 20

e utilizar o Lema Fundamental para calcular os automorfismos a cada
“passo”. Primeiramente temos a extensio quadratica Q(v/3)/Q, e ja
sabemos, pelo Exemplo 2.57, que Aut(Q(v/3)/Q) = {id, 7}, onde 7 é
a conjugacio. Vamos olhar agora para a extensiao Q(v/3,v/5)/Q(v/3)
para descobrir todas as extensoes possiveis desses Q-automorfismos.

Sabemos que o polinémio minimal de /5 sobre v/3 é m(z) =
22 — 5 (visto que /5 ¢ Q(v/3)), assim, considere o seguinte diagrama

Q(V3,V5) —— Q(V3,V5)

J J

QWV3) —— Q(V3,V5)

J J

Q ———— Q(V3,v5)

Caso o = id, entdo, pelo Lema Fundamental, temos duas possibilida-
des para &, uma para cada raiz de m?(z) = 2 — 5, que sdo ++/5. Ou
seja, existe a extensdo de id que leva /5 para si mesmo, que seréd a
identidade em Q(\/g, \/5), e a que leva V5 para —\/5, que serd exten-

sao de id que “conjuga” /5. Vamos chamar este Q-automorfismo de

p-
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No caso onde ¢ = 7, novamente temos que m?(z) = 2% — 5,
assim, temos duas opc¢oes analogas: a extensdo de 7 que leva /5 em
si mesma, que também chamaremos de 7, e a extensao de 7 que leva
V5 em —/5, que, coincidentemente, é igual as composicoes pr e Tp.

Note que, o Lema Fundamental garante apenas que essas apli-
cagoes sdo injetoras, e ndo necessariamente sobrejetoras. Entretanto,
Q(v/3,v/5) é um Q-espago vetorial de dimensio finita, e essas apli-
cagbes podem ser vistas como transformagoes Q-lineares. Nesse caso,
elas serdo bijecoes, pois toda transformacao injetora entre espagos de
mesma dimensao sdo, também, obrigatoriamente sobrejetoras.

Resumindo, temos 4 Q-automorfismos de Q(v/3, v/5), sendo eles

id:\/g'—>\/§e\/5n—>\/5,

7:vV3 —V3e V5= V5,

p: V3 V3e Vs -5,
p:V3— —vV3e V5 —VB.

Como, claramente, 72 = p? = id, devemos ter o seguinte isomorfismo
Aut(Q(V3,V5)/Q) = (r,p) X Z/2Z x Z/27.

Visto que Z/27Z x 7Z/2Z é o tnico grupo de ordem 4 que tem todos os

elementos de ordem 2 (excluindo o elemento neutro).

Exemplo 2.69. Considere a extensio Q(¢)/Q, onde ¢ = e2™/?, a
raiz p-ésima principal da unidade. Pelo Lema Fundamental, ha uma
correspondéncia de Q-automorfismos de Q(¢) com raizes de f(x) =
2P~ 4+ ...+ 2+ 1, que é o polinémio minimal de ¢ sobre Q, pelo
Exemplo 2.20.

Como f(z) = (2P —1)/(z — 1), suas raizes sdo compostas pelas
raizes p-ésimas da unidade, com excecao de 1, que sao dadas precisa-
mente pelos nimeros ¢* com a € {1,--+ ,p — 1}. Assim, temos p — 1

Q-automorfismos distintos, definidos por o,(¢) = (* com a € Z.
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E claro ver que
0o =0p < a=b (mod p).

Além disso, como o4 (05(¢)) = (% = 045, temos que 0,05 = T4p. Dessa
forma, ha um isomorfismo de grupos (visto que é um homomorfismo
injetor entre grupos finitos) Aut(Q(¢)/Q) = (Z/pZ)* dado por o, — a
(mod p).

Exemplo 2.70. Vamos calcular o grupo de automorfismos da exten-

sao Q(i, v/2)/Q. Para isso, considere o empilhamento de diagramas

Q(iv W) +> Q(Z’ w)

J J

QV2) —— Q@ v2)

J J

Q ——Q(,Vv2)

Pelo Lema Fundamental, h4 uma opg¢ao de f para cada raiz do po-
linémio 2* — 2, que é o polindémio minimal de v/2 sobre Q. Ou seja, as
quatro opc¢oes sao definidas por V2 = v/2, V2 — iv/2, V2 — —v/2,
V2 —iv/2.

Para cada um desses morfismos, o polindmio minimal de i sobre
Q(v/2), quando aplicado a eles, continue 2 + 1. Logo, ha duas opgdes
de g para cada uma das opcoes de f, definidas por i — i e i — —i.
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Ou seja, ha 8 isomorfismos ao todo, sendo eles

id: V2 v2,i 1,
a:%»—)i%,i»—m’,
02:\461%—\4@,1'!—)1',
o3 V2 —iV/2,i i,
V2 f/ﬁ,iH—z,
UT:\4/§|—>i42,iv—>—z,
027:%H742,ib—>—i,

o1 V2 —iV/2,i > —i.

Ou seja, Aut(Q(i, v2)/Q) = (o, 7). E facil ver que tal grupo é isomorfo
a Dg, onde o é a rotagdo de 90° e 7 é a reflexdo sobre a reta vertical
que passa ao centro do quadrado, ja que as ordens de o e T sao,

respectivamente, 4 € 2, e o7 = T0°.

Por fim, vamos mostrar a unicidade, a menos de isomorfismo,

dos corpos de raizes e fechos algébricos.

Teorema 2.71. Sejam L1 O E; O K e Ly O E; O K corpos, de
tal forma que Li e Lo sejam dois corpos de raizes de um polinémio
f(z) € K[z], e 7 : By — E um K-isomorfismo. Entdo, existe um
K-isomorfismo 7 : Ly — Lo que estende 7, ou equivalentemente, que

faz o seguinte diagrama comutar

L ——L—— L,

J J

Ey, ———— B,

N



Capitulo 2. FEaxtensoes de corpos 60

Demonstrac¢do. Vimos no Teorema 2.44 que o grau das extensoes L1 D
K e L O K sao ambas finitas, e, portanto, L; O E; (i = 1,2) também
sdo, vamos fazer entdo indugdo sobre [Ly : F4]. Caso [L; : Eq] = 1,
temos que L; = F; e basta tomar 7 = 7.

Para o passo indutivo, suponha que [L; : E1] > 1, e seja 6 €
L; \ E; uma raiz de f(z). Entdo, pelo Lema Fundamental, existe
uma extensdo de 7, digamos 7' : F1(#) — Lo, para cada raiz de
fT(z) = f(x) em Ly. Como Lg e um corpo de raizes de f(z), tal
extensao certamente existe. Além disso, ja que [L1 : F1(0)] < [L1 : F1],
temos, pela hipotese de indugao, que existe uma extensao 7 estendendo

7/ de forma que o diagrama comute

Ly u Lo
] ]
E\(0) ——F—— 7/(E(9))
S
\ /
K
Logo 7 é uma extensao de 7, o que completa o teorema. O]

Corolario 2.72. Seja K um corpo e f(x) € K|[z], entdo quaisquer

dois corpos de raizes de f(z) sobre K sdo isomorfos.

Demonstracdo. Basta tomar F4 = Fs = K, e 7 = id no teorema

anterior. 0

O seguinte teorema nos diz que qualquer extensao algébrica

pode ser “encaixada” em um corpo algebricamente fechado.

Teorema 2.73. Seja L O K uma extensdo algébrica, {2 é um corpo

algebricamente fechado, e o : K — €2 uma imersao, entdo existe uma
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extensdo & : L — € de 0. Ou seja, para qualquer o, existe & tal que

o diagrama a seguir comuta

L2250

|7

Demonstragao. Seja S o conjunto de pares (E,7) onde £ D K é uma
extensdo algébrica e 7 é uma extensdo de o. Considere a seguinte

relagdo de ordem parcial sobre S, onde
(E1,71) = (F2,72) < E; D FE3 e 11 é uma extensio de 7.

Utilizaremos o Lema de Zorn para provar que S tem um elemento ma-
ximal. Note que S nao é vazio, pois obviamente (K, o) € S. Também,
para qualquer subconjunto totalmente ordenado de S C = {(E;, ;) :
i € I} (onde I é algum conjunto de indices) temos que a exten-
sao E' = |J;c; Es junto com a imersdo 7' : E' — € definida por
7' (x) = 7i(2z) se x € E; formam claramente uma cota superior de C.
Como C' é arbitraria, S tem um elemento maximal em relagdo a >.
Seja (M, 5) esse elemento maximal, vamos provar que M =
L. De fato, se tivéssemos L 2 M, existiria 6 € L\ M algébrico
sobre K, de forma que M(6) 2 M. Assim, pelo Lema Fundamental,
terfamos que existe uma extensao de & que leva M (0) até Q (j4 que
Q) é algebricamente fechado logo possui todas as raizes da imagem
do polinémio minimal de ), o que é um absurdo, pois contradiz a

maximalidade de (M, ). Portanto segue o resultado. O

Corolario 2.74. Seja K um corpo, entao quaisquer dois fechos alge-

: 1 1 S
bricos K;'¢ e K5® de K sao isomorfos.
Demonstracdo. Pelo teorema anterior, existe uma K-imersao

1 1
o K5 K2,



Capitulo 2. FEaxtensoes de corpos 62

Perceba que o (K™#) é algebricamente fechado, pois ¢ isomorfo a K'¢).
Além disso, a extensdo K3'8 D o(K™#) ¢ algébrica. Segue, entio, que
o(K™&) = K2'8 pela condicdo (iii) do Teorema 2.47. O

Corolario 2.75. Seja K um corpo, ¢ : K — K um automorfismo e
K?18 sen fecho algébrico. Entéo, existe um automorfismo & de K2 que

estende o, ou equivalentemente, que faz o seguinte diagrama comutar

Kalg G Kalg

J J

K—2 5K

Demonstracdo. Mudando o contra-dominio de ¢ para K2, ¢ pode
ser considerada uma imersao de K em K%, e portanto, pelo Teorema
2.73, pode ser estendida até uma imersao & : K8 — K22 tal imersao
deve ser um isomorfismo, ji que &(K*#8) é algebricamente fechado, e,
portanto, deve coincidir com K®# pela condicdo (iii) do Teorema 2.47,

novamente. O

Nesse capitulo estudamos as estruturas das extensoes de corpos
e algumas nocoes fundamentais para o desenvolvimento da teoria que
vem a seguir. A existéncia e unicidade do fecho algébrico de um corpo
serd um resultado de muita importancia quando estudarmos sobre
extensoes separaveis, a seguir, apesar do fato de que, em geral, um
fecho algébrico é um corpo extremamente dificil de ser encontrado
explicitamente (no caso dos racionais, seu fecho algébrico pode ser
identificado como um subcorpo dos complexos, porém o caso nao é

tao simples em geral).
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3 TEORIA DE GALOIS

Nesse capitulo iniciamos o estudo préprio da Teoria de Galois,
que é, resumidamente, o estudo das extensées de corpos por meio de
seus grupos de automorfismos.

Até agora, desenvolvemos as ferramentas necessarias para o
calculo do grupo de automorfismos de uma extensao, porém, de nada
falamos sobre a relacao desse grupo de automorfismos com a estrutura
da extensao em si. Veremos aqui que, dada algumas condi¢bes cha-
madas de separabilidade e normalidade, é possivel fazer o “caminho
reverso”: a estrutura do grupo de automorfismos de uma extensao nos

da a informacao completa sobre a estrutura dela.

3.1 EXTENSOES E POLINOMIOS SEPARAVEIS

Iniciamos com a nogao de separabilidade para polinémios.

Definicdo 3.1. Seja K um corpo, K*& um fecho algébrico de K e
f(z) € K[z] um polindmio qualquer. Entéo, f(x) é dito ser separdvel
se todas as suas raizes sio distintas em K. Caso contrario, f(z) é

dito ser um polinémio inseparavel.

Veremos que a derivada formal dos polindémios é, surpreenden-
temente, muito util para verificar se um polindmio é separavel ou
nao.

Por derivada “formal”, queremos dizer que estamos aplicando
o calculo da derivada apenas em forma, desprovido de qualquer signi-
ficado analitico. visto que os corpos que estamos lidando aqui ndo séo,
necessariamente, subcorpos de C. Vamos primeiro definir a derivada

formal em termos precisos.

Definicao 3.2. Seja K um corpo. Definimos a derivada formal como
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d .
H .
n € N, e todo elemento de K é um ponto fixo de %

uma aplicacao Klz] — K[z] onde - (2™) = na™~! para qualquer

E simples mostrar (e, portanto, ndo vamos nos alongar nesse
aspecto) que ela obedece as regras algébricas da derivada, ou seja,
£ +9) =L+ £, e £(f9) = (g + & (9)f. Com essas
regras, é possivel mostrar, também, por indugdo, a “regra do tombo”
e a regra da cadeia.

Utilizaremos também a notagdo f’ para representar a derivada

do polinémio f, em vez de £L(f).

Proposicao 3.3. Seja K um corpo e f(z) € K[z] um polindmio
qualquer. Nessas condi¢oes, se p(x) é um fator primo de multiplicidade
a na fatoragdo prima de f(z) em K[z] com derivada ndo nula, entdo

p(z) serd um fator primo de multiplicidade o — 1 de f’(x).

Demonstragao. Se p(x) é um fator primo de multiplicidade a de
f(z), entdo temos que f(z) = p(z)*g(x) para algum g(x) € K|z],
onde p(x) t g(x). Derivando formalmente f(x), temos que f'(x) =
p()*~Hap' (x)g(x) + p(x)g' ().

Perceba que p(x) definitivamente nao divide p’(x)g(z)+p(z)g'(x),
pois ndo divide p/’(z) (é um polindémio ndo nulo de grau menor que
p(x)), e nao divide g(x) por hipbtese. Logo, ndo divide o termo a
esquerda, p’'(z)g(x), mas divide o termo a direita. Assim, p’(z)g(z) +
p(x)g’ () ndo pode ser um miltiplo de p(z). Ou seja, p(z) é um fator
primo de multiplicidade « — 1 de f(x). O

Isso nos leva ao principal critério de separabilidade. Ele nos
permite, com facilidade, verificar por meio de algum método ou al-
goritmo, como o algoritmo de Euclides, se um polinémio é separavel
olhando apenas para o corpo dos coeficientes, sem a necessidade de

qualquer informagao relacionada ao fecho algébrico do corpo.
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Teorema 3.4. Seja K um corpo e f(z) € K[z], entdo
f(x) é separdvel <= mdc(f(x), f'(x)) =1.

Demonstragdo. ( =) Seja K& um fecho algébrico de K. Se f(z) é
separavel, sua fatoracdo prima consiste apenas em fatores lineares dis-
tintos de multiplicidade 1 em K®%#[z]. Como a derivada de polinémios
lineares é sempre ndo nula, f(z) ndo compartilha nenhum desses fa-
tores com f’(x), pela Proposicao 3.3. Segue que mdce(f(z), f'(z)) =1
em K®8[z], portanto o mesmo deve ser verdade em K|[z].

(<) Se f(x) é insepardvel, temos que existe uma raiz multipla
de f(z) em K*#[z], digamos 6, ou seja, x — 6 é um fator primo com
multiplicidade maior que 1 de f(z). Pela Proposicio 3.3, temos que
2z — 6 também é um fator primo de f’(z), portanto f(0) = f/(6) = 0.

Nessas condigoes, teriamos que o polindmio minimal de 6 sobre
K é um divisor comum de f(z) e f’(z). Ou seja, o polindmio minimal
de 6 divide mdc(f(z), f/(z)). Entéo esse divisor comum néo pode ser
igual a 1 em K[z]. De fato, todo polinémio irredutivel tem grau, no

minimo, 1 e, portanto, ndo pode dividir uma constante. O

Corolario 3.5. Seja K um corpo e f(z) € K[z] um polinémio irre-

dutivel. Nessas condigoes,
f(z) é separdvel <— f’'(z) # 0.

Demonstragao. ( = ) Suponha por absurdo que f(z) é inseparével,
e f'(z) # 0. Assim, pelo teorema anterior, mde(f(z), f’(«)) ndo pode
ser 1. Por outro lado, mdce(f(z), f'(x)) = f(z) apenas se f'(x) = 0,
pois esse é o Unico caso onde f(z) | f'(x), mas isso ndo pode ocorrer,
pela hipétese.

Ou seja, mde(f(x), f'(x)) ndo pode ser 1 nem f(x). Isso é um
absurdo, pois esses seriam os 1inicos candidatos possiveis ao maximo

divisor comum, como f(z) é irredutivel.
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( <= Perceba que f(z) certamente ndo divide f’(z), visto que

f'(z) # 0, e deg(f(z)) > deg(f'(x)). Nessas condigdes, como f( ) é
irredutivel, a tnica possibilidade para divisor comum de f(z) e f'(z)
él. O

Exemplo 3.6. Pelo coroldrio 3.5, todo polinémio irredutivel em Q[z]
é separavel, visto que a derivada de um polinémio irredutivel ndo pode
ser 0. De fato, os tinicos elementos de Q[z] que tem derivada nula sdo
os polinémios constantes, que nao sao irredutiveis.

O mesmo argumento funciona, em geral, para qualquer corpo
de caracteristica 0, logo a separabilidade polinémios irredutiveis se

torna um aspecto um tanto trivial.

Exemplo 3.7. Seja K um corpo e f(z) = 2™ —a € K[z], comn € N
e a € K. Se char(K) { n, entdo f/'(x) = na" . Além disso, como
o™ — a ndo possui fatores de z, segue que mdc(nz" "t 2" —1) = 1. Ou
seja, todas as rafzes n-ésimas de a sdo distintas se char(K) 1 n.

Por outro lado, se char(K) | n, entdo
fl(z) =na"t =02""" =0.

Assim, mde(z™ — a,0) = 2™ — a # 1. Ou seja a tem raizes n-ésimas

repetidas.

Agora que as defini¢cbes e resultados relativos a polinémios
separaveis ja estao estabelecidos, vamos a definicao e propriedades

das extensoes separaveis.
Definicao 3.8. Seja L/K uma extensdo de corpos e § € L, entdo

¢ Um elemento algébrico 6 € L é dito ser um elemento separavel
sobre K se o seu polindmio minimal é separdvel, caso contrario,

o elemento é dito ser insepardvel sobre K.
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e De forma semelhante, L/ K é dita ser separavel se todo elemento

de L é separavel sobre K, e inseparavel caso contrario.

Exemplo 3.9. Toda extensao em corpos de caracteristica 0 é separa-
vel, visto todo elemento tem polinémio minimal irredutivel, portanto

separavel, pelo Exemplo 3.6.

O seguinte teorema serd demonstrado para auxiliar na demons-
tragdo de Teorema 3.11. Posteriormente, no Corolario 3.14, sua reci-

proca também serd demonstrada.
Lema 3.10. Sejam M O L O K corpos. Entao,
M/K é separdvel = M/L e L/K sdo separiveis.

Demonstracdo. Se o polindmio minimal sobre K de todo elemento de
M é separédvel sobre K, o mesmo serd obviamente verdade para L.
Portanto L/K é separével.

Agora, como todo elemento 8 € M tem polindbmio minimal
m(x) (sobre K) separavel, o polindémio minimal my(z) de 6 sobre
L o divide. Portanto, my,(x) também é separdvel, e segue que L/K é

uma extensdo separavel. O

Teorema 3.11. Seja L/K uma extensao finita, {2 um corpo algébri-
camente fechado, e ¢ : K —  uma imersao. Entdo, o nimero de

K-imersoes ¢ : L — ) que fazem o diagrama

L2250

I4

comutar (ou equivalentemente, estende o) é no méximo [L : K|, com

igualdade se, e somente se, L/K é separavel.
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Demonstragao. O fato de que existem no maximo [L : K| imersoes que
estendem o segue diretamente do Lema 2.64. Vamos, entdao, mostrar
que a igualdade ocorre se, e somente se, L/K é separavel.

Vamos mostrar a ida por inducdo em [L : K]. O caso base onde
[L: K] =1 é trivial, teremos apenas o como morfismo.

Agora, se L/K for separdvel, as extensoes L/K(0) e K(0)/K
sdo separdveis pelo lema anterior. Logo m(x) e m?(x) seriam sepa-
raveis sobre seus respectivos anéis de polindmios. Ou seja, existem
exatamente [K(f) : K| imersoes o/, devido ao Lema Fundamental e
pelo fato de que m?(x) é separdvel.

Perceba que [L : K(0)] < [L : K], visto que [K(0) : K] > 1.
Assim, pela hip6tese de indugao, para cada uma dessas [K(0) : K] K-
imersoes de K (0) até €, existem exatamente [L : K(6)] K-imersoes
de L até Q que a estendem. Portanto, existem precisamente [L :
K(0)][K(0) : K] =[L: K] K-imersdes que vao de L até €.

Para a reciproca, vamos demonstrar por contra-positiva. Caso
L/K for inseparével, escolha 6 € L de modo que ele seja inseparavel
sobre K. Assim teremos um nimero estritamente menor que [K(9) :
K] de K-imersoes ¢’ : K(0) — 2 pelo Lema Fundamental.

Isso, definitivamente, resultard em menos que [L : K| = [L :
K(0)][K(0) : K] imersdes ¢ ao todo, pois o nimero de K-morfismos

que estendem cada escolha de o’ é, no méximo, [L : K(6)]. O

Corolario 3.12. Seja L/K uma extensao de corpos e 6y,...,0, € L

elementos algébricos sobre K. Entéao,
01,...,0, sido separdveis sobre K <= K(01,...,0,)/K é separavel.

Demonstragiao. (= ).Vamos primeiro provar o caso onde a extensio
é simples, para posteriormente mostrar o caso geral.
Seja 6 € L um elemento separdvel sobre K, m(x) seu polindmio

minimal e K& um fecho algébrico de K. Pelo Lema Fundamental,
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existem tantas K-imersdes de K (f) em K®# quanto rafzes de m(x)
em K& Além disso, como m(z) é separdvel, existem exatamente
deg(m(z)) = [K(0) : K] dessas K-imersdes. Portanto, K(0)/K é
separavel pelo Teorema 3.11.

Para o caso geral, basta notar que, se tivermos 64,...,60, €

L todos separaveis sobre K, cada um dos #; serd separavel sobre

K(Ql, ey Gi,l).
De fato, o polindmio minimal de 6;, para cada i € {1,...,n},
sobre K(01,...,0;—_1) divide seu polinémio minimal sobre K, que é

separavel, logo também sera separavel.

Assim, podemos adicionar indutivamente cada 6;, obtendo que
K(6,,...,0,) é uma extensao separavel de K.

( < ). Pela defini¢ao de separabilidade, todo polinémio de
K(64,...,0,) é separdvel sobre K. Em particular, o mesmo serd ver-
dade para 01, ...,theta,. O

Corolario 3.13. Seja L/K uma extensao de corpos e a, € L ele-
mentos separdveis sobre K, entdo o+ 8, o e a/8 (para 8 # 0) sdo

separaveis sobre K.

Demonstracio. Como «, 3 sdo separaveis sobre K, temos, pelo teo-
rema anterior, que K («, 5)/K é uma extensao separdvel. Assim, como
atf,afeal/f e K(a,p) estao em K(a, ), esses elementos também

sdo separaveis sobre K. O
Corolario 3.14. Sejam M O L D K corpos. Entao,
M/K é separdvel <= M/L e L/K sao separdveis.

Demonstragio. A implicagdo (=) ja foi feita no Lema 3.10. Para a
reciproca, suponha que M /L e L/K sdo separdveis. Vamos demonstrar
primeiro o caso em que ambas as extensdes sdo finitas. Para isso,

considere um fecho algébrico K& de K, e 0 : K — K8 a inclusdo
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de K em K®&. Pelo Teorema 3.11, existem [L : K| imersdes o’ e, para

cada uma dessas, [M : L] imersoes & tal que o diagrama

1S

L—"—Q
pd
K

comuta, resultando em [M : L][L : K] = [M : K| K-imersdes totais
de M em K8 e, portanto, M/K é separavel.

Vamos provar agora o caso geral. Seja § € M um elemento
qualquer, m(x) = 2" + a;2" ! + - + a,, € L[z] seu polinémio mi-
nimal (separdvel, por hipétese) sobre L. Por hipétese, ay, ..., a, sdo
todos separdveis sobre K, logo K(aq,...,a,)/K é separdvel, e como
0 é raiz de m(x) que é um polindémio separdvel em K(aq,...,ay),
K(ay,...,an,0) 2 K(ai,...,a,) é separdvel. Pela transitividade do

caso finito ja mostrada, segue que 6 é separavel sobre K. O

Teorema 3.15 (Teorema do Elemento Primitivo). Se K é um corpo
de cardinalidade infinita e L/K uma extenséo finita e separdvel, entao
existe § € L tal que L = K(6).

Demonstragao. J& sabemos que se L/K é finita, existem elementos
algébricos 04,...,0, € L tal que L = K(64,...,0,), vamos provar por
indugao em n que é sempre possivel escrever L como uma extensao
simples. Isso é 6bvio para n = 1, e para o caso indutivo, mostraremos
primeiro que, para quaisquer «, 3 € L, existe ¢ € K onde K(«a, ) =
K(a+ c¢p).

De fato, temos, por hipétese, que K («, 5)/K é uma extenséo se-
parével. Logo, pelo Teorema 3.11, existem exatamente m = [K(«, ) :
K| K-imersoes, digamos o1, . .., 0y, de K(a, §) em um fecho algébrico
K8 de K.
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Cada uma dessas K-imersoes induz uma K-imerséo de K (o +
cf) em K8 para qualquer ¢ € K. Além disso, como K (a +cf)/K é
separavel, seu grau coincide com o numero de tais K-imersoes distin-
tas.

Assim, para maximizar o grau dessa extensdo, basta escolher ¢

de forma que, para quaisquer 4,j € {1,...,m} distintos,

oi(a+cB) # oj(a+cph).

Reorganizando a equacdo, isso equivale a dizer que

oi(@) — aj(a) # c(oi(B) — ;(8))-

Se 0;(8) — 0;(B) = 0 para algum par (7,5) onde ¢ # j, entdo
certamente devemos ter que o;(3) —o;(8) # 0. De fato, caso contrério
o; e 0; seriam morfismos de K («, () até K? jguais, o que niao pode
ocorrer. Ou seja, qualquer valor de ¢, nesse caso, faria com que a
inequacéo o;(a) — () # c(0;(8) —o;(B)) fosse verdadeira, visto que
o lado direito é nulo, e o esquerdo nao.

Agora, caso 0;() — 0;(8) # 0, podemos dividir ambos os lados
por esse elemento e obter que

YL
ai(B) — o;(8)

Assim, basta tomar ¢ como qualquer elemento ndo nulo desse conjunto.

11<d,j <m, 0;(B) # aj(ﬁ)}

Isso é sempre possivel, pois tal conjunto é finito, enquanto K é infinito.
Logo, todas as imersdes o71,...,0m,, se restritas a K(a + ¢f3), sdo
distintas. Segue, entao, que [K(a + ¢f) : K] > m, pelo Teorema 3.11.
Como K(a, ) O K(a + ¢f), também temos que m > [K(a +
¢B) : KJ]. Logo, o grau de ambas as extensdes sdo iguais, assim
K(a,B8) = K(a+ cB).
Para completar o passo indutivo, suponha que tenhamos uma

extensdo finita separdvel K (6y,...,0,)/K. Pela hip6tese de inducao,
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K(0,...,0,) = K(0,0,) para algum 6 € K(601,...,0,_1). Dai, existe
c € K tal que K(0,0,,) = K(0+cf,), o que completa a demonstracao.
O

Observacgao 3.16. A prova do caso onde K é um corpo finito tem
uma abordagem completamente diferente, e seréd feita mais adiante
no Capitulo 4. Seguiremos o texto, porém, assumindo que o teorema
é verdade também no caso finito. Isso nao afetard a integridade l6gica
do trabalho, pois nenhum dos resultados nesse capitulo, a partir deste
ponto, sao utilizados para a demonstracdo do Teorema do Elemento

Primitivo para corpos finitos.

Como resultado final desse capitulo, mostraremos que a sepa-

rabilidade é preservada em transportes paralelos

Proposigao 3.17. Seja L/K' um transporte paralelo de uma exten-
sdo L/K. Entao, se L/K é separdvel, L' /M’ também é.

Demonstragdo. Como L'/K' é um transporte paralelo de L/ K, entdo
existe um corpo M onde L' = LM ¢ K/ = KM. Assim, se § € L' =
LM é um elemento qualquer, entdo existem a;,a; € L e b;, b, € M

onde
albl + -+ anbn

ajby+---+albl,’

0:

Os termos b; e b} claramente sdo separdveis sobre M, visto que
seus polindmios minimais sdo x — b; e x — b, respectivamente, que
sdo separdveis. Similarmente, como os elementos a; e a; sdo todos
separaveis sobre K por hipodtese, eles sao raizes de algum polinémio
separdvel em K[x] C M|z], portanto sdo separdveis em M.

Por fim, como a soma, produto, e divisdo de elementos separa-
veis também é um elemento separdvel (Coroldrio 3.13), segue que 6 é

separavel sobre M. O
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3.2 EXTENSOES NORMAIS

Enquanto extensoes separaveis garantem o maior niimero de
imersdes em corpos algebricamente fechados, a condi¢gdo de norma-
lidade é criada a fim de garantir que tais imersdes possam todas
ser vistas como automorfismos. O nome faz referéncia a condigao
de normalidade de subgrupos, relagdo que serd mais profundamente
explorada no Teorema Fundamental da Teoria de Galois.

Definiremos essas extensoes, primeiramente, com uma condigdo

um pouco mais simples que a explicitada no paragrafo anterior.

Definicdo 3.18. Uma extensdo L/K algébrica é dita ser normal se
ela é fechada sobre conjugados. Isto é, para todo 6 € L, o polinémio
minimal de € se decompde em fatores lineares em L[x], ou, equivalen-

temente, se todos os conjugados de 0 sobre K estdo em L.

Exemplo 3.19. Como ja vimos no Exemplo 2.23, a extensdo

Q(\/1+v2)/Q

néo é fechada sobre Q-conjugados, visto que v/1 — /2 é um conjugado
de /1 + /2 sobre Q, porém nio estd em Q(v/1+ v/2), ja que é um

valor complexo.

Exemplo 3.20. Toda extensdo quadréatica é normal. De fato, seja
K(y/a)/K tal extenséo, e a + by/a € K(a) um elemento qualquer.
Entdo, como a + by/a é raiz do polindémio (z — a)? — ab?, o tinico
conjugado possivel de a + by/a é a — by/a, que é a outra raiz desse

polinémio, que também estd em K (/).

Exemplo 3.21. Seja L/K uma extensdo normal e M um corpo
intermedidrio de L/K, isto é, K C M C L. Nessas condi¢oes, L/M

também sera separavel.
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Isso se d& pois, pelo Teorema 3.22, L deve ser o corpo de
raizes sobre K de alguma familia de polindmios S C K[z]. Ou seja,
L = K(R), onde R é o subconjunto das raizes dos polindmios S, em
algum fecho algébrico de K.

Nessas condigoes, pode-se observar que K (1) = M (R). De fato,
a inclusao C é clara, visto que K C M, e como K(fR), e a inclusdo
D ocorre pela defini¢do de M (R), pois K (9R) é um corpo que contém
tanto M quanto R.

Aqui temos algumas equivaléncias da condi¢do de normalidade,

que justificam os comentarios feitos no inicio da sessao.

Teorema 3.22. Seja L/K uma extensio algébrica, e K% um fecho

algébrico de L, entdo as seguintes condigoes sdo equivalentes:
(i) L/K é normal.

(ii) L/K é o corpo de raizes de alguma familia de polindmios de

(iii) Toda K-imersio de L em K®# induz um K-automorfismo de L.

(iv) Para qualquer extensdo M/L, todo K-automorfismo de M induz

um K-automorfismo de L.

(v) Qualquer K-automorfismo de K% induz um K-automorfismo
de L.

Demonstragio. (1) = (ii). Basta tomar L como o corpo de raizes dos
polindmios minimais de seus elementos.

(ii) = (iii). Denote momentaneamente o conjunto de raizes
de um polinémio f(z) € Kz] por V(f(z)). Por hipéGtese, existe uma
familia de polindémios S C KJz] tal que L = K(A), onde A é o
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conjunto de raizes de S dado por |J V/(f(x)). Assim, para qualquer
f(z)es
K-imersio o : L — K28, Assim,

oM=o( J VU@)= U o) = U Vi) =A
f(x)es f(z)es f(z)es

Ou seja, o permuta A, e como o também preserva K, devemos ter

que o(K(A)) = K(A), e segue o resultado.

(iii) = (iv). Qualquer K-automorfismo o : M — M pode ser
estendido a uma K-imersdo ioo : M — M€ onde i: M — M?8 ¢é
a inclusdo. Assim ¢ o o, serd um K-automorfismo de L por hipétese,
j4 que M?8 é um fecho algébrico de L.

(iv) = (v) Basta tomar M = K.

(v) = (i) Seja a € L um elemento qualquer, e f € K& um
conjugado de «, devemos mostrar que S € L. Temos, pela Lema
Fundamental, uma imersio o : L — K2 onde o(a) = 3. Essa
imerséao pode ser estendida para um automorfismo de K!8, e, portanto,

devemos ter que 8 = o(«a) € o(L) C L por hipdtese. O

Proposicdo 3.23. Seja L/K uma extensdo normal e LM/M um

transporte paralelo dessa extensdo. Entdo, LM /M também é normal.

Demonstragao. Como L/K é normal, L é o corpo de raizes de algum
conjunto de polinémios S C K|[x] sobre K, entdao LM é o corpo de
raizes do mesmo conjunto S C M|[xz] sobre M, e, portanto, LM /M é

normal pelo item (ii) do teorema anterior. O

Exemplo 3.24. A extensio Q(¢,, {/a)/Q é normal, onde ¢, = €27/
e a € Q. De fato, Q({,, ¥/a) é o corpo de raizes do polinémio z™ — a
sobre Q, pelo Exemplo 2.43. Em particular, a extensdao Q({,)/Q é,

também, normal.

Exemplo 3.25. A extensao K(x1,...,x,)/K(e1,...,e,) é normal,

pois é o corpo de raizes do polindmio z™ — ez ! + -+ + (—1)"e,.
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Teorema 3.26. Seja L/K uma extensdao normal finita. Entdo Aut(L/K)
age transitivamente sobre conjugados, isto é, se o, 8 € L sao conjuga-

dos entre si, entdo existe um K-automorfismo o de L onde o(«o) = 3.

Demonstracio. Seja K2 um fecho algébrico de L. Pelo Lema Fun-
damental, existe uma K-imersao o : K(a) — L onde o(a) = f3, essa
K-imersdo o pode ser estendida a uma K-imersio & : L — K8
pelo Teorema 2.73. Além disso, pelo Teorema 3.22, ¢ induz um K-
automorfismo de L. Como & é uma extensao de o, o resultado esta

provado. O

Teorema 3.27. Sejam L O M D K corpos com L/K e M/K normais.
Entao, existe um morfismo sobrejetor Aut(L/K) — Aut(M/K), dada

por o — ol|ps. Além disso, temos um isomorfismo

Aut(L/K)

R(zan = AnM/K)

Demonstragiao. A aplicagio estd bem definida pelo item (iv) do Teo-
rema 3.22. Além disso, ela é claramente um morfismo, visto que ela
apenas restringe o dominio de cada automorfismo em Aut(L/K), o
que nao muda em nada a operacdo de composigao.

Para ver que ela é sobrejetora, note que todo K-automorfismo
o de M pode ser estendido, pelo Coroldrio 2.75 a um K-automorfismo
de L&, digamos o', onde L& ¢ algum fecho algébrico de L (portanto,
também é um fecho algébrico de M).

Como L/K é normal, esse K-automorfismo ¢’ de L*!# induzir
um K-automorfismo & de L que estende o, pelo item (v) do Teorema
3.22. Ou seja, todo K-automorfismo de M pode ser visto como a restri-

¢ao de um K-automorfismo de L, portanto a aplicagdo é sobrejetora,
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como queriamos.

Lalg o’ Lalg

]
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Q|

1
!

|

~

~N 7

K

Agora, para o isomorfismo, basta aplicar o Teorema do Iso-
morfismo para grupos, visto que a ntcleo da aplicagdo o — ol é
composto, precisamente, pelos automorfismos de L que preservam M,
ou seja, Aut(L/K).

O

3.3 EXTENSOES GALOISIANAS E O TEOREMA FUNDAMENTAL

Até agora foi falado sobre as extensoes e seus grupos de au-
tomorfismos, porém, nao foi falado sobre como que esses grupos de
automorfismos podem nos ajudar na investigacdo das propriedades
das respectivas extensoes de corpos. A parte que ainda nao foi menci-
onada é que a estrutura de nosso grupo de automorfismos se reflete na
estrutura de nossa extensao, e vice-versa, porém elas nem sempre sao
idénticas, isso nao é verdade, porém, nas extensoes galoisianas, onde
h& uma relacdo muito profunda entre seu grupo de automorfismos e
a relagao.

Falaremos um pouco sobre o caso geral antes, em extensoes
genéricas, a forma com que essa estrutura se reflete se da da seguinte

forma

Proposigao 3.28. Seja L/K uma extensao de corpos e Aut(L/K) seu
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grupo de automorfismos, entao cada corpo intermedidrio L O M O K
estd associado a um subgrupo de Aut(L/K), reciprocamente, cada
subgrupo de Aut(L/K) é associado a um corpo intermedidrio da ex-
tensdo L/ K, de forma com que essas associagdes trocam a ordem entre
corpos intermediarios e subgrupos, ou seja, sdo aplicagoes decrescentes,

do ponto de vista de conjuntos parcialmente ordenados.

Demonstragiao. Seja M um corpo intermedidrio de L/K, entdo po-
demos identificar esse corpo com um subgrupo de Aut(L/K) sim-
plesmente fazendo a aplicagdo M — Aut(L/M) e, reciprocamente,
podemos associar cada subgrupo H < Aut(L/K) a um corpo interme-
didrio pela aplicacio H — L, onde L¥ denota o corpo dos elementos
fixos sob os automorfismos H. E ficil ver que essas aplica¢des inver-
tem a ordem, ja que se N C M sdo corpos intermedidrios de L/K,
entdo, claramente, todo morfismo que fixa M também fixard N, ou
seja, Aut(L/N) > Aut(L/M). Do outro ponto de vista, se K < H
sdo subgrupos de Aut(L/K), todo elemento fixo pelos automorfis-
mos em H também serao fixos pelos automorfismos em K, portanto
LE D> LH, O

O principal problema tedrico de tais associagOes, entretanto, é
que nem sempre elas sdo bem comportadas. A aplicacdo que associa
corpos intermedidrios a subgrupos M +— Aut(L/M) (na notacao da
proposicao acima), por exemplo, geralmente falha em ser injetora.

Para ilustrar isso, considere a extensio Q(4/2)/Q. J4 foi visto
no Exemplo 2.58 que ela tem grupo de automorfismo trivial. Ou seja,
tal associagdo com certeza manda todos os corpos intermedidrios pro
mesmo lugar.

Ja a outra aplicagao, que associa subgrupos do grupo de auto-
morfismos até corpos intermediarios, falha, geralmente, em ser sobre-

jetora, o mesmo exemplo pode ser usado.
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As extensoes galoisianas sdo precisamente as extensoes que €
possivel fazer o estudo “bem comportado” dessas associagoes, que é o
ponto central do Teorema Fundamental da Teoria de Galois. Comeca-

remos entao definindo essas extensoes.

Defini¢do 3.29. Uma extensdao L/K ¢é dita ser galoisiana, ou de
Galois, se ela é normal e separavel. Em extensoes galoisianas, escre-
vemos Gal(L/K) ao invés de Aut(L/K) para indicar seu grupo de

automorfismos.

Perceba que, se uma extensido L/K é galoisiana,e K C M C L
é um corpo intermedidrio, entdo L/M também serd uma extensdo
galoisiana. De fato, a separabilidade de L/M estd garantida pelo
Teorema 3.14, e, como L/K é normal, L/M também deve ser.

Nesse trabalho nos atentaremos mais ao caso de extensoes fi-
nitas, até porque o Teorema Fundamental, da forma que serd apre-
sentado, ndo serd valido para o caso de extensbes infinitas. Genera-
lizaremos, porém, tudo o que for possivel para o caso de extensoes
galoisianas infinitas.

O seguinte teorema nos auxiliard bastante no calculo dos corpos
fixos por grupos de automorfismos, que faremos mais a frente no
Exemplo. Além disso, é um resultado necessario para a demonstracao

do Teorema Fundamental.

Proposicdo 3.30 (Truque das Orbitas). Seja L/K uma extensdo
qualquer, H < Aut(L/K),0 € L,e A=H -0 ={0(0) : 0 € H} sua

orbita. Entao, dado que A é um conjunto finito, temos que

f@) =[] (=-B) e L"[a).

BEA

Além disso, o polindémio minimal de 6 divide f(z).
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Demonstraciao. Basta notar que qualquer elemento de H permuta A,

logo os coeficientes de sdo fixos pelos automorfismos de H. O

Teorema 3.31. Seja L/K uma extensao finita de corpos, entdo as

seguintes condigoes sdao equivalentes:
(i) L/K é galoisiana.
(ii) L é o corpo de raizes de algum polinoémio separdvel f(x) € K|[z].
(iii) |Aut(L/K)| =[L : K].
(iv) LAWE/K) = [,

Demonstragio. (i) = (ii). Pelo Teorema do Elemento Primitivo,
existe § € L tal que L = K(0). Assim, o polindémio minimal de 6
serd separavel, e L pode ser considerado o seu corpo de raizes.

(i) = (i). L/K ¢é normal, pois é o corpo de raizes de f(z)
(Teorema 3.22). Ademais, L é gerado pelas raizes de f(z), que sdo
separaveis sobre K, logo L é separavel pelo Corolario 3.12.

(i) = (iii). Existem exatamente [L : K| imersoes de L em
K?8 pela separabilidade da extensdo, e cada uma delas induz um
K-automorfismo de L, pelo item (iii) do Teorema 3.22.

(iii) = (iv). Suponha, por contrapositiva, que LA™L/K) —
Ky 2 K, entdo, claramente, todo K-automorfismo de L ¢ também
um Ky-automorfismo, e vice-versa. Logo, |Aut(L/K)| = [Autk, (L)| <
[L: Ky <[L:K].

(iv) = (i). Seja 6 € L um elemento qualquer, devemos mostrar
que seu polindmio minimal, digamos m(x), é separavel, e se decompoe
em lineares em L. Seja A a dérbita de 6 sobre Aut(L/K), assim, pelo

Truque das Orbitas, temos que

f(2) =[] (@~ B) € LA O] = K]

BEA
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onde m(z) | f(z). Como f(x) se fatora em lineares em Lz|, e é
separdvel, segue que o mesmo é verdade para m(z), e segue o resultado.
O

Proposicao 3.32. Seja LM /M um transporte pararelo de uma ex-
tensdo L/K. Entao, se L/K é galoisiana, LM /M também é. Além
disso, Gal(LM /M) é isomorfo a um subgrupo de Gal(L/K).

Demonstragao. Pelas Proposigdes 3.17 e 3.23, entdo LM /M é separd-
vel e normal, portanto é galoisiana.

Para a segunda parte, considere o morfismo Gal(LM/M) —
Gal(L/K) dado por o — o|r. Essa aplicacdo estd bem definida, visto
que qualquer morfismo o preserva conjugados sobre M, que sdo tam-
bém sdo conjugados sobre K. Logo, se # € L, também temos que
o(0) € L, pois L é fechado sobre K-conjugados por hip6tese. A apli-
cacao é, também, um morfismo, pois apenas restringe o dominio.

Por fim, para mostrar a injetividade, suponha que o|; = id,
com o € Gal(LM/M). Entdo, como o preserva tanto M quanto L
ponto a ponto, o também preserva LM ponto a ponto. Assim, o = id
e, portanto, a aplicagdo é injetor, pois seu nicleo é composto apenas
pela identidade. O

Estamos entao prontos para demonstrar o principal teorema

desse capitulo.

Teorema 3.33 (Teorema Fundamental da Teoria de Galois). Seja
L/K uma extensdo galoisiana finita e G = Gal(L/K). Entao,

(i) existe uma correspondéncia decrescente entre as extensoes inter-
mediarias L O M D K e os subgrupos H < G, dada por

M + Gal(L/M) ou L* « H.

(i) [LYN : L¥] =[H : N] para N < H < G.
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(iti) LY /LT é galoisiana <= N < H, com Gal(L" /L") =~ H/N.

Demonstracdo. Vamos mostrar que a correspondéncia é bijetora mos-

trando que as composigcoes
M — Gal(L/M) — MCE/M)fr oy LH o Gal(L/LH)

resultam na identidade, ou seja, que MG2/E/M) — N e Gal(L/LM) =
H.

Para ver que LEL/M) — M perceba que, como a extensao
L/K é galoisiana, a extensao L/M também serd, como visto no Exem-
plo 3.21. Assim, a igualdade dos conjuntos segue diretamente pelo
Teorema 3.31.

Vamos agora mostrar que Gam(L/L) = H. Note que qualquer
automorfismo em H certamente preserva L, visto que LT denota
precisamente o conjunto dos elementos de L que sdo preservados pelos
automorfismos em H. Ou seja, H < Gal(L/LH).

Perceba também que, como a extensdo L/LH deve ser finita, es-
ses grupos também devem ser finitos. Assim, para mostrar a igualdade
entre eles, basta mostrar que ambos tem a mesma cardinalidade.

Com efeito, como L/Lf também é galoisiana (mesmo argu-
mento usado para L/M anteriormente), temos, pelo Teorema 3.31,
que [L: L] = |Gal(L/L?)|. Além disso, como L/LH ¢ finita e sepa-
ravel, temos, pelo Teorema do Elemento Primitivo, que L = L ()
para algum 6 € L. Assim, pelo Truque das Orbitas, seu polinomio

minimal m(z) divide f(z) = J[ (x — B). Ou seja,
BEH-0

|Gal(L/L™)| = [L : L"] = deg(m()) < deg(f(x)) = |H - 0] < |H]|.
Assim, a correspondéncia estd provada.
Para provar que [LY : LH] = [H : N], basta notar que

L LM |Gal(L/LM)|  |H|
C LIV Gal(L/LN)] N

(LY - L7 [H : NJ.



Capitulo 3. Teoria de Galois 83

Por fim, vamos mostrar que LY /L é galoisiana <= N < H.
Se LN /LN é galoisiana, entdo, pelo Teorema 3.27, temos um morfismo
sobrejetor Gal(L/Lf) — Gal(LY /L¥), dada por o + o|;~. Além
disso, o nticleo desse morfismo é Gal(L/L"). Assim, como o niicleo
de um morfismo de grupos é sempre um subgrupo normal do dominio,
temos que N = Gal(L/LY) < Gal(L/L*) = H.

Suponha, reciprocamente, que N < H. Como LY /L¥ ji ¢é
separdvel (é uma extensdo intermedidria de uma extensdo separavel),
basta mostrar que também é normal. Para isso, considere § € LV um
elemento qualquer. Devemos, entdo, mostrar que todos os conjugados
de 0 sobre L¥ também estao em LY.

Como L/L* é normal, temos, pela agdo transitiva sobre conju-
gados (Teorema 3.26), que todos os conjugados de @ sobre L sio da
forma h(#) para algum h € Gal(L/L¥) = H. Além disso, ja que 6 é
fixo sobre a acdo de N, e h~'nh € N para qualquer h € H en € N,

temos que
h'nh(0) = 0 = nh(0) = h(9).

Ou seja, todo conjugado de @ é fixo sobre os automorfismos de N e,

portanto, pertencem a LV. O
Vamos ilustrar o teorema com alguns exemplos.

Exemplo 3.34. Vimos, no Exemplo 3.24 que a extensao Q(i, v/'2)/Q
é normal. Ela também é separavel, pois a caracteristica dos corpos é 0.
Também, no Exemplo 2.70, visto que seu grupo de Galois é isomorfo
a Dg, gerado por o : V2 — iv/2,i—ieT: V2 v/2,i— —i. Dessa
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forma, o reticulado de subgrupos de Gal(Q(i, v/2)/Q) é

~ | 7

{o,7)

onde 7 e ¢ sdo definidos da mesma forma que no Exemplo 2.70. Per-
ceba também que o indice de grupos consecutivos, no diagrama, é 2.
Assim, pelo Teorema Fundamental da Teoria de Galois, tal extensao

corresponde ao diagrama de subcorpos
Q4 v2)
Q@v2) Q(V2) Q(i,v2) Q-1)v2) Qii+1)v2)

N T
Qv2) Q) Q(iv2)
L

onde cada uma das extensoes tem grau 2.
E possivel adivinhar grande parte desses corpos, se sabermos de
antemao que eles sdo, de fato, extensoes intermedidrias. Por exemplo,

sabemos que os corpos

Q(vV2), QG), Q(iv2), Q(iv2), Q(v2), Q(i,V2)

sao todos corpos intermediarios da extensio Q(i, v/2)/Q, portanto

devem corresponder a algum grupo do diagrama.
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Para descobrir qual dos grupos que eles correspondem, basta
encontrar o “maior” grupo (que se encontra o mais abaixo possivel no
diagrama de Hasse) que fixa seus geradores. Isso é uma tarefa ficil,
porém exaustiva em natureza. Vamos fazer para cada um dos corpos
mencionados.

Para Q(v/2), percebe-se que /2 é um ponto fixo de o2, visto

que
0*(V2) = o((V2)?) = 0*(V2)? = (~V2)* = V2.

E claro, também, que v/2 é um ponto fixo de 7, visto que ¥/2 também
é. Assim, Q(v/2). Entretanto, v/2 nio é um ponto fixo de o, pois

o(vV2) = a(V2)? = (iv2)? = —V2 # V2.

Assim, Q(v/2) esta contido no corpo Q(, {‘/§)<‘72’T> e ndo esta contido
em Q(i, v/2){>7) = Q. Como nio ha um corpo intermedidrio entre
esses corpos no diagrama, devemos ter que Q(v/2) = Q(i, \‘75)<"277>.
Para Q(¢), podemos perceber que i é fixo por o, e [Q(i) : Q] =
2. Logo, Q(4) deve corresponder ao grupo (o). Similarmente, como
Q(iv/2) também é uma extensdo quadrética de Q, ele deve correspon-
der a um dos subgrupos de ordem 4 doa diagrama. Como {¢2,7) e (o)

j4 correspondem a outros corpos, a tinica opgao restante é (o2

,TO).

Para Q(i, v/2), veja que ele é um subcorpo préprio de Q(i, v/2)
e contém os trés corpos Q(v/2), Q(i), Q(iv/2). O tinico corpo, diferente
de Q(i, v/2), que pode conter esses trés corpos simultaneamente, se-
gundo o diagrama, é o corpo fixo por (¢2). Logo, Q(i, /2) corresponde
a esse grupo.

E imediato ver que /2 é fixo por 7, porém néo é fixo por o2.
Logo, Q(v/2) est4 contido em Q(i, v/2){™) porém nao esta contido em
Q(i, ¥/2)“*7)  Portanto, devemos ter que Q(v/2) = Q(i, /2)(7).

O corpo Q(iv/2) é uma extensio quadratica de Q(v/2) (iv/2

quando elevado ao quadrado é —/2), portanto, deve corresponde a
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um dos grupos (10?), (), (¢?). Porém, como o tinico grupo restante
entre esses é (10?), visto que os outros grupos ja correspondem a
outros corpos.

Os tnicos corpos estranhos, nesse caso, sdo Q((i — 1)v/2) e
Q((1 +14)v/2), esses dois foram encontrados utilizando o Truque das
Orbitas. A ideia é pegar um elemento que estd em Q(i, ¥/2), um bom
candidato é iv/2, e descobrir sua érbita sobre algum dos grupos, aquele
que se deseja encontrar o corpo correspondente.

Nesse caso, vamos pegar (1o). A érbita de iv/2 sob a agdo de
(to) é {iv/2,—+v/2}. Logo, pelo Truque das Orbitas, a soma desses
elementos estd em Q(i, \ﬁ)“"). Entretanto, essa some nao esta em
Q(4, {‘/§)<"2’”>, pois néo é fixo por o2, por exemplo. Além disso, como
iV2 = —[(1 - )V2P/2 € Q1 - i)V2), segue que Qi, ¥2)(7) =
QVE, (1 - 0)¥2) = Q((1 - ) ¥2).

A extensdo Q((1 + i)v/2) é descoberta de forma analoga, utili-
zando a érbita de iv/2 sob o grupo (153).

Exemplo 3.35. A extensdo Q(¢)/Q, onde ¢ = €27/, é galoisiana,
ja que é normal pelo Exemplo 3.24, e tem grupo de Galois isomorfo
a (Z/7Z)*, dado pelos Q-automorfismos o, onde o,(¢) = (%, pelo
Exemplo 2.69. E facil verificar que (Z/7Z)* é ciclico, gerado por 3.

Assim, é isomorfo a Z/67Z, e temos o reticulado de subgrupos

(id)
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onde os nimeros em cada aresta representam o grau dos subgrupos
respectivos.

Para descobrir quais sdo os subcorpos correspondentes, pode-
mos usar o Truque das Orbitas para descobrir os elementos primitivos
de cada um dos corpos fixos. Tendo isso em mente, vamos descobrir
a Orbita de ¢ pela agdo dos grupos (o_1) e {(o2). A 6rbita de ¢ sobre
(01) 6 {¢, ¢}, somando esses valores, temos que (+¢ ™1 € Q(¢)¢7-1),
pelo Truque das Orbitas.

Além disso, perceba que (+¢ ! néo ¢ fixo sobre a acdo de o3, ja
que 03(C+¢71) = 3+(73 = 2¢0s(1080°/7) # 2cos(360°/7) = C+( L.
Ou seja, ¢ + ¢~ ¢ Q{73) = Q. Isso prova que Q-1 = Q(¢ +¢1).

Perceba também que a 6rbita de ¢ sobre oo é {(,(2,(*}. As-
sim, novamente pelo Truque das Orbitas, C+ 2+ ¢* e Q92 Veja,
entretanto, que esse elemento néo é fixo sobre a agdo de (o3), pois
o3(C+C2+CH) = G+ +¢5 # C+ %+ 1 De fato, se esses elementos
fossem iguais, % + 2® — 2* + 23 — 22 —  seria um polinémio que tem
¢ como raiz. Entretanto, isso ndo pode ocorrer, pois ele ndo é um
miltiplo de, 28 + 2% + 2* + 23 + 22+ 2+ 1, que é o polinémio minimal
de ¢ sobre Q. Assim, podemos concluir que Q(¢){72) = Q(¢ + ¢% +¢%).

Assim temos o diagrama de subcorpos correspondente, pelo

Teorema Fundamental, dado por

Q<)
/

QU +¢™h §

5 Q¢ +¢*+¢h
/
Q

Exemplo 3.36 (Teorema Fundamental do Célculo). Com as ferra-
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mentas que desenvolvemos até agora, é possivel mostrar que os com-
plexos sdo algebricamente fechados. Para fazer isso, basta mostrar que
qualquer polinémio de coeficientes reais e irredutivel em C|z], digamos
f(x), deve necessariamente ter grau 1, pelo Teorema 2.47 e Lema 2.49.

Para tal, vamos relembrar dois fatos importantes da analise:

(i) C ndo admite extensdes de grau 2 (quadraticas), visto que é

sempre possivel extrair a raiz quadrada de elementos em C.

(ii) R ndo admite extensdes de grau fmpar, visto que o polinémio
minimal de um elemento primitivo de qualquer extensao finita
de R nao pode ser um polinémio de grau impar, ji que esses
polinémios sempre tem raiz real pelo Teorema do Valor Inter-

mediario.

Dessa forma, suponha por absurdo que f(z) € R[z] é um po-
linémio irredutivel em Clz] (logo seu grau é > 4), e K seu corpo
de raizes sobre R. A extensdo K/R é galoisiana (é automaticamente
separavel, por estarmos em um corpo de caracteristica 0, e é normal
pois é um corpo de raizes).

Seja, entdo, G seu grupo de Galois. Como a extensao ¢é galoisi-
ana, temos que |G| = [K : R] > 4, ¢, como R néo admite extensdes de
grau fmpar como previamente observado, [K : R] deve ser par.

Considere entdo, invocando o primeiro Teorema de Sylow, um
2-grupo H < G de tal forma que [G : H] é impar, pelo Teorema
Fundamental da Teoria de Galois, esses grupos correspondem a cadeia
KH D G =R. Perceba que, como [G : H] = [K¥ : R], que é {fmpar,
devemos ter que K# = R = K¢, pois, novamente, R nio admite
extensoes de grau impar. Isso, por sua vez, implica que H = G, ja que
a correspondéncia de Galois é biunivoca. Assim, |G| é uma poténcia

de 2 maior ou igual a 4.
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Ou seja, existem G > N; > Ny, pelo Primeiro Teorema de
Sylow, subgrupos onde [G : Ni] = 2 e [Ny : Ny] = 2. Portanto,
[LN1 . R] = [L™M : LY = 2, o que implica que L™ = C, pelo
Exemplo 2.66. Além disso, temos que [LY2 : C] = [LN2 : LN1] = 2,
mas isso é um absurdo, pois C nao admite extensdes quadraticas.

Logo, todo polinémio de R[z] que é irredutivel em C[z] deve,
necessariamente, ter grau 1 o que nos diz que C é algebricamente
fechado.

Em geral, se o grupo de Galois de uma extensao possui algum
nome especial, a extensao em si recebe o mesmo nome. Por exemplo,
extensdes galoisianas com grupo de Galois abeliano sdo chamadas
de extensoes abelianas. Similarmente, extensdes com grupo de galoi

soluvel sdo chamadas de extensdes soluveis, e assim por diante.
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4 EXTENSOES CICLOTOMICAS

Nesse capitulo, estudaremos as extensoes ditas ciclotomicas,
que tem uma grande importancia no estudo das extensoes abelianas
(galoisianas com grupo de galois abeliano). De uma certa forma, sdo
as extensoes abelianas mais primordiais. Também, as propriedades
dessas extensoes nos permite desenvolver uma das aplicagoes iniciais
mais interessantes da Teoria de Galois: a caracterizagao dos poligonos

regulares construtiveis, que sera vista no capitulo seguinte.

4.1 RAIZES DA UNIDADE

Iniciamos essa secdo com a definicdo do grupo de raizes da

unidade, que terd papel central nesse capitulo.

Definigdo 4.1. Seja K um corpo, denotamos por p,(K) o conjunto
das raizes n-ésimas da unidade de K. Em outras palavras, raizes do

polinémio z™ — 1 € K|z].

Denotaremos, aqui, o grupo dos elementos inversiveis de um

anel A, sob a operacao de multiplicacdo, por A*.
Proposicao 4.2. u,(K) é um subgrupo de K*.

Demonstracao. Ora, basta verificar que o produto de raizes n-ésimas
da unidade é, também, uma raiz n-ésima da unidade, e que o inverso
de uma raiz n-ésima também sera uma raiz n-ésima.

O primeiro fato segue diretamente, pois se wy,ws s@o n-ésimas
raizes da unidade, entdo (wiws2)™ = wiwy = 1.

O inverso de uma raiz n-ésima também é uma raiz, visto que,

para qualquer w € p, (K), temos que

wwl=1= w"Ww)"=1 = (WH"=1 = w! € u,(K).
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O

Definigao 4.3. Seja K um corpo. Dizemos que um elemento (, € K

é um raiz n-ésima primitiva da unidade se ele tem ordem n em g, (K).

Note que, nas condi¢bes da definicdo acima, (, deve ser um

gerador de p, (K).

Observacgao 4.4. Note que para que exista uma raiz n-ésima pri-
mitiva da unidade em um corpo K, é necesséario que u,(K) tenha n
elementos distintos, logo o polinémio ™ — 1 deve ser separavel, que
por sua vez implica que mdc(z" —1,nz" 1) =1 = na" ! #£0 =
char(K) t n. Portanto, toda vez que se assume a existéncia de uma
raiz primitiva n-ésima ¢,, € K, também assume-se implicitamente que
char(K) ndo é um fator primo de n, pois, caso contririo, terfamos um

absurdo.

Teorema 4.5. Sejam K um corpo, ¢, uma raiz n-ésima primitiva da

unidade em K e w uma raiz n-ésima da unidade. Entao,
w é primitiva n-ésima <= w = ¢¥ para algum k com mdc(n, k) = 1.

Demonstragao. ( = ). Faremos por contrapositiva. Suponha que
k

n

w = onde mdc(n, k) = d > 1, nesse caso, a ordem de w é no
maximo n/d < n, j4 que w™®* = ({?)¥/? = 1, portanto, w nio é uma
raiz primitiva n-ésima

( <=). Basta notar que
(EFym =1 <= n|mk <= n|m

ja que n e k sao relativamente primos. Logo, a menor de suas poténcias

positivas que resultam em 1 é precisamente n. O

Como consequéncia direta, temos o seguinte corolario.
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Corolario 4.6. Em um corpo K, ou existem exatamente p(n) raizes
n-ésimas primitivas da unidade, ou nao existem nenhuma.
Lema 4.7. Seja n € N um natural qualquer. Entao, > ¢(d) = n,

d|n
onde @ é a funcao totiente de Euler.

Demonstragao. Considere o grupo p,(C). Para cada divisor d de n,
h4 uma raiz primitiva da unidade d-ésima, dada por €2/, Ou seja,
pelo corolério anterior, hd precisamente ¢(d) elementos de ordem d
em pi,, (C) se d é um divisor de n. Também, caso d nao divida n, ndo
havera elementos de ordem d, pelo Teorema de Lagrange. Ou seja, se
contarmos a quantidade de elementos pela ordem de cada, temos que
[1n(C)| = 22 p(d).
dln

Por outro lado, sabemos que C é algebricamente fechado, por-

tanto contém todas as raizes do polindmio x™ — 1. Esse polinémio

n—l)

é separavel, pois mdc(z™ — 1, nx = 1. Entao, necessariamente,

|n(C)| = n, e o resultado segue diretamente. O
Teorema 4.8. Em um corpo K, todo subgrupo finito de K * ¢ ciclico.

Demonstragio. Seja G < K* um subgrupo finito qualquer de ordem
n. Entao, pelo Teorema de Lagrange, todo elemento de G é uma raiz n-
ésima da unidade. Suponha, por absurdo, que G néo ¢ ciclico, ou seja,
que nao tem elementos de ordem n. Entdo, contando a quantidade
de elementos de G pela ordem de cada um, teriamos, pelo resultado

anterior, que

Gl <Y e(d) <Y p(d) =n.

d|n d|n
d#n
Isso é um absurdo, pois temos que |G| = n por hipdtese. O

Utilizando esse teorema, podemos demonstrar o teorema do

elemento primivo no caso finito.
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Corolario 4.9 (Teorema do Elemento Primitivo - Caso Finito). Toda

extensdo L/K onde L é finito, é, também, simples.

Demonstragio. Perceba que L* é um subgrupo multiplicativo finito
de L e, pelo teorema anterior, é gerado por um elemento 6 € L. Segue,
entao, que L = K(0) O

Teorema 4.10. Seja n um inteiro ¢ K um corpo onde char(K) ndo
divide n. Entao, existe uma extensao de K que contém uma raiz

n-ésima primitiva da unidade.

Demonstracao. Basta considerar o corpo de raizes do polinémio 2™ —1
sobre K, tal polinémio é claramente separavel pelo critério da derivada,
assim todas as n-ésimas raizes da unidade devem ser distintas em L,
isso necessariamente implica que temos uma raiz de ordem n, caso
contrario nao terfamos raizes suficientes, pelo mesmo raciocinio da

demonstracao anterior. O

Proposicdo 4.11. Seja L/K uma extensao algébrica, e (, € L uma
raiz primitiva n-ésima da unidade. Entao, os conjugados de (,, sobre

K devem também ser raizes primitivas n-ésimas da unidade.

Demonstragdo. Seja o € L um conjugado de (, sobre K. Pelo Lema
Fundamental, deve existir uma imerséo de K({,) até L onde o((,) = a.
Como ¢, é uma raiz de 2" — 1, 0((,) = a também deve ser. Além,
como o(¢,)* = o(¢¥) # 1 se 1 < k < n (lembre que o é injetora),
devemos ter que o # 1 para qualquer k € {1,...,n — 1}. Portanto,

« também é uma raiz primitiva n-ésima da unidade. O

4.2 EXTENSOES CICLOTOMICAS

Definicdo 4.12. Uma extensdo da forma K ((,)/K, onde ¢, é uma

raiz primitiva n-ésima da unidade, é dita ser uma extensao ciclotomica.
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Proposicao 4.13. Um corpo K admite uma extensdo ciclotomica se,

e somente se, char(K) ndo divide n.

Demonstracio. A ida segue da Observagao 4.4, e a volta do Teorema
4.10. 0

Observacgao 4.14. A partir desse momento, toda vez que fizermos
mencao a uma extensao ciclotomica K((,)/K, assume-se implicita-

mente que a caracteristica do corpo K nao é um fator de n.

Proposigao 4.15. Sejam L/K uma extensdo de corpos e (,, (), € L
raizes primitivas n-ésimas da unidade, entdo K(¢,) = K({}). Ou seja,

a extensao ciclotomica independe da escolha de raiz primitiva.

Demonstracdo. Basta observar que qualquer raiz primitiva n-ésima
da unidade deve gerar as outras raizes primitivas n-ésimas da unidade,
portanto ¢, € K((},) e ¢}, € K((,), e o resultado segue diretamente
pelas definigdes de K (¢,,) e K((},). O

Teorema 4.16. Toda extensdo ciclotomica K ((,)/K é galoisiana,

com grupo de Galois isomorfo a algum subgrupo de (Z,,)*

Demonstra¢go. Como char(K) nao divide n, o polinémio 2™ — 1 é
separdvel, e K((,) é o corpo de raizes desse polindémio sobre K (ja
que ¢, gera todas as outras rafzes de z™ — 1).

Vamos agora mostrar que a aplicagdo dada por (¢, — (%) — a
(mod n) é um morfismo injetor de Gal(K((,)/K) até (Z,)*.

O fato de que a aplicacio é bem definida segue de (4.5) e
(4.11), ja que a (mod n) serd de fato inversivel em Z,, pois a deve ser
relativamente primo a n, portanto, inversivel em Z,. E facil checar
que a aplicacdo é um homomorfismo.

Resta mostrar que a aplicagdo é injetora. Suponha que a (mod n) =

1 (mod n), assim devemos ter que a = gn + 1 para algum ¢ € Z, e,
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portanto, (2 = (A" = (¢2)¥Cy = Cu, assim, a aplicacao (G, — C2)

se reduz a aplicacao identidade. O
Corolario 4.17. Toda extensao ciclotomica é abeliana.

Proposicao 4.18. Seja L/K uma extensao e (pm, Cny Cmn € L rai-

zes primitivas da unidade, com mdc(m,n) = 1, entdo K((m, () =
K (Gmn)-

Demonstracio. Perceba que (,, (,, sao também raizes mn-ésimas da
unidade, 10go Cu,Cm € K(Cnn) = K(Cn,Cm) = K(G)K(Cm) C
K ((nm ). Para mostrar a reciproca, perceba que ¢, ¢, tem ordem igual
a mmc(m,n) = mn (j4 que eles sdo relativamente primos), logo é
uma raiz mn-ésima primitiva da unidade, assim (ppn € K (¢, Gm) =

K () K (Gn) (pois (nGy gerard (p,y, por ser primitiva). O

4.3 POLINOMIOS CICLOTOMICOS

Definicao 4.19. Seja P, o conjunto de raizes n-ésimas primitivas da

unidade em C. O polinémio [] (x — () € C[z] é dito ser o n-ésimo
CEPn
polinémio ciclotémico, denotado por ®,,(x).

Proposigao 4.20. Sejan € Num natural qualquer. Entao, [[ ®4(z) =
d|n
™ —1.

Demonstracao. Ora, basta organizar os fatores de ™ — 1 a partir de

seus mdc’s com n, da seguinte forma:

n

2 —1=[[e-) =TI II G-&|=1]2).

i=1 d|n \ mdc(k,n)=d d|n
1<k<n



Capitulo 4. FEaxtensoes Ciclotomicas 96

Proposicao 4.21. O n-ésimo polinémio ciclotéomico ®,,(z) tem coe-

ficientes inteiros, para qualquer n € N.

Demonstrag¢do. Demonstraremos por inducdo forte em n. Temos que
@, (z) = 2 — 1, logo o resultado é vélido para n = 1. Suponha, agora,
que o resultado seja verdadeiro para todo d < n. Pela identidade

< I <I>d(a:)><1>n(x) = 2" — 1, e pelo fato de que [] ®4(z) é monico,

dln d|n
d#n d#n
segue que &, (z) € Z[z] pelo algoritmo da divisao. O

O seguinte significa que todo polinémio ciclotémico é palin-
dromo, isto é, seus coeficientes, quando lidos de tras pra frente, resul-

tam na mesma sequéncia de quando lidos normalmente.

Proposicao 4.22. Para qualquer polinémio ciclotémico @, (x), temos
que @, (z) = 29 P, (z1).

Demonstragio. Seja ¢, uma raiz de ®,,(z). Como (! também é uma
raiz n-ésima primitiva da unidade, ela também é uma raiz de ®,(z).
Assim, ®,,(z) e 29 ®,, (z~1) sdo ambos polinémios de grau p(n) que
compartilham as mesmas raizes, e como z#(™®,,(z) é monico (pois o

dltimo coeficiente de ®(x) é 1), segue que eles devem ser iguais. [
Teorema 4.23. &, (x) é irredutivel em Q[z].

Demonstragdo. Seja (, € C uma raiz primitiva n-ésima qualquer da
unidade, e f(z) € Z[x] o fator irredutivel, no DFU Z[z], de ®,,(z) onde
f(¢,) = 0. Note que, nessas condigoes, f(x) é necessariamente monico,
pois @, (z) também é. Assim, existe g(x) € Z[z] ndo nulo e também
monico onde @, (x) = f(z)g(x). Perceba também que g(¢,) # 0, pois
®,,(x) é separdvel.

Queremos mostrar que os restantes das raizes primitivas (ou

seja, os numeros (% onde mdc(a,n) = 1) sdo também raizes de f(x), o
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que implicaria que f(z) = ®,(z). Assim, como ®(z) é tem coeficientes
relativamente primos (pois é ménico), a sua irredutibilidade em Z[x]
implicard na irredutibilidade em Q[z].

Para isso, considere um primo p onde p nao divide n. Dessa
forma, ¢P é uma raiz primitiva n-ésima da unidade, portanto ®,,(¢2) =
0. Isso, por sua vez, implica que, ou f(¢2) = 0, ou g((?) = 0. Queremos
mostrar que o segunda caso nao pode ocorrer.

Entao suponha, por absurdo, que g(¢?) = 0. Assim, como f(x)
é o polindmio minimal de (,, temos que f(x)|g(zP). Ou seja, existe
h(x) € Z[z] tal que f(z)h(z) = g(zP).

Reduzindo essa equacio médulo p, temos que f(x)h(z) =
g(zP) = (g(z))? em (Z/pZ)[z] (j& que expoentes multiplos de p se dis-
tribuem sobre a soma em corpos de caracteristica p). Como (Z/pZ)|x]
¢ um DFU (pois é um dominio euclidiano) e f(x) é definitivamente nio
constante (por ser ménico), todo fator primo de f(x) deve aparecer
na fatoragao de g(x) ao menos uma vez.

Assim, f(x) e g(x) tem um divisor comum, digamos k(z) €
(Z/pZ)|x]. Logo existem my(z),ma(z) € (Z/pZ)[z] onde f(z) =
mq(z)k(z) e g(x) = ma(z)k(z). Portanto, 2™ —1 = k(z)mq (z)k(x)me(x)
em (Z/pZ)[z]. Mas isso é um absurdo, pois z" — 1 é separdvel em
(Z/pZ)x], logo ndo poderia ter fatores repetidos de k(x).

Ou seja, se p € um primo que nao divide n, devemos ter que
f(¢P) = 0. Para o caso geral, onde a é um nimero relativamente primo
a n qualquer, considere a fatoragdo prima de a, digamos p; - - pm
(primos néo necessariamente distintos). Como a é relativamente primo

an por hipotese, nenhum dos fatores primos p; dividem n, assim temos,
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indutivamente, que

FG) =0 — F(c) =0
— () =0

= :
— f(Gm) = f(G) =0,
como queriamos. E isso prova o teorema. 0
Corolario 4.24. Temos que:
(i) [Q(Cn) : QI = p(n),
(i) Gal(Q(¢n)/Q) = (Zn)*,
(it)) Q(¢n) NQ(Cm) = Q se mde(n, m) = 1.

Demonstragio. (i) Como o polinémio ciclotémico ® é irredutivel em
Qlz], ele é o polindmio minimal de ¢ sobre Q, assim, [Q(¢,) : Q] =
deg(®n(z)) = p(n).

(ii) Sabemos, pelo Teorema 4.16, que o grupo de Galois da
extensdo Q(¢,)/Q é isomorfo a algum subgrupo de (Z/nZ)*, além
disso, temos que |Gal(Q(¢,)/Q)| = [Q(&) : Q] = p(n) = |Z/nZ]|, mas
isso s6 pode ocorrer se Gal(Q((,)/Q) = Z/nZ.

(ili) Como [Q(Cn,Cm)/Q] = @(nm) = @(n)e(m) = [Q(¢) :
Q][Q(¢n) : Q] o resultado segue do Teorema 2.38. O

Nao podemos finalizar o estudo das extensoes ciclotémicas dos
racionais sem fazer uma mencdo a um dos resultados mais fundamen-
tais sobre ela: o Teorema de Kronecker-Weber. Esse teorema nos diz
que toda extensdao abeliana de Q estd contida em alguma extensao

ciclotémica de Q.
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Isso que justifica a fala, no inicio do capitulo, que afirma que as
extensodes ciclotomicas sdo as extensoes abelianas mais fundamentais
que tem, ao menos no caso racional.

A demonstracao desse teorema utiliza ferramentas significante-
mente mais avancadas do que as que desenvolvemos até agora, por

isso apenas enunciaremos esse teorema, sem demonstracao.

Teorema 4.25 (Teorema de Kronecke-Weber). Seja K/Q uma ex-

tensdo abeliana. Entao, para algum n € N, temos que K C Q(¢,)

O teorema nao é, em geral, necessariamente verdade quando o

corpo base da extensao néo é Q.
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5 CONSTRUCOES COM REGUA E COMPASSO

5.1 PONTOS E NUMEROS CONSTRUTIVEIS

Nesta se¢do abordaremos uma aplicacdo classica da Teoria de
Galois, a classificacdo dos numeros, angulos, e poligonos regulares
construtiveis por régua e compasso no plano euclidiano, que tem uma
profunda e surpreendente relagdo com os primos de Fermat.

Identificaremos o plano com R?, munido com a métrica euclidi-
ana usual, e postulamos as seguintes construgoes possiveis com régua

€ compasso:

(i) Dados pontos A = (x1,y1) e B = (x2,y2), é possivel tragar a reta
(A, B) = {(z,y) € R?: (y1—y2)(w—z1)— (21 —22)(y—y1) = 0}.

(ii) Dado um ponto O = (h, k) e dois pontos A, B que tem distancia
r entre eles, podemos tragar a circunferéncia de raio r centrada

em O, ¢(0,r) = {(z,y) ER?: (x — h)> + (y — k)> =1}

Observacgao 5.1. Perceba que, por meio de manipulagoes algébricas
triviais, pode-se observar que equacoes que definem esses conjuntos
apresentam coeficientes que dependem apenas das coordenadas dos
pontos A, B e O, ou seja, estdo no corpo gerado pelas suas coordena-

das.

Dadas essas ferramentas, investigaremos o que é possivel cons-
truir no plano a partir de um segmento unitario dado. Vamos supor,
sem perda de generalidade, que tal segmento unitario tem extremida-
des nos pontos (0,0) e (1,0). Para tornar essa nogao de construtibili-

dade mais precisa, utilizaremos a seguinte defini¢dao recursiva.
Definigdo 5.2. Um ponto P € R? ¢ dito ser construtivel se

e P=(0,0) ou P =(1,0),
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e P é a interseccdo de retas e circunferéncias, tracadas a partir de

pontos construtiveis.
Definimos também os niimeros construtiveis,

Defini¢ao 5.3. Um nimero a € R é dito ser construtivel se existe
um segmento com extremidades construtiveis de comprimento ||, ou

seja, se existem A, B € R? construtiveis tal que d(A, B) = |a|.

O seguinte teorema nos diz que a nog¢do de construtibilidade

para nimeros e pontos em R? séo, de certa forma, equivalentes.

Proposigdao 5.4. Um ponto (o, 3) € R? é construtivel se, e somente

se, a, 8 s4o nimeros construtiveis.

Demonstragio. (= ) Basta descer a perpendicular ao eixo x, que é
claramente construtivel, que passa por («, ), assim a intersecgao dessa
perpendicular com o eixo x serd («,0), e temos que d(O, (a,0)) = «
e d((«,0), (e, 8)) = B, onde O é a origem, logo o e B sdo ntimeros
construtiveis.

( <= ) Trace a circunferéncia de raio |a| centrada na origem,
um dos pontos em que essa circunferéncia interseccionard o eixo = é
no ponto («,0), a partir dai, trace a perpendicular r ao eixo x que
passa por (a,0), e trace uma circunferéncia de raio |3| com centro em
(a,0), essa circunferéncia interseccionard a reta r em dois pontos, um

deles é ponto desejado («, 3). O

Teorema 5.5. Se «a, 8 € R sdo numeros construtiveis, entdao o £ 3,
af, a/B (y #0) e y/|a| também sdo, assim, os niimeros construtiveis
formam um subcorpo de R, que nao admite extensoes quadraticas

reais.

Demonstra¢do. Vamos supor, sem perda de generalidade, que a >

B > 0. Se a e 8 sdo numeros construtiveis, entdo existem pontos
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construtiveis Ay, Az, By, By € R? onde d(A, A3) = a e d(B1, Ba) = B.
Para criar um segmento construtivel de medida a + /3, basta construir
uma, circunferéncia de raio 3 centrada em A,. Essa circunferéncia
terd intersecgdo com a reta r(Aj, As) em dois pontos, digamos Cq, Cs.
Assim, teremos que o segmento A;C; tem medida o+ 3, e o segmento
A1C5 tem medida a — 8.

Para criar um segmento de medida «f, considere os pontos
construtiveis (1,0), (0, ) e (5,0), pela Proposigao 5.4. A partir desses
pontos, construa uma reta paralela a reta r((1,0), (0,«)) que passa
pelo ponto (3,0). Essa reta interseccionard o eixo y em um ponto C.
Com alguns célculos béasicos de semelhanca de tridngulos, é possivel
descobrir que C = (0, af3), e, portanto, af é um ndimero construtivel
pela Proposicao 5.4.

O mesmo raciocinio é usado para criar um segmento de medida
a/B, onde podemos considerar os pontos construtiveis (1,0), (0,a) e
(8,0) e construir a reta paralela & reta r((0, @), (8,0)) que passa por
(1,0). Assim essa reta interseccionard o eixo y no ponto (0, /) que, de
novo, é facilmente verificavel com alguns calculos basicos envolvendo
semelhanca de tridngulo, assim «/f também sera construtivel.

Por fim, para criar um segmento de medida +/a, considere os
pontos construtiveis A = (—1,0) e B = (0, ). Trace a circunferéncia
cujo centro é o ponto médio entre esses dois pontos, e o raio é a
metade da distancia entre esses pontos (lembre que é sempre possiel
construir o ponto médio enre dois pontos). Essa circunferéncia tera
uma interseccdo com o eixo y. Afirmamos que essa interseccao se da
no ponto C' = (0, /) e, portanto, \/a serd construtivel.

De fato, pelo Teorema do Angulo Inscrito, o angulo ZACB é
um angulo reto. Dai, é facil ver que os tridngulos AOC e COB séo

semelhantes, portanto,

|0C|/1 = a/|0C| = |0C| = Va,
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o que completa a demonstragao. O
Lema 5.6. Sejam

e Pi,..., P, pontos construtiveis.

e K o corpo gerado pelas coordenadas desses pontos.

e @ = (h,k) um ponto construido a partir dos pontos P;.

e L a extensdo de K gerada pelas coordenadas de Q.
Nessas condigdes, temos que [L : K] < 2.

Demonstracdo. Como () é um ponto construtivel a partir dos pontos

P;, existem 3 possibilidades:
(i) @ é a interseccdo entre duas retas.
(ii) @ é a interseccdo entre uma reta e uma circunferéncia.
(iii) @ é a interseccao entre duas circunferéncias.
No caso (i), Q é a solugdo de um sistema linear da forma
aiz+bhy=a
az® + by = co,

onde as equagdo sio linearmente independentes (ja que sdo retas defi-
nitivamente ndo paralelas) com coeficientes em K (pela Observacao
5.1). Como a solucdo de um sistema linear determinado sempre per-
tence ao corpo dos coeficientes (basta fazer a eliminagdo gaussiana),
segue que L = K. Portanto, [L: K| = 1.

Em (ii), @ é a solugao de um sistema nao-linear da forma

x2+y2+a1x+b1y:cl

a2 + bay = ca,
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onde a primeira equagao representa a circunferéncia, e a segunda a reta.
Novamente, todos os coeficientes estdo em K, com (ag,b2) # (0,0).
Aqui, podemos isolar uma das variaveis da segunda equacdo, desde
que seja nao nula. Digamos que tal coeficiente é as. Assim, obtemos
que x = (cg — bay)/as.

Substituindo x na primeira equagao, obtemos uma equagao de
segundo grau em ¥, cuja solugado, digamos k, esta no proprio corpo K,
ou em uma extensao quadratica de K. De fato, para obter a solucéo
de uma equagao de segundo grau devemos, no méaximo, extrair uma
raiz quadrada. Como h = (ca — bak)/az, h também estd nesse corpo,
segue que [L : K] < 2, como queriamos.

No caso (iii), @ é a solugdo de um sistema da forma

224+ taz+biy=c
22+ Y% 4 asx + boy = ¢

Subtraindo a segunda primeira equagdo da segunda, obtemos um
sistema equivalente, com estrutura igual ao sistema do item (ii), logo

segue o resultado. O

Teorema 5.7. Um numero o € R é construtivel se, e somente se,

existe uma cadeia de extensoes quadraticas reais
K;2---2K12Ky=0Q
onde a € K.

Demonstragao. ( = ) Seja « € R um ntimero construtivel Py, --- , P, €
R? os pontos cuja construcdo é necessaria para criar um segmento de
tamanho |a| com extremidades P, Q. Considere, entdo, a cadeia de
extensoes

K,2 2K 2Ky=Q,
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onde K; é obtido ao fazer a adjun¢ao das coordanas de P; ao corpo
K;_1,onde i € {1,...,n}. Pelo Lema 5.6 cada uma dessas extensoes
ou ¢ trivial, ou é quadrética, e as coordenadas de P e () estdo em K,,.

Assim, para obter um corpo que contém «, basta fazer a adjuncao,

se necessdrio, de |a| = \/(pl —q1)2+ (p2 — ¢2)?, onde P = (p1,p2) €
Q = (q1,¢2)- Ou seja, « estd contido no dltimo corpo da cadeia de

extensoes quadraticas, ou triviais, a seguir
K,(la|) 2 K, 2--- 2 K; 2 Koy =Q,

Desconsiderando as extensoes triviais nessa cadeia, o resultado segue.
( <) Como os numeros construtiveis sdo fechados por raizes quadra-
das reais, como mostra o Teorema 5.5, essas extensdes devem todas

ser compostas de niimeros construtiveis. O

Corolario 5.8. Se a € R é um ntimero construtivel, entdo [Q(«) : Q]

é necessariamente uma poténcia de 2.

Demonstracio. Seja K o corpo descrito no enunciado do Teorema
5.7. Basta, entdo, notar que [Q(«) : Q] | [K; : Q] = 2%, logo [Q(«a) : Q)

pode conter apenas fatores de 2 como fatores primos. O

Exemplo 5.9. O niimero /2 nio é construtivel, visto que [Q(+/2) :
Q] = deg(x® —2) = 3. Isso nos diz que o classico problema da duplica-
¢ao do cubo é impossivel de ser realizado com régua e compasso, visto
que criar um cubo com o dobro do volume de um cubo dado equivale

a construir um segmento de medida /2 vezes maior.

5.2 POLIGONOS E ANGULOS CONSTRUTIVEIS

Definig¢ao 5.10. Dizemos que um agulo de medida 6 é construtivel
se existem 3 pontos construtiveis, digamos A, B, O, onde a medida do
angulo ZAOB é 6.
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Perceba, entretanto, que a medida do angulo néo é tnica, sendo
consideradas “iguais” se diferem por um miltiplo de 27. Ou seja, se
o angulo de medida 6 é construtivel, o dngulo de medida 6 + 2k=w

também é, para qualquer k € Z.

Proposicao 5.11. Se 61,65 sdao as medidas de dois dngulos constru-

tiveis. Entdo, o angulo de medida 61 + 63 também é.

Demonstraciao. Basta transportar o angulo de medida 6, de foma
que ele seja consecutivo com o dngulo de medida 65, assim o angulo
resultante terd medida 61 + 65. O

Corolario 5.12. Qualquer combinacao Z-linear de medidas de angu-

los construtiveis é, também, uma medida de um angulo construtivel.

Teorema 5.13. Um angulo de medida 6 € R é construtivel se, e

somente se, cos(f) é um nimero construtivel.

Demonstragio. ( = ) Seja AOB um angulo de medida 6, e trace
uma circunferéncia ¢ de raio unitario com centro em O. Suponha, sem
perda de generalidade, que B estd na interseccao da reta OB e a
circunferéncia ¢, dai, basta descer a perpendicular partindo de B até
a reta OC, digamos que a interseccao é no ponto C’, dai o segmento
OC’ claramente terd medida igual a cos(f), portanto, é um ntimero
construtivel.

( <= ) Vamos supor aqui, sem perda de generalidade, que
6 € [0m/2]. Sejam O e A as extremidades (construtiveis) do segmento
de medida cos(#), trage a reta r perpendicular ao segmento OA que
passa por A, e a circunferéncia unitdria centrada em O, e seja B a
intersecgao entre a circunferéncia r e a reta r, nesse caso, é claro ver
que o dngulo ZAOB tem medida 6. Para os angulos de medida fora do
intervalo [0, 7/2], basta repetir o mesmo processo, porém colocando o

angulo de medida | cos(#)| na dire¢do apropriada. O
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Para o préximo teorema, relembre que um primo p é chamado
de primo de Fermat se existe algum n € N onde p = 22" +1. Os tinicos
primos de Fermat conhecidos atualmente sao 3, 5, 17, 257 e 65537.
Nao se sabe se existem mais primos de Fermat ou ndo. A préxima
proposicao da uma caracterizagdo um pouco mais simples dos primos

de Fermat.

Proposigao 5.14. Seja p € N um ntimero primo. Entéo,
p é um primo de fermat <= p = 2* + 1 para algum k € N.

Demonstragao. A implicagdo ( = ) segue diretamente da defini¢ao.
Vamos trabalhar, entdo, na reciproca. Vamos mostrar que, se 2% + 1
é um numero primo, entdo k necessariamente é uma poténcia de 2.
Suponha, por absurdo, que isso nao ¢ verdade, ou seja, existe
um numero natural k = rq, onde ¢ um fator primo impar e 1 < r < k.
Entdo, 2841 = 275 +1. Além disso, como -1 é raiz de z°+1 (s é fmpar),
devemos ter que z+1 | °+ 1. Em particular, se substituirmos x = 2",
obtemos que 2" + 1 | 2" + 1. Por fim, como 1 < 2" + 1 < 2F 41,
isso implica que 2¥ 4+ 1 tem um divisor préprio diferente de 1, um
absurdo. O

Teorema 5.15. As proposigoes a seguir sao equivalentes:
(i) Um poligono de n lados é construtivel.
(ii) Um angulo de medida 27/n é construtivel.
(iii) O grau da extensdo ciclotémica Q(¢,)/Q é uma poténcia de 2.

(iv) n tem apenas poténcias de 2 e primos de Fermat impares de

multiplicadade 1 em sua fatoragao prima.
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Demonstraggo. (i) <= (ii). Segue direto da defini¢do que construir
um poligono regular de n lados equivale a construir um angulo de
27 /n em seu centro.

(i) <= (iii) Se um angulo de medida 27/n é construtivel,
entdo cos(27/n) serd um ntmero construtivel, assim [Q(cos(27/n)) :
Q] é uma poténcia de 2, pela caracterizacdo dos niimeros construtiveis,

€ como

[Q(¢n) = Q] = [Q(¢n) : Q(cos(2m/n)))[Q(cos(27/n)), Q)
= 2[Q(cos(27/n)), Q]

segue que [Q(¢,) : Q] também seré.

Considere, agora, o caso onde [Q((,) : Q] é uma poténcia de 2
(pois a cardinalidade de G é uma poténcia de 2). Como Q(¢,)/Q é
uma extensio galoisiana (Teorema 4.16), deverd existir, pelo Teorema

Fundamental (Teorema 3.33), uma cadeia de grupos
(id) < H 4G,
que corresponde a cadeia de corpos

Q(¢n) 2 Q(cos(27/n)) 2 Q,

onde G = Gal(Q(¢,)/Q) e |H| = 2 (a normalidade H < G na cadeia
de grupos segue do fato de que G é abeliano, também pelo Teorema
4.16).

Entao, pela reciproca do Teorema de Lagrange para grupos

abelianos, existem Hy,--- , H,_1 de tal forma que
() SH=Hy9H, <9 9 H, =G,

onde cada par consecutivo de subgrupos tem indice 2, e isso, nova-

mente pela correspondéncia de Galois, ird corresponder a uma cadeia
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de extensoes quadraticas
Q(¢n) 2 Q(cos(2m/n)) = Ko 2 K1 2 -+ 2 K = Q.

Logo cos(2m/n) é construtivel, pela caracterizagdo dos nimeros cons-
trutiveis (Teorema 5.7). Ou seja, é possivel construir um angulo de
medida 27/n (Teorema 5.13).

(ili) <= (iv). Suponha, primeiramente, que n seja par, e
seja 2°py" - - - pp* sua fatoracdo prima. Como [Q((,) : Q] = ¢(n) =
20 IpP g T (py — 1) -+ (pr — 1), dizer que [Q((,) : Q] é uma
poténcia de 2 equivale a dizer que a; = 1 e p; — 1 é uma poténcia de
2 para cada i € {1,---,k}. Em outras palavras, cada p; é um primo
de Fermat pela Proposicdo 5.14. Caso n seja impar, o argumento é

analogo, basta ignorar os fatores de 2. O

Como consequéncia desse resultado, podemos caracterizar os

angulos de medida, em grau, inteira e racional.

Teorema 5.16. Um angulo de medida n°® é construtivel <= 3| n,

onde n € N.

Demonstracdo. Dizer que um angulo de medida n°® é construtivel
equivale a dizer que um dngulo de medida mdc(n, 360)° é construtivel.

De fato, se o angulo de n° é construtivel, o Teorema de Bézout
garante a existéncia de inteiros a,b onde na + 360b = mdc(n, 360).
Como as medidas dos angulos construtiveis sao fechados por combi-
nacoes Z-lineares, pelo Teorema 5.12, segue que, se n° é construtivel,
mdc(n, 360)° também serd. Para a reciproca, perceba que, se o dn-
gulo de medida mdc(n, 360)° é construtivel, o &ngulo de medida n°
também serd, visto que mdc(n, 360) | n.

Escreva, entdo, m = mdc(n, 360). Como m divide 360, o angulo
de medida m°® é construtivel se, e somente se, o poligono regular de

360/m lados é construtivel. Isso equivale a dizer que 360/m possui
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apenas poténcias de 2 e primos de Fermat de multiplicidade 1 em sua
fatoracdo prima,

Como 360 se fatora em 23 - 32 -5, m deve cancelar, a0 menos,
uma das poténcias de 3 dessa fatoracao, ou seja, equivale a dizer que
3 | m. E, pela definigao de mdc, devemos ter que 3 | m se, e somente se,

3| n, visto que 3 é um fator de 360. Isso completa a demonstragao. [

Teorema 5.17. Um angulo de medida racional (em graus) (p/q)°,
com p,q € Z relativamente primos, é construtivel <= 3 | pegq
contém apenas fatores de 2 e primos de Fermat de multiplicidade 1,

com excessdao de 3 e 5, em sua fatoragdo prima.

Demonstragao. Sejam = mdc(p, 360q). Perceba que, como mde(p, ¢) =
1, entdo m = mdec(p, 360). Assim pelo Teorema de Bézout, existem
a,b € Z tal que ap + bg360 = m. Dividindo essa equacao por p, temos
que a% + 360 = %

Nessas condi¢des, como m | p, temos que construir um angulo
de medida (p/q)° equivale a construir um angulo de medida (m/q)°.
Isso, por sua vez equivale a construir um poligono regular de 360q/m
lados, j4 que m | 360°. Isso equivale a dizer, pelo teorema anterior,
que 3 | p e ¢ ndo tem fatores de 3 ou 5, pois 360 j& possui esses primos
de Fermat. O

Finalizaremos esse capitulo com a resolucdo de um problema
classico, que afirma que é impossivel trissectar &ngulos com régua e
compasso. Na verdade, é impossivel dividir em mais de duas partes
iguais, em geral, salvo as poténcias de 2, obtidas através de bissecoes

sucessivas.

Teorema 5.18. E sempre possivel dividir um angulo em p partes
iguais (p € N primo) <= p = 2. Ou seja, em geral, é apenas possivel

fazer bissecc¢oes sucessivas de angulos.
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Demonstragio. Considere, por exemplo, um angulo, construtivel, de
medida 3°, assim, para qualquer primo p # 2, o angulo de medida
(3/p?)° ndo é construtivel, pelo teorema anterior, ou seja, ndo é possfvel
fazer divisores sucessivas de um angulo construtivel em p partes iguais.
Além disso, caso p = 2, sabemos, pela construgao da bisseccao de
angulos, que é possivel dividir um dngulo em 2 partes iguais sempre.

O
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6 EXTENSOES CICLICAS E SOLUBILIDADE POR RADICAIS

Nesse capitulo estudaremos outra aplicacdo classica da Teoria
de Galois, que é, na verdade, a razao pela qual foi criada: a resolucao
de equagOes polinomiais por meio de férmulas que utilizam apenas,
no maximo, radicais.

Para o estudo de tal tema, primeiro precisamos desenvolver um
pouco mais a teoria de extensoes radicais, que, dadas certas condigoes,
coincide com o estudo de extensoes cujo grupo de Galois é ciclico. Essas
extensoes onde tais condigoes sao equivalentes sdo ditas ser extensdes

de Kummer, e serdo o primeiro objeto de estudo desse capitulo.

6.1 EXTENSOES DE KUMMER

Iniciamos a se¢do introduzindo a nog¢do de resolventes de La-
grange, que serao de grande utilidade, tanto do ponto de vista teérico,
quanto do ponto de vista pratico, quando deduzirmos as férmulas para

equagoes polinomiais.

Definicdo 6.1. Seja L/K uma extensao ciclica de ordem n, o um
gerador de seu grupo de Galois, w € K uma raiz n-ésima da unidade
e 0 € L um elemento qualquer. Definimos o resolvente de Lagrange

(w,0) por
(w,0) = 0 +wo(0) +w?e?(0) +--- +w" Lo 1(h).

Proposicao 6.2. Seja K um corpo que tenha uma raiz primitiva
n-ésima ¢, L/K uma extenséo ciclica de ordem n, o um gerador de

seu grupo de Galois e € L. Entao,
(i) o((w,0)) = w(w,H) para qualquer w € p, (K).

(i) (1,0) € K.
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(iii) (w, @)™ € K para qualquer w € u,(K).
n—1
(iv) > (¢ 0) =né.

=0

Demonstragdo. (i).

n—1 n—1
o(w,0)) =0 (Z wioi(9)> = Zwio”lw)
=0 i=0

— afl ZwH»lo,iJrl(a)

=0
=w Hw,0).

(ii) e (iii). Basta notar que (1,0) e (w, ) sdo fixos por o, per-
tencem a LGaNL/K) — K

(v
S (0= 0 =Y (2(@‘)1‘) 7(0) = o,

i=0 i=0 j=0 j=0 \i=0
n—1
ja que > (¢?)" =0se j > 0, pois toda raiz n-ésima da unidade (# 1)
i=0
éraizde l +x+ 22+ -+ 2" 1 € K[z]. O

O resolvente de Lagrange serd importante para tornar algumas
demonstragoes que serao feitas a seguir menos volumosas. Também
terdo um papel fundamental, por contra de suas propriedades algébri-
cas, na deducao das férmulas para a resolucao de equacoes polinomiais

mais adiante, na secao 6.2.

Definicdo 6.3. Uma extensdo L/K é dita ser uma extensdo de Kum-
mer se L = K(f) onde ™ € K, e K contém uma raiz primitiva

n-ésima da unidade (,, para algum n € N.
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Note que nestas condigoes, char(K) nao pode dividir n, visto

que raizes primitivas n-ésimas ndo existiriam nesse caso.

Teorema 6.4. Toda extensdao de Kummer é galoisiana, com grupo

de Galois ciclico.

Demonstragao. Seja K(8) 2 K uma extensio de Kummer, onde
B™,¢n € K para algum n. Perceba que K(3)/K é galoisiana, ja que é
o corpo de raizes do polinémio ™ — " = H:-L;Ol (x — ¢! ). Afirmamos
que Gal(K(B)/K) é isomorfo a algum subgrupo de p, (K), portanto,
serd ciclico.

Para ver isso, considere a aplicacido Gal(K(5) : K) — pn(K)
dada por o — o(3)/5. Essa aplicacao estd bem definida, ja que 3 é raiz
de 2" — b" € K[z], logo o(3) também deve ser. Ou seja, o(3) = ¢*3
para algum k € Z. Isso implica que o(8)/8 = (¥, que é uma raiz

n-ésima da unidade. A aplica¢ao é também um morfismo, ja que

T0(B) _ (G B) _ B _ GrBGrB _ T(B)a(B)

B B B BB g B

Por fim, note que ¢(8)/8 =1 = o(8) = 8 = o = id, ou seja,
o nucleo da aplicacdo consiste apenas na identidade, e segue que a

aplicacao é injetora. O

Teorema 6.5. Seja K um corpo que tem uma raiz primitiva n-ésima

e L/K uma extensao galoisiana, entao
Gal(L/K) é ciclico de ordem n = L/K é de Kummer.

Demonstragio. Seja o um gerador de Gal(L/K). Para mostrar que
L/K é de Kummer, basta mostrar que é uma extensao radical. Fare-
mos isso mostrando que existe um elemento 5 € L, onde o(8) = (.0
para alguma raiz primitiva n-ésima (,. Isso mostra o resultado pois

teriamos que os conjugados de 8 sobre K sao os elementos da forma
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ol(B) = (i B, com a € {0,...,n — 1} que sdo todos distintos entre si.
n

Portanto o polinémio minimal de 3 serd [] (z—(}3) = 2" —3" € K|z].
i=1
Assim,

K(8):K]=n = [L:K(8)]=1 = L=K(g).

Vamos agora a procura de tal elemento.

Para isso, vamos inicialmente olhar para L como um K-espago
vetorial. Considere um elemento qualquer v € L. Sabemos que o
resovente de Lagrange ((?~*,v), pela Proposicio 6.2, ¢ um autovetor
de ¢ com autovalor ¢¥.

Assim, temos também pela Proposicao 6.2 que

n—1

k=0

(lembre que char(K) nao divide n), para qualquer que seja o v € L.
Portanto, o conjunto B = {({?*,v) : v € L,0 < k < n}, composto de
autovetores onde seus autovalores sdo raizes n-ésimas da unidade, é
um conjunto gerador do K-espaco L. Logo, esse conjunto deve conter
uma base {v1,--- ,v,} C B.

Defina d; como a ordem (em pu,(K)) do autovalor de cada v;.
Como todo elemento de L pode ser escrito como uma combinacao li-
near Unica dos v;’s, entdo a menor das poténcias positivas de o que fixa
todos os v; é mme(dy,...,d,). Portanto n = mmc(dy,- - ,dy), pois
n é a ordem de o por hipdtese. Assim, o elemento nao nulo vy - - - vy,
serd um autovetor, com autovalor igual a (g4, * (4, = Cmme(dy, ,dn)>
onde ( denota uma raiz primitiva k-ésima, e isso completa a demons-

tracao. O
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6.2 RESOLUCAO DE EQUACOES POLINOMIAIS

essa secdo deduziremos as férmulas para as equagoes polinomi-

ais de grau 2 e 3 utilizando os métodos desenvolvidos até entdo.

6.2.1 A equacdo de segundo grau

Todo estudante sabe como resolver uma equagao polinomial de
grau 2, porém mostraremos como os métodos desenvolvidos até entao
podem ser aplicados para sua resolugao, como um “aquecimento” para
a equagao de grau 3.

Caso o leitor nao esteja familiarizado com polinémios simétricos
e suas propriedades, recomenda-se que seja realizada, primeiramente,
a leitura do apéndice B.

Primeiramente, considere um corpo K, onde char(K) # 2, e
considere a extensdo K(x1,23)/K(e1,e2) onde e, es sdo os polind-
mios simétricos elementares nas variaveis x1, xo. J4 sabemos que essa
extensdo é galoisiana, pois é o corpo de raizes de x2 — e1x + e, € seu
grupo de Galois é So, que age sobre os indices das varidveis x1, za, €
é gerado por o = (1 2).

Entdo, defina 6 = z; — x2. Perceba que A = §2 é invariante
sobre a acdo de Ss, visto que a tnica permutagdo ndo trivial em Sy é
(1 2), que apenas troca o sinal de § = 21 — x2, que ndo muda o valor
da expressao quando elevada ao quadrado.

Portanto, 62 € K(x1,22)%2 = K(ej,ez). Logo, pelo Teorema
das Fungdes Simétricas (Teorema B.11) podemos escrever 6% em ter-
mos dos polindmios simétricos elementares, utilizando o algoritmo
visto no teorema. Obtemos, entdo, que 6% = e? — 4e.

Por outro lado, é néo é fixo sobre a acao de S3, ja que muda de
sinal a cada transposicdo, portanto, 6 ¢ K (e, e2), assim temos que

K(x1,22) = K(e1, e2,0), agora nos resta escrever as raizes 1, T em
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termos de e, e5 € 4.

Mas isso é facil, j4 que se somarmos as equagdes 1 + T3 = €1

e r1 — Ty = J obtemos que 1 = 612—"’5 e aplicando o a igualdade,
6175

também temos x2 = <5

, 0 que nos da a férmula geral

e1td e ty/el —4dey
- 5 )

2

1,2

Aplicando essa férmula & equacio geral ax? +bx +c=0 <
22+ (b/a)x + (c/a) = 0, podemos identificar os coeficientes b/a = —e;

e ¢/a = ey, assim obtendo a férmula tradicional

—b/a+\/b?/a? —4c/a  —b+ V> —dac
12 = = .

’ 2 2a

6.2.2 A equacao de terceiro grau

Similarmente a se¢do anterior, considere a extensao
M(Il, o, Ig)/M(Gh €9, 63),

onde char(M) # 2,3 e M tem uma raiz primitiva terceira da unidade
¢. Tal extensdo é galosiana, pois é o corpo de raizes do polinémio

separavel

3

(x —x1)(x — 22) (2 — 23) = 2% — e12% + eax — €3

com grupo de Galois S3, que age sobre os indices dos x;. Por simplici-
dade, denotaremos L = M (x1,x2,23) e K = M(eq,e2,e3).

Pelo Teorema Fundamental da Teoria de Galois, a cadeia de
subgrupos maximais

(id) < A3 < S5

corresponde a cadeia extensoes galoisianas

LD LY DK.
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N&o é dificil adivinhar um elemento que gera L43, uma escolha facil é
6 = (21 — @2) (21 — @3) (22 — 23),

que troca de sinal a cada transposicao, logo § € L4% e § ¢ L% = K.
Dai, L3 = K (9).

Similarmente ao caso anterior, §2 é invariante sobre a acdo de
S3, portanto 02 € M (e, ea, e3). Assim, pelo Teorema das Fungoes Si-

métricas (Teorema B.11) podemos escrever 2 polindmios elementares

62 = e3e2 — de — dedes — 27e2 + 18e;eges.

Assim, temos que § = /ejed — ded — dedes — 27e2 + 18e;eqes.

Vamos agora analisar a extensdo K(x1,xq,23)/K(0). Essa ex-
tensdao é também galoisiana, pois é uma sub-extensdo superior de
K(z1,29,23)/K, que tem grupo de Galois isomorfo a As, que é gerado
por o = (1 2 3). Pela Proposicio 6.2, temos que (1,z1), (¢, 21)3, (¢%,11)3 €
K (9). E, de fato, cada um desses pode ser escrito em termos dos po-

lindbmios simétricos elementares e § da seguinte forma

(1,z1) =21 + 22 + 23 = ey,

9ere 27e 3v/—35
(C7$1)3 = (xl + <$2 + C21'3)3 = e? _ 12 + 3 \/7

2 2 2
9eqe 27e 3v—30
(C2;$1)3= (x1+C23;‘2+Cx3)3:e%_ ; 2 + 23 _ 5 )

Assim, também pela Proposi¢ao 6.2 temos que

(1,21) + (G, 21) + (€%, 21)
3 ’
(1,1’1) + C2(C7x1) + C(C2>x1)
3 ’
(1,.’1’1) + C(C7x1) + CQ(C27371)
3 .

As igualdades de x5 e z3 foram obtidas aplicando o morfismo o =

To =

(1 2 3). Estamos prontos para escrever a férmula final.
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Seja az® + bxr? + cx + d = 0 uma equacdo polinomial onde
a,b,c,d € M e a # 0. Entdo, temos que 234 (b/a)x?+(c/a)x+(d/a) =
0. Para tornar a equagdo mais simples, vamos fazer uma translacao
para nos livrarmos do termo quadratico, assim eliminando boa parte
dos termos das expressdes anteriores, isso é possivel definindo y =
T+ % Assim, fazendo a substituicdo, temos que a equagao anterior
equivale a y3 4+ py + ¢ = 0, onde

b? c
p= 342 + pt
263 be d

17 9743~ 342 + a

Tomando —e; = 0,e9 = p, —e3 = ¢, substituindo e fazendo algumas

manipulagbes algébricas, obtemos,
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Assim podemos encontrar as solucdo x1, x2,x3 utilizando o fato de

que T; = y; — % Nada amigével!

Exemplo 6.6. Considere o polinémio 2 — 7z + 6. E facil descobrir
utilizando métodos bésicos que suas raizes sao 1, 2 e —3, por outro

lado, se aplicarmos a férmula, tomando p = —7 e ¢ = 6, obtemos que
: 10iv3 - 10iv/3
x1=§/—3+ ;‘[+\3/—3— 29\[,

10i 10i
x2:<\3/—3+oz—ﬁ+<2\3/—3— 0“@,

9 9

10i 10i
xg—g2§/3+ 019\/?;+§§/3 019\/?:.

utilizando uma calculadora de niimeros complexos (ou muitas mani-

as raizes sao

pulacoes algébricas) temos que essas sdo de fato as raizes 2, —3, e 1,
respectivamente. Ou seja, mesmo em casos simples, a férmula néo se

mostra muito util.

Nao serd feita a dedugdo para a férmula para polindémio de
quarto grau, por conta de sua complexidade, porém, a ideia principal

é a mesma. Ela seria feita por meio da cadeia
(id) 9 ((12)(34)) Q V4 9 Ay I Sy,

onde Vy = ((12)(34),(13)(24)), e essa cadeia corresponderia a uma ca-
deia de extensdes intermedidrias de M (xy, xa, 23, 24)/M (€1, €2, €3, €4)
todas radicais, pois sdo de Kummer, visto que os quocientes sao todos
ciclicos (assumindo que M contém uma raiz 3-ésima primitiva da uni-
dade). Aplicando repetidamente o truque usado com os resolventes
de Lagrange e o Teorema das Fungoes Simétricas (B.11), poderiamos
achar expressoes para 1, xs2,x3, x4 em funcao de expressoes radicais

de €1,€2,€3,€4.
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6.3 O CRITERIO DE SOLUBILIDADE

Nessa se¢ao mostraremos a condigdo necessaria e suficiente para
a solubilidade de polinémios em corpos de caracteristica 0.

Recomenda-se que o leitor, caso ndo esteja familiarizado com
grupos soluveis, leia o apéndice A antes de inicia a leitura desta secdo.

Iniciamos com a seguinte definicao.

Definicdo 6.7. Dizemos que um polinémio f(x) € K|z], onde K é um
corpo, é soluvel por radicais se é possivel expressar as raizes de f(z)
apenas com radicais e as operagdes do corpo, utilizando elementos de
K. Em linguagem de corpos, isso significa que existe uma sequéncia

de extensoes radicais
Kn;)anl 2 QKl ;K7
onde o corpo de raizes de f(z) sobre K estd contido em K.

Definicao 6.8. Seja f(x) € K[x] e L seu corpo de raizes sobre K. Se
L/K é galoisiana, definimos Gal(f(z)) = Gal(L/K).

Perceba que em qualquer corpo de caracteristica 0, faz sentido
falar sobre o grupo de Galois de qualquer polindémio f(x), pois qual-
quer corpo de decomposicao forma uma extensoes galoisiana, visto
que a separabilidade ja estd garantida.

Vamos investigar as consequéncias da solubilidade por radicais

de um polinémio em seu grupo de Galois.

Teorema 6.9. Seja K um corpo de caracteristica 0 e f(z) € K|z].

Entao, f(z) é soluvel por radicais em K <= Gal(f(z)) é soltvel.

Demonstragio. (= ) Queremos mostrar que, se F' é o corpo de de-

composicao de f(z), entdo para qualquer cadeia de extensoes radicais
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K;D -2 Ky 2 Ky= K, onde F D K, entdo Gal(F/K) é soli-
vel. Procederemos por indugao na quantidade de extensoes radicais
utilizadas, s. Suponha que s = 1, ou seja, K1 2 F D K, onde K /K
é uma extensao radical n-ésima, ou seja, K1 = K({/B) para algum
B € K, entao podemos fazer a adjugdo de uma raiz n-ésima primitiva
da unidade, obtendo a cadeia K1(¢,) 2 F(¢,) 2 K(¢n) 2 K. E facil
ver que K1(¢,) = K((n, ¥/B) é uma extensdo galoisiana de K((,),
visto que é o corpo de raizes de ™ — 3, e por ser uma extensao de
Kummer, Gal(K (¢, ¥/8)/K(¢)) é ciclica.

(=) J& que f(x) é soluvel, existe uma cadeia de extensoes
K,2 --2KH 2Ky=K,

onde K;11 2 K; é uma extensao radical r;-ésima e K contém o corpo
de raizes de f(z), digamos L. Essas extensoes nao sdo necessariamente
galoisianas, porém podemos fazer com que elas sejam fazendo um
simples remendo. Considere o niimero r = mmc(ro, ..., —1), € seja

¢, uma raiz r-ésima da unidade. Assim, a torre
Ks((r) 202 Kl(C’I") 2 KO(C’I") D) KO = Kv

também é composta por extensoes radicais, com K(¢.) D K ciclotd-
mica (portanto galoisiana e abeliana), e K;(¢.) 2 K;—1({.) de Kum-
mer, pois K;_1(¢,) contém a raiz primitiva r;-ésima da unidade C:/Ti,
logo, também, sdo galoisianas e ciclicas.

Ainda néo é necessariamente verdade que K;(¢,) 2 K é galoi-
siana, que seria necessario para aplicar o Teorema Fundamental, mas

podemos consertar isso. Considere, por exemplo, as extensoes
K2(Cr) 2 KI(CT) 2 K(Cr) 2 Ka

por hipétese, K2(¢,) = K1(¢r,01) para algum B, € K onde f]* €
K1(¢r). Seja mq(x) o polindémio minimal de 8], sobre K. Assim, (1
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é raiz do polindémio mq(2™) = [] (™ — ¢), onde C é o conjunto de
ceQ)
conjugados de S7*. Perceba que todas as outras raizes desse polinémio

sdo rafzes r1-ésimas de algum elemento de K7((, ), ja que K1(¢r,) 2
K é normal. Adicionando cada uma dessas raizes por vez, obtemos
uma sequéncia de extensoes de Kummer (e, portanto, galoisianas e

abelianas)

Ko0,(¢r) 2 D K2 1(¢r) 2 Ka,0(¢r) = Ka(¢r)s

com K3 p,(¢-) D K galoisiana (é o corpo de raizes de m; (z™)(z" —1)).
Fazendo o compdsito de toda a cadeia radical com K p,((r) (a

partir de K3((,)), obtemos a cadeia radical
K@) 2 2K () 2 Kona(G) 2+ 2 Kan () 2 D K,

onde K(z) (¢r) = Ki(Gr)Kan, (Cr)- Exatamente 0 mesmo argumento
pode ser repetido para a cadeia K (CT) 2 Ko, ((r) 2D K, Obtendo

uma cadeia de extensdes de Kummer K2 ¢&)2--2 Kéz , onde

3,ns3
ng(Cr) D K ¢ galoisiana.
Prosseguindo indutivamente, eventualmente obteremos uma ca-

deia de extensoes de abelianas

K&V 2 KTV

DK (62 2 KNG

s—1mns_1

U

U
sl
s
w
—
~
\/
U
U
sk
-
—~
~
N—

2 KQ,nz (CT) 2 2 K2 1(47') 2 Kl(CT') 2 K(<7) 2 K,

onde K31 O K ¢é galoisiana.
Pelo Teorema Fundamental da Teoria de Galois, a cadeia radical

acima corresponde a uma cadeia de subgrupos normais

(id) = Hy Q Hy < -+ < Hp, = Gal(K$V /K),
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onde cada H;/H;_; é abeliano. Ou seja, Gal(Kéf,l_sl)/K) é soltvel.
E como Gal(L/K) = Gal(Kgfn_sl)/K)/Gal(Kgfrfsl)/L), segue que o
grupo de Galois de f(x) é soltvel, pois é o quociente de um grupo
soluvel.

(<=) Como Gal(f(x)) é um grupo finito (tem cardinalidade
no maximo deg(f(x))!, pelo Teorema 2.44), podemos, sem perda de

generalidade, assumir que os subgrupos que aparecem na cadeia
(id) = Hy < Hy <Q--- < H, = Gal(f(x)),

sdo todos maximais, pelo Teorema A.9, portanto, os respectivos quo-
cientes H;/H,;_1 sdo todos simples, isso implica, por sua vez, que sdo
ciclicos, visto que sao abelianos por hipdtese, e os tinicos grupos si-
multaneamente simples e abelianos sdo os grupos ciclicos Z/pZ, com
p primo. Pelo Teorema Fundamental da Teoria de Galois, entédo, tal
cadeia de subgrupos corresponde a uma cadeia de extensoes galoisia-
nas
L=Ky2K, 2 --2K,=K,

onde Gal(K;_1/K;) = H;/H;_1, pelo Teorema Fundamental, que é
ciclico. A ideia a partir daqui é fazer com que estas extensoes sejam de
Kummer, fazendo a adjuncdo da raiz primitiva necessaria, para isso,
considere k; = |Gal(K;—1)/K;|, k = l_n[ k; e a cadeia de transportes
paralelos =

L(Ck) = Ko(Ck) 2 K1(Ck) 2 -+ 2 Ky (Gr) = K(G) 2 K.

Cada extensao K;(Cx)/K;—1(¢x) continua galoisiana, visto que é um
transporte paralelo de uma extensdo galosiana, e tem uma raiz k;-
ésima primitiva da unidade, a saber C,]: / ki, portanto, cada uma dessas
extensodes é de Kummer, com excessdo da primeira K () 2 K, que é
ciclotomica. Isso, entao, significa que todas as extensoes sao radicais,

portanto, f(x) é solivel por radicais. O
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Note que, se f(z) € K[x] é um polinémio solivel em C, isso nao
necessariamente significa que é possivel expressar as raizes de f(z) em
termos dos coeficientes, que seria o que entendemos por uma férmula,
mas sim, expressar em termos de qualquer elemento do corpo base K.

Por exemplo, qualquer polinémio em C[z] é solivel, pois seu
corpo de raizes é o proprio C, ja que C é algebricamente fechado. Isso
nao necessariamente implica que é possivel expressar as raizes por
meio dos coeficientes de f(x).

Para um estudo da férmula fechada para um polinémio qual-
quer, se faz um estudo das extensdes chamadas genéricas, isto é, as
extensdes da forma K(x1,...,2,)/K(e1,...,ey), onde e; é o i-ésimo
polinémio simétrico elementar em n varidveis. Essa extensao é galoi-
siana, pois é o corpo de raizes do polindémio separdvel (que também
chamaremos de polindémio genérico) f(z) = (x — 1) (¥ — x,) =
2" — ezt 4 4 (=1)"e, € K(21,...,2,)[z]. Afirmar que existe
uma férmula para polindémios de grau n no corpo K (que envolve
apenas radicais e as operagoes do corpo) equivale a dizer que esse
polinémio genérico f(x) é soltivel. Nosso primeiro passo é o estudo

das extensoes genéricas.

Teorema 6.10. Seja K um corpo qualquer de caracteristica 0. Entao,
o polindémio genérico f(z) = (x —x1) - (x — z,) € K(eyq,...,en)[x]

é soluvel por radicais em K(ey,...,ep) <= n <5

Demonstragio. O fato de que os polindmios genéricos de grau 4 ou
menos sao soliveis em K(ey,...,e,) (com n apropriado) ja foi mos-
trado na se¢do anterior. Ja para o polinémio genérico de grau n para
n > 5, seu grupo de Galois serd isomorfo a .S, pelo Exemplo 2.61,
que ndo um grupo soluvel para n > 5, pelo Teorema A.13. Logo, o

polinémio genérico ndo ¢é soluvel pelo critério de solubilidade. O
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Veja que esse fato se reflete de forma direta na dedugéo das
féormulas, que ocorreu anteriormente. Foi possivel encontrar as expres-
soes radicais justamente pela existéncia de uma cadeia de subgrupos
normais, de seu grupo de Galois, onde cada um dos fatores era ciclico.
Isso mostra, de uma certa maneira, que o raciocinio utilizado anteri-
ormente é o tnico possivel, do ponto de vista algébrico, com qualquer
outro raciocinio para o descobrimento dessas formulas sendo ou mais

fraco, ou equivalente.
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7 CONCLUSAO

Nesse trabalho foram vistos os principais resultados da Teoria
de Galois, que mostram a abrangéncia e importancia dessa teoria.
Apesar de ser uma teoria de cunho algébrico, que se estuda, prin-
cipalmente, a estrutura algébrica de corpo, ela mostra uma relagao
extremamente profunda entre corpos e grupos, que, quando vistas em
um curso introdutério, sdo estruturas que parecem apenas superficial-
mente relacionadas.

Essa teoria mostra, também, como que as diferentes areas da
matematica se complementam: no Capitulo 2, as propriedades de
espagos vetoriais sdo essenciais no estudo das extensdes finitas. O
Capitulo 3 mostra como a derivada formal, uma ferramenta um tanto
inesperada, pode ser util como critério de separabilidade, e como que
a estrutura dos grupos de automorfismos de extensdes se relacionam
com a estrutura da extensdo em si. Por fim, os Capitulos 4 e 4 nos
mostra como a Teoria dos Numeros esta, também, presente em muitos
aspectos das extensoes galoisianas.

As principais aplicagbes vistas no texto sdo a caracterizacio
dos nimeros e poligonos construtiveis, assim como o critério de so-
lubilidade para polindmios, que mostra que equagoes polinomiais de
grau superior a 4 ndo tem resolucdo a partir de férmulas fechadas.

Alguns temas apropriados para possiveis trabalhos futuros se-
riam: Teoria Algébrica dos Ntmeros, Algebra Comutativa, Geometria

Algébrica, Topologia Algébrica.
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APENDICE A - GRUPOS SOLUVEIS

Nesse apéndice mostraremos as principais propriedades de gru-
pos soltveis, necessarios para o desenvolvimento da teoria no Capitulo

6. Iniciaremos com a definicao.

Definigao A.1. Um grupo G é dito ser soliivel se existe uma cadeia
de subgrupos
(€)= Hy 9 Hy Q- < H, = G,

onde cada grupo quociente H;/H,; 1 é abeliano.

Exemplo A.2. Todo grupo abeliano G é soluvel. De fato, basta

considerar a cadeia (e) < G.

Exemplo A.3. D, = (p,7) é soluvel para qualquer n, podemos

considerar a cadeia {e) < (p) < D,,.

Proposicao A.4. Seja G um grupo solivel e H < G um subgrupo

qualquer, entdao H também é solivel.

Demonstracio. Como G ¢ soluvel por hipétese, existe uma cadeia de

subgrupos normais
() 1Gy 4G 2--- 4G, =G,

onde cada G;/G;—1 é soltvel. Assim, hi também uma cadeia de sub-

grupos normais de H
<6>:HO§]H1§]§]HTL:H7

onde cada H; = G; N H (é importante relembrar que tomar a in-
tersecgdo preserva a normalidade entre grupos), e como H;/H; 1 =
(GinH)/(G;—1NH) 2 G;/Gi_1, que é abeliano, segue o resultado. [
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Teorema A.5. Seja G um grupo e N < (. Entéo, existe uma cor-
respondéncia biunivoca entre subgrupos normais de G/N e subgru-
pos normais de G' que contém N, dada por M +— ~~ (M), onde
~v: G+~ G/N é a projecdo candnica.

Demonstraciao. A aplicacdo estd bem definida, visto que a imagem
inversa preserva normalidade, por teoria bésica de grupos, e N =
v~ 1({0}) € y~1(M). Para mostrar que essa aplicagdo é uma bijegdo,
note que ela tem inversa dada por M +— v(M). De fato, temos que
ambas as composicoes y(y 1 (M)) = M e y(y"1(M)) = MKer(y) =
MN = M, para qualquer N < M <G e M <G/N. O

Definicao A.6. Um grupo ¢ dito ser simples se ele ndo tem subgrupos

normais, além do grupo trivial e ele mesmo.

Defini¢ao A.7. Um subgrupo normal H < G ¢ dito ser maximal se

H ¢ proprio e nao ha subgrupos normais de G entre H e G.
Proposigao A.8. Seja G um grupo e N < G, entdao

N é maximal <= G/N é simples.
Demonstragio. Segue diretamente do Teorema A.5. O

Teorema A.9. Um grupo finito G é soluvel se, e somente se, existe

uma cadeia de grupos
(e)=Go G, 4--- G, =G,
onde cada G;/G;_1 é ciclico.
Demonstraciao. Suponha que G seja soluvel, entdo existe uma cadeia

() =Goop <G 4G, =G.
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Se um desses subgrupos nao for um subgrupo simples do grupo a
direita, podemos adicionar subgrupos maximais na cadeia, até que
todos sejam um subgrupo simples do grupo a sua direita, obtendo

assim uma cadeia

() = Goo < Goa -+ 9 Gomy = Gip
= Gipo 9 Gip 2 -0 4 G1,m, = Ga2p
= Gpn-10 9 Gpo11 2 - 4 Guoimy,y = Gno = G

assim, cada quociente consecutivo serd um grupo simples. Dai, perceba
que Gii/Gri—1 = [Gr.i/Gro0)/|Gri—1/Grol, portanto, é abeliano,
pois Gi,i/Gro € Gii—1/Ggo sdo ambos subgrupos de Gi+1,0/Gk.o0,
que é abeliano por hipdtese, e como os tinicos grupos simultaneamente
simples e abelianos sdo os ciclicos de ordem prima, segue que cada
quociente dessa cadeia é um grupo ciclico de ordem prima. A reciproca

é 6bvia, e segue direto pela definicao. O

Teorema A.10. Seja G um grupo solivel e H < G um subgrupo

normal, entdo
G é solivel <= H e G/H sao soluveis.

Demonstragao. ( = ) J& foi mostrado na Proposigdo A.4 que H é

soluvel. Como G é soluvel, existe uma cadeia de subgrupos normais
(e)=Go 4G, 4--- 4G, =G,

onde cada G;/G;_1 é abeliano, para entdo mostrar que G/H é solavel,

considere a cadeia
(e) =(GoH)/H 4 (G1H)/H 2 --- < (G,H)/H =G/H,
como os quocientes sao da forma

[(GiH)/H]/[(GinH)/H] = (G:iH)/(GiaH) = Gi/Giy,
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que sdo grupos abelianos por hipdtese, segue que G/H é soltvel.

( <) Por hipétse, existem cadeias
<6>:H0§]H1§1§]Hn:Ha

(e) =Go/H<Gy/H<---<G,,/H=G/H,

onde cada G; é um subgrupo de G que contém H (isso se d4 pelo
Teorema A.5), e cada um dos quocientes respectivos de cada cadeia é

abeliano. Assim, temos a seguinte cadeia de subgrupos de G
(e)=Hoy<d---dH,=H=Gyd---4G,,, =G,

o que mostra que G é soltvel, pois cada H;/H;—1 e G;/Gi—1 =
(G;/H)/(G;—1/H) é soluvel por hipétese. O

Teorema A.11. Um grupo finito simples é soluvel se, e somente se,

ele é ciclico de cardinalidade prima.

Demonstragao. ( = ) Suponha que G seja um grupo finito, simples
e soluvel. Entdo, sua cadeia de grupos cujo quociente é abeliano sé
pode ser (e) < G, visto que ndo ha outros subgrupos normais além
destes, ou seja, G/{e) = G deve ser abeliano. Como G é simples, finito,
e abeliano, ele deve ter cardinalidade prima, visto que a reciproca do
Teorema de Lagrange é verdadeira para grupos abelianos, entdo se
G nao tivesse cardinalidade prima, ele teria um subgrupo nao trivial
normal, pois todo subgrupo é normal em um grupo abeliano.

( <= ) Nesse caso, G deve ser isomorfo a Z/pZ para algum p
primo, que é soluvel pois é abeliano. O

Teorema A.12. Az é um grupo simples

Demonstrac¢ido. Suponha que Ay tenha um subgrupo normal préprio

nao trivial H, entdo, por Lagrange, a cardinalidade de H deve um
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dos nimeros 2, 3,4,5,6,10,12,15,20, 30, j& que esses sdo os divisores
de |A5| = 60. E simples verificar que A5 tem 24 elementos de ordem
5, 20 elementos de ordem 3 e nenhum elemento de ordem 15, a partir
desse fato, ndo podemos ter que |H| = 3,6,12 ou 15, visto que nesse
caso |As/H| teria cardinalidade relativamente prima a 3, portanto, H
deveria conter todos os elementos de ordem 3, o que é um absurdo.
Similarmente, se |H| = 5,10 ou 20, |A5/H| seria relativamente primo
a 5, portanto, H deveria conter todos os 20 elementos de ordem 5,
também um absurdo. Se |H| = 30, entdo |As/H| seria relativamente
primo a 3 e 5, portanto, H deveria conter todos os 44 elementos de
ordem 3 e 5, absurdo novamente. Se |H| = 2 ou 4, entdo |A5/H| = 30
ou 15, mas nos dois casos As/H deveria ter um elemento de ordem
15, pelo primeiro Teorema de Sylow, que por sua vez implica que As
deveria ter um elemento de ordem 15, o que é um absurdo. Logo As

nao pode ter subgrupos normais além do trivial e o proprio As. [
Teorema A.13. S, néo é solivel para n > 5.

Demonstragio. Se Ss fosse soluvel, A5 também seria, pelo Teorema
A4, e como Ay é simples, pelo teorema anterior, deveriamos ter pelo
Teorema A.11 que Ajs é ciclico de ordem prima, mas isso é claramente
um absurdo. No caso geral, basta notar que todo .S, possui um sub-
grupo isomorfo a S5 (escolha 5 elementos dos n e considere todas
as ermutadacoes que permutam apenas os 5 elementos escolhidos), e

como S5 nao é soluvel, S,, também nao pode ser. O
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APENDICE B - POLINOMIOS SIMETRICOS

Nesse apéndice desenvolvemos a teoria necessaria sobre polind-
mios simétricos para a deducao das férmulas de resolugao de equacoes
de grau 2 e 3, vistas no Capitulo 6. Veremos aqui, como principal
resultado, o Teorema das Fungoes Simétricas, e o algoritmo utilizado
para obter as expressoes em termos dos polinémios simétricos durante

a dedugao das férmulas.

Defini¢ao B.1. Um polinémio f(z1,...,z,) € K[z1, -+, 2], onde
K é um corpo (poderia também ser um anel comutativo com unidade)
é dito ser um polindmio simétrico se ele é fixo sobre a agao de S,
sobre os coeficientes, ou seja, para qualquer o € S, f(x1,...,2,) =

f(xs(1), - -+, To(n)), denotaremos esse tltimo polinémio, também, como
fG'

Sempre que o contexto deixar claro, omitiremos o argumento
do polindmio, escrevendo apenas f ao invés de f(zq,---,x,), por

exemplo.
Exemplo B.2. Alguns exemplos de polinémios simétricos sao
Z‘%l‘%.ﬁg + x%mgx?)) + xla:%m% + dx12273 + JJ% + x% + x%,
x? + ch + x§ + 3x1x003 + 22129 + 22123 + 2003
Definigao B.3. Seja (ki,--- ,ky) € Z} uma n-upla e
P ={(ks1),-- -+ ko)) : 0 € Sn}
o conjunto de suas permutacoes distintas. Entao

i in
Mk, ko) (T ) = g )
(i17~--»in)ep
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Exemplo B.4. Os polinémios do primeiro exemplo podem ser rees-

critos, respectivamente, da seguinte forma
m2,2,1) +5M(1,1,1) + M(2,0,0);

m(s,0,0) +3m,1,1) +2m(1,1,0)-

Esses polindmios recebem esse nome pois, como veremos mais
adiante, o Teorema das Funcgbes Simétricas nos garante que todo
polinémio simétrico em anel polinomial pode ser escrito em funcéo

dos polinémios simétricos elementares.

Exemplo B.5. Alguns exemplos de polinémios simétricos monomiais
sao
_ 3,33
m(3,3,3) = T1T273,
_ .5 5 5
M(5,0,0) = ¥1 + T3 + T3,

_ 322 ,.232, 223
m(3,2,2) = T1T%3 + T1THT3 + T1X5T3,

5.2 1 5 1.2 2 51 215 1,52 1,25

M(5,2,1) = T1T3T3 + T1TaT3 + TIToT3 + TIToT3 + T1ToT3 + T1T5T3.
A vantagem de definir os polin6mios monomiais dessa forma é
que eles pode ser usados para escrever os polinémios simétricos gerais

em sua fungdo, como veremos nos proximos exemplos e teoremas.

Teorema B.6. Todo polinémio simétrico pode ser escrito como uma

combinacao linear inica dos polinémios simétricos monomiais.

Demonstragio. Seja f(x1,...,2,) € K[x1,...,2,] um polinémio si-
métrico qualquer, provaremos o teorema por indugao na quantidade
de termos de f. Se f tem apenas um termo, entdo necessariamente
f(zy,...,m,) = ax¥ ... zF para algum a € K e k € Z,, visto que
esse é claramente o Unico formato possivel para um polindmio si-

métrico com apenas um termo. Nesse caso, temos simplesmente que

f=amg,. 1.
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Suponha agora que f tenha uma quantidade arbitraria de
termos, e seja az? ---2Fm o termo de maio grau (sob a ordenacio
lexicografica dos expoentes) de f, entdo, para qualquer o € S,
axlf”(l) ~-~xﬁ"<") serd um termo de f7 = f, ou seja, m, ... x,) é com-
posto apenas por termos de f, assim f—amyy, ... 1) € simétrico e tem,
definitivamente, menos termos que f, todos com expoentes ‘menores’
na ordem lexicograica que o maior termo de am, ... ) (note que
mostramos que amyy, ... x,) ¢ necessariamente o tinico polindmio simé-
trico monomial com tal propriedade), assim, pela hip6tese de indugio,
f—amq, ... k,) =aimi+---+aymy, onde os a; € K e 0s m; sao po-
lindbmios simétricos monomiais, todos tinicos a menos de permutacao
pela hipétese de inducdo, logo f = amy, ... x,) +aimy + -+ +my, o

que completa o resultado. O

Perceba que o resultado acima nos da um algoritmo geral para
o célculo de tal expressao em termos dos polindémios simétricos mono-
miais.

A familia mais importante de polinémios simétricos, porém, sado

os polinémios simétricos elementares.

Defini¢ao B.7. O polinémio

ei(xl,...,xn)z Z Ijl"'xji

1<j1<--<gi<n

é dito ser um polinémio simétrico elementar.

Eles recebem esse nome pois, de uma certa forma, eles sao
0s ‘Gnicos’ polindmios elementares, qualquer outro polinémio simé-
trico pode ser escrito em funcao dos polinémios elementares, esse é o
chamado ‘Teorema das Fungbes Simétricas’, que provaremos a diante.

Perceba que esses polinémios sdo um caso particular dos polind-
mios monomiais, visto que e;(z1,...,2n) =M, 1,0,..,0), onde hd n

1’s no subscrito de m.



APENDICE B. Polinémios Simétricos 137

Como um exemplo, veremos como podemos escrever os polind-

mio monomiais em termos dos polinémios elementares

Exemplo B.8. Vamos calcular alguns dos polindmios monomiais em
termos dos polindmios simétricos. O primeiro polindmio monomial
seria m(1,0,0), que é claramente igual a e; = e (21, 22, 3). Os polino-
mios monomiais de grau 2 sdo mais interessantes, temos m(1,1,0), que
¢ igual a ez, € m2,0,0) = 23 + 23 + 23, para calcular esse em termos
dos polindmios elementares, a ideia é primeiro juntar os polinémios
simétricos elementares de tal forma que eles possam ser escritos em
termos de m 3 0,0) € outros polindmios monomiais de ordem menor, e
depois ‘reverter’ o processo utilizando as expressoes encontradas para
os polinébmios monomiais de ordem menor em termos dos polinémios

elementares. Nesse caso, podemos fazer isso elevando e; ao quadrado
2
el = (21 + x2 + x3)(z1 + 22 + 23).

Poderiamos facilmente expandir essa expressao diretamente, mas tam-
bém podemos tomar vantagem da simetria dessa expressdo para
escrevé-la em termos dos polindmios monomiais sem grande esforgo
algébrico. Por exemplo, o termo x? aparece apenas uma vez nessa
expansio, portanto 3 e x3 também, e assim 9, ) aparecera com
coeficiente 1 na expansao, similarmente, z1xo aparece duas vezes na
expansao dos termos, portanto 2x1zs, 2x1T3 € 2x2x3 serdo termos
desse polindémio quando expandido, o que corresponde a 2m; 1 ), €
assim €3 = m(2,0,0) + 2m1,1,0)- Como myy 1,0y = €2, temos, entdo, que
m(2,0,0) = 2?2 + 23 + 23 = €2 — 2e,.

Para finalizar o exemplo, vamos calcular os polindmios simé-
tricos monomiais de grau 3 em termos dos polinémios simétricos ele-
mentares. Claramente m(1,1,1) = €3, restam, entao, mM(2,1,0) € M(3,0,0)-

Para calcular m 31 0), considere a seguinte expressao.

e1eg = (z1 + 2o + x3)(T172 + T123 + T223) = My2,1,0) + 3M(1,1,1)-
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O termo m(y,1,0y corresponde ao fato de que o termo 1229 aparece

apenas uma vez na expansio, e o termo 3my 1 1) corresponde ao fato
de que x1z273 aparece trés vezes na expansdo. Como m( ;1 1) = es,

temos, entao, que
2 2 2 2 2 2
TiT2 + i3 + 125 + 123 + 523 + T2x3 = e1ex — 3es.

Entéo, o polindmio simétrico monomial m3 9,0y pode ser obtido ele-

vando e; ao cubo, assim
(z1+ 22 +23)° = m(3,0,0) + 3mM2,1,0) + 6m(1,1,1)-

Os termos a direita, novamente, correspondem a quantidade de vezes
que 3, ¥3w5 e 11793 aparecem na expansao do polindmio & esquerda,
assim, utilizando as expressoes que temos até entao para m(y 1) €

m(1,1,1), temos que

et = m(3,0,0) + 3(erez — 3ez) + bes
= 2} + 25 + 23 = €} — 3ejen + 3es.

7

Perceba que calcular dessa forma é bem mais pratico que verificar
tradicionalmente que essa equacao é verdadeira, visto que expandir o

lado direito da equagdo nao seria nada divertido.

Exemplo B.9. Em geral m; 1, iy1,4,..,0) = ejeil (n varidveis), onde
j é a quantidade de i + 1’s no indice. De fato, basta verificar que
eje, terd (;’) termos, todos de grau n¢ + j, um para cada escolha
de j expoentes que serdo uma unidade maior que os demais, que é

precisamente o polindmio M1, i41,,...i)-

Vamos formalizar o algoritmo visto no exemplo acima, assim,

mostrando o Teorema das Fungbes Simétricas.

Teorema B.10. Todo polindmio simétrico monomial pode ser escritos

como expressao polinomial dos polinémios simétricos elementares.
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Demonstrag¢do. Seja m um polindmio simétrico monomial qualquer
de n variaveis e de grau k, vamos provar que m pode ser escrito
em termos dos polinémios simétricos elementares por meio de indu-
¢a0 no seu indice, sob a ordem lexicogréfica, que é uma ordem total
que cobre todos os indices possivel dado um grau fixo. O menor po-
lindbmio simétrico monomial sob a ordem lexicografica (assumindo
ordem decrescente no indice, sem perda de generalidade) é da forma
TG, i Lyiyenyd) = eje;, onde j é a quantidade de i + 1’s, pelo exem-
plo anterior, logo o teorema é verdadeiro nesse caso.

Assuma entdo que m = m, .. x,) para algum indice qualquer
(com ky > --- > k,, sem perda de generalidade), entdo m serd o
polinémio simétrico monomial de maior indice na combinacao linear

k1—ko ko—ks kn—1—kn kn
1 €5 c.o.e e

1 n. visto que o ele-

correspondente a f = e
mento de maior expoente na ordem lexicografica desse polindmio sera
precisamente :U]fl -~ xkn (para verificar isso, basta multiplicar o termo
de maior ordem lexicografica nos expoentes de cada fator). Assim,
f—m = ami + -+ a,m, para algum conjunto de a; € K e po-
linébmios simétricos monomiais m; com indices de ordem lexicografica
menor que n, portanto m = f —aym; + --- 4+ ap,m,, e aplicando a

hipétese de inducdo em cada um dos m;’s, segue o resultado. O

Como consequéncia, temos o importante teorema das fungoes

simétricas, ja mencionado.

Teorema B.11. Todo polinémio simétrico pode ser escrito em termos
de uma expressao polinomial dos polindmios simétricos elementares
(assumindo a mesma quantidade de varidveis nos polindmios simétricos

elementares).

Demonstragdo. Ora, todo polindmio simétrico pode ser escrito como
uma combinacao linear dos polindmios simétricos monomiais, pelo

Teorema B.6, e estes, por sua vez, podem ser escritos em func¢ao dos
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polinémios simétricos elementares, pelo Teorema B.10, o que conclui

o teorema. O
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