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ªI believe there is no philosophical high-road in science,

with epistemological signposts.

No, we are in a jungle and find our way by trial and error,

building our road behind us as we proceed.

We do not find signposts at crossroads,

but our own scouts erect them, to help the rest.º

(Max Born, 1943)





RESUMO

O propósito desta pesquisa de doutoramento é a compreensão e desenvolvimento de
modelos físicos para interação de pósitrons com sistemas atômicos e moleculares de
camada aberta em uma área com escassa disponibilidade de dados teóricos. Para tal,
utilizamos a técnica de espalhamento por potencial modelo para investigar quais efei-
tos são fundamentais para a obtenção de resultados confiáveis no espalhamento de
pósitrons por oxigênio molecular. A partir da definição de um potencial apropriado para
baixas energias, constatou-se convergência quantitativa e qualitativa com os dados ex-
perimentais mais precisos disponíveis na literatura. Por um viés de primeiros princípios,
estabelecemos cálculos que levem em conta as características eletrônicas do alvo
desde sua concepção, possibilitando resultados precisos para átomos e moléculas.
Os ressaltados são convergentes com dados teóricos recentes e o desenvolvimento
do arcabouço matemático e computacional possibilita vislumbrar futuros projetos para
sanar importantes questões em aberto na área. Desse modo, a presente tese traz
contribuições positivas para o entendimento do fenômeno, tanto a nível de grupo de
pesquisa quanto para a área de atuação.

Palavras-chave: Espalhamento de pósitrons. Sistemas de camada aberta. Potenciais
modelo. Métodos de primeiros princípios.





ABSTRACT

The purpose of this doctoral research is the understanding and development of physical
models for positron interaction with open-shell atoms and molecules in an area with
scarce theoretical data. To do so, we used the model potential scattering technique
to investigate which effects are fundamental for obtaining reliable results in positron
scattering by molecular oxygen. From the definition of an appropriate potential for low
energies, quantitative and qualitative convergence with the most accurate experimen-
tal data available in the literature was verified. From a first principles perspective, we
established calculations that take into account the electronic characteristics of the tar-
get completely, allowing precise results for atoms and molecules. Such results are
convergent with recent theoretical data. The development of these mathematical and
computational frameworks may help future investigations to solve important open ques-
tions in the area. Thus, this thesis brings positive contributions to the understanding of
the phenomenon, at research group level and to the research field.

Keywords: Positron scattering. open-shell systems. Model potentials. Ab initio meth-
ods.
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1 INTRODUÇÃO E OBJETIVO

A teoria de espalhamento pode ser definida como uma composição de metodo-

logias dedicadas a investigar e explicar a dispersão e interação de ondas e partículas

por estruturas físicas. Fenômenos triviais como colisões de bolas em uma mesa de

bilhar, dispersão de luz por gotas de água formando arco-íris (NUSSENZVEIG, 1977),

ou ainda a coloração azul da atmosfera (YOUNG, A. T., 1982), teoricamente explicada

pelo espalhamento Rayleigh, são exemplos de fenômenos de espalhamento. Assim

como esses, outros exemplos têm incrível relevância para a física e foram base para

grandes descobertas ou confirmações teóricas, como a difração de Bragg, base do

espalhamento de raios X (BRAGG, 1965), que culminou em importantes técnicas para

estudo e caracterização de sólidos. Ainda importa destacar as técnicas de difração de

elétrons, que foram base para tecnologias como o microscópio eletrônico de varredura

(OATLEY, 1982), e a difração de nêutrons, que possibilitou estudos complementares

aos feitos com raios X, devido ao seu nível de penetração (FINNEY, 1995).

Outra importante dispersão é o espalhamento Compton, definido pela interação

de fótons com partículas carregadas (usualmente elétrons), as quais perdem ener-

gia resultando em um aumento no comprimento de onda dos fótons. Esse espalha-

mento constitui os pilares da espectroscopia gama (densitometria) (MULLIN; HUSSEIN,

1994), utilizada, por exemplo, para diagnóstico médico por imagem. Quando os fótons

em questão registram perda de energia durante a colisão, define-se o espalhamento

Compton inverso. Tal fenômeno apresenta papel relevante em astrofísica, como na

observação de clusters de galáxias (GULL; NORTHOVER, 1976) e nos discos de acre-

ção (ROSS et al., 1992). Outro importante efeito resultante da interação de fótons com

matéria, porém para baixas energias, é o efeito fotoelétrico (KLASSEN, 2011), em que

elétrons (por vezes chamados de fotoelétrons) são ejetados de superfícies ricas em

elétrons livres devido ao espalhamento de fótons pelo material.

Importa destacar ainda que uma das aplicações cruciais de espalhamento é a

confirmação de partículas subatômicas. A interação inelástica profunda1 (ou espalha-

mento profundamente inelástico ) é definida pela interação altamente energética tal

que seja possível observar o interior de hádrons, possibilitando a investigação dos seus

elementos constituintes. A análise deste fenômeno tem fundamental importância na

pesquisa de partículas subatômicas (BREIDENBACH et al., 1969) e no entendimento

do modelo padrão.

Como se vê, o estudo de colisões abrange uma série de metodologias e técni-

cas, definidas pela interação de partículas e ondas com entes físicos, tendo por objetivo

o entendimento teórico do fenômeno em si e das reações oriundas desta interação.

Neste contexto, a presente tese ocupa-se do espalhamento de antipartículas por ma-

1 Do inglês deep inelastic scattering.
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téria, mais especificamente, do espalhamento de pósitrons por sistemas de camada

aberta. A interação de pósitrons com átomos e moléculas constitui um importante

passo para o entendimento de como matéria e antimatéria interagem, principalmente

em energias associadas a reações químicas (GRIBAKIN et al., 2010). Atualmente, há,

disponíveis na literatura, seções de choque totais para uma ampla espécie de átomos

e moléculas. Sobre isso, pode-se afirmar que interação de pósitrons e gases nobres,

no contexto do espalhamento, é bem estabelecida, havendo ampla convergência en-

tre dados experimentais e predições teóricas para baixas energias (CHIARI; ZECCA,

2014). Contudo, o cenário é diferente para outras categorias de átomos e para o espa-

lhamento de moléculas, mesmo para as mais simples como as diatômicas, em especial

para energias abaixo do limiar de formação de positrônio2.

Os alvos atômicos e moleculares podem ser classificados em dois tipos distintos

em relação à configuração eletrônica: os de camada fechada (closed-shell) e os de

camada aberta (open-shell). Quando há a ocupação de um orbital por dois elétrons, ou

seja, ocupação completa desta ªcamadaº de energia, seguindo o princípio de exclusão

de Pauli, diz-se que a configuração eletrônica é de camada fechada: em síntese,

ambos elétrons possuem a mesma descrição espacial3 e spins contrários. Por outro

lado, os sistemas que possuem orbitais espaciais ocupados por um único elétron,

i.e. níveis energéticos parcialmente ocupados, são ditos camada aberta. Apesar de

esta configuração eletrônica ser diretamente relacionada a ions, existem espécies

neutras que mesmo em estado fundamental se enquadram nesta tipologia, como o

oxigênio molecular4 e o átomo de lítio. Nesses, o orbital da valência é ocupado por

um único elétron, de tal forma que outros de camadas interiores5 e de mesmo spin

estão fortemente correlacionados ao primeiro, levando a uma perturbação na descrição

espacial dos elétrons internos e à alteração destes níveis. Desse modo, a existência de

um orbital parcialmente ocupado gera uma reação em cadeia que impossibilita atribuir

a mesma descrição espacial para pares de elétrons de camadas internas (BROM,

2018).

A investigação em sistemas de camada aberta possibilita a atuação em outros

problemas da área, como a formação de positrônio e a ionização. Em ambos fenôme-

nos, após a colisão do pósitron com o alvo molecular, o produto resultante será um

2 No espalhamento de pósitrons, a formação de positrônio (Ps) é dito o canal colisional inelástico
caracterizado pela formação de um par elétron-pósitron: e+ +M → Ps+M+ .

3 A descrição espacial dos elétrons atômicos ou moleculares é dada pelos determinantes de Slater,
devido à antissimetrização da função de onda, ou combinações lineares de determinantes de Slater,
como na teoria Hartee-Fock ou nas pós-Hartree-Fock como iteração de configurações (configuration
interaction) e campo auto-consistente multi-funcional (multi-configurational self-consistent field).

4 Moléculas de camada aberta podem ser identificadas pela regra de Hund. Esta estabelece que
orbitais incompletos ocupados por elétrons de spins paralelos possuem menor energia (BOYCE,
2014).

5 Camadas energéticas preenchidas por pares de elétrons seguindo o princípio de Aufbau, também
conhecido como diagrama de Linus Pauling.
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íon, de configuração eletrônica de camada aberta. O elétron molecular formará um par

elétron-pósitron (positrônio) na formação de positrônio e, no caso da ionização, ambos

elétron e pósitron serão representados por partículas livres.

Apesar de dados experimentais de formação de positrônio datarem dos anos

oitenta (DIANA et al., 1986), resultados teóricos para moléculas6 são extremamente

escassos. Sobre isso, pode-se destacar os esforços com a primeira aproximação de

Born para H2 (BISWAS et al., 1991) e os recentes resultados para O2 (CHIARI et al.,

2012). Neste é utilizado o método dos átomos independentes (IAM) (MASSEY et al.,

1969), o qual ignora efeitos das ligações químicas e características eletrônicas, jun-

tamente com o potencial de absorção para simular efeitos inelásticos. A partir dessa

seção inelástica são particionados alguns processos, como ionização, excitação eletrô-

nica e formação de positrônio. Esses são os únicos resultados teóricos para moléculas

na atualidade. Tendo isto em mente, uma formulação capaz de descrever de forma

adequada sistemas de camada aberta pode ser empregada para uma série de fenô-

menos de espalhamento que, até o momento, não possuem tratamento teórico bem

estabelecido.

Quando pensamos na obtenção de amplitudes de espalhamento (necessárias

para o cálculos dos observáveis físicos) para colisão de pósitrons por moléculas, a

forma mais simples de modelar este problema é através do IAM, um método que des-

considera múltiplo espalhamento e os efeitos das ligações químicas, como comentado

anteriormente. Apesar do fato de tratar a molécula em um ente formado por átomos

ªlivresº, esta é uma forma de obter resultados de modo rápido devido à simples imple-

mentação computacional, além de possibilitar o estudo do fenômeno de forma simplifi-

cada. Em um método como esse, a amplitude de espalhamento é calculada para os

átomos constituintes da molécula e, após isso, faz-se uma composição da amplitude

de espalhamento molecular através das atômicas, ou seja, a partir do cálculo pósitron-

átomo é feita uma soma que possibilita descrever o espalhamento pósitron-molécula.

Desse modo, o espalhamento pósitron átomo é estendido ao espalhamento molecular

através de uma extrapolação com o devido embasamento matemático (SRIVASTAVA

et al., 1978). Observa-se, no entanto, que o IAM só funciona para ªaltasº energias:

E > 100 eV .

Uma das opções para se observar o espalhamento por moléculas em baixas

energias (E < 100 eV ) é realizar o espalhamento por potencial (TENFEN et al., 2019),

ou seja, pela construção de um potencial pósitron-molécula o qual traduz as informa-

ções relevantes ao fenômeno. Deve-se destacar que esta é uma importante ferramenta

na investigação da área de pósitrons do ponto de vista de cálculo de observáveis

6 Dados teóricos para formação de positrônio para átomos também são escassos. Na verdade, exis-
tem resultados para gases nobres (MCEACHRAN; STAUFFER, 2013) e magnésio (CHENG; ZHOU,
2006), porém, somente átomos simples como hélio foram amplamente estudados e possuem resul-
tados precisos (REETH; HUMBERSTON, 1999; CHAUDHURI; ADHIKARI, 1998) .
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pela rápida obtenção de resultados e flexibilidade na modelagem. Porém, seu grande

trunfo se dá no entendimento da dinâmica do processo, pois dificilmente em métodos

mais robustos se tem a oportunidade de identificar quais parâmetros descrevem o

fenômeno.

O fenômeno de espalhamento é fundamentalmente um problema de muitos

corpos. Um dos objetivos comuns das abordagens mencionadas acima é realizar apro-

ximações desse fenômeno, a partir de premissas concretamente embasadas, com o

propósito de excluir as principais dificuldades na modelagem do processo. A possível

consequência do uso de aproximações é o surgimento de parâmetros ajustáveis (ou

valores obtidos por fittings). Portanto, para a obtenção de observáveis que não depen-

dam de parâmetros externos (ou valores ajustáveis) e sejam dependentes somente

das representações dos entes envolvidos no processo, faz-se necessária a implemen-

tação de métodos de primeiros princípios. Em geral, nesses encara-se o problema de

muitos corpos desde sua concepção, podendo haver simples aproximações relativas à

energia de interação.

Nesse viés, destacam-se as abordagens de matriz-R (ZHANG et al., 2011),

convergent close-coupling (ZAMMIT et al., 2013) e Schwinger multicanal (GERMANO;

LIMA, 1993). No primeiro, dividem-se as configurações de espaço em duas regiões

- interna e externa a um raio - tal que represente de forma adequada e eficiente a

partícula incidente e o alvo molecular. Na parte interna, consideram-se todas as inte-

rações e, em sua região externa, utiliza-se uma aproximação assintótica, de tal forma

que haja uma sobreposição na condição de contorno apresentada pela fronteira de

ambas as regiões. No caso do convergent close-coupling, um conjunto de equações

acopladas é resolvido de forma a representar completamente o problema de espalha-

mento. Evidentemente, pelo fato de contar com tal complexidade, esse método só é

viável para sistemas de poucos elétrons. O método Schwinger multicanal, por sua vez,

é fundamentado no princípio variacional de Schwinger e na sua natureza multicanal,

a qual permite o estudo da competição entre canais energeticamente acessíveis em

uma dada colisão (TAKATSUKA; MCKOY, 1981, 1984). Uma de suas principais carac-

terísticas é a formulação de projetores do espaço de canais abertos e fechados para o

cálculo de elementos envolvendo a função de Green. O ponto em comum entre esse

método e os mencionados anteriormente, em princípio, é poder levar em conta todas

as interações da partícula incidente e configurações do alvo molecular.

Convém apontar que nosso grupo de pesquisa dedica-se, principalmente, à

modelagem de espalhamento de pósitrons por moléculas - e átomos - para baixas

energias7, realizando cálculos para os canais colisionais elástico e inelásticos en-

volvendo uma gama de espécies químicas. Entre os canais inelásticos, aborda-se a

excitação eletrônica, contudo dá-se maior destaque à excitação rotacional. Nesse con-

7 No presente contexto, baixas energias devem ser interpretadas como abaixo de 10 eV .
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texto, previamente a esta tese, foi proposto um modelo para excitações rotacionais de

moléculas relevantes para armadilhas de pósitrons (MARJANOVI ÂC et al., 2016), pos-

sibilitando a obtenção de seções de choque de forma analítica (BARP; ARRETCHE,

2018, 2019). Esses resultados são fundamentais para a predição da perda de energia

do feixe de pósitrons pelas espécies moleculares. Também, através de um método

de primeiros princípios (método Schwinger multicanal) foram investigadas colisões de

pósitrons nos canais colisionais elástico e de excitações rotacional e eletrônica para

algumas classes moleculares (BARP et al., 2018; SEIDEL et al., 2018; ARRETCHE

et al., 2020), com o intuito de gerar dados originais e de estudar as bases teóricas

destes diversos métodos de espalhamento.

Como comentado anteriormente, seções de choque totais são bem estabele-

cidas para gases nobres, teórica e experimentalmente. Porém, existe uma grande

divergência quando se trata de observáveis relativos a espalhamento de moléculas,

mesmo para as mais simples como as diatômicas. Em especial para o espalhamento

pósitron-O2, as medidas experimentais disponíveis não apresentam grande convergên-

cia entre si (CHIARI et al., 2012), especialmente para baixas energias. A divergência

presente se estende aos cálculos teóricos, em que diferentes metodologias resultam

em seções de choque dissonantes, tanto entre si quanto em relação aos dados experi-

mentais.

Em face a este cenário, nesta tese nos ocupamos da abordagem do espalha-

mento de pósitrons por oxigênio molecular com o intuito de entender os motivos da

grande divergência entre estudos anteriores e propor uma metodologia capaz de sanar

tal divergência. As razões para trabalharmos com este sistema específico vêm do fato

de que as medidas mais atuais da seção de choque total, realizadas pelo grupo da

Universidade de Trento (CHIARI et al., 2012), são consideravelmente discrepantes

em relação aos demais resultados teóricos e experimentais, principalmente na faixa

de energias abaixo da formação de positrônio (5.4 eV ). Esses dados experimentais

são de especial relevância uma vez que esse era o aparato experimental com melhor

resolução angular e de energia em atividade até o momento na área.

Assim, inicialmente, abordaremos a técnica de espalhamento por potencial, que

inclui a correlação, polarização e interação estática. Por já termos membros experien-

tes em importantes técnicas de construção de potencial pósitron-molécula, utilizamos

o Positron Correlation Polarization Potential (JAIN, 1990; JAIN; GIANTURCO, 1991;

TENFEN et al., 2012) extraindo o melhor nível de polarização possível para tal método,

ou seja incluindo termos de polarizabilidade e hiperpolarizabilidade. No contexto da

interação pósitron-molécula, a presença do campo elétrico externo (pósitron) produz

distorções na molécula chamada polarizabilidade quando o momento induzido é linear-

mente proporcional ao campo aplicado. Já as distorções não lineares ao campo elétrico

externo recebem o nome de hiperpolarizabilidades. Através da teoria de perturbação
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para a energia, é possível determinar como os elementos do tensor de polarizabilidade

se relacionam com os termos do potencial de polarização, possibilitando, então, a

inclusão de tais efeitos no processo de espalhamento.

Na sequência, proporemos uma formulação de primeiros princípios para siste-

mas de camada aberta, o qual inclui a molécula de oxigênio. O primeiro passo pode

ser feito simplificando a descrição da partícula espalhada e da interação. Um cálculo

de primeiros princípios, considerando a primeira aproximação de Born e o potencial

puramente estático, será tomado como o ponto de partida para o aprofundamento

em direção a cálculos mais precisos. Para tal, utilizaremos uma descrição a partir do

Hartree-Fock irrestrito para as funções de onda de sistemas de camada aberta. A prin-

cipal dificuldade desta abordagem proposta é a consideração do potencial não central,

o qual produz uma séries de desafios tanto a nível matemático quando computacional

para a solução do problema.

Importa apontar que o cálculo de espalhamento utilizando a primeira aproxi-

mação de Born mostra-se uma opção adequada para espalhamento tanto elástico

quanto inelástico, principalmente em altas energias (E > 100 eV ). Do ponto de vista de

interações inelásticas, onde os estados quânticos são modificados devido à interação,

vários canais foram estudados por esta perspectiva, incluindo formação de positrônio

(SURAL; MUKHERJEE, S., 1970; MANDAL; GUHA, 1980; SAHA; ROY, 1984), excita-

ção eletrônica (CANN; THAKKAR, 2002) e ionização (CHAMPION et al., 2013). Para

processos elásticos, onde há somente transferência de momento entre a partícula

incidente e o alvo atômico ou molecular, esta metodologia resulta em dados confiá-

veis, principalmente pelo fato de que efeitos como a polarização do alvo, entre outros,

são pouco importantes nessa faixa de energia. Exatamente por isto, há de se notar

que seções de choque para pósitrons e elétrons, neste contexto, são muito parecidas

(KAUPPILA; STEIN, 1989). Esta região de alta energia também é muito útil para cálcu-

los de referência (benchmark) computacional já que métodos de primeiros princípios,

cálculos por potencial modelo e semi-empíricos e a aplicação de IAM devem resultar

em valores muito próximos.
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2 ABORDAGEM INICIAL AO PROBLEMA

A compreensão do espalhamento de pósitrons por sistemas moleculares de

camada aberta requer a identificação dos efeitos relevantes à interação. Tendo isto em

mente, estudamos um potencial de espalhamento consagrado na literatura chamado

Positron Correlation Polarization Potential (PCOP) (JAIN, 1990; JAIN; GIANTURCO,

1991). Após um amplo estudo dos efeitos de polarização do alvo, seções de choque

pósitron-O2 foram obtidas através do método de frações continuadas (HORÁČEK;

SASAKAWA, 1983), tal como computacionalmente implementado por Ribeiro et al. (RI-

BEIRO et al., 2001) para elétrons e posteriormente adaptado para pósitrons (TENFEN

et al., 2012).

2.1 POTENCIAL DE ESPALHAMENTO PÓSITRON-MOLÉCULA

O potencial de interação pósitron-molécula é, por natureza, um potencial de

muitos corpos. Porém, aproximações podem ser feitas com o intuito de modelar esse

fenômeno para um potencial efetivo de um corpo. Ou seja, as interações apreciadas

pela partícula incidente são incorporadas levando-se em conta parâmetros físicos e

modelos os quais representem a essência do fenômeno. Desse modo, faz-se neces-

sário conceber este potencial de tal forma a incorporar as principais interações: a

interação estática e a de correlação-polarização.

A citada interação estática é oriunda do potencial Coulombiano do pósitron com

o alvo molecular. Para uma descrição acurada do processo, efeitos de longo alcance

relacionados à polarização da molécula, devido a um campo elétrico externo (pósitron),

são representados pelo potencial de polarização assintótico. Já os efeitos de curto

alcance, que incorporam a resposta dos elétrons ao pósitron nas proximidades da

molécula, são representados pelo potencial de correlação. Dessa forma, o potencial

de interação pósitron-molécula pode ser escrito como:

V (x⃗) = Vst(x⃗) + Vcp(x⃗), (1)

sendo x⃗ a coordenada espacial do pósitron.

Em relação aos potenciais que constituem a interação (1), o primeiro (Vst) é

definido da forma usual como a interação eletrostática:

Vst(x⃗) = −
∑

i

∫

ϕ∗i (r⃗i)ϕi(r⃗i)
|x⃗− r⃗i|

dr⃗i +
∑

j

Zj

|x⃗− R⃗j |
, (2)

onde r⃗i e R⃗j representam, respectivamente, as coordenadas espaciais eletrônicas e nu-

cleares. Os orbitais moleculares no estado fundamental ϕi são oriundos de um cálculo

Hartree-Fock tal que, matematicamente, são representados por uma base Gaussiana.

Como qualquer método para a representação molecular, tendo suas virtudes e falhas
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na representação da mesma, é necessário verificar a precisão deste cálculo em re-

lação à representação espacial. Para tal, foram verificados, além das energias dos

próprios orbitais, os momentos eletrostáticos da molécula.

O potencial de correlação-polarização (Vcp) é incorporado com base nos tra-

balhos de Jain (JAIN, 1990) e Jain e Gianturco (JAIN; GIANTURCO, 1991). Neles, o

potencial é separado em duas regiões: interior e exterior ao tamanho típico molecular.

A primeira, região interna, onde são observados os efeitos de correlação, é derivada da

energia de correlação de um pósitron num gás homogêneo de elétrons, descrito na teo-

ria de funcional densidade (BORONSKI; NIEMINEN, 1986). Expressões explícitas para

o potencial de correlação podem ser encontradas na literatura da área (MUKHERJEE,

T. et al., 1991; GIANTURCO et al., 1997). Para a segunda, região externa, utiliza-se

o potencial de polarização assintótico, que traduz a distorção do alvo molecular a um

campo externo (pósitron). Ambas regiões têm sua separação caracterizada por um raio

de corte (rc), cuja determinação se dá pela observação do ponto de intersecção dos

dois potenciais. Desse modo, o potencial de interação efetivo de um corpo é expresso

da forma:

V (x⃗) =

{

Vst(x⃗) + Vcor(x⃗) , se x ≤ rc;

Vst(x⃗) + Vpol(x⃗) , se x > rc .
(3)

O potencial de polarização assintótico pode ser obtido através da teoria de

perturbação para a energia, associadamente à comparação desta com o tensor de

polarizabilidade. Estes cálculos foram realizados e estão presentes em uma recente

publicação conjunta a um colaborador externo1. Com isso, diferentes níveis de sofisti-

cação para este potencial podem ser encontrados. Esses estão descritos na tabela 1

com sua respectiva nomenclatura.

A presença do pósitron, que é considerado um campo elétrico externo neste

contexto, induz distorções na molécula. Os efeitos lineares ao campo são conhecidos

como polarizabilidades, enquanto os não-lineares, hiperpolarizabilidades. As polari-

zabilidades dipolar isotrópica (α0) e anisotrópica (α2) assim como a polarizabilidade

quadrupolar (αQ) são apreciáveis para o sistema abordado. Em relação aos efeitos

não-lineares sofridos pelo alvo molecular, as hiperpolarizabilidades de primeira (B) e

segunda ordem (γ) são relevantes. Assim, ainda, na tabela 1, é possível observar a

variação no raio de corte - crescente com a melhor descrição da polarização - para di-

ferentes níveis de aproximação, algo previsto, uma vez que a alteração no potencial de

polarização leva a diferentes pontos para a sobreposição deste com o de correlação.

1 Mais detalhes sobre a dedução das polarizabilidades podem ser encontrados no apêndice A de
(TENFEN et al., 2019). Considerações sobre os valores experimentais destas grandezas são feitas
na seção C do referido artigo.
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Tabela 1 ± Nomenclatura para os diferentes níveis de polarização adotadas neste
trabalho e o respectivo raio de corte rc, para oxigênio molecular. Os dados
utilizados são, em unidades atômicas: α0 = 10.60, α2 = 4.77 (ambos de
(SPELSBERG; MEYER, 1994)), αQ = 60.452, B = −118.26 (de (NORTH,
2016)) e γ = 962.0 (CALAMINICI et al., 1998) .

Nomenclatura Forma do Potencial de polarização rc (a.u.)

PCOP − α0
2x4

− α2
2x4

P2(cos θ) 2.54

PQ − α0
2x4

− α2
2x4

P2(cos θ)−
αQ

2x6
3.02

PB − α0
2x4

− α2
2x4

P2(cos θ)−
αQ

2x6
+

B

2x7
3.20

PG − α0
2x4

− α2
2x4

P2(cos θ)−
αQ

2x6
+

B

2x7
− γ

24x8
3.23

A inclusão de termos no potencial de polarização é feita até obtermos a sua

convergência, destacada na figura 1. Nela, podemos ver, também, o potencial estático

que é totalmente repulsivo. Ainda, é destacado na figura, em forma de inset, que a

principal característica apresentada pela inclusão desses termos é o aprofundamento

do potencial na região da borda molecular, tornando-o mais atrativo.
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Figura 1 ± Representação da parte esférica do potencial de interação pósitron-O2 com
diferentes níveis de polarizações. Tal interação segue a nomenclatura es-
tabelecida na tabela 1. No inset, observa-se a diferença entre os modelos
na região da borda (tamanho típico) molecular. O potencial estático, com
legenda (static), é incluído para simples comparação.



32 Capítulo 2. Abordagem Inicial ao Problema

2.2 SEÇÕES DE CHOQUE PÓSITRON-O2

Uma vez descrito o potencial de interação, a equação de Lippmann-Schwinger

pode ser resolvida. Para tal propósito, é empregado o método de frações continuadas

(HORÁČEK; SASAKAWA, 1983; LEE et al., 1997; RIBEIRO et al., 2001). Nesse método,

o potencial é enfraquecido iterativamente até tornar-se desprezível para a equação

de espalhamento sendo possível determinar a matriz K. Essa, por sua vez, pode ser

relacionada à amplitude de espalhamento.

Como comentado na introdução deste documento, existem seções de choque

totais (TCS’s)2 disponíveis na literatura para uma ampla gama de sistemas, sendo que

somente nos gases nobres encontra-se considerável convergência entre predições

teóricas e dados experimentais. Em alguns casos, cálculos teóricos não reportam

soluções próximas, ao mesmo tempo que resultados experimentais divergem entre si,

um destes sendo a interação pósitron-O2.

Sendo o propósito desta pesquisa obter seções de choque elásticas, a fim de ter

uma comparação do ponto de vista fenomenológica correta com os dados disponíveis

na literatura, devemos nos concentrar no regime energético abaixo de 5.0 eV . Nessa

região, os únicos canais energeticamente acessíveis são o elástico e as excitações

rotacionais e vibracionais. Os últimos dois são, de forma geral (SURKO et al., 2005;

BRUNGER et al., 2017), três ordens de grandeza menores que o elástico. Dessa forma,

torna-se plausível a comparação direta de nossos resultados elásticos com as seções

de choque totais experimentais.

A primeira TCS para energias abaixo do canal de formação de positrônio (5.4 eV )

foi reportada por Coleman et al. (COLEMAN et al., 1975), em meados de 1970. Pos-

teriormente, mais dois autores reportaram dados para esta interação, Charlton et al.

(CHARLTON et al., 1983) e Dababneh et al. (DABABNEH et al., 1988). As mais recen-

tes medidas são advindas de Marler (MARLER, 2005) e Chiari et al. (CHIARI et al.,

2012), a última medida destacando-se pelo uso de equipamentos no estado da arte

em espalhamento.

Na figura 2, apresentamos a comparação entre seções de choque teóricas e ex-

perimentais para pósitron-O2. Observa-se que as medidas experimentais de Charlton

et al. e Dababneh et al. possuem um padrão de convergência com os estudos teóricos

de Mukherjee e Ghosh (MUKHERJEE, T.; GHOSH, 1996). Estes autores obtiveram

seções de choque através do Laboratory-Frame Close-Coupling (LFCC) e da Adia-

batic Nuclei Rotation (ANR), incorporando a dinâmica rotacional no cálculo. Deve-se

destacar que Mukherjee e Ghosh utilizaram como potencial de polarização-correlação

o PCOP. Assim, como descrito na tabela 1, os autores empregaram valores para as

polarizabilidades (α0 = 10.90 a.u. e α2 = 4.95 a.u.) próximos aos nossos. Nota-se con-

2 Do inglês total cross sections.
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vergência entre os resultados utilizando o mesmo potencial acima de 1.5 eV , havendo,

contudo, divergência para energias mais baixas atribuída à diferente densidade eletrô-

nica adotada por estes autores e, secundariamente, à dinâmica rotacional, inexistente

em nosso cálculo.
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Figura 2 ± Seções de choque integrais pósitron-O2. Nossos resultados para os diferen-
tes níveis de polarização são apresentados: PG em linha cheia vermelha
e PCOP em linha traço-ponto amarela. Outros modelos teóricos são: IAM-
SCAR de (CHIARI et al., 2012), traço-dois pontos azul; ANR e LFCC de
(MUKHERJEE, T.; GHOSH, 1996), pontilhado preto e traço verde, respec-
tivamente. Medidas experimentais são: (CHIARI et al., 2012), círculo preto;
(MARLER, 2005), losango verde; (DABABNEH et al., 1988), triângulo inver-
tido azul; (CHARLTON et al., 1983), triângulo vermelho; (COLEMAN et al.,
1975), quadrado amarelo.

No que se refere aos dados experimentais reportados por Chiari et al. observa-

se magnitude significativamente maior, quando comparado com seus pares, principal-

mente na região de baixíssima energia. Desse modo, os resultados teóricos obtidos

através do modelo de átomo independente, juntamente com a screening corrected

additivity rule (IAM-SCAR) (CHIARI et al., 2012), não apresentam concordância quali-

tativa com os dados experimentais mais recentes. Isso porque, ao observar o cálculo

reportado, os autores utilizaram somente a polarizabilidade dipolar isotrópica (α0),

negligenciando a anisotrópica (α2). Uma vez que o modelo considera os átomos de

forma independente, isso poderia ser considerado plausível. No entanto, nesse caso,

a distorção genuinamente apreciada por moléculas diatômicas, atribuída a α2, é des-

considerada.

De todo modo, a comparação de nosso resultado, denotado por PG na figura 2,

exibe considerável convergência com os dados experimentais de Chiari et al., princi-



34 Capítulo 2. Abordagem Inicial ao Problema

palmente acima de 1.0 eV . Acreditamos que correções3 nos dados experimentais, as

quais são mais significativas para baixas energias, como argumentado por Sullivan et

al. (SULLIVAN et al., 2008), possam aumentar o acordo entre as seções de choque.

Um dos maiores desafios de um modelo de espalhamento é a descrição da

distribuição angular, visto que seções de choque integrais podem ser muito similares

enquanto as disposições angulares, que as originam, apresentarem discordância. Ob-

servando a análise anterior, é notável que uma descrição mais completa dos efeitos de

polarização afeta qualitativa e quantitativamente a seção de choque integral elástica.

Logo, faz-se necessário o estudo dos efeito da polarizabilidade quadrupolar e das

hiperpolarizabilidades de primeira e segunda ordem na distribuição angular.
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Figura 3 ± Seções de choque diferenciais pósitron-O2. Nossos resultados conside-
rando a descrição do potencial de polarização PG e PCOP são exibidos
em linha vermelha e linha traço-ponto amarela, respectivamente. Dados
experimentais de Przybyla et al. (PRZYBYLA et al., 1999) são apresentados
em círculo preto.

Nas figuras 3a e 3b, são mostradas as seções de choque diferenciais elásticas

para as energias de 4.0 eV e 100.0 eV . A seleção destes valores4 se dá pela simples

disponibilidade de dados experimentais. É interessante notar que, até o momento, não

existem outros estudos teóricos além desse relativos à seção de choque diferencial

(DCS)5 para pósitron-O2.

3 Correções para baixos ângulos são necessárias para os dados experimentais, pois uma parcela dos
pósitrons que são espalhados em baixo ângulo podem ser contados como não interagentes, ou seja
como não espalhado, dependendo da resolução do aparato experimental. Outras correções também
devem ser consideradas para ajustar influências do campo magnético da armadilha de pósitrons, por
exemplo. Para mais detalhes veja (SULLIVAN et al., 2008).

4 Além das energias apresentadas aqui, outras quatro são comparadas em um recente trabalho (TEN-
FEN et al., 2019). Para a conjuntura presente, as outras não se fazem necessárias.

5 Do inglês differential cross section.
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As medidas experimentais de Przybyla et al. (PRZYBYLA et al., 1999) para DCS

relativa6 foram normalizadas ao ângulo de 120 graus. Entendemos que essa escolha

promove uma comparação apropriada, posto que, em altos ângulos, a descrição an-

gular é dominada pelo potencial estático. Ambos formalismos PCOP e PG utilizam o

mesmo potencial estático.

Na figura 3a, observa-se uma boa concordância entre o resultado experimental e

nosso cálculo com uma descrição de polarização mais acentuada. O mínimo aparente

na DCS, próximo de 60 graus, é descrito corretamente pelo cálculo denominado PG.

Em relação à descrição PCOP, claramente a falta de polarização desloca o mínimo na

seção de choque, salientando a necessidade de uma boa representação desse efeito.

Assim, observando resultados de seções de choque de pósitrons para uma série

de sistemas, constata-se que a distorção do alvo molecular deve ser especialmente

apreciável para um regime energético baixo (SURKO et al., 2005). Isso é reiterado

pela figura 3b. É notório que ambos modelos de polarização resultam em valores muito

similares.

Posto isto, de forma geral, este estudo nos permite afirmar que, para o regime

de baixas energias, os efeitos de polarização devem ser cuidadosa e precisamente

considerados, assegurando-se a convergência do potencial de polarização, em relação

aos termos incluídos, assim como mostrado na figura 1.

6 A DCS relativa é obtida sem a determinação do valor absoluto do observável físico, de forma que
somente sabe-se sua relação para cada ângulo de espalhamento. Por outro lado, na DCS absoluta
o valor é definido pelo aparato experimental, sem a necessidade de normalização do resultado.
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3 CÁLCULO DE PRIMEIROS PRINCÍPIOS

Após cercarmos o problema de espalhamento de pósitrons por sistemas de

camada aberta através de potenciais modelo, em que foi possível compreender a

importância de alguns efeitos, buscamos um resultado que independa de parâmetros

prévios/externos. Para isso, fez-se necessária a implementação de um método de

primeiros princípios.

Devido à complexidade do sistema de muitos corpos, abordaremos o problema

através da primeira aproximação de Born para sistemas atômicos e moleculares. Es-

ses resultados são extremamente importantes para futuros cálculos, pois servirão

como um ponto de checagem, possibilitando identificar erros no desenvolvimento e,

principalmente, na implementação computacional de futuros métodos.

Cálculos considerando a primeira aproximação de Born podem ser encontra-

dos para diversos canais colisionais, como a excitação rovibracional feita por Carson

(CARSON, 1954) através de uma abordagem com potencial modelo, o espalhamento

elástico e excitação vibracional de Ford e Browne (FORD; BROWNE, 1973) onde apli-

caram a expansão de Taylor para o momento transferido com o objetivo de simplificar

o cálculo dos elementos de matriz, e o trabalho de Liu (LIU, J. W.; SMITH, 1973;

LIU, J. W., 1985) que utilizou uma representação mais realista para o alvo molecular,

em comparação aos anteriores. Destacamos, também, o trabalho de Rescigno et al.

(RESCIGNO et al., 1975), no qual os autores utilizam a primeira aproximação de Born

como uma correção ao cálculo feito pela matriz T. Embora todos estes trabalhos sejam

relevantes para a literatura, eles apresentam em comum a falta de uma discussão

detalhada a respeito dos elementos de matriz envolvendo as funções Gaussianas Car-

tesianas (CGFs)1, a principal técnica de descrição de sistemas poliatômicos. A maioria

das abordagens utiliza descrições baseadas em fatores de forma (o qual simplifica a

representação da transformada de Fourier da densidade de carga molecular) ou uma

expansão de Taylor (MELTZER et al., 2020) ao momento transferido. Em contraste a

isso, buscamos apresentar, de forma clara, esses elementos de matriz, por meio de

uma abordagem de primeiros princípios, mostrando propriedades oriundas da sime-

tria do sistema estudado considerando o espalhamento de pósitrons (e elétrons) por

potenciais não centrais.

3.1 AMPLITUDE DE ESPALHAMENTO

Como muitos modelos físicos, incluindo suas condições iniciais e hipóteses, faz-

se necessária a conexão entre a teoria e modelagem do problema matemático com o

observável físico. No problema de espalhamento, esse observável dá-se, na maioria

das vezes, pela seção de choque.

1 Do inglês Cartesian Gaussian functions.



38 Capítulo 3. Cálculo de Primeiros princípios

Uma teoria para espalhamento encara seu teste máximo de precisão e asser-

tividade nas hipóteses pré-estabelecidas quando descreve, como comentado anteri-

ormente, a distribuição angular da seção de choque, chamada de seção de choque

diferencial. Por esse motivo os resultados apresentados neste trabalho serão DCSs

para átomos e moléculas diatômicas homonucleares.

Podemos atribuir a escolha desses sistemas pela sua simplicidade e por serem

considerados - caso do He e H2 - sistemas modelo, uma espécie de benchmark. Além

disso, essas espécies possuem vários dados teóricos e experimentais na literatura, o

que facilita a análise dos dados.

Consideremos o sistema camada aberta com spin-orbitais χ tal que

χu(s) =











ψαu (r⃗) α(ω)

ψ
β
u (r⃗) β(ω)

, (4)

onde o ente s = {r⃗, ω} contém as coordenadas eletrônicas espaciais (r⃗) e de spin

(ω). O rótulo u remete à configuração de spin up (α) e down (β) quando considerado,

respectivamente, par e impar. Dessa forma, o spin-orbital χ engloba as distintas fun-

ções de onda ψα e ψβ que conferem a liberdade espacial necessária no tratamento de

sistemas de camada aberta (LEVINE et al., 2009).

A função de onda eletrônica encontra sua representação via determinante de

Slater, para K orbitais e N elétrons, com a forma:

ϕ0 = (N !)−1/2
N !
∑

a=1

(−1)aP̂a{χ1(s1)χ2(s2) . . . χK(sN )} , (5)

onde P̂ é o operador permutação para N elétrons e a responsabilidade da paridade

das permutações fica atribuída ao termo (−1)a.

Considerando, agora, o espalhamento, a solução homogênea |S⟩ é represen-

tada por

|S
k⃗
⟩ = |Φnuc

0 (R⃗A)⟩ ⊗ |ϕ0(sN )⟩ ⊗ |⃗k⟩ , (6)

sendo a função de onda eletrônica ϕ0(sN ), proveniente da formulação UHF (Hartree-

Fock irrestrito), dependente do conjunto de coordenadas {sN}. Ainda, a função de

onda do pósitron/elétron é caracterizada pelo vetor de onda k⃗ e a função de onda

nuclear Φnuc/vib
0 (R⃗A) é dependente, parametricamente, do conjunto de coordenadas

{R⃗A}, uma vez que utilizamos a aproximação de núcleo fixo, i.e. os efeitos de vibração

e rotação são negligenciados.

Em razão da interação ser puramente Coulombiana, o operador de interação é

descrito como:

V̂ = q

M
∑

A=1

ZA

|x̂− R⃗A|
− q

N
∑

e=1

1

|x̂− r̂e|
= V̂nuc + V̂elec. (7)
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Vê-se que, após projetados em uma base, o operador x̂ localizará o pósitron e r̂

a componente espacial do elétron molecular ou atômico. A constante q = ±1, por

sua vez, relaciona a interação para pósitrons e elétrons, respectivamente. Portanto, a

amplitude de espalhamento na primeira aproximação de Born pode ser escrita como:

F = −4π2 ⟨S
k⃗f
| V̂ |S

k⃗i
⟩ = Fnuc + Felec . (8)

Aqui, para simplificar a abordagem, separaremos a amplitude em parte nuclear e

eletrônica, essa nomenclatura será seguida ao longo do texto. Nas próximas subseções

apresentaremos o desenvolvimento matemático para obtenção destas amplitudes.

3.1.1 Amplitude Nuclear

Separando a amplitude (8) em nuclear e eletrônica, podemos escrever a primeira

da forma:

Fnuc = −(2π)3

2π
⟨S

k⃗f
| V̂nuc |Sk⃗i⟩

Fnuc = −4π2 ⟨k⃗f | ⊗ ⟨ϕ0| ⊗ ⟨Φnuc/vib
0 | q

M
∑

A=1

ZA

|x̂− R⃗A|
|Φnuc/vib

0 ⟩ ⊗ |ϕ0⟩ ⊗ |⃗ki⟩ .

É importante lembrar que Φ
nuc/vib
0 está sujeita parametricamente às coordenadas nu-

cleares {R⃗A}. Uma vez que a função de onde eletrônica ϕ0 depende das coordenadas

espaciais e de spin dos elétrons do alvo {r⃗, ω} e ⟨Φnuc/vib
0 |Φnuc/vib

0 ⟩ = ⟨ϕ0|ϕ0⟩ = 1,

temos,

Fnuc = −q (2π)
3

2π

M
∑

A=1

ZA ⟨k⃗f |
∫

d3x⃗ |x⃗⟩ ⟨x⃗| 1

|x̂− R⃗A|

∫

d3x⃗′ |x⃗′⟩ ⟨x⃗′ |⃗ki⟩ (9)

= −q (2π)
3

2π

M
∑

A=1

ZA

∫

d3x⃗

∫

d3x⃗′ ⟨k⃗f |x⃗⟩ ⟨x⃗|
1

|x̂− R⃗A|
|x⃗′⟩ ⟨x⃗′ |⃗ki⟩ (10)

= −q (2π)
3

2π

M
∑

A=1

ZA

∫

d3x⃗

∫

d3x⃗′ (2π)−3/2e−ik⃗f .x⃗ δ(x⃗− x⃗′)
|x⃗′ − R⃗A|

(2π)−3/2e−ik⃗i.x⃗′
. (11)

Tendo considerado a onda plana ⟨x⃗|⃗k⟩ = (2π)−3/2eik⃗.x⃗ e efetuando a integração nas

coordenadas x⃗′, obtemos,

Fnuc = −q 1

2π

M
∑

A=1

ZA

∫

d3x⃗
ei(k⃗i−k⃗f ).x⃗

|x⃗− R⃗A|
. (12)

O potencial Coulombiano pode ser tratado - ou expandido - através da identi-

dade,
1

|x⃗− r⃗| =
1

2π2

∫

d3p⃗

p2
eip⃗·x⃗ e−ip⃗·r⃗, (13)
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onde p⃗ é chamado de vetor auxiliar. Percebe-se que esta igualdade nada mais é

do que a representação do potencial Coulombiano no espaço de momentos p⃗. Essa

relação pode ser verificada de diversas formas, seja pela integral de Dirichlet ou pela

expansão direta das ondas planas, como mostrado no apêndice B. Portanto, o potencial

Coulombiano da amplitude (12) pode ser escrito no espaço de momentos, tal que:

Fnuc = −q 1

2π

M
∑

A=1

ZA

∫

d3x⃗
ei(k⃗i−k⃗f ).x⃗

|x⃗− R⃗A|

= −q 1

2π

M
∑

A=1

ZA
1

2π2

∫

d3p⃗

p2

∫

d3x⃗ ei[p⃗−(k⃗f−k⃗i)].x⃗ e−ip⃗·R⃗A .

Em seguida, identificando a transformada de Fourier da onda plana, ao integrar na

coordenada da partícula incidente (x⃗), obtemos

Fnuc = −q 1

2π

M
∑

A=1

ZA
1

2π2

∫

d3p⃗

p2
(2π)3δ3[p⃗− (k⃗f − k⃗i)] e

−ip⃗·R⃗A

Fnuc = −2q
M
∑

A=1

ZA
e−i(k⃗f−k⃗i)·R⃗A

(k⃗f − k⃗i)2
. (14)

Portanto, a amplitude de espalhamento nuclear apresenta dependência em rela-

ção às próprias coordenadas nucleares R⃗A e número atômico ZA, assim como vetores

de onda da partícula incidente k⃗f e k⃗i. Além desses, é importante ressaltar que o fator

q é adimensional e toma valores +1 e −1 para pósitrons e elétrons, respectivamente.

Ressalta-se que a amplitude nuclear (14) não possui qualquer tipo de restrição

quanto ao grupo de simetria da molécula. Em breve, tomaremos os necessários cuida-

dos para levar em conta o caso de sistemas diatômicos homonucleares. Na próxima

subseção, faremos um tratamento similar ao apresentado, porém voltado à compo-

nente eletrônica da amplitude de espalhamento.

3.1.2 Amplitude Eletrônica

Devido à complexidade da notação envolvida no cálculo, e para o melhor enten-

dimento do leitor, o desenvolvimento da amplitude eletrônica será dividida em etapas,

facilitando a ambientação com a notação.

Primeiramente, apresentaremos a amplitude eletrônica em sua forma geral.

Após isso, será introduzida a representação dos orbitais eletrônicos no cálculo e, por

fim, será apresentada a integral oriunda destas definições.
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3.1.2.1 Representação geral

Observando a amplitude de espalhamento (8), a chamada parte eletrônica pode

ser escrita como:

Felec = −(2π)3

2π
⟨S

k⃗f
| V̂elec |Sk⃗i⟩ (15)

Felec = 4π2 ⟨k⃗f | ⊗ ⟨ϕ0| ⊗ ⟨Φnuc
0 | q

N
∑

e=1

1

|x̂− r̂e|
|Φnuc

0 ⟩ ⊗ |ϕ0⟩ ⊗ |⃗ki⟩ . (16)

Dado que estamos desconsiderando a dinâmica nuclear, as funções nucleares não

são dependentes dos termos presentes no potencial Coulombiano em (16), tal que

⟨Φnuc/vib
0 |Φnuc/vib

0 ⟩ = 1. Levando-se em conta o fato de os elétrons serem indistinguí-

veis e lembrando que a componente s, definida anteriormente, engloba as coordenadas

eletrônicas espaciais (r⃗) e de spin (ω), a amplitude se apresenta do seguinte modo:

Felec = q
(2π)3

2π
⟨k⃗f | ⊗



⟨ϕ0|
N
∑

e=1

∫

d4se |se⟩ ⟨se|
1

|x̂− r̂e|

∫

d4s′e |s′e⟩ ⟨s′e| |ϕ0⟩



⊗ |⃗ki⟩

= q
(2π)3

2π
⟨k⃗f | ⊗

[

N

∫

d4s ϕ∗0(s1...sN )

×
∫

d3r⃗′
∫

dω′
δ3(r⃗ − r⃗′)δ(ω − ω′)

|x̂− r⃗′|
ϕ0(s

′
1...s

′
N )

]

⊗ |⃗ki⟩ , (17)

onde as N integrais serão idênticas. Pela propriedade de filtragem da delta de Dirac e

a descrição da função de onda eletrônica (5) obtemos:

Felec = q
(2π)3

2π
⟨k⃗f | ⊗

[

N

∫

d4s ϕ∗0
1

|x̂− r⃗| ϕ0
]

⊗ |⃗ki⟩

= q
(2π)3

2π
⟨k⃗f | ⊗



N

∫

d4s (N !)−1/2
N !
∑

a=1

(−1)paP̂a {χ1(s1)χ2(s2) . . . χK(sN )}∗

× 1

|x̂− r⃗|(N !)−1/2
N !
∑

b=1

(−1)pbP̂b{χ1(s1)χ2(s2) . . . χK(sN )}



⊗ |⃗ki⟩ . (18)

Observa-se que se pode rearranjar os elétrons de (N − 1)! formas, portanto, devido ao

operador permutação P̂ ,

Felec = q
(2π)3

2π
⟨k⃗f | ⊗



N

∫

d4s (N !)−1 [(N − 1)!]
K
∑

u=1

χ∗u(s)
1

|x̂− r⃗|χu(s)



⊗ |⃗ki⟩ . (19)

A função de onda da partícula incidente será abordada da mesma forma como

feito em (9). Recordando que a normalização da onda plana remete a ⟨x⃗|⃗k⟩ = (2π)−3/2eik⃗·x⃗,
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a amplitude (19) passa a ser,

Felec = q
(2π)3

2π
⟨k⃗f | ⊗





∫

d4s

K
∑

u=1

χ∗u(s)
∫

d3x⃗ |x⃗⟩ ⟨x⃗| 1

|x̂− r⃗|

∫

d3x⃗′ |x⃗′⟩ ⟨x⃗′| χu(s)



⊗ |⃗ki⟩

= q
(2π)3

2π

∫

d4s

K
∑

u=1

χ∗u(s)
∫

d3x⃗

∫

d3x⃗′ ⟨k⃗f |x⃗⟩
δ3(x⃗− x⃗′)
|x⃗′ − r⃗|

⟨x⃗′ |⃗ki⟩ χu(s)

= q
1

2π

∫

d4s

K
∑

u=1

χ∗u(s)

(

∫

d3x⃗
e−i(k⃗f−k⃗i)·x⃗

|x⃗− r⃗|

)

χu(s) . (20)

Na amplitude eletrônica (20), seguindo a definição previamente estabelecida

(4), uma vez que estamos considerando sistemas de camada aberta, os spin-orbitais

(χu) conferem liberdade espacial para as funções de onda dos elétrons que compõem

os orbitais moleculares, de tal forma que esses possuem distintas funções de onda

espaciais. Essa peculiaridade é extremamente importante no momento de avaliar a

integração na coordenada de spin (ω) oriunda de d4s = d3r⃗ dω. Tendo isto em mente, a

soma nos spin-orbitais na amplitude (20) pode ser separada de acordo com a configura-

ção de spin, sendo Kα relacionado ao spin up e Kβ ao antagônico. Logo, considerando

a ortonormalidade destes estados de spin,

Felec = q
1

2π

∫

d3r⃗

∫

dω

Kα
∑

u=1

ψα∗u (r⃗) α∗(ω)

(

∫

d3x⃗
e−i(k⃗f−k⃗i)·x⃗

|x⃗− r⃗|

)

ψαu (r⃗) α(ω) +

+q
1

2π

∫

d3r⃗

∫

dω

Kβ
∑

u=1

ψ
β∗
u (r⃗) β∗(ω)

(

∫

d3x⃗
e−i(k⃗f−k⃗i)·x⃗

|x⃗− r⃗|

)

ψ
β
u (r⃗) β(ω)

Felec = q
1

2π

∫

d3r⃗

Kα
∑

u=1

ψα∗u (r⃗)

(

∫

d3x⃗
e−i(k⃗f−k⃗i)·x⃗

|x⃗− r⃗|

)

ψαu (r⃗) + (21)

+q
1

2π

∫

d3r⃗

Kβ
∑

u=1

ψ
β∗
u (r⃗)

(

∫

d3x⃗
e−i(k⃗f−k⃗i)·x⃗

|x⃗− r⃗|

)

ψ
β
u (r⃗) = Felec + F β

elec .

Isso pode ser verificado escrevendo explicitamente os spin-orbitais em (20).

Como o desenvolvimento para a obtenção da amplitude eletrônica é idêntica

para elétrons de spin up e down, a partir de (21), será descrita somente a expressão

para a parte up e ao final do processo ambas serão apresentadas.

A representação matemática dos orbitais espaciais ψ passa pelo entendimento

de sua obtenção através da combinação linear de orbitais atômicos(LCAO)2 (MINT-

MIRE, 1979), com mais detalhes no apêndice A. É sabido que esses orbitais atômicos

encontram sua representação por meio das funções de Slater, portanto pareceria óbvia

a utilização de tais funções para a construção dos orbitais espaciais. Porém, essas

2 Do inglês linear combination of atomic orbitals.
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funções podem não ser amigáveis para o tratamento matemático, havendo outras al-

ternativas mais convenientes como funções Gaussianas. Na próxima seção, veremos

como a função Gaussiana mostra-se uma melhor opção, do ponto de vista matemático

e computacional, para a descrição dos orbitais espaciais.

3.1.2.2 Notação dos orbitais espaciais

Em química quântica, a descrição matemática de orbitais atômicos tem sido

estudada, principalmente, levando em consideração funções do tipo Slater (SLATER,

1930; BOUFERGUENE et al., 1996) e Gaussiana (GILL, P. M., 1994; FERNÁNDEZ

RICO et al., 2001a; MAGALHÃES, 2014). As funções de Slater possuem o cúspide

correto na origem e o decaimento exponencial a longo alcance (KATO, 1957; LIU,

S., 2006) esperado para a devida representação do orbital. Porém, para sistemas de

muitos elétrons, o cálculo dos elementos de matriz torna-se uma tarefa muito onerosa

(FERNÁNDEZ RICO et al., 2001b), devido, sobretudo, ao produto dos orbitais e a

subsequente integração.

A respeito das funções Gaussianas, o conhecido produto Gaussiano permite

reescrever duas funções de diferentes centros em uma única função. Além disso, as

integrais decorrentes do produto possuem solução analítica (GILL, P. M. W. et al., 1989;

GILL, P. M. W.; POPLE, 1991) e a mesma acurácia na representação dos orbitais é

esperada, porém um maior número de termos, em geral, é necessário (SHAW, 2020).

Os orbitais espaciais moleculares podem ser descritos por uma combinação

linear de orbitais atômicos. Matematicamente, na molécula, o T -ésimo centro atômico

possui coordenadas espaciais R⃗T = XT x̂ + YT ŷ + ZT ẑ. Uma vez que escolhemos

representar os orbitais atômicos por Gaussianas cartesianas, essas estarão centradas

exatamente nestas coordenadas R⃗T . Dessa forma, o u-ésimo orbital espacial, pode

ser escrito como:

ψu(r⃗) =
A
∑

T=1

g
∑

µ=1

CT
uµ Gµ(R⃗T ; r⃗) (22)

=
A
∑

T=1

g
∑

µ=1

CT
uµ Nµ (x−XT )

lµ (y − YT )
mµ (z − ZT )

nµ e
−ϵµ

∣

∣

∣r⃗−R⃗T

∣

∣

∣

2

. (23)

Na expansão (23), a soma em µ é feita sobre as g gaussianas e o coeficiente de ex-

pansão CT
uµ carrega o índice relativo ao centro T . A gaussiana G é dotada de expoente

ϵ, número quântico angular L = l+m+ n. Além disso, naturalmente, estas gaussianas

estão localizadas em R⃗T e são função do vetor posição r⃗. A normalização das funções
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gaussianas é dada por:

Nµ =

[

22(lµ+mµ+nµ)+
3
2 ϵlµ+mµ+nµ+

3
2

(2lµ − 1)!!(2mµ − 1)!!(2nµ − 1)!! π
3
2

]
1
2

. (24)

Um ponto extremamente importante a ser ressaltado é que a expressão geral

para a expansão dos orbitais espaciais (23) não faz distinção do tipo de gaussiana

cartesiana utilizada no cálculo. Ou seja, essa expressão está escrita de forma a não

fazer distinção da ordem dos números quânticos angulares. Uma vez feita a escolha

de quais ordens serão utilizadas, essa expansão pode acarretar em mais termos pre-

sentes. No caso da presente abordagem, desejamos escolher gaussianas cartesianas

do tipo S, P , D e F , essas também denotadas no texto pelas letras gregas σ, Π, ∆ e

ϕ, respectivamente. Levando em consideração a escolha destes tipos de gaussianas

cartesianas, a expansão dos orbitais (23) pode ser reescrita como:

ψu(r⃗) =
A
∑

T=1

∑

µ

CT
u µ Gµ(R⃗T ; r⃗)

=
A
∑

T=1

#S
∑

σ=1

CT
u σ Gσ(R⃗T ; r⃗) +

A
∑

T=1

#P
∑

Π=1

CT
u Π GΠ(R⃗T ; r⃗) +

A
∑

T=1

#D
∑

∆=1

CT
u ∆ G∆(R⃗T ; r⃗)

+
A
∑

T=1

#F
∑

ϕ=1

CT
u ϕ Gϕ(R⃗T ; r⃗) . (25)

Os limites superiores (#S, #P , #D e #F ) referem-se ao número de gaussianas

empregadas no cálculo para cada tipo. Pelo fato de usarmos funções gaussianas

cartesianas, o número quântico angular nos auxilia a visualizar a simetria dos orbitais

espaciais. Para orbitais do tipo S, ou σ, o número quântico angular é zero (L = 0) e,

portanto, existe somente uma combinação possível dos índices l, m e n que satisfaça

essa condição. Assim, a interpretação desse resultado matemático é que funções

gaussianas cartesianas do tipo S darão origem a somente um orbital espacial, o qual

possui simetria esférica. Em outras palavras, o fato da função possuir L = 0 leva a

somente uma projeção, que é o orbital espacial esférico.

No caso de funções gaussianas cartesianas do tipo P , ou Π, onde o número

quântico angular é um (L = 1), existem três combinações de l, m e n que satisfazem

este vínculo, ou seja, existem três distintas projeções possíveis para esse nível. Dessa

forma, cada função gaussiana cartesiana P produzirá três distintos orbitais espaciais

com simetria axial, esses denominados Πx, Πy e Πz . Logo, considerando o desenvolvi-

mento matemático e computacional oriundo deste formalismo, é de bom tom reescrever

os rótulos incorporando suas projeções de forma explícita, ou seja,
#P
∑

Π=1

CT
u ΠGΠ(R⃗T ; r⃗)

Π→Πi−−−−→
#P
∑

Π=1

3
∑

i=1

CT
u Πi

GΠi
(R⃗T ; r⃗) , (26)



3.1. Amplitude de espalhamento 45

onde o rótulo i está relacionado à simetria das funções gaussianas.

Assim como mostrado para as funções gaussianas tipo P , esta análise pode

ser estendida para números quânticos angulares de maior grau. Levando-se em conta

esses graus, estas (L+2)!
2(L!) projeções dão origem a uma série de termos, que estão

sintetizados na tabela 2. Nela, apresentamos as projeções relacionadas às gaussianas

cartesianas, a notação adotada neste texto e a sua respectiva normalização.
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Tabela 2 ± Notação dos orbitais espaciais com as projeções correspondentes. As projeções das funções gaussianas cartesianas são

descritas considerando a soma nos índices i, j e k relacionados, i.e. estes índices vão e 1 a 3 onde 1 = x, 2 = y e 3 = z.

Número quântico angular Projeção Notação adotada Normalização

S (L = 0) σ σ → σ N

P (L = 1) Πx , Πy e Πz Π →
3
∑

i=1

Πi Nx = Ny = Nz

D (L = 2) ∆xx , ∆yy , ∆zz , ∆xy , ∆xz e ∆yz ∆ →
3
∑

i=1

3
∑

j≥i

∆ij
Nxx = Nyy = Nzz

Nxy = Nxz = Nyz

F (L = 3)
ϕxxx , ϕyyy , ϕzzz , ϕxxy , ϕxxz ,
ϕxyy , ϕxzz , ϕyyz , ϕyzz e ϕxyz

ϕ→
3
∑

i=1

3
∑

j≥i

3
∑

k≥j

ϕijk

Nxyz

Nxxx = Nijkδijδik
Nxxy = Nijkδjk

Como o auxílio das somas em todas as projeções, ou seja, com o emprego dos índices para distinguir as projeções relacionadas

a cada número quântico angular das funções gaussianas, a expansão dos orbitais espaciais pode ser escrita, de forma concisa como:

ψu(r⃗) =
A
∑

T=1

#S
∑

σ=1

CT
u σ Gσ(R⃗T ; r⃗) +

A
∑

T=1

#P
∑

Π=1

3
∑

i=1

CT
u Πi

GΠi
(R⃗T ; r⃗) +

A
∑

T=1

#D
∑

∆=1

3
∑

i=1

3
∑

j≥i

CT
u ∆ij

G∆ij
(R⃗T ; r⃗)

+
A
∑

T=1

#F
∑

ϕ=1

3
∑

i=1

3
∑

j≥i

3
∑

k≥j

CT
u ϕijk

Gϕijk
(R⃗T ; r⃗) . (27)

De forma similar a (26), empregamos os rótulos j e k para representar a simetria destas funções.
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A normalização das funções gaussianas (24) também foi separada, nesta nota-

ção, uma vez que estas assumem valores diferentes para algumas projeções, como

para gaussianas do tipo P e D.

Essas considerações são importantes na simplificação, visualização e análise

algébrica. Ademais, esse procedimento possibilita a exclusão de termos que não contri-

buem para a amplitude de espalhamento e facilita a implementação computacional dos

termos, viabilizando a paralelização do cálculo. Algo relevante, pois com o crescente

nível de momento angular, o tempo computacional crescerá absurdamente.

Com o exposto, temos em mãos as ferramentas para prosseguir no cálculo da

amplitude de espalhamento eletrônica.

3.1.2.3 Integrais envolvendo as coordenadas espaciais

Observando a amplitude eletrônica em (21), juntamente com a descrição (22)

temos:

Felec = q
1

2π

∫

d3r⃗
K
∑

u=1

∑

T,Q

g
∑

µ=1

CT
uµ G∗

µ(R⃗T , r⃗)

∫

d3x⃗
e−i(k⃗f−k⃗i)·x⃗

|x⃗− r⃗| ×

×
g
∑

ν=1

C
Q
uν Gν(R⃗Q, r⃗)

= q
1

2π

K
∑

u=1

∑

T,Q

g
∑

µ=1

g
∑

ν=1

CT
uµ C

Q
uν

∫

d3x⃗ e−i(k⃗f−k⃗i)·x⃗
∫

d3r⃗ G∗
µ(R⃗T , r⃗) ×

× 1

|x⃗− r⃗| Gν(R⃗Q, r⃗) .

Utilizando a relação (13) e suprimindo as dependências das gaussianas, temos

Felec = q
1

2π

K
∑

u=1

∑

T,Q

g
∑

µ=1

g
∑

ν=1

CT
uµ C

Q
uν

1

2π2

∫

d3p⃗

p2

∫

d3x⃗eip⃗·x⃗ e−i(k⃗f−k⃗i)·x⃗ ×

×
∫

d3r⃗ e−ip⃗·r⃗G∗
µ Gν

= q
1

2π

K
∑

u=1

∑

T,Q

g
∑

µ=1

g
∑

ν=1

CT
uµ C

Q
uν

1

2π2

∫

d3p⃗

p2

∫

d3x⃗ ei[p⃗−(k⃗f−k⃗i)]·x⃗

×
∫

d3r⃗ e−ip⃗·r⃗G∗
µ Gν . (28)

A integração na coordenada da partícula incidente (x⃗) é simplesmente a transformada

de Fourier da onda plana - que nos leva à própria definição da delta de Dirac - de tal

forma que a amplitude (28) possa ser expressa como:

Felec = q
1

2π

K
∑

u=1

∑

T,Q

g
∑

µ=1

g
∑

ν=1

CT
uµ C

Q
uν

1

2π2

∫

d3p⃗

p2
(2π)3 δ3[p⃗−(k⃗f−k⃗i)]

∫

d3r⃗ e−ip⃗·r⃗G∗
µ Gν .

(29)
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Pensando na abordagem do cálculo relativo à coordenada espacial r⃗, chamaremos a

integral nesta coordenada de Iauxr . Além disso, buscando afastar quaisquer dúvidas e

facilitando a notação, consideraremos a gaussiana µ no centro R⃗T e a ν no centro R⃗Q.

Assim, temos, de forma genérica:

Iauxr =

∫

d3r⃗ e−ip⃗·r⃗G∗
µ Gν (30)

= NµNν

∫

d3r⃗ e−ip⃗·r⃗(x−XT )
lµ (y − YT )

mµ (z − ZT )
nµ e

−ϵµ

∣

∣

∣r⃗−R⃗T

∣

∣

∣

2

× (x−XQ)
lν (y − YQ)

mν (z − ZQ)
nν e

−ϵν

∣

∣

∣
r⃗−R⃗Q

∣

∣

∣

2

(31)

Iauxr = NµNν

∫

dx e−ipx x(x−XT )
lµ(x−XQ)

lν

∫

dy e−ipy y (y − YT )
mµ(y − YQ)

mν ×

×
∫

dz e−ipz z(z − ZT )
nµ(z − ZQ)

nν e
−ϵµ

∣

∣

∣
r⃗−R⃗T

∣

∣

∣

2

e
−ϵν

∣

∣

∣
r⃗−R⃗Q

∣

∣

∣

2

. (32)

Pode-se afirmar que o produto de duas gaussianas com centros R⃗T e R⃗Q resul-

tará em uma nova gaussiana de centro

P⃗ =
ϵµR⃗T + ϵνR⃗Q

ϵµ + ϵν
. (33)

Juntamente, devemos reescrever os argumentos dos polinômios e das exponenciais

em (32). Para simplificação, podemos escrever o expoente r⃗ − R⃗T como,

r⃗ − R⃗T = (r⃗ − P⃗ ) + (P⃗ − R⃗T ) = r⃗P + PA , (34)

e o argumento dos polinômios, analogamente, passam a ser, por exemplo para x,

x−XT = (x− Px) + (Px −XT ) = xP + (PA)x . (35)

Com essas considerações, podemos reescrever a integral (32) como:

Iauxr = NµNν

∫

dx e−ipx x(xP + (PA)x)
lµ (xP + (PB)x)

lν

×
∫

dy e−ipy y (yP + (PA)y)
mµ (yP + (PB)y)

mν

×
∫

dz e−ipz z(zP + (PA)z)
nµ (zP + (PB)z)

nν e−(ϵµ+ϵν)(r⃗Q)
2
e
− ϵµϵν

ϵµ+ϵν
(RTRQ)

2

Iauxr = NµNν e
− ϵµϵν

ϵµ+ϵν
(RTRQ)

2
∫

dx e−ipx x(xP + (PA)x)
lµ (xP + (PB)x)

lν e−(ϵµ+ϵν)(xP )
2

×
∫

dy e−ipy y (yP + (PA)y)
mµ (yP + (PB)y)

mν e−(ϵµ+ϵν)(yP )
2

×
∫

dz e−ipz z(zP + (PA)z)
nµ (zP + (PB)z)

nν e−(ϵµ+ϵν)(zP )
2

(36)
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Os polinômios em (36) podem ser escritos como binômios, de tal forma que

(xP + (PA)x)
lµ (xP + (PB)x)

lν =

lµ
∑

i=0

(xP )
i (PA)

lµ−i
x

(

lµ
i

) lν
∑

j=0

(xP )
j (PB)

lν−j
x

(

lν
j

)

=

lµ
∑

i=0

lν
∑

j=0

(xP )
i+j (PA)

lµ−i
x (PB)

lν−j
x

(

lµ
i

)(

lν
j

)

=

lµ+lν
∑

L=0

(xP )
L BL

(

lµ , lν , (PA)x , (PB)x

)

. (37)

Portanto, utilizando o produto (37) na expressão (36), os membros dependentes das

coordenadas de integração são isolados e escritos de tal forma a obtermos 3 integrais

completamente similares para x, y e z. Dado este fato, ilustraremos somente a de

coordenada x, assim temos:
∫

dx e−ipx x(xP )
L e−(ϵµ+ϵν)(xP )

2
= e−ipx Px

∫

dxP e−ipx xP (xP )
L e−(ϵµ+ϵν)(xP )

2

= e−ipx Px (i)L
dL

dpLx

∫

dxP e−ipx xP e−(ϵµ+ϵν)(xP )
2
. (38)

Ou seja, a expressão resume-se à transformada de Fourier3 da função gaussiana tipo

S. Portanto, a integral (38) pode ser escrita como:
∫

dx e−ipx x(xP )
L e−(ϵµ+ϵν)(xP )

2
= e−ipx Px (i)L

dL

dpLx

√

π

ϵµ + ϵν
exp

(

− p2x
4(ϵµ + ϵν)

)

.

(39)

É importante notar que o resultado da integral (39) assemelha-se à função geradora

dos polinômios de Hermite4. Recordando a fórmula de Rodrigues para os polinômios

de Hermite,

Hl(x) = (−1)lex
2 dl

dxl
e−x2

, (40)

podemos, então, reescrever o resultado (39),
∫

dx e−ipx x(xP )
L e−(ϵµ+ϵν)(xP )

2
= e−ipx Px

√

π

ϵµ + ϵν
exp

(

− p2x
4(ϵµ + ϵν)

)

×
( −i
2
√
ϵµ + ϵν

)L

HL

(

px
2
√
ϵµ + ϵν

)

. (41)

3 A transformada é dada por:

∫ ∞

−∞
du e−iξue−au2

= e
−ξ2

4a

∫ ∞

−∞
du e

−
(√

au+ iξ

2
√

a

)

2

= e
−ξ2

4a
1√
a

∫ ∞+ iξ

2
√

a

−∞+ iξ

2
√

a

dw e−w2

= e
−ξ2

4a

√

π

a

onde a gaussiana w está simplesmente deslocada no plano complexo, porém sua área continua a
mesma.

4 Consideramos, aqui, os polinômios de Hermite físicos e não probabilísticos. A diferença entre ambos
dá-se no argumento das exponenciais, o qual é dividido pelo fator 2 nos probabilísticos. Ou seja, os

físicos são caracterizados por (−1)lex
2 dl

dxl e
−x2

, já os probabilísticos por (−1)le
x2

2
dl

dxl e
− x2

2 .
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Assim, a partir da integral (41), juntamente com a expansão binomial (37), a

integral auxiliar Iauxr (32) encontra sua solução. Dessa forma, podemos escrever a

expressão da amplitude de espalhamento eletrônica para spin up (α) (29) :
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Felec = q
1

2π

K
∑

u=1

∑

T,Q

g
∑

µ=1

g
∑

ν=1

CT
uµ C

Q
uν

1

2π2

∫

d3p⃗

p2
(2π)3 δ3[p⃗− (k⃗f − k⃗i)] NµNν e

− ϵµϵν
ϵµ+ϵν

(RTRQ)
2
lµ+lν
∑

L=0

mµ+mν
∑

M=0

nµ+nν
∑

N=0

BL BM BN

× e−ip⃗·P⃗
(

π

ϵµ + ϵν

) 3
2
( −i
2
√
ϵµ + ϵν

)L+M+N

exp

(

− p2

4(ϵµ + ϵν)

)

HL

(

px
2
√
ϵµ + ϵν

)

HM

(

py
2
√
ϵµ + ϵν

)

HN

(

pz
2
√
ϵµ + ϵν

)

,

efetuando a integração no vetor auxiliar p⃗ e considerando a filtragem da delta de Dirac ,

Felec = q
(2π)3

2π

K
∑

u=1

∑

T,Q

g
∑

µ=1

g
∑

ν=1

CT
uµ C

Q
uν

1

2π2
NµNν

(k⃗f − k⃗i)2

(

π

ϵµ + ϵν

) 3
2

e
− ϵµϵν

ϵµ+ϵν
(RTRQ)

2
lµ+lν
∑

L=0

mµ+mν
∑

M=0

nµ+nν
∑

N=0

BL BM BN (42)

× e−i(k⃗f−k⃗i)·P⃗
( −i
2
√
ϵµ + ϵν

)L+M+N

exp

(

−
(k⃗f − k⃗i)

2

4(ϵµ + ϵν)

)

HL

(

kfx − kix

2
√
ϵµ + ϵν

)

HM

(

kfy − kiy

2
√
ϵµ + ϵν

)

HN

(

kfz − kiz

2
√
ϵµ + ϵν

)

.

Após algumas refatorações, pode-se reescrever a amplitude como:

Felec =
2q

(k⃗f − k⃗i)2

K
∑

u=1

∑

T,Q

g
∑

µ=1

g
∑

ν=1

CT
uµ C

Q
uν e

−i(k⃗f−k⃗i)·P⃗
(

π

ϵµ + ϵν

) 3
2

e
− ϵµϵν

ϵµ+ϵν
(RTRQ)

2

NµNν exp

(

−
(k⃗f − k⃗i)

2

4(ϵµ + ϵν)

)

(43)

×
lµ+lν
∑

L=0

mµ+mν
∑

M=0

nµ+nν
∑

N=0

BL BM BN

( −i
2
√
ϵµ + ϵν

)L+M+N

HL

(

kfx − kix

2
√
ϵµ + ϵν

)

HM

(

kfy − kiy

2
√
ϵµ + ϵν

)

HN

(

kfz − kiz

2
√
ϵµ + ϵν

)

.
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É importante destacar que na amplitude eletrônica (43), em casos especiais,

alguns termos podem ser desconsiderados. Por exemplo, se as gaussianas µ e ν, que

estão localizadas respectivamente em R⃗T e R⃗Q, estiverem em um mesmo centro, i.e.

R⃗T = R⃗Q = P⃗ , a distância RTRQ vai a zero e os termos B vão a um. Com isso em

mente, faz-se necessária uma análise mais profunda em relação aos rótulos µ e ν,

uma vez que esses representam o tipo de gaussiana cartesiana utilizada no cálculo.

3.1.2.4 Relações de simetria

Como comentado anteriormente, a descrição dos orbitais espaciais com a no-

tação apresentada visa simplificar a análise da amplitude de espalhamento oriunda

destes cálculos. Para tal, vamos reescrever a amplitude eletrônica (43) a partir da segre-

gação de alguns termos. Então, definimos o ente Υ
ν Q
µ T = Υ

lνmνnνQ
lµmµnµT

(ξ⃗; ϵµ, R⃗T ; ϵν , R⃗Q),

por:

Υ
lνmνnνQ
lµmµnµT

(ξ⃗; ϵµ, R⃗T ; ϵν , R⃗Q) =

(

π

ϵµ + ϵν

) 3
2

NµNν

lµ+lν
∑

L=0

mµ+mν
∑

M=0

nµ+nν
∑

N=0

BLBMBN

× e
−ξ2

4(ϵµ+ϵν )

( −i
2
√
ϵµ + ϵν

)L+M+N

HL

(

ξx
2
√
ϵµ + ϵν

)

×HM

(

ξy
2
√
ϵµ + ϵν

)

HN

(

ξz
2
√
ϵµ + ϵν

)

. (44)

A dependência dos centros gaussianos R⃗T e R⃗Q encontram-se nos termos B relacio-

nados aos produtos binomiais (37). No caso de os centros gaussianos serem coinci-

dentes, a expressão (44) mostra-se invariante em relação à troca dos índices relativos

aos momentos angulares, i.e., ΥlνmνnνT
lµmµnµT

= Υ
lµmνnνT
lνmµnµT

.

Além da definição (44), a exponencial presente na amplitude (43) pode ser

escrita de forma concisa como

E
Q
T (ϵµ, R⃗T ; ϵν , R⃗Q) = exp

[

− ϵµϵν
ϵµ + ϵν

(R⃗T − R⃗Q)
2
]

. (45)

Com as definições (44) e (45), podemos reescrever a amplitude de espalha-

mento eletrônica (43) de forma coesa por:

Felec =
2q

(k⃗f − k⃗i)2

K
∑

u=1

∑

T,Q

g
∑

µ=1

g
∑

ν=1

CαT∗
uµ C

αQ
uν e−i(k⃗f−k⃗i)·P⃗ E

Q
T (ϵµ, R⃗T ; ϵν , R⃗Q)

×Υ
lνmνnνQ
lµmµnµT

((k⃗f − k⃗i); ϵµ, R⃗T ; ϵν , R⃗Q) . (46)

Com a representação da amplitude (46) podemos observar algumas simplifica-

ções. No caso do termo exponencial relativo aos centros gaussianos (45), caso estes
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estejam compartilhando a mesma localização, não haverá contribuição em relação a

esse termo, uma vez que, independentemente da simetria do sistema em questão,

E
Q
T δT,Q = 1.

Como comentado no decorrer deste trabalho, esta abordagem não possui quais-

quer restrições quanto ao grupo de simetria do sistema, porém, para o prosseguimento

do desenvolvimento limitaremos a complexidade da simetria dos sistemas estudados

para diatômicos homonucleares, pertencentes ao grupo de simetria D∞h. Nesse caso,

os centros gaussianos são simétricos, de tal forma que os vetores posição podem ser

representados por R⃗1 e R⃗2 com a seguinte propriedade: |R⃗1| = |R⃗2| = R e R⃗2 = −R⃗1.

Portanto, o termo exponencial (45) assumirá os seguintes valores:

E2
1 = E1

2 = exp

[

− ϵµϵν
ϵµ + ϵν

R2
]

= Ē. (47)

Considerando as definições (44) e (45), podemos observar a amplitude de espa-

lhamento eletrônica (43) para Gaussianas cartesianas do tipo S, P , D e F (σ, Π, ∆ e

ϕ). Para facilitar o entendimento e simplificar a explanação, optamos por esboçar este

desenvolvimento somente para tipos S e P . Portanto, a amplitude toma a forma:

Felec =
2q

ξ2

K
∑

u=1











2
∑
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2
∑
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∑
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CT
c σ C

Q
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Q
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σ T
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+ 2
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2
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Q=1

#S
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σ=1

#P
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Π=1

3
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CT
u σ C

Q
u Πi

e−iξ⃗·P⃗ E
Q
T Υ

Πi Q
σ T





+
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

2
∑

T=1

2
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Q=1

#P
∑

Π=1

3
∑

i=1

#P
∑

Π′=1

3
∑

j=1

CT
u Πi

C
Q
u Π′

j
e−iξ⃗·P⃗ E

Q
T Υ

Π′
j Q

Πi T











=
2q

ξ2

∑

u

{Fσ−σ + 2Fσ−Π + FΠ−Π} . (48)

Percebe-se que, sem perda de generalidade, podemos representar a expressão (44) na

amplitude acima simplesmente como Υ
000Q
000T ou Υ

σ′ Q
σ T no caso de funções Gaussianas

do tipo S. Para as do tipo P , como essas possuem três possíveis projeções, a soma

nos índices latinos representam esta informação, ou seja,

3
∑

i=1

Υ
Πi Q
σ T =

(

Υ
100Q
000T +Υ

010Q
000T +Υ

001Q
000T

)

,

e assim por diante para momentos angulares maiores. Além das informações de mo-

mento angular, esses termos contêm informações relativas aos centros gaussianos.

As informações dos centros Gaussianos também estão contidas na exponencial e−iξ⃗·P⃗

através do vetor posição P⃗ .
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O vetor posição relativo ao produto Gaussiano (33) é definido pela média ponde-

rada dos vetores que localizam as funções Gaussianas, definidos por R⃗T e R⃗Q. Para

o cenário onde consideramos sistemas diatômicos homonucleares, ou seja, onde os

vetores podem assumir somente dois valores na soma (R⃗1 e R⃗2), o fato de serem

equidistantes nos auxilia a limitar os possíveis valores de P⃗ . Observando este fato,

podemos traçar e analisar os três possíveis cenários:

• As funções Gaussianas encontram-se no mesmo centro (R⃗1 ou R⃗2)

P⃗ =
ϵσ + ϵ′σ
ϵσ + ϵ′σ

R⃗1 = R⃗1 = R⃗ ou P⃗ = R⃗2 = −R⃗ ; (49)

• Função Gaussiana caracterizada por ϵσ em R⃗1 e outra com expoente ϵ′σ em R⃗2

P⃗ =
ϵσR⃗1 + ϵ′σR⃗2

ϵσ + ϵ′σ
=
ϵσ − ϵ′σ
ϵσ + ϵ′σ

R⃗ = ϵσσ
′

R R⃗ , (50)

onde o termo ϵσσ
′

R =
ϵσ−ϵ′σ
ϵσ+ϵ′σ

é utilizado para simplificar a notação;

• Função Gaussiana com expoente ϵ′σ em R⃗1 e a com expoente ϵσ em R⃗2

P⃗ =
ϵσR⃗2 + ϵ′σR⃗1

ϵσ + ϵ′σ
=

−ϵσ + ϵ′σ
ϵσ + ϵ′σ

R⃗ = −
(

ϵσ − ϵ′σ
ϵσ + ϵ′σ

)

R⃗ = −ϵσσ′

R R⃗. (51)

Observando a definição do termo exponencial (47), para funções Gaussianas

do tipo S sua representação é dada por Ēσσ′ = exp
[

− ϵσϵ
′
σ

ϵσ+ϵ′σ
R2
]

. Juntamente com as

observações (49), (50) e (51), o primeiro termo da amplitude (48) pode ser reescrito

como:

Fσ−σ =

#S
∑

σ=1

#S
∑

σ′=1

[ (

C1
u σ C

1
u σ′ e−iξ⃗·R⃗ Υσ′1

σ1 + C2
u σ C

2
u σ′ e+iξ⃗·R⃗ Υσ′2

σ2

)

+Ēσσ′

(

C1
u σ C

2
u σ′ e−iξ⃗·R⃗ϵσσ

′
R Υσ′2

σ1 + C2
u σ C

1
u σ′ e+iξ⃗·R⃗ϵσσ

′
R Υσ′1

σ2

) ]

. (52)

Os termos relativos aos coeficientes de expansão do Hartree-Fock irrestrito são

extremamente importantes para a análise de simetria da amplitude de espalhamento,

especialmente devido ao seu produto. Em outras palavras, a partir do produto des-

tes coeficientes pode-se estabelecer relações que possibilitam a exclusão de alguns

termos das somas da amplitude. Pelo produto destes coeficientes, observa-se que

C1
u σ C

1
u σ′ = C2

u σ C
2
u σ′ e C1

u σ C
2
u σ′ = C2

u σ C
1
u σ′ . Além disto, para o caso especial de

sistemas diatômicos homonucleares, quando os centros Gaussianos são coincidentes,

Υν 1
µ 1 = Υν 2

µ 2. Com essas considerações, o termo (52) pode ser reescrito, levando-se

em conta a fórmula de Euler 2 cos(x) = eix + e−ix, por:
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Fσ−σ = 2

#S
∑

σ=1

#S
∑

σ′=1

[

C1
u σ C

1
u σ′ Υσ′1

σ1 cos
(

ξ⃗ · R⃗
)

+ C1
u σ C

2
u σ′ Ēσσ′ Υσ′2

σ1 cos
(

ξ⃗ · R⃗ ϵσσ
′

R

) ]

. (53)

Consideremos agora o segundo termo da amplitude de espalhamento (48). Os

comentários relativos ao vetor P⃗ são válidos, porém deve-se observar com cuidado

as projeções relativas às Gaussianas cartesianas do tipo P . Por conter uma soma

no índice relacionado às projeções (a soma
∑3

i=1), isso afetará os coeficientes de

expansão C e o termo Υ definido em (44). Dessa forma, o segundo termo da amplitude

pode ser escrito como

Fσ−Π =
2
∑

T=1

2
∑

Q=1

#S
∑

σ=1

#P
∑

Π=1

3
∑
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u σ E

Q
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Q
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Υ
Πi Q
σ T

]

=
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T=1

2
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Q=1

#S
∑

σ=1

#P
∑

Π=1

[

CT
u σ E

Q
T e−iξ⃗·P⃗

(

C
Q
u Πx

Υ
1 0 0 Q
0 0 0 T

+ C
Q
u Πy

Υ
0 1 0 Q
0 0 0 T + C

Q
u Πz

Υ
0 0 1 Q
0 0 0 T

) ]

. (54)

Pela notação concisa apresentada em (54), podemos facilmente aplicar a soma

nos centros Gaussianos. Portanto,

Fσ−Π =

#S
∑

σ=1

#P
∑

Π=1

3
∑

i=1

[(

C1
u σ e

−iξ⃗·R⃗ C1
u Πi

ΥΠi 1
σ 1 + C2

u σ e
+iξ⃗·R⃗ C2

u Πi
ΥΠi 2
σ 2

)

+ ĒσΠ

(

C1
u σ e

−iξ⃗·R⃗ ϵσΠR C2
u Πi

ΥΠi 2
σ 1 + C2

u σ e
+iξ⃗·R⃗ ϵσΠR C1

u Πi
ΥΠi 1
σ 2

) ]

. (55)

Perceba que esse termo envolve Gaussianas do tipo S e P . O produto dos

coeficientes de expansão C relativos ao UHF possuem a seguinte simetria: C1
u σC

1
u Πi

=

−C2
u σC

2
u Πi

e C1
u σC

2
u Πi

= −C2
u σC

1
u Πi

.

Observemos, agora, o comportamento do termo Υ. Apesar de termos consi-

derado esse termo com imagem real para funções exclusivamente do tipo S, este é

simplesmente um caso especial, em verdade o termo Υ pode assumir tanto valores

reais como imaginários, assim sendo: Υν Q
µ T = Re

(

Υ
ν Q
µ T

)

+ i Im

(

Υ
ν Q
µ T

)

. Os termos

relacionados à soma dos números quânticos angulares (L, M e N ) das funções Gaus-

sianas apresentam propriedades de simetria devido ao teorema binomial (37) e a parte

imaginária da transformada de Fourier (41). Tal simetria surge da soma dos limites su-

periores nos somatórios de (44), portanto: se a soma dos limites superiores for impar,

a parte real é antissimétrica em relação à permutação de centro e a parte imaginária é

simétrica, i.e., Re

(

Υν 2
µ 1

)

= −Re

(

Υν 1
µ 2

)

e Im

(

Υν 2
µ 1

)

= Im

(

Υν 1
µ 2

)

; se a soma dos limi-

tes superiores for par, a permutação de centros resulta na parte real sendo simétrica e

a imaginária antissimétrica, i.e., Re

(

Υν 2
µ 1

)

= Re

(

Υν 1
µ 2

)

e Im

(

Υν 2
µ 1

)

= −Im

(

Υν 1
µ 2

)

.
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Concomitante a essa análise, deve-se observar o caso onde ambas funções

Gaussianas estejam no mesmo centro. Através da transformada de Fourier (41) é

possível perceber que para valores ímpares o termo Υ assume valores puramente

imaginários Υν 1
µ 1 = i Im

(

Υν 1
µ 1

)

. Em contrapartida, com valores pares, o termo assume

valores puramente reais Υν 1
µ 1 = Re

(

Υν 1
µ 1

)

.

Considerando essas análises para Gaussianas cartesianas dos tipos S e P ,

pode-se concluir que:

Re

(

ΥΠi 2
σ 1

)

= −Re

(

ΥΠi 1
σ 2

)

e Im

(

ΥΠi 2
σ 1

)

= Im

(

ΥΠi 1
σ 2

)

. (56)

Portanto, o termo Fσ−Π pode ser reescrito como:

Fσ−Π =

#S
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σ=1
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∑

Π=1

3
∑

i=1

{(
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)

+ ĒσΠ
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e−iξ⃗·R⃗ ϵσΠR − e+iξ⃗·R⃗ ϵσΠR
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u σ C
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ΥΠi 2
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)

+
(
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)

C1
u σ C

2
u Πi

Re

(

ΥΠi 2
σ 1

)] }

. (57)

No que se refere à fórmula de Euler 2 cos(x) = eix + e−ix e 2i sin(x) = eix − e−ix,

podemos representar a expressão com dependência em funções trigonométricas:

Fσ−Π = 2

#S
∑

σ=1

#P
∑

Π=1

3
∑

i=1

{

C1
u σ C

1
u Πi
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)
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(
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)

+ ĒσΠ

[
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2
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u σ C

2
u Πi
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(

ΥΠi 2
σ 1

)

cos
(

ξ⃗ · R⃗ ϵσΠR

) ] }

. (58)

Passemos agora para considerações a respeito do terceiro termo da amplitude

de espalhamento (48). Esse envolve somente Gaussianas cartesianas do tipo P , as

quais possuem três projeções (Πx, Πy e Πz) que resultam em nove termos. Além disso,

considerando as permutações dos centros T e Q, e o fato de que os termos resultantes

possuem componentes reais e imaginárias, no total haverão sessenta e quatro termos

advindos de cada par Π − Π. De forma compacta, podemos representar este termo

por:

FΠ−Π =
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∑
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[
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j
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R C2
u Πi

C1
u Π′

j
Υ
Π′

j 1

Πi 2

] }

. (59)
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Considerando os coeficientes de expansão C (UHF) de sistemas pertencentes

ao grupo de simetria D∞h, por ser um grupo linear, somente projeções em mesmo

eixo serão diferentes de zero: CT
u Πi

C
Q
u Π′

j
δij . Tal propriedade pode ser verificada ob-

servando como os orbitais atômicos do tipo p e moleculares do tipo Π se transfor-

mam por operações do referido grupo de simetria. Também, esse grupo de simetria

gera outra propriedade em relação ao produto dos coeficiente de expansão de tal

forma que se apresentam simétricos por troca de centro: C1
u Πi

C1
u Π′

j
= C2

u Πi
C2
u Π′

j
e

C1
u Πi

C2
u Π′

j
= C2

u Πi
C1
u Π′

j
.

Em relação às funções Υ, quando as funções Gaussianas encontram-se no

mesmo centro, Υ é puramente real, i.e., ΥΠ′
i 1

Πi 1
= Re

(

Υ
Π′

i 1
Πi 1

)

. Ainda, como comentado

anteriormente, a parte real é simétrica e a imaginária antissimétrica por troca de centro.

Assim,

FΠ−Π =

#P
∑

Π=1

3
∑

i=1

#P
∑

Π′=1

{ [

e−iξ⃗·R⃗
Re

(

Υ
Π′

i 1
Πi 1

)

+ e+iξ⃗·R⃗
Re

(

Υ
Π′

i 1
Πi 1

) ]

C1
u Πi

C1
u Π′

i

+ ĒΠΠ′

[

e−iξ⃗·R⃗ ϵΠΠ′
R

(

ReΥ
Π′

i 2
Πi 1

+ i ImΥ
Π′

i 2
Πi 1

)

+ e+iξ⃗·R⃗ ϵΠΠ′
R

(

ReΥ
Π′

i 2
Πi 1

− i ImΥ
Π′

i 2
Πi 1

)

]

C1
u Πi

C2
u Π′

i

}

. (60)

Rearranjando os termos e considerando a fórmula de Euler, pode-se reescrever

FΠ−Π como função de funções trigonométricas:

FΠ−Π = 2

#P
∑

Π=1

3
∑

i=1

#P
∑

Π′=1

{

C1
u Πi

C1
u Π′

i
Re

(

Υ
Π′

i 1
Πi 1

)

cos
(

ξ⃗ · R⃗
)

+ ĒΠΠ′ C1
u Πi

C2
u Π′

i

[

Re

(

Υ
Π′

i 2
Πi 1

)

cos
(

ξ⃗ · R⃗ ϵΠΠ′

R

)

+ Im

(

Υ
Π′

i 2
Πi 1

)

sin
(

ξ⃗ · R⃗ ϵΠΠ′

R

) ] }

.

(61)

A partir dessas considerações, com a aplicação das propriedades de simetria

é possível reduzir o número de termos a serem calculados de sessenta e quatro em

FΠ−Π para nove, especialmente devido ao produto dos coeficientes C.

Esse procedimento pode ser estendido para momentos angulares maiores,

neste caso a componente de Tµν referente às gaussianas em mesmo centro será

trivial e gerará somente um termo para cada par µ − ν. Já para termos relacionados

às gaussianas em centros distintos, com o aumento do momento angular, mais ter-

mos aparecerão, podendo ser expressos como senos e cossenos com parte real e

imaginária, sempre considerando as relações de simetria.

Com o objetivo de simplificar a visualização das relações de simetria relaciona-

das aos coeficientes de expansão do cálculo UHF, o produto dos coeficientes é dado

pela tabela 3. As funções Gaussianas do tipo S, P , D e F são representadas por σ, Π,

∆ e ϕ, respectivamente. Em cada célula, abaixo do produto dos coeficientes C algumas
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condições são expressas de tal forma a representar os entes diferentes de zero, i.e.,

os índices devem respeitar a delta de Kronecker. Além disso, casos contendo setas

indicam condições especiais observadas neste grupo de simetria.
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Tabela 3 ± Relações de simetria envolvendo os coeficientes de expansão do cálculo Hartree-Fock irrestrito, mais especificamente,
simetrias relativas aos produtos destes. Além disto, relações são oferecidas com o intuito de verificar termos que serão
zero. Estas relações são aplicáveis a moléculas diatômicas homonucleares, porém podem ser estendidas para sistemas
pertencentes ao grupo D∞h.

σ Π ∆ ϕ

σ CT
u σ C

Q
u σ′ = C

Q
u σ C

T
u σ′ CT

u σ C
Q
u Πi

= −CQ
u σ C

T
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Q
u ∆ij

= C
Q
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T
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δij

CT
u σ C
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u ϕijk
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= C
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ϕ
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C
Q
u ϕ′

lmn

= C
Q
u ϕijk
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u ϕ′

lmn

δijδlmδkn



60 Capítulo 3. Cálculo de Primeiros princípios

É possível perceber com estas considerações que se pode calcular, de forma

mais eficiente, a amplitude de espalhamento eletrônica (48) e, consequentemente,

considerando quaisquer níveis de complexidade em relação ao momento angular,

pode-se também calcular a amplitude em seu formato geral (46).

3.1.3 Composição da amplitude de espalhamento

Em relação a moléculas diatômicas homonucleares, a amplitude de espalha-

mento nuclear genérica (14) pode ser simplificada. Como comentado anteriormente,

representando-se cada um dos centros atômicos por R⃗1 e R⃗2, são observadas as

seguintes relações: |R⃗1| = |R⃗2| = R e R⃗2 = −R⃗1. Dessa forma, a amplitude (14) pode

ser escrita, considerando a fórmula de Euler, como:

Fnuc = −4qZ
cos
[

(k⃗f − k⃗i) · R⃗
]

(k⃗f − k⃗i)2
. (62)

Nota-se que o produto escalar do argumento do cosseno em (62) também está pre-

sente na amplitude eletrônica, como por exemplo no termo constituinte da amplitude

eletrônica (61), em que esse aparece no argumento de seno e cosseno concomitante-

mente.

Quando o centro molecular encontra-se na origem do sistema (tanto para o

referencial de laboratório quanto molecular), sem perda de generalidade, a partícula

incidente (ou feixe incidente) pode ser tomada na direção ẑ, portanto k⃗i = kẑ. Em tal

sistema, o vetor de onda da partícula espalhada (⃗kf ) é definido por dois ângulos (θ, ϕ),

que caracterizam a distribuição angular do espalhamento, denotado por vezes como o

ângulo sólido de espalhamento Ω̂.

Figura 4 ± Representação gráfica dos vetores de onda e do sistema molecular. Os
vetores de onda inicial e final estão representados, respectivamente, por k⃗i
e k⃗f . Como a distribuição de carga da molécula é invariante em relação ao
ângulo azimutal α, o ângulo azimutal de espalhamento ϕ possui o mesmo
valor, i.e., ϕ = α, e são omitidos da figura.
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Como estamos lidando com moléculas diatômicas homonucleares, a orientação

molecular pode ser definida por um vetor que localiza um dos centros atômicos R⃗,

como na figura 4. Para tal classe de moléculas, dois ângulos de Euler são necessários

para sua representação (β, α). Estes ângulos são relacionados à representação polar

e azimutal respectivamente.

Devido à simetria do sistema, a amplitude de espalhamento não depende dos

ângulos azimutais α e ϕ. Isso ocorre pois a distribuição de carga do sistema é invariante

em relação à coordenada azimutal. Além do mais, pelo fato de haver essa simetria

na distribuição de carga no sistema, matematicamente, os ângulos azimutais α e ϕ

sempre assumirão o mesmo valor. Ou seja, considerando R⃗ definido por

R⃗ = R cos βẑ +R sin β cosαx̂+R sin β sinαŷ , (63)

e os vetores de onda final e inicial por

k⃗f = k cos θẑ + k sin θ cosϕx̂+ k sin θ sinϕŷ (64)

k⃗i = kẑ , (65)

o produto escalar relacionado ao vetor de onda incidente é dado por,

k⃗i · R⃗ = kR cos β . (66)

Já o produto escalar com o vetor de onda final é dado por,

k⃗f · R⃗ = kR(cos θ cos β + sin θ sin β cosϕ cosα + sin θ sin β sinϕ sinα)

= kR(cos θ cos β + sin θ sin β(cosϕ cosα + sinϕ sinα)) , (67)

considerando a simetria azimutal comentada, ϕ = α. Dessa forma,

k⃗f · R⃗ = kR(cos θ cos β + sin θ sin β) . (68)

Com essas considerações, pode-se reescrever a amplitude (62) como:

Fnuc(θ; β) =
−qZ

k2 sin2 θ
2

cos

[

kR

(

−2 sin2
θ

2
cos β + sin θ sin β

)]

. (69)

Ou seja, a amplitude que originalmente seria função de ângulos polares e azimu-

tais F(θ, ϕ; β, α) torna-se F(θ; β). Além da dependência angular, as amplitudes nuclear

e eletrônica são funções do momento k, mas somente a nuclear é dependente do

número atômico da espécie Z.

Os comentários a respeito da dependência angular são válidos para a amplitude

eletrônica e a afetarão exatamente nos produtos escalares envolvendo os vetores de

onda e o vetor posição dos átomos constituintes das moléculas. Para átomos, como o

vetor posição colapsará para a origem do sistema, não haverá complicações referentes

a questões angulares.
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Com as considerações referentes às amplitudes nuclear e eletrônica, podemos

agora partir para sua expressão completa. Nota-se que a amplitude de espalhamento

é formada pela soma de suas componentes: nuclear e eletrônica. Como a amplitude

eletrônica é formada pelas componentes relativas a spin up e down (Felec = F α
elec +

F β
elec), temos que,

F = Fnuc + Felec = Fnuc + F α
elec + F β

elec. (70)

Com isso, podemos calcular a seção de choque para estes sistemas.

3.2 SEÇÃO DE CHOQUE DIFERENCIAL

Lembremos que a amplitude de espalhamento, de forma geral, é função dos

ângulos de espalhamento (θ, ϕ) e dos ângulos de Euler (β, α), mas, como comentado

anteriormente, devido à simetria do sistema, a seção de choque diferencial será so-

mente função dos ângulos polares. Matematicamente, a forma geral desta seção de

choque diferencial com dependência na orientação molecular é dada por

d4σ

dθdϕdβdα
= |F(θ, ϕ; β, α)|2 = |Fnuc + Felec|2 . (71)

Tomando as considerações de simetria, pelo fato de a integração dos ângulos azimutais

ser inócua, pode-se representar isso como d2σ
dθdβ (θ; β) = |F(θ; β)|2. Ressalta-se que

a representação matemática de uma seção de choque diferencial dependente da

orientação molecular, este observável, em geral, não é o mais comumente reportado

na área de pesquisa, e sim sua versão onde se leva em conta a média nas orientações

moleculares.

Assim, a seção de choque diferencial independente da orientação molecular, ou

seja, considerando-se a média nas orientações, é matematicamente definida por

d2σ

dθdϕ
=

1

4π

∫ 2π

0
dα

∫ π

0
dβ sin β |F(θ, ϕ; β, α)|2 . (72)

Novamente, ponderando-se a simetria do sistema, e portanto a não dependência com

os ângulos azimutais, pode-se dizer que: dσ
dθ = 1

2

∫ π
0 dβ sin β |F(θ; β)|2 . A constante

adimensional q que distingue as partículas incidentes por positrons e elétrons, presente

na representação do potencial (7), não tem efeito na seção de choque diferencial devido

ao módulo quadrado da amplitude. Portanto, as expressões (71) e (72) são válidas

para ambos pósitrons e elétrons. Esse fato não seria verdade se incorporássemos

outros efeitos no modelo, como a polarização do alvo por exemplo.

Após obter a expressão para a amplitude de espalhamento, e consequente-

mente para a seção de choque diferencial, aplicaremos este modelo para alvos bem

conhecidos da literatura, como H e H2, e sistemas de camada aberta, como Li e O2.
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De acordo com as boas práticas em relação a cálculos de primeiros princípios,

buscamos validar o conjunto de base usado para representar o alvo molecular ou

atômico. Portanto, efetuamos uma série de cálculos de estrutura eletrônica: energia

do estado fundamental, momento de quadrupolo elétrico e polarizabilidade dipolar

longitudinal e transversal.

Tabela 4 ± Energia do estado fundamental (E0), momento de quadrupolo (Q) e polari-
zabilidade dipolar estática longitudinal e transversal (α∥ e α⊥) obtidos nesta
pesquisa em comparação com dados da literatura, juntamente com a dis-
tância internuclear de equilíbrio (2R) . Todos valores em unidades atômicas.

O2

Propriedade Este trabalho referências

E0 -149.66 a -149.66 (SPELSBERG; MEYER, 1994)

Q -0.286 b -0.225 (BARTOLOMEI et al., 2011)

α∥ 17.85 c 17.88 (SPELSBERG; MEYER, 1994)

α⊥ 5.379 c 7.82 (SPELSBERG; MEYER, 1994)

2R 2.28 (HAYNES, 2014)

a Unrestricted Hartree-Fock method (BARCA et al., 2020).
b Distributed multipole analysis (BARCA et al., 2020).
c Finite-field method (BARCA et al., 2020).

Para a função de onda do estado fundamental do oxigênio molecular 3∑−
g

utilizamos o conjunto de base de Tenfen et al. (TENFEN et al., 2019) com a adição

de expoentes tipo F (com valor 0.01). Como mostrado na tabela 4, o conjunto de base

utilizado neste cálculo resulta na energia de estado fundamental de −149.66 Hartree

(Eh) e momento de quadrupolo −0.286 ea20, que está de acordo com o resultados

multireference averaged coupled pair functional (MEDVED et al., 2001; BARTOLOMEI

et al., 2011) e dados experimentais (COHEN; BIRNBAUM, 1977; BUCKINGHAM et al.,

1968). Em relação às polarizabilidades dipolares, os resultados α∥ = 17.85 e2a20/Eh

e α⊥ = 5.379 e2a20/Eh são similares a resultados prévios encontrados na literatura

(ZEISS; MEATH, 1977; SPELSBERG; MEYER, 1994).
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Tabela 5 ± Mesmo que tabela 4, porém para nitrogênio molecular.

N2

Propriedade Este trabalho referências

E0 -108.98 a -108.99 (SPELSBERG; MEYER, 1994)

Q -0.937 b -0.940 (SUNDHOLM et al., 1985)

α∥ 14.92 c 14.72 (LANGHOFF et al., 1983)

α⊥ 9.503 c 10.06 (LANGHOFF et al., 1983)

2R 2.07 (HAYNES, 2014)

a Unrestricted Hartree-Fock method (BARCA et al., 2020).
b Distributed multipole analysis (BARCA et al., 2020).
c Finite-field method (BARCA et al., 2020).

Em relação ao nitrogênio molecular, como mostrado na tabela 5, aplicamos o

mesmo conjunto de base utilizado em estudos prévios (BARP et al., 2018) para o

sistema em cálculos de excitação rotacional, porém agora aplicamos estes expoen-

tes sem contração. Com isso, verificou-se que a energia de estado fundamental UHF

−108.98 Eh está próxima de dados reportados anteriormente (SPELSBERG; MEYER,

1994; WEINBERGER; KONOWALOW, 1973). Da mesma forma, os valores de polari-

zabilidade α∥ = 14.92 e2a20/Eh e α⊥ = 9.503 e2a20/Eh estão de acordo com cálculos

prévios de primeiros princípios (LANGHOFF et al., 1983). O momento de quadrupolo

−0.937 ea20 também apresenta resultado semelhante a cálculos teóricos (SUNDHOLM

et al., 1985; TRUHLAR, 1972) e a medidas experimentais (RAAB, 1998). Para o sis-

tema H2, utilizamos a função de base B de Zanin et al. (ZANIN et al., 2016) em nosso

cálculo UHF. Esses autores apresentaram no trabalho reportado uma análise completa

dos valores relacionados a propriedades eletrônicas do sistema em questão. Também,

nossos resultados são similares a dados teóricos (KOLOS; ROOTHAAN, 1960; DI-

ERCKSEN; SADLEJ, 1983; KOLOS; WOLNIEWICZ, 1967; TRUHLAR, 1972; ZEROKA,

1974; BISHOP; PIPIN, 1993) e valores experimentais (MCLEAN; YOSHIMINE, 1966)

para as propriedades descritas na tabela 6.



3.2. Seção de choque diferencial 65

Tabela 6 ± Mesmo que tabela 4, porém para hidrogênio molecular.

H2

Propriedade Este trabalho referências

E0 -1.13362 a -1.13363 (KOLOS; ROOTHAAN, 1960)

Q 0.493 b 0.487 (DIERCKSEN; SADLEJ, 1983)

α∥ 6.449 c 6.380 (KOLOS; WOLNIEWICZ, 1967)

α⊥ 4.605 c 4.578 (KOLOS; WOLNIEWICZ, 1967)

2R 1.40 (HAYNES, 2014)

a Unrestricted Hartree-Fock method (BARCA et al., 2020).
b Distributed multipole analysis (BARCA et al., 2020).
c Finite-field method (BARCA et al., 2020).

No processo de espalhamento de elétrons por sistemas de camada aberta, o

acoplamento de spin é sempre uma dinâmica que deve ser observada. O oxigênio

molecular possui três estados de menor energia muito próximos ( 3∑−
g , 1∆g e 1∑+

g

)5 devido a uma configuração π (MINAEV, 1980; BYRMAN; LENTHE, 1996). Como o

elétron incidente pode estar tanto em configuração de spin up ou down, o acoplamento

deste elétron incidente com o molecular resulta em uma configuração de spin total

de 3/2 e 1/2. Nesse caso, a seção de choque é obtida aplicando uma média em

ambos estados (BRESCANSIN et al., 2008; BALUJA; SINGH, 2011), i.e. uma média

ponderada das componentes de spin quarteto e dubleto.

No presente cálculo, a interação elétron-O2 é feita com a molécula no estado

tripleto, pois esse é o estado de menor energia, o mais abundante e estável. Além disso,

a Hamiltoniana considerada não inclui a interação de troca ou qualquer termo com

dependência spinoral (KARWOWSKI et al., 1996; MOSTAFANEJAD, 2014), portanto

não é possível distinguir o processo de espalhamento que resultará em configuração

de spin 3/2 e 1/2, e consequentemente a média nos estados comentada anteriormente

não se faz necessária.

A seguir, apresentaremos, primeiramente, os resultados para átomos a partir

da abordagem discutida, com o objetivo de validar os cálculos feitos. Isso porque se

considera aqui o caso particular atômico, que é o mais simples em termos de simetria

do sistema. Após, abordaremos o espalhamento por moléculas diatômicas.

5 Os dois estados singleto 1∆g e 1
∑+

g do O2 são também chamados de estados metaestáveis devido
ao pequeno tempo de meia vida comparado ao estado tripleto. Vide apêndice A.
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3.3 RESULTADOS PARA ÁTOMOS

O sistema escolhido para verificar a exatidão das expressões desenvolvidas e

da implementação computacional, dado sua simplicidade e vasto resultado na literatura,

é o espalhamento por hélio.

Para comparação das amplitudes nuclear e eletrônica com outro método teórico,

escolhemos os métodos baseados em fatores de forma. A opção desses se dá pela

possibilidade de uma rápida obtenção dos resultados e, uma vez que já foram ampla-

mente utilizados na área, estabelecem a confiabilidade de nossos resultados quando

feita a comparação. De forma resumida, nesses métodos (JACKIW, 2018), o potencial

eletrostático para a partícula incidente é escrito como:

V (x⃗) = q

[ Z
|x⃗| −

∫

d3r⃗
ρ(r⃗)

|x⃗− r⃗|

]

, (73)

o qual satisfaz a equação de Poisson

∇2V = −4πq
[

Zδ3(x⃗)− ρ(x⃗)
]

, (74)

onde o primeiro termo é devido ao campo nuclear, considerando uma carga puntiforme,

e o segundo é descrito através de uma densidade eletrônica de carga efetiva ρ. Em

suma, neste método, a transformada de Fourier da densidade de carga é definida,

sendo o momento transferido ξ⃗ = k⃗f − k⃗i , como

F (ξ⃗) =

∫

d3x⃗ eiξ⃗·x⃗ ρ(x⃗) , (75)

chamado de fator de forma.

Visto que o potencial de interação é conhecido, podemos calcular a amplitude

de espalhamento e, consequentemente, a seção de choque diferencial. A primeira será

simbolizada por Fff , onde ff remete a fator de forma. Assim, na primeira aproximação

de Born, esta amplitude é dada por:

Fff = − 1

2π

∫

d3x⃗ V (x⃗) eiξ⃗·x⃗ . (76)

A transformada de Fourier do potencial pode ser tratada considerando:
∫

d3x⃗ V (x⃗) eiξ⃗·x⃗ = − 1

ξ2

∫

d3x⃗ V (x⃗) ∇2 eiξ⃗·x⃗

= − 1

ξ2

∫

d3x⃗ eiξ⃗·x⃗ ∇2 V (x⃗)

=
4πq

ξ2

[

Z − F (ξ⃗)
]

. (77)

(78)

Dessa forma a amplitude de espalhamento (76) fica:

Fff = −2q

ξ2

[

Z − F (ξ⃗)
]

. (79)
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Considerando a partícula incidente em ẑ e separando em amplitude nuclear e eletrô-

nica, i.e., Fff = Fff
nuc + Fff

elec, temos:

Fff =
−q

k2(1− cos θ)
[Z − F (θ)] , (80)

onde

Fff
nuc =

−qZ
k2(1− cos θ)

(81)

Fff
elec =

qF (θ)

k2(1− cos θ)
. (82)

É notável que as amplitudes nucleares (81) e (14) são idênticas, quando a segunda é

tomada especificamente no caso atômico (R⃗A = 0 e M = 1). A respeito da amplitude

eletrônica (82), o fator de forma F é definido de diferentes maneiras. Utilizaremos, aqui,

os fatores de forma de Jackiw (JACKIW, 2018) e de Salvat (SALVAT et al., 1987).

Jackiw (JACKIW, 2018) apresenta o cálculo da densidades de carga eletrônicas

para Hidrogênio, utilizando a função de onda exata do estado fundamental, e para Hélio,

através de uma função de onda variacional, possibilitando, assim, a descrição do fator

de forma. Esse é dependente de uma carga efetiva α, sendo αH = 1 para Hidrogênio e

αHe = 1.69 para Hélio. A expressão ainda depende do ângulo de espalhamento θ e do

número atômico Z, sendo escrito como:

FJackiw =
Z

[

1 +

(

ξ⃗
2 α

)2
]2

=
Z

[

1 +
k2(1−cos θ)

2 α 2

]2
. (83)

Devido ao método utilizado por Jackiw para o cálculo das densidades de carga, por

essa formulação, somente esses dois sistemas apresentados podem ser estudados.

Com o objetivo de expandir a gama de sistemas, Salvat (SALVAT et al., 1987)

calculou densidades de carga oriundas de uma screening function dependente de

alguns parâmetros, apresentados na tabela 7. Esses parâmetros são obtidos via fitting

dos cálculos de campo auto consistentes Dirac-Hartree-Fock-Slater.

Tabela 7 ± Parâmetros necessários para obtenção dos fatores de forma para algumas
espécies selecionadas: Hidrogênio, Hélio e Lítio.

Espécie A1 A2 α1 α2

H −184.39 185.39 2.0027 1.9973

He −0.2259 1.2259 5.5272 2.3992

Li 0.6045 0.3955 2.8174 0.6625
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Figura 5 ± Amplitudes nuclear e eletrônica para espalhamento de elétrons por Hélio.
Resultados com os fatores de forma de Jackiw(JACKIW, 2018) e Salvat
(SALVAT et al., 1987) são apresentados em vermelho e verde, respectiva-
mente. Na figura 5a, as amplitudes nucleares aparecem na região positiva
e as eletrônicas na negativa. Na figura em escala logarítmica 5b, apresen-
tamos as amplitudes em valores absolutos, sendo as de maior magnitude
nucleares.

O fator de forma dependente destes parâmetros tem a forma:

FSalvat = Z
2
∑

i=1

Ai α
2
i

[

α2i + ξ2
]2

= Z
2
∑

i=1

Ai α
2
i

[

α2i + 2k2(1− cos θ)
]2
. (84)

A partir dos fatores de forma (83) e (84) juntamente com as definições das ampli-

tudes nuclear (81) e eletrônica (82), podemos fazer uma comparação direta às nossas

amplitudes para átomos. Esta comparação tem o intuito de verificar possíveis erros

cometidos no desenvolvimento ou implementação, além de proporcionar segurança

nos processos seguintes. Portanto, no painel 5 apresentamos as amplitudes nuclear

e eletrônica, este em valor absoluto, para o espalhamento de elétrons pelo átomo de

Hélio a 300 eV .

Na figura 5a apresentamos, em escala linear, as amplitudes nucleares, na re-

gião positiva, e eletrônicas, na parte negativa das ordenadas. Nossas amplitudes são

mostradas em linha cheia preta enquanto as oriundas dos fatores de forma de Jac-

kiw e Salvat são exibidas em linha tracejada vermelha e verde, respectivamente. Em

relação à parte nuclear, as três amplitudes apresentam o mesmo comportamento. Na-

turalmente, as amplitudes nucleares (nosso resultado e dos fatores de forma) são

completamente similares, como comentado anteriormente, já que as expressões que

as originam são idênticas. É também esperado que o comportamento desta amplitude

assemelhe-se ao espalhamento Rutherford, uma vez que a interação da partícula in-
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cidente com o núcleo do átomo esteja descrito nessa amplitude, sendo esperada a

divergência na origem.

A característica que diferencia os resultados apresentados aqui é a amplitude

eletrônica. Essa é calculada, em nosso modelo, através de orbitais espaciais originados

com funções gaussianas cartesianas (funções de base variacional). Tais orbitais são

computados pelo software de química quântica GAMESS (SCHMIDT, M. W. et al.,

1993; GORDON; SCHMIDT, M. W., 2005). Os coeficientes de expansão Cα
uµ e Cβ

uµ são

calculados a partir de primeiros princípios pelo método Hartree-Fock irrestrito, o qual é

apropriado para sistemas de camada aberta. Devido a isso, uma pequena diferença é

observada na amplitude eletrônica para baixos ângulos (quase imperceptível na figura

5a, abaixo de 30 graus ). Como essa divergência existe somente em baixo e alto ângulo,

ela só pode ser observada a partir da exibição da amplitude em escala logarítmica.

Para tal, os dados são exibidos em valores absolutos.

Na figura 5b, em que as amplitudes de maior magnitude são nucleares e de

menor eletrônicas, a diferença citada é observável. Destacamos, novamente, que não

há distinção relevante entre nossos resultados e os de Salvat, ficando a cargo dos

resultados de Jackiw a maior variação. Além disso, a similaridade dos resultados

nucleares fica mais evidente quando observada a figura 5b, onde os resultados são

expostos em escala logarítmica.

Uma vez obtidas as amplitudes nestes distintos modelos, é possível, então,

comparar a seção de choque diferencial oriunda de cada um deles. Como comentado

ao final da seção anterior, a seção de choque é obtida através do módulo quadrado da

amplitude de espalhamento,i.e., DCS = |Fnuc + Felec|2 .

As seções de choque diferenciais são exibidas, para espalhamento de elétron

pelo átomo de Hélio, no painel 6. Os resultados são apresentados em escala logarít-

mica para duas energias selecionadas. As legendas seguem as mesmas utilizadas

nas amplitudes da figura 5.

Como esperado, uma vez que as amplitudes são muito parecidas, as DCS’s

para todos os modelos convergem angularmente, com pequenas variações para bai-

xos ângulos (abaixo de 20 graus). Essa diferença se dá devido à amplitude eletrô-

nica. Juntamente com estes resultados teóricos, apresentamos uma série de dados

experimentais (MOISEIWITSCH et al., 1959; BROMBERG, 1974; MCCONKEY; PRES-

TON, 1975; JANSEN et al., 1976). Para interação a 300 eV , os resultados de Jansen

destacam-se por ter um acordo considerável, exceto para o baixo ângulo. Experimen-

talmente, é muito difícil precisar o espalhamento em baixíssimo e altíssimo ângulo,

devido à abertura angular (MOORE, 1980).
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Figura 6 ± Seção de choque diferencial de Hélio por impacto de elétrons, para energias
de 300 eV e 500 eV. O resultado em linha cheia preta refere-se ao presente
trabalho. Linha cheia vermelha são resultados teóricos baseados nas teo-
rias de fator de forma. Resultados experimentais: (BROMBERG, 1974) em
círculo azul; (MCCONKEY; PRESTON, 1975) em quadrado amarelo; (JAN-
SEN et al., 1976) em triângulo laranja; (MOISEIWITSCH et al., 1959) em
losango azul.

Como o objetivo deste projeto é trabalhar com sistemas de camada aberta, o

primeiro cálculo a ser feito para este tipo de sistema é o espalhamento por átomo de

Lítio. Essa espécie possui a primeira camada completa e uma segunda sendo ocupada

somente por um elétron, de tal forma a compor um dubleto. A análise das amplitudes

eletrônicas e nucleares limitam-se ao Hélio, pelo fato de, uma vez estando correta no

sistema abordado anteriormente, não se faz necessário repeti-la aqui. É importante

frisar que a análise é sempre feita, mas seus resultados não serão mostrados com o

intuito de abreviar o texto.

No conjunto de figuras 7 apresentamos os nossos resultados, em linha cheia

preta, para espalhamento de elétron pelo átomo de Lítio, juntamente com o cálculo

efetuado através do fator de forma de Salvat (SALVAT et al., 1987), em linha tracejada

verde. Salientamos, anteriormente, que a pequena divergência entre ambos dá-se pela

forma da descrição da amplitude eletrônica, sendo a nossa por primeiros princípios e

a de fator de forma através de coeficientes obtidos por um fitting. É notável que quanto

mais complexo o sistema, a diferenciação entre nossos resultados e os de fator de

forma serão maiores. Isso é completamente aceitável, pois com o aumento do número

de elétrons essa descrição torna-se mais sensível.
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Figura 7 ± Seção de choque diferencial de Lítio por impacto de elétrons, para energias
de 100 eV e 500 eV. O resultado em linha cheia preta refere-se ao presente
trabalho. Linha cheia verde são resultados teóricos baseados nas teorias
de fator de forma. Outro resultado teórico de (SARKAR et al., 1973) FBA
polarizada em traço laranja e aproximação eikonal em linha cheia amarela.

Juntamente com os resultados comentados, exibimos os dados de Sarkar et al.

(SARKAR et al., 1973) para dois níveis de aproximação. Esses autores calcularam a

interação elástica de elétrons por Lítio, utilizando a primeira aproximação de Born e

considerando não somente o potencial de interação estático, mas também o potencial

de polarização assintótico. O resultado, em linha tracejada laranja, possui convergência

com nossos resultados para ângulos superiores a 10 graus, para energia de interação

de 500 eV , levando-nos a entender que a polarização é apreciável para interações a

baixo ângulo. Além disso, é sabido que quanto menor a energia da partícula incidente

maior a relevância do potencial de polarização assintótico. Desta forma, é esperado que

para menores energias, como em 100 eV , essa diferença seja considerável para um

regime angular maior, como é observado de fato. Assim, a concordância entre nosso

resultado e o modelo com polarização ocorre somente para ângulos de incidência

maiores que 40 graus.

O segundo resultado apresentado por Sarkar et al. remete à linha cheia amarela.

Nesse trabalho, os autores incluíram o potencial estático e de polarização através da

aproximação semi-clássica eikonal, considerando a partícula incidente e espalhada

como onda plana, assim como na FBA. Para energia incidente de 500 eV é notável que

a diferente forma de calcular a amplitude de espalhamento altera o formato da seção

de choque diferencial, destacando-se o aumento na magnitude para ângulos acima

de 40 graus. Observando o resultado para energia de 100 eV , nota-se uma alteração

menos proeminente no seu formato, excetuando valores acima de 150 graus, os quais

não nos parecem fisicamente corretos, pois nenhum efeito abrupto neste formato na
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seção de choque é observado na literatura em outros sistemas. Ademais, caso o átomo

de Lítio tivesse essa peculiaridade, algo parecido deveria ser observado em outras

energias.
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Figura 8 ± DCS para pósitron-Li à energia de 100 eV . O presente trabalho é exibido em
linha cheia preta. Os dados de Sarkar (SARKAR et al., 1973) considerando
a primeira aproximação de Born incluindo a polarização e a aproximação
eikonal são representados, respectivamente, pelas linhas tracejadas laranja
e linha cheia amarela. O resultado obtido com o método de fator de forma
de Salvat é apresentado com linha tracejada verde.

Sarkar et al. (SARKAR et al., 1973) reportam, também, resultados para espa-

lhamento de pósitrons. A comparação para a interação pósitron-Li é apresentada na

figura 8. Como esperado, nossos resultados corroboram os dados obtidos com fatores

de forma e exibem ampla concordância com a FBA polarizada de Sarkar et al. acima

de 20 graus. A discrepância para distribuição angular mais baixa pode ser atribuída

aos efeitos de polarização do alvo atômico. De forma similar, a aproximação eikonal

apresenta resultados semelhantes às outras formulações acima de 20 graus, sendo a

diminuição na magnitude conferida à diferente forma da amplitude de espalhamento

(NEWTON, 1982). Assim como a FBA polarizada, notam-se efeitos de polarização

abaixo deste ângulo.

3.4 RESULTADOS PARA MOLÉCULAS

Após observar os resultados para espalhamento atômico, passemos a sistemas

moleculares. Nesses, a orientação do sistema tem um papel importante no cálculo da

seção de choque. Quando moléculas diatômicas com orientação definida são consi-

deradas, padrões de interferência na seção de choque surgem como consequência
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desse alinhamento (THAKKAR et al., 1984; MAIOROVA et al., 2018). Tais padrões são

muito similares aos padrões de interferência observados por Young (YOUNG, T., 1804)

no experimento de dupla fenda, tendo como base teórica o trabalho de De Broglie

(DE BROGLIE, 1923).

Uma das maiores contribuições de Louis de Broglie para a física moderna foi

o conceito da dualidade onda-partícula. Tal interpretação vem da inabilidade de defi-

nições clássicas onda e partícula descreverem o comportamento da matéria a nível

quântico. Esse entendimento estabelecido em meados de 1923 teria impacto na inter-

pretação de experimentos passados e na abordagem de futuros. No início do século

19, Thomas Young demonstrou o comportamento dual da luz (fótons) iluminando um

aparato de fenda dupla a partir de uma única fonte. Tal ação gerou dois feixes que

produziram faixas iluminadas e sombreadas em uma tela atrás do aparato. Mais de

cem anos após a realização deste experimento, Davisson e Germer (DAVISSON; GER-

MER, 1928) observaram comportamento similar ao estudar difração de elétrons por

cristais de níquel. Os elétrons espalhados por níquel formaram padrões similares aos

observados por Young, demonstrando a dualidade partícula-onda para elétrons.

Ainda, comportamento similares foram observados recentemente para uma va-

riedade de feixes (fontes), tais como fótons (SCHOUTEN et al., 2005; OSSIKOVSKI

et al., 2017; KUNITSKI et al., 2019; BELL, 1980), prótons (YANG; SU, 2013), neu-

trons (ZEILINGER et al., 1988), elétrons (BARBATTI et al., 2005; BALTENKOV et al.,

2012; HASEGAWA et al., 2013; OZER et al., 2013), átomos (CARNAL; MLYNEK, 1991;

SEIFERT; WINTER, 2012) e íons (SCHMIDT, L. P. H. et al., 2008; AGUENY et al.,

2016; KHAN et al., 2021). Destacamos, a emissão de elétrons de H2 por impacto

de íons (STOLTERFOHT et al., 2001; GALASSI et al., 2002; MISRA et al., 2006), as

colisões entre íons de hidrogênio molecular e hélio (SCHMIDT, L. P. H. et al., 2008),

a perda eletrônica em colisão íon-molécula (STOLTERFOHT et al., 2003; VOITKIV

et al., 2011), o espalhamento de prótons por moléculas diatômicas (ALEXANDER, J. S.

et al., 2008; BARAN et al., 2008) e a fotoionização de moléculas (CANTON et al., 2011;

CHEREPKOV et al., 2010; KREIDI et al., 2008; DELLA PICCA et al., 2011).

Na área de espalhamento de pósitrons e elétrons, o análogo natural do expe-

rimento de Young são as moléculas diatômicas homonucleares (TUAN; GERJUOY,

1960; ALEXANDER, S. A. et al., 1995; CHATTERJEE et al., 2009; THAKKAR et al.,

1984) devido a sua simetria. Padrões de interferência foram observados, por exemplo,

nas seções de choque diferenciais de ionização de nitrogênio molecular por impacto

de elétrons (GAO et al., 2005), nos quais estruturas de mínimo foram identificadas

quando a molécula foi definida com orientação espacial fixa, i.e., foi estabelecido que

as moléculas encontram-se com uma orientação fixa macroscópica em relação ao

feixe incidente.

Assim, é possível estabelecer, matematicamente, a origem dos padrões de in-
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terferência do espalhamento por moléculas diatômicas homonucleares monitorando

os valores das amplitudes nuclear e eletrônica. Na figura 9, são exibidas ambas ampli-

tudes para espalhamento de H2 por pósitrons com energia incidente de 100 eV para

orientação molecular paralela e perpendicular ao feixe incidente.

A componente nuclear, representada pela linha sólida roxa, apresenta o compor-

tamento oscilatório devido à presença das funções trigonométricas (69). As amplitudes

nuclear e eletrônica, em linha roxa e laranja, possuem valores em magnitude similares

para baixo ângulo porém comportamento diverso após 60 graus.
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Figura 9 ± Amplitude de espalhamento no eixo vertical esquerdo e seção de cho-
que diferencial elástica no eixo vertical direito para espalhamento de H2
por impacto de léptons com energia incidente de 100 eV. Neste processo
a molécula encontra-se alinhada perpendicularmente (painel esquerda) e
paralelamente (painel direito ) à partícula incidente. Linhas sólidas com
legendas são as amplitudes nuclear e eletrônica. A seção de choque dife-
rencial resultante é apresentada em linha tracejada.

A DCS para moléculas orientadas perpendicularmente e paralelamente ao feixe

incidente é mostrada na figura 9 em linha tracejada em escala logarítmica (eixo do

lado direito da figura). Esses resultados são oriundos da expressão (71). Como a

amplitude total (70) é dada pela sobreposição das partes nuclear e eletrônica, os

mínimos observados na seção de choque serão presentes quando se cancelarem

numericamente, ou seja, quando Fnuc = −Felec.

Como comentado anteriormente, devido à distribuição de carga em moléculas

diatômicas os resultados para a seção de choque diferencial são independentes dos

ângulos azimutais. De fato, como estamos considerando a partícula incidente na dire-

ção ẑ, os ângulos azimutais acabam tendo o mesmo valor, i.e., os ângulos referentes à

partícula espalhada (ϕ) e de Euler (α) são iguais. No desenvolvimento matemático tal

característica leva à igualdade trigonométrica Pitagoreana 6, removendo a informação
6 A igualdade trigonométrica Pitagoreana (ou igualdade trigonométrica fundamental) expressa o teo-



3.4. resultados para moléculas 75

azimutal da expressão final. Se considerarmos a molécula fixa no eixo ẑ (R⃗ = Rẑ) ao

invés da partícula incidente, o comentário anterior continua sendo válido, porém os

ângulos azimutais são os relacionados à partícula incidente (ϕi) e espalhada (ϕf ). Na

verdade, é indicado efetuar o cálculo em ambas configurações (k⃗i ou R⃗ fixos em ẑ ),

o que assegurará que o resultado e a interpretação dos ângulos está correta. Isso foi

atestado e ressaltamos que a escolha somente é relevante para simplificar o cálculo

de alguns passos e que ambas configurações têm mesmo resultado.
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Figura 10 ± Seção de choque diferencial de pósitrons/elétrons por H2 para 100 eV e
1 keV. O gráfico 3D mostra a dependência da DCS com os ângulos de
espalhamento θ e de Euler β. É possível notar o aumento nos padrões de
interferência com o aumento na energia incidente das partículas.

Na figura 10 a seção de choque diferencial para H2 é mostrada como função

do ângulo de espalhamento (θ) e o ângulo polar de Euler (β). O fato de a DCS possuir

valores iguais para β = 0◦ e β = 180◦ somado ao fato de a molécula possuir simetria

por rotação em π poderia nos levar a pensar que o resultado deveria ser simétrico em

relação ao ângulo β = 90◦. Porém, como visto para energias incidentes de 100 eV e 1

keV os padrões de mínimo não apresentam tal simetria em relação ao ângulo de Euler

β. Isso pode ser explicado observando-se o argumento da função cosseno na equação

(69), onde o termo −2 sin2 θ
2 funciona como uma ªfunção pesoº para a distribuição de

probabilidade no processo de espalhamento, quebrando a simetria em β.

A evolução da DCS em relação à energia incidente é mostrada no material

suplementar (vídeo ªpadroes_de_interferencia.mp4º). É possível observar a natureza

isotrópica da DCS para baixíssimas energias, como esperado. Neste regime energético

( k → 0 ) o processo de espalhamento é dominado pela onda S e é possível relaci-

onar a amplitude de espalhamento diretamente ao comprimento de espalhamento

(JOACHAIN, 1984).

rema Pitagoreano em termos de funções trigonométricas: cos2 θ + sin2 θ = 1.
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Se considerarmos um ponto de vista de ondulatória clássica, como os mínimos

na DCS de molécula orientada são oriundos da interferência das ondas espalhadas de

cada centro atômico constituinte da molécula, tal fenômeno pode ser explicado através

da análise da mudança de fase de centros espalhadores independentes (MAIOROVA

et al., 2018). Observando a diferença no caminho das ondas, a diferença de fase leva a

funções oscilatórias similares às da amplitude nuclear (69). Por esta visão clássica, os

padrões de interferência no processo de espalhamento de moléculas com orientação

perpendicular poderão somente ser observados quando a distância internuclear for

compatível ao comprimento de onda da partícula incidente.

Na figura 11, apresentamos as DCSs para H2, N2 e O2 com as moléculas

orientadas perpendicularmente (β = 90◦). Os padrões de interferência do tipo Young

estão fortemente relacionados ao comprimento de onda da partícula incidente e à

distância internuclear da molécula. Para visualização, mostramos nesta figura três

sistemas nos quais a razão destas quantidades é a mesma, i.e.,
(

2R

λinc

)

H2

=

(

2R

λinc

)

N2

=

(

2R

λinc

)

O2

. (85)
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Figura 11 ± Seção de choque diferencial para H2 (linha tracejada roxa), N2 (trace-
jada verde ) e O2 (linha cheia laranja) por impacto de léptons. Neste pro-
cesso a molécula está alinhada perpendicularmente à partícula incidente.
O mesmo padrão de interferência é obtido para as diferentes espécies
quando a razão entre a distância internuclear e o comprimento de onda da
partícula incidente são iguais.

A presença dos mesmos padrões de interferência exemplificam a analogia das

moléculas diatômicas homonucleares com o experimento de dupla fenda. É importante

notar que isso é possível devido à abordagem aplicada a este modelo. A função de
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onda da partícula incidente é tomada pela primeira aproximação de Born, o potencial

de espalhamento estático é usado e o mais importante, o cálculo é feito na aproximação

de núcleo fixo.
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Figura 12 ± Seção de choque diferencial de H2 por pósitrons/elétrons. A molécula é de-
finida com orientação paralela em relação à partícula incidente para ener-
gias de 100 eV (esquerda) e 1 keV (direita). Linha cheia, nosso resultados
de primeiros princípios; linha tracejada azul, Maiorova et al. (MAIOROVA
et al., 2018); linha tracejada vermelha são resultados obtidos pelo forma-
lismo IAM-Salvat (SRIVASTAVA et al., 1978; SALVAT et al., 1987; MIYAGI
et al., 2012).

Além do formalismo de primeiros princípios, nós efetuamos um cálculo consi-

derando a amplitude de espalhamento advinda dos fatores de forma de Salvat et al.

(SALVAT et al., 1987; SALVAT, 1991) combinada com o modelo de átomos independen-

tes (SRIVASTAVA et al., 1978; MIYAGI et al., 2012), além de levar em conta a partícula

incidente como uma onda plana regular. Para a amplitude eletrônica, a densidade de

carga vem de funções de blindagem7 com parâmetros determinados via um fitting

analítico de cálculos auto consistentes Dirac-Hartree-Fock-Slater. Tais valores estão

disponíveis na tabela 1 da referência (SALVAT et al., 1987). Após isto, a DCS para

moléculas alinhadas foi computado através do modelo de átomos independentes. O

cálculo é referenciado como IAM-Salvat.

Nas figuras 12 e 13, comparamos nossos resultados de primeiros princípios (li-

nha sólida) com os cálculos de Maiorova et al. (linha tracejada azul) (MAIOROVA et al.,

2018) (com twisted electrons8 ) e o modelo IAM-Salvat (linha pontilhada vermelha).

7 Do inglês screening function.
8 Maiorova et al. (MAIOROVA et al., 2018) também reportaram resultados com elétrons incidentes na

forma de ondas planas. A formulação aplicada é a mesma que IAM-Salvat, porém uma superposição
de potenciais de Yukawa foi usada para representar a interação elétron-hidrogênio. Como estes
cálculos são muito similares não os exibimos nas figuras 12 e 13 para facilitar a visualização da
imagem.
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Com o objetivo de apresentar uma comparação concreta com os dados de Maiorova et

al. (MAIOROVA et al., 2018), nós selecionamos os resultados macroscópicos desses

autores, onde o alvo do espalhamento é tomado como um conjunto de moléculas com

orientação definida, e a abertura angular relacionada ao feixe de Bessel tem o menor

valor. A diferença em magnitude para baixos ângulos é causada pela diferença na des-

crição da densidade de carga eletrônica nos modelos. Como comentado anteriormente,

a amplitude eletrônica é muito importante na região de baixo ângulo. Como usamos

uma representação de primeiros princípios e os resultados de Maiorova e IAM-Salvat

são obtidos com potenciais semi-empíricos uma pequena diferença é esperada.

Em relação ao feixe de Bessel (twisted electrons), considerando a propagação

do feixe incidente no eixo ẑ, o estado do elétron pode ser definido como uma super-

posição coerente de ondas planas, as quais possuem vetores de onda k⃗ = (k⃗⊥, kz)

que se encontram na superfície de um cone com abertura angular tan θk =
|⃗k⊥|
kz

, como

comentado em Karlovets et al. (KARLOVETS et al., 2017). Isso sendo considerado,

os autores obtêm a DCS através do modelo de átomos independentes (SRIVASTAVA

et al., 1978; MIYAGI et al., 2012), o qual considera átomos não interagentes para cons-

truir a molécula, e aplicam a primeira aproximação de Born. Para a utilização do IAM,

os autores assumem a interação elétron-átomo como a sobreposição de potenciais

Yukawa, os quais aproximam o campo Coulombiano do núcleo, blindado pelos elétrons

do alvo.

O processo de espalhamento quando a molécula é considerada alinhada ao

feixe incidente é mostrado na figura 12. Os resultados mostram que as DCSs obtidas

por cálculos de primeiros princípios, IAM-Salvat e twisted electron são muito similares.

Isto é coerente quando imaginamos que nesta configuração a densidade de carga ao

longo do eixo molecular não tem uma contribuição significativa para o espalhamento

e, portanto, os elétrons incidentes acabarão espalhados da mesma maneira, indepen-

dente de sua descrição. Ou seja, nesta configuração, sob um ponto de vista clássico,

por um lado, a partícula incidente passa por espalhamentos consecutivos em relação

aos centros atômicos da molécula. Por outro lado, quando a molécula é tomada per-

pendicularmente à partícula incidente, o espalhamento nos centros atômicos pode ser

considerado simultâneo.
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Figura 13 ± Mesmo que 12, porém para moléculas alinhadas perpendicularmente à
partícula incidente.

Considerando o alinhamento perpendicular, representado na figura 13, a des-

crição da densidade de carga eletrônica comentada anteriormente é responsável pelo

desalinhamento nos mínimos em baixo ângulo. Como a amplitude eletrônica é única

para cada modelo, os valores angulares em que Fnuc = −Felec também serão únicos.

Além disso, a formulação twisted electrons parece modificar os padrões de interfe-

rência em relação ao apresentado no formalismo de ondas planas, especialmente a

magnitude dos mínimos. Isso é plausível, uma vez que a função de onda incidente não

é a mesma, ou seja, a interferência deve resultar em diferentes comportamentos na

DCS.

Ademais, para altas energias (1 keV), apesar das diferenças em magnitude na

região de baixo ângulo, os modelos IAM-Salvat e de primeiros princípios apresentam

basicamente os mesmos valores angulares para os mínimos. De fato, para tal energia

o comprimento de onda da partícula incidente é tão pequeno quando comparado com

a distância internuclear (2R) que a aproximação de átomos independentes torna-se

uma boa aproximação.
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4 CONCLUSÃO

Na primeira abordagem do problema, descrita no capítulo 2, foram investigados

os efeitos das polarizabilidades e hiperpolarizabilidades na interação de pósitrons com

moléculas, mais especificamente com o oxigênio molecular. Através do estudo destas

propriedades, pode-se definir um potencial espalhador que represente, de forma satis-

fatória, a polarização do alvo devido à partícula incidente. Esta melhor descrição do

potencial de interação, principalmente para interações com energia abaixo da forma-

ção de positrônio, resulta na convergência qualitativa e quantitativa dos dados teóricos

(TENFEN et al., 2019) com as medidas experimentais de seção de choque integral

mais recentes (CHIARI et al., 2012) disponíveis na literatura.

Na área de espalhamento, o grande teste de uma metodologia (em relação à

confiabilidade e qualidade) é a descrição angular do processo de colisão. Sobre isso,

os resultados para seções de choque diferenciais, assim como os comentados anteri-

ormente, mostram que um cálculo que combine este nível de polarização juntamente

com o formalismo PCOP representa uma grande melhora na convergência dos dados,

visto o acordo com as medidas reportadas por Przybyla et al. (PRZYBYLA et al., 1999).

Através deste estudo, fica bastante claro que uma descrição robusta da interação de

polarização, ou mais completa em relação ao comumente usado, é necessária para o

cálculo de seções de choque de moléculas por impacto de pósitrons. Até o momento,

este fato pode ser observado para oxigênio (TENFEN et al., 2019; BARP et al., 2021),

nitrogênio, dióxido de carbono (TENFEN et al., 2022) e acetileno (TENFEN et al., 2020).

O mesmo efeito mostra-se presente para o espalhamento de átomos (ARRETCHE et

al., 2019, 2022).

Dando continuidade na investigação da interação de pósitrons por sistemas

de camada aberta, no capítulo 3, apresentamos cálculos de seções de choque di-

ferenciais elásticas de moléculas por impacto de pósitrons em uma formulação de

primeiros princípios. Nesse, a primeira aproximação de Born, juntamente com funções

de onda UHF e a interação estática foram utilizadas para descrever o processo de

espalhamento. Com isso, reportamos resultados relacionados à transformada de Fou-

rier de funções Gaussianas Cartesianas que representam os orbitais moleculares no

processo de espalhamento. Mais precisamente, a função de onda molecular é descrita

pela sobreposição de funções Gaussianas Cartesianas oriundas de um cálculo UHF.

Os termos da transformada de Fourier estão intimamente conectados ao produto

Gaussiano e à função exponencial que representa a partícula espalhada. O apareci-

mento desta classe de integrais se deve ao potencial de interação não central, que é

responsável pelo aparecimento dos principais desafios matemáticos desta formulação.

O desenvolvimento apresentado pode ser estendido para moléculas pertencentes a

quaisquer grupos de simetria, observando-se as necessárias modificações. Ainda, esta
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abordagem abre caminho para o estudo de métodos mais complexos visto que uma

série de processos utilizados na obtenção destes resultados podem servir de base

para futuros projetos.

Além da solução geral comentada, investigamos as propriedades de simetria

que surgem do produto dos coeficientes de expansão UHF. Tal análise possibilita a

identificação de termos que seriam calculados em um método computacional, porém

não contribuem para a amplitude de espalhamento. Com esta forma de trabalho, foi

possível reduzir consideravelmente o número de termos a serem considerados na

implementação computacional. As propriedades de simetria comentadas são conce-

bidas para moléculas diatômicas homonucleares, porém estas propriedades podem

ser facilmente estendidas para qualquer sistema pertencente ao grupo pontual D∞h,

observando os centros atômicos.

A comparação desses cálculos com os dados recentes de Maiorova et al. (MAI-

OROVA et al., 2018) apresentam uma pequena diferença em magnitude para regiões

de baixo ângulo, devido à diferente abordagem adotada para descrição da função de

onda molecular nas metodologias. Como esperado, os padrões de interferência do tipo

Young (mínimos na seção de choque) manifestam-se nos mesmos ângulos, porém

com diferente magnitude quando consideramos a molécula alinhada paralelamente à

partícula incidente. Além disto, para baixos ângulos, os padrões de mínimo aparecem

deslocados devido à forma de descrição do alvo molecular, principalmente para ori-

entação perpendicular da molécula em relação à partícula incidente com energia de

100 eV .

Sobre a origem dos padrões de interferência, esses estão fortemente conec-

tados aos valores angulares nos quais a soma da amplitude nuclear e eletrônica se

cancelam. Esta análise também mostra que diferentes níveis de sofisticação aplicados

à descrição da função de onda molecular levam a diferentes valores para os mínimos

na seção de choque em baixos ângulos, exatamente onde a amplitude eletrônica mais

contribui para o observável.

Parte importante para o sucesso desta implementação do método é a descrição

das funções de onda de moléculas ou átomos através do UHF. No teste para o espa-

lhamento do átomo de Lítio, o qual é genuinamente camada aberta, observou-se a

independência da seção de choque com diferentes funções de base. Ou seja, verificou-

se que diferentes conjuntos Gaussianos para representação do orbital atômico não

influenciam no resultado da seção de choque (algo observado também para as molécu-

las estudadas). Complementarmente, a convergência do cálculo com funções de onda

UHF, quando aplicado a sistemas de camada fechada, foi verificada na comparação

com resultados RHF1.

É importante ressaltar que todos os cálculos referentes a este fenômeno foram

1 O método Hartree-Fock restrito (RHF) origina funções de onda para sistemas de camada fechada.
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feitos considerando somente o potencial de interação estático e a aproximação de

núcleos fixos. Dessa forma, como os padrões de interferência são fortemente rela-

cionados à descrição dos centros moleculares, mudanças relacionadas ao potencial

de interação (inclusão de outros efeitos como correlação-polarização e troca) ou a

inclusão de estados vibracionais moleculares devem alterar significativamente a mani-

festação destes mínimos na seção de choque.

Importa frisar também que as relações obtidas nesta análise podem ser usadas

para facilitar a implementação de futuros métodos de espalhamento computacional-

mente custosos para esta classe de moléculas. Ainda, estas considerações combi-

nadas com novas técnicas computacionais (MAZUR et al., 2016) podem ser úteis na

investigação de moléculas maiores com simetria D∞h. Sobre isso, aponta-se que a ex-

tensão para grupos simétricos C∞h pode ser obtida simplesmente recalculando alguns

termos do presente modelo.

Assim, futuras perspectivas incluem uma descrição mais completa da interação

e o uso de uma função de onda de espalhamento mais precisa, ou ainda o estudo do

processo de formação de positrônio. Uma vez consideradas estas melhorias, pode-se

explorar de forma precisa uma gama de sistemas através de uma formulação de primei-

ros princípios, investigando outros canais colisionais em diferentes regiões energéticas.

Nesse viés, a primeira aproximação de Born tem um papel crucial na verificação, valida-

ção e debugging de formulações para espalhamento mais complexas, já que sob certas

condições, independente da complexidade atribuída ao modelo de espalhamento, o

resultado deve ser o mesmo do cálculo da primeira aproximação de Born.
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APÊNDICE A ± ORBITAIS MOLECULARES E LIMIARES ENERGÉTICOS

A.1 ORBITAIS ATÔMICOS E MOLECULARES

Em química quântica, diz-se que um orbital é simplesmente uma função de

onda de um elétron, ou seja, uma construção matemática. Os orbitais atômicos (OAs),

que representam a localização mais provável de um elétron em um átomo, possuem a

seguinte nomenclatura relativa aos níveis energéticos, por exemplo para o 1s2: 1 pelo

fato de este orbital estar no nível energético mais próximo do núcleo, s representa o

formato do orbital e 2 a ocupação. A densidade de probabilidade relacionada a este

orbital 1s é representada pela figura 14a, lembrando que cada orbital pode ser ocupado

por dois elétrons seguindo o princípio de Aufbau, também conhecido como diagrama de

Linus Pauling. O orbital atômico 2s também possui simetria esférica, porém a densidade

de probabilidade é constituída de duas ªcascasº esféricas concêntricas. A figura 14b

ilustra esta probabilidade.

(a) 1s (b) 2s

Figura 14 ± Os orbitais atômicos 1s e 2s são representados. A região vermelha repre-
senta a densidade de probabilidade de localização eletrônica.

O orbital atômico 2p possui formato de altere e é triplamente degenerados (2px,

2py e 2pz). Por conveniência, a nomenclatura representa a orientação destes OAs

em um sistema cartesiano, que são ortogonais entre si. Este é mostrado na figura

Figura 15. A nomenclatura é oriunda de linhas espectroscópicas de metais alcalinos: s,

p, d e f, do inglês sharp, principal, diffuse, e fundamental. Esta representação alfabética

segue (a partir da letra ªfº) excetuando ªjº (LEVINE et al., 2009).
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Figura 15 ± Densidade de probabilidade eletrônica para o orbital atômico 2pi, que pos-
sui orientação î. A região vermelha representa a densidade de probabili-
dade.

A partir da descrição de OAs, a representação de orbitais para uma molécula

pode ser dada pela combinação linear destes. A grande maioria dos cálculos de primei-

ros princípios, funcional de densidade, teoria de orbitais moleculares semi-empírica,

de campos de força ou até o entendimento qualitativo da química é fundamentado no

conceito de que os orbitais de uma dada molécula podem ser construído a partir dos

orbitais dos átomos constituintes.

A combinação linear de OAs 1s dá origem a dois moleculares: σg1s = 1s+ 1s

e σ
∗

u1s = 1s− 1s. A nomenclatura vem do fato de o orbital molecular (OM) sigma (σ)

parecer-se com o (s) quando visto ao longo do eixo da ligação química. Os índices

g e u1 advém do alemão gerade (par) e ungerade (ímpar), devido à característica da

combinação linear aditiva e destrutiva. Exatamente por esta peculiaridade, por vezes

são chamados de ligantes e anti-ligantes. Esta combinação linear que origina os OMs

do tipo σ é representado na figura 16a.

1 Existem variações de nomenclaturas. Por vezes os índices g e u são suprimidos, mantendo-se
somente o ªasteriscoº para simbolizar o anti-ligante.
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(a) Combinação linear dos AO do tipo s (es-
querda) para a formação dos MO do tipo σ
(direita).

(b) Combinação dos orbitais pz resultando em σ2pz (c) Orbitais atômicos px formando πu2px

Figura 16 ± Combinação linear de orbitais atômicos para construção de orbitais mole-
culares.

A respeito dos OAs 2p (2px, 2py e 2pz), caso seja definido o eixo ẑ como o

eixo da ligação molecular, teremos uma combinação (head-to-head) dos 2pz gerando

os OMs σg2pz e σ
∗

u2pz, representado pela figura 16b. Já a combinação dos 2px é

representada pela figura 16c. Tal arranjo dá origem a πg2px e π
∗

u2px. Os OMs do

tipo π possuem esta nomenclatura porque quando vistos ao longo do eixo de ligação

ẑ são semelhantes os OAs tipo p. É importante notar que como não existe diferença

energética entre os OAs 2px e 2py, os pares de OMs πg2px e πg2py, e π∗u2px e π∗u2py
são degenerados.

A configuração de OMs do oxigênio molecular, na camada de valência, é consti-

tuída pela combinação de OAs do tipo 2p, o qual dá origem a dois OMs anti-ligantes

π. De acordo com a regra de Hund, estes dois incompletos terão menor energia se os

dois elétrons estiverem em configuração de spins paralelos, ou seja, este é o estado

de menor energia para o sistema. Apesar disto, diz-se que o O2 possui três estados

eletrônicos fundamentais, da notação espectroscópica: estado tripleto 3Σ−
g , estado

singleto 1Σ+
g , ambos de camada aberta, e o singleto 1∆g de camada fechada, como

visto na figura 17. Apesar desta concepção de três estados fundamentais, os dois

últimos tem tempos de vida muito menores, desta forma, na prática, o estado 3Σ−
g é o

considerado estado fundamental.
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APÊNDICE B ± REPRESENTAÇÃO DO POTENCIAL COULOMBIANO NO

ESPAÇO DE MOMENTO

O potencial Coulombiano, usualmente descrito no espaço de posição, pode ser

apresentado, também, no espaço de momentos, como visto abaixo.

1

|x⃗− r⃗| =
1

2π2

∫

d3p⃗

p2
eip⃗·x⃗ e−ip⃗·r⃗. (86)

A representação do potencial Coulombiano no espaço de momento passa pela defini-

ção de um vetor auxiliar p⃗, que de fato não possui interpretação física definida.

Esta integral é denominada como integral de Dirichlet, porém é pouco comen-

tada nas bibliografias da área. Na verdade, a referência desta expressão é o trabalho

de Bethe e Salpeter (BETHE; SALPETER, 1957) (seção II-b página 266), porém, neste

livro ela é somente usada como uma ferramenta matemática, sem qualquer verificação.

Outros trabalhos que a utilizam, simplesmente citam o referido livro.

Uma das formas de constatação desta igualdade é através da expansão direta

das ondas planas. Observando-se o lado direito da equação, aplicando a expansão da

onda plana

eip⃗·x⃗ = 4π
∑

lm

(i)ljl(px)Y
m
l (p̂)Y ∗

l
m(x̂),

temos,

I =

∫

d3p⃗

p2
eip⃗.x⃗ e−ip⃗.r⃗

= (4π)2
∫

d3p⃗

p2

∑

lm

(i)ljl(px) Y
m
l (p̂) Y ∗

l
m(x̂)

∑

λµ

(−i)λ jλ(pr) Y µ∗
λ (p̂) Y

µ
λ (r̂)

= (4π)2
∑

lm

∑

λµ

(i)l

(i)λ
Y ∗
l
m(x̂) Y

µ
λ (r̂)

∫

dp jl(px)jλ(pr)

∫

dp̂ Ym
l (p̂) Y

µ∗
λ (p̂) , (87)

considerando a ortogonalidade dos harmônicos esféricos e a integral do produto de

duas funções esféricas de Bessel com mesma ordem, i.e.,

∫ ∞

0
dp jl(px) jl(pr) =

π

2(2l + 1)

[min(x, r)]l

[max(x, r)]l+1
,

onde min e max simbolizam o menor e maior valor entre x e r, obtemos:

I = (4π)2
∑

lm

π

2(2l + 1)

[min(x, r)]l

[max(x, r)]l+1
Y ∗
l
m(x̂) Ym

l (r̂)

= 4π
∑

l

π

2

[min(x, r)]l

[max(x, r)]l+1
Pl(x̂ · r̂) ,
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considerando o produto dos harmônicos esféricos

∑

m

Y ∗
l
m(x̂) Ym

l (r̂) =
2l + 1

4π
Pl(x̂ · r̂) .

Observando a função geradora dos polinômios de Hermite,

1√
1− 2at+ t2

=
∑

l

Pl(a)t
l ,

a integral (87) resume-se a:

I = 4π
∑

l

π

2

[min(x, r)]l

[max(x, r)]l+1
Pl(x̂ · r̂) = 2π2

1

max(x, r)

∑

l

Pl(x̂ · r̂)
(

min(x, r)

max(x, r)

)l

= 2π2
1

max(x, r)

1
√

1− 2
min(x,r)
max(x,r)

x̂ · r̂ +
(

min(x,r)
max(x,r)

)2

= 2π2
1

|x⃗− r⃗| . (88)

Comparando o resultado (88) com a relação (86), verifica-se a igualdade.
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