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RESUMO

Este trabalho tem como objetivo servir de introdugao ao topico de algebras de caminhos
de Leavitt para estudantes que ja estejam familiarizados com conceitos encontrados,
por exemplo, na disciplina de Estruturas Algébricas, tal qual médulos e mddulos proje-
tivos. E desenvolvida toda a teoria de algebras livres para chegar na definicdo de uma
algebras de caminhos de Leavitt de um grafo direcionado. ApGs as defini¢des iniciais,
€ estudada toda a teoria necessaria para se chegar na Conjectura do Isomorfismo
Graduado, passando por monoides, graduacgdes e a definigdo do grupo K.

Palavras-chave: Algebras de caminhos de Leavitt. Conjectura do Isomorfismo Gradu-
ado. Graduacéo.



ABSTRACT

This work aims to serve as an introduction to the topic of Leavitt path algebras to stu-
dents already familiarized with the concepts of modules and projective modules. The
theory of free algebras is developed to reach the definition of a Leavitt path algebra of
a directed graph. After the initial definitions, the theory needed to reach the Graded Iso-

morfism Conjecture is studied, passing through monoids, graduation and the definition
of the K group.

Keywords: Leavitt path algebras. Graded Isomorphism Conjecture. Graduation.
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INTRODUCAO

Algebras de caminhos de Leavitt sdo algebras que surgem a partir de um grafo
direcionado. Inicialmente vistos como analogos a C*-algebras de grafos, aos poucos
passaram a ser pesquisadas sem referéncia a nenhuma outra estrutura. Como exem-
plos destas algebras figuram tanto algebras mais usuais, como algebras de matrizes e
algebras de polinémios de Laurent, assim como alguns exemplos mais exéticos como
as algebras que surgem em analogia com anéis ndo IBN, que sao anéis que geram
méddulos livres com bases de diferentes cardinalidades.

Visto que estas estruturas possuem propriedades interessantes, surge a ques-
tao da classificagéao, isto €, quais condi¢cdes sdo necessarias ou suficientes para que
duas algebras de caminhos de Leavitt sejam isomorfas. Até hoje ndo se conhece uma
resposta definitiva para este problema.

Este trabalho se dedica a ser uma introducdo ao topico das algebras de ca-
minhos de Leavitt, passando por todas as constru¢des necessarias para chegar na
definicao destas estruturas. Também tem como objetivo ser uma apresentagdo a um
problema ainda em aberto: a Conjectura do Isomorfismo Graduado, que procura encon-
trar condigdes para classificar algebras de caminhos de Leavitt a menos de isomorfismo
graduado.

Este trabalho é dividido em cinco capitulos. No primeiro capitulo sdo apresenta-
das algumas nocdes algébricas necessarias para a definicdo de algebras de caminhos
de Leavitt, em particular sdo estudadas algebras livres, ideais de algebras gerados
por conjuntos e algumas propriedade universais que serao necessarias ao longo do
trabalho. O capitulo dois inicia-se com a definicao de grafo direcionado, logo apds
revisamos o vocabulario necessario para chegar nas duas definicdes equivalentes de
algebras de caminhos de Leavitt e o capitulo se encerra com alguns exemplos. No ca-
pitulo trés sdo mostrados alguns conceitos necessarios para se chegar na Conjectura
do Isomorfismo Graduado, em particular, monoides, graduagdes, o grupo K, além de
algumas propriedades destas estruturas, necessarias a apresentacdo da conjectura.
No capitulo quatro a conjectura € apresentada em sua forma final e alguns exemplos
sao exibidos. No ultimo capitulo seguem as consideracdes finais de todo o trabalho.
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1 ALGEBRA LIVRE

Este capitulo dedica-se a explicar o que é necessario para definir uma algebra
de caminhos de Leavitt, entdo aqui serdo encontrados, em particular, a definicdo e
resultados sobre algebras livres e ideais de algebras gerados por conjuntos, conceitos
que serao relevantes para o resto do trabalho.

Observacao 1.1. No decorrer deste trabalho, o conjunto dos numeros naturais, de-
notado por N consistird nos elementos {0,1,2,3---} e o conjunto dos inteiros po-
sitivos {1,2,3,---} sera denotado por N*. Além disso, serdo usadas as notagdes
N, ={r e N|z<n}eN; ={zr € N*| z < n} para indicar, respectivamente, o
conjunto dos naturais/ inteiros positivos menores ou iguais que algum n natural/ inteiro
positivo.

Definicao 1.2. Um semigrupo é um par (.5,-) onde S é um conjunto ndo vazio e
- Sx S — 8

€ uma operagao associativa, isto €, dados «, b e ¢ € S quaisquer, temos que (a-b) - c =
a-(b-c).

A motivacao para estudar semigrupos, para os propositos deste trabalho, vem
da definicdo de uma algebra livre. Como serd visto adiante, uma algebra livre tem um
semigrupo como base, além disso, toda algebra possui uma estrutura de multiplicacao
que é associativa, e portanto uma estrutura natural de semigrupo.

Definicdo 1.3. Seja A um conjunto, entdo se define A™ := [ J7° | A™.

Nesta definicdo, A = A x --- x A é o produto cartesiano de A por A um total
de n-vezes. A deve ser visto como um alfabeto, quer dizer, um conjunto de letras. Um
elemento a = (ay,--- ,ap) € A" vai ser denotado simplesmente por a = ay---ay €
deve ser visto como uma palavra, isto €, uma concatenacao de letras do alfabeto. Sob
tal interpretacdo se tem que A é um alfabeto, A™ o conjunto de todas as palavras com
n letras do alfabeto e A™ é o conjunto de todas as palavras finitas do alfabeto.

Exemplo 1.4. Seja A = {0,1} o conjunto binario, entdo A? = {00,01,10,11}, A3 =
{000,001, 010,011,100,101,110,111} e AT é o conjunto de todas as sequéncias finitas
de zeros e uns.

Teorema 1.5. A™ é um semigrupo através da concatenagao de palavras.

Demonstragdo. A concatenacdo é uma operagdo em AT, afinal sejama, b € A™, entdo
a=ai---a;b=>by---bjparaa eby € Aparatodo! € N} etodom € N;f. Deste modo,
ab=ay---a;by -+ bj é um elemento de AT/ C AT Isto é, AT é fechado pela operagéo
da concatenacéo de palavras.
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Seja ¢ elemento de A™, logo ¢ = ¢;---¢;, para ¢, € A para todo n € Nj,
k € N. Deste modo (ab)c = (ay---azby---bj)cr---cp, = ay---apby---bjey ¢ =
ar---aj(by---bjcy---cp) = a(bec). Entdo a concatenagdo é uma operagéo associa-
tiva. |

Definicdo 1.6. Para A um conjunto, o semigrupo A™ com a concatenagéo de palavras
é dito ser o semigrupo livre gerado por A.

Como sera visto mais adiante, o semigrupo livre sera necessario para definir
uma algebra livre, que por sua vez, é necessaria para definir uma algebra de caminhos
de Leauvitt.

Toda estrutura algébrica tem uma nocao de funcéo entre objetos de modo a
preservar a estrutura em questao. Por exemplo, a estrutura de espago vetorial é pre-
servada por transformagdes lineares e a estrutura de anel € preservada por homomor-
fismo de anéis. Do mesmo modo se tem a nocao de funcao que preserva a estrutura
de semigrupo, que € um homomorfismo de semigrupos.

Definicao 1.7. Sejam (S, +) e (T, -) semigrupos. Uma funcédo f : S — T é dita um
homomorfismo de semigrupos se f(a +b) = f(a) - f(b).

Sejait : A — AT afuncéo definida pori*(a) = a, chamada de fungéo inclus&o.
Vale a seguinte propriedade universal.

Teorema 1.8 (Propriedade Universal de Semigrupos Livres). Sejam S um semigrupo e
f: A — S uma funcdo. Existe um Gnico homomorfismo de semigrupos f : AT — §
tal que f o it = f. Ou seja, 0 seguinte diagrama comuta

Demonstracdo. Sejaa € AT, logo a = a1 - - - a,, para algum n € N de modo que a; € A

para todo j € N¥. Definindo f como f(a) = f(ai---an) = f(a1)--- f(an), tem-se que

f(it(e)) = f(e) para e € A qualquer. Portanto f oi™ = f e o diagrama acima comuta.
Sejab=10by---by € AT, segue que

flab) = flay---anby---bm) = flar) -+ flan) f(b1) - f(bm)
= f(a)f(b).

Entdo f & um homomorfismo de semigrupos. Por fim, se j : AY — S é um homo-
morfismo de semigrupos tal que joi™ = f, § precisa respeitar a concatenagéo, isto

¢, g(a) = g(a1) -~ glan), mas §(i* (a;)) = g(a;) = f(a;) € l0go g(a) = f(a1) -~ f(an) =

f(a). Deste modo, existe apenas um homomorfismo de semigrupos que faz o diagrama
comutar. |
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A propriedade universal do semigrupo livre garante que dada uma fungéo qual-
quer de um conjunto A para um semigrupo, existe um modo Unico de estender esta
funcéo para um homomorfismo de semigrupos saindo do semigrupo livre A™.

Definicao 1.9. Seja R um anel comutativo com unidade. Uma algebra A sobre R
(também chamada de uma R-algebra) € um R-mo6dulo com uma operacao adicional
- Ax A — A que é R-bilinear e associativa, isto é, dados a, b, c € Aer € R
quaisquer, r(a-b) = (ra) -b=a-(rb)ea-(b-c) = (a-b)-c.

Observacao 1.10. Como afirmado antes, o par (A, -) forma um semigrupo para .4 uma
R-algebra devido a associatividade da operagéo.

Seja R um anel comutativo com unidade. Alguns exemplos de algebras sao:

Exemplo 1.11. M,,(R) o conjunto das matrizes quadradas de ordem n x n com coefici-
entes em R é uma R-algebra com as operacdes de soma, multiplicagcdo e multiplicacao
por escalar usuais.

Exemplo 1.12. O conjunto dos endomorfismos hom (M, M) de um R-mo6dulo M com
as operacoes de soma e a multiplicacao por escalares usuais e a multiplicacdo da
algebra dada pela composicao de homomorfismos de R-modulos.

Exemplo 1.13. O conjunto C0,1] das fun¢des continuas do intervalo [0, 1] para C
forma uma C-algebra com as operagdes de soma e multiplicagdo escalar usuais e a
multiplicac@o da algebra dada por (f - g)(z) = f(z) - g(x).

Assim como se tem a nogdo de um méddulo livre ou de um semigrupo livre, tam-
bém se tem a nogdo de uma algebra livre. Como serd visto no proximo capitulo, uma
das maneiras de se definir uma algebra de caminhos de Leavitt € como o quociente de
uma algebra livre.

Definicao 1.14. Seja R um anel comutativo com unidade, entao

é chamada de algebra livre gerada por A. Nesta algebra, a soma e a multiplicacao
por escalar sao as operacoes usuais da soma direta de R-modulos e o produto € dado
por 6,9, = d,p estendido bilinearmente para todo o espaco.

Na definicdo acima, os §, indicam a coordenada em RA™, entédo o elemento rd,
vale r na coordenada a e zero em todas as outras coordenadas.

Observacao 1.15. Segue da definicdo que um elemento de RA™ vai ser escrito da
forma 7' | 704, para algum n € N* onde r; € Rea; € AT paratodoi = 1,--- ,n.
Todo elemento de RA™ vai ser escrito desta forma a menos da ordem da soma dos
termos.
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Teorema 1.16. RA™ é, de fato, uma R-algebra.

Demonstragdo. Para concluir que RA™ é uma R-algebra, resta apenas verificar a
associatividade do produto.

Seja z € RAT, entédo z = ZZ:1 t1.0c, parat, € Rec, € AT paratodo k € Np.
Agora

(vy)z = (Z riéai> Zsj(Sbj Ztkdck
i j k
- Z Z Z(Tisj(saiébj)tk(scm
k5 1

porém (risjéaidbj)tkéck = Ti(sai(sjébjtkdck) e a soma acima pode ser reescrita como

Z ri0a; Z Sj(sbj (Z tk56k> = z(yz),
k

i J
entdo o produto é associativo e segue que RA™ é uma R-algebra. [

Exemplo 1.17. Seja X = {z,y, z}, entdo alguns exemplo de elementos da R-algebra
livre gerada por X s80 r1z3z +rozx + 3y, ou s1zy22? + 592 OU tzyz + taxzy + t3zay +
tyyxrz + tszyx + tgyzx onde todos os coeficientes estdo no anel R. Isto é, a algebra
livre gerada por X pode ser vista como uma algebra de polindbmios em variaveis nao
comutativas.

Observacao 1.18. Para simplificar a notacao, a partir de agora um elemento da algebra
livre Y"1 | 7104, vai ser denotado por >_1* ; ray, isto é, a notagdo d,,, vai ser substituida
simplesmente por aj..

Toda algebra livre tem uma estrutura natural de médulo livre de modo que
a propriedade universal do médulo livre sera necessario mais a frente, mas antes,
relembremos a definicdo de base de um médulo livre.

Definicao 1.19. Um conjunto B é dito ser uma base de um R-modulo livre se M =
@Dycp Rb,onde Rb = {rb |r € R} = R.

Teorema 1.20 (Propriedade Universal do Médulo Livre). Sejam M um R-modulo livre
gerado por uma base B, N um R-mdéduloe f: B — Numafuncdoei: B— M a
funcdo inclusdo. Entdo existe um Ginico homomorfismo de R-médulos f : M — N tal
que o diagrama abaixo comuta

B

s
RN

<o

isto &, foi=f.
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Demonstragdo. Sejam € M, entdom = 22:1 rpx onde p € N*, r.. € Rparatodo k €
N7, e onde todos os z;, séo distintos entre si, isto &, z;, # z; para todo k # j . Definindo
f:M — Npor f(m) = S¥_ rpf(xx), mostra-se que f é um homomorfismo de
R-médulos. Sejam m, n € M, entdo sem perda de generalidade, é possivel escrever
m € n na mesma base, completando com coeficientes nulos onde for necessario,
entdo n = ZZ:1 sz € portanto m +n = ZZ:N‘I@ + sk)}:k segue que fim+mn) =
S (e sp) flan) = 20—y rf (xr) + 2oy sef(xx) = f(m) + f(n) o que significa
que f preserva a soma. Agora seja s € R, entdo sm = Zgzl(srk)xk e portanto

flsm) = S0 (sr) f(xy) = s 8 _ rif(xg) = sf(m) e logo f também preserva a
multiplicagé@o por escalar e deste modo é um homomorfismo de R-médulos.

Agora, seja b € B, entdo f(b) = f(i(b)) = f(b) e portanto o diagrama comuta.
Seja g : M — N um homomorfismo de R-mddulos tal que goi = f, entdo g(m) =
> reg(r) = Yoy rkglilay)) = Yoh_ i f(xzx) = f(m). Ou seja, tal homomorfismo
é unico. u

A propriedade universal do médulo livre permite estender uma fungao para um
homomorfismo de modo ndo apenas natural, mas também unico. Uma aplicacdo da
propriedade universal do médulo livre se encontra no préximo resultado.

Teorema 1.21 (Propriedade Universal da Algebra Livre). Sejam B uma R-algebra
e f: A — B uma fungcdo, entdo existe um unico homomorfismo de R-algebras
f:RAT —s Btal que f(rd,) = rf(a), ou seja, o diagrama abaixo comuta
AL .5 B
al I
At

Demonstragéo. Seja f : A — B uma fungdo. Como B é R-algebra, tem estrutura de
semigrupo e portanto pela propriedade universal do semigrupo livre (1.8), existe unico
homomorfismo de semigrupos f : At —s Btalque foi = fparai: At — Aa
funcéo incluséo.

Agora, AT é base do R-mddulo livie RA™ e pela propriedade universal do
madulo livre (1.20) existe um Gnico homomorfismo de R-médulos f : RAT — B tal
que foj = fparaj: AT —s RAT a funcdo inclusdo. Com isto, seja © € RAT,
entdo = = >.}_,rpxp para z, € AT e r, € R e portanto f(x) = S0 rpf(xy) =
>t S (). ) ) o o )

Sejam a, b € AT, entdo f(ab) = f(ab) = f(a)f(b) = f(a)f(b) e portanto f
preserva a multiplicagdo por elementos da base. Sejay € RA™, entdoy = > 1" s;y;



Capitulo 1. algebra livre 15

onde s; € Re y; € AT e deste modo

Isto &, f preserva a multiplicacdo e portanto é homomorfismo de R-algebras.
Sejama € A, e r € Rentdo f(ra) = rf(a) = rf(a) = rf(a). Resta agora verificar que
f € o tnico homomorfismo de R-algebras tal que f(ra) = rf(a).

Seja g : RAT — B um homomorfismo de R-algebras tal que §(ra) = rf(a),
deste modo

Como z, € AT, ), = af---2k para zf € A para todo k e para todo i e

deste modo g(z;) = g(z})---g(zF,). Mas se sabe que §(z}) = f(z¥) e portanto,
gx) = g rif@h) - fak ) = Yp_ ref(z) = f(x). Por fim, existe um unico

homomorfismo de R-algebras f tal que f(ra) = rf(a). n

Assim como a propriedade universal do semigrupo livre, a propriedade universal
da algebra livre indica que s6 existe um modo natural de se estender uma funcéao de
um conjunto qualquer A para uma algebra 3 em um homomorfismo partindo da algebra
livre RA™ para B.

Tal qual anéis, algebras também possuem uma nocédo de ideal. O ideal é a
estrutura necessaria para se tomar o quociente de uma algebra.

Definicao 1.22. Seja .A uma R-algebra. Um ideal a esquerda (a direita) I de A € um
submodulo de Atalque paraa e Aebe I, abe I (ba € I). Se I for ao mesmo tempo,
ideal a direita e a esquerda, I é dito ser um ideal bilateral.

A nocao de ideal gerado por um conjunto € importante para entender o que é
uma algebra livre sujeita a relagdes. Sejam a, b € RA™. Induzir a relagdo a = b dentro
de RA™ significa fazer o quociente de RA™ pelo ideal I gerado pelo elemento a — b.
Ou seja, significa tomar o quociente RAT /T-

Mais geralmente, seja A um conjunto de indices e sejam a;, b; € RA™ para todo
i € A. Induzir as relagbes a; = b; para todo i € A significa tomar o quociente de RA™
pelo ideal gerado pelo conjunto de relagdes R = {a; — b; | i € A}, isto é, tomar o
quociente RA™ / (R)-
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Teorema 1.23. Sejam A uma R-algebrae X C Ae (X) =(\x-s{/ | I éideal bilateral
de A} aintersecgao de todos os ideais bilaterais de .4 que contém X. Entdo (X) é um
ideal bilateral de A.

Demonstragdo. Sejam xq, z1 € (X), entdo zq, 1 € I para I um ideal qualquer que
contém X. Como [ é ideal, segue que zy + =1 € I, ou seja, xg + =1 € I para qualquer
ideal I que contém X, ou seja, g +x1 € (\xs{/ | I € ideal bilateral de A} = (X). Por
outro lado, seja r € R, entdo, do mesmo modo, rzg € I para I um ideal qualquer de
A que contém X, segue que rzx esta na interseccao de todos estes ideais e portanto
rz € (X). Portanto (X) é fechado pela soma e pela multiplicagéo por escalar, ou seja,
é um submodulo de A. Para concluir que (X') € um ideal, resta verificar se (X') absorve
os elementos de A.

Seja a € A, entdo axrg € I para [ ideal qualquer que contém X e portanto
axg € (X). Analogamente se mostra que zga € (X). Entdo (X) é um ideal bilateral de
A. |

Definicao 1.24. Sejam A uma R-algebra e X C A. O ideal (X) é dito ideal gerado
por X.

O resultado anterior mostra que (X) € o menor ideal bilateral que contém X, ja
que qualquer outro ideal bilateral que contenha X, vai por definicdo conter (X).

E possivel definir de maneira explicita o que é o ideal de uma R-algebra gerado
por um conjunto X. Para isto, devem ser introduzidas as notagdes RX = {3 " ; rjz; |
neN,r,eRex; € X}, AX ={37" ja;z; | n € N, r; € Rex; € X}. De maneira
analoga se definem X A e AX A. Além disso, RX + AX + XA+ AXA={a+b+c+d|
(a,b,c,d) € RX x AX x XA x AXA}.

Teorema 1.25. Seja A uma R-algebrae X C A, entdo (X) = RX + AX + XA+ AX A.

Demonstracdo. Para simplificar a notagao, seja S = RX + AX + XA + AXA. Vou
demonstrar inicialmente que S é um ideal de A. Sejam sg, s1 € S, entdo sy = ag + by +
co + dp € s; = aj + by + ¢1 + di de acordo com a notagcdo dada anteriormente para S.
Deste modo sy + s1 = (ag+a1)+ (b +b1) + (co+c1) + (dp +d1), onde ap+ a1 € a soma
de duas combinacdes lineares de termos do tipo rz parar € R e x € X e portanto
a soma ag + a1 também € uma combinacao linear de termos no tipo rz. Segue que
ap+ap € RX. Porum argumento analogo, se percebe que aj +b1 € AX, ao+by € XA
e que ag + b3 € AXA. Seja r € R, entado rsg = rag + rby + rcg + rdg, onde rag € a
combinagéo linear de termos do tipo rr,z;. parar, € Rex;. € X eentdorag € RX. Do
mesmo modo by € uma soma de termos do tipo (ra; )z € AX e portanto rby € AX.
Por argumento andlogo se mostra que rcy € XA e que rdy € AXA e deste modo
rsg € S entdo S é submddulo de A.
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Seja a € A, entdo € necessario verificar que asg = a(ag + by + ¢g + dgy) € S.
Como ap € RX, entdo ag = >}, rpx) € portanto aag = > . (rpa)zy, masrya € Ae
portanto aag € uma combinacao linear de termos do tipo a;.z;. para a;. € A, segue que
aap € AX C S. Do mesmo modo, como by € AX, entao aby ainda é uma combinacao
linear de termos do tipo bx parab € Ae z € X elogo aby € AX C S. Como ¢y € uma
combinacao linear de elementos do tipo zc para ¢ € A, entado acy € uma combinagéo
linear de termos azc e portanto acy € AX.A C S. Por fim, como dy € AX A, segue que
ady € AX A C S por argumento analogo ao do by. Deste modo asi € S e portanto S é
ideal de A e por argumento analogo se obtém que este ideal € bilateral.

Seja x € X, entdo como R é um anel com unidade, z = 12 +0+0+0 € S, isto é,
X C S. Entdo S € um ideal que contém X, logo (X) C S. Agora, como (X) é um ideal
bilateral que contém X, é fechado para somas do tipo rz parar € Re z € X, entdo
ap € (X), é fechado para somas do tipo o’z para o’ € A, portanto by € (X) e é fechado
por somas do tipo za’, portanto ¢y € (X) e dy € (X). Como (X) é fechado pela soma,
so=ag+by+co+dy € (X),istoé, S C (X).Portanto S = (X). [

Observacao 1.26. Em particular, para algebras comutativas com unidade, AX =
XA=AXAetambémr =r-1, € Ae segue que RX C A portanto o ideal gerado
por X é dado por (X) = AX.

Exemplo 1.27. Com o resultado acima, é fica mais facil calcular explicitamente alguns
ideais. Por exemplo, vendo Z como uma Z-algebra, entdo o ideal gerado porn € Z é
dado por (n) = nZ, ou seja, € o conjunto de todos os mdltiplos de n.

Observacao 1.28. Sejam A e B R-algebras e I um ideal bilateral de A. Todo ho-
momorfismo de R-algebras f : A — B induz uma “funcdo” f : A/ — B onde
fla+1) = f(a). Mas para que f seja uma fungéo, & necesséario que f esteja bem
definida, isto é, que se a+ I = b+ I paraa, b € A, entdo f(a+ 1) = f(b+ I).

Como a+ I = b+ 1 se, e somente se, a — b € I e como, da definicdo de 7,
fla+1)= f(b+1) se, e somente se, f(a—b) = 0. Sendo = = a — b, a boa definicdo de
f é equivalente &

rel = f(x)=0 < I Ckerf.

Um resultado que vai ser util posteriormente é a propriedade universal da alge-
bra sujeita a relagdes abaixo.

Teorema 1.29 (Propriedade universal da algebra sujeita a relacées). Sejam A e B R-
algebras e seja I ideal bilateral de A . Seja f : A — B homomorfismo de R-algebras
tal que f(x) = 0 para todo = € I, entdo existe um unico homomorfismo de R-algebras
f: A/ — Btalque f(a+ 1) = f(a) paratodo a € A.

Demonstragdo. Uma das hipéteses do teorema é justamente de que I C ker(f), por-
tanto a funcéo f : A /1 — B dada por f(a + I) = f(a) é bem definida.
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Seguindo para demonstrar que f € um homomorfismo. f((a + I) + (b+ 1)) =
fla+b+1) = f(a+b), mas como f & um homomorfismo f(a + b) = f(a) + f(b) =
fla+1I)+ f(b+ 1), entdo f respeita a soma. Sejar € R, entdo rf(a+ 1) = rf(a) =
f(ra) = f(ra+1I), entdo f respeita a multiplicacéo por escalar. Por fim, f(a+1I)f(b+1) =
(a)f(b) = f(ab) = f(ab+ I). Entdo f é, de fato, um homomorfismo.

Seja § : A/ — B um homomorfismo tal que j(a + I) = f(a). Neste caso,
gla+1) = f(a +1I) para todo a € A. Segue que f = § e que existe um Unico

homomorfismo que satisfaz as condicbes desejadas. |

f

Esta propriedade universal, assim como as outras, indica condigées necessarias
para estender uma fungao para um homomorfismo de maneira unica.

Teorema 1.30. Sejam [ e J ideais bilaterais de uma R-algebra A, entdo I + J € um
ideal bilateralde Ae I+ J = (1 U J).

Demonstracdo. Seja sy, s; € I + J, entdo sg = ig + joparai € I € s; = i; + j; deste
modo sg + s1 = (ig +i1) + (Jjo +Jj1) € I + J, afinal I e J s&@o ideais e portanto sé&o
fechados pela soma. Sejar € R, entdo rsg = rig+rjo € I + J pois I e J sao fechados
pela multiplicagéo por escalar. Entdo 7 + J é um submaodulo de A.

Seja a € A, entdo asg = aig +ajo € I + J ja que I e J sdo fechados pela
multiplicacao por elementos da algebra. Analogamente se mostra que sja € [ + J €
entdo I + J € um ideal bilateral de A. Seja p € I U J, como todo ideal precisa ter o
elemento nulo 0, seque quep e [ + J,isto e, IUJ C I + J e portanto (/U J) C I + J.

Verificando agora a inclusao no sentido contrario. Considerando sy = ig + jg €
I+ J,como (I UJ) é o menor ideal que contém I U J, segue que ig, jo € (I U J) e
portanto ig + jo € ({ U J),ouseja, I +J C (I UJ). Segue que I + J = (I U J). |

Abaixo segue um resultado andlogo, mas desta vez para ideais gerados por
conjuntos especificamente.

Teorema 1.31. Sejam X e Y subconjuntos de uma R-algebra A, entdo (X UY) =
(X) +{¥).

Demonstragdo. Seja z € R(XUY), entdo z = Y ' | rpz; onde z;, € X UY. Denotando
21, POr ), €aso z € X €y, caso z, € Y se percebe que z = > ./ mkxk + D icp TEYE
onde I é um subconjunto de N no qual z;, € X e I’ = N¥ \ I . Deste modo, z €
RX + RY.

Por outro lado, se » € RX + RY, entdo » = Y0 rpay + 200, Thyp =
St rpzponde z, € XUY elogo z € R(XUY). Entdo R(X UY) = RX + RY.

Usando o mesmo argumento se nota que A(XUY) = AX+AY, que (XUY)A =
XA+YAeque A(XUY)A=AXA+ AY A e que portanto (X) + (V) = RX + AX +
XA+ AXA+RY+AY +YA+Y AY = R(XUY)+AXUY )+ (XUY)A+A(XUY)A =
(X UY). |
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Teorema 1.32. Sejam I e J ideais bilaterais de uma R-algebra Aen: A — A/7 a
funcéo projecao, entdo (J) = (L +J) /.

Demonstragdo. Seja x € «(J), entédo = = j, + I para algum j, € J, mas como i, + [ =
0+ I para qualquer i, € I, segue que z = (jy + 1)+ (iz +1) = (o +iz) + 1€ L+ J /g
ou seja, 7(J) c L +J) /7.

Por outro lado, sejay € I+ /1, entdo y = (iy + j,) + I paraiy € I e j, € J, ou
seja, y = (iy+ 1)+ (jy+1) = jy+1 =n(j;) € n(J),ouseja, L +J /1 C x(J). Juntando
as duas inclusées se conclui que (I +J) /1 = = (J). ]

O teorema anterior informa uma outra maneira de visualizar a imagem de um
ideal pela projecdo. Para finalizar o capitulo, um resultado que vai ser importante
posteriormente é o teorema do isomorfismo.

Teorema 1.33. Seja A uma R-algebra e sejam [ e J ideais bilateraisde Aer: A —
A /1 a projecdo. Entao «(.J) é ideal bilateralde A /1 e

Air o Al A

a() T+ I+T

Demonstragdo. Sejam p,q € w(J), entdo p = jo+ I e ¢ = j1 + I para jy, j1 € J e seja
r € R. Deste modo, por J ser um ideal bilateral de A, é fechado pela soma e pela
multiplicagéo por escalar, portanto p + ¢ = (jo +j1) + I € n(J) e rp = (rjg) + I € =n(J).
Isto é, w(.J) é submébdulo de A /7.

Agora, seja a € A, deste modo ap = (ajo+1) € =(J), afinal J também é fechado
pela multiplicagéo por elementos da algebra. Por um argumento analogo, pa € 7(J) e
portanto 7(.J) é um ideal bilateral de A /7.

Agora, vou mostrar que
(K A/I — A

n(J) I+J

(a+1)+7n(J)—a+(T+J)

€ um isomorfismo de algebras. Inicialmente, &€ necessario verificar a boa definicao de .
Sejama, b € Atalque (a+1)+n(J) = (b+1)+n(J), mas isto acontece se, e somente
se, (a+1I)—(b+1) = (a—b)+1I € w(J), isto &, apenas quando (a—b)+1 € {j+1]|j € J},
ouseja, (a—b)+1I = j'+1 paraalgum j’ € .J, 0 que por sua vez acontece se, e somente
se,a—b—j' €1I,ouseja,existei € Italquea—b— ;' =i eportantoa =b + 5" +i'.

ﬂtema

Deste modo dois elementos (a + I) + n(J) e (b+ I) + n(J) de )
mesma classe apenas quando a — b — j' € I. Nesta situagdo, ¢((a + I) + 7(J)) =
v(((b+i =Y+ D) +7n(J)=(0b+i -5 )+ +J)ecomoi € Iej € Jotermoi —j
é absorvido pelo ideal 7+ J, ou seja, Y((a+1)+n(J)) =b+ (I +J) = ((b+1)+n(J])).

Agora verifica-se que ¥ € um homomorfismo de R-algebras. Sejam a, b € A,

entdo Y(((a+1)+n(J))+((b+1)+n(J]))) = V(((a+1)+(b+1))+7(J)) = Y(((a+b)+1)+
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7(J)=(a+b)+(T+J)=a+{T+T)+b+T+J)=9v((a+1)+7(])+((b+1)+7(J]))
entdo ¢ preserva a soma. Do mesmo modo, ¢ (((a + I) + n(J))((b+ I) + w(J))) =
V((a+D)b+1)+7(J])=v(ab+D)+7(J)=ab+{T+J)=(a+T+ )b+ T +J]))
e portanto v preserva a multiplicacao de elementos da algebra. Por fim, seja r € R,
entdo Y(r((a+I)+7n(J))) =v(r(a+I)+n(J))=v(ra+1)+xn(J)=ra+ I+ J)=
rla+ (I +J)) =r((a+ 1)+ w(J)) e entdo ¢ preserva a multiplicagdo por escalar.
Segue que » € um homomorfismo de R-algebras.

Resta agora mostrar que v € bijetiva. Seja u € I%, entéou = a+ ({ + J)
para algum a € A. Deste modo, u = ¥((a + I) + 7(J)) e portanto ¢ & sobrejetiva. A
injetividade segue do nucleo de . O nucleo de ¢ € o conjunto kery = {z € % ]
Vx)=04+T+ )} ={(a+I)+7(J)|ae Aea+(I+J)=0+([+J)}. Como
a+(I+J)=0+(I+J)se, eapenas se, a € I + J, preciso saber quais sao as
classes (a+ 1)+ n(J)coma =i+ jparaalgumi € I e algum 5 € J. Se percebe que
((i+)+D+7n(J)=(G(+I)+x(J)ecomoj+I¢cmn(J),segueque (j+I)+x(J)=
(04 1)+ n(J) e deste modo (a + I) + n(J) = (0+ I) + n(J) paratodo a € I + J.
Recapitulando, ¢¥((a+1)+7(J)) =a+([+J) =0+ (I+J) se,esomentese a € [+ J,
mas neste caso (a + ) +n(J) = (0 + 1) + n(J) e portanto ker ¢y = 0, afinal s6 existe
uma classe que ¥ mapeia para o zero. Deste modo 1 é injetivo e portanto ) é um
isomorfismo de R-algebras. [ |
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2 ALGEBRA DE CAMINHOS (DE LEAVITT)

O objetivo principal deste capitulo é o de apresentar duas definicdes equiva-
lentes de uma algebra de caminhos de Leavitt. Para isto serdo necessarias outras
definicoes tais como a de um grafo direcionado e uma algebra de caminhos.

Definicdo 2.1. Um grafo direcionado £ é uma quadrupla (E°, E',r, s) onde EV é um
conjunto de vértices, E! um conjunto de arestas tal que ENE! = &, r e s sdo funcdes

r,s: E' — EO.
chamadas de range e source respectivamente.

O “caminho"da algebra de caminhos de Leavitt se refere a um caminho em um
grafo direcionado, abaixo seguem algumas definicdes iniciais.

Definicao 2.2. Um caminho em um grafo direcionado £ é uma sequéncia de arestas
1= eres---ep (isto é, sequéncia de elementos de E') tal que r(e;) = s(e;y1) para
ie{l,---,n—1}.
« O tamanho de um caminho p, denotado por |u| € a quantidade de arestas que
formam o caminho.

« Vértices sdo caminhos de comprimento zero e arestas sdo caminhos de compri-
mento um.

- E possivel definir o source e o range de um caminho. Seja p = f;--- f, um
caminho, entdo s(p) = s(f1) e r(p) = r(fn). Se v &€ um vértice, r(v) = s(v) = v.

* O conjunto de todos os caminhos de comprimento igual a n no grafo £ € denotado
por E™ e path(E) = U, —, E™ é o conjunto de todos os caminhos finitos no grafo
E.

« Um caminho infinito € uma sequéncia infinita de arestas tal que r(e;) = s(e;11)
para todo i.

+ Um ciclo no grafo é uma sequéncia de arestas e - - - e, tal que r(ep,) = s(eq).
» Uma sink no grafo € um vértice v que recebe arestas, mas ndo emite nenhuma,

isto &, 7 (v) £ @es (v)=2.

Exemplo 2.3. Seja E um grafo direcionado com EY = {u,v,w}, E! = {e, f}, a fungéo
range dada por r(e) = v e r(f) = w e a fungéo source dada por s(e) = u e s(f) = v.
Este grafo pode ser representado da seguinte maneira
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Nesta representacéo a funcao r informa para onde uma aresta “vai"e fungéo s informa
de onde a aresta “vem". As arestas e¢ e f formam o caminho 1 = ef em E, afinal
r(e) = s(f). O caminho u tem comprimento |u| = 2.

Exemplo 2.4. Seja F o grafo com E = {u,v}, E! = {e1,e2,e3} € onde as fungdes
source e range séo dadas por s(e1) = r(e1) = u, s(ea) = u, r(e2) = v, s(ez) = v e
r(eg) = u com representacdo grafica abaixo

€2

EOouS0

€3

Como a aresta e; tem range igual ao source, faz sentido falar no caminho
ejeieq - -+, OU Seja, este grafo possui um caminho de tamanho infinito. Outro caminho
de tamanho infinito no mesmo grafo € dado por esegeges - - - .

Exemplo 2.5. O grafo abaixo é chamado de rosa em n pétalas. O grafo tem um vértice
venarestas e, --- ,e,. Este grafo resulta em um importante exemplo de algebra de
caminhos de Leavitt como serd visto logo mais.

€1

enC&DQQ

Definicdo 2.6. Seja £ = (EY, E', s,r) um grafo direcionado. A algebra de caminhos
sobre um anel comutativo com unidade R, denotada por Pr(E), € a R-algebra livre
R(EY U EY)T sujeita as seguintes relagées

* (V) vw = vé,,, para todo v, w € EY;

* (E1) s(e)e = e = er(e) paratodo e € E1.

Ou segja,
R(EYU ENHY*
(X)

para X = {vw — vdy | v,w € EO} U {s(e)e —e|e € E'} U{er(e) —e|ec E}.

PR(E) =

Observacao 2.7. Vale ressaltar que na definicdo acima a notagao ¢, ,, se refere ao
delta de Kronecker, onde d,,, = 0 se u # v e 0y, = 1. O delta de Kronecker difere
do J, usado anteriormente na definicao de algebra livre que era usado para indexar a
soma direta do mesmo anel.

Exemplo 2.8. O grafo do exemplo 2.3
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tem base formada pelos elementos {u, v, w, e, f, ef} pois estes sdo os Unicos caminhos
no grafo, deste modo o grafo E d& origem a um espaco vetorial de dimenséo 6. As
relacdes (V) e (E1) implicam que, por exemplo, uv = vw = 0, vv = v, Www = w, uu = u,

vf = f = fuw.

Exemplo 2.9. Ja os grafos dos exemplos 2.4 e 2.5 dao origem a um espaco vetorial de
dimensao infinita. Como ja foi mostrado, no exemplo 2.4 é sempre possivel concatenar
o0 caminho e infinitas vezes. Mais geralmente, qualquer grafo com pelo menos um loop
ou pelo menos um ciclo vai dar origem a uma algebra de caminhos com dimenséao
infinita.

Definicdo 2.10. Um vértice v em um grafo E é dito regular se s~ (v) é finito e nao
vazio. O conjunto de vértices regulares de E é denotado por Reg(E).

Vértices regulares sdao aqueles que emitem arestas, mas apenas uma quanti-
dade finita.

Exemplo 2.11. No grafo do exemplo 2.3, os vértices ¢ e f sdo regulares, pois s (u) =
{e} e s71(v) = {f}, enquanto w n&o é um vértice regular, pois s~ (w) = @.

Exemplo 2.12. Seja R, a rosa em infinitas pétalas, entdo o Unico vértice v deste grafo
nao é regular, pois s~!(v) = E! que é infinito.

Alternativamente, a algebra de caminhos Pr(FE) pode ser definida como o R-
mddulo livre cuja base é formada pelos caminhos em E e cuja multiplicacdo de vetores
€ dado pela concatenacdo de caminhos da seguinte forma. Sejam p = p;---p, €
q = q1---qm caminhos em um grafo, entdo p- ¢ = pg caso r(p) = s(q) ep-q =0
caso contrario. Em particular, dois caminhos de comprimento nulo concatenam apenas
caso sejam o mesmo vértice, isto &, vv = v € vw = 0 para todo v # w, além disso,
s(e)e = e e er(e) = e, pois ambas as multiplica¢gdes resultam em caminhos n&o nulos
e concatenar um caminho de comprimento zero néo altera o resultado do caminho
original. Estendendo a concatenagéo bilinearmente nos escalares do anel R se obtém
uma algebra isomorfa a algebra de caminhos. Para demonstrar este resultado, seréo
necessarios o resultado auxiliar abaixo.

Teorema 2.13. Sejam A e B R-algebras e f : A — B um homomorfismo de R-
algebras. Entdo ker f = {a € A | f(a) = 0} € um ideal bilateral de A.

Demonstragédo. Primeiramente sera demonstrado que ker f € um submddulo de A.
Sejam a, b € ker f, entdo f(a) = f(b) =0elogo f(a) + f(b) = f(a+b) =0. Sejar € R,
entdo f(ra) =rf(a) =70 =0, entdo ra € ker f. Com isto ker f € um submodulo de A.

Agora, seja ¢ € A, entdo f(ac) = f(a)f(c) = 0f(c) = 0 e entdo ac € ker f.
Analogamente, ca € ker f e deste modo ker f € um ideal bilateral de A. |
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Com estes dois resultados em maos é possivel demonstrar a equivaléncia das
duas definicoes de algebras de caminhos.

Teorema 2.14. Seja M a R-algebra livre gerada pelo conjunto path(E) com multiplica-
¢ao dada pela concatenagéo de caminhos estendida bilinearmente. Entdo M = Pr(FE).

Demonstracdo. Sejai: EYU E! —s M a funcdo inclusdo. Pela propriedade universal
do semigrupo livre, existe uma unica maneira de estender ¢ para um homomorfismo
f:(EYUEYhYT — M. Esta fungdo mapeia uma palavra nas letras do conjunto E0 U E!
para um caminho com estas letras, isto é, seja a € (EO U E1)+, entioa =aq---ap €
se define f(a) = f(ay---ap) = ay ---ap, € se, por exemplo, r(ay) # s(ag), entdo f(a) =
aias---an = 0. Pela propriedade universal do médulo livre, f estende unicamente
para um homomorfismo de R-médulos ¢ : R(EY U E1)* — M onde, por construgéo,
% |(EouE1)+ homomorfismo de semigrupos e portanto ¢ preserva a multiplicacdo dos
elementos da base de R(E” U E1)*. Por linearidade, segue que ¢ é homomorfismo de
R-algebras.

Para estender ¢ para um homomorfismo do quociente ¢ : R(E® U E1)* /(X) —
M, é necessario calcular o nucleo de . De um resultado visto anteriormente, ker ¢ é
um ideal bilateral de R(E°UE)* e além disso, este ideal contém X, afinal, seja = € X,
entédo para v, w € Fleec El, z pode ser escrito como vv — v, COMO vw €aso v # w,
como s(e)e—e ou como er(e) —e. De modo que p(vv—v) = ¢(v)p(v)—p(v) = vv—v =0,
p(vw) = vw = 0 e como er(e) € s(e)e concatenam para o caminho e, g(er(e) —e) =
er(e) —e=0e p(s(e)e —e) = s(e)e —e = 0. Ou seja, z € X, entdo p(z) = 0 e portanto
X C ker p que, por sua vez, implica que (X) C ker ¢. Entdo ¢ esta bem definida. Para
mostrar que ¢ € um isomorfismo, € suficiente encontrar um homomorfismo inverso.

Seja ¢ : path(E) — R(E°U EN)* /<X> definida por v/(q) = q1---qn + I, isto
€, ¢ pega um caminho no grafo E e leva para a concatenacao das letras do caminho
sujeito as relagdes de impostas por (X). Como path(E) € a base do R-mddulo livre
M, segue que v se estende para um Unico homomorfismo de R-médulos ¢ : M —s
R(E°U EY)* /<X>- Sejam p, ¢ € path(E), entao ¢(pq) = p1---pnqr - gm + (X) =

(p1-- (X)) (g1 - am+ (X)) = U(p)¥(q), em particular, se pq = 0, entao 7(p)s(q) = 0
e neste caso, p1---pnq1 - qgm + 1 =0+ 1 =1(0).

Agora, seja a € R(E° U EV)t, entdo a = 3 }_, rpq onde ¢, € (ECUEYHT e
portanto ¢)(¢(a + I)) = ¥(p(a)). Relembrando que y(a) = -7 7. f(qr) = S r—1 T
Deste modo, (37— 7kar) = Yohe1 Tkt (ar) = Yohey Tilar + 1) = Cf—y k) + 1.

Por outro lado, seja m € M, entdo m = >, sgpy, onde p € path(E). Entdo
Blm) = Yy skvlar) = iy sklax + (X)) e portanto G(d(m)) = G(Sj_y sila +
(X)) = >0 skp(pr + (X)) = >} skpr = m. Deste modo ¢ € um homomorfismo
de R-algebras que é o inverso de ¢. Deste modo ¢ € um isomorfismo de R-algebras
que é o que ser queria demonstrar.
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Agora ja se tem a definigdo de uma algebra de caminhos, mas uma algebra de
caminhos de Leavitt demanda um pouco mais de estrutura tal qual a estrutura de um
grafo estendido.

Definicdo 2.15. Seja £ = (EY, E!, r, s) um grafo direcionado. O grafo estendido de E,
denotado por E é o grafo formado pela quadrupla (E°, E' LU (EV)*, 7, 5) onde (E')* =
{e* | e € E} é 0 conjunto de arestas fantasma e as funcdes 7 e § sdo dadas por

o 1 1
e r(e) e s s(e)
e* — s(e) * s r(e).

Exemplo 2.16. Seja F o grafo direcionado abaixo

)
@)
E possivel estender E adicionando as arestas ¢* e f* (chamadas de arestas fantasma)

que possuem o range e o source invertidos com relagéo as arestas originais. Tal grafo
estendido € mostrado abaixo.

Observacao 2.17. Para simplificar a notacao, as funcdes 7 e s serdo denotadas por r
e s respectivamente.

Observacido 2.18. Para que a relacdo (E1) seja estendida para £ é necessério acres-
centar a seguinte relacéo (E2) para todo e € E!

Para a construcéo da algebra de caminhos de Leavitt serd necessaria a utiliza-
cao das relagdes abaixo em um grafo £
* (CK1) e*f =r(e)é. s paratodoe, f € E!

* (CK2) v =73 cs-1(y)cc” paratodo v € Reg(E).

Observacao 2.19. Na relagéo (CK1), o 4, ; também se trata do delta de Kronecker.
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Dadas todas estas definicdes prévias, é possivel construir a algebra de cami-
nhos de Leavitt.

Definicao 2.20. Seja R um anel com unidade e F um grafo. A algebra de caminhos
de Leavitt do grafo £ sobre R, denotada por L (F) € a R-algebra livre gerada pelo
conjunto E0 U E1 U (EY)* sujeita as relagdes (V), (E1), (E2), (CK1) e (CK2), isto &,
R(ECU EYU (Eh*)*

(X UY)

Lg(E) =

onde X é o conjunto com as relagdes (V) e (E1) e Y é o conjunto com as relagdes
(E2), (CK1) e (CK2).

Assim como na definicdo de algebra de caminhos, a algebra de caminho de Lea-
vitt pode ser definida alternativamente como a algebra de caminhos no grafo estendido
sujeita as relacoes (E2), (CK1) e (CK2). A demonstracdo segue no teorema abaixo.

Teorema 2.21. Seja £ um grafo direcionado e R um anel com unidade, entdo Li(E) =

PR(E) [x((vy).

Demonstracdo. Para simplificar a notacéo, nesta demonstragdo denotarei R(E°U E1 U
(EL)*)T por RE. Do teorema 1.31, (X UY) = (X) + (Y) e portanto
RE RE

(Xuy) (X)+)

Do teorema 1.32, (X) + (Y) /<X> = 7({Y')) e do teorema 1.33 seguem que,

RE RE/<X> Pr(E)

(
(X)+ () <X>+<Y>/<X> (V)

Teorema 2.22. Seja £ um grafo com uma quantidade finita de vértices, entdo Ly (F)
€ unitaria com unidade sendo a soma de todos os vértices.

Demonstragdo. Seja s = ;' ; v; a soma de todos os vértices de E, entdo spg* =
S vipg®, mas vipg* = pg* caso s(p) = v; € vipg* é nulo caso contrario, deste
modo, > i v;pg* = pg*. Analogamente, pg*s = > I | p¢*v; onde pg*v; = pg* caso
s(q¢) = v; e pg*v; é nulo caso contrario, segue que I | p¢*v; = pg* de modo que
spq” = pq* = pq*s.

Como todo elemento de Ly (E) é escrito como uma combinagao linear de termos
do tipo pq* para p, ¢ € path(FE), segue que s € a unidade da algebra. [

Mesmo que nem todas as algebras de caminhos de Leavitt sejam unitarias,
todas tem unidades locais.
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Teorema 2.23. Seja £/ um grafo qualquer, entdo Ly (E) € uma algebra com unidades
locais, isto é, dados =, y € Li(FE), existe u € Lr(F) tal que zu = ux = v € yu = uy = y.

Demonstragdo. Sejam z, y € Lr(FE), entdo = e y sdo combinagdes lineares de ca-
minhos em E, isto &, x = Y p_ rpqp € y = D01, sjpj para ry, s; € Req, pj €
path(E) U path(E)* onde path(E)* € o conjunto dos caminhos fantasma. Seja C y =
{S(Qk)vr(Qk)>S(pj)>T(pJ) ’ k = 17 o,n e ] €l >m}' Definindo v = Zvecm,y” e
usando um argumento analogo ao teorema acima, se obtém que zu = ux = x € que
uy = yu = y. ]

Uma das motivacdes para se estudar algebras de caminhos de Leavitt vem
do fato de que muitas algebras conhecidas surgem como exemplos de algebras de
caminhos de Leavitt. Abaixo seguem alguns exemplos que demonstram este fato.

Exemplo 2.24. Em livros e artigos sobre algebras de caminhos de Leavitt, um exemplo
recorrente de algebras de caminhos de Leavitt surge a partir de anéis nao IBN.

Um anel com unidade R é dito ter a propriedade do invariant basis number (ou
é dito ser IBN) se para quaisquer n, m € N, R = R™ implicar que m = n. Vendo R"
e R™ como R-modulos livres, um anel é dito ser IBN se dois R-médulos livres sao
isomorfos se, e somente se, as bases destes R-modulos tem a mesma cardinalidade.

Seja R um anel ndo IBN, entdo R" = R" para algum n, m € Ncomn > m
e deste modo, R € dito ter médulo tipo (m,n). Em particular, neste exemplo serao
tratados sobre médulos do tipo (1, n), isto é, anéis para o qual R" = R.

Seja R um anel de médulo tipo (1,n), entdo R tem uma base com um elemento
{1r}, afinal R tem unidade e R tem uma base {eq, - ,e,}. Como R = R", existem
isomorfismos ¢ : R — R" ey : R — Rtalque ¢oty = 1pn € Yo ¢ = 1p. Sejam
x1, - ,rn € Rais que ¢(1p) = z1e1 + -+ + zpen € S€JAaM y1,--- ,y, € R tais que
¥(e;) = y;. Deste modo, ¢(y(e;)) = ¢(y;) = vip(1) = yiz1er + - - yiznen = €;, OU S€jQ,
yiz; = 6; j1g. Poroutro lado, ¥(¢(1g)) = (35l wie;) = D25l wib(es) = 2oilq wiyi =
1p.

Deste modo, se R = R™ devem existir elementos z1,--- ,xy, € y1, -+ ,yn de
tal modo que y;z; = 0; j1p € Y ;" | z;u; = 1. Tomando isto como base, se define a
algebra de Leavitt L(1,n) do seguinte modo

S
LS(]_,n) — (xla 7$T}7 y]_v 7yn)

onde I é o ideal gerado pelas relagbes y;z; = ¢; j1 e > ;" ; 2;5; = 1 onde S € um anel
com unidade. Por construgédo Lg(1,n) = Lg(1,n)"™ como S-moédulos.
Para n > 2, seja R, o grafo abaixo, chamado de rosa em n-pétalas.

en@@;lel
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Seja f : EYU E' U (EY)* — Lp(1,n) onde f(v) =1, v(e;) = z; € fe;) = y;.
Considerando a funcao f, o ideal I é igual ao ideal gerado pelas relagbes (CK1) e
(CK2). A relacao (V), dentro de R,, se reduz a vv = v e as relagdes (E1) e (E2) se
reduzem a ev = ve = e, OU Seja, as relacdes (V), (E1) e (E2) implicam que v é a
unidade de Lp(R;,). Deste modo, ambas as algebras podem ser vistas como algebras
livres geradas por 2n elementos que estao sujeitas as mesmas relagdes e portanto
sao isomorfas, ou seja, Lr(Ry,) = L(1,n) e deste modo, Lr(Ry) = Li(Ry)".

Exemplo 2.25. Considerando o exemplo anterior, € natural perguntar o que acontece
com a algebra de caminhos de Leavitt do grafo R;. A algebra Li(R1) vai ser gerada
pelo conjunto G = {v, e, e*, ee, e¥e*, eee, e*e*e*,---}. Seja f : G — R[z,2~!] onde
f) =1, f(e") = 2" e f((e")*) = 2~ ! para e” = e--- ¢ a concatenacdo de e com e n
vezes e (e*)" a concatenacao de e* com e* n vezes. Esta fungéo se estende para um
isomorfismo de R-algebras e portanto Lp(R1) = R[z, = 1].

Exemplo 2.26. Seja £ um grafo com finitas arestas e finitos vértices onde nenhum
ciclo tem saida. E dado em (VAS, 2022, pg 9) que se o grafo tem n sinks vy, - - - , vy,
com k; caminhos acabando em v; e tem m ciclos ¢y, - - - , ¢, com [; caminhos acabando
em algum vértice de ¢; de modo que o caminho nao contém o ciclo, entdo Ly (E) =
@i My, (K) & @2, M (K[z,2~1]) para K um corpo.

Seja E o grafo
0w
@)
FE tem uma unica sink, que é w e possui 3 caminhos acabando em w que séo, w, v €

uv, entdo n = 1 e k; = 3. Este grafo ndo possui nenhum ciclo, logo m = 0 e portanto a
formula acima indica que L (F) = M3(K).
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3 MONOIDES E GRADUAGOES

A conjectura de classificacao de algebras de caminhos de Leavitt vai evoluir a
partir de construgdes algébricas envolvendo monoides e posteriormente uma teoria de
graduacao. Os objetivos principais deste capitulo sédo o de apresentar o grupo K e de
mostrar que toda algebra de caminhos de Leavitt € Z-graduada.

Definicao 3.1. Um monoide € um semigrupo (M, -) com um elemento identidade.
Definicao 3.2. Se a operagao do monoide for comutativa, 0 monoide é dito comutativo.

Exemplo 3.3. O conjunto dos naturais N = {0,1,2,---} forma um monoide com a
operacao usual de soma. Tal monoide é comutativo.

Exemplo 3.4. Todo grupo tem uma operacao com identidade, associativa e com ele-
mentos inversos, entdo todo grupo é também um monoide.

Teorema 3.5. Seja A* = [ J7°, A" onde A” = {¢} é visto como a palavra vazia, ent&o
€ A* um monoide com a concatenagao de palavras.

Demonstracdo. A associatividade de A* segue de um argumento analogo ao dado
na demonstracao do teorema 1.5, restando apenas verificar a existéncia do elemento
identidade. Seja a € A*, denotando a palavra vazia A por ¢, entdo ac = ca = a, entdo
A* é, de fato, um monoide. [ |

Definicao 3.6. O monoide A* = J;~, A" do teorema acima é chamado de monoide
livre gerado pelo conjunto A.

Esta definicdo deve ser vista como um anélogo da definicdo 1.3 de semigrupo
livre, com a diferenca que aqui A" = {¢} é a palavra vazia. Na notagdo do teorema 1.3,
A* ={c} UAT,

Exemplo 3.7. Seja A = {0, 1}, entdo monoide livre gerado por A é dado por A* =
{£,0,1,00,01,10,11,--- }.

Definicao 3.8. Sejam (M, +) e (NN, -) monoides com identidades ¢;; e e respectiva-
mente. Uma funcéo f : M — N é dito um homomorfismo de monoides se para todo

a, b€ M, fla+b)= f(a)- f(b) ese flen) =en.

Todo objeto livre satisfaz alguma propriedade universal, neste caso particular, o
monoide livre precisa satisfazer a a propriedade universal de monoides livres.

Teorema 3.9 (Propriedade Universal de Monoides Livres). Sejam A um conjunto, M
um monoide e f : A — M uma funcdo. Existe um unico homomorfismo de monoides
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f: A* — M tal que f(a) = f(a) para todo a € A. Isto &, o seguinte diagrama comuta
parai* : A — A* a funcdo incluséo.

Observacao 3.10. Antes de demonstrar o teorema, € necessaria realizar uma pe-
guena observagéo. Sejam M e N monoides quaisquer, entdo o conjunto hom(M, N)
dos homomorfismos de monoides entre M e N nao é vazio, afinal sempre existe o
homomorfismo = : M — N dado por z(m) = ey para todo m € M. Tal fungdo é
homomorfismo, afinal z(ep;) = en € z(m +m/) = ey = 2(m) + z(m) para todo m,
m' € M.

Demonstracdo. Com base na observacao acima, existe um pelo menos um homo-
morfismo de monoides f : A* — M. Seja a* € A*, entdo «* é a concatenacgio
de elementos de A, isto é, a* = a;---ay, onde a; € A para todo i. Deste modo,
f(a*) = f(a1)--- f(an) caso a* seja uma palavra de comprimento positivo. Como a
Unica palavra de comprimento nulo é  que € a identidade de A*, tal elemento é mape-
ado no zero do monoide M, isto &, f(c) = ey;.

Isto significa que qualquer homomorfismo ¢ de A* para M é determinado pelos
elementos ¢(a) onde a € A. Escolhendo f(a) = f(a) para todo a € A, tem-se o
homomorfismo f dado por f(a*) = f(a1)--- f(an) = f(a1)--- f(an) € deste modo,
fo i*=f.

Resta agora, verificar a unicidade. Se g : A* — M é um homomorfismo de
monoides tal que g 4= goi* = f, entdo g(a) = f(a) para todo a € A e portanto g
precisa ser igual a f. [

Mais a frente serd encontrada a definicdo do monoide Mg que € um monoide
livre sujeito a relagdes e para saber o que isto significa é necessario estudar um pouco
sobre relagdes binarias em monoides.

Definicao 3.11. Uma congruéncia em um monoide (M, -) € uma rela¢do de equivalén-
cia~em M onde a ~ bimplicaque a-c~b-cparatodoce M.

A definicdo de congruéncia € necessaria para o0 monoide quociente tal qual
definido abaixo.

Teorema 3.12. Seja (M, +) um monoide e ~ uma relagéo de congruéncia em M, entdo
o quociente M /., = {[z] | + € M} € um monoide com soma dada por [z] + [y] = [z +].

Demonstragcdo. Primeiramente é necessario verificar a boa definicdo da soma, isto é,
se [z] = [a] e [y] = [b], entdo [z] + [y] = [a] + [b]. Como [z] = [a], Segue que = ~ a €
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como a relagéo é de congruéncia, segue que x +y ~ a + y, por outro lado, como y ~ b,
a+y ~ a+beportanto x + y ~ a + b de onde segue que [z + y| = [a + b] e portanto
[z] + [y] = [a] + [b] € a soma estd bem definida.

O elemento neutro de M /., é dado por [0] onde 0 é o elemento neutro do
monoide, afinal [z] + [0] = [z + 0] = [z] e [0] + [z] = [0 + z]| = [z].

A soma é associativa, afinal [z] + ([y] + [z]) = [z] + [y + 2] = [z + (y + 2)]
e como a soma do monoide é associativa, = + (y + z) = (z + y) + z e portanto
[z + (y+2)] = [(z+y) + 2] que, por sua vez [(z +y) + 2] = [z +y] + [2] = ([z] + [y]) + [z].
Ou seja, [z] + ([y] + [2]) = ([z] + [v]) + [2]. u

Definicao 3.13. Seja R uma relacado binaria no monoide livre M*. O fecho simétrico
de R, denotado por R U R~! é a menor relacdo de equivaléncia em M* que contém
R e que é uma relacao simétrica. Analogamente se define o fecho transitivo e o fecho
reflexivo.

Teorema 3.14. Seja R uma relacao binaria em M*. Seja E ¢ M* x M* uma relacao
binaria onde x ~g y, se e somente, se x = sut € y = svt para u,v,s,t € M* com
(u,v) € RUR™!. Entdo E é uma relagio simétrica.

Demonstragdo. Sejam z, y € M* de modo que = ~p y, entdo existem s, t, u e v € M*
com u, v € RUR™! de modo que = = sut e y = sut.

Agora, y ~g = se, e somente se exitem elementos a, b, w, z € M* com w,
z € M*talque y = awb e x = azb. Tomando a = s,t = b, w = v € z = u Se recupera a
relacdo = ~p y. Deste modo a relagéo £ é simétrica. |

Teorema 3.15. Seja £ como no teorema acima entao tomando o fecho transitivo e o
fecho reflexivo de E se tem que M~ /NE € uma relagdo de congruéncia.

Demonstracéo. A relacao ~p é de equivaléncia pois como visto no teorema acima
€ uma relacéao reflexiva e tomando o fecho transitivo e o fecho reflexivo se tem uma
relagéo de equivaléncia.

Sejam z, y e a € M* de modo que = ~p vy, isto é, existem s, ¢, u, v € M* com
u, v € RUR™! de modo que = = sut e y = svt e portanto ax = asut € ay = asvt de
modo que azx ~p ay. Do mesmo modo se tem que za ~ ya € entdo ~p € uma relagao
de congruéncia. [

Definicdo 3.16. Seja £ o fecho transitivo e reflexivo de £ assim como no teorema
acima, entdo o monoide quociente M " / ~5 é dito a apresentacao do monoide por
geradores e relagdes e € denotado por (M | R).

Com isto se consegue definir o monoide quociente a partir de uma relacao
binaria qualquer no monoide livre.
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Definicdo 3.17. Seja £ um grafo direcionado e seja R a relacdo binaria em E° onde
[v] = Zees—l(v)[T(e)] para todo vértice v € E¥ regular e onde [u] + [v] = [v] + [u] para
todos os vértices u e v do grafo. Entdo My = (E" | R).

O estudo de monoides feito até 0 momento foi para chegar na definicao acima.
O monoide Mg é o monoide abeliano livre gerado pelos vértices do grafo F sujeito as
relagoées [v] = 2668_1(v)[r(e)] para todo vértice regular v € Reg(E).

Exemplo 3.18. Seja R o grafo abaixo com um vértice e nenhuma aresta

©

Ent&o o Unico vértice do grafo n&o é regular, afinal ndo emite nenhuma aresta. Deste
modo Mp, € o monoide abeliano livre sem estar sujeito a nenhuma relagao, isto &,
Mg, = {0, [v], [v] + [v], [v] + [v] + [0], - -~ }.

Seja f : N — Mp, a fungéo definida por f(n) = n[v], onde n[v] € a soma de
[v] n vezes. Esta fungdo é um isomorfismo de monoides ja que é bijetiva e f(n+ m) =
(n 4+ m)[v] = nlv] + m[v] = f(n) + f(m) e portanto Mg = N.

Exemplo 3.19. A rosa em uma pétala R
Oz

tem o monoide Mp, gerado pela relagao [v] = > ccy-1(y)[r(€)] = Dees—1(y)lv] € COMO
s71(v) = {e1}, segue que My, é o monoide livre gerado pelo vértice [v] sujeito &
relagéo [v] = [v]. Como esta relacdo é trivialmente verdadeira, pelo mesmo argumento
do exemplo anterior, Mp, = Mp = N.

Exemplo 3.20. A rosa em n pétalas paran > 2

en@@aq
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tem o monoide livre gerado pelo vértice v sujeito a relagéo [v] = 266571(7}) [r(e)]. Como
v emite n vértices, todos com o mesmo range, se tem que [v] = > 1 ([v] = nfv] e
portanto Mp = {0, [v],2[v],--- (n — 1)[v]}.

Por exemplo, para n = 5, Mg, = {0, [v], 2[v], 3[v], 4[v]}. Aqui 3[v] + 4[v] = T[v] =
2[v]+5[v] = 3[v], afinal 5[v] = [v]. Igualmente, 2[v]+4[v] = 6[v] = [v]+5[v] = [v]+][v] = 2[v
e do mesmo modo, [v] + 4[v] = [v] e portanto 4[v] € quase uma identidade aditiva, afinal
m[v] + 4[v] = m[v] para todo m # 0.

Vale a pena observar que o monoide nao é cancelativo, afinal (n — 1)[v] + [v] =
n[v] = [v] = 0[v] + [v], ou seja, (n — 1)[v] + [v] = O[v] + [v], porém (n — 1)[v] # O[v].
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Definicao 3.21. Seja R um anel com unidade, entdo V(R) é o conjunto das classes de
isomorfismo de R-méddulos projetivos finitamente gerados.

Teorema 3.22. O conjunto V(R) tem estrutura de monoide comutativo com a operagéo

[Pl+[Q] = [Ped]

Demonstragdo. Sejam [P], [Q], [S] € V, entdo ([P]+[Q])+[S] = [P®Q|+[S] = [(P®Q)D
S),mas (P&Q)®S = Pa(Q®S), entdo [(PHQ)d S| =[P (QaS)] = [P+ ([Q]+15]),
portanto V(R) forma um semigrupo com a soma direta. O modulo trivial, denotado por
0, é projetivo, afinal para qualquer médulo livre F, FF = F & 0 e é finitamente gerado
pelo conjunto vazio, entdo V(R) é um monoide.

Resta verificar a comutatividade. Como P & Q = Q @ P, segue que [P] + [Q] =
PeQ=[Q® P =Q]+[P =

Exemplo 3.23. Um dos poucos exemplos de anéis cujo célculo do monoide V é razoa-
vel € de um corpo.

Seja K um corpo, entdo todo K-mddulo projetivo finitamente gerado é um K-
espaco vetorial de dimensdo finita. Isto €, V(K) = {[P] | P € um K-espago vetorial de
dimensao finita } e como um espago vetorial é classificado a menos de isomorfismo
pela dimenséo, segue que V(K) = {0,1,2---} = N.

Teorema 3.24. Seja £ um grafo e K um corpo, entdo Mg = V(L (E)).

A demonstragao deste teorema, que envolve alguns conceitos categoricos, pode
ser encontrada em (ABRAMS; ARA; SILES MOLINA, 2017, pg 78)

Dado um monoide comutativo M, surge a pergunta de como estender M para
um grupo abeliano, um possivel modo de fazer isto é através da construcédo do grupo
de Grothendieck. Antes de passar para a definicdo, € necessario considerar a relacao
de equivaléncia abaixo.

Teorema 3.25. Seja M um monoide comutativo. A relagcdo ~ em M x M dada por
(a,b) ~ (c,d) se, e somente se, existe m € M talque a +d+m = b+ ¢+ m, é uma
relacao de equivaléncia.

Demonstracdo. Esta relacao é reflexiva, afinal 0 € M ea+b+0 = a+ b+ 0, logo
(a,b) ~ (a,b).

Se (a,b) ~ (c,d), entdo existe m € M talque a +d+m = b+c+melogo (¢,d) ~ (a,b).
Por fim, basta verificar a transitividade. Se (a, b) ~ (¢, d) e (¢,d) ~ (e, f), entdo existem
menec Mtalquea+d+m =0b+c+mec+ f+n =d+ e+ n, entdo somado
estas duas igualdades, (¢ +d+m) + (c+ f+n) = (b+c+m)+ (d+ e+ n). Seja
p=c+d+n+meM,logoa+ f+p=>b+e+peentdo (a,b) ~ (e, f). |

Definicao 3.26. Seja M/ um monoide comutativo e seja ~ a relagao de equivaléncia em
M x M dada por (a,b) ~ (c,d) se, e somente se, existe m € M tal que a+d+m = b+c+m
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do teorema anterior. O grupo de Grothendieck de M, denotado por G(M) é definido
como (M x M) /_,.

Exemplo 3.27. A construcao do grupo de Grothendieck € mais geral que a construgéao
dos inteiros a partir dos naturais, de modo que G(N) = Z.

Teorema 3.28. Seja M/ um monoide comutativo, entdo G(M) € um grupo abeliano com
a operagao de soma dada por [a,b] + [¢,d] = [a + ¢, b+ d].

Demonstracdo. Antes de qualquer coisa € necessario verificar se a soma como dado
no enunciado do teorema esta bem definida, ou seja, se [a,b] = [d’, V] e [c,d] = [¢/, ],
entdo [a + ¢,b+d] = [d' + .,V + d'].

Se [a,b] = [d,V/], entdo existe m € M talque a +b +m = d +b+m e se
[c,d] = [, d'] entdo existe n € M tal que ¢+ d’ +n = ¢ + d + n. Somando estas duas
igualdades, a+b' +c+d+m+n = ' +b+c +d+m+n, ou seja, [a+c, b+d] = [a'+, ¥ +d'],
afinal existe m + n € M tal que as duas classes sao iguais.

Sejam [a, b], [c,d] € [e, f] € G(M), entdo [a, b]+([c, d]+]e, f]) = [a, b]+[c+e, d+f] =
l[a+(c+e),b+(d+ f)]=[(a+c)+e, (b+d)+ f] = ([a,b] + [c,d]) + [e, f], entdo a soma
€ associativa.

O elemento identidade de G(M) é dado por [0, 0], afinal [a, b] + [0,0] = [a + 0,b+
0] = [a, b] e 0 elemento inverso de [a, b] € dado por [b, al, afinal, [a, b]+[b, a] = [a+b,a+],
mas como (a + b,a +b) ~ (0,0), segue que [a, b] + [b,a] = [0, 0].

Entdo G(M) € um grupo e resta apenas verificar que este grupo é abeliano.
Sejam [a,b], [c,d] € G(M), entdo [a,b] + [¢,d] = [a+ c,b+d] = [c + a,d+ b] = [¢,d] +
a, b]. |

Para que o grupo de Grothendieck seja um bom modo de se estender um
monoide, é esperado que tenha algumas boas propriedades, por exemplo, se H é um
grupo, entdo G(H) continue sendo isomorfo a H, exatamente isto acontece.

Teorema 3.29. Seja M um monoide comutativo, entdo M é um grupo se, e somente
se, G(M) = M.

Demonstragdo. (—) Seja M um grupo e ¢ : M — G(M) uma func¢édo onde ¢(g) =
[g,0]. Tal fungdo é um homomorfismo de grupos, afinal, ¢(g + h) = [g + h,0] = [g,0] +
[h,0] = ¢(g) + ¢(h). Além disso, ¢(g) = 0, se e somente se, existe m € M tal que
g+ m =0+ m, mas como M é um grupo, tem inverso e portanto g + m =0+ m se,
somente se, g = 0, segue que ¢ € injetivo. Agora, seja [a,b] € G(M), por se tratar de
um grupo, todo elemento é inversivel e neste caso, p(—b+ a) = [-b+ a,0] = [a,b] €
entdo ¢ é sobrejetivo. Segue que G(M) = M.

(«—) Se G(M) = M como monoides, entao existe um isomorfismo de monoides
v : M — G(M). Sendo G(M) um grupo, todo elemento tem inverso, isto €, dado
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g € G(M), existe ¢ € G(M) tal que g+ ¢’ = 0 e deste modo, por ) ser uma sobrejegao,
existem m, m’ € M tal que ¢ (m) = g e y(m') = ¢’ e tais elementos m e m’ séo Unicos,
de onde segue que ¥)(m) + ¥ (m') = (m +m') = 0 = ¥(0). Isto por sua vez, implica
que m +m/ = 0, afinal ¥ é injetor e deste modo todo elemento m € M tem um inverso
adivito m/. Entdo M é um grupo. |

Uma das maneiras alternativas de se definir o grupo de Grothendieck é através
da seguinte propriedade universal.

Teorema 3.30 (Propriedade Universal do Grupo de Grothendieck). Sejam M um mo-
noide abeliano, A um grupo abeliano, i : M — G(M) a fungéo inclusdo dada por
i(m) = [m,0] paratodo m € M, f : M — A um homomorfismo de monoides, entdo
existe Unico f : G(M) — A homomorfismo de grupos tal que f oi = f, ou seja, 0
seguinte diagrama comuta

Demonstragdo. Seja g € G(M), entdo g = [a,b] para a, b € M, deste modo, g =
[a,0] + [0,b] = i(a) + (—i(b)) que serd denotado apenas por g = i(a) — i(b). Isto quer
dizer que todo elemento de G(M) pode ser visto como uma diferenga de elementos
do monoide M, mas isto € bem definido apenas quando esta diferenga seja igual para
quaisquer dois representantes da mesma classe. Sejam ¢, d € M tal que [a, b] = [c, d]
que é equivalente a [a + d,0] = [b + ¢,0], ou seja, i(a + d) = i(b+ ¢), como i € um
homomorfismo de monoides, segue que i(a)+i(d) = i(b) +i(c) e ja que a inclusdo leva
elementos do monoide M para o grupo G(M), é possivel tomar os inversos aditivos
de modo que i(a) — i(b) = i(c) — i(d) e deste modo, a diferenca estd bem definida
independentemente do representante da classe.

Definindo a fungéo f por f(g) = f(i(a)—i(b)) := f(a)— f(b) é necessario verificar
a boa definicdo de f, isto &, se [a,b] = [c,d] entdo f(a) — f(b) = f(¢) — f(d). Como
la,b] = [c,d] se, e somente se, existe m € M tal que a +d + m = b+ ¢+ m entéo
fla+d+m)= f(b+ c+m). Como f & homomorfismo, é possivel separar a soma e
como a imagem de f € um grupo abeliano, todo elemento tem inverso e deste modo,
fla) — f(b) = f(c) — f(d), isto &, f estd bem definida.

Seja h € G(M), entdo h = i(p) — i(q) para p, ¢ € M, deste modo f(g+ h) =
F((i(a)=i(0)+(i(p)—i(q))) = f((i(a)+i(p))—(i(b))+i(q)) € como i é um homomorfismo,
isto se reduz & f(i(a 4+ p) —i(b+ q)) = fla+p) — f(b+ q) e do mesmo modo, f é
homomorfismo e entéo segue que f(g+h) = (f(a) = /(b)) +(f(p) = f(0)) = f(9) + [ (h),
ou seja f é, de fato, um homomorfismo de grupos.
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Resta agora verificar que foi = f e que f é Unico. Seja m € M, entdo
f(i(m)) = f(m), ou seja, o diagrama comuta. Supondo que j : G(M) — A seja
um homomorfismo de grupos tal que g(i(m)) = f(m), entdo g(h) = g(i(p) — i(q)) =

g(i(p)) — g(i(q)) = f(p) — f(q) = f(h). Entdo existe um Unico homomorfismo de grupos
ftalque foi=f. u

Esta propriedade universal garante que, num certo sentido, G(M) é o menor
grupo que contem o monoide M, pois existe um Unico modo de estender um homo-
morfismo de monoides para um homomorfismo de grupos.

Dado um anel com unidade, € possivel encontrar o grupo K associado a tal
anel que preserva algumas propriedades da estrutura original.

Definicao 3.31. Seja R um anel com unidade, o grupo K(R) é definido por Ky(R) =
GV(R)).

Observacao 3.32. Como todos os grafos que serao usados no restante do trabalho
tem finitos vértices, a algebra de caminhos de Leavitt vai ter unidade e portanto faz
sentido tomar o K|y desta algebra ao se esquecer a estrutura de multiplicacao por
escalar, porém a conjectura a ser apresentada no préximo capitulo ainda é vélida para
anéis sem unidade. Uma maneira de estender K para anéis sem unidade é através de
uma outra construcao do K envolvendo idempotentes de matrizes. Esta construgao,
que pode ser encontrada em (ROSENBERG, 1994) ndo depende de que o anel tenha
unidade.

A construcao do K| por idempotentes é a adotada no artigo original (HAZRAT,
2013) onde a conjectura do isomorfismo graduado € apresentada.

Gene Abrams, um dos precursores do desenvolvimento da teoria de algebras
de caminhos de Leavitt, mostra em (ABRAMS, 2015) que uma das vias do desen-
volvimento da teoria da algebra de caminhos de Leavitt aconteceu foi através de C*-
algebras de grafos. Visto que estas duas estruturas possuem varias similaridades
e que a K-teoria € uma ferramenta importante na classificagdo de C*-algebras, por
exemplo, as C*-algebras AF sdo completamente classificadas pelo grupo K. Hazrat
em (HAZRAT, 2013) conjectura que o0 mesmo seja valido para algebras de caminhos
de Leavitt. Dai o motivo de se usar o grupo K para tentar classificar as algebras de
caminhos de Leauvitt.

Como sera visto no préximo capitulo, apenas o grupo K nao é suficiente para
classificar as algebras de caminhos de Leavitt, de modo que é necessario levar em
conta mais estrutura, tal qual a estrutura de graduacao apresentada abaixo.

Definicao 3.33. Sejam A uma R-algebra e G um grupo. A algebra A é dita graduada
pelo grupo G (ou G-graduada) se existe uma familia de submodulos {A, | v € G} onde
A =@, cq Ay talque AsA, C A, paratodo v, 6 € G.
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Como sera visto logo mais, toda algebra de caminhos de Leavitt € Z-graduada
e portanto faz sentido levar em conta a estrutura de graduagéo para tentar classificar
estas estruturas.

Exemplo 3.34. Seja A uma R-algebra e G um grupo, entdo .A sempre pode ser G-
graduada pela graduagdo trivial onde A, = A para e a identidade do grupo G e A; =0
para todo g # e. Deste modo, A = P cq Ag € AgAp C Ay

Exemplo 3.35. A algebra R[z,z~ ] = {3"_ ra® | n € N, r, € R} dos polinémios
de Laurent é Z-graduado pelas componentes R[z, z~1],, = Ra".

Cada componente Rz é fechada pela soma e pela multiplicacao por escalar,
portanto ¢ um submodulo. Além disso, R[z,z71] e @, e Rx" s&o iguais como conjun-

tos e (Rz")(Rz™) C R,

Definicao 3.36. Seja A = © Ay Uma R-algebra G-graduada. Os elementos de A,
para qualquer g € G sao ditos homogéneos.

Exemplo 3.37. Considerando a &lgebra R[x, 1] com a graduacdo dada no exemplo
3.35 se tem que o elemento z!? & homogéneo, enquanto =59 + z7 n&o é.

Teorema 3.38. Seja [ ideal de uma R-algebra A graduada por um grupo G, entao as
duas condi¢Oes sao equivalentes

1. Sejax =3} cqzg €1, entdo zy € I paratodo g € G.
2. 1 CY jeqINAy).

Demonstragdo. (2 — 1) Sejaz € I,entdo z € > cqINAg, isto &, z = > gy
onde z, € I N Ay paratodo g € G, em particular, x4, € I para todo g € G.

(1 +— 2) Seja x € I, entdo separando = na soma de elementos homogéneos se tem
T =) ,cqTg ONde z4 € Ay onde, por hipétese, z4 € I, entdo z4 € I N Ay e portanto
T €Y geqINAy. |

Definicao 3.39. Seja [ ideal bilateral de uma R-algebra A que é G-graduada, entédo
I é dito ser um ideal graduado se satisfaz alguma das condi¢des equivalentes do
teorema acima.

Teorema 3.40. Seja [ ideal de uma R-algebra G-graduada A onde [ é gerado por
elementos homogéneos de A, entdo I € um ideal graduado.

Demonstracéo. Seja S C UgeG Ay um subconjunto de homogéneos que gera o ideal
I,isto é, I = (5).

Inicialmente vai ser demonstrado que se x € AS, entdo todas as componentes
homogéneas de = também estd em I. Seja x € AS, entdo v = >}, ags; para a; € A
e s € S. Como a, € A, segue que a, = Y cqak e portanto » = Y 7_; 3" g aks,
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e como aL’gC € Ae s, € 5, entdo o produto agsk € I. Por outro lado, seja h;. o grau de
sg, isto &, s, € Ay, e portanto al'sy, € Ay, , ou seja, als; € homogéneo. Deste modo,
sendo z; a soma de todos os elementos do tipo algsk que aparecem na expressao
de x de grau h se tem que z;, € uma soma de homogéneos de ordem h e portanto é
homogéneo de ordem h e que x;, € I. Deste modo, x = ;x4 € tal que x4 € I para
todo g € G.

Usando argumento analogo se percebe que o mesmo vale para SA e para
ASA,isto &,seu=> cqug € SAev =73 qvg, entdo ug, vy € I paratodo g € G.
Também é verdade que se r = Z;”:l rjsj € RS cada componente homogénea de r
vai estar em [, afinal r;s; € I e o grau de r;s; vai ser igual ao grau de s; e como [ €
fechado pela soma, r = >_ ;g € tal que ry € I paratodo g € G.

Agora, seja z € I = (S). Pelo teorema 1.25, ] = RS + AS + SA+ ASA e
portanto z =r+z+u+wvparar € RS,z € AS,uec SAev e ASA. Sejaz = deng
a soma em componentes homogéneas onde z; = r4 + x4 + ug + v4. Como foi visto
anteriormente, r¢, x4, vg, ug € I paratodo g € G e deste modo z4 = rg+xg+ugtvg € 1
para todo g € GG. Portanto cada componente homogénea de z esta em [ e disto segue
que I é ideal graduado. [

Agora seguimos para a demonstracdo de que o quociente de uma algebra G-
graduada por um ideal graduado é também graduada e tal graduacao € induzida pela
graduacao da algebra original, mas antes de prosseguir para o teorema € necessario
mostrar que uma expressao do tipo Ag /(Ag NI esta bem definida.

Observacao 3.41. Sejam A uma R-algebra, 7 um ideal de A e M um submddulo de
A, entdo M N1 é um submoédulo de M. Como todo ideal € por definicdo um submaodulo
e como a interseccao de submédulos é submédulo, segue que M N I é submddulo de
M e portanto o quociente é bem definido.

Teorema 3.42. Seja A uma R-algebra GG-graduada e [ ideal graduado de A, entdo

D

tem estrutura de R-algebra.

Demonstraggo. Denotando 71% por Ay, entdo @, Ay tem estrutura natural de
R-modulo, sendo necessario verificar apenas a estrutura de multiplicacdo. Sejam a,
be @yeqAgentoa =3 cqag+ (AgnNT)eb = cqbg+ (AgN 1) e definido a
multiplicagdo pora-b = 3",cq > jeq agbn + (Agn N 1) se percebe que o produto € bem
definido ja que a4by, € A,y € que € bilinear, afinal € sempre possivel tirar o escalar para
fora dos somatorios.

gh
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Por outro lado, sejac=> ;.o ¢ + (A; N 1), entdo

(ab)c = Z Z Z agbpc; + (Agni N 1) = a(be).

i€G heG geG
E ent&o o produto é associativo e bilinear fazendo de @ c; Ay uma R-élgebra. W

Teorema 3.43. Seja A = @ge(; Ay uma R-algebra G-graduada e I um ideal graduado
de A, entao

A—Mg® Ag
1 N ANT
geG

Além disso, A /1 é G-graduada pelas componentes Ag /Ag AT

Demonstracdo. Primeiramente, a funcéo projecao

A
T EBAQ—)@AQQI

geG geqG
> ag— Y (ag+ Agnl)
geG geqG

€ um homomorfismo de -algebras. Sejama, b € A, entdoa =3 cqageb=>3 by
demodo que a+b = 3" cqlag+by) €portanto m(a+b) = > cq((ag +bg) + AgNI) =
>ogeclag + AgNI) + 3 pcq(bg + Ag N 1) = m(a) + 7(b). Sejar € R, entdo 7(ra) =
T(Xogeqrag) = dgeq(rag + AgN 1) = rr(a). Porfim, ab = (3_ cqag) Doneqbn) =
D_heG 2ogeG Agbn € COMO T preserva a soma,

m(ab) = Z Z m(agby) = Z Z agbp, + (Agp, N 1).

heG geG heG geG

Do teorema acima, a multiplicagao € dada por agby, + (Agp + 1) = (ag + (Ag N 1)) (b, +
(Ap N 1)) ereescrevendo os somatorios se obtém que w(ab) = w(a)w(b). Portanto = é
um homomorfismo de R-algebras.

Para passar = para um homomorfismo quociente, é necessario calcular ker 7.
Por defini¢éo, kerm = {a € @ e Ag | m(a) = 3-4cq 0+ (AgN1)} ou equivalentemente,
kerm = {3 jeqag € Ag lag € Ag > jcqag+ (AgNI) =3 cq0+ (AgnI)}. Porém
> gec g+ (AgNI) =3 0+ (AgN1I) se, e somente se paratodo g € G, ag+ (AgN
I) = 0+ (Ag N 1), que € equivalente a a; € Ay N I, porém, por definicdo a, € Ay
entdo a condi¢do a, € Ay N I implica que a4y € I para todo g € G. Recapitulando,
kerm = {3 jeqag € Ag | ag € Ag D gcqag+ (AgNI) =3 cq0+ (AgNI)} =
{>-gccag | ag € I}. Deste modo, se x =} ;x4 € kerm, x4 € I para todo GG, mas
como [ é ideal, € fechado pela soma e portanto = = > ;x4 € I. Por outro lado,
como € graduado, se z =} . x4 € I, entdo x4 € I para todo g € G e deste modo
x € kerm. Portanto kerm = |
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Agora é possivel passar = para um homomorfismo de R-algebras no quociente

A Ag
SER:

1 AT
a+ I+ 7(a).

De modo que ¢(a+ I) = w(a) = 0 <= a € I e portanto kerp = 0. Agora, seja

u € @geG'Ag/(.Aﬂ[)’ entdo u = > cqug + (AgN 1) eentdo p(3 jcqug+ 1) =
T(d_geq ug) = u. Entdo ¢ € um isomorfismo de R-algebras o que conclui a demons-

tracdo. Resta mostrar que as componentes Ay /Ag n [ formam uma G-graduacao de
AT

Seja A=A/ e sejam A, = Ay /(Ag n1I),entdo A= @, c Ay Agora, sejam
g, heG,entdo Ay - Ay = {ay+ (Agp+ 1) | (z,y) € Ag x Ay C{z+ (A +1) | z €
Agnt = A_gh e portanto A é graduada pela graduagéo induzida por A. |

Teorema 3.44. Seja £ um grafo direcionado, entdo a algebra de caminhos no grafo

A

estendido Pr(F) é Z-graduada pelo comprimento dos caminhos.

Demonstragdo. Sejam v € EY e e € E', definindo o grau destes termos por deg(v) =
0, deg(e) = 1 e deg(e*) = —1. Por fim, definindo o grau de um caminho no grafo
estendido zy - - -y, por deg(xy -~ xm) = > v deg(z;). Agora, para n € Z, definindo
Py = spanp{z1---xm | 1, € EOU EY U (EY* e deg(z - - - 2m) = n} se tem que todos
os P, sao fechados pela soma, afinal a soma de dois termos de grau n continua tendo
grau n € a multiplicacdo por escalar também nao afeta o grau e como todo caminho
vai ter algum grau, segue que PR(E) = Bpezn.

Seja m € Z, seja u € PPy, entdo p = (Z?;lrqu)(zgil sjp;), onde 7y,
s; € R e onde deg(q;) = n e deg(p;) = m para todo % e todo j. Deste modo, n =
z;il E;n:/l 71.5;qxp; de modo que deg(gp;) = n + m para todo k e todo j e portanto
PPy C P u

Um outro modo de deduzir o mesmo resultado é considerar a mesma Z-graduagao
na algebra R(EY U E' U (E1)*)* e perceber que o ideal I gerado pelas relacdes (E),
(V1) e (V2) é um ideal gerado por elementos homogéneos e portanto € graduado. Com
isto a algebra R(EY U E' U (EY)*)T /1 ~ pp(F) é também Z-graduada pelo teorema
3.43.

Analogamente ao resultado acima, toda algebra de caminhos de Leavitt L (F)
também é Z-graduada. Para demonstrar isto € necessario o resultado abaixo.

Teorema 3.45. Sejam 7, \, i e p € path(E) de algum grafo £ onde y\* e up* sdo ndo
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nulos. Dentro de Ly (F) a expressao do produto é dado por

vkp* se p = Ak para algum k € path(FE)
(YA)(1p™) = { yo*p* se A = o para algum o € path(E)

0 caso contrario.

Demonstragéo. Pela associatividade do produto, (yA*)(up*) = v(A*u)p. Sejam A =
Al Ap € p =1 pup. Deste modo, Ny = Ajy - - AJpr - o

Casom >ne )\ = p; paratodoi = 1,--- ,n, entdo N u = 41 - m- Seja
K= fptl- fm, N0 1= (A1 M) (Hng1 -+ - ) = Ak € portanto (yA*)(up*) = yrp*
que € o primeiro caso.

Casom <ne\ =p;paratodoi =1,--- ,;m,entdo X = (1 - m) (A1 An)-
Sejao = N\y11-- A, entdo A = po e portanto A = o*p*u = o* e logo (”y)\*)(up ) =
Yot p*

Por fim, caso \; # u; para algum i, o produto \*u € nulo e este é o ultimo
caso. |

O resultado acima mostra que o conjunto {yA* | v, A € path(E) onde r(v) =
r(\)} gera a algebra Ly (F), afinal qualquer elemento da &lgebra vai ser escrita como
uma combinacao linear de produtos deste tipo.

Teorema 3.46. Seja £ um grafo direcionado € R um anel comutativo com unidade,
entdo Lgi(E), a &lgebra de caminhos de Leavitt € Z-graduada pelas componentes

span{yu* | v,p € path(E) e |y| — |u| = n}.

Demonstracdo. Considerando a graduacdo em R(E? U E' U (E1)*)* dado pelo grau
dos mondmios assim como na demonstracao do teorema 3.44 e que o0s conjuntos X e
Y da definigdo 2.20 sdo homogéneos, segue que (X U Y') € ideal graduado e portanto
Lp(E) = R(E°UE"U(E")") /(X UY) pelo teorema 3.43 é também Z-graduado com
graduacao induzida pela graduacédo de R(E" U E1 U (E1)*)T. u

Definicao 3.47. Sejam A = P, Ag € B = D e By R-algebras G-graduadas e
f: A— B um homomorfismo de R-algebras. A funcao f é dita um homomorfismo
graduado se f(A,) C By para todo g € G. A funcéo f € dita ser um isomorfismo
graduado se for um homomorfismo graduado que é bijetivo

Analogamente a definicdo de algebra graduada, também se tem as nogdes de
anel graduado e de médulo graduado.

Definicao 3.48. Sejam R um anel e G um grupo. R é dito ser G-graduado se R =
@D e Ry onde Ry € subgrupo aditivo de R e RyR;, C Ry, paratodo g, h € G.

Definicao 3.49. Sejam R um anel G-graduado e M um R-modulo. M é dito ser G-
graduado se M = P, My € se RgMy, C My, paratodo g, h € G.
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Para um médulo graduado M, transladar as componentes da graduacao resulta
em outro moédulo graduado.

Teorema 3.50. Sejam M = @geG My um R-moédulo G-graduado e seja ¢ € G, entéo
M(5) = @, Mys € um médulo G-graduado.

Demonstraggo. Sejam g, h € G, entdo R,M (6);, = RyMp,s que pela graduagéo de M
esta contido em M5 = M(d),y,- Portanto M (5) € graduado com a graduagao induzida
pela graduacéo M. |

Definicao 3.51. Seja M um R-médulo G graduado, entao de acordo com a notacao
do teorema acima, o médulo M(9) é chamado de ¢-shift de M.

Definicao 3.52. Sejam R um anel G-graduado e M um R-mddulo G-graduado, entéo
M e dito ser graduado livre se M = P . R(g) onde R(g) é o shift com relagao a
graduagao trivial.

Definicao 3.53. Um R-mddulo é dito projetivo graduado se for o somando direto de
um maodulo livre graduado.

Definicdo 3.54. Seja R um anel G-graduado, entdo V¢ (R) é o conjunto das classes
de isomorfismo graduado de R-mddulos projetivos graduados.

Teorema 3.55. VG(R) € um monoide comutativo com operacao dada pela soma direta.

Demonstracdo. A demonstracao deste teorema é analoga a demonstracao do teorema
3.22. Ja que 0 € um médulo G-graduado e que P&0 = P = 04 P, segue que [P]+[0] =
[P] = [0] + [P] e portanto [0] & identidade de V& (R). Como P =~ Q <= Q = P, segue
que [P] + [Q] = [Q] + [P] e portanto a soma é comutativa. Por fim, (P ® Q) ® S =
Pa(QeS5)elogo [PoQ]+[S] = [P]+[Q® 5], e entdo ([P]+[Q])+[S] = [P]+([Q]+[5]),
isto €, a soma € associativa. [

Definicdo 3.56. O grupo de Grothendieck de V& (R) é denotado por K(?(R) e é dito
ser 0 G-grupo de Grothendieck.

Se G =7, 0 grupo Kg;(R) tem duas acgdes por G

G x K (R) = K§ (R) G x K§(R) = K§ (R)
(m, P(n)) = [P(n)"] (m, P(n)) — [P(n +m)].

Onde a primeira é a acao do grupo, que leva um médulo [P] na soma de [P]
com si mesmo m vezes, enquanto a segunda acao é dada pelo shift da graduacéo.
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Para evitar confuséo, a acdo do shift € denotada multiplicativamente, entdo 2™ [R(n)|] =
[R(n+ m)] onde Z = (x) = {z" | n € Z}.

O monoide Mg de um grafo R também tem sua versdo graduada dada na
definicdo abaixo.

Definicao 3.57. Sejam E um grafo direcionado, C' = {z"[v] | n € Z e v € Reg(E)} e
R C C* x C* arelagdo binaria dada por & = {([v], > ccs-1(v) 27le]) | v € Reg(E)} U
{([u] + [v], [v] + [u]) | v, u € E°}. Define-se Ty = (C' | R).

Entdo T pode ser visto como o monoide abeliano livre gerado por {z"[v] | n € Z
e v € Reg(F)} sujeito as relagées [v] = ZeeS_l(U) x[r(e)] para vértices regulares.

O monoide T indica o comprimento do caminho conectando dois vértices como
mostrado abaixo.

Exemplo 3.58. Seja F o grafo

Entdo T € o monoide abeliano livre gerado por [u], [v] e [w] onde [u] = x[v] e
[v] = z[w] indicando que existe um caminho de comprimento um conectando o vértice u
com o vértice v e um caminho de comprimento um conectando o vértice v com o vértice
[w]. Além disso, [u] = 22[w] 0 que implica que existe um caminho de comprimento dois
conectando u até w.

Teorema 3.59. Seja £ um grafo e K um corpo, entdo Ty = VZ(Lg (E)).

O resultado de cima pode ser visto como a versao graduada do teorema 3.24 e
sua demonstracao pode ser encontrada em (ARA et al., 2018, Proposition 5.7).
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4 CONJECTURA DO ISOMORFISMO GRADUADO

Neste capitulo a conjectura do isomorfismo graduado sera apresentada, mas
antes serdo passados contraexemplos que indicam serem necessarios a utilizacao de
mais estruturas até chegar na conjectura final.

Por se tratar de algebras geradas a partir de grafos direcionados, uma primeira
tentativa de classificagdo das algebras de caminhos de Leavitt poderia vir dos grafos,
isto é, a principio, pode-se perguntar se duas algebras de caminhos de Leavitt sdo
isomorfas apenas quando seus grafos subjacentes s&o isomorfos. Abaixo segue um
contraexemplo.

Definicao 4.1. Sejam £ = (EY, E! rp,sp) e F = (FU, F!, rp, sp) grafos direcionados.
O par (¢g, ¢1) € dito ser um homomorfismo de grafos para ¢ : E' — FY e ¢ :
E' — Fl funcées que preservam as relacdes de adjacéncia, isto é, se v € E? e

e € B', entdo sp(p1(u)) = wo(sp(u)) € rp(e1(u) = wo(rp(u)).

Exemplo 4.2. Sejam F» o grafo

e F3 o grafo

)W)
WA
Entdo existe um homomorfismo de grafos £y — E3 através das fungdes ¢ e
p10onde pp(u') =ue po(v) =vepi() =e.

Definicao 4.3. Dois grafos £ e F' sdo grafos isomorfos se existe um homomorfismo
de grafos entre F e F' cujas fungdes sao bijetoras e que se tenha um homomorfismo
de grafos inverso.

Exemplo 4.4. Sejam FE3 o grafo

e E4 o grafo

@e’@f’@

Entéo existe um isomorfismo entre os grafos induzido pela fungéo ¢ : EY — (EVY
onde ¢(u) = ', p(v) = v' e p(w) = ' e pela fungdo ¢ : E1 — (E'Y onde ¢1(e) = f/
ep1(f)=2"ec¢.



Capitulo 4. Conjectura do Isomorfismo Graduado 45

Exemplo 4.5. Sejam F; e F>, os grafos abaixo.

e
F1:®—)®Df

Fy f

Entédo os grafos ndo sao isomorfos, afinal existe um loop no primeiro grafo e néo
existe nenhum loop no segundo de modo que nenhuma funcao bijetiva vai conseguir
preservar as relagdes de adjacéncia.

Calculando as algebras de caminhos destes dois grafos através da férmula
do exemplo 2.26 se percebe que o grafos F; e F, tem zero sinks e que ambos tem
um ciclo. No primeiro grafo sdo dois caminhos que acabam no vértice w e que néo
contém o ciclo, que sdo w e e. Deste modo, Lp(F) = My(K[z, 2z~ 1]). Por outro lado,
F» também tem dois caminhos que acabam em algum vértice do ciclo, digamos v, e
que nao contém o ciclo que sdo v e f. Deste modo Lp(Fy) = Mo(K[z, 27 1).

Portanto Lr(Fy) = Li(F>) mesmo os grafos F; e F, ndo sendo isomorfos o
que mostra que analisar apenas os grafos nao € suficiente para classificar algebras de
caminhos de Leavitt subjacentes.

Visto que apenas o grafo nao é suficiente para classificar as algebras, pode-se
tentar classificar com o K|;, mas isto também nédo é possivel mostra o exemplo abaixo.

Exemplo 4.6. Assim como visto nos exemplos 3.18 € 3.19, Mp, = Mg, = N e portanto
ambos os monoides vao ter o mesmo Ky, isto é, Ky(Lr(Ry)) = Ko(Lr(R1)). Percebe-
se, porém, que estes grafos dao origem a algebras de caminhos de Leavitt distintas,
afinal Lr(Rp) tem dimensdo um por possuir apenas um vértice e nenhuma aresta
e nenhuma aresta fantasma. Por outro lado, Lr(R1) tem dimensao infinita, afinal é
sempre possivel concatenar a aresta e consigo mesma qualquer quantidade de vezes.

Visto que o K também nao funciona, o proximo passo € tentar classificar
usando KZ.

Exemplo 4.7. Considerando novamente o grafo ;. O monoide Tz, € o monoide livre

gerado por z"[v] sujeito a relagéo [v] = z[v]. Deste modo, z2[v] = z(z[v]) = z[v] = v,

mais geralmente, x"[v] = [v] para todo n € Z e portanto o grupo (x) = 7Z age trivial-

mente no monoide Tz, de modo que Tk, = N e portanto G(Tg,) = KOZ(LR(Rl)) = 7.
Por outro lado, considerando novamente o grafo ' do exemplo 4.5

O OZE
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Este grafo tem monoide T, gerado porz"[v] e 2™ [w] onde [v] = > co-1(,) z[r(e)] =
zlw] e onde [w] = 3 co-1(y) 2lr(e)] = z[w]. Isto €, a acdo de x implica que, dentro
do monoide, [v] = [w]. Entdo T, pode ser visto como um monoide abeliano livre em
geradores z"[v], ou seja, T, = N e portanto KOZ(LK(Fl)) = 7.

Sabe-se, contudo, que Ly (R1) = K(z,z7!] e que Ly (F) = My(K[z,z"1]) e
portanto Ly (R1) 2 Li(Fy). Deste modo KOZ nao é suficiente para classificar.

As ferramentas estudadas até agora ainda n&o sao suficientes para classificar
as algebras de caminhos de Leavitt, € necessario mais estrutura ainda.

Definicao 4.8. Um conjunto direcionado € um conjunto X ndo vazio com uma relagéo
binaria que é reflexiva e transitiva.

Existem muitos exemplos de conjuntos direcionados, alguns deles estdo abaixo.

Exemplo 4.9. Seja (Z, <) o conjunto dos inteiros com a relagdo de menor ou igual
usual. Tal conjunto € direcionado ja que a relacao < é reflexiva e transitiva.

Exemplo 4.10. Seja (Z, | ) o conjunto dos inteiros com a relagéo de divisdo. E verdade
que z | z paratodo x € Z e que, parase a | be b | ¢, entdo a | ¢ e deste modo se trata
de um conjunto direcionado.

Exemplo 4.11. Seja X um conjunto, entdo (P(X), C) é um conjunto dirigido onde P(X)
€ 0 conjunto das partes de X.

Teorema 4.12. Seja R um anel com unidade, entdo V(R) é direcionado com a ordem
[P] < [Q] se existe P’ talque Q = P @ P'.

Demonstragéo. Seja < a relagdo em V(R) dada por [P] < [Q] se, e somente se, P é
isomorfo a algum somando direto de Q, isto é,se Q = P & P'.

Tal relacao é reflexiva, afinal P = P & 0 e portanto [P] < [P] e € transitiva, pois
se[P]<[QlelQ <[S],entdo S=2QaQ = P& P &Q eportanto [S] < [P]. |

Observacao 4.13. Seja R anel com unidade, entdo para qualquer P um R-mo6dulo
projetivo finitamente gerado, P & P’ = R" para algum n inteiro e portanto [P] < [R"] =
n[R]. Por ter esta propriedade, [R] é dito ser uma unidade ordem de V(R).

Quando o grupo K((R) é considerado com uma unidade ordem, € dito um grupo
pontuado. Analogamente, [R] é dito ser uma unidade ordem de VZ(R).
A conjectura do isomorfismo graduado pergunta

LR(E) =g Lp(F) <= K§(Lp(E)) = K5 (Lgp(E))

onde os K(? séo considerados como grupos pontuados.
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Observacio 4.14. De acordo com (VAS, 2022, pg 19),se E é um grafo com quantidade
finita de vértices, a unidade ordem de V¢ (L (E)) é dado por [L(E)] que, por sua vez
é isomorfo a ), c po[v] através do isomorfismo do monoide T.

Abaixo seguem alguns exemplos

Exemplo 4.15. Seja F o grafo

Entdo Ty é gerado por z"[u], 2™ [v] e 2P|w] para n, m, p € Z com as relagdes [u] = z[v]
e [v] = z[w]. Como {z"[u] | n € Z} = {2"[v] | n € Z} = {2"[w] | n € Z}, T, pode ser
visto como um monoide com um Unico conjunto gerador {z"[w] | n € Z}.

Seja a € Ty, entdo a = Y™ npakijw] = (57 npa®)[w] para n;, € N. De-
finindo a fungéo f : Ty — Nz, 21 por f(a) = f((XM npab)w]) = 2™ nyaki
se tem que f é homomorfismo. Seja b € Tg, entédo b = (Zé’:l bjxij)[w] e portanto
fla+b) = FSTy npa®o)fw] + (Shoy b w]) = F(SIy npal + 5 bjais) w]) =

m o ongah 4 22:1 bjz'i = f(a) + f(b) e também é verdade que f(0) = 0.

Tal homomorfismo é isomorfismo, afinal se z € N[z, 2], entdo z = 31| z;zki =
FIOS za%)+[w)), isto &, f & injetiva. Por outro lado, se f(a) = 0, entdo 31" | nyaki =
0 de modo que todos os coeficientes precisam ser nulos e logo a = 0. Deste modo,
G(Tg) = G(N[z, 2z~ 1) = Z[z, 2z~ 1].

A unidade ordem de T é dado por [u] + [v] + [w] = [w] + z[w] 4+ z2[w] e portanto
f([w] + z[w] + 22[w]) = 1 + = + 2.

Exemplo 4.16. Seja F' o grafo abaixo
€ v
(W)

Entdo T é gerado por z"[u], 2™ [v] e zP[w] para n, m, w € Z sujeitos as relagdes
[u] = z[v], w = z[v] e como v n&o é vértice regular, ndo esta sujeito a nenhuma relagéao.
Novamente {z"[u] | n € Z} = {2"[v] | n € Z} = {2™|w] | n € Z} de modo que T pode
ser visto como tendo apenas um conjunto gerador {z"[v] | n € Z}.

Usando o mesmo argumento do exemplo anterior, G(Tr) = Z[z,z~"]. Neste
caso a unidade ordem é dada por [u] + [v] + [w] = z[v] + [v] + z[v] = 2z[v] + [v]. Pelo
mesmo isomorfismo do exemplo anterior, f(2z[v] + [v]) = 2z + 1.

g

Nos dois exemplos anteriores se percebe que KOZ(LK(E)) = K%(LK(F)), entéo
0 K graduado néo distingue E de F', porém considerando as unidades ordem séo
distintos, isto &, (KZ (L (E)),2? + v + 1) % (KZ(Lg(F)), 2z + 1).
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5 CONCLUSOES

Neste trabalho, com o propésito de definir algebras de caminhos de Leavitt,
foram estudados semigrupos livres, algebras livres, ideais de algebras gerados por
conjuntos, bem como algumas propriedades universais.

Foram apresentadas duas definicdes equivalentes de algebras de caminhos
de Leavitt, obtidas através de um grafo direcionado. Apéds isto, foram vistos alguns
exemplos destas algebras, com énfase na algebra de caminhos de Leavitt da rosa em
n > 2 petalas, Lr(R,), sendo mostrado que tal algebra é isomorfa a algebra de Leavitt
de tipo (1,n).

No capitulo trés foram definidos alguns conceitos algébricos como a graduacao,
0 grupo K e a apresentacao de monoides com o objetivo de chegar na conjectura do
isomorfismo graduado, um problema em aberto sobre a classificacao de algebras de
caminhos de Leavitt a menos de isomorfismo graduado.

A conjectura do isomorfismo graduado foi apresentada através de alguns con-
traexemplos que demonstram que para classificar algebras de caminhos de Leavitt €
necessario utilizar de todo o ferramental desenvolvido no capitulo trés.

Até o momento se sabe que a conjectura do isomorfismo graduado € valida para
grafos finitos no qual todos os caminhos levam para uma sink, um ciclo ou uma rosa
(VAS, 2022, pg 19), mas ndo se sabe a veracidade desta conjectura para um grafo
qualquer.
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