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RESUMO

Este trabalho tem como objetivo servir de introdução ao tópico de álgebras de caminhos
de Leavitt para estudantes que já estejam familiarizados com conceitos encontrados,
por exemplo, na disciplina de Estruturas Algébricas, tal qual módulos e módulos proje-
tivos. É desenvolvida toda a teoria de álgebras livres para chegar na definição de uma
álgebras de caminhos de Leavitt de um grafo direcionado. Após as definições iniciais,
é estudada toda a teoria necessária para se chegar na Conjectura do Isomorfismo
Graduado, passando por monoides, graduações e a definição do grupo K0.

Palavras-chave: Álgebras de caminhos de Leavitt. Conjectura do Isomorfismo Gradu-
ado. Graduação.



ABSTRACT

This work aims to serve as an introduction to the topic of Leavitt path algebras to stu-
dents already familiarized with the concepts of modules and projective modules. The
theory of free algebras is developed to reach the definition of a Leavitt path algebra of
a directed graph. After the initial definitions, the theory needed to reach the Graded Iso-
morfism Conjecture is studied, passing through monoids, graduation and the definition
of the K0 group.

Keywords: Leavitt path algebras. Graded Isomorphism Conjecture. Graduation.
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INTRODUÇÃO

Álgebras de caminhos de Leavitt são álgebras que surgem a partir de um grafo
direcionado. Inicialmente vistos como análogos à C∗-álgebras de grafos, aos poucos
passaram a ser pesquisadas sem referência a nenhuma outra estrutura. Como exem-
plos destas álgebras figuram tanto álgebras mais usuais, como álgebras de matrizes e
álgebras de polinômios de Laurent, assim como alguns exemplos mais exóticos como
as álgebras que surgem em analogia com anéis não IBN, que são anéis que geram
módulos livres com bases de diferentes cardinalidades.

Visto que estas estruturas possuem propriedades interessantes, surge a ques-
tão da classificação, isto é, quais condições são necessárias ou suficientes para que
duas álgebras de caminhos de Leavitt sejam isomorfas. Até hoje não se conhece uma
resposta definitiva para este problema.

Este trabalho se dedica a ser uma introdução ao tópico das álgebras de ca-
minhos de Leavitt, passando por todas as construções necessárias para chegar na
definição destas estruturas. Também tem como objetivo ser uma apresentação a um
problema ainda em aberto: a Conjectura do Isomorfismo Graduado, que procura encon-
trar condições para classificar álgebras de caminhos de Leavitt a menos de isomorfismo
graduado.

Este trabalho é dividido em cinco capítulos. No primeiro capítulo são apresenta-
das algumas noções algébricas necessárias para a definição de álgebras de caminhos
de Leavitt, em particular são estudadas álgebras livres, ideais de álgebras gerados
por conjuntos e algumas propriedade universais que serão necessárias ao longo do
trabalho. O capítulo dois inicia-se com a definição de grafo direcionado, logo após
revisamos o vocabulário necessário para chegar nas duas definições equivalentes de
álgebras de caminhos de Leavitt e o capítulo se encerra com alguns exemplos. No ca-
pítulo três são mostrados alguns conceitos necessários para se chegar na Conjectura
do Isomorfismo Graduado, em particular, monoides, graduações, o grupo K0, além de
algumas propriedades destas estruturas, necessárias à apresentação da conjectura.
No capítulo quatro a conjectura é apresentada em sua forma final e alguns exemplos
são exibidos. No último capítulo seguem as considerações finais de todo o trabalho.
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1 ÁLGEBRA LIVRE

Este capítulo dedica-se a explicar o que é necessário para definir uma álgebra
de caminhos de Leavitt, então aqui serão encontrados, em particular, a definição e
resultados sobre álgebras livres e ideais de álgebras gerados por conjuntos, conceitos
que serão relevantes para o resto do trabalho.

Observação 1.1. No decorrer deste trabalho, o conjunto dos números naturais, de-
notado por N consistirá nos elementos {0, 1, 2, 3 · · · } e o conjunto dos inteiros po-
sitivos {1, 2, 3, · · · } será denotado por N∗. Além disso, serão usadas as notações
Nn = {x ∈ N | x ≤ n} e N∗n = {x ∈ N∗ | x ≤ n} para indicar, respectivamente, o
conjunto dos naturais/ inteiros positivos menores ou iguais que algum n natural/ inteiro
positivo.

Definição 1.2. Um semigrupo é um par (S, ·) onde S é um conjunto não vazio e

· : S × S −→ S

é uma operação associativa, isto é, dados a, b e c ∈ S quaisquer, temos que (a · b) · c =
a · (b · c).

A motivação para estudar semigrupos, para os propósitos deste trabalho, vem
da definição de uma álgebra livre. Como será visto adiante, uma álgebra livre tem um
semigrupo como base, além disso, toda álgebra possui uma estrutura de multiplicação
que é associativa, e portanto uma estrutura natural de semigrupo.

Definição 1.3. Seja A um conjunto, então se define A+ :=
⋃∞
n=1A

n.

Nesta definição, An = A × · · · × A é o produto cartesiano de A por A um total
de n-vezes. A deve ser visto como um alfabeto, quer dizer, um conjunto de letras. Um
elemento a = (a1, · · · , an) ∈ An vai ser denotado simplesmente por a = a1 · · · an e
deve ser visto como uma palavra, isto é, uma concatenação de letras do alfabeto. Sob
tal interpretação se tem que A é um alfabeto, An o conjunto de todas as palavras com
n letras do alfabeto e A+ é o conjunto de todas as palavras finitas do alfabeto.

Exemplo 1.4. Seja A = {0, 1} o conjunto binário, então A2 = {00, 01, 10, 11}, A3 =

{000, 001, 010, 011, 100, 101, 110, 111} e A+ é o conjunto de todas as sequências finitas
de zeros e uns.

Teorema 1.5. A+ é um semigrupo através da concatenação de palavras.

Demonstração. A concatenação é uma operação em A+, afinal sejam a, b ∈ A+, então
a = a1 · · · ai, b = b1 · · · bj para al e bm ∈ A para todo l ∈ N∗i e todo m ∈ N∗j . Deste modo,
ab = a1 · · · aib1 · · · bj é um elemento de Ai+j ⊂ A+. Isto é, A+ é fechado pela operação
da concatenação de palavras.
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Seja c elemento de A+, logo c = c1 · · · ck para cn ∈ A para todo n ∈ N∗k,
k ∈ N. Deste modo (ab)c = (a1 · · · aib1 · · · bj)c1 · · · ck = a1 · · · aib1 · · · bjc1 · · · ck =

a1 · · · ai(b1 · · · bjc1 · · · ck) = a(bc). Então a concatenação é uma operação associa-
tiva. ■

Definição 1.6. Para A um conjunto, o semigrupo A+ com a concatenação de palavras
é dito ser o semigrupo livre gerado por A.

Como será visto mais adiante, o semigrupo livre será necessário para definir
uma álgebra livre, que por sua vez, é necessária para definir uma álgebra de caminhos
de Leavitt.

Toda estrutura algébrica tem uma noção de função entre objetos de modo a
preservar a estrutura em questão. Por exemplo, a estrutura de espaço vetorial é pre-
servada por transformações lineares e a estrutura de anel é preservada por homomor-
fismo de anéis. Do mesmo modo se tem a noção de função que preserva a estrutura
de semigrupo, que é um homomorfismo de semigrupos.

Definição 1.7. Sejam (S,+) e (T, ·) semigrupos. Uma função f : S −→ T é dita um
homomorfismo de semigrupos se f(a+ b) = f(a) · f(b).

Seja i+ : A −→ A+ a função definida por i+(a) = a, chamada de função inclusão.
Vale a seguinte propriedade universal.

Teorema 1.8 (Propriedade Universal de Semigrupos Livres). Sejam S um semigrupo e
f : A −→ S uma função. Existe um único homomorfismo de semigrupos f̃ : A+ −→ S

tal que f̃ ◦ i+ = f . Ou seja, o seguinte diagrama comuta

A S

A+
i+

f

f̃

Demonstração. Seja a ∈ A+, logo a = a1 · · · an para algum n ∈ N de modo que aj ∈ A
para todo j ∈ N∗n. Definindo f̃ como f̃(a) = f̃(a1 · · · an) = f(a1) · · · f(an), tem-se que
f̃(i+(e)) = f(e) para e ∈ A qualquer. Portanto f̃ ◦ i+ = f e o diagrama acima comuta.

Seja b = b1 · · · bm ∈ A+, segue que

f̃(ab) = f̃(a1 · · · anb1 · · · bm) = f(a1) · · · f(an)f(b1) · · · f(bm)

= f̃(a)f̃(b).

Então f̃ é um homomorfismo de semigrupos. Por fim, se g̃ : A+ −→ S é um homo-
morfismo de semigrupos tal que g̃ ◦ i+ = f , g̃ precisa respeitar a concatenação, isto
é, g̃(a) = g̃(a1) · · · g̃(an), mas g̃(i+(ai)) = g̃(ai) = f(ai) e logo g̃(a) = f(a1) · · · f(an) =
f̃(a). Deste modo, existe apenas um homomorfismo de semigrupos que faz o diagrama
comutar. ■
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A propriedade universal do semigrupo livre garante que dada uma função qual-
quer de um conjunto A para um semigrupo, existe um modo único de estender esta
função para um homomorfismo de semigrupos saindo do semigrupo livre A+.

Definição 1.9. Seja R um anel comutativo com unidade. Uma álgebra A sobre R

(também chamada de uma R-álgebra) é um R-módulo com uma operação adicional
· : A × A −→ A que é R-bilinear e associativa, isto é, dados a, b, c ∈ A e r ∈ R

quaisquer, r(a · b) = (ra) · b = a · (rb) e a · (b · c) = (a · b) · c.

Observação 1.10. Como afirmado antes, o par (A, ·) forma um semigrupo para A uma
R-álgebra devido a associatividade da operação.

Seja R um anel comutativo com unidade. Alguns exemplos de álgebras são:

Exemplo 1.11. Mn(R) o conjunto das matrizes quadradas de ordem n×n com coefici-
entes em R é uma R-álgebra com as operações de soma, multiplicação e multiplicação
por escalar usuais.

Exemplo 1.12. O conjunto dos endomorfismos homR(M,M) de um R-módulo M com
as operações de soma e a multiplicação por escalares usuais e a multiplicação da
álgebra dada pela composição de homomorfismos de R-módulos.

Exemplo 1.13. O conjunto C[0, 1] das funções contínuas do intervalo [0, 1] para C
forma uma C-álgebra com as operações de soma e multiplicação escalar usuais e a
multiplicação da álgebra dada por (f · g)(x) = f(x) · g(x).

Assim como se tem a noção de um módulo livre ou de um semigrupo livre, tam-
bém se tem a noção de uma álgebra livre. Como será visto no próximo capítulo, uma
das maneiras de se definir uma álgebra de caminhos de Leavitt é como o quociente de
uma álgebra livre.

Definição 1.14. Seja R um anel comutativo com unidade, então

RA+ =
⊕
a∈A+

Rδa

é chamada de álgebra livre gerada por A. Nesta álgebra, a soma e a multiplicação
por escalar são as operações usuais da soma direta de R-módulos e o produto é dado
por δaδb = δab estendido bilinearmente para todo o espaço.

Na definição acima, os δa indicam a coordenada em RA+, então o elemento rδa
vale r na coordenada a e zero em todas as outras coordenadas.

Observação 1.15. Segue da definição que um elemento de RA+ vai ser escrito da
forma

∑n
i=1 riδai para algum n ∈ N∗ onde ri ∈ R e ai ∈ A+ para todo i = 1, · · · , n.

Todo elemento de RA+ vai ser escrito desta forma a menos da ordem da soma dos
termos.
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Teorema 1.16. RA+ é, de fato, uma R-álgebra.

Demonstração. Para concluir que RA+ é uma R-álgebra, resta apenas verificar a
associatividade do produto.

Seja z ∈ RA+, então z =
∑p

k=1 tkδck para tk ∈ R e ck ∈ A+ para todo k ∈ N∗p.
Agora

(xy)z =

(∑
i

riδai

)∑
j

sjδbj

∑
k

tkδck

=
∑
k

∑
j

∑
i

(risjδaiδbj )tkδck ,

porém (risjδaiδbj )tkδck = riδai(sjδbj tkδck) e a soma acima pode ser reescrita como

∑
i

riδai

∑
j

sjδbj

(∑
k

tkδck

) = x(yz),

então o produto é associativo e segue que RA+ é uma R-álgebra. ■

Exemplo 1.17. Seja X = {x, y, z}, então alguns exemplo de elementos da R-álgebra
livre gerada por X são r1x3z+ r2zx+ r3y7, ou s1xy2z9+ s2z ou t1xyz+ t2xzy+ t3zxy+
t4yxz + t5zyx + t6yzx onde todos os coeficientes estão no anel R. Isto é, a álgebra
livre gerada por X pode ser vista como uma álgebra de polinômios em variáveis não
comutativas.

Observação 1.18. Para simplificar a notação, a partir de agora um elemento da álgebra
livre

∑n
i=1 rkδak vai ser denotado por

∑n
i=1 rkak, isto é, a notação δak vai ser substituída

simplesmente por ak.

Toda álgebra livre tem uma estrutura natural de módulo livre de modo que
a propriedade universal do módulo livre será necessário mais à frente, mas antes,
relembremos a definição de base de um módulo livre.

Definição 1.19. Um conjunto B é dito ser uma base de um R-módulo livre se M =⊕
b∈B Rb, onde Rb = {rb | r ∈ R} ∼= R.

Teorema 1.20 (Propriedade Universal do Módulo Livre). Sejam M um R-módulo livre
gerado por uma base B, N um R-módulo e f : B −→ N uma função e i : B −→ M a
função inclusão. Então existe um único homomorfismo de R-módulos f̃ :M −→ N tal
que o diagrama abaixo comuta

B N

M
i

f

f̃

isto é, f̃ ◦ i = f .
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Demonstração. Seja m ∈M , então m =
∑p

k=1 rkxk onde p ∈ N∗, rk ∈ R para todo k ∈
N∗p e onde todos os xk são distintos entre si, isto é, xk ≠ xj para todo k ̸= j . Definindo
f̃ : M −→ N por f̃(m) =

∑p
k=1 rkf(xk), mostra-se que f̃ é um homomorfismo de

R-módulos. Sejam m, n ∈ M , então sem perda de generalidade, é possível escrever
m e n na mesma base, completando com coeficientes nulos onde for necessário,
então n =

∑p
k=1 skxk e portanto m + n =

∑p
k=1(rk + sk)xk segue que f̃(m + n) =∑p

k=1(rk + sk)f(xk) =
∑p

k=1 rkf(xk) +
∑p

k=1 skf(xk) = f̃(m) + f̃(n) o que significa
que f̃ preserva a soma. Agora seja s ∈ R, então sm =

∑p
k=1(srk)xk e portanto

f̃(sm) =
∑p

k=1(srk)f(xk) = s
∑p

k=1 rkf(xk) = sf̃(m) e logo f̃ também preserva a
multiplicação por escalar e deste modo é um homomorfismo de R-módulos.

Agora, seja b ∈ B, então f̃(b) = f̃(i(b)) = f(b) e portanto o diagrama comuta.
Seja g̃ : M −→ N um homomorfismo de R-módulos tal que g̃ ◦ i = f , então g̃(m) =∑p

k=1 rkg̃(xk) =
∑p

k=1 rkg̃(i(xk)) =
∑p

k=1 rkf(xk) = f̃(m). Ou seja, tal homomorfismo
é único. ■

A propriedade universal do módulo livre permite estender uma função para um
homomorfismo de modo não apenas natural, mas também único. Uma aplicação da
propriedade universal do módulo livre se encontra no próximo resultado.

Teorema 1.21 (Propriedade Universal da Álgebra Livre). Sejam B uma R-álgebra
e f : A −→ B uma função, então existe um único homomorfismo de R-álgebras
f̂ : RA+ −→ B tal que f̂(rδa) = rf(a), ou seja, o diagrama abaixo comuta

A B B

A+ RA+ A+

f

i+

i

f̂ f̃

Demonstração. Seja f : A −→ B uma função. Como B é R-álgebra, tem estrutura de
semigrupo e portanto pela propriedade universal do semigrupo livre (1.8), existe único
homomorfismo de semigrupos f̃ : A+ −→ B tal que f̃ ◦ i = f para i : A+ −→ A a
função inclusão.

Agora, A+ é base do R-módulo livre RA+ e pela propriedade universal do
módulo livre (1.20) existe um único homomorfismo de R-módulos f̂ : RA+ −→ B tal
que f̂ ◦ j = f̃ para j : A+ −→ RA+ a função inclusão. Com isto, seja x ∈ RA+,
então x =

∑n
k=1 rkxk para xk ∈ A+ e rk ∈ R e portanto f̂(x) =

∑n
k=1 rkf̂(xk) =∑n

k=1 rkf̃(xk).
Sejam a, b ∈ A+, então f̂(ab) = f̃(ab) = f̃(a)f̃(b) = f̂(a)f̂(b) e portanto f̂

preserva a multiplicação por elementos da base. Seja y ∈ RA+, então y =
∑m

l=1 slyl
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onde sl ∈ R e yl ∈ A+ e deste modo

f̂(xy) =
m∑
l=1

n∑
k=1

rkslf̂(xkyl) =
n∑

k=1

(rkf̃(xk))(slf̃(yl))

= (
n∑

k=1

rkf̃(xk))(
m∑
l=1

slf̃(yl))

= f̂(x)f̂(y).

Isto é, f̂ preserva a multiplicação e portanto é homomorfismo de R-álgebras.
Sejam a ∈ A, e r ∈ R então f̂(ra) = rf̂(a) = rf̃(a) = rf(a). Resta agora verificar que
f̂ é o único homomorfismo de R-álgebras tal que f̂(ra) = rf(a).

Seja ĝ : RA+ −→ B um homomorfismo de R-álgebras tal que ĝ(ra) = rf(a),
deste modo

ĝ(x) = ĝ

(
n∑

k=1

rkxk

)

=
n∑

k=1

rkĝ(xk).

Como xk ∈ A+, xk = xk1 · · ·x
k
nk

para xki ∈ A para todo k e para todo i e
deste modo ĝ(xk) = ĝ(xk1) · · · ĝ(x

k
nk
). Mas se sabe que ĝ(xki ) = f(xki ) e portanto,

ĝ(x) =
∑n

k=1 rkf(x
k
1) · · · f(x

k
nk
) =

∑n
k=1 rkf̃(xk) = f̂(x). Por fim, existe um único

homomorfismo de R-álgebras f̂ tal que f̂(ra) = rf(a). ■

Assim como a propriedade universal do semigrupo livre, a propriedade universal
da álgebra livre indica que só existe um modo natural de se estender uma função de
um conjunto qualquer A para uma álgebra B em um homomorfismo partindo da álgebra
livre RA+ para B.

Tal qual anéis, álgebras também possuem uma noção de ideal. O ideal é a
estrutura necessária para se tomar o quociente de uma álgebra.

Definição 1.22. Seja A uma R-álgebra. Um ideal à esquerda (à direita) I de A é um
submódulo de A tal que para a ∈ A e b ∈ I, ab ∈ I (ba ∈ I). Se I for ao mesmo tempo,
ideal à direita e à esquerda, I é dito ser um ideal bilateral.

A noção de ideal gerado por um conjunto é importante para entender o que é
uma álgebra livre sujeita à relações. Sejam a, b ∈ RA+. Induzir a relação a = b dentro
de RA+ significa fazer o quociente de RA+ pelo ideal I gerado pelo elemento a − b.
Ou seja, significa tomar o quociente RA+

/I .
Mais geralmente, seja Λ um conjunto de índices e sejam ai, bi ∈ RA+ para todo

i ∈ Λ. Induzir as relações ai = bi para todo i ∈ Λ significa tomar o quociente de RA+

pelo ideal gerado pelo conjunto de relações R = {ai − bi | i ∈ Λ}, isto é, tomar o
quociente RA+

/
⟨R⟩ .
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Teorema 1.23. Sejam A uma R-álgebra e X ⊂ A e ⟨X⟩ =
⋂

X⊂I{I | I é ideal bilateral
de A} a intersecção de todos os ideais bilaterais de A que contém X. Então ⟨X⟩ é um
ideal bilateral de A.

Demonstração. Sejam x0, x1 ∈ ⟨X⟩, então x0, x1 ∈ I para I um ideal qualquer que
contém X. Como I é ideal, segue que x0 + x1 ∈ I, ou seja, x0 + x1 ∈ I para qualquer
ideal I que contém X, ou seja, x0+ x1 ∈

⋂
X⊂I{I | I é ideal bilateral de A} = ⟨X⟩. Por

outro lado, seja r ∈ R, então, do mesmo modo, rx0 ∈ I para I um ideal qualquer de
A que contém X, segue que rx está na intersecção de todos estes ideais e portanto
rx ∈ ⟨X⟩. Portanto ⟨X⟩ é fechado pela soma e pela multiplicação por escalar, ou seja,
é um submódulo de A. Para concluir que ⟨X⟩ é um ideal, resta verificar se ⟨X⟩ absorve
os elementos de A.

Seja a ∈ A, então ax0 ∈ I para I ideal qualquer que contém X e portanto
ax0 ∈ ⟨X⟩. Analogamente se mostra que x0a ∈ ⟨X⟩. Então ⟨X⟩ é um ideal bilateral de
A. ■

Definição 1.24. Sejam A uma R-álgebra e X ⊂ A. O ideal ⟨X⟩ é dito ideal gerado
por X.

O resultado anterior mostra que ⟨X⟩ é o menor ideal bilateral que contém X, já
que qualquer outro ideal bilateral que contenha X, vai por definição conter ⟨X⟩.

É possível definir de maneira explícita o que é o ideal de uma R-álgebra gerado
por um conjunto X. Para isto, devem ser introduzidas as notações RX := {

∑n
i=1 rixi |

n ∈ N∗, ri ∈ R e xi ∈ X}, AX := {
∑n

i=1 aixi | n ∈ N∗, ri ∈ R e xi ∈ X}. De maneira
análoga se definem XA e AXA. Além disso, RX+AX+XA+AXA = {a+ b+ c+d |
(a, b, c, d) ∈ RX ×AX ×XA×AXA}.

Teorema 1.25. Seja A uma R-álgebra e X ⊂ A, então ⟨X⟩ = RX +AX +XA+AXA.

Demonstração. Para simplificar a notação, seja S = RX + AX + XA + AXA. Vou
demonstrar inicialmente que S é um ideal de A. Sejam s0, s1 ∈ S, então s0 = a0 + b0 +

c0 + d0 e s1 = a1 + b1 + c1 + d1 de acordo com a notação dada anteriormente para S.
Deste modo s0+ s1 = (a0+a1)+ (b0+ b1)+ (c0+ c1)+ (d0+ d1), onde a0+a1 é a soma
de duas combinações lineares de termos do tipo rx para r ∈ R e x ∈ X e portanto
a soma a0 + a1 também é uma combinação linear de termos no tipo rx. Segue que
a0+a1 ∈ RX. Por um argumento análogo, se percebe que a1+ b1 ∈ AX, a2+ b2 ∈ XA
e que a3 + b3 ∈ AXA. Seja r ∈ R, então rs0 = ra0 + rb0 + rc0 + rd0, onde ra0 é a
combinação linear de termos do tipo rrkxk para rk ∈ R e xk ∈ X e então ra0 ∈ RX. Do
mesmo modo rb0 é uma soma de termos do tipo (rak)xk ∈ AX e portanto rb0 ∈ AX.
Por argumento análogo se mostra que rc0 ∈ XA e que rd0 ∈ AXA e deste modo
rs0 ∈ S então S é submódulo de A.
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Seja a ∈ A, então é necessário verificar que as0 = a(a0 + b0 + c0 + d0) ∈ S.
Como a0 ∈ RX, então a0 =

∑n
k=1 rkxk e portanto aa0 =

∑n
k=1(rka)xk, mas rka ∈ A e

portanto aa0 é uma combinação linear de termos do tipo akxk para ak ∈ A, segue que
aa0 ∈ AX ⊂ S. Do mesmo modo, como b0 ∈ AX, então ab0 ainda é uma combinação
linear de termos do tipo bx para b ∈ A e x ∈ X e logo ab0 ∈ AX ⊂ S. Como c0 é uma
combinação linear de elementos do tipo xc para c ∈ A, então ac0 é uma combinação
linear de termos axc e portanto ac0 ∈ AXA ⊂ S. Por fim, como d0 ∈ AXA, segue que
ad0 ∈ AXA ⊂ S por argumento análogo ao do b0. Deste modo as0 ∈ S e portanto S é
ideal de A e por argumento análogo se obtém que este ideal é bilateral.

Seja x ∈ X, então como R é um anel com unidade, x = 1x+0+0+0 ∈ S, isto é,
X ⊂ S. Então S é um ideal que contém X, logo ⟨X⟩ ⊂ S. Agora, como ⟨X⟩ é um ideal
bilateral que contém X, é fechado para somas do tipo rx para r ∈ R e x ∈ X, então
a0 ∈ ⟨X⟩, é fechado para somas do tipo a′x para a′ ∈ A, portanto b0 ∈ ⟨X⟩ e é fechado
por somas do tipo xa′, portanto c0 ∈ ⟨X⟩ e d0 ∈ ⟨X⟩. Como ⟨X⟩ é fechado pela soma,
s0 = a0 + b0 + c0 + d0 ∈ ⟨X⟩, isto é, S ⊂ ⟨X⟩. Portanto S = ⟨X⟩. ■

Observação 1.26. Em particular, para álgebras comutativas com unidade, AX =

XA = AXA e também r = r · 1A ∈ A e segue que RX ⊂ A portanto o ideal gerado
por X é dado por ⟨X⟩ = AX.

Exemplo 1.27. Com o resultado acima, é fica mais fácil calcular explicitamente alguns
ideais. Por exemplo, vendo Z como uma Z-álgebra, então o ideal gerado por n ∈ Z é
dado por ⟨n⟩ = nZ, ou seja, é o conjunto de todos os múltiplos de n.

Observação 1.28. Sejam A e B R-álgebras e I um ideal bilateral de A. Todo ho-
momorfismo de R-álgebras f : A −→ B induz uma “função” f̃ : A /I −→ B onde
f̃(a + I) = f(a). Mas para que f̃ seja uma função, é necessário que f̃ esteja bem
definida, isto é, que se a+ I = b+ I para a, b ∈ A, então f̃(a+ I) = f̃(b+ I).

Como a + I = b + I se, e somente se, a − b ∈ I e como, da definição de f̃ ,
f̃(a+ I) = f̃(b+ I) se, e somente se, f(a− b) = 0. Sendo x = a− b, a boa definição de
f̃ é equivalente à

x ∈ I =⇒ f(x) = 0 ⇐⇒ I ⊂ ker f.

Um resultado que vai ser útil posteriormente é a propriedade universal da álge-
bra sujeita à relações abaixo.

Teorema 1.29 (Propriedade universal da álgebra sujeita à relações). Sejam A e B R-
álgebras e seja I ideal bilateral de A . Seja f : A −→ B homomorfismo de R-álgebras
tal que f(x) = 0 para todo x ∈ I, então existe um único homomorfismo de R-álgebras
f̃ : A /I −→ B tal que f̃(a+ I) = f(a) para todo a ∈ A.

Demonstração. Uma das hipóteses do teorema é justamente de que I ⊂ ker(f), por-
tanto a função f̃ : A /I −→ B dada por f̃(a+ I) = f(a) é bem definida.
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Seguindo para demonstrar que f̃ é um homomorfismo. f̃((a + I) + (b + I)) =

f̃(a + b + I) = f(a + b), mas como f é um homomorfismo f(a + b) = f(a) + f(b) =

f̃(a + I) + f̃(b + I), então f̃ respeita a soma. Seja r ∈ R, então rf̃(a + I) = rf(a) =

f(ra) = f̃(ra+I), então f̃ respeita a multiplicação por escalar. Por fim, f̃(a+I)f̃(b+I) =
f(a)f(b) = f(ab) = f̃(ab+ I). Então f̃ é, de fato, um homomorfismo.

Seja g̃ : A /I −→ B um homomorfismo tal que g̃(a + I) = f(a). Neste caso,
g̃(a + I) = f̃(a + I) para todo a ∈ A. Segue que f̃ = g̃ e que existe um único
homomorfismo que satisfaz as condições desejadas. ■

Esta propriedade universal, assim como as outras, indica condições necessárias
para estender uma função para um homomorfismo de maneira única.

Teorema 1.30. Sejam I e J ideais bilaterais de uma R-álgebra A, então I + J é um
ideal bilateral de A e I + J = ⟨I ∪ J⟩.

Demonstração. Seja s0, s1 ∈ I + J , então s0 = i0 + j0 para i ∈ I e s1 = i1 + j1 deste
modo s0 + s1 = (i0 + i1) + (j0 + j1) ∈ I + J , afinal I e J são ideais e portanto são
fechados pela soma. Seja r ∈ R, então rs0 = ri0+ rj0 ∈ I + J pois I e J são fechados
pela multiplicação por escalar. Então I + J é um submódulo de A.

Seja a ∈ A, então as0 = ai0 + aj0 ∈ I + J já que I e J são fechados pela
multiplicação por elementos da álgebra. Analogamente se mostra que s0a ∈ I + J e
então I + J é um ideal bilateral de A. Seja p ∈ I ∪ J , como todo ideal precisa ter o
elemento nulo 0, segue que p ∈ I + J , isto é, I ∪ J ⊂ I + J e portanto ⟨I ∪ J⟩ ⊂ I + J .

Verificando agora a inclusão no sentido contrário. Considerando s0 = i0 + j0 ∈
I + J , como ⟨I ∪ J⟩ é o menor ideal que contém I ∪ J , segue que i0, j0 ∈ ⟨I ∪ J⟩ e
portanto i0 + j0 ∈ ⟨I ∪ J⟩, ou seja, I + J ⊂ ⟨I ∪ J⟩. Segue que I + J = ⟨I ∪ J⟩. ■

Abaixo segue um resultado análogo, mas desta vez para ideais gerados por
conjuntos especificamente.

Teorema 1.31. Sejam X e Y subconjuntos de uma R-álgebra A, então ⟨X ∪ Y ⟩ =
⟨X⟩+ ⟨Y ⟩.

Demonstração. Seja z ∈ R(X ∪Y ), então z =
∑n

i=1 rkzk onde zk ∈ X ∪Y . Denotando
zk por xk caso zk ∈ X e yk caso zk ∈ Y se percebe que z =

∑
i∈I rkxk +

∑
i∈I ′ rkyk

onde I é um subconjunto de N∗n no qual zk ∈ X e I ′ = N∗n \ I . Deste modo, z ∈
RX +RY .

Por outro lado, se z ∈ RX + RY , então z =
∑n

i=1 rkxk +
∑m

j=n+1 rkyk =∑m
i=1 rkzk onde zk ∈ X ∪ Y e logo z ∈ R(X ∪ Y ). Então R(X ∪ Y ) = RX +RY .

Usando o mesmo argumento se nota queA(X∪Y ) = AX+AY , que (X∪Y )A =

XA+ YA e que A(X ∪ Y )A = AXA+AYA e que portanto ⟨X⟩+ ⟨Y ⟩ = RX +AX +

XA+AXA+RY +AY +YA+YAY = R(X∪Y )+A(X∪Y )+(X∪Y )A+A(X∪Y )A =

⟨X ∪ Y ⟩. ■
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Teorema 1.32. Sejam I e J ideais bilaterais de uma R-álgebra A e π : A −→ A /I a
função projeção, então π(J) = (I + J) /I .

Demonstração. Seja x ∈ π(J), então x = jx+ I para algum jx ∈ J , mas como ix+ I =

0+ I para qualquer ix ∈ I, segue que x = (jx + I) + (ix + I) = (jx + ix) + I ∈ I + J /I

ou seja, π(J) ⊂ (I + J) /I .
Por outro lado, seja y ∈ I + J /I , então y = (iy + jy) + I para iy ∈ I e jy ∈ J , ou

seja, y = (iy + I)+ (jy + I) = jy + I = π(jj) ∈ π(J), ou seja, I + J /I ⊂ π(J). Juntando
as duas inclusões se conclui que (I + J) /I = π(J). ■

O teorema anterior informa uma outra maneira de visualizar a imagem de um
ideal pela projeção. Para finalizar o capítulo, um resultado que vai ser importante
posteriormente é o teorema do isomorfismo.

Teorema 1.33. Seja A uma R-álgebra e sejam I e J ideais bilaterais de A e π : A −→
A /I a projeção. Então π(J) é ideal bilateral de A /I e

A /I
π(J)

=
A /I

(I + J) /I

∼=
A

I + J
.

Demonstração. Sejam p,q ∈ π(J), então p = j0 + I e q = j1 + I para j0, j1 ∈ J e seja
r ∈ R. Deste modo, por J ser um ideal bilateral de A, é fechado pela soma e pela
multiplicação por escalar, portanto p+ q = (j0 + j1) + I ∈ π(J) e rp = (rj0) + I ∈ π(J).
Isto é, π(J) é submódulo de A /I .

Agora, seja a ∈ A, deste modo ap = (aj0+I) ∈ π(J), afinal J também é fechado
pela multiplicação por elementos da álgebra. Por um argumento análogo, pa ∈ π(J) e
portanto π(J) é um ideal bilateral de A /I .

Agora, vou mostrar que

ψ :
A /I
π(J)

→ A
I + J

(a+ I) + π(J) 7→ a+ (I + J)

é um isomorfismo de álgebras. Inicialmente, é necessário verificar a boa definição de ψ.
Sejam a, b ∈ A tal que (a+ I)+π(J) = (b+ I)+π(J), mas isto acontece se, e somente
se, (a+I)−(b+I) = (a−b)+I ∈ π(J), isto é, apenas quando (a−b)+I ∈ {j+I | j ∈ J},
ou seja, (a−b)+I = j′+I para algum j′ ∈ J , o que por sua vez acontece se, e somente
se, a− b− j′ ∈ I, ou seja, existe i′ ∈ I tal que a− b− j′ = i′ e portanto a = b+ j′ + i′.

Deste modo dois elementos (a + I) + π(J) e (b + I) + π(J) de
A/I
π(J)

tem a
mesma classe apenas quando a − b − j′ ∈ I. Nesta situação, ψ((a + I) + π(J)) =

ψ(((b+ i′− j′) + I) + π(J)) = (b+ i′− j′) + (I + J) e como i′ ∈ I e j′ ∈ J o termo i′− j′

é absorvido pelo ideal I +J , ou seja, ψ((a+ I)+π(J)) = b+(I +J) = ψ((b+ I)+π(J)).
Agora verifica-se que ψ é um homomorfismo de R-álgebras. Sejam a, b ∈ A,

então ψ(((a+I)+π(J))+((b+I)+π(J))) = ψ(((a+I)+(b+I))+π(J)) = ψ(((a+b)+I)+
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π(J)) = (a+ b)+(I+J) = a+(I+J)+ b+(I+J) = ψ((a+ I)+π(J))+ψ((b+ I)+π(J))

então ψ preserva a soma. Do mesmo modo, ψ(((a + I) + π(J))((b + I) + π(J))) =

ψ((a+ I)(b+ I) + π(J)) = ψ((ab+ I) + π(J)) = ab+ (I + J) = (a+ (I + J))(b+ (I + J))

e portanto ψ preserva a multiplicação de elementos da álgebra. Por fim, seja r ∈ R,
então ψ(r((a+ I) + π(J))) = ψ(r(a+ I) + π(J)) = ψ((ra+ I) + π(J)) = ra+ (I + J) =

r(a + (I + J)) = rψ((a + I) + π(J)) e então ψ preserva a multiplicação por escalar.
Segue que ψ é um homomorfismo de R-álgebras.

Resta agora mostrar que ψ é bijetiva. Seja u ∈ A
I+J , então u = a + (I + J)

para algum a ∈ A. Deste modo, u = ψ((a + I) + π(J)) e portanto ψ é sobrejetiva. A

injetividade segue do núcleo de ψ. O núcleo de ψ é o conjunto kerψ = {x ∈
A/I
π(J)

|
ψ(x) = 0 + (I + J)} = {(a + I) + π(J) | a ∈ A e a + (I + J) = 0 + (I + J)}. Como
a + (I + J) = 0 + (I + J) se, e apenas se, a ∈ I + J , preciso saber quais são as
classes (a+ I) + π(J) com a = i+ j para algum i ∈ I e algum j ∈ J . Se percebe que
((i+ j) + I) + π(J) = (j + I) + π(J) e como j + I ∈ π(J), segue que (j + I) + π(J) =

(0 + I) + π(J) e deste modo (a + I) + π(J) = (0 + I) + π(J) para todo a ∈ I + J .
Recapitulando, ψ((a+ I)+π(J)) = a+(I +J) = 0+ (I +J) se, e somente se a ∈ I +J ,
mas neste caso (a + I) + π(J) = (0 + I) + π(J) e portanto kerψ = 0, afinal só existe
uma classe que ψ mapeia para o zero. Deste modo ψ é injetivo e portanto ψ é um
isomorfismo de R-álgebras. ■
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2 ÁLGEBRA DE CAMINHOS (DE LEAVITT)

O objetivo principal deste capítulo é o de apresentar duas definições equiva-
lentes de uma álgebra de caminhos de Leavitt. Para isto serão necessárias outras
definições tais como a de um grafo direcionado e uma álgebra de caminhos.

Definição 2.1. Um grafo direcionado E é uma quádrupla (E0, E1, r, s) onde E0 é um
conjunto de vértices, E1 um conjunto de arestas tal que E0∩E1 = ∅, r e s são funções

r, s : E1 −→ E0.

chamadas de range e source respectivamente.

O “caminho"da álgebra de caminhos de Leavitt se refere a um caminho em um
grafo direcionado, abaixo seguem algumas definições iniciais.

Definição 2.2. Um caminho em um grafo direcionado E é uma sequência de arestas
µ = e1e2 · · · en (isto é, sequência de elementos de E1) tal que r(ei) = s(ei+1) para
i ∈ {1, · · · , n− 1}.

• O tamanho de um caminho µ, denotado por |µ| é a quantidade de arestas que
formam o caminho.

• Vértices são caminhos de comprimento zero e arestas são caminhos de compri-
mento um.

• É possível definir o source e o range de um caminho. Seja ρ = f1 · · · fn um
caminho, então s(ρ) = s(f1) e r(ρ) = r(fn). Se v é um vértice, r(v) = s(v) = v.

• O conjunto de todos os caminhos de comprimento igual a n no grafo E é denotado
por En e path(E) =

⋃∞
n=0E

n é o conjunto de todos os caminhos finitos no grafo
E.

• Um caminho infinito é uma sequência infinita de arestas tal que r(ei) = s(ei+1)

para todo i.

• Um ciclo no grafo é uma sequência de arestas e1 · · · en tal que r(en) = s(e1).

• Uma sink no grafo é um vértice v que recebe arestas, mas não emite nenhuma,
isto é, r−1(v) ̸= ∅ e s−1(v) = ∅.

Exemplo 2.3. Seja E um grafo direcionado com E0 = {u, v, w}, E1 = {e, f}, a função
range dada por r(e) = v e r(f) = w e a função source dada por s(e) = u e s(f) = v.
Este grafo pode ser representado da seguinte maneira

u v we f

.
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Nesta representação a função r informa para onde uma aresta “vai"e função s informa
de onde a aresta “vem". As arestas e e f formam o caminho µ = ef em E, afinal
r(e) = s(f). O caminho µ tem comprimento |µ| = 2.

Exemplo 2.4. Seja E o grafo com E0 = {u, v}, E1 = {e1, e2, e3} e onde as funções
source e range são dadas por s(e1) = r(e1) = u, s(e2) = u, r(e2) = v, s(e3) = v e
r(e3) = u com representação gráfica abaixo

u ve1

e2

e3

Como a aresta e1 tem range igual ao source, faz sentido falar no caminho
e1e1e1 · · · , ou seja, este grafo possui um caminho de tamanho infinito. Outro caminho
de tamanho infinito no mesmo grafo é dado por e2e3e2e3 · · · .

Exemplo 2.5. O grafo abaixo é chamado de rosa em n pétalas. O grafo tem um vértice
v e n arestas e1, · · · , en. Este grafo resulta em um importante exemplo de álgebra de
caminhos de Leavitt como será visto logo mais.

v

e1

e2en

Definição 2.6. Seja E = (E0, E1, s, r) um grafo direcionado. A álgebra de caminhos
sobre um anel comutativo com unidade R, denotada por PR(E), é a R-álgebra livre
R(E0 ⊔ E1)+ sujeita às seguintes relações

• (V) vw = vδv,w para todo v, w ∈ E0;

• (E1) s(e)e = e = er(e) para todo e ∈ E1.

Ou seja,

PR(E) =
R(E0 ⊔ E1)+

⟨X⟩

para X = {vw − vδv,w | v, w ∈ E0} ∪ {s(e)e− e | e ∈ E1} ∪ {er(e)− e | e ∈ E1}.

Observação 2.7. Vale ressaltar que na definição acima a notação δv,w se refere ao
delta de Kronecker, onde δu,v = 0 se u ̸= v e δu,u = 1. O delta de Kronecker difere
do δa usado anteriormente na definição de álgebra livre que era usado para indexar a
soma direta do mesmo anel.

Exemplo 2.8. O grafo do exemplo 2.3

u v we f
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tem base formada pelos elementos {u, v, w, e, f, ef} pois estes são os únicos caminhos
no grafo, deste modo o grafo E dá origem a um espaço vetorial de dimensão 6. As
relações (V) e (E1) implicam que, por exemplo, uv = vw = 0, vv = v, ww = w, uu = u,
vf = f = fw.

Exemplo 2.9. Já os grafos dos exemplos 2.4 e 2.5 dão origem a um espaço vetorial de
dimensão infinita. Como já foi mostrado, no exemplo 2.4 é sempre possível concatenar
o caminho e1 infinitas vezes. Mais geralmente, qualquer grafo com pelo menos um loop
ou pelo menos um ciclo vai dar origem a uma álgebra de caminhos com dimensão
infinita.

Definição 2.10. Um vértice v em um grafo E é dito regular se s−1(v) é finito e não
vazio. O conjunto de vértices regulares de E é denotado por Reg(E).

Vértices regulares são aqueles que emitem arestas, mas apenas uma quanti-
dade finita.

Exemplo 2.11. No grafo do exemplo 2.3, os vértices e e f são regulares, pois s−1(u) =
{e} e s−1(v) = {f}, enquanto w não é um vértice regular, pois s−1(w) = ∅.

Exemplo 2.12. Seja R∞ a rosa em infinitas pétalas, então o único vértice v deste grafo
não é regular, pois s−1(v) = E1 que é infinito.

Alternativamente, a álgebra de caminhos PR(E) pode ser definida como o R-
módulo livre cuja base é formada pelos caminhos em E e cuja multiplicação de vetores
é dado pela concatenação de caminhos da seguinte forma. Sejam p = p1 · · · pn e
q = q1 · · · qm caminhos em um grafo, então p · q = pq caso r(p) = s(q) e p · q = 0

caso contrário. Em particular, dois caminhos de comprimento nulo concatenam apenas
caso sejam o mesmo vértice, isto é, vv = v e vw = 0 para todo v ̸= w, além disso,
s(e)e = e e er(e) = e, pois ambas as multiplicações resultam em caminhos não nulos
e concatenar um caminho de comprimento zero não altera o resultado do caminho
original. Estendendo a concatenação bilinearmente nos escalares do anel R se obtém
uma álgebra isomorfa a álgebra de caminhos. Para demonstrar este resultado, serão
necessários o resultado auxiliar abaixo.

Teorema 2.13. Sejam A e B R-álgebras e f : A −→ B um homomorfismo de R-
álgebras. Então ker f = {a ∈ A | f(a) = 0} é um ideal bilateral de A.

Demonstração. Primeiramente será demonstrado que ker f é um submódulo de A.
Sejam a, b ∈ ker f , então f(a) = f(b) = 0 e logo f(a) + f(b) = f(a+ b) = 0. Seja r ∈ R,
então f(ra) = rf(a) = r0 = 0, então ra ∈ ker f . Com isto ker f é um submódulo de A.

Agora, seja c ∈ A, então f(ac) = f(a)f(c) = 0f(c) = 0 e então ac ∈ ker f .
Analogamente, ca ∈ ker f e deste modo ker f é um ideal bilateral de A. ■
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Com estes dois resultados em mãos é possível demonstrar a equivalência das
duas definições de álgebras de caminhos.

Teorema 2.14. Seja M a R-álgebra livre gerada pelo conjunto path(E) com multiplica-
ção dada pela concatenação de caminhos estendida bilinearmente. Então M ∼= PR(E).

Demonstração. Seja i : E0 ∪ E1 −→M a função inclusão. Pela propriedade universal
do semigrupo livre, existe uma única maneira de estender i para um homomorfismo
f : (E0∪E1)+ −→M . Esta função mapeia uma palavra nas letras do conjunto E0∪E1

para um caminho com estas letras, isto é, seja a ∈ (E0 ∪ E1)+, então a = a1 · · · an e
se define f(a) = f(a1 · · · an) = a1 · · · an e se, por exemplo, r(a1) ̸= s(a2), então f(a) =
a1a2 · · · an = 0. Pela propriedade universal do módulo livre, f estende unicamente
para um homomorfismo de R-módulos φ : R(E0 ∪ E1)+ −→ M onde, por construção,
φ |(E0∪E1)+ homomorfismo de semigrupos e portanto φ preserva a multiplicação dos
elementos da base de R(E0 ∪E1)+. Por linearidade, segue que φ é homomorfismo de
R-álgebras.

Para estender φ para um homomorfismo do quociente φ̃ : R(E
0 ∪ E1)+

/
⟨X⟩ −→

M , é necessário calcular o núcleo de φ. De um resultado visto anteriormente, kerφ é
um ideal bilateral de R(E0∪E1)+ e além disso, este ideal contém X, afinal, seja x ∈ X,
então para v, w ∈ E0 e e ∈ E1, x pode ser escrito como vv − v, como vw caso v ̸= w,
como s(e)e−e ou como er(e)−e. De modo que φ(vv−v) = φ(v)φ(v)−φ(v) = vv−v = 0,
φ(vw) = vw = 0 e como er(e) e s(e)e concatenam para o caminho e, φ(er(e) − e) =
er(e)− e = 0 e φ(s(e)e− e) = s(e)e− e = 0. Ou seja, x ∈ X, então φ(x) = 0 e portanto
X ⊂ kerφ que, por sua vez, implica que ⟨X⟩ ⊂ kerφ. Então φ̃ está bem definida. Para
mostrar que φ̃ é um isomorfismo, é suficiente encontrar um homomorfismo inverso.

Seja ψ : path(E) −→ R(E0 ∪ E1)+
/
⟨X⟩ definida por ψ(q) = q1 · · · qn + I, isto

é, ψ pega um caminho no grafo E e leva para a concatenação das letras do caminho
sujeito às relações de impostas por ⟨X⟩. Como path(E) é a base do R-módulo livre
M , segue que ψ se estende para um único homomorfismo de R-módulos ψ̃ : M −→
R(E0 ∪ E1)+

/
⟨X⟩ . Sejam p, q ∈ path(E), então ψ̃(pq) = p1 · · · pnq1 · · · qm + ⟨X⟩ =

(p1 · · · pn+⟨X⟩)(q1 · · · qm+⟨X⟩) = ψ̃(p)ψ̃(q), em particular, se pq = 0, então r(p)s(q) = 0

e neste caso, p1 · · · pnq1 · · · qm + I = 0 + I = ψ̃(0).
Agora, seja a ∈ R(E0 ∪ E1)+, então a =

∑n
k=1 rkqk onde qk ∈ (E0 ∪ E1)+ e

portanto ψ̃(φ̃(a+ I)) = ψ̃(φ(a)). Relembrando que φ(a) =
∑n

k=1 rkf(qk) =
∑n

k=1 rkqk.
Deste modo, ψ̃(

∑n
k=1 rkqk) =

∑n
k=1 rkψ(qk) =

∑n
k=1 rk(qk + I) = (

∑n
k=1 rkqk) + I.

Por outro lado, seja m ∈ M , então m =
∑n

k=1 skpk, onde pk ∈ path(E). Então
ψ̃(m) =

∑n
k=1 skψ(qk) =

∑n
k=1 sk(qk + ⟨X⟩) e portanto φ̃(ψ̃(m)) = φ̃(

∑n
k=1 sk(qk +

⟨X⟩)) =
∑n

k=1 skφ̃(pk + ⟨X⟩) =
∑n

k=1 skpk = m. Deste modo ψ̃ é um homomorfismo
de R-álgebras que é o inverso de φ̃. Deste modo φ̃ é um isomorfismo de R-álgebras
que é o que ser queria demonstrar.
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■

Agora já se tem a definição de uma álgebra de caminhos, mas uma álgebra de
caminhos de Leavitt demanda um pouco mais de estrutura tal qual a estrutura de um
grafo estendido.

Definição 2.15. Seja E = (E0, E1, r, s) um grafo direcionado. O grafo estendido de E,
denotado por Ê é o grafo formado pela quádrupla (E0, E1 ⊔ (E1)∗, r̂, ŝ) onde (E1)∗ =

{e∗ | e ∈ E1} é o conjunto de arestas fantasma e as funções r̂ e ŝ são dadas por

r̂ : E1 ⊔ (E1)∗ → E0

e 7→ r(e)

e∗ 7→ s(e)

ŝ : E1 ⊔ (E1)∗ → E0

e 7→ s(e)

e∗ 7→ r(e).

Exemplo 2.16. Seja E o grafo direcionado abaixo

u v we f

.

É possível estender E adicionando as arestas e∗ e f∗ (chamadas de arestas fantasma)
que possuem o range e o source invertidos com relação as arestas originais. Tal grafo
estendido é mostrado abaixo.

u v w
e f

e∗ f∗

Observação 2.17. Para simplificar a notação, as funções r̂ e ŝ serão denotadas por r
e s respectivamente.

Observação 2.18. Para que a relação (E1) seja estendida para Ê é necessário acres-
centar a seguinte relação (E2) para todo e ∈ E1

r(e)e∗ = e∗s(e) = e∗.

Para a construção da álgebra de caminhos de Leavitt será necessária a utiliza-
ção das relações abaixo em um grafo E

• (CK1) e∗f = r(e)δe,f para todo e, f ∈ E1

• (CK2) v =
∑

e∈s−1(v) ee
∗ para todo v ∈ Reg(E).

Observação 2.19. Na relação (CK1), o δe,f também se trata do delta de Kronecker.
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Dadas todas estas definições prévias, é possível construir a álgebra de cami-
nhos de Leavitt.

Definição 2.20. Seja R um anel com unidade e E um grafo. A álgebra de caminhos
de Leavitt do grafo E sobre R, denotada por LR(E) é a R-álgebra livre gerada pelo
conjunto E0 ∪ E1 ∪ (E1)∗ sujeita às relações (V), (E1), (E2), (CK1) e (CK2), isto é,

LR(E) =
R(E0 ∪ E1 ∪ (E1)∗)+

⟨X ∪ Y ⟩

onde X é o conjunto com as relações (V) e (E1) e Y é o conjunto com as relações
(E2), (CK1) e (CK2).

Assim como na definição de álgebra de caminhos, a álgebra de caminho de Lea-
vitt pode ser definida alternativamente como a álgebra de caminhos no grafo estendido
sujeita às relações (E2), (CK1) e (CK2). A demonstração segue no teorema abaixo.

Teorema 2.21. Seja E um grafo direcionado e R um anel com unidade, então LR(E) ∼=
PR(Ê)

/
π(⟨Y ⟩) .

Demonstração. Para simplificar a notação, nesta demonstração denotarei R(E0∪E1∪
(E1)∗)+ por RÊ. Do teorema 1.31, ⟨X ∪ Y ⟩ = ⟨X⟩+ ⟨Y ⟩ e portanto

RÊ

⟨X ∪ Y ⟩
=

RÊ

⟨X⟩+ ⟨Y ⟩
.

Do teorema 1.32, ⟨X⟩+ ⟨Y ⟩
/
⟨X⟩ = π(⟨Y ⟩) e do teorema 1.33 seguem que,

RÊ

⟨X⟩+ ⟨Y ⟩
∼=

RÊ
/
⟨X⟩

⟨X⟩+ ⟨Y ⟩
/
⟨X⟩

=
PR(Ê)

π(⟨Y ⟩)
.

■

Teorema 2.22. Seja E um grafo com uma quantidade finita de vértices, então LR(E)
é unitária com unidade sendo a soma de todos os vértices.

Demonstração. Seja s =
∑n

i=1 vi a soma de todos os vértices de E, então spq∗ =∑n
i=1 vipq

∗, mas vipq
∗ = pq∗ caso s(p) = vi e vipq

∗ é nulo caso contrário, deste
modo,

∑n
i=1 vipq

∗ = pq∗. Analogamente, pq∗s =
∑n

i=1 pq
∗vi onde pq∗vi = pq∗ caso

s(q) = vi e pq∗vi é nulo caso contrário, segue que
∑n

i=1 pq
∗vi = pq∗ de modo que

spq∗ = pq∗ = pq∗s.
Como todo elemento de LR(E) é escrito como uma combinação linear de termos

do tipo pq∗ para p, q ∈ path(E), segue que s é a unidade da álgebra. ■

Mesmo que nem todas as álgebras de caminhos de Leavitt sejam unitárias,
todas tem unidades locais.
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Teorema 2.23. Seja E um grafo qualquer, então LR(E) é uma álgebra com unidades
locais, isto é, dados x, y ∈ LR(E), existe u ∈ LR(E) tal que xu = ux = x e yu = uy = y.

Demonstração. Sejam x, y ∈ LR(E), então x e y são combinações lineares de ca-
minhos em E, isto é, x =

∑n
k=1 rkqk e y =

∑m
j=1 sjpj para rk, sj ∈ R e qk, pj ∈

path(E) ∪ path(E)∗ onde path(E)∗ é o conjunto dos caminhos fantasma. Seja Cx,y =

{s(qk), r(qk), s(pj), r(pJ ) | k = 1, · · · , n e j ∈ 1, · · · ,m}. Definindo u =
∑

v∈Cx,y
v e

usando um argumento análogo ao teorema acima, se obtém que xu = ux = x e que
uy = yu = y. ■

Uma das motivações para se estudar álgebras de caminhos de Leavitt vem
do fato de que muitas álgebras conhecidas surgem como exemplos de álgebras de
caminhos de Leavitt. Abaixo seguem alguns exemplos que demonstram este fato.

Exemplo 2.24. Em livros e artigos sobre álgebras de caminhos de Leavitt, um exemplo
recorrente de álgebras de caminhos de Leavitt surge a partir de anéis não IBN.

Um anel com unidade R é dito ter a propriedade do invariant basis number (ou
é dito ser IBN) se para quaisquer n, m ∈ N, Rm ∼= Rn implicar que m = n. Vendo Rn

e Rm como R-módulos livres, um anel é dito ser IBN se dois R-módulos livres são
isomorfos se, e somente se, as bases destes R-módulos tem a mesma cardinalidade.

Seja R um anel não IBN, então Rn ∼= Rm para algum n, m ∈ N com n > m

e deste modo, R é dito ter módulo tipo (m,n). Em particular, neste exemplo serão
tratados sobre módulos do tipo (1, n), isto é, anéis para o qual Rn ∼= R.

Seja R um anel de módulo tipo (1, n), então R tem uma base com um elemento
{1R}, afinal R tem unidade e R tem uma base {e1, · · · , en}. Como R ∼= Rn, existem
isomorfismos ϕ : R −→ Rn e ψ : Rn −→ R tal que ϕ ◦ ψ = 1Rn e ψ ◦ ϕ = 1R. Sejam
x1, · · · , xn ∈ R tais que ϕ(1R) = x1e1 + · · · + xnen e sejam y1, · · · , yn ∈ R tais que
ψ(ei) = yi. Deste modo, ϕ(ψ(ei)) = ϕ(yi) = yiϕ(1) = yix1e1 + · · · yixnen = ei, ou seja,
yixj = δi,j1R. Por outro lado, ψ(ϕ(1R)) = ψ(

∑n
i=1 xiei) =

∑n
i=1 xiψ(ei) =

∑n
i=1 xiyi =

1R.
Deste modo, se R ∼= Rn devem existir elementos x1, · · · , xn e y1, · · · , yn de

tal modo que yixj = δi,j1R e
∑n

i=1 xiyi = 1R. Tomando isto como base, se define a
álgebra de Leavitt L(1, n) do seguinte modo

LS(1, n) =
S(x1, · · · , xn, y1, · · · , yn)

I

onde I é o ideal gerado pelas relações yixj = δi,j1 e
∑n

i=1 xiyi = 1 onde S é um anel
com unidade. Por construção LS(1, n) ∼= LS(1, n)

n como S-módulos.
Para n ≥ 2, seja Rn o grafo abaixo, chamado de rosa em n-pétalas.

v e1

e2

en
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Seja f : E0 ∪ E1 ∪ (E1)∗ −→ LR(1, n) onde f(v) = 1, v(ei) = xi e f(e∗i ) = yi.
Considerando a função f , o ideal I é igual ao ideal gerado pelas relações (CK1) e
(CK2). A relação (V), dentro de Rn se reduz a vv = v e as relações (E1) e (E2) se
reduzem a ev = ve = e, ou seja, as relações (V), (E1) e (E2) implicam que v é a
unidade de LR(Rn). Deste modo, ambas as álgebras podem ser vistas como álgebras
livres geradas por 2n elementos que estão sujeitas as mesmas relações e portanto
são isomorfas, ou seja, LR(Rn) ∼= L(1, n) e deste modo, LR(Rn) ∼= LR(Rn)

n.

Exemplo 2.25. Considerando o exemplo anterior, é natural perguntar o que acontece
com a álgebra de caminhos de Leavitt do grafo R1. A álgebra LR(R1) vai ser gerada
pelo conjunto G = {v, e, e∗, ee, e∗e∗, eee, e∗e∗e∗, · · · }. Seja f : G −→ R[x, x−1] onde
f(v) = 1, f(en) = xn e f((e∗)n) = x−1 para en = e · · · e a concatenação de e com e n

vezes e (e∗)n a concatenação de e∗ com e∗ n vezes. Esta função se estende para um
isomorfismo de R-álgebras e portanto LR(R1) ∼= R[x, x−1].

Exemplo 2.26. Seja E um grafo com finitas arestas e finitos vértices onde nenhum
ciclo tem saída. É dado em (VAŠ, 2022, pg 9) que se o grafo tem n sinks v1, · · · , vn
com ki caminhos acabando em vi e tem m ciclos c1, · · · , cm com li caminhos acabando
em algum vértice de ci de modo que o caminho não contém o ciclo, então LK(E) ∼=⊕n

i=1Mki(K)⊕
⊕m

i=1Mli(K[x, x−1]) para K um corpo.
Seja E o grafo

u v we f

.

E tem uma única sink, que é w e possui 3 caminhos acabando em w que são, w, v e
uv, então n = 1 e ki = 3. Este grafo não possui nenhum ciclo, logo m = 0 e portanto a
fórmula acima indica que LK(E) ∼= M3(K).
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3 MONOIDES E GRADUAÇÕES

A conjectura de classificação de álgebras de caminhos de Leavitt vai evoluir a
partir de construções algébricas envolvendo monoides e posteriormente uma teoria de
graduação. Os objetivos principais deste capítulo são o de apresentar o grupo K0 e de
mostrar que toda álgebra de caminhos de Leavitt é Z-graduada.

Definição 3.1. Um monoide é um semigrupo (M, ·) com um elemento identidade.

Definição 3.2. Se a operação do monoide for comutativa, o monoide é dito comutativo.

Exemplo 3.3. O conjunto dos naturais N = {0, 1, 2, · · · } forma um monoide com a
operação usual de soma. Tal monoide é comutativo.

Exemplo 3.4. Todo grupo tem uma operação com identidade, associativa e com ele-
mentos inversos, então todo grupo é também um monoide.

Teorema 3.5. Seja A∗ =
⋃∞
n=0A

n onde A0 = {ε} é visto como a palavra vazia, então
é A∗ um monoide com a concatenação de palavras.

Demonstração. A associatividade de A∗ segue de um argumento análogo ao dado
na demonstração do teorema 1.5, restando apenas verificar a existência do elemento
identidade. Seja a ∈ A∗, denotando a palavra vazia A0 por ε, então aε = εa = a, então
A∗ é, de fato, um monoide. ■

Definição 3.6. O monoide A∗ =
⋃∞
n=0A

n do teorema acima é chamado de monoide
livre gerado pelo conjunto A.

Esta definição deve ser vista como um análogo da definição 1.3 de semigrupo
livre, com a diferença que aqui A0 = {ε} é a palavra vazia. Na notação do teorema 1.3,
A∗ = {ε} ∪ A+.

Exemplo 3.7. Seja A = {0, 1}, então monoide livre gerado por A é dado por A∗ =

{ε, 0, 1, 00, 01, 10, 11, · · · }.

Definição 3.8. Sejam (M,+) e (N, ·) monoides com identidades eM e eN respectiva-
mente. Uma função f :M −→ N é dito um homomorfismo de monoides se para todo
a, b ∈M , f(a+ b) = f(a) · f(b) e se f(eM ) = eN .

Todo objeto livre satisfaz alguma propriedade universal, neste caso particular, o
monoide livre precisa satisfazer a a propriedade universal de monoides livres.

Teorema 3.9 (Propriedade Universal de Monoides Livres). Sejam A um conjunto, M
um monoide e f : A −→M uma função. Existe um único homomorfismo de monoides
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f̃ : A∗ −→M tal que f̃(a) = f(a) para todo a ∈ A. Isto é, o seguinte diagrama comuta
para i∗ : A −→ A∗ a função inclusão.

A M

A∗
i∗

f

f̃

Observação 3.10. Antes de demonstrar o teorema, é necessária realizar uma pe-
quena observação. Sejam M e N monoides quaisquer, então o conjunto hom(M,N)

dos homomorfismos de monoides entre M e N não é vazio, afinal sempre existe o
homomorfismo z : M −→ N dado por z(m) = eN para todo m ∈ M . Tal função é
homomorfismo, afinal z(eM ) = eN e z(m + m′) = eN = z(m) + z(m′) para todo m,
m′ ∈M .

Demonstração. Com base na observação acima, existe um pelo menos um homo-
morfismo de monoides f̃ : A∗ −→ M . Seja a∗ ∈ A∗, então a∗ é a concatenação
de elementos de A, isto é, a∗ = a1 · · · an onde ai ∈ A para todo i. Deste modo,
f̃(a∗) = f̃(a1) · · · f̃(an) caso a∗ seja uma palavra de comprimento positivo. Como a
única palavra de comprimento nulo é ε que é a identidade de A∗, tal elemento é mape-
ado no zero do monoide M , isto é, f̃(ε) = eM .

Isto significa que qualquer homomorfismo φ de A∗ para M é determinado pelos
elementos φ(a) onde a ∈ A. Escolhendo f̃(a) = f(a) para todo a ∈ A, tem-se o
homomorfismo f̃ dado por f̃(a∗) = f̃(a1) · · · f̃(an) = f(a1) · · · f(an) e deste modo,
f̃ ◦ i∗ = f .

Resta agora, verificar a unicidade. Se g̃ : A∗ −→ M é um homomorfismo de
monoides tal que g̃ |A= g̃ ◦ i∗ = f , então g̃(a) = f(a) para todo a ∈ A e portanto g̃

precisa ser igual a f̃ . ■

Mais a frente será encontrada a definição do monoide ME que é um monoide
livre sujeito à relações e para saber o que isto significa é necessário estudar um pouco
sobre relações binárias em monoides.

Definição 3.11. Uma congruência em um monoide (M, ·) é uma relação de equivalên-
cia ∼ em M onde a ∼ b implica que a · c ∼ b · c para todo c ∈M .

A definição de congruência é necessária para o monoide quociente tal qual
definido abaixo.

Teorema 3.12. Seja (M,+) um monoide e ∼ uma relação de congruência em M , então
o quociente M /∼ = {[x] | x ∈M} é um monoide com soma dada por [x]+ [y] = [x+ y].

Demonstração. Primeiramente é necessário verificar a boa definição da soma, isto é,
se [x] = [a] e [y] = [b], então [x] + [y] = [a] + [b]. Como [x] = [a], segue que x ∼ a e
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como a relação é de congruência, segue que x+ y ∼ a+ y, por outro lado, como y ∼ b,
a + y ∼ a + b e portanto x + y ∼ a + b de onde segue que [x + y] = [a + b] e portanto
[x] + [y] = [a] + [b] e a soma está bem definida.

O elemento neutro de M /∼ é dado por [0] onde 0 é o elemento neutro do
monoide, afinal [x] + [0] = [x+ 0] = [x] e [0] + [x] = [0 + x] = [x].

A soma é associativa, afinal [x] + ([y] + [z]) = [x] + [y + z] = [x + (y + z)]

e como a soma do monoide é associativa, x + (y + z) = (x + y) + z e portanto
[x+ (y+ z)] = [(x+ y) + z] que, por sua vez [(x+ y) + z] = [x+ y] + [z] = ([x] + [y]) + [z].
Ou seja, [x] + ([y] + [z]) = ([x] + [y]) + [z]. ■

Definição 3.13. Seja R uma relação binária no monoide livre M∗. O fecho simétrico
de R, denotado por R ∪ R−1 é a menor relação de equivalência em M∗ que contém
R e que é uma relação simétrica. Analogamente se define o fecho transitivo e o fecho
reflexivo.

Teorema 3.14. Seja R uma relação binária em M∗. Seja E ⊂ M∗ ×M∗ uma relação
binária onde x ∼E y, se e somente, se x = sut e y = svt para u, v, s, t ∈ M∗ com
(u, v) ∈ R ∪R−1. Então E é uma relação simétrica.

Demonstração. Sejam x, y ∈M∗ de modo que x ∼E y, então existem s, t, u e v ∈M∗

com u, v ∈ R ∪R−1 de modo que x = sut e y = svt.
Agora, y ∼E x se, e somente se exitem elementos a, b, w, z ∈ M∗ com w,

z ∈ M∗ tal que y = awb e x = azb. Tomando a = s, t = b, w = v e z = u se recupera a
relação x ∼E y. Deste modo a relação E é simétrica. ■

Teorema 3.15. Seja E como no teorema acima então tomando o fecho transitivo e o
fecho reflexivo de E se tem que M∗

/
∼E

é uma relação de congruência.

Demonstração. A relação ∼E é de equivalência pois como visto no teorema acima
é uma relação reflexiva e tomando o fecho transitivo e o fecho reflexivo se tem uma
relação de equivalência.

Sejam x, y e a ∈ M∗ de modo que x ∼E y, isto é, existem s, t, u, v ∈ M∗ com
u, v ∈ R ∪ R−1 de modo que x = sut e y = svt e portanto ax = asut e ay = asvt de
modo que ax ∼E ay. Do mesmo modo se tem que xa ∼ ya e então ∼E é uma relação
de congruência. ■

Definição 3.16. Seja E o fecho transitivo e reflexivo de E assim como no teorema
acima, então o monoide quociente M∗

/
∼E

é dito a apresentação do monoide por
geradores e relações e é denotado por ⟨M | R⟩.

Com isto se consegue definir o monoide quociente a partir de uma relação
binária qualquer no monoide livre.
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Definição 3.17. Seja E um grafo direcionado e seja R a relação binária em E0 onde
[v] =

∑
e∈s−1(v)[r(e)] para todo vértice v ∈ E0 regular e onde [u] + [v] = [v] + [u] para

todos os vértices u e v do grafo. Então ME = ⟨E0 | R⟩.

O estudo de monoides feito até o momento foi para chegar na definição acima.
O monoide ME é o monoide abeliano livre gerado pelos vértices do grafo E sujeito às
relações [v] =

∑
e∈s−1(v)[r(e)] para todo vértice regular v ∈ Reg(E).

Exemplo 3.18. Seja R0 o grafo abaixo com um vértice e nenhuma aresta

v
.

Então o único vértice do grafo não é regular, afinal não emite nenhuma aresta. Deste
modo MR0

é o monoide abeliano livre sem estar sujeito a nenhuma relação, isto é,
MR0

= {0, [v], [v] + [v], [v] + [v] + [v], · · · }.
Seja f : N −→ MR0

a função definida por f(n) = n[v], onde n[v] é a soma de
[v] n vezes. Esta função é um isomorfismo de monoides já que é bijetiva e f(n+m) =

(n+m)[v] = n[v] +m[v] = f(n) + f(m) e portanto ME
∼= N.

Exemplo 3.19. A rosa em uma pétala R1

v e1

tem o monoide MR1
gerado pela relação [v] =

∑
e∈s−1(v)[r(e)] =

∑
e∈s−1(v)[v] e como

s−1(v) = {e1}, segue que MR1
é o monoide livre gerado pelo vértice [v] sujeito à

relação [v] = [v]. Como esta relação é trivialmente verdadeira, pelo mesmo argumento
do exemplo anterior, MR1

∼= MR0
∼= N.

Exemplo 3.20. A rosa em n pétalas para n ≥ 2

v e1

e2

en

tem o monoide livre gerado pelo vértice v sujeito à relação [v] =
∑

e∈s−1(v)[r(e)]. Como
v emite n vértices, todos com o mesmo range, se tem que [v] =

∑n
i=1[v] = n[v] e

portanto MRn
= {0, [v], 2[v], · · · (n− 1)[v]}.

Por exemplo, para n = 5, MR5
= {0, [v], 2[v], 3[v], 4[v]}. Aqui 3[v] + 4[v] = 7[v] =

2[v]+5[v] = 3[v], afinal 5[v] = [v]. Igualmente, 2[v]+4[v] = 6[v] = [v]+5[v] = [v]+[v] = 2[v]

e do mesmo modo, [v]+ 4[v] = [v] e portanto 4[v] é quase uma identidade aditiva, afinal
m[v] + 4[v] = m[v] para todo m ̸= 0.

Vale a pena observar que o monoide não é cancelativo, afinal (n− 1)[v] + [v] =

n[v] = [v] = 0[v] + [v], ou seja, (n− 1)[v] + [v] = 0[v] + [v], porém (n− 1)[v] ̸= 0[v].
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Definição 3.21. Seja R um anel com unidade, então V(R) é o conjunto das classes de
isomorfismo de R-módulos projetivos finitamente gerados.

Teorema 3.22. O conjunto V(R) tem estrutura de monoide comutativo com a operação
[P ] + [Q] := [P ⊕Q].

Demonstração. Sejam [P ], [Q], [S] ∈ V, então ([P ]+[Q])+[S] = [P⊕Q]+[S] = [(P⊕Q)⊕
S], mas (P⊕Q)⊕S ∼= P⊕(Q⊕S), então [(P⊕Q)⊕S] = [P⊕(Q⊕S)] = [P ]+([Q]+[S]),
portanto V(R) forma um semigrupo com a soma direta. O módulo trivial, denotado por
0, é projetivo, afinal para qualquer módulo livre F , F ∼= F ⊕ 0 e é finitamente gerado
pelo conjunto vazio, então V(R) é um monoide.

Resta verificar a comutatividade. Como P ⊕Q ∼= Q⊕ P , segue que [P ] + [Q] =

[P ⊕Q] = [Q⊕ P ] = [Q] + [P ]. ■

Exemplo 3.23. Um dos poucos exemplos de anéis cujo cálculo do monoide V é razoá-
vel é de um corpo.

Seja K um corpo, então todo K-módulo projetivo finitamente gerado é um K-
espaço vetorial de dimensão finita. Isto é, V(K) = {[P ] | P é um K-espaço vetorial de
dimensão finita } e como um espaço vetorial é classificado a menos de isomorfismo
pela dimensão, segue que V(K) = {0, 1, 2 · · · } = N.

Teorema 3.24. Seja E um grafo e K um corpo, então ME
∼= V(LK(E)).

A demonstração deste teorema, que envolve alguns conceitos categóricos, pode
ser encontrada em (ABRAMS; ARA; SILES MOLINA, 2017, pg 78)

Dado um monoide comutativo M , surge a pergunta de como estender M para
um grupo abeliano, um possível modo de fazer isto é através da construção do grupo
de Grothendieck. Antes de passar para a definição, é necessário considerar a relação
de equivalência abaixo.

Teorema 3.25. Seja M um monoide comutativo. A relação ∼ em M ×M dada por
(a, b) ∼ (c, d) se, e somente se, existe m ∈ M tal que a + d +m = b + c +m, é uma
relação de equivalência.

Demonstração. Esta relação é reflexiva, afinal 0 ∈ M e a + b + 0 = a + b + 0, logo
(a, b) ∼ (a, b).
Se (a, b) ∼ (c, d), então existe m ∈M tal que a+ d+m = b+ c+m e logo (c, d) ∼ (a, b).
Por fim, basta verificar a transitividade. Se (a, b) ∼ (c, d) e (c, d) ∼ (e, f), então existem
m e n ∈ M tal que a + d + m = b + c + m e c + f + n = d + e + n, então somado
estas duas igualdades, (a + d + m) + (c + f + n) = (b + c + m) + (d + e + n). Seja
p = c+ d+ n+m ∈M , logo a+ f + p = b+ e+ p e então (a, b) ∼ (e, f). ■

Definição 3.26. Seja M um monoide comutativo e seja ∼ a relação de equivalência em
M×M dada por (a, b) ∼ (c, d) se, e somente se, existem ∈M tal que a+d+m = b+c+m
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do teorema anterior. O grupo de Grothendieck de M , denotado por G(M) é definido
como (M ×M) /∼ .

Exemplo 3.27. A construção do grupo de Grothendieck é mais geral que a construção
dos inteiros a partir dos naturais, de modo que G(N) ∼= Z.

Teorema 3.28. Seja M um monoide comutativo, então G(M) é um grupo abeliano com
a operação de soma dada por [a, b] + [c, d] = [a+ c, b+ d].

Demonstração. Antes de qualquer coisa é necessário verificar se a soma como dado
no enunciado do teorema está bem definida, ou seja, se [a, b] = [a′, b′] e [c, d] = [c′, d′],
então [a+ c, b+ d] = [a′ + c′, b′ + d′].

Se [a, b] = [a′, b′], então existe m ∈ M tal que a + b′ + m = a′ + b + m e se
[c, d] = [c′, d′] então existe n ∈M tal que c+ d′ + n = c′ + d+ n. Somando estas duas
igualdades, a+b′+c+d+m+n = a′+b+c′+d+m+n, ou seja, [a+c, b+d] = [a′+c′, b′+d′],
afinal existe m+ n ∈M tal que as duas classes são iguais.

Sejam [a, b], [c, d] e [e, f ] ∈ G(M), então [a, b]+([c, d]+[e, f ]) = [a, b]+[c+e, d+f ] =

[a+ (c+ e), b+ (d+ f)] = [(a+ c) + e, (b+ d) + f ] = ([a, b] + [c, d]) + [e, f ], então a soma
é associativa.

O elemento identidade de G(M) é dado por [0, 0], afinal [a, b] + [0, 0] = [a+ 0, b+

0] = [a, b] e o elemento inverso de [a, b] é dado por [b, a], afinal, [a, b]+[b, a] = [a+b, a+b],
mas como (a+ b, a+ b) ∼ (0, 0), segue que [a, b] + [b, a] = [0, 0].

Então G(M) é um grupo e resta apenas verificar que este grupo é abeliano.
Sejam [a, b], [c, d] ∈ G(M), então [a, b] + [c, d] = [a + c, b + d] = [c + a, d + b] = [c, d] +

[a, b]. ■

Para que o grupo de Grothendieck seja um bom modo de se estender um
monoide, é esperado que tenha algumas boas propriedades, por exemplo, se H é um
grupo, então G(H) continue sendo isomorfo à H, exatamente isto acontece.

Teorema 3.29. Seja M um monoide comutativo, então M é um grupo se, e somente
se, G(M) ∼= M .

Demonstração. (−→) Seja M um grupo e φ : M −→ G(M) uma função onde φ(g) =

[g, 0]. Tal função é um homomorfismo de grupos, afinal, φ(g + h) = [g + h, 0] = [g, 0] +

[h, 0] = φ(g) + φ(h). Além disso, φ(g) = 0, se e somente se, existe m ∈ M tal que
g +m = 0 +m, mas como M é um grupo, tem inverso e portanto g +m = 0 +m se, e
somente se, g = 0, segue que φ é injetivo. Agora, seja [a, b] ∈ G(M), por se tratar de
um grupo, todo elemento é inversível e neste caso, φ(−b + a) = [−b + a, 0] = [a, b] e
então φ é sobrejetivo. Segue que G(M) ∼= M .

(←−) Se G(M) ∼= M como monoides, então existe um isomorfismo de monoides
ψ : M −→ G(M). Sendo G(M) um grupo, todo elemento tem inverso, isto é, dado
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g ∈ G(M), existe g′ ∈ G(M) tal que g+ g′ = 0 e deste modo, por ψ ser uma sobrejeção,
existem m, m′ ∈M tal que ψ(m) = g e ψ(m′) = g′ e tais elementos m e m′ são únicos,
de onde segue que ψ(m) + ψ(m′) = ψ(m +m′) = 0 = ψ(0). Isto por sua vez, implica
que m+m′ = 0, afinal ψ é injetor e deste modo todo elemento m ∈M tem um inverso
adivito m′. Então M é um grupo. ■

Uma das maneiras alternativas de se definir o grupo de Grothendieck é através
da seguinte propriedade universal.

Teorema 3.30 (Propriedade Universal do Grupo de Grothendieck). Sejam M um mo-
noide abeliano, A um grupo abeliano, i : M −→ G(M) a função inclusão dada por
i(m) = [m, 0] para todo m ∈ M , f : M −→ A um homomorfismo de monoides, então
existe único f̃ : G(M) −→ A homomorfismo de grupos tal que f̃ ◦ i = f , ou seja, o
seguinte diagrama comuta

M A

G(M).

i

f

f̃

Demonstração. Seja g ∈ G(M), então g = [a, b] para a, b ∈ M , deste modo, g =

[a, 0] + [0, b] = i(a) + (−i(b)) que será denotado apenas por g = i(a) − i(b). Isto quer
dizer que todo elemento de G(M) pode ser visto como uma diferença de elementos
do monoide M , mas isto é bem definido apenas quando esta diferença seja igual para
quaisquer dois representantes da mesma classe. Sejam c, d ∈M tal que [a, b] = [c, d]

que é equivalente a [a + d, 0] = [b + c, 0], ou seja, i(a + d) = i(b + c), como i é um
homomorfismo de monoides, segue que i(a)+ i(d) = i(b)+ i(c) e já que a inclusão leva
elementos do monoide M para o grupo G(M), é possível tomar os inversos aditivos
de modo que i(a) − i(b) = i(c) − i(d) e deste modo, a diferença está bem definida
independentemente do representante da classe.

Definindo a função f̃ por f̃(g) = f̃(i(a)−i(b)) := f(a)−f(b) é necessário verificar
a boa definição de f̃ , isto é, se [a, b] = [c, d] então f(a) − f(b) = f(c) − f(d). Como
[a, b] = [c, d] se, e somente se, existe m ∈ M tal que a + d + m = b + c + m então
f(a + d +m) = f(b + c +m). Como f é homomorfismo, é possível separar a soma e
como a imagem de f é um grupo abeliano, todo elemento tem inverso e deste modo,
f(a)− f(b) = f(c)− f(d), isto é, f̃ está bem definida.

Seja h ∈ G(M), então h = i(p) − i(q) para p, q ∈ M , deste modo f̃(g + h) =

f̃((i(a)−i(b))+(i(p)−i(q))) = f̃((i(a)+i(p))−(i(b))+i(q)) e como i é um homomorfismo,
isto se reduz à f̃(i(a + p) − i(b + q)) = f(a + p) − f(b + q) e do mesmo modo, f é
homomorfismo e então segue que f̃(g+h) = (f(a)−f(b))+(f(p)−f(q)) = f̃(g)+ f̃(h),
ou seja f̃ é, de fato, um homomorfismo de grupos.
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Resta agora verificar que f̃ ◦ i = f e que f̃ é único. Seja m ∈ M , então
f̃(i(m)) = f(m), ou seja, o diagrama comuta. Supondo que g̃ : G(M) −→ A seja
um homomorfismo de grupos tal que g̃(i(m)) = f(m), então g̃(h) = g̃(i(p) − i(q)) =

g̃(i(p))− g̃(i(q)) = f(p)− f(q) = f̃(h). Então existe um único homomorfismo de grupos
f̃ tal que f̃ ◦ i = f . ■

Esta propriedade universal garante que, num certo sentido, G(M) é o menor
grupo que contem o monoide M , pois existe um único modo de estender um homo-
morfismo de monoides para um homomorfismo de grupos.

Dado um anel com unidade, é possível encontrar o grupo K0 associado a tal
anel que preserva algumas propriedades da estrutura original.

Definição 3.31. Seja R um anel com unidade, o grupo K0(R) é definido por K0(R) =

G(V(R)).

Observação 3.32. Como todos os grafos que serão usados no restante do trabalho
tem finitos vértices, a álgebra de caminhos de Leavitt vai ter unidade e portanto faz
sentido tomar o K0 desta álgebra ao se esquecer a estrutura de multiplicação por
escalar, porém a conjectura a ser apresentada no próximo capítulo ainda é válida para
anéis sem unidade. Uma maneira de estender K0 para anéis sem unidade é através de
uma outra construção do K0 envolvendo idempotentes de matrizes. Esta construção,
que pode ser encontrada em (ROSENBERG, 1994) não depende de que o anel tenha
unidade.

A construção do K0 por idempotentes é a adotada no artigo original (HAZRAT,
2013) onde a conjectura do isomorfismo graduado é apresentada.

Gene Abrams, um dos precursores do desenvolvimento da teoria de álgebras
de caminhos de Leavitt, mostra em (ABRAMS, 2015) que uma das vias do desen-
volvimento da teoria da álgebra de caminhos de Leavitt aconteceu foi através de C∗-
álgebras de grafos. Visto que estas duas estruturas possuem várias similaridades
e que a K-teoria é uma ferramenta importante na classificação de C∗-álgebras, por
exemplo, as C∗-álgebras AF são completamente classificadas pelo grupo K0. Hazrat
em (HAZRAT, 2013) conjectura que o mesmo seja válido para álgebras de caminhos
de Leavitt. Daí o motivo de se usar o grupo K0 para tentar classificar as álgebras de
caminhos de Leavitt.

Como será visto no próximo capítulo, apenas o grupo K0 não é suficiente para
classificar as álgebras de caminhos de Leavitt, de modo que é necessário levar em
conta mais estrutura, tal qual a estrutura de graduação apresentada abaixo.

Definição 3.33. Sejam A uma R-álgebra e G um grupo. A álgebra A é dita graduada
pelo grupo G (ou G-graduada) se existe uma família de submódulos {Aγ | γ ∈ G} onde
A =

⊕
γ∈GAγ tal que AδAγ ⊂ Aδγ para todo γ, δ ∈ G.
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Como será visto logo mais, toda álgebra de caminhos de Leavitt é Z-graduada
e portanto faz sentido levar em conta a estrutura de graduação para tentar classificar
estas estruturas.

Exemplo 3.34. Seja A uma R-álgebra e G um grupo, então A sempre pode ser G-
graduada pela graduação trivial onde Ae = A para e a identidade do grupo G e Ag = 0

para todo g ̸= e. Deste modo, A =
⊕

g∈GAg e AgAh ⊂ Agh.

Exemplo 3.35. A álgebra R[x, x−1] = {
∑n

i=−n rkx
k | n ∈ N, rk ∈ R} dos polinômios

de Laurent é Z-graduado pelas componentes R[x, x−1]n = Rxn.
Cada componente Rxn é fechada pela soma e pela multiplicação por escalar,

portanto é um submódulo. Além disso, R[x, x−1] e
⊕

n∈ZRx
n são iguais como conjun-

tos e (Rxn)(Rxm) ⊂ Rn+m.

Definição 3.36. Seja A = ⊕g∈GAg uma R-álgebra G-graduada. Os elementos de Ag

para qualquer g ∈ G são ditos homogêneos.

Exemplo 3.37. Considerando a álgebra R[x, x−1] com a graduação dada no exemplo
3.35 se tem que o elemento x10 é homogêneo, enquanto x−59 + x7 não é.

Teorema 3.38. Seja I ideal de uma R-álgebra A graduada por um grupo G, então as
duas condições são equivalentes

1. Seja x =
∑

g∈G xg ∈ I, então xg ∈ I para todo g ∈ G.

2. I ⊂
∑

g∈G(I ∩ Ag).

Demonstração. (2 −→ 1) Seja x ∈ I, então x ∈
∑

g∈G I ∩ Ag, isto é, x =
∑

g∈G xg
onde xg ∈ I ∩ Ag para todo g ∈ G, em particular, xg ∈ I para todo g ∈ G.
(1 ←− 2) Seja x ∈ I, então separando x na soma de elementos homogêneos se tem
x =

∑
g∈G xg onde xg ∈ Ag onde, por hipótese, xg ∈ I, então xg ∈ I ∩ Ag e portanto

x ∈
∑

g∈G I ∩ Ag. ■

Definição 3.39. Seja I ideal bilateral de uma R-álgebra A que é G-graduada, então
I é dito ser um ideal graduado se satisfaz alguma das condições equivalentes do
teorema acima.

Teorema 3.40. Seja I ideal de uma R-álgebra G-graduada A onde I é gerado por
elementos homogêneos de A, então I é um ideal graduado.

Demonstração. Seja S ⊂
⋃
g∈GAg um subconjunto de homogêneos que gera o ideal

I, isto é, I = ⟨S⟩.
Inicialmente vai ser demonstrado que se x ∈ AS, então todas as componentes

homogêneas de x também está em I. Seja x ∈ AS, então x =
∑n

k=1 aksk para ak ∈ A
e sk ∈ S. Como ak ∈ A, segue que ak =

∑
g∈G a

k
g e portanto x =

∑n
k=1

∑
g∈G a

k
gsk
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e como akg ∈ A e sk ∈ S, então o produto akgsk ∈ I. Por outro lado, seja hk o grau de
sk, isto é, sk ∈ Ahk

e portanto akgsk ∈ Aghk
, ou seja, akgsk é homogêneo. Deste modo,

sendo xh a soma de todos os elementos do tipo akgsk que aparecem na expressão
de x de grau h se tem que xh é uma soma de homogêneos de ordem h e portanto é
homogêneo de ordem h e que xh ∈ I. Deste modo, x =

∑
h∈G xg é tal que xg ∈ I para

todo g ∈ G.
Usando argumento análogo se percebe que o mesmo vale para SA e para

ASA, isto é, se u =
∑

g∈G ug ∈ SA e v =
∑

g∈G vg, então ug, vg ∈ I para todo g ∈ G.
Também é verdade que se r =

∑m
j=1 rjsj ∈ RS cada componente homogênea de r

vai estar em I, afinal rjsj ∈ I e o grau de rjsj vai ser igual ao grau de sj e como I é
fechado pela soma, r =

∑
g∈G rg é tal que rg ∈ I para todo g ∈ G.

Agora, seja z ∈ I = ⟨S⟩. Pelo teorema 1.25, I = RS + AS + SA + ASA e
portanto z = r+ x+ u+ v para r ∈ RS, x ∈ AS, u ∈ SA e v ∈ ASA. Seja z =

∑
g∈G zg

a soma em componentes homogêneas onde zg = rg + xg + ug + vg. Como foi visto
anteriormente, rg, xg, vg, ug ∈ I para todo g ∈ G e deste modo zg = rg+xg+ug+vg ∈ I
para todo g ∈ G. Portanto cada componente homogênea de z está em I e disto segue
que I é ideal graduado. ■

Agora seguimos para a demonstração de que o quociente de uma álgebra G-
graduada por um ideal graduado é também graduada e tal graduação é induzida pela
graduação da álgebra original, mas antes de prosseguir para o teorema é necessário
mostrar que uma expressão do tipo Ag

/
(Ag ∩ I) está bem definida.

Observação 3.41. Sejam A uma R-álgebra, I um ideal de A e M um submódulo de
A, então M ∩ I é um submódulo de M . Como todo ideal é por definição um submódulo
e como a intersecção de submódulos é submódulo, segue que M ∩ I é submódulo de
M e portanto o quociente é bem definido.

Teorema 3.42. Seja A uma R-álgebra G-graduada e I ideal graduado de A, então⊕
g∈G

Ag

Ag ∩ I

tem estrutura de R-álgebra.

Demonstração. Denotando Ag

Ag∩I por Ag, então
⊕

g∈GAg tem estrutura natural de
R-módulo, sendo necessário verificar apenas a estrutura de multiplicação. Sejam a,
b ∈

⊕
g∈GAg então a =

∑
g∈G ag + (Ag ∩ I) e b =

∑
g∈G bg + (Ag ∩ I) e definido a

multiplicação por a · b =
∑

h∈G
∑

g∈G agbh+ (Agh ∩ I) se percebe que o produto é bem
definido já que agbh ∈ Agh e que é bilinear, afinal é sempre possível tirar o escalar para
fora dos somatórios.
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Por outro lado, seja c =
∑

i∈G ci + (Ai ∩ I), então

(ab)c =
∑
i∈G

∑
h∈G

∑
g∈G

agbhci + (Aghi ∩ I) = a(bc).

E então o produto é associativo e bilinear fazendo de
⊕

g∈GAg uma R-álgebra. ■

Teorema 3.43. Seja A =
⊕

g∈GAg uma R-álgebra G-graduada e I um ideal graduado
de A, então

A
I

=

⊕
g∈GAg

I
∼=
⊕
g∈G

Ag

Ag ∩ I
.

Além disso, A /I é G-graduada pelas componentes Ag

/
Ag ∩ I .

Demonstração. Primeiramente, a função projeção

π :
⊕
g∈G
Ag →

⊕
g∈G

Ag

A ∩ I∑
g∈G

ag 7→
∑
g∈G

(ag +Ag ∩ I)

é um homomorfismo de R-álgebras. Sejam a, b ∈ A, então a =
∑

g∈G ag e b =
∑

g∈G bg
de modo que a+ b =

∑
g∈G(ag + bg) e portanto π(a+ b) =

∑
g∈G((ag + bg) +Ag ∩ I) =∑

g∈G(ag + Ag ∩ I) +
∑

g∈G(bg + Ag ∩ I) = π(a) + π(b). Seja r ∈ R, então π(ra) =

π(
∑

g∈G rag) =
∑

g∈G(rag + Ag ∩ I) = rπ(a). Por fim, ab = (
∑

g∈G ag)(
∑

h∈G bh) =∑
h∈G

∑
g∈G agbh e como π preserva a soma,

π(ab) =
∑
h∈G

∑
g∈G

π(agbh) =
∑
h∈G

∑
g∈G

agbh + (Agh ∩ I).

Do teorema acima, a multiplicação é dada por agbh + (Agh + I) = (ag + (Ag ∩ I))(bh +

(Ah ∩ I)) e reescrevendo os somatórios se obtém que π(ab) = π(a)π(b). Portanto π é
um homomorfismo de R-álgebras.

Para passar π para um homomorfismo quociente, é necessário calcular kerπ.
Por definição, kerπ = {a ∈

⊕
g∈GAg | π(a) =

∑
g∈G 0+(Ag ∩ I)} ou equivalentemente,

kerπ = {
∑

g∈G ag ∈ Ag | ag ∈ Ag ,
∑

g∈G ag + (Ag ∩ I) =
∑

g∈G 0 + (Ag ∩ I)}. Porém∑
g∈G ag + (Ag ∩ I) =

∑
g∈G 0+ (Ag ∩ I) se, e somente se para todo g ∈ G, ag + (Ag ∩

I) = 0 + (Ag ∩ I), que é equivalente a ag ∈ Ag ∩ I, porém, por definição ag ∈ Ag

então a condição ag ∈ Ag ∩ I implica que ag ∈ I para todo g ∈ G. Recapitulando,
kerπ = {

∑
g∈G ag ∈ Ag | ag ∈ Ag ,

∑
g∈G ag + (Ag ∩ I) =

∑
g∈G 0 + (Ag ∩ I)} =

{
∑

g∈G ag | ag ∈ I}. Deste modo, se x =
∑

g∈G xg ∈ kerπ, xg ∈ I para todo G, mas
como I é ideal, é fechado pela soma e portanto x =

∑
g∈G xg ∈ I. Por outro lado,

como I é graduado, se x =
∑

g∈G xg ∈ I, então xg ∈ I para todo g ∈ G e deste modo
x ∈ kerπ. Portanto kerπ = I



Capítulo 3. Monoides e graduações 40

Agora é possível passar π para um homomorfismo de R-álgebras no quociente

φ :
A
I
→
⊕
g∈G

Ag

Ag ∩ I

a+ I 7→ π(a).

De modo que φ(a + I) = π(a) = 0 ⇐⇒ a ∈ I e portanto kerφ = 0. Agora, seja
u ∈

⊕
g∈GAg

/
(A ∩ I) , então u =

∑
g∈G ug + (Ag ∩ I) e então φ(

∑
g∈G ug + I) =

π(
∑

g∈G ug) = u. Então φ é um isomorfismo de R-álgebras o que conclui a demons-

tração. Resta mostrar que as componentes Ag

/
Ag ∩ I formam uma G-graduação de

A /I .
Seja A = A /I e sejam Ag = Ag

/
(Ag ∩ I) , então A =

⊕
g∈GAg. Agora, sejam

g, h ∈ G, então Ag · Ah = {xy + (Agh + I) | (x, y) ∈ Ag ×Ah} ⊂ {z + (Agh + I) | z ∈
Agh} = Agh e portanto A é graduada pela graduação induzida por A. ■

Teorema 3.44. Seja E um grafo direcionado, então a álgebra de caminhos no grafo
estendido PR(Ê) é Z-graduada pelo comprimento dos caminhos.

Demonstração. Sejam v ∈ E0 e e ∈ E1, definindo o grau destes termos por deg(v) =
0, deg(e) = 1 e deg(e∗) = −1. Por fim, definindo o grau de um caminho no grafo
estendido x1 · · ·xm por deg(x1 · · ·xm) =

∑m
i=1 deg(xi). Agora, para n ∈ Z, definindo

Pn = spanR{x1 · · ·xm | xi ∈ E0 ∪ E1 ∪ (E1)∗ e deg(x1 · · ·xm) = n} se tem que todos
os Pn são fechados pela soma, afinal a soma de dois termos de grau n continua tendo
grau n e a multiplicação por escalar também não afeta o grau e como todo caminho
vai ter algum grau, segue que PR(Ê) = ⊕n∈ZPn.

Seja m ∈ Z, seja µ ∈ PnPm, então µ = (
∑n′

i=1 rkqk)(
∑m′

j=1 sjpj), onde rk,
sj ∈ R e onde deg(qk) = n e deg(pj) = m para todo k e todo j. Deste modo, µ =∑n′

i=1

∑m′

j=1 rksjqkpj de modo que deg(qkpj) = n +m para todo k e todo j e portanto
PnPm ⊂ Pn+m. ■

Um outro modo de deduzir o mesmo resultado é considerar a mesma Z-graduação
na álgebra R(E0 ∪ E1 ∪ (E1)∗)+ e perceber que o ideal I gerado pelas relações (E),
(V1) e (V2) é um ideal gerado por elementos homogêneos e portanto é graduado. Com
isto a álgebra R(E0 ∪ E1 ∪ (E1)∗)+ /I ∼= PR(Ê) é também Z-graduada pelo teorema
3.43.

Analogamente ao resultado acima, toda álgebra de caminhos de Leavitt LR(E)
também é Z-graduada. Para demonstrar isto é necessário o resultado abaixo.

Teorema 3.45. Sejam γ, λ, µ e ρ ∈ path(E) de algum grafo E onde γλ∗ e µρ∗ são não



Capítulo 3. Monoides e graduações 41

nulos. Dentro de LR(E) a expressão do produto é dado por

(γλ∗)(µρ∗) =


γκρ∗ se µ = λκ para algum κ ∈ path(E)

γσ∗ρ∗ se λ = µσ para algum σ ∈ path(E)

0 caso contrário.

Demonstração. Pela associatividade do produto, (γλ∗)(µρ∗) = γ(λ∗µ)ρ. Sejam λ =

λ1 · · ·λn e µ = µ1 · · ·µm. Deste modo, λ∗µ = λ∗n · · ·λ∗1µ1 · · ·µm.
Caso m ≥ n e λi = µi para todo i = 1, · · · , n, então λ∗µ = µn+1 · · ·µm. Seja

κ = µn+1 · · ·µm, então µ = (λ1 · · ·λn)(µn+1 · · ·µm) = λκ e portanto (γλ∗)(µρ∗) = γκρ∗

que é o primeiro caso.
Casom < n e λi = µi para todo i = 1, · · · ,m, então λ = (µ1 · · ·µm)(λm+1 · · ·λn).

Seja σ = λm+1 · · ·λn, então λ = µσ e portanto λ∗µ = σ∗µ∗µ = σ∗ e logo (γλ∗)(µρ∗) =

γσ∗ρ∗.
Por fim, caso λi ̸= µi para algum i, o produto λ∗µ é nulo e este é o último

caso. ■

O resultado acima mostra que o conjunto {γλ∗ | γ, λ ∈ path(E) onde r(γ) =

r(λ)} gera a álgebra LR(E), afinal qualquer elemento da álgebra vai ser escrita como
uma combinação linear de produtos deste tipo.

Teorema 3.46. Seja E um grafo direcionado e R um anel comutativo com unidade,
então LR(E), a álgebra de caminhos de Leavitt é Z-graduada pelas componentes
span{γµ∗ | γ,µ ∈ path(E) e |γ| − |µ| = n}.

Demonstração. Considerando a graduação em R(E0 ∪ E1 ∪ (E1)∗)+ dado pelo grau
dos monômios assim como na demonstração do teorema 3.44 e que os conjuntos X e
Y da definição 2.20 são homogêneos, segue que ⟨X ∪ Y ⟩ é ideal graduado e portanto
LR(E) ∼= R(E0 ∪ E1 ∪ (E1)∗)

/
⟨X ∪ Y ⟩ pelo teorema 3.43 é também Z-graduado com

graduação induzida pela graduação de R(E0 ∪ E1 ∪ (E1)∗)+. ■

Definição 3.47. Sejam A =
⊕

g∈GAg e B =
⊕

g∈G Bg R-álgebras G-graduadas e
f : A −→ B um homomorfismo de R-álgebras. A função f é dita um homomorfismo
graduado se f(Ag) ⊂ Bg para todo g ∈ G. A função f é dita ser um isomorfismo
graduado se for um homomorfismo graduado que é bijetivo

Analogamente a definição de álgebra graduada, também se tem as noções de
anel graduado e de módulo graduado.

Definição 3.48. Sejam R um anel e G um grupo. R é dito ser G-graduado se R =⊕
g∈GRg onde Rg é subgrupo aditivo de R e RgRh ⊂ Rgh para todo g, h ∈ G.

Definição 3.49. Sejam R um anel G-graduado e M um R-módulo. M é dito ser G-
graduado se M =

⊕
g∈GMg e se RgMh ⊂Mgh para todo g, h ∈ G.
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Para um módulo graduado M , transladar as componentes da graduação resulta
em outro módulo graduado.

Teorema 3.50. Sejam M =
⊕

g∈GMg um R-módulo G-graduado e seja δ ∈ G, então
M(δ) =

⊕
gMgδ é um módulo G-graduado.

Demonstração. Sejam g, h ∈ G, então RgM(δ)h = RgMhδ que pela graduação de M
está contido em Mghδ =M(δ)gh. Portanto M(δ) é graduado com a graduação induzida
pela graduação M . ■

Definição 3.51. Seja M um R-módulo G graduado, então de acordo com a notação
do teorema acima, o módulo M(δ) é chamado de δ-shift de M .

Definição 3.52. Sejam R um anel G-graduado e M um R-módulo G-graduado, então
M é dito ser graduado livre se M ∼=

⊕
g∈GR(g) onde R(g) é o shift com relação a

graduação trivial.

Definição 3.53. Um R-módulo é dito projetivo graduado se for o somando direto de
um módulo livre graduado.

Definição 3.54. Seja R um anel G-graduado, então VG(R) é o conjunto das classes
de isomorfismo graduado de R-módulos projetivos graduados.

Teorema 3.55. VG(R) é um monoide comutativo com operação dada pela soma direta.

Demonstração. A demonstração deste teorema é análoga a demonstração do teorema
3.22. Já que 0 é um módulo G-graduado e que P⊕0 ∼= P ∼= 0⊕P , segue que [P ]+[0] =

[P ] = [0] + [P ] e portanto [0] é identidade de VG(R). Como P ∼= Q ⇐⇒ Q ∼= P , segue
que [P ] + [Q] = [Q] + [P ] e portanto a soma é comutativa. Por fim, (P ⊕ Q) ⊕ S ∼=
P⊕(Q⊕S) e logo [P⊕Q]+[S] = [P ]+[Q⊕S], e então ([P ]+[Q])+[S] = [P ]+([Q]+[S]),
isto é, a soma é associativa. ■

Definição 3.56. O grupo de Grothendieck de VG(R) é denotado por KG
0 (R) e é dito

ser o G-grupo de Grothendieck.

Se G = Z, o grupo KG
0 (R) tem duas ações por G

G×KG
0 (R)→ KG

0 (R)

(m,P (n)) 7→ [P (n)m]

G×KG
0 (R)→ KG

0 (R)

(m,P (n)) 7→ [P (n+m)].

Onde a primeira é a ação do grupo, que leva um módulo [P ] na soma de [P ]

com si mesmo m vezes, enquanto a segunda ação é dada pelo shift da graduação.
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Para evitar confusão, a ação do shift é denotada multiplicativamente, então xm[R(n)] =

[R(n+m)] onde Z ∼= ⟨x⟩ ∼= {xn | n ∈ Z}.
O monoide ME de um grafo R também tem sua versão graduada dada na

definição abaixo.

Definição 3.57. Sejam E um grafo direcionado, C = {xn[v] | n ∈ Z e v ∈ Reg(E)} e
R ⊂ C∗ × C∗ a relação binária dada por R = {([v],

∑
e∈s−1(v) xr[e]) | v ∈ Reg(E)} ∪

{([u] + [v], [v] + [u]) | v, u ∈ E0}. Define-se TE = ⟨C | R⟩.

Então TE pode ser visto como o monoide abeliano livre gerado por {xn[v] | n ∈ Z
e v ∈ Reg(E)} sujeito às relações [v] =

∑
e∈s−1(v) x[r(e)] para vértices regulares.

O monoide TE indica o comprimento do caminho conectando dois vértices como
mostrado abaixo.

Exemplo 3.58. Seja E o grafo

u v we f

.

Então TE é o monoide abeliano livre gerado por [u], [v] e [w] onde [u] = x[v] e
[v] = x[w] indicando que existe um caminho de comprimento um conectando o vértice u
com o vértice v e um caminho de comprimento um conectando o vértice v com o vértice
[w]. Além disso, [u] = x2[w] o que implica que existe um caminho de comprimento dois
conectando u até w.

Teorema 3.59. Seja E um grafo e K um corpo, então TE ∼= VZ(LK(E)).

O resultado de cima pode ser visto como a versão graduada do teorema 3.24 e
sua demonstração pode ser encontrada em (ARA et al., 2018, Proposition 5.7).
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4 CONJECTURA DO ISOMORFISMO GRADUADO

Neste capítulo a conjectura do isomorfismo graduado será apresentada, mas
antes serão passados contraexemplos que indicam serem necessários a utilização de
mais estruturas até chegar na conjectura final.

Por se tratar de álgebras geradas a partir de grafos direcionados, uma primeira
tentativa de classificação das álgebras de caminhos de Leavitt poderia vir dos grafos,
isto é, a princípio, pode-se perguntar se duas álgebras de caminhos de Leavitt são
isomorfas apenas quando seus grafos subjacentes são isomorfos. Abaixo segue um
contraexemplo.

Definição 4.1. Sejam E = (E0, E1, rE , sE) e F = (F 0, F 1, rF , sF ) grafos direcionados.
O par (φ0, φ1) é dito ser um homomorfismo de grafos para φ0 : E0 −→ F 0 e φ1 :

E1 −→ F 1 funções que preservam as relações de adjacência, isto é, se u ∈ E0 e
e ∈ E1, então sF (φ1(u)) = φ0(sE(u)) e rF (φ1(u)) = φ0(rE(u)).

Exemplo 4.2. Sejam E2 o grafo

u’ v’
e′

e E3 o grafo

u v we f

Então existe um homomorfismo de grafos E2 −→ E3 através das funções φ0 e
φ1 onde φ0(u′) = u e φ0(v′) = v e φ1(e′) = e.

Definição 4.3. Dois grafos E e F são grafos isomorfos se existe um homomorfismo
de grafos entre E e F cujas funções são bijetoras e que se tenha um homomorfismo
de grafos inverso.

Exemplo 4.4. Sejam E3 o grafo

u v we f

e E′3 o grafo

u’ v’ w’
e′ f ′

.

Então existe um isomorfismo entre os grafos induzido pela função φ : E0 −→ (E0)′

onde φ(u) = w′, φ(v) = v′ e φ(w) = u′ e pela função φ1 : E1 −→ (E1)′ onde φ1(e) = f ′

e φ1(f) = v′ e e′.
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Exemplo 4.5. Sejam F1 e F2 os grafos abaixo.

F1 :
v we

f

F2 :

v w
e

f

Então os grafos não são isomorfos, afinal existe um loop no primeiro grafo e não
existe nenhum loop no segundo de modo que nenhuma função bijetiva vai conseguir
preservar as relações de adjacência.

Calculando as álgebras de caminhos destes dois grafos através da fórmula
do exemplo 2.26 se percebe que o grafos F1 e F2 tem zero sinks e que ambos tem
um ciclo. No primeiro grafo são dois caminhos que acabam no vértice w e que não
contém o ciclo, que são w e e. Deste modo, LR(F1) ∼= M2(K[x, x−1]). Por outro lado,
F2 também tem dois caminhos que acabam em algum vértice do ciclo, digamos v, e
que não contém o ciclo que são v e f . Deste modo LR(F2) ∼= M2(K[x, x−1]).

Portanto LR(F1)
∼= LR(F2) mesmo os grafos F1 e F2 não sendo isomorfos o

que mostra que analisar apenas os grafos não é suficiente para classificar álgebras de
caminhos de Leavitt subjacentes.

Visto que apenas o grafo não é suficiente para classificar as álgebras, pode-se
tentar classificar com o K0, mas isto também não é possível mostra o exemplo abaixo.

Exemplo 4.6. Assim como visto nos exemplos 3.18 e 3.19, MR0
∼= MR1

∼= N e portanto
ambos os monoides vão ter o mesmo K0, isto é, K0(LR(R0)) ∼= K0(LR(R1)). Percebe-
se, porém, que estes grafos dão origem a álgebras de caminhos de Leavitt distintas,
afinal LR(R0) tem dimensão um por possuir apenas um vértice e nenhuma aresta
e nenhuma aresta fantasma. Por outro lado, LR(R1) tem dimensão infinita, afinal é
sempre possível concatenar a aresta e consigo mesma qualquer quantidade de vezes.

Visto que o K0 também não funciona, o próximo passo é tentar classificar
usando KZ

0 .

Exemplo 4.7. Considerando novamente o grafo R1. O monoide TR1
é o monoide livre

gerado por xn[v] sujeito a relação [v] = x[v]. Deste modo, x2[v] = x(x[v]) = x[v] = v,
mais geralmente, xn[v] = [v] para todo n ∈ Z e portanto o grupo ⟨x⟩ ∼= Z age trivial-
mente no monoide TR1

de modo que TR1
∼= N e portanto G(TR1

) ∼= KZ
0 (LR(R1)) ∼= Z.

Por outro lado, considerando novamente o grafo F1 do exemplo 4.5

v we
f
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Este grafo tem monoide TF1
gerado porxn[v] e xm[w] onde [v] =

∑
e∈s−1(v) x[r(e)] =

x[w] e onde [w] =
∑

e∈s−1(w) x[r(e)] = x[w]. Isto é, a ação de x implica que, dentro
do monoide, [v] = [w]. Então TF1

pode ser visto como um monoide abeliano livre em
geradores xn[v], ou seja, TF1

∼= N e portanto KZ
0 (LK(F1)) ∼= Z.

Sabe-se, contudo, que LK(R1) ∼= K[x, x−1] e que LK(F1) ∼= M2(K[x, x−1]) e
portanto LK(R1) ̸∼= LK(F1). Deste modo KZ

0 não é suficiente para classificar.

As ferramentas estudadas até agora ainda não são suficientes para classificar
as álgebras de caminhos de Leavitt, é necessário mais estrutura ainda.

Definição 4.8. Um conjunto direcionado é um conjunto X não vazio com uma relação
binária que é reflexiva e transitiva.

Existem muitos exemplos de conjuntos direcionados, alguns deles estão abaixo.

Exemplo 4.9. Seja (Z,≤) o conjunto dos inteiros com a relação de menor ou igual
usual. Tal conjunto é direcionado já que a relação ≤ é reflexiva e transitiva.

Exemplo 4.10. Seja (Z, | ) o conjunto dos inteiros com a relação de divisão. É verdade
que x | x para todo x ∈ Z e que, para se a | b e b | c, então a | c e deste modo se trata
de um conjunto direcionado.

Exemplo 4.11. Seja X um conjunto, então (P (X),⊆) é um conjunto dirigido onde P (X)

é o conjunto das partes de X.

Teorema 4.12. Seja R um anel com unidade, então V(R) é direcionado com a ordem
[P ] ≤ [Q] se existe P ′ tal que Q ∼= P ⊕ P ′.

Demonstração. Seja ≤ a relação em V(R) dada por [P ] ≤ [Q] se, e somente se, P é
isomorfo a algum somando direto de Q, isto é, se Q ∼= P ⊕ P ′.

Tal relação é reflexiva, afinal P ∼= P ⊕ 0 e portanto [P ] ≤ [P ] e é transitiva, pois
se [P ] ≤ [Q] e [Q] ≤ [S], então S ∼= Q⊕Q′ ∼= P ⊕ P ′ ⊕Q′ e portanto [S] ≤ [P ]. ■

Observação 4.13. Seja R anel com unidade, então para qualquer P um R-módulo
projetivo finitamente gerado, P ⊕ P ′ ∼= Rn para algum n inteiro e portanto [P ] ≤ [Rn] =

n[R]. Por ter esta propriedade, [R] é dito ser uma unidade ordem de V(R).

Quando o grupo K0(R) é considerado com uma unidade ordem, é dito um grupo
pontuado. Analogamente, [R] é dito ser uma unidade ordem de VZ(R).

A conjectura do isomorfismo graduado pergunta

LR(E)
∼=gr LR(F ) ⇐⇒ KZ

0 (LR(E))
∼= KZ

0 (LR(E))

onde os KZ
0 são considerados como grupos pontuados.
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Observação 4.14. De acordo com (VAŠ, 2022, pg 19),se E é um grafo com quantidade
finita de vértices, a unidade ordem de VG(LR(E)) é dado por [LR(E)] que, por sua vez
é isomorfo a

∑
v∈E0 [v] através do isomorfismo do monoide TE .

Abaixo seguem alguns exemplos

Exemplo 4.15. Seja E o grafo

u v we f

.

Então TE é gerado por xn[u], xm[v] e xp[w] para n, m, p ∈ Z com as relações [u] = x[v]

e [v] = x[w]. Como {xn[u] | n ∈ Z} = {xn[v] | n ∈ Z} = {xn[w] | n ∈ Z}, TE pode ser
visto como um monoide com um único conjunto gerador {xn[w] | n ∈ Z}.

Seja a ∈ TE , então a =
∑m

i=1 nkx
ki [w] = (

∑m
i=1 nkx

ki)[w] para nk ∈ N. De-
finindo a função f : TE −→ N[x, x−1] por f(a) = f((

∑m
i=1 nkx

ki)[w]) =
∑m

i=1 nkx
ki

se tem que f é homomorfismo. Seja b ∈ TE , então b = (
∑l

j=1 bjx
ij )[w] e portanto

f(a+ b) = f((
∑m

i=1 nkx
ki)[w] + (

∑l
j=1 bjx

ij )[w]) = f((
∑m

i=1 nkx
ki +

∑l
j=1 bjx

ij )[w]) =∑m
i=1 nkx

ki +
∑l

j=1 bjx
ij = f(a) + f(b) e também é verdade que f(0) = 0.

Tal homomorfismo é isomorfismo, afinal se z ∈ N[x, x−1], então z =
∑n

i=1 zix
ki =

f((
∑n

i=1 zix
ki)+[w]), isto é, f é injetiva. Por outro lado, se f(a) = 0, então

∑m
i=1 nkx

ki =

0 de modo que todos os coeficientes precisam ser nulos e logo a = 0. Deste modo,
G(TE)

∼= G(N[x, x−1) = Z[x, x−1].
A unidade ordem de TE é dado por [u] + [v] + [w] = [w] + x[w] + x2[w] e portanto

f([w] + x[w] + x2[w]) = 1 + x+ x2.

Exemplo 4.16. Seja F o grafo abaixo

u v we

f
.

Então TF é gerado por xn[u], xm[v] e xp[w] para n, m, w ∈ Z sujeitos as relações
[u] = x[v], w = x[v] e como v não é vértice regular, não está sujeito a nenhuma relação.
Novamente {xn[u] | n ∈ Z} = {xn[v] | n ∈ Z} = {xn[w] | n ∈ Z} de modo que TF pode
ser visto como tendo apenas um conjunto gerador {xn[v] | n ∈ Z}.

Usando o mesmo argumento do exemplo anterior, G(TF ) ∼= Z[x, x−1]. Neste
caso a unidade ordem é dada por [u] + [v] + [w] = x[v] + [v] + x[v] = 2x[v] + [v]. Pelo
mesmo isomorfismo do exemplo anterior, f(2x[v] + [v]) = 2x+ 1.

Nos dois exemplos anteriores se percebe que KZ
0 (LK(E)) ∼= KZ

0 (LK(F )), então
o K0 graduado não distingue E de F , porém considerando as unidades ordem são
distintos, isto é, (KZ

0 (LK(E)), x2 + x+ 1) ̸∼= (KZ
0 (LK(F )), 2x+ 1).
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5 CONCLUSÕES

Neste trabalho, com o propósito de definir álgebras de caminhos de Leavitt,
foram estudados semigrupos livres, álgebras livres, ideais de álgebras gerados por
conjuntos, bem como algumas propriedades universais.

Foram apresentadas duas definições equivalentes de álgebras de caminhos
de Leavitt, obtidas através de um grafo direcionado. Após isto, foram vistos alguns
exemplos destas álgebras, com ênfase na álgebra de caminhos de Leavitt da rosa em
n ≥ 2 pétalas, LR(Rn), sendo mostrado que tal álgebra é isomorfa a álgebra de Leavitt
de tipo (1, n).

No capítulo três foram definidos alguns conceitos algébricos como a graduação,
o grupo K0 e a apresentação de monoides com o objetivo de chegar na conjectura do
isomorfismo graduado, um problema em aberto sobre a classificação de álgebras de
caminhos de Leavitt a menos de isomorfismo graduado.

A conjectura do isomorfismo graduado foi apresentada através de alguns con-
traexemplos que demonstram que para classificar álgebras de caminhos de Leavitt é
necessário utilizar de todo o ferramental desenvolvido no capítulo três.

Até o momento se sabe que a conjectura do isomorfismo graduado é válida para
grafos finitos no qual todos os caminhos levam para uma sink, um ciclo ou uma rosa
(VAŠ, 2022, pg 19), mas não se sabe a veracidade desta conjectura para um grafo
qualquer.
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