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RESUMO

O presente trabalho consiste em descrever as estruturas de algebra e médulo atra-
vés das nog¢des acerca da teoria de categorias, em particular, tais fundamentos em
categorias monoidais. Outrossim, constroem-se as bases necessarias para o desen-
volvimento de algebras de Hopf, bem como, modulos sobre bialgebras; logo, também
englobam-se preceitos de dualizagdes. Dados os parametros, faz-se necessario desta-
car que este projeto é baseado, predominantemente, nos livros Corings and Comodules
e Hopf Algebras: An Introduction. Por fim, salienta-se a baixa dependéncia de concei-
tos algébricos além dos usuais presentes em uma graduagcao em matematica. Afinal,
a primeira metade deste projeto regozija-se na introducéo e aprofundamento da teoria
de categorias para que, em seguida, sejam desenvolvidos os paradigmas essenciais
envolvendo, a priori, algebras e, a posteriori, médulos.

Palavras-chave: Algebra. Médulo. Categoria monoidal.



ABSTRACT

The present work consists in describing algebra and module structures throughout
notions of category theory, in particular, such foundations in monoidal categories. Fur-
thermore, the necessary foundations for the development of Hopf algebras are built as
well as modules over bialgebras; thus, dualization precepts are also included. Provided
those parameters, it is necessary to highlight that this study is primarily based on Cor-
ings and Comodules and Hopf Algebras: An Introduction. Finally, there is a minimal
reliance on algebraic additions to the standard ones encountered in undergraduate
mathematics. Whereas the very first half of this project rejoices in presenting and de-
veloping category theory in order to produce crucial paradigms with respect to, firstly,
algebras and, secondly, modules.

Keywords: Algebra. Module. Monoidal category.
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1 INTRODUGAO

A partir de aspectos basicos no tocante a construcao axiomatica da teoria de
conjuntos é possivel, em funcao de certas consequéncias, promover uma abstragéo
ainda maior a fim de generalizar as nogdes de conjuntos e suas estruturas, caso
existam. Assim, a teoria de categorias permite obter resultados interessantes através
de diagramas comutativos, ja que sdo analisadas identidades envolvendo fungbes que
denotam propriedades necessarias.

Por exemplo, na teoria de anéis, existe o resultado do Primeiro Teorema dos
Isomorfismos: Sejam A e B anéis tais que f : A — B é um homomorfismo de anéis;
sob tais consideracdes, existe um Gnico isomorfismo de anéis ¢ : 4 /ker(f) — Im(f).
O motivo de abordar essa famosa observacao advém do fato que sua demonstracéao
€, geralmente, associada a este diagrama comutativo

f

A— B

W{[ = (1.1)

‘4/ka(ﬂ —— Im(f)

sendo 74 : A — A/ker(f) a projecao canbnica de A e (g : Im(f) — B a injecao
canbnica em B.

Assim, repare que o teorema citado anteriormente pode ser interpretado como
o resultado que surge a partir da comutatividade do diagrama apresentado em (1.1),
isto é, existe isomorfismo ¢ tal que tg o p o 14 = f. Note que os conjuntos A € B nao
estavam explicitados, contudo, tendo em vista que f leva elementos de A em B, o leitor
ja possui a informagéo que ¢ o p o4 é aplicada em um elemento a € A e o resultado
da expressao € um elemento b € B.

Sob tais informagdes, é imprescindivel discorrer no tocante a necessidade de
adotar esta representacao. Na teoria de categorias, € suficiente observar, em diagra-
mas comutativos, quais sao os possiveis caminhos entre dois objetos, bem como, quais
as fungdes envolvidas e quais propriedades sao obtidas. Destarte, infere-se que, ao
longo do texto, a maior aliquota de resultados, sejam teoremas e coroldrios, sejam
definicoes e observagdes, é dada consoante as nogdes anteriores.

Em relacao aos pré-requisitos, presume-se conhecidos os resultados presentes
nos cursos de teorias de mddulos, anéis e grupos, bem como, conteludos envolvendo
espacos vetoriais e produtos tensoriais entre essas estruturas. Nao obstante, o ultimo
assunto esta disponibilizado na quota de apéndices de modo evidenciar sua definicao
e algumas propriedades basicas. Dessa forma, a galeria de ferramentas para este
trabalho, em relagédo a graduacao em matematica, € baseada nos cursos de algebra (I
e ll), algebra linear (I e Il) e estruturas algébricas.
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Afinal, premissas envolvendo as estruturas de conjuntos possuem alto carater
de funcionamento textual, além de atrelados, necessariamente, aos parametros de
alusdo de modo a evitar extensdes desnecessarias de referéncia ao longo do texto.
Em particular, os livros referenciados, (JACOBSON, 1985), (JACOBSON, 1989) e
(ROTMAN, 2003), foram utilizados - e sdo recomendados ao leitor - a fim de garantir
um melhor entendimento a respeito dos temas dispostos em segundo plano.

Outrossim, com o objetivo de evitar certas discussdes a respeito da terminolo-
gia empregada, é importante que o leitor perceba, ao longo das generalizagdes de
conceitos abstratos, a possibilidade de tratar de expressdées como, por exemplo, ‘tradu-
cao algébrica’ para indicar a mudanga de uma perspectiva ja estabelecida para uma
nova versao. Para melhor contextualizagao, no terceiro capitulo, surgem as categorias
monoidais que, de certo modo, sdo as estruturas advindas da traducao algébrica de
um monoide para a teoria de categorias.

Em especial, no préximo capitulo desenvolver-se-ao nogoes basicas da teoria
de categorias de maneira a citar todos os componentes suficientes na construcao
estrutural de uma categoria monoidal. Nesse sentido, obrigatoriamente, conceitos e
exemplos de categorias usuais, funtores covariantes e isomorfismos naturais séao evi-
denciados e demonstrados, quando necessarios, de modo a possibilitar ao leitor um
aspecto construtivo, concreto e intuitivo do topico.

Enquanto que, no terceiro capitulo, desenvolve-se exclusivamente a ideia de
categoria monoidal, bem como, exemplos devidamente explicitados e resultados en-
volvendo seus componentes. Particularmente, a demonstracdo desses seguimentos
€ essencial para demonstrar teoremas em capitulos futuros, principalmente no ultimo
capitulo, o qual possui a maior dependéncia de resultados em relacédo ao terceiro.

No quarto capitulo trabalhar-se-ao com preceitos relativos a estrutura de uma
algebra, ora sobre um anel comutativo com unidade ora sobre um corpo. Além disso,
caracterizam-se as nocoes estruturais basicas de uma algebra e sua dualizagao, uma
coalgebra, de modo que seja possivel descrevé-las sob o ponto de vista da categoria
dos espacos vetoriais sobre um corpo. Ademais, apresentam-se as bialgebras - conjun-
tos que possuem, simultaneamente, as estruturas de algebra e coalgebra - para que,
em seguida, sejam descritas as algebras de Hopf, ou seja, bialgebras cujo morfismo
identidade H € inversivel em relagdo a uma operagéo produto especial.

Por fim, para o quinto capitulo, tem-se a completa generalizagdo das estruturas
citadas anteriormente para uma categoria monoidal qualquer. Em seguida, ao tomar
proveito dos resultados obtidos, € possivel obter paradigmas de modo a envolver uma
nova versao de modulos. Em especial, apresentam-se mddulos sobre algebras, comoé-
dulos sobre coalgebras e médulos de Hopf - objetos com estrutura, concomitantemente,
de mddulo sobre algebra e comodulo sobre coalgebra.
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2 NOCOES ELEMENTARES DA TEORIA DE CATEGORIAS

Este capitulo serve como contextualizacao dos esforcos necessarios para obter
a premissa de uma categoria monoidal. Em especial, as principais referéncias para esta
discussao sao dadas em (BORCEUX, 1994), (MOMBELLI, s.d.), (MACLANE, 1970) e
(PAREIGIS, 1970).

2.1 CATEGORIAS

Uma vez que a estrutura de um conjunto esta, usualmente, associada uma
nog¢ao de um mapeamento que preserva tal caracteristica, uma categoria e seus exem-
plos mais basicos sao apresentados de modo que seja possivel tratar de ambos os
fatores citados anteriormente. Isto €, faz-se necessario atrelar conjuntos com uma
mesma estrutura aos respectivos morfismos descritos a seguir

Definicao 2.1.1. Uma categoria C é composta por:
(i) uma colecéo de objetos, denotada por Ob;(C);

(i) para cada par de objetos (X,Y) tais que X,Y € Obj(C), existe uma colegéo de
morfismos de X para Y em C, denotada por Hom¢(X,Y);

(iii) para cada X € 0bj(C), existe morfismo idy : X — X dito morfismo identidade
de X;

(iv) para quaisquer X,Y, Z € Obj(C), existe uma operagdo de composi¢cao denotada
por o e definida como

o: Home(Y,Z) x Home(X,Y) — Home(X, Z)
(9./) = golf

Ademais, para quaisquer f € Home(X,Y),g € Home(Y,Z) e h € Home(Z, W),
a composicao satisfaz as seguintes identidades:

(hog)of=ho(gof) e foidy =f=idyof.

Observacao 2.1.2. Em especial, é importante reconhecer o abuso de notagdo do
simbolo ‘e’ utilizado anteriormente. Afinal, utiliza-se a preposicao ‘em’ no sentido de
X e f estarem nas colegbdes Obj(C) e Homg(X,Y), respectivamente. Contudo, ndo
havera problemas de interpretacao e, destarte, tal aspecto de escrita sera mantido ao
longo de todo o texto.

Definicao 2.1.3. Seja C uma categoria. Um morfismo f : X — Y € dito isomorfismo se
existe um morfismo g : Y — X talque fog=1idy e go f =idx.
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Antes de apresentar o conceito de subcategoria, sdo expostos exemplos usuais
de categorias que o leitor deve possuir certa familiaridade. Particularmente, para os
proximos exemplos, ndo sdo demonstradas as identidades em (iv); contudo, ambas as
colecdes propostas em (i) e (ii) sdo devidamente citadas, isto €, exibem-se objetos e
0s morfismos.

Exemplo 2.1.4. Diz-se a respeito de Set a categoria cujos objetos sdo conjuntos
quaisquer e os morfismos sao quaisquer funcdes entre tais conjuntos.

Exemplo 2.1.5. Diz-se a respeito de Grp a categoria cujos objetos e morfismos séao
grupos e homomorfismos de grupos, respectivamente.

Observacgao 2.1.6. Em particular, ao selecionar a restrigao com apenas grupos abeli-
anos, tem-se uma nova categoria, dita Ab.

Exemplo 2.1.7. Diz-se a respeito de Ring a categoria cujos objetos e morfismos séo
anéis e homomorfismos de anéis, respectivamente.

Observacao 2.1.8. Note que ao tratar apenas com anéis que admitem unidade tem-se
a categoria ring cujos morfismos f : A — B sdo homomorfismos de anéis tais que
f(14) = 1p, para quaisquer A e B anéis com unidade. Além disso, a restricdo em ring
para anéis comutativos e com unidade promove a categoria Cring.

Exemplo 2.1.9. Para K um corpo, diz-se a respeito de Vecti a categoria cujos objetos
sao0 espacos vetoriais sobre K e os morfismos séo as transformacdes lineares.

Observacao 2.1.10. Repare na possibilidade considerar apenas K-espacgos vetoriais
de dimenséo finita; assim, tem-se a categoria vecty.

O préximo exemplo envolve a generalizagdo de um produto cartesiano, uma no-
cao essencial ao longo de todo o trabalho, uma vez que tal esta diretamente vinculado
a definicdo de uma categoria monoidal.

Exemplo 2.1.11. Sejam C e D duas categorias. Diz-se a respeito de C x D a categoria
produto entre C e D tal que:

(i) acolegdo Obj(C x D) é dada pelos pares (X, X’) € (Obj(C), Obj(D));
(i) para quaisquer (X, X'), (Y,Y') € Obj(C x D), tem-se que a colegdo de morfismos
em CxD é dada por Homeyp (X, X'), (Y,Y")) = (Home(X,Y), Homp (X', Y"));
(iii) para todo (X, X’) € Obj(C x D), o morfismo identidade em C x D é dado por
id(x xny = (idx,idx);
(iv) paraquaisquer X = (X, X"),Y = (Y,Y"),Z = (Z,Z') € Obj(C x D), a composigdo
é definida entrada-a-entrada, isto é, parag = (g,¢') e f = (f, f), tem-se que
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o: Homcxp(?, 7) X HomCXD(X,Y) — Homcxp(y,i)
9.7 = gofi=(g0f.g°f)

Resta demonstrar as identidades que envolvem a composicdo. Destarte, sejam f €
Homeyp(X,Y), g€ Homeyp(X,Z) € h € Homeyp(Z,W). Entéo

(hog)of=(hog.h og)o(f. [)
(hog)of,(hog)of)
ho(go f),h o(g o f")
h,W)o(go f g of)

=ho(gof)

,f1) o (idx ,idx)
oidy, [ oidxr)

(Zdy (0] f, idyl o f/)
(idy ,idy+) o (f, f')

Logo, C x D é, de fato, uma categoria.

Neste momento, é interessante considerar uma categoria que trata de nocoes
de dualidade. Assim, fixada uma categoria, na traducéo de dual, busca-se manter a
colecao de objetos, entretanto altera-se a colecdo de morfismos em questao de definir
qual objeto é o dominio e contradominio.

Exemplo 2.1.12. Seja C uma categoria, diz-se a respeito de C°P a categoria oposta de
C tal que:

(i) C°P e C possuem a mesma colecao de objetos;
(i) para quaisquer X,Y € Obj(C°P), tem-se que Homeop(X,Y) = Home (Y, X);

(ii) para quaisquer X,Y, Z € Obj(C°P), define-se composicao oposta, o°?, por

o Homeop(Y, Z) x Homeop(X,Y) = Homeop(X, Z)
(9,f) = go® fi=foy
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Repare que a existéncia do morfismo identidade nesta categoria ja € dado em (ii). Logo,
sejam f € Homeop(X,Y), g € Homeop(Y, Z) € h € Homeop(Z, W ). Note que

(ho g)o? f=(goh)o™ f=fo(goh)
:(fog)oh:hoOP(fog):hoOP(go()pf)

fOOPidX :idXOf:f:fOidY:idYoOPf
Com isso, de fato, garante-se que C°P € uma categoria.
Uma nocgéo interessante, a partir da definicdo de categoria € a nogao de restri-

cao, ja exemplificada anteriormente em 2.1.6, 2.1.8 e 2.1.10. Em especial, constata-se
que a seguinte definicao engloba tais informacgoes.

Definicao 2.1.13. Sejam C e D duas categorias. Diz-se que D € uma subcategoria de
C se:

(i) paratodo X € Obj(D), segue que X € Obj(C);
(i) se X € Obj(D), entdo idy € Homp(X, X);
(iii) para quaisquer X,Y € Obj(D), se f € Homp(X,Y), entédo f € Homg(X,Y).

Observacao 2.1.14. A partir dessa ultima definicao, conclui-se que Ab, Cring, ring e
vectg S&0 subcategorias de Grp, ring, Ring € Vecty, respectivamente.

2.2 FUNTORES

Normalmente, a partir do momento que foram definidos os agentes de estudo,
sao apresentadas relagdes ou aplicacdes as quais interligam aqueles. Assim, um funtor
€, sob certo abuso, a traducao dessas aplicagdes na teoria de categorias.

Definicao 2.2.1. Sejam C e D duas categorias. Um funtor covariante F' : C — D é
representado por:

(i) uma atribuicdo de cada X € Obj(C) a um objeto F'(X) € Obj(D), isto &,
F : Obj(C) — Obj(D)
X — F(X);

(i) uma atribuigdo, semelhante ao item anterior, de cada morfismo f € Hom(X,Y)
a um outro morfismo F(f) € Homp(F(X), F(Y)), isto é,

F:Home(X,Y)— Homp(F(X),F(Y))
f= F(f);
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(iii) paratodo X € Obj(C), segue que F(idx) = idp(x);
(iv) se f € Home(X,Y)ege Home(Y,Z), entdo F(go f) = F(g) o F(f).

Definicao 2.2.2. Sejam C e D duas categorias. Um funtor contravariante F : C — D €
representado por:

(i) uma atribuicdo de cada X € Obj(C) a um objeto F'(X) € Obj(D), isto €,
F :0bj(C) — Obj(D)
X — F(X);

(i) uma atribuicao, semelhante ao item anterior, de cada morfismo f € Hom¢(X,Y)
a um outro morfismo F(f) € Homp(F(Y), F(X)), isto é,

F:Home(X,Y)— Homp(F(Y), F(X))
= F(f);
(iii) paratodo X € Obj(C), segue que F(idx) = idp(x);
(iv) se f € Home(X,Y)ege Home(Y,Z),entdo F(go f) = F(f) o F(g).

Observacio 2.2.3. E possivel evidenciar as definicdes de funtores, sejam covariantes
sejam contravariantes, através de “diagramas". Em especial, F' é dito covariante se é
X

possivel explicita-lo por
> Y A
Fh k k (2.1)

rev) 20 pv) 2 Fz)

\_/

F(g)oF(f)
e F' é dito contravariante se é explicitado por

X .
7
rex) S5 poy £ pegy.

\/

F(g)oF(f)

Observacao 2.2.4. Ao longo do texto, os funtores covariantes serdo descritos apenas
por funtores. Logo, ao trabalhar com funtores contravariantes, tais serdo especificados
a fim de evitar problemas de interpretacdo ao longo do texto com certos resultados.
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Exemplo 2.2.5. Seja C uma categoria. Define-se Id; : C — C por Idg(X) = X para
todo X € Obj(C) e Ido(f) = f para qualquer f € Home(X,Y). Em especial, Id- é um
funtor covariante denominado funtor identidade e, veja que, de fato, Id; € funtor, pois
para X € Obj(C), segue que

Ide(idy) = idy = idpg, x)

edados f € Home(X,Y) e g € Home(Y, Z), garante-se que

Ide(go f)=go f=1Ide(g)oIde(f).

Exemplo 2.2.6. Para K um corpo, considere a categoria dos K-espacos vetoriais, isto
é, Vecty. Defina o funtor bidual B : Vectg — Vectg da seguinte forma:

(i) Paratodo V € Obj(Vectk), tem-se que B(V) = V**;
(II) para todo T € HomVectK<V7 U), segue que B(T) — T** tal que

g = T"(g)=goT"

emque 7% : U* — V* é definido por T*(h) = h o T para todo h € U*.
Seja V' € 0bj(C), note que B(idy) = idyy = idy« = idpg.. Por fim, sejam
T € Homyee, (V,U) € S € Homy e, (U, W), infere-se que

B(SoT)=(SoT)™* =(T"0S8")" =S oT" = B(S)o B(T)
Isto é, B é funtor covariante.

Exemplo 2.2.7. Um funtor F' : C — D é dito funtor esquecimento se F' “descarta” ou
“esquece” algumas ou todas propriedades relativos aos objetos e morfismos em C com
relacdo aos objetos e morfismos em D.

Repare que F : Ring — Set, G : Ring — Grp e H : Grp — Set séo funtores
esquecimento.

Neste momento, o leitor pode criar a seguinte indagacao. Existe alguma relagao
que permita utilizar a ideia de composicao para funtores covariantes? A resposta é
apresentada pela proxima proposicao.

Proposicao 2.2.8. Sejam C, D e £ categorias tais que existam os funtores F': C — D
eG:D— £ DefinaGoF:C— & por

(i) paratodo X € Obj(C), segue que (Go F)(X) =G (F(X))

(i) paratodo f € Home(X,Y), tem-se que (G o F)(f) = G (F(f))
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Sob tais consideracoes, se F' e G sdo ou ambos covariantes ou ambos contravariantes,
entdo G o F' € um funtor covariante; caso contrario, G o F' € um funtor contravariante.

Demonstragdo. Sejam X € Obj(C), f € Home(X,Y) e g € Home(Y, Z). Note que:

(GoF)(idx) = G (F(idx)) =G (Z’dF(X)> = 1dg(p(x)) = 1(GoF)(X)-

Se F e (G sao covariantes, entao

Se F e (G sao contravariantes, entao

(GoF)(gof)=

Se F é covariante e G é contravariante, entao

(GoF)(go f)=G(F(gof))
G (F(g)o F(f))
G(F(f)) oG (F(g))
= (GoF)(f)o(GoF)(g)

Se F é contravariante e GG é covariante, entao

(GoF)(gof)=G(F

2.3 TRANSFORMAGOES NATURAIS

Enquanto funtores relacionam categorias, as transformagdes naturais atuam
sobre os primeiros de modo a proporcionar a esséncia da teoria apresentada, a comu-
tatividade de diagramas.



Capitulo 2. Nogbes Elementares da Teoria de Categorias 19

Definicao 2.3.1. Sejam F,G : C — D funtores. Diz-se que o« : F — G é uma
transformacao natural se « consiste em uma colecdo de morfismos axy da forma
{ax : F(X) — G(X) | X € Obj(C)} em D de modo que, para quaisquer X,Y € Obj(C)
e paratodo f € Hom¢(X,Y), 0 seguinte diagrama seja comutativo

.G
a(f)

Observacao 2.3.2. Analogamente, uma transformagao natural pode envolver funtores
contravariantes de modo que a mudanca é definida pela inversao do sentido em relacao
aos morfismos F'(f), caso F' contravariante, ou G(f), caso G contravariante.

Exemplo 2.3.3. Seja K um corpo, considere a categoria Vectyk e os funtores bidual e
identidade, isto €, B e Idy..,. Repare que n € uma transformagéo natural dada por
{nv c Idyee, (V) = B(V) |V € Obj(Vectg)} = {ny : V = V* |V € Obj(Vectk)} ja
que o diagrama a seguir € comutativo

v — T LU

V** T** U**

De fato, a priori, note que:

paratodov € V e f € V*. A comutatividade do diagrama é dada por

(T omy)(v) (f) = (v (v
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Definicao 2.3.4. Uma transformacao natural o : F' — G € dita um isomorfismo natural
se para todo X € Obj(C), tem-se que ax € um isomorfismo. Desta forma, os funtores
F e G séo ditos equivalentes denotados por F' ~ G.

Com a definicao acima, vale interromper o ritmo e objeto de discurso para
promover ao leitor uma breve discussao. Usualmente, em um curso de algebra, e.g.,
teoria de grupos ou anéis, séo trabalhadas noc¢des de estruturas isomorfas como, por
exemplo, Z /97 = Zs e R? = C. O ponto em questdo é que, até entdo, ndo foram
definidas nog¢des envolvendo categorias isomorfas. Portanto, segue que

Definicao 2.3.5. Sejam C e D duas categorias. Diz-se que C e D sao categorias
isomorfas se existe um par de funtores F:C - DeG:D — Ctaisque Go F' = Idg e
FoG = Idp.

E importante notar que a premissa de categorias isomorfas é demasiadamente
restritiva em funcédo das nog¢des de igualdade presentes nas duas composi¢cées dos
funtores. Logo, € possivel apresentar uma exigéncia mais interessante - utilizando
isomorfismos naturais - a fim de obter uma equivaléncia entre categorias no seguinte
sentido:

Definicao 2.3.6. Sejam C e D duas categorias. Duas categorias sao equivalentes se
existem funtores FF: C - DeG:D —Ctaisque Go F ~Idgce FoG ~ Idp.

Observacao 2.3.7. Repare que, pela Definicao 2.3.4, a relagdo ~ € uma relagao de
equivaléncia. Isto é, dados funtores F, G, H : C — D, infere-se que
s P~ F

s se['~(G,entdao G ~ F};
eseF~GeG~H,entdo ' ~ H.

Por mais que pareca trivial a afirmagéo acima, os proximos resultados verificam tal
frase.

Exemplo 2.3.8. Seja ' : C — D um funtor. Diz-se a respeito do isomorfismo natural
identidade /D : F — F definido por (IDp)x = idp(x), paratodo X € Obj(C). Afinal,
é facil notar que, (IDp)x : F(X) — F(X) é isomorfismo para todo X € Obj(C), bem
como, o seguinte diagrama é comutativo

g
s

~
\S

F(Y)
(IDp)x B(IDF)Y

F(Y).

=
=
3

S[
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Note que o exemplo anterior indica que F' ~ F. Neste momento, para garantir a
propriedade simétrica da relagéo ~, considere:

Definicdo 2.3.9. Seja a : F — G um isomorfismo natural. Define-se o' : G — F
como sendo a cole¢ao de morfismos {Sx = 04)_(1 :G(X) = F(X)| X €0bj(C)} emD.

Essa definicao sugere que se F' ~ G entdo G ~ F e esse fato é comprovado
pela préxima proposicao

Proposicao 2.3.10. Sejam F,G : C — D funtores e o : F' — G um isomorfismo natural.
Sob tais consideracdes, 3 = o~ também é um isomorfismo natural.

Demonstragdo. Sejam F,G : C — D funtores, o : F — G um isomorfismo natural,
X,Y € Obj(C) e f € Home(X,Y). Por hipbtese, sabe-se que o seguinte diagrama
comuta

Fx) —E2D s peyy

G(X) —g— GY).

Uma vez que ay : F(X) — G(X) é isomorfismo para todo X € Obj(C), existe isomor-
fismo Bx = ay' : G(X) — F(X). Logo, o diagrama abaixo comuta

G
ax) —Y L aoy
ﬂxaxll By=ay"
F(X) ———— F(Y),
F(f)
isto €, § é transformacao natural e By : G(X) — F(X) é isomorfismo para todo
X € 0bj(C). u

Resta garantir a transitividade da relacédo ~ e, para tal, necessitar-se-a da nocao
de composicao vertical.

Definicao 2.3.11. Sejam C e D duas categorias, F,G,H : C — D funtorese 5 : FF — G
e o : G — H transformacdes naturais. Diz-se que aof3 : F' — H é a composicao vertical
de a e § de modo que « o § é definida por {(ao 8)x : F(X) — H(X) | X € Obj(C)}
com (ao f)x = ax o fx.

Observacao 2.3.12. A composicao vertical a o § definida acima €, de fato, uma trans-
formacao natural, pois, para quaisquer X,Y € Obj(C) e para todo f € Homg(X,Y),
segue que o diagrama
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(2.4)

comuta, pois no diagrama

Fox) — ey
Bx By
L ey Y

ox Qay

~ ~

H(X) —e H(Y),

cada um dos “retangulos" é comutativo - pela definicao de a e S serem transformacoes
naturais - e vale que

H(f)o(aopf)x =H(f)oaxofx
=ay o G(f) o Bx
= ay o fy o F'(f)
= (o B)y o F(f)
Com tal observacéo, conclui-se que, de fato, ~ é relacdo de equivaléncia. Ade-
mais, para tomar proveito do conceito de composigéo vertical, vale considerar o se-

guinte exemplo de uma categoria um tanto diferente em relagcdo as apresentadas
anteriormente.

Exemplo 2.3.13. Sejam C e D categorias. Diz-se a respeito de Fun(C, D) a categoria
funtor cujos objetos s&o funtores F': C — D e, por conseguinte, os morfismos sdo as
transformagdes naturais. Ademais, repare que:

0 morfismo identidade em Fun(C, D) € o isomorfismo natural I Dg : F — F

* a composig¢ao entre morfismos € a composicao vertical.
Para simplificar a notacao, defina

Nat(F,G) == Hompyyc p)(F, G)

Logo, sejam a € Nat(F,G),3 € Nat(G, H),v € Nat(H,J) e X um objeto C. Note que,
pela associatividade da composicdo em D,
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(voB)oa)y =(yof)xoax
= (yx o Bx)oax
=7x o (Bx oax)
=7xo(Boa)x
=(yo(Boa))x

(aolDp)x =axo(IDp)x =ax = (IDg)x oax = (aolDg)x
Portanto, Fun(C, D) é uma categoria.

Notacao. Se C e D sao categorias tais que C = D, entdo escreve-se End(C), dita
categoria dos endofuntores em C, em vez de Fun(C,C).

Uma vez que o termo ‘vertical’ é citado na composicao de transformacodes natu-
rais, espera-se que, pelo menos, exista uma outra versao, método ou meio de compor
transformacgdes naturais. Essa nova composicao é denominada composicao horizontal.

Definicao 2.3.14. Sejam C, D e &£ categorias, F,G : C — D, bem como, H,J : D — &
funtores, ademais, 6 : ' — G e o : H — J transformacgdes naturais. A composicao
axf:HoF — JoG definidapor {(ax8)x : (Ho F)(X) = (JoG)(X) | X € Obj(C)}
em que (o f)x = ag(x) ° H(Bx) € dita composicao horizontal.

Observacao 2.3.15. Repare que, na definicdo acima, os funtores H o F' e J o G sé@o
funtores que interligam as categorias C e £. Outrossim, € possivel construir o seguinte
diagrama comutativo para melhor representar a composi¢ao horizontal.

(axB)x J . G
\ / (2.5)
H(Bx) AG(x)

(H o G)(

(Ho F)(X

Além disso, note que a * 5 é, de fato, uma transformagéo natural. Afinal, considere
X, Y € 0Obj(C) e f € Home(X,Y), infere-se que

(Ho F)(X) — ) (moayx) —29 (1o @) (x)
(H&NQI (1) NH@%ﬂ(@ NMQU)

(HoF)(Y) —pos (HoG)(Y) —5 (JoG)(Y)
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€ comutativo. Note que (1) comuta uma vez que G(f) o fx = By o F(f) e, assim,
H(G(f))oH(Bx) = H(By) o H(F(f)), enquanto que (2) comuta pelo fato de que « é
transformagé&o natural. Logo, o diagrama

(xf) x=agx)oH(Bx)

(Ho F)(X) > (JoG)(X)
(HOG)(f)l l(JOG)(f)
(Ho F)(Y) > (JoG)(Y)

(axB)y=agyyoH (By)
comutativo.

A utilizagdo da composi¢ao horizontal € evidenciada na categoria End(C), pois
€ necessaria para definir a composicao de morfismos os quais séo as transformacgdes
naturais, e sua diagramacgao é dada na mesma dire¢do. Logo, o leitor tera mais faci-
lidade de notar quando sao descritas as composicoes verticais e horizontais ja que
a classificacdo da composi¢do também é indicada na diregédo das flechas de um dia-

grama comutativo. Em especial, a utilizagdo da composic¢ao vertical € evidenciada no
Exemplo 3.1.9 para definir a estrutura monoidal de End(C).

Proposicao 2.3.16. Sejam C, D, £ e F categorias, R,S : F —» C, F,G : C — D,
H,J :D — & funtores, bemcomo,v: R — S, 5: F — G e a: H— Jtransformacoes
naturais. Sob tais consideracoes,

(i) a composi¢édo horizontal é associativa, isto &, (ax 3) * v = a * (8 x7);
(II) ﬂ * [Dfdc = ﬁ e [Dfdp *ﬂ = 5

Demonstrag&do. A priori, repare que

(axB)xy:(HoF)oR— (JoG)oS

ax(B*xvy):Ho(FoR)— Jo(GoS),

bem como, todas as composicoes de funtores acima estao definidas da categoria F
para a categoria £. Logo, para X € Obj(F), tem-se que

(ax*(B*7)x = ¥gos)(x) © H((F*7)x)
= ag(s(x)) © H(Bs(x) ° Frx))
= ag(s(x)) © H(Bs(x)) o H(F(1x))
= (ax B)g(x) o (Ho F)(yx)
= ((a*B)*7)x-
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A posteriori, note que para todo Y € Obj(C),

(B*1Dra.)y = Braeyy © F((ID1q.)y)
— By o F (idyqy(r))
= Py o F(idy)
= By oidpy)

= By;

isto &, 3 * [ D4, = 3. Analogamente, segue que [ Dyg * 8 = 3.



26

3 CATEGORIAS MONOIDAIS EM EVIDENCIA

O leitor deve reparar que pelo nome ‘categoria monoidal’ é possivel tracar uma
relacdo direta, ainda desconhecida, entre a teoria de categorias e a estrutura de um
monoide. Lembre que um monoide € um par composto por um conjunto ndo-vazio e
uma operacgao binaria no conjunto de modo que tal seja fechada, associativa e admita
elemento neutro bilateral. Dessa forma, a relagdo entre a teoria e a estrutura ha de ser,
na primeira, a traducao algébrica da segunda.

3.1 DEFINICAO E EXEMPLOS USUAIS

Definicao 3.1.1. Seja C uma categoria. Diz-se que a 6-upla (C,®,1,a,l,r) é uma
categoria monoidal se

() ®:C xC — C é funtor tal que

®: CxC =
(X, )= X®Y
(f,g) » f®g.

Ademais, o funtor ® deve satisfazer a seguinte implicacdo: Caso f € Hom¢(X,Y)
eg e Home(Z, W), infere-seque f ® g € Home(X @ Z,Y @ W);

(i) 1 € objeto de C, dito unidade da categoria;

(iii) a € isomorfismo natural tal que

a:®o(®xIde) = ®o (Ide x ®)
de modo que, para quaisquer X, Y, Z € Obj(C),

axy,z: (X®Y)®Z%X®(Y®Z)
dito associatividade da categoria;

(iv) [, sao isomorfismos naturais tais que

1@ ——=1Ide e r:—®1—=Ide

de modo que, para todo X € Obj(C),

lX:1®X%X e TX:X®1—>X
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(v) para quaisquer X,Y, Z W em Obj(C), os seguintes diagramas sdo comutativos:

X 2 1 axaiy
(3.1)
rx®idy 1dxRly
e
(X®Y)® 2)
axW W

(X® (Y ®2) XeoY)e(Zeow) (G.2)

aX,Y@Z,WB BGX,Y,Z(@W

X®(Y®Z) W) y X0 (Y (ZaW)).

idx ®ay,z,w

Usualmente, diz-se que C é uma categoria monoidal para simplificar a escrita
associada a 6-upla (C,®,1,a,l,7). Os diagramas (3.1) e (3.2) s&o ditos axiomas do
tridangulo e do pentagono, respectivamente.

Observacao 3.1.2. A unidade 1 de uma categoria monoidal C é Unica a menos de
isomorfismo. Afinal, suponha que 1 € Obj(C) seja outra unidade de C. Entéo, existe um
isomorfismo natural [ tal que Iy : 1 ® X — X e note que:

— 0 (71)_1 151
é composicéo de isomorfismos; logo, um isomorfismo. Portanto, 1 e 1 sdo isomorfos.

Observacao 3.1.3. Seja ® : C x C — C o funtor definido anteriormente em (i) e sejam
f,f'.g,¢ morfismosemCtaisque f: X =Y, g:Y =W, f: X' =Y eqd : Y - W.
A relacao entre o funtor ® e a composicao de morfismos é dada por

(god)o(fof)=(gof)®(d o f),

uma vez que

(gog)o(faf)=rlgd)ox(f[)
=@ ((9,9") o (f, 1))
=@(go f.g of)
=(go )@ (g o f).
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Ja a relacao entre o funtor ® e o morfismo identidade € dada por

idX®y = idX & idy,
ja que
ZdX@Y = id@(X’Y) =® (id(X7y)) = ®(idX, idy) =idx ®idy.
Exemplo 3.1.4. Seja (C,®,1,qa,l,r) uma categoria monoidal. A categoria com a se-

guinte estrutura (C, ®"V,1,a"¢V "¢V r"¢V) tal que

Q. CxC— C
(X,)Y) »Y®X
(f,9) —mg®f

bem como, para quaisquer X,Y, Z € Obj(C), agf’”Y’Z = ag}y,x, IV =rxery’ =lx

€, notoriamente, uma categoria monoidal dita categoria reversa de C e denotada por
C?“@U_

Ainda que algumas questdes no tocante ao funtor @ estejam bem-estabelecidas,
¢ interessante considerar duas novas identidades.

Proposicao 3.1.5. Seja ® : C x C — C funtor definido em (i) e sejam f, g morfismos
emCtaisque f: X — Y eg: Z — W. Sob tais consideragdes, os seguintes itens sdo
verdadeiros:

() f®g=(idy ®g)o(f®idy), bemcomo, f®g=(f®idy)o (idx ® g);
(i) se f e g sdo isomorfismos, entédo f® g é umisomorfismoe (f®g) ™' = flog L.
Demonstragéo. Seja ® : C — C o funtor definido em (i). Considere os morfismos,

emC, f,gtaisque f: X - Y eg: Z — W. Infere-se, pela relagdes estabelecidas
previamente, que

f®g=(idyof)®(goidy) = (idy ® g)o (f ®idy)

f®g=(foidx)® (idy og) = (f @idy) o (idx ® g).

Suponha que f e ¢ sejam inversiveis, i.e., existem f71 .Y - Xeg ! : W — Z
morfismos em C. Assim, f ® ¢ é morfismo inversivel e (f ® ¢)1 = f~1 @ g1, pois

(fleoghol(feg=("tofH@(g oy
= idX X idZ

=idxgyz
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e
(fego(fteg)=(ofHalgeog™)
= idy @ idyy
= idy gy .
]
A partir deste momento, apresentam-se quatro exemplos de categorias monoi-
dais.

Exemplo 3.1.6. A categoria Set € monoidal.

+ o funtor ® representa o produto cartesiano x : Set x Set — Set da seguinte
forma:

X : Obj(Set) x Obj(Set) — Obj(Set)
(X,Y) =X xY

bem como,

X : Homge (X, Y) X Homge; (W, Z) — Homget (X X WY X Z)
(f.9) = fxy

Relembre que fx g : X x W — Y x Z associa elementos as respectivas entradas,
isto &, (f x g)(z,w) = (f(z),g(w)). De fato, x €& funtor, ja que
x (id(Xy)) = x(idy, idy) = idy x idy = idyxy = idy(x.y)
pois
(idx X idy)(z,y) = (idx (), idy (y)) = (v,y) = idxxy (2, y).
Suponha f: X =Y, g W —=Z,f Y -Uegq :7Z—V,tem-se que
x((f'sg") o (f,9)) =x(f"o f,d og)
= (f'of)x (g o9)
=x(f",¢") o x(f,9),

ja que
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+ A identidade € um conjunto unitario qualquer, adote {¢};

* A associatividade a € dada por:

axyz (X xXY)xZ—= Xx(YxZ)
(z,9),2) = (2,(y,2))-

Note que, para quaisquer X,Y, Z € Obj(Set), ax y z € isomorfismo; logo, resta
mostrar que a é transformacgéo natural, isto €, o seguinte diagrama é comutativo:

(X x W) x U~y xv

aX,W,Ul lay,z,v

Xx(WxU) ——— Y x (ZxV)
fx(gxh)

De fato, ja que

((f x (g x h)) e axwu) ((z,w),u) = (f X (g% b)) (z, (w,u))
= ( (

(
(), (9(w), h(uw)))
= ay 7z v ((f(z), g(w)), h(w))
= (ayzv o ((f x g) x h)) ((z,w), u).

f
f

» Os isomorfismos naturais [, » sdo dados por

Ix : {&xX—=>X e ry: Xx{—-X
(&) —a (z,§) =
Note que, para qualquer X € Obj(Set), [x e rx sdo isomorfismos; assim, basta

garantir que [, r sejam transformacdes naturais, ou seja, os diagramas a seguir
sejam comutativos:

e xx L ey xx e My g
lX‘/ ‘/ZY ) TX‘/ ‘/TY
X 7 Y X 7 s Y.

Certamente, pois

(folx)(&a) = f(@) = Iy (& (@) = (Iy o (idgey x f) ) (&)



Capitulo 3. Categorias Monoidais em Evidéncia 31

(forx)(@.&) = f@) = 1y (f(2).€) = (ry o (F x idggy ) ) (2,9).
Note que o axioma do triangulo é valido, ja que para quaisquer X,Y € Obj(Set),
(Gdx x ty) 0 ax qeyy ) ((2,€).9) = lidx x Iy) (3, (€,))
= (z,9)
= (TX X ZdY) ((‘Ta 5)7 y) :

O axioma do pentagono é valido, pois para quaisquer X,Y, W, Z € Obj(Set)

((idx x ay,zw) o axyxzw ° (axyz X idy)) (x,y),2), w) =
= (idx x ay,zw) caxyxzw) ((z,(y,2)), w)
= (idx x ay,zw)(, ((y,2),w))
= (z,(y, (z,w)))
=axy zxw((z,y), (z,w))
= (ax,y.zxw ° axxy,zw)(((z,y), z), w).
Exemplo 3.1.7. Para K um corpo, a categoria Vectg € monoidal.

» O funtor ® = ® : Vectg x Vectg — Vectg representa o produto tensorial sobre
K tal que

® : Obj(Vectg) x Obj(Vectg) — Obj(Vectk)
(U,V) = UV

bem como,

® : Homyeet, (U, V) x Homyeey, (W, Z) = Homy e, (U @ W,V ® Z)
(7,5) - T®S

® é funtor, pois
(idx ®idy)(r ®@y) =idx(r) @idy (y) =r @y =idxgy(r ®y).

Suponha f: X - Y,g:-W = Z,f Y -Uegqg :Z—V,tem-se que
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* A identidade é o corpo K;

+ A associatividade a € dada por:

ay.uw VelU)eW Ve UaW)
(VRuU)@WwrvE (Ul w).
Repare que, para quaisquer U, V,W € Obj(Vectk), ay,y, € isomorfismo; logo,

resta mostrar que a é transformacdo natural, ou seja, o diagrama a seguir é
comutativo:

UV)eW M (XeY)®Z

ay,v,w ax)y,z

Certamente, afinal

(TeSe@F)capyw) (u@v)@w)=(T®(S®F)) (v (vew))
=T(u) ® (S(v) ® F(
= ax,y,z((T(u) ® S(v)) @ F(w))
= (axyzo(T®S9)

» Os isomorfismos naturais [, » sdo dados por

ly: KoV =V ry: VK=V

aRU — au VR o — va.

Note que, para qualquer U € Obj(Vectk), lir € iy s@o isomorfismos; assim, resta
mostrar que [, r sdo transformacgdes naturais. Portanto, considere os diagramas

KoU %7, goy UeK —2%, oK
ly ly e U ry
v— v v— v
T T

comutativos com T' € Homy ..+, (U, V), ja que
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(Toly)a®u)=T(au)
= aT(u)
=ly(a®T(u))
=(lyo(idg ®T)) (a®u)

(Tory)(u®a) =T (ux)
=T(u)x
=1y (T(u) ® @)
=(ry o (T ®idg)) (u® ).

O axioma do tridngulo é veridico, pois, para quaisquer U,V € Obj(Vectk), tem-se
que

((idU ®ly)o aU,K,V) (u®@a)®v) = (idy @ ly) (u® (e ®@v))
=u®av
=ua v

= (ry ®idy) (v ® a) @ v)

O axioma do pentagono € verificado, uma vez que € possivel inferir, para quais-
quer U, V, W, Z € Obj(Vectg), que

((ldy ® avw,z) © apvew,z © (apyw @idz)) (v @ v) @ w) @ z) =
= ((idy ® ayw,z) o apvew,z) (v ® (v @ w)) @ 2)

= (idy @ ayw,z)(u® (v @ w) ® 2))

=u® (v (wez))

= agywez(u®v)® (w® 2))

= (agvwez o wevwz)((u®@v) ®w)® z).

Exemplo 3.1.8. Analogamente, para K um corpo, a categoria vectg € monoidal.

Exemplo 3.1.9. Seja C uma categoria. A categoria End(C) € monoidal quando

* O funtor ® representar a composi¢ao de funtores, bem como, a composi¢céo
horizontal de transformacdes naturais, ja que

o : Obj(End(C)) x Obj(End(C)) — Obj(End(C))
(F,G) —» @(F,G)=F®G:=GoF
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bem como,

x: Nat(H,J) x Nat(F,G) — Nat(H o F,J o Q)
(a, 8) = ®(a,B) =a®f=axp.
Repare que, de fato, as composi¢des acima definem um funtor, ja que, para todo
X € 0bj(C),
<® ([D(F,G)>>X = (®(Dp,1Dg)) x

= (IDp*ID¢g)x

= (IDp)g(x)° F((IDg)x)

= Do o F (IDex)

= IDp(c(x)) ° 1PF(G(x))

= ID(pog)(x)

= (IDpoc)x

= (U Dpec)x:

logo, ® (ID(F’G)) = IDg (- Ademais, sejam § : F' — G, a : H — J, bem
como,y: G — M e :J— N morfismos em End(C). Assim,

axf:HoF —-JoG e dxy:JoG— Nol,

tais que, para todo X € Obj(C), as igualdades

(axf)x =agx)oH(Bx) e (6x7)x =dy(x)°J(1x)
sejam verdadeiras, bem como, seja possivel compor tais morfismos de modo a

obter
yof:F—-M e doa:H — N.

Destarte,

Neste momento, utiliza-se a naturalidade de o, uma vez que o diagrama
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S eS)

lOéM(X)

H(G(X))
ag(x
J(G(X)) R J(G(X))

)

€ comutativo. Assim, apr(x) © H(yx)=J(yx)o ag(x) € por conseguinte,

Portanto, segue que

®((3,7) o (a, ) = ®(,7) 0 ®(a, ).

* A identidade € o funtor Idg;

No mais, a categoria End(C) € estrita,isto é, (F® G)® H=F ® (G ® H), bem
como, Ide @ F = F = F ® Ide, para quaisquer F, G, H € Obj(End(C)). De fato,

(FRG)®@H=(FoG)oH

e, notoriamente, para todo X € Obj(C)

(FoG)o H)(X) = (FoG)(H(X)) = F(GH(X)))
= F((Go H)(X)) = (Fo(Go H))(X);

enquanto que, para todo f € Homg(X,Y),

(FoG)o H)(f) = (FoG)(H(f)) = F(G(H([)))
= F((Go H)(f)) = (Fo(GoH))(f).

Logo, (FoG)o H = Fo(Go H) e, por conseguinte,

(FRG)®@H=(FoG)oH=Fo(GoH)=F®(G® H).

Além disso, é facil notarque Idg @ F = Id¢o F = F = Foldg = F ® Ide.
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« A associatividade a é dada por ap g g = ID(poGyo lembrando que

ID(poqyon = arGH : (FoG)oH — Fo(GoH).
Note que, para p € Nat(F,S), bem como, v € Nat(G, R) e 7 € Nat(H, J) morfis-
mos em End(C), o diagrama

(FoG)oH — ", (SoR)os

ap,c,H=ID(Foc)or ajmN=ID(soR)0s

o(GoH) ———— So(RolJ)

pr(v*T

€ comutativo pela associatividade da composicao horizontal garantida pela Pro-
posicao 2.3.16.

» Os isomorfismos naturais [/, » sdo dados por iy = [ Dy = rp, lembrando que

IDFZZFI]dCoF—)F e IDF:TF:FO]dc—}F.

Por mais que seja trivial, vale apresentar os diagramas responsaveis pela natura-

lidade de [ e r:
ID]dC*OL Oz*IDIdC
]chF—>]dCoG Fofdc—>GO[dC
IDp IDg e IDp ra
F — G F— G

Evidentemente tais sdo comutativos pelo item (ii) da Proposigéo 2.3.16.

A validade do axioma do tridngulo é trivial, basta reparar que, em End(C), tem-se

IDFordg)o

(FOIdC) IdCOG

IDFR ﬁmg

FogG,

isto é,

IDFOG

FoQG s FoQG

IDF*% A*IDG

Fod
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Similarmente, o axioma do pentagono é facilmente obtido, afinal o diagrama

(FoG)oH)oJ

IDpocyon*ID ID((FoGyoz)ow
(Fo(GoH))olJ (FoG)o(HolJ)
ID(roGomy)or ID(poc)o(HoT)

o((GoH)olJ) » Fo(Go(HolJ))

IDp*IDGomryos

obviamente comuta.

3.2 CARACTERISTICAS NECESSARIAS

E interessante elaborar uma sequéncia de resultados envolvendo os componen-
tes de uma categoria monoidal.

Proposicao 3.2.1. Seja C uma categoria monoidal e sejam f,g € Homg(X,Y). Sob
tais consideracoes, se f # g, entdo idq ® f #idq1 @ ge f ®idq # g R idq.

Um breve comentario a prova referente a proposi¢éo acima. A relagdo de inferén-
cia dada é melhor comprovada por contraposicao através de diagramas comutativos.

Demonstragédo. Seja C uma categoria monoidal e considere f, g morfismos em C tais
que f,g: X — Y. Uma vez que [ é transformacao natural, os seguintes diagramas sao
comutativos:

10X 1Y 10X 1Y

X ——Y X ——Y
Suponha idq ® f =idq ® g; Iogo, pelos diagramas acima, segue que:
folx =lyo(idy®f)=lyo(id®g)=golx.

Assim, ja que [ é isomorfismo natural, ao compor (Ix)~! a direita na identidade final,
folx =golx, segue que f = g.

Analogamente, como r € transformacgao natural, os seguintes diagramas sao
comutativos:
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id id

Xo1 29, v e X1 22, yeq

rx Ty e rx Ty
Xﬁ)f XT>Y.

Suponha f ® idq = g ® idq; logo, pelos diagramas acima, segue que:

fOTX:TyO(f®id1):Tyo(g®id1):gOTX

Tendo em vista que  é isomorfismo natural, ao compor (rx)~! & direita na identidade

forx =gory,segue que f =g.
[ ]

Em seguida, vale considerar trés resultados que utilizam todas as nogdes de
uma categoria monoidal.

Proposicao 3.2.2. Seja C uma categoria monoidal. Sob tal consideracéao, para todo
X € Obj(C), infere-se que [y x = idq @y € ryey = ry ®idy.

Demonstracdo. Seja C uma categoria monoidal. Uma vez que [ e r sao transformacoes
naturais, segue que os diagramas

1o(1eX) 11, 14 x (Xl ol 220, v gy

ll®X Ix e "X®1 rx

19X — 4 X X@1l — 4 X
Ix rx

sdo comutativos. Isto é,

lXOl1®X :lXO(id1 ®ZX) (§] TXOTX®1 ZTXO<TX®id1).

1

Uma vez que [ e r sdo isomorfismos naturais, ao compor (Iy)~! e (ry)~! a esquerda

nas respectivas identidades, obtém-se:
hox =idi®X e rygq =1rx ®idq.
[ |

Teorema 3.2.3. Seja C uma categoria monoidal. Sob tal consideracao, os seguintes
diagramas sao comutativos
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a1,x)y

1X)Y >y 1R (XQY)
1
lxm (1) A
XY

rX®Y 1dx®ry
(2)

(XoY)®1 y X @ (Y ®1).

ax,yi

Demonstragédo. Seja C uma categoria monoidal. Considere XY, Z € Obj(C) e, pelo
axioma do pentagono, o seguinte diagrama é comutativo:

ax1,y®idg

(Xeo1)eY)®”Z > (Xo(1eY)eZ

aX®1,Y,ZJ laXJ@Y,Z

X))o (Y Z) Xe((1eY)®2)

ax1,yez idx®(l1’y’z

Xo(1e(Y®2).
Por tal diagrama, € possivel obter:

ax1,y®idg

(Xo1)eY)® Z

7
axX®1,Y,Z (“) ax\y,z (uz) UX1AQY,Z

> (X o(AeY)e~Z

rxQidygz idx®(ly®idz)

/

~ v

(X))o (Y®Z) (1v) idx®lygz (v) X2((1eY)® 2)

X1 (Y ®2).

Repare que o axioma do tridngulo garante a comutatividade dos diagramas (i) e (iv);
afinal, tal axioma garante que (idx ® ly) cax 1y = rx ® idy. Enquanto que a comu-
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tatividade dos trapézios laterais (ii) e (iii) é dada pela naturalidade de «a, lembrando
que idY@Z = idy & idz.
Resta garantir a comutatividade do diagrama triangular inferior direito (v). Isto é,

(idx @ lygz) o (idxy ® aq)y,z) = idx ® (ly ®idyz).
Uma vez que todo morfismo da colecdo a € isomorfismo natural, € interessante utilizar
a~1; assim, a partir dessa nocéo atrelada & comutatividade dos diagramas citados
anteriormente, o axioma do pentagono garante que
, o= -1
idx ®a1)y,z = ax1yez°0xe1y,z° (ax1y ®idz) " oay 4oy .

O diagrama (iv) proporciona

, . -1 :
idx @lygy = (rx @idygy) o AX1ye7

o diagrama (i7) infere

rx idygz =axy,zo(rx ®idy) ®idyz) o a;(}gLY’Z;
o diagrama (i) garante

(rx ®idy) ®idz = (idxy @ ly) ®idz) o (ax 1y ®@idyg);
por fim, o diagrama (iii) promove

(ldx ®ly) ®idy = a)_(,lY,Z o(idy ® (ly ®idy)) o ax1gy,7-

Assim, a partir de (idxy ® lygz) o (idx ® aqy,z), obtém-se:

(idx @lygz) o (idx ®aqy.z) =
= (rxy ®@idygyz)° a)_(}ty@Z °
AX1Y®Z°axe1Y,Z © (aX,1,y ® z’dZ)*1 ° a;(h@Y,Z
= (rx ®idygz)oaxgtyzolax1y ®idz) "o a},l1 QY2
=ax,y,z° ((rx ®idy) ®idz)o a)_(}XH,Y,Z °
axe1yzolax1y ®idz) 'o a)_(}1®y’z
=axyzo((rx ®idy)®idz)o(axq1y ® idy) 1o a)_(’l1®y72
=ayy,z°(idy ®ly)®idg)o(axqy ®idg) o
(ax1y ® idy)~to a;(,11 QY.Z
=axyzo ((idx ®ly)®idg)o a;(,l.'@Y’Z
=axyyzo (a)_(le’Z o(idy ® (ly ®idy)) oax1py,z) © a)_(}1®}/72
=idx ® (ly ®idy).
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Logo, o diagrama (v) é comutativo. Assim, por tal, quando X = 1, infere-se que
id1 @ (lygz 0 a1y,z) = (idy @ lygz) o (idy @ aqy,z) = idq @ (ly @ idy).
Pela proposicao 3.2.1, segue que
lyezoayy =ly ®idg.

Este resultado garante a comutatividade do diagrama superior em 3.2.3. Repare que,
para o diagrama inferior, basta considerar a categoria monoidal reversa C"“" e o dia-
grama superior. Logo, para quaisquer X,Y € Obj(C), garante-se que o diagrama

Tev

(1 ®T€’U X) ®T6U Y a1’X’Y N 1 ®7‘€’U (X ®7’€U Y)
I erevidy [ reny
X ®T€U Y

é comutativo, i.e.,

a1,X,y

YoX > Y

)1 ®
Y ®X.

Corolario 3.2.4. Seja C uma categoria monoidal. Sob tal consideragao, i1 = 4.

(X®1)

Demonstragcdo. Seja C uma categoria monoidal. Pelo axioma do triangulo e pelo Teo-
rema 3.2.3, ao admitir X =Y =1, infere-se que

(idg ®l1)oca111 =11 ®idy e 7T1g1 = (idy®711)00a111-

Pela Proposigéo 3.2.2, segue que rqg1 = 71 ® idq; logo,

(idg ®@lqy)oag14=(idq®ry)oaqq.

No mais, tendo em vista que a4 1 1 € um isomorfismo, infere-se que

idq @l =1idq @1rq.

Por fim, pela Proposi¢éo 3.2.1, segue que [ = rq. |
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4 A MANIFESTACAO DA ESTRUTURA DE ALGEBRA

A partir deste momento, retira-se, parcialmente, o foco das generalizagbes da
teoria de categorias de modo a promover uma visao, a qual discute definicées equi-
valentes e propriedades envolvendo o conceito de uma algebra. A referéncia principal
€ dada em (DASCALESCU; NASTASESCU; RAIANU, 2001) e, aproveita-se também,
parte da perspectiva tratada em (BRZEZINSKI; WISBAUER, 2003) no tocante as coal-
gebras, bem como, (ETINGOF et al., 2015) para a etapa categérica.

4.1 DEFINIGCOES EQUIVALENTES E PROPRIEDADES

Em um primeiro momento, apresenta-se a definicdo usual de uma R-algebra,
para R um anel comutativo unitario para que, em um proximo momento, seja possivel
traduzir cada uma das propriedades em uma visao de diagramas comutativos.

Definicao 4.1.1. Seja R um anel comutativo com unidade dada por 1. Diz-se que A
€ uma R-algebra se
(i) A € um anel com unidade dada por 14;

(i) A um R- modulo, isto é, existe uma operacao de multiplicagdo M : Rx A — A
dada por

M:RxA— A
(A\a) = M(\a):= )\

tal que, para quaisquer \, i € R e para quaisquer a,b € A, satisfaz:
* (Aw)a = AMpa);
* (A p)a = Aa+ pa;
Aa +b) = Aa+ \b;

* lra =a;
* Aab) = (Aa)b = a(Ab).

E importante ressaltar que o leitor possa conhecer uma outra definicdo de R-
algebra, disponivel em (DUMMIT; FOOTE, 2003), dada como segue.

Definicao 4.1.2. Seja R um anel comutativo cuja unidade é dada por 15. Diz-se que A
€ uma R-algebra se existe um homomorfismo de anéis ¢ : R — Atal que ¢(1g) =14

Im(p) C Z(A) ={a € A|ab=ba,Vb e A},

para Z(A) o centro do anel A.
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Um breve comentario a respeito do proximo resultado € indispensavel. O motivo,
pelo qual ndo sera introduzida a terceira definicdo no tocante a estrutura de uma alge-
bra, concentra-se na ideia de progredir e desenvolver o texto de modo mais cémodo
e, sob certa perspectiva, manso. Afinal, acredita-se que a escrita acelerada entre o
trajeto envolvendo as definicdes equivalentes de uma algebra, ora classica ora pela
teoria de categorias, acarreta na perda de nuances envolvendo exemplos e maior fa-
miliaridade com o tema de modo a dispersar o leitor frente a um processo gradual de
enriquecimento estrutural advindo de traducéao algébrica. Dito isso, segue:

Proposicao 4.1.3. Seja R um anel comutativo com unidade dada por 1. Sob tal
consideracgao, as definicées 4.1.1 e 4.1.2 sao equivalentes.

Demonstragdo. Seja R um anel comutativo com unidade dada por 1. Suponha A uma
R-algebra de acordo com 4.1.1. Considere a fung¢ao ¢ tal que

p:R— A
A= (A) =M\ 14) = Ay

Note que
PA+p) = A+ u)la= Ay +plyg=pA)+ (),

bem como,

(M) = (AM)lg = A1 4(pla)) = (M a)(ulg) = p(N)o(1)

e o(1p) = 1grly = 14. No mais, seja z € Im(yp). Repare que existe r € R tal que
o(r) =rly = 2. Assim, para a € A, tem-se, pela quinta identidade da definicao, que

za = (rlpg)a=r(lga) =ra=r(aly) =a(rly) = az,

isto é, z € Z(A). Pela arbitrariedade de z, segue que Im(p) C Z(A).

Reciprocamente, suponha A uma R-algebra de acordo com 4.1.2, ou seja, Su-
ponha que exista ¢ : R — A um homomorfismo de anéis tal que ¢(1p) = 14 e
Im(yp) € Z(A). Repare que, por hipdtese, A ja € um anel com unidade. Desta forma,
resta garantir as cinco propriedades envolvendo uma operac¢ao de multiplicagdo. Assim,
considere

M:RxA— A
(N a) — M\ a) :=¢(Na

Sejam \,u € R e a,b € A. Note que, como ¢ é homomorfismo de anéis tal que
¢(1r) = 14 seguem as seguintes identidades:

(Aw)a = M (A, a) = p(M)a = (e(Ne(p) a = p(A) (p(r)a) = Mpa)
A +ma=MA+p,a) = oA+ pla = (p(N) + ¢(p) a = p(Na+ p(p)a = Xa+ pa
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bem como,

Aa+b) = M\ a+b) = o\ (a+b) =oNa+p\)b = Xa+ \b

*

lra = M(1p,a) = p(lg)a = 14a = a.

Por fim, como Im(y) C Z(A), infere-se que

A(ab) = m(X, ab) = @(M)(ab) = (¢(N)a) b= (Aa)b

Aab) = m(A, ab) = p(N)(ab) = (p(N)a) b= (ap(A)b = a(p(\)b) = a(Ab)
O simbolo *, utilizado anteriormente, explicita a traducao das propriedades procuradas
de acordo com a Definicdo 4.1.1. |
A partir desse momento, vale apresentar uma singela quantidade de exemplos.

Exemplo 4.1.4. Todo anel com unidade A € uma Z-algebra. Basta notar que

p:7Z—A

n p(n)=nly

€ um homomorfismo tal que ¢(1) = 14 e Im(p) C Z(A). Em especial, ¢ € explicitada
por

Ig+144+--+1y (n vezes), sen >0
p(n) =<0y, sen =20
(—14)+(—=14)+---+(—1y) (—n vezes), sen <0

Para garantir todas afirmacoes, recorre-se a prova por indugao e, dado o escopo do
trabalho, a demonstracéo é dispensada.

Exemplo 4.1.5. Seja K um corpo. Perceba que K é uma algebra sobre si. De fato, o
resultado segue diretamente da definigdo 4.1.1, afinal, todo corpo & anel comutativo
com unidade, a operacao de multiplicacdo M é o produto - de elementos no anel, bem
como, a ultima identidade é dada pela associatividade e comutatividade de K.

Observacao 4.1.6. A respeito do ultimo exemplo, € interessante reparar que uma

K-algebra é um espaco vetorial sobre K.

4.2 TRADUGAO PRIMARIA EM ESPACOS VETORIAIS

Na presente secdo, adote, a priori, a categoria monoidal Vectg como parametro
de desenvolvimento diante de todas as consideracdes a seguir. Além disso, a fim de
simplificar a notagao, utilizar-se-4 o simbolo ® como produto tensorial atrelado ao
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simbolo ®x. A préxima definicdo € o conceito de algebra na categoria monoidal Vecty;
essa definicdo € estendida para uma categoria monoidal qualquer de maneira analoga,
apresentada, apenas, no préximo capitulo.
Definicao 4.2.1. Seja K um corpo. Diz-se que a terna (A, m,u) € uma K-algebra se
(i) A é um K-espaco vetorial;
(i) m: A A— Aewu:K— Asado morfismos de K-espagos vetoriais;

(iii) os seguintes diagramas sao comutativos:

(A A)® A
aA A A m®ida
A® (A® A) A® A (4.1)
ida®@m m
AR A — s A
e
AR A
u®id 4 1dAQU
K® A m A®K (4.2)
a B

com « e 5 isomorfismos tais que

a:A—-K®A e pf:A-5A®K

a—1lg ®a a—a®lg
com respectivas inversas o~ ! e 5! dadas por
a T KoA—-A e B lAK— A

k®a— ka a®k — ak.

Observacao 4.2.2. Usualmente, associada a terna (A, m, u), diz-se que A é K-algebra;
outrossim, os morfismos m e u sdo ditos multiplicagéo e unidade, respectivamente, da
algebra.
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Observacio 4.2.3. A comutatividade de (4.2), garante que m o (u ® idy) = o~ 1, logo,
mo (u®idy)oa=idy, bemcomo, mo (idg ® u) o f =idy.

Neste momento, o leitor ndo deve se questionar a respeito da apresentacao de
uma terceira definicao para a estrutura de uma algebra, mas sim reparar que, pelo
comentario anterior a Proposicao 3.2.1, o processo de traducao algébrica é acelerado
e, de certo modo, mais complicado frente ao préximo resultado apresentado.

Proposicao 4.2.4. Seja K um corpo cuja unidade dada por 1x. Sob tal consideracgéo,
se R =K, entédo as definicbes 4.1.1, 4.1.2 e 4.2.1 s&o equivalentes.

Um breve comentério prévio a demonstragdo no tocante a proposicao acima
refere-se ao modo de prova que serd utilizado. Pela Proposicao 4.1.3, sabe-se que
as definicdes dadas em 4.1.1 e 4.1.2 ja sdo equivalentes; logo, basta mostrar que a
Definicao 4.2.1 é equivalente as demais. Em especial, provar-se-ao duas implicacoes:

* A Definigdo 4.1.1 implica na Definicao 4.2.1;

» A Definicado 4.2.1 implica na Definicao 4.1.2.
Demonstracdo. Seja K um corpo e suponha A uma K-algebra de acordo com 4.1.1.
Diretamente desse fato, garante-se, trivialmente, que A satisfaz todos os requisitos

de um K-espaco vetorial. Uma vez que, A é grupo abeliano aditivo e para quaisquer
a,ar,a9 € Aek, ki, ky € K, segue que

ki(ksa) = (k1ko)a, 1ga=a, k(a;+ao)=kay+kas e (ki +ko)a=kia+ koa
Considere m: A® A — Aewu: K — Aduas fungdes definidas por

m:ARA—A u:K—= A
a®b — m(a®b):=ab kE —u(k) :=kly

Note que m e u preservam a estrutura de K-espaco vetorial e, assim, resta garantir a
comutatividade dos diagramas (4.1) e (4.2). Para (4.1), note que:

(mo(idg@m)oas g 4)((a®b)@c)=(mo(idg®@m))(a® (b c))
=m(a @ (be))
= a(bc)
= (ab)c
— m((ab) ® o
=(mo(m®idy)) ((a®b)® c).
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Ja para (4.2),

(mo(u®idyg)oa)(a)=(mo(u®idy)) (lg ®a) =

=m(ly ®a)

=14a

=m(a®1y)

=m(a® 1gly)

= (mo (idy @ u)) (e @ 1x)
= (mo(idg ®u)o ) (a).

m(lglg ® a)

Reciprocamente, suponha A uma K-algebra de acordo com 4.2.1. Note que A

€ grupo abeliano aditivo e existe operacéo de produto - : A x A — A dada por

T AX A=A
(a,b) = a-b:=m(a®Db)

que, para quaisquer a, b, c € A, satisfaz

(a-8)-c=m(a®b)-c
m(m(a ® b) ® c)
= (mo(m®idy)) ((a®d)®c)

—~

=(mo(idg®@m))(a® (b®c))
m(a® (b-c)) =a-(b-c);

)
(mo(sz®m)oaAAA) ((a®b) ®
)

c)

a-(b+c)=mla®@(b+c)=mla®b) +ma®c)=a-b+a-c;

(a+b)-c=m(la+b)®@c)=ma®c)+mb®c)=a-c+b-c

u(lg) - a = m(u(lg) ® a)
= (mo(u®idy))(lg ®a)
=(mo(u®idy)oa)(a)
= idy(a)

=a
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a-u(lg) = m(a ® u(lg))
= (mo (idg ®u)) (a ® 1)
=(mo(u®idy)of)(a)
= 1d(a)
= Q.
Com essas propriedades, segue que A é anel com unidade de modo que 14 = u(1k).
Considere ¢ : K — A uma funcao definida por

p:K—A
k— p(k) = u(k)

Note, para quaisquer ki1, k9 € K, que

(k1 + ko) = u(ky + ko) = u(ky) +u(ke) = p(k1) + 0(k2),

p(k1kg) = u(kikz)
= kyu(ko)
= o (k ® u(ky))
= (mo(u®idy)) (k1 ® u(k2))
= m(u(k1) ® u(kz))
= u(ky)u(kz)
= p(k1)p(ka)

p(lg) = u(lg) =14

Isto é, » é homomorfismo de anéis tal que p(1x) = 14. Sejam a € Im(p) e b € A, note
que existe k € K tal que ¢(k) = u(k) = a, bem como,

ab = (k)b = u(k)b = m(u(k) ®b) = (mo (u®@idy)) (k®b)
—a Y keb) =kb=bk=3"t b k)
= (mo(idg @u)) (b@ k) =m(b® uk)) = bu(k) = bo(k)

= ba.

Logo, a € Z(A) e, pela arbitrariedade de a, Im(yp) C Z(A).
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Observacao 4.2.5. Pelo resultado acima, ao adotar m(a ® b) = ab, ndo ha perda de
informag&o, nem espera-se um obstaculo interpretativo consoante a escrita simplificada
do morfismo multiplicagéo m.

Exemplo 4.2.6. Sejam A e B duas K-élgebras, T : B® A — A ® B morfismo de
K-espagos vetoriais e ¢ : K — K ® K isomorfismo tais que

T:-BRA—>A®B e p:K—-KgK
b®ar—a®b E—k®lk.

Diz-se a respeito de X = A ® B a K-algebra com os morfismos dados por

myx = (mg®@mp)o(idg T ®idg) : X @ X — X
uy = (ug®@upg)ogp: K— X

de modo que

mx ((a1 ®b1) ® (a2 ®b2)) = ((mg ®@mp)o (idg ® T ®idg)) ((a1 ® b1) ® (az @ b))
= (myg@mp) ((a1 ® ag) @ (b1 ® b))

=a109 Q@ b1b2

ux(1g) = ((ug ® up) o ¢) (1k)
= (ua ®@up)(lg ® 1)
=14®1p =1ygB-
De fato, X = A ® B € um espaco vetorial pelo produto tensorial de espacos vetoriais.
Note que m x e ux sdo morfismos de K-espagos vetoriais. Basta garantir a comutativi-
dade dos diagramas (4.1) e (4.2); para isso, admita z; = a; ® b; com i € N. Para (4.1),
tem-se que

(mx o (idx ® mx)oax x x) (21 ® x2) ® x3) = (mx o (idx ® mx)) (x1 ® (22 ® x3))
=my (71 ® (r973))
= z1(z223)
= a1 (aga3) ® by (bobs3)
= (a1ag)az ® (b1ba)bs
= (v179)w3
=my((z172) ® 3)

= (mx o (myx ®idx)) ((r1 ® z2) ® z3).
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Enquanto que, para (4.2) e x € X,

(mx o (ux ®idx)oax)(z)=(mx o(ux ®idx)) (Ix ® )
=mx(lx ® z)
=mx(r®lx)
= (mx o (idx ®ux)) (z ® k)
= (my o (idxy ®ux) o Bx) ().

Seguindo a listagem de defini¢des, vale considerar aquela que trata a respeito
do morfismo que preserva a estrutura de K-algebra.

Definicao 4.2.7. Sejam A e B duas K-algebras. Diz-se que um morfismo de K-espacos
vetoriais ¢ : A — B é um morfismo de K-algebras se os diagramas a seguir séo
comutativos

Ao A 22%%, peB

A L s B
ma mp e x % (4.3)
K.

Observacao 4.2.8. Repare que, para quaisquer aj,as € A e para todo A € K, os
diagramas sao, respectivamente, equivalentes a

p(ajaz) = plar)plaz) e p(ly) =1p

e, uma vez que ¢ € morfismo de K-espacos vetoriais, segue que

plar +ag) = plar) +plaz) e ¢(Xa1) = Ap(ay)

Isto é, ¢ é homomorfismo de anéis com unidade com ¢(14) = 1, bem como, &
morfismo de K-espacgos vetoriais satisfazendo a homogeneidade por um escalar, como
esperado a partir da definicao classica.

Uma nota importante a respeito da definicdo 4.2.1 refere-se a facilidade em
dualizar a estrutura de algebra que, na simplicidade das palavras, indica a inversao no
sentido das setas nos diagramas (4.1) e (4.2). Assim, considere

Definicao 4.2.9. Seja K um corpo. Diz-se que a terna (C, A, ¢) é uma K-coalgebra se
(i) C' € um K-espaco vetorial;

(i) A:C —-C®Cec:C — Ksao morfismos de K-espagos vetoriais;
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(iii) os seguintes diagramas sao comutativos:

Cod)oC
ARide
C®(C®C0) C®C (4.4)
idc@A)I\ A
CRC « N C
e
CeC
eRido ido®e
K®C A CoK (4.5)
v 9
C

com ~ e # isomorfismos tais que

v:KC—-C e 6:CK-=C
k®cr— ke c®®k —ck

com respectivas inversas 7! e #~! dadas por

7_1:C—>K®C’ e 0 '.CoCeK

c—1lg®c c —c® k.

Observacao 4.2.10. Em especial, o diagrama (4.4) admite uma trivial equivaléncia, a
qual é esteticamente mais agradavel, dada por

C

CeC CeC (4.6)

A@Z’dck Bidc@A

(CoC)®C ,» C®(C®C).

ac,c,c
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Além disso, analogamente as algebras, seguem duas observacdes triviais no
tocante a escrita e aos morfismos associados as coalgebras.

Observacao 4.2.11. Usualmente, associada a terna (C,A,¢), diz-se que C é K-
coalgebra. Ademais, os morfismos A e e sdo ditos comultiplicagdo e counidade, res-
pectivamente, de C.

Observacdo 4.2.12. A comutatividade de (4.5), garante que (idgp ® ) o A = 971
implicando em 6 o (idg ® ) o A = id¢; além disso, 6 o (e ® id) o A = ide.

Exemplo 4.2.13. Seja K um corpo. Note que K é uma codlgebra sobre si. Afinal, defina
e(k) ==k e A(k) :== k ® 1. Trivialmente, ¢ e A sdo morfismos de K-espacos vetoriais,
afinal, para a, b, ¢ € K, segue que

Ala+b)=(a+b)@1lg =a@ 1g +b® Ig = Aa) + A(b)
A(ab) = (ab) ® 1g = a(b® 1g) = aA(D).

Resta inferir a comutatividade dos diagramas (4.5) e (4.6). Seja k£ € K, para (4.6),
obtém-se

(ag kk © (A ®idg) o A) (k) = (ag k k © (A ®ide)) (k® 1g)
= ag K K((k ® 1) ® 1k)
=k ® (Igx ® 1k)
— (idg ® A)(k ® 1g)
— ((idg ® A) o A) (k).

Para (4.5), segue que

(yo(e®@idg)oA) (k) = (yo (e ®idg)) (k® 1K)
(k? & 1K>

y
k
0(k ® 1k)
= (fo(idg ®e)) (k® 1g)
= (0o (idg ® ) o A) (k).
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Exemplo 4.2.14. Seja C' um K-espago vetorial com base {z,y} e sejam A, ¢ morfismos
de K-espacos vetoriais tais que

A:C—-CxC e:C - K
THIRYtyu z—0
Yy=yLy—rx y— 1k

Sob tais consideragdes, a terna (C, A, €) € uma codlgebra sobre K. Em particular, basta
garantir a comutatividade dos diagramas dados em (4.5) e (4.6) para os elementos da
base de C.

Para (4.6), tem-se que

(accco(A®ide) o A) () = (agcco (A®ido)) (x @y +y @)
=accc((z@y)@y+(yer)0y +
Yoy ez-(re1r)®7)
=@ YY) +y®(rey) +

RyYRr)—z® (rQ 1)
—x®(y®y)—x®(x®;c)+

Ry +ye(y)
:(@dC®A)( TRY+yQ )
= ((idc ® A) o A) ()

(accco(A®ide)oA) (y) = (accco (A®ide)) (y @y — @ x)
=accc((y®y)@y—(z01)0y —
(rRy)Rr—(yR1)® )

=yR Yoy -z (rQyY) —
®Yyer) -y (@)
—y®(y®y)—y®( ® ) —
(2@y)—z®(y®1)
= (ldg @ A)(ly®y —r®)
= ((idc ® A) o A) (y)

Enquanto que para (4.5),
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(yo(e®ido)oA)(z) = (yo(e®idp)) (r Ry +y R x)
0®y+1g®x)

g
O(r®1g +y®0)

= (0o (idc®e)) (r®y+yw)
= (0o (ido®e)oA)(x)

(yo(e®ide)oA)(y) = (yo(e®ido)) (y®y —x @)
=7(lgk®@y-0® )
=y
=0yR1lg —x®0)
=lo(idpg®e)) YRy + xR x)
= (0o (ido®¢€)oA)(y)

Por fim, segue um ultimo exemplo de K-coalgebra, semelhante ao exemplo 4.2.6.
Em especial, ambas as versdes admitem atuacao consideravel na demonstracdo de um
futuro resultado. Além disso, nesse momento, € interessante considerar a Notacao de
Sweedler, disponibilizada em anexo, com referéncia principal dada em (DASCALESCU;
NASTASESCU; RAIANU, 2001).

Exemplo 4.2.15. Sejam C e D duas K-coalgebras, T : C ® D — D ® C morfismo de
K-espagos vetoriais e ¢’ : K® K — K isomorfismo tais que

T:C®D—-D®C e ¢ KKK
c@d —»dec kok — kk.

Diz-se a respeito de £ = C' ® D a K-coalgebra com os morfismos dados por

AE = (idc@T@idD>O(Ac®AD) EFE—-FQF
€ = ¢/O(€C®€D) E— K.
Trivialmente, £ = C' ® D € um K-espaco vetorial pelo produto tensorial de K-espacos

vetoriais e repare que Ag e g sdo morfismos de K-espacos vetoriais. Destarte, resta
assegurar que os diagramas (4.5) e (4.6) sao comutativos. Para (4.6), tem-se que
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= ((ldp® Ag)o Ag) (c®d).

Para (4.5), utiliza-se a propriedade da counidade, isto &, > e(ca)c; = ¢ = > e(c1)er;
logo,

(v o (ep ®idp) o Ap) (c® d) = (1p o (ep @ idp)) (X (e @ dyy) @ (e © diz)))
=5 (X (s () @ep (d)) @ (e @ o))
=3~ (ce (em) @en (dy)) (e @ deoy)
=>"ec (e)) e @=p (d)) dy
=c®d
= cwee (e@) @ duen (4e)
=" (e @dw) (s (c2)) @=p ()
=0 (3 (cw @ dw) @ (s () 22p (4)))

= (0go(idg ®eR)) <Z <C(1) X d(l)) & (C(Q) X d(2)>>
= (QE e} (ZdE ®€E) e} AE) (C@d)
Previamente a introducao das estruturas de biadlgebras, resta apresentar a defi-

nicao categorica, em espacos vetoriais, de morfismos de K-codlgebras.

Definicao 4.2.16. Sejam C e D duas K-coalgebras. Diz-se que um morfismo de K-
espagos vetoriais p : C' — D é um morfismo de K-coalgebras se os diagramas a seguir
s&o comutativos:

c —~——0D

C Ld > D
Acl lAD e X % (4.7)
K.

C®C —— D®D
POy
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Enfim, por intermédio das nocdes e resultados acima, é possivel descrever
um espacgo vetorial com estrutura de algebra e, concomitantemente, de coalgebra.
Em especial, a partir dessa ideia € possivel extrair uma equivaléncia envolvendo os
morfismos multiplicacdo e unidade (m e u) com os morfismos de comultiplicacéo e
counidade (A e ). Assim, segue:

Definicao 4.2.17. Seja K um corpo. Diz-se que a 5-upla (B, m,u,A,c) é uma K-
bialgebra se

(i) aterna (B, m,u) for uma K-algebra;

(i) aterna (B, A,¢) for uma K-coalgebra;

(iii) A e e sao morfismos de algebras.

Observacao 4.2.18. Usualmente, associada a 5-upla (B, m,u, A, ¢), diz-se que B é
K-bialgebra.

Notacao. Seja B uma K-biadlgebra. Escreve-se B* e B¢ como as representacoes da
estrutura de K-algebra e K-codlgebra de B, respectivamente.

Exemplo 4.2.19. Seja K um corpo. A 5-upla (K, -, idgk, A, idg) € uma K-bidlgebra. De
fato, pois pelo Exemplo 4.1.5 e pela Proposicao 4.2.4, segue que (K, -, idg) é uma K-
algebra. Enquanto que pelo Exemplo 4.2.13, segue que (K, A, idk) é uma K-coalgebra.

O exemplo anterior sera, em breve, generalizado como uma proposi¢ao, em
particular, em 5.1.4, a qual afirma que toda unidade de categoria monoidal é uma
bialgebra. Prosseguindo o desenvolvimento estrutural, tem-se resultado no tocante a
uma equivaléncia entre morfismos de uma bialgebra.

Proposicao 4.2.20. Sejam K um corpo e B uma K-bialgebra. Sob tais consideracoes,
A e ¢ sao morfismos de K-algebras se, e somente se, m e u sdao morfismos de K-
coalgebras.

Demonstracdo. Sejam K um corpo e B uma K-bialgebra. Considere os seguintes
diagramas

BoB —22%%5  BeBoB® B B—2% BB
idpRT®idp up®up
mp (1) B®B(§B®B e um (2) KoK
mpemp P=Ak
é > B(éB K—— K

AB 1dg
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Note que (1) e (2) sdo comutativos se, e somente se, Ag é morfismo de K-algebras.
Ademais, admita

BB —5%8 , KoK B
e (3) w:mK € up
B = s K

Note que (3) e (4) sdo comutativos se, e somente se, e € morfismo de K-algebras.
Além disso, tome

B® B ms > B BeB —2 4 B
Ap®Ap EBRER
BoB&B®B (5 Ap e KoK  (6) |
idp@T®idp P=mx
B@BéB@BmBéB ﬁéTnfé.

Note que (5) e (6) sdo comutativos se, e somente se, mpg é morfismo de K-coalgebras.
Por fim, considere

K uB s B

B °5 y K
=tk (7) As ¢ ru\ (8) %(m
K.

K&K — B®B

UBRUpB
Note que (7) e (8) sdo comutativos se, e somente se, up é morfismo de K-coalgebras.
Por construcao, infere-se, trivialmente, que
» Os diagramas (1) e (5) séo iguais;
» Os diagramas (2) e (7) s&o iguais;
» Os diagramas (3) e (6) s&o iguais;
» Os diagramas (4) e (8) sao iguais.
Suponha A e g sdo morfismos de K-algebras. Logo, os diagramas (1), (2), (3)
e (4) sdo comutativos; assim, por equivaléncia, os diagramas (5), (7), (6) e (8) também
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sao comutativos. Destarte, por (5) e (6), mp € morfismo de K-coalgebras, enquanto
que, por (7) e (8), up é morfismo de K-coalgebras.

Reciprocamente, suponha mp e ug sao morfismos de K-coalgebras. Logo, os
diagramas (5), (6), (7) e (8) sdo comutativos; logo, por equivaléncia, os diagramas
(1), (3), (2) e (4) também sao comutativos. Portanto, por (1) e (2), A € morfismo de
K-algebras, ao passo que (3) e (4) implicam em 5 ser morfismo de K-algebras.

|

Definicao 4.2.21. Sejam B e C duas K-biadlgebras. Diz-se que ¢ : B — C é um
morfismo de K-biélgebras se

(i) ¢ : B*— C*é morfismo de K-algebras;
(i) ¢ : B¢ — C°¢ & morfismo de K-coalgebras.

Notacao. Seja o um morfismo de K-bialgebras. Escreve-se ¢* e ¢ as representacoes
da estrutura de morfismo de K-algebra e K-coalgebra de ¢, respectivamente.

Sejam K um corpo, C' uma K-codlgebra e A uma K-algebra. A partir deste
momento, a fim de construir a definicdo de uma Algebra de Hopf, faz-se necessario
definir o produto de convolucao responsavel por gerar uma estrutura de K-algebra
sobre Homy ¢ep, (C,A) == {f : C — A| f & K-linear}.

Teorema 4.2.22. Sejam K um corpo, C uma K-codlgebra e A uma K-algebra. Sob
tais consideragdes, o K-espago vetorial Homy ., (C, A) admite estrutura de K-algebra
quando define-se uma multiplicacao, dita produto de convolugao e denotada por *, a
qual é dada por

*: Homyeep, (C, A) X Homy gep, (C, A) = Homy e, (C, A)
(f.9) = fxg

tal que
fxg:C— A
e (frg)(e) = fler)g(ca).
Isto €, o produto de convolugéo é dado por (m 40 (f®g)oAr) de modo a ser associado
a comutatividade do seguinte diagrama

C f*g

CR(C — AR A.
f®g
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Um breve comentario prévio a demonstragao referente ao teorema acima refere-

se ao modo de prova que sera utilizado. Em particular, utilizar-se-4 a nocéao de K-
algebra advinda da Definigdo 4.1.1 e, como a terna (Homy ., (C, A),+,-) € um K-
espaco vetorial, em particular, grupo abeliano aditivo, basta garantir a validade dos
seguintes itens em relagéo a 4-upla (Homy e, (C, A), +, *, -):

» A operacao x € associativa;

* A operacao x satisfaz a distributividade a esquerda em relagdo a soma;

» A operagéo * satisfaz a distributividade a direita em relacado a soma;

» A operacao x admite elemento neutro;

* A operacao = satisfaz a homogeneidade do escalar;

Demonstragdo. Sejam f,g,h € Homy ., (C, A) e c € C, note que x € associativa, pois

((f*9)xh)(e) = > (f *g)(c1)hlca)

Repare que distributividade de « a esquerda em relagédo a soma é satisfeita, ja que

(F (g + 1)) = fler)(g +h)(e2)
=Y f(e1) (glea) + h(e2))
= fler)glea) + f(c)h(c 2)
(

= flen)glea) + > flen)h
= (f*g)(c) + (f xh)(c).

Analogamente, segue a distributividade de * a direita em relacdo a soma; ademais, a
unidade em relagdo ao produto de convolugdo é dada por u 4 o ¢, pois, a partir de

uy(ec(c)) = uy(ec(e)lk) = ec(c)ua(lk) = ec(c)lg = ec(c), Ve e C

e da propriedade da counidade, garante-se que
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(f * (ugoec))(c)

Zf(cl)(UA oec)( Zf (c1)ug(ec(c))
=Y fler)ec(eua(ly) = Y flen)eo(e
—Z c1)ec(c) Zf c1ec(c2))

=1 (X acc(e)

= f(o)

= (ZEC c1 02>

= flec(er)ea) = > ec(er) flea

= ec(en)laf(e) =Y ecler) )f(ca)
=2 walec(en)fler) = Z(uA : 60)(61)]“(62)
= ((uaoec) * f)(o).

Por fim, note, para A € K, que

A #9)(e) = A (D Flenalea)) = D (Aflen)) glea) = (M) = 9)(e)

bem como,

MS9)(e) = A (D flenalea)) = 3 fler) (alea)) = (f + Ag))(e)
[ |

Definicao 4.2.23. Seja H uma K-bialgebra. Diz-se que a fungéo S : H — H é antipoda
de H se Sxidy = ugaocge =idyg * S.

Observacao 4.2.24. Por definicdo do produto de convolugéao, diz-se que a antipoda S
de H é a fungao inversa da identidade id;.

Proposicao 4.2.25. Seja H uma K-bialgebra. Sob tal consideracao, se existe antipoda
S de H, entdo S € unica.

Demonstracdo. Sejam H uma K-bialgebra e S1, 5o as antipodas de H. Por hipétese,
tem-se que

Sl*idH:uHa OéHc:idH*Sl (S Sl*idH:uHa OéHc:idH*Sl.

Uma vez que uga o ege € a unidade em Homyg (H¢, H*), infere-se que
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S1 =51 % (uge 0oepe) = S1 * (idp * S2) = (S1 *idpy) * S = (upe 0 epye) * Sg = Sy
[ |

Definicao 4.2.26. Seja K um corpo. Diz-se que a 6-upla (H,m,u, A, ¢,S) é uma K-
algebra de Hopf se
() a 5-upla (H,m,u, A, ) for uma K-bialgebra;

(ii) S for a antipoda de H.

Observacao 4.2.27. Seja H uma K-algebra de Hopf. O diagrama associado a H é

dado por:
S®idg

H®H y Ho H
v AN
H 2 » K u s H
§>\& //gﬂ
HeH oy HOH.

Exemplo 4.2.28. Sejam K um corpo e G um grupo multiplicativo. A algebra de grupo
G := K[G] é um K-espaco vetorial que admite estrutura de K-algebra de Hopf. A priori,
lembre que

g::K[G]z@Kg:{Zagg‘ageK},
g

geG
bem como, repare que G é, de fato, K-espaco vetorial com operacdes dadas por

Sagg+d By= (ag+8))g e BY agg= (Bag)g
g g g g

g
para todo 5 € K. Resta garantir a estrutura de algebra de Hopf; logo, considere

» multiplicacédo induzida pelo grupo;
» unidade dada pelo elemento neutro;
» comultiplicagdo dada por A(g) := g ® g, para todo g € G;

* counidade dada por ¢(g) := 1k, para todo g € G;

antipoda dada por S(g) := ¢!, para todo g € G.
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Note que m, u, A, € e S sdo morfismos de K-espacgos vetoriais e, para quaisquer
x,y,z € G, obtenha

(mo (idg®m)oaggg) (x®y)®z) = (mo (idg®@m)) (z® (y® z))
(yz )

= (zy)z = m((zy) ® 2)

= (mo (m®idg)) ((z®y)  z),

=m(ryz) =1

bem como,

(mo (u®idg) o) (z) = (mo (u®idg)) (g ® ) = m(e @) = x = idg(z)

(mo (idg @ u) o B) (z) = (mo (idg ®u)) (z® 1g) = m(z @ e) = z = idg(z).

Logo, G é uma K-algebra. Outrossim,

(agg.go (A®idg) o A) () = (aggg o (A xidg)) (x @) = ag g g((r ®x) ® 1)
=1®(z®z) = (idg®A) (z®x)
= ((idg ® A) o A) (x),

bem como,

(e®idg) o A) (z) = (e®idg) (r®@z) = lg @z = 7 (z)

((idge) o A) (z) = (idge) (z@2) =2 ® 1g = 0 }(x).

Isto é, G € uma K-coalgebra. Resta a comutatividade do diagrama da antipoda; assim,

(mo (S®idg)oA)(z) = (mo (S®idg)) (z®x) = mztor) =212
=e=u(lg) = (uoe)(x)
bem como,
(mo (idg® S) o A) () = (mo (idg ® S)) (r@x) =m(z @z 1) = za™!
=e=u(lg) = (uoe)(x)

Definicao 4.2.29. Sejam H e J duas K-algebra de Hopf. Diz-se que ¢ : H — J é
morfismo de K-algebras de Hopf se ¢ € morfismo de K-bialgebras.
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5 GENERALIZACAO PARA CATEGORIAS MONOIDAIS

Neste breve capitulo, apresentam-se caracteristicas de algebras a fim de garan-
tir, naturalmente, nogdes ja conhecidas na categoria monoidal dos espagos vetoriais;
para tal, deve-se considerar uma categoria para progressao basica, em especial, C
uma categoria monoidal.

Em particular, algumas mudancgas sao facilmente conquistadas como, por exem-
plo, as definicoes de morfismos ao passo que outras necessitam sutileza, e.g., 0s
morfismos inversiveis de K-espacos vetoriais a, 3, v € 6 sdo substituidos pelos isomor-
fismos presentes nas colegbes de [ ou r.

Por fim, a partir das nogdes apresentadas, € possivel obter definicbes para
mddulos sobre algebras e comddulos sobre coalgebras em C, bem como, uma série
de exemplos a fim de garantir o objetivo deste trabalho.

5.1 CATEGORIFICACAO DE UMA ALGEBRA

Definicao 5.1.1. Seja C uma categoria monoidal. Diz-se que a terna (A, m,u) € uma
algebra em C se

(i) A é um objeto em C;
(i) m: A9 A— Aewu:1— Asédo morfismos em C;

(iii) os seguintes diagramas sao comutativos:

(A ® A) QA
aA A A m®eida
A® (A® A) A® A (5.1)
idm@mh m
AR A - S|
e
AR A
u@% Wu
1A m A®1 (5.2)
la TA
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Definicao 5.1.2. Seja C uma categoria monoidal. Diz-se que a terna (C, A,¢) € uma
coalgebra em C se

(i) C é um objeto em C;
(i) A:C—-C®Cec:C — 1sao morfismos em C;

(iii) os seguintes diagramas sao comutativos:

C
A A
C®C loX=Ye: (5.3)
A@idch Bidc@A
CeC)eC N » C®(Cx(0)
e
C®
s@id/ WE
12 C A C®1 (5.4)
C.

Defini¢ao 5.1.3. Seja C uma categoria monoidal. Diz-se que a 5-upla (B, m,u, A,¢) é
uma bialgebra em C se
(i) aterna (B, m,u) for uma algebra em C;
(i) aterna (B, A, ¢) é uma coélgebra em C;
(i) A e e sdo morfismos de algebras.

Proposicao 5.1.4. Seja C uma categoria monoidal. Sob tal consideragéo, a unidade
de C é uma bialgebra.

Demonstracdo. Seja C uma categoria monoidal com unidade 1. Defina
e — _ S | =1
m=ry=1ly, u=idy, A=ry =1y e e=(idq)  =idy.

Basta garantir a comutatividade dos diagramas dados em (5.1), (5.2) (5.3) e (5.4); para
tal, € suficiente utilizar os resultados apresentados no capitulo trés como, por exemplo,
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o Teorema 3.2.3. Para (5.1), note que

mo (idy ®m)oaqqq =rq0(idg ®rq)0a111 =71°r1g1
=rq0(rq®idq) =mo (m® idq).

Para (5.2), repare que

mo (idqy @ u) = rq o (idg ®idy) =11 0id1g1 =11

Logo, a terna (1, m,u) € uma algebra em C. Em seguida, para (5.3), infere-se que

11110 (A@id)oA=agqq0(ly @idy)olyt =13l 0if?
= (idy ® 131 olyt = (idg ® A) o A;

por fim, para (5.4), obtém-se

Aol1 o(5®id1):l;lol1 O(id1 ®id1) = 1dq @ idq :id1®1

AOT’-I O(id-l ®€) :7’;1 orq O(id-l ®id1) = 1dq ® id4q :id1®1.
Assim, aterna (1, A, ¢) é uma coalgebra em C.
|

A proposicao acima implica que, em Set, todo conjunto unitario € uma bialgebra;
bem como, todo funtor identidade é uma bialgebra na categoria dos endofuntores.

Definicao 5.1.5. Seja C uma categoria monoidal. Diz-se que a 6-upla (H,m, u, A, &,.S)
€ uma algebra de Hopf em C se

(i) a5-upla (H,m,u,A,¢) &€ uma bidlgebra em C;

(i) S: H— H é morfismo em C;

(iii) o seguinte diagrama é comutativo:

S®Ridy

HH y H® H
A m
H c s 1 v s H (5.5)
A m
Ho H > H® H.

idg®S
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Exemplo 5.1.6. Na categoria Set, todo conjunto com estrutura de grupo € algebra de
Hopf. De fato, considere G um grupo e defina:

m:GxXG—G e u:{¢ —- G
(g,h) = m(g,h) = gh £ —u) =e

A:G—=-GxG e e:G—{&}
9= Alg) = (g9,9) g elg) =&

Repare que m, u, A, ¢ e S s&o fungdes e, portanto, morfismos em Set. Ademais,
obtém-se, para quaisquer g, h,j € G,

(mo (idg x m) o ag,g.q) ((g:h),5) = (mo (idg x m) (g, (h, 7))
= m(g, hj)
= g(hj)
= (gh)j
=m((gh), J)
= (mo (mxidg)) ((9,h), ),

bem como,

(mo(uxidg)) (& g) =m(e,g) =g=19)

(mo (idg X u))(g,§) =m(g,e) =g =r(g,§).

Isto é, G é uma algebra em Set. Além disso,

(ac.c.co (A xidg)oA)(9) = (ag.c.c o (Axidg)) (9,9)
=a((9,9),9)
=(9:(9,9))

(idg x A)(g,9)

= ((idg x A) o A) (g),

(lgo(exidg)oA)(g) = (lgo(e X idg))(9,9) =la(§ 9) =g =ida(g)

(rgo(idg xe)oA)(g) = (rgo(idg x €))(g,9) =ra(g,§) = g =1ida(g)
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Isto é, G é uma codlgebra em Set. Resta garantir a comutatividade do diagrama dado
em (5.5); logo, defina

S:GG
g S(g) =g

e repare que

(mo (S xidg)oA)(g)=(mo(Sxidg))(9,9)
=m(g',9)

=€

= u(§)
= (uoe)(g),

assim como,
(mo (idg x S) o A)(g) = (mo (idg % 5))(g,9)

=m(g,g ")

= u(¢)
= (uoe)(g)-

Definicao 5.1.7. Sejam A e B duas algebras em C. Diz-se que ¢ : A — B € um
morfismo de algebras se os diagramas a seguir sdo comutativos:

Ao A 2%%, peB

A Ld s B
mAh Bmg e X % (5.6)
1.

Definicao 5.1.8. Sejam C e D duas coalgebras em C. Diz-se que ¢ : C — D é um
morfismo de coalgebras se os diagramas a seguir sdo comutativos:

c——>D

C d > D
1.

CeC — D®D
PR

Definicao 5.1.9. Sejam B e C duas bialgebras em C. Diz-se que ¢ : B — C € um
morfismo de bialgebras em C se
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(i) ¢ : B* — C* é morfismo de &lgebras;
(i) ¢ : B¢ — C°¢ é morfismo de coalgebras.

Definicao 5.1.10. Sejam H e J duas algebras de Hopf em C. Diz-seque ¢ : H — J é
morfismo de algebras de Hopf em C se ¢ é morfismo de biélgebras C.

O leitor deve reparar que, na definicao anterior, ha mais estruturas atreladas as
bialgebras H e .J, mas o morfismo ndo demanda, explicitamente, a validade de alguma
relagdo envolvendo as antipodas Sy e S;. Todavia, a proxima proposi¢ao evidencia
uma propriedade entre as antipodas.

Proposicao 5.1.11. Sejam H e J duas algebras de Hopf em C taisque ¢ : H — J
seja um morfismo de algebras de Hopf em C. Sob tais consideragdes, Sy e S, as
respectivas antipodas de H e J, sdo taisque Sjo o = o Sg.

Demonstracdo. Sejam H e J duas algebras de Hopf em C, cujas respectivas antipodas
sdo Sy e Sy, tais que ¢ : H — J seja um morfismo de algebras de Hopf em C. Assim,

SJOQO,QOOSH c HOTTLC(H, J)

Dessa forma, é possivel considerar o produto de convolugdo em Hom¢(H, J) tal que

(Sjop)xp=mjyo((Sjop)®@¢)oAy

px(poSg)=myo(p®(Sjop))oAg.

Por conseguinte, para h € H,

((Syo@)*p)(h) =Y (S;0@)(h)p(hy)
= S (p(h)1)e(h)2
=e(p(h)1y
=ep(h)ly
= (e (h)ly)
= (Do mS(h)
= (h1)e(S(h2))
=> o(h1)(¢o Sy)(h2)
= (p*(poSy)) (h).
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5.2 CATEGORIFICAGCAO DE UM MODULO

Nesta secao, adotam-se convengdes para reduzir a notacdo ao longo das defi-
nicdes e resultados apresentados. Em especial, as estruturas de algebra, coélgebra
e bidlgebra em uma categoria monoidal C qualquer sdo atreladas, respectivamente,
as letra A, C' e B. Além disso, os morfismos m, u, A e ¢ estdo devidamente identifica-
dos consoante sec¢ao anterior e, portanto, estarao aparentes apenas em diagramas e
equagoes.

Definicao 5.2.1. Seja A uma &lgebra em C. Diz-se que o par (P,0) € um A-modulo a
esquerda em C quando

(i) P éum objeto emC;
(i) 0: A® P — P é morfismo em C;

(iii) os seguintes diagramas sao comutativos:

(A & A) ® P
QAAP meidp
A® (A® P) A®P (5.8)
1dAQ0c o
AR P = > P
e .
12 P wide A p
(5.9)
lp o
P.

Observacao 5.2.2. Usualmente, associado ao par (P, o), diz-se que 4P é A-modulo a
esquerda em C. No mais, € possivel definir, simetricamente, P4, um A-modulo a direita.

Exemplo 5.2.3. Em C, toda &lgebra € um modulo bilateral sobre si; afinal, trivialmente,
considera-se o = m.

Exemplo 5.2.4. Em C, se X e A sdo objetos em C de modo que A seja uma algebra,
entdo Y = A ® X tem estrutura de A-médulo a esquerda ao admitir
o= (m®idX)oa;11AX ARQY =Y.

Realmente, Y é objeto em C e o € morfismo em C; logo, para a,b,c € Aex € X,
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(0o(idg@a)oagay)((a®b)@(c®x))=(00(idg®0))(a® (D@ (c®x)))
=0(a® (bc®@x)))
=abc® x
=0o(ab® (c® x))
=(co(m®idy)) ((a®b) ® (c® x)).

Outrossim, como A é uma algebra, segue, pelo Teorema 3.2.3 e pela Observagéao
3.1.3, que

oo (u@idy) =00 (u®idsex)
=00 (u® (idg ®idy))
m@idx)oayly yo(u® (idy ®idy))

m®idX)O((u®idA)®idX)oa;hx

(
(
(mo(u®idy)) ®idx) o aih’X
= (g @idx)oayhy y
=lagx =ly

E interessante reparar que a comutatividade dos diagramas apresentados na
ultima definicdo, com relagdo ao exemplo anterior, € dada de duas formas distintas. Em
particular, repare que a compatibilidade entre a acdo ¢ do mddulo e a multiplicagao
m da &lgebra foi dada a partir de célculos envolvendo elementos do objeto. Enquanto

que a compatibilidade entre o e a unidade « da algebra é dada exclusivamente pelo
viés categorico de manipulacao algébrica.

Proposicao 5.2.5. Seja X € 0bj(C). Sob tal consideragdo, X € um 1-mddulo a es-
querda quando o = lx.

Demonstragdo. Em C, seja X um objeto qualquer e considere [ ® idx. Pelo Teorema
3.2.3 e pela Proposicéo 3.2.2,

ag,1,x © (idg ®x) = a11,x o ligx =l ®idx;

logo, ao compor [ x a esquerda, segue que

Ix o (idq ®lx) cayq.x =lxo (lh ®idx).

Isto €, o diagrama (5.8) é comutativo. A comutatividade do diagrama (5.9) é trivial, uma
vez que
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lXo(id1 ®de) = lX Oid1®X = lX

Observacao 5.2.6. Analogamente, todo objeto X em C € um 1-médulo a direita quando

O=Tx-

Com essas nocoes, é interessante tratar a respeito de comodulos sobre uma es-
trutura e, dada a utilizagcdo de modulos sobre algebras, € natural pensar em comédulos
sobre coalgebras em C.

Definicao 5.2.7. Seja C' uma coalgebra em C. Diz-se que o par (@, ) € um C-comddulo
a esquerda em C quando

(i) @Q € um objeto em C;

(i) n:Q — C ®Q é morfismo em C;

(iii) os seguintes diagramas sao comutativos:

Q
n n
C®Q C®Q (5.10)
A@id@h B’L’dc(@n
CeC)®Q oo C®(C®Q)
e
Q il y O®0Q
(5.11)
lo e®idg
1® 0.

Observacao 5.2.8. Usualmente, associado ao par (@, n), diz-se que @ é C-comébdulo
a esquerda em C. Além disso, € possivel definir, simetricamente, @), um C-comddulo
a direita.

Exemplo 5.2.9. Em C, toda coalgebra € comddulo bilateral sobre si; afinal, trivialmente,
considera-se n = A.

Exemplo 5.2.10. Em C, se X e (' sao objetos em C de modo que C seja uma coalgebra,
entdo Y = C' ® X tem estrutura de C-comédulo a esquerda ao admitir
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n=accx°(A®idy): Y - C®Y.

Basta garantir a comutatividade dos diagramas; desta forma, para c® = € Y, repare
que

(ac.oy o (A®idy)on) (c®a) = (accy o (A ®idy) (ZC (C(z ))
sreer (Z(< )y @ () >> JC >®x))
NCH I (CHIICAED)

(e
=2 ® ((C@))(l) N <<C<2>)<2> m))
= (ido @) (Z c1)® (C(Z) ® x))

= ((idg ®n) on) (c® ).

(2
2

Ademais, segue que

(ZQ o(e®idy)o 77) (c®x)= (ZQ o(e® idy)) (Z 1) ® (0(2) ® x))
= ZQ (Z& (C(1)> X (0(2) X :L’))
=cQr
=idy(c® x).

Outrossim, é possivel obter resultados duais para a Proposicéo 5.2.5 e a Ob-
servacgao 5.2.6. Além disso, dada a simplicidade de demonstracao por ser analoga a
apresentada anteriormente para A-médulos, evitar-se-a escrever ambas as demons-
tracoes.

Proposicao 5.2.11. Todo objeto X em C é um 1-comodulo a esquerda quando n = 15(1
(a direita quando 1 = ).

Resta tratar de médulos que envolvam ambas as nogdes de A-modulo e C-
comodulo; logo, dadas as informagdes obtidas ao longo do texto, é possivel definir um
mddulo de Hopf lateral.

Definicao 5.2.12. Seja B uma bialgebra em C. Diz-se que a terna (M,o,n) é um
B-mddulo de Hopf a esquerda quando

(i) opar (M,o) € um B-mbdulo a esquerda;

(i) o par (M,n) é um B-comodulo a esquerda;
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(iii) o seguinte diagrama é comutativo:

B M
A®n o
BoB®B® M Y, (5.12)
idB®T®idM‘ n
BRB®B®M oo > B® M.

Observacao 5.2.13. Usualmente, associado a terna (M, o,7), diz-se que gM € B-
médulo de Hopf a esquerda em C; no mais, é possivel definir, simetricamente, Mz, um
B-médulo de Hopf a direita, em C.

Exemplo 5.2.14. Em C, toda bialgebra é um B-mo6dulo de Hopf bilateral com o = m e
n=A.

Exemplo 5.2.15. Em C, todo objeto X € um 1-médulo de Hopf a esquerda com o =[x
en = Iy (adireitaquando o = ry e =ry}).

Exemplo 5.2.16. Em C, se X e B sao objetos em C de modo que B é uma bialgebra,
entdo Y = B ® X admite estrutura de B-médulo de Hopf a esquerda. De fato, basta
considerar

0:(m3®idX)oaélBX:B®Y—>Y e n=appxo(Ap®idy):Y - BY

e garantir a comutatividade de (5.12). Logo, paraz € X e a,b,c € B,

(mp®ao)o(idg®@T ®idy)o (A®n)) (a® (b@ 1)) =

= (mg ®0)o (idg @ T ® idy)) (Z a1y ® agz) © (b(l) ® (b(z) ® x)))
= (mp ®0) (Z a1y ® by ® <a(2) ® <b(2) ® a:)))

= > ab) © ()b © )

=S () © ((ab)<2) ®$>

_ p(ab® 1)

=(moo)(a® (b®x)).

Por fim, vale a pena, pelo menos, definir os morfismos entre as estruturas trata-
das nesta se¢cdo de modo a estimular o leitor no tocante a possibilidade de construir
categorias com tais aparatos.
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Definicdo 5.2.17. Sejam A uma élgebra, P e P’ dois A-mddulos a esquerda em C.
Diz-se que ¢ : P — P’ € um morfismo de A-mddulos a esquerda se

(i) ¢ for um morfismo em C;

(i) o diagrama, a seguir, € comutativo:

Aop M9  Agp!
ap apl (513)
P > P
"

Definicdo 5.2.18. Sejam C' uma codlgebra, Q e @’ dois C-comddulos a esquerda em
C. Diz-se que ¢ : Q — Q" € um morfismo de C-comodulos a esquerda se

(i) ¢ for um morfismo em C;

(i) o diagrama, a seguir, € comutativo:

Q

o N (5.14)

CRQ — Q.
1dc®p

Definicdo 5.2.19. Sejam B uma bidlgebra, M e M’ dois B-modulos de Hopf a esquerda
em C. Diz-se que ¢ : M — M’ é um morfismo de médulos de Hopf a esquerda se

(i) ¢ for um morfismo de B*-modulos a esquerda;

(i) ¢ for um morfismo de B¢-comddulos a esquerda.

Observacao 5.2.20. E possivel definir, simetricamente, morfismos & direita para as
trés definicdes anteriores.
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APENDICE A - PRODUTO TENSORIAL ENTRE ESPACOS VETORIAIS

Um comentario prévio as futuras exposicoes é fundamentado na necessidade
de atentar-se ao produto cartesiano de conjuntos, o qual é denotado por x ao invés
do simbolo usual da teoria de conjuntos.

Defini¢ao A.0.1. Sejam K um corpo, bem como, V' e U dois K-espagos vetoriais. Um
produto tensorial entre V e U € um par (7, ) em que

(i) T é um K-espaco vetorial;
(i) ¢ : V x U — T é aplicacao bilinear;

(iii)y Para qualquer aplicagéo bilinear f : V x U — W, existe Unica aplicagéo linear
Y T — W tal que o diagrama

VxU

L4 > T
\‘ %

w

seja comutativo.

Em especial, descreve-se T por V @ U; contudo, a fim de simplificar a notacao,
adote V ® U. Além disso, € interessante reparar que o item (iii) € uma propriedade
universal e, consequentemente, obtém-se um resultado usual.

Proposicao A.0.2. O produto tensorial entre dois espacos vetoriais, caso exista, é
unico a menos de isomorfismo.

E importante reparar que sempre existe o produto tensorial entre dois espagos
vetoriais sobre um mesmo corpo. Afinal, considere o espacgo vetorial gerado por V' x U,
isto e,

<V X U> = K(VXU) = @ Ke(uu)'
(v,u)eVxU
Seja I o subespaco de (V' x U) gerado por elementos da forma

C(v1+vau) ~ E(oru) ~ E(uau) Clvuatus) ~ E(vur) ~ E(vsus)s
bem como,
€(wu) ~ /\e(,U,u) e Clyru) /\e(v’u).
Assim, denote V @ U por (V' X U) /1 e v ® u por [e(, ,,)}; em seguida, defina

p:VxU—=>VeU

(v,u) » v®u
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e repare que o é bilinear. Resta garantir a propriedade universal, logo, tome uma
funcédo f: V x U — W bilinear; definavy : V@ U — W por

D v @uy | = ag fg,ug).
i,] i,J

Mostrar-se-a, apenas, que ¢ esta bem-definida, ou seja, espera-se que o leitor prove
que v € a Unica aplicagéo linear tal que 1) o ¢ = f. Dessa forma, seja 3, ; a;jjv; @ u;j =
0 € V®U,;logo,

D ajjui@uj =Y [x)]
i,J

AEA
com z, € I, para todo A € A. Com isso, basta mostrar que v ([z]) = 0 para todo =

gerador de 5 para & = €(y, 4y, u) ~ €(v;,u) ~ E(vs,u)> 1€M-SE QU

U([z]) = flvr +v2,u) = f(vr,u) = f(vg, u)
= f(v1,u) + f(vo,u) — f(v1,u) — f(vo,u) = 0.

Para 2’ = ey, ) — Ae(y,), tem-se que

U([2']) = f(Aw,u) = Af(v,u) = Mf(v,u) — Af(v,u) = 0.

Em particular, os geradores €, y, 1u,) = €(v,ur) ~ C(vus) € (v u) — A€(p,u) SEGUEM
analogamente.

Os préximos resultados sao importantes a fim de evitar algumas verificagdes ao
longo do texto principal.

Proposicao A.0.3. Sejam V1, V», U; e Uy quatro espagos vetoriais sobre um corpo, bem
como, f: Vi — Vo e g: Uy — Uy duas aplicagdes lineares. Sob tais consideracoes,
existe Unica aplicacao linear

fRg: ViU — VoaxUs
vRu = (f®g)(veu) = flv)® g(w).
A demonstragao desse resultado € dada ao definir 7 , : V1 x Uy — Vo ® Us por

Tt q(v,u) = f(v) ® g(u) €, em seguida, utiliza-se a propriedade universal do produto
tensorial de V; ® U;.

Proposicao A.0.4. Sejam V, U e W trés espagos vetoriais sobre um corpo K. Sob tais
consideracoes,
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(i) (Vel) W2V (UeW);

(i) UV 2V e U;

(i) KoV =V;

(iv) Homyeep, (V @ U, W) = Homyeery, (V, Homyecr, (U, W));
)

(v) Existe monomorfismo! f: U @ V* — Homy ¢, (V,U) €, caso a dimensao de V
seja finita, entdo f € isomorfismo;

(vi) Existe monomorfismo g : U* @ V* — (V @ U)* e, caso as dimensbées de V e U
sejam finitas, entdo g € isomorfismo;

A demonstracdo de cada afirmacao é dada a partir da propriedade universal
do produto tensorial e, em seguida, é construido o morfismo inverso. Em particular,
mostrar-se-a o processo apenas para os itens (i) e (iii). Para aquele, defina, a priori,

dV,U,W: (V@U)XW% V®(U®W)
(Zvi@)ui,w) |—>Zvi®(ui®w),

que, pela propriedade universal, garante a existéncia de um tnico ay 7y dado por

ay.uw (V@U)@W — V®(U®W>
S Wi @u) @w = Y v @ (u; @ w).

A posteriori, defina

byuw: VxUeW)— Vel oW

(v, Zul X wi) —> Z(U ® u;) @ wy,

que, pela propriedade universal, garante a existéncia de um nico by ;7 dado por

bV,U7W: V®(U®W) — (V@U)@W
D 0@ (up @ wi) = Y (0 ® ) @ wy,

Para o outro item, basta notar que

Aoy KxV =V

(o, v) = av

! Seja C uma categoria. O morfismo f : X — Y em C é dito um monomorfismo se, para quaisquer
morfismos g,h: Z — X em C taisque fog = f o h, entdo g = h.
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é bilinear e, assim, existe unico Ay dado por

Ay KoV =V

aRQU — qu

com inversa dada por

A Vo KeV

v—= 1®wv.
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ANEXO A - NOTACAO DE SWEEDLER

Dado ¢ € C, tem-se que

K—linear

(Gide ® A) o A)(e) = (ide ® A) (Zcmc)

=Y (ide ® A)(c; @ ¢))

assim, a presenca de apenas dois A’s no calculo implica na existéncia de somatério
duplo. O problema da alta quantidade de indices surge ao realizar sucessivos calculos
com o A. Com o objeto de evitar tal problema de notacéo carregada, € utilizada uma
notacao muito util e conhecida como Notagao de Sweedler.

Defina, recorrentemente, a sequéncia de fungdes (A;,),cn POr

AM=A:C>CC e Apy:C—-CR---®@C (n+1vezes),

em que n € N, a forma recursiva é definida por A, = (A ® id" 1) o A,,_; de modo
que id" ! =ido ® - ®ido (n — 1 vezes). Em particular Ay = (A ® idp) o A, em que
Ay :C - (CxCxC.

A férmula recursiva dada acima, para n > 2, pode ser desenvolvida de varias
formas, como mostra a proposicdo seguinte. Isso seria o dual de associar de varias
maneiras um tensor A ® --- ® A (n vezes), em que A € uma algebra.

Proposicao A.0.1. (DASCALESCU; NASTASESCU; RAIANU, 2001) - Proposigcao
1.1.7. Seja (C, A, ) uma coalgebra. Entdo, paratodon > 2etodop € {0,1,--- ,n— 1},
vale a igualdade dada por

Ap = (id° @ A@id" "P)o Ap,_y.

Para n = 2, note que (idg ® A) o A = Ay = (A ® idg) o A, isso € exatamente a
coassociatividade. Seja ¢ € C, denote
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No caso geral, isto é, para n € N, escreve-se

Ap(c) = ch R ® - @ Cpyl-

Logo, seguem as identidades

(i ® &) 0 A)(e) = (ide ® ) (Y e1 © c2)
=> 1 ®Ae)
= 261 ® <ZCQI ®622>

:ch®621®622

(A ®ide) o A)(e) = (A ®ide) (Z ¢ ® (;2)
= Ala) ®e
= (Zch ® 012> ® s
=> o1, ®cy, Doy,

Pela coassociatividade, infere-se que

ch & c, Do, = chl X, @eg = ch ® co X c3.
Ademais, pela comutatividade do segundo diagrama, tem-se que (idg ® €) o A = 6.
Logo, ao compor v a esquerda, obtém-se v o (ido ® €) o A = y 0 0 = idc. Assim, para
todo ¢ € C, temos

¢ = idg(c) = (v o (ide @ ) o A)(e)
— (o (ido @ ¢)) (Z o ®CQ)
= (Z 1 ® 5(02))
=> Y1 @e(ep))
= c1e(ey).

Portanto, ¢ = > ¢(e¢2)c1. Ao obter a comutatividade do outro lado do segundo diagrama,
tem-se, analogamente, que ¢ = > (¢ )co. A propriedade dada por

D elep)er=c=) elcr)ey

€ denominada propriedade da counidade.
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