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Resumo

O objetivo deste trabalho é visualizar a esfera tridimensional S* no espaco ambiente R3.
Fazemos isto de uma maneira geométrica, utilizando a projecao estereografica e explo-
rando o fibrado de Hopf. No primeiro capitulo fazemos um estudo preliminar de topicos
de variavel complexa e geometria diferencial; e no segundo capitulo apresentamos a cons-
trucao do fibrado de Hopf.

Palavras chave: fibrado de Hopf, esferas, projecao estereografica.

Abstract

The aim of this work is to visualize the three-dimensional sphere S in ambient space R3.
We do this from a geometric point of view, using stereographic projection and exploring
the Hopf fibration. In the first chapter we do a preliminary study of topics in complex
variable theory and differential geometry; and in the second chapter we present the cons-
truction of the Hopf fibration.

Keywords: Hopf fibration, spheres, stereographic projection.



Introducao

A visualizagao geométrica é um instrumento importante para a compreensao de conceitos
matematicos. Se por um lado as representacoes analiticas sao convenientes para demons-
tracoes e analises de propriedades algébricas, por outro, as visualizagoes sao essenciais
para a exploracao intuitiva e formulacao de hipdteses. Objetos mateméticos tais como a
esfera tridimensional S* (uma superficie inicialmente imersa em R*) podem estar além da
imaginacao e compreensao que temos em R, mas veremos que isto nao é um obstdculo
para sua descricao e estudo.

Embora muitos objetos matematicos de dimensoes superiores sejam generalizacoes
naturais de objetos de dimensoes inferiores, o fibrado de Hopf nao atende esta situacao.
De maneira resumida, um fibrado é uma estrutura composta por espaco total, espaco
base, fibra e projecao. A ideia é que para cada ponto da base associa-se uma fibra; a
uniao de todas estas fibras dé o espaco total, e a projecao é o mapa que relaciona a fibra
com o ponto do espago base.

O fibrado de Hopf, apresentado pelo matematico alemao Heinz Hopf em meados da
década de 1930, consiste em um mapa entre duas esferas de dimensoes diferentes, sendo
S? o espago total e S* o espago base, e fibra S! (também, em si, uma esfera). E um dos
primeiros exemplos de um fibrado nao trivial. Em meados dos anos 1960, o matematico
britanico John Frank Adams mostra que existem apenas quatro fibrados da mesma familia
do apresentado por Hopf (isto é, para os quais os espacos total e base, e a fibra, sao
esferas).

Neste trabalho, queremos visualizar a esfera tridimensional S? nao em R*, onde ela
originalmente “vive”, mas em R3, onde vivemos nds. Faremos isto de uma maneira
geométrica, explorando o fibrado de Hopf. Para tanto, é preciso primeiro fazer uma
revisao de topicos de variavel complexa e geometria diferencial, o que fazemos no Capitulo
1.E importante aqui destacar que a funcao responsavel por trazer a esfera tridimensional
a R? é a projecao estereografica, que descrevemos com detalhe. Para esta parte, utilizamos
como referéncia os livros “Variaveis Complexas e Aplicacoes”, de James W. Brown e Ruel
V. Churchill [1], “Célculo em uma Varidvel Complexa”, de Marcio Gomes Soares [3] e
“Geometria Diferencial de Curvas e Superficies”, de Manfredo Perdigao do Carmo [2].
Apés este estudo preliminar, dedicamos o Capitulo 2 a apresentacao do fibrado de Hopf
e suas propriedades. Para esta parte nos baseamos majoritariamente no texto “A Young
Person’s Guide to the Hopf Fibration”, de Zachary Treisman [4].



1 Conceitos Preliminares

1.1 Elementos de Variavel Complexa

Nosso objetivo nesta secao é definir o conjunto dos numeros complexos e exibir suas pro-
priedades bésicas. Utilizamos como referéncia os livros [1] e [3]. Comegamos introduzindo
um nimero complexo z como sendo um par ordenado (a,b) € R% O nimero a é chamado
parte real de z, a = Re(z) e o nimero b, a parte imagindria, b = Im(z).

Um nimero real a € R se identifica com o par (a,0) € R?; desta forma, o conjunto
dos ntimeros complexos contém o conjunto dos niimeros reais. Veja que os nimeros reais
estao todos colocados sobre o eixo x de R%. Um ntimero complexo da forma (0, ), com
b # 0, sera chamado de imagindrio puro; veja que estao todos dispostos sobre o eixo y de
R2. Desta maneira, faz sentido chamar o eixo  de eizo real, e o eixo y de eizo imagindrio.

Podemos introduzir uma primeira operagao entre niimeros complexos: se z; = (a1, by)
e 29 = (ag, by), definimos

21+ 29 = (Cll + ao, bl + bg) . (1)

Isto é, somamos as partes reais, e as partes imaginarias de z; e z;. As seguintes proprie-
dades seguem da defini¢ao e de propriedades dos niimeros reais:

1. 21+ (22 + 23) = (21 + 22) + 23 (associatividade);

2. 21 + 29 = 23 + 2z (comutatividade);

3. z1+(0,0) = (0,0) + 2, = 2z (existéncia de elemento neutro).

Observe que o elemento neutro da soma de numeros reais é também o elemento neu-
tro da soma de nimeros complexos: 0 = (0,0); e, se 2z, 2o sdo numeros reais, entao
by = by =0 e 21 + 29 = (a1 + az, 0); ou seja, quando restrita aos nimeros reais, a soma de
nimeros complexos corresponde a soma de niimeros reais. Portanto podemos concluir que
a operacao ‘soma de nimeros complexos” é uma extensao da operacao “soma de niimeros
reais”. Além disso, definindo —z; = (—ay, —b;), obtemos uma nova propriedade:

4. z1 + (—2z1) = (—21) + 21 = 0 (existéncia de inverso aditivo).

A propriedade 4 nos presenteia uma nova operacgao, derivada da soma, que chamaremos
subtrag¢ao e definimos como segue: dados z1, 2o nimeros complexos,
21— 29 =21+ (—22) = (a1 — &Q,bl — bg)

A segunda operacao, o produto, é um pouco mais elaborada:

Z1R9 = (a1a2 — blbg, a1b2 + ngl) . (2)

Vejamos porque o produto de nimeros complexos tem esta forma. Uma outra maneira
de introduzir/definir um nidmero complexo z é dizer que z corresponde a matriz 2 x 2
com entradas reais dada por
a b
(50

Desta forma, a soma de dois niimeros complexos é obtida como a soma de matrizes:

[ aq b1 + as bg _ a; + as bl + bg
1 2 —bl aq —b2 (05} —(bl + bg) aq + a9



Observe que a soma de nuimeros complexos vistos como matrizes é compativel com a
soma de numeros complexos vistos como pares ordenados, que haviamos definido em
(1). Inspirados por isto, de maneira analoga definimos o produto de nimeros complexos
utilizando o produto de matrizes:

22 = ( ai bl ) . ( ag b2 ) _ ( a10a9 —b1b2 ale +a2b1 >
—bl aq —b2 ag —(CleQ + (lzbl) a1 — b1b2

Portanto, para que as duas definicoes de produto de nimeros complexos sejam com-
pativeis, é necessario definir o produto como fizemos na equagao (2).

Obtemos assim que as duas interpretacoes de um numero complexo, par ordenado
e matriz, coincidem na definicdo das operacoes soma e produto. Cada uma delas tem
sua importancia: se por um lado herdamos o produto de matrizes de forma natural, de
modo que a interpretacao matriz tem importancia algébrica, por outro veremos em breve
que a interpretacao par ordenado tem importancia geométrica na hora de “desenhar” os
nimeros complexos.

Da definigao e das propriedades dos niimeros reais, valem:

5. z1(z223) = (2122)23 (associatividade);
6. 2122 = 2921 (comutatividade);

7. z1-(1,0) = (1,0) - 21 = z; (existéncia de elemento neutro).

Veja que se z;, 2z sao numeros reais, by = b, = 0 e entao
2129 = (aja9,0); além disso, o elemento neutro do produto complexo, (1,0), corresponde
ao elemento neutro do produto real, o nimero 1. Assim, como anteriormente, concluimos
que o produto complexo é uma extensao do produto real.

Agora, se z; # 0, podemos encontrar um nimero complexo w; tal que z;w; = (1,0) =

ai —by
a?+ b a?+ b2

1; de fato, tome w; = ( ) Chamamos w; de tnverso multiplicativo de z;

e o denotamos —, ou z; . Com isto obtemos mais uma propriedade:
21
1 1 o . e
8. 8621 #£0, 21— = — -2 =1 (existéncia de inverso multiplicativo).
<1 <1

Como antes, ganhamos mais uma operacao derivada do produto, que chamaremos quoci-

; . 21 _
ente: dados niimeros complexos z;, 25, com 2y # 0, definimos = = 2,2, *.
Z2
A 1ltima propriedade relaciona as duas operagoes:

9. 21(29 + 23) = 2122 + 2123 (distributiva).
Considere agora o nimero complexo (0,1). Veja que
(0,1)-(0,1)=(0-0—-1-1,0-141-0)=(-1,0) ;

ou seja, encontramos um numero (imagindrio puro) cujo quadrado é o nimero real —1.
Devido a importancia desta descoberta, daremos um simbolo especial a este nimero:

i=(0,1) .

10



Com isso, acabamos de mostrar que i> = —1. Consequentemente, se temos um nimero

imaginario puro (0, b), podemos escrevé-lo (0,b) = (b,0)(0, 1) = bi, onde b é um nimero
real. Agora, como

z = (a,b) = (a,0) + (0,b) = (a,0) + (b,0)(0,1) ,
faz sentido escrever um nimero complexo z na forma
z=a+biondea,beERei*=—1;

daqui para frente, escreveremos os nimeros complexos desta maneira. Reescrevemos as
operagoes soma e produto como segue:

21+ 20 = (a1 + az) + (by + be)i ;

2179 = (CLICLQ — blbg) —+ (CleQ + CLle)i .

Agora vejamos a interpretacao geométrica de um ntimero complexo. Como z foi
associado inicialmente ao par ordenado (a,b) em R? desenhamos o nimero complexo
2z = a + bi como o ponto (a,b), e passamos a nos referir a R* munido das operagoes de
soma e produto como o conjunto dos nimeros complexos, e o denotamos C. Na realidade,
como mostramos que cada nimero complexo nao nulo possui inverso multiplicativo, nos
referimos a C como o corpo dos niumeros complexos.

Muitas vezes é 1til pensar em um numero complexo como um vetor que parte da
origem (0, 0) e termina no ponto (a, b); isto auxilia a visualizar as operagoes, como veremos
no exemplo a seguir.

Exemplo 1.1.1. Sejam 23 = —3 + 2i e 29 = 5 + 2¢ nimeros complexos. O nimero
complexo z; + z5 = 2 + 41 corresponde ao ponto que é obtido ao fazer a soma “vetorial”
de z; e z9, como mostra a Figura 1:

7447, ~ 542i

Z
2
21

-3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

Figura 1: Soma dos niimeros z; e 29

Olhar os nimeros complexos como pontos no plano nos permite definir dois objetos
muito importantes relacionados a um niimero complexo médulo e conjugado. O primeiro
é o seguinte: se z = a + bi, 0 mddulo de z é o numero real |z| = va? + b?.

Exemplo 1.1.2. Se z = —2 + 3i entdo |z| = \/(=2)2 + (+3)2 = V4 + 9 = V/13.

11



Veja que se z é um numero real, entao |z| é tdo somente o seu valor absoluto. Veja
também que o médulo de um nimero complexo corresponde a distancia do ponto (a, b)
a origem. Com isso, podemos definir a distancia entre dois nimeros complexos: se
z1 = a, + bii e z9 = as + bot, entao

d(Zl,ZQ) = ’21 — ZQ‘ = ’22 — Zl| = \/(0,1 — (12>2 + (bl — 62)2 .

Obtemos também que |z — 25| corresponde ao comprimento do “vetor” z; — z5. Pode-
mos entao dizer quando dois niimeros complexos sao iguais: z; = 23 se e 86 se d(z1, z9) = 0;
note que isso implica Re(z1) = a1 = as = Re(zq), Im(b) = by = by = Im(22).

O segundo objeto importante ligado a um nimero complexo é o seu conjugado: se
z = a+ bi, o conjugado de z é o nimero complexo Z = a — bi. E o nimero relacionado
ao ponto (a, —b), ou seja, z é a reflexdo do z com relagao ao eixo real; veja a Figura 2:

(a.b)

]

(a.—b)

Figura 2: Pontos z e Z.

A importancia do conjugado de um nimero complexo se da pela seguinte propriedade:
10. 2Z = (a + bi)(a — bi) = a® + b*> = |2]*.

Isto é, o conjugado nos permite definir o médulo de um niimero complexo usando apenas
varidveis complexas, sem fazer referéncias a a e b (as partes real e imaginéria).
Segue imediatamente da definigao que |Z| = |z| e Z = z. Além disso,

z+Z=2a=2Re(z), z—7z=2bi=2Im(z)i;

com isso, segue que

11. Re(z) = z—;—z , Im(z) = z;z
i

Além destas importantes propriedades, temos abaixo outras que seguem das definigoes
de conjugado e médulo: se zq, 29 sao nimeros complexos, entao

12 21+ 20 =71+ 22 ;
13. 21 — 20 =721 — 23 ;

4.z 2 =721 - 22 ;
15. (ﬂ) zgseZQ%O.
Z9 29

12



As propriedades listadas acima nos permitem reescrever a divisao de nimeros com-
plexos utilizando médulo e conjugado, algo que serd muito util. Sejam zy, zo ntimeros

complexos, z5 # 0; entao
21 2 Ze X1z 217

_— — — 1T 19 Y
z2 22 Z2 2222 |2’2’2
note que o denominador é um nimero real, logo o quociente — ja estd na forma a + bi.
<2
1—22
Exemplo 1.1.3. Calculemos ————.
-3+ 4

Note que zy =1 —2i, 2o = =3+ 41 e Z5 = —3 — 47 entao

n owm omm (1—20)(=3—4i) —11+2 11 2

o mm mP | =3+4P 2 2525
Passamos agora a descrever uma outra maneira importantissima de representar um
numero complexo, chamada forma polar. Seja z = a + bi um nimero complexo nao nulo.
Chame r = |z| = va®?+b? e seja 6 o angulo entre o eixo real e a semi-reta no plano
complexo que passa pela origem e z, medido no sentido antihorario (positivo). Entao
a=rcosf ,b=rsinf , o que nos permite escrever z em sua forma polar:

z=a+bi=r(cosf +isinb) .

O angulo 0 é chamado argumento de z. Note que ele nao é unico; de fato, qualquer angulo
da forma 6 + 2k7, k inteiro, é um argumento de z. A unicidade de 6 é determinada pela
escolha do intervalo onde ele é medido; em geral, tomamos o intervalo (—m, ), mas isto
pode ser alterado dependendo da situagao.

Uma identidade muito importante é a Formula de Fuler:

e = cos@ +isinb .

Com ela, podemos escrever

z=r(cosf +isinh) =re? .

Vejamos como deduzir esta identidade. A série de Taylor da fungao exponencial real

¢é dada por
> 2" 2 28
:ZH_1+:C+§+§+
Esta série converge para todo z real. Se no lugar de x colocarmos ix, o que acontece?
Vejamos:

e (i) ittt SR A T /e S A
_ZO ! _ZO I T TR

Agora veja que i° = 1, it =14, 3% = —1, i3 = —i, i* = 1, i® = i e assim por diante, isto &,
as poténcias de ¢ se alternam entre 1, i, —1 e —¢, nesta ordem. Obtemos assim

2 1.3 ZL‘4 I5 1,6 l‘7

—1—1—21:—5—@54—?—1— 5——a—27

13



As séries de Taylor das funcgoes cosseno e seno reais sao dadas por

> , o x?  xt 2
Cosx:Z(—l) 2n!:1—§+z—a+---
n=0 ( )
> 2n+1 3 5 7

. i n L .
Smx_z; Vargm—* ate 7wt
e, assim como a série de Taylor da funcao exponencial, convergem para todo x real. Por
causa da convergeéncia das séries de Taylor das funcoes seno e cosseno, podemos rearranjar
os termos da série de e separando em parte real e imaginaria, obtendo

“—@—ﬁ+f—£+ )+<—£+£— ) = cosz +isi
e’ = TR = =cosx +isinx .
Substituindo x por 6, chegamos a Férmula de Euler.

A forma polar de um numero complexo é til por varias razoes; a primeira delas

é que obtemos uma interpretacao geométrica para o produto e quociente de nimeros
i

complexos. Primeiramente, observe que se z = r(cos@ + isinf) = re'’, entao
Z = r(cosf — isinf) = r(cos(—0) + isin(—0)) = re'") = re=?
Agora,
1 1 1 (cos@ —isin) cos ) — isinf 1
z re®  r(cosf+isin®) (cosf—ising) 7(cos? f + sin® 9) 0
Vejamos que as propriedades da exponencial real se mantém. Sejam

2 = cosb +isinf, = e, zy = cosfy +isinfy = 2. Entao
2129 = (cosfy +isinby) - (cosby + isinby)
= (cosf; - cosly —sinb; - sinby) + i(sin by - cos by + cos b - sin hy)

= cos(ty + 0y) +isin(f; + 6) ,

isto &, e?1eif> = ¢i01102) Em particular,
BL_ i1 =i _ i(01—03)
22

Veja entao que multiplicar dois niimeros complexos de médulo 1 corresponde a fazer a
rotagao de um deles pelo argumento do outro no sentido positivo (antihorério); de fato,
arg(z; - 20) = arg(z1) + arg(z;). Esta propriedade se mantém se tomamos z; = rie't e
2y = ree'® quaisquer:
21z = (™) - (1) = rypge 0

Isto é, multiplicar nimeros complexos nao nulos corresponde a fazer uma rotacao e uma
dilatacdo ou contragao (dependendo dos mdédulos r; e 73); veja a Figura 3. Ja dividir
por um numero complexo nao nulo corresponde a fazer uma dilatagdo/contra¢ao e uma

z
rotagao no sentido negativo (horério), ja que arg<—1> = arg(z1) — arg(zz).
%)
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Figura 3: Representagao polar do produto de dois niimeros complexos

Muitas outras coisas poderiam ser ditas sobre os niimeros complexos, mas pararemos
por aqui pois estas serao as propriedades que necessitaremos no futuro.

1.2 Elementos de Geometria Diferencial

Nessa secao, vamos apresentar conceitos basicos de geometria diferencial que serao utili-
zados posteriormente. Usamos como referéncia o livro [2].

Uma superficie reqular de classe C* é um subconjunto S C R? tal que para todo p € S
existem um aberto U C R?, uma vizinhanca W de p em R? e uma aplicacao diferencidvel
0 : U — V de classe C*, onde V = W N S, tal que a diferencial dp(u,v) : R? — R? ¢
injetiva para todo (u,v) € U e ¢ é um homeomorfismo. A aplicacdo ¢ é chamada uma
carta ou parametrizacao local, a vizinhanca V é chamada de wizinhanca coordenada e
(u,v) € U sao as coordenadas locais. Um conjunto de cartas locais cujas imagens cobrem
S é chamado um atlas.

Exemplo 1.2.1. Vamos mostrar que a esfera unitaria é uma superficie regular, que pode
ser coberta por seis cartas em coordenadas cartesianas. Seja

S? = {(@1, 72, 73) € R*; 23 + 25 + 25 = 1} .
Considere a aplicacao ¢, : U C R? — R? dada por
Sol(xlva) = <$1,$27 1_17%_1’% ) 9
onde (z1,73) € U = {(z1,72) € R% 22 + 23 < 1}. Temos entdo que ¢;(U) é uma carta

local que cobre a parte (aberta) de S* acima do plano zyz5 (isto é, S* N {z3 > 0}). Veja
a Figura 4:
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3

Figura 4: Carta ¢
Seja agora ¢, : U C R? — R? dada por

_ 2 2
902($1,$2) = (5171,$2, —\/1— a7 — 3 > )

onde (z1,x9) € U (0o mesmo aberto acima). Agora, vemos que ¢s(U) é uma carta local
que cobre a parte (aberta) de S? abaixo do plano zjxo (isto é, S* N {z3 < 0}). Veja a
Figura 5:

Figura 5: Carta o

Note que as cartas ¢; e @y cobrem a esfera toda menos o equador
{(x1,29,73) € R?; 2% 4+ 23 = 1}, conforme mostra a Figura 6:

L3

Figura 6: Unidao das imagens de ¢; e (o

16



Agora, considere U = {(z1,z3) € R% 2% + 23 < 1} e seja 3 : U C R? — R? dada por

p3(xy, x3) = (xl, \/1—2%— I’%,ZL‘g) )

Entao ¢3(U) é uma carta local que cobre a parte (aberta) de S* & direita do plano z;x3
(isto é S* N {zy > 0}), como mostra a Figura 7:

Figura 7: Carta 3

Continuando o processo, definimos ¢, : U C R? — R3 por

804(33’1,1'3) = (33'1, Y 11— 1’% - 95371'3) )

(x1,23) € U (0 mesmo conjunto da aplicagao ¢3). Entao ¢4(U) é uma carta local que
cobre a parte (aberta) de S? & esquerda do plano z1x3 (S* N {xy < 0}); veja a Figura 8:

I3

Figura 8: Carta ¢4

Veja que as cartas 3 e ¢, cobrem toda a esfera menos um meridiano, como mostra
a Figura 9:
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Figura 9: Uniao das imagens de @3 € ¢4

Em conjunto, as cartas ¢, ps, @3 € @4 cobrem toda a esfera menos dois pontos (os
pontos (1,0,0) e (—1,0,0)), veja a Figura 10:

)

L3

Figura 10: Uniao das imagens de @1, @2, @3 € ¢4

Desse modo, necessitamos de mais duas cartas para cobrir esses pontos, a saber,
©s, 06 - U C R? — R3 dadas por

5(xg, x3) = (\/ 1— 23— $§,$2,$3> ;
e(r2,73) = ( —\/1- 3 — $§,$2,$3>

onde (z9,73) € U = {(wq,23) € R% 23 + 22 < 1}. A carta local p5 cobre a parte (aberta)
de S? & frente do plano zoz3 (S* N {z; > 0}), e a carta pg cobre a parte (aberta) de S?
atrds do plano zoz3 (S N {z; < 0}), como mostram as Figuras 11 e 12.
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Figura 12: Carta g

Assim, juntando todas estas seis cartas obtemos um atlas que cobre inteiramente S?.

Ainda que as funcoes ¢; sejam diferencidveis de classe C* e satisfacam & definicao, nao
precisamos de seis cartas para cobrir a esfera, como veremos a seguir. De fato, bastam
duas cartas.

Exemplo 1.2.2. Sejam U = {(u,v) € R0 < u < 21,0 <v <7w}e;: U — R dada
por
1 (u,v) = (cos(u) sin(v), sin(u) sin(v), cos(v)) .

O angulo u corresponde ao angulo de rotagao (no sentido antihorario) partindo do se-
mieixo x1 > 0, e o angulo v corresponde ao angulo de queda com relacao ao semieixo
xr3 > 0.

Fixando v = vy, obtemos uma curva:

Y (u, vg) = (cos(u) sin(vy), sin(u) sin(vg), cos(vg)) , 0 < u < 27 .

Veja que x5 = cos(vg) estd fixo e 27 + 23 = sin®(vg); portanto, 1 (u, vy) é o circulo de raio
sin(vp) intersecao do plano x3 = cos(vg) com a esfera. Chamamos esta familia de circulos
. . ™ . ; ;
assim obtidos de paralelos. Quando vy = — obtemos um paralelo especial, que é também

um grande circulo; chamamos este paralelo de equador da esfera:

(0 (U, g) = (cos(u),sin(u),0) , 0 < u < 27 .
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Fixando agora u = uy obtemos a curva

1 (ug,v) = (cos(ug) sin(v), sin(ug) sin(v), cos(v)) , 0 < v < 7

Chamamos esta curva de meridiano (ou semi-meridiano, se quisermos ser mais exatos).
E a metade do grande circulo da esfera que obtemos quando fazemos a rotacao de angulo
up, e deixamos variar apenas o parametro v.

A carta 1 (u, v) cobre toda a esfera menos o semi-meridiano ¢ (0, v) = (sin(v), 0, cos(v));

veja a Figura 13:

xrs

Figura 13: Carta 1,

Tomando o mesmo aberto U e considerando agora 1, : U — R3 dada por
o (u,v) = (— cos(u) sin(v), cos(v), sin(u) sin(v)) ,

obtemos uma segunda carta que cobre a esfera menos a curva 12(0,v) = (—sin(v), cos(v), 0)

(a metade esquerda do equador da esfera); veja a Figura 14:

I3

Figura 14: Carta

Assim ;e Y5 cobrem toda a esfera, formando um atlas com apenas duas cartas.
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Vamos apresentar agora parametrizagoes para o cilindro, a faixa de Mobius e o toro.

Exemplo 1.2.3. O cilindro reto sobre o circulo S' dado em R? pela equagao 23 + 22 = 1
admite a parametrizacao ¢ : U — R? dada por

o(u,v) = (cos(u),sin(u), v)

onde U = {(u,v) € R*%0 < u < 2m,—1 < v < 1}. Como no caso da esfera, esta carta
cobre o cilindro menos um segmento vertical; para cobrir todo o cilindro, tomamos uma
outra carta que seja uma “rotacao” de ¢ (por exemplo, ¥ (u,v) = @(u + §,v)).

Exemplo 1.2.4. Descreveremos agora uma maneira de construir a faixa de Mobius.
Considere, em R?, o circulo C' dado por {x? + x3 = 4, x3 = 0} e 0 segmento vertical AB
dado por {z; = 0,29 = 2, —1 < w3 < 1}. Deslocamos o centro ¢ de AB ao longo de C'
a0 mesmo tempo que giramos o segmento AB, no plano formado pelo eixo z3 e ¢, em
torno de ¢, de modo que quando ¢ descreve um angulo u, AB tenha girado g Quando ¢

completa uma volta ao longo de C';, AB retorna a sua posigao inicial, com as extremidades
invertidas. Veja a Figura 15:

i
1 B I3
B 4 |
A
=/ 0 u C x9
2
= B
u
2
I

Figura 15: Construcao da faixa de Mobius (figura retirada de [2])

A partir desta construcao, tomando 0 < u < 27 e —1 < v < 1, obtemos a seguinte
carta local para a faixa de Mobius:

o(u,v) = <<2 — vsin §> sin u, (2 — vsm§> COS U, U COS 5) )

Esta carta cobre a faixa de Mébius menos o segmento u = 0 (ou v = 27). Ja a carta

?(u,v) = 2—@5111(?—1—3) Ccos 1, Q—Usin<ﬁ+g> Sinﬂ,@cos<z+g>
4 2 4 2 4 2

com 0 <u < 2w, —1 < v < 1, obtida quando fazemos v = u + g, cobre a faixa de Mdobius

_ . 7T _
menos o segmento u = 0, ou seja, u = 5 Portanto as cartas ¢, p formam um atlas para

a faixa de Mobius.
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Exemplo 1.2.5. O toro de revolugao é a superficie obtida quando fazemos a rotagao
de um circulo de raio r em torno de uma reta pertencente ao plano do circulo e a uma
distancia a > r do centro do circulo. Seja C' o circulo no plano z,z3 de R? centrado no
ponto (0,a,0) de raio 0 < r < a. Entao C' é dado por

(v9 —a)* + a3 =1*.

Os pontos da superficie obtida pela rotagao de C' em torno do eixo 3 satisfazem a equacao

2
o _ 2 /
x3:T—< mf%—x%—a) :

I3

T
2=
5“'.’1‘%'

>

I

Figura 16: Construgao do toro (figura retirada de [2])
Tomando 0 < u < 27,0 < v < 27, obtemos uma carta local para o toro:
o(u,v) = ((rcos(u) + a) cos(v), (r cos(u) + a) sin(v), rsin(u)) .

Note que esta carta cobre o toro menos os circulos v = 0 (um meridiano do toro) e
v =0 (um paralelo do toro, chamado paralelo méximo). Como nos exemplos anteriores,
é possivel obter outra carta local para o toro, que cobre as curvas nao cobertas por p, e
com isso o toro é coberto por duas cartas locais.

Para finalizar esta secao, daremos a definicao de aplicacao antipoda. Em R3, esta
aplicagao consiste simplesmente em associar a um ponto p # 0 o ponto —p (note que —p
é o ponto que esta na mesma reta que passa por p e pela origem, a mesma distancia da
origem que p). Em coordenadas, temos:

A(l’hxzax?,) = (—171, —Z2, —373) .
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1.3 Esferas

Apesar de ja termos mencionado a esfera S? na segao anterior (do ponto de vista da geo-
metria diferencial, apresentando atlas que a cobrem), dedicaremos esta segao a apresentar
esferas de acordo com sua dimensao. Fazemos isto pois o principal objeto de interesse
deste trabalho é a 3—esfera S?, e ao longo de seu estudo, esfera de dimensoes mais baixas
aparecem com frequéncia.

Seja qual for a dimensao, as esferas possuem a seguinte caracteristica: sao o conjunto
de pontos que estao a distancia 1 da origem do espago no qual estao inserida.

SY: a 0—esfera

A O—esfera é o conjunto de pontos de R que estao a distancia 1 da origem (que neste caso
¢ 0 0). Ou seja, sao as solugoes da equagao 23 = 1, a saber: z; = 1 ou x; = —1. Por se
tratar de um conjunto formado por dois pontos, S° tem dimensao zero, justificando seu
nome. E a tinica esfera que nao é conexa.

& & -

—1 1 I

Figura 17: A 0—esfera

S': a 1—esfera

A 1—esfera é o conjunto de pontos de R? que estao a distancia 1 da origem (0,0). Con-
sequentemente, sao os pontos (1, T3) que satisfazem a equagao x? + z3 = 1, cujo trago é
um circulo (um objeto de dimensao 1).

T2

Figura 18: A 1—esfera

Podemos generalizar a posicao de uma 1—esfera no plano, e também o seu raio. Por
exemplo, a 1—esfera de centro (a1, as) € R? e raio 7 > 0 é o conjunto de pontos (x1, )

que satisfaz a equacao (r; — a1)2 + (9 — a2)2 = r2
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S?: a 2—esfera

A 2—esfera é o conjunto de pontos de R? que estao a distancia 1 da origem (0, 0,0). Sao
portanto os pontos (z1, xa, x3) que satisfazem a equagao x% + x% + x% = 1. Esta é a esfera
que é tradicionalmente chamada por este nome; é a superficie de uma bola ou um globo.

3

Figura 19: A 2—esfera

Como antes, podemos generalizar a posicao de uma 2—esfera em R?, e também seu
raio. Por exemplo, a 2—esfera de centro (ay,as,a3) € R? e raio r > 0 é o conjunto de

pontos (1, T, r3) que satisfaz a equagao (rq — ay)? + (z2 — a2)? + (3 — az)? = r2.

S3: a 3—esfera

Continuando o argumento que definiu as esferas de dimensoes 0, 1 e 2, obtemos que a
3—esfera ¢ o conjunto de pontos de R? que estdao a distancia 1 da origem (0, 0,0, 0); sdo
portanto os pontos (1, Ts, T3, 24) que satisfazem a equacio x? + 3 +x§ +2% = 1. Apesar
de ser possivel caracterizar a 3—esfera por esta equagao, nao podemos deduzir muito mais
sobre este objeto; podemos dizer apenas que é um objeto de dimensao 3, e pouco mais
que isso. Contudo, existe uma maneira de visualizar/representar a 3—esfera em R3, e a
isto dedicaremos todo o Capitulo 2.

S™: a n—esfera

Generalizando o argumento anterior, podemos definir a n—esfera como o conjunto de pon-
tos de R"™! que estao a distancia 1 da origem; sao portanto os pontos (xy, Ta, . . ., T, Tpyi1)
tais que @f + a3 + -+ a2 + 22, = 1.

Para visualizar esferas com dimensao superior a trés, utilizamos as chamadas projecoes
estereogrdficas, que detalharemos na secao seguinte.
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1.4 Projecao estereografica

A construcao da projecao estereografica pode ser feita em qualquer dimensao e é espe-
cialmente 1util para visualizar esferas de dimensao maior ou igual a trés, como dissemos
anteriormente. Em linhas gerais, consiste em escolher um ponto da esfera como polo de
projecao, e projeta-la em um espaco de mesma dimensao.

Exemplo 1.4.1. Considere S' com centro em (0, 1) e raio 1, de modo que o polo norte
é o ponto N = (0,2). Seja P = (x1,75) um ponto em S! distinto de N, e tome a reta
que passa por N e P. A projecao estereografica de P serd o (dinico) ponto de intersegao
desta reta com o eixo x7, como mostra a Figura 20:

5 () T

Figura 20: Projecao de S! em R
Podemos parametrizar a reta que passa por P e N como segue:

Lyp(t) = N+t(P—N)

= (0,2) + t[(x1,22) — (0,2)]
(0,2) + t(zq, 22 — 2)
= (toy,t(zy —2) 4+ 2)
(f(21), 9(x2))

Portanto, a pergunta é: para qual ¢ temos que g(z2) = 0?7 Note que

2
2—&32 .

glxg) =t(xe —2)+2=0 = tlas—2)=-2 = t=

Assim, obtemos 7 : S! — R dada por

m(P) = m(x1,x0) = 221

2—1[2.

Veja que 7 ¢ uma aplicacao bijetiva, continua e diferencidvel entre S'\ N ¢ R. Em
particular, 7(0,0) = (0,0) (ou seja, o polo sul de S! permanece fixo), o hemisfério direito
é projetado no semieixo x; > 0, e o hemisfério esquerdo é projetado no semieixo x; < 0.
Intuitivamente, é como se fizéssemos um furo em S! e esticdssemos o circulo sobre o eixo
11, deixando fixo o polo sul.

O que acontece com 7 quando P se aproxima de N7 Intuitivamente, podemos ver que
se P estd no hemisfério direito de S!, entao “m(N) — o0o” quando P — N, e se P estd
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no hemisfério esquerdo de S', entao “r(N) — —o0” quando P — N. De fato, isto pode
ser comprovado tomando os limites laterais de f(z;) quando x; — 0. Como a equagao
de S' é 22 + (x5 — 1) = 1, o hemisfério superior é dado por x5 = 1 + /1 — 22; portanto
P — N quando x; — 0. Entao

lim f(a) = I 21 _ 1 21y ’ 2(14+ /1 —2a%)
im f(x im im —————— = lim ;
z1—0 ! z1—0 9 _ 1 +4/1— x 1—01 — /] — 3;% z1—0 T ’
Assim,
lim f(z;) =00 , lim f(x;)=—-00.
z1—0t z—0~

Pensando no infinito como um ponto (ou seja, ignorando os sinais), podemos definir
m(N) = oco. Desta maneira, a projegao estereografica nos fornece uma correspondéncia
um a um entre S' e RU {oo}.

O fato de termos feito a projecao estereografica da 1—esfera 22 + (2 — 1) = 1 e nao
da 1—esfera 22 + 23 = 1 nao altera a natureza da projegao, como veremos no exemplo a
seguir.

Exemplo 1.4.2. Considere agora S! = {2? + 22 = 1}, de modo que o polo norte é o
ponto N = (0,1). Procedemos com antes: seja P = (x1,z3) um ponto de S' diferente de
N. Tomamos a reta que passa por N e por P, e o ponto de intersecao desta reta com o
eixo r;. Entao

Lyp(t) = N+t(P—N)

= (0,1) + t[(x1,22) — (0,1)]
(0,1) + t(zq, 29 — 1)
= (toy,t(za—1)+1)
(f(21), 9(x2))

1
Temos g(z3) = 0 quando ¢t = 120 assim obtemos 7 : S! — R dada por

€

m(P) =m(x1,22) = :
Novamente, veja que 7 é uma bijecdo continua e diferencidvel entre S' \ N e R. Note
também que 7(0, —1) = (0,0), ou seja, o polo sul é projetado na origem.

Vejamos as imagens dos hemisférios superior e inferior de S'. Primeiramente, note
que 7(1,0) = (1,0) e m(—1,0) = (—1,0), ou seja, os pontos (£1,0) ficam fixos. Para o

hemisfério superior, temos 0 < x5 < 1; isso implica 1 — 25 < 1 =

> 1; assim,

sel<m<1l =

>x ; se —1l<xr <0 =

* <
T .
1-— T 1-— T2
Em outras palavras, se 0 < zo < 1, |f(z1)| > |z1]. Concluimos entao que o arco direito
do hemisfério superior no primeiro quadrante é projetado na semi-reta xy; > 1; e o arco
esquerdo do hemisfério superior no segundo quadrante é projetado na semi-reta x; < —1

(incluindo af os pontos (£1,0)); veja as Figuras 21 e 22:
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Figura 21: Projecao do arco direito do hemisfério superior

A
Tz

L 4
(D,U) Iy

Figura 22: Projecao do arco esquerdo do hemisfério superior

Para o hemisfério inferior, temos —1 < xy < 0;logo 1 —x9 > 1 = < 1. Entao

sel<m<1l =

<z ; se —l<xr <0 =
— X9 — T

> T .

Em outras palavras, se —1 < xo < 0, |f(z1)| < |21]. Concluimos entdao que o hemisfério
inferior é projetado no intervalo [—1, 1] do eixo z; (incluindo af os pontos (1, 0)); veja
a Figura 23:

Tz

()

P = (zg,29)
S

Figura 23: Projecao do hemisfério inferior

27



Como antes, é possivel mostrar que quando P — N, w(N) “vai para o infinito”.
Obtemos novamente uma correspondéncia um a um entre S' e R U {oo}, porém agora
¢ como se fizéssemos um furo em S' e esticdssemos o circulo sobre o eixo 1, mantendo
fixos os pontos (£1,0).

Nao ha, portanto, problema em escolher um circulo para ser projetado em detrimento
de outro; a diferenca aparece unicamente na expressao de m em coordenadas. A situacao
a ser estudada dird qual das projecoes é mais conveniente.

Agora vejamos a projecao estereografica 7 : S? — R2.
Exemplo 1.4.3. Vamos considerar S? = {(z1, 79, 73) € R% 2% + 23 + (23 — 1)* = 1};
portanto o polo norte, o polo de projegao, é o ponto N = (0,0,2). Se P = (x1,x2,23) é
um ponto na 2—esfera distinto de IV, consideramos a reta que passa por N e P e tomamos

o ponto de intersecao desta reta com o plano x;xs. Procedemos como anteriormente: a
reta que passa por N e P é dada por

Lyp(t) = N+t(P —N)
= (0,0,2) + t[(z1, x2, 23) — (0,0,2)]
= (0,0,2) + t(xy, z9, w3 — 2)
= (txy,tzg, t(z3 — 2) + 2)
= (f(21), g9(x2), h(z3))

e buscamos o ponto de intersecao de Ly p com o plano x;z,. Portanto, buscamos ¢ tal
que

2
h(zz) =tlxz—2)+2=0 = tzz3—2)=-2 = t:2—m3‘

Obtemos assim 7 : S* — R? dada por

7(P) = m(x1, 2, 73) = (

Veja que, assim como no caso unidimensional, 7 é uma bijecao continua e diferencidvel
entre S\ N e R?, e é possivel mostrar que m(N) — oo quando P — N. Note também
que 7(0,0,0) = (0,0,0), isto é, o polo sul de S? se mantém fixo. Entdo intuitivamente, ao
fazermos a projecao estereografica da 2—esfera, estamos fazendo um furo no polo norte e
esticando a esfera no plano z;x,, mantendo o polo sul fixo.

A projecao estereografica em dimensao dois tem a importante propriedade geométrica
de que a imagem de circulos em S? por 7 sao circulos em R2. Para mostrar isto, veremos
que serd necessario ampliar o que entendemos por “circulo” em R2.

Comecamos considerando o equador da 2—esfera, que neste exemplo é o circulo
E ={z3+2%=1;23 =1} CS* Entao n(F) = (221, 273) = (u1, us) €

ut +us = (201)% + (222)% = 4a] + 40 = 4(z] + 23) =4 ;

21‘1 2[[’2
2-%372—1’3 .

isto é, a imagem de F pela projegao estereografica é o circulo #? + 3 = 4 no plano ;5.
Mais geralmente, seja x3 = k com 0 < k < 2. Entao 2?2 + 23 + (3 — 1)? = 1 implica

2%‘1 2$2>_(u u)
- 1, U2

2423 =1—(k—1)? aimagem deste paralelo serd 7 (1, zo) = <m, T

em que

dri=(32) +(55%) -t -t

Isto é, a imagem dos paralelos pela projecao estereografica sao circulos no plano xjxs
centradas na origem. Veja a Figura 24:

28



Ly

Figura 24: Imagem dos paralelos da esfera pela projecao estereografica

Vejamos agora a imagem dos meridianos. Intuitivamente, podemos pensar da se-
guinte forma: um meridiano é um grande circulo da esfera que contém os polos norte e
sul; portanto, sua imagem pela projecao estereografica deve ser uma curva em R? que
contenha as imagens dos polos norte e sul, o infinito e a origem, respectivamente. Esta
curva serd entao uma reta que passa pela origem. Estendendo a nocao de circulo em R?
(anteriormente mencionamos que isto seria necessario), podemos pensar que uma reta é
um “circulo que contém o infinito”, ou um “circulo de raio infinito”, e assim a propriedade
da projecao estereografica de preservar circulos estaria mantida.

(i1, %2, 703)

Figura 25: Imagem dos meridianos da esfera pela projecao estereografica.
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Podemos verificar esta afirmacao usando coordenadas. Considerando a equagao
22 + 23 + (3 — 1)? = 1, uma parametrizaciao da esfera é dada por

¥(u,v) = (cos(u) sin(v), sin(u) sin(v),cos(v) +1) ; O<u<2r, 0<v < 7.
Um meridiano é portanto a curva M, obtida fixando u = wy:
M.y = ¥(ug,v) = (cos(up) sin(v), sin(ug) sin(v),cos(v) +1) ; 0 <v < 7 .

Entao
2sin(v) cos(ug) 2sin(v) sin(ug)

”(M“O):( 1—cos(v) = 1— cos(v) )IWU?)

e podemos ver que uy = tan(ug)uy; ou seja, m(M,,) é uma reta que passa pela origem,
com inclinagao tan(uy).

Para os demais circulos na esfera, podemos argumentar como segue: se C' é um circulo
que nao contém o polo norte, 7(C') serd um circulo “de fato” em R?; e se é um circulo
que contém o polo norte, m(C') serd uma reta. Podemos ainda incluir mais informacoes:
se C passa pelo polo sul, 7(C') serd um circulo ou uma reta que passa pela origem. Caso
contrério, (C') serd um circulo ou uma reta que nao passa pela origem. E assim cobrimos
todas as possibilidades.

Assim como no caso unidimensional, o fato de termos escolhido fazer a projecao da
esfera 2 + 23 + (x5 — 1)? = 1 ndo altera a natureza da projegiao, como mostra o exemplo
a seguir.

Exemplo 1.4.4. Considere agora a 2—esfera de equacao z? + 22 + 22 = 1, de modo
que o polo norte é o ponto N = (0,0, 1). Seguimos o mesmo procedimento de antes: se
P = (x1,x9,x3) é um ponto da esfera distinto de N, tomamos a reta que passa por N e
P e buscamos o ponto de intersecao desta reta com o plano zixs:

Lyp(t) = N+t(P—N)
= (0,0,1) + t[(x1, x2,23) — (0,0,1)]
(0,0,1) + t(xy, z9, 23 — 1)
= (txy,trg, t(zs — 1)+ 1)
(

f(x1), 9(2), h(x3)) -

Temos h(z3) = 0 quando t = ; assim obtemos 7 : S? — R? dada por

W(P)—W(xl,xQ,xg)—( noo >

]_—1133 1—1’3

Novamente, 7 é uma bijegao diferencidvel entre S\ N e R?, e note agora que o polo sul é
projetado na origem: 7(0,0, —1) = (0,0). Podemos ver também que 7(N) — oo quando
P — N, de forma que 7 é uma correspondéncia um a um entre S? e R? U {oo}.

Veja que esta projecao deixa o equador da esfera fixo. De fato, um ponto do equador é
da forma P = (x1, 2, 0) com z2+z3 = 1; entao 7(P) = (w1, 23) = P. Agora, um ponto do
hemisfério superior da esfera é levado em um ponto do lado de fora do circulo 2% 4+ 3 = 1
em R2, e um ponto do hemisfério inferior da esfera é levado em um ponto no interior do
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circulo 3 + 2 = 1. De fato, se P estd no hemisfério superior entao P = (zy, o, r3) com
x3 > 0; logo 1 — x3 < 1, o que implica

T

> 1
1 —

1
= ‘ ! ’>|x1| : ‘
3

2
> .
1—= :z:3’ &

1-— ZT3

Analogamente, se P esta no hemisfério inferior, entao x3 < 0, logo 1 — x3 > 1, o que
implica

1

1—5133

1 X2

<1l = ‘ ’<|x1| ; ‘ ’<|x2|.

]_—.Tg ]_—.Tg

Assim vemos que esta projecao corresponde a fazer um furo na 2—esfera e estica-la sobre
o plano, mantendo o equador fixo; empurramos o hemisfério inferior para o interior do
circulo de raio 1 e esticamos o hemisfério superior na parte de fora deste mesmo circulo.

Queremos agora encontrar a aplicagao inversa da projecao estereografica. Seja
Q = (x1,79) = (x1,72,0) um ponto em R? e considere a reta passando por @ e
N =(0,0,1):

Lyg(t) = N+HQ - N)

(0,0,1) + t[(x1, x2,0) — (0,0,1)]
= (0,0,1) + (twy1,twy, —t)

= (twy,twy, 1 —1) .

Buscamos o ponto P de intersegao entre Ly g e S?; isto é, queremos encontrar ¢ tal que
1)+ (tze)"+(1—-1t)"=1 = a7+ 725+ 1 -2+ 1" =
tr))? + (to)* + (1 —t)* =1 Pt tri 1 -2t +t2 =1
2
i+ a3+ 1

(na peniltima implicacdo dividimos por ¢ pois 0 < t < 1, ja que Lyg(0) = N e
Ly (1) = Q). Obtemos assim

= tHat i+ 1) =2t = t@ttas+1)=2 =t=

7 (21, 70) = (

21, 279 i +ai—1 <
x%+x§+1’x%+x§+1’x%+x§+1) €
Note que 7! é continua e 771(Q) — N quando Q — oo (isto é, quando |xy|, |z2| — o).

Por tltimo, observamos que como podemos fazer a associacao R? <— C, obtemos
uma associagao entre S? e CU{oo}. O conjunto C U {oo} é chamado plano complezo es-
tendido ou esfera de Riemann (nome herdado apds a identificagao fornecida pela projecao
estereografica):

7:S§* - CU{oc}

L1 . T2
('T17$2ax3> g +1 .
1 — T3 1 — I3

Como deve ter ficado claro, a construcao acima pode ser estendida para dimensoes
maiores. Vejamos a projecao estercogréfica entre a 3—esfera e R3.

Exemplo 1.4.5. Considere

S? = {(z1, 32, 3, 4) € R*; 2] + 25 + 23 + 2} =1} CRY
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Seguindo o mesmo procedimento de antes (tomando a reta que passa pelo polo norte
e um outro ponto da esfera, e buscando o ponto de interse¢ao da reta com {z4 = 0}),
obtemos 7 : S* — R? dada por

I i) I3
71'(.%1,1‘2,1'3,274) = 1 T ) 1 T ) 1 T
— &g — A4 — &g

e sua inversa sera dada portanto por

21, 2 215 T2+ x5 + 75 — 1)

1 -
T ) = (x%%—x%%—x%%—l’x%—l—x%%—x%—l—l’x%%—m%%—x%%—l’x%—l—x%th%—l—l

Temos assim uma relagao entre S* e R3 U {oo}; contudo, para obter mais informagoes
geométricas da 3— esfera, precisamos fazer um estudo mais aprofundado, ao qual dedi-
camos todo o proximo capitulo.
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2 O Fibrado de Hopf

2.1 Definicao de fibrado

Chegamos ao momento mais importante do nosso trabalho. Nem tudo que vimos até agora
sera diretamente relevante para a compreensao do fibrado de Hopf, mas a familiaridade
que foi desenvolvida anteriormente nos permitira ver esta estrutura mais facilmente.

O fibrado (ou fibracao) de Hopf ¢ um mapa da 3—esfera S® para a 2—esfera S? e
oferece uma compreensao mais profunda de S3.

Formalmente, um fibrado é uma estrutura (£, B,m, F') onde E, B e F sao espagos
topoldgicos e m : E — B é a projegao continua 7(z,y) = z , (z,y) € E. B é chamado
a base do fibrado, E o espaco total, e F a fibra, e estes espagos cumprem a propriedade
de que localmente o fibrado é um produto cartesiano. Isto é, para cada = € B podemos
encontrar um aberto U, C B tal que o mapa

0 NU,) = Uy x F
¢ um homeomorfismo local e o diagrama abaixo comuta:

Y U,) C E—2>U, x F

0 .
proji

U, CB

Costumamos denotar
F—FE-sB.

Intuitivamente, o espago total seria a unido (disjunta) de todas as fibras a medida que
percorremos os pontos da base. Para cada ponto x € B, 77!(x) é isomorfo a F', e estamos
fazendo a “uniao” de todas estas fibras.

Se E = B x F dizemos que E é um fibrado trivial. Caso contrario, é nao trivial.
Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 2.1.1. O cilindro (finito ou infinito).

Tomamos como base B = S'| e como fibra F' = [0, 1] (gerando o cilindro finito) ou
F = R (gerando o cilindro infinito). O cilindro seré o espaco total: £ = BxF = S'x|0,1]
ou E=BxF=8"xR.

Geometricamente, estamos combinando o circulo e um intervalo/toda a reta para
formar o cilindro, que é, portanto, um fibrado trivial; veja a Figura 26:

Y =[0,1;R

Espago tatal

Figura 26: Fibrado trivial: cilindro
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Podemos, neste exemplo, inverter B e F: tomar como base B = [0,1] ou R, e como
fibra F© = S'. O cilindro continua sendo o espacgo total, E = B x F = (0,1) x S! ou
E =R x S'. Veja a Figura 27:

Yy =8
; E=XxY
X =10,1]
X ATATATATS
Base

Figura 27: Fibrado trivial: cilindro

Exemplo 2.1.2. O toro.
Tomamos como base B = S' e fibra I’ = S'; entdo o toro é o espaco total £ = S! x S!,
um fibrado trivial (Figura 28).

Yy =§!
X =gt
Base Fibra

Espago Total

Figura 28: Fibrado trivial: toro

Exemplo 2.1.3. A faixa de Mobius é o exemplo mais simples de um fibrado nao trivial.
Tomamos como base B = S! e como fibra F = [0,1] (0 mesmo que fizemos para o
cilindro). A faixa de Mébius serd o espago total E. Porém agora, por construgao, vemos
que E # B x F, veja a Figura 29:

-

Figura 29: Fibrado nao trivial: faixa de Mobius
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2.2 Fibrado de Hopf via esfera de Riemann

Primeiramente vamos observar um aspecto geométrico interessante de S* C R*. Lembre
que
3 4., .2 2 2 2
S* = {(z1, w9, x3,24) € R* 5 ] + 25 + 25 + x5 = 1}.

Agora veja que
SN {ry=0}={2? +25+25=1} =S’ CR*;
isto é, o equador da 3—esfera é a 2—esfera; chamemos o equador de E.
Se fizermos a identificacio R* <— C? através das identidades 2, = xz + iz,
29 = X3 + x4, podemos ver a 3—esfera mergulhada em C? e dada em coordenadas com-

plexas por
S* = {(21,2) € C¥|z1|* + |2 = 1},

e aqui as coisas comecam a ficar bem interessantes.
Uma representacao muito simplificada de S* € C2, mas que nos auxiliard bastante no
futuro, é a Figura 30:

Figura 30: Representacao de S* em R?

Exemplo 2.2.1. Pensando em S® mergulhada em C?, podemos estudar a superficie dada
por |z1| = |z2|; para simplificar as contas, considere

X ={(21,2) € C*; [2]* = []?} .

Desta forma, na intersecao X N'S? temos
2 2 1 2 2 1 2 1 2 2 ]'
21"+ [a]" = 1= 2/n]" =1 = || =5 ot =g
e, analogamente,

1 1

Portanto o conjunto de pontos (21, z;) em C? que estdo em X N'S* correspondem aos
pontos (1, T, T3, 24) em R* tais que

1 1
2 2 2 2
.]71 I2 2 :L’3 134 2
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Ou seja: X NS? ~ S x St = toro!
A superficie X nao tem nada de especial: podemos encontrar muitos toros dentro de
S?. De fato, se r é um ntimero real positivo e

X, = {(21722) eC?; @27”} ;

a superficie X, NS? é um toro. Os argumentos para provar este fato sao analogos ao caso
anterior. Um toro proveniente desta construcao é chamado um toro de Clifford.

Passamos agora a uma etapa crucial da construgao do fibrado de Hopf: visualizar que
o espaco total é uma uniao de circulos. Considere o conjunto

Lo={(21,20) €C*; 2 =az, a € CUoo}.

Veja que L, é uma reta complexa que passa pela origem; em particular,
Lo = {29 = 0} = eixo 21, e Lo = {21 = 0} = eixo z3. Ou seja, cada L, tem dimensao
complexa um, e dimensao real dois. Veja na Figura 31 uma representagao (simplificada)
desta situagao:

G z:z
s L,
Co
CI:
CU Cl] —f-&]_
Cy
Ceo

Figura 31: Representacao de L, e S

Estamos interessados na intersecao de cada reta L, com S?. Comecemos pelos casos
particulares a = 0 e a = co. Entao

LoNS} = 2,=0; |21|2:1:>|z1|:1;

obtemos assim o conjunto {|z] = 1} x {0}, que é um circulo. Mais do que isso: se
visualizarmos em R, {|z;] = 1} x {0} = {(x1,79,0,0)} onde 2% + 23 = 1, ou seja, é o
equador de S?; e portanto um grande circulo (ou circulo méximo). Analogamente,

LoNS*=2=0; |z2|2:1:>|22|:1;

obtemos o conjunto {0} x {|z2| = 1} = (0,0, 23, 24) com z% + 23 = 1, que também é um
grande circulo (ou circulo méximo) de S

Naturalmente, o mesmo acontece para a qualquer, embora fique um pouco mais dificil
de ver pelas contas. Se zy = az, entao |23 = |azi| = |a||z1| e portanto |z|? = |a|?|z9]?;
logo

1
212+ | =1= |z + a2 = A+ o) |2 =1 = |z]? = 1+ a2
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2
i Isto nos dd um grande circulo de S? porque é o

1
1+ |al?
também pensar que L, N'S? é um grande circulo pela mesma razao que a intersecao de
um plano em R3 que passa pela origem com S? é um grande circulo (ou circulo méximo).

Futuramente, veremos que estes grandes circulos C, = L, N'S? entdo posicionados de
uma maneira muito interessante em R?® (entrelagados). De momento, o que queremos
ver é que a uniao (disjunta) de todos eles nos d4 S*. Uma maneira de visualizar isso é
pensar em S? e S°. Aqui consideramos S° = {—1,1}, a uniao de dois pontos antipodas.
Podemos entao pensar que S? ¢ a uniao de todos os pares {—p,p} ~ S” onde p estd no
hemisfério superior da 2—esfera. Observe que os pares {—p, p} podem ser vistos como os
grandes circulos de S'. “Aumentando a dimensao”, é como se S?® fosse a uniao (disjunta)
de todos os S!, que sao grandes circulos de S2.

O que torna este argumento interessante é que podemos formaliza-lo utilizando fibra-
dos. Descreveremos agora como obter o fibrado

Com isso, obtemos |z;]? = Tr(aP
a

conjunto de pontos (21, z2) € S? tais que |z |* = (um circulo) e zo = az;. Podemos

st §° L §?

onde S? ¢é a base, S' é a fibra, S® é o espaco total e f é a projecdo. Vamos deduzir este
mapa tanto em coordenadas complexas como em coordenadas reais. Considere

h: C — CuU{oo}

z .
(21,22) +— e T1 + 122
21
e a inversa da projecao estereografica
1.CU{x} — §°
, 271 275 i+t —1
Tty = 2 2 102 2122
ri+aos+1 o +a7+1 27 +25+1

Temos assim

—1

C? h CU {o0} T S

W

Definimos f =7 to h’ ,i isto é, dados (21,22) € S3,
o

f(z1,20) = 7w loh(z,2)=71" (ﬂ>

22
2 2% — 217
2— I 2z [l Zlal
_ _ 2z |21]
SET) el + el Teal + [l
21 |21/ |21/
_ ( 22221 ’22’2 — |21|2)
|20|* + |Zl\2’|22\2 + [21[?
= 22221,\Z2| |21|2> .
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Portanto a projecao do fibrado de Hopf é definida em coordenadas complexas como
f: st - §?
(21,22) = <22’22_1, |20]* — |Z1|2)

Observe que a direita temos um elemento de C x R, que podemos interpretar como um
ponto de R3; resulta que este ponto estd em S?. De fato, em coordenadas reais, temos

f: ScR* — §°
(1, T2, x3,24) +> <2(:1:1933 + To14), 2(2174 — Tox3), (23 + 27) — (27 + m%))
e, tomando a soma dos quadrados destas coordenadas, obtemos
(2(:L‘lm3 + m2x4)>2 + (2(m1x4 - x2x3)>2 - ((x§ +23) — (22 + x%))Z
= 4(3:%% + 221 T2T3%4 + l‘%l‘i) + 4(:1:?:1:421 — 201 X2T3T4 + x%x%)
(@3 + 23)? = 2(a3 + a) (@3 + aB) + (o3 + a3)?)
— 4@} + B (e + ) + (23 + 2D)? - 2(0d + 2})(@d + aB) + (o + 23)?)
= (@3 +aD? + 23 +ad) (2} + o) + (23 + 23)?)
= ((SE%-FIZ) + (:cf—l—a:%))Q = (33’1 +:c2—|—:c3+:c4) =1.

Agora que temos a projecao f : S® — S? explicitamente, queremos analisar as fibras
resultantes desta construgao. Como veremos, as fibras serao os grandes circulos C, vistos
anteriormente.

Seja
F: C — CU{x}~S$
(s1,2) > 2=
ARR D) Zl—a

Note que f = F‘S3. Veja também que, para cada a € C U {oc},
FHa) =Ly ={(21,2) € C*; 20 =az}.

Em particular, F~1(0) = Ly = eixo 2z, F1(00) = Ly, = €ix0 23.

Sabemos que, através da projegao estereografica, cada ponto a € CU{oo} se identifica
com um ponto de S2. Em particular, o polo sul S da esfera se identifica com a origem
de C, e o polo norte N se identifica com o ponto no infinito. Entao F~1(S) = Ly,
F~Y(N) = L.

Agora, como f =F |S3, obtemos que

fa)=FYa)NnS*=L,NS*=0C,.
Em particular,

fﬁl(O) = fﬁl(S) = CO = {(21,22) € SB , B9 = O, ’Zl‘ = 1},

fHo0)=fHN)=Cxp ={(21,22) €S*; 21 =0, |2| = 1}.
Veja as Figuras 32 e 33:
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Figura 32: Representacao da intersecao de L, e S?

Figura 33: Representacao da intersecao de Lo, e S?

Facamos um estudo mais aprofundado destas fibras.

Primeiramente observamos que se z, A € C e |A\| = 1, entao o niimero Az é uma rotagao
de z. De fato, escrevendo z e A em coordenadas polares temos z = e, A = e; logo
Az = ree® = re!®+)  Isto significa, naturalmente, que z e Az estdo no mesmo circulo
em C centrado na origem.

Agora considere um ponto (vy,vs) em S* C C? e seja A € C tal que [A\| = 1. Entao
(Avg, Avg) estd na mesma fibra que (vy,v2). De fato,

A
f()\’Ul, )\Uz) = )\—;Uj = z—j = f(’Ul,UQ) .

Veremos agora que esta é a inica maneira de dois pontos estarem na mesma fibra. Sejam
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(v1,v9), (w1, ws) pontos em S* tais que f(wy, ws) = f(vi,ve). Isto é:

@:%ZGGCU{OO}.
U1 w1
Vejamos separadamente os casos a = 0, a = 0o, e a € C qualquer.

Se a = 0, temos f~1(0) = {(z1,22) € S? ;20 = 0, |21] = 1}; isto implica wy = vy =0 e
|wi| = |v1] = 1, e naturalmente podemos encontrar um nimero complexo A de médulo 1
tal que w; = Av;. Para sermos bem completos, basta escrever v, = €, w; = €, e tomar
A = 979 Analogamente, se a = oo, f~'(00) = {(21,22) € S® ;21 = 0, |2 = 1}, 0 que

implica w; = v; = 0, |we| = |vg| = 1, e procedemos como antes. Veja as Figuras 34 e 35:
22
(1, 0) Z]
(1'1.0,}

Figura 34: Representagao da fibra f=1(0)

{0 tL-'g)

Figura 35: Representacao da fibra f~!(oc0)

Suponha agora a € C* qualquer. Escrevavvl = rle;jfl, Vg = 192wy = 51 e
y . ’ 2 2 . /
Wy = 89612 (note que r;, s; > 0). Por hiptese — = a = —, isto &,
0 w1

v, rmefr wy  speifr 5

02 id2
v _1a 1y g, gy _ W _ 56T sa i,

Queremos mostrar que existe A € C*, |A| =1 tal que

’U)l:)\l)l,wgz)\’l}g.
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.. S2 ro . . T2 -
Primeiramente note que — = — implica sy = —s1; como (vy,v3) e (wy,wsy) sdo
51 ™ ™

pontos em S?, temos

2 2 2 2 2

r r ry +r S

2 2 2 2 2 2 2 2 2 1 2 1
L=|wi|"+|ws|"=si+s3=s7+|—s1] =] 1+ =5 ) =s] 5 ==
™ Tl Tl Tl

logo s? = r?, e como ambos sao positivos, obtemos s; = 71; analogamente, escrevendo
" , . . 4
51 = —S59, concluimos que sy = ro. Assim podemos escrever w; = 1€/, wy = ree’?®2.
T2
Agora, veja que
) wy . . w1 (1 — i(hoy— w2
—= = = implica — = /@170 — pil¢202) — 2.
U1 wy U1 V2

tome A\ = e!(?1701) = ¢i(¢2=02)  Entao naturalmente [\ =1 e

Aoy = 111700 — 011 = ) s Ay = reet®2e7(P2702) = poei2 — g,
Note que com este argumento, voltamos a concluir que cada fibra f~(a) é um circulo.

Finalmente, queremos ver que estas fibras estao “linkadas”. Lembre que o equador E
de S? é o conjunto S* N {xy =0} = {23 + 23 + 23 = 1} (ou seja E ~ S?). Agora, sobre E
temos a fibra f~1(0) = {27 + 22 = 1} = EN {z3 = 0}; isto é, f71(0) é o equador de E.
Primeiro veremos que todas as fibras estao entrelagadas com Cy = f~1(0).

Seja v = (v1,v2) um ponto qualquer de S®. Entao existe um ponto de E que estd na
mesma fibra de v; de fato, se v; = re?, vy = ree?® # 0, multiplicamos v por um \
complexo de médulo 1 para leva-lo a um ponto ¢ de E. Agora, note que o ponto antipoda
de ¢ em E, —¢, estd na mesma fibra de ¢ e v (pois —g = Ag com A = —1)! Portanto a
fibra que contém v, ¢ e —q estd entrelagada com a fibra Cy (que, lembre, é o equador de

E); veja a Figura 36:

Figura 36: Pontos v, ¢ e —¢q sobre a mesma fibra
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Agora, a fibra Cy = f~1(0) nao é especial nesse sentido; assim como S? pode ser
rotacionada de forma que qualquer grande circulo seja levado no equador, e qualquer
par de pontos antipodas seja levado nos pélos, podemos rotacionar S* de forma a levar
qualquer fibra no equador de E e repetir o argumento acima. Com isto concluimos que
todas as fibras estao entrelagadas duas a duas; veja a Figura 37:

g = Av

iﬂytnnnnnn‘-‘h-_-_.lmf I(O):Cg

Figura 37: Fibras linkadas

As Figuras 38 a 42 foram retiradas do video https://nilesjohnson.net/hopf.html
e mostram como as fibras se posicionam.

Figura 38: Fibras de quatro pontos de S?
Veja como estao todas entrelagadas duas a duas. Note também que a fibra do polo norte

aparece como uma reta (azul), mas lembre que esta reta é a projecao estereografica do
circulo f~!(00) = Lo, N'SP.
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Figura 39: Fibras de pontos sobre um paralelo de S?

A figura bidimensional que aparece quando consideramos as fibras de todos os pontos
sobre o arco de paralelo da Figura 39 é chamada faiza de Hopf (é possivel mostrar que
a faixa de Hopf ¢ um fibrado néo trivial de base S' e fibra [0, 1], porém a projegao nao é
a mesma fungao f do fibrado de Hopf).

Figura 40: Fibras de pontos sobre um circulo em S?
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Figura 41: Fibras de pontos sobre o equador de S?

As figuras 40 e 41 mostram (visualmente) que a uniao das fibras de todos os pontos sobre

um circulo da origem a um toro, que por sua vez é a projecao estereografica de um toro
de Clifford X, do exemplo 2.2.1.

Figura 42: Fibras de pontos sobre uma curva em S?

Note como o raio dos circulos vai diminuindo a medida que vamos do polo norte ao polo
sul de S?, dando origem a uma figura que “entra dentro de si mesma”, como uma concha.
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Outra animacao interessante, que mostra como as fibras vao variando em S* & medida
que os pontos vao variando na base S?, estd no link

https://www.geogebra.org/m/vjfdrnbd

Com isto concluimos o estudo do fibrado de Hopf. E uma construcao de fato muito
interessante: a 3—esfera, por definicao o conjunto de pontos a uma distancia fixa de um
centro, ao ser inserida em R? se decompde numa uniao de circulos.

Se considerarmos a projecao estereografica de S* em R3, obtemos o seguinte: a uniao
das fibras dos pontos de S? \ N nos d4 um toro sélido (formado por circulos encaixados);
a Unica fibra que falta é a fibra do polo norte N, f~!(c0), que como observamos, é uma
reta. Ou seja, a 3—esfera em R? ¢é essencialmente um toro sélido U reta, ou ainda, é a
uniao de dois toros sélidos (cada hemisfério de S? é projetado em um toro sélido em R?).

J4 se considerarmos a projecao de S* em R? a partir do polo sul, obteremos novamente
um toro sélido e uma reta (neste caso, a projegao da fibra f~1(0) = LyN'S?). Quer dizer,
em cada carta a projecao estereografica “abre” uma das fibras, retirando um ponto e
transformando-a numa reta.

Para finalizar, observamos que o fibrado de Hopf pertence a uma familia de quatro
fibrados em que o espaco total, a base e a fibra sao esferas:

S° s st Lo st

st st L 8

§? 7 L st

§T st Ly st
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