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RESUMO

A Tomografia por Impedancia Elétrica (EIT - Electrical Impedance Tomography) é uma
ferramenta usada na reconstrugdo da condutividade elétrica no interior de um corpo
dado. A técnica utilizada consiste em aplicar corrente elétrica e medir o potencial
elétrico resultante, ambos na superficie do corpo. Esse procedimento define o pro-
blema inverso da EIT. Por sua vez, o problema direto da EIT consiste em calcular o
potencial elétrico gerado na superficie onde é aplicada uma corrente elétrica. Aqui sua
condutividade elétrica € conhecida.

O enfoque deste trabalho é explicar a estruturacdo do problema direto, apresentar
sua discretizacao para implementagdo computacional e realizar testes numéricos para
verificar se a implementagéo satisfaz as hipéteses do problema. O estudo do problema
inverso ndo faz parte do escopo deste trabalho e mais detalhes sao encontrados em
(MARGOTTI, 2015) e (BORCEA, 2002).

Palavras-chave: Tomografia por Impedancia Elétrica. Problema Direto. Implementagéo
Computacional. Testes Numéricos.



ABSTRACT

The Eletrical Impedance Tomography (EIT) is a tool used in the reconstruction of
the electrical conductivity in interior of a given body. The technique used consists
of applying electric current and measuring the resulting electric potential, both on the
surface of the body. This procedure defines the EIT’s inverse problem. On the other
hand, the EIT’s forward problem consists of calculating the electric potential generated
on the surface where an electric current is applied. Here its electrical conductivity is
known.

The focus of this work is to explain the structure of the forward problem, present its
discretization for computational implementation and perform numerical tests to verify if
the implementation satisfies the hypotheses of the problem. The study of the inverse
problem is not part of the scope of this work and more details are found in (MARGOTTI,
2015) and (BORCEA, 2002).

Keywords: Electrical Impedance Tomography. Forward Problem. Computational Imple-
mentation. Numerical Tests
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1 INTRODUGAO

A Tomografia por Impedancia Elétrica, em inglés Electrical Impedance Tomo-
graphy (EIT), € uma ferramenta usada na reconstru¢ao da condutividade elétrica no
interior de um corpo dado. Segundo a Secao 3 de (ADLER; HOLDER, 2021), essa
ferramenta é fundamental em diversos campos da biomedicina. Por exemplo, nos Ca-
pitulos 9 e 10 do livro citado € discutido o uso da EIT no monitoramento da ventilagéo
pulmonar de pacientes. Também destacamos o Capitulo 13 onde € apresentado como
a ferramenta é usada na classificacdo do cancer em benigno ou maligno. Os demais
capitulos desta se¢édo apresentam outras aplicagées bastante importantes no ramo da
biomedicina.

Podemos dividir a EIT em dois problemas: o problema direto e o problema in-
verso. O problema direto consiste em aplicar uma corrente elétrica conhecida na super-
ficie de um corpo, e conhecendo-se a condutividade elétrica no seu interior, determinar
o potencial elétrico resultante em sua superficie. Ja o problema inverso consiste em
determinar a condutividade elétrica no interior do objeto através da aplicacao de cor-
rentes elétricas conhecidas em sua superficie e da respectiva medi¢édo dos potenciais
elétricos resultantes, também em sua superficie.

O principal objetivo deste trabalho é determinar computacionalmente aproxima-
cbes para o problema direto e para sua derivada, os quais séo Uteis para entdo resolver
o problema inverso através de técnicas de regularizacdo. Para mais detalhes sobre
estas técnicas de regularizacao, veja (ENGL; HANKE; NEUBAUER, 1996). A resolucao
do problema inverso ndo é estudada neste trabalho.

O problema direto € definido como a solugéo de uma Equacéao Diferencial Par-
cial (EDP) que modela o fenémeno fisico em questdo. Existem diferentes modelos
matematicos para descrever o problema direto da EIT. O Capitulo 2 é destinado a
apresentar alguns desses modelos e os principais resultados do operador que modela
cada um deles. O primeiro e mais simples & o modelo continuo que foi apresentado
originalmente por (CALDERON, 1980). Esse nome é devido as condi¢des de contorno
apresentadas para a EDP nesse modelo. Com a necessidade de melhor representar o
problema real, em algumas situacdes se fez necessario a modificagcao das condicoes
de contorno da EDP que representa o modelo continuo de Calderén. Assim, é apre-
sentado, também no Capitulo 2, a evolugcao dos modelos de eletrodos até o modelo
completo de eletrodos, em inglés Complete Electrode Model (CEM). Ainda no Capitulo
2 é visto a formulacéao variacional do modelo continuo e do CEM.

Os modelos apresentados no Capitulo 2 geralmente ndao possuem solucéo
analitica. Assim, se faz necessario uma implementacdo computacional. O Capitulo
3 é destinado a apresentar a discretizacao aplicada em cada modelo. Desta forma,
sao desenvolvidas estratégias para aproximas computacionalmente a solucao para
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cada sistema. Tais estratégias foram implementadas num codigo documentado em
(HAFEMANN, 2020) e desenvolvido pelo mestrando Eduardo Hafemann.

O Capitulo 4 € destinado a realizar testes numéricos com o codigo citado vi-
sando computar solucdes aproximadas. Essas solu¢cées sao entdo utilizadas para
checar se as hipéteses de cada modelo sao satisfeitas.

Por ultimo, o Capitulo 5 apresenta as conclusdes deste trabalho e apresenta
pontos de estudos que podem ser aprofundados no futuro.
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2 MODELOS MATEMATICOS

Seja © ¢ R2 um subconjunto aberto que represente a segao transversal de um
corpo. A superficie da se¢do do corpo pode ser representada por 0f2. Tal se¢éo possui
uma condutividade elétrica, que representaremos por v : 2 — R. Ao aplicarmos uma
corrente elétrica g : 92 — R na superficie da se¢ao, é gerado um potencial elétrico
u : Q — R. Assim, obtemos um fluxo elétrico proporcional a condutividade elétrica e
segue na direcdo de —Vu, a qual € a direcdo em que o potencial elétrico decresce
mais rapido:

—vVu.
Como assumimos que nao temos fontes ou drenos elétricos no interior da sec¢éo, o
divergente do fluxo elétrico € nulo, logo

div (yVu) = 0 em . (1)

Agora, vamos analisar as condi¢des de fronteira e construir alguns dos principais
modelos mateméaticos abordados nos estudos da EIT.

2.1 MODELO CONTINUO

No modelo continuo introduzido por Alberto Calderén, em (CALDERON, 1980),
assumimos que o fluxo elétrico é totalmente transferido para a fronteira, entao temos
que

7—u =g, em 0, (2)
on
onde n é o vetor normal e unitario, que aponta para fora de 2 em cada ponto de 0.
Assim, o problema é modelado pelas equacdes (1) e (2).

Se tivermos v e u solugdes regulares o suficiente para (1) e (2), podemos aplicar

o Teorema de Green e obter, para toda v : €2 — R regular o suficiente,

/ ’y@v s — / YVu - Vv dr = / div (vVu)v dx = 0,

a0 On Q Q
ou seja, para toda v : €2 — R regular o suficiente,
/ yVu - Vv dr = / gv dS. (3)
Q o0

Em contra-partida, solucées regulares de (3) sao também solucdes de (1) e (2). Por-
tanto, podemos focar em encontrar solugdes para a equagao variacional (3). Note que
(3) pode admitir solucdes que nao fazem sentido em (1). Chamamos tais solucdes de
solucoes fracas para o modelo continuo.

Agora, vamos construir as hip6teses apresentadas por (SOMERSALO; CHE-
NEY; ISAACSON, 1992), adaptando para o modelo continuo, para garantir a existéncia
e unicidade de uma solucao u de (3). Queremos usar o seguinte Lema:
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Lema 2.1.1 (Lax-Milgram) Seja H um espaco de Hilbert. Seja B : H x H — R um
funcional bilinear que satisfaz
e limitagdo: 3¢1 > 0 constante tal que | B(u,v)| < ci|ullv|, Y(u,v) € H x H;

» coercividade: 3¢y > 0 constante tal que |B(u, u)| > ca|ul?, Yu € H.
Entéo, para cada F : H — R funcional linear limitado, existe um unico v € H tal que

B(u,v) = F(v), Yv € H.

Visando o lema e tendo em vista a equagéo variacional (3), vamos fixar B, :
H x H —ReF,: H— R definidas, respectivamente, por

B (u,v) = / YVu - Vv dz
Q

Fy(v) = /5'Q gv dS,

onde H = H'(Q) é um espaco de Sobolev (e de Hilbert) munido da norma

1/2 1/2
ol = lellzzgoy + ¥ ullaoy = [ 1 ao) 4 ([ 1wuac)

Mais detalhes sobre H sdo encontrados nas paginas 202 e 203 do (BREZIS, 2010).
Porém, se v é limitada inferiormente por uma constante positiva,

|B~(u,u)| = 04 Vu =0 < u = constante,

logo, a hipétese da coercividade no lema acima n&o € satisfeita por 5,. Com isso,
vamos introduzir 0 espago quociente

H = H/R,

onde u é equivalente a v < u — v = constante.

Perceba que B, : H x H — R dada da mesma forma ainda esta bem definida, ja
que V(u+ ¢) = Vu para qualquer constante ¢ e para qualquer v € H. Ainda mais, para
que Fy : H — R fique bem definida, i.e., Fy(v) = Fy(v +c) paratodav € H e para toda
¢ constante, precisamos assumir que fan dS = 0, o que interpretamos fisicamente
como a lei da conservagéao de energia.

Agora, H é munido da norma usual do espaco quociente dada por

Jull = inf (= ell o)) -
Esta norma faz de H um espaco de Banach. E possivel mostrar que a norma usual é
equivalente a norma asterisco dada por

1/2
full = 19l gy = [ 19 o)
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O Lema 3.2 de (SOMERSALO; CHENEY; ISAACSON, 1992) mostra um resultado
andlogo.

Veja adiante que a norma asterisco facilita nosso trabalho na aplicacdo do Lema
de Lax-Milgram.

Temos que, se ~ € limitada inferior e superiormente por constantes positivas,
entdo segue diretamente a limitagido e a coercividade de B,. Ja a limitagédo de Fy
segue do Teorema do Trago. Para mais detalhes sobre esse teorema, veja pagina 315
do (BREZIS, 2010). Ainda mais, a norma asterisco define um produto interno em H
de maneira natural. Entéo, temos H espaco de Hilbert. Portanto, aplicando o Lema de
Lax-Milgram (2.1.1), obtemos a existéncia e unicidade de solu¢do da nossa equagao
variacional em H:

Proposicdo 2.1 Seja Q ¢ R? com 90 suave o suficiente e condutividade elétrica
~: Q — R limitada inferior e superiormente por constantes positivas. Entao, para cada
g € L2(09), existe uma tnicau € H tal que

By(u,v) = Fy(v), Vv e H.

Obs.: Lembrando que L2(9Q) = {g € L%(9Q); [y g dS = 0}.

O Teorema 3.3 de (SOMERSALOQO; CHENEY; ISAACSON, 1992) apresenta um
resultado analogo a esta proposi¢éo. Aqui, obtemos a existéncia e unicidade da solucao
em H = H/R = HY(Q)/R. Jaem H = H(Q), obtemos infinitas solugdes que se
diferenciam entre si por uma constante. Veja ainda que entre essas solucoes, existe
apenas uma que satisfaz

[ wds= [l ds=o
o0 9)

Observacao 2.1.2 » Essa restricdo a fronteira deve ser entendida no sentido do
Teorema do Traco, ou seja, a integral do traco de u é zero. Ainda mais, se u é
continua em Q, temos que o traco de u é de fato a restricdo de u a fronteira.
Devido a isso, usaremos a notagao u|yq para nos referir ao trago de u;

« A integral de u na fronteira € interpretado fisicamente como um aterramento do
potencial.

Portanto, obtemos o seguinte resultado:

Proposicido 2.2 Seja Q ¢ R? com 9N suave o suficiente e condutividade elétrica
v : Q — R limitada inferior e superiormente por constantes positivas. Entdo, para cada
g € L2(0Q), existe uma tnicau € HL(Q) tal que

/nyu-V’u dx—/ guv dS, VUEH&(Q).
Q o0
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Obs.: Lembrando que H1(Q) = {u € HY(Q); [5,,u dS = 0}. Ainda mais, se u € HL(1),
entdo f = ulyg € L2(0Q).

O Corolario 3.4 de (SOMERSALO; CHENEY; ISAACSON, 1992) apresenta um
resultado analogo a esta proposicao.

2.1.1 Problemas Direto e Inverso

Fixe ¢ R2 um subconjunto aberto com fronteira suave e condutividade elétrica
v € LEP(Q) = {y € L>®(Q); v > C quase sempre em (2}, onde C' > 0. Note que, para
cada corrente elétrica g € L2(99) aplicada na fronteira, obtemos um Gnico potencial
elétrico f € L2(99Q) também na fronteira. Desta forma, podemos definir o operador
Neumann-to-Dirichlet (NtD) que associa a corrente elétrica ¢ ao potencial elétrico f,
que depende apenas da condutividade elétrica ~:

Ay s L2(89) — L2(09), g~ f

Com isso, podemos definir:

Problema Direto da EIT: Dada v ¢ L5°(€2), determine o operador NtD A,. Ou seja,
determine f € L2(00) para cada g € L2(99). Assim, podemos definir o operador direto
que define o problema direto da EIT no modelo continuo

FiL(Q) C L®(Q) = L (Lz(agz), Lz(ag)) e A

Problema Inverso da EIT: De maneira intuitiva pensamos que no problema inverso
seria dado o operador NtD A, e determinariamos v € L3°(2). Porém, na pratica, é
impossivel conhecer A, completamente, e assim, esse problema se torna aproximar o
operador e depois reconstruir a condutividade: aplica-se | configura¢des de correntes
elétricas ¢(!) em 902 e medem-se os potenciais elétricos (! resultantes também em
012, obtendo-se assim uma aproximacéao para o operador NtD. Com essa informagao,
deseja-se agora reconstruir a condutividade elétrica v € L5°(Q) tal que

Ay (g@')) =D vief1,...1.

Observacao 2.1.3 Numa situacdo onde visamos a resolu¢ao do problema inverso, i.e.,
onde procuramos a condutividade elétrica no interior de 2, podemos usar, por exemplo,
meétodos do tipo Newton. Tais métodos geram sequéncias de condutividades elétricas
v, que convergem para a condutividade elétrica v procurada. Para isso, é necessario
calcular derivadas direcionais do operador direto. Veja mais detalhes na Subsecao
5.1.2 de (MARGOTTI, 2015). Isso motiva nossos estudos da proxima subsecao.

2.1.2 Derivada Direcional do Operador Direto

Para alguns métodos numéricos utilizados para resolver o problema inverso da
EIT precisamos calcular a derivada do operador direto F' aplicado em certa condutivi-
dade elétrica v € int(D(F')) e em certa direcao n € L°°(12). Este célculo serd util na
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construcao de matrizes jacobianas do operador direto discretizado, veja a Subsecao
3.1.2.1. Pensando nisso, esta subsec¢éo apresentard um desenvolvimento informal de
como podemos calcular tais derivadas usando correntes elétricas pré-fixadas. Como
veremos a seguir, o calculo da derivada direcional se da através da computacao da
solucao de uma equacéo variacional auxiliar.

Seja Q c R? com fronteira suave. Fixe G = {g1), ..., ¢()} um conjunto linear-
mente independente de correntes elétricas. Assim, para cadai € {1,...,1}, podemos
definir o operador

Fy L(Q) € LO(Q) — LA(09), 7 Ay (g(i)> = 1.

Também podemos definir o operador

Fo: LF@ @) - (2200) v | 2 | =] 5 | @
Ei(7) 0

Cada F; é Fréchet diferenciavel e, mais do que isso, F; é Fréchet diferenciavel. Encon-
tramos mais detalhes em (LECHLEITER; RIEDER, 2008).

Agora, fixe v € int (LL(Q)) e n € L*°(2). Vamos calcular a derivada de Fg
em v na diregao n. Para isso, calculemos a derivada de cada F; em « na diregao n
antes. Fixe i € {1,...,1} arbitrario. Note que Fj(7) = f@ = ul?)| 5, onde v satisfaz
a equacao variacional (3) com a corrente elétrica g = g(i) e a condutividade elétrica ~.
Entao, defina o operador auxiliar

Gy L2(Q)  L°(Q) — HL(Q), 7 ul).

Perceba que F;(v) € igual ao traco de G;(v), mas

(1) (1)
‘ _a. u —u ‘
Gi(v)n = lim Gily +tn) = Gity) _ lim — T (),
t—0+ t t—0+ t

/ 7Vu%i) Vv dr = / g(i)v dS, Vv e HX(Q)
Q 9]

/QW +tn)Valll,, - Vo de = /a oW ds, vo e HY(9)
Entéo, fixando v € H}(Q2) e subtraindo as equagdes acima, temos que
[ [+ mvul, —9ud?] - wo e =0

ou seja,
(4) (1)

u —u :
/vi (%7) -V dx:—/QnVusJ)rtn-Vv dz.
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Tomando ¢t — 01, obtemos
/Q'wa(i) -Voudr = _/anug) Vo dz, Yve HX(). (5)

A existéncia e unicidade de solugdo desta equacéo € garantida por (LECHLEITER,;
RIEDER, 2008). Com isso, temos que Gg(v)n € dada pela solucéo w() da equagao
variacional (5) e F/(v)n é dado por w(i)\ag, ja que o traco € um operador linear e
continuo. Portanto, obtemos o seguinte resultado.

Proposicdo 2.3 Seja Q c R? com fronteira suave e G = {gV), ..., ¢V} um conjunto
linearmente independente de correntes elétricas. Tome F o operador definido em (4).
Entéo, para cadan € L*°(f2), temos que

w|a0
Fa(v)n = wlaq = : ,
w50

onde w'?) é solugéo de (5).

Vamos usar esse resultado nas Subsecdes 3.1.1 e 3.1.2.

Quando tentamos aplicar o modelo continuo em protétipos reais, encontramos
um problema: nao conseguimos aplicar a corrente elétrica por toda fronteira e nem ler o
potencial elétrico por toda fronteira, como foi assumido. Com isso, precisamos substituir
nossas hipoteses sobre as fungdes g e f por hipéteses mais faceis de modelar em
protétipos. Essa ideia motiva nosso estudo sobre modelos que usam eletrodos para
aplicar a corrente elétrica e ler os potenciais elétricos na fronteira da segao. *

2.2 MODELOS DE ELETRODOS

Vamos dispor L eletrodos sobre 0€2. Denotamos a regiao de contato do i-€simo
eletrodo por E; C 92, onde 1 <i< Le Fj N E; = () para j # i. Essa construgéo é a
base dos modelos de eletrodos. Veremos alguns adiante.

2.2.1 Gap-Model

No modelo chamado 'gap-model’ é aplicado no i-ésimo eletrodo uma corrente

elétrica constante |é—| onde |E;| denota a medida do i-ésimo eletrodo. Ja em 0\ Ule E;,

chamado de 'gap’ nao é aplicada corrente elétrica. Desta forma,

I; .
ou m, emEi7VZ€{1,...,L}
Y 8_77 =g = I . (6)
Oa em 89\ Ui:l EZ
1 Mesmo néo sendo o modelo padrdo em alguns casos especificos, 0 modelo continuo é importante e
amplamente utilizado na pratica, sendo frequentemente objeto de pesquisas atuais.
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Assim, (6) substitui a hip6tese (2) do modelo continuo. Porém, a hip6tese da corrente
elétrica ser constante em cada eletrodo também nao é realista e é substituida nos
demais modelos.

2.2.2 Shunt Model

No modelo chamado 'shunt model’, em cada E; é aplicada uma corrente elétrica
com amperagem média I; € R. J& em 90\ UZ-L:1 E; ndo é aplicada corrente elétrica.
Desta forma, obtemos

/ s — e, L) (7)
B On
e
ou L
T = 0, em 00\ | J E;. (8)

i=1

Assim, (7) e (8) substituem (6). Ainda no shunt model, &€ assumido que os eletrodos

sao condutores perfeitos, ou seja, o potencial elétrico resultante é constante em cada
eletrodo. Desta forma,

U|Ei:Ui€R> Vie{l,...,L}. (9)

Entao, o shunt model € modelado pelas equacdes (1), (7), (8) e (9).

Porém, a hipotese (9) desconsidera a impedancia de contato presente nos eletrodos
em alguns casos de interesse. Isso motiva o estudo do modelo completo de eletrodos
(CEM - sigla em inglés).

2.2.3 Modelo Completo de Eletrodos - CEM

Segundo experimentos apresentados em (SOMERSALO; CHENEY; ISAAC-
SON, 1992), devemos considerar a existéncia de impedancia de contato z; > 0, onde
z;g representa a queda do valor do potencial medido no i-ésimo eletrodo. Desta forma,
substituimos (9) por

)
u\EZ.—l—zZ-’ya—Z:Ui, Vie{l,...,L}. (10)

Entdo, o CEM é modelado por (1), (7), (8) e (10).

2.3 FORMULAGAO VARIACIONAL DO CEM

As provas das proposi¢cdes desta secédo séo encontradas em (SOMERSALO;
CHENEY; ISAACSON, 1992). Agora, vamos seguir uma linha de pensamento parecida
com aquela aplicada ao modelo continuo para mostrar a existéncia e unicidade da
solugéo da equacao que modela o CEM usando o Lema de Lax-Milgram (2.1.1). Vamos
fixar H = H'(Q) ® R” espaco de Hilbert, I = (I1,...,1;) € R vetor das correntes
elétricas aplicadas e U = (U3, ...,U;) € RE vetor dos potenciais elétricos medidos.
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Proposicdo 2.4 Tome Q2 C R? com fronteira suave e condutividade elétrica~ : O — R
e L eletrodos satisfazendo as condigées do CEM. Tome z; > 0,Vi € {1,...,L}. Assuma
que (u,U) € H satisfaz (8) e (10), e que u € solugéo (fraca) de (1). Ainda mais, assuma
que I € RL satisfaz (7). Entdo, temos que

L L

1
/’qu-Vv dx + E - (u—U;)(v—V;)dS = E LV;, ¥Y(v,V) e H. (11)
1=1 v 1=1

Reciprocamente, se (u,U) € H satisfaz (11) para cada (v,V') € H com ~ e u regulares
o suficiente, entao (u,U) é solugdo do CEM, i.e., satisfaz as equagébes (1), (7), (8) e

(10).

A demonstracao deste resultado é desenvolvida em (SOMERSALO; CHENEY; ISAAC-
SON, 1992) na Proposigéo 3.1.

Esse resultado nos diz que, assumindo regularidade o suficiente em nossas
funcdes e em (2, temos que a EDP que modela o CEM é equivalente a equacao
variacional (11). Portanto, podemos focar em encontrar solugbes para (11). Note que a
equacéo (11) faz sentido para fung¢des pouco regulares, as quais ndo fazem sentido na
EDP do CEM. Isso significa que (11) pode apresentar solugdes que nao fazem sentido
na EDP do CEM. Chamamos tais solucdes de solucoes fracas para o CEM.

Para facilitar a visualizagio de (11), vamos fixar By : H x H - Re F;: H -+ R
definidas, respectivamente, por

L
1
Bﬂ@inxuww:AbWuWde+Z;5AJu—%xU—www (12)

L
Fr(v,V) =Y IV;.
i=1
Assim, (11) € equivalente a
B+((u,U),(v,V)) = Fr(v,V), paracada (v,V) e H.
Porém, se ~ é limitado inferiormente por uma constante positiva,
|B~((w,U), (u,U))| =0 u=U; =---=Ur = constante,

logo, a hipétese da coercividade no Lema de Lax-Milgram (2.1.1) nado é satisfeita por
B~ . Entdo, vamos introduzir o espago quociente

H = H/R,

onde (u,U) é equivalente a (v,V) < u—-v=U; —V; =--- =Ur, — V = constante.
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Perceba que, de maneira similar ao modelo continuo, B, : H x H — R dada da
mesma forma ainda esta bem definida. Agora, a Lei da Conservacao da Energia neste
modelo se resume a I € RL = {1 e RE;S°F | I; = 0} Isso implica que F; : H — R
dada da mesma forma também estd bem definida.

Agora, note que H é munido da norma usual do espaco quociente definida por

1/2
. 2 2
e, 011 = inf (Jlu = el + 10— cllfe)

o que faz de H um espaco de Banach. Segundo o Lema 3.2 de (SOMERSALO; CHE-
NEY; ISAACSON, 1992), a norma usual é equivalente a norma asterisco definida por

L 1/2
|mmm=nw@@+zém_wms
=1 i

Esta norma é induzida por um produto interno, fazendo com que H seja um espago de
Hilbert com essa norma. Veja que, de maneira similar ao modelo continuo, a norma
asterisco facilita nosso trabalho na aplicacdo do Lema de Lax-Milgram e obtemos a
existéncia e unicidade da equagao variacional em H.

Proposicao 2.5 Suponha que existem constantes positivas -y, v1 € Z tais que

0=T=MN

7 < zj, ViE{l,...,L}.

Entéo, para cada vetor I € RE, existe um unico (u,U) € H satisfazendo

By ((u,U),(v,V)) = Fr(v,V), ¥Y(v,V) € H.

Este resultado e sua demonstracao sao encontrados no Teorema 3.3 de (SO-
MERSALQO; CHENEY; ISAACSON, 1992). Perceba que obtemos infinitas solucdes
(u,U) € H que se diferenciam entre si apenas por uma constante. Entdo, acrescen-
tando a hipbtese de que ZZ-LZI U; = 0, interpretado como um aterramento do potencial
elétrico, obtemos uma Unica solucao para a equacao variacional em H e, consequen-
temente, uma Unica solugédo do CEM:

Proposicao 2.6 Suponha que as hipdteses da Proposicdo 2.5 sdo satisfeitas. Entao,
para cada vetor I € RL, existe uma tnica (u,U) € H'(Q) & RL solugdo do CEM.

Este resultado e sua demonstragdo sdo encontrados no Corolario 3.4 de (SOMER-
SALO; CHENEY; ISAACSON, 1992).
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2.3.1 Problemas Direto e Inverso

Fixe Q ¢ R? um subconjunto aberto com fronteira suave e condutividade elétrica
v € LL(Q). Fixe também L eletrodos satisfazendo as condigbes do CEM. Assim, para
cada vetor de correntes elétricas I € RL aplicadas nos eletrodos, obtemos um Gnico
vetor de potenciais elétricos U € RZ medidos também nos eletrodos. Desta forma,
podemos definir o operador NtD que associa o vetor das correntes elétricas  ao vetor
dos potenciais elétricos U, que depende apenas da condutividade elétrica ~:

Ay RESRE T U

Com isso, podemos definir:

Problema Direto da EIT: Dada v € L5°(2), determine o operador NtD A,. Ou seja,
determine U € RL para cada I € RL. Assim, podemos definir o operador direto que
define o problema direto da EIT no CEM

FrL®(Q) C L¥(Q) = L (Rg, R£> e Ay

Problema Inverso da EIT: Similarmente ao modelo continuo, pensamos que no pro-
blema inverso seria dado o operador NtD A~ e determinariamos v € L°(€2). Assim,
esse problema se torna aproximar o operador NtD e depois reconstruir a condutividade:
aplica-se [ vetores de correntes elétricas 1(Y) nos eletrodos e medem-se os vetores
dos potenciais elétricos U(?) resultantes também nos eletrodos, obtendo-se assim uma
aproximacao para o operador NtD. Com essa informacgéo, deseja-se agora reconstruir
a condutividade elétrica v € L5°(Q?) tal que

Ay (10’)) — U, vie{1,...,1}.

Observacao 2.3.1 Similarmente ao modelo continuo, podemos usar métodos do tipo
Newton para resolver o problema inverso, gerando uma sequéncia de condutivida-
des elétricas ;. que convirja para a condutividade elétrica v procurada. Tais métodos
necessitam calcular derivadas direcionais do operador direto. Veja mais detalhes na
Subsecdo 5.2.2 de (MARGOTTI, 2015). Isso motiva nossos estudos da proxima sub-
secao.

2.3.2 Derivada do Operador Direto

De maneira similar ao que foi visto no modelo continuo, precisamos realizar o
calculo da derivada do operador direto no CEM F' aplicada em certa condutividade
elétrica v € int (D(F')) e em certa dire¢cdo n € L°°(£2). Tal calculo € util na aplicagao
de métodos numéricos para a resolugéo do problema inverso e também na construgao
das matrizes jacobianas que representam a derivada do operador direto discretizado,
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veja Subsecao 3.2.2.1. O desenvolvimento desta Subsecao é semelhante ao que foi
apresentado em 2.1.2, portanto omitiremos os calculos e a demonstracao do resultado
final. Mais detalhes em (LECHLEITER; RIEDER, 2008).

Fixe QO c R? com fronteira suave, L eletrodos satisfazendo as condi¢des do
CEM e {z,...,2z1} o conjunto das impedancias de contato. Agora, fixe um conjunto
linearmente independente de vetores de correntes elétricas G = {I(1), ... 1D} c RL.
Assim, paracada i € {1,...,l}, podemos definir o operador

Fy: L(Q) € L®(Q) - R, 4 A, (N)) =y,
Também podemos definir o operador

F1(7) v
00 00 L ! .
Fa: LY(Q)C L (Q)—><R<>>,7r—> : — |
Fi(7) o)

Portanto, preservando a construcao até aqui, obtemos o seguinte resultado.

Proposicédo 2.7 Seja~ € int (L5°(2)) a condutividade elétrica de 2. Entdo, para cada
n € L>(Q), temos que
w(l)
Folyn=wW:=1| : |,
w

onde (w(i), W(i)) e HY(Q) ® RL é solucao de

L
i 1 i (i) _ i
/Q'wa()-Vvdx—l—;Z—j/Ej (w()—Wj )(v—V})dS——/QnVu()-Vvdx, (13)

para todo (v, V) € H'(Q) @ RE.

Perceba que o lado esquerdo da equacédo variacional (13) é equivalente a
B, ((w(i), W(”) (v, V)), com B, definido em (12). Vamos usar esse resultado e tam-
bém essa notacao nas Subsecdes 3.2.1 € 3.2.2
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3 IMPLEMENTAGAO COMPUTACIONAL

Neste capitulo vamos apresentar como determinamos computacionalmente as
solugdes das equacgdes variacionais de cada modelo estudado no capitulo anterior
ao aplicar o método dos elementos finitos. Mais detalhes sobre este método séo
encontrados em (REDDY, 2018). Assim, podemos aproximar o operador direto compu-
tacionalmente, ja que, em geral, ndo € possivel obtermos solugdes analiticas de (3) ou
de (11). Apresentaremos também como aproximar a derivada dos operadores direto
por suas respectivas matrizes jacobianas.

Para isso, é definido uma malha triangular em €. Com auxilio dos triangulos e
seus vértices, definimos bases para subespacos de dimenséo finita, onde definiremos
as funcdes de interesse. Desta forma, substituimos nossas equacdes variacionais por
problemas do tipo

Ar =0,

para matriz A e vetores z e b apropriados para cada subespaco e modelo abordado.

3.1 DISCRETIZAGAO DO MODELO CONTINUO

Seja Q! ¢ R? com condutividade elétrica ~ satisfazendo as condi¢des do modelo
continuo. Sejam, ainda, g a corrente elétrica aplicada em 9052, u o potencial elétrico
resultante em Q e f = uly no sentido do Teorema do Trago. Deixaremos fixadas
estas fungdes durante esta secdo. Pensando na implementacao computacional, é
necessario simplificar os espacos em que nossas fungdes se encontram para espacos
de dimenséo finita.

Assim, consideramos uma triangulagédo {71, ... ,Tx} do conjunto 2. Suponha
que existem K tridngulos, com N vértices, sendo M deles localizados em 0f). Os
vértices sdo denotados por P, ... , Py € vamos enumera-los de maneira que os
pontos da fronteira sejam os primeiros. Veja um exemplo na Figura 1.

Pl P2 p3

P P Ps

B 5

Figura 1 — Triangulacdo de um conjunto €2, em forma retangular,com N =8, M =6 e
K =8.
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Com isso definido, vamos construir as bases para nossas funcdes apresentadas.

Paracadaic {1,...,K}, tome A7, : Q — {0,1} a fung&o indicadora do i-ésimo
triangulo. Suponhamos que v € Vi = span {A7,,..., A, } C L>(Q). Entdo, temos
5= (v;) € RY tal que

K
7=
j=1

Agora, paracadai € {1,..., N}, tome T; : Q — [0, 1] a "fungdo barraca" definida

por

L, i= .

TP =4 vie{,....N

0, i#]
e afim em cada tridngulo. Para melhor entendimento, fixe um triangulo 73, com vértices
Py, Py, e Py,. Note que os pontos Y (P, ), T;(Fy,) € T;(Fy,) definem um dnico plano
pno R3 e também sdo vértices de um triangulo T,g em p. Desta forma, consideramos
T}, o gréfico de T; aplicada em Tj,. Veja um exemplo na Figura 2.

)

e

Figura 2 — Funcéo Tg aplicada em €2 da figura 1.

Com isso, suponhamos que u € Vo, = span {Y1,..., Ty} C H'(Q). Entdo, temos
i = (uj) € RN tal que

N
u = Z UjTj.
j=1

Observe que u(Pj) = uj, paracada j € {1,..., N}.
Ainda mais, tome ¥; = T,|5q, para cada i € {1,...,M}. Veja um exemplo na
Figura 3. Com isso, suponhamos que g, f € V3 = span {¥q,...,¥,,}. Entdo, temos

g=1(95).f=(f;) e RM tal que

M M
OWATREINE oA
j=1 j=1
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Figura 3 — Funcéao Vg aplicada em ) da figura 1.

Lembre que f; se refere a j-ésima coordenada do vetor f e ndo ao j-ésimo potencial
medido, denotado por f/) nas se¢des anteriores. O mesmo vale para g;j € uj. Assim,
é facil perceber que f; = u;, paracada j € {1,..., M}.

Agora, vamos discretizar as equagdes ja estudadas no modelo continuo. A
construcao feita até aqui serd mantida nas subsecdes abaixo. Assim, quando estas
notacdes se repetirem, devemos entender neste sentido.

3.1.1 Discretizacao da Equacao Variacional

Nesta subsecéo vamos discretizar a equacgao variacional do modelo continuo
/’YVU-VU dx:/ gu dS. (14)
Q o0
Antes, para facilitar a notacao, fixemos a matriz

K
A= [ay] = nyj/T VY, VY, de| e RV, (15)
j=1 7

onde a, denota a p-ésima linha de A. Fixemos também o vetor

M
b=[b] = Zgj/m\ypxpjds eRY.
j=1

Observacao 3.1.1 Note que
* cada a,; e cada b, dependem apenas de valores conhecidos, logo A e b sao
também conhecidos;

* se os pontos P, e P; ndo sdo ambos vértices do triangulo T;, entao a,; = 0.
Portanto, A é esparsa, ou seja, possui um numero consideravel de coordenadas
nulas, diminuindo o custo da sua implementagcdo computacional. Similarmente,
se os pontos P, e P; ndo sdo pontos consecutivos na fronteira, ¥, - ¥; = 0,
reduzindo o custo do calculo de b);
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- cada VT, € constante em cada T}, portanto a integral que aparece em (15) se
reduz a uma constante multiplicada por |T;|, também constante.

Agora, lembre que (14) vale para qualquer v € H!(Q). Porém, ndo podemos
garantir que cada T, tenha integral nula na fronteira. Ent&o, discretiza-se assumindo
apenas que (14) vale para cada T, = v € HY(Q). Desta forma, teremos infinitas
solugbes u que se diferenciam duas a duas apenas por uma constante. Assim, fixando
pe{l,...,N}, para o lado esquerdo da equagéao (14) temos

K N
/7VU-VTpd:E:/ > & | [ VD uiYi | -V, de
& Q\j= i—1
K N
Q53 i—1
K N

Zyj/QXTquivn-vrp du
=1 =1

i
K N

Zvj Zul/ VY; - VT, dx
j=1 =1 77T

N K
:Z Z%‘/T_VTi'VTdeE U;
J

i=1 \j=1

N
= Z Api Uy
=1

Agora, ainda com p fixado, para o lado direto da equacao (14) temos

M
gY dS:/ gV | Ty dS

M
= Zgj/ UV, dS = b
Logo,
ap . 'EI/ - bp

Como isso vale para um p arbitrario, temos que
At =D. (16)

Assim, obtemos um sistema linear N x N que possui infinitas solu¢des. Ao longo
deste trabalho vamos nos deparar algumas vezes com esse problema e aplicaremos o
seguinte método para recuperar a unicidade.
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Dada @ = (w;) € RY solugdo qualquer de (16), obtemos

N
w = Z w; L; € Vo
i=1
solucdo de (14) tal que w + ¢ também é solucao de (14), para qualquer ¢ constante.
Portanto, como estamos interessados em encontrar « de modo que u|gq possui integral

nula, temos que
1

109 Jao
é solugao de (14) e f = u|gp possui integral nula. Portanto,

w dS

u=w

M
F(7)g=M(g)=Ff =) fj¥; €V,
=1

com F' o operador direto do modelo continuo. Assim, podemos discretizar o operador
direto pelo operador £, onde F(~) é definido por

F(y):RM 5 RrM =7

Note que F(v)j é o vetor de decomposicéo de F(v)g na base de V3, como sugere a
notacdo com o til introduzida anteriormente.

3.1.2 Discretizacao da Derivada do Operador Direto

Esta subsecao é destinada a mesclar os resultados deste capitulo até aqui com
os resultados vistos em 2.1.2. Entdo, de maneira similar a secao anterior, vamos dis-
cretizar a equacao variacional que modela o calculo da derivada direcional do operador
direto do modelo continuo.

Fixe G = {g),..., ¢} c V3 um conjunto linearmente independente de corren-
tes elétricas e também n € V. Pela Proposigcao 2.3, temos que,

F(v) wMaq
Fe(v)n = : = : :
Fl(y) 1 w50

onde F!(v)n = w®]yq e w() & solugdo de

/ VWl Vo dr = — / nvul . Vo de, Yo € HY(Q), (17)
Q Q

onde
. N -
u=ul = Z ug)Tn
n=1
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€ solucao de (14) para g = g(i). Agora, para facilitar a notacao, fixemos a matriz
i) — [WZ(;?} - —ZW@/T VT, VT, dz| € RN*K, (18)
n=1 J

Fixemos também o vetor 7 = () € RE tal que

K
n=2 X
7=1

Perceba que podemos discretizar a equacao (17) de maneira similar ao que foi
feito na subsecao anterior. Aqui obtemos

AW = p(®), (19)

onde b)) .= Wi e () = <w§i>, .. ,w}?) e RV tal que
W) = Zwﬁ.z)Tj € Vs.
j=1

Assim, similarmente a subsecéo anterior, obtemos um sistema linear de infinitas so-
lugbes que se diferenciam duas a duas apenas por uma constante. Desta forma, re-
petindo o método aplicado, tomamos uma soluc¢ao qualquer de (19) e somamos uma
constante apropriada de forma que w(?)|,,, possua integral nula e seja solugéo de (17).
Portanto, basta repetir este processo para cada i que obtemos o valor de

w50
Fl(y)n = wlgn = : e (V3)'.
w50

3.1.2.1 Calculo da Jacobiana do Operador Direto

Preservando a construcéo feita até aqui, podemos discretizar cada operador FZ/
pelo operador £/, onde F(v) é definido por
(1)
w1

Fl(y):RE S RM s |
(1)

Y

Desta maneira, similar a se¢ao anterior, F{(y)ﬁ € o vetor de decomposicao de F{(V)T}

na base de V3. Agora, seja {e1,...,e;} a base canénica de RX. Entao, perceba que

podemos tomar cada operador FZ.’ como

Flvint (LE(Q) € L°(Q) = RN v | Fl(ner ... El(y)eg ] :
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onde cada Fi’(’y)ej é calculado como vimos acima.
Ainda mais, podemos discretizar o operador F. pelo operador Fé dado por

Ri—| i | erML

Logo, podemos tomar o operador Fé como a matriz jacobiana do operador F; discre-
tizada e aplicada em ~, ou seja,

Fé}(’Y) _ c R(]V[-Z)XK
Fl(yer ... F/(v)ek

Assim, para calcular um numero elevado de derivadas direcionais do operador direto
aplicado em uma mesma condutividade elétrica v, podemos calcular inicialmente a
sua jacobiana. Apds, basta multiplica-la pela decomposicao vetorial de cada direcao.
Porém, perceba que o custo computacional do calculo da jacobiana € muito
grande. Note que é necessario resolver K + 1 equacgdes variacionais para cada bloco

- - MxK
| Fler .. Fl()ex | e RME,

totalizando I(K + 1) equagdes variacionais. De fato, para o i-ésimo bloco, primeiro
resolvemos (14) e obtemos u = u(!). Depois, para cada FZ-’(’y)ej resolvemos (17) para
n = Xr, obtendo w(?) e, consequentemente, o vetor de decomposicéo de w(¥|y, na
base de Vs.

3.2 DISCRETIZAGAO DO CEM

Nesta secao sera apresentado como discretizamos a equacéao variacional que
modela o CEM e também a equacéo variacional que modela o célculo da derivada
direcional do operador direto do CEM. O desenvolvimento sera semelhante ao que
foi apresentado em 3.1, portanto omitiremos boa parte dos célculos. Sera mantido a
construcao dos espacgos Vq, Vs e V3, assim como a decomposi¢cao de nossas fungoes
de interesse nas respectivas bases.

3.2.1 Discretizacao da Equacao Variacional

Seja Q c R? com fronteira suave e condutividade elétrica v € L3°(Q2). Fixe L
eletrodos satisfazendo as condigées do CEM e {z, ..., z;,} 0 conjunto das impedancias
de contato. Veja um exemplo na Figura 4, onde B1(0) := {z € R?; ||lz|| <1} e L = 16
eletrodos igualmente espacados e cobrindo 50% da fronteira de €.
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5 4
..ﬁﬁé‘"‘%e;‘e-g"‘%'»‘h 3
SN Y.

7 .‘%"‘Ai\ > 'ﬁ“;ﬁ‘

o
55
aYl

VAN

Figura 4 — Triangulagao de um conjunto 2 = B;(0), com N = 391, M = 160, K = 620 e
L = 16.

Agora, fixe I € RL um vetor de corrente elétrica e suponha que séo satisfeitas as
condicées do CEM. Lembre que, segundo a Proposicao 2.4, existe uma unica solucéo
(u,U) € H'(Q) & RL de

L
By((u,U), (v,V)) = > _LV;, ¥(v,V) € H Q) @ RE, (20)
i=1
onde B, € o operador definido em (12).
Assim, vamos discretizar a equagao variacional (20). Para mais detalhes sobre os
métodos que serdo implementados, consulte (POLYDORIDES; LIONHEART, 2002).
Fixemos as matrizes

K L
(1) 1 NxN
AW = lafy)] = K]Zlyj/nvrp-vrndx) + (;Z—j/EijTndSﬂ e RV,

@ _ [ @]_|=L NxL
A [am} - EijdS e RV,
AB) = [af)] = L[ v, ds| erEXN,

| P JE, i
4@ [a;?' _ %‘Ep‘} c RLXL
- L <P

AL 4@ c R(N+L)><(N+L) (21)

Y

onde a](f) denota a p-ésima linha de A("). Fixemos também os vetores

e f:[()]
I
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em RV+L),
Agora, podemos discretizar de maneira similar ao que foi feito em 3.1.1. Para
cadape {l,...,N},tomev="T,eV = 0. Assim, obtemos

By((w,U), (v, V) =ai) i +d? U

L
> LV =0,
i=1
logo, substituindo em (20), obtemos
V. a+a? U=
Como isso vale para um p arbitrario, obtemos

ADg 4+ A@y =0,

Similarmente, para cada p € {1,...,L},tome v = 0 e V = ¢, onde ¢, & 0 p-€simo
elemento da base canénica de RL. Assim, obtemos

By((w,U), (v, V) =a i +dV U

L
> LVi=1,
i=1

logo, substituindo em (20), obtemos

o aval?) U=1,

Como isso vale para um p arbitrario, obtemos
A®) g+ AWy = 1.

Portanto, concluimos que

~

A =1, (22)

Assim, obtemos um sistema linear (N + L) x (N + L) com infinitas solugbes
que se diferenciam duas a duas apenas por uma constante. Desta forma, repetindo o
método aplicado na Subsecédo 3.1.1, obtemos u € V» e U € RE onde

€ solugdo de (22) e

com F' o Operador Direto do CEM.
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3.2.2 Discretizacao da Derivada do Operador Direto

Esta subsecao é destinada a mesclar os resultados deste capitulo até aqui com
os resultados vistos em 2.3.2. Entdo, de maneira similar a secao anterior, vamos dis-
cretizar a equagao variacional que modela o calculo da derivada direcional do operador
direto do CEM.

Fixe G = {I1) ... 10} ¢ RL um conjunto linearmente independente de veto-
res de correntes elétricas e também »n € Vy. Pela Proposicéo 2.7, temos que,

F{(7)n w(b)
Fa(y)n = : = : =W,
F/(’Y)T] W(l)

onde (w(i), W(i)> e HY(Q) ® RL é solugdo de
B (w0 W) @0.) = = [ 4vul®. o s 23
2 (O W0), @) = = | nvuld - Tvde (23)

com (u(i) Ul )> solucdo de (20) para (u, U) ( ) el =10,
Agora, a discretizagdo da equagéao (23) € 0 tlda de maneira similar ao apresen-
tado anteriormente, logo,
Ao = (i),

onde b(?) := Wiz
Observacao 3.2.1 Note que

« A é a matriz definida em (21) ja que o lado esquerdo de (23) € equivalente ao
lado esquerdo de (20);

» W (i) € a matriz definida em (18) ja que o lado direito de (23) é equivalente ao
lado direito de (17);

- o) é o vetor definido por

c RNJrL'

Assim, obtemos um sistema linear (N + L) x (N + L) com infinitas solugbes
que se diferenciam duas a duas apenas por uma constante. Desta forma, repetindo o
método aplicado na Subsecao 3.1.1, obtemos wl®) e Vs e wli) e RL onde

Fl(y)n =wt. (24)
Portanto, basta repetir este processo para cada : que obtemos o valor de

FL(vn=W.
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3.2.2.1 Calculo da Jacobiana do Operador Direto

Preservando a construcéo feita até aqui, perceba que podemos repetir o método
aplicado em 3.1.2.1 e calcular a matriz jacobiana do operador direto. Portanto, para
cada operador F/, tomamos o operador £, onde F/(v) é definido por

(1)
~ . 1
Fliy) : RE S RE s Wl = |
(1)
Wi

Perceba que disto e de (24) obtemos 152-’(7)77 = F/(7)n. Assim, podemos tomar cada
operador F/ como

Fl it (L)) € L9(9) = REK 5 [ Fler .. Flyex |,

onde ¢; € o j-ésimo elemento da base candnica de RX e cada E’(y)ej é calculado
como vimos acima. Note também que F/(7)e; = F ()X,
Ainda mais, podemos discretizar o operador Fé; pelo operador Fé dado por

Fh(vi=| | eRrM

Logo, podemos tomar Fé aplicado em v como a matriz jacobiana do operador Fg;
discretizada e aplicada em ~, ou seja,

Fl(er ... F{(Mek
Fg(v) = Lo : e RIAXEK,

Fl(yer ... F(vex

Perceba que o custo computacional para obtermos a matriz jacobiana é o
mesmo do custo no modelo continuo, ou seja, é necessario resolver [( K + 1) equagdes
variacionais. Geralmente este numero € muito alto.

Pensando nisso, se faz necessario um método mais barato para o calculo da
matriz jacobiana. Veremos o método apresentado em (POLYDORIDES; LIONHEART,
2002).

Antes, lembre que, para calcular

precisamos, primeiramente, obter u() onde

B, <<u(">, U(i)> (v, V)) — 1D .V, Y, V)eH, (25)
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com H = H'(Q)@REe IV =1, I;V; o produto interno. Apés, obtemos W) de
(wu,j),w(i,j)) onde

By ((w(i’j),W(i’j)> (v, V)) =— /T vul) . vy dzx, Y(v,V) € H. (26)

Com isso, seja d; o j-€simo elemento da base candnica de RL. Vamos denotar
por (y(j), Y(J)) ¢ H asolugdo de (25) para 1) = d;, ou seja,

B, ((y(j),Y(j)> (v, V)) —d;-V, ¥(v,V) € H. (27)

Logo, calculemos F/(y) - A, = W)

Fi(y) - &g, = WD = (Wi i)
= (- WD, WD)

(27) ( B, ((ym y<1>) , (W<z‘>7w<z‘>>> ...\ B, (<y<L>7y<L>> , (w<i>,w<i>)))
*) ( By (&, W), (ya)’y(l))) By (0 W0 (5B )

(/w SR R R d)

onde a igualdade (*) € dada pela simetria do operador B,. Portanto, basta obtermos
cada u() em (25) e cada y\/) em (27). Apds, ja temos todos os dados necessarios
para os calculos de cada entrada da matriz. Perceba que o custo computacional deste
método € muito menor, pois precisamos resolver apenas [ + L equagdes variacionais.
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4 TESTES NUMERICOS

Este capitulo apresenta alguns testes numéricos realizados com base nos resul-
tados obtidos nos Capitulos 2 e 3. Realizaremos também testes de consisténcia, onde
¢ testado se o resultado obtido satisfaz as condi¢cées de cada modelo estudado.

Sera usado a linguagem de programacgao Python com auxilio da biblioteca
FENICS. Mais detalhes sédo encontrados em (HAFEMANN, 2020).

4.1 TESTES NUMERICOS NO MODELO CONTINUO

Esta secdo é destinada a realizar testes sobre o problema direto do EIT com o
algoritmo do modelo continuo documentado em (HAFEMANN, 2020).

Inicialmente, vamos analisar a EDP para o modelo continuo com solucao
conhecida, e entdo restringir u a fronteira para determinar a funcao f. Apds, vamos
computar e comparar a solugao aproximada f* que o algoritmo nos fornece.

Seja Q = B1(0) := {x € R?; ||z|| < 1} com condutividade elétrica v constante e
igual a 1. Lembre que as equacdes que modelam o modelo continuo séo

div (7Vu) =0em Q (28)
e
7@ =g, em 9. (29)
on
Entao, de (28), obtemos
. 02 02
div (7Vu) = Au = 2. + 8Tyu = 0. (30)

Suponha que, para alguma corrente elétrica g aplicada em 0f2, o potencial elétrico u
gerado é dado por
U(l’,y) = ZE2 - y27 ‘v’(x,y) € .

Tal potencial satisfaz (30). Note que, pelo Teorema do Trago, obtemos

2

f=ulgn:00 =R, (x,y)— —y2.

A Figura 5 ilustra o potencial elétrico u e a fung&o f definidos acima. Ainda mais, por
(29), obtemos

g(@,y) = n(z,y) - Vu(z,y) = (z,y) - (22, —2y) = 2(z* — y*),

para cada (z,y) € 09. Note que g = 2f. A Figura 6 ilustra a corrente elétrica g definida
acima.
Queremos que F(v)g = f e basta mostrar que f e g possuem integral nula. Seja
v definida por
¢ :(0,2m) — 09, t +— (cost,sent)
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Figura 5 — Potenciais elétricos « na cor ama- Figura 6 — Corrente elétrica g.
rela e f na cor verde.

uma parametrizagdo de 0f2. Entdo, de fato, temos que

2 ,
[ as- /0 F®)| @] dt

2m
= f(cost,sen t)\/(— sent)2 + (cost)? dt
0

2m
= / (cos® t — sen® 1)1 dt
0

2

= [costsent} B =0.
Logo,
/ gdS:Q/ fdsS=0.
o0 o0
Portanto, temos que
F(v)g =/,

onde F' é o operador direto do modelo continuo.

Agora, vamos usar o método de elementos finitos do capitulo anterior para
calcular F'(y)g = f* e comparar com a solugéo exata f. Considere a triangulacdo de
Q2 definida na Figura 7 e a condutividade elétrica v constante e igual a 1. Considere,
também, a corrente elétrica g como ja apresentada. Assim, é esperado v* ~ u com u* 0
potencial elétrico resultante calculado pelo algoritmo. Consequentemente, é esperado
fr=~f.

Aplicando o algoritmo que soluciona o problema direto para nosso sistema
montado acima, é obtida «* da Figura 8. Ainda mais, obtemos f* tal que o grafico de
f* oy éilustrada na Figura 9.
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ARG Sy
L
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o

Figura 7 — Triangulacao de €2, com N = 2687, M = 700 e K = 4672.

050 050 |
0.25 0.25 4
0.00 0.00 1
-0.25
-0.25
-0.50 |
-0.50

-0.75 A
— Result

-0.75 -1.00 |

0 1 2 3 4 5 &
-1.00

Figura 8 — Potencial elétrico u* Figura 9 = Potencial elétrico /.

4.1.1 Testes de Consisténcia

Agora, visando verificar se as condi¢des do modelo continuo séo satisfeitas,
vamos realizar alguns testes de consisténcia sobre o sistema montado.

Primeiramente, podemos verificar se a hipotese (28) é satisfeita para u = u*.
A Figura 10 ilustra o resultado obtido com o algoritmo. Concluimos que de fato o
divergente do fluxo elétrico obtido é nulo.

le—-15 5
|Ei
-5

Figura 10 — Gréfico de div (v - Vu*) obtido em Q.
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Agora, como vimos na sec¢ao anterior, é esperado que

ou equivalentemente, f — f* =~ 0. De maneira similar, é esperado que

*
. ou

9 -:78—n~97

ou equivalentemente, g — ¢* ~ 0. De fato, a Figura 11 ilustra o graficode (f — f*)op e
a Figura 12 ilustra o grafico de (g — g*) o ¢.

— Result
0.002 0oz
0.001 4 o1
0.000 000
—0.001 1 =0.01
—0.002 1 — Result ez
T T T T T
0 1 2 3 4

T
3 6

Figura 11 — Diferenca entre f e f*.

T
0

T
2

¥ T T 7
3 4 5 -]

Figura 12 — Diferenca entre g e g*.
Para ilustrar a movimentacao dos elétrons no interior do conjunto €2, plotamos
na Figura 13 o fluxo elétrico dado por

—Vu(z,y) = —(2z, —2y) = 2(—x,y), V(z,y) € Q.

Figura 13 — Fluxo elétrico resultante em ).
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4.1.2 Calculo da Derivada do Operador Direto

Esta subsecéo é destinada a realizar o calculo da derivada do operador direto.
Vamos comparar o calculo apresentado em 3.1.2 com o resultado obtido através da
jacobiana apresentado em 3.1.2.1. Ambos calculos sao aplicados pelo algoritmo citado
no inicio deste capitulo. A construcao feita até aqui sera preservada.

Fixe a direcdo n € L°°(Q2) dada por

1
n=xq+ 54, (31)
onde B = 5.1 (13—0, %) é a bola de raio {5 e centrada em 3 - (1,1) € R%. Veja a Figura
14 para melhor entendimento.

Figura 14 — Grafico da diregdo n definida em (31).

O algoritmo representa uma funcdo v € H'(Q) por uma fungéo v* € V; da
seguinte maneira. Dado 7}, um tridngulo qualquer da malha, denotemos por B;, seu
baricentro, entdo definimos v* constante em 7. de forma que

v, = v(By),

para cada k € {1,...,K}. Desta forma, usando o algoritmo, vamos representar 7
computacionalmente por

3
R b se B, B
n |Tk T
1, se By, §§ B

Agora, considerando a triangulacdo definida na Figura 7, obtemos o grafico de n*
ilustrado na Figura 15. Perceba que, quando o numero de tridngulos for maior, ou seja,
quando a malha for mais fina, melhor sera nossa aproximacéo de n (e das demais
fungbes em H'(Q)).
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15

14
13
12
11

10

Figura 15 — Direcao n discretizada pelo algoritmo.

Visando aplicar a discretizacao vista na Secao 3.1.2, fixe também o conjunto
G = {g}. Note que basta tomar I = 1 e ¢(1) = ¢ e temos o conjunto G que ja estamos
habituados. Desta forma, denotando F; = F| apenas por F, pretendemos calcular

F'(y)n.

Desta maneira, podemos aplicar o algoritmo e resolver a equagéao variacional
/ AVw - Vo dr = —/ nVu- Vo dz, Yo e HL(Q), (32)
Q Q

com u = u* para obtermos F’(v)n = w|yq. Computacionalmente obtemos w* ilustrado
na Figura 16.

072
- I
024
F 000

-—0.24
-—0.48

-—0.72
—0.96

—1.44

Figura 16 — Calculo computacional de w* solucao de (32).

Agora, basta restringirmos w* para a fronteira que obtemos F’(+)n segundo o
método da equacao variacional. Vimos também como realizar este céalculo através da
matriz jacobiana. Veja a Figura 17 que ilustra o grafico de F’(~)n o ¢ calculado através
de ambos métodos.
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10 4
0.5 1
0.0
-0.5
= gquagao variacional
—1.0 1 jacobiana

0 1 2 3 4 5 3
Figura 17 — Célculo de F'(v)n.
A figura acima nos diz que os resultados estdo bastante proximos. Para evidenciar a

diferenca entre os métodos, veja a Figura 18 que ilustra a solucéo obtida através do
segundo método subtraida da solugéo do primeiro.

0002

0001

0.000

—0.001

—0.002

o 1 2 3 4 5 &

Figura 18 — Diferenca entre os céalculos da derivada.

4.2 TESTES NUMERICOS NO CEM

Em paralelo a se¢éo anterior, esta é destinada a realizar testes sobre o problema
direto do EIT com o algoritmo do CEM, também documentado em (HAFEMANN, 2020).

Inicialmente, vamos gerar um modelo simulado para o CEM e calcular sua
solugdo U com o algoritmo citado acima. Apds, vamos realizar alguns testes de con-
sisténcia para verificar se as equacdes que modelam o CEM s&o satisfeitas.

Seja 2 = B1(0) a bola centrada na origem e de raio 1. Tome L = 8 eletrodos
dispostos em 0f) satisfazendo as condigcdes do CEM. Suponha que cada impedancia
de contato z; seja igual a 2.5 x 10~°. Considere a triangulacao de ) definida na Figura
19, assim como a enumeracgao dos eletrodos apresentada.
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Figura 19 — Triangulacao de 2, com N = 1374, M = 208, K = 2538 e L = 8.

Considere, também, a condutividade elétrica  definida por
7= &g+ Ap,

onde B= B3 <—1%, —%) é a bola de raio ; e centrada em — (1, 1) € R2. A Figura
. 10 .
20 ilustra como podemos representar v no algoritmo.

20

18
16
14
12

10

Figura 20 — Condutividade elétrica - de (2.

Agora, tome [ = L — 1 = 7 o numero de vetores de correntes elétricas que
aplicaremos nos eletrodos. Defina a matriz

(1 -1 0 0 0 0 0 0 ]
01 -1 0 0 0 0 0
00 1 -1 0 0 0
I=l0 0 0 1 -1 0 0 0 |eRX*E (33)
00 0 0 1 0 0
00 0 0 1 -1 0
00 0 0 0 1 -1
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e denote por 10) e RL g transposta da i-ésima linha da matriz / acima. Desta forma,
considere o conjunto linearmente independente G = {I(1), ... | 1(D}. Com isso, pode-
mos aplicar o algoritmo e resolver a equagéo variacional

By((u,U), ZIV V(v,V) € H'(Q) ® RL,

para cada I = I(9). Lembre que o operador B~ € o mesmo definido em (12). Assim,
obtemos cada potencial elétrico u(?) ilustrado na Figura 21.

060
u (1) u (2) u (3) u i4)
-~ - N ' - ¢ s

-0.30

-0.00
u 3 u (6 u 7

F-0.15

\
< » 4

Figura 21 — Potenciais elétricos u resultantes em ().

Obtemos, também, cada vetor U(?) € RL dada pela transposta da i-ésima linha
da matriz U € R*ZL tal que, apés um arredondamento de cinco casas decimais de
cada entrada, é dada por

[ 0.59765 —0.59767 —0.1813 —0.07661 —0.01876 0.02119  0.07566  0.17985
0.18239  0.59876 —0.59731 —0.17905 —0.07466 —0.02542 0.01812  0.07717
0.07641  0.18111  0.59937 —0.59144 —-0.17173 —-0.07903 —0.03122 0.01653
0.0134 0.07124  0.17563  0.59534 —0.57582 —0.16341 —0.08301 —0.03336

—0.02417 0.01578  0.06502  0.15772  0.57012 —0.55912 —0.15461 —0.07073
—-0.06617 —0.0117  0.03184  0.07965  0.16005  0.56457 —0.59032 —0.16792
| —0.17885 —0.07465 —0.0156  0.03215 0.0818 0.16567  0.58808  —0.59859

Para um melhor entendimento, veja a Figura 22 que ilustra o grafico de cada
U no intervalo [i,i + 1) e numa cor diferente. Esta maneira de apresentar uma matriz
se repetira ao longo deste capitulo.

Agora, perceba que partimos de cada I(Y) € RL e obtemos cada U() e RL
também, portanto temos que
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061 o . . . .
0.4 -

0.2 1 -

061 * . ’ ) .
1 2 3 4 5 3 7 B

Figura 22 — Potenciais elétricos U(%) resultantes nos eletrodos.
onde F' é o operador direto do CEM.

4.2.1 Testes de Consisténcia

Esta subsecgéo é destinada a verificar se as condigdes iniciais do CEM séo
satisfeitas para nossos dados simulados e o resultado obtido através do algoritmo.
Como vimos na Secéo 2.2.3, o CEM é modelado pelas seguintes equacoes.

div (7Vu) =0em Q, (34)
/ VM as— 1 wieql,. . L} (35)
Ej 8/’7 ]7 AR )

ou L
T3y = 0, em 90\ U Ej, (36)

j=1

e
ou :

u|Ej+zj78—n:Uj, Vie{l,...,L}. (37)

Desta forma, faremos quatro testes de consisténcia para verificar cada uma destas
equacoes.

4211 Teste 1

Aqui vamos verificar se a Unica condicao de interior é satisfeita, ou seja, se a
equagcao (34) é satisfeita para cada u = u(?). A Figura 23 ilustra estes calculos.

Perceba que existe um erro nos pontos (triangulos) de descontinuidade de ~.
Devido a esses saltos de descontinuidade, pode acontecer de o divergente nem estar
definido. Essa equacgao sé sera satisfeita caso tenhamos uma solucao forte da EDP,
que é o caso da solugdo encontrada no exemplo dado em 4.1.1, mas nado é o caso da
solugao encontrada aqui.
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Note que tais erros sdo minimizados com malhas mais finas, ou seja, com
triangulos menores. Portanto, uma estratégia interessante na construcdo da malha
€ a de refinar os triangulos que se encontram em regides que prevemos ter saltos
de descontinuidade. Por exemplo, nos pontos de 955 e também naqueles proximos
simultaneamente de um gap e de um eletrodo.
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Figura 23 — Grafico de cada div <qu(i)> em Q.

4212 Teste?2

Aqui vamos verificar se a primeira condi¢do de fronteira é satisfeita, ou seja, se
a equaco (35) é satisfeita para cada u = u(?). Defina a matriz

I = [J;(“} — [ /E yag:) ds

J

c RlXL

Ainda mais, denote a transposta da i-ésima linha de I* por

@ .- [ ORI ]T e RL.

Assim, € esperado que

consequentemente, é esperado que

Através do algoritmo, considerando um arredondamento de cinco casas decimais,
obtemos I — I* igual a
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[ 0.30403  —0.29246  0.00657  0.00083  0.00179 —0.00022 —0.00368 —0.00349 |
—0.01657 0.29305 —0.28271 0.00659  0.00367  0.00055 —0.00187 0.00041
—0.00527 —0.00847 0.2864 —0.30775 0.01288  0.00212 —0.00119 0.00097
—0.00288 —0.00179 —0.00898 0.31432 —0.31664 0.01073 —0.00042 0.00138
—0.00177 —0.00041 -0.00189 —0.01118 0.30263 —0.29032 0.00457  0.00285
—0.00171 0.00036 —0.00046 —0.00196 —0.00551 0.28667 —0.28786¢  0.0129

| —0.00008 0.00155  0.00005  —0.0007  0.00014 —0.00801 0.3035 —0.29703 |

Para um melhor entendimento, veja a Figura 24 que ilustra o grafico de cada
1) — () no intervalo [i,i + 1) e numa cor diferente.
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Figura 24 — Diferencga entre as matrizes de correntes elétricas I e I*.

Perceba que os erros se concentram nos eletrodos em que correntes elétricas
foram aplicadas. Tais eletrodos compdem as regides onde o potencial atinge os seus
extremos. Por isso 0s erros nessas regides sao maiores.

421.3 Teste3

Aqui vamos verificar se a segunda condicao de fronteira é satisfeita, ou seja, se
a equagao (36) é satisfeita para cada u = u(!). Para isso, basta calcular o fluxo elétrico
resultante em 02 para cada u = u(") e analisar o valor nos pontos dos gaps, ou seja,
0s pontos que nao pertencem a eletrodos. A Figura 25 ilustra cada um dos graficos de

oul®)
Y an oy

aplicados em 0. Note que os valores de interesse estdo em amarelo.

Perceba que os erros se concentram em pontos dos gaps préximos a eletrodos
que possuem valores de fluxo elétrico ndo nulo. Isso ocorre pelo salto de descontinui-
dade existente entre o fluxo do eletrodo e do gap ’vizinho’. Assim como no primeiro
teste, malhas mais finas nessas regiées minimizam esses erros.
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Figura 25 — Gréfico de cada v an em o).

4214 Teste4d

Aqui vamos verificar se a terceira e ultima condicdo de fronteira é satisfeita, ou
seja, se a equacao (37) é satisfeita para cada (u, U) = (u(i), U(")>.
Defina, para cada (i,j) € {1,...,1} x{1,..., L},

(1) ., _ou
i

Note que é esperado que cada U;(i) seja constante e aproximadamente UJ(. ). Porém,
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o calculo computacional gera um certo erro. Veja o grafico de Uf(l) aplicado em £ na
Figura 26. Note que QDl[OﬂT/g] parametriza F1, por isso obtemos este intervalo no eixo x.
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Figura 26 — Grafico de Ul*(l) aplicado em Ej.

Vamos omitir os demais graficos ja que sao similares a este e teriamos I L = 56 figuras
apenas para isso. Desta forma, aproximaremos cada U;(’) pela média dos valores

aplicados nos pontos de ;. Por exemplo, teremos UI(D = 0.59759 ao considerarmos
uma aproximagao de cinco casas decimais.
Agora, defina a matriz

U* — [U]*(Z)] e RZXL.

Ainda mais, denote a transposta da i-ésima linha de U™* por
) [ =) =) }T c rL
L 1 DY L .

Entdo é esperado que U;m ~ U]@ e, consequentemente, é esperado que U* ~ U.
Com isso, veja a Figura 27 que ilustra o grafico de cada U(%) — U*(9) no intervalo
[i,7 4+ 1) e numa cor diferente, similarmente ao feito no segundo teste.
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Figura 27 — Diferenga entre as matrizes de potenciais elétricos U e U™*.
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Perceba que os erros se apresentam apenas nos eletrodos em que foram apli-
cadas correntes elétricas, mas sdo menores que 6 x 107>,

4.2.2 Calculo da Derivada do Operador Direto

Esta subsec¢éo é destinada a realizar o calculo da derivada direcional do opera-
dor direto do CEM aplicado em ~, para a mesma diregao n definida em (31). Primeira-
mente, vamos calcular a derivada através da solucao da equacao variacional

l%«dﬁwwfwyﬁz—/WWNWWMaVWVM%NW@Ré (38)
Q

conforme o calculo apresentado em 3.2.2. Vamos também calcular a derivada através
da jacobiana do operador direto conforme apresentado em 3.2.2.1. Serao realizados
ambos os métodos de calcular a matriz jacobiana apresentados e verificaremos se
apresentam a mesma solucado, como esperado na teoria. Apds, vamos comparar a
solucao obtida com a solucdo do método da equacao variacional com a solucao obtida
com o0 método da jacobiana. Estes calculos sao aplicados pelo algoritmo citado no
inicio deste capitulo. A construcao feita até aqui sera preservada.

Como citado acima, fixe a dire¢céo n € L°°(Q2) definida em (31), veja a Figura 14.
Usando o algoritmo e a triangulacao definida na Figura 19, representamos n como na
Figura 28. Perceba que a triangulacéo definida na Figura 7 difere desta, logo obteremos
representacées computacionais diferentes.
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Figura 28 — Direcao .

Visando aplicar a discretizagao vista em 3.2.2, fixe o conjunto linearmente inde-
pendente G = {I(1), ... 1M} com ! =L —1 = 7. Lembre que cada I() foi definida
em (33). Desta forma, denotando F; apenas por F, pretendemos calcular

F{(v)n wb)

Flom=| :+ |=] i [=WeRr*
F{(V)U W(l)
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Para este calculo, podemos resolver (38) onde cada u() foi obtido na resolucao do
problema direto. Veja Figura 21. Assim, aplicando o algoritmo, obtemos como solugéo
cada par (w(i), W(i)> apresentadas nas Figuras 29 e 30. Note que a Figura 30 ilustra

cada W) no intervalo [i,i + 1) e numa cor diferente, de maneira similar ao visto
anteriormente.

w'l) w2l w3 W 0.60

" X Xe 1

F0.15
w'3) w'e! w7 -0.00

r—0.15

. —0.30

\ \ ’ - -0.45

—0.60

Figura 29 — Cada solucéo w() aplicada em .

-

1 2 3 4 5 6 7 B
Figura 30 — F/()n = W calculado pela equagéo variacional.

Vimos também que podemos computar a matriz jacobiana F’(v) € RUFL)*K g
apds, basta multiplicarmos pelo vetor 7 € RX da decomposicéo de 1 na base de V.

A Subsecado 3.2.2.1 apresenta duas maneiras para realizar o célculo da ja-
cobiana. A Figura 31 ilustra W obtido pelo método computacionalmente mais caro.
Enquanto a Figura 32 ilustra W obtido pelo método computacionalmente mais barato.
Este método foi apresentado originalmente em (POLYDORIDES; LIONHEART, 2002),
entdo chamaremos de método de Polydorides.
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Figura 31 — )V calculado pelo primeiro Figura 32 — W calculado pelo método de
método da jacobiana. Polydorides.

Visualmente podemos concluir que ambos resultados estdo bem préximos. A figura 33
ilustra a diferenca entre as figuras 31 e 32.
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Figura 33 — Diferenca entre ¥V de cada método.

De fato, a diferenca é bem baixa. Desta maneira, podemos desconsiderar o primeiro
método.

Agora, podemos comparar a solugdo apresentada na Figura 30 obtida através
do método da equacgao variacional com a solucao apresentada na Figura 32 obtida
através da jacobiana do método de Polydorides. A Figura 34 ilustra a diferenca entre
os métodos citados.

Portanto, ambos os métodos nos trazem solucdes bastante proximas. Lembre
que o primeiro método realiza apenas duas equacgdes variacionais para cada com-
binacdo entre condutividade ~ e direcdo 7, enquanto o segundo método fixa uma
condutividade ~ e calcula a jacobiana ao resolver | + L equacdes variacionais para
qualquer numero de dire¢des n’s. Mais detalhes foram apresentados na Secao 3.2.2.

Desta forma, é mais vantajoso computacionalmente usar o método de Polydo-
rides quando a derivada, aplicada numa condutividade fixa, é usada diversas vezes.
Como, por exemplo, num método do tipo Newton.



Capitulo 4. Testes Numéricos 51

0.0030 -
0.0025 -
0.0020 -
0.0015 -
0.0010 -
000051

DO00D {  , “ese see 8 et * .

—0.0005 A

Figura 34 — Diferenca entre as derivadas W = F’(v)n obtidas pelo método da equagao
variacional e pelo método de Polydorides.
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5 CONCLUSAO

Neste trabalho foi discutido a evolugao dos modelos que descrevem matema-
ticamente o problema direto da Tomografia por Impedancia Elétrica, iniciando com o
modelo continuo e apresentando os argumentos que levaram até o modelo completo
de eletrodos, o0 modelo mais usado atualmente. Também foi apresentada a formulacao
variacional de cada modelo, a qual possibilita definir a chamada solucao fraca. Com
isso, foi possivel discretizar os espacos das funcdes de interesse e apresentar uma
maneira de implementar computacionalmente cada um dos modelos. Por fim, foram
realizados testes numéricos que corroboraram a validade do sistema ao apresentar so-
lugbes que satisfizeram as hipoteses iniciais de cada problema. Vale também destacar
os estudos e resultados obtidos do operador direto de cada modelo, assim como 0s
resultados de suas derivadas direcionais.

Fica como inspiragdo para um trabalho futuro aprimorar as constru¢des dos
modelos para que seja possivel resolver o problema inverso da EIT. Ainda mais, usa-lo
para reconstrucdes de imagens de corpos reais, ndo apenas de dados simulados.
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