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RESUMO

Essa monografia tem como propésito fazer uma revisao geral da geometria de Lorentz e de
espagcos-tempos a fim de classifica-los de acordo com sua causalidade através da chamada
hierarquia causal. Essa classificagdo diz respeito ao comportamento da classe de curvas
causais nos espacos-tempos, o que além de possuir um significado fisico importante na
Relatividade Geral, permite a obtencao de outros resultados de aspectos mais puramente
geométricos. Também sao apresentados exemplos de espagos-tempos em diferentes niveis
dessa divisdo, com um foco especial para o espago-tempo de Misner, que ao mesmo tempo
possui uma regiao com causalidade no primeiro e outra no tultimo degrau de classificagao
da hierarquia.

Palavras-chave: geometria de Lorentz, espagos-tempos, hierarquia causal.



ABSTRACT

This monography aims to do a general review of the Lorentzian and spacetimes geometry
in order to classify then according to their causality through the so-called causal hierarchy.
This classification concerns the behavior of the class of the causal curves in the spacetimes,
which in addition to having an important physical meaning in General Relativity, allows
the obtaining of other results of more purely geometric aspects. Examples of spacetimes
in different levels of this divison are also presented, with a special focus on the Misner
spacetime, which at the same time has a region with causality in first and another with
causality in last degree of classification of the causal hierachy.

Keywords: Lorentzian geometry, spacetimes, causal hierarchy.
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1 INTRODUCAO

Em 1905, foi publicado por Albert Einstein (1879 - 1955) o artigo Sobre a eletrodina-
mica dos corpos em movimento, responsavel por fazer com que a visao de espaco e tempo
da fisica classica fosse substituida pela teoria da relatividade. As previsoes relativisticas
diferem da fisica Newtoniana especialmente em grandes velocidades, cenario no qual a
teoria antiga é menos precisa. Entretanto, o novo modelo fazia previsdes desconsiderando
a influéncia de forgas gravitacionais, o que o levou a mais tarde ser conhecido como Re-
latividade Restrita. De fato, a inclusao da gravidade na teoria era um problema bastante
complexo, o qual s6 foi solucionado em 1915 pelo proprio Einstein, que conseguiu adici-
onar esse elemento ao sofisticar drasticamente o modelo prévio, incorporando uma nova
poderosa interpertacao geométrica da Relatividade Especial, introduzida em 1908 por um
artigo de Hermann Minkowkski (1864 - 1909), um grande matematico que fora professor
de Einstein. A relatividade geral se tornou um dos pilares da fisica moderna, possuindo
uma impressionante concordancia com a experiéncia.

Na Relatividade Geral, o universo é representado através de um modelo geométrico
chamado espaco-tempo. Grosso modo, os pontos de um espaco-tempo descrevem todos os
possiveis eventos fisicos através de sua localizacao espacial juntamente com o instante de
tempo em que ocorrem. A geometria dos espagos-tempos codifica a relagao causal entre
esses eventos, sendo assim, é possivel modelar o universo em toda sua extensao temporal
(isto é, passado, presente e futuro) ou apenas uma regido, como a vizinhanga de um
buraco-negro ou planeta.

Em um espaco-tempo, uma classe especial de curvas, chamadas curvas causais
futuro-dirigidas, descreve a troca de sinais fisicos, isto é, informacao entre eventos, e
codifica assim a ideia de causalidade. Mais especificamente, se dois eventos p e ¢ sao tais
que uma curval causal futuro-dirigida « viaje de p até ¢, entao isso é interpretado na fisica
relativistica como significando que o ponto p enviou um sinal fisico para o ponto ¢. Nesse
caso, é dito que p esta no passado de ¢ (e, como é de se esperar, que ¢ estd no futuro de
p), € que o evento p influenciou o evento g. Desse modo, é de bastante interesse estudar
quando dois pontos de um espago-tempo podem ser conectados por curvas causais futuro-
dirigidas. Ainda mais, para além da valiosa interpretacao fisica, essa inspecao é capaz de
prover importantes resultados de interesse mais puramente geométrico a cerca do modelo.

Acontece que, na relatividade geral, nao ha nenhuma restricdo a priori para a exis-
téncia de curvas causais futuro-dirigidas fechadas, isto é, curvas dessa classe que partem
de um certo ponto p, viajam pelo espago-tempo e retornam para p. Uma curva como essa
é o que pode ser interpretado fisicamente como um tipo de méaquina do tempo, pois re-
presenta a ocorréncia de um evento que influencia seu proprio passado. Embora isso seja
muitas vezes rejeitado do ponto de vista da fisica, € uma possibilidade tedrica, ainda que

remota.
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Em razao disso, um espaco-tempo pode ser classificado de acordo com o comporta-
mento da classe de curvas causais nele definidas. Esta classificagao é comumente chamada
de hierarquia causal, que varia desde os minimamente bem comportados - os espacos-
tempo ditos nao totalmente viciosos - até aqueles em que valem as “melhores” proprieda-
des com respeito a causalidade, que sao os globalmente hiperbolicos.

O tema dessa monografia é uma descrigdo matematicamente rigorosa e detalhada da
geometria dos espagos-tempos e sua causalidade, e, em especial, inspecionar e classificar
diferentes niveis desses modelos através da mencionada hierarquia causal. O desenvolvi-
mento do projeto de pesquisa se dara a fim de aprofundar os conhecimentos do autor
na area de geometria de Lorentz, familiarizando-o com suas técnicas e resultados bésicos,
bem como alguns aspectos de sua aplicagao em modelos fisicos

Este trabalho esta organizado da seguinte forma: no segundo capitulo, que segue de-
pois da introducao, sdo descritas - com referéncias, mas sem demonstragoes - as principais
propriedades geométricas das chamadas variedades semi-Riemannianas, uma classe mais
ampla da qual ambas variedades Riemannianas e de Lorentz sdo os principais subtipos.
Em particular, os espacos-tempos sao variedades de Lorentz com algumas caracteristicas
adicionais.

Ja o terceiro capitulo discute mais de perto os espagos-tempos e descreve algumas
de suas propriedades com respeito a causalidade. No quarto capitulo é introduzida a
classificacao por meio da hierarquia causal de espagos-tempos e estudadas as propriedades
de cada um de seus degraus. Ja o tltimo capitulo é destinado a um exemplo especial de
espacgo-tempo que ilustra diferentes degraus da hierarquia causal em regides distintas

desse.



2 GEOMETRIA SEMI-RIEMANNIANA

A geometria semi-Riemanniana trata de estudar as variedades semi-Riemannianas,
que sao objetos geométricos que buscam generalizar as variedades Riemannianas. Varias
propriedades e resultados vao ser analogos ao caso Riemanniano, mas naturalmente algu-
mas importantes diferencas aparecem. A Relatividade Geral se utiliza das variedades de
Lorentz para modelar os espagos-tempos, as quais sao um caso particular dessa generali-
Zagao.

As demonstracgoes deste capitulo estao omitidas e podem ser encontradas na litera-

tura geral do assunto, como em [8].

2.1 ESPACOS SEMI-EUCLIDIANOS

Um espago semi-FEuclidiano de dimensao n é um par (V,b) em que V é um espago
vetorial de dimensao finita igual a n e b : V XV — R uma forma bilinear simétrica
e nao-degenerada. Esse conceito busca generalizar as nogoes presentes em um espaco
Euclidiano, flexibilizando a condi¢ao de que a forma seja positiva-definida ao exigir que
esta seja apenas nao degenerada. A nao degenerescéncia de b significa que seu subespaco

nulo N'(b) é trivial, isto é,
NO) ={veV:bvw)=0,vVweV}={0y}.

Definicao 2.1.1. (fndice de uma forma bilinear) O indice v de um espaco semi-FEuclidiano

(V,b) é a maior dimensdo de um subespago restrita ao qual b é negativa-definida.

Proposicao 2.1.2. Todo espago semi-FEuclidiano (V,b) de dimensao n admite uma base
ortonormal (também dita ser b-ortonormal), isto é, uma base {e1,...,e,} de V tal que
blei,ej) =0, Vi#j, ec; .= b(e;,e;) = £1. O numero de €; s que sao iguais a -1 € igual

ao indice v de (V,b) e portanto é o mesmo para qualquer outra base b-ortonormal.

Se o indice de (V,b) é igual a zero, entdo a forma bilinear é positivo-definida, e
entao se tem um espaco Euclidiano. Caso a dimensao de V seja maior ou igual que dois
e o indice seja um, entdo (V,b) é dito ser um espago de Lorentz. A partir de agora serd
fixado um espago semi-Euclidiano (V,b) de dimensao n e indice v. A norma de um vetor

v € V é definida como

o] := y/1b(v, V)]

Embora seja referida como norma, sé satisfaz as condigdes para ser norma no sentido
usual da Anadlise para o caso de indice zero, ou seja, em espagos Euclidianos. De fato,
pode ocorrer que |v| = 0, mesmo se v # 0, e a desigualdade triangular ndo vale em geral,
como ficara claro mais adiante.

Um subespaco W C V ¢ dito ser degenerado se o produto escalar bW w © for. B

X
possivel ainda definir a ideia de vetores ortogonais, isto é, dados v, w € V, é dito que v e
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w sao0 ortogonais, e denotado v L w, se b(v, w) = 0. Com isso, para um subespago W C V

qualquer, constréi-se a nogao de subespaco ortogonal a W da seguinte maneira:
W= {v € V:b(v,w) =0,Yw € W}.
Algumas propriedades sao rapidamente obtidas:

Proposigao 2.1.3. Sejam (V,b) um espago semi-FEuclidiano e W C 'V um subespago
qualquer. Entdo, tem-se que dim(W) + dim(W+) = dim(V), (WH)* = W e V € soma

direta de W e W+ se, e somente se, o subespaco W for ndo degenerado com respeito a b.

Defini¢ao 2.1.4. (Carater causal de vetores) Seja (V,b) um espago semi-Euclidiano de
dimensdo n > 2 cujo indice v € maior que zero e menor que n. Seja v € V, dizemos que
o cardter causal de v é:

a) tipo-tempo (ou temporal), se b(v,v) < 0;

b) tipo-espago (ou espacial), se b(v,v) >0 ouv =0;

¢) tipo-luz (ou luminoso), se b(v,v) =0 e v # 0;

d) causal (ou ndo-espacial) se € tipo-luz ou tipo-tempo.

O conjunto dos vetores luminosos de V € chamado cone de luz e denotado A. O con-

junto dos vetores tipo-tempo, chamado cone de tempo, é um aberto, bem como o conjunto

dos vetores tipo-espaco. O conjunto dos vetores causais é nomeado cone causal.

O foco deste trabalho serd marjoritariamente em espacos de Lorentz, portanto serd
assumido daqui em diante que (V,b) é um espago de Lorentz. Estes possuem importéancia
significativa devido a sua ligacio com a relatividade geral e restrita. E possivel definir o

carater causal de subespacos em um espacgo vetorial de Lorentz:

Definicao 2.1.5. Seja W C V um subespaco qualquer. Se W for ndo degenerado, o seu

indice € definido como o indice do espago semi-FEuclidiano (W, b W W). W € dito ser:
X

a) tipo-tempo (ou temporal), se é nao-degenerado e tem indice 1;
b) tipo-espago (ou espacial), se é nao-degenerado e tem indice 0;

c¢) tipo-luz (ou luminoso), se € degenerado.

E possivel provar que um subespaco W C V é luminoso se, e somente se, dim(W N
W) = 1. Ainda mais, quaisquer dois vetores luminosos v e w em V sdo ortogonais se, e
somente se, sao colineares. Também vale que um subespago W C V é tipo-tempo se, e
somente se, W+ é tipo-espaco. Logo, um vetor temporal v € V sé pode ser ortogonal a
um vetor w € V se w for espacial.

Fixado um vetor tipo-tempo qualquer v, o cone de tempo de v, denotado T (v), é o

conjunto dos vetores temporais w tais que b(v,w) < 0. O conjunto 7 dos vetores temporais
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¢ exatamente a uniao disjunta entre os conjuntos conexos 7 (v) e T (—wv), pois dois vetores
tipo-tempo nunca sdo ortogonais, como descrito no paragrafo acima.

Para qualquer outro vetor tipo-tempo v’ os cones produzidos sao os mesmos. Escolher
um desses cones é orientar temporalmente (ou dar uma orienta¢io temporal para) V. E
dito que o cone escolhido T é o cone de tempo futuro, e o outro, denotado 7, é o cone
de tempo passado. Vetores no cone futuro sao ditos futuro-dirigidos, enquanto no cone
passado sao denominados passado-dirigidos. Dados v,w € V, v e w estao no mesmo cone
de tempo se, e somente se, b(v, w) < 0.

De maneira andloga, para v € T fixo, o conjunto dos vetores luminosos w € V
pode ser decomposto na unido daqueles em que b(v, w) < 0 (futuro-dirigidos) e daqueles
em que b(v,w) > 0 (passado-dirigidos), que serdo denotados A* e A~, respectivamente.
Os cones causais sdo definidos como T+ U A*.

Abaixo, sao descritas algumas propriedades satisfeitas por espacos de Lorentz que

sao dramaticamente distintas daquelas de espagos Euclidianos.

Proposicao 2.1.6. Em um espago de Lorentz (V,b), quaisquer dois vetores tipo-tempo

v,w €V satisfazem as duas desigualdades abaizo
[olfw] < [b(v, w)], o] + |w] < |v+wl,

e vale igualdade se, e somente se, v e w forem colineares. Fssas inequagoes sao chamadas,

respectivamente, de desigualdade de Cauchy reversa e desigualdade triangular reversa.

Definig¢ao 2.1.7. (Isometria linear) Sejam (V, by) e (W, bw) dois espagos semi- Euclidianos.
Uma aplicacao F' :' V — W ¢é dita ser uma isometria linear se é um isomorfismo linear

entre os espagos vetorias Ve W que preserva o produto escalar, isto €, tal que
by(v,v") = bw(F(v), F(v")), Vuv,v" € V.
Nesse caso, (V,by) e (W, bw) sdo ditos serem linearmente isométricos.

Exemplo 2.1.8. Considere V = R", e o produto escalar definido como

b, :R" xR" > (z,y) — —ixiyi + i x;y; € R.
i=1 i=v+1

Denota-se (x,y), := b,(x,y). Entdao, R := (R™, (., .),) é um espago semi-Euclidiano de
indice v. De fato, se {e1,...,e,} é a base canénica de R", entao (e;, e;), = 0, se i # 7,
(ei,e:), =—1sel<i<ve(e,e)=1sev+1<i<n.

Qualquer espaco semi-Euclidiano de dimensao n e indice v é linearmente isométrico
a R”. De fato, seja (V,b) um tal, e {vy,...,v,} € V uma base b-ortonormal. A fungao
f:(V,b) — R definida por f(v;) = e;, Vi € {1,...,n}, é uma isometria lincar. Em

particular, todo espaco de Lorentz é linearmente isométrico a RY.
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O cone de luz em R} é o conjunto dos pontos x € R — {0} tais que (z,z), = 0, isto

e

A={zeR"—{0}:2]=> 7}
=2

Ou seja, A consiste de dois cones disjuntos em R” (no primeiro z; > 0 e no segundo
x1 < 0). O interior de cada componente conexa desse cone duplo corresponde aos vetores

tipo-tempo, enquanto o exterior aos vetores tipo-espaco. A figura abaixo ilustra R$.

Figura 1 — Na figura estd representado R} com o cone de luz em vermelho. E usual denotar as coordenadas
como (t,x,y), colocando a varidvel ¢ no eixo vertical.

2.2 VARIEDADES SEMI-RIEMANNIANAS

Esta secao é destinada a introduzir as variedades semi-Riemannianas a partir do

conceito de espacos semi-Euclidianos previamente definido.

Definicao 2.2.1. (Variedades semi-Riemannianas) Uma variedade semi-Riemanniana de
indice v e dimensdon é um par (M, g) em que M = M™ é uma variedade diferencidvel* e g
um (0, 2)-tensor que associa cadap € M a uma forma bilinear simétrica e nao degenerada
g, em T,M cujo indice é v € {0,...,n}. g é chamado de tensor métrico ou, se nao hd
risco de confusio, simplesmente de métrica. Se v =1 en > 2, entao (M,g) é dita ser

uma variedade de Lorentz.

Com relagdo a um certo sistema de coordenadas locais (U, = (x!,... 2")), as

o 0

9z Bxd

componentes do tensor métrico sdo g;; = g( ). Os componentes da matriz inversa

1 Aqui e doravante, diferencidvel significara real e C*°. Além disso, toda variedade serd assumida Haus-

sdorf e segundo-contavel.
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de [¢ijlij=1...n s@0 denotados como g¥. As nocoes de cardter causal sdo estendidas para

curvas e campos vetoriais de acordo com a definicao abaixo.

Definicao 2.2.2. Seja (M™, g) uma variedade semi-Riemanniana de indicev € {1, ..., n—
1}. Uma curva suave oo : I C R — M ¢é dita tipo-tempo [resp. tipo-espago, tipo-luz, cau-
sal/ se, Vt € I, o/(t) € tipo-tempo [resp. tipo-espago, tipo-luz, causal/ em T, M. Ana-
logamente, um campo vetorial X € X(M) € dito tipo-tempo [resp. tipo-espago, tipo-luz,

causal/ se, Vp € M, X, tem o cardter causal correspondente em T,M .

Seja (M, g) uma variedade semi-Riemanniana de indice v e dimensao n fixa. O
conjunto dos vetores tipo-luz de T,M ¢é chamado cone de luz em p, e denotado A,. E
conveniente do ponto de vista técnico estender o conceito do carater causal de curvas
suaves para curvas suaves por partes.

Vale recordar que uma curva « : [a,b] — M é dita ser suave por partes se existe uma
partigdo {a =: tg < t; < -+ < ty, < tyy1 := b} do intervalo [a,b] de modo que « etens]
é uma curva suave, para 0 < 7 < m. Denotando o/(t;) e o/(t;") os limites laterais pela
esquerda e direita de o’ em t;, dizemos que « é tipo-tempo se o for em cada segmento
suave e se

gla'(t7), o/ (7)) <0,
isto 6, o/ ndo troca de cone de tempo nas quebras. E exigido analogamente para o
causal /luminosa que nao troque de cone causal/cone de luz. Generalizando para quaisquer

intervalos, o : I € R — M é suave por partes se «

, 0 é, para todo a < b € I, e se
define analogamente para tipo-tempo/causal/tipo-luz. 7
A partir de agora, curva tipo-tempo/causal/tipo-luz se referird, a menos de mengdo

explicita, a uma curva suave por partes de mesmo tipo.

Definigao 2.2.3. (Comprimento Lorentziano) O comprimento Lorentziano de uma curva

causal suave por partes « : la,b] — M € definido como

b
Ly(a) = / o/ (s)|ds.
Exemplo 2.2.4. Defina em R” o tensor 7, dado por
(M)p(vp, wp) = (v,w),, VpeR" Vv,wel,R"

Aqui v, e v estao relacionados pelo isomorfismo canoénico entre os espacos semi-Euclidianos
T,R™ e (R, (,),). Sera denotada por R} a variedade semi-Riemanniana (R",7,), quando
nao houver risco de confusdo com a notacao usada para o espago semi-Euclidiano. Se

v=1en > 2 entao a variedade é de Lorentz.

Definicao 2.2.5. (Gradiente) O gradiente em (M, g) de uma fungio f € C*°(M), deno-
tado VIf, € o campo vetorial metricamente associado da 1-forma df, isto €, o campo que
satisfaz

g(VIf, X) =df(X),VX € X(M).
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Da definigdo acima, segue imediatamente que, em coordenadas locais, (VIf)" =
ik Of 2
9 gk
Um wvalor regular para f é um ¢ € R tal que df, # 0, para todo p € f~'(c). Se ¢ é
um valor regular para f, entao N := f~!(c) é uma hipersuperficie de M. Analogamente

ao caso Riemanniano, vale que, para todo p € N,
T,N = (V?f(p)"

pois se  : 0 € I — N é uma curva suave com &'(0) = v € T,N, entao (f o a)(s) = ¢,

Vs € I, e, portanto,
0= (f © a),«)) = dfp(”) = gp(vgf<p>’ U)7

isto é, v é ortogonal a V9 f(p).

Exemplo 2.2.6. (Hiperquddricas) Em R"™! defina a funcio:
Q:Ry*'op=(p'....p") = (p,p), €R

em que (,), é o produto escalar de indice v em R"'. As pseudoesferas de raio
r, denotadas S"(r), sdo definidas como Q~!(r?), e os pseudohiperboldides de raio r > 0,
denotados H"(r?), sdo definidos como Q~1(—r?). Estas sio ambas variedades de dimensao

n. De fato, o campo vetorial posi¢do, definido como

P:R*>p:=(p',....p""") — Zpiai
i=1

p’
é tal que VQ = 2P, pois
ik 09 i i
(9" 550 () = (2:0u) (22k0") = 2" = 2(P(p))",
em que 0;; € o delta de Kronecker. Sendo assim, se p # 0, (VQ), = 2P(p) = p, # 0.
Entao ¢ # 0 é sempre um valor regular de Q.
Considere agora a inclusdo i : Q' (£r?) — R’ E possivel definir uma métrica

nas hiperquédricas a partir do pullback de 7, pela inclusao, isto é:
(@10 )p (v, w) = (1)igp) (dip (v), dip(w)), Vp € Q71 (r?), Vo, w € T,(Q7H (£1?)).

Essa métrica é de fato uma métrica semi-Riemanniana, que possui indice v em S(r) e
indice v — 1 em H"_,(r?), como serd justificado em mais detalhes e de maneira mais geral
na se¢ao sobre imersoes semi-Riemannianas.

As hiperquadricas S7(1) em R7™ ¢ Hf ™ em RS sdo ambas variedades de Lorentz,
cujos recobrimentos universais sao chamados de espago de Sitter e anti-de Sitter, respec-
tivamente. A hiperquddrica S" := Sjj(1) é chamada de n-esfera redonda, ou simplesmente

esfera, e a métrica induzida, denotada w,, é a métrica usual ou redonda.
2

Nesta equagao, e sempre que for conveniente, sera utilizada a convencio de Einstein para somatorio,
a qual determina a existéncia de uma soma nos indices superiores e inferiores repetdos, variando de 1
até a dimensao da variedade.
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Se (M™, gnr) e (N™, gn) sao duas variedades semi-Riemannianas, entao, é possivel
definir uma métrica na variedade produto M x N de maneira bastante natural. De fato,

se Ty € Ty Sao as projecoes na primeira e segunda coordenadas, a métrica
* *
h = mygm + Tygn

faz com que (M x N, h) seja uma variedade semi-Riemanniana. Observe que, identificando
Tip,q) (M x N) com a soma direta de T,M e T, N, entdo para w = vy + vy, w = vy, +vy €
T,M ®T,N, vale que

hp.g) (W, w') = gary(var, Vi) + gn g (v, V),

portanto, basta tomar {wy, ..., w,,} base ortonormal de T,M e {vy,...v,} base ortonor-
mal de T, M e observar que a uniao desses dois conjuntos da uma base ortornormal para
Tpg)(M x N). Em particular, esse argumento mostra que o indice de h é a soma dos
indices de gy € gn.

A variedade (M x N, h) é chamada de produto semi-Riemanniano entre (M, gyr) e
(N, gn). E possivel generalizar esse conceito para os chamados produtos semi- Riemannianos

torcidos. Para isso, considere f € C°°(M) uma funcao estritamente positiva, e a métrica
h=mign + (f o) mivgn,

definida em M x N. Para verificar que h define em M x N uma variedade semi-Riemanniana,
basta observar que, agora, o conjunto
w1y W,

OREIOL

é uma base h-ortonormal para T{, ) (M x N). Novamente, o indice de h é a soma dos

{v1,..., Up,

outros dois indices.
Denota-se por M x; N := (M x N,h) o produto semi-Riemanniano torcido de
base M, fibra N e funcao deformadora f. O produto definido anteriormente é um caso

particular deste, no qual f = 1.

Exemplo 2.2.7. (Cilindros de Finstein e Riemanniano) O produto semi-Riemanniano
entre (R, e - dt?) e (S*,w,), com € = +1, é uma variedade semi-Riemaniana chamada de
cilindro usual (ou cilindro Riemanniano), se ¢ = 1, e chamada cilindro de Einstein, se
e = —1. No primeiro caso a variedade ¢ Riemanniana, enquanto no segundo a variedade

é de Lorentz.

Exemplo 2.2.8. (Espacos de Robertson-Walker) Seja (N, gny) uma variedade Riemanni-
ana, M = (a,b) C R um intervalo qualquer, e f € C°°(/N) uma fungao positiva. Um espaco
de Robertson- Walker generalizado M x; N é da forma de um produto semi-Riemanniano
torcido por f entre (M, —dt*) e (N, hy). Se N for o espaco Euclidiano RY, a esfera redonda
ou o espaco hiperbdlico Hfj (1), entao o produto ¢ dito ser um espago de Robertson- Walker

simples. Estes sao exemplos bastante importantes para a Relatividade Geral.
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2.3 CONEXAO DE LEVI-CIVITA

Parte das nogoes mais importantes presentes na geometria Riemanniana podem ser
definidas analogamente para o caso semi-Riemanniano através da nogao apresentada nesta

secao. Mais adiante se faz uma relacao entre esta nocao e a métrica da variedade.

Definicao 2.3.1. (Conexao afim) Uma conexao afim em uma variedade diferencidvel M
¢ uma aplicacao
ViX(M)xX(M)> (VW)= VyW e X(M)

que satisfaz:
a) R-bilineariedade;
b) VeyW =f-VyW VYV, WeX(M),VfeC®M);
) Vyf - W=V(f)- W+ f-VyW VYV, WeX(M),VfeC>M).
Uma variedade afim € um par (M,V), em que M ¢é uma variedade diferencidvel e

V uma conexdo afim.

Note que essa definicdo independe de M ser uma variedade semi-Riemanniana. A
partir da conexao se pode construir diversas noc¢oes geométricas na variedade M, como

curvatura e geodésicas.
Proposicao 2.3.2. (Localiza¢ao) Dados V, W, Z € X(M), vale que:
1. Se V(p) = W(p), para algum p € M, entio Vv Z(p) = VwZ(p);

2. Se existe um aberto U C M tal que V’U =W

. entao

ViV(ig =VW(g), VgeU.

Essa proposicdo garante que é possivel calcular a conexao em campos vetoriais de-
finidos localmente (em algum aberto U C M, por exemplo), estendendo-os para M, e
no fim obter um campo vetorial cujos valores em U independem da extensao escolhida.

Assim, a defini¢ao abaixo faz sentido:

Definigao 2.3.3. (Simbolos de Christoffel) Os coeficientes de uma conexdo V, ou sim-
bolos de Christoffel, com relagio a uma carta local (U, = (x',... 2")) de M, sio as

funcoes Fj-k U — R, comi,jke{l,...,n} dadas por

0 .
; .
o (—)=1"%—, Vjke{l,...,n}.
87“(8%]) jk,‘axz? 7 { ) ) }
Note que, como a conexao nao é tensorial, o fato de que suas componentes se anulam
em p com relagao a uma certa carta local nao implica que os componentes se anulam em

p com respeito a todas as cartas locais.
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Em sequéncia, define-se a nocao de curvatura e torcao, que a principio aparecem
apenas algebricamente, mas que posteriormente revelarao possuir importante significado

geométrico.

Definigao 2.3.4. (Torcao e curvatura) A tor¢io e a curvatura de uma conexao V em M

sdo definidas, respectivamente, como

TY(X,Y) = VyY — VyX — [X,Y], VX,Y € X(M),
RY(X,Y)Z :=VxVyZ —VyVxZ —Vixy1Z, VX,Y, Z € X(M).

A conexdo V € dita simétrica [resp. flat] se sua tor¢ao [resp. curvatura/ é identica-

mente nula.

Como sao obtidas através da conexao, também é possivel definir a curvatura e tor¢ao

localmente, logo faz sentido falar de suas coordenadas.

Proposicao 2.3.5. A torcdo e a curvatura possuem as sequintes componentes com respeito
a um dado sistema de coordenadas

T'jk_ ki — k>

Exemplo 2.3.6. Em R, a conexdo plana usual é definida como
VO = V(WO YV, W e X(RD).

Aqui W? sdo as funcoes componente de W com relacao aos campos coordenados 0;.
E facil verificar que VP%"® ¢ uma conexdo pois campos vetoriais induzem derivacoes no
espaco das funcoes suaves em M, isto é, V(f - W;) = V(f)W' + fV(W;).

Também ¢ imediato que os stmbolos de Christoffel da conexao plana VPlene

€Xpressos
nas coordenadas usuais de R” sdo todos nulos. Entdo a torcao de VP"® é zero, bem como
sua curvatura, fazendo com que esta seja uma conexao simétrica e flat, justificando a

nomenclatura adotada.

A seguir, estende-se a nocao de conexao sobre uma variedade para uma conexao
sobre uma aplicacao. Isso sera importante para a construcao da derivada covariante ao

longo de uma curva e para o estudo de subvariedades, o que sera feito posteriormente.

Definicao 2.3.7. Uma conexdo sobre uma aplicacao entre variedades semi- Riemannianas

F: N — M € uma aplicacao
D:(V,W) e X(N) x X(F)— DyW € X(F)

que satisfaz:

a) R-bilineariedade;
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b) Df.XV = f . DXV;

¢) Dx(f-V)=(X[)-V+ [ DxV,
em que (b) e (c) devem valer para todos X € X(N), V € X(F) e f € C*(N).

Teorema 2.3.8. (Conexao induzida) Seja V uma conexdo afim em M, N uma variedade
diferenciavel e F' : N — M uma aplicagdo diferencidavel. Entdo, existe uma inica conexao

sobre F, denotada DV, dita conexdo induzida em F, que satisfaz:
DX(V o F)(p) = Var,x,)V(F(p)), Vpe M, VX € X(N),VV € X(M)

A seguir sera enunciado o teorema fundamental da geometria semi-Riemanniana,
o qual mostra que uma métrica semi-Riemanniana determina uma tunica conexao que

satisfaz certas propriedades importantes.

Teorema 2.3.9. (Conexao de Levi-Civita - Teorema fundamental da geometria semi-
Riemanniana) Seja (M,g) uma variedade semi-Riemanniana. Entao, existe uma tunica
conexdao V9 em M, chamada conexao de Levi-Civita, que satisfaz:

a) VI é simétrica;

b) V9 é compativel com g, isto é:

Z(g(X,Y)) =g(VZX,Y)+9(X,VLY), VXY, Z¢c X(M)

Além disso, a conexdao VY fica totalmente caracterizada pela identidade de Koszul:

29(V&Y,2) = X(g(Y,2)) + Y (9(X, 2)) — Z(9(X.Y)) — g(X, [Y. Z]) + g(Y, [Z, X]) +
9(Z,1X,Y]), VX,Y,ZeX(M).

Proposicao 2.3.10. Os coeficientes de Christoffel da conexao de Levi-Civita de uma

variedade semi-Riemanniana sio dados em coordenadas locais pelas expressoes

) 1 . 8gz1<: 0gl~ 8g~k ..
g\ _— il J J
(F )jk 92 (8ZE] 8[Ek 8xl )7 1,] € {Lun}

Além disso, a compatibilidade com a métrica g pode ser escrita em coordenadas como

0gij ..
8952 :gzl(rg)ék—i_gﬂ(rg)ika Za]ak € {17777’}
Por exemplo, como os simbolos de Christoffel de VP"® expressos nas coordenadas
usuais de R” sao todos nulos, e como gi",f =0, Vi,j,k € {1,...,n}, j4 que os g;; sao

constantes, entao a compatibilidade com a métrica é trivialmente satisfeita de acordo com
a proposicao anterior. Também ja foi mencionado que essa conexao é simétrica, portanto,

a conexdo de Levi-Civita de R é V?"¢ para toda dimensao n e para todo indice v.
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Definicao 2.3.11. (Derivada covariante) Uma derivada covariante em uma curva suave
a: I — M definida em uma variedade diferencidvel M € uma aplicagio D/dt : X(a) —

X(a) que satisfaz as sequintes condigoes:
a) D/dt é R-linear;

b) D/dt(h-V) =WV +h-DV/dt, Yhe C=(I),YV € X(a).

O conceito de derivada covariante estd intrinsicamente ligado a conexao, como o

teorema abaixo demonstra:

Teorema 2.3.12. Seja o : I C R — M uma curva suave e D uma conexao sobre a.

Vale que:

a) 2X .= DsX, VX € X(a) define uma derivada covariante sobre o, em que & ¢ o

campo vetorial tangente canonico em I.
b) Se D for a conexdo induzida pela conexao de Levi-Civita de alguma métrica g, entdo

vale que

g(V, WY = g(DV/dt, W) + g(V,DW/dt), VV,W € X(a).

2.4 GEODESICAS

Definicao 2.4.1. (Geodésicas) Seja (M, V) uma variedade afim. Uma curva o : I — M

¢ dita ser uma geddesica se satisfaz
o’ =Dd'/dt =0,

em que D/dt é a derivada covariante sobre « induzida por uma conexdo ¥V (neste trabalho,
sempre que estivermos em uma variedade semi-Riemanniana, serd assumido que esta

conexdo é a de Levi-Civita). o é dita a aceleracao de «.

Segue da defini¢ao e do teorema 2.3.12 que se a é uma geodésica em uma variedade
semi-Riemanniana (M, g), entdo g(a/, ') é constante. Portanto basta conhecer o carater
causal de a em um ponto para determinar seu carater causal ao longo de todos os outros

pontos.

Proposicao 2.4.2. Uma curva a : [ —» M ¢é uma geodésica de uma variedade afim

(M, V) se, e somente se, satisfaz, em coordenadas locais, as equagoes abaizo.

d?(2% o @)
dt?

; d(z* o) d(z' o
(O on ot o)

em que i € {1,...,n} e i, denotam os simbolos de Christoffel de V.
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A variedade semi-Riemanniana R” com a conexao de Levi-Civita V" tem sfmbolos
de Christoffel nulos para as coordenadas locais usuais, portanto as equacoes acima se

tornam

d*(z o @)
dt?

implicando que as geodésicas de R} sao retas. De maneira grosseira, o conceito de geodésica

=0,

busca generalizar essa ideia, representando o que seria uma curva “o mais reta possivel”
em uma variedade afim.

Perceba que as equacgoes da tultima proposicao formam um sistema nao-linear de
segunda ordem de EDQ'’s. Utilizando teoria de EDO’s, os seguintes resultados sao obtidos

em uma variedade afim (M, V) qualquer.

Proposigao 2.4.3. Para qualquer p € M e v € T,M, existe o : (—e,e) — M geodésica
tal que o/ (0) = v.

Proposicao 2.4.4. Sejam « e 3 duas geodésicas em M. Se existe ty na intersegio dos do-
minios de ambas tal que o (tg) = ['(ty), entdo as geodésicas coincidem em toda intersecgao

dos dominios.

Corolario 2.4.5. Seja v € TM. Entao, existe uma unica geodésica maximal 7y, : I, —

M tal que 0 € I, é um intervalo aberto e ~.(0) = v.

A maximalidade desse corolario significa que outra geodésica o : I — M com
0 € I satisfazendo o/(0) = v étal que I C I, e a = 1, e Uma variedade afim é dita
geodesicamente completa se toda geodésica maximal estd definida em todo o R.

Uma curva suave pode admitir extensao continua mas nao admitir uma extensao
suave. Entretanto, se tal curva é uma geodésica, essa curva é continuamente extensivel
para um ponto p € M se, e somente se, admite uma extensao geodésica até p (cf. [§8],
Lema 5.8).

Exemplo 2.4.6. Considere a curva « : (0,00) — R? dada por a(s) = (s,+/s). A curva cla-
ramente pode ser estendida continuamente para o 0, colocando «(0) = (0, 0). Entrentato,

a curva nao ¢é diferenciavel em 0, pois

— 1
lim a(s) —a(0) _ lim (1, —),
s—0t S s—0t \/5

e a segunda coordenada do limite acima vai para infinito.

2.5 CURVATURA

Nesta secao serao estudadas algumas propriedades do tensor de curvatura e seu sig-

nificado geométrico. A curvatura de uma variedade semi-Riemanniana fixada (M, g), que
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aqui serd sempre tomada com respeito a conexao de Levi-Civita, induz o assim chamado

operador de curvatura da seguinte maneira:
RX,)Y): ZeX(M) — R(X,Y)Z € X(M), VXY €X(M).

Esse operador é C°°(M)-linear e tensorial, logo induz uma aplicagao linear ponto-a-ponto.

Para um vetor v € T,M, o operador for¢ca de maré associado a v é definido por
R,:xeT,M — R(z,v)v € T,M.

Por vezes, calcular a curvatura serd uma tarefa ardua, entretanto, algumas simetrias
facilitam tal computacao. No que segue, a notagao (., .) serd usada no lugar de g(., .),

caso nao haja risco de confusao.

Teorema 2.5.1. (Simetrias do tensor curvatura) Para X, Y, Z, W € X(M), o tensor
curvatura satisfaz:

a) R(X,Y) =—-R(Y,X),
b) (R(X,Y)Z,W) = —(Z, R(X,Y)W),
¢) (R(X,Y)Z,W) = (R(Z,W)X,Y),
d) R(X,Y)Z+ R(Y,Z)X + R(Z, X)Y =0,
e) (VeX)(Y,Z) + (VaY)(Z,X) + (VrZ)(X,Y) = 0.
Os itens (d) e (e) sdo chamados primeira e sequnda identidade de Bianchi, respectiva-

mente. Os seguintes resultados sobre o operador for¢ca de maré sao obtidos imediatamente

a partir do teorema acima.

Corolario 2.5.2. (Propriedades do operador forga de maré) Seja p € M, e v € T,M,

vale:

e R,(v) =0, e R(T,M) C v*, de modo que o operador forca de maré pode ser visto

como Rv : vt — vt
e (R,(2),y) = (x, R,(y)), Vr,y € v' (R, € auto-adjunto com respeito a g,).

Em algumas ocasides sera mais conveniente trabalhar com a curvatura da seguinte

maneira:

Definicao 2.5.3. O tensor (de curvatura) Riemanniano é o tensor de tipo (0,4) definido
por
R(X,Y,Z,W) = (R(X,Y)Z,W), VX,Y,Z,W € X(M),
Em coordenadas, seus componentes sao Rzij = gmlRf,m-j, em que Rﬁﬂ-j Sa0 0s com-

ponentes da curvatura.
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Defini¢ao 2.5.4. (Curvatura seccional) Para p € M, define-se a curvatura seccional de

um plano nao degenerado 11 C T, M como:

gp(R(w, v)v, w)
gp(”? U)gp(wv w) - gp(“? w)2

K(II) :=

Em que {v,w} é uma base para o plano 1. E importante destacar que o denominador
dessa expressao é sempre diferente de zero e o nimero K (1) independe da base escolhida,

devido a nao-degenerescéncia do plano.

Proposicao 2.5.5. (Curvatura constante) Se Jeg € R tal que, para todo plano ndo-
degenerado 11 C T M, vale K(I1) = ¢, entdo a variedade semi-Riemanniana (M, g) é dita

ter curvatura constante e vale:
R(X,Y)Z = co- [9(Y. 2)X — g(X, Z)Y], VX,Y, Z € X(M)

Segue imediatamente da definicao que, se V9 ¢ flat, entao M tem curvatura constante

co = 0, em particular, R} sao variedades semi-Riemannianas de curvatura constante zero.

Defini¢ao 2.5.6. (Tensor de Ricci) O tensor (de curvatura) de Ricci é dado por

Ric,(X,Y) Zelg J(ELY)X,E), VXY € X(M),
em que os campos {E\, ..., E,} sdo um referéncial ortonormal e ¢; = g,(E;, E;). Além

disso, a curvatura escalar € definida como

Sy =Y _eiRicy(E;, E;),

=1

ou seja, a curvatura escalar é o traco do tensor de Riccr.

Por serem tracos de formas bilineares simétricas, ambos o tensor de Ricci e a curva-
tura escalar estao bem definidos, isto é, independem do referencial ortonormal escolhido.

Em coordenadas, os componentes do tensor Ricci e da curvatura escalar sao, respec-
tivamente,

R;; = (Ricy)ij ZRMJ, S=> ¢"R

i,j=1
2.6 IMERSOES SEMI-RIEMANNIANAS

Essa se¢ao ira apresentar uma classe de aplicagoes entre variedades que permite
a introducao de uma série de exemplos interessantes de variedades semi-Riemannianas
imersas em um espago ambiente. Para além de ser uma imersao entre variedades, serd

necessario que essas aplicagoes preservem alguns comportamentos da métrica.
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Definicao 2.6.1. (Imersdo semi-Riemanniana) Dada uma variedade semi-Riemanniana
(M, g), uma imersio suave F': N — M ¢é dita ser wma imersao semi-Riemanniana se

(N, F*g) é uma variedade semi-Riemanniana.

Lembre que F*g é um tensor métrico do tipo (0,2) em N definido da forma
(F"g)p(v,w) = grpp)(dF,(v), dFy(w)), Vp e N,Yv,w e T,N.

Proposicao 2.6.2. Dada F' : N — M wuma imersio suave, em que (M,g) é uma
variedade semi-Riemanniana de indice v, entdo F' é uma imersao semi-Riemanniana se,
e somente se, Vp € N, dF,(T,N) € nao-degenerado e, visto como subespago vetorial de
TrpyM, tem indice p, que € um inteiro 0 < p < v fizo (i.e., independente de p). (N, F*g)

nesse caso ¢ uma variedade semi-Riemanniana de indice .

Fixemos, ao longo do resto desta secao, (M, g) como uma variedade semi-Riemanniana
e FF': N — M uma imersdo semi-Riemanniana. Se (M, g) é uma variedade de Lorentz,
entdo (N,h = F*g) s6 pode ou ser Riemanniana ou ser de Lorentz, e a imersao F é
chamada, respectivamente, ou de espacial, ou de temporal.

Dado qualquer p € N, ¢ possivel decompor cada vetor v € Tg(,)M em v = v+ ot
em que v' € dF,(T,N) e v+ € dF,(T,N)* sdo ditas as partes tangente e normal de v,
respectivamente. Assim, um campo vetorial V' € X(F) é dito tangente se V,, € dF,(T,N),
Vp € N, e normal se V, € dF,(T,N)*, Vp € N. Os conjuntos dos campos vetoriais suaves

sobre F' tangentes e normais a N sao denotados X' (F) e X*(F), respectivamente.

Proposigao 2.6.3. Eziste um isomorfismo de C*(N)-médulos entre X(N) e X" (F), que
associa cada campo vetorial X ao campo vetorial sobre F' dF o X, dado por (dF o X)(p) =
dF,(X,) € TppyM, Vp € N.

Ainda mais, campos vetoriais sobre F' podem ser escritos localmente como campos
vetoriais em M compostos com F, isto é, dado V € X(F) ep € N, existe um aberto de
N contendo p e wm campo vetorial V € X(M) tal que V = V o F nesse aberto.

Para finalizar, ha uma decomposicao ortogonal de X(F') entre os campos vetoriais
normais e tangentes a F, isto é, X(F) = X" (F) ® X (F)

Definigao 2.6.4. Dados V,W € X(F), o produto < V,W > ¢é definido como a fung¢do

real que leva um ponto p € N no nimero gpp)(Vp, Wp).

Proposigao 2.6.5. Dados X € X(N), VW € X(F) ep € N, um aberto U contendo p e

campos em X (M) que satisfacam, em U,
VoF=V WoF=W, XoF=dFolX,

entao, vale que:

a) KV,W >=g(V,W)oF, emU;
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b) DxV = (V¥V)o F, em U;
c) X< VW>»=<D,VW>+<KV,DxW>.
Entender a geometria da subvariedade passa por entender sua geometria intrinseca

e sua geometria extrinseca, isso ¢, a geometria da parte tangente a da parte normal a

variedade. Um elemento fundamental desse estudo ¢ o tensor forma.

Definigao 2.6.6. A aplicagio C>(M)-bilinear I : X(N) x X(N) — X*(F) dado por
II(X,Y):= (Dx(dF o Y))*, VX,Y € X(N),

¢ dito ser o tensor da segunda forma fundamental de F' ou tensor forma de F'.

Proposicao 2.6.7. Se X|Y € X(N), entao
Dx(dF oY) =dF(VYY) +1I(X,Y).

Se o tensor da segunda forma fundamental for indeticamente nulo, entao a imersao
semi-Riemanniana F' é dita ser totalmente geodésica. Essa nomenclatura se justifica através

da proposicao abaixo.

Proposicao 2.6.8. Seja F' : N — M uma imersao semi-Riemanniana. F é totalmente

geodésica se, e somente se, para qualquer geodésica o em N, F o« for uma geodésica em

M.

O teorema abaixo mostra que é possivel compreender a curvatura extrinseca de uma

subvariedade a partir apenas de sua curvatura intrinseca e do tensor forma.

Teorema 2.6.9. (Equacoes de Gauss-Codazzi) Para X,Y,Z,W € X(N),V € X*F, vale:
a) < RF(X,Y)dF o Z,dF o W >= gny(RN(X,Y)Z,W)
+ <X, Z), IIY, W) >» - < II(Y, Z), I I(X, W) >,

em que RY representa a curvatura induzida pela conexdo sobre F, e
(DxII(Y,Z) = Dx(II(Y,Z)) — II(VYY,Z) - II(VYZ,Y).

As duas equagoes sdo chamadas, respectivamente, de equagao de Gauss e equacao

de Codazzi.

Defini¢ao 2.6.10. (Campo vetorial de curvatura média) O campo vetorial de curvatura,

média ﬁ de F' €, ponto a ponto,

o, =

p

eill1(e;,e;),
1

n

S|

)



Capitulo 2. Geometria semi-Riemanniana 25

em que {e1,...,e,} € uma base ortonormal qualquer de T,N e ¢; = g,(e;,e;). Um ponto

p de N ¢ dito ser umbilico se, Vx,y € T,N, vale

1w, y) = (g3)p(2,y) - Hy.

Uma subvariedade N € dita ser totalmente umbilica se todo ponto p € N for umbi-

lico.

2.6.1 Imersdes semi-Riemannianas de codimensao 1

A codimensdo de uma imersio semi-Riemanniana F : N¥ — M" ¢ a diferenca
n — k entre as dimensdes das variedades. E interessante estudar o cendrio em que essa
diferenca é 1, isto é, em que k+1 = n, pois aqui ha apenas uma dire¢do normal a N. Nesse
caso, as subvariedades sao chamadas de hipersuperficies semi- Riemannianas. Importantes

operadores associados a segunda forma fundamental podem ser definidos:

Definigao 2.6.11. (Operadores de Weingarten) Sejam (N, h) e (M™, g) variedades
semi-Riemannianas e ' : N — M uma imersao semi-Riemanniana. Para um campo
vetorial unitdrio U € X1 (F), define-se a segunda forma fundamental associada a U como

o tensor de tipo (0,2) em N dado pela expressio
Ku(X,Y) =< II(X,Y),U>, VX,Y¢eZX(N).

O chamado operador de Weingarten associado a U € o tensor de tipo (1,1) em N deter-

minado através de
h(SU<X)aY):ICU(X7Y)7 Vnyex(N)

Esses operadores sao bastante uteis para entender a geometria das hipersuperficies.
Por exemplo, um fato importante é que, caso Sy seja escalar, a subvariedade em questao

é totalmente umbilica.

Proposigao 2.6.12. Seja f € C®(M), ¢ € R um valor reqular para f e N := f~1(c)
conexa e nao vazia. Entao a inclusdo v : N — M €é uma imersao semi-Riemanniana se,

e somente se, VI f(p) nao é luminoso, para todo p € N.

Demonstragdo. Basta lembrar que, se p € N, VIf(p)* = T,N, e T,N é nao degenerado
se, e somente se, T, N+ é ndo degenerado. Mas este é o espago gerado por V9 f(p), entdo
é nao degenerado se VY f(p) nao for luminoso. Ainda mais, por continuidade, V9 f ‘N é ou
tipo-tempo ou tipo-espago, o que mantém o indice fixo em cada T, N.

Ademais, se ng‘N é tipo tempo, entdo, para cada p € N, T,N=* tem indice 1, logo,
ind(N) = ind(M) — 1, e, por um raciocinio anélogo, se V9 f ‘N é tipo-espago, conclui-se
que ind(N) = ind(M). O
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Exemplo 2.6.13. As hiperquddricas sdo um exemplo de subvariedades de R**! de codi-
mensao 1, pois a inclusao é uma imersao semi-Riemanniana de codimensao 1.

De fato, o gradiente de Q é igual a 2P, logo é tipo-espaco nas pseudoesferas e tipo-
tempo nos pseudohiperboléides. Sendo assim, S”(r) tem realmente indice v, e H"_,(r)

tem indice v — 1.

Fixe agora uma hiperquadrica N := Q~!(er?) em que e = 1. Se p = (p!,...,p ™)

)

entao
9p(P(p), P(p)) = () (0" 03, 0'0;) = (p.p) = Q(p),

sendo assim, em N, vale

Vif 2P P

Vofl 2(P| o7

ou seja, U := P/r é um campo vetorial unitdrio normal as hiperquadricas. E imediato
da definigdo da conexao plana que VyU = V/r, para todo V € X(R”"). Sejam agora
V,W € X(N) e computemos

n,(V, W)

—T = (VU W) =, (U, Ve W)

= 77,,(U, (VVW>L) = 77,,(U, II(‘/a W))7 (1)

por outro lado,

entao segue que
II(V.W) = —en, (V,W)U/r.

A expressao obtida para o tensor da segunda forma fundamental revela que as hi-
perquadricas sao variedades totalmente umbilicas, com campo vetorial de curvatura média
ﬁ = —eU/r. A equacao 1 mostra que Sy (V) = —V/r, ou seja, Sy = —Id/r, em que Id
é a identidade, portanto Sy é de fato escalar.

Ainda mais, como R"™! tem curvatura constante igual a zero, a equacao de Gauss

da que:

(0 ) (RN (X,Y)Z,W) = n,(11(Y, Z), II(X, W)) = n,(I1(X, Z), II(Y,W))
1
= e (MY 2 X W) = (X, 2, (VW) )
Portanto, as pseudoesferas de raio r possuem curvatura constante positiva igual

a 1/r?, enquanto os pseudohiperboléides possuem curvatura constante negativa igual a
—1/r%
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2.7 A APLICACAO EXPONENCIAL

A aplicagdo exponencial prové uma relagdo importante entre a variedade e seus
espacos tangentes, que possui aplicacoes diversas, como em resultados sobre causalidade®

de variedades de Lorentz.
Definigao 2.7.1. A aplica¢ao exponencial de uma variedade afim (M,V) é
exp:v € DCTM — ~,(1) € M,
em que 7y, € a geodésica maximal com velocidade inical v, e o conjunto D €
D={veTM:1edom(y,)}

O conjunto D é um aberto de T'M que contém 0, € T,M, para todop € M, e exp ¢
uma aplicagao suave. Ainda mais, se t € [0,1] ev € D, entdo t-v € D e exp(t-v) = 7,(t)
Também ¢é definida a aplicacdo exponencial ponto a ponto: dado p € M, D, :=
DNT,M e exp, == exp

b Note que D, ¢ um aberto estrelado.
p

Proposicao 2.7.2. Seja (M,V) uma variedade afim, e p € M. Entao, a aplicagio

d(exp)o, coincide com o isomorfismo canonico entre Ty (T,M) e T,M

Segue imediatamente do teorema da funcao inversa que, dado p € M, existe uma
aberto U de M contendo p e um aberto V' C D, de T,M contendo 0, de modo que a
aplicagao e:vp‘v : V' — U seja um difeomorfismo. Ainda mais, sempre é possivel escolher
o aberto V' como sendo estrelado. Neste caso, a vizinhanga U é dita ser uma vizinhanca

normal de p.

Proposigao 2.7.3. (Geodésicas radiais) Dados (M, V) uma variedade afim, p € M, U
uma vizinhanca normal de p e V = exp;l(U), entdo, para todo q € U, existe uma unica
geodésica p, : [0,1] — U tal que py(0) = p e p,(1) = q. Essa geodésica, chamada
geodésica radial, satisfaz

p4(0) = (expy| )" (q)-

Corolario 2.7.4. Quaisquer dois pontos em uma variedade afim e conexa (M, V) podem

ser conectados através de uma geodésica quebrada.

Teorema 2.7.5. (Sistema de coordenadas normais) Seja (M,V) uma variedade afim.

Para qualquer p € M e qualquer base {ey,...,e,} de T,M, existe um sistema de coorde-

nadas (U, = (z*,...,2")) em que U é uma vizinhanca normal, g = e;, para cada i, €
vip

os simbolos de Christoffel se anulam em p.
Se V for a conexao de Levi-civita relacionado a uma métrica semi-Riemanniana
g, entao o sistema de coordenadas do pardgrafo anterior pode ser escolhido de modo que

satisfaca g;;(p) = €;0i; e gii,f (p) =0, para todo i, j e k.

3

Essa ideia sera definida com maior precisao a partir do capitulo seguinte.
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Na relatividade geral, a existéncia de tal sistema de coordenadas normais da uma
implementagao matematicamente precisa do principio da equivaléncia de Einstein. Fixe

agora (M, g) uma variedade semi-Riemanniana.

Teorema 2.7.6. (Lema de Gauss) Sejamp € M ex € D,, em que (M, g) é uma variedade
semi-Riemanniana com conexao de Levi-Civita V9. Entdo, para qualquer v € T,M, vale
que

Geapy (@) (d(€Pp)a (V2 ), d(expp)a(2)) = gp(v, 7).

Aqui, v, e x, sao, respectivamente, os vetores v e x levados de T,M até T,(T,M) via o

isomorfismo canonico.

Teorema 2.7.7. Uma vizinhanca convexa U de um ponto p € M é uma vizinhanga de
p que € vizinhanga normal de todo ponto q € U. Dado um aberto V' qualquer e wm ponto

p € V, existe sempre uma vizinhanca convexa W de p contida em V.

Definicao 2.7.8. Uma vizinhanga convexa U é dita simples se seu fecho é compacto e

estd contido em outra vizinhanga convexa.

Qualquer variedade diferenciavel é localmente compacta, logo, a vizinhanca W do

teorema anterior pode sempre ser tomada simples.

Definicao 2.7.9. Em uma vizinhanca convera U, dados dois pontos p e q, o vetor des-
locamento @ de p a q € definido como p;(O), em que p, € a geodésica radial de p a

q.

Proposicao 2.7.10. Seja U uma vizinhanca convexa em M. Entao, a aplicagio U x U >
(p,q) — pG € TM € suave.

A aplicac@o exponencial permite aproximar localmente a geometria de variedades a
geometria de um espaco flat R7. Isso leva a alguns resultados interessantes, em especial,
os seguintes, que tratam da geometria local de variedades de Lorentz. Considere agora

(M, g) como uma variedade de Lorentz.

Lema 2.7.11. Seja p € M um ponto qualquer. Se uma curva suave f3 : [a,b] — T,M ¢
tal que exp,o 3 € tipo-tempo, entdo 3 fica contida em um inico cone de tempo. O resultado

ainda vale se tipo-tempo for trocado por causal e cone de tempo por cone causal.

Proposicao 2.7.12. Se em uma vizinhanga convexa de p € M existe uma curva tipo-
tempo conectando p a um ponto q, entao a geodésica radial de p a q é a Unica (a menos
de reparametrizacio) dentre as curvas causais contidas em U e que conectam p a q que

possui o comprimento Lorentziano mdzimo.
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2.8 PONTOS CONJUGADOS E PONTOS FOCAIS

Nesta se¢ao sao introduzidas a noc¢oes de pontos conjugados e pontos focais. O prin-
cipal objetivo aqui é enunciar um teorema sobre causalidade que é de suma importancia
para os préoximos capitulos deste trabalho. Fixe (M, g) variedade semi-Riemanniana ao

longo desta secao.

Definicao 2.8.1. Um campo vetorial J € X(a), em quea : I CR — M é uma geodésica,

é dito ser um campo de Jacobi se satisfaz
J"+ R(J, o)/ =0,
7/ ~ / V
, em que é usada a notacao V' = TR para V € X(a).

Proposigao 2.8.2. Dados oo : I CR — M, tg € I, v,w € Ty M, entao existe um
unico campo de Jacobi J tal que J(ty) = v e J'(ty) = w.

Esse resultado implica imediatamente que o espaco dos campos de Jacobi tem duas
vezes a dimensao da variedade, devido ao isomorfismo entre esse e Ti ;oM @ T M,
quando fixado um ¢ty € 1.

E importante destacar que reparametrizacdes afim preservam campos de Jacobi.

Agora, é dada uma motivacao geométrica para o estudo de campos de Jacobi:

Teorema 2.8.3. Seja « : [a,b] — M wuma geodésica, e seja o : [a,b] x (=9,d) uma
variagdo de «, i.e., uma aplica¢io suave tal que o(t,0) = a(t). Suponha ainda que, para
cada s € (—9,0) fixo, a curva t € [a,b] — o(t,s), denotada o, seja uma geodésica.
Entao, o campo variagio V° de o, dado por V(t) = () (0), em que ' é a fungio
s € (—0,0) — o(t,s), € um campo de Jacobi.

Definicao 2.8.4. Um campo de Jacobi J € X(«) é tangente a o« : [ — M se V. =h-d/,
para algum h € C*°(I). J é dito perpendicular se (J, o'y = 0 sempre.

De fato, se J ¢é tangente a «, entdo J(t) = (¢ - +d)(/(t)). Além disso, sempre vale
que (J(t),a/(t)) = a-t+b, para a,b,c,d € R.

Definicao 2.8.5. Pontos conjugados Seja a : I — M. Dados a,b € I, diz-se que os
pontos afa) e a(b) sio conjugados ao longo de o se existe um campo de Jacobi J que
satisfaz J(a) =0 € To@yM e J(b) =0 € T,mM.

O indice de conjugag¢ao do par de pontos a(a) e a(b) é a dimensdao do espago dos

campos de Jacobi que satisfazem a propriedade descrita acima.

Como reparametrizagoes afim preservam campos de Jacobi, sempre é possivel consi-
derar pontos conjugados como sendo extremos de segmentos geodésicos « : [a,b] — M,

e até mesmo assumir que a =0 e b= 1.
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Teorema 2.8.6. Dada uma geodésica « : [a,b] — M. Equivalem:
a) Os pontos a(a) e a(b) sao conjugados ao longo de a;

b) Existe uma variagio geodésica o : la,b] x (=48,9) de a cujas curvas longitudinais
comegam no ponto a(a) e o campo vetorial variagio V7 € nao nulo e satisfaz V7 (b) =
0e Ta(b)M.

c¢) O diferencial da aplicacao exponencial em «(a) € singular em (b — a)d/(a).
Se « for luminosa, € possivel tomar o como no sequndo item de modo que todas as

curvas longitudinais sejam também luminosas.

Note que o terceiro item significa que (b — a)a’(a) é um ponto critico da aplicagao
exponencial em a(a).

Esse teorema permite dar uma interpretacao geométrica da existéncia de pontos
conjugados ao longo de a: pontos conjugados a(a) e a(b) devem ser entendidos através
de uma familia de geodésicas que sai de a(a) e converge, a0 menos em primeiro ordem,
para a(b).

Esse conceito pode ser generalizado para uma familia de geodésicas emanando de

uma subvariedade da seguinte forma:

Definicao 2.8.7. Seja N C M uma subvariedade semi-Riemanniana da variedade semi-
Riemanniana (M,g) e a : [a,b] — M uma geodésica normal a N, i.e., a(a) € N e

o/(a) € (To@N)*. Un N-campo de Jacobi sobre o é um campo de Jacobi J que satisfaz

o J(a) - Ta(a)N,

2l@) = ~Swiw (@),

Se existe um P-campo de Jacobi J sobre o tal que J(b) =0 € TN, entdao a(b) é

um ponto focal de N ao longo de .

Aqui, Sy(q) é 0 operador forma de N com relagao ao vetor normal o’(a). Repara-
metrizagoes afins de N-campos de Jacobi precisam ser crescentes para preservar pontos
focais, uma vez que ha uma antissimetria entre o ponto e a subvarieadde, diferente do
caso dos pontos conjugados.

Caracteriza-se pontos focais de maneira analoga a como se fez com pontos conjugados

através do seguinte teorema:

Teorema 2.8.8. Dada uma geodésica « : [a,b] — M normal a uma subvariedade P,

equivalem:
a) a(b) € ponto focal de P ao longo de a;
b) Eziste uma variagio geodésica o : [a,b] X (—=9,9) de a cujas curvas longitudinais sdo

normais a P e o campo vetorial variagio V7 € nao nulo e satisfaz Vo(b) = 0 € Ty M.
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Se a for luminosa, ¢ possivel tomar o como no sequndo item de modo que todas as

curvas longitudinais sejam também luminosas.

Finalmente, o estudo de pontos focais e pontos conjugados em conjunto com o estudo
de aspectos variacionais de geodésicas fornece o seguinte teorema sobre causalidade em

varieades de Lorentz ([8], Teorema 10.51).

Teorema 2.8.9. Seja (M, g) uma variedade de Lorentz e N C M uma subvariedade tipo-
espaco qualquer. Se v : [a,b] — M é uma curva causal partindo de N até q que nao é uma
geodésica luminosa com o'(a) normal a N e sem pontos focais de N antes de q, entdo

existe uma curva tipo-tempo de N a q arbitrariamente proxima a o.

O caso N = {p} se traduz para o fato de que toda curva causal de p a ¢ pode
sofrer uma deformagao de ponto fixo para uma curva tipo-tempo a menos que seja uma

geodésica luminosa sem pontos conjugados antes de q.
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3 ESPACOS-TEMPOS E CAUSALIDADE

Na primeira secao desse capitulo é definido o modelo geométrico da Relatividade
Geral, chamado espago-tempo. A segunda secao trata das equacoes de Einstein, que deter-
minam quando um espago-tempo é fisicamente valido. As se¢Oes seguintes sao resevadas
ao estudo da causalidade dos espacos-tempos, isto é, o estudo das curvas causais neles

presentes.

3.1 ESPACOS-TEMPOS

Os espagos-tempos sao definidos a partir da adicao da nogao de orientacao temporal

as variedades de Lorentz conexas.

Defini¢ao 3.1.1. (Orientacao temporal) Uma variedade de Lorentz (M,g) € dita ser
temporalmente orientavel se admite uwma orientacdo temporal, i.e., uma fung¢io T que
leva pontos p € M em um dos dois cones de tempo 7(p) C T,M, e que € suave no sentido
de que, para todo p € M, existe uma vizinhanca U de p e um campo vetorial temporal
X e X(U) tal que X, € 7(q), Vg € U.

Uma variedade de Lorentz (M, g) munida de uma orientagao temporal € dita ser

temporalmente orientada.

A orientagao temporal serve, dentro da relatividade geral, para descrever matemati-

camente a diferenca entre passado e futuro!.

Proposigao 3.1.2. Uma variedade de Lorentz (M, g) temporalmente orientdvel com M

conexo admite exatamente duas orientacoes temporais.

Demonstrag¢io. Fixe T uma orientagdo temporal em (M, g). E possivel definir uma se-
gunda orientacao temporal, dita —7, que associa, para cada p € M, o cone oposto a 7(p),
denotado —7(p). Essa segunda orientagao é claramente suave, pois para cada ponto p € M
existe um aberto p € U C M e X € X(U) temporal tal que X, € 7(¢), para todo ¢ € U,
pela suavidade de 7, e entdo o campo vetorial —X € X(U) garante o mesmo para —7.
Portanto, pelo menos duas orientacoes temporais existem em M. Considere agora 7

outra orientacao temporal. Defina os conjuntos

{peM:7(p)=7(p)}, {peM:7(p)=-7(p)}

Estes sdo disjuntos e sua unido é todo o M e, por permanéncia de sinal de g(X, X ), em

que X, X € X(U) sao campos vetoriais temporais localmente definidos em um aberto U,

1" Um fato interessante é que a distin¢do entre passado e futuro, embora incorporada na Relatividade

Geral por meio da nogdo geométrica de orientacdo temporal, fisicamente deve se originar fora dessa,
possivelmente pela seta do tempo termodindmica, como apontado pela primeira vez pelo astronomo
inglés Sir Arthur Eddington (1882-1944) em seu livro The Nature of the Physical World, de 1927.
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segue que sao ambos abertos, logo também sao fechados, e, por conexidade, um deles deve

ser vazio. Ou seja, ou 7 =7, ou 7 = —T. n

Definigao 3.1.3. Seja (M, g, 7) uma variedade de Lorentz temporalmente orientada. Uma
curva causal o : I C R — M ¢ dita ser futuro-dirigida se o/(t) € 7(a(t)), Vt € I.
Dualmente, a ¢ dita ser passado-dirigida se o/ (t) € —7(a(t)), Vt € I.

Analogamente, diz-se que um campo vetorial X € X(M) é futuro-dirigido [resp.

passsado-dirigido] se X, € T(p)[resp. —7(p)].

Relembre que 7(a(t)) é exatamente igual ao cone causal que contém «(t).
Na fisica, a nogao de diregao futura/passada em curvas causais permite interpretar

quando um sinal enviado de um ponto até outro esta indo para o passado ou para o futuro.

Definicao 3.1.4. Um extremo futuro de uma curva causal futuro-dirigida o : [0,b) — M,
com b < 0o, é um ponto p € M tal que, para toda sequéncia {s,}nen C [0,0) com s, — b,
vale a(s,) — p. Nesse caso, a é dita ser futuro-extensivel. Caso o nao possua nenhum

extremo futuro, tal curva € dita futuro-inextensivel.

Observe que uma curva causal futuro-dirigida ser futuro-extensivel é o mesmo que
possuir uma extensao continua a direita de seu dominio. Passado-inextensibilidade e ex-
tremos passados sao definidos dualmente. A nocao de futuro e passado extensibilidade é
invariante por reparametrizacao.

Em sequéncia se define o modelo geométrico base para a relatividade geral.

Definigao 3.1.5. (Espago-tempo) Um espago-tempo é uma variedade de Lorentz tempo-

ralmente orientada (M, g,T) com a variedade M coneza.

Definicao 3.1.6. (Isometria) Dadas duas variades semi-Riemannianas (N, gn) e (M, gur),
uma aplicagao suave F': N — M ¢é uma isometria local se, para todop € N, dF, : T,N —
TrpyM € um isomorfismo. Ainda, se F' € um difeomorfismo e F*gy = gn, entdo F' é dita

ser uma isometria.

E imediato do teorema da funcio inversa que se F' é uma isometria local, entdo, para
cada p € N, existe uma vizinhanca U de p tal que F ‘U ¢ uma isometria de U a F(U),
estes vistos como variedades semi-Riemannianas com a métrica induzida.

As isometrias locais preservam todas as nogoes de carater local na variedade semi-

Riemanniana, como geodésicas, tensor de curvatura, tensor de Ricci e curvatura escalar.

Defini¢ao 3.1.7. Dados dois espagos-tempos (N, gn,Tn) € (M, gar, Tar), wma isometria

F: N — M ¢é ¢ dita preservar [resp. reverter| a orienta¢do temporal se

dF,(v) € T (F(p))[resp. dF,(v) € —tm(F ()], Vp € N,Vv € Tn(p).
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Se existe uma isometria que preserva orientagao temporal entre dois espagos-tempos,
entao estes sao indistinguiveis na Relatividade.
Uma maneira de construir novos exemplos de espagos-tempos é através de quocientes

por grupos de difeomorfismos.

Defini¢ao 3.1.8. (Grupo propriamente discontinuo) Um grupo I' de difeomorfismos em
uma variedade M € propriamente discontinuo (e age livremente) se:
a) para todo p € M, existe uma vizinhanga U, de p de modo que se ¢(U,) NU, # 0, para
algum ¢ € I', entao ¢ = id;
b) sep,q € M sdo tais que nao existe 1p € I' com (p) = q, entao existem vizinhangas
U, eV, de p e q, respectivamente, de modo que ¢p(U,) NV, =0, V¢ € T.

Definicao 3.1.9. (Aplicagao de recobrimento semi-Riemanniano) Uma aplicagao de reco-
brimento semi-Riemanniano € uma aplicacao de recobrimento suave entre duas variedades

semi-Riemannianas que é também uma isometria local.

Teorema 3.1.10. Se I é um grupo de isometrias de uma variedade semi-Riemanniana N
que € propriamente discontinuo e age livremente sobre N, entao existe uma unica maneira
de tornar N/T" uma variedade semi-Riemanniana de modo que m seja uma aplicagio de

recobrimento semi-Riemanniano.
Demonstragao. ([8], Corolario 7.12). O

Exemplo 3.1.11. (Espaco-tempo de Minkowski) (R}, ny,7), com n > 2 e 7(p) selecionado
o cone de tempo com primeira coordenada positiva em 7, M = R? é um exemplo de espaco-
tempo, conhecido como espago-tempo padrao de Minkowski.

E referido como espago-tempo de Minkowski de dimensdo n, (n > 2) qualquer espago-
tempo que admita uma isometria preservando orientagao temporal para o espago-tempo
padrao de Minkowski R7.

Na fisica, se assume em geral que n = 4, mas essa restricao é desnecessaria do ponto
de vista geométrico, e, de qualquer modo, conceitualmente se faz importante considerar

n > 2 qualquer.

3.2 EQUACOES DE CAMPO DE EINSTEIN

Para um espago-tempo (M, g) ser considerado fisicamente possivel sua métrica pre-

cisa satisfazer as equagoes de campo de Einstein
1
Ricg—§S~g+A-g:87rT, (2)

em que Ric, é o tensor de Ricci, S ¢ a curvatura escalar, A € R ¢ a chamada constante

cosmoldgica e T um tensor do tipo (0,2), conhecido como tensor energia-momento.
2

Aqui sio adotadas unidades em que a constante de Newton G e a velocidade da luz no vacuo ¢ sejam
ambas iguais a um.
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O tensor energia-momento descreve a interacao da matéria e energia do universo
com o campo gravitacional, que é descrito pelo tensor métrico g, enquanto a constante
cosmoldgica descreve o comportamento da gravitacao em regidoes do universo em que o
contetido de materia ou energia é desprezivel. Essas regides sao chamadas de vacuo ou
espaco vazio, embora necessariamente ainda contenham campo gravitacional, uma vez
que ¢ ainda esta definida ai.

Evidentemente, qualquer espaco-tempo pode satisfazer as equagoes de campo de
Einstein se for escolhido um tensor de energia-momento adequado, mas as possiveis esco-
lhas sao severeamente restringidas por consideragoes fiscias externas a Relatividade, por
exemplo advindas do Eletromagnetismo ou da Fisica de Particulas.

O tensor de energia-momento pode assumir diversas formas, mas neste trabalho sdo

consideradas apenas tensores das seguintes:

T=0, T=(p+pUcU)+p-g. (3)

A primeira expressao para T representa uma solug¢io de vdcuo. A segunda expres-
sao representa um fluido ideal, em que p, p € C°(M) sao a pressao e densidade do fluido,
respectivamente, e U é a 1-forma metricamente associada a um campo U cujas curvas inte-
grais modelam as trajetorias no espago-tempo de uma familia de observadores movendo-se
ao longo das curvas integrais do campo de velocidade do fluido, ou seja, que diferem des-
tas apenas por uma reparametrizagido. Mais precisamente, se pede que g(U,U) = —1. A
presencga da métrica g no tensor energia-momento codifica a forma precisa como o campo
gravitacional interage com este.

Se (M, g) é uma solugao para as equagoes de campo de Einstein e M /T" é o quociente
de M por um grupo de isometrias I', entao M /T" é solugdo para as equagoes de Einstein

se o0 tensor energia-momento se comporta bem sob a isometria local 7 : M — M/T.

Exemplo 3.2.1. O espaco-tempo de Minkowski R} ¢é flat, isto é, sua curvatura é zero.
Sendo assim, as equagoes de Einstein sao trivialmente satisfeitas para uma constante

cosmolégica A = 0 e para T = 0. Logo, trata-se de uma solugao de vacuo.

Exemplo 3.2.2. (espagos-tempos de Sitter e anti-de Sitter) Seja N := Q7 '(¢) C R, com
e=xlev= %, em que Q é a funcao definida no exemplo 2.2.6 sobre hiperquédricas.
Denote i*n, =: g. Entao, com a orientagao temporal induzida em N pela orientacao de
R?, (N, g) é um espago-tempo. Relembre que N tem curvatura constante igual a €, entao,

seu tensor de curvatura é
RN(X,Y)Z = elg(Y, 2)X — g(X, Z)Y] ,¥X.Y,Z € X(N),

Fixando {F1, ..., E,} uma frame ortonormal em N, com ¢; = g(E;, E;), e escrevendo
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X,Y € X(N) como X'E; e Y'E;, obtém-se
Ricy(X,Y) Zelg NE,Y)X, E;)
= Z5i5[9(y7 X)g(E;, E;) — g(Ei, X)g(Y, E;)]

= Zalgg (Y, X)e ZezeX Y?

=1 =1

=¢e(n—1)g(X,Y).
Ou seja, Ric, = e(n — 1) - g. Por outro lado, a curvatura escalar S é

S =Y eRicy(E;, E;) =en(n—1),
i=1
e portanto o tensor de Einstein G fica da forma

e e

Assim, (N, g) é uma solugao de vacuo para as equagoes de Einstein com constante

cosmologica
(n—1)(n—2)
2 7

e, portanto, o espaco de recobrimento de (N, g) também o é.

A=¢

Em resumo, se ¢ = 1, entao v =1 e N = S} C RY, logo o espaco de Sitter, que é
recobrimento universal de NV, é um espaco-tempo de curvatura constante igual a 1 que é

solugao das equacoes de Einstein com constante cosmoldgica

—1)(n—2
L (=De-2)
2
Por outro lado, se e = —1, entdao v =2 e N = H} C RY, logo o espaco anti-de Sitter,

que é recobrimento universal de N, é um espago-tempo de curvatura constante igual a —1

e que ¢ solucao das equacoes de Einstein com constante cosmoldgica

(n—1)(n—-2)
2

A= —

Os espacos-tempos de Sitter e anti-de Sitter sao modelos muito importante para a

relatividade geral por possuirem curvatura constante positiva e negativa, respectivamente.

Exemplo 3.2.3. (Espagos-tempos de Robertson- Walker) Seja N um espago de Robertson-
Walker simples, isto é, N = I x; S, em que I C R é um intervalo aberto, f € C*(I) é
uma funcao estritamente positiva e S ¢ igual a R{}, S{j ou Hfj, e portanto S tem curvatura

constante k igual a 0, 1 ou —1, respectivamente. Sera denotado g para a métrica de N.
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Seja U = 0; o levantamento do campo vetorial d/dt € C*>°(I). Note que g(U,U) =

—1, e que, para cada ty € I fixo,
So = {(to,p) € I x S} ={to} x S

¢ uma hipersuperficie ortogonal a U. A orientagao temporial em N serd aquela em que 0,
estd no cone de tempo futuro usual em cada 7,,N. Entao, (IV, g) munido desta orientacao
temporal é um espago-tempo, dito espaco-tempo de Robertson- Walker simples, no qual U
modela uma familia de observadores.

Sera considerado o caso particular em que S tem dimensao igual a 3, o qual pos-
sui maior relevincia fisica. Nesse caso, as férmulas de curvatura obtidas em ([o’neill],
Corolario 12.10) dizem que, para X,Y € X(N) campos ortogonais a U, vale

. 1" .
Ric(U,U) = —37, Ric(U, X) =0,

Rie(X,Y) = (2(?) + P + j}) (X, Y),

S:6<<“§:) +F+ "’;)

Sendo assim, se for considerada uma solugao sem constante cosmoldgica (isto é, com

1
81T = G = Ric, — 55 - g), obtém-se que

Twv) = 8%(({:) f2>

rocn = & ((o(5) +ﬁ+§;/>_3(<~;’) e ) o

=5 ((5) #5457 oo

e, claramente, T'(U, X) = 0. Entéao, definindo
) = 8W<(§/> f2) p= 8 ((?) +f2+2j{w)

T=(p+p)(UaU)+p.yg,

e a curvatura escalar é

se tem que

em que U é a 1-forma métricamente associada a U (observe que U(U) = —1 ¢ U(X) = 0).
Ou seja, o espago-tempo de Robertson-Walker é um solucdo para as equagoes de
Einstien sem constante cosmoldgica com contetido de matéria representado por um fluido

ideal.
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3.3 RELACOES DE CAUSALIDADE

Nesta secao, serd introduzida e examinada uma das mais fundamentais e caracteristi-
cas nocoes da geometria de Lorentz, a causalidade, ou estrutura causal de espagos-tempos.
As curvas causais futuro-dirigidas representam um sinal fisico emitido de um evento a ou-
tro. Se existe uma curva causal futuro-dirigida « : [a,b] — M tal que a(a) = p e a(b) = g,
entao, do ponto de vista da fisica, isso significa que o evento ¢ ¢é influenciado pelo evento
p, ou seja, q estd no futuro de p. Em razao disso surge a importancia de estudar como
e quando eventos de um espaco-tempo podem ser assim conectados. Além disso, esses
resultados podem fornecer informacoes importantes sobre a geometria do espago-tempo.

Seja (M, g, 7) um espago-tempo arbitrario de dimensao n, mas fixado. No que segue,
a menos de risco de confusdo, esse espago-tempo serd referido como (M, g) ou simplesmente
M. Define-se uma notagao que serda muito 1til ao longo da monografia, e que é utilizada

na maioria das referéncias.

Definicao 3.3.1. Dados dois pontos p e ¢ em M, denotamos:

e p K q se existe uma curva tipo-tempo futuro-dirigida conectando p e q;
e p < q se existe uma curva causal futuro-dirigida conectando p e q;
e p<qgsep<qoup=q.
As relagoes acima sao transitivas, via justaposicao das curvas.
Teorema 3.3.2. (Pushup lemma) Sep < g eq<r [resp. p< qeq<r], entaop <K r

Demonstragio. Sejam « a curva causal [resp. tipo-tempo| futuro-dirigida que conecta ¢ a
r e [ a curva tipo-tempo [resp. causal] futuro-dirigida que conecta p a ¢. Basta definir ~y
como a concatenacgao dessas duas e observar que v nao ¢ uma geodésica luminosa, uma vez
que seu segmento correspondente a 3 [resp. « é todo tipo-tempo, entéo, pelo teorema 2.8.9,

~ pode ser deformada para uma curva tipo-tempo futuro-dirigida, implicando p < r. [
Também sao definidos os seguintes conjuntos:
« I"(p)={qeeM:p<q},
« Jtp)={¢eM:p<gq}.

Esses sao chamados, respectivamente, de futuro cronoldogico e futuro causal de p.

Naturalmente, se define o passado cronolégico e passado causal de p como:

o« I"(p)={qe M:q<p},

e J(p)={¢e M:q<p}
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Observe que p € J™(p)NJ~(p), por defini¢do. Todas as definigdes e resultados daqui
pra frente que venham a envolver as relagoes de causalidade com respeito ao futuro vao
possuir uma versao temporalmente dual para o passado. Geralmente, fazer uma adapta-
¢ao de futuro para passado é bastante simples, portanto esse trabalho serd muitas vezes
omitido.

Dado um conjunto U C M qualquer, definimos o futuro cronolégico (causal) de U,
denotado I*T(U) (JT(U)) como a unido dos conjuntos I (p) (J*(p)) tais que p € U.

Para um U C M aberto, denota-se p <y ¢, para p,q € U, se existe uma curva
tipo-tempo futuro-dirigida que conecta p a ¢, isto é, a relagdo <y é a relagao cronoldgica
em U visto como variedade de Lorentz com métrica e orientacao temporal induzida pela
de M. Se A C U, entdao I (A,U) denotara o conjunto dos pontos g € U tais que p <y ¢,

para algum p € A. Isso é definido analogamente para as relagoes < e <.

Exemplo 3.3.3. (Causalidade em Minkowski) Seja R} o espago-tempo de Minkowski
padrao. Para qualquer p € R} e v, € T,M, a geodésica maximal -,, com velocidade

inicial v, estd definida em todo o R, mais especificamente, ¢ da forma

Yo(s) =s-v+p,

em que v é a imagem do isomorfismo candnico do espago de Lorentz T, M até R} aplicado
em vp.

Dessa maneira, para cada p € R}, a aplicagao exponencial exp, estd definida em
todo T,RY, portanto todo o R} funciona como uma vizinhanga normal de p, e, ainda mais,
como p é arbitrario, vale que o espago inteiro é uma vizinhanca aberta convexa. Sendo
assim, de acordo com a proposigao 2.7.12, se p < ¢, entdo a geodésica radial (reta) que
conecta os pontos p e ¢ é a Unica, a menos de reparametrizacao, dentre as curvas causais
que tem comprimento Lorentziano maximo.

Nesse espaco vale J*(p) = I*(p), para cada p, e se p, ¢ podem ser conectados através
de uma geodésica luminosa «a, entdao ¢ € J*(p) — I (p), o que implica que qualquer curva
causal conectando p a ¢ é uma reparametrizacao de «, pois caso contrario o teorema 2.8.9
daria que p < q.

Essas propriedades, embora peculiares a Minkowski, continuam quase todas validas

para abertos convexos, isto ¢, valem localmente em um espacgo-tempo qualquer.

Proposicao 3.3.4. (Propriedades causais de abertos convexos) Seja U um aberto convezro
em M. Entao, vale:

a) ge Jt(p,U) < pj € T,M € causal futuro-dirigido, e vale o andlogo para It;

b) IT(p,U) é aberto em U,

c) JT(p,U) =1+(p,U) (fecho em U).

Demonstragio. Prova-se o item (a) apenas para o caso causal, pois o caso temporal é

analogo.
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=) Se ¢ € J"(p,U), entdo existe uma curva causal futuro-dirigida « contida em U
que, a menos de reparametrizacao, satisfaz a(0) = p e a(1) = ¢. Entao, considere a curva
B = exp, 1o a. Pelo Lema 2.7.11, vale que 3 fica em um tnico cone causal no espaco
vetorial de Lorentz T),M, e isso implica que 3(1) = exp, Lq) = pg é causal.

<) Se p§ é causal futuro-dirigido, isso quer dizer que p,(0) é causal e futuro-dirigido,
portanto p,, que € a geodésica radial em U que conecta p a ¢, é causal futuro-dirigida,
implicando ¢ € J*(p,U).

Os itens (b) e (c¢) seguem imediatamente do fato de que a aplicagdo que associa um
par ordenado (p,q) € U x U até pg € T,M é suave (proposicao 2.7.10) e do item (a). O

Dos resultados acima, somente o item 2 vale para M em geral.

Exemplo 3.3.5. Considere R? com o ponto ¢ = (2,2) removido. Entdo, J*(p) nao é
fechado, para p = (0,0), pois a geodesicamente luminosa «(s) = (s, s) para s > 2 esta no

fecho de J*(p), mas ndo estd em J*(p), como ilustra a figura abaixo.

Figura 2 — Espaco-tempo de Minkowski com ponto removido. A linha azul escuro acima do eixo horizontal
estd em JT(p), e a regido azul clara representa I (p). Similarmente I~ (p) e J~(p) estdo
ilustrados abaixo desse eixo. A linha tracejada estd, portanto, na fronteira topoldgica comum
de I't(p) e J*(p), mas ndo estd em JT(p).

Isso demonstra que o item (c¢) da proposi¢do anterior nao vale globalmente.

Proposicao 3.3.6. Para qualquer A C M, vale que:
a) intJt(A) =17(A), e, em particular, IT(A) é aberto em M,
b) Jt(A) =1F(A).
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Demonstragio. Primeiramente se prova o item (a). Seja ¢ € intJ(A), e tome V vizi-
nhanca convexa de ¢ tal que V C intJT(A),eqd € VNI (q). Entao ¢ € JT(A) e ¢ < g,
e, pelo pushup lemma, vale que ¢ € I (A), implicando intJ(A) C IT(A).

Por outro lado, seja p € I't(A). Entao existe ¢ € A tal que ¢ < p. Considere uma
vizinhanca aberta convexa qualquer U, de p e uma curva tipo-tempo futuro-dirigida ~y
tal que v(0) = ¢ e 7(1) = p. Por continuidade, é possivel tomar s, € (0,1) de modo
que Y(sp, 1] € U,. O conjunto It (v(s,),U,) é aberto, pela proposicao anterior, e se x €
It (y(sp), Up), vale que y(s,) < x, logo ¢ < x. Portanto I (y(s,),U,) C I*T(A), e entdo
I*t(A) é aberto. Em particular, como I*t(A) C J*(A), segue que I7(A) CintJ(A).

Para o item (b), note que, como I(A) C J(A), entdo I+(A) C J*(A). Entao

basta mostrar que J*(A) C I*+(A). De fato, seja ¢ € J*(A), e & uma curva causal futuro-

dirigida conectando algum p € A e ¢. Tome V vizinhanga convexa de ¢ e ¢ um ponto
ao longo de o de modo que g € J*(q1, V). Pela proposicao anterior, g € W Como
I(q, V) C I (J*(p)) € IT(p) (pushup lemma implica nesta ultima inclusdo), entdo
q € I*(p) € I*(A). U

Também sao definidos os conjuntos It = {(p,q) e M x M :p < gt e J" ={(p,q) €

M x M : p < q}. O corolario abaixo segue da demonstragao da proposi¢ao anterior.

Corolario 3.3.7. I € aberto em M x M e a relacao

Ji{(p.a) €UxU:p < q}
¢ fechada em U x U, para todo U aberto convexo de M.

Definigao 3.3.8. (Conjuntos futuros e passados) Um conjunto F C M ¢é dito ser um
conjunto futuro se I*(F) = F. Por outro lado, P C M §é dito ser um conjunto passado
se [7(P) = P.

Exemplo 3.3.9. Para todo A C M, vale que I7(A) é um conjunto futuro. De fato,
It(IT(A)) C It(A), por transitividade da relagdo <, e se ¢ € IT(A), entdo existe uma
curva tipo-tempo 7 : [0,1] — M com os extremos p € A e ¢. Entao, p < v(1/2) < ¢,
isto é, y(1/2) € IT(A) e g € IT(y(1/2)), logo ¢ € IT(I*(A)). Analogamente, [~ (A) é um

conjunto passado.

Proposigao 3.3.10. Se X C M é um conjunto futuro, entdo X = {q € M : I'*(q) C X},

e o analogo vale para conjuntos passados.

Demonstragio. J& que sempre vale que p € J*(p) C I*(p), entdo se IT(p) C X, vale que
I+(p) C X, e portanto p € X. Por outro lado, se p € X, e ¢ € I'*(p), entdo p € [~ (q), e
como este conjunto é aberto, vale que I~ (q) N X # (), ou seja, existe um ponto r € X tal

que r < ¢, isto é, ¢ € IT(X) = X. Logo I (p) C X, o que conclui a demonstragdo. [

Corolario 3.3.11. I+(p) ={qe M : I"(q) C I (p)}.
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3.4 O LEMA DA CURVA LIMITE

Embora conveniente para definir os aspectos basicos da teoria causal, a utilizagao de
curvas suaves por partes se torna uma restricao excessiva ao lidar com espacos de curvas
causais e convergéncia nestes. Entretanto, estes tultimos aspectos sao muito importantes
para a obtencao de alguns resultados mais sofisticados. A fim de lidar com limites de curvas
é introduzida nessa se¢ao a no¢ao de curvas causais continuas, e apresentado um teorema
fundamental de convergéncia, conhecido como Lema da Curva Limite. Os resultados dessa

e da proxima segao estao discutidos em mais detalhes em [6].

Definigéo 3.4.1. (Curva causal continua) E dito que uma curva continua o : I CR — M
¢ uma curva CY causal futuro-dirigida se para qualquer ty € I existe uma vizinhanca
convexa U C M de a(ty) e um € > 0 tal que a(IN(tg—€,tg+€)) CU es <t = a(s) <y
a(t), quando s, t € I N (top — €ty + €).

A definicao para curvas C° causais passado-dirigidas é feita dualmente. A proposicao
abaixo garante que as curvas CY causais definem a mesma estrutura causal que curvas

causais suaves por partes.

Proposicao 3.4.2. Dados dois pontos p,q € M, vale que p < q se, e somente Se, existe

uma curva C° causal futuro-dirigida o : [a,b] — M tal que a(a) = p e a(b) = q.

Demonstragio. A ida é trivial. A fim de provar a outra implicagdo, para cada t € [a, b],
tome U; C M vizinhanga convexa de a(t) e ¢ > 0 como na defini¢do de curvas causais
CY futuro-dirigidas. Como ala,b] é compacto, é possivel extrair uma subcobertura finita
Ui, ...,Ug. A menos de reduzir as vizinhangas convexas inicias, é possivel tomar uma
partigdo P = {a =:ty < --- < t,,, := b} de [a, b] tal que, para todo i € {1,...,m}, exista
um j € {1,...,k} tal que aft;, ti1] C Uj, e aft;) <y, a(tiy1). Entao, existe uma tnica
geodésica radial causal futuro-dirigida o; em U; conectando a(t;) a «(t;), e, concatenando
as curvas o;, se obtém uma curva suave por partes causal futuro-dirigida de p a ¢, isto é,

P <gq. [

Lembre que para uma métrica Riemanniana h, a distdncia associada a h entre dois

pontos p, q é definida como

dn(p,q) = inf{Ln(a) : a € Ap,q)},

em que 2(p, q) é o conjunto das curvas suaves por partes conectando p a ¢, e Lj,(«), para

a € Q(p,q) com dominio [a, b], é dada por

In(e) = [ yfIhe(s), ()l
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Definicao 3.4.3. Seja (M, h) uma variedade Riemanniana. Uma curva o : [a,b] — M é
dita ser h-retificavel se Lj(a) := supp{lp(a)} € finito, em que P ={a =1ty <t; <--- <

tm = b} denota uma particao qualquer de |a,b] e
Ip(a) =Y dy(a(tisr), alt;)).
k=1

Teorema 3.4.4. (Nomizu-Ozeki) Toda variedade M admite uma métrica Riemanniana

completa.
Demonstra¢do. Demonstrado em [7]. O

Lema 3.4.5. Se h é métrica Riemanniana completa em uma variedade M ea : I CR —

M ¢é uma curva C° causal futuro-dirigida, entdo o] ¢ h-retificavel, para cada a < b € I.

Se o : I — M é uma curva continua que é h-retificivel em cada intervalo fechado
de I, entao, fixado um ponto de referéncia tq € I, é possivel definir o seu h-comprimento

de arco, dado por

Lp(af. ), set>t,

h
Sto (t) = lfo.1]

Lp(af ), set <t

[to 7t]

Lema 3.4.6. Para o : I — M curva causal C° futuro-dirigida, a func¢do Sy, é continua
e crescente. Ainda mais, se a € futuro-inextensivel, entao ao reparametrizar o« por h-
comprimento de arco obtém-se uma curva cujo dominio é da forma [0, 00), e vale o andlogo

para curvas passado-inextensiveis.

Fixe em M uma métrica Riemanniana completa h. Abaixo, se enuncia o principal

resultado desta secao.

Teorema 3.4.7. (Lema da curva limite) Se {ay : [0,00) — M}ren € uma sequén-
cia de curvas C° causais futuro-dirigidas e futuro-inextensiveis, parametrizadas por h-
comprimento de arco, de modo que ax(0) — p. Entdo existe uma curva C° causal futuro-
dirigida e futuro-inectensivel o : [0,00) — M (ndo necessariamente parametrizada por
h-comprimento de arco) tal que a(0) = p e, a menos de subsequéncia, Oéklc converge dy-
uniformemente para Oé'c em cada compacto C C [0,00). Vale o dual para curvas passado-

dirigidas e passado-inextensiveis.

3.5 COMPRIMENTO DE ARCO LORENTZIANO

A ideia desta secdo é definir uma maneira de estender a no¢ao de comprimento de

Lorentz para a classe das curvas causais C° a partir da métrica de Lorentz g¢.
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Definigao 3.5.1. Seja (M, g) um espago-tempo e « : [a,b] — M uma curva C° causal
futuro-dirigida. Uma particio P = {a =: ty < t; < -+ <t < tgp1 =: b} de [a,b] € dita

fica contido em um aberto convexo U; e

ser admissivel para o se cada segmento « -
isbi+1

a(s) <y, a(t), para todo s <t em [t;, t;s1].

Seja « : [a,b] — M uma curva C° causal futuro-dirigida e P parti¢io admissivel

para «, entao é definida a seguinte quantidade
k
lo(r, P) =) ’@(ti)@(tzﬂ;h
i=0

em que a(ti)a(tiﬂ; ¢ a velocidade inicial da tnica geodésica radial conectando «(t;) a

(observe que a norma

a(t;11) em algum aberto convexo U; contendo a imagem de « o
istit1
desse vetor nada mais é que o comprimento Lorentziano da geodésica radial correspon-

dente). O comprimento de arco Lorentziano de a é definido comor:
Ly(a, P) = inf{l,(cr, P) : P parti¢do admissivel para a}.

O infimo estd bem definido pois a quantidade l,(c, P) é sempre maior ou igual a zero. E
possivel provar que, para curvas suaves, o comprimento de arco Lorentziano coincide com
o comprimento de arco usual. Além disso, é invariante por reparametrizacoes. Abaixo,

uma proposicao bastante 1til que se utiliza dessa defini¢ao.

Defini¢ao 3.5.2. (Curva limite) Dada uma sequéncia de curvas {ap,}neny em M, € dito
que um ponto p € M € ponto de acumulagdo dessa sequéncia se existe alguma subsequéncia
de {a,} que distingue o ponto p, isto é, uma subsequéncia {a,, tren tal que exista uma
sequéncia {pr}ren com cada py na imagem de oy, e tal que py — p. Uma curva o € dita
ser curva limite de {a, }nen se alguma subsequéncia {on, }ren distingue todos os pontos

da imagem de .

Proposigao 3.5.3. Seja K compacto, p,q € K, e {a, : [a,b] = M} uma sequéncia de
curvas causais futuro-dirigidas cujas imagens estao contidas em K e tais que a,(a) — p e
a,(b) — q. Entao, existe uma curva C° causal futuro-dirigida « : [a,b] — M com imagem
contida em K e tal que a(a) = p e a(b) = q que satisfaz:

a) a é curva limite de {a,},

b) existe uma subsequéncia {a,,,} de {a,} de modo que

Ly(a) > limsup Ly(aun,,)-

3.6 SEPARACAO TEMPORAL

Dado um espago-tempo (M, g), se denota por C’(p, q) conjunto das curvas causais
futuro-dirigidas conectando p a ¢. Se define entao um tipo de nogdo de distancia entre

pontos de M.
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Defini¢ao 3.6.1. (Separacao temporal) A (funcdo de) separacdo temporal no espago-
tempo (M, g) é a fungio d : M x M — [0, 4+o0] definida como:

0,se C(p,q) =0,

d(p,q) = .
sup{L(a) : a« € C(p,q)}, caso contrdrio.

Define-se a separagao temporal entre dois conjuntos como d(A, B) = sup{d(a,b) :
a€ Abe B}

Proposicao 3.6.2. (Propriedades da separagao temporal) Para a fungio de separagdo

temporal em (M, g), valem as sequintes propriedades,
1. d(p,q) >0 <= p<yq,
2. d(p,p) =0, a menos que p < p, nesse caso, d(p,p) = o0,
3. 0 <d(p,q) < oo implica que d(q,p) =0,

4. Sep < q<r, entio vale a desigualdade triangular reversa, isto é, d(p,q)+d(q,r) <
d(p,r).

Demonstragio. 1) Para a ida, como d(p, q) > 0, existe ao menos uma curva causal futuro-
dirigida conectando p a ¢ que nao é luminosa, logo, pelo teorema 2.8.9, vale p < ¢. Ja se
p < ¢, entdo Ja € C(p, q) tipo-tempo, e entdo L(a) > 0 = d(p,q) > 0 .

2) Se nao vale p < p, entdo em C’(p,p) nao pode haver nenhuma curva que nao
seja uma geodésica luminosa, as quais tem comprimento zero, logo d(p,p) = 0. Se p <K
p, basta justapor a curva tipo-tempo fechada conectando p a si mesma (devidamente
reparametrizada) um ntmero arbitrario de vezes para obter d(p, p) = oc.

3) Como 0 < d(p,q), p < q. Suponha d(q,p) > 0. Entao, ¢ < p, logo d(p,q) = c©
(basta ir e voltar de p a ¢ infinitas vezes através de curvas tipo-tempo futuro-dirigidas).

4) Se d(p,r) = oo ou d(q,r) = oo, entdo claramente vale que d(p,q) = oo e a
desigualdade é trivialmente satisfeita, entdo sera assumido que todas essas distancias
sao finitas. Dado § > 0 qualquer, existem curvas o € C’(p, q) e p € C’(q,r) tais que
L(a) > d(p,q) — /2 e L() > d(q,r) — /2. Entao,

d(p,r) = L{ax §) = L(a) + L(B) > d(p,q) + d(g,7) =9,

em que ax 3 denota a concanetacao das curvas a e 5. Como ¢ ¢é arbitrario, a demonstracao

esté concluida. O

Lema 3.6.3. A funcao separacao temporal d € semicontinua inferiormente. Isto €, se

{pr},{qr} sdo sequéncias de pontos em M convergindo, respectivamente, para p e q, entdo

lim inf d(px, g) < d(p, ).
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Embora valha a semicontinuidade inferior, a separacdo temporal nao necessaria-
mente é continua. De fato, isso s6 pode ser garantido para espacos-tempos no topo da

hierarquia causal, como sera visto adiante.

Exemplo 3.6.4. Considere R? com a linha {(1,z) € R? : z > 1} removida, e fixe os
pontos p = (0,1) e ¢ = (2,0). Esses nao podem ser conectados por nenhuma curva
causal, entdao d(p,q) = 0, mas é possivel tomar uma sequéncia p, — p e ¢, — ¢ tal que

d(pn, qn) > 1, ¥n, implicando que d nao é continua, como ilustra a imagem abaixo.

Figura 3 — Espacgo-tempo de Minkowski com uma linha removida. Os pontos p e ¢ ndo podem ser conec-
tados, mas todo ponto p,, pode ser conectado a g, por uma curva causal que tem comprimento
Lorentziano igual a 1, como na ilustracio (embora o segmento inclinado seja tipo-luz, o seg-
mento vertical é tipo-tempo e tem comprimento Lorentziano 1).

q|9n+1 gn
2

0.5 4

05 0 s P : iy P, 16 2

Considerando o ponto r = (2,1) nesse espago-tempo, vale que d(p,r) = 2, mas

nenhuma curva maximiza essa distancia.
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4 A HIERARQUIA CAUSAL

Esse capitulo trata da construcao da hierarquia causal, que é uma maneira de clas-

sificar os espagos-tempos de acordo com seu comportamento com relagao a causalidade.

Figura 4 — A hierarquia causal dos espagos-tempos.

Globalmente hiperbdlico
\V4

Causalmente simples

&

Causalmente continuo

&

Estavelmente causal

&

Fortemente causal

&

Distinguidor
\V4
Causal
\V4

Cronolégico
A4

Nao totalmente vicioso

Os espagos-tempos globalmente hiperbdlicos estao no topo da hierarquia causal, en-
quanto os nao totalmente viciosos estdo no degrau mais baixo. Os espacos-tempos de
um degrau estao todos inclusos em degraus inferiores da hierarquia; por exemplo, um
espaco-tempo estavelmente causal é também fortemente causal e distinguidor, mas nao
é necessariamente causalmente continuo. Essa classificacao hierarquica justifica a nomen-
clatura adotada.

A primeira secao desse capitulo busca introduzir as condigbes de causalidade em
um espacgo-tempo, necessarias para classificar os espagos-tempos, e a segunda e terceira
definem ferramentas importantes para o estudo da hierarquia. As demais se¢oes sao des-

tinadas cada uma ao estudo de um degrau especifico da hierarquia causal.
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4.1 RESTRICOES CAUSAIS BASICAS

Nessa secao, serao introduzidas algumas condigoes com respeito a causalidade em
espagos-tempos. Essas condi¢oes estao ligadas a existéncia de curvas causais fechadas, que,

lembramos, serao sempre consideradas nao constantes.

Defini¢ao 4.1.1. (Condicao de cronologia e de causalidade) Um espago-tempo (M, g) é
dito satisfazer a condigao de cronologia (ou condicao cronolégica) em p € M se ndo existe
nenhuma curva tipo-tempo fechada passando por p. Por outro lado, (M, g) € dito satisfazer
a condigao de causalidade (ou condicdo causal) em p € M se nao eziste nenhuma curva

causal fechada passando por p.

Como toda curva tipo-tempo é também causal, a condi¢ao causal implica na condicao
cronologica. Entretanto, é possivel que a condigao de cronologia seja satisfeita em p € M
mas a condicao de causalidade nao. Nesse caso, existe uma curva causal fechada em p que
nao pode ser deformada para uma curva tipo-tempo, entao, pela proposicao 2.8.9, vale
que essa curva ¢, a menos de reparametrizagoes, uma geodésica luminosa fechada sem

pares de pontos conjugados.

Defini¢ao 4.1.2. (Causalidade forte) O espago-tempo € dito satisfazer a condigao forte
de causalidade (ou condicao de causalidade forte) em p € M se, para toda vizinhanga
aberta p € U C M, existe uma vizinhangca V- C U de p de modo que toda curva causal

com extremos em V fique contida em U.

A condigao forte de causalidade indica que nao existem curvas causais que “quase'se
fecham em p. Com efeito, negar essa condi¢ao em p € M significa que existe uma sequéncia
{an, : lan,b,] — M} de curvas causais futuro-dirigidas e um aberto U > p tais que
an(ay), a,(b,) — p mas cada «a,, sai e entra novamente em U. Observe que tal negagao
valeria imediatamente se a condicao causal fosse violada em p. De fato, se nao, tome
a:[a,b] = M é uma curva causal fechada com a(a) = a(b) = p, e uma vizinhanga U de
p tal que Im(a) € U (isso é possivel pois M é Hausdorff e o ndo é constante). Entao a
curva « terd extremos em qualquer vizinhanga V' de p mas nao fica inteiramente contida
em U.

Uma outra maneira de caracterizar essa condigao é através da defini¢cdo abaixo.

Defini¢ao 4.1.3. (Vizinhanga causalmente convexa) Sejam U,V C M abertos. V é dito
ser causalmente convexo em U se toda curva causal contida em U com extremos em V

fica inteiramente contida em V.

Note que, se V é causalmente convexo em U, vale que <y=<y entre pontos de
V', em que o subscrito indica a relacdo de causalidade vista nos abertos V e U como

espacos-tempos.
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Observe que, se V' C U é causalmente convexa em U e W C U é um aberto contendo

V', entao V' é causalmente convexo em W.

Proposicao 4.1.4. Seja (M, g) um espago-tempo, p € M e U wvizinhanga de p. Entado,

existe V. C U uma vizinhanca de p causalmente convexa em U.

Demonstragio. Tome pontos s <y p <y r em U, e defina V := I (s,U) NI (r,U), que
¢ um aberto contendo p e contido em U. Seja agora « : [a,b] — U uma curva causal
futuro-dirigida tal que a(a) € V e a(b) € V, e tome g = a(ty), com a < ty < b. Entdo
s <y ala) < g < a(b) <y r, e, pelo pushup lemma, segue que g € V. Portanto V C U é

vizinhanga de p causalmente convexa em U. O]

Em particular, a proposicao acima mostra que é sempre possivel tomar uma sequén-

cia {V,,}nen de vizinhancas de p contidas em U e causalmente convexas em U tais que
mnEN{Vn} =p.

Proposicao 4.1.5. Seja (M, g) um espago-tempo. Esse espago satisfaz a condi¢io forte
de causalidade em p se, e somente se, dado U wvizinhanga de p, existe uma vizinhanga

V CU dep que é causalmente convexa em M.

Demonstragio. <) Trivial, pois se a vizinhanga V' C U é causalmente convexa em M,
entao toda curva causal com endpoints em V fica inteiramente contida em V' e portanto
inteiramente contida em U.

=) Sejap € M, e p € U C M uma vizinhanca qualquer. Por causalidade forte, é
possivel tomar U’ C U vizinhanga de p tal que toda curva causal com extremos em U’
fique inteiramente contida em U. Tome agora, pelo resultado anterior, uma vizinhanca
V C U’ de p causalmente convexa em U. Entao, toda curva causal com extremos em
V C U’ fica inteiramente contida em U, e, por causalidade convexa de V em U, essa curva

fica inteiramente contida em V. Portanto, V' é causalmente convexa em M. O

4.2 FUNCOES VOLUME

Serao introduzidas nesta subsecao certas ferramentas muito uteis para o estudo da
estrutura causal dos espacos-tempos, as chamadas func¢oes volume. Essa classe de funcoes
computa o volume dos conjuntos da forma I*(p) mediante a introducdo de uma medida

conveniente no espago-tempo, que é descrita abaixo.

Definicao 4.2.1. (Medida admissivel) Uma medida Boreliana m em um espago-tempo

(M, g) € dita admissivel se:
1. m € finita, isto é, m(M) < oco;

2. m(U) > 0 para todo U C M aberto ndao vazio;
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3. m(0I%(p)) = 0, para todo p € M.

E sempre possivel construir tal medida utilizando um argumento de particdo suave
da unidade, de acordo com o trabalho em [3] ou ([2], p. 67). Note que o item (3) garante
que m(I%(p)) = m(J=(p)), para todo p € M.

Defini¢ao 4.2.2. (Fungoes volume) Seja (M, g) um espago-tempo e m uma medida ad-

maissivel. Entao:

1. t=(p) := m(I~(p)) € chamada fungao volume futuro associada a m.

2. tT(p) := —m(IT(p)) € chamada func¢ao volume passado associada a m.

Note que, se a : I — M é uma curva causal futuro-dirigida, entao, para qualquer
t < se€l,valeque a(t) < a(s), eentdao I (a(s)) C IT(a(t)) = mIH(a(s)) < m(IT(a(t))
e, portanto, tT(a(t)) < tT(a(s)). Logo t* é ndo decrescente em qualquer curva causal
futuro-dirigida, e portanto fica justificado o sinal imposto em sua definiggo. O mesmo
também vale para £~

As fungoes volume futuro e passado nao sao necessariamente continuas; para compre-
ender sua continuidade sera estudada a continuidade das fun¢des com valores em conjuntos
I*: M — P(M), em que P(M) é o conjunto das partes de M, que sdo as fungoes que
associam p € M ao subconjunto I*(p) C M. Entretanto, o conjunto P(M) carece de
uma topologia pré-definida. Desse modo, o estudo dessas propriedades se dara através do

seguinte conceito.

Defini¢ao 4.2.3. (Continuidade interior e exterior) A fun¢io I~ ¢é dita ser continua
interiormente em p € M se para qualquer compacto K C I~ (p) existe uma vizinhanga
aberta U de p tal que K C I~ (q), Vg € U. Por outro lado, I~ é dita ser continua

exteriormente em p € M se para qualquer compacto C C M —1—(p), existe uma vizinhanga

aberta V' de p tal que K C M — 1= (q), para todo q € V.

Dualmente se define continuidade interior e exterior para I™. Se IT forem continuas
interiormente (exteriormente) em todo p € M, entdo sdo ditas interiormente (exterior-

mente) continuas.

Proposigao 4.2.4. Seja (M,g) um espago-tempo. Entdo = é sempre continua interior-

mente.

Demonstragio. De fato, para qualquer K C I~ (p) compacto, tomando a cobertura aberta
{I7(q) : q€ I (p)} de K, é possivel extrair uma subcobertura finita {I~(q1),..., 1 (qx)}-
Basta definir U := Nf_IT(q;) e, entdo, se r € U e v € K, existe um i € {1,...,k}
tal que © < ¢;, mas ¢; < r logo z € I~ (r) o que implica K C I~ (r), concluindo a

demonstracao. O
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Antes de prosseguir com a analise, alguns conceitos e resultados de teoria de medida

precisam ser recapitulados.

Definig¢ao 4.2.5. Seja X um conjunto qualquer e { Ay, nen uma sequéncia de subconjuntos
A, C X. Define-se
a) liminf{A,} = U2, N2, An,
b) limsup{A,} = N2, U2, An.
Um estudo mais aprofundado de teoria da medida pode ser encontrado em diversas

referéncias, como em [1]. Um fato é que a medida m, por ser admissivel (e portanto finita),

satisfaz
m(liminf{A4,}) <liminf(m({4,})), m(limsup{A,}) > limsup(m({A,})).

Definicao 4.2.6. Seja X um espago topoldgico e { A, }nen uma sequéncia de subconjuntos
de X . Define-se

a) LI{A,} = {x € X : VU 3 x aberto, U intersecta todos menos um conjunto finito de
A,s},

b) LS{A,} = {z € X : YU > x aberto, U intersecta uma quantidade infinita de A, ’s}.
E facil observar que
liminf{A,} C LI{A,}, limsup{A,} C LS{A,}.

Lema 4.2.7. Seja (M, g) um espago-tempo e {p,} uma sequéncia em M convergindo para
p € M. Entdo I*(p) C liminf{I*(p,)}.

Demonstragio. Sera feito para I (p), pois o caso passado é temporalmente dual. Seja
x € IT(p), entdo, p € I (z) e este é um aberto, logo, existe N € N, de modo que
se n > N, entdao p, € I~ (z), isto é, z € I*(p,). Entdo z € NZNIT(p;), e, portanto,
x € liminf{I"(p,)}. O

Corolario 4.2.8. A funcio t* ¢ semicontinua superiormente, enquanto a funcio t~ €

semicontinua inferiormente.

Demonstragio. Seja p, — p uma sequéncia em M. Pelo lema anterior, I (p) C lim inf{/™(p,)}.

Das propriedades da medida m, se tem que
m(I*(p)) < m(liminf{I"(p,)}) < liminf m(I"(p,)),

e, portanto,

t(p) = —m(I"(p) = —liminf m(I" (pn))
= limsup —m (I (p,)) = limsupt* (p,).
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Para a semicontinuidade inferior de ¢t~ é feito um raciocinio analogo, mas sem pre-

cisar inverter o sinal. OJ

Teorema 4.2.9. Para um espago-tempo (M, qg) e p € M, sao equivalentes:

a) I [I~] é continua exteriormente,

b) Para toda sequéncia {p,} C M tal que p, — p, vale que LS{I*(p,)} C I+ (p)

[LS{I~(pa)} € I~ ()],

c) tT [t7] € continua.

Demonstragio. (1) = (2) Seja p, — p uma sequéncia em M, z € LS{I"(p,)}, e suponha

que = ¢ I*+(p). Entdo, como este conjunto é fechado e o M é localmente compacto é

possivel tomar um compacto K que nao intersecta I*(p) e tal que x € intK. Porém, pela
continuidade exterior de I™ em p, existe um aberto U > p tal que, para todo p’ € U,

It(p') N K = (. Por convergéncia, existe N € N tal que, se n > N, entdao p, € U, e

portanto I*(p,) N K = (). Em particular, I*(p,)NintK = ), para n > N, o que contradiz
x € LS{I"(p,)}.
(2) = (3) Seja p,, — p uma sequéncia em M. Basta notar que, como lim sup{I*(p,)} C

LS(I*(p,)) C It(p), entdo segue que
lim sup(m(I*(pa))) < m(limsup{I*=(p,)}) < m(I*(p)) = m(I*(p))-

Fica provada a semicontinuidade superior de ¢t~ e a inferior de ¢t*, e portanto suas
continuidades em geral.

(3) = (1) Sera provado para t~ e I~. Suponha que ¢~ seja continua mas I~ nao seja

continua exteriormente em p. Nesse caso, é possivel tomar K C M — I~ (p) e vizinhangas

abertas V,, de p tais que NyenVy, = {p} e tomar p,, € V,, de modo que Iz, € K NI~ (py,).

Como K ¢é compacto, a menos de subsequéncia z, — = € K. Se I~ (z) C I~ (p), entao

pela proposigdo 3.3.10 z € I~ (p), um absurdo pois K é disjunto deste ttlimo conjunto.

Entao existe um y € M — I~ (p) tal que y < z.

Usando o fato da relacao IT ser aberta em M x M, tome duas vizinhancas U,
e U,de x eyem M — I-(p) respectivamente, de modo que U, C Nyep, I~ (2'). Mas
existe N € N tal que z,, € U, paran > N, logo U, N I~ (p,) # 0, o que nos permite
concluir que U := U, C I~ (p,), para n > N. Tome agora uma sequéncia ¢; — p tal que
p < gk < gj_1, para todo j.

Entao, para n grande, U C I~ (p,) € I (g;), e também I~(p) C I~ (g;) para todo

j. Concluimos que /= (p) e U sao Borelianos disjuntos contidos em I~ (g;), para j grande.

Portanto, sendo ¢ = m(U) > 0, para a medida admissivel m tem-se

t7(q;) = m(I"(g5)) = m(I~(p)) + m(U) = m(I"(p)) + m(U) =t~ (p) + ¢,

em que foi usado novamente a admissibilidade de m, contradizendo a continuidade de
t. O
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4.3 REFLEXIVIDADE

Essa secao ficara reservada a obter uma importante caracterizacao alternativa da
continuidade exterior de I™ e I~. Uma das maneiras de caracterizar essa continuidade é
através do conceito de reflerividade. Essa nocao é dita ser transversal, pois ndo implica
nem ¢ implicada por nenhum dos degraus da hierarquia causal tradicional, mas, em adicao
a mais algumas hipdteses, pode gerar resultados interessantes. Antes de introduzir essa

defini¢ao, sao provadas as seguintes equivaléncias.

Lema 4.3.1. Dados quaisquer p,q € M, equivalem:
a) I*(q) CI*(p) = I (p) €I (q);
b) g€ T*(p) = p el (q);
¢c) q € 0I"(p) = p € Il (q);

Demonstragio. Note que a) <= b) pois ¢ € I*(p) <= I7(q) C I*(p), de acordo com
a proposicao 3.3.10, e vale o dual para o passado.

b) = ¢): Se vale b) e ¢ € I (p), entdo ¢ € I+(p) mas q ¢ I (p) pois este tltimo
é aberto. Entdo p ¢ I~ (g) mas, por b) p € I-(q), portanto p € I~ (q). Logo vale a
implicacao c).

¢) = b): Se q € It(p), ou g € DI (p), e por ¢) p€ I (q) C I (q),ouqe I*(p)e

portanto p € I~ (q) C I (q). O

Vale também a versao dual do lema acima.

Definicao 4.3.2. (Reflexividade) Um espago-tempo (M, g) € dito ser passado reflexivo
em q € M se, para todo p € M, p e q satisfazem uma das afirmagoes (e portanto todas) do
lema anterior. Reflezividade futura € feita dualmente. (M, g) é dito passado [resp. futuro/

reflexivo se o for em todo q € M, e dito apenas reflexivo caso seja ambos.

Proposicao 4.3.3. Um espaco-tempo (M, g) é passado reflexivo em q se, e somente se,

(p,q) € I+ implica p € I-(q), e vale o dual.

Demonstragio. =) Seja (p,q) € IT. Entao existem sequéncias p, < ¢, com p, — p e
¢n — q. Tomando sy € I~ (p). Entdao, p € I*(sg), e entdo para n grande o suficiente
Gn € I (sy). Sendo assim, ¢ € m e portanto s € 1*7@), pela reflexividade ao passado.
Tomando s, cada vez mais préximo de pde modo que s, — p, obtém-se p € I—(q)

&) Seja p qualquer de modo que ¢ € I+ (p). Entdo (p, q) € I+ e daisai quep € I-(q),

o que implica que M ¢é reflexivo ao passado em gq. Il

Lema 4.3.4. I~ [resp. I7] é continua exteriormente em q € M se, e somente se, o

espago-tempo € passado [futuro] reflexivo em q.
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Demonstragio. Prova-se o caso da reflexividade passada (I7), j4 que o outro segue desse

dualmente.

=) Suponha ¢ € It(p) e p ¢ [~ (q), mas I~ seja continua exteriormente em q.

Entao, existe uma vizinhanga U de ¢ tal que ¢ € U = {p} C M — I~(¢'), e portanto

UNIt(p)=10. Mas U deve ter pontos de I'*(p) pois ¢ € I*(p), uma contradigao.

<) Suponha reflexividade passada em ¢ e I~ ndo continua exteriormente nesse

ponto. Portanto, existe um compacto K C M — I=(q) e uma sequéncia ¢, — ¢ de modo

que K & M — I~(g,). Para cada n, tome x, € K N 1~(q,). A menos de subsequéncia,

r, — x € K, por compacidade. Se y € I~ (z), entdo x € [T (y) = x, € [T (y), para n
grande, e portanto I (y)NI~(g,) # 0; como It (y) é aberto, I (y)NI~(g,) # 0, e portanto

qn € I (y), por transitividade da relagdo cronoldgica, para n grande. Logo ¢ € I+ (y). Por

reflexividade passada em ¢, y € I=(q). Agora, y € I~ (z) é arbitrario, logo, tomando

{yx} € I~ (z) sequéncia de modo que y,, — x, tem-se € I~ (q), 0 que ¢ uma contradigdo

pois x é um elemento de K. Il
Para finalizar, sdo definidas uma outra importante classe de fungoes:

Definigao 4.3.5. (Fungoes tempo) Seja (M, g) um espago-tempo. Uma fungiot : M — R
¢ dita ser:

a) uma fungdo tempo generalizada se t é estritamente crescente em toda curva causal

futuro-dirigida;
b) uma fungdo tempo se for uma funcio tempo generalizada que também é continua;
c) uma fungao temporal se t é suave e se o gradiente Vt € passado-dirigido e tipo-tempo.
Uma fungao temporal ¢ é uma funcao tempo, pois é suave e portanto continua, e,

além disso, se a é¢ uma curva causal futuro-dirigida, vale que

d(to )
ds

(50) = dias) (2 (50)) = Ga(so) (VE(a(50)), @ (50)) > 0,

em que foi usado o fato de que o gradiente de ¢ é o campo vetorial metricamente associado
via g com a 1-forma dt e que o e Vt estdo em cones de tempo opostos. A utilidade dessa
definicao e dos demais resultados obtidos nesta secdo ficarda mais clara no decorrer deste

capitulo.

4.4 ESPACOS-TEMPOS NAO TOTALMENTE VICIOSOS

Espagos-tempos totalmente viciosos sao os pior comportados com relacao a causali-

dade. Para caracterizar esses espagos precisamente, serd necessario o seguinte lema:

Lema 4.4.1. Seja (M, g) um espago-tempo. Entao, equivalem:

1. p<Lp, Vpe M;
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2. I"(p) =1"(p) =M, Vpe M;

3. d(p,q) = oo, Vp,q € M.

Demonstragio. (1) = (2): Sejap € M e suponha g € I*(p). Entao vale que I(q) C I (p).
Como ¢ < ¢, vale que g € I(q) C I'"(p), logo I (p) é fechado. Sendo fechado e aberto e
M sendo conexo, I (p) = M. Um raciocinio dual leva & conclusdo de que I~ (p) = M.

(2) = (3): Sejam (p,q) € M. Como I (p) = M, entdo p,q € I"(p). Seja v uma
curva fechada tipo-tempo e futuro-dirigida em p e a uma curva tipo-tempo futuro-dirigida
que conecta p a ¢. Basta justapor as duas curvas e percorrer a curva vy varias vezes para
obter uma curva tipo-tempo entre p e ¢ de comprimento arbitrariamente grande. Logo,
d(p, q) = oo.

(3) = (1): Em particular d(p,p) = oo > 0, Vp € M. Logo, o resultado segue da
proposicao 3.6.2. O

Definigao 4.4.2. (Espago-tempo totalmente vicioso) Um espago-tempo (M, g) € dito to-
talmente vicioso se satisfaz alguma (e portanto todas) as condigées do Lema 4.4.1, e ndo

totalmente vicioso caso contrario (isto é, caso exista algum p € M tal que ndo vale p < p).

Em outras palavras, um espago-tempo totalmente vicioso nao satisfaz a condigao de
cronologia em nenhum de seus pontos, enquanto um espaco-tempo nao totalmente vicioso

satisfaz a condi¢ao de cronologia em pelo menos um ponto.

Exemplo 4.4.3. Considere o quociente de R? pelo grupo de isometrias gerado pela trans-
lacao
T:RI> (t,r) = (t+1,2) € R},

que ¢é claramente propriamente descontinuo e age livremente. Para qualquer p = (t,, x,) €
R, a curva a(s) = (s,x,) é tipo-tempo e passa por p, e claramente 7 o o é uma curva
tipo-tempo fechada em p no quociente, o que implica que este espago-tempo é totalmente

vicioso.

4.4.1 O espaco-tempo de Godel

A solugao de Godel, publicada em 1949 [4], representa um estimulo a procura de
solugdes mais complexas para as equacoes de campo de Einstein, e ¢ um importante
e nao trivial exemplo de um espago-tempo totalmente vicioso. O exemplo 4.4.3 pode
ser facilmente adaptado para um solucao de vacuo das equacoes de Einstein sem cons-
tante cosmologica. Entretanto, as curvas tipo-tempo deste espaco sao obtidas gragas a
identificagao feita justamente para obté-las. O recobrimento universal dessa solucao é o
espaco-tempo de Minkowski, que possui o melhor comportamento possivel com relacao a

causalidade, como serd visto mais adiante neste trabalho. A solu¢ao de Godel tem espago
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de fundo simplesmente conexo, e, mesmo assim, possui curvas tipo-tempo fechadas, as
quais surgem puramente de sua geometria.

O tensor de momento-energia é da forma T = p(U ® U), ou seja, a matéria assume
a forma de um fluido perfeito que é livre de pressao. Um conteiido de matéria com essas
propriedades é chamado de poeira. A construgao do espaco-tempo comeca com as coorde-
nadas usuais (,z,y, z) da variedade R?. Define-se a métrica a partir do elemento de linha

Ccomo 1
ds? = —dt* + da? — 562“””dy2 + dz* — 2e* dtdy. (4)

A matriz da métrica g fica da seguinte forma

-1 0 —e*
0 1 0
e g L

0 0 0
Definindo o referencial global Ey = 0;, Fy = 0,, Fy = \/5(@—6*“8@}) e E3 = 0,, vale
que g(E;, E;) = 1,sei € {1,2,3} e g(Ep, Ey) = —1. Como sao linearmente independentes,

_ o O O

segue que a métrica g é de Lorentz.
Denote o espago-tempo obtido como (M, g). O campo U que modela uma familia de
observadores sera definido como o campo coordenado 9; = Ey, que é tipo-tempo, e cuja

1-forma metricamente associada serd denotada Ej. Note que, para X € X(M), vale

Eo(X)=g(Ep, X) = X'gyy = —X"' — e - XV = —(dt + ""dy)(X)
= By = —(dt + e™dy),

em que X = X'0;, com i € {t,x,y,z}. Entdo, o tensor momento-energia fica da forma,

T = p(EO ® EO), e sua representacao por matriz é dada por

0 e 0

0O 0 0 O
T—=p. 5
P et () €2am 0 ( )

0O 0 0 0

Prossegue-se para mostrar que ¢ satisfaz as equagdes de campo de Einstein. Para

verificar se isto é solugao, primeiro é computada a inversa da matriz g,

1 0 =27 0
0 1 0 0
6
. ©)

1

—Qe~ar ) 26—21190

0 0 0

A partir disso, obtém-se os simbolos de Christoffel, de acordo com 2.3.10. Os tinicos

diferentes de zero sao:
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0 _ 10 _
1101—F10—06,

I =T = 7€,
fy = Ty = e,
1—%2 — %€2a$’

[ =Ty = —ae™™

Em seguida, sao obtidos os componentes do tensor de Ricci, dentre os quais os nao

nulos sao apenas:
_ 2
Roo = a7,
Roz = Ry = a*e™,

R22 = (1262aw .

Por 1ltimo, a curvatura escalar é S = —a%. A matriz do tensor de Einstein G =

1
Ricy — 55 - g toma a forma

a 0 a%e 0 -1 0 —e* 0
0 0 0 0 1 0 1 0 0
G == — . _a2 .
a2€ax 0 a2€2aac 0 2 e () %62(1:5 0
0 0 0 0 0 O 0 1
To0 S 0
_ 20 ” & 2O2 “ 0
a ; 0 3a Z 02
0 0 0 &
Por outro lado, a expressao 81T — Ag é dada pela matriz
1 0 e* 0 -1 0 —e* 0
0O 0 O 0 1 0 0
81T — Ag = 8mp - —A-
g p e () €2ax 0 —e% () %€2ax 0
0 0 0 0 0 0 0 1
8mp+ A 0 (8mp+ A)a?e™ 0
B 0 —A 0 0
(8mp+A)ae™ 0 (8mp+L)e? 0
0 0 0 —A

Logo, as equacoes de Einstein sao satisfeitas se a constante cosmolédgica A e a den-

a2

8w
A fim de simplificar a analise que se sucedera, vamos trabalhar com uma coordenada

sidade da matéria p forem A = —% ep=

a menos, isto é, o espago-tempo serd decomposto na soma direta de (R?, g1) e (R, g2), em

que a métrica g; ¢ obtida suprimindo a coordenada z,

1
ds] = —dt* + da* — iez‘mdgf — 2e™dtdy,
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e a métrica g, é dada simplesmente por ds3 = dz?%.

E possivel se perguntar quando o campo de observadores U = 9, define um espaco
de repouso em cada p € M, isto é, se existe através de cada p € M uma hipersuperficie
S ortogonal a U. Para medir isso, é usada a nocao de rotacional, que pode ser definido
em uma variedade semi-Riemanniana (N, h) qualquer. Para um X € X(N), o rotacional

de X é o tensor antissimétrico de tipo (0,2) dado por
TOtx(Vv, W) = h(VVX, W) - h(VWX, V), \V/V, W e %(N)

De acordo com ([8], p. 363), U+ define um espaco de repouso em cada p se, e somente
se, roty(X,Y) = 0, para todos campos vetoriais X, Y ortogonais a U. No caso em questao,

U = Ej e as direcoes ortogonais relevantes sao F; e Fy. Entao,

1
rotg, (Ev, Bz) = 5 (9(V5,00, V2(0, — €7*70,))

V2a
o 002 = 2

Ou seja, esse parametro w = % é uma medida de quanto o referencial rotaciona

com respeito a um referencial ortonormal transportado paralelamente ao longo das curvas
integrais de U = Fj, as quais sdo geodésicas tipo-tempo de velocidade unitaria. Nesse
sentido, se considera o universo de Godel como girando com respeito a uma familia de
observadores que se movem ao longo de curvas integrais de U.

Outro aspecto interessante desse espaco-tempo é sua homogeneidade, i.e., dados
quaisquer dois pontos p, ¢ € M, existe uma isometria em M que leva p em ¢. Para provar

esse fato, considera-se as quatro isometrias abaixo, definidas para um b € R qualquer.

As funcoes le , T:f e Tf sado claramente isometrias, pois os coeficientes da métrica (4)
nao dependem de t,y, z. A aplicagdo Ty também o é pois, chamando de (t',2',y/, 2’) as

coordenadas transformadas por T¢, temos que
dt =dt', do=ds', dye® =dy, dz=d.
Assim, o elemento de linha fica
— dt® + dx* — ;eQWdy2 +dz? — 2e™dtdy
AP e — ; (200 +D) gy 2 ab | 12 g pale' ) gy gy 1o =ab

1 / !
= — dt? + da”? — 562‘” dy’? 4 d2"* — 2™ dt'dy.
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Portanto T% é realmente uma isometria. Ainda mais, é possivel levar qualquer ponto
p = (tp, Tp,Yp, 2p) € M em q = (t,,2q,Yq, %) € M através da composicao dessas quatro
isometrias lineares escolhendo os 0’s adequados, o que caracteriza M como um espaco-
tempo homogéneo.

Para visualizar a existéncia de curvas tipo-tempo fechadas, se introduz a seguinte

mudanga de sistemas de coordenadas em (R3, g;):

V297 = cosh(2r) 4 cos(¢) sinh(2r),

wyeV?* = sin(¢) sinh(2r),

b+ wt — /2t
2

¢

tan( )=e % tan(§).

As novas coordenadas (', 7, ¢) sdo definidas em (—o0,00) x (0,00) x [0,27], com
¢ = 0 e ¢ = 27 sendo identificados. O parametro w ¢é o rotacional do campo Fy, obtido
anteriormente. Apds um calculo laborioso, obtém-se o elemento de linha, com relagao as
novas coordenadas

2
ds? = E(—dt’Q + dr? — (sinh*(r) — sinh?(r))d¢? 4+ 2v/2 sinh?(r)dpdt). (7)
Pela periodicidade de ¢, o campo 0, tem curvas integrais fechadas. Usando (7),

concluimos que

010, D) = —jz(sinh2(7’)(sinh2(7“) — ).

Como sinh(r) = 1ser = log(14++/2), entdo, estudando o sinal da expressao acima, se chega
a conclusao de que se r < log(1 + \/5), a curva em questao é espacial, se r = log(1 + \/5),
a curva é luminosa, e se 7 > log(1 + /2) a curva é tipo-tempo. Devido a homogeneidade
do espaco-tempo, todos os pontos sao equivalentes, logo, por cada ponto de M passa uma

curva tipo-tempo fechada, o que caracteriza este espago-tempo como totalmente vicioso.
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Figura 5 — Espaco-temo de Go6del com uma coordenada suprimida. Os circulos representam as curvas
em que r e t estdo constantes. Perceba que o circulo em vermelho fica fora do cone de luz,
enquanto o circulo amarelo é tangente e o preto fica no interior dos cones de luz. De fato, esses
circulos sdo, respectivamente, curvas espaciais, luminosas e temporais fechadas.

N

r=In(l+ v2) ®r>In(l+v2)

45 ESPACOS-TEMPOS CRONOLOGICOS
Lema 4.5.1. Em um espago-tempo (M, g), equivalem:

1. Nao eziste uma curva tipo-tempo fechada, isto é, a condigdo cronoldgica vale em

todo p € M;
2. A relagdo cronoldgica é irreflexiva (p < q = p # q);

3. d(p,p) =0, Vp e M.

Demonstragio. (1) = (2) é imediato. (2) = (3) e (3) = (1) seguem da proposigao 3.6.2.
[

Defini¢ao 4.5.2. (Espago-tempo cronolégico) Um espago-tempo é dito cronoldgico se

satisfaz alguma das equivaléncias do lema anterior.
E imediato que todo espaco-tempo cronolégico é nio totalmente vicioso.
Proposigao 4.5.3. Qualquer espago-tempo (M, g) compacto nao é cronoldgico.

Demonstragio. Observe que {I~(p) : p € M} é uma cobertura aberta de M. Como

M é compacto, pode ser extraida uma subcobertura finita, digamos I~ (p1),..., I (p,).
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Podemos assumir que nenhum desses conjuntos esta contido em outro, pois caso contrario
bastaria exclui-lo. Se p; estd contido em I~ (p;), para algum i € {2,...,n}, entdo para
todo ¢ € I~ (p1), vale que ¢ < p; < p;, isto é, ¢ € I~ (p;) e entdao I~ (p) C I~ (p;), o que é

uma contradi¢do. Sendo assim, p; € I~ (py), logo M nao é cronolégico. Il
A proposicao abaixo demonstra uma das aplica¢oes das func¢oes volume:

Proposicao 4.5.4. Um espago-tempo (M, g) € cronoldgico se, e somente se, t~ [resp. se,

e somente se, t*] é estritamente crescente em qualquer curva tipo-tempo futuro-dirigida.

Demonstracio. (Serd feito para ¢t~ o resultado para ¢t* é dual.)

=) Suponha que o espago-tempo seja cronolégico, e seja o : I C R — R uma
curva tipo-tempo qualquer. Tome p = a(sg) < a(s1) =: ¢, com sy < s € I quais.
Defina A := I (p) N I~ (q), que é um aberto ndo vazio, e portanto m(A) > 0. Note que
ANI(p) CIT(p)NI (p) =0, este Gltimo pois M é cronoldgico. Logo, A e I~ (p) sdo

subconjuntos disjuntos contidos em /~(gq), sendo assim,

m(I~(p)) <m(I”(p)) + m(A) <m(I (q)),

por monotonicidade e aditividade da medida m. Entao ¢~ (p) < t (gq), de onde sai o
crescimento estrito de ¢t~, devido a arbitrariedade dos pontos p < ¢ e da curva tipo-
tempo a.

<) E trivial uma vez que se t~ é estritamente crescente em qualquer curva tipo-

tempo e p < p, para algum p € M, entdao t~(p) <t~ (p), absurdo. O

Um exemplo de espago-tempo nao cronologico e nao totalmente vicioso sera dado

na ultima secao deste capitulo.

4.6 ESPACOS-TEMPOS CAUSAIS

Definigao 4.6.1. (Espago-tempo causal) Um espago-tempo (M, g) € dito causal se satisfaz

a condicao de causalidade em cada um de seus pontos.

A definigao implica que a relagao estrita de causalidade é irreflexiva (p < ¢ = p # q).
Como a condicao causal em um ponto p implica na condi¢do cronoldgica nesse mesmo
ponto, todo espaco causal serd também um espaco cronoldgico. E claro que, se um espaco-
tempo é cronolégico mas nao causal, entao nele existe uma geodésica luminosa fechada

sem pares de pontos conjugados.
Exemplo 4.6.2. Considere R? com coordenadas cartesianas u e v e métrica
g=—du®dv—dv® du,

de modo que as coordenadas z4 := (u4wv)/y/2 sdo tais que {0, =: (9, £09,)/v2} é uma

base ortonormal, com um vetor temporal e outro espacial, o que implica que a métrica
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em questao é de Lorentz. Oriente o espago-tempo de maneira que o vetor temporal da

base seja futuro-dirigido. Considere agora a isometria
F:(u,v) = (u,v+1),

e N o espago-tempo obtido do quociente de R? pelo subgrupo gerado por F' com métrica
e orientacao temporal induzidas.
Nesse quociente, v atua como uma coordenada global ciclica mas u ainda é uma

coordenada global. Note que

0 0 1
Vu= "0, Y9, = —=(0,, +0,),
u 5. = + g, 0= \/5( L+ 0.)
portanto, V, é claramente tipo-luz, e também é passado-dirigido, ja que
Oy — Oy 1

9(Vu,0, ) = du( > 0.

vz )TV

Entao, u o « cresce estritamente ao longo de toda curva temporal futuro-dirigida,
fazendo com que estas nunca possam se fechar em N, o que implica que o espago-tempo é
cronolégico. Mas, em especial, suas curvas integrais a(s) = (¢, s), para ¢ € R, sdo tipo-luz,
e portanto m o & é uma curva causal que é fechada em N, mostrando que a condi¢ao de
causalidade falha nesse espago-tempo. A figura abaixo ilustra esse exemplo.

Figura 6 — Espago-tempo cronoldgico mas nao causal. As retas em vermelho estdo identificadas entre si.
As curvas o4, i = 1,2, 3, dadas por u constante, sdo luminosas e fechadas.

A A
L - @
(o5
B B
Q _ e Q
iz iz
Q o L ]

4.7 ESPACOS-TEMPOS DISTINGUIDORES

Lema 4.7.1. Em um espago-tempo (M, g), equivalem:

1. Sep # q, entao It (p) # I7(q) (isto é, a aplicagio I : M — P(M) que leva p em
I*(p) € injetiva);
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2. Dado um ponto p € M e uma vizinhanca U C M de p, existe uma vizinhanga
W C U tal que, para qualquer curva causal futuro-dirigida « : [a,b] — M com

ala) =p ealb) e W, «a fica contida inteiramente em W ;

3. Dado um ponto p € M e uma vizinhanca U C M, existe uma vizinhanca W C U
tal que Jt(p, W) = JH(p)NW.

A wizinhanga W do item (2) € dita distinguir p em U ao futuro. Ainda € valida uma

defini¢io equivalente para o dual (passado).

Demonstragio. (1) = (2) Suponha, para obter contradi¢do, que (2) nao valha. Entao,
é possivel tomar p € M e uma vizinhanca U de p de modo que, para toda vizinhanca
p € W C U, existe uma curva v que comeca e termina em W mas nao fica inteiramente
contida em W. Reduzindo essa vizinhanca o suficiente, é possivel tomar U com fecho
contido em uma vizinhanca simples U (conforme definicio 2.7.8). Considere entdo uma
cadeia de vizinhangas {V},} de p causalmente convexas em U (reduzindo U novamente, se
necessario) e curvas causais futuro-dirigas 7, comegando em p e terminando em um ponto
de V,,, mas que ndo ficam inteiramente contidas em V,,. De fato, além de escapar de V,,,
tais curvas escapam de U, pois cada V,, é causalmente convexo em U. Seja ¢, um ponto
em que 7, intersecta QU quando esta voltando para o conjunto U, e p, um ponto de -,
em V,, que esteja depois de ¢, (i.e., ¢, < p,). Naturalmente, p, — p, e, como o fecho de
U esta contido em uma vizinhanca simples, entao a sequéncia ¢, contida no fechado oU
converge, a menos de subsequéncia, para um ponto g € dU. Note que ¢, € J (pn, U),
e como U é aberto convexo, ¢ € J~(p,U) (pois J~ é fechado em vizinhancas convexas).
Entdo, ser € IT(p),p<req<p= q<r, istoé IT(p) C I"(q). Por outro lado, se
r € It(q), como I~ (r) é aberto, e ¢ € I~ (r), para n grande o suficiente vale ¢, < r, e
como p < ¢y, entdao p < r. Portanto I7(q) C I*(p), logo ha igualdade desses conjuntos,
o que implica p = q. Mas p € intU e q € OU, contradicao.

(2) = (1) Suponha, para obter contradigdao, que (2) seja verdade mas (1) nao valha.
Entao, existem pontos p # ¢ tais que I (p) = I*(q). Tome uma vizinhanca U de p tal
que ¢ ¢ U, e outra vizinhanca p € V C U qualquer. Tome p’ € V tal que p <y p'.Ento,q
< p'. Seja v uma curva tipo-tempo que conecta ¢ e p’, e tome um ponto ¢’ de 7 entre
esses outros dois tal que ¢’ ¢ U (isso é possivel pois ¢ ¢ U, e entdo v precisa adentrar o
interior de M — U para chegar em ¢, por continuidade). Como ¢ < ¢, entdo p < ¢'. Seja
a1 a curva tipo-tempo que conecta p e ¢’, e as 0 segmento de v que conecta ¢’ e p’, entao
a curva « obtida justaponto a; e as, é tal que comeca em p e termina em p’ € V', mas
viaja até ¢’ ¢ U, logo nao fica inteiramente contida em V. Como V' é arbitrario, obtém-se
contradicao.

(2) = (3). Seja p € M e uma vizinhanga U C M de p. Entdo, tome a vizinhanga
W como no item 2. Naturalmente, J©(p, W) C J*(p) N W. Agora, seja ¢ € J™(p) N W.
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Entao, existe uma curva ~ causal futuro-dirigida que conecta p a q. Entao, como g € W,
v deve estar inteiramente contida em W, por (2). Logo p <w g.

(3) = (2) Considere que (2) nao valha. Entdo existe uma vizinhanga U C M de
p que, sem perda de generalidade, serd assumida com fecho contido em uma vizinhanga
convexa simples U, e uma sequéncia de vizinhancas {V,} de p causalmente convexas em
U tais que NV, = {p} e curvas causais futuro-dirigidas «, : [a,, b,] = M com a,(a,) =p
e ay(b,) = py € V,. Tome W C U vizinhanca de p como no item (3), isto é, tal que
JT(p,W) = Jt(p) N W. Para n grande o suficiente, V;, C W, e entdo as curvas a,
tem extremos em V,, mas saem de U e reentram (pela causalidade convexa de V,,), e em
particular voltam para W em um certo ponto r, € dW. Entdao r, — r, a menos de
subsequéncia, e 7, <g pn, 0 que implica r € J~(p, U). Como cada r, € J*(p) NOW segue
que r € JH(p)NW = J+(p, W) C J*+(p,U) = J*(p,U), o que é uma contradicio pois U

¢ uma vizinhanga convexa. O]

Definicao 4.7.2. (Espago-tempo distinguidor) Um espago-tempo (M, g) é dito ser distin-
guidor ao futuro se uma das condigoes equivalentes do lema anterior for satisfeita. Se uma
das condicoes duais para o passado for satisfeita, o espago-tempo € dito distinguidor ao

passado. Em caso de ambas condicoes duais serem satisfeitas, M € dito ser distinguidor.

Note que um espago-tempo distinguidor é também causal. De fato, se v é uma curva
causal futuro-dirigida fechada em p e ¢ # p estd na imagem de v, entdo, dado r € I (p),
p < req<p, logoq < r, portanto r € I'(q). Fazendo um raciocinio andlogo para a

outra inclusdo, obtém-se I (p) = I (q), uma contradicao.

Proposicao 4.7.3. Se (M, g1) e (Ms, g2) sao dois espagos-tempos, com My distinguidor,
e f: My — My um homeomorfismo tal que f e sua inversa f~! preservem a relacdo de

causalidade <, entdo, (Ms, g2) é distinguidor.

Demonstragcdo. Suponha que M; seja distinguidor, tome p € My e Uy C M, vizinhanga
qualquer. Defina q := f~'(p) e Uy := f~!(U,). Naturalmente, por ser um homeomorfismo
U, é vizinhanca de ¢, e como M, ¢é distinguidor, existe uma vizinhanca W; que distingue
g em Uy. Entdo Wy := f(W;) é a vizinhanga candidata a distinguir p em Us.

E claro que p € Ws. Suponha que W, nao distinga p ao futuro. Entdo existe uma
curva causal ay : [a,b] = M tal que as(a) = q, as(b) = xo € Wy mas as(ss) =: yo & W,
para algum s, € (a,b). Como f preserva < e f é homeomorfismo (e portanto bije¢ao),
segue que ¢ = f1(p) < fy) == y1 < fl(xg) == x1. Mas 21, € Wy e yy & W,
uma contradi¢do com o fato de W distinguir ¢ em U; ao futuro. A demonstracao para a

distingao ao passado é temporalmente dual. Il

Agora, espacos-tempos distinguidores serao caracterizados a partir de func¢des vo-
lume. Para isso, faz-se necessario o seguinte lema, que também possui uma versao tempo-

ralmente dual.
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Lema 4.7.4. Se em um espago-tempo (M, g), ¢ <p e q € J*(p) implique ¢ = p, entao o

espago-tempo € futuro distinguidor.

Demonstracao. De fato, assuma que o espaco-tempo nao seja distinguidor, e, portanto,
que (2) do Lema 4.7.1 ndo valha. Fazendo a mesma construgao da demonstracao (1) =
(2), temos que, como ¢, — g e g, € JT(p), Vn, entdo ¢ € J*(p), e a demonstracio explicita
que g € J(p, U), . q < p. Entdo ¢ = p, por hipétese, mas p € intU e ¢ € OU, uma

contradicao. O

Proposicao 4.7.5. Um espago-tempo (M, g) € passado [resp. futuro] distinguidor se, e

somente se, t~ [resp. tT] € uma fungio tempo generalizada.

Demonstragio. =) (Seréa feito para o caso passado) Tome p < ¢ em M quaisquer. O
pushup lemma garante que I~ (p) C I~ (q). Por ser passado distinguidor, é causal, entao

p # q e segue que I~ (p) # I~ (q). Como I~ (q) é aberto é possivel tomar z € I~ (q) \ I~ (p)

e tomar U C I~ (q) aberto contendo x mas nao intersectando I~ (p). Entao, U e I~ (p) sdo

abertos disjuntos contidos em 17 (gq), o que implica que

t7(q) = m(I"(q)) = m(U) +m(I"(p)) > m(I"(p)) = " (p),

uma vez que U ¢ aberto e tem medida positiva pois m é admissivel.

<) (Sera feito para o caso futuro) Note que se ¢ < p e ¢ € J*(p), entdao I*(q) =
I'*(p), pois g < p=I"(p) CI"(qg)esex € I"(q), g € I (x) = I (x)NJ"(p) # 0, 0
que implica x € I (p). Mas entao t*(p) = t*(q) e, portanto, se p # ¢, haveria uma curva
causal futuro-dirigida a de ¢ a p na qual t* nao é estritamente crescente. Dai se tira que
p = q e, pelo lema anterior, o espago-tempo ¢é futuro distinguidor.

A versao dual dessas implicagoes é analoga. O]

Exemplo 4.7.6. Considere R? com métrica ¢ igual a métrica em 4.6.2 em ¢ = 0 mas se
inclinando de modo até se tornar a métrica usual em algum momento da regiao ¢ > 0
e t < 0. Faca a identificacdo de maneira analoga como feito no exemplo 4.6.2 atraves
da isometria (u,v) — (u,v + 1). Portanto, a curva a(s) = (0,s), s € [0,1] é fechada
e luminosa, e nao existem outras curvas causais fechadas além dessa, implicando que o

espago-tempo é cronoldogico mas nao causal, como ilustra a figura abaixo.
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Figura 7 — Espago-tempo cronoldgico mas néo causal. As retas em vermelho estao identificadas. Diferente
do exemplo 4.6.2, as curvas a; e ag ndo sdo mais luminosas. De fato, a tinica geodésicamente
luminosa fechada deste espago-tempo as.

A, A
L @
k1
B =t
Q e L ]
i i
Q o @

Entretanto, considere agora removido o ponto O := (0, %) Nesse caso, nao ha mais
curvas causais fechadas, e o espago é agora causal. Porém, o espaco-tempo nao é distingui-
dor, pois, por exemplo, ha curvas causais comecando em vizinhangas proximas do ponto

p = (0,0) que saem dessa vizinhanca e retornam, como ilustra a figura abaixo.

Figura 8 — Espaco-tempo causal mas nao distinguidor. A curva da figura parte de p, é causal futuro-
dirigida e quase se fecha em p.

Remover a linha vertical acima do ponto O faria com que o espago-tempo fosse futuro

distinguidor, mas nao passado distinguidor (de fato, todos os pontos abaixo da linha critica
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formariam o passado cronolégico comum de cada ponto sobre a linha). Naturalmente,

ocorre o dual para a remocao da linha vertical abaixo do ponto O.

4.8 ESPACOS-TEMPOS FORTEMENTE CAUSAIS

Definicao 4.8.1. (Espago-tempo fortemente causal) Um espago-tempo (M, g) é dito ser

fortemente causal se satisfaz a condigdo de causalidade forte em cada ponto p € M.

Um espago-tempo fortemente causal é distinguidor, vide segundo item da caracteri-
zacao de espacos-tempos distinguidores do Lema 4.7.1.

Uma das maneiras equivalentes de caracterizar espacos-tempos fortemente causais é
através da dita topologia de Alexandrov. A topologia de Alexandrov é aquela gerada pela
base cujos elementos sao os conjuntos I (p) NI~ (q) =: I(p,q), com p,q € M. De fato,

esse conjunto é base para alguma topologia pois

1. UpgemI(p,q) = M, claramente.

2. Sex € I(p,q)NI(r,s) =: B, entdo como essa intersec¢ao é um aberto, existe V. C B
vizinhanga aberta de x, logo I (z, B) # () e o mesmo vale para o passado. Tomando

pontos 1 Kp r Kp Ty em B, é facil ver que I(zq,x2) C B.
Teorema 4.8.2. Seja (M, g) um espago-tempo. Equivalem:

1. O espago-tempo (M, g) é fortemente causal;
2. A topologia de Alexandrov é de Hausdorff;

3. A topologia de Alexandrov coincide com a topologia original da variedade.

Demonstragio. (1) = (3): Suponha que M seja fortemente causal. Como I*(p) N 1~ (q)
é um aberto da topologia de M, entao a topologia de M ¢é mais fina que a topologia de
Alexandrov (de fato, isso vale para qualquer espago-tempo). Por outro lado, seja U um
aberto de M e tome x € U. Tome uma vizinhanga V' C U de x causalmente convexa em
M, logo <y =< em V', Basta, portanto, tomar p,q € V tais que p <y = e v <y ¢q. Desse
modo, se r € IT(p) N1~ (q), entdo p < r < ¢, logo r € V' C U pela causalidade convexa,
e, portanto, z € I (p) NI~ (q) C U, o que conclui a demonstragao.

(3) = (2): Trivial uma vez que a topologia da variedade é de Hausdorft.

(2) = (1):Agora, suponha que a topologia de Alexandrov seja de Hausdorff e, a
fim de obter contradicao, suponha que o espago-tempo nao seja fortemente causal. Logo,
existe p € M e, como na demonstracao do 4.7.1, conjuntos {V,,} causalmente convexos
em U C U C M simples, e curvas Yo com extremos p,,p, em V,, mas que escapam de
U, retornando em um ponto g, € OU, de modo que p,,, p,, convergem pra p e g, converge

pra ¢ € OU. Com isso, obtém-se que ¢ <z p pois ¢, < p,, e J+ é fechado na vizinhanga
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convexa U, e portanto ¢ < p. Para qualquer ¢; < ¢ < ¢o, vale que ¢; < p (j& que ¢ < p).
Como p,, < qn, € g, — ¢, para n grande o suficiente, g, € I~ (g2) e entdo p, <K go. Ou seja,

p € It(q1) NI (g2) (fecho na topologia usual), entdo qualquer aberto da topologia de
Alexandrov contendo p intersectard I (q;) NI~ (¢g2) (pois também é aberto da topologia
da variedade). Como ¢ e g eram arbitrérios, fica impossivel separar p e ¢ com a topologia

de Alexandrov, uma contradigao. m

Definigao 4.8.3. (Curvas aprisionadas) Seja K C M um compacto. Uma curva C° causal
futuro-dirigida « : [a,b) — M € dita ser futuro-aprisionada em K se eziste cx € [a,b)
tal que afck,b) C K. Além disso, curva o € dita ser parcialmente aprisionada em K se
existe alguma sequéncia {t,,} C [a,b) convergindo para b tal que a(t,,) € K, para todo
m € N.

E claro que uma curva ser aprisionada em um compacto K implica que a curva é
parcialmente aprisionada no mesmo compacto. Essas curvas nao podem existir em espagos-

tempos fortemente causais.

Proposicao 4.8.4. Seja K C M wum conjunto compacto tal que a condicao forte de
causalidade valha em todo p € K. Entdo, qualquer curva C° causal futuro-dirigida e
futuro-inextensivel v : [0,b) — M com «(0) € K sai de K e nao retorna mais (isto é,
existe ty € [0,b) tal que a(t) ¢ K, para todo t € (to,b)).

Demonstracio. Suponha que nao valha a conclusao. Desse modo, existe uma sequéncia
s; — b tal que a(s;) € K, Vi (isto é « fica parcialmente futuro-aprisionada em K). A
menos de subsequéncia, a(s;) — p € K. Como ¢é futuro inextensivel, entao deve haver
outra sequéncia t; — t tal que a(t;) ndo converge pra p (caso contrario seria possivel
estender a continuamente para p). Sendo assim, tome uma vizinhanca U de p que, a menos
de um nimero finito de pontos, ndo contém nenhum «(¢;). Como {t¢;} e {s;} convergem pra
b, entdo, a menos de subsequéncia, é possivel tomar s; < t] < s9 <ty < ... e a(sg) € U,
a(ty) ¢ U, Yk € N. Definindo as curvas 7 := « ontiss

para qualquer vizinhanca V' C U de p, v, tem extremos em V', para k grande o suficiente,

, segue do fato que a(sg) — p, que

mas Yk (tx) ¢ U, o que contradiz a condigao forte de causalidade em p. O

Exemplo 4.8.5. Considere o retangulo aberto [1, —1] x (—00, 00) com coordenadas (¢, z)
e a métrica usual de Minkowski, e identifique {1} x (—00, 00) com {—1} X (—o00, 00) (esse
espago-tempo pode ser obtido através da isometria (¢, x) — (t+2, ), de maneira andloga a
exemplos anteriores). Remova as retas {(1/4,z) : —oo <2 < 1/4} e {(-1/4,2) : —1/4 <
T < oo}

Tome p = (0,0) e U = B,(p) a bola aberta de raio r = 1/6 e centro p, por exemplo.
Para qualquer vizinhanca V' C U de p, é possivel conectar, para um ¢ > 0 pequeno
suficiente, ¢ = (0,¢) € V com ¢’ = (0, —¢€) € V através de uma curva causal que néao fica

inteiramente contida em U, como indica a imagem abaixo.
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Figura 9 — Espaco-tempo distinguidor mas nao fortemente causal. As linhas em vermelho estao identifi-
cadas

Removido

Removido

Entretanto, esse espaco-tempo é distinguidor uma vez que as curvas causais partindo

de p ndao conseguem chegar até a parte identificada pois ficam contidas pela linha removida.

4.9 ESPACOS-TEMPOS ESTAVELMENTE CAUSAIS

Fixada uma variedade M, denote Lor(M) o conjunto das métricas de Lorentz em
M. Se g,¢" € Lor(M), entdo denota-se g < ¢’ caso todos os vetores causais com respeito
a g sejam vetores tipo-tempo com respeito a ¢’. Ou seja, ¢’ tem cones causais em cada
espaco tangente “estritamente” mais abertos que os de g. Note que, grosso modo, isso
tende a piorar a causalidade, ja que curvas espaciais - que poderiam ser fechadas - podem

se tornar curvas causais.

Definicao 4.9.1. (Espago-tempo estavelmente causal) Um espago-tempo (M, g) é esta-

velmente causal se existe uma métrica ¢ € Lor(M) de modo que (M,q') seja causal e

g<4g.

A ideia aqui é que pequenas perturbacoes na métrica nao violam a causalidade
do espaco-tempo. Ou seja, é possivel “abrir” ligeiramente os cones de luz e manter a

causalidade. Um exemplo em que isso nao ocorre é apresentado a seguir.
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Exemplo 4.9.2. Novamente, considere o retangulo aberto [1, —1] X (—o0,00) com coor-
denadas (¢, x) e a métrica usual de Minkowski. Identifique {1} x (—o0,00) com {—1} X
(—00,00), e remova as retas {(£1/4,x): —oo <x < 1/4} e {(0,2) : 0 <z < c0}:

Figura 10 — Espago-tempo fortemente causal mas ndo estavelmente causal. As linhas em vermelho estao
identificadas

Remaovido

’ *y Remaovido

Removido

Note que, para uma vizinhanca V' de p pequena o suficiente, nenhuma curva causal
partindo de um ponto ¢ € V' pode sair e voltar a V. O espago-tempo é portanto fortemente
causal, mas nao é estavelmente causal, uma vez que uma pequena abertura nos cones

tornaria possivel o aparecimento de curvas causais fechadas em p.

A caracterizagao abaixo de espagos-tempos estavelmente causais foi demonstrada

com rigor somente recentemente, de acordo com [10].

Teorema 4.9.3. Seja (M, g) um espago-tempo. (M, g) € estavelmente causal <= admite

uma fungdo tempo t <= admite uma funcao temporal T.
Proposicao 4.9.4. Um espago-tempo estavelmente causal é também fortemente causal.

Demonstragio. Seja (M, g) um espago-tempo estavelmente causal e f : M — R uma
funcao tempo. Suponha que a condicao forte de causalidade nao valha em algum p € M.
Tome entdo uma sequéncia de curvas causais futuro-dirigidas «, : [a,,b,] — M tais
que p, = ay(a,) e pl, == a,(b,) convirjam para p mas cada uma dessas curvas sai e
reentra em U. Sem perda de generalidade é possivel tomar U com fecho contido em uma
vizinhanca simples U. Seja ¢, € OU o tltimo ponto em que o, reentra em U. Como
AU C U, e este tem fecho compacto, a menos de subsequéncia vale ¢, — ¢ € U. Entéo,
Wi, f(pn) < £(@2) < F(,), e por continuidade de £, segue que £(p) < f(g) < F(p), on
seja, f(p) = f(q). Mas como ¢, <g pl,, para todo n, e U é convexo, segue que ¢ <g p
implicando f(q) < f(p), uma contradicao. O
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4.10 ESPACOS-TEMPOS CAUSALMENTE CONTINUOS

Lema 4.10.1. Seja (M, g) um espago-tempo. Entao, equivalem:
a) I : M — P(M) sdo aplicagoes injetivas e (M, g) € reflexivo;
b) (M,g) é distinguidor e as fungoes volume t* sao continuas;

¢) As fungoes volume t* sdo fungoes tempo.
Demonstracao. Basta notar que:

o I* : M — P(M) sido aplicacgdes injetivas <= (M, g) é distinguidor <= as
funcoes volume t* sdo funcdes tempo generalizadas, como discutido na secdo sobre

espagos-tempos distinguidores;

o (M,g) é reflexivo <= as fungdes volume t* sdo continuas, de acordo com a

discussao da secao sobre func¢oes volume.
O

Definig¢ao 4.10.2. (Espago-tempo causalmente continuo) Um espago-tempo (M, g) € dito

ser causalmente continuo se satisfizer uma das condigoes equivalentes do lema anterior.

E imediato de sua definicao o fato de que os espacos-tempos causalmente continuos
sao estavelmente causais, pela caracterizacao destes a partir da existéncia de funcoes

tempo, mas a reciproca nao ¢é verdadeira, como ilustra o exemplo abaixo.

Exemplo 4.10.3. Considere o retdngulo (—2,2) x (—2,2) com coordenadas (u,v) e mé-
trica ¢ = —du ® dv — dv ® du. Perceba que, definindo t = (u +v)/V/2, v = (u —v)/V/2,
se tem que —dt? + do? = —2dudv, logo (u,v) sdo na verdade apenas as coordenadas
luminosas em Minkowski, e portanto os cones causais ficam inclinados.

Remova agora o segmento {0} x (—2,0] Claramente nao hé curvas causais fechadas
neste espaco-tempo, mesmo que vocé abra ligeiramente os cones causais, logo o espaco é

estavelmente causal.

Denote p = (1,0) e K = [-1,—1/2] x [0,—1]. K é compacto e K C M — I—(p),

mas, para qualquer vizinhanga U de p, existem pontos ¢ € U da forma (1,¢€), para € > 0

pequeno o suficiente, tais que I~(¢) N K # (), como ilustra a figura abaixo:
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Figura 11 — Espago-tempo estavelmente causal mas ndo causalmente continuo.

N

u

Removido

Note que I~(p) nao chega em K devido a linha removida, mas I=(q) sim, logo [~

nao é exteriormente continua, e o espago-tempo nao é causalmente continuo.

4.11 ESPACOS-TEMPOS CAUSALMENTE SIMPLES

Definicao 4.11.1. (Espago-tempo causalmente simples) Um espago-tempo (M, g) é cau-
salmente simples se ¢ causal e J*(p), J~(p) sdo fechados, Vp € M.

Proposicao 4.11.2. Um espago-tempo (M, g) causalmente simples € distinguidor.

Demonstrag¢io. Suponha que nao seja distinguidor, isto é, Ip,q € M com p # qe IT(p) =
I'*(q). Tome entdao uma sequéncia {q,} — ¢ tal que ¢ < ¢,, Vn. Entdo, a sequéncia
esta toda contida em I7(¢q) o que implica ¢ € I*(q) = I*t(p) = J*(p) = J"(p) (a ultima

igualdade valendo pois este conjunto é fechado). Entao p < ¢, e, de maneira analoga,

obtemos ¢ < p, o que contradiz o fato do espago ser causal. Il

Proposigao 4.11.3. Se, em um espago-tempo (M, g), os conjuntos J*(p) sdo fechados,

para todo p € M, entdo [~ € continuo exteriormente, e vale o dual.

Demonstrag¢io. Note que se p € It(q) = J*(p), entdo ¢ € J (p) C I~ (p), logo I~ é

continua exteriormente. O

Essas duas proposi¢oes garantem que um espaco-tempo causalmente simples é cau-

salmente continuo.
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Proposicao 4.11.4. Se um espaco-tempo (M, g) é causal e satisfaz uma das condigoes

equivalentes:
a) JT(p) e J(p) sdo fechados, ¥p,q € M;
b) JT(C) e J(C) sao fechados, VC' C M compacto;
c) Jt é fechado em M x M :

entao (M, g) é causalmente simples.

Demonstracao. Basta mostrar que as equivaléncias realmente valem.

(a) = (b): Suponha que ¢ € J*(C) mas nao valha que ¢ € J*(C). Como o fecho de
JT(C) e I'T(C) coincidem, é possivel tomar uma sequéncia ¢, € I'T(C) tal que ¢, — q e,
para todo n, existe p,, € C' de modo que p,, < ¢,. Entao, a menos de subsequéncia, vale que
pn — p € C. Desse modo, (p,q) € I*. A proposicao 4.3.3 garante que ¢ € I (p) = J*(p),
e JT(p) C JH(C), o que é uma contradigio.

(b) = (c): Seja (p,q) € IT, entdo g € I*(p), pela mesma proposiciao usada acima.
Entdo ¢ € J(p), pois pontos sozinhos {p} sdo compactos, e segue que (p, q) € J*. Como
a outra inclusio é trivial, J* = 1.

(¢) = (a) é obtido trivialmente ao aplicar a projecao m em ({p} x M N JT) pois
{p} é compacto. O

Exemplo 4.11.5. O espago-tempo do exemplo 3.3.5 é tal que J*(p) ndo é fechado, para
p = (0,0), como ja argumentado, mostrando nao ser causalmente simples. Por outro lado,

esse espago ¢ claramente fortemente causal, e portanto distinguidor, e é reflexivo (por

exemplo, z € I~ (y) <= y € [*(x)), portanto é causalmente continuo.

4.12 ESPACOS-TEMPOS GLOBALMENTE HIPERBOLICOS

Definicao 4.12.1. (Espago-tempo globalmente hiperbdlico) Um espago-tempo (M, g) é
dito ser globamente hiperbélico se € causal e J*(p) N J~(q) é compacto, ¥p,q € M.

Proposicao 4.12.2. Um espago-tempo (M, g) globalmente hiperbdlico é causalmente sim-
plest.

Demonstra¢io. Suponha que J*(p) ndo seja fechado, para algum p € M. Tome entdo

q € JH(p)—J"(p), r € I™(q), e uma sequéncia {q,} — ¢ inclusa em I (p) (tal sequéncia

existe pois ¢ € J*(p) = I+ (p)). Entdo ¢, < r para n grande o suficiente, ji que ¢ €
I=(r) é aberto. Entao, a menos de uma quantidade finita de elementos, {¢,} € J*(p) N
J~(r), que é compacto, mas {g,} converge para um elemento ¢ fora desse conjunto, uma

contradicao. O

I Em particular, todo espaco-tempo globalmente hiperbélico como aqui definido é fortemente causal.

Em diversas apresentagoes essa condicao se impoe na definigdo no lugar da causalidade.
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A reciproca nao vale, como indica o exemplo abaixo.

Exemplo 4.12.3. Considere R? removendo os pontos {(t,z) : # < —2}. Esse espaco-
tempo é claramente causal, e como cada J*(z) é fechado, é causalmente simples. Porém
J(p,q) ndo é compacto, pois a sequéncia {(0, —2 4+ 1/n) },en fica contida em J(p, ¢) mas

nao possui nenhuma subsequéncia convergente. Entao esse espago nao é globalmente hi-

perbdlico.

Figura 12 — Espago-tempo causalmente simples mas nao globalmente hiperbdlico.

e

Removido

Um espago-tempo globalmente hiperbélico satisfaz boas propriedades quando se

trata da separacao temporal.

Proposicao 4.12.4. Seja (M, g) um espago-tempo globalmente hiperbélico. Entao vale:

1. Quaisquer dois pontos causalmente relacionados podem ser conectados por uma ge-

odésica causal que maximiza a separagdo temporal, em particular d € finita;
2. d € continua,

Demonstragio. 1) Sejam p < ¢ € M e uma sequéncia de curvas causais futuro-dirigidas
a, : la,b] = M com a,(a) = p e an(b) = q¢ de modo que L(«,) converge para d(p, q).
Todas «, estdo contidas em J*(p) N J(¢), que é compacto pela hiperbolicidade global.
Pela proposicao 4.4.2, existe uma curva « : [a,b] — M C°, causal e futuro-dirigida com

imagem em J*(p) N J ™ (¢) tal que a(a) = p e a(b) = g, que satisfaz:

Ly,(a) > limsup L, (o)
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Para alguma subsequéncia {a,,, }. Como L(a,,) — d(p, q), segue que L,(a) > d(p, q).
Por outro lado, como [a,b] é compacto, ala,b] é compacto, logo é possivel tomar uma

cobertura finita desse conjunto por abertos convexos Uy, ..., Uy e um particao P de [a, b]

cU;.

de modo que «
titit1]

Considere § a concatenagao das geodésicas radiais o (t;)a(t;41 ) nos abertos convexos
U;. Pela definigdo do comprimento de arco lorentziano, L,(«) < L(B3) < d(p,q), o que
implica Ly(a) = d(p, q).

Agora, ja que os segmentos geodésicos radiais a(ti)a(tiﬂi sao maximizantes, e «

também o é, entao « = a(t;)a(tiy1), ou seja a é uma geodésica quebrada. Mais

[tistiva]

ainda, considere um aberto convexo V; no qual um segmento da forma « fique

5i,Si+1]
contido, para s; < t; < s;11, ¢ < k. Entao, por a ser maximizante, pode ser usado o

mesmo argumento anterior para mostrar que « = a(s;)a(si+1). Ou seja, a nao é

[55,8i+1]
quebrada, e portanto é uma geodésica suave. Como L(a)) = d(p, q), essa distancia é finita,

em particular.

2) J& se sabe que d é semicontinua inferiormente em qualquer espago-tempo e que
d ¢é finita. Assuma que ndo seja semicontinua superiormente em algum (p, q) € U. Entao,
existe 0 > 0 e sequéncias p, — p e g, — ¢ tais que d(p,, ¢,) > d(p,q) + 6.

Como vale que d(pp, q,) > 0, existe uma curva causal «,, conectando os pontos p,
e ¢, de modo que L(ay,) > d(pn,qn) — 1/n. Como U é aberto, existem pontos ¢ <y ¢*
e p~ <y pem U, e pode se supor que p, € [T (p~) e g, € I~ (¢"), pois isso vale para n
grande o suficiente devido a convergéncia. Desse modo, os segmentos de curva «, ficam
contidos em J(p~, q+), que é compacto, e portanto existe uma curva C° causal futuro-
dirigida « tal que L,(«) > limsup L(coy,) > d(p,q) + d, uma contradicao (construindo
como no item anterior, obtém-se L(5) > d(p,q) + 9). O

4.12.1 Desenvolvimento e superficies de Cauchy

Existem algumas defini¢oes alternativas de hiperbolicidade global. A primeira delas
é dada através das hipersuperficies de Cauchy. Um conjunto A é acronal se, para todo

p,q € A, ndo vale p < ¢, e é dito acausal se, nao vale p < q, Vp,q € A.

Definig¢ao 4.12.5. (Superficies de Cauchy) Um conjunto S C M ¢é dito ser uma superficie

de Cauchy se toda curva tipo-tempo inextensivel intersecta S eratamente uma vez.

Perceba que, em particular, uma superficie de Cauchy é um conjunto acronal. As

hipersuperficies ¢ constante de R} sao exemplos de hipersuperficies de Cauchy.

Defini¢ao 4.12.6. (Desenvolvimento de Cauchy) Seja A C M um conjunto acronal. O
desenvolvimento de Cauchy futuro de A, denotado D (A), é o conjunto dos pontos p € M

tais que toda curva causal passado-inextensivel que passa por p intersecta A. E definido
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de maneira dual o desenvolvimento de Cauchy passado D~ (A). O Desenvolvimento de
Cauchy D(A) € definido como a unido Dt (A) U D~ (A).

De acordo com ([8], Lema 14.29), uma hipersupérficie de Cauchy S ¢é intersectada
ao menos uma vez por toda curva causal inextensivel, e, em particular, D(S) = M. A
demonstragdo do Lema abaixo pode ser encontrada em diversas referéncias, como ([8],
Teorema 14.38).

Lema 4.12.7. Se A € acronal, entio intD(A) é globalmente hiperbélico.

Aqui, a hiperbolicidade global de intD(A) C M equivale a dizer que esse aberto
¢ globalmente hiperbdlico quando visto como um espago-tempo em si com a métrica e
orientacao temporal induzidas. Esse resultado, em combinagao com o lema abaixo, da uma
importante caracterizacao de espagos-tempos globalmente hiperbélicos. A demonstragao

do Lema abaixo pode ser encontrada em [9].

Lema 4.12.8. Se (M, g) é um espago-tempo globalmente hiperbdlico, entio a fungdo

_ t=(p)\ _ m(I”(p))
1) =log (‘ t+<p>> =los (m<f+<p>>)

é continua e, para qualquer v : (a,b) — M, vale que:

lim(t o y)(s) = —o0 lim(t o y)(s) = oo.

s—a s—b

Teorema 4.12.9. Um espago-tempo (M, g) € globalmente hiperbdlico se, e somente se,

admite uma hipersuperficie de Cauchy S.

Demonstragio. <) Segue imediatamente do Lema 4.12.7.
=) Como t é globalmente hiperbdlico, é também distinguidor, logo ambas ¢~ e ¢+
sao fungoes tempo. Sendo assim, se p < ¢ € M, vale que t~(p) < t~(q) e tT(p) < tT(q),

logo
1 1 t t
ST $_+(p)<_+(q)
tH(p) — t*(q) tr(p) — t*(q)
Como log é uma funcao crescente, segue que t é estritamente crescente em curvas

causais futuro-dirigidas, e, j4 que é também continua, se trata de uma funcao tempo.
Entdo, para cada ¢ € R, S. := t7!(c) é uma hipersuperficie topolégica pois t é
continua, e acausal (caso contrario, se existissem x,y € S. com x < y entdo t nao seria
estritamente crescente sobre a curva causal futuro-dirigida v que conecta x a y).
Basta, portanto, verificar que toda curva tipo-tempo inextensivel intersecta S.. De
fato, se a : (a,b) — curva tipo-tempo futuro-dirigida e inextensivel, entdo & = a o (t o

~1 est4d bem definida em todo R, de acordo com o lema anterior, e do fato de que

@)
t é estritamente crescente sobre a. Note que a(c) € t71(c), logo a((t o a)7t(c)) € S,,

finalizando a demonstracao. O]
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4.12.2 Compacidade do espaco das curvas causais

Uma outra maneira de descrever espagos-tempos globalmente hiperbdlicos é através
da compacidade do espaco das curvas CY causais futuro-dirigidas. De fato, denote por
C(p,q) o conjunto das curvas C? causais futuro-dirigidas que conectam p & ¢, identificando
aquelas que diferem apenas por uma reparametrizacao estritamente mondtona.

Esse espaco sera munido da topologia C°, em que um sistema de vizinhancas em
a € C(p,q) é dado pelos conjuntos da forma V¢ = {8 € C(p,q) : Im(8) C U}, para U

um aberto contendo a imagem de a.

Proposicao 4.12.10. Um espago-tempo (M, g) é globalmente hiperbélico se, e somente
se, € causal e C(p,q) é compacto, para todo p,q € M.

Demonstragio. <) Tome uma sequéncia {z,} € J™(p)NJ~(¢), e a, uma curva em C(p, q)
passando por z,,. Como C(p, q) é compacto, «, converge, a menos de subsequéncia, para
alguma o € C(p, q). Tome U um aberto contendo a imagem de « tal que U seja compacto.
Por convergéncia, para um n grande suficiente a imagem de «,, deve estar em U, e logo
x, estd em U, sendo assim z,, — = € U, a menos de subsequéncia.

Basta entao que x esteja na imagem de «, pois esta fica contida em J*(p) N J(q),
e entao este conjunto sera compacto. De fato, suponha que x nao esteja na imagem de
a, e entao tome um aberto V' contendo a imagem de « e nao contendo x. Para um certo
N € Nvale que n > N = Im(a,) CV =z, € V, 0 que contradiz x,, — .

=): Demonstrado em ([5], p. 208-209). O
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5 O ESPACO-TEMPO DE MISNER

Este capitulo serd destinado a introduzir o espacgo-tempo de Misner. Esse exemplo
estd tratado em um capitulo exclusivo nao somente por ilustrar aspectos geométricos
tratados na primeira parte do trabalho, mas também por possuir uma construgao mais
sofisticada e ilustrar de uma maneira bastante elegante a pior e melhor causalidade em
regides distintas dentro dele.

O espaco-tempo de Misner é um exemplo de espago nao cronolégico e nao totalmente
vicioso, cuja construgio é feita a partir do quociente de R? pela acdo de um grupo. O

chamado grupo especial ortécrono de R? é da seguinte forma:
SOH11) = A, = cosh(mA) sinh(wA) ) VER
7 ~ \sinh(7A) cosh(m))) .

Esse grupo é composto por isometrias lineares que preservam orientacao na variedade
e orientacao temporal. E facil verificar que Ay - A, = Axy,, devido a férmula de adigao

do seno e coseno hiperbdlico. O subgrupo

e A s a4 — cosh(mwk) sinh(7k) keN
' ' : sinh(rk) cosh(mk)/

de SO*(1,1) é gerado por A; e é isomorfo a Z, portanto define uma acao em R? da forma,
[:Z xR (k (t,z)) — Ap(t,z) € R3(K, (t,2)) — Ax(t, z).

Essa acao nao satisfaz nenhuma das duas condigoes dadas na defini¢do de discontinuidade
propria (3.1.8). De fato, a condigao (a) nao ¢é satisfeita na origem, pois os pontos se

acumulam ali, mas a condicao fica satisfeita ao remover esse ponto. Denote M, := R —
{0,0}.

Proposicao 5.0.1. A acio I' : Z x My — My satisfaz o item a da defini¢io 3.1.8.

Demonstragio. Seja (tg, zo) € R? — {(0,0)}. Para obter contradi¢io, suponha que, para
todo n € N, exista (t,, z,) na bola aberta By, (to, zo) € kn € Z—{0} tal que Ay, (tn, v,) €
Bin(to, zo). Entéo (tn,zn) = (to, z0) € Ak, (tn, 2n) = (to, o), isto &,

(cosh(k,m)t,, + sinh(k, )z, sinh(k,7)t, + cosh(k,m)x,) — (to, zo).
Se g = —tg, entao, o limite da primeira coordenada fica:
cosh(k,m)t, + sinh(km)z, — to
= (L, Fxy,) + e (t, — x,) — 2t0.

—knpm

Se k, — oo, entao e vai pra zero, e para que e¢*™(t, + x,) convirja é necessario

que t, + x, va para zero. Dal segue que ty = 0, e entao xry = 0, uma contradi¢ao. Por
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knm

outro lado, se k,, — —o0, entdo e"™ converge para zero, e analogamente é necessario que
t, — x, va para 0, implicando ¢, = 0, o que leva a mesma contradi¢do. Entao k, — k € Z,
e Ag(to, o) = (to, o), implicando k = 0. Ainda mais, como k,, — k = 0, existe N € N de
modo que ky = 0, uma contradicao.

Por outro lado, se ty # —xy, somando o limite da primeira coordenada com o da

segunda, obtém-se:

(cosh(k,m) + sinh(k,m))(t, + ) — (to + xo)
= " (t, + x,) — (to + 20).

Evidentemente k, nao pode ir para infinito, e se k, vai para o infinito negativo, entao
to+xo = 0, um absurdo. Sendo assim, k, — k, e entdo e (tg+x0) = (tg+x0), implicando
k = 0, novamente uma contradigao. Portanto, existe um n € N tal que, para todo (¢,z) €
Bin(to, zo) € para todo k € Z — {0}, vale que Ag(t,x) ¢ Bin(to,20), 0 que conclui a

demonstracao. O]

Por outro lado, a condi¢ao (b) da definigdo ainda nao é satisfeita em M,, pois hé
pontos p na diagonal ¢ = —x e ¢ na diagonal t = z que estao em Orbitas diferentes mas
de modo que qualquer vizinhanca U, de p e V,, de ¢ vao ser tais que U, contém pontos

cuja érbita intersecta V,, como ilustra a figura abaixo.

Figura 13 — Os pontos p e ¢ ndo estdo na mesma érbita, mas em quaisquer vizinhancas U, de p e V; de
g hé pontos p’ e ¢’ tais que Ai(p') = ¢’ (na ilustragdo, ¢’ = A1 (p')).

A acdo T' leva a variedade M := {(t,z) € R? : 2 —t > 0} nela propria, como &

possivel verificar facilmente por inspecao.

Proposi¢ao 5.0.2. A agio I': Z x M — M satisfaz a condigio (b) da defini¢io 3.1.8.
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Demonstragio. Sejam p = (t,,x,),q = (tg,24) € M tais que Vk € Z, Ay(p) # ¢
(em particular p # ¢). Suponha, para obter contradigdo, que para todo n € N exista
(tn, @n) € Bin(p) € k, € Z de modo que Ay, (t,, 2,) € Bi/n(q). Entao (t,, z,) = (tp, zp) €

A, (tn, zn) — (t4,x,), OU seja:

cosh(k,m)t, + sinh(k,7)z, — t,, (8)
sinh(k,m)t,, + cosh(k,m)x, — z,. (9)

Subtraindo (9) de (8), e usando (¢, x,) — (ty, ¥,), obtém-se

(cosh(k,m) — sinh(k,m))(t, — xp) = (t; — z4)
— e M7 u.
ty — p
Observe que o denominador da Gltima fracio estd bem definido pois os pontos estdao em M,
e pelo mesmo motivo essa fragao ¢ diferente de zero. Entao, é necesséario que k, — ¢ € Z,
portanto existe um N € N tal que k, = ¢, para todo n > N. Logo A.(p) = ¢, uma

contradicao. O

Note que, caso a acao fosse definida na regiao em que t + = > 0, a demonstragao
acima seria analoga, mas nesse caso a contradi¢ao seria obtida somando (8) e (9).

Denote por § a métrica de R? restrita a M. A proposicao 3.1.10 garante que M :=
M /I possui uma estrutura de variedade e topologia tinica que torna a projecao  : M —
M uma aplicagdo de recobrimento suave e, ja que a agao é por isometrias, induz uma
tnica métrica de Lorentz g e orienta¢ado temporal em M de modo a tornar (M,g) um
espaco-tempo e de modo que 7 : (M, §) — (M, g) seja uma aplicacdo de recobrimento de
Lorentz.

Como M tem curvatura constante igual a zero, segue que M também o tem, logo é
uma solucao de vacuo para as equagoes de Einstein sem constante cosmolégica.

Fixe qualquer p = (t,2) € M, e considere o segmento que conecta p a A (p) dado
por

a(s) = (1 —s)-(t,z)+s- Ap(t,x)
para s € [0,1] e k # 0. Entao, a derivada de « é
a'(s) = (=t + cosh(kn)t + sinh(kr)z, —x + sinh(km)t + cosh(km)z),

e portanto, tem-se:

3(d/(s),a/(s)) = — [t* — 2t(cosh(kT)t + sinh (k7))

(cosh?(km)t* 4 2tz cosh(kn) sinh(kx) + sinh?(kr)z?)]
[ — 2x(sinh(km)t + cosh(k7)x)
(sinh?(k7)t? 4 2ta cosh(kr) sinh(kr) 4+ cosh?(kr)z?]

+
+
+
=2(—t* + 2?)(1 — cosh(kn)).
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Denote por Ry a regido de de M em z +¢ > 0 ¢ R, a regido de M em que x4+t < 0.
Como cosh(km) > 1lexz—t > 0em M, segue que « é tipo-tempo, se p € Ry, e a é espacial,
se p € Ry. Se p esta na diagonal D dada por t = —z, entdo « é luminosa.

Por causa da identificacao, existem curvas fechadas em M. De fato, o cdlculo acima
demonstra que Vq € w(R;), vale ¢ < q. Por outro lado, para nenhum ¢q € 7(Ry) isso vale.
Por fim, por todo ¢ € m(D) passa uma geodésica luminosa fechada. Com isso conclui-se
que M ¢ nao totalmente vicioso, embora viole a cronologia em uma certa regiao.

Considere a seguinte transformacao de variaveis em M:

x—t x? —t?
=21 T =
P n—- 1

Como em M vale x —t > 0, a varidvel ¢ estd bem definida. J4 que vale
dx — dt dx — tdt
dyp = DL AL
x—1 2
entdao, uma computacao direita mostra que a métrica do espago-tempo (]\Zf , ) nas coorde-

nadas T" e 9 fica da forma:
g=—dI'@dyp —dyp @ dT —Tdy & dip.
Seja (xg,t9) € M e (xg,tx) = Ag(zo,10), com k # 0. Denotando g = ¥(xg,ty) =

—21In (25%0), segue que

Yk = Uty ) = —2In (x’f - tk)

—nk — ¢
~ —2In (e <””2° 0)) — 2k + Yo,
e, se Ty = T(xq,ty) = xg;tg, vale:
2 t2
Ty = T(t, v1) = &l 1 b
_ (cosh®(mk) — sinh?(k)) (2 — 12) _ ot _ T
4 4 '

Isto é, Ag leva (T',¢)) em (T, +27k). Portanto, os pontos da forma (7', ¢Y+27k) € M,
com k € 7Z, estao identificados em M.

Considere agora a seguinte funcao
F: M—R
(t, x) = (T(t,2), cos(¢(t, x)),sin(¥(t, 2))).

F' é uma imersao, pois seu jacobiano possui colunas linearmente independentes:

-4
Jr(t,r) = | —Zsin(v(t,x) 2 sin(y(t, @
%cos(w(t,a: ) —% cos(¢(t, x))
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Ainda mais, as ultimas duas coordenadas da imagem de F estdao em uma esfera
unitéria, isto é, F(M) = R x S'. Entdo F : M — R x S' é sobrejetiva, e a aplicacio
dF ) € injetiva e mapeia espagos vetoriais de mesma dimensao, logo ¢ um isomorfismo,
implicando que F' é um difeomorfismo local. Em particular, F' é uma aplicacao aberta.

Defina a funcdo F : M — R x S' como F([p]) = F(p). E facil observar que
F(Ag(t,z)) = F(t, ), logo F estd bem definido.

Além disso, suponha que F(t,z) = F(t',2). Entao, vale que 22 — t? = 2/ — 1% e,

_ /_ !
2%N—2ln<ﬂ):—2ln(w t)
5 5

para algum N € N,

— om0
— ™ (x—t)= (2’ - 1).

Mas a primeira equacio implica que os pontos (t,z) e (#,2') de M tem o mesmo
moédulo de Lorentz, logo existe algum Ay, € SO1(1,1) tal que Ay(t,z) = (¥,2'). Isso
implica que e ™ (z —t) = (2’ —t'). Mas entdo A = N, e portanto, segue que (¢,z) e (', 2')
estao na mesma Orbita.

Ou seja, a funcao F ¢ injetivo. Como também é sobrejetivo, se trata de uma bijecao.
E claro que F = For e que F é um difeomorfismo local, portanto F é um difeomorfismo.

Sendo assim, existe uma maneira tinica de colocar uma métrica h em R x S! e uma
orientacio temporal de modo que F : (M,g) — (R x S',h) seja uma isometria entre

espacos-tempos.

Definigao 5.0.3. (R xS, h) com a orietancao temporal induzida por F € o espago-tempo

de Misner.

E possivel encontrar explicitamente a métrica h do espaco-tempo de Misner. Para
isso, considere as coordenadas globais (u,v) de R? e a 1-forma wy := udv — vdu, além da,
inclusao 7 : S' < R? e de w; := i*wy. Denotando 5 : R x St — S! a projecao que leva
(s,p) em p, entdo é possivel definir uma 1-forma w := 75w, em R x S'. Ainda mais, denote

7:R x S' — R a projecdo na primeira coordenada.

Proposicao 5.0.4. A métrica h é dada pela expressao:
h=—dr@w—w®dr —Tw Q w.
Demonstragcao. Denote por g a parte direita da expressao acima. Basta mostrar que F*§ =

g, pois, nesse caso,

mas, por outro lado,



Capitulo 5. O espago-tempo de Misner

83

Portanto, pela unicidade da métrica g, tem-se que ¢ = F h = F §, mostrando h = §, o

que concluiria a demonstracao.

Provemos essa afirmacao calculando F*g.
Frg=—d(toF)@ F'w— F'w®d(toF)— (To F)F'w® F'w.
Note que To FF =T, e,
F*w = F*myi*(wy) = (i om0 F)*wg = (cos(v), sin(v))*wo,

ademais,

0 o o
(F*W)(a) = (WO)(cos(zp),sin(lp)(%au + —Sglt(¢) 31,)

= (cos(¢))dv —sin(y)du) (— sin(w%—f@u + cosw)%—lfav)
0 oy 0
= 0082(10)8—1? + sinz(w)a—f = 8—?

Analogamente se obtém que (F*w)(Z) = g—f, isto é, (F*w) = dv. Logo,

Fg=—dT @dy — dy @ dT — Tdp @ d.

Mas, como ja computado, a parte direita da equagdo é uma expressao equivalente para g

nas coordenadas ¢ e T'.

As figuras abaixo ilustram essa discussao.

]

Figura 14 — O espago de recobrimento de Misner. As linhas identificadas sdo as retas i constante. A

regido verde representa 7' > 0 enquanto a regiao laranja 7' < 0.

Identificado
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Figura 15 — O espago-tempo de Misner. A curva 7 = 0 é fechada e tipo-luz, enquanto as curvas 7
constante sao tipo-tempo se 7 > 0 e tipo-espaco se 7 < 0.

A regiao Ry (T > 0) de M é mapeada por F na regiao em que 7 > 0 no espaco-tempo
de Misner, e a regiao Ry (1" < 0) é mapeada em 7 < 0. Como 7(R;) é totalmente vicioso,
entdo F(m(Ry)), que é a regiao em que 7 > 0, é totalmente vicioso, pois F' ¢é isometria, e,
analogamente, a regiao 7 < 0 ¢é causal.

Seja 0, o levantamento horizontal do campo vetorial usual d/dt de R, isto é, o
campo vetorial que ¢ definido pontualmente por (9;), = (dr,) "' ((d/dt), (). E imediato
que d7(0;) = 1 e dmy(0;) = 0.

Seja também Zy = ud, —v9, € X(R?). Vale que wy(Zy) = u?+v?, imediatamente de
suas defini¢oes. Tome Z; € X(S!) o tinico campo vetorial relacionado a Z, pela inclusao

i, isto é, di,(Z1(p)) = Zo(i(p)), ¥p € S'. Como os pontos de S' sdo unitarios, vale

(Wi)p(Z1(p)) = (@o)itw) (dip(21(p)) = (wo)itw)(Zo(i(p)) = 1.

Agora, considere Z o levantamento de Z; através de my. Entao d7(Z) =0 e w(Z) =

wy(Z1) ome = 1. Usando a expressao obtida para a métrica h, temos que:
ho;,0;) =0, h(0;,Z2)=-1, h(Z,Z)=—T.

Entao o campo vetorial 0, é luminoso e Z tem seu carater causal determinado pelo
sinal de 7. Como d7(Z) = 0, segue que h(V"7, Z) = 0, isto é, Z estd no espaco tangente
ao gradiente de 7, entdo é tangente as superficies 7 constante.

Seja po = (S0, cos(ty), sin(ty)) € R x S' um ponto e a,, : R — R x S a curva dada
por

Ay (A) = (S0, cos(A + to), sin(A + to)).
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Desse modo, se tem que o, (0) = po, e,

ol (N) = (0, —sin(\ + to), cos(\ + to)),

Po

entao,

(di 0 d72) oy (0 (Zay (V) = (A1) my(apy (A) (Z1 (T2 (N))))
= Zo(i(m2(ap,(N)))) = Zo(cos(A + to), sin(A + to))
= cos(A + )0y — sin(A\ + to)0,.

Portanto, fica patente que ay,, ¢ uma curva integral de Z em p,. O cardter causal
dessa curva é o mesmo de Z, e a curva é fechada, ou seja, na regiao 7 > 0, a,, ¢ uma
curva tipo-tempo fechada.

Ainda mais, note que V := ng_t(&g + 0,) é um campo vetorial luminoso e futuro-
dirigido em (M ,§), e uma computagao simples mostra que dF oV = 0. 0 F, ou seja, 0, é
futuro-dirigido. Como h(0,,Z) = —1, entdao Z é futuro-dirigido na regidao 7 > 0 (na qual
Z é tipo-tempo).

Proposigao 5.0.5. A regiao 7 < 0 do espago-tempo de Misner é globalmente hiperbilica.

Demonstragcio. Como Z e 0, sao lineamernete independentes, é possivel escrever X &
X(R x St) como X = X790, + X% 7. Entao,
hrd; — Z,X70, + X?Z) = —7X? — (=X") — (—7X%)
= X" =dr(X) = V"7, X),

isto ¢, V"7 = 70, — Z. Ainda mais,
h(Vh7r, V') = h(10, — 2,70, — Z) =21 — T = T,
ou seja, na regiao 7 < 0 o gradiente de 7 é tipo-tempo. Também vale que
h(V"r,0,) = h(10, — Z,0;) = 1,

implicando V"7 passado-dirigido. Sendo assim, a funcdo 7 ¢ uma funcdo temporal, o que
garante que o espaco-tempo é estavelmente causal e, em particular, fortemente causal.
Agora, prova-se que as superficies 7 constante sao hipersuperficies de Cauchy na
regiao 7 < 0. Fixe ¢ < 0 ¢ S, = 77!(c) uma hipersuperficie. Para provar a acronalidade,
assuma que uma curva « tipo-tempo nessa regiao intersecte 7 = ¢ duas vezes. Entao
(Toa) (Xo) = dTapg) (e (Xg)) = 0 em algum Ay, pelo teorema do valor médio. Ainda mais,

o campo ' pode ser escrito como o/ = 79, + a’?Z, e entdo ' (\g) = 0. Desse modo,

h(d/, ) = —2a'%a/™ — 7(a'?)?,
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logo, em \g, h(a/, ) é igual a —7(\o)(a/?)?(\g) > 0, uma contradi¢do. Conclui-se que S,
¢é acronal.

Para finalizar, basta provar que todo curva tipo-tempo inextensivel intersecta S..
Seja v : (a,b) — R x S! uma curva causal futuro-dirigida inextensivel em 7 < 0 e
Ao € (a,b). Se ¢ < 7(a(Ng)) < 0, entdo « intersecta S. ao passado. De fato, caso contrario,
ja que

(To7) =dr(y)=h(V"T07,9) >0,

pois v é futuro-dirigida, tem-se que (7 o y) é crescente. Portanto, ficaria exposto que

(@, Ao] € [e,7(v(Xo))] x S,

e como [, 7(7(Ag))] XS é compacto, a curva ficaria aprisionada, o que contradiz a condigao
forte de causalidade. Entao v de fato intersecta S. ao passado.
Agora, se T(7(Ag)) < ¢, um argumento dual mostra que v intersecta S. ao futuro.

Portanto, a hipersuperficie S. é de Cauchy. n
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6 CONCLUSAO

Neste trabalho foram apresentadas diversas nogoes de geometria semi-Riemanniana,
focando especialmente no caso Lorentziano, com o objetivo de estudar os espagos-tempos.
Ainda mais, foram abordadas propriedades de causalidade a fim de compreender a hierar-
quia causal dos espagos-tempos, e, por fim, se apresentou o espago-tempo de Misner, um
exemplo cujo comportamento com respeito a causalidade é bastante rico.

Existem diversos outros resultados sobre causalidade e exemplos interessantes além
dos apresentados aqui. A hierarquia causal tradicional, que fora apresentada, pode ser com-
plexificada, adicionando alguns degraus intermediarios e inspecionando condigoes trans-
versais, como a de reflexividade. Além disso, o estudo da causalidade pode conduzir a
resultados bastante importantes sobre a geometria e a topologia do espago-tempo. Por
exemplo, é possivel enunciar teoremas de singularidade com hipoteses de causalidade mais

fracas que as usuais, como o teorema apresentado por Tipler em [11].
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