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For me, mathematics started with

Grothendieck.

Peter Scholze, Lectures

grothendieckiennes.
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0.2 Prefacio

Existem varios motivos possiveis para uma pessoa se interessar por matemaética, alguém
pode fazer matemética para entender melhor o mundo a nossa volta ji que ela é uma
das principais linguagens para se fazer ciéncia, ou uma pessoa pode achar que os objetos
matematicos em si sao reais e que estudé-los é conhecer melhor a realidade; mas para
mim nunca foi sobre issd!] Sempre fui uma pessoa aficionada por jogos e matematica
para mim é o jogo mais divertido que existe. Criar estratégias para demonstrar algo,

resolver problemas, craftar objetos fazem parte do oficio de um player de matemaética.

Outro aspecto que gosto na matematica é o artistico, principalmente quando se
trata de criacao de teorias matematicas e na graduagao pude conhecer um pouco do
trabalho de grandes artistas, como Grothendieck, o grupo Bourbaki, Jacob Lurie, Peter
Scholze e Dustin Clausen. Este trabalho é uma introdugao ao formalismo da Matematica
Condensada, que diz respeito a obra mais recente dos matematicos Scholze e Clausen.
Essa teoria também foi desenvolvida de forma independente pelos professores Peter Haine
e Clark Barwick. Condensados se propoem a ser uma alternativa para Topologia nas

situagoes em que nossos objetos geométricos carregam uma estrutura algébrica.

Os principais requisitos para uma leitura proveitosa desse texto sao um bom curso
de algebra, topologia e de teoria das categorias. Também é bom uma familiaridade com
teoria de feixes, por isso no segundo capitulo escrevemos uma introducao a teoria de fei-
xes com todas as provas, mas se o leitor ji esta familiarizado com feixes recomendamos ir
direto para agao no primeiro capitulo, nao ha problema pois os capitulos sao independen-
tes, os resultados de teoria das categorias que vao além de um (bom) primeiro curso estao
listados no apéndice e é dado uma referéncia onde ha uma demonstracao. No capitulo 2

pegamos um pouco mais pesado em Teoria das Categorias.

Todo anel é comutativo com unidade nesse trabalho. Usamos N, Z, Q, Q,, R e
C para denotar os conjuntos dos nimeros naturais (com 0), inteiros, racionais, p-adicos,
reais e complexos respectivamente. F, é o corpo finito com ¢ elementos. Para A um
anel denotamos A[T] o anel de polindmios com coeficientes em A e A[[T]] o anel de séries
formais com coeficientes em A. Denotaremos por Set, Top, CHaus, Ab as categorias
dos conjuntos, espacos topologicos, espagos topologicos compactos e Hausdorff, grupos

abelianos respectivamente.

IN3o que eu ndo ache interessante esta discussdo.



8 SUMARIO
0.3 Resumo

Este trabalho procura introduzir o formalismo da Matemética Condensada apresentado
em |Pet19b| pelos matematicos Peter Scholze e Dustin Clausen. Desenvolvemos o bésico
da teoria feixes em espacos topoldgicos, em seguida falamos de feixes sobre sites e defi-
nimos o que é um conjunto condensado. Sao demonstrados véarios alguns teoremas sobre
conjuntos e grupos abelianos condensados, em especial, provamos que existe uma imersao
plenamente cheia de espacos compactamente gerados para conjuntos condensados e que

a categoria de grupos abelianos condensados é abeliana.

Palavras-chave: Matematica Condensada, conjuntos condensados, Topologia,

Teoria das Categorias.
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Introducao

O problema que inspira a Matematica Condensada é o seguinte:
Como fazer algebra quando objetos algébricos carregam uma topologia?

Esse problema aparece em varias partes diferentes da matematica como analise funcional,
geometria algébrica, topologia e teoria dos niimeros e em cada area ha uma abordagem
diferente para se resolver ele. A teoria que iremos esbocar neste texto busca dar uma res-
posta universal a como lidar com essa situagao substituindo a no¢ao de espaco topologico

pela nogao de conjunto condensado.

Essa mudancga parece ser um pouco radical, mas para os matemaéticos Peter Scholze
e Dustin Clausen as vantagens dessa nova teoria fazem essa revolugao valer a pena. Vamos
olhar mais de perto para um dos problemas que ocorrem quando se mistura topologia com

algebra.

Exemplo 0.3.1 (A categoria dos grupos topologicos nao é abeliana). Sejam Rygis. 0
grupo topologico dos ntimeros reais com a topologia discreta e R os niimeros reais com a
topologia usual. O morfismo inclusao i : Rgisc — R apesar de ser uma bijecao, nao é um
isomorfismo. Veja que keri = 0 e cokers = 0, mas ¢ nao é um isomorfismo, portanto essa

categoria nao é abeliana.

Observagao 0.3.2. Veja que o exemplo acima também mostra que a categoria dos gru-
pos abelianos localmente compactos nao é abeliana. A categoria dos grupos abelianos
compactos e Hausdorff é abeliana, assim temos um indicio de espagos topologicos
compactos e Hausdorff se misturam melhor com &lgebra, vamos nos aproveitar disso na

definicao de conjunto condensado.

O leitor pode pensar que a patologia do exemplo acima ¢é devido a topologia discreta

ser problematica, mas isso nao é verdade. Para mostrar isso vamos a mais um exemplo:

Exemplo 0.3.3 (Q — R). Considere a inclusdo dos racionais nos reais (ambos usando
a topologia usual) i : Q — R. Veja que ¢ é um monomorfismo e um epimorﬁsmoﬂ na

categoria dos grupos abelianos topoldgicos, porém ¢ nao é um isomorfismo.

Exemplos similares também ocorrem na anélise funcional. A inclusdao ¢'(N) —
(*(N) na categoria de espagos vetoriais topolégicos sobre R é monomorfismo e epimorfismo

(note que ¢*(N) é denso em ¢%(IN)), porém este mapa nao ¢ um isomorfismo.

As categorias de objetos algébricos que carregam uma topologia em geral falham

2Na categoria dos grupos abelianos topolégicos o cokernel de um morfismo f : A — B é dado por
coker f = % em que f(B) é o fecho de f(B). Lembre-se também que numa categoria abeliana um
morfismo é um epimorfismo (resp. monomorfismo) se o seu cokernel (resp. kernel) ¢ nulo.
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em ser abelianas e isto é um grande problema, pois assim nessas categorias nao funcionam
bem as nossas ferramentes de algebra moderna como élgebra homologica e teoria de feixes.
Muitas vezes essas teorias s6 sao bem comportadas no caso em que os espagos topologicos

em questao sao compacto e Hausdorff.

Buscamos uma categoria que contenha os principais exemplos de espagos topologi-
cos, mas que tenham propriedades categoricas melhores e que sejam objetos mais compa-
tiveis com algebra. Um detalhe para especialistas: A categoria dos conjuntos condensados
forma um topos, intuitivamente um topos é uma categoria que se parece com Set. Os
condensados capturam fenémenos topologicos, porém a categoria deles é mais parecida
com a categoria dos conjuntos ou categoria de feixes de conjuntos que sao compativeis

com algebra.

A nossa estratégia para definirmos conjuntos condensados é mudar de perspectiva,
ao invés de pensarmos com objetos vamos pensar com as flechas! A ferramenta que vai

nos ajudar a mudar de perspectiva é o lema de Yoneda.

Um espago topologico X define o funtor contravariante

Hom(—, X) : Top®® — Set
Y +—— Hom(Y, X)

e acontece que, pelo lema de Yoneda, a identificacio X +— Hom(—, X), chamada de
mergulho de Yoneda, é plenamente fiel, ou seja, o funtor Hom(—, X) carrega todas as
informagoes de X, de forma que podemos identifica-los e ver a categoria de espagos to-
pologicos como uma subcategoria da categoria de funtores contravariantes de Top a Set.
Dada uma categoria C, um pré-feixe em C é um funtor contravariante C® — Set e
um morfismo de pré-feixe é uma transformagao natural, denotamos por PSh(C) a cate-
goria de pré-feixes em C. Através do mergulho de Yoneda, identificando informalmente
Top C PSh(Top) e o que acontece é que muitas vezes PSh(C) ¢ mais bem comportada

que C, por exemplo PSh(C) tem limites e colimites mesmo quando C nao tem.

Mas para a nossa teoria dar certo nao precisamos definir nosso pré-feixe sobre todos
os espacos topologicos, podemos nos restringir a espagos topologicos mais bem comporta-
dos e que se misturam melhor com &lgebra, ao invés de ver o funtor Homr.,(—, X) sobre

Top vamos considerar

X : CHaus — Set
S — Homr,, (S, X)

Note que X é uma restri¢do de Homro,(—, X). Via a identificagdo X — X obtemos um

funtor Top — PSh(CHaus) e através desse funtor podemos enxergar um espaco topologico
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como pré-feixe de CHaus. Assim PSh(CHaus) é um candidato a substituto da catego-
ria Top, porém a categoria de pré-feixes em CHaus contém muitos objetos, queremos
selecionar os elementos de PSh(CHaus) que sdo mais parecidos com X para um espago

topologico X.
X possui trés propriedades importante{f]:
(1) Ha uma bijecao X (@) = {x} .

(11) Para cada S,T € CHaus ha a bijegao

X(SuT)= X(S5) x X(T)

(i1i) Para S, T € CHaus e para qualquer sobrejecao S — T com produto fibrado S xr S

e projecoes py e p1 para S ha a bijecao
X(T)={feX(S)| fopo=fop}

Essas trés propriedades fazem de X um feixe sobre uma certa topologia Grothendi-
eck (vamos discutir no texto o que isso significa). Vamos definir um conjunto condensado
como um feixe sobre essa mesma topologia e durante o proximo capitulo mostraremos as

boas propriedades e exemplos dessa defini¢ao.

O formalismo de Matematica Condensada ja tem algumas aplicagoes. Essa lin-
guagem é excelente para tratar de analise ndo-arquimediana (sobre Q, por exemplo),
existe a definicao de conjunto condensado sdlido que intuitivamente quer dizer nao-
arquimedianamente completo, existe um completamento chamado solidificacao e um pro-
duto tensorial completo. Esse produto tensorial completo se comporta de forma parecida
com os produtos tensoriais da teoria classica de analise funcional nao-arquimediana, por
exemplo o produto tensorial sélido de dois espagos vetoriais de Fréchet sobre Q,, é isomorfo
ao produto tensorial projetivo desses mesmos espagos. A categoria dos grupos abelianos

solidos formam uma categoria abeliana e gerada por compactos projetivos.

Com conjuntos condensados também ¢ possivel tratar de analise sobre R! E pos-
sivel definir a categoria dos R-espacos vetoriais liquidos que sao uma versao condensada
de R-espagos vetoriais completos e convexos (objetos centrais em analise funcional), os
espacos liquidos contém varios dos exemplos cléssicos de espacgos completos e convexos,

mas com a vantagem de formarem uma categoria abeliana!

A aplicagdo mais interessante de Mateméatica Condensada é a nova teoria chamada

Geometria Analitica, essa teoria apresenta novos objetos chamados espacos analiticos, a

3Nao se preocupe com a tecnicalidade dessas propriedades agora.
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categoria dos espacgos analiticos contém a categoria de esquemas, espagos adicos, esquemas
formais e variedades complexas... Unindo o mundo da geometria complexa, p-adica e

algébrical Com essa linguagem ¢é possivel provar teoremas dessas trés areas de uma vez
s0!

As principais referéncias foram [Pet19b|, |Asg21] e [Mai21].



Capitulo 1

Conjuntos Condensados

1.1 Preliminares

O contetido desta se¢ao ¢ uma generalizagao da teoria de feixes em espacgos topologicos,
se o leitor nao estiver habituado com esta teoria, recomendamos comegar pelo capitulo 2

apesar disso nao ser estritamente necessario.

A definicao de conjuntos condensados nao é tao simples quanto a definicao de
espagos topologicos, ¢ necessario um pouco mais de maquinéario para descrever o que de

fato ¢ um conjunto condensado e para desenvolver a sua rica teoria.

Uma das defini¢oes de conjunto condensado é a de que é um feixe sobre um site,
para a definicao cléssica de feixe observe que temos que usar propriedades da categoria
Open X. A ideia de um site é ser uma categoria parecida com Open X no sentido de ser
uma categoria com alguma nogao de “cobertura”. Ao invés de um conjunto X acompa-
nhado uma topologia, teremos uma categoria C com produto fibrado (pense como se fosse

a intersegao) acompanhado de uma topologia de Grothendieck.
As principais referéncias para essa secio foram [Mai21|, [Asg21] e [Jon22].

Definig¢ao 1.1.1 (Topologia de Grothendieck). Seja C uma categoria com produto fibrado.
Uma topologia de Grothendieck na categoria C é uma cole¢do Cov(C) de familias de

morfismos da forma {U; — U}, ; com U, U; € C satisfazendo a seguinte lista de axiomas:
(i) Se V.— U é um isomorfismo, entao {V — U} € Cov(C).

(ii) Se {U; = U},.; € Cov(C) e para cada i tenhamos {V;; — Ui}jeJ € Cov(C), entdo
{V; > U} € Cov(C).

i€l jet
(iii) Se {U; = U},c; € Cov(C) eV — U é um morfismo de C, entao {U; xy V =V}, €
Cov(C).

15
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Os elementos de Cov(C) sao chamados de coberturas de C. Um Site ¢ uma categoria

com uma topologia de Grothendieck .

Observacgao 1.1.2. Intuitivamente em uma categoria C com uma topologia de Grothendi-
eck as flechas sao inclusdes, os objetos U; cobrem U se {U; — U},.; € Cov(C) e produtos
fibrados sao como intersegoes. A principal diferenca é que agora existe mais de uma

maneira de incluir um objeto dentro de outro.

A area que estuda topologias de Grothendieck é chamada Teoria de Topos que é

uma generalizacao de Topologia.

Exemplo 1.1.3 (Exemplo inspirador). Seja X um espago topologico. Seja Xz, =
Open X a categoria dos abertos de X com inclusdo. Definimos Cov(Xy,,) da seguinte
forma: {U; — U}, € Cov(Xz,,) se, e somente se | J, U; = U. Com isso precisamos checar
que Cov(Xz,) de fato é uma topologia de Grothendieck, as propriedade (i) e (i) sado
simples de serem checadas e a propriedade (7ii) ¢ imediata quando percebemos que na

categoria Open X o produto é U x V. =UNV.
O exemplo acima é o candnico e o que deve de servir como intuicao.
O proximo exemplo é para os familiarizados com a teoria de esquemas.

Exemplo 1.1.4 (Topologia de Zariski para esquemas). Seja Sch a categoria dos esquemas.
A topologia de Zariski em esquemas se da da seguinte forma: Para X um esquema uma
familia de morfismos de esquemas {f; : X; — X}, é uma cobertura (ou seja, pertence a

Cov(Sch)) se os mapas f; forem imersdes abertas e X = |, fi(Xi).

Lembrando que uma das defini¢oes de conjunto condensado é de que ele é um feixe

sobre um site, vamos conhecer o site sobre o qual esse tal feixe ¢ definido.

Exemplo 1.1.5 (CHaus). Considere CHaus a categoria de espagos topoldgicos compactos
e Hausdorff. Seja X € CHaus. Seja {X;},., uma familia finita de objetos de CHaus. Uma
familia finita de funcées continuas {f; : X; = X}, ¢ juntamente sobrejetiva se juntas

sobrejetiva. Definimos entdo que {f; : X; — X}, é cobertura se essa familia (finita) de

clas sdo sobrejetivas i.e. o mapa associado a essa familia de fungdes | |;,
mapas ¢ juntamente sobrejetiva. Isso define um conjunto de coberturas Cov(CHaus).
Temos que checar que essas coberturas transforma CHaus em um site. Os axiomas de
site (i) e (ii) sdo imediatos, agora para o axioma (%ii) precisamos checar que o produto
fibrado existe na categoria de espagos topologicos compactos e Hausdorff; vamos fazer mais
que isso, mostraremos que CHaus possui todos os limites (em particular possui produto

fibrado). Antes disso precisaremos de um lema.

Lema 1.1.6. Sejam X e Y espacos topologicos compactos e Hausdorff. Seja f: X — Y
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uma funcgao continua. O grafico

Dy = {(z. f(@)) | = € X}

é um fechado de X x Y.

Demonstragao. Note que I'y é imagem do mapa F': X — X x Y com F(x) = (z, f(z)),
como X é compacto e imagem de um compacto por uma funcao continua é compacto
temos que I'y é compacto. X x Y é Hausdorff pois X e Y sao Hausdorff e conjuntos

compactos em espagos Hausdorff sao fechados. Concluimos assim que I'y ¢ fechado. [

Proposicao 1.1.7. A categoria de espacos topoldgicos compactos e Hausdorff possui

todos os limites i.e. limite de objetos em CHaus pertence a CHaus.

Demonstracao. Seja I uma categoria pequena e F': [ — CHaus um funtor. Sabemos que

a categoria de espagos topologicos possui todos os limites e que ele é dado por

L=1mF(i)= 4 (z;) € [[F() [Va:i—jinI : F(a)(z;) =
iel icl
Considerando L com a topologia de subespaco de [[, F((i). Vamos mostrar que L ¢é
compacto e Hausdorff, assim L ¢ o limite de F' tanto na categoria de espagos topoldgicos
quanto na categoria CHaus. Pelo lema anterior para cada o : i — j o conjunto I'p(q) é

um fechado de F(i) x F(j) e portanto

Gra) = I'F) X H F(k)
oy

¢ um fechado de ], F'(k). Note que

E portanto L é um fechado do espaco topoldgico compactoﬂ IL, F(i) e portanto L é

compacto.

Além disso L é Hausdorff, de fato se = (x;),y = (y;) € L s@o pontos distintos,
entao x; # y; para algum ¢, como X; é Hausdorff existem abertos disjuntos U,V € X;
comx; € U ey €V. Sejam : X — X; o morfismo projecio, perceba que 7; '(U) > z e
T, Y(V) 3 y sdo abertos disjuntos. Concluimos que L é compacto e Hausdorff e portanto

é o limite desejado. O

Observacao 1.1.8. Apesar de termos provado que o limite sempre existe em CHaus nada

nos garante que esse limite nao seja vazio.

Lembre-se que pelo teorema de Tychonoff produto de espacos compactos é compacto.
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Vamos voltar ao nosso exemplo. Agora sabemos que produtos fibrados existem

vamos descreve-los explicitamente. Suponha que tenhamos o seguinte diagrama em CHaus

O produto fibrado seré

XxzY ={(z,y) € X xY | f(x) =g(y)}

com a topologia de subespaco de X x Y.

Agora podemos verificar que CHaus com as coberturas de fungoes continuas junta-
mente sobrejetivas satisfazem o axioma (741) de um site. Seja {f; : X; — X}, uma familia
finita de fungoes continuas juntamente sobrejetivas e g : ¥ — X uma funcao continua.
Temos que mostrar que {X; xx Y — Y}, é juntamente sobrejetora. De fato, se y € Y,
entdo g(y) € X e como {f; : X; — X}, ¢ juntamente sobrejetora existe x € X; para al-
gum ¢ com f;(z) = g(y), portanto (x,y) € X; xx Y e concluimos que {X; xx Y =Y}, ¢é

juntamente sobrejetora.

Um tipo especial de espago topologico compacto Hausdorff que serao muito tteis
para nds sao o conjuntos profinitos que também formam um site cujo as coberturas sao
familias finitas de fungoes continuas juntamente sobrejetivas. Um conjunto condensado

também pode ser descrito como feixe sobre o site dos conjuntos profinitos.
Vamos relembrar a no¢ao de um espaco ser totalmente desconexo.

Defini¢ao 1.1.9 (Totalmente desconexo). Um espago topologico X é totalmente des-

conexo se 0s nicos componentes conexos sao os subconjuntos de um elemento de X.

Exemplo 1.1.10. Alguns exemplos de espacos topologicos totalmente desconexos sao o
conjunto de Cantor, os racionais Q, os irracionais R\ Q, os p-adicos Q,, e qualquer espaco

discreto.

Defini¢ao 1.1.11 (Conjunto profinito). Um espago topologico X é dito conjunto pro-
finito se ele ¢ Hausdorff, compacto e totalmente desconexo. Vamos chamar de ProFin a

categoria dos conjuntos profinitos cujo os morfismos sao func¢oes continuas.
Observagao 1.1.12. ProFin é uma subcategoria de CHaus.

Observagao 1.1.13. Outros nomes para conjuntos profinitos sao espagos profinitos e

espago de Stone. Na literatura existem diferentes definigoes de conjuntos profinitos, na
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proxima proposi¢ao vamos mostrar mais uma defini¢cao equivalente, mas antes precisamos

de um lema.

Lema 1.1.14. Seja X um espaco topolégico compacto e Hausdorff. Para qualquer ponto
z € X o componente conexo de X contendo x ¢ a interse¢io de todos os fabertog’] contendo

x.

Demonstragao. Seja T' o componente conexo contendo z. Seja Z o conjunto de fabertos
de X contendo z. Seja S = [),.zZ. Perceba que S ¢ um conjunto fechado. Note que
qualquer interse¢ao finita de elementos de Z pertence a Z. Veja que T' C S, pois para
cada Z € Z temos que T = (T'NZ)U(T'N(X \ Z)) é uma separagao de T em dois abertos
disjuntos e como x € TN Z e T é conexo temos T' C Z para cada Z e logo T' C S. Resta
mostrar que S é um conjunto conexo. Suponha que S nao seja conexo, entao existem
dois fabertos B, C disjuntos com S = B U C. Lembre-se que todo fechado de um espaco
compacto é compacto, em particular B e C' sao compactos. Além disso, lembre-se que todo
espago compacto e Hausdorff € normal, logo existem dois abertos disjuntos U,V C X com
BCUeCCV. Temos que X \ UUV é fechado em X e portanto é compacto (fechado
de um compacto). Suponha por absurdo que para cada Z € Z temos (X \UUV)NZ # &
entdo o conjunto de fechados da forma (X \UUV)N Z é tal que interse¢oes de conjuntos
dessa forma é novamente um conjunto da mesma forma, é um resultado da topologia que
em um espaco compacto uma colecao nao-vazia de fechados tal que a intersegoes finitas
continuam pertencentes a colecao é nao vazia, entao a intersecao de todos os elementos
dessa cole¢ao é nao-vazia pelo seguinte resultado de topologia: Se num espago compacto
X ha uma familia de fechados { F};}, tal que a interse¢ao finita de membros dessa familia é
nao-vazia, entao a intersecao de todos os F; é ndo-vazia (tag 005D [Jon22|). Dessa forma
terfamos (X \ UUV)NS nao-vazio, absurdo. Logo existe Zy € Z com (X\UUV)NZy = @
ie. Zy CUUV. Entao Zy = (ZoNU) U (ZyNV) & uma decomposicao em dois abertos
disjuntos, temos assim que Zy NV e Zy N U sao fabertos em X. Assim, suponha sem
perda de generalidade que z € B, entdao S C U N Zy (pois UN Zy € Z) e logo C = @.

Concluimos que S é conexo e provamos o teorema. O]

Definigao 1.1.15 (Conjunto Parcialmente Ordenado Dirigido). Um conjunto parcial-
mente ordenado dirigido ¢ um conjunto parcialmente ordenado (7, <) tal que para

cada 7,7 € I existe k € [ com 1,5 < k.

Proposicao 1.1.16. Seja X um espago topologico. Entao X é um conjunto profinito se,

2faberto é o conjunto que é aberto e fechado.
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e somente se X pode ser escrito como limite de espacos topoldgicos finitos e discretos X;:

X =lim Xj;
=

el

Onde o conjunto de indices I é um conjunto parcialmente ordenado dirigido.

Demonstragao. (Ida) Suponha que X seja um conjunto profinito. Seja Z o conjunto de
colegoes finitas I = {U;},.; com U; abertos tal que a uniao disjunta | | U; = X ie. Z ¢é
o conjunto das coberturas disjuntas finitas. Note que os U; sao fabertos. Damos a cada
I € T a topologia discreta. Dado Iy, I; € Z vamos dizer que Iy < [I; se a cobertura
I, refina a cobertura Iy. Essa relagao torna (Z, <) um conjunto parcialmente ordenado
dirigido. Para cada I € Z h& uma funcdo continua 7; : X — [ tal que 7;(x) = U;
se x € U;. Logo pela propriedade universal do limite h4 um mapa ¢ : X — liml€<—I 1,
explicitamente ¢(z) = (Ur;,)r em que x € Uy, e se Iy < Iy, entdo Uly,iry 2 Un iy, - Logo
o(z) = é(y) se, e somente se a interse¢ao de todos os fabertos que contém z for igual
a intersecao de todos os abertos que contém y, usando o lema e o fato de X ser
totalmente desconexo temos que isso é equivalente a x = y, portanto ¢ é injetiva. O
mapa ¢ é sobrejetivo pelo seguinte resultado de topologia: Se num espago compacto X
ha uma familia de fechados {F}}, tal que a intersecdo finita de membros dessa familia
é nao-vazia, entao a interse¢ao de todos os F; é nao-vazia (tag 005D [Jon22|). Logo por
conta de ¢ ser bijetiva, X compacto e limI€<—Z I ser Hausdorff o mapa ¢ é fechado, de fato
se ' C X é um fechado, entao ele é um compacto e imagem continua de compacto é
compacta, portanto ¢(F') é compacto e logo é fechado pois o limite ¢ Hausdorff! Portanto

¢ é continua, bijetiva e fechada que implica que ¢ é homeomorfismo.

(Volta) Seja X = lim;,e—j X;. Note que cada X; é compacto e Hausdorff, logo pela
proposicao X é compacto e Hausdorff, resta mostrar que ele é totalmente desconexo.
Seja m; + X — X, a projecao para cada i e seja C' C X um subconjunto conexo de X,
lembrando que a imagem de um conexo por uma fun¢do continua é conexo vemos que
para cada ¢ temos 7;(C') conexo em X;, como cada X; é totalmente desconexo temos que
m(C) = {z;} para algum z; € X; para cada i. Portanto C' = {(z;);} um ponto e X ¢

totalmente desconexo. O

Exemplo 1.1.17. Seja A um anel e a um ideal tal que cada n € N, o quociente A/a" é

um anel finito. Considere o conjunto parcialmente ordenado (N, <) como uma categoria.
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Considere o funtor
(N, <) —— Ring

n 4
a
l — 1
m 4
a
O limite desse funtor é
- def ;. A A _
A= h&la—m: (n)neN € H—n|n§m - a,, = a, mod a”
neN neN

Considerando cada A/a™ com a topologia discreta vemos que A éum conjunto profinito.
Por exemplo se A = Z e a = pZ temos que A= Z, com a topologia p-adica usual!
Outro exemplo é o anel de séries formais sobre um corpo finito, basta tomar A = F,[T] e

a =TF,[T] dessa forma A= F,[[T]] e a topologia nesse caso sera a T-adica.

Exemplo 1.1.18. O espago [0, 1] é compacto e Hausdorff, mas néo é profinito, no entanto
esse espago admite uma sobreje¢ao continua S — [0, 1] com S profinito. Basta considerar
S =[l,en10,1,2,...,9} e 0 mapa

d:5=][{0.1,2,...,9} — [0,1]

neN

(an)n — 0.apaiay . ..

Repare que S é profinito pois ele é limite de conjuntos finitos com a topologia discretaﬁ
Seja U C [0, 1] um aberto e suponha adicionalmente que 0 ¢ U e 1 ¢ U (vamos deixar
os casos em que 0 € U ou 1 € U para o leitor). Vamos mostrar que d~*(U) é aberto.
Tome z = (x,), € d '(U), entdao d(xz) € U e como U é aberto existe N € N com

I = (d(z) — g, d(z) + gv) € U. Nesse caso considere o conjunto:
V=A{xo} x {x1} x {xa} x -+ x{an} x{0,1,2,...,9} x{0,1,2,...,9} x - --

Repare que z € V é uma vizinhanga aberta e que V' C d~(U) ja que d(V) C (d(z) —
0w, d(z) + g ), isso porque se y € V, entdo d(x) ¢ igual d(y) nas primeiras n + 1 casas

decimais.

Assim como fizemos com CHaus queremos mostrar que ProFin tem uma topologia
de Grothendieck com as coberturas sendo as familias finitas de mapas juntamente sobre-
jetivas, novamente precisamos mostrar a existéncia de produto fibrado nessa categoria e

novamente iremos fazer mais, mostraremos que ProFin possui todos os limites.

3Lembre-se que o produto é um limite.
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Proposicao 1.1.19. A categoria dos conjuntos profinitos possui todos os limites.

Demonstracao. Seja I uma categoria pequena e F': I — ProFin um funtor. Sabemos que
a categoria de espagos topologicos compactos e Hausdorff possui todos os limites e que

ele é dado por

L=1mF(i)= 1 (z;) € [[F() |Va:i—jinl : F(a)(z;) =
iel el
vamos mostrar que L também é limite na categoria ProF'in, note que apenas resta mostrar
que L é totalmente desconexo, vamos usar a mesma estratégia que usamos na volta da
proposic¢ao acima. Seja ; : L — F'(i) a projecao para cada i e seja C' C L um subconjunto
conexo de L, lembrando que a imagem de um conexo por uma func¢ao continua é conexo
vemos que para cada ¢ temos m;(C') conexo em F'(i), como cada F'(i) é totalmente desco-
nexo temos que m;(C) = {x;} para algum z; € F(i) para cada i. Portanto C' = {(z;);}

um ponto e L é totalmente desconexo. O

Exemplo 1.1.20 (ProFin). Seja X € ProFin. Seja {X;},.; uma familia finita de objetos
de ProFin. Definimos entao que {f; : X; = X},., é cobertura se essa familia (finita) de
mapas é juntamente sobrejetiva. A prova de que isso faz de ProFin um site é analoga a

prova que fizemos para CHaus.

Outro tipo de espacos topoldgicos que nos serd ttil sao espagos extremamente

desconexos

Definigao 1.1.21 (Extremamente desconexo). Um espago topologico X é extrema-
mente desconexo se ele é compacto, Hausdorff e o fecho de todo aberto de X é aberto.
Os espacos topologicos extremamente desconexos formam uma subcategoria de CHaus

que vamos denotar por ExtDisc.

Proposicao 1.1.22 (ExtDisc C ProFin ). Todo espago extremamente desconexo é pro-
finito.

Demonstra¢ao. A ideia da prova é mostrar que num espaco extremamente desconexo X
dado, para quaisquer dois pontos distintos x, y é possivel encontrar abertos A e B disjuntos
comzrx €A, ye Be AUB=X.

Seja X € ExtDisc. Tome z,y € X distintos. Como X é Hausdorff, existem abertos
disjuntos U,V com z € U e y € V. Como X é extremamente desconexo, U é fechado e

aberto (faberto). Afirmamos que U NV = @, de fato, temos que

UNV=0 = UCX\V =UCX\V=X\V =0UnNV=g
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Entao {U,X \U} é uma separacao de X. Assim mostramos que para quaisquer dois
pontos distintos podemos separa-los em dois abertos disjuntos, logo é impossivel que um

conexo de X tenha mais que um ponto, mostrando que X é totalmente desconexo. O

Para um futuro teorema a seguinte outra definicao de espago topologico extrema-

mente desconexo vai ser essencial.

Proposigao 1.1.23. Seja S um espago topologico compacto e Hausdorff. S é extrema-
mente desconexo se, e somente se para qualquer 7" € CHaus, para qualquer sobrejecao
continua f : T' — S existe uma funcao continua ¢ : S — T tal que f ot = idg. Logo o

seguinte diagrama comuta:

Demonstracao. |Gleb8| ou |[Jon22| Tag 08YN]. O

Conjuntos finitos e discretos sao exemplo de conjuntos extremamente desconexos.

Infelizmente nao ha um catalogo muito diverso de exemplos desses espacos.

Os principais exemplos de espagos topologicos extremamente desconexos vém de
compactificagoes de Stone-Cech de espacgos discretos, construimos essa compactificacao

no apéndice!

Proposicao 1.1.24 (SXgs ¢ extremamente desconexo). Seja X um espago topologico

com a topologia discreta. O espago X é extremamente desconexo.

Demonstrag¢ao. Vamos usar de definicao da proposigao [1.1.23]

Seja S € CHaus e f : § — (X uma sobrejecao continua. Chame de ¢ a fungao
continua de X a 3X. Para cada x € X tome g(x) € f~!(i(x)) arbitrario (f ¢ sobrejetiva)
dessa forma obtemos um mapa g : X — S que é continua pois a topologia de X ¢ a

discreta com fo g =1.

Usando a propriedade universal da compactificacao de Stone-Cech ha um mapa

continuo ¢t : X — S com g =t oi. Agora perceba que para cada x € X vale que

(fot)(i(x)) = f(t(i(x))) = f(g(x)) = i(x)

assim a fungao continua f ot deixa i(X) fixo em X em outras palavras f ot = id em
i(X) que é um conjunto denso de X. Portanto f ot = id pelo lema [2.2.21 O


https://stacks.math.columbia.edu/tag/08YN
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Proposigao 1.1.25 (H4 sempre um extremamente desconexo com uma sobrejegdo para
um compacto Hausdorff). Seja X € CHaus, existe S € ExtDisc com uma sobrejegao
S — X.

Demonstracao. Seja X compacto e Hausdorff. Seja Xgi igual a X como conjunto, mas
com a topologia discreta. Note a func¢ao identidade d& origem a um mapa continuo
Xaise = X e usando a propriedade universal da compactificacao de Stone-Cech obtemos

um mapa SXgise = X e SXgise € extremamente desconexo pela proposicao anterior. [

Um conjunto condensado também é um tipo especial de pré-feixe sobre a categoria
ExtDisc, mas se definirmos as coberturas como em CHaus e ProFin nao obtemos uma

topologia de Grothendieck! Isso vem do fato de ExtDisc nao ter produtos fibrados.

Voltando para definicao de conjunto condensado, foi dito que um conjunto con-
densado é um feixe sobre o site CHaus ou um feixe sobre o site ProFin, resta descobrir
o que seria um feixe sobre um site. Assim como um site é a generalizacao do que seria a
categoria Open X, um feixe sobre um site é a generalizagao do que seria um feixe sobre
Open X.

Definigao 1.1.26 (Pré-feixe). Seja C um categoria. Um pré-feixe de conjuntos na

categoria C é um funtor
F 1 C°? —> Set

um morfismo de pré-feixes é uma transformacao natural de funtores. Os pré-feixes de

conjuntos na categoria C formam uma categoria que denotamos por PSh(C).

Observagao 1.1.27. Assim como definimos pré-feixes de conjuntos ¢ possivel definir

pré-feixes de qualquer categoria, basta substituir Set pela categoria desejada na defini¢ao.

Observacgao 1.1.28. Quando falarmos pré-feixe de uma categoria C estaremos falando

de um pré-feixe de conjuntos se nao especificarmos a categoria do contradominio.
Observagao 1.1.29 (Diagrama de cola). Seja C um site e {U; — U},_; uma cobertura.
Como C ¢ um site temos que para cada 7, j € I o produto fibrado U; x ¢y U; existe e temos
dois mapas projecao

p;j : []Z XU Uj — Ul

pg,j U Xy Uj — Uj
Agora de F ser um pré-feixe de conjuntos em C. Aplicando F vamos ter
i) FU;) — F(U; xp Uy)
F(pl,): FU;) — F(U; xu Uy)
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e a partir desses mapas acima construimos o mapa produto

Do : H F(U;) — [[FU: <0 U;)

ihj

p: [[FW) — [ F i xu U))

i?j
A partir dos mapas U; — U construimos um mapa i : F(U) — [[. F(U;). Obtemos assim
o que vamos chamar de diagrama de cola que ¢é a generalizagao da sequéncia da cola
[2.1.2] para o caso classico:

FU) — ILFW) == 1, F(U: xu Uy)

Definicao 1.1.30 (Feixe em um Site). Seja C um site. Um feixe de conjuntos em C ¢é
um pré-feixe de conjuntos tal que para cada U € C e para qualquer cobertura {U; — U},

vale que no diagrama de cola

}—(U) — Hi]:(Ui> % Hz] }_(Ui XU Uj)

o mapa ¢ é um equalizador de py e p;. Um morfismo de feixes é uma transformacao

natural. Denotamos a categoria de feixes de conjuntos sobre um site C de Sh(C).
Observagao 1.1.31. Analogamente definimos feixes de grupos abelianos, anéis, A-modulos...

Observacgao 1.1.32. Quando falarmos em feixes sem especificar de que, estaremos fa-

lando de feixes de conjuntos.

Observagao 1.1.33 (Notacao). Seja F um pré-feixe em uma categoria Ce f: X — Y

um mapa na categoria C. Quando nao houver confusao vamos denotar f* = F(f).

1.2 Definicoes de Conjuntos Condensados

As principais referéncias dessa se¢do foram [Mai21], [Asg21] e |[Pet19b].

Estamos quase prontos para a nossa defini¢ao principal, queremos definir um con-
junto condensado como um feixe de conjuntos X : CHaus®® — Set considerando CHaus

com as coberturas sendo os mapas juntamente sobrejetivos.

Definindo dessa forma vamos mostrar que um conjunto condensado X satisfaz as

seguintes propriedades:
(Cond0): X (@) = {+} onde {*} é um conjunto conjunto com 1 elemento.

(Cond1l): Para cada S,T € CHaus o mapa

X(SUT) — X(S) x X(T)
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¢ uma bijecao.
(Cond2): Para cada S,T € CHaus, para qualquer S — T sobreje¢ao continua com
produto fibrado S x1 S e projecoes py e p1 do produto fibrado para S o mapa

X(T) — {z € X(5) | pi() = pi(z) € X (S xr S)}
Além disso se um funtor Y : CHaus®® — Set satisfaz (Cond0), (Condl) e¢ (Cond2),

entao Y é um conjunto condensado.

Vamos mostrar (Cond0): Seja I um conjunto ¢ para cada i € I defina U; = &,
dessa forma {U; — @}, é uma cobertura e logo como X ¢ um feixe, vale que X (&) é o

equalizador do seguinte diagrama

[Lie; X(9) —= Hi,jez X(9)

tomando I = @ vamos ter um produto Vazi(ﬂ que sempre ¢ o objeto terminal de uma

categoria, que nesse caso é {x}. Portanto o equalizador do diagrama acima é X (&) = {x}.

Para ver (Condl): Considere a cobertura {S — SUT, T — SUT} de SUT.

Como X ¢ um feixe temos que X (S UT) é o equalizador de
Po
X(S) x X(T) ? X(S xsur S) x X(S xXsur T) x X(T xsur S) X X(T Xsur T)

e é simples calcular que S XgrT =3, S X7 S =5,T xXgurT =T e que py = p; = id.

Portanto temos que calcular o equalizador do diagrama
X(S) x X(T) Z:; X(S) x {¥} x {x} x X(T)
1

que é X(S) x X(T). Logo, temos a bijecao X(SUT) = X(5) x X(T).

Para ver (Cond2): Basta usar que {S — T’} vai ser uma cobertura de T e que

para essa cobertura no diagrama de cola X (7") ¢ um equalizador.

Agora seja X : CHaus®® — Set um pré-feixe que satisfaz (Cond0), (Cond1l) e
(Cond2), vamos mostrar que X é um conjunto condensado: Seja S € CHaus e {S; — S},
uma cobertura, caso S = &, basta usar (Cond0). Suponha que S # &. Primeiramente

note que temos um homeomorfismo

|_|Sz XSUSlHUSZ szj
i i i

((3751')7 (Slvsj)) — ((373/)’Si Xs SJ)

4Um produto indexado pelo conjunto vazio.
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Como {S; — S}, é uma cobertura, temos uma sobrejecao | |, S; — S, usando (Cond2)

nessa sobreje¢ao temos que X (.5) é o equalizador do seguinte diagrama

XU S) = X (U S: xs L, )

Usando o homeomorfismo | |; S;xs| |; Si = | ], ; Si xs.S; obtemos que X (S) é o equalizador
de

X(Ui5) == X(L;; Si x5 5))

E agora usamos (Cond1) para ver que X (5) é o equalizador do diagrama

Hz‘X(Si) :; Hzg X(Si Xs Sj)
que é exatamente o diagrama de cola!

Observagao 1.2.1. Na defini¢ao de conjunto condensado podemos substituir a categoria
dos conjuntos pelas categorias de grupos abelianos/anéis/modulos... para obter grupos
abelianos/anéis/modulos... condensados. Em (Cond0), (Cond1l) e (Cond2) temos re-
sultados envolvendo bijecoes, em outras categorias os resultados sao analogos substituindo

bijecoes por isomorfismos.
Cada espago topolégico tem um conjunto condensado associado.
Exemplo 1.2.2 (Conjunto condensado associado a um espago topologico). Seja X um

espago topologico e considere o pré-feixe

X : CHaus®® — Set
S — Homr,, (S, X)

que faz o seguinte nos morfismos

S Hom(S, X) pof
fl B Tf* I
T Hom (7', X) o)

Vamos mostrar que X ¢é um conjunto condensado. As propriedades (Cond0) e (Cond1)
sao imediatas. Agora seja f : S — T uma sobrejecao. Sejam py, p; as projecoes de S X 1.5

para S. Por ser um produto fibrado temos que f opy = f o p;. Considere o mapa:

= : Hom(T, X) — Eq % {s € Hom(S, X) | sopy = sop, }

t—>tof

Vamos mostrar que Z é uma bijegao.
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= ¢ injetivo: Tome t,t" € Hom(7T', X) com to f =t o f. Como f & sobrejetiva, para cada
b e T existe a € S com b= f(a), logo t(b) = t(f(a)) =t'(f(a)) = t/(b). Concluimos que
t=t.

= é sobrejetivo: Repare que

Eq = {s € Hom(S,X) |sopo=sop:}
= {s € Hom(S, X) | Va,b € S com f(a) = f(b) tem-se s(a) = s(b) }

Tome s € Eq arbitrario. Para cada a € T temos que f~'(a) é nao vazio pois f ¢

sobrejetiva. Tome b € f~1(a) arbitrario e defina

veja que t(a) independe da escolha de b, porque se b,V € f~'(a), entao f(b) = f(b') = a
e logo s(b) = s(V') = t(a). Dessa forma temos t o f = s como queriamos, resta mostrar

que t é continua.

t é continua: Seja F' um fechado de X, é facil ver que

tHF) = f(sH(F))

s Y(F) ¢ fechado pois s é continua. Todo subconjunto fechado de um compacto é com-
pacto, logo 3_1(F ) é compacto. A imagem de um compacto por uma fungao continua é
compacto, logo f(s™1(F)) C T é um compacto. Todo subespago compacto de um espago
Hausdorff é fechado, logo f(s™'(F)) = ¢t~ }(F) é um fechado. Concluimos que ¢ é continua

e finalizamos o que queriamos.

Observagao 1.2.3 (Funtor condensacao X — X). A construcao acima dé origem a um

funtor
- : Top — Cond(Set)

Em que Cond(Set) é a categoria dos conjuntos condensados (que nao definimos ainda)
que em objetos faz X +— X ese f: X — Y ¢ uma fungao continua, definimos f: X — Y

como a seguinte colecao de mapas para cada S € CHaus:

[g: X(5) — X(5)
pr—foo

Esse funtor é a nossa forma de enxergar um espaco topologico como conjunto condensado,
veremos na proxima secao que quando restringimos esse funtor a categoria dos espacgos
compactamente gerados obtemos um funtor plenamente fiel (como se fosse uma inclusao

de categorias).
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Tudo parece estar indo bem, mas a definicao que demos de conjunto condensado
nao forma uma categoria por problemas de teoria dos conjuntos, o que acontece é que se
quisermos formar uma categoria cujo os objetos sao conjuntos condensados e os morfis-
mos sao transformacgoes naturais de funtores, entao uma colegao de morfismos entre dois

conjuntos condensados pode nao ser um conjunto.

Na literatura ha duas formas de se lidar com este problema: A solugao dos profes-
sores Dustin Clausen e Peter Scholze e a solug¢ao dos professores Clark Barwick e Peter
Haine. A segunda solucao utiliza de cardinais inacessiveis e portanto precisariamos sair
de ZFC para definir conjuntos condensados’} Ja a primeira solugdo utiliza artificios de
teoria das categorias avangadas demais para a proposta deste texto. Vamos optar pela

segunda solugao.

Definicao 1.2.4 (Cardinal de limite forte). Um cardinal £ ¢ um cardinal de limite

forte se para qualquer cardinal A com \ < x tem-se 2* < k.

Exemplo 1.2.5. X, é um cardinal de limite forte, pois se A < Ry entdo A é finito e 2*

também é finito.

Exemplo 1.2.6 (Existem cardinais de limite forte incontéveis). E facil construir cardinais
de limite forte. Vamos dar um exemplo de como construi-los. Seja Jy = X e para n > 0

defina J,, = 2=»-1. Considere o cardinal
2.= 3.
neN
Construimos assim um cardinal de limite forte J,, pois se A\ < 3, entao A < J, para

algum k € N e logo 2* < J;41.

Definigao 1.2.7. Seja C uma categoria cujo os objetos sao conjuntos e x um cardinal.
Definimos C, como a subcategoria cujo os objetos sao os objetos de C com cardinalidade

menor que K.

Observagao 1.2.8. A importancia de x ser um cardinal de limite forte é para que em C,

limites ou colimites ou outras construcoes em geral permanecam em C,.

Por exemplo, para X € Top, temos que a compactificacao de Stone-Cech X

satisfaz |BX]| < 22! o para x cardinal de limite forte vale que X € Top,.

Exemplo 1.2.9. CHaus, e ProFin, sao categorias e sao sites com as coberturas sendo as

familias finitas de mapas juntamente sobrejetivas.

Defini¢ao 1.2.10 (k-conjunto/grupo abeliano/anel... condensado). Seja £ um cardinal

de limite forte incontavel. Um k-conjunto/grupo abeliano/anel... condensado é

5Clark Barwick e Peter Haine chamam as suas versoes de conjuntos condensados de conjunto pyknotic.
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um feixe X em CHaus, de conjunto/grupo abeliano/anel. Um morfismo de x-conjuntos
condensado é uma transformagao natural de funtores. Dado uma categoria C denotamos

a categoria de k-(objetos de C) condensados como Cond,(C) .

Observacao 1.2.11. Tudo que mostramos para a nossa definicao provisoria de conjuntos

condensados vale para k-conjuntos condensados.

Observagao 1.2.12 (Observacao técnica importante). Para nao ficar carregando k para
la e para ca e para evitar problemas de teoria dos conjuntos vamos supor que existem
cardinais inacessiveis e vamos fixar £ um cardinal inacessivel de limite forte durante o
resto do texto. A partir de agora para nos as categorias envolvendo espacos topoldgicos
como Top, CHaus, CG, ExtDisc, ProFin... Vao ter objetos menores que xk e Cond(C) =
Cond,(C)

Teorema 1.2.13 (Trés Definigoes de Conjuntos Condensados). A categoria Cond(Set) é

equivalente a:
(i) Categoria dos feixes na categoria ProFin.
(i1) Categoria dos pré-feixes X : ExtDisc®® — Set com X (@) = {*} ¢ X(SUT) =
X (S) x X(T') para quaisquer S,T € ExtDisc.

Demonstracao. Nao vamos dar a demonstragao inteira desse teorema por usar técnicas
avancadas de Teoria das Categorias e Teoria de Topos, na nossa referéncia principal
[Pet19b| é dado uma “prova” intuitiva e é ela que apresentaremos aqui. Também mostra-

remos como seria a cara de uma demonstracao mais formal.

Demonstracao intuitiva: A ferramenta principal que vamos utilizar na prova é que

para um conjunto condensado X, se vocé tem uma sobrejecao continua 7" — S e vocé

conhece o diagrama
X(T) —= X(T' xsT)
entao vocé conhece X (5).

Para ver (i) basta perceber que um condensado X estd completamente definido
pelos seus valores na ProFin. Dado um conjunto condensado X para obter um feixe em
ProFin basta restringir X a ProFin, por outro lado, dado X um feixe em ProFin para
obter um condensado basta definir X (S) da seguinte forma: Para S € CHaus ha uma
sobrejecao continua f : T'— S com T' € ProFin (use[L.1.25)) e entao X (S) ¢ o equalizador
de

X(T) == X(T x5 T)

Vamos provar (i7): Primeiramente note que quando ha uma sobrejegao continua

f:8S — T e X éum conjunto condensado o mapa f* : X(T) — X(S) é uma injegao,
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pois X (f) é uma bije¢do para um subconjunto X (S) por (Cond2). Seja S € CHaus,
seja E € ExtDisc com uma sobrejecio continua f : E — S. Seja E € ExtDisc com uma

sobrejecao continua g : E — E xg E
S Po f
EFE—— FExsF ——FE——S
p1
Assim, por (Cond2) e usando o fato que g* é injetiva pela nossa discussao inicial
X(8) = {x € X(B) | py(x) = pi(z) em X (E x5 E)}
=~ {2 € X(E)| g'(}(x)) = ¢"(pi(2)) em X(E)

O que mostra que X (5) esta totalmente definido por espagos extremamente desconexos.

Ideia da demonstragao formal: Seja C a categoria dos pré-feixes de ExtDisc que
satisfazem X (@) = {*} e X(SUT) = X(5) x X(T'). Temos um mapa

Cond(Set) — C

X > X |ExtDisc°ID

e por outro lado ha um mapa

C — Cond(Set)
X— X

em que X é extensdo de Kan a direita de X. Explicitamente, para S € CHaus vamos ter

X(S) = lim X(E)

E—S

onde esse limite é indexado por todos os mapas continuos F — S em que E é extrema-
mente desconexo. A priori, este limite ndao necessariamente existe pois ele esta indexado

por algo que pode nao ser um conjunto, porém ele de fato ira existir.

A dificuldade da demonstracio esta em demonstrar que X de fato é condensado e

que esses dois mapas entre Cond(Set) e C sao inversos.

Existe apenas uma demonstracao disso para o caso geral em [Lurl8| nas proposi-
¢oes B.6.3, B.6.4 e B.6.6. [

Observagao 1.2.14 (Observagao importante). Do teorema acima vemos que para definir
um condensado X basta especificar os seus valores X (S5) para S extremamente desconexos!

E por vezes ao longo do texto sé especificaremos esses valores ao definir um condensado.

A definicao de condensado usando extremamente desconexos tem vantagens im-

portantes, em geral o colimite de feixes (como o cokernel e quociente) tem que passar por
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um processo chamado feixeficagao analogo ao caso classico e este &€ um processo que
complica bastante a descri¢ao explicita de um feixe, mas para o caso da definicao usando
ExtDisc nao é necessario feixeficacao e é possivel calcular colimites ponto a ponto assim
como calculamos limites (produtos, kernel, produto fibrado...). Entdo por exemplo ao
calcular o cokernel C' de um morfismo de conjuntos condensados podemos calcular C'(5)
para S € ExtDisc explicitamente o que geralmente ¢ facil, o dificil é calcular C'(T") expli-
citamente para 7" € CHaus, em teoria basta acharmos uma sobrejecao continua £ — T
para FE € ExtDisc e dai usamos (Cond2) para calcular C(7T'), porém na pratica ¢ dificil

de fazer isso explicitamente.

Em resumo a definicao a partir de extremamente desconexos nos permite desviar

de termos que feixeficar.

Observagao 1.2.15. O teorema acima pode ser generalizado trocando Set por outras

categorias como Ring, Ab, R-Moédulos...

Observagao 1.2.16. Quando é dito no texto que um conjunto condensado X esta total-
mente definido por seus valores em conjuntos profinitos (ou extremamente desconexos) o

que quer ser dito é que X esta totalmente definido a menos de isomorfismo.

1.3 Conjuntos Condensados

As principais referéncias dessa segao foram [Pet22], [Pet19a], [Pet19b] e [Asg21].

Observagao 1.3.1 (Pontos de um condensado). Seja X um conjunto condensado. Intui-
tivamente pensamos X ({*}) como o conjunto de pontos de X, chamamos ele de conjunto
subjacente a X. Para S um compacto pensamos o conjunto X (S) como o conjunto de
funcoes “continuas” de S para X. Essa analogia é bem mais embasada do que parece a

primeira vista pois pelo lema de Yoneda vale a identificagao
X(8) = Hom(8, X)

mais explicitamente um elemento f € X(S) vai definir o morfismo de condensados [f] :
S — X que em um compacto Hausdorft T" vale
[flr = S(T') = Hom(T, 5) — X(T)
¢ — ¢"(f) = X(¢)(f)

reciprocamente, dado 1 : S — X associamos 7 a n(idg) € X(5).

Para ver um espaco topologico X como um conjunto condensado basta olhar para

X, em geral essa identificacao nao ¢ fiel, mas se restringirmos o funtor X +— X para
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0s espacos compactamente gerados obtemos um mapa plenamente fiel, ou seja, podemos
enxergar a categoria dos espagos compactamente gerados como uma subcategoria dos

conjuntos condensados.

Por sorte, a categoria dos espacos compactamente gerados engloba boa parte dos
espagos topologicos que aparecem no dia a dia do working mathematician como: Espa-
¢os localmente compactos (R", Q,, conjunto de cantor, variedades topologicas, conjuntos
compactos...), espagos primeiro contéveis (espagos métricos, espagos pseudométricos, es-

pagos segundo contaveis...), complexos CW...

Agora vamos nos preocupar em descrever o que é um espago compactamente ge-
rado e provaremos que espagos localmente compactos e espacos primeiro contaveis sao
compactamente gerados. Em seguida mostraremos que o funtor X — X é plenamente fiel

quando restrito aos compactamente gerados.

Defini¢ao 1.3.2 (Funcdo k-continua). Sejam X e Y espagos topologicos. Uma fungao
f X — Y de conjuntos é k-continua se para cada S € CHaus e para cada fungao

continua ¢t : S — X a composicao f ot é continua.

Observacao 1.3.3. Toda funcao continua é k-continua, pois a composicao de funcoes

continuas é continua.

Defini¢ao 1.3.4 (Espaco Compactamente Gerado). Seja X um espago topologico. X
é compactamente gerado se para todo espaco topoldgico Y e para toda funcao de

conjuntos f : X — Y vale que f é continua se, e somente se f é k-continua.

Chamamos a categoria do espagos compactamente gerados de CG. Os morfismos
nessa categoria sao as funges continuas (que nesse caso sdo o mesmo que fungoes k-

continuas).

Exemplo 1.3.5 (Localmente Compacto —> Compactamente Gerado). Sejam X e Y
espacos topologicos com X localmente compacto. Seja f : X — Y uma funcao k-continua.
Para cada x € X existe uma vizinhanca aberta U, 3 = e um compacto K, O U,. A
composicao

c

K, -« > X > Y

é continua, pois f é k-continua. Dai vemos que f é continua, pois se V' C Y é aberto,

entao

)=l (V)

zeX
e (flx,) (V) é aberto, logo f~1(V) é aberto e f ¢ continua.

Proposigao 1.3.6. Seja X um espago topolégico. Suponha que um subconjunto A C X
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seja fechado se, e somente se AN K é fechado em K para cada K C X compacto; entao

X & compactamente gerado.

Demonstracao. Seja’Y € Tope f: X — Y k-continua. Tome V C Y fechado. Para cada
K C X compacto a composi¢ao

c

K s X > Y

é continua, logo f~1(V)N K ¢é fechado para cada compacto K, portanto f~*(V) é fechado

e f é continua. O]

Observacao 1.3.7. Dado o contexto da proposicao acima é imediato A C X fechado

implica que AN K é fechado em K.

Exemplo 1.3.8 (Primeiro Contavel —> Compactamente Gerado). Seja X um espago
topologico primeiro contavel. Afirmamos que X satisfaz as hipoteses da proposicao [1.3.6),
de fato, suponha que A C X ndo seja fechado. Tome z € A\ A, como X é primeiro
contavel existe uma sequéncia (z,),en com z, € A convergindo para x. O conjunto
K = {z,|n €N} U{z} é compacto, porém AN K = {z, | n € N} nao ¢ fechado (ndo
possui um ponto limite). Concluimos a afirmacdo e provamos que X é compactamente

gerado pela proposicao [1.3.6]

Nossa estratégia para criar um funtor plenamente fiel CG — Cond(Set) passa por
achar um funtor adjunto ao funtor “condensacao” X — X, esse funtor serd exatamente

X — X({*}), com X ({*}) carregando a seguinte topologia:

Construcao 1.3.9 (Topologia de X ({*})). Seja X um conjunto condensado, considere
a seguinte sobrejecao:
|| S— X({x})
seCHans

Moralmente esse coproduto é proibido, pois ele esta indexado por algo que pode nao ser um
conjunto, porém isto é simples de consertar. Se estamos trabalhando com Cond,(Set) =
Cond(Set) podemos pegar compactos Hausdorff com cardinalidade menor que k. Além
disso, nao podemos usar todos os morfismos, mas sim classes de morfismos usando a se-
guinte relagao de equivaléncia: S — X é equivalente a S’ — X, se existir um isomorfismo

S — S’ que comuta o tridngulo
S —

(=23

|2 —— <

O dominio de 7 ¢ a uniao disjunta dos compactos Hausdorff S (a menos de isomorfismo)

tal que existe um morfismo de condensados S — X. Sejam { fs, Sk = X } , & familia de
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mapas do indice dessa uniao disjunta, 7 é explicitamente o coproduto de todos os mapas
{fsit )y

Através de m, damos a X ({*}) a topologia quociente i.e. a menor topologia em

X ({}) tal que 7 é continua.

A melhor forma de entender essa topologia é saber o que ela faz acontecer: Ela é a
topologia tal que uma funcao X ({*}) — Y para Y € Top ¢ continua se, e somente se para

cada S compacto Hausdorff e para cada morfismo de condensados S — X a composicao
S— X{x}) =Y

¢ continuall

A identificacao X — X ({*}) define um funtor da seguinte forma: Seja f : X — Y
um morfismo de condensados, o funtor manda f — frg @ X({*}) = Y ({*}). Temos que
checar que fg,y é continua, de fato, seja U C Y ({*}) um aberto, isso significa que para
cada S € CHaus e para cada h : S — Y o conjunto h{’*l}(U) é aberto. Veja que f{;i(U)
é aberto se, e s06 se para cada S € CHaus e para cada morfismo g : S — X o conjunto
g;kl}(f{:i(U)) =(fo g)f*l}(U) ¢ um aberto, de fato ele é um aberto, pois fog: S =Y ¢

um morfismo de condensados e S € CHaus.
Estamos prontos para provar dois importantes teoremas desse texto.

Teorema 1.3.10. O funtor

Top — Cond(Set)
Y+—Y

admite um adjunto a esquerda

Cond(Set) — Top
X — X({*})

Demonstra¢ao. Seja X um conjunto condensado e T um espago topolégico. Precisamos

mostrar a bijecao
Hom(X ({+}),T) = Hom(X,T)

Tome f : X({x}) — T continua. Pela topologia em X ({x}), f é continua se, e somente
se para cada S € CHaus e para cada g : S — X morfismo de conjuntos condensados, a

composicao fo gy, ¢ continua, ou seja, para cada g € X(S), tem-se foggy € T(S). Logo

5Lembra uma certa defini¢do?
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f define um mapa
[f]: X —T
[f]s = X(5) — L(S)
gr— fogp
Assim, temos um par de mapas
Hom(X ({*}), T) — Hom(X, T)

f—1f]
Hom(X,T) — Hom(X ({x}),T)

g = g{x}

Esses mapas sao inversos um do outro. De fato: Vamos mostrar que para f € Hom (X ({*}),T)

vale que [f](,y = f. Veja que para g € X({*}) temos

[fly(9) = fogpy = f(9)
Resta provar que para f € Hom(X,T) vale que [fr,3] = f. Seja S € CHaus, para
g € X(S) tem-se
[frls(9) = fry 0 91 = (Fog)m

Por outro lado, usando o lema de Yoneda temos que

fs(g) = (f o g)s(ids)

Como fog:S — T éuma transformacao natural, para cada morfismo p : {x} — S o
seguinte quadrado comuta
() 2225 1(8)

p*l lp*

S({h) T2 ()
Logo para cada a € S(S), seguindo por um lado do diagrama obtém-se
p*((fog)sa)) = ((fog)s(a))op
pelo outro lado calcula-se que
(fog)pop(a)=(fog)yoacp
Pela comutatividade do quadrado acima, usando a = idg chegamos a conclusao que

((fog)s(ids))op=(fog)oidsop
= fs(9)(p) = (f 2 9)(=3(p)
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para cada p, ou seja

fs(g) = (fo9)py = frsy 2 91w

Como tomamos g arbitrario, percebemos que

fs =1fyls
E como S também ¢é arbitréario, finalmente obtemos que
f =1l
que era exatamente o que queriamos. ]

Corolario 1.3.11. O funtor

Top — Cond(Set)
X— X
é fiel e a sua restrigao
CG — Cond(Set)

X— X

é plenamente fiel.

Demonstracao. Vamos provar a primeira afirmacao: Sejam X, Y espagos topologicos. Pelo
teorema [1.3.10] temos a bijecao

Hom(X,Y) = Hom(X({+}),Y)
Logo a primeira afirmacao do corolario é equivalente a dizer que o mapa
Y :Hom(X,Y) — Hom(X ({*}),Y)
Fr—=ly

¢ injetivo. Seja X = X({x}). Repare que como conjunto podemos identificar X =
Hom({*},X) = X, mas com uma topologia (possivelmente) diferente de X. Fazendo

essa identificacao veja que

[oo(@) = f(2)
Para cada = € X ({x}).

Note que Y é uma bijecao justamente quando a topologia de X for igual a de
X e pela definicio da topologia de X = X ({x}) isso ocorre exatamente quando X &

compactamente gerado! Provando a segunda afirmacao do corolario. O]



38 CAPITULO 1. CONJUNTOS CONDENSADOS

Nossa quest agora ¢ provar duas boas propriedades sobre Cond(Ab). Uma proprie-
dade é que a categoria de grupos abelianos condensados possui todos os limites e colimites

a outra ¢ que ela é uma categoria abeliana.

Teorema 1.3.12. A categoria Cond(Ab) possui todos limites e colimites e eles sao cal-

culados ponto a ponto i.e. se I é uma categoria pequena de indices e

X : I — Cond(Ab)

um funtor, para S € CHaus o limite e o colimite em S sao justamente

(@Xz) (5) = lim X;(5)

el i€l

(1@ X,-) (S) = lim X;(S)

el i€l

Demonstra¢ao. Vamos fazer a demonstracao para colimitesﬂ Seja I uma categoria pe-

quena de indices e seja

X : I — Cond(Ab)

um funtor. Usando o fato que Cond(Ab) esté dentro da categoria de pré-feixes de ExtDisc
e usando a proposicao [2.2.18 temos que o colimite de X existe na categoria de pré-feixes
de grupos abelianos ExtDisc. Vamos mostrar que esse colimite ¢ um condensado usando

a definicao do teorema|l.2.13] Primeiramente

el el

(@&) (2) = lim X,(2) = lim {+} = {=}

Agora para S, T € ExtDisc use o fato que em Ab o colimiteﬁ comuta com produto finito,
dai

(hm Xi) (SUT) = lim X;(SUT)
—_ —_

i€l el
= lim X;(5) x X;(T)
el
— —

el i€l

— (1_1_113 Xi) (S) x <1i_n; Xi> (T)

"Geralmente o colimite ¢ mais complicado, por exemplo em uma categoria de feixes arbitraria é

necessario feixeficar para obter o colimite.
8E o limite.
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Mostrando que o colimite de X na categoria de pré-feixes é um grupo abeliano condensado

e logo ele proprio ¢ o colimite em Cond (Ab). O

Com esse teorema obtemos que grupos abelianos condensados tem produto, co-

produto, kernel, cokernel, equalizador, quociente...

Teorema 1.3.13. A categoria Cond(Ab) é abeliana.

Demonstra¢ao. Temos que mostrar que Cond(Ab) é aditiva. Seja X,Y dois grupos abe-
lianos condensados. Transformar Hom(X,Y) em grupo é facil, para f,g € Hom(X,Y)

defina para cada S € CHaus o morfismo
(f +9)s = fs + gs € Hom(X(5),Y(5))

obtemos assim um morfismo soma f + g. E rotineiro provar que essa soma faz de
Hom(X,Y) um grupo abeliano. Além disso é claro que Cond(Ab) tem produto, ker-
nel e cokernel ja que ela tem todos os limites e colimites. Resta checar o isomorfismo
entre a imagem e a coimagem de um morfismo, mas isto é simples pois o limite e colimite
podem ser calculados ponto a ponto, de fato, se f : X — Y é um morfismo de grupos

abelianos condensados, para cada S € ExtDisc vale que
(coim f) (S) = coim fg = im fs = (im f) (5)
o que nos leva a concluir que
coim f = im f

]

Voltaremos a olhar para o exemplo sO que agora na categoria de grupos

abelianos condensados e veremos o que muda.

Exemplo 1.3.14. Podemos olhar a inclusao ¢ : Q — R como mapa de grupos abelianos

condensados utilizando o funtor visto na observacao(1.2.3] Teremos para cada S € CHaus
1:Q—R
ig : Hom(S, Q) — Hom(S,R)

note que ig serd simplesmente a inclusao, dai é facil ver que assim como na categoria
de grupos abelianos topologicos o kernel serda 0. A novidade é que diferente da situagao
classica o cokernel nao sera nulo! Vamos olhar o cokernel como funtor partindo de ExtDisc
usando a defini¢ao do teorema[I.2.13] Como os colimites sdo calculados ponto a ponto, o
cokernel sera o funtor que vale

., Hom(S,R)

“ = Hon(s.Q)
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~ R

Para S extremamente desconexo. Tomando S = {x} o cokernel sera C({x}) = g e logo

C 40

consertando o “bug” que existe para grupos abelianos topologicos.
Agora olharemos novamente para o exemplo [0.3.1]

Observagao 1.3.15. Seja X um espago topoldgico. Uma funcao f : X — Y é localmente
constante se para cada y € Y a pré-imagem f~!(y) ¢ aberta em X. Se Y carrega a

topologia discreta uma funcao é localmente constante se, e s6 se for continua.

Exemplo 1.3.16. Considere novamente o morfismo de grupos abelianos topolégicos i :
Raisc — R, onde Rygisc 20 0s reais com a topologia discreta e R os reais com a topologia

canonica. Aplicando o funtor visto na observagao tem-se

Z : Rdisc — B
ig : Hom(S, Rgisc) = Hom(S, R)
veja que Hom (S, Ryise) = {fungoes localmente constantes S — R}. Novamente, os mapas

ig serao inclusoes e o kernel sera nulo. Olhando o cokernel como funtor partindo de

ExtDisc usando a definicao do teorema [1.2.13| obtemos que o cokernel é o funtor vale

C’( S) ~ {fung()es continuas S — R}
~ {fungoes localmente constantes S — R}

para S extremamente desconexcﬂ Vamos mostrar que o cokernel é diferente de 0 olhando
para C'(SN).

Provaremos que existe uma funcao continua SIN — R que nao é localmente cons-
tante e portanto o valor do cokernel em SN é nao nulo concluindo que o cokernel é
diferente de 0. Para n € N defina f(n) = 3 e obtemos uma func¢ao f : N — [0, 1]. Como
[0, 1] é compacto Hausdorff pela propriedade universal da compactificagao de Stone-Cech

existe uma fungao continua f’': SN — [0, 1] que faz o seguinte diagrama comutar
f C
N — [0,1] — R
| 7
BN
Com abuso de notacao vamos enxergar f e [’ como fun¢des com contradominio em R.

Como SN é compacto e f’ é continua temos que f'(SN) é um compacto de R e portanto

¢ um fechado de R. Além disso, f'(8N) contém o conjunto {5 | n € N} e é fechado logo

9Um segredo & que nesse caso especifico no é necessario restringir para ExtDisc por conta do teorema
3.2. de [Pet19D|
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0 € f'(BN). Descobrimos assim que f~!(0) é nao-vazio, suponha por absurdo que ele
seja aberto; como N ¢é denso em BN terfamos que f/~'(0) NIN é nao-vazio, ou seja, existe

um natural n com 5= = 0, absurdo! Portanto f~'(0) ndo ¢ aberto e f' ¢ uma fungao

continua que nio é localmente constante[|
Dai C(SN) # 0.

Um fato interessante desse exemplo ¢ que C'({*}) = 0, isso nos diz que C' é um
condensado que nao é isomorfo a X para algum espago topologico X ja que X ({x}) = X

e vimos que C' é nao nulo!

Exemplo 1.3.17 (Transformagao Quase Linear). Considere os seguintes R-espagos ve-

toriais topolodgicos

(H(N) = ¢ (2n)nen | 20 ER e D |aa] < 00

neN
C(N) =< (@)nen | 7o ER e D |z, [* < 00
neN

é simples verificar que ¢1(N) C ¢?(N), além disso é um resultado de anélise funcional que
¢*(N) & denso em ¢*(IN), logo o quociente ¢2(N)/¢*(IN) é um espaco topoldgico indiscreto,
ou seja, nao carrega nenhuma informacao geométrica tutil além de que todos os pontos
estdo grudados. O que acontece é que no caso condensado esse quociente retem uma
estrutura rica. Vamos nesse exemplo mostrar como esse quociente pode aparecer em

analise funcional. Antes de tudo precisamos de dois lemas.

Lema 1.3.18 (Lema do lema). Para z € [—1, 1] vale que
|zlog |z| — (x + 1) log |z + 1|| < (2log2)(Jz| + 1)
Demonstra¢ao. Um bom exercicio de Céalculo 1. O
Lema 1.3.19 (Quase Linearidade). Para s e ¢ nimeros reais vale que
|slog|s| +tlog [t| — (s + 1) log s + t[| < (2log 2)(|s| + [¢])

Demonstra¢ao. Sem perda de generalidade suponha que |s| < [t|. Se t = 0 o resultado é

imediato. Se t # 0 use[1.3.18| colocando x = i m
Agora considere a seguinte fungao continua:

T : *(N) — *(N)

(xn)n — (In log ’xn’)n

10A ideia central dessa demonstracio é devida a Renan Mezabarba.
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E perceba que para cada x = (,)n, ¥y = (yn)n € (*(N) e r € R vale que:
T(rz) —rT(x) =log|r| -z € £*(N)
Além disso pelo lema [1.3.19
T(z+y) —T(x) - T(y) € '(N)
Assim, apesar de T nao ser linear, a composi¢ao com a projecao para o quociente
("(N) —E= 2(N) —— 2(N)/(Y(N)

¢ uma transformacao linear! De fato, essa composicao sera continua, mas como o quociente
carrega a topologia discreta esse mapa nao se recorda de nenhuma propriedade geométrica,

diferente se olharmos a versao condensada desses mapas

T

("(N) —— 2(N) —— 2(N)/(Y(N)

Esse morfismo faz parte da teoria de R-espagos vetoriais liquidos que sao um tipo de
espagos vetoriais condensados. Veja [Pet19a| para mais informagoes, basicamente os pro-
fessores Peter Scholze e Dustin Clausen estao trabalhando numa nova fundagao para
Analise Funcional. Um objeto central na teoria classica sao os espacos vetoriais local-
mente convexos completos, mas novamente estes nao formam uma boa categoria, porém
é possivel substituir essa nogao para espagos vetoriais condensados liquidos para o caso
arquimediano e espacos vetoriais sdlidos para o caso nao-arquimediano que sao objetos

com uma categoria bem melhor.

O préximo exemplo é interessante para vermos o quanto trabalhar com grupos
abelianos condensados ¢ parecido com trabalhar com grupos abelianos. Mas antes do

exemplo precisamos de um lema:

Lema 1.3.20 (Extremamente Desconexos sdo os objetos projetivos de CHaus). Seja
S € ExtDisc e X,Y € CHaus. Seja f : S — X uma funcao continua e 7 : ¥ — X um

epimorfismo continuo, entao existe funcao continua f : S — Y que comuta o triangulo

chamamos f de levantamento de f .

HPara quem recorda da definicio de objeto projetivo de uma categoria, essa definicdo é o mesmo que

dizer que extremamente desconexos sao objetos projetivos de CHaus.
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Demonstracao. A ideia é “completar o quadrado” usando o produto fibrado e usar a
propriedade da proposi¢ao[I.1.23|para “voltar” pelo morfismo projecao do produto fibrado.

Usando o produto fibrado obtemos o quadrado.

S%X

pST T}

SXXYp—Y>Y

lembre-se que

SxxY ={(s,y) € SxY | f(s) =7(y)}

Afirmamos que pg é sobrejetivo, de fato, dado sy € S, como 7 é sobrejetiva existe yy € Y

com

f(s0) = 7(yo)

e logo (so,y0) € S xx Y e claro

ps(So; yo) = S0

concluimos que pg é de fato sobrejetiva. Agora usando a proposicao [1.1.23| existe ¢ : S —

S Xx Y com pgoq=id, disso e do fato que f o pg = 7w o py obtemos que

f=mopyoq
ou seja, o levantamento que queriamos é justamente f =py ogq. O

Exemplo 1.3.21. Vamos verificar que R/Z = R/Z como grupo abeliano condensado.

Comegamos com a projecao que ¢ um morfismo de grupos abelianos topologicos

R
7TR—>E

e aplicamos o funtor “condensacao” X — X em 7
m:R— R/Z
Afirmamos que kerm = Z, de fato, para S € ExtDisc e f € Hom(S, R) tem-se

Es(f)
— VseS f(s)
< Vse S f(s)eZ

<= f € Hom(S,Z)

=0
=0
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aqui estamos identificando Hom(S, Z) com { f S — R continua | f(5) C Z}. Pela pro-

priedade universal do quociente existe o morfismo
¢:R/Z— R/Z

Como Z = ker w podemos concluir que ker ¢ = 0. Vamos provar que coker ¢ = 0, de fato
seja S € ExtDisc tome f € R/Z(S) i.e. uma fun¢ao continua f: S — R/Z. A partir da

funcao f queremos obter um levantamento f comutando

S 15 R/Z
NI
R

para isso vamos usar o lema [1.3.20, R nao é compacto para usarmos o lema desejado,

mas podemos aplicar o resultado anterior a 7| € obtemos um tridngulo que queriamos

s 15 R/Z

IT;

lema

obtendo f desejado e temos que

e portanto ¢g é sobrejetiva para cada S € ExtDisc e logo coker ¢ = 0. Como Cond(Ab)

¢ uma categoria abeliana e o kernel e o cokernel sao nulos, entao ¢ é um isomorfismo.

Exemplo 1.3.22. Note que em geral nao vale que para GG, H grupos abelianos topolégicos

com H < @G tenhamos o isomorfismo
G/H=G/H

Por exemplo podemos tomar G = R com a topologia usual e H = Rgjsc com a topologia
discreta, dai para verificar que eles nao sao isomorfos basta avalid-los em SN pois ja vimos

que

{fung¢bes continuas SN — R}
R/R isc N) = ~
R/Reisc(FN) {fungoes localmente constantes SN — R} 70

e por outro lado
R/Ruisc(FN) = Hom(SN, R/Ryisc) = Hom(SN, {x}) =20

que é nulo!
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Defini¢ao 1.3.23 (Monomorfismo e Epimorfismo). Seja f : X — Y um morfismo de
conjuntos condensados. Dizemos que f é um monomorfismo se para cada S € CHaus
a fungao fs: X(S5) — Y (9) ¢ injetiva.

Por outro lado dizemos que f é um epimorfismo se para cada S € CHaus e para

cada y € Y(5) existe uma cobertura {p; : S; — S},_; tal que para cada i € I vale que

iel
pi(y) estd na imagem de fg,.
Observagao 1.3.24. E possivel verificar que esses sio justamente o monomorfismo e

epimorfismo no sentido categorico.

Observacao 1.3.25. Alguns autores exigem que para um espaco topoldgico ser compacto
ele tenha que ser Hausdorff e chamam de quasicompacto um espago que toda cobertura
aberta tenha uma subcobertura finita, mas nao necessariamente Hausdorff. Neste trabalho
ser compacto e ser quasicompacto sao sindnimos quando se trata de espagos topoldgicos

e ser Hausdorff nao é requisito de ser compacto.

Por outro lado, queremos definir o que significa um conjunto condensado ser com-
pacto, em teoria das categorias ja existe a definicao de objeto compacto que é a seguinte:
Para uma categoria C, um objeto X € C é compacto se o funtor Hom (X, —) preserva coli-
mites filtrados. Assim um conjunto condensado é compacto se for um objeto compacto de
Cond(Set). Mas esta defini¢do ndo é anéloga a definigao para espagos topologicos e neste
texto nao exploraremos condensados compactos, a no¢ao que tentara capturar os mesmos

fenomenos que espagos topologicos compactos é a de conjunto condensado quasicompacto.

Definigao 1.3.26 (Conjunto condensado quasicompacto). Seja X um conjunto conden-
sado. Dizemos que X é quasicompacto se para cada familia de morfismos de condensados
{Xi = X}, vale que se

| |xi — X

iel
é um epimorfismo, entao ha um subconjunto finito Iy C I tal que a restri¢ao

|| xi — X

i€lp

¢ um epimorfismo.

Proposigao 1.3.27 (Compactos Hausdorff sao quasicompactos). Seja S € CHaus. S é

conjunto condensado quasicompacto.

Demonstragdo. Seja S um espago compacto Hausdorff. Seja {X; — S},.; uma familia de

morfismos de condensados com

o1 |]Xi— 8

el
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um epimorfismo. Seja a = idg € S(S) = Hom(S,S). Como ¢ ¢ um epimorfismo existe

uma cobertura {p; : S; — S}je com pj(a) € im ¢g; e logo existe a; € X;;(S;) com
pj(a) = ¢s,(a;) (1.1)
de uma lado vale que para cada j € J
pjla) =aop;=idgop; =p;

por outro lado usando o lema de Yoneda e vendo elementos como morfismos, obtemos o

seguinte diagrama comutativo

Voltando para [l.1| vemos entao que

Afirmamos que {Xij — 5 }je , define uma “subcobertura” i.e. a restrigao de ¢
|_| Xij — S
jed
¢ um epimorfismo. De fato, Seja T' € CHaus e t € S(T') = Hom(7, .S). Vamos olhar para

o diagrama

t \ y/i p .
T [4 S W |—|]EJ Sj

onde p|ls, = p;. Repare que p(S;) ¢ compacto pois ¢ imagem continua de um com-
pacto, p(S;) é fechado pois é um subespaco compacto do espaco Hausdorff S. Seja
T; = t7Y(p(S;)). Ty é fechado pois é pré-imagem de um fechado. T} é compacto pois

é um subespaco fechado do espago compacto T'. Note que | J ;T =T pois

Uz =Ut" ey =t (Uns) | =t'(8) =T

J

12Lembre-se que .J é finito.
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Assim se definirmos para cada j € J o mapa ¢; como a inclusao ¢; : T; — T', entao a
familia {qj 2T — T}jEJ é uma cobertura de T'. Perceba que qj’f(t) =tog; e parax € T}
temos que t o gj(x) = t(z) € p(S;), logo existe s € S; com

usando a equacao
t(x) = (¢ oa;)(s) = s, (a;(x))

mostrando o que queriamos. O]

Lema 1.3.28. Seja C uma categoria. Sejam A, B, C' € C objetos satisfazendo o diagrama

comutativo:

com f epimorfismo. Entao A é um epimorfismo.

Demonstracao. Seja D € C um objeto e a,b: B — D dois morfismos com aoh =boh

D
; %
A——> B
DN
C
temos que
ao(hog)=bo(hog)
— ao f=bof
— a=2»b
a ultima implicagao vem do fato que f é épico. Dessa forma h é um epimorfismo. O

Proposigao 1.3.29 (Critério para ser quasicompacto). Seja X um conjunto condensado.

X é quasicompacto se, e somente se existe S € CHaus e um epimorfismo:

S — X

de conjuntos condensados.
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Demonstragao. (Ida) Seja X um conjunto condensado. Pelo lema de Yoneda para cada
S € CHaus podemos identificar X (S) = Hom(S, X). Vamos considerar o coproduto de

todos esses mapas

o: || s—X
S—X
SeCHaus

Sobre os indices vale a mesma observagao feita em [1.3.9

Vamos mostrar que ¢ é um epimorfismo. De fato, seja 7' € CHaus e t € X(T),
pelo lema de Yoneda ¢ define um morfismo [t] € Hom(T, X) que explicitamente para

K € CHaus faz o seguinte

[t]x : Hom(K,T) — X(K)
fr=17(1) = X()(®)

Entao podemos usar como cobertura o conjunto unitario {id : 7' — T'} pois vale que
id*(t) =t = [t]r(id) = ¢r(id)

Mostrando que ¢ é epimorfismo. Como X é compacto, existem finitos morfismos S; — X

com S; compactos Hausdorff tal que a seguinte restricao de ¢

¢: || 8i—X

finitos 4

¢ um epimorfismo. Agora perceba que para indices finitos
Js>Ls

Disso, basta definir o compacto Hausdorff S = | |,.5;. Via o isomorfismo acima e o

epimorfismo que é restricao de ¢ e obtemos um epimorfismo

S—X

(Volta) Seja X um conjunto condensado. Seja S um espago compacto Hausdorff e
p:8—X

um epimorfismo. Suponha que {X; — X}, ; seja uma familia de morfismos de condensa-

dos com um epimorfismo

a:|_|Xi—»X

iel
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aplicando o produto fibrado obtemos o quadrado

[T

#}X
’ E
Ll Xi xx S —— [; Xi

—

Afirmamos que ¢ é um epimorfismo, de fato, seja T € CHaus e t € S(T'). Temos que
¢r(t) € X(T) e como o é um epimorfismo existe uma cobertura {p; : T; — T}je , tal que

para cada j € J existe a; € X; (T;)
p;(or(l)) = ar;(ay)

usando o fato que o seguinte quadrado comuta

S(T) —2s S(Ty)

or J#m

X(1) —— X(T)
vemos que
61,5} (1)) = ar (a)
e logo
(a.25(6) € X, (T3) xx S(T)

e como pj(t) é a imagem de (a;,pj(t)) via ¥z, concluimos nossa afirmagao. Como S é
quasicompacto existe um subconjunto finito Iy C I tal que

I_l Xixx 88— 8

i€lp

¢ um epimorfismo. Afirmamos que | |.., X; — X é um epimorfismo, de fato estamos na

i€lp
seguinte situacao:
Uicr, Xi xx 8 ——» X

~ |

I_lielo X
Agora basta usar o lema|l.3.28para ver que | |, 1, Xi — X €é um epimorfismo. Concluimos
que X é quasicompacto. ]
A proposi¢ao acima nos d4 um bom critério para checar se um condensado é
compacto ou nao.

Vamos fazer calcular alguns exemplos.
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Exemplo 1.3.30. R/Q e R/Ruisc sao compactos. Vamos verificar explicitamente para

R/Q, para o outro quociente o raciocinio é analogo.

Lembre-se que R/Z = R/Z. Queremos usar o critério de ser compacto [1.3.29]

Considere o mapa

¢:R/Z—R/Q

que para S € ExtDisc é o morfismo de grupos abelianos

~Hom(S,R) Hom(S,R)
"Hom(S,Z)  Hom(s,Q)

f—7f

bs

é simples verificar que ¢g é sobrejetivo, logo coker ¢ = 0 para cada S € ExtDisc, portanto
cokerp = 0 e concluimos que ¢ é um epimorfismo pois numa categoria abeliana um

morfismo é um epimorfismo se, e somente se o seu cokernel é zero.

Exemplo 1.3.31 (Nao-compactos ndo sao quasicompactos). O critério para ser compacto
também nos ajuda a dizer quando um condensado nao é compacto. O pulo do gato
é usar um resultado de teoria das categorias que diz que um funtor adjunto & esquerda
preserva epimorfismos. Lembramos entao que o funtor que leva um condensado X ao
espago topologico X ({*}) é adjunto a esquerda do funtor que leva um espago topologico
YayY.

Seja X é um espago topologico nao-compacto. Suponha por absurdo que existe
um espaco compacto Hausdorff S' e um epimorfismo

S—X

aplicando o funtor X +— X ({x}) pelos comentarios inciais obtemos um epimorfismo con-

tinuo
f:8—X

Como S é compacto e imagem continua de compacto é compacta temos que f(S) é
compacto, mas como f é sobrejetiva temos que f(S) = X, porém X nao é compacto.
Absurdo!

Entao, por exemplo R nao é quasicompacto.

Na linguagem de teoria de topos também existe a no¢ao de um feixe ser “Hausdorft”.
Na literatura essa propriedade é chamada de quaseseparabilidade, mas neste texto vamos

tomar a liberdade de chamar de Hausdorfl mesmo.
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Defini¢ao 1.3.32 (Hausdorff). Um conjunto condensado é Hausdorff se para cada S €
CHaus e para cada par de mapas f,g : S — X o respectivo produto fibrado S xx S é

quasicompacto.

Exemplo 1.3.33 (Compactamente gerados Hausdorff sdo Hausdorff). Seja X um espago

topologico compactamente gerado e Hausdorff, entao X é Hausdorff como condensado.

De fato, seja S € CHaus e f,g: S — X um par de morfismos com produto fibrado
S x xS. Vamos mostrar que nesse caso S X x S ¢ isomorfo a S x x S: Seja T" extremamente
desconexo. Usando o fato que o funtor de compactamente gerados para condensados é

plenamente fiel temos que
Hom(T, S xx S) = {(s,t) € Hom(Z,S)* | fos=got}
= {(s,t) € Hom(T, S)* | fy 05 = gpg ot}
= Hom(T, S xx S)
Entao para mostrar que X é Hausdorff é necessario e suficiente mostrar que S xx S é

compacto e isto é simples, basta observar que T = fr,}(S) U g3 (S) € unido finita de

compactos e logo é compacto. T é Hausdorff, pois X é Hausdorff. E é simples checar que
S X X S=5 X7 S

e S X7 S é compacto pois é limite de compactos Hausdorff (que é compacto Hausdorff).
Entao por exemplo R é um condensado Hausdorff.

Um teorema muito legal (mas que ndo vamos provar) que relaciona as nogoes

compacidade e a de ser Hausdorff entre espacos topologicos e condensados é o seguinte:

Teorema 1.3.34. A categoria dos espagos topoldgicos compactos e Hausdorff é equiva-
lente & categoria de conjuntos condensados quasicompactos e Hausdorff. Além disso, essa
equivaléncia é dada via os funtores X — X e X — X ({x}) do teorema [1.3.10

Demonstragao. |Pet19b| teorema 2.16. O

Observacgao 1.3.35. Usando o teorema acima, quando um condensado X é compacto e
Hausdorff vale que X = X ({x}).

Vamos também denotar por CHaus a categoria dos conjuntos condensados quasi-

compactos e Hausdorff.

Com espagos topologicos o funtor esquecimento

CHaus — Top
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admite um adjunto & esquerda que é justamente a compactificagao de Stone-Cech
£+ Top — CHaus

Para conjuntos condensados também temos uma compactificacao.

Proposicao 1.3.36. O funtor esquecimento
CHaus — Cond(Set)

Admite um adjunto & esquerda. O adjunto a esquerda serd a composi¢ao dos funtores

Cond(Set) > Top > CHaus ——— CHaus

X ——— X({x}) —— BX({*}) — X ({x})

Demonstracao. Para isso vamos usar a observacao [1.3.35], o teorema [1.3.10, e a adjuncao
envolvendo a compactificacao de Stone-Cech: Seja X um conjunto condensado qualquer.

Seja S um conjunto condensado compacto e Hausdorff. Vale que

Hom(BX ({x}),S) = Hom(B8X ({x}), S({x}))
= Hom(BX ({*})({*}), S({+}))

(
(
= Hom(5X ({x}), S({*}))
(
(X
(X

= Hom(X ({x}), S({*}))
,S({x})
,S)

= Hom

= Hom
O]

Vamos focar agora em uma construgao condensada dos ntimeros reais. Trabalhar
com esse exemplo lembra andlise (ndo arquimediana e arquimediana), teoria dos ntimeros,
algebra e topologia ao mesmo tempo. Este exemplo nos revela a multidisciplinaridade das
aplicagoes do formalismo da Matematica Condensada e de como essa linguagem ¢ uma

ponte entre diversas areas.

Para A um anel comutativo com unidade, denotamos por A[[T]] o anel das séries
formais com coeficientes em A e A((T")) = {Z

Laurent formais.

n £inl
oo G T | Gy € A} o anel das séries de

Com a notagao

> a

n>—oo
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queremos dizer que existe ng € N tal que

2. =) an

n>—oo n>no

Vamos comegar definindo o seguinte espaco topolégico:
Exemplo 1.3.37. Sejam r e ¢ ntimeros reais com 0 < r < 1 e ¢ > 0. Defina
Z(T)ree €48 Y auT" |0y €2, agh" <c
n>—oo n

definimos uma métrica nesse espago da seguinte forma: Seja f = > a, 7" € Z((T)),

defina
o(f) =max{n €Z|a, =0}
perceba que v(f) assume valores em Z U {co}. Agora fixe um ntimero real 8 > 1 e defina

1fll =g~
chamada de norma T-adica. Consideramos Z((T)),. <. com a topologia induzida por esta
norma. Essa topologia nao depende do 8 > 1 escolhido.

Analisaremos um pouco da estrutura condensada de Z((7")), <.

Observacgao 1.3.38. Seja S € CHaus. Para cada n € Z seja a,, : S — Z uma fungao.

Vamos denotar por » a,T™ a funcao

S — Z((T))
S —> Z an(s)T"

n>—oo

Proposicao 1.3.39. Para S € ExtDisc vale que

Z((T))r<c(S) = Z a,T" | a, € Homr,,(S,Z),Vs € S Z lan(s)|r™ < ¢

n>—oo

Demonstracao. Seja f € Z((T)),<.(S) uma funcdo continua. Entao para cada s € S

vamos ter
fls) =) an(s)T"

para fungoes a,, : S — Z e com

D lan(s)lr" < e

n
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Temos que mostrar que cada a,, é continua. Como Z carrega a topologia discreta temos

que mostrar que a, (k) é aberto para cada k € Z.

Se a;'(k) = @, ¢ imediato. Suponha que a,'(k) # @ e tome sy € a,'(k). Seja
B(f(s0),87") a bola aberta de centro f(sg) e raio f~". Considere o aberto

U=f"(B(f(s0),67")

E imediato que sy € U. Agora tome t € U arbitrario, entdo

1f(s0) = F@OI <87
= v(f(s0) = f(t)) > n
= ap(t) = am(so) para m <n
= a,(t) =k
— teca, (k)
concluimos desse raciocinio que U ¢ uma vizinhanga aberta de sy com U C a,!(k),

portanto a, !(k) é aberto e a,, ¢ continua.
Reciprocamente, seja > a, 7" uma funcdo com a, € Hom(S,Z) e > |a,(s)|r"
para cada s € S. Temos uma fungao
¢:5 —2Z((T))r<c
s — Z an(s)T"
n
Que precisamos mostrar que é continua. Repare que a familia de bolas abertas da forma

B(f, %) para f € Z((T)), <. e k € Z forma uma base para a topologia em Z((T)), <. pois

toda distancia entre duas séries formais é da forma ¥ para algum k inteiro.

Seja g = >, b,T" € Z((T))r,<c € ng um numero inteiro. Vamos verificar que o

conjunto

V=¢"(B(g,5™))

¢ aberto. Tome sy € V, entao

[|¢(s0) — gl| < B~
= v(p(s0) — g) > no

an(so) = b, para n < ng

Sp € ﬂ a;l(bn)
n<ng

€ Nn<n, @' (bn) € aberto pois é uma intersecao finita de abertos, é finita pois existe mg € Z

tal que a,!(b,) = @ para n < ny.

Concluimos que V' é aberto e logo ¢ ¢é continua. O]
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Proposigao 1.3.40. O espago Z((T)), <. ¢ profinito.

Demonstrag¢ao. Vamos escrever este espago como limite de espacos finitos discretos.

Note que para cada k inteiro ha o homeomorfismo

Z((T))r.cc — Z((T))y,<c
fr—Tr.f

assim, tomando k suficientemente grande podemos fazer com que cr* < 1, logo podemos

supor que ¢ < 1 de inicio para provar esta proposicao.

Note que quando ¢ < 1 as series formais em ) a,7" € Z((T)),<. tem que ter

a, = 0 para n < 0, do contrario a desigualdade

Z lan|r" <ec<1
n
nao ¢ satisfeita. Entao toda série aqui comeca a partir do indice 0 e logo podemos incluir
Z((T))T,Sc - ZHT]]

Defina para m € N o conjunto
Dy = Z a, " | a, € Z,Z la,|r™ < ¢
0<n<m n

pela condicao de que ) |a,|r™ < c vemos que Z,, é finito. Considere Z,, com a topologia

discreta e note que para cada m < n ha uma funcao continua

L — L
Z aka — Z aka
0<k<n 0<k<m

que é a funcao que trunca a soma. Podemos tomar o limite do diagrama envolvendo os
mapas Z, — Z,. Vamos chamar esse limite de L. Para cada n € N temos uma funcao
continua Z((T)), <. — Z, que trunca a série formal numa soma finita. Como para cada

m < n o diagrama
Zn,

e

Z((T))r.<c

™~

Zm



56 CAPITULO 1. CONJUNTOS CONDENSADOS

comuta, pela propriedade universal do limite ha uma tnica funcao continua ¢ : Z((7)), <. —

L que comuta o diagrama

agora seja (fn)nen € L pela comutatividade do tridngulo

Zn

7

L

N

Zm

Obrigatoriamente as somas f, sao da seguinte forma:

Jo=ao
fi=ao+aT
f2 = Qo + CLlT + CL2T2

fo=ao+--a,T"
para a, € Z, assim podemos definir o mapa

i L —Z(T))r<
(ag,ap + a1 T,...) — ZanT”

é imediato que ¢ e 1 sao inversas, resta mostrar que 1 é continua. De fato, seja f =
>, a,T" e considere a bola aberta B = B(f, 57"). Lembre-se que a topologia do limite
¢ a topologia de subespago advinda da topologia produto L C [], . Z». Vamos mostrar
que U = ¢~1(B) & aberto: Seja g = (by,bo+ 01T, ...) € U e considere a vizinhanca aberta
de g definida por

Vo= | {bo} x {bo+ 1T} x -+ x {bo+ -+ b, T} x [[ Zu | NL

n>no

repare que (V) C B e logo V C U. Portanto U é aberto e 1 é continua.

Agora da proposicao [1.1.16| temos que Z((T)), <. ¢ profinito. O
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Agora podemos definir o seguinte anel condensado:

Definicao 1.3.41. Seja 0 < r < 1 defina
Z(T))r = J Z((T))r<

i.e. para S € ExtDisc

Z((T)).(5) = U Z((T))T,SC(S)

s>0
é simples checar usando a definicao de conjunto condensado como funtor partindo de
ExtDisc no teorema [[.2.13]

Observagao 1.3.42. Note que
Z((T7)).({x}) = Z anT™ | Z |an|r™ < oo
n>—oo n
Definicao 1.3.43. Para 0 < r < 1 defina

Z(T))sr = Z a,T" | ap, € Z,3r" > r : lim|a,|(r')" =0

n>—oo

Observagao 1.3.44. Seja f = > a, 7" € Z((T))>,. Entdo existe " > r tal que

lim,, |a,|(r")" = 0 em particular a sequéncia cujo os elementos sdo |a,|(r")" é limitada
i.e. existe C' > 0 real com
la,|(r')" < C

Agora repare que para 0 < s < r’ vale que

Zn:ansn < Z | ()" <Tﬁ) < ozn: (Ti) < o0

Em particular temos que

Z((T))>r € Z((T)):({*})
O anel Z((T))s, retne o mundo arquimediano com o ndo arquimediano, vamos
enunciar um resultado sobre o espectro desse anel.

Proposicao 1.3.45. Seja 0 < r < 1. O anel Z((7T'))~, é um dominio de ideais principais

e os seus ideais primos nao-nulos sao da seguinte forma:
(1) p o kernel do seguinte morfismo avaliagao: Para z € C* com |z| < r o morfismo

Z((T))>r — C

Z a, " — Z an2"
n n
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(i1) p = (p) para algum primo p € Z.

i) p o kernel do seguinte morfismo: Para p primo e z € Q, tal que lim, 2" = 0 (quando
p g P

isso acontece dizemos que = é topologicamente nilpotente) o morfismo avalia¢ao

Z(T)s>r — Q,

Z ap, " — Z anpx”
n

n

Demonstragao. Teorema 7.1 de |[Pet19a]. O

Por fim, o resultado que também nao vamos provar é o seguinte:

Proposigao 1.3.46. Para 0 < r’ < r < 1 defina o morfismo
0:Z(T)), — R
que para S € ExtDisc faz o seguinte

0: Z((T)),(S) — R(S)

Z a,T" — Z an(r')"

em que a, : S — Z sao func¢oes continua. 6 é um epimorfismo.



Capitulo 2
Feixes Sobre Conjuntos

Este capitulo é uma passagem rapida pela teoria de feixes para o leitor que nao tenha
alguma familiaridade com esse tipo de objeto. Em geometria é comum estudar familias
espagos de fungoes que estao definidos sobre abertos do nosso objeto geométrico. Nesse
contexto quando temos duas fungoes definidas sobre duas cartas diferentes do nosso objeto
geométrico, podemos checar se essas duas fungoes concordam na intersecao das cartas e
caso a resposta seja positiva podemos colar essas funcgoes; a linguagem de feixes nos
d4 uma ferramenta simples para lidar com situacoes assim. Feixes sao essenciais para

qualquer area da geometria moderna.

As principais referéncias para este capitulo foram [Edul5| e [Tor20].

2.1 Definicoes Basicas

Definigao 2.1.1 (A Categoria dos Feixes). Seja X um espago topoléogico. Seja C uma
categoria. Chamamos de Open X a categoria dos abertos de X cujo os morfismos sao

inclusoes. Um pré-feixe de C em X é um funtor contravariante:
F :Open X? — C

Dados U,V € Open X com U C V, chamamos os elementos de F(U) de secoes de F
sobre U e o morfismo pyy : F(V) — F(U) que ¢ imagem da flecha U — V' em Open X

de restricao de V a U. Escrevemos f|y = pyu(f) quando V estiver claro no contexto.

Um morfismo de pré-feixes é uma transformacgao natural de funtores. Obtemos

assim a categoria dos pré-feixes (de C) em X, que denotaremos por PSh X.

Um feixe de C em X é um pré-feixe F € PSh X que satisfaz, para cada aberto

U C X e para qualquer cobertura aberta U = |J, U;, os seguintes axiomas de cola:

29
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(Unicidade) Dados f,g € F(U) com:

VZfUz_g

U;

Entao f =g.

(Cola) Dados f; € F(U;) para cada i que concordam nas intersegoes i.e.

\V/ZJJ : fl

UiﬁU]' = fj UiﬂUj

existe (e é tnico se valer (Unicidade)) f € F(U) com:

f

Ui:fi

Um morfismo de feixes ¢ um morfismo de pré-feixes. Temos entao uma categoria

de feixes que denotamos por Sh X.

Ao longo deste capitulo C vai ser uma das seguintes categorias Set, Ab, Ring, Algy

(para algum corpo k) e Mody (para algum anel A).

Observagao 2.1.2 (Sequéncia da cola). Seja X um espago topologico e F um pré-feixe de
grupos abelianos em XE| Seja U um aberto de X com uma cobertura aberta U = |J,.; U

a partir dos morfismos de grupos abelianos

o: F(U) = [[FW)

i€l
= (flvs)ier
o [[Fw) = [ FUinyy)
el i,j€I
(fi)ier = (fi UinU; — i UmUj)i,jel

vemos que J é um feixe se, e somente se, para cada aberto U C X e para cada cobertura

aberta U = |J,.; U; a sequéncia

0 —— FU) —2= [Lie; FU) —— [1,e; FUNT)

ijel
é exata. Essa serd referida neste texto como sequéncia da cola.
O exemplo a seguir é canoénico e ird nos auxiliar a ganhar intui¢ao sobre feixes.

Exemplo 2.1.3 (Exemplo candnico). Seja X o seu espago topologico favorito, para cada
U € Open X defina C(U) = C(U,R) a R-algebra das funges continuas com contradominio
R. Se U,V sao abertos com U C V, defina o morfismo restrigao C(V') — C(U) como o
morfismo que manda uma fungao f € C(V) a sua restrigdo f|y, que é continua em U pois

f é continua.

IE analogo para feixes de A-modulos, k-algebras e anéis
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Vamos verificar que C é um feixe. Sejam U um aberto e U = | J,_; U; uma cobertura

iel
aberta. Seja f € C(U) tal que f|y, = 0 para cada i € I, entdao f = 0 pois todo ponto de

U esta em algum U;.

Agora seja f; € C(U;) para cada i € I uma familia de fungdes com fi|y,nv, =

[ilv.nu; para todo 7,5 € I. Precisamos “colar” essas fungoes f; em uma tnica fungao
f € C(U). Para cada x € U existe i com = € U;, defina entdo f(x) o fi(z). E
necessario verificar a boa definicao de f, pois ¢ possivel que z € U; N U; para j # i.
Logo, precisariamos verificar que f;(z) = f;(z) nesse caso, mas isso vem do fato que
fi u,nU; = fj
flu, = fi para cada i € I. A fungdo f ¢é continua, de fato, se U C R é um aberto, entao
F7HU) = U,e; i1 (U) que é aberto, logo f é continua.

u,nu; para cada i,j € I. Dessa forma, obtemos uma funcao f € C(U) com

Observacgao 2.1.4. No exemplo acima pode-se substituir fungoes continuas por funcoes
n vezes diferenciaveis ou até mesmo por apenas fungoes. Outro exemplo sao as C-algebras

das fungoes holomorfas.

Observagao 2.1.5 (Feixe a partir da base). Seja X um espago topologico. Seja B uma
base para topologia de X. Para definir um feixe F em X basta definir F (V') para V € B
e mostrar que F satisfaz os axiomas de cola para membros da base. E para U aberto nao
necessariamente da base definimos
F(U) = lim F(V)

vcu

VeB
Para ver a demonstragao de que isso de fato da certo e F é um feixe veja o lema 15.2.1

de [Edulj].

Como exemplo de feixe vamos definir um dos objetos centrais em geometria algé-

brica, o feixe estrutural de um anel.

Construcao 2.1.6 (Feixe estrutural). Dado um anel A queremos construir um feixe O
de anéis sobre o espago topologico Spec A. O conjunto {D(f)}feA é uma base de abertos
para o espaco topologico Spec A pelo teorema 3.3.3 de [Edulb|, assim, pela observagao

anterior, basta definir O(D(f)) para cada f € A. Definimos assim:

Denotaremos por [y o mapa de localizagao A — Ay.
Proposigao 2.1.7 (Boa defini¢ao). Seja A um anel comutativo e f, g € A com D(f) =
D(g). Entao Ay = A,.

Demonstragao. D(f) = D(g) < V(f) =V(g) < VfA=+/gA. Logo, f € \/gA e
g € V/fA. Assim, existem n,m € N\ {0} e a,b € A com f" = ga e g™ = fb, portanto g
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¢ invertivel em A; pois 1 f% e f & invertivel em Ay, ja que % ==

9= 9
Pela propriedade universal da localizacao (teorema 4.1.4 [Edulb|) existem tnicos Iy :

A =+ Agelyp: Ay — Ap de forma que Iy =l 0l54 e l; =15 0l, . Portanto

ly=lgo(lgyolsg) (1)

E aqui vem o pulo do gato: Aplicando a propriedade universal da localizagao em Ay,

existe Gnico s : Ay — Ay com

ly=lgolyy (2)

agora veja que tanto id4, quanto ;s o ls, (usando (1)) satisfazem a igualdade em (2).
Concluimos, pela unicidade de Iy que ly; =, ol;, = ida,. De maneira analoga se

mostra que g, = l54 01, =idy,. Concluindo assim que Ay = A,. O

Observacao 2.1.8. Considerando Ay e A, como A-algebras usando [; e [, como mor-
fismos estruturais tem-se que o isomorfismo apresentado acima é canoénico, a unicidade é

garantida pela propriedade universal da localizacao.

Temos agora a boa definicdo de O(D(f)). Para cada f,g € A com D(g) C D(f)
a demonstracao acima nos d4 um mapa Iy, : Ay — A, que vai fazer as vezes do mapa
restri¢ao do feixe O. Veja que se f,g,h € A s@o tais que D(h) € D(g) € D(f), entao
pela unicidade dos mapas que vem da propriedade universal, é simples verificar que [, =
lgn o lfg. Verificamos na demonstragao acima também que [y ; = idg,.
Resta mostrar que O é de fato um feixe mostrando que este satisfaz os axiomas de cola.
Vamos fazer algumas consideragoes iniciais antes de provar este fato.
Lembre-se que apenas precisamos mostrar que o axioma de cola funciona nos abertos da
base e mais, podemos pegar uma cobertura de abertos s6 com elementos da base.

Agora seja I um conjunto, f € A um elemento de um anel e g; € A para cada ¢ € I com
D(f) =JD(g)

Lembre-se que ha um homeomorfismo Spec Ay =2 D(f) e o espectro de um anel é compacto,
portanto podemos sem perda de generalidade supor que I é finito.

Certo, seja D(f) = U,<;<, D(g:) precisamos mostrar que a sequéncia

0 —— O(D(f)) —— H1§i§nO(D(9i)) i) H1§z‘,j§n O(D(g:) N D(g;))

¢ exata. Note que D(g;) N D(g;) = D(g:9;), além disso perceba que como D(g;) € D(f)
temos que D(g;) = D(g;f). Utilizando estes dois fatos e como O(D(h)) = Aj, para cada

h € A temos que o diagrama acima é igual a

N\ & \ ﬁ
0 7 Af 7 H1§z’§n Afgi ’ H1gi,j§n Afgigj
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agora chame g; = [¢(g;) a imagem de g; em Ay, pelas propriedades da localizagdo o

diagrama acima ¢ igual a

a B
0 > Ay > [licicn(Af)gg — ngi,jgn(Af)gsz

substituindo B &ef 4 7 temos finalmente

\ o \ ﬁ
0 » B ? ngign Bg: ’ ngi,jgn Bgigj

Repare que Spec B = |J,,.,, D(g;). Simplificamos nosso problema em provar a seguinte

proposigao:

Proposigao 2.1.9. Seja A um anel e fi,..., f, € A elementos com

Spec A = U D(f;)

1<i<n
entao o seguinte diagrama ¢ exato:
B
0 » A —— H1§i§n Ay, ’ ngmgn Afifj
Onde a(a) = (§,...,%) e 6(]?1711, ce “1721) = (;Z — %)(i,y‘) Os indices do problema podem

intimidar e dificultar o leitor a entender as ideias I;rincipais da demonstragao dessa pro-
posicao. Para ganhar a intuicao da prova o leitor pode tentar realizar essa demonstracao
para n = 2. Nesse caso Spec A = D(f) U D(g) simplificamos o problema em demonstrar
que a sequéncia:

0 > A > Ap x Ay ——— Ayy

é exata.

Demonstracao. Vamos por partes:

a € injetiva: Tome a € A com «(a) = 0, isso é equivalente a dizer que
a
20
1

em Ay, para cada i, logo, para cada i € {1,...,n} existe e; € N tal que

aff’ =0 (2.1)
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em A. O truque final ¢ o seguinte; repare que para da i tem-se D(f;) = D(f{") e por isso

usando a hipotese

Specd = | J D(f) = |J DU
1<i<n 1<i<n
lembre-se que a igualdade acima isso é equivalente a mostrar que existem by,...,b, € A

com fitby + -+ firb, =1 (teorema 3.3.3 de [Edulb|), multiplicando essa igualdade por

a e usando 2.1] temos:

@ = (@ff )+ (f )b
a=20

como queriamos.

ima = ker #: Dado a € A temos

concluindo que im a C ker 3.

Reciprocamente, tome (%, cee ETZ) com B(;lél e %’;) = (% — %)uy =0ie

para cada 1 < i,5 < n tem-se

a; o aj
[
def . def e—e;
em Ay . Agora defina e = max;<ij<, €; e seja b; = a;f; ', dessa forma teremos
ﬁ . a; . aj . b_]
A P S

em Ay, . Logo para cada 1 <4,j < n existe E;; € N\ {0} com
(fifj)Ei’j(bifje —b;f{)=0

tome F = max<; j<, F; j, dessa forma podemos nos livrar dos indices nos expoentes pois

veja que vale que

(fif ) (bif5 = b f7) =0 (2.2)
= Lff [ =00 (2.3)

Vamos usar o mesmo truque de antes notando que D(f;) = D(ff™*) e notando que

Spec A = UD(fi) = UD(f;+E)



2.1. DEFINICOES BASICAS

e se isto acontece, existem sq,...,s, € A com

sifit? 4t safitP =1

65

(2.4)

Os preparativos estao feitos. Vamos notar que o que precisamos é de um elemento a € A

— ai an — b_l b_’n
tal que a(a) = (ffl""’ff") = (ff""’ 1e). Afirmo que
def
a :e Z biszSz
1<i<n
é quem a gente procura. Pois veja que para j € {1,...,n} fixo

afstF =" bifitP s

1<i<n

= Z bjfi6+Eff5i

1<i<n

- bijE Z f s

1<i<n

= bjij

usando 2.4 e 2.2] E logo

e portanto

em Ay,. Concluindo o que queriamos.

O

Defini¢ao 2.1.10 (Feixe estrutural). Dado um anel A, o feixe construido acima ¢ cha-

mado de feixe estrutural de A e é denotado por Ogpec 4.

Definigao 2.1.11 (Talo). Seja X um espaco topologico. Seja F um pré-feixe em X. Seja

p € X um ponto. O talo de F em p é definido por:

def

Fp = lim F(U)

Usp

A categoria dos indices desse colimite ¢ a subcategoria cheia de Open X cujo os objetos

sao as vizinhancgas abertas de p.

Essa definicao é bem abstrata, vamos construir o talo explicitamente na proxima

construgao.
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Construgao 2.1.12 (Construgao explicita do talo). Seja X um espago topologico. Seja
F um pré-feixe em X. Seja p € X um ponto. Vamos fazer para o caso em que F é
um pré-feixe de grupos abelianos, essa construcao é analoga para pré-feixes em outras

categorias.

Considere o conjunto
S ={(U, f)| U ¢ uma vizinhanca aberta de p ¢ f € F(U)}

e a seguinte relacao em S

WcacunV,e
(U, f) ~(V,g) <= existe um aberto W 3> p com (2.5)

flw = glw em F(W)

E rotineiro verificar que essa relacao é de equivaléncia. Assim, denotamos o quociente por

eS
&2

~Y

e denotamos a classe de (U, f) em T por [U, f],. T vem de fabrica com uma colegao de

mapas
Ty - f(U) —T
f’_>[U7f]p

Podemos dar um estrutura de grupo abeliano para T de forma que os mapas 7y sejam

morfismos de grupos, basta definir para [U, f],, [V, ¢g], € T a seguinte operacao:

U, flp+ Vogly = [UNV, floav +9|Unv}p

E simples (mas gasta bastante tinta) provar que esta operacdo é bem definida e que (7, +)
€ um grupo abeliandﬂ Seja [ a subcategoria de Open X cujo os objetos sao as vizinhangas

abertas de p. Para quaisquer U,V € [ com U C V o triangulo

F(V)
PV,U \ T
F(U)

comuta. Com efeito, tome f € F (V) e considere W igual a U em ([2.5)), entdo temos que

[f|U7 U]p = [f’ V]p-

2Para o caso em que F é um feixe de anel, k-algebra ou A-modulo as operacoes sdo definidas de forma

similar.
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Portanto, 7' é um (co)cone do funtor F : I — Ab. Para mostrar que 7' é o colimite
desse funtor, seja C' € Ab outro cone de F, ou seja, para cada U € [ ha um morfismo
ov: F(U)— CeseU CV o triangulo

pV,U C

comuta. Defina o morfismo de grupos ¢ : [U, f|, — ¢u(f), vamos mostrar que ¢ é bem
definida

WcUunV,e
U, fl, =1V, g], <= existe um aberto W 3 p com

flw = glw em F(W)

e como C' é cone o seguinte diagrama
FWwW) -5 C (2.6)

e portanto

o(U, flp) = ¢u(f)
= ow(flw)
= ow(glw)
= ¢v(9)
= ¢([V. glp)

assim temos que ¢ é bem definido e para cada U,V € I com U C V o diagrama
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em outras palavras

T =F,=limF(U)

U>p

concluindo a construgao.
Observagao 2.1.13. Os elementos do talo sao chamados de germes.

Observagao 2.1.14. Para F um feixe em X e x € X um ponto, o talo F, carrega

informagao local da vizinhanga de z. Intuitivamente é como se F, = F({z}).

Exemplo 2.1.15. Considere C o feixe das fungoes continuas, como no exemplo [2.1.3]

Seja z € X, vamos analisar o talo C,.

Veja que o conjunto m def U, fla | f(x) = O} ¢ um ideal, além disso este é o tinico
ideal maximal de C,. De fato, seja [U, f], € C, \ m (ou seja, f(z) # 0), como f é uma

fungado continua, existe V' uma vizinhanga aberta de x com f(v) # 0 para todo v € V.

Assim, podemos considerar o elemento [ € C, que vai ser o inverso multiplicativo

1
V, —
flvl,
de [U, fl. = [V, flv]: e portanto C, \ m C C. Reciprocamente, se [W, g, € C)

-, entao

é impossivel que g(z) = 0, pois nesse caso g nao tem inverso multiplicativo nesse ponto.
Logo m = C, \ C e isso s6 ocorre se C, é um anel local.

E possivel interpretar [U, f], como f(z).

Exemplo 2.1.16 (Feixe restrigdo). Sejam F um pré-feixe num espaco topologico X e U
um aberto em X. Usando topologia de subespaco, todo aberto V de U também é um
aberto em X, dessa forma definimos (F|y)(V) = F(V). E simples checar que isso define

um pré-feixe F|y e que se F é feixe, entdao F|y também é.

Proposigao 2.1.17 (Talos). Seja A um anel, x = p, € Spec A um ponto. Entao

OSpec Ax — Ap

T

Demonstracao. Note que

OSpecA,x = IE} OSpecA(U) - 1&)11 OSpecA(D(f)) = lﬂl Af = APm
Uz D(f)>z v

Construgao 2.1.18 (F — F, ¢ um funtor). Sejam X um espaco topolégico, p € X um
ponto, I a subcategoria de Open X cujo os elementos sao as vizinhancas abertas de p e

PSh X a categoria de pré-feixes de grupo abeliano. Dados F, F € PSh X e um morfismo
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de pré-feixe ¢ : F — F , para quaisquer U,V € [ com U C V, o diagrama a seguir comuta.

FV) -2 Fv)

Logo, pela propriedade universal do colimite, existe Gnico ¢, : F, — ]:"p tal que o diagrama

a seguir é comutativo.

)

FV) -2 o
I

—————— > Fp

Explicitamente ¢,([U, f],) = [U, ¢v(f)],- Obtemos assim um funtor

PSh X —— Ab

Proposicao 2.1.19 (O que o talo nos da?). Seja X um espago topologico, F e F dois

pré-feixes (de grupo abeliano) em X. ¢, ¢ 1 F — F dois morfismos de pré-feixe.

(i) Se F & um feixe, entdo para cada U € Open X o morfismo

pu: FU)— [

peU

f = (U, flp)pev
é injetivo.
(i1) Se F ¢ um feixe, entao ¢y ¢ injetivo para cada U € Open X se, e somente se, ¢, ¢
injetivo para cada p € X.

(111) Se F e F sdo feixes, entao ¢y é bijetivo para cada U € Open X se, e somente se, ¢,

¢ bijetivo para cada p € X.
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(iv) Se Fé feixe, entao ¢ = 1 se, e somente se, ¢, = 1, para cada p € X.
Demonstragao. (1) Seja U € Open X, f,g € F(U), logo
pu(f) = pu(g) = (U, flp)per = (U, 9lp)pev
<~ VpeU:[Ufl,=1Ugl
W,CU,e

<= Vp € U : existe um aberto W, > p com
f\Wp = 9|Wp €m F(Wp)-

Como, para cada ponto p € U, temos que p € W, CU, U =, Wy e flw, = glw, -Segue
do axioma (Unicidade) da defini¢ao de feixe, que f = g (ii) (Ida) Tome p € X arbitrario
e (U, flp, [V, 9], € Fp, logo

Cbp([U? f]p) = ¢p([Uv g]p)
= [U,ov(f)ly =V, ov(9)lp
WcunvV,e

<= existe um aberto W > p com .
ou(f)lw = ov(g)lw em F(W).

Assim, como ¢ é uma transformacao natural, o seguinte diagrama comuta

oU) -2 o)

>

)
W) —2 O(W)

!
(
[

)

)
oOWV) -2 OW)
Portanto

ow (flw)

I
<
-
—
=
S

mas por hipotese ¢y € injetivo, logo f|lw = glw para W uma vizinhanga aberta de p,
assim, por ({2.5))

U, f]p =[V, 9]p>

mostrando que ¢, ¢ injetivo.

(Volta) Seja U € Open X um aberto qualquer e usando o item (7) e o fato ¢, ser injetivo
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considere o diagrama comutativo

Tome agora f,g € F(U) com

ou(f) = du(g)
= ([U, v ()]p)per = ([U, du(9)]p)pev em H @p

peU

pela comutatividade do diagrama acima

<¢p([U> f]p))pEU = ([U, (bU(f)]p)pGU
= (IU, v (9)]p)pev
= (pr([Ua g]p))peU

e como [ [ ¢, € injetivo (que é a mesma coisa que dizer que ¢, ¢ injetivo para cada p)

(10, flp)per = (U, glp)pev

e como py é injetivo, concluimos que f = g como desejado.

(117) (Ida) Seja p € X um ponto qualquer. Do item (7)) temos que ¢, é injetivo.
Tome [V, g], € f"p como ¢y ¢é sobrejetivo, existe f € F(V) com ¢y (f) = g, logo

O([V; flp) = V. ov()]p = [Vi glp

mostrando que ¢, é sobrejetivo.

(Volta) Seja U € Open X um aberto. Do item (ii) temos que ¢y € injetivo.

Tome g € F(U) como para cada p € X tem-se ¢, sobrejetivo, para todo p € X existe
[Up, fplp € Fp tal que

¢p([Upafp]p> = [U, g]p
= [Upa¢Up(fp>] = [0, g]p

) W, CUNUy,e
= existe um aberto W, > p com

ow, (folw,) = glw,

para cada p defina h, o folw, € F(W,), o plano agora ¢ colar os h,. Repare primei-

ramente que ¢w,(hy,) = glw, e além disso (J, W, = U, resta saber se os h, concordam
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nas intersegoes, para mostrar isso vamos utilizar a injetividade de ¢. Tome p,q € U e

acompanhe a manipulacao

¢meWq(hp|meWq) = ¢Wp(hp)|wpqu
= (9lw,)lw,ow,
= gprqu
= (9lw,) Iwyow,

= ow, (he)lw,ow, = dw,rw, (helw,nw,)
pela injetividade de ¢w,~w, temos

Vp,q € U hylw,rw, = helw,nw,

Y 3 e F(U) : hlw, = hy

resta mostrar que ¢y (h) = g, para fazer isso usaremos o axioma (Unicidade) em F, repare

que para cada p € U

ou(h)lw, = ow, (hlw,)
= Cpr(hp)

= glw,

usando o axioma (Unicidade) em F

finalizando a demonstragao.

(iv) (Ida) E imediato.
(Volta) Tome f € F(U) pela comutatividade do diagrama

ouU) — HpeU O,
¢’Uu¢U ll_[ dp=[1vp (2'7>
@(U) —_ HpeU @p

vale que

([U, ¢U(f)]p)peU - ([U> 7ﬁU(f)]p)zueU

usando o item (i) dessa proposi¢ao ¢y (f) = vy (f). O
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2.2 Feixeficacao

Existem pré-feixes que nao sao feixes, porém muitas vezes é 1til considerar o feixe “mais
proximo” do pré-feixe, assim como é util pensar no espaco métrico completo “mais pro-
ximo” de um espago métrico qualquer, no caso de um completamento de um espaco
métrico, ou no espaco topologico Hausdorff “mais préoximo” de um espaco topologico qual-
quer, no caso da Hausdorfficacao, ou no corpo algébricamente fechado “mais préoximo” de

um corpo arbitrario no caso do fecho algébrico.

Mais geralmente temos um objeto que tem uma propriedade boa “mais préximo”
de um objeto arbitrario, existem muitos exemplos de construcoes assim na matematica e
como de costume esse conceito é formalizado em Teoria das Categorias. Digamos que C
seja uma categoria e seja (+) uma propriedade que alguns objetos de C tenham, como por
exemplo a propriedade de um pré-feixe ser feixe, a propriedade de um espaco topologico ser
Hausdorff, a propriedade de um espago métrico ser completo e etc... Seja C, a subcategoria
de C dos objetos que satisfazem (+). Seja X € C um objeto arbitrario o objeto X, € C
junto com um morfismo i : X — X, (que deve ser pensado como inclusdo, assim como
vemos a copia isométrica dentro do espago métrico que foi completado) é o objeto que
tem (+) mais perto de X se para cada Y € C, e para cada morfismo f: X — Y em C

existe um tinico morfismo X, — Y comutando o diagrama

N bij
e logo, tem-se uma bijecio Home(X,Y) = Home, (X4,Y).
Veja que todos os exemplos que citamos no comego sao casos particulares da constru-
¢ao acima. Esta construcao ainda pode ser generalizada para o conceito de funtores

adjuntos em Teoria das Categorias.
Isso justifica a seguinte defini¢ao:

Definigao 2.2.1 (Feixeficagao). Seja X um espago topologico e F um pré-feixe em X. O
feixe associado a o pré-feixe F é o ﬁnicdﬂ feixe 7 junto de um morfismo de pré-feixes
tr + F — F7T tal que para cada G feixe e para cada morfismo ¢ : F — G de pré-feixe,

existe um tnico morfismo de feixe ¢ : F+ — G que comuta o diagrama:

3& menos de isomorfismo
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A unicidade (a menos de isomorfismo) vem da propriedade universal do feixe as-

sociado.
Vamos mostrar a existéncia construindo ele explicitamente.

Construgao 2.2.2 (feixe associado a um pré-feixe). Seja X um espago topologico e F
um pré-feixe em X. Para U um aberto qualquer vamos olhar para o conjunto das listas
HmeU F., as listas nesse espaco que nos interessam sao as localmente constantes i.e. sao

as listas ([U,, fi]z)zev que satisfazem a propriedade (+) que ¢ a seguinte

(+)
para cada x € U existe uma vizinhanca aberta z € V C U

e existe f € F(V) tal que para cada y € V vale que
[Uya fy]y = [V, f]y

assim definimos

FHU) = S (e, fole)zer € [ Fo | (s, fule)zeu satisfaz (+)
zeU
agora se U C V o mapa restricao F (V) — FH(U) é definido como ([Uy, fols)zev —
([Us, fe]z)eev. Vamos ver que este mapa estd bem definido. Dado ([Us, fi]s)eev €
FH (V) temos que mostrar que ([Uy, fz|.)zev satisfaz (4). Para cada z € U C V', como
([Uz, frla)zev satisfaz (+) em V, existe uma vizinhanca aberta W > z com W C V e
existe f € F(W) tal que para cada y € W

[Uya fy]y = [VV, f]y

portanto para cada y € W N U vale que

[va fy]y = [W, f]y = [W N va|WﬂU]y

e concluimos ([Uy, fu]z)zev satisfaz (4).

Dessa forma provamos que F*' é um pré-feixe, para ver que ele é um feixe temos que
mostrar que ele satisfaz as condi¢oes de cola.

Vamos mostrar que F' é feixe para F um pré-feixe de grupos abelianos i.e. F(U) € Ab

para cada U. A demonstracao para outras categorias como Set, Ring, A-Mod, ... Sao
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analogas! Seja U € X um aberto com cobertura U = J,.; U;.
(Unicidade): Suponha que f = ([Us, fulz)zcv € FT(U) tal que f|y, = 0 para cada i € 1.

Dai fica facil pois entao

flo,=0 Viel
= ([Uss fola)oev; = (0)zev, Vi€l
— Uy folo =0 Vie IV el
— Uy fola =0 Ve eU
= ([Us, falz)ecr = (0)zev
— =0

(Cola): Suponha agora que f; = ([Uss, feilz)zev, € FH(U;) com f;

cada i,7 € I.

U;NU; = fj U;NU; para

Temos que colar os f;. Para x € U, como U = |J,_; U; vai existir um indice i, € I com

el
x € U;,, defina assim

def
U:r: == Ua:,iz

def
Gz :e fz,iz

ef
g d: ([U:m gx]x):ceU

mas veja que temos que estar preocupados se estes objetos estao bem definidos, a boa

definicao deles vem do fato que

filvino; = filvinw, Vi,5 €1

e [nyi, fx,z]x = [Ux7j, fx,j]:c \V/Z,] el Vx e Uz N Uj (28)

Precisamos verificar que de fato g € F*(U).

Condigao (+): Para cada x € U como f;, € F(U;,) tem a propriedade (+), existe uma

vizinhanga aberta W, > z com W, C U;, C U e existe uma sec¢ao h, € F(W,) tal que
para cada y € W, vale que

[Uysias yialy = Wa, haly
vamos ter [Uy, gy]y = [Uy.i,, fyi.]y Para cada y € W, e portanto
Uy, guly = W, haly

e esta feito.
Agora temos que mostrar que F*1 de fato satisfaz a propriedade universal descrita na

definicao. Mas antes precisamos de um lema.
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Lema 2.2.3. Seja F um pré-feixe e F como na construgao acima. Se z € X ¢ um ponto

qualquer, entao
Fo 2 (F5)e

Demonstrag¢ao. Vamos continuar trabalhando com um feixe de grupos abelianos. Consi-

dere o morfismo

v Fe — (FM),
U, fla — (U, ([U, fly)yevls

queremos mostrar que ¢ ¢é injetivo e sobrejetivo.
Injetivo: Sejam [U, fl,, [V, gl € o com «([U, flu) = «([V; gla), entdo

U (U, fly)yevle = [V, (IV: gly)yev]e

E logo existe W > z vizinhanca aberta, com W C U NV e

U fly =V, gl

para cada y € W, em particular como x € W temos [U, f|, = [V, g]..
Sobrejetivo: Tome [U, ([Uy, fyly)yevls € Fof, como U 3 x e ([Uy, fyly)yev € FT(U), existe
uma vizinhanga aberta V' 3 z com V C U e existe f € F(V) tal que para cada z € V

temos

[U27 fz]z - [V7 f]z

dai temos que
[Ua ([Uya fy]y)yeU]w = [Va ([‘/7 f]z)zeV}m = L([Va f]w) [

Um corolario disso é que se G é um feixe, entao G ¢ um feixe isomorfo a G! Para
ver isso basta usar 2.1.19 e ver dois feixes sao isomorfos se e somente se sdao isomorfos nos

talos.

Certo, agora seja X um espago topologico, F um pré-feixe em X, G um feixe em

X e ¢ : F — G um morfismo de pré-feixes. Veja que para cada U temos um morfismo
v F(U) — FH(U)
fr—= (U, fla)sev
e é facil ver que para cada V C U o quadrado

F(U) = FHU)

|

F(V) 2 FHV)
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comuta. Logo temos um morfismo ¢« : F — F* de pré-feixes. De forma andloga construa
um morfismo de feixes 7 : G — G, lembre-se G e G* sao feixes isomorfos. Queremos

completar o quadrado comutativo com um morfismo ¢* de feixes

F—G
Lok
Fr -2, gt

e de fato s6 ha uma maneira de completar esse quadrado, ja que para cada aberto U

teremos um quadrado

isso nos forca a definir ¢f;(([Us, fulz)ecv) = ([Us, dv(fe)lz)zev-

Lembrando que 7 é isomorfismo, podemos ir e voltar através dele. Teremos

F—"5g

L

i

e finalmente

A sua unicidade, vem da unicidade de ¢t.

Exemplo 2.2.4 (Feixeficacdo do pré-feixe das fungoes limitadas). Seja X um espago
topologico, ja sabemos que C(U,R) = C(U) para cada U C X aberto define um feixe de

R-élgebras, porém definindo
Co(U) =Co(U,R) = {f €C(U) | f ¢ limitada}

e os morfismos restri¢oes como restricoes de fungoes temos pré-feixe que nao é feixe! De
fato, podemos colar fungoes limitadas em uma funcao ilimitada, por exemplo considere
a fungao real f : (0,1) — R com f(z) = 1 continua e ilimitadas veja que (0,1) =
UieN(H%, 1) e as fungoes f; = f| ) sao continuas, limitadas, concordam nas intersecoes
e colam em f pelo feixe C, mas f é ilimitada.

Agora podemos nos perguntar qual é a feixefica¢ao de Cp. Repare que as inclusées C,(U) C

C(U) dao origem a um morfismo de pré-feixe C, — C e pela propriedade universal da
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feixeficagao ha um tnico morfismo C;” — C e de fato esse morfismo ¢ um isomorfismo de

feixe pois

o ultimo isomorfismo vem do fato de que se f é continua no ponto x, entao existe uma
vizinhanga aberta V' 5 x tal que f|y é limitada e continua em x. Logo é natural que C e
Cp sejam iguais nos talos.

Portanto podemos considerar C como a feixeficagao de Cp!

Exemplo 2.2.5 (Feixe constante). Seja X um espago topologico e A o seu grupo abe-
liano favorito. Defina Ax(U) = A para cada U C X aberto. Considerando o morfismo
identidade como restricao obtemos um pré-feixe Ax.

Ax quase nunca é feixe, pois para todo feixe F temos F (&) = 0.

Vamos tentar descrever A%. Primeiramente note que (Ax), = A e portanto para U aberto

temos

A5(U) = { (a)oev € [T A (@0)aew satisfaz (+)

zelU

para descrever melhor veja que uma lista (a,)zcp € 0 mesmo que uma fungao f : U — A.
E a condi¢ao (+) pode ser descrita da seguinte forma: Uma fungao f : U — A pertence
a A% (U) se para cada z € X existe uma vizinhanga aberta V' 3 z, e existe b € A tal que

para caday € V

fly)="b

ou seja A% (U) é o espago das fungoes localmente constantes.

Se considerarmos A com a topologia discretall] as fungdes f : U — A que sdo localmente
constantes sao justamente as fungOes continuas! Pois veja se f é continua, dado = €
X arbitrério temos f~'({f(z)}) = é uma vizinhanga aberta e logo f ¢ localmente
constante. Reciprocamente, se f é localmente constante, dado b € A temos que mostrar
que f71({b}) ¢ aberto. Se f~'({b}) = @, entdo ele ¢ aberto; caso o contrario tome
z € f71({b}), como f & localmente constante, existe uma vizinhanga aberta V > z tal
que para cada y € V tem-se f(y) = b. Portanto z € V C f~!({b}), concluindo a nossa
afirmagao.

Logo podemos interpretar Ax (U) = C(U, A).

Exemplo 2.2.6 (Reinterpretando a feixeficagdo como espago de fungoes). Seja F um

4todo mundo é aberto.
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pré-feixe em X. Para cada aberto U € Open X cada se¢ao s € F(U) define uma funcao

st U — U}"x

zeX

p = [U> S]P

perceba que a identificagdo s — st ¢é justamente o mapa em [2.1.19(i) e veja que esta é
uma aplicagao injetiva. Perceba assim que podemos descrever F1(U) como as fungoes
f U = U,ex Fo que sao localmente da forma s* i.e. Para cada ponto p € U, ha um

uma vizinhanga aberta V' 3 p e ha uma secao s € F(V') com

flv =s"
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Teoria das Categorias

Aqui vamos colocar sem deixar provas alguns resultados envolvendo teoria das categorias

que podem nao ter sido vistos em um primeiro curso de teoria das categorias.

Intuitivamente uma categoria abeliana é uma categoria parecida com a categoria

de A-moédulos. E um lugar excelente para se usar técnicas de algebra homologica.
Vamos apresentar algumas defini¢oes envolvendo a teoria de categorias abelianas.
Definigao 2.2.7 (Categoria Aditiva). Uma categoria C ¢ aditiva se

(i) Para cada objetos A, B € C o conjunto de morfismos Hom(A, B) ¢ um grupo abeli-

ano.
(11) Para cada objetos A, B,C' € C a composi¢ao
o : Hom(B, () x Hom(A, B) — Hom(A, C)
(fg)— foyg
é bilinear.
(11i) Produto finito existe.

Proposigao 2.2.8. Seja C uma categoria aditiva. Entao o coproduto finito existe e para

cada A, B € C vale o isomorfismo
AUB=AXxB
Demonstragao. [Jon22| na tag 0101. O

Defini¢ao 2.2.9 (Kernel). Seja C uma categoria aditiva. Seja f : A — B um morfismo
em C. O kernel de f (que é tnico a menos de isomorfismo) é um par (ker f, k) tal que

ker f € C é um objeto e k : ker f — A é um morfismo em C tal que a composicao

ker f A > B

satisfaz f ok =0 (lembre-se que Hom(ker f, B) ¢ um grupo abeliano e logo possui um 0)

e além disso, para cada objeto C' e para cada morfismo g : C' — A com f o g = 0 existe

83
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tnico ¢ : C' — ker f que comuta o diagrama:

Definigao 2.2.10 (Cokernel). Seja C uma categoria aditiva. Seja f : A — B um morfismo
em C. O cokernel de f é um par (coker f,c) em que coker f € C é um objeto e ¢: B —

coker f € um morfismo em C tal que a composigao

AL pB “— coker f

satisfaz co f = 0 e além disso, para cada objeto C' € C e para cada morfismo g : B — C

satisfazendo g o f = 0 existe tinico morfismo ¢ : coker f — C' que comuta o diagrama

AL, pB < coker f

I
x [

C

Definigao 2.2.11 ((Co)imagem). Seja C uma categoria aditiva. Seja f : A — B um
morfismo em C. Definimos a imagem como o kernel do mapa B — coker f. Definimos a

coimagem como o cokernel de ker f — A.

Observagao 2.2.12. Vamos denotar o kernel, o cokernel, a imagem e a coimagem de f

respectivamente por ker f, coker f, im f e coim f.

Observacao 2.2.13. Vamos dizer que uma categoria tem kernel ou cokernel se todo

morfismo tiver kernel ou cokernel.

Proposigao 2.2.14. Seja C uma categoria aditiva com kernel e cokernel. Seja f: A — B

um morfismo em C. Existe um morfismo coim f — im f que comuta o quadrado

A—L B

| I

coim f —— im f

Definigao 2.2.15 (Categoria abeliana). Seja C uma categoria. Dizemos que C é uma
categoria abeliana se ela for aditiva, tem kernel, tem cokernel e para cada morfismo f

em C o morfismo associado coim f — im f é um isomorfismo.

Observacgao 2.2.16. Intuitivamente dizer que para cada morfismo f em C o morfismo
associado coim f — im f é um isomorfismo é o mesmo que dizer que vale o teorema do

isomorfismo!
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Exemplo 2.2.17. Temos como exemplos classicos de categorias pré-aditivas as categorias
de grupos abelianos, A-mé6dulos, espagos vetoriais, grupos topologicos, espagos de Banach

com morfismos sendo transformacoes lineares limitadas...

Proposicao 2.2.18. Seja C uma categoria. A categoria de pré-feixes PSh(C) possui todos
os limites e colimites e eles sao calculados ponto a ponto i.e. se I é uma categoria pequena

de indices e
F: 1 — PSh(C)
1 — F;
¢ um funtor, para X € C um objeto o limite e o colimite em X sao justamente

el el

(1;_n>1 F) (X) = lim F(X)

el el

Demonstracao. |Jon22| na tag 00VB. O
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Compactificacio de Stone-Cech

Construgao 2.2.19 (Compactifica¢ao de Stone—éech). Seja X um espago topologico. A
compactificacao de Stone-Cech de X ¢ um espaco topologico compacto e Hausdorff X
com um mapa X — (X tal que se S é compacto e Hausdorff e f : X — S é uma funcao

continua, existe uma tunica func¢ao continua f que comuta o seguinte diagrama:

x—155g

jl\ ~
\ L31f
BX
Ou seja, X — (X é o funtor adjunto a esquerda do funtor esquecimento F' : CHaus —
Top.

Vamos construir S X explicitamente, mas antes vamos precisar de um lema.

Lema 2.2.20. Seja f : X — Y uma fungao continua com f(X) =Y e Y Hausdorff. Ha
uma cota superior para a cardinalidade de Y':

|Y| S 22‘X|
Demonstracao. Seja

D:{D§Y|D:intD}

onde intD é o interior de D. Temos que que se U C Y é um aberto, entdo U € D, de

fato, temos

para ver que U D intU note que se z € intU, entdo todas as suas vizinhanca intersectam

intU e logo em particular, intersectam U.

Para cada y € Y defina

L, {TCf(X)|3DeDcomT=f(X)NDeye D}
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Como f(X) é denso em Y temos que para cada D € D vale que DN f(X) é denso em D;
dessa forma se D, D" € D sao tais que DN f(X) = D' N f(X), entdo D = D'. Afirmamos
que se y,y' € Y sao tais que I, = I/, entdo y = ¢/, de fato, se y # ¢’ como Y é Hausdorff
existem abertos disjuntos U > y e V' 3 ¢y’ com UNV = & e mais que isso, na demonstracao

de [1.1.22] vimos que temos U NV = @, logo temos U N f(X) € I,, mas U N f(X) & I,

Temos assim que a cardinalidade de Y é menor que a cardinalidade dos conjuntos

da forma I, para algum y € Y que 92l  g2lX1 -

Agora vamos descrever SX. Seja X um espaco topologico. Vamos dizer que duas
fungoes continuas f: X - Y e f/: X =Y com Y, Y’ € CHause f(X) =Y, f(X)=Y'

sao equivalentes se existe um homeomorfismo h @'Y — Y’ com f = ho f. Seja I o

conjunto de classes de equivaléncia de fungoes por essa relacao. Sabemos que I é um
conjunto pelo lema [2.2.20]

Para cada classe i € I escolha um representante f; : X — Y; e considere a seguinte
funcao continua:
F: X —[[v
iel
x — (fi(@))ier

Defina X = F(X). Repare que []

de Tychonoff, logo X é um fechado de um espago compacto e Hausdorff, concluimos que

.1 Yi € Hausdorff e também é compacto pelo teorema

BX é compacto e Hausdorff.

Vamos mostrar que S.X satisfaz a propriedade universal descrita. Seja Y € CHaus

e seja f: X — Y. Podemos fatorar f em

note que f é um mapa com imagem densa em um espac¢o compacto e Hausdorff logo ele

possui uma classe em iy € I com f(X) =Y, e obtemos um diagrama comutativo

/\

S
X I =3y
L1

X — [, Y:

Obtendo um mapa ¢ : X — Y. A unicidade desse mapa vem do fato que X é denso em
£X, de fato chamando o mapa X — SX de b temos que f = gob e se houver outro mapa
g X =Y com f =g ob, entdao g coincide com ¢ em b(X) que é denso em X, disso e

do fato que Y é Hausdorff obtemos que g = ¢’ usando o seguinte lema.
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Lema 2.2.21 (Se fungdes continuas concordam num subconjunto denso, entao elas sdo
iguais.). Sejam p,q : X — Y um par de fungoes continuas. Seja Y Hausdorff. Suponha

que exista um subconjunto denso D C X tal que

para cada d € D. Entao p = q.

Demonstra¢ao. Tome x € X e suponha por absurdo que p(z) # ¢(z), como Y é Hausdorff,

existem abertos disjuntos U,V com p(z) € U e g(z) € V. Note que
zep H(U)Ng (V)

e p Y (U) N g 1(V) é aberto, como D é denso, existe d € D com d € p 1 (U)Ng (V) e
logo

p(d) =q(d) e UNV

mas U e V sao disjuntos! Absurdo. H

A compactificagao de Stone-Cech se comporta de forma diferente de outras com-
pactificagoes como vamos ver no préoximo exemplo.
Exemplo 2.2.22. Vamos verificar que N U {cc} néo é homeomorfo a SN. De fato, N é
contavel e SN é incontével, caso o contrario existe uma fungao sobrejetiva

f:N — N

como BN é extremamente desconexo por [1.1.24] podemos usar a proposigao [1.1.23| para
ver que existe h : BN — N com f o h = id.

Considere a inclusao ¢ : N — SN. Como a imagem de compacto é compacta,
entao h(SN) ¢ compacto e logo ¢é finito. Porém h(BN) = f~1(SN) = N que é infinito.

Absurdo! Concluimos que SN ¢é incontével e ndo é homeomorfo a N U {oo}.
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