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UMA PALAVRA PARA VOCE,
TERCEIRANISTA DE GINASIO. . .

Meu caro estudante:

Neste livro — terceiro da série do ensino moderno da
Matematica no Gindsio — vocé entrara em contacto com uma
porgdo de coisas novas.

Primeiro, com o conjunto dos niumeros reais que, com
relagdo as operagdes definidas, possui rica estrutura. Os cdlculos
com os nimeros reais propiciardo a vocé excelente dominio do
Cdlculo Algébrico.

A seguir, sera apresentado um tratamento elementar mo-
derno de novos entes: os polinémios. Serao efetuadas operagoes
e ressaltada mais uma importante estrutura com @&sses novos
entes.

Finalmente, vem o ‘‘bom-bocado” do livro: o estudo
da Geometria. Agora, ndo serd mais preciso que vocé
“‘decore” enfadonhos teoremas e mais teoremas, contra o que,
erradamente, alguns colegas mais adiantados costumavam
“‘preveni-lo”.

Na verdade, trata-se de uma das partes da Matematica
de valor e beleza reconhecidos desde antes de Cristo, pela
notdvel cultura grega da época. Por qué? Porque as figuras
geométricas — suas velhas conhecidas desde os primeiros anos
de escola — quando tratadas ‘‘racionalmente’, constituem
6timo estimulo para a dedu¢do de certas propriedades comuns
a elas e que jamais poderiam scr aceitas se apenas as obseruds-
semos. E, se deduzir é uma das principais qualidades de “‘ser
racional”, o estudo da Geometria o fard mais racional ainda!

Seja, pois, muito feliz nesta viagem ao maravilhoso ““pais
da Geometria’”, e até a quarta série!

OsvALDO SANGIORGI
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1l Parte: - nimeros racionais
- nimeros Irracionais
. =-numeros reais

1. Lembrando a representagdo decimal
dos mimeros racionais

Vocé ji sabe que um mesmo nimero pode ser reoresentado por di-
versos numerais. De certa forma, os numerais decimais sio os preferidos
para conduzirem cdlculos com alguma rapidez, principalmente quando
se empregam mdquinas.

Assim, por exemplo, entre os numerais que representam o nmero
meio destacamos:

1 % :
" (fragdo) e 0,5 (decimal)

Entre os numerais decimais usados para representar os nimeros ra-
cionais, foram encontrados dois tipos(*), conhecidos pelos nomes de:
decimal exata e decimal periédica

Exemplos:

1 11 12
- 0,5 g = 1,375 I 3,0 (o mesmo que 3)

sdo niimeros racionais representados por decimal exata
enquanto que:

1 154 3
< ok 0,333.... = I 3,4666.... 7 i 0,272727....
sdo nGmeros racionais representados por decimal periddica

(*) Ver Matemdtica, 1 — Curso Moderno, pig. 225.
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Reciprocamente: uma decimal exata ou decimal periddica Tepresenty
um nidmero racional. Exemplos:

; 25
0,25. representa o n(mero racional: i
3

3,856 representa o niimero racional: —oo- = — = = =%
3 4 "
0,444... representa o nGmero racional: o (que é a geratriz da dizima)

8,252525.... representa o n(imero racional: 8;; (... geratriz)

0,57333.... representa o n(mero racional: 57;0;)57 = ;—5—8 (... geratriz)
Entio: todo nimero racional % (onde [J e A podem ser substi.

tuidos por néimeros inteiros, com excecdo de 0 para A) tem
uma representagio decimal exata ou periédica, e qualquer
representagdo decimal exata ou periédica indica um nimero
racional.

LEMBRETE AMIGO

O conjunto Q, dos mimeros racionais, e o conjunto cujos
elementos sdo representados por numerais decimais (sob forma
exata ou periddica) sdo 0 MESMO.

EXERC{CIOS DE FIXACAO — Gruro 1

1. Usando numerais decimais, sob forma exata ou peri6dica, represente os seguintes
nhGimeros racionais, dados pela notagio —D:

3 8
2.)]’ 3.)'5

1 i 18
T 712 100 8.2) IZ 9.°) 74 10°) 1265

2 i X 11
6r) —

§ a
2. Usando o numeral-fragio 7 Tepresente os seguintes nimeros racionais, dados por

numerais decimais (sob forma exata ou peribdica):

1905 29 0777... 32 1,6 42 90323232 .. 5 80 65 3All...
70 6 82) 534222 . 95 1342 105) 1,00111
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2. NovipDADE: Niimeros irracionais

Atente para uma nova questdo: Existem nimercs que podem ser re-

presentados por numerais decimais sem ser sob a forma exata ou peri6dica ?
A resposta, por enquanto, serd dada através de exemplos.
Observe, com atengdo, o seguinte numeral decimal:

0,52522522252222

onde aparece sempre escrito um 2 “‘a mais” depois de escrito o 5.

Uma afirmagdo sdbre ésse numeral decimal j4 pode ser feita: éle
ndo representa nGmero racional, pois ndo estd sob forma periddica (ha
sempre um 2 “a mais”, depois de escrito o 5 e, portanto, ndo hd periodo),
nem sob forma exata (pois a representagdo ‘‘ndo tem fim"). Também:

1,01001000100001. .. . ...
0,123456789101112. ... ..
8,34334333433334 .. .. ..
0,10100100010000

e outros numerais decimais que vocé podera construir de forma anéloga,
acusam a existéncia de nmeros que ndo sdo racionais.

Tais nGmeros, representados por numerais decimais que ndo estdo
sob forma exata nem periddica, sdo denominados IRRACIONAIS.

Logo:

os nGmeros racionais sempre

podem ser representados por nume-

(g) rais decimais sob forma exata ou
a periédica

0s n(meros irracionais nunca

-9

EXERCICIOS EXPLORATORIOS — Gruro 2
1. Observe a representagdo decimdl do seguinte niimero irracional:
0,10100100010000 . . . ...
que ndo é exata nem periddica. Voct “‘descobre” facilmente a * ' que te

escrever essa representacdo: basta notar que se escreve um 0 “a mais"”, depois de
escrito o 1. Continue escrevendo. .




2. “Descubra” a regra segundo a qual vem sendo escrita a representagio decimal dos
seguintes ndmeros irracionais: ]

2.31311311131111
0,123456789101112 . .. (observe que a parte decimal faz parte do conjunto

dos ndmeros naturais )
5,01020304050607

3. Curiosipape! Vocé vai aprender uma maneira “‘me-
cdnica” de escrever quantos nGmeros irracionais
quiser, usando o numeral decimal proveniente da
seguinte construgdo:

Considere o mostrador de um “relégio especial”
dispondo de um s6 ponteiro tal que, imprimindo-lhe
um movimento num dado sentido (sempre com
“impulsos” diferentes), indicard, ao parar, um dos
nimeros que figura no mostrador.

Nestas condigdes, a parte decimal do nimero
que se pretende escrever serd obtida por intermédio
dos giros do ponteiro: a 1.* casa decimal (décimos) é
indicada na primeira parada, a 2.» casa (centésimos),

na segunda; a 3.* casa (milésimos), na terceira parada
O ¢ assim por diante.

- Se, por exemplo, a parte inteira fér 2 e supondo
— que:

. :
NN 3 ;
s ﬂ ' N\ na 1.» parada o ponteiro indique 4
na 2.* parada indique . 7
8 2 \\ na 3. parada indique 1]
i1 na 4. parada indique : o
7 3/
s 4 f entio a representagdo decimal que vem sendo obtida
/ serd:
N 2,4702

Como essa “‘operagdo” poderia prosseguir indefinidamente, tal representacio
decimal ndo é exata e, camo o movimento imprimido ao ponteiro € variado, também
ndo serd periédica, isto €, ndo haverd (proviavelmente .. .) repetigio de periodos sempre
iguais.

Obtenha agora, de cada um de seus colegas de classe, por intermédio do “relégio
especial”, um nimero irracional por aproximagio ...

3. Os nimeros irracionais conhecidos na Aritmética
e na Geometria; estrutura de ordem

Em tdda a Matemidtica que vocé vem estudando tem ocorrido o
emprégo de miimeros irracionais. Lembra-se da V2, cuja extragdo por
aproximagdo revelava uma notagdo decimal nem exata, nem periddica?

De fato: i

VZ = 14142135, ..o
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1620899862803482534211706798214808661328230664709384460955058223172535940812.......

—_—

e por mais que vocc.% aproximasse a extragdo ndo aparecia nenhum periodo
(no sentido conhecido), nem “tinha fim'". O mesmo acontecia com as
aproximagdes das extragdes de:

V3, V5, V6, V7, V8, V10, ....
E 6bvio que, sendo:

;p V4 =2 (porque 2 X2 = 4)
vt9=3 (porque 3 X 3 =9)
ou V8=2 (porque 2X2X2=28)

estamos diante de niimeros racionais, pois estdo sendo representados por
numerais decimais sob forma exata (respectivamente: 2,0; 3,0 e 2,0).

O famoso “pi”, mais conhecido pelo numeral », empregado na medida
da circunferéncia desde a 1.* Série Ginasial, é um “antigo’ ndmero irra-
cional, porque a sua representagdo decimal ndo é exata, nem periédica:

r = 3,141592.
Hoje, com auxilio dos computadores eletrdnicos, conhecem-se mais

de 100 000 casas decimais de =, que ndo se repetem em periodos iguais,
nem ‘“‘tem fim"!

OBSERVACAO IMPORTANTE

Quando, nos célculos, se tomam para o
nGmero irracional V2 as decimais exatas: 1,4
ou 1,41 (que sio mimervs racionaisl), é porque
se estd “forgando” uma aproximagdo a fim de
aproveitar-se o resultado da operagio. Com efeito:

\';i # 1,4 porque 1,4 X 1,4 = 1,96 »2
V2 # 1,41 porque 1,41 X 1,41 = 1,9881 = 2

O mesmo ocorre com o ndmero irracional »

quando se tomam nos célculos as aproximagbes
decimais exatas:

- 3,14 ou 3,1416

T,

que sdo niimeros racionais.
Também sdo niimeros irracionais os resultados das operagdes:

3IX VZe3X 141421 ...
Y3+ V3 =1,7321 .+ 1,7321
5Xx =5X3,141592
e de outras anélogas, por serem numerais decimais sob forma ndo-exata ou periddica.

Quantos nimeros irracionais existem?
Vocé ja deve ter concluido que o conjunto dos niimeros irracionais & infinito.




he 2 e

O estabelecimento da- ordem com os n(meros irracionais, por meio
de seus numerais decimais, decorre naturalmente do conhecimento que
voc j4 tem do emprégo das relagdes:

> (maior), < (menor), = (igual) e » (diferente)

nas representagdes decimais, em geral. Assim, por exemplo:

1,010010001..... < 2,010010001.....
L33 e > 1,41421. ..
Também é facil deduzir que as duplas desigualdades:
114<V2<15 2,6 < V7 <27
141 < V2 < 1,42 2,64 < V7 < 2,65

1,414 < V2 < 1,415 2,645 < V7 < 2,646

que relacionam nGmeros racionais com niimeros irracionais sdo verdadeiras,

LEMBRETE AMIGO

Os nameros irracionais, ao contrério dos n(meros racionais,
ndo podem ser escritos sob a forma: %

O nome firracional ndo significa que se trata de um namero
‘‘que ndo pensa’’, mas tdo-sdmente que ndo pode ser pdsto sob a
forma de razdo.

EXERCICIOS DE APLICACAO — Gauro 3

1. D¢ alguns exemplos de nimeros irracionais, mediantg¢ numerais decimais. Basta
escrever representagdes decimais que ndo sejam exatas ou peribdicas, tais como:

4,363663666 . . .. 28,31311311131111
0,020020002. . .. 0,12131415161718192021

2. E racional ou irracional o nimero representado pelo seguinte numeral decimal:
0,282828. . ....7

E racional, pois se trata de uma representagdo decimal periddica.

3. Empregando numeral decimal, represente os seguintes nimeros irracionais, escre
vendo pelo menos duas casas decimais:

V2, V3, Ve, V20, V143, V1007

10




De alguns déles j4 se conhecem as duas prinieim casas decimais. Dos outros extrai-se,
com aproximagio centesimal, a raiz quadrada. Logo:

V=141 ... V6 =244 .. V143 = 11,95.
Y3i=173..... VY20=447... VY1007 = 31,6

. (Nio se surpreenda ..) D& um exemplo de dois nimeros irracionais cuja soma &

um namero racional. Temos:
0,10100100010000 . (ne irracional)

0,01011011101111 . (n. irracional)
[RRRRRRRRAREE | B (n.® racional)

+

. O nGmero 3 + V2 & racional ou irracional ?

E irracional, pois: 3 = 3,00000
i V2 = 1,41421
34+ V2 = 4,41421.

. x = 31416 € uma sentenca verdadeira ou falsa?

E falsa, pois » € um nGmero irracional e 3,1416 ¢ racional,

EXERCICIOS DE FIXACAO — Gruro 4

. Escreva V ao lado das sentengas verdadeiras e F ao lado das falsas (Q representa o

conjunto dos niimeros racionais).

18) 29339, - 0 62) V2 é um nimero irracional
2123333 .. ¢0Q 72) Y2 & um nimero racional

38 2,313113111 ... 4 Q 84) 0,32 é um ndmero irracional

42 2313113111....€Q 9x) 0,3211111111. .. é um nimero racional
54 V5€Q 104) 10,0 é um nimero irracional

. Empregando numeral decimal, represente os seguintes nimeros irracionais, escre-

vendo pelo menos duas casas decimais:

V5, VB8, V11, V29, V212, V2000

. A férmula que di o comprimento de uma circunferéncia de raio r &

Cm2XeXr
Se r f6r um n.° inteiro, C representard um nlimero racional ou irracional? Por qué?

. Justifique, com exemplos, as seguintes afirmagdes:

1.*) o ddbro de um nimero irracional é um ndmero irracional;
2.*) a térga parte de um ndmero irracional € um nimero irracional;

3.*) se a soma de dois ndmeros é um ndmero racional e um ddles ¢ irracional, entio
o segundo nimero é irracional,

. D@ exemplo de dois niimeros irracionais:

1.°) cuja soma seja um nidmero racional;
2.°) cuja diferenca seja um nimero racional.

11



6. Adicione o ndmero irracional: 0,101001000 .. ao ndmero racional: 0,333333333, .,
Ao resultado adicione o nimero racional: 0,12121212

O resultado obtido é um némero racional ou irracional? Por qué?
71906+ Y)EQEVou F1 29 %v?coevOu F?
D@2+ V2)dQ éVouF? 49 (V2 4+ V3)dQéVouF?

8. Coloque no lugar de ? o simbolo da relagdo de igualdade ou das relagdes de desigual-
dade, a fim de tornar verdadeira cada uma das seguintes sentengas:

1) 1415 ...7 1,414 ... 21) 3,1234567. .7 8,1234567.. ..
32) 1,101001000 .7 1,1001000...  42) 0,020020002...7 0,020020002. ..
9. Idem: 1% V5 2 V3 2% V27 V3 3% 3V2 72V2
A \‘— V'_ 0 .l_fﬁ l 0 l E) i 3
40 V7 2 47 s.)33?2ﬁ 6,)3\(2?2\3

10. Idem, nas seguintes duplas-desigualdades:

17 12931718 3 ?7x74
L73 NI 174 31 7x 732
1732 ¥3'21793 314 = 23,15

4, Numeros reais

Até agora vocé conheceu dois importantes conjuntos de nameros:
o conjunto dos miimeros racionais e o conjunto dos nimeros irracionais.
A reunido désses dois conjuntos constitui o conjunto dos NOMEROS REAIS.
Logo:

[n.°* reais] = [n.°s racionais} \U [n.°* irracionais]

e vocé ird entender por miimero real qualquer nimero racional ou irra-
cional.

Exemplos de nlimeros reais:

2 (por ser racional) V2 (por ser irracional)
2,010010001. ... (por ser irracional) 0,333333.... (por ser racional)

% (por ser racional) V4 (por ser irracional)
’
— 1 .
x (por ser irracional) 3 0y (por ser racional)

12




LEMBRETE AMIGO

Todo nimero que vocé estudou e com que trabalhou até
agora ¢ um n(mero real.

numeros
reals

OBSERVACAO IMPORTANTE

Até aqui foram apresentados os nameros reais absolutos. A consideragio
de nimeros racionais ¢ de nimeros irracionais cujos numerais (decimais ou nio)
se apresentarem com o sinal qualificativo * (positivo) ou ~ (negativo) enseja o
aparecimento do conjunto dos niimeros reais relativos, cujas propriedades estru-
turais serdo estudadas posteriormente.

Assim, os nimeros racionais relativos e os nimeros irracionais relativos sio
chamados de ndameros reais relativos ou, mais simplesmente, de nimeros reais.
O Conjunto dos niumeros reais (entendendo-se, agora, nimeros reais relativos)
serd indicado por: R

Entio: 3,2ER *0,010010001 ER 0E R (nido se escreve
- -2 0 ou “0)

*VS5ER ?C R “12ER

4120€ R ~2,456666 .. .€R TR

Agora podem ser simplificadas as notagdes que indicavam o conjunto quando
inclufa nGmeros relativos, dispensando-se o r na representagio. Para o conjunto
dos nGmeros inteiros rclativos usaremos, de agora em diante, a notagio de
Bourbaki: Z. Assim, temos:

Z: conjunto dos nGmeros inteiros (subentende-se relativos)
Q: conjunto dos ndmeros racionais (subentende-se relativos)
R: conjunto dos nimeros reais (subentende-se relativos)

onde ZCQCR

Nota: O conjunto R* (l¢-se: “R estréla’) representa o conjunte R pri-
vado do 0, isto é:
R*= R-[0)
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4.

9 = 292 39 = 49) -1,888... 52

—r —————————

EXERCICIOS DE APLICACAO — Gruro §

. Dado o conjunto: {0,3; v2; -1,222 _.; 8; “O,T\TTVTTTL. . .; —I—}cujoulcmto.

5
sdio nlimeros reais, destaque o subconjunto de himeros racionais e o subconjunto
de nlmeros irracionais.

Temos: subconjunto de nimeros racionais: {0,3; =1,222...; B; -;}

subconjunto de ndmeros irracionais: (V2; -0,717717771 .. ]

. Idem, com o conjunto: {_%; 0,99; D}

Temos: subconjunto de nimeros racionais: {-}f" 0,99; 0}

subconjunto de nimeros irracionais: & (vazio)

. No conjunto de nameros reais: [6,12; =3; =4,515151 .; 1, ~x] destaque o sub-

conjunto de nimeros positivos € o subconjunto de nimeros negativos.
Temos: subconjunto de nimeros positivos: [6,12; 1]

subconjunto de ndmeros negativos: [~3; ~4,515151 ., -7

Diga quais, dos seguintes numerais, ndo representam nimeros reais:

2 0 5

3 5 0

o|lw o|w

i }
Nio representam nimeros reais os numerais: 0 €

EXERCICIOS DE FIXACAO — Grupo 6

Dado o conjunto: {4; -3V -%-, 01111 .. ; -6,212112111 .. ; o} destaque 0
subconjunto de niimeros racionais e o subconjunto de nimeros irracionais.

Idem, com o conjunto: [V2, V3, V5, V7, V5]

. Idem, com o conjunto: (1, =1, 2, =2, 0,010010001. . ..}

. No conjunto de nimeros reais: [2,8111 . .; — Y11; 0; 13,0) destaque o subconjunto

de nimeros positivos e o subconjunto de nimeros negativos.
~

. Diga quais, dos seguintes numerais, nio representam nimeros reais:

15) 0,00001 2. % 39 -V5 49 2X%Xrx 59 -0’-

14
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6. Escreva V ao lado das sentencas verdadeiras e F ao lado das falsas:

14) '%cn 7% VB ¢R

29 5 dR 8% -VBER

38 07¢ Q 9.1 -1,121121112. . ..€ Q
40 07€Q 104 =1,12112112. .. €Q
51 0ER* 112) 19%6ER -

62 0d R* 12%) 1966d R

PRATICAS MODERNAS — Gruro 7

. (Exercicio-modélo). Determine o conjunto-reunido e o conjunto-intersecgdo dos se-

guintes conjuntos:

A= {4.2; -3222...; V5, 1%} B =[V3 V5 -3212112111. _; 0]

Temos: AUB = {4.2'. -3222...; VS; l%; Y3; =3212112111 ,;0}

ANB = [V5]

. Idem, com os conjuntos: A = [V2, V3, V5] B =(V5 V2, V3]
. Idem, com os conjuntos: A = {1; =3; V2, 0,666 ] B =[2 3; V5]

. Dados os conjuntos:

P {-o,sss...; %; V3, .} B'e {% V3: 1,010010001 . }
Cm {—o,sss Lo _%} D= {'-; .} CE=[0555 .)
calcule:

1) AUB ) ANB 3°) AVUC 4.°) ANC 5.°) BUA

6.°) BNA 7.2) BNC 8.©) BND 9°) BUE 10r) BNE

. Usando os conjuntos A, B, C, D ¢ E do exercicio 4, calcule:

1) (AUB)UC 2°) (AUB)ND 3 (ANB) N (CND)

. (Exercicio-modélo). Determine a relacdo de inclusio existente entre os seguintes

conjuntos:
A=(V5 » B=[1,212112111....; Y5 8 x)
Como todos os elementos do conjunto A fazem parte do conjunto B, segue-se que o
conjunto A estd contido no conjunto B e, portanto:
ACB

7- Idem, com os conjuntos: A = {‘3.414141 g V3 -%; ‘\f_"!} B=[V7 V3]

15
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J 8. Escreva V ao lado das sentengas verdadeiras e F ao lado das falsas:

1) 3 VI
20 3; V2
. 3 3; V2
j 4,0 V2

9, Diga quais das seguintes sentengas sio verdadeiras, lembrando que

N: conjunto dos niimeros naturais

Z: conjunto dos ndmeros inteiros (subentende-se relativos)
Q: conjunto dos nimeros racionais (subentende-se relativos)
R: conjunto dos nGmeros reais (subentende-se relativos):

INZDQ 54,) QCR
49 ZCQ 6 QDR

1») NCR
2" NDR

0,555
0,555
0,555
0,555

1D 1B V21
J CB; Vi)
] =3 V2]
J =03 V2] » ]

10. E verdadeira a sentenga:

Por qué?

5. Reta real

NCZCQCR?

O conjunto R ¢é representado geometricamente numa reta numerada
sbbre a qual ¢ fixada uma origem 0 e escolhida uma unidade de medida
(0 em por exemplo). Isto porque:

'4
€

a cada nimero real corresponde um tinico ponto da reta ®x

™ cada ponto da reta é o correspondente de um tinico mimero real ¢/

Em outras palavras: existe uma correspondéncia biunivoca (ou um
a um) entre os niimeros reais e os pontos da reta.

AN

reta real

16



A ordem entre os nimeros reais reflete-se na ordem entre os pontos
correspondentes da reta. Assim, se um nimero real & menor do que um

outro, entio o ponto correspondente ao primeiro niimero esti a esquerda

. do ponto correspondente ao segundo. Exemplo:
a 1,4 < V2 entdo o ponto correspondente a 1,4 estd & esquerda
do ponto correspondente a V2

2

_3 r 1 3
=2 2\ - 2 0 2 1 V22

H— T T e | f T

14 -2 1 14
3 3
s “066.. o11.. 15

OBSERVAGCAO IMPORTANTE

(que é a média aritmética entre a e b).

+
2
entre 3 e 3,5 existe o nGmero real:

éles 0 namero real:
3435
2 3 + 3,25

e 3,5); a seguir, entre 3 e 3,25 existe o nimero real: 3

O conjunto R é denso, isto é, escolhidos dois nimeros reais quaisquer, existe
sempre um namero real entre &les. Se a e b estiverem representando dois nimeros

reais quaisquer, sendo. a < b, entdo existe sempre entre éles o nimero real

Assim, por exemplo, considerados os nimeros reais: 3 e 4, existe entre
= 3,5 (que é a média aritmética entre 3 e 4); depois,
= 3,25 (média aritmética entre 3
= 3,125 (média

aritmética entre 3 e 3,25), e assim, sucessivamente, serio encontrados sempre
novos ndmeros entre 3 e a Gltima das médias aritméticas obtidas.

A melhor maneira de “ver'" que R & denso é por meio da reta real:

a+b
2




EXERCICIOS EXPLORATORIOS — Grupo 8

Voct j4 deve ter ouvido falar no famoso Teorema de Pildgoras. Além de famoso
dle ¢ de muita utilidade, razio por que vai ser “explorado’ agora.

Congiderc o tridngulo retdngulo, cujos catetos medem, por exemplo: 3cm e 4cm,
| |
-

4[ a

—_— e

Vocé serd capaz de dizer quanto mede a hipotenusa désse tridngulo?
Bem, medindo com a régua vocé encontrard 5cm. Experimente.

E se voct ndo dispusesse de régua, poderia conhecer a medida da hipotenusa?
Sim, e & o Teorema de Pitégoras que responde: a soma dos quadrados dos catetos ¢ igual
ao quadrado da hipotenusa. Que quer dizer isso?

Basta quadrar as medidas dos catetos: 37 e 47 (sem escrever as unidades), somé-las:
32 + 42 = 9 4 16 = 25, ¢ o resultado obtido (25) representa o quadrado da medida da
hipotenusa. Portanto, a hipotenusa mede: 5cm (lembre-se que 5 é a raiz quadrada de
25, isto é: V25 = 5),

Agora voct j4 pode dizer quanto mede a hipotenusa de um tridngulo cujos catetos
medem, respectivamente: 6cm e 8cm. Acompanhe:

62 482 =36 + 64 = 100

Como: Y100 = 10 temos: a hipotenusa mede 10cm.

E se os catetos do tridngulo retdngulo medirem lcm cada um, qual serd a medida
da hipotenusa? Vale ainda o Teorema de Pitégoras:

T \ P412=141=2

1! \ & e, portanto, a hipotenusa medird: Y2, que é um
[ niimero irracional.

-1—'] -

E se os catetos meairem: lcm e 2cm, respectivamente ? 2 4
A medida da hipotenusa serd obtida ainda pelo Teorema de
Pitégoras:
P42l +4=5
L
e, portanto, a hipotenusa medird: V5, que é também niimero
irracional, -]—

18




Com a correspondéncia estudada entre o conjunto R e os pontos da reta, a cada
niimero irracional corresponde um ponto da reta. Como vocé determinaria, por exemplo,
o ponto correspondente ao nimero irracional Y27

Guarde bem a seguinte construgio geométrica: com o centro do compasso na origem
0 e a abertura na extremidade da hipotenusa do tridngulo retdngulo cujos catetos medem

1 (ou seja, lcm), determina-se o ponto de intersecgdo do arco de circunferdncia tragado
com a reta. O ponto encontrado é o ponto correspondente a V2.

.

N

\

\!

| i
=1

-

Vi 2
TESTE DE ATENCAO — Grupo 9

1. Represente na reta real (sendo de 2cm a unidade escolhida, a partir de uma origem
0 fixada) os pontos correspondentes aos seguintes n(imeros redis:

1.2) -0,333 30) =V2

22
2°) T 49 1,4

Sabendo que no tridngulo_retdngulo, cujos catetos medem (tomando como unidade
0 cm), respectivamente: V2 e V1

1 (o mesmo que 1), a hipotenusa mede V3 (lembre-se
do Teorema de Pitégoras), construa o ponto correspondente ao niimero irracional = V3

Observe como foi construido o ponto correspondentea V3

+
1 v
' 1 v
AW ~ N
[ N \ = \\\
& P = =
P \
4
&/ \ & \
: v \
4 ‘
{ \
i . —a S——
v 0 1

19
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3. Observando a construgio da V5, determine na reta real o’ ponto correspondente ao
niimero irracional = V5.

\ v

4. Se a, be ¢ sio nimeros reais ¢ A, B e C os respectivos pontos correspondentes na
reta real, e s¢ a < ¢ < b, qual das duas sentengas é verdadeira:

1*) o ponto B estd a4 esquerda do ponto A
2%) o ponto B esti i direita do ponto A?

Ainda Pitdgoras. ..

Quanto mede (em cm) a hipotenusa dos seguintes tridngulos
retdngulos?




2' Parte: - operagoes com ndmeros reals
rrotprlodldn esfruturais do con-
unto R .

6. Operagdes no conjunto R

Opera¢des fundamentais. No conjunto R sdo sempre possiveis
as operagoes:

adicdo, subtracdo, multiplicacdo, divisdo (com o divisor # 0)
Portanto, R é fechado para essas operagdes, cujas técnicas de calculo

para os nameros racionais vocé ja conhece. Algumas técnicas para operar
com os n(meros irracionais serio conhecidas por meio de exemplos.

7. NovipaDE: Corpo dos nimeros reais

As propriedades estruturais das quatro operagdes conhecidas em R
permitem ‘‘reduzi-las” a duas fundamentais:

adicdo e multiplicacdo
De fato, quaisquer que sejam os nimeros reais(*) a e b, existe sempre

uma tinica SOMA: a + b
um tinico PRODUTO: a . b

com as seguintes propriedades:

ADICAO
(A) ASSOCIATIVA: para quaisquer nameros reais a, b e
@+b+c=a+ 0@+

(*) Subentendem-se sempre nimeros reais relativos.

21
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(N) ELEMENTO NEUTRO: existe o nGmero real 0, tal que:
a + 0 = a para qualquer n(mero real a

(I) ELemMeNTO INVERsO (aditivo): para qualquer nGimero real a, existe
um (nico nGmero real (-a), denominado oposto
de a, tal que:

a+(-a)=0
(C) CoMUTATIVA: para quaisquer nimeros reais a e b:
a+b=b+a
Nota: Estas propriedades (ANIC) dio ao conjunto R, com relagio a operagio
adi¢do, uma estrutura de Grupo Comutativo.

MULTIPLICACAO
(A) ASSOCIATIVA: para quaisquer nimeros reais a, b e c:
(@a.b).c=a.(.o
(N) ELEMENTO NEUTRO: existe o nGimero real 1, tal que:

a. 1l = a para qualquer nimero real a

(I) ELeMENTO INVERSO (multiplicativo): para qualquer n(imero real
; 5 g 2 1
a, se a # 0, existe um (nico nimero real =

denominado inverso de a, tal que:

a- —l- =1
a
(C) CoMuTATIVA: para quaisquer nimeros reais a e b:
a.b=b.4a

Nora: Estas propriedades (ANIC) ddo ao conjunto R* (que é o conjunto R pri-
“‘t’io do 0), com relagdo & operagdo multiplicacdo, uma estrutura de Grupo Comu-
tativo,

Relacionando a multiplicagido com a adi¢ao, em R, vale ainda a
seguinte propriedade:

(D) DISTRIBUTIVA: para quaisquer nGmeros reais a, b e c:
a. b+c)=a.b+a.c

22



Estas nove propriedades (ANIC para a adigdo; ANIC para a multi-
plicagdo e D da multiplicagdo em relagdo 4 adigdo) dio ao conjunto R,
com relagio as operagdes adi¢do e multiplicagdo, uma estrutura de
“corpo’’, que & das mais importantes em Matematica.

E facil, agora, concluir que no corpo dos nimeros reais R:

" 1.) a subtracdo de a e b & entendida como a adigdo de a com o oposto de
b (que sempre existel), ou seja:

a-b=a+ (-b)

2.°) a divisdo de a por b # 0 é entendida como a multiplicagio de a pelo
" inverso de b (que, por ser = 0, sempre existel), isto é:

4:|:b=a-i

b

Além disso, no corpo dos nimeros reais vale a propriedade de anula-
mento do produto, isto é:

se a.b=0 entio a=0 ou b=0

A ordem em R é definida da seguinte maneira:

a & maior do que b se, e sdmente se, existir um ndmero real positivo c,
tal que: a =b +c.

Logo: a>be&a=b+c (c>0

Se a > b, diz-se entdo que b < a.




EXERCICIOS DE APLICACAO — Gruro 10

.Efetue as seguintes operagdes no conjunto dos nimeros reais (R):
‘Adiclonar

14) 3,2 (n.* rac.) com =4 (n.” rac.).
Temos: 3,2 4+ =4 = ~0,8 (n."rac.)

2+) 0,010010001 .. (n.° irrac.) com 2,212212221 .. (n.® irrac.).
Temos: 0,010010001 . . + 2,212212221 .. = 2,222222222 ... (n.* rac.).

i1s) V2 (n.® irrac) com 5 (n.* rac.).
Temos: V2 + 5 (n.* irrac)

Nor.\_: O resultado (soma) é o nimero real (irrac.) indicado por: R

4 -«;'- (ne° rac) com V5 (ne irrac).

Temos: % + Vs (n.* irrac.)

ObservAGAO: A sublracdo entre dois nimeros & entendida como a adigdo do primeiro
niimero com o oposto do segundo.

Assim, por exemplo, a subtragio entre Ve ——i- € conduzida da seguinte maneira:
e - yy— + —
ST (3) —\/5+(-2) -'\'/5+-% (n. irrac.)
3 3 3
Multiplicar

1.*) 0,555.... (n° rac) por _% (n.° rac.).

-9 _
5
25) V5 (ne irrac) por 100 (n.° rac.).
Temos: V5 X 100 = 100 . V5 (n.e irrac.)

Temos: 0,555 . X s -—2- = =] (n.° rac.)

o|wn

Osservacio: Se fosse para dividir V5 por 100, bastaria multiplicar V5 pelo inverso
de 100, isto &
1

- — V5 .
V5:100 = V5 X 5 ™ it (n.° irrac)

32) V2 (ne irrac) por V3 (no irrac).
Temos: Y2 X V3 (n. irrac)

Nota: O resultado (produto) é o n.* real (irrac.): Y2 X V3; com o conhecimento
de novas técnicas ésse resultado pode ser reduzido a um numeral mais simples.
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EXERCICIOS DE FIXACAO — Grupo 11

Efetue em R as seguintes operacdes:

Adiclonar Multiplicar
=L 2 .
1.2) 0,333 LS 9.4) 3 Pr 3
2+) 2,22222. ... com 0,010010001. ... 104) 0,111 .. por ~0,I11 .. (... em-
3.4) v3 com V2 pregue as geratrizes. )
4%) —V3 com V2 112) 2,3444 ., por V2
52 ~V3 com V2 124) ¥'5 por %
Subtralr Dividir
1
62) 5 de 0,333.... 13.4) 2,1234567891011 .. por |
7% -V de V3 142) V5 por ~V5
82) 0,010010001 .. de 2,222222222. 15%) Y2 por 0,001

POTENCIACAO E RADICIACAO NO CONJUNTO R

8. Ampliagies da idéia de potenciagdo;
prdtica com expoente negativo
No conjunto Q dos nimeros racionais (lembre-se de que éstio suben-
tendidos os nimeros relativos) foi definida a poténcia tendo por base um

namero racional relativo e por expoente um ndmero inteiro negativo. Assim,
por exemplo:

De um modo geral: (sendo a # 0 e n natural)

O expoente negativo enseja novas técnicas para o desenvolvimento
do célculo. De fato:
|

1 2
-1 = -1 = _= —
se 3 3 entio 2 X3 X 3 3

Logo: % =2 X 3-1 e, portanto: % =a.bl| (b =0

25



1 5
entdo 5}(3"-5)(3—5’57

a il
grma.b ‘(b;to)

9. Nova ampliagdo: poténcias indicadas de base real e expoente
racional

e, portanto:

Que sdo:
Ly T\ L
2‘. (-5_)1' (‘J_:})2 ?

Sido exemplos de poténcias indicadas que possuem por base um nimero
real (2. % e ﬁ) e por expoente um nOmero racional relativo

(%— --;— e 2). E mais uma ampliacdo justificada pela seguinte afir-

magdo: no conjunto R é sempre possivel, para cada mimero racional rela-
tivo r, construir um tnico nimero real a*, onde a base a é um ntimero real
ndo-negativo(*).

O ntmero real a" ¢ denominado poténcia r-ésima de a e sdo verifi-

cadas as seguintes propriedades, extensdes das que j4 foram estabelecidas
no caso de expoente inteiro:

Pl: a'vd' =gt

P d':d" =a-' (a90)
P3: @a.by =a .V

F4: (@)t =art

LEMBRETE AMIGO

O=l(@%0) al=a
1 - 0" =0 (r=0)

() r>0 s a=0,

4
i

i



EXERC{CIOS DE APLICAGAO — Gauro 12

1. Aplicando P1, P2, P3 e P4, efetue:

3 1
Pl: 1°) 24 X253 =2 3.°) b8 X b2 m b5+ m b3

20) VIXV3=(VI)X (V)= 49) (%)-I o (%)' . (%).m -

= (¥3)?
JORE

3
T‘i’

sls

1
I

1 1 3
P2: 19) x” :x' = xP ¥ (x 5 0) N NT =) T T
2\? 2\ ) 5 s '
= (T) : (7) = 49 (V)2 Via(VY-i = VI
2\2-C1 2\ 2
SR ),
P3:19) (2 X 3)4 =24 X3¢ 39 3X V5)2 =32 x (V3)2
2°) (@ Xb)?P =a” Xb - 4.2 (-;— X l'n)-l - (—;—)_l X m™!
.1 — = o i b ey et 1\2x"1 1\2
Y [ M KT R
2.°) (57) =53 =572 4°) (@) 'ma' =qa (am0)
2. Combinando as propriedades };I, P2, P3 e P4, efetue:
19) (52 X Y2)3 = 58 X (V2)? 35) (2a%)% = 24.qa'7 bt
=1 -1 - -
29 [(HY T = (9T = . 49 [2)((2)-1 x (%)'] K

A B
-2 u(12 =3

*x(3)"2nx gy -

-l X — =] X2 =20

Rl=|=-

3. Efetue:
axXaXxXa

Temos: a X a X a = (a X a) X a (prop. associativa da multiplicagiio)
= a? X a (prop. Pl)
= a? (prop. Pl)
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EXERCICIOS DE FIXAGAO — Grupo 13

1. Usando expoente negativo para exprimir o produto, torne verdadeira cada uma das
seguintes sentengas:

2 2 3 3

19 3 (?-2xs '—moduo) 29 5 =

3% 9=, ... (9 =9XI""--modtlo) 44 7T =

2 m

539—,- 6.);-' o (n»0)
2. Vice-versa:

1INV, .. OXE = 2f) 5 %3t -

3
--;‘——modélo)
AN 2 AT s 4) a . b"'= ., (b0
5 BXIT! = . 68 p.q 2= .. (g0)

3. Aplicando as propriedades P1, P2, P3 ¢ P4, efetue:
1

1%) 37 x 3¢ 1L (3%)3

2 (5) "% (5) us ()]

35 (Y5)2 x (V5)? 132 (VY 2)2)2

42) a™ X a? (a#0) 14.4) (S‘ X %)—'

54) b b1 (b #0) 155 (b2~ (b #0)

o (3) ()" 69 [(3) ']

1) l% - 1-175 17.0) (3x?y)?

82) (3 X 5)* 18.4) (%ab"c?)’

o (2x 1) o [(3) "% T

10.4) (m X n)* 20 @2 Xa )3 :at (a#0)

4. Efetue, usando a propriedade associativa da multiplicagio ¢ a Pl:

18) a. X aX a X a 2°)a? X a X a X a

5. Com a técnica que vocé ja deve ter descoberto ., efetue:
l)axXaXaXaXaXaxXaxXaXaXaxXa
2°) al? X a®® X ad?
39) b8 X bre x h2s
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10. Radiciagdo no conjunto R

Que ¢é a raiz quadrada de um nimero no conjunto R? A resposta
é encontrada resolvendo-se a seguinte equagio:

\ x2=9 |
no Conjunto-Universo R.

Ficil é concluir que o Conjunto-Verdade dessa equagdo é constituidp
dos elementos: *3 e —3, pois:

(B)=9 & E3F=9

Logo: V = [*3, ~3} e as solugdes sdo *3 e 3.

O importante nessa resposta é vocé observar que basta conhecer o
niimero positivo *3, que satisfaz a equagdo: x* = 9, para ficar conhecendo
imediatamente o Conjunto-Verdade, cujos elementos serio o nimero
positivo *3 e o seu oposto -3.

A existéncia de um tnico nimero positivo, cujo quadrado é 9, permite
que se continue chamando-o, em R, de raiz quadrada de nove, como ja
se fazia desde a 1.* Série Ginasial. Portanto, por definigdo(*):

V9 = 3 (0 mesmo que o niimero positivo +3)
O niimero negativo, cujo quadrado & 9, é representado pelos numerais:
-3 ou -V9
Da mesma forma, o Conjunto-Verdade da equagdo:

x?=30, U=R

& V=[*V30,-V30] e, portanto, as solugdes da equagdo sio: * V30, - V30,
enquanto que a raiz quadrada de 30 é sdmente o niimero positivo +V30.
OBSERVAGAO: E comum escreverem-se as solugdes da equaciio:
x1 =9
na forma “abreviada”: + V9 = + 3, querendo-se com isso indicar as solugdes *3 e ~3.
Mas guarde bem: a Y9 é sdmente o nimero positivo *3, a fim de se evitar, entre outros

(*) Considerar a raiz quadrada de um n.* positivo apenas como um n.° positivo,
86 trard vantagens em todos os estudos da Matemitica.
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fatos, a ambigllidade que surgiria caso se considerasse também —3 como V9, pois se

Vo9 =+3 e YO = -3, entdio *3 = -3, 0 que & falsol Logo:
1) *3 e =3 sdo nGmeros cujo quadrado & 9;
2) sdmente o nGmero positivo *3 é a raiz quadrada de 9, isto & Y9 = *3:

3) sdo verdadeiras as sentencgas:
Vo9 =+3, Y9 =3¢ + V9 = 43
‘e falsa: V9 = =3,

Que & a raiz cubica de um nimero do conjunto R?
A resposta estd na resolugdo de uma equagdo do tipo:

x3 = 8,

onde o tinico niGmero real do Conjunto-Universo R que a satisfaz é i,
pois:
22 =8

Logo: V ={2] = sc‘:lugio: 2

Nota: Observe que agora o nGmero negativo: ~2, ndo ¢ solugdo da equagdo: x? = 8,
porque (~2)? = —8 = 8 e, sim, solugio da equagio: x? = ~8.

De forma andloga poderiam ser formuladas perguntas relativas a
raiz quarta, raiz quinta, raiz sexta, ....... , raiz n-ésima de um n(imero
no conjunto R.

Que é a raiz n-ésima de um namero real positivo no conjunto R?
Seja a equagdo:

n € nOimero inteiro positivo

x" = b | onde b é namero real positivo

x & varidvel no conjunto R

entdo:

se n & par, existem dois mimeros reais: *¥' b e =V b, opostos um do outro,
denominados raiz n-ésima de b, que sdo solugdes da equagdo proposta;

se n & fmpar, existe um tinico nGmero real positivo: *¥/ b, denominado
raiz n-ésima de b, que é solugdo da equagdo proposta.

Nota: O Conjunto-Verdade da equagio: x? = 0, é V = [0] e, portanto, a solugdo
é 0.
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EXERCICIOS DE APLICACAO — Grupo 14

Resolva as seguintés equagdes no Conjunto R:

1. x? = 16 |

Temos: o expoente & par (2), portanto existem dois ndmeros reais:

Vi=4 e -Vi6=-4
que sdo solugdes da equagdo. Logo:

V= [4| “‘I
20 | y? = 64

Temos: o expoente é fmpar (3), portanto existe um tnico niimero real:
V64 =4 (porque 47 = 64)
que € solugdo da equagdo. Logo:
V= (4]

35) z4 = 21

Temos: o expoente é par (4), portanto existem dois nimeros reais:
+v21 e ~=V21 (as extragdes nio sio exatas)
que sdo solugdes da equagdo. Logo:
V= [+V21, -V20)

40 x5 = |

O expoente é impar (5), portanto existe um tnico nimero real:
Y1 =1 (porque 1% = 1)
que é solugdo da equagdo. Logo:
)

LEMBRETE AMIGO

Enquanto V9 = +3¢ (a raiz quadrada de um n(mero & um
mimero positivo), existem dois nlmeros: um positivo (*3) e outro
negativo (~3), cujo quadrado é 9.
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EXERCICIOS DE FIXACAO — Gruro 15

1. Resolva as seguintes equagdes no conjunto R:

10 x?= 15 (expoente par; solugdes: *+V 15, ~V15) (Exerddo-rmdahj
28) y'= | (expoente par; solugdes: 1, *1) (Exercicio-modélo)
38) x? -% (e:pucme fmpar; solugio: %) (Exercicio-modélo)

4%) 12 =6 58) y5 = ] 6*) x4 = 16

7% x2-4 =0 (o mesmo que a equagdo: x? = 4; por qué?)

84) 2y3-2 =0 - (o mesmo que a equagdo: y* = I; por qué?)

92) 322 -24 =0 10 x2=0

2. Quais as sentengas verdaderras e quais as sentengas falsas?

1y Y9= 13 54 V30 = -V30

2 V9= -3 62 VY30= *V30

3y +V9 = 43 74 +V30 = + V30

49 V9= 3 84 V30 ~ 547 (aprox. centesimal)

11. Novipapge: Outro numeral para indicar a raiz n-ésima
de um nimero

Atente para a seguinte afirmagdo:

Se em ¥ a o namero real a ndo é negativo e n é um niimero inteiro

positivo 2 2, entdo sempre existe o namero real b tal que:

M=d
1

Por qué? Porque basta tomar b = a™ e vocé obtera:
1\n n -
b"-—-(a") =a" mal =a
P4
Entdo, j4 se pode escrever:
1 I\n
Va=a" Dpois (47) =g
Exemplos:
s b 133
V5 =53 porque (5’) =53 =51=35
M _]_ 3\4
Também: V2% =29 pordue (2 4) Ny e
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Logo
P P z . .
Yo wat | ou lof e (p inteiro positivo)
S (g inteiro positivo 2 2)
? Désse modo o0s radicais podem ser representados por um ndvo numeral

que é uma poténcia indicada, cuja base é um namero real nio-negativo
! (a) e de expoente fraciondrio (-%)

Exemplos:
=t | L IO PING
| —v 25, VI asT (_) -(3)*
’ ! 2 2
t Como aplicagdo désserresultado vocé pode conduzir o célculo da

multiplicacdo de radicais de mesmo radicando, da seguinte maneira:

ST T
V2x V2=22 X2 =221 =221 =2
1 TR €% LUy |

VEX V5 =53 X527 =571 =56 o V5

It = sk ik M Aly =
V3IXV3I=34 X3 =347 =30 = Y737

= NEESE T G R R Rl S |
VEaXVEaXVE=47 X47 X472 =47 1T 7T 247 =g

TESTE DE ATENCAO — Gruro 16

1. Preencha as lacunas, a fim de tornar verdadeiras as seguintes sentengas:

1Y) v/‘z‘s-...(»‘f“i?-z%) (Modelo) 74 3%- - (3%- v"ﬁ) (Modélo)
E 1

28 V5ia G843 =i ...
3
Vv 0 b
3s) 6= ... i 9.)(-2—)‘-..
1
4% V1 = .., 100) 257 = ...
4 1\2 _1_
x —_ - 114) 93 =
3 \'(3) & )
m int. positivo ) r (r int. positivo )
63) ¥V ag®m. .. (n' int. positivo 2 2 12*) a* = .., \s int positivo 2 2



2, Efetue as seguintes multiplicagdes de radicais de mesmo radicando, empregandg
no cdlculo poténcias indicadas de expoente fracionério:

1 1 1 1 8 "
19 Vix i (i x a5 =35 2455 2 VF) ot
29 VEX V5 3, Vix V3 49 VB x VD

52 Yax Ya (a, positivo)
6 VIXVIXVI

78 VXV bexVex VD (b, positivo)
82 VaZx Vai x Vai (g positivo)

12. Restrigoes da radiciagdo no conjunto R;

necessidade da criagdo de novos niimeros

Que é a raiz quadrada de um niimero negativo?
Que ¢, por exemplo: V—47

E possivel adiantar que ndo se trata de nimero real, pois ndo existe
nimero racional ou nGmero irracional que elevado ao quadrado dé como
resultado o nlimero negativo —4. Se vocé quisesse “‘experimentar”, por
exemplo, o resultado *2 ou -2, verificaria que ndo é solucdo, pois:

(22=4 e (22=4

Logo, Y -4 ndo representa niimero veal, isto é: V4 ¢ R
Outrossim, indicagdes como:

NN, N3, V8, ., VL, Y, VS, VL, VR, VS,

e de um modo geral raizes expressas por radicais de indice par e radicando
negativo ndo representam nimeros reais. Tais numerais indicam outra
espécie de n(imeros — os chamados NOUMEROS IMAGINARIOS — que serao
estudados no Curso Colegial.

LEMBRETE AMIGO

O conhecimento dos ntimeros reais (conjunto R) e de suas
propriedades estruturais em relagdo as operagdes adicdo e multi-
plicagdo ja lhe proporcionou uma boa visdo da Matem4tica. Quando
vocé conhecer outras espécies de niimeros — 0s IMAGINARIOS, por
exemplo, que pertencem a um conjunto mais amplo (conjunto € dos
nidmeros complexos) — essa visdo serd ampliada considerdvelmente.
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TESTE DE ATENCAO — Gruro 17

Voce ja sabe que as rafzes quadradas (ou de Indice par) de nimeros negativos nio
representam nimeros reais e sim imagindrios. E se em vez de raiz quadrada for raiz
clibica (ou de indice impar) de um ndimero negativo, como, por exemplo:

¥=8 7

Sendo (~2)* = -8, segue-se que V B representa um ntimero real (precisamente
o ~2). Logo: V-8 € R. Também:

Y Ve e L WST NR A eR s s  NS,
que sio ralizes expressas por meio de radicais de radicando negativo, porém de [ndice
fmpar, representam ndmeros redats.

Escreva, agora, V se vocd achar que a sentenga & verdadeira e F se achar que a
sentenca & falsa:

1) VI¢R 25 VIIER 3% VFI4R 42 VTIER
55 V3ER 62 V3¢ R 7% vACR 84 V3¢R

9s) V1004 R 104 V-I0ER 110 V-100d R 123 V-I00€ER

Para vocé guardar:

N € & IC Q ¢ R C c
<« v l N ~
n.° paturais n.o* inteiros n.°* racionais n.%¢ reais n.°¢ complexos



L el s T S o e AR e - Gl

. N




capitulo 2

| CALCULO ALGEBRICO. ESTUDO DOS POLINOMIOS.

,



1.2 Parte: - calculo literal no conjunto R
- generalizagoes; uso dos quanti-
lcadores.
2.* Parte: - tecnicas de simplificagao
- tecnicas de fatoragac
3.2 Parte: - complementagao do estudo das
equagoes e sistemas de equa-
¢oes simultaneas do primeiro
grau.
4.3 Parte: - tratamento elementar moderno
dos polinomios a uma variavel;
estrutura de anel.






1. Expressoes literais; operagoes no conjunto R

O nome expressdo literal decorre do fato de serem letras os simbolos
usados nas expressdes, em vez de ““figurinhas”, tais como: 3X[J,2X A, ...
A manipulagdo com letras torna mais simples o cdlculo. Assim, por exemplo:

3Xa ou 3.a ou 3a ou at+a+ta

representa uma expressdo algébrica literal.

Muita atencdo agora: para o cilculo literal no conjunto R, qualquer
nitmero real pode ocupar o lugar da letra que figura na expressio. Désse
modo, para cada nimero real que esteja ocupando o lugar da letra a, na
expressio 3a, vocé obterd um nimero real.

2. Avaliacdo de uma expressio literal; valor numérico

Se, por exemplo, o nidmero 2 ocupar o lugar de a, dizemos que a
é igual a 2 e, portanto, 3a passara a representar o produto 3 X 2, ou seja,
o numero real 6. Diz-se também que 6 € o valor numérico da expressio
3a, que foi avaliada para a = 2.

Da mesma forma:

=1 - =] _
se a=T. entdo 3a=3x—5~=1
se a=VvY2, entio 3a=3XV2=13V2
Logo:
=2 \ »0
-.1 -
G—T— 3a |—"1

a=vV2" 3 N2



=

Também: x +y, x*-y? 3x?y -1, sio exemplos de expressses
literais, onde qualquer miimero real pode ocupar o lugar de x e de y, ag
expressoes literais:

5a + 3b

; N
3+4a b2 a? 4 2ab - ¢?
= (5a+4+3b)(b-2) va
x+y

serdo avaliadas, como prética, nos Exercicios de Aplicagdo seguintes,

EXERCICIOS DE APLICACAO — Gruro 8
Diga qual o niimero real que as seguintes expressoes literais estio representando:
1% i 3+4a ’ quando a assume, respectivamente, os valdres:
=7
0, —z-v 3 ¢ 5

sea=0, entio 34+a=3+40=3 (n.» real)

=1 =7 =1
d--z— 3+a=3+ ?-? (I’l. real)
a==3 3+a=3+4+-3=0 (ne° real)
a= V5 3+a=3+ VS (n.° real)
[ sa+3 dm2ebm0
% b-2 Rasndo {a= 3eb=2
5a4+3b 5x2+3 X0 _~10 .
se a="2 e b =0, entio LT = 0-2 - =5 (n. real)
se a= 3 e b =2, entdo sab.f:b:-sx'sz-f;xz-?ol (ndo representa n.* reall)

Cuipapo: Se uma expressdo literal contém indicagBes de divisdes, entio devem
ser respeitados os principios estabelecidos para essa operagdo (0 é elemento impossivel
como divisor!)

LEMBRETE AMIGO

5a 4+ 3b

b-2
desde que qualguer nmero real ocupe o lugar de a e qualquer nimero
real diferente de 2 ocupe o lugar de b.

Uma expressao literal como: + representa mimero real,
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34 a’+2¢b—c" quando:a-'l,b-l):c-l'

Temos:
a? 4 2ab-c? = ("1)? 4+ 2(-1).0-1? =1 4+0~1 =@ (n.° real)

xl_yl

=y quando: x =4 e y="]

4.°)

Temos:
xl-y? 48-(-3)% 64427
x+y 4+03 1
Pergunta importante: para que valbres de x e y a expressio literal:

,:_!:a
x4y

= 9] (n.° real)

ndo representa namero real? )
A resposta serf dada procurando-s¢ os valbres de x ¢ de y que anulam a
soma: x 4y, isto &

x+y=0
ou X = Ty i
Portanto, os niimeros representados por x e por y nio podem ser opostos (ex.:
1 1 —- *
2e-2 -3¢ V5.0 -5 etcs iom )i
52) (Sa+3b)(b-2)l quando: a = 0,555.... e b = 0,555.. ., isto & a-b-%—
£} : 5 5 5 25 .18 3
=1
Ga+36-2 = (sx3+3x3)(5-2) = (F+5) () -
40 -13 -52

- = '9—- -8—'- (h.'l’!ﬂ])

9
6.2) GI quando: a=4; a=2; a="~1

sea= 4 entio Va= V4 =2 (nGmero real)
sed= 2 entio Ya= Y2 (ndmero real)

sea==1 entio Ya= V-I (ndo representa n.° real: lembre-se: V-1 &
um n.* imagindriol)

EXERCICIOS DE FIXACAO — Gruro 19
1. Avalie(*) as seguintes expressdes literais:
1

1%) a-b+c-d quando: 1.°) a = 5; b= 2 c==3; d= 3

(*) O mesmo que calcular o valor numérico da expressio literal,
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- 2r) a=0; b="2; c= %;d-j

. LI 2
3°) a 4.b 0; ¢

5 d=05

4°) ambmcmdm=?2

24) (Ba 4 3b)(c-1) quando: 1.) a = ~2; b-—;; c=3
2°)a=0; bm2; c=2
3°) a=32;, b=0333...; c=0
4°) a=3; b=100; c =1

x:_y’

B AT RPN |
a3 quando: 1.°) x=1; y 2, a 3

2 5
2.)x-—5-. y-z, am=3
3°) x =0, y="1, a="-5
x1-y?
a+3

) Para que valbres de a a expressio ndo representa n.* real?
5a + 3a

Syl
e quando: 1.°) a=4; b="1; ¢ 5

4.4)
1

2°) d=—; b=0; c="2

3°) a=1;, b=8, ¢c=0

4.°) A expressio: 51-1- 3a sempre representa um nidmero real? Por qué?
L) a(x e y) v o = : - y =
5.0) T quando: 1°) a=3;, x=2;, y =1
2.9) a-—;; x=0 y=-]
3°)a=12 x—'J;y--;—
a| b C x| ¥
. Para; —|—|————|— avalie as seguintes expressdes:
¥ 1
51 3 2 011
14) 3a +2b 62 Ya
2.')x—y+2a-% 7% 5 Ya? 4+ b? 4+ 3a
38 (at+a+a:(a+a+a) 8.4) (2a-b) :(x + 3y)
oy x cow X2Ba-1)
4'}(20“)(3*) : ) s+
58) x .x .x+x 102) (a +b)(x-2y) .2

. As expressdes literais 4%, 6.4, 7.* ¢ 9.* do exercicio 2 sempre representam um n.* real?

Por qué?

44




3. Expressoes equivalentes; generalizacdes (uso do quantificador
v); propricdades estruturais do conjunto R
Sejam as seguintes expressdes literais:
Ja+2a e 5a

Observe seus valbres numéricos quando qualquer niimero real Bcupa
o lugar de a. Assim, por exemplo:

se a = 2, entdo:

3a4+2a=3X24+2X2=6+4 =10\
> mesmo n.° real
5a = S5X2m= 10
se a = ~1, entdo:

Ja+2a=3C)+21)="3+"2= —5\,
, mesmo n.° real
5a = 5("1) = -5/

E colocando outros nimeros reais no lugar de a, serd que as expressdes
literais: 3a + 2a e 5a continuardo representando sempre o mesmo niimero
real?

Sim. Uma propriedade estrutural muito importante de R, que
relaciona a multiplicagdo com a adi¢cdo, garante ésse fato. Trata-se da
propriedade distributiva:

3a+2a=(3+2)a =5a
p.d.m.

que permite ‘‘demonstrar”: para qualquer valor real de a, as expressdes
literais 3a + 2a e 5a representam o mesmo namero real. Tais expressdes
sdo denominadas equivalentes e permitem escrever a seguinte sentenca
matemdtica:

| va, 3a + 2a = 5a

onde o quantificador universal ¥ (lé-se: qualquer que seja) esti indicando
uma generalizagdo (ou identidade).

Da mesma forma sdo equivalentes as seguintes expressdes:

ei!x

1% |[x+=x




.:" De;nto;:-’x+3cn:lx+lx-(l + Dx = 2x

, d . Portanto: v, x+x=2x

, 2*) (ab+ab | e |2ab I
De fato: ab + ab“=ml .ab + 1, ab - (I + 1)ab = 2ab |
Logo: | va, vb, ab + ab = 2ab

e 0

3.4) Lx -x

De fato: x-x=x+ (-x) =0 (x e —x sdo opostos)

Logo: Vx, x-x=0 ‘
40 | 5a2-2a%| e ‘ 3a?
De fato: 5a? - 2a? = (5 -2)a? = 3a?
e arak
[‘ Logo: J va, 5a*-2a® = 3a*
!

N 55 | 4x%y + 9x%y + V2.xly e | (134 V2)x2y

De fato: 4x%y + 9x%y + V2.x2 y (4 + 9 + VZ)x'*’y = (13 + V2)xy

Logo: | Vx, Vy, 4x% + 9x2y + V2.a2y = (13 + V2)a?y ‘

(*) enm.: elemento neutro da multiplicagio.
p.d.m.: propriedade distributiva da multiplicagdo em relagio a adigdo.
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ATENCAO: Seriam equivalentes as expressdes:
Sa+2b e Tab?

Nio sendo possivel usar nenhuma propriedade estrutural, vamos
atribuir quaisquer valdres as letras a e b. Assim, por exemplo:

se a=1¢eb =2 temos:

54+%-5X1+2X2=5+4=E
o diferentes

Ve
7ab=-7)(lx‘2=

Portanto, ndo é V que para Va, ¥b, 5a + 2b = 7ab, isto &, essas
expressoes ndo sdo equivalentes.

Nota: Nio importa que, parada = b = 0, 5a + 2b e 7ab tenham avalia¢des iguais
(0), pois para que duas expressdes sejam equivalentes & necessirio que tenham avaliagdes
iguais para quaisquer valdres de a e b

Seriam verdadeiras as sentengas:

va, vb, ab + ba = 2ab e va, vb, ab-ab =0 ?

Sdo, pois: ab + ba = ab + ab = 2ab (Expressdo 2.)

p.c.m.

ab—ab = ab + (-(ab)) =0 (ab e - (ab), elementos opostos)

EXERCICIOS DE FIXACKO — Gruro 20
1. Demonstre (usando a p.d.m.) que sdo verdadeiras as seguintes sentengas matemdticas:

1*) vx, x +x+x+x = d4x 11%) vx, vy, 4xy?-xy? 4 5xy? = 8xy?
22) va, 50 + 4a = 9a 12%) wx, vy, vz, “Txyz + Sxyz = "lxyz
32 wy, 3y? - y’ = 2y? 134) va, vh, 5a%b+ V2 z..:b-(5+ Y2)azb
42) vp, 6p + & = B 142 o, va, B+ 5 g

52) wt, t—2t = "It 154 wp, ¥v3, g -pq -0

6.) Wi, t 4+ 2t = 3t 16%) vp, ¥q, gp-pg =0

78) vz, z-z = 172) vx, vy, vz, 3xyz + xyz = 4xyz
8.4) wx, % + % -x 18.*) wvx, vy, vz, vi, xyzt-yxzt =0
9.*) va, wb, 3lab + 2ab + ab = 6ab 19.2) wva, vb, ve, abc - 2abc = =abc
10.2) va, wb, 3ab + %ab— --;-ab =0 20») va, vb, vc, 2‘“"5‘ o4 % - abe
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2. Seriam equivalentes as seguintes expressdes:
1) 3a+2b e 5ab 7
20) x+4x e x? ?

3.-)::7(y.a0) g0

4, Térmos semelhantes; expressoes literais; mondmios

4

O conhecimento de expressdes literais equivalentes permite empregar
forma simples para desenvolver o cdlculo. E o que vocé faz quando usa
os numerais mais simples para representar os nGmeros.

Assim, por exemplo, para representar o cinco prefere-se o numeral 5,
em vez dos numerais: 3 +2 ou 24+ 2+4+1 o0u 14+ 1414141 A
? Também, agora, é mais vantajoso empregar a expressio literal 54 do

que as suas equivalentes: 3a + 2aou2a + 2a + laoua +~a +a +a+a.

E comum encontrar-se, dentro do célculo algébrico tradicional, pa-
lavras como: parte literal, térmos semelhantes, coeficientes numéricos,
' térmos semelhantes, monémio, etc.

Com isso se quer dizer que: expressoes literais, como:

3a e 2a

por terem a mesma parte literal (isto é, contém a mesma letra a) sdo deno-
minadas ‘térmos semelhantes, sendo 3 e 2, respectivamente, seus coefici-
entes numéricos. Também sdo semelhantes os térmos:

5a2 e —2a? pois tém a mesma parte literal: a* (o mesmo que: aa) sendo
os seus coeficientes numéricos: 5 e ~2

|

1

4x%y, 9x?y e :;—'x’y parte literal: x?y (o mesmo que: xxy)
coeficientes numéricos: 4, 9 e %
12a3b?, a®b? e 5a%b® parte literal: a®*b? (0 mesmo que: aaabb)

coeficientes numéricos: 12, 1 e 5.

- - —

4,5x, % e —x parte literal: x
: ; 1
coeficientes numéricos: 4,5; 5 (|
As expressdes literais que estdo sob forma simples, tais como:
5a?, 4x%y, 12a%b®, 4,5x

cuja parte literal indica sdmente PrRoDUTOS, recebem também o nome de
mondmios.

I,‘ : 2%



5. Cédlculo com térmos semelhantes; redugdes

Considerada uma expréssao literal, como:
5x 4 6y + 3x -2y

podemos transformé-la numa equivalente mais simples, reduzindo os seus
térmos semelhantes:

5x e 3x como também 6y e 2y

da seguinte maneira:

5x + 6y + 3x -2y = 5x + 3x + 6y + “2y (usando a p.a.a. e p.c.a.)
=(05+4+3)x+(6+2)y (usando a p.d.m.)
= 8x + 4y

Logo: l vx, Vy, 5x + 6y + 3x -2y = 8x + 4y

Nota: Expressdes literais com dois térmos, como: B8x + 4y, sdo também deno-
minadas bindmios.

Outros exemplos: reduzir, usando propriedades estruturais, as se-
guintes expressdes literais em outras equivalentes mais simples:

1.°) —g—az + 5b* - 8a? + bt

Temos: 32 + 56~ 8a% + b4 = 3a?~8a? + St + b4 =

=(-}-s)a=+(5+1)bﬂ=%=+6b4

a 3a 2
(5+2+1)-(-3-3)

a Ja 2 a 3a
Temos: € + 2x+|)—(x—7—?) =T+2x+l—x+7+

2.9)

2 a
+T=T —+2::—x+l+ (2 4)a+
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=

t@-Dx+(145) = Satxst

L
5

Nota: Nio esquecer a técnica "eliminar parénteses” empregada em:

AL i M T

4

5

» conhecida desde a 2.* Série,

3-.°) Im+46n+m-1)-2(m—-3n + 8) i

Temos:

Im+4(5n+m-1)-2(m-3n+8)=3m+20n+4m-4-2m+6n-16 =

=34+42)m+(204+6)n—-4-16=
=5m-+426n-20

Nota: Expressdes literais de trés térmos, como: 5m + 26n - 20, sdo também deno-

minadas trinémios.

4.°) 3ab — [5b — (3a + 5b — ab)]

Temos: 3ab — [5b — (3a + 5b — ab)] = 3ab - [5b - 3a - 5b + ab] =

3ab-5b + 3a + 5b—-ab =
3ab - ab - 5b + 5b + 3a =
2ab + 3a

EXERCICIOS DE FIXACAO — Gruro 21

Usando técnicas de cdlculo ja4 conhecidas, reduza as seguintes expressdes literais
a expressdes literais equivalentes mais simples:

1) 12a +3a-a + 5a

2°) S5x® -+ 3y? - 3x3 - y?
3.*) 4ab - 4ba

42) (x+2) +(3x-6)-(8Bx + 1)

) (bre1)- (2 +25) + 3

6.*) (Ba+%—l)—(a+%+5)+

+ (—3.:- b+%)

78 (a + 2x) 4+ (x—a) - 3x

o % -Lo-n-(+3)]
a a

0)

10.%)

njr e

S EI N

x
= —?'i'x



i P - i
| 1y y- == 15 - (3 4)
12.2) (m3-2m+4)-[(2m? +3)-(Em +7))] 165) a2 - ("4_' + z) +2
132 1+ _32: _[2‘ * 4(' + %) 'H'] 172) (4x+2) - (y+22) + (x+2y) - (z-)
149) x+x +x-%-%-% 184) Jm—S[Zum—%(mﬂ—l)]-{-%

19.4) -J(sa--%‘ +==) —[4a= +5—:i‘-(3a=-7u +s;:)]
5 2 1 1
20.) Zy-% +[3x +y-(3 +y) +3-:—y]

TESTE DE ATENCAO — Gruro 22

1. No tridngulo, isésceles da figura ao lado o comprimento
da base em metros é a. Os lados iguais tdm, cada um,

2m a mais do que a base. Dizer qual, das seguintes ';_.,
expressdes literais, representa o perfmetro do tridngulo:
1.4) 3a + 12 20) Ja+ 4 /
3s) a+12 44 3a+2 /
/
2. Se, na questdo anterior, a =2, qual serd o valor, em metros, o
do perimetro do tridngulo? -—a—

3. Representar, por meio de uma expressio literal, o perfmetro do retdngulo:

!
]

- x+ 3
4. Idem, do retingulo:




L e

.
)

PRATICAS MODERNAS — Gruro 23
Exerciclios-modélo:

1. Decida se é V ou F cada uma das seguintes sentengas. No primeiro caso dar uma
demonstracdo, por intermédio das propriedades estruturais das operacdes e, no se-
gundo, um contra-exemplo:

1.9) vx, 8x 4 2x = 10x

Temos: ? ¥
o 8x + 2x = 10x (= significa que estamos escrevendo o sinal
pdm Vi = ainda “‘em duvida")
dm. ’
N (8 4 2)x = 10x
10x = 10x

Logo: vx, 8x + 2x = 10x é V

2°) | ¥a, 2a+3(a+5) =5a+3

Temos: ?
v 2a+3a+5) =5a+3
p.d.m. <‘ -
D2 +3a+15=5a+3
pdm. ¢

N ?
N@2+3)a+15=5a+3

?
5¢ + 15 = 5a + 3
v 7
Entdo: serd que para va, 5a 4+ 15 = 5a + 37
% Nio, pois se no lugar de a fbr colocado 0, teremos um contra-exemplo:

5X0+15=5X0+3
15=3 (F)

‘Logo: va, 2a+3a+5 =5a+3¢F

32 | vm, 5(m .4) = 20m

Temos: ?
7z 5(m . 4) = 20m
y,
pem. { -
> 5(4 . m) = 20m
/
pam. { ?

S (5 . 49m = 20m
20m = 20m
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Logo: | ¥m, S(m .4) = 20m é V

4°) | vx, vy, va, vb, (_—;*:qr) . (“10ab) = Sxyab
Temos: - ?
7 ( —z‘xy) (~10ab) = Sxyab
pam. e pem. ¢ & ;
> 5 (710 . yab) = Sxyab
pam. e pem. ; .
> 7 (10 .x . yab) = Sxyab
p.a.m. ( = ”
G 5 - 710 (xyab) = Sxyab
Sxyab = Sxyab
Logo: | vx, vy, va, vb, (_%xy)- . (-10ab) = Sxyab & V

5.2) Se vocé adicionar 3 a qualguer nlimero real e multiplicar a soma obtida por 2,
entdo o resultado é o dbbro do nimero escolhido, mais 1.

A sentenga matemitica correspondente é:
Vx, (x+3) X2=2x+1

Temos: 1
/./(x+3)><2-2.r+l
p.d.m. { =
>x.2+3.2-zx+1
p.cm. {_

T
N2.x4+3.2=a2kx+1
7

2.x+6=2x+41
Logo: ¥x, (x+3) X2=2x+1¢éF
Contra-exemplo: se x = | = 2 X1 +6=2X1+1
24+6=2+1

§=3 (P

2. Diga qual a propriedade estrutural dos nimeros reais que permite afirmar serem
verdadeiras as seguintes sentengas:

1.*) wa, vb, a+b=b+a é a pca.
28) Yx, Yy, ¥, (x.y).2=2x.(y.2) é a pam,
3.0 wt, t+2)+5=t+(2+5 ¢apaa
4.°) wvm, m.im+1)=(m+1) .m ¢&apecm
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Fé

AV A

52) vp, p+0=p

6.4) vq, l1.g=q
75) va, a+(-a) =0

% B2 wx, x # 0, xx—i—-l
9.4) wr,

104) vx,

€ a ena.
é aenm,
é a ei.a. (ou existéncia do opostg)

é a eim,

4 (r+3)=4.r+4.3 ¢&apdm,
x+DGBx+7 =2 . 0x4+7+1.0x+7 éapdm,

va,
30,
Va,
va,

Va,
3l,

Va,
Va,

va,

As seguintes sentengas matemdticas traduzem propriedades
estruturais dos nimeros reais:

vb, vc, (a+b)+c=a+(b+c) p.a.a. (A)

vh, ¥e, (a.b).c=a.(b.c) p.am (A)

va, a+0=a
3(-a), a+(-a)=0
vb, a+b=>b+a
va, a.l=a

a#0, a.i=l
a

vb, a.b=b. .4

vb, v¢, a.(b+c)=a.b+a.c p.d.m. (D)

Tenha sempre presente que: essas propriedades ddo ao
conjunto R uma estrutura de ‘“‘corpo’’!

LEMBRETE AMIGO

cna. 0 | Guro

eda. (I) tativo
p.c.a. (C)

enm. (N) | Grupo

: Comu-
eim. (I) tativo

W ™ OO

p-cm. (C)

ey
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EXERCICIO DE FIXACAO — Gruro 24

1. Decida se € V ou F cada uma das seguintes sentencas. No primeiro caso dé uma
demonstragdo_(por intermédio das propriedades estruturais das operagdes) e, no se-
gundo, um contra-exemplo:

1) ¥x, 2x + 3x = 5x 4% va,3 .(a.4) =a. 12

2% vx, x #0, 2x +3x = 6x 5% va,a»0,3.(a.4) =T7a

3s) va,3 .(a.4)=12.4a 6%) vz, vy, 3x . 4y = I2xy

7.‘) va, vb,5(3a-2b)-2(2¢ + b) = lla-12b

8.2 vm, %m—m = —%m 12%) wvx, x#0, vy, 2x+3y - (2x - 4y) =
=4x + Ty

94 vy, 8y -8y = Oy 13%) wx, vy, 2x + Jy - (2x - 4y) = Ty

104) ‘vr, 12r-2(3r + 4) = 6r + 8 14%) vm, vn,n#0,m-n-(m + n)=12n

112 wb, (b+3)X2=2X(b+13) 158 vp, p#0, vq, q#0, 2p + Ip +
+2) = 5p + 5q

16.*) Se vocé subtrair 2 de qualquer nimero real e multiplicar a diferenca obtida
por 3, entdo o resultado serd o produto de 3 pelo nimero escolhido, menos 6,

17.%) Se vocé dividir qualquer nimero real por 2 e a seguir adicionar = ao resul-
tado, entdo obterd o namero escolhido, acrescido de 1. N

18.*) Se vocé adicionar 4 a qualquer nimero real e multiplicar a soma por 2, entio
o resultado serd o produto de 2 pelo niimero escolhido, mais 4.

19.*) Se a e b sio quaisquer nimeros reais, entio:
3a . (%) = bac

20.*) Adicionando-se um nimero real qualquer repetido em trés parcelas, obtém-se
o triplo désse nimero.

2. Diga qual a propriedade estrutural dos nameros reais que permite afirmar serem
verdadeiras as seguintes sentengas:

1*) ym, m4+n=n+m 5 vn, n.(n=-1)=(n-1) .n

2%) va, (@45 X2=2X(a+5 624) vy, (=) +y=10

3)) vx, x.1lmx 72 vr,¥s, vt r + (s +t)=(r+3) +1¢
P 4*) wvb, O+b=0b 84 vp, "23.p) =("2.3)p

9.2) va, wb, w¢, alb4c) =a .b+a.c
104) vx, (4 + 3x)(2x + 5) = 4(2x +5) + 3x(2x + 5)

3. Demonstre, usando as propriedades estruturais das operagdes adigdo e multiplicacdo
no conjunte R, que: '

1) va, wb, V¢, ¥x, ax +bx +cx = (a+b+c)x  (Exercicio-modélo)

Temos: ax +bx 4 cx=(a+bx+cx = (p.d.m.)
= [(a+b) +cjx= (p.d.m.)
=(a+b+c)x (p.a.a.)
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2°) vm, ¥n, ¥p, Yy,

3°) va, vb, vx, Vy,

4.°) va, ¥b, vx, Vy,
Temos:

5.°) Va, ¥b, vm, vn,

6.°) vx, Yy, ¥z, VI,

7. va, vb, V¢, Vd,

8.") Va, vb, vx, Vy,
Temos:

9.°) va, ¥b, ¥Ym, V¥n,
10°) vx, vy, vz, i,

TESTE DE ATENCAO — Crupo 25

. A medida em metros da base de um retingulo é (a + 2). A base est4 dividida em duas
partes (vide figura). A medida da altura €, em metres, a.

|

-

my +ny + py = (m +n + p)y
ax + bx 4 ay 4 by = (a + b)(x + y)

(ax)(by) = (ab)(xy)
(ax)(by) = axby =
= a(xb)y =
= a(b;\y =
= abxy =
= (ab)(xy)
(an)(bm) = (ab)(mn)
(xyz)t = (xt)(yz)
a(bd)e = (ab)(cd)

(a+x)+ b +y) =(a+b + (x +y) (Exercicio-modélo)

(Exercicio-modélo)
(p.a.m.)
(p.a.m.)
(p.c.m.)
{p.am.)
(p.am.)

@a+x)+b+y =a+x+b+y= (paa)
=a+(x+b +y= (p-a.a)
=a+b+x)+y= (p.ca)
=a+b+x+y= (p.a.a)
=(a+b +@x+y (p.a.a)

(@+m)+b+n =(@+b +(m+n)
x+t)+@+2)=x+y)+@z+1

a S ——-2 - >

Diga quais das seguintes expressdes literais representam, em m?, a drea désse re-

tingulo:
1°) a? 4+ 2

. Qual a propriedade estrutural de R que justifica a equivaléncia de duas das expressdes

2*) ala +2) 33) a? +2a

literais que figuram na primeira questio?

. Vocé tem um reténgulo cujas medidas sio: base: x metros; altura: n metros a mais
que a base. Usando uma propriedade estrutural de R, demonstre que a drea désse

retdngulo ¢ dada pela seguinte expressio literal: (x? + xn) metros quadrados.
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Técnicas para o calculo algébrico

1. Outras técnicas para o cdlculo; disposicoes prdticas

J4 foi ressaltada a importincia da presenga dos quantificadores nas

sentengas que envolvem expressoes literais. Agora, serdo mostradas algumas
técnicas com disposicdes prdticas que também podem conduzir o cdlculo.

1.°)

Seja adicionar expressdes literais, dadas pelos exemplos:

3a+2-8 e 5S5a-b+1
Disposi¢do prdtica:

3a+2b - 8 Nota: Os térmos semelhantes sido co-
Sa — b+1 locados na mesma coluna.
Ba+ b -7

LI
Z¥y-y+3x e ‘x+-:—y+x’y-*5
Disposicao prdtica:
s,
2% - 12y + 3x
I1x2y +?y - Ix-5

3 3
—2—12}! - —5-y+2x-5

Para subtrair 4m? —3n + 1 de 8m? + n -5, temos:
Disposi¢do prdtica:

8m2 4 In -5 Nota: Foram trocados os sinais dos
4m{+ In= 1 térmos que compdem a expressio literal
o e o subtraendo.

4m* + 4n - 6
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Para mulﬁpllcar expressdes literais, consideremos os exemplos:
1.°) =3a por 5 Temos: —3a X 5 = ~15a
2.°) —3a? por 5ab Temos: ~3a?X5ab=-15a’ (lembrar que: a2 .a=aq3)

3.0) —;-xy’ por 3x3z e o resultado por %
l = ® l_l -l— 3y2 -.143
Temos: 2%y X3xz>(4—2>(3><4xzyyz_8xyz

4.°) 2a? por 4a* - 5a* + -%—a -1
Temos: '
2a? X (4a3 - 5a% + —;—a - l) = 8a® - 10a* 4 a®* - 2a? (p.d.m.)
Disposicdo prdtica:

4a® - 5a’+—1-a—l L ] L ] L ] L
X 2a? 2

8a5 - 10a* + a®-2a?
50 7x+2 por 3x?-5x+1

~ Temos:
(Tx + 2).(3x2-5x + 1) = Tx(3x2-5x 4+ 1) + 2(3x* - 5x + 1) =(p.d.m.)
=21x*-35x2 + Tx + 6x2-10x 4+ 2 =
=21x3-29x?-3x + 2
Se quiser, vocé poder4a usar a seguinte
Disposigdo prdtica:

3x2 - 5x + 1 e o o
X Tx + 2
o o
21x? - 35x2 + 7x
6x? - 10x + 2 e
e o o
2113 —291’ - 3x2 + 2 °® ) ® ®

6.°) 5a*-T7a® +8-a por ~5a+ 2a*-1

Nota: Procura-se ordenar as expressdes literais segundo as poténcias indicadas
decrescentes (ou crescentes) da letra a, a fim de facilitar o cdlculo.
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Usando disposicdo prdtica, temos:

-7a3 + Sa?- a+ 8 e & o o
2q2 - 5a - 1
e 9
-14a® + 10a* - 2a* 4 16a?
35a4-25a% + 5a® - 40a A Y
7a% - 5424+ a-8 o & & »
e & » @
_l4ﬁ5 - 45a* - 20qa? + 16a? - 390 -8 e & 5 & &
7.°) (3x—y) por (x + y) e o resultado por (2x-5)
Temos:
Bx-y).(x+¥).(2x-5) = [3x-y) . (x + y)] 2x-5) = (p-a.m.)
= [3x? + 3xy-yx-y?] (2x-5) = (p.d.m.)

= 6x? +6x?y - 2yx? - 2xy? - 15x? - 15xy+ Syx+ 5y*
= 6x + 4x?y - 2xy? - 10xy + 5y* - 15x?
8.°) 4x %y por 2x%y7!
Temos: 4x 3y X 2x2y™! = 8x73+3 y1-1 = Gx71 , y0 = 87!
92°) 5a* por V2.a~
Temos:  5a* X V2.a™ = 5V2.a~»
Para dividir, observemos os exemplos:
1°) 4a®* por 2a (a#=0)
Temos: 4a?:2a = 2a® (lembrar que: a?:a = a¥*! = a?)

4a?

PR ALY
= 2a

ou

1
2.%) -2—x3y5z por 3xy? (x#0,y#=0)

Temos:

1 1 —1 =1 =
SV T S 3 3 B e e e
zx_yz.3xy e (lcmbrar que: > 3 3 X 3 6)

3.°) 6a%b por 2a5 (a #0)
Temos: 6a%b:2a% = 3a73% (lembrar que: a?:a% = g% = q793)
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4.°) ab®* por ab® (a#0, b 0)
Temos: ab?:ab? =1 (por qué?)
. 5.9)15,1a%638 *Spor ™. =3
Temos: 5,1a%h% : -3 = ~1,7a%b?
6.°) (6a®-3a2+ 4a) por 2a (a#=0)
Temos: (6a®-3a%+ 4a):2a =6a®:2a-3a?:2a+ 4a :2a = (p.d.d.)(®

=3a*—%a+ 2

7.°) (5x2* 4 3x"~x2) por x2 (x#=0)

Temos:  (5x2* 4 3x" —x2) :x2 = S5x2"2 4 3x™2-1

e —

Para calcular a poténcia indicada, como, por exemplo: (3a%h)3, |
temos: (~3a?b)? = ~27a%?

Também: (ax™3)? = a3x™ (x #0) e (2x™3.y3) 3 =273 x¥ y®

EXERCICIOS DE FIXAGAO — Gruro 26

1. Efetue a adicdo das seguintes expressoes literais:
1) 2b+5¢-3a e b-4c-2a

1

2

38) x3-x? 4 x; 2x-x? 4 5x? e 2x?-x 4 5x3

4%) b? 4+ 2bc +c2; b?-2bc-c? e -b? 4¢3

2.0 -:—x’y—dx+y e Iy 4—x-3y+1

Ja? 2a% o, 1., -1 -2
54 ) 3 : a 2¢:£7+l [ 44 + 5a?b 3 |
1 x3 2
6r) x?2-y? +T, 2y2 4 3x2-1; ?—l +3y? e 3:’—)’-‘-?

2. Efetue as seguintes subfragdes:
1) a?-b? de 3a? + b2
2*) 5x?-3xy +2 de 8x? +4xy-5
=~

34 %ab + %b de b+ %&

i8)lchy = %x;v' +y? de -:—x’y + xy? - 4y?
(*) p.dd.: propriedade distributiva da divisio (s6 nesse sentido!).
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3. Dadas as expressdes literais:
Am=al+bl-c?; Bmal-b?4¢h Cmal-b?4c¢?; D=b?+c?-a?
Calcule: (A -B) +(C-D)
Nota: (A - B) +(C-D) estd indicando, simultdneamente, adigdes e subtragies,
isto & [(@® +b?-c?) -(a?-b? + ¢?)| + [(a? - b? + c?) - (b3 + c? - a?)]
4. Sabendo que: X = a4 2ab 4+ b%, Y =ma?-2ab+ b7 Z ma?-b?
Calcule: 1°) X+ Y +2Z;, 20 X-(Y+2); 39 X-(Y-2

5. Sabendo que:
A=4x?-2x34+x-5 Bmxd44x7-3x+2. Cm-x34x7+x-3
Calcule: 12) A+B+C 29) A+B-C 32 A-(B4+C) 42 A-(-B-0O

6. Efetue as multiplicacdes:

1.2) ~5x2 X 2x3 11.*) ab X (a? - b?)
=1

2.4) 4x?y3 X -;x’y' 12.%) (x?y -xy") X ~dxy

3 4
39 Td’b’ x Td’b’ X 8¢ 13.*) (m?-3m?n + Imn? -n?) X 5m™*n?
4.*) 0,5a% X 2a% X 5ab? 14.%) (%anc s %b‘ -+ %ak) x%alk
5.2) 3x" X 2x% 158 3z + 1) X (5x* —x + 4)
6.*) ax™ X a?x" X a¥x 16.%) (5x% - 7x? + 8-x) X (T5x + 2x2-1)
72) 3a2 X ﬁ.dx-;— 17.4) (x? + y? +xy) . (x? + y? -xy)
89) XT3 M xP Xy I Xy 18.%) (3a*-5a'+2a*+8a-1) . (a?-2a+3)
9.*) 3a? X (2a*-4a? +a-5) 19.4) (T3a? 4 2ab-b2) . (3a? +2ab-b?)

hl‘
102) T b 4 (l -3x4 + %x) 200) (a+b-c)la-b+c).(Ca+b+c)

210) (2x-yMx +3y) .(4x +y)

7. Efetue as seguintes dirisdes:

1) 8x3:74x (x #0) 6.2) 4a?:3a% (a #0)

2%) 3a*b* :5ab* (a =0, b=0) 78 2a%%:2a%® (a =0, b =0)
3.0) “2x3y1 ;3 8.4 -;—:'*' : %x' (x #0)

4%) mn:nm (n #0, m #0) 9.) 2a™*3:3a™*4  (a % 0)

55) 9x":x? (x#0) 10.*) (4x? - 2xy) : 2x

11.%) (3a3b* + 6a?b? - 9ab') :3ab? (a # 0, b = 0)
2 1
12.4) (?x’y + %xy') : (Txy) (x#0, y=0)

13.4) (25;:‘)" —%x‘y‘+l°x’y’) i=Sxy (¢ #0, y % 0)
14.4) (q2* . b + a2 b2~ a%b?):ab (a #0, b 0)
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8. Calcule as seguintes poténcias indicadas:

1Y) (5x3y%)? 5% (ax"2)? (x # 0)
2.4 ("2a%b3%¢)? 6*) (a7 . b%) 2 (_a‘ #0,b#0)
‘
3.%) (-%- a’bx) 5 (-%x" sy ') (x # 0,y #0)
4.%) (3a"b™)? 84 (Bx™")™*™ (x.p40)

9.8) (x".y™.2?) 1 (x %0,y # 0,2 #0)

TESTE DE ATENCAO — Grupo 27

Escreva a expressido literal que representa a drea de cada uma das seguintes figuras
coloridas:

2%
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2. Técnicas usuais na multiplicacao; “produtos notdveis"

Algumas multiplicacdes de expressdes literais — comumente chamadas

de “‘produtos notdveis” — sio efetuadas mediante técnicas que se guardam
ficilmente de membria. Sdo elas:

12) | (a+ 8 = 7

Temos: (a + b)? = (a4 b)(a + b) ou: a + b
= d(a+b)+b(a +b) (p.d.m.) a +b
= a? 2 R
pt I ;:b++b:z+ ; gtk &
+ ab 4 b2
a? + 2ab + b2
Logo: VYa, vb, (a + b)* = a® 4 2ab + b?

que permite dizer:

Exemplos: (54 3)2 =5 +2X5X3+ 32
(x+y)P=x+2XxXy+y

m i m\?* m )

(—2—+3ﬂ) =(E') +2 X 2 X3n+(3n) =
m?2

=T+3mn+9u’

(V34+ V22 =(V3)P +2xV3XxV2+ (V2P =3+2X V3 X
XV2Z4+2=5+2Y6
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TESTE DE ATENCAO — Grupo 28

1. Observe as figuras abaixo: a do lado esquerdo é um quadrado de (a + b) unidades
de lado e, portanto, a expressio que d4 a sua drea é (a 4+ b)?; do outro lado vocs
tem o mesmo quadrado, porém repartido em dois quadrados de dreas a? e b2, respec.
tivamente, e os retdngulos de freas: a X b e b X a.

Qual a sentenga matemética (generalizagiio) que traduz a igualdade das ireas
désses dois quadrados?

2. Vocé pode determinar o quadrado de um niimero qualquer decompondo-o nas suas
dezenas e unidades. Sabe como? E ficil. Seja, por exemplo, determinar o quadrado
de 37. Temos:

372 =(30+7N2=302+2X30X7+72=
= 900 + 420 + 49 =

= 1369
24 [(@a-b)2 =7
Temos: (a-b)? = (a-b)(a-b) = ou a-b
=a(a-b)-b(a-b) = a-b
= g2 - s 2 =
_:2-:biab:'b a? - ab |
N - ab 4+ 8
a® — 2ab + b?
Logo: va, vb, (a - b)?=a? - 2ab + b?
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que permite dizer:

O quadrado da diferenca Indicada de dols ndGmeros

qualsquer & igual ao quadrado do primeiro némero,

menos duas vézes o produto do primeiro pelo segundo
nGmero, mais o quadrado do segundo nfimero.

Exemplos: (5-3)? =52-2X5X3+ 3
2 2
(33’)' - —é—) = (3x%y)? -2 X 3x%y X % + (%) -

12 4
= Oxiy? - < ¥ b —
" 5:‘}' 25

30 |(a+b)a-Db) = ?|

Temos: (a + b)(a-b) = ala-b) + b(a-b) = ou a +b

=a’-agb+ab-b? = a -b
- ad—ha
L a? 4+ ab
...ab = b]
a? — b2
Logo: va, vb, (a+b)(a-b)=a?-b?

ou seja:

O produto da soma indicada pela diferenca indicada de
dols nGimeros quaisquer & igual ao quadrado do pri-
meiro nimero menos o quadrado do segundo ntimero.

Exemplos: (5 + 3)(5-3) = 52-3?
(2x + 39)(2x - 3y) = (2x)* - (3y)? = 4x? - 9y?
N2+ DV2-1)=(V2)2-12=2-1=1
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TESTE DE ATENCAO — Gruro 29

Se vocé subtrair do quadrado cujo lado mede a unidades (e, portanto, tem a? por
drea) o quadrado de lado b (que tem b? por drea) ¢ sendo a > b, qual a sen
matemdtica (generalizagiio) que traduz a diferenca entre as dreas déstes quadrados?

Sugestdo: Observe o que resta da figura da direita (quadrado de 4rea a?), quando se
subtrai o quadrado de drea b?

P B —

- . : I - ]
1
(a-b) | ala-b)
a2 I
a
_-— } __t
2 [

b b2 b b | blab

-« b —» - | i WAl . B
- a — - b —>e——(D) >

. Vocé pode determinar o produto da soma pela diferenca de dois nimeros dispensando

o ldpis e o papel. Suponha, por exemplo, a multiplicacio de 31 por 29. Como:

31=30+1 e 29 =30-1
vem:
31 X29 =(30 4+ 1)(30-1) = 302-1% = 9001 = 899

célculo que poderd ser feito ‘‘de cabega”.

EXERCICIOS DE FIXACAO — Grupo 30

. Efetue as seguintes multiplicagbes usando a técnica dos “produtos notdveis™:

. 1)\2
19 3 +2)7? 8 (22092 -5)
22) (2x + 5y)2 9.5 (y- V5)2
d\? =
3.4 (3c= + 7) 10-) (Va-v¥b)* (@20, 630
48 (x + V3)2 11.%) (4 +3)(4-3)
5¢) (V5 + V8)? 124) (Sx? + 1)(5x? - 1)
) = 2 .
62) B-1) 13)(3+~o)( )
A ¥)2
7.)(—3 145) (V7 4+ 1)(V7 -

154) [(m 4+ n) + a)l(m + n) - a)
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2. Determine o quadrado dos seguintes nimeros, decompondo-os nas suas dezenas e
unidades:

12) 32 1) 43 39 15 4°) 24 52 159 6.0) 211
3. Qual é o nGmero que se deve somar a 37 + 47 para se obter o quadrado de (3 + 4)7
4. Qual o nimero que se deve somar a m? + n? para se obter o quadrado de (m-n)?

§. Faga “de cabega™ as seguintes multiplicagdes:
1.*) 21 por 19 2+) 51 por 49 3.*) 201 por 199

3. Cubos e multiplicagdes usuais de binémios

Para o cdlculo é Gtil conhecer-se ainda:
O cubo da soma de dois niimeros quaisquer:

va, vb, (a + b)*® = a® + 3a%b + 3ab* + b*

pois:
(@ + b)* = (a + b)*(a +b) =
= (a2 4+ 2ab + b*) (a + b) =
= a’ + 2a%b + b%a + a*b + 2ab* + b =
= a% + 3a%b + 3ab* + b*

O cubo da diferenga de dois numeros quai.squﬂ::

va, vb, (a—b)? = a* - 3a?b + 3ab? - b?

cuja demonstracdo segue a linha do caso anterior.
O produto da soma de dois niimeros quaisquer pela soma de outros dois:

va, vb, V¢, vd, (a + b)(c + d) = ac + ad + bc + bd

O produto da soma (x + a) pela soma (x + b):

vx, Va, ¥b, (x+a)(x+b) =x? 4+ (a + b)x + ab

facilmente demonstraveis usando-se a propriedade distributiva da multi-
plicagdo em relagdo a adigdo.
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- TESTE DE ATENCAO — Gruro 31

1. A base do retdngulo da figura ao lado estd
dividida em dois segmentos de compri-
mentos a ¢ b unidades, respectivamente.
A altura também estd dividida em dois
segmentos de comprimentos ¢ e d, res-
pectivamente. Pergunta-se:

1.°) quais as expressdes literais que des-
crevemn os comprimentos da base e
da altura;

2.°) idem, da é4rea de cada um dos quatro
retAngulos que compdem a figura;

3.°) qual a sentenga matemdética (é uma
generalizagdo) que traduz ser a drea
da figura de dimens3es (a + b) e
(c + b) igual 4 soma das dreas dos
retingulos que a compdem.

—><—0n

—— ] —

-~ —a—><-b—

2. Efetue os seguintes cubos, aplicando resultados j4 conhecidos:

3.9 (% + 1)'

4°) (x-y)3

1°) (x 4+ y)?
2.°) (2a + 3b)*

5.0) (3; 3 %) 2

6°) (mn-1)2

3. Efetue as seguintes multiplicacdes, aplicando resultados conhecidos:

1*) (x + y)(m + n)

20) (3a+2b)(5¢ + 4d) 4*) (x-y)(m-n)

o (3 3)

55) (x + m)(z-n)
6.2) (5a + 3)(Sa-3)

PRATICAS MODERNAS — Gruro 32

Exercicios-modélo
Demonstre que:

1. va, vb, ¥c, vd, se b =0 e d#O.entﬂo:-:—)(%-

a
"

x
X

L4
-4

Temos: {—x-}—(axb“)x(cxd") -

=aXb!'XeXd) =

=aXcXb!Xd!'=

=(@aXc) X (b~ Xd?) =

= (aXc)X(bXd)~! =
aXc

“bxd
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L

3 S aXS 1S
e e e
25 Sa 34 X 5a 2l 15a2
4b 7b " 4b X 7b 2867
x x-y b’:(x—y)_b’x’—b'ry
C e i i%a "0
_a c ad + be
va, vb, V¢, vd, se b % 0 e d » 0, entdo: b+d- o

Partindo do segundo membro:

ad + be
bd

= (ad 4 bc) . (bd)~! =

= (ad +bc) . (b~ [d-1) =
= (ad)(b=" .d=") +(be)(b~1d")
= add-'b ! +bbcd ! =
md.l.b-t4+1.c.d) =
™ - ab™! + cd=! =
a c

=T a

obtivemos o primeiro membro. Logo,

(P4)
-  (pdm)

(p.am. e p.ccm.)
(lembrando que dd~! = d!=!=d®=1)
(e.n.m))

estd demonstrado.

. . 3.5 _3X7T+4X5_21+2 _4l
AP“CGC&S. 1.») P + 7 rEvE] - 28 - E
2.}_+5a 3a X 7b +4b X S5a _ 2lab + 20ab _ 4108 _ 4la
7 X7 285° 2867 ~ 28b
3ay =3 1-x _6Qx-3) +4(1-x) 12c-18 +4-4x _
i 4 6 4 X6 24
-14 _F{4x- _4:—7
24 a4 12

va, vb, vc, vd, ve, ¥f,

seb#0,d=0, fw»0, entlo:

PRI T adf + bef + bde
Y bdf
a ¢ ¢ a c e
Temos: -b- ? 7 T 4 _f- - (p.a.a.)
L. = Itad i
bd T (resu os anteriores) 7
- o




(ad + be)f -+ bdle)

REL L (i)

Aplicagdes:
3 2 "1
) s+35-3
L3 .2 1 _3XS5X2+4X2X2-4X5X1 _30+16-20
T L +3~3 4X5 X2 T
.
40 20
1 1 1 ~
2.2) - +— (x %1, x =1, x 9 0)

l_l(:-—l)x-l(x+l)x+l(x+l)(x—l)
x+1 -1 " x (x+1D)(x-1x "

xl-x-x?-x+x?-1 x?-2x-1
(x2-1)x x¥-x

3-')b"c+%+°'b (@m0, b0, c0)

L, b-c c-a a-b — (ac)(ab)(b—c) + (bc)(ab)(c—a) + (bc)(ac)(a-b)
Temos: o + = -+ 5 {bc) (ac) (ab) $

_ (abe)a(b - ¢) + (abe)b(c — a) + (abc)c(a - b) "
{(abc) . (abc) ‘

_ laber [a(b-c) + blc-a) +c(a-b)] _
_Laber . (abc)

- alb-c) + blc—a) + cla-b)
abce

42) Jx-?"T"

3% y-2x 50 -1(y-20) _
Temos: -3 1X5
_ISx—y+2:_17x-y

5 5
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EXERCICIOS DE FIXACAO — Gruro 33

1. Efetue o cdlculo indicado nos seguintes grupos de expressdes literais:

2a ~3a
a) 1.1) EX 7b

X

L
8y 2

b) 1.%)

2. Demonstre que:

1.°) vm, Y1, ¥p, Vg,

20) ¥x, Yy, Vi1, V),

5 a+b xa-?b
5 x+y+x—?

x x
6.%) d—i—-ii-a_r%
74 xfy+;%;
8.4) I;;;l_‘_a?-;z__;_
138) m- ;’"+-}

sen»0 e g0, entdo:

se y=#0 e b0, entio:

1x3 2b |
) i XTe+n X7
6.%) u+l><¢’+l

Sinuplificacdo de expressdes literais — fatoragido

4. Que é “‘fatorar” uma expressdo literal?

No desenvolvimento do cdlculo com expressdes literais &€ sempre
conveniente trabalhar com expressdes literais equivalentes, escritas de

maneira mais simples,

isto é, simplificadas.

te ¢ o objetivo da fato-

racdo de uma expressdo literal, que significa também decompéf-la em um
produto de expressdes literais mais simples.

As técnicas de fatoragdo — baseadas no uso das propriedades estru-
turais das opera¢gdes — dependem do conjunto de onde os fatbres podem
ser tomados e da aplicagdo que se ird fazer da expressdo fatorada. Tais
técnicas costumam receber nomes especiais, que serdo destacados nos
exercicios que se seguem:
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POr “‘em evidéncia': E a aplicacdo da propriedade distributiva da
multiplicagdo em relagdo 4 adigdo (e subtragdo). Exemplos:

3a + 2a = (3 + 2)a = 5a
ou 3a+ 2a =a(3 + 2) = a5 = 5a

e diz-se que o fator a foi pbsto “‘em evidéncia”. Da mesma forma:

em ixﬂ + %yz = —_"}(x’ + y?) o fator ; foi pdsto “‘em evidéncia”

-

em b—0b3 = b(1-b2) o fator b foi pbsto ““em evidéncia”, e

em x?y —xy? = xy(x—y) os fatéres x e y foram postos “em
evidéncia”'.

Como vocé ‘““descobriria” o fator que deve ser pdsto “‘em evi-
déncia’ na expressdo literal: 8x% — 6x27?

Numa vista geral vocé ji pode pér o 2 em evidéncia, que é um
fator comum aos térmos 8x?* e 6x? Entdo:

8x3 — 6x% = 2(4x° — 3x?)

Pode ser que para a finalidade desejada essa fatoragdo ja satis-
faca. Caso contrario, vocé ainda tem em 4x3 — 3x? fatbres comuns
(o x?, por ex.). Logo:

8x3 — 6x2 = 2x2%(4x - 3)

e a fatoragdo estid completada. Para vocé conseguir de uma vez os
fatéres comuns, basta determinar uvm maior divisor comum dos térmos
que compdem a expressdo literal, usando a mesma técnica conhecida
desde a 1.» Série Ginasial: multiplicam-se os fatéres comuns afetados

dos menores expoentes.
Assim, na fatoragdo da expressdo: 4ax? - 6a*x? 4+ 18a’, os |
fat6éres comuns sdo 2, a® e x'. Logo: !

4a3x3 — 6aix? 4+ 18a°x = 2a3x(2x? - 3ax + 9a?) |

Também:

L I e N &
4 g . 2.\ _2
X"t 2™ = x"(x— 1)

Agora, dois exemplos nos quais se pdem fatoéres ‘‘em evidéncia"
por mais de uma vez:
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1.°) ax + bx + ay + by

pondo-se x “‘em evidéncia’ nos dois primeiros térmos: x(a + b)
pondo-se y “em evidéncia” nos dois Gltimos térmos: y(a + b)

entdo: ax + bx + ay + by = x(a + b) + y(a + b)
e pondo (a + b) “em evidéncia’”, vem, finalmente:
b ax + bx + ay + by = (a + b)(x + y)

29 mn—-2n-6+ 3m

agrupando os térmos com fatdres comuns e procedendo como
no exemplo anterior:

mn-2n-6 + 3m mn-2n+3m-6 =
nm-2)+3m-2) =

(m—-2)(n + 3)

2. “Diferenca de dois quadrados'': E a aplicacdo do resultado j4
conhecido:

va, vb, a?-b* = (a + b)(a-b)

Exemplos: x2-y? = (x+ y)(x-y)
16a+ - 4b? = (4a* + 2b)(4a” - 2b)

NOTA IMPORTANTE

Lembre-se de que a fatoragio de uma expressido depende do conjunio (consi-
derado como Universo de trabalho) no qual serdo tomados os fatdres e da apli-
cagdo que se deseja dar d expressdo fatorada. Assim, por exemplo, fatorando 20:

no conjunto Z, vem: 20 =4 X5 =2* X5
no conjunto Q, vem: 2 = —;— X 40 (por ex.)
no conjunto R, vem: 2 = V20 V20 (por ex.)

O mesmo ocorre com as expressdes literais. Seja, por ex., fatorar 2x2-1;
sabendo-se que os fatdres pertencem

ao conjunto Z, vem: 2x? -1 impossivel
ao conjunto Q, vem: 2x*-] = 2(:'—-;—)
ao conjunto R, vem: 2x?-1 = (V2. x4+ I)(Y2.x-1)

Salvo informagiio contrdria, vamos supor como nosso Universo de trabalho
o conjunto R.
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4. Expressdo da forma: x? + (a 4+ b)x 4+ ab. Como:

Outros exemplos de fatoragdo da ‘‘diferenca de dois quadrados”:

(@a+b2-c2=[(a@a+b) +cll(a+b)—-c] =(@+5b+c)a+b-g
100m® — 50n% = (10m® + V50n4)(10m? V50n4)

As vézes ocorre por “‘em evidéncia'’ antes, como, por exemplo:

ax?—-ay? = a(x? -y?) = a(x + y)(x - y)

. ““Quadrado da soma (ou da diferenc¢a) indicada de dois nimeros"; 1

E suficiente lembrar os resultados conhecidos:
va, vb, (a + b)? - a* + 2ab + b2 e WVva, vb, (a—-b)? = a? -2ab + b2

pois as expressdes que satisfazem o segundo membro de cada uma
das igualdades acima, podem ser fatoradas, ‘‘voltando” para o pri-
meiro membro. Assim:

x4+ 2xy+y? =(x+y)2 e 4a®-12ab + 9b? = (2a - 3b)?

oo 3 oA Ml @1
V| ¥ R
N | " 4
x|y 2a|3b
Z2XxXy=2xy 2 X 2a X 3b = 12ab
Contra-exemplo:  4a? + 10ab + 9b% = ?
N ? /
i I R A0
p e
2a | 3b

2 X 2a X 3b = 12ab

(x + a)(x + b) = x2 + (a + b)x + ab,

basta “voltar” do segundo membro e fatord-la no produto das ex-
pressdes: (x + a)(x + b). Exemplos:

1) x2 + 5x + 6 |

Sdo procurados dois niimeros (a e b), cuja soma é 5 e o produto,
6. Lembrando que o ‘produto positivo (*6) exige que ambos os
fatéres sejam positivos ou negativos, temos as seguintes possibi-
lidades:

*1et6 ou ~le-6

2e¢et3 o Fe~3
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Sendo a soma (*5) um ndamero positivo, os nimeros procurados
sé podem ser: *2 e *3. Logo:

x4+ 5x4+6=(x+2)(x+13
2.°) a?-a-20
Temos: produto: ~20 (negativo); logo, os fatdres tém sinais dife-
rentes:
=1e*20 2 e*l0 “4te*S
*1e-20 R e-10 *4e-5

soma: —1 (negativo); portanto, os nimeros sé podem ser: *4 e =5
Logo: a?-a—-20 = (a 4+ 4)(a-5)

EXERCICIOS DE FIXACAO — Gruro 34

Usando técnicas de fatoragdo no conjunto R, fatore as seguintes expressdes literais:

Grupo A
' 20 2
l.') 41""33 2.0) —s——"-s-
3*) a + ax 4) Bx?-6x?
5.%) 4ax - 8ay 6.*) 7a?b - 14b* + 21a*b?
2 1 ‘
7.) -;—:’yz’ + -;—::y“x’ +%x-‘y’z 8.2) "; - r: + ";
9.2) 24a?b%+32a%b% - Ba?b? - 16a?b? 10.*) 2x" - 4x™+!
x am x m
11.*) 3 + 3 12*) (m +n)x + (m + n)y
130) (p +qa-(p +qb 142) (x + y)m + (x + y)n
15.*) 6ax - 3bx + 4ay - 2by 16.*) mn - x? 4+ mx - nx
174) x?=-x2 4+ x-1 18.%) d’b—l+b-q’
Grupo B
1%) m2-n? 20 x7-1 38 x1-4
4*) x2-5 5.2) 4x?-9y? 6.*) 9a'-%
74) 1-at 8.0) ¢4 9.+) a*-10
1 2
10.4) B i 119 (x +y)?-2? 124) (2a? 4 )3 =a?
Bl 16
13.4) 100-(3x~-y)? 144) 0,49 - p? 15) 4+ D2=(n-1)?
16*) (m +n)2-(m-n)? 17.*) 75a2-16 18.4) x3" -y
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Grupo C
1.*) a? 4 2ab + b? 20) x2-8x 4+ 16 3.*) 144a® - 2442 4 |
4*) 9a* 4 24a%? 4 16b* 5%) Blx*y?-54x%y?49x2y4 64) a? +a + %

1 2 " 9 i A ab .1
) —g—m’--i-m 4+ 1 8.) x4 -2x2y? 4 gyt 9.%) 9x’+ 6;y+ﬁy:
10.*) 0,8la* - 1,26a?b + 0,49b1 112) a?™ - 2a™® + b2" :

Grupo D
12) x2 4+ 7x + 12 24) y24y-20 34) a?-4a-9
4.%) m?-8m + 12 58) 12-1-2 6.*) n? + 44n - 45
7)) x7-9x-22 8+) 22152 4+ 56 9s) p2-2p-3
10%) y3 4 y-2 11*) x? 4 (a + b)x + ab

5. Simplificacao de expressdes literais

No caso de as expressoes literais indicarem gquocientes, também cha-
mados fracdes literais, a simplificacgdo dos mesmos decorre do emprégo
de resultados j4 conhecidos. Exemplos:

Loy | 36acbi?
| 24a%5%8

36a3bix? - o a%"x*"_ 3a |
24a2b%x3 2¥ 3 &b 2b%x '

i
2

Temos:

12a2y2? — 27b%y?
2Zaxy + 3bxy

2.0)

Temos:

12a%y?-27b%y?  3y*(4a®-9b?)  3y#2a+4-3b)(2a - 3b) 3y{2a-3b)
2axy + 3bxy ~ xy(2a + 3b) x32a 4367 3 x

3.%)

a? — 2ab + B*
a-b
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a?-2ab+b* _ (a-b)¥ _

a-b fr =

Temos:

Como foi feito com os nimeros reais, pode-se reduzir as fracdes li-
terais a um mesmo denominador comum. Exemplos:

8 e

1.9) %_ + = (@0

Nesse caso o.denominador comum é a; portanto:

z x—y+z

x_y

a d+d a

1-a2  a+2
29—+ 5 (@0

Pode-se usar 2a? como um miltiplo comum dos denominadores a? e
2a. Entido:

l—a’+a+2 _2a(1-a*) +a*(a+2) 2a-2a®+a®+2°
"~ a? 2a v 24’ - 2a3

_2a-a*+42a® &(2-a*+2) 2-4*+2
- 2q - 2a% . 243

Porém, usando como mltiplo comum dos denominadores a expressio:
2a2, que nesse caso ¢ um m.m.c., por analogia com o que vocé fazia com
os nameros inteiros, ndo é preciso simplificar a expressdo final, pois &
obtida diretamente. De fato:

l—a’+a+2 _2(1-a)+aa+2) 2-2a+d’+2
a? 2a 2a? - 2a? -
_2-a*4+2a

B 2a?

o« =1 L a4l
3')a+l a?-1

(@ 1ea-1)

O m.m.c. dos denominadores é: a*-1 = (a+ 1){a-1). Logo:

a-1 a+1 (@-I@-D-1a+1)_d-2a+1-a-1_a*-3a
a+1 az-1 a?-1 ji ai-1 a?-1
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O mesmo ocorre com as expressoes literais que envolvem muliipl;.

cacoes e divisoes combinadas. Exemplos:
1.%) a?— b2 > 12a ¢ 1 (@®-b3)12a  ta+Via—br12a
g 6a a+b Ta-b 6a(a+b)(a—-b)—-(a——+-b):ca—-—b-)&-='2
2.9) a?-x? a-x a*-x?  3x (a4 x)a—)k a4 «x
Y 6ax = 3x 6ax a-x la—sx3gxr = 2a
1 () ot - (25 - i
T \x-y/ Tx-y x-y 4a (x—yP" 4 " x-y
1
1% l
o
4.°) 1
1-x
Temos
1 1 1-1(1-x) A=t +«x x
1-x _ l-x - 1-x =‘1—:vc_ x x-l-——.r'
1 i 1 . 1 1 g Sy e
1-x 1 -x 1-x 1 -x
EXERCICIOS DE FIXACAO - Grupo 35
Simplifique as seguintes expressdes litercis:
Grupo A
= 15amx? X e b ay 28x%—=49x% o T7x . 8a’ + 1
1 40bmx 7% a + ab 2 4x? -7x + 11 19.4) 64a° -1
W _18cdt . 2m 4 m3 ., 2a% + 4ab . 4@ +b)?
2% J7cas 8% 3n + mn 14) 326 + b7 20°) 5(ai-b9)
., _85a% . @ tax o X1-2xy o 37-2a +1
) 51b3%c 2 a-ax e xy—2y? . a*-1
& "12acx? o mx2 - m? o 10x7 -2xy o @ + 3a?
" 26a%cix 2 nx? - mn 1) 15xy - 3y? o a?-9
3 84a3b3x ., Mxy - nxy . 3a*b - Sab? . a*-4
5 35atbx? 1.2 m-n i) 3acd - Sbed ) a? + 2a
5 S8mintrs W 35xz - 45yz o dm*- 25 o 2mx - 10x
) 5Tmintr L. 7x -9y 16.5) 2m + 5 U5) m? - 25
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8.2)

9.4

Grupo B
x Tx
3+t373
5x-3 1-2x =x
4a 3a 12a
x+y =y
x + x
;' x+2 1
+ = +7
1 1 2x
T tE TI-% 1=x9
y - 2xa
ix 4+ Sa
a? £+ b
a*4ap b atb
x—l_x’+l x+1
x+1 x?-1 x-1
RS-
xX-y y-x

m+n n-m 4mn

10.‘) n+m+n mi-n?
Grupo C
o 200 2= 1
1.%) 9a X b
a -b
&) a+b Ta-b
. :l_yl
30) :_yx—s
4) m-n m2-ni
Y m? +mn m?-mn
5. x1-4x -7x + 10
Y ox3-2x -5x 4+ 4

11

12.4) -

138)

14.0)

15.0)

16.%)

6.*)

i )

8.

9.) 4ab :

10.»)

a?+4-ab
d.+b’

3a? + 3b?
a?42ab+b?

o
b2
Ba?

E:‘ﬂ

~2ab?
15x%y

4a?
S5x3y °
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1
228 ———
):+y

230)

24.0)

25.%)

26.%)

278 —

281)

‘)

30.4)

11.%)

12.%)

13')

14.%)

3
o |

2y
+,1_,a
1
xX-y x+y

l-x
| O F

1 +x

l1-x

+

a_
x+a+x

1 1
a-1"a+1 T
a-1 1 a+l
a+l

a? 4+ 1
al -1

da a
a-1 a+1

Za’
a? -1

lkx b—k Jx(x b)
x+b x? - b3

4 10x

l-x x3-1

l+x

+ n

+
=

__'_

-y
i
y" y

L,
(x+y: -



oY v-—wm - WA
| . : : m
- v L]
.

GﬂlpoD
a* b2
o () (oot B
==X
1 1\ " 2 o x4y
W 5 tis) e 5y,
x-y
4b2 4a? 5x
. % : 15
3 T @ 2ab 70 i (‘3+2x-o ( s

o (B EE) e (S

5.8 8x3 : 4x? 11.9) (1 )z.(y_xjg

:l_ya x* +xy+.y2 zy:
1 +a l1-a <
-b a%-b? =8 d3al"”
) ey ST 12.%)
x4y xt-y* (I+a_l) (l— 1 )
= ' 1 +a




3.2 Parte: - complementagao do estudo das
equagoes e sistemas de equa-
¢oes simultaneas do primeiro
grau.

EquagGes e inequacgdes

1. Equacoes e inequagoes com uma varidvel,
redutiveis ao primeiro grau

O estudo do cdiculo literal no conjunto R permite resolver uma série
de equacgdes e de inequacgles algébricas (também chamadas fraciondrias)
com uma varidvel, que se reduzem ao primeiro grau, sendo, portanto,
de resolugdo conhecida.

Os exemplos dos Exercicios de Aplicagdo esclarecerdo tddas as passa-
gens.

EXERCICIOS DE APLICACAO — Gruro 36

1. Resolva as seguintes equagdes no Conjunto-Universo R:

x LB P in Neste caso, o 0 (zero) deve ser exluido do Conjunto-
1.0) e =1 Universo, pois tal valor anula os denominadores das
fracdes.

Usando como m.m.c. dos denominadores: 2x?, e aplicando téenica conhecida
(divide-se 2x? pelo denominador x, multiplica-se o quociente obtido (2x) pelo
numerador (x + 9), ), temos:
2x(x +5) -1 .(2~-3x) = 2x?
2x? 4+ 10x -2 4 3x = 2x? (aplicou-se a p.d.m.)

23 -2x? 4+ 10x +3x =2 (os térmos em x? e em x “passaram’’ para o 1.°
membro e o térmo constante, para o segundo)
13x = 2 (os térmos semelhantes foram “‘reduzidos’)
2
X = —
13
Como 1—25 ndo anula nenhum dos denominadores da equagio ¢ a torma verda-
deira, segue-se que pertence ao seu Conjunto-Verdade, isto &, % é a so-

lugdo (raiz) da equagdo proposta.
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) :‘—Er

24) x 43 __' 2 _x+3| Estdio excluidos -1 e *2 do Conjunto-Universo.
x4+1 x41 x-2 Por qué?

Agora, o m.m.c. é& (x + 1)(x-2) e, seguindo a ordem anterior, vem:
(x-2)(x+3)-2x-2) = (= + D(x +3)

x3 4+ x-6-2x+ 4 =x?+4x + 3

x3-xV 4 x-2x-4x =6-4+4+3

“8x =3 1=bx-_—55--l

Como ~1 anula o denominador (x + 1) da equagdo, entido ndo existe valor de
x que a torna verdadeira. Logo:

x+3_ 2 x+3
x4+1 x+41 x-2

3ax

,,iu_,g +: I; = it; Excluidos do Conjunto-Universo: -3 e +3.

mm.c.: x?-9; temos: 1.(10) +(x-3)(x + 4) = (x +3)(x + 2)
10 +x34+x-12 = x?45x +6
x?-x? 4 x-5x=12-1046
—4::—8‘:):—_%--1

Como =2 ndo anula nenhum dos denominadores, entdo ~2 é a solugdo (raiz) da

equacgdo.
3xda -
4.) e Sb Exclufdo do Conjunto-Universo: ~1.
m.m.c.: x -+ 1; temos: 3x-a = 5b(x + 1)

3x-a = 5bx 4+ 5b
3x-5bx =5b+a
5b + a

X3-5b) = Sb+a = x =30

5b+ a

T3=se)r e

Seb # —: (pois b= —:—- anula o denominador da expressio:
solugdo (raiz) da equagdo proposta é: -'r_;__-i_;_bg 2
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2. Resolva as seguintes inequacdes no Conjunto-Universo R:

Ix? 4+ 1 6x?-18
18) T 2 > 5x

mm.c.: 4
2(3x2 4 1) - 1(6x2-18) > 20x
6x3 4+ 2-6x2 + 18 > 20x
At be*-20x > ~18-2
=20x > =20

20:(20%:(;—3:3:(!

Logo, o Conjunto-Verdade da inequacdo proposta é constituido de todos os
nameros reais menores que I, isto é:

V = [n.os reais menores que 1]

58 =4 g =TS0

25) 2 S x—-(x? 43

1-2x7< 2x-2¢2-6
-4:"+.2r'-2.:$.'6\-1

-zxs-71=vz?-;-==>%

1
Portanto: V = (n.m reais malores ou iguais a J—z-)

Grdfico: . + e
4 3 2 10 N2 3 I8 5

NoTa: agora o 3-,:—fdz’p¢mdalndlcaglodlm.
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EXERCICIOS DE FIXACAO — Gruro 37

Resolva as seguintes equagdes e inequagdes no Conjunto-Universe R:
9 4 10 1 x-3 5-6x

e s 1 =y Ve m "
7 1 23-x T o =4
e T | L
3x+6 x2-10 o X+4 10 x4 2
5.0) -8 = = +2 6.)x+3 o o e rom
o x+3 2 x+3 o X2 £ XY x
7')x+l_x+1 x-2 o vy a=1 TE %
(cuidado!) 3x (cuidado!) wx, x # 1
Al RN S 2x? —4x -7 4 X¥ta 4at X-a
9')x—2+x—3 x2-5x +6 1% x-a x?-a? x+4a
L 1 23-x 1 5 _x—S
LB o e 122) 9 = —
Yt 2 2 2 _
6 8= gy 5 87 0 iy Sy ¥ P 4
3 5 5
3x Ox?
15.4) (———1)6 ;a—+13 16-)h-(2x+ 1o)<°

Sistemas de equagdes simultineas

2. Sistema de duas equagoes simultdneas do primeiro grau

com duas varidveis; novas lécnicas de resolucdo:
Meétodo da adicdo

Vocé j4 aprendeu na 2.* Série Ginasial a técnica denominada Subs-
tituigdo de Varidveis para a resolucdo de sistemas de equagdes simultineas.
Agora aprenderd nova técnica, conhecida com o nome de método da
Adigdo.

Seja, por exemplo, o sistema:
2x+ 3y =17
3x -5y =1
Multiplicam-se ambas as equagdes por dois niGmeros tais que os coefi-

cientes da varidvel que se quer eliminar tornem-se iguais em valor e de
sinais contrdrios. No exemplo acima:
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multiplica-se a primeira equagio por 3 (coeficiente de x na segunda)

multiplica-se a segunda equagdo por -2 (coeficiente de x na primeira,
com sinal trocado)

isto é:
{ 6x + 9y =121
~6x + 10y = -2
Adicionando-se a seguir, membro a membro, essas equagdes, obtém-se
uma tnica equacdo contendo sdmente a varidvel y, cujo valor é ficil-
mente determinado:
+ { b4+ 9y =21
6+ 10y = ~2
e 19
19y = l9¢=$ymﬁ=1
Substituindo ésse valor de y na primeira equagdo, vem:
2x+3X1=17
2;+3=7d=02x=7—3=02x=4=0x=;-—2

Logo: se x=2 e y = 1, entdo o par ordenado (2, 1) é a solugdo do

sistema proposto(*).
= 10
Outro exemplo: resolva o sistema { i 4
x-y=

Basta adicionar, membro a membro, as equagdes ‘como estdo’’, pois
os coeficientes de uma das varidveis (y) j4 sdo iguais e de sinais con-
trdrios (1 e ~1). Logo:

=10
+{x+,af
x-y= 4

2 =14e=x='2—4=7

Substituindo ésse valor de x na primeira equagdo, vem:
T+y=10=y=10-T=3

Portanto, o par ordenado (7, 3) & a solu¢do do sistema proposto.

(*) A eliminagio da varidvel y poderd ser obtida de modo anilogo dquele empregado
para a eliminagdo da varidvel x.
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LEMBRETE AMIGO

A melhor técnica a ser empregada na resolugdo de um sistema
de equacdes simultdneas é a sugerida pela prépria “‘forma’ com que
se apresenta o sistema. Assim, por exemplo, para resolver os sis-
temas:

ou 2x-5y 3x + 8 _ _

3 11 s

y=x+2

é “aconselhivel” o método da Substituicdo de Varidveis, pois o
valor de uma delas j4 vem “‘declarado’” numa das equagdes e pronto
para ser substituido na outra. J& para os sistemas:

{3x+2y=12 = {x+y=32

‘3x+5y=9 x-y=4

é preferivel o método da Adigdo, pela rapidez com que se elimina
uma das variéveis.

EXERCICIOS DE FIXACAO — Gruro 38

Usando a técnica que achar mais conveniente, resolva os seguintes sistemas de
duas equacdes simultineas do primeiro grau com duas varidveis:

V=% g3 > Se-3
1. 7. o e
){Zx+5y—3] ){x+y-1000 e
12.0)
X +ym=32 Ty 3x
2.° By = 4 —_——— =
' \e~y= 4 g ] = 2 4
Xy =4
--y— 5x—
e Ralaa Y5
8
9.9) 443y _, 1
o AE s TN 4 r
4x — Sy =12 3 3

3y = 11
14.2) {’ +3y

S5y-68 =3 (x-1)
15) x = y = 200

Xichy =y 3
y = 500 { rg= "%

2y +x =12 “3x +2y =12
16.°)
Ix-y=2



3. Sistema de duas equagbes com duas varidveis,
redutiveis ao primeiro grau

Resolva os seguintes Sistemas, também chamados fraciondrios, no
Conjunto-Universo R:

= — @
l').

Ficam excluidos do Conjunto-Universo os pares ordenados que
anulem os denominadores das equacdes do sistema(*).

Eliminando-se os denominadores de cada uma das equagdes
(0 m.m.c. da primeira equagdo & 5(x - y) e o da segunda, (x + 1)),

vem:
{ 5(2x-y) =8(x-y) { 10x-5y =8x-8y { 10x-8x-5y+8y =0
2x+y=4(x+1) 2x+y=4x+4 2x-4x+y=4
2x4+3y = 0
2x+ y = 4
4y = 4 = y= EI e, substituindo em: 2x + 3y =0, temos:
2% + 3(1) = 0 ¢m0 2¢ = =3 ¢mmd x = _%

Os valéres — (para x) e 1 (para y) ndo anulam os denomina-
dores das equagocs do sistema e, portanto, o par ordenado (— )
€ a solugdo procurada.

1+ x +1+y
142x 142y

x-3
y

=1

2.%)
-2

(*) Os pares ordenados que sdo excluidos tém as formas: @ (a0, 0), aER e
Cl, 9, a € R.
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Estdo excluidos os pares que tém as formas: 1) (.—; :2! e
2) (g, 0), a € R.

if Eliminando os denominadores e seguindo a ordem do exercicio
g anterior, temos:

3 {(1+2y)(1 +2) + (1 + 201 +3) = (1 + 221 + 2y)
' x-3 =2y
e, efetuando as operagdes indicadas:

I+x+2y+2yx+1+y+2x+2xy =1+ 2y + 2x + 4xy
x-3 =12
! Na primeira equagdo apareceram térmos em xy que serdo eli-

minados ao se reduzirem os térmos semelhantes (4xy - 4xy). Apés
tal redugio, obtém-se o sistema:

x+y=-1
_ x-2y= 3
i‘ | cuja resolugdo ja é conhecida:
t’ x4+ y= -1
i “x+2y = -3 (multiplicaram-se os membros por (1))

1 e, como:x=2y+3.temos:x=2(h%)+3=_%+3=]_—?—|c

Lﬂ a solugdo do sistema é o par ordenado (;— -—;) Por qué?
H
| depto 3
x y 6
l 3.°) . . . Excluidos os pares (0, 0).
x ¥y 6

Seguindo o curso normal de resolucdo (eliminacio dos denomina-
dores, etc.), obteremos o sistema:

6y + 6x = S5xy
6y - 6x = «xy
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no qual os térmos em xy ndo sdo eliminados de pronto, como no
exercicio anterior.

Désse modo, pode-se resolver o sistema proposto usando-se de
uma substitui¢do (nesse caso chamada “artificio de cilculo™): ::- -y
e ?". = v, resultando dai um névo sistema, agora nas varidveis u e v:

u+v=

o= o|wn

U—-1V=

Resolvendo-o, pelo método da adi¢do, obtém-se:

1 1 1
u = 2 ; = —2- X = 2
e “voltando” as varidveis x e y: ou
- y 3 y

Logo, o par ordenado (2, 3), que ndo anula nenhum dos deno-
minadores, é a solu¢do do sistema dado.

Nota: Se vocé adicionar membro a membro as equagbes propostas, poderd eli-
minar imediatamente a varidvel y, pois obterd:

l+l-l ou 1-l¢=>x-2
x x x

Substituindo o valor de x numa das equagdes, encontrard: y = 3,

1 1 2
x—y+x+y %3

4.°)
| (Y __I_
xX-y xX+y 3

Excluidos os pares: 1) (a, a), a € R e 2) (a, —a), a € R.

Pode-se resolvé-lo de maneira andloga'a do anterior, com as
substituigdes:

1
==yt S ae T
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2o 2

u-4v= —3-
resultando o sistema: : que, pelo método da Adicdo,
u-—-—v= —3—
R I
o 2 -y 2
fornece: e “voltando” as varidveis x e y: g
1 1
AT x+y 6

x-y=2 x =4 _ ’

ou e a solugdo do sistema proposto &
x+y=6 g |

o par ordenado (4, 2).

EXERCICIOS DE FIXACAO — Grupo 39

Resolva os seguintes sistemas fraciondrios, no Conjunto-Universo R:

x z2 ¥ =2
1.°) 6.°) . g
X
'3—+2)’-| ?—;-ﬁ
x+y 2 x-y x+y 6
2.°) 7.°)
Be) T S
2x+1 4 x-y x+y
-1 _ 3 ot e
Sy 4+ 1 6 x=1 y=-2
3e) 1 B.) ¢
x+2y-10 1 4 + 3 -2
| 4x-5y + 1 8 x-1" y-2
..l 0 . S SN
x 2 3x-2y x+2 2
2 +1 + 1 L 3 g l)‘r
x y -
11:+I+2y+l A S- iy}
1
(Suges!do -3y = T+ 3y -0)
5 6 3 x a+b
_—+_—— —_— =
x y 2 y a-b
5.2) 10.#) (a#= +b)
£ B e ) . e e
x y 9 a+b a-b a-b




4. Sistemas de trés equacdes simultdneas do primeiro grau
com trés varidveis; técnicas de resolugdo
Pode-se, para resolver um sistema de trés equagdes do primeiro

u com (rés varidveis, empregar os métodos da Substitui¢do, da Adicdo
e ainda artificios de cdlculo que conduzam mais facilmente d solugdo.

Os exemplos, a seguir, dardo uma idéia da resolugdo de tais sistemas
com o uso de diferentes métodos. Exemplos:

1.°) Resolva o sistema:

2% - y+ z="3
x+5y+3z= 0
3x -2y - z= 12

Aplicando o método da Substituicdo de Varidveis: “tira-se’” da
primeira equagdo (ou de qualquer outra) o valor de z (ou de outra
varidvel). Logo:

z="3-2x+y
! Substituindo ésse valor nas duas Gltimas equagdes, obtém-se o
sistema:
z2="3-2x+y
x+5y+4+3(3-2x+y) =0
Ix-2y-(3-2x+y) =2

Basta agora resolver o sistema formado pelas duas Gltimas
equagdes (sOmente nas varidveis x e y), que, reduzidos os térmos
semelhantes, se apresenta:

“Tx+8y =9
S5x -3y =-1

Aplicando qualquer dos métodos conhecidos, obtém-se: x = 1|
ey =2

Substituindo ésses valdres na equagdo: z = ~3-2x + y, vem:
z="3-2X142="3-242="3

e a solugdo do sistema proposto é dado pela trinca ordenada (1, 2, =3).
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Faga a verificacdo.

NoTA: A trinca ordenada, solu¢do do sistema, € constitulda dos tinicos elementos do
Conjunto-Verdade, que & a interseccdo dos trés Conjuntos-Verdade, relativos a cada uma
das equacgles que compdem o sistema.

2.°) Resolver o sistema:

x+y=3
x+2z =4
y+z=35

A titulo de exercicio vocé ird resolvé-lo empregando o método
da Substituicdo: ‘‘tire” o valor de x na segunda equagdo, o de y
na terceira e substitua ésses valdres na primeira, que se transformari
numa equagdo do primeiro grau na (nica varidvel z.

Com a finalidade de mostrar mais um artificio de cdlculo, pode-se
também resolver o sistema proposto procedendo-se da seguinte maneira:

Adicionemos, membro a membro, as trés equagdes que compdem o
sistema:
2x + 2y + 2z = 12

ou dividindo por 2:
x+ y+ z= 6
Subtraindo desta equagdo, respectivamente, as equagdes do sistema
dado, obtém-se:
x+y+z-(x+y)=6-3ouz=3
x+y+z-(x+2)=6-40uy=2
x+y+z-(y+2)=6-50ux=1

Portanto, a trinca ordenada (1, 2, 3) é a solucdo.

Y
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equagdes, NO Conjunto-Universo R:

EXERCICIOS DE FIXACAO — Gruro 40

Resolva, aplicando qualquer dos métodos estudados, os seguintes sistemas de

_5x+2y+z-2 x+y-6
) { 4x-y-3z="7 6°) {x+z =22
x-2y-2="6 y 42 =28
. Ix-2y+z=1 x4+y=17
20) {x+3y-2=10 79) {x+z=16
2x-y+2z=3 y4+z= 9
Sx-ym=T7-2 Jx-2y= 6
39 {x=4=1=-1y 82 {d4x +z =12l
3z-2y = 11 -3x 5x -6z =10
0,2x + 0,3y + 0,4z = 29 :I’i:‘_‘l’g
4°) { 03x + 04y + 05z = 33 9_-;4x+:+’_m
0,4x + 0,5y + 0,7z = 51 y+:+t=120
(2.2 _4_"71
z ¥ x 2
y+z-x=m B
5-'){z+x-y-n 10.-)4%-%4.1- _;'_
x+y-z=p»p y
(varidveis: x, y e 2) 1 4 +:1..‘E
Lt x y 2

Nota: Os sistemas do exercicio 9.° (quatro equagies com quafro vardvess) ¢ JL*
(trés equagdes fraciondrias) sdo resolvidos de maneira andloga aos anteriores, pefio wwo
dos métodos e artificios de cdlculo introduzidos.

LEMBRETE AMIGO

A intensa exercita¢do que até agora vocd teve no manipular o
cdlculo operatério, no conjunto dos nimeros reais (R), o habilita
a resolver:

1. qualquer tipo de equagdo e de inequacdo do primeiro grau com
uma varidvel;

2. equagdes e inequagdes fraciondrias redutiveis ao primeiro grau;

3. sistemas de equagdes simultdneas (duas ou mais) do primeiro grau
e fraciondrias, redutiveis ao primeiro grau;

[ ‘e, portanto, ... TODOS OS PROBLEMAS cujas senten¢as matemiticas
| se traduzem nas equagdes, inequagbes e sistemas estudados.
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- tratamento elementar m ‘
dos pollnédmios a uma
estrutura de anel.

Polindmios

1. Conceito de polinémio em: uma varidvel

A fim de melhor conhecer as estruturas que integram a Algebra
Elementar, é necessério estudar as propriedades de um especial conjunto
de expressoes algébricas, conhecidas pelo nome de polindmios. Tal con-
junto serd indicado pela letra P.

Que & um polinémio?
Téda expressdo algébrica que pode ser posta sob a forma-padrdo:

do + apx! + azx? + azx3 + ....... + a.x*

onde:

do, d1, dz, A3, ....... , a, representam niimeros redis

Ly >

x € uma varidvel no conjunto R,

sendo seus expoentes nimeros inteiros e positivos, é denominada poli-
némio na varidvel x(*).

do; a1x}; daax?; ....... D daxt
dizem-se térmos do polinémio e ao, ai, az, . ..., a, seus coeficientes.
Exemplos:

1. A expressdo: 8 4 3x 4 5x? & um polinémio na varidvel x, cujos coefi-
cientes sdo: dop =8; a1 =3 e az = 5.

(*) Diz-se também: polinémio em uma indeterminada.
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1
2. A expressdo: ~4x5 + 2x - 3 + 5x2 - x4 4 x3

também é um polinémio na varidvel x, pois pode ser escrita sob a
foma-padr&a:

F-;* + 2% 4 5x* 4 ¥ ~9x¢ 4 ~4xS

onde:

=1

@ = ag =2 aa=5 a=1 a4="9eas="4

Nesse caso diz-se que o polindmio estd ordenado segundo as poténcias
crescentes de x. No caso do polindmio se apresentar sob a forma:

~4x% + 9x* + x* 1 522 + 2x + _% )

diz-se que éle estd ordenado segundo as poténcias decrescentes de x.

Contra-exemplos:

1.°) 3 + 2x ' - 5x"% & uma expressdo algébrica, porém ndo é polindmio
(lembre-se de que os expoentes da varidvel x devem
ser inteiros e positivos)

-2.°) % +8 também ndo é polindmio (Iembre»se de que i— -x-')

3.°) 4x? —3x? 4 x ... ndo é polinémio (... o expoente deve ser in-
teiro e positivo)

Indicando por P o conjunto dos polinémios, cada um dos elementos
désse conjunto (que é um polindmio) pode ser indicado por uma letra
maihGscula latina. Assim, temos:

A =8+ 3x + 5x

B = —4x% +2x—-2l-+5x’-9x‘+x3

onde: AEP e BEP
Se
A=2+52-V8.x3+ x5 A éum polindbmio? ACP?
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Sim, pois A pode ser colocado sob a forma-padrdo, como é fécil veri-
ficar:
A=2+40.x+ 5x2-V8.x3 + 0.x4 + 1.x5

dg = 2
/ -
=5
onde @&—— =
\\"Gs =-V8
dy =0
as =1
e a sentenga A€ P é verdadeira.
Para facilitar o estudo dos polinémios, denomina-se:

Polinémio nulo, o que possui todos os coeficientes iguais a zero. Indicagdo:
0=0+4+0x+ 0x? 4+ 0x3 4 ...... + Ox"

Polinémio constante, o que possui sdmente o primeiro térmo da forma-
padrdo, isto é, um niimero real. Exemplos:

A=5 (o mesmo que: A =5+ 0x 4+ 0x2 + 0x* + ..... )
B = _% (o mesmo que: B=-%+Ox+0x2+0x3+ ..... )
C=a (o mesmo que: C =a + 0x + 0x* + 0x? 4 ..... )
D=0 (0o mesmo que: D =0+ 0x 4+ 0x2 4+ ........... )

O polindmio constante que possui dp = 1 é denominado polinémio-
unidade. Indicacdo:

1=1+40x+4+0x2+0x3+4 ....... + 0x*

E comum chamar-se:

monémio, o polindmio nulo (0) ou o polindmio que possui um dnico
coeficiente diferente de zero; exemplos:
4x3 (o mesmo que: 0+ Ox + O0x? + 4x3 + O0x* + ...... )
0 (o mesmo que: 0+ Ox 4+ 0x? + 0x3 + 0x4 + ...... )

binémio, o polindmio que possui dois tnicos térmos com coeficientes
diferentes de zero; exemplo:
x2-1 (o mesmo que: ~I + Ox + Ix? 4+ 0x3 +0x*+ ....)

trindmio, o polindmio que possui trés tinicos térmos com coeficientes
diferentes de zero; exemplo:

~3x2+47x+2 (0 mesmo que: 2+47x+3x240x340x4+..... )
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TESTE DE ATENCAO — Gruro 41

1. Assinale quais das seguintes expressdes algébricas sdo polindmios:
1

| 1.4) 2 4 3x-5x? 20) “5x? 43x 42 30 x4x3
" 4%) x1 +x1 x3 5.) % 62) 8
X3 + i ATy e
7% 3 4+ 2x3 + 4x 3 8.*) i+-?—'x+—ix’+?x'

2. Escreva os seguintes polindmios sob forma-padrdo:

15) A = 2 4 5x7-3x4 —x+%x'

2.°) B = 8y? +2y* —l—;- (a varidvel agora € y)
39 C = a + bx + cx? 4+ dx? (os coeficlentes sdo: a, b, ¢ e d, respectivamente)

4°) D = —u% 4 814 4+ -;-!’ - 15t -t 4+ % (a varidvel agora & t)

1
5°) E=m e

6.°) F = =9z (a varidvel agora ¢ z)

3. Escreva os seguintes polindmios segundo as poténcias decrescentes de x:
1°) A = 8x3-4 4 5x7 4+ x¢ +—;x
2°) B= 1-Tx 4+ x?-9x8

3°) C = x?-5x + 6

4. Assinale se sio V ou F, sendo P o conjunto dos polindmios:
1*) Se A = x?-5x+6, entio ACP

2%) Se A = x?-5c+6, entio AP

].‘)SeB-%. entio B¢ P
4%) Se B = %. entio BE P
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' 2. lgualdade de polinémios

Dados dois polindmios:

A=ay+ax+ ax? +azx®+ ... ...... + a,x"
e
B = bo + bix + bax? 4 bax®* 4+ . ........ + b.x"
dizse que A & igual a B e indica-se:
ao = bo
a = b
A=B se, e somente se: &2 = b
a, = bl

Assim, por exemplo, os polindbmios:
A=1+4+8x - 3x? + 7x3
B = a + bx + cx? + dx?

a=1
b=28
Cm =3
d=17

serdo iguais se, e sdmente se:

Opera¢des com polindémios
3. Adigdo

Dados os polindmios:

A=gao+ax! +ax? +asx® + ....... + a.x"
B = by + bix! + bax? + bax® + ....... + b.x*

chama-se soma dos polindmios A e B ao polinémio:
A+ B = (do + bo) + (ar + bi)x! + (a2 + b2)x2 + .... + (a, + b)x"

Logo: VA, VBC P, (A + B)EIP e a operagdo que determina a soma
de dois polindbmios é denominada adi¢do de polinémios. Exemplos:
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1.°) Efetuar a adicdo dos polindmios:
1
= B
A=5-3x+ 7%
B =44 2x - 7x?

Temos: A+ B=(5+4)+(3+2)x+ (% o ‘7):"'
13

ou A4+ B=9-x- ?xz
2.°) Idem, com os polindmios:
C =8-x+4 10x3 + 5x°%
D = ~5x + 3x% 4+ x?
Ordenando os polindmios de acérdo com a ferma-padrdo, temos:

C=8+4+"-1x + 0x? + 10x™ + 0x* 4 5x°
D =04 -5x + 1x?* + 0x* + 3x* 4 0x*

C+ D =8+ -6x + 1x? + 10x? + 3x* 4 5x°

Para adicionar trés ou mais polindmios, adiciona-se 4 soma dos dois
primeiros o terceiro e assim sucessivamente.

ATENGAO: Se a soma de dois polindmios é o polinémio nulo, entio os
polindmios sdo chamados opostos. Exemplo:

A= 2 - 5x 4 8x2
B =-2 4 5x - 8x*

A+ B = 0+ 0x+ 0x? (polinémio nulo)

Logo, os polindmios A e B sdo opostos. O polindmio B também

é indicado por -A (que é o polinémio oposto aditivo de A).
Osservagio: No estudo das propriedades estruturais da adiglio de polindmios a
existéncia do elemento inverso (I) é garantida pela existéncia do polindmio oposto aditivo,

a qualquer polindmio dado. Nestas condigdes estd sempre definida a subtragdo entre
dols poluwmlos AeB: A-B=A +(-B)

Propriedades da adi¢do: VA, VB, VCEP:
(A) A+B)+C=A+(B+ 0O

(N) A+0=A (O polinémio nulo é o elemento
40 A+ (-A) =0 neutro)
(C) A+B=B+ A



Verifique vocé mesmo essas propriedades com os polindmios:
A=3453-43 455 Bmldx+x? Cm-9x+ et

Observe também que a estrutura do conjunto P de polindmios com
relaglio 4 operacgdo de adi¢do é a de Grupo Comutativo (vale ANIC)I

LEMBRETE AMIGO

O conjunto dos polinémios (P), com relagdo a4 operagdo de
adicdo de polindmios, tem a mesma extrutura que o conjunto
dos nimeros reais relativos (R), pois ambos tém estrutura de Grupo
" Comutativo. Isto significa que os Sistemas Matemaéticos:

P,+ e R,+ comportam-se da mesma maneiral

4. Grau de um polinémio

Dado o polindmio:
A*) =do+ ax 4+ apx? 4+ aax3 + ...... + a,x"

se a, #,0, diz-se que o expoente n é o grau do polindmio. Exemplos:

4-2x* + —;—::3 ¢ um polindmio do terceiro grau (3 é o maior

expoente)
3x3-6x + 7 ¢ um polindmio do segundo grau (2 é o maior
expoente)
3+ 1-8x5 4+ 3x2 4+ x & um polindmio do quinto grau (5 é o maior
‘expoente) :

OsservAacio: O grau do polindmio soma (ndo-nulo) de dois polindmios A ¢ B
(também ndo-nulos) é sempre menor que ou igual @o mdximo dos dois graus. Exemplos:

1°) Se A =2+ 3x +'5x% (grau2) e B = -1 + x + 6x? (grau 3) entio: A+ B =
= | + 4x + 5x? + 6x? (grau 3: igual ao mdximo dos graus 2 e 3). -

2°) Se A = 6x?-2x + 3 (grau 2) e B = ~6x? 4 6x -5 (grau 2) entdo: A+B;
= 4x~2 (grau 1: menor que o mdximo dos graus, que é 2),

(*) Suposto nio-nulo.
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EXERCICIOS DE FIXACAO — Gruro 42

. Determine a, b ¢ ¢, a fim de que sejam iguais os polindmios:
1) 2-5x 4 11x? € a + bx + cx?
29) -%+ V2r-x? e a + bx — 4cx?

39) Jx+%x' e q.|...:_,+3¢,,:

4.-)1+%x-mo=' e (@-2) +0b+x+(-Dx?

. Efetue as adigdes dos seguintes polindmios:
1°) A = 3+2x-5x24x? B 5_,+%x.+9,.

2°) A = xb45x4 --zl-x’+3!—4 B = ~2x5423x3-x? C= x‘—7x’—x+%
3°) A = 9-x+48x3-12x4 B = “9+4x-8x7412x*
4°) A = 8x*-543x4 +%x B="4x4+12x%9x4 41 Cm=x-1 D =34x—x?4x3-x4

(é conveniente ordenar os polindmios segundo as poténcias cvuc'mm ou decres-
centes de x.)

. Preencha, de modo a tornar verdadeiras as seguintes sentengas:

1.%) 0 polindmio: 5 - x + 8x2-5x3, & o oposto aditivo do polindmio: =5 +x- .. ....

24 Opollnbmlo 5+3:¢——x’+x’ édo . ..... grau,

3+) O polindmio: 6x?-1 4 2x%-x3 +8x, édo ..... grau.
4) O grau do polindmio-soma dos polindmios: 2 -5x? + 8x? e | 4 3x?-5x9, ¢

5.2) O grau do polindmio-soma (ndo-nulo) de dois polindmios é sempre menorou . . ...
ao mdximo dos dois graus.

6.*) O grau do polindmio-soma dos polindmios: 9x? +x + 1 e 9x? 4 13x-12,
[ e

. Verifique:

1.°) que a adigdo dos polindbmios: A =2 4+ 3x-5x%; B = -4+ x-4x7 e C =3 -4x
¢ associativa;

2:) qual € o elemento neutro, no conjunto P dos polindbmios, com relagdo A operagdo
adi¢do;

3.5) qual & o elemento inverso (o mesmo, neste caso, que o polindmio oposto aditivo)
do polinbdmio: 3 -9x? + 2x? - x4;

4.°) que a adi¢do dos polindbmios A e B, do exercicia 1.°, é comutativa.

. Qual & a estrutura do conjunto P, dos polindmios, com relaglio 4 operagio adi¢de?
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5. Multiplicagdo

Dados os polindmios:

A=ay+ax' +ax?4+ax34+ ........ + a.x"
e B = by + byx! 4 bax? 4 bax3 4 ........ + bax™
chama-se produto dos polindmios A e B, ao polinémio:
A . B = agbo + (aghy + arbo)x + ........ + abpx*t™

Logo: YA, VBEP, (A. B)CP e a operagdo que determina o

produto de dois polindmios é denominada multiplicagdo de polinémios.
Exemplo:

Efetue a multiplicagdo dos polindmios:
A=5-2x e B=2+ 3x-x?

O produto: agbg + (aghy + ajbo)x + ....... pode ser obtido através
da seguinte disposigdo pratica, onde figuram sdOmente os coeficientes:
bo b by 24 3x- 22
a @ 5- %

ou
dobo ﬂnbl dob:, 10 + 15x — 5x2
arbg aiby aibs - 4x - 6x% 4 2x?
aobo aoby + arbo aghz + aiby  a1bz 10+ 11x-11x2 + 2x3

Para multiplicar trés ou mais polindmios, multiplica-se o produto
dos dois primeiros pelo terceiro e assim sucessivamente.

O grau do polindmio-produto de dois polindmios é igual a soma dos
graus dos polindmios fatdres. Assim, no exemplo estudado, temos:
B= § - 2x (grau: 1)
B= 24 3x-x2 (grau: 2)
A.B=10+4 1lx-11x* 4 2x3 (grau: 3, soma dos graus)
Propriedades da multiplicagdo: VA, ¥B, YCEP:
(A) A.B).C=A,(B.C)

2 (O elemento neutro é o polindmio-unidade,
N 4.1 A também chamado elemento-unidade.)
(CO A.B =B.A
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ATeENGAO: Ndo existe propriedade que diga respeito a existéncia do ele-
mento inverso (I) ou oposto multiplicativo, pois nem todo poli-
ndmio, diferente de zero, admite inverso. Exemplo: O poli-
ndémio x ndo admite inverso, pois a sentenga aberta:

tXA=1

tem Conjunto-Verdade vazio, por ndo existir nenhum poli-
némio que, multiplicado por x, dé o polinémio-unidade (1).

Lembre-se de que a expressdo: —: ndo é polinémio!
Relacionando a multiplicacdo e a adi¢do de polindmios, temos ainda
a propriedade distributiva:
D) A.B+C=A.B+A.C

Verifique vocé mesmo essas propriedades (A), (N), (C) e (D) com
os polindmios: A =2+ 3x-x* B=5-2x e C=1+4 x-3x%

6. NovIDADE: Nova estrutura algébrica: Anel Comutativo

Quando num conjunto estdo definidas
duas operagdes:

adi¢do (4) com as propriedades ANIC
multiplicagdo (X) com as propriedades ANC

e mais a propriedade distributiva (D) da multi-
plicagdo em relagdo a4 adigdo, diz-se que o
conjunto tem uma estrutura de Anel
Comutativo com elemento-unidade. Assim,
por exemplo:

1. O conjunto Z (dos inteiros relativos), com relagdo as operagdes adi¢do
e multiplica¢do, tem uma estrutura de Anel Comutativo. Verifique.

2. O conjunto P (dos polindmios a uma variével com coeficientes em R),
com relagdo ds operagdes adicdo e multiplicagdo, tem uma estrutura
de Anel Comutativo.

E o que foi visto no item 5.

103



EXERC(CIOS DE FIXACAO — Gruro 43

1. Efetue as multiplicagies dos seguintes polinémios:

1°) A = 3-5x + 2x7-8x3 B=1+2x+x?
2.')A-2.x‘—-5x'+%x’+l B=x-4

3°) A = 3x-x3 4 4x8 B =1+42x-x2 C=73+45¢
4°) A =Tx?-x+412 B=1-3x C=x41

2, Preencha, de modo a tornar verdadeiras as seguintes sentengas:

1.*) Se o polindbmio A ¢ do terceiro grau e o polindmio B ¢ do segundo grau, entio o
polindmio-produto A . B édo . ... . grau;

2.*) O elemento neutro, no conjunto P dos polindmios, com relagdo & operacdo multi-
plicagdo, € o polindmio

3. Verifique:

1.°) que a multiplicagdo dos polindmios A, B e C é associativa (empregue os polindmios
do exercicio 1, 4.°);

2.°) que a multiplicagio dos polindbmios A e B & comutativa (use os polindmios do
exercicio 1, 2.9);

3°) que o polindmio-unidade (1 =1+ 0x +0x? + ) é o eclemento neutro no
conjunto P, com relagio & multiplicacgdo (multiplique-o pelo polindmio A, do
exercicio 1, 1.9).
4, Se A=3x?-5x+7;, B=2x-1¢e C=x + 2, entio:

A (B+C =A B+ A C (propriedade distributiva)
(B+€C) . A=B.A+C A (propriedade distributiva)

5. Qual ¢ a estrutura do conjunto P, dos polinbmios, com relagdo ds operacies adicdo
e multiplicagdo?

7. Divisdo

Dados os polindmios A e B # 0 (isto quer dizer que o polinémio
B ndo é o polinémio nulo), chama-se quociente de A por B ao polindmio
C, quando existe, tal que:
A=B.C

O polinbmio A ¢ denominado dividendo e o polindbmio B, divisor.
Diz-se também que:

o polindbmio B divide o polindmio A;

o polindmio A ¢ divisivel por B e por C (que por sua vez sdo divisores
de A).
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A operagdo que permite determinar o quociente é denominada divisdo
de polindmios. Assim, por exemplo, dados os polindmios:

A=x*-5x+6 e B=x-3
o quociente de A por B & o polindmio C = x -2, pois:

x2-5x+ 6 =(x-3).(x-2) (verifique!l)

ATENGAO: Nem sempre existe o polindmio C com essa propriedade, isto
é, dados dois polindmios: A e B # 0, nem sempre é possivel
determinar o quociente de A por B. Essa mesma situagdo
vocé encontrou no conjunto dos nimeros inteiros, onde nem
sempre era possivel determinar o quociente de dois nimeros
inteiros: a e b # 0. Surgiu, entdo, o quociente aproximado
e o resto, passando a opera¢do a denominar-se divisdo aproxi-
mada. Lembra-se?

Também agora, no conjunto P dos polindmios, dados dois polindmios
A e B # 0, é sempre possivel determinar dois polindmios: C e R, onde o
polindmio R é de grau menor que o polindmio B tais que:

A=B.C+R

onde C é o quociente (aproximado) e R o resto da divisdo aproximada de
A por B. '

SeR=0 (polindmio nulo), entdo a divisdo é exata (definida simples-
mente como divisdo de polindémios).

Por enquanto serd ensinada uma técnica para se efetuarem as di-
vises entre polindmios com uma varidvel. Seja, por exemplo, efetuar a
divisdo do polindmio: 2x*-5x? + x -8, pelo polindbmio: x* 4 3x - 4.

Procedemos da seguinte maneira, supondo os polindmios ordenados(*):

1. Divide-se o primeiro térmo do dividendo (2x*) pelo primeiro térmo do
divisor (x?), obtendo-se, assim, o primeiro térmo do quociente (2x);

2. multiplica-se o primeiro térmo do quociente pelo divisor e subtrai-se
o produto (~2x* - 6x? 4 8x) do dividendo (2x* - 5x? 4 x - B); a dife-
renga obtida (~11x? + 9x - 8) representa um resto, cujo primeiro
térmo (~11x*), dividido pelo primeiro térmo do divisor, dari o se-
gundo térmo do quociente (~11);

(*) Deve-se, nas divisdes de polindmios, ordend-los segundo as poténcias decres-
centes (ou crescentes) de x.
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3. multiplica-se o segundo térmo do quociente pelo divisor e subtrai.se
o produto do primeiro resto obtido; e assim sucessivamente ats
que se encontre para resto o polinémio nulo (divisdo exata) ou um
polindmio cujo primeiro térmo ndo seja divisivel pelo primeiro térmq
do divisor (divisdo aproximada).

Disposigdo prdtica:

23— 5x*4+ x-8 |x*+3x-4
“2x3— 6x3 + 8x 2x - 11 — quociente
“11x2 + 9x- 8 (aproximado)
+ 11x2 + 33x - 44
42x - 52

S,

!

resto

Logo: 23 -5x2 4+ x-8 = (x24+3x-4) . 2x-11) 4+ 42x-52

e a divisdo é aproximada.

Outros exemplos:

1.°) Efetue a divisdo de: 15x%-x*-4x3 4+ 5x? -x por 5x? 4+ 3x-1

Temos:

15x%= xb =~ d4x? 4 5x2 = x| 5x* 4 3x~1

~15%5 - 9x4 + 3x° 3x¢ — 2x? + x — quociente
-10x% - x3 4 5x2 (exato)
+ 10x* + 6x* - 2x?
+ 5x5 4 3x3 — x
~5x3 — 3x? 4 x
0x* 4+ 0x2 4+ 0

(polinémio nulo)

Logo: | 15x% - x4 —4x% + 5x?—x = (5x2 + 3x-1). 3x3-2x? + x)

e a divisdo é exatd.

106




2.0) Efetue a divisdo de: 3x*-5x* 4+ 1 por 2x? - x.

Temos:
x4 - 5x% +1 | 2x2-x
3
-3xt + Tx.'i %xﬁ - _7..x - —;— — quociente
P = 4 (aproximado)
i sl ]
2
=+ —;T::“ = %12
- %x’ + 1
foa
+ —4‘3 8 %
=
E-x + 1
——
l
resto

3 i 7 =
: -l - (2t - St O s
Logo: | 3x*-5x* + 1 = (2« x)-(zx e 8)+ gx 1

EXERCICIOS DE FIXACAO — Gruro 44

Efetue as divisdes entre os seguintes polindmios:

19) x7-2x + 1 e x+1

20) 5x3-8x* +2x + 9 e x3-2x +3
3o) xB 4 xt + x4+ x4 x+1 e x 41

4°) 2x3-5x1 +6x«g—; e 3x-2

5.°) 6x4-19x3 +3x2 4+ 19x + 6 [ Ix?-5x-3
6°) 2x3-10x?-x+5 e =2x + 5

7°) 3x4 -2x3 4+ x¥-4x-3 e 4x?-3x + 5
B.e) 4x5 -2x4 -9x3 4 2x?-7x-3 e x3-3x-1
9.°) =6 + 3x + 13x? - 4x? - 5x4 4 Ix3 e =2 4+ x + 3x2
10.2) 15-11x - 2x? 4 6x? e 5 + 3x
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LEMBRETE AMIGO

A

Os conjuntos: Z (dos nlimeros inteiros relativos) e P (dos
polindmios), ‘“‘comportam-se” da mesma maneira com relagio is
operacBes adicdo e multiplicacdo, isto &, éles tém a mesma estrutura:

de Grupo Comutativo, com relagio a adigdo;
de Anel Comutativo, com relagdo 4 adi¢do e multiplicacdo.

PRATICAS MODERNAS — Gruro 45

Voct jh& sabe que os Sistemas Matemdticos (isto €, um conjunto munido de uma ou
mais operagdes) que possuam a MESMA ESTRUTURA, comportam-se da mesma maneira.
Nestas condigdes, se um Sistema Matemético possui, por exemplo, estrutura de crupo,
é sempre possivel resolver-se nesse Sistema a equacio:

Asx =18

onde A e B representam, em nossas Prdticas, elementos dos conjuntos Z, Q, R ou do
conjunto P dos polindmios. De fato, a solugdo dessa equagio ¢ dada por.

x =B+ A’

representando A’ o elemento inverso de A e » a opera¢do definida no conjunto que se estuda.
Exemplo: Resolver as seguintes equagdes:

19| s4x=12 no Conjunto-Universo Z (que possui estrutura de GrRuUPO em
* relagdio 4 operagdo adigdo)

A solugdo ¢é dada por:

x = 12 + (-8), isto é, 4, sendo (~8) o elemento inverso (aditivo) de 8, pois a

operagdo que figura na equagido é a adigdo.

2% | T no Conjunto-Universo Q* = Q - [0} (que possui estrutura de
. cruPo em relagdo A operagdo multiplicagdo)

A solugdo ¢ dada por:

1 3 1
x= 12 X L isto é, 7 sendo 3

pois a operacdo que figura na equagido & a multiplicacdo.

o elemento inverso (multiplicativo) de 8,
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A+X =B no Conjunto-Universo P (que possui estrutura de crupo em
relacdio 4 operaglio adigdo)

representando A e B os polindmios dados:
A==2+4+5x-3x2 Bw=5-x+ 6x?

e X o polindmio que se procura, a fim de tornar verdadeira a sentenca: A + X = B,
Como o conjunto P dos polindmios possui estrutura de Grupo em relagdo
4 adicdo, segue-se que:
x - B + (-A)l
sendo (-A) o polindmio oposto (ou inverso aditivo) do polindmio A.

Logo: X = (5-x + 6x7) + [- (-2 + 5x - 3x?)]
X =5 x4 6x?42-5x 4 Ix?
X = T-6x +9x?

e a solugdo da equagdio proposta:
(2 +5x-3x") + X = (5-x + 6x7)
é o polinbmio: 7 -6x + 9x3.

Desfrutando a vantagem de saber que um dado Sistema Matemético possul estru-

rura de GRUPO, resolver as seguintes equagdes:

1*) S54=x=12 no Conjunto-Universo Z

20) 34x= 7 no Conjunto-Universo Z

3*) 9% x =18 no Conjunto-Universo Q*

41) I Xx=- _—;- no Conjunto-Universo Q*

59) -—32— +x= 5 no Conjunto-Universo R

6*) 3 4+2x=10 no Conjunto-Universo R

78 3-2x+9x7) + X = (5 + x-3x%) no Conjunto-Universo P
8.4) (x? 4+ 8x) + X = (x? + 8x) no Conjunto-Universo P
9% (5x) + X = (% -x + Bx’) no Conjunto-Universo P

10.%) (| + %x —x7 4 5x? _1_;4) +X - (—4;1 -x + —:-) no Cenjunto-Universo P
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1.2 Parte: - fazendo Geomelria...
- figuras geometricas planas: cur-
vas fechadas simples
- um pouco de Topologla...
2.9 Parte: - relagoes e operagoes com con-
juntos de pontos no plano
- semli-reta; segmento de reta;
semi-plano
- medida de segmentos;
segmentos; congruentes
3.2 Parte: - dngulos; medida de angulos;
angulos congruentes
- problemas de aplicagao
4.2 Parte: - explorando demonstracoes...
- angulos formados por duas relas
coplanares e uma transversal






1.3 Parte: - fazendo Geometria... o
4 - -[{iguras geomatricas planas: cur-
bt L vas fechadas simples

- um pouco de Topologia...

Fazendo Geometria...

1. Objetivos da Geometria

Até aqui vocé estudou e trabalhou com conjuntos de nGmeros.
Estabeleceu relacdes, operacées e propriedades, dentro da Matemdtica
conhecida pelo nome de Aritmética. A seguir estudou sentencas matemd-
ticas, ressaltando-lhes as estruturas algébricas, na parte conhecida pelo
nome de Algebra.

Agora, ao invés de conjuntos de nimeros, vocé estudard conjuntos
de pontos. Estard ainda dentro da Matemadtica, na parte chamada
GEOMETRIA.

Os conjuntos de pontos constituirdo as figuras geométricas, para
as quais também serdo estabelecidas relagdes, operagies, propriedades e
sentencas matemdticas. :

Se na Aritmética e na Algebra o Universo de trabalho foi o conjunto
de todos os nimeros (R), na Geometria, o Universo de trabalho serd o con-
junto de todos os pontos, conhecido com o nome de espago (E), no qual
“vivem" as figuras geométricas, tais como as linhas, os planos, as super-
ficies,... que sdo subconjuntos de E.

UM POUCO DE HISTORIA

Ha4 milhares de anos, babilénios e egipcios usaram as primeiras idéias de
Geometria para: estudar Astronomia, construir pirdmides, medir seus campos de
agricultura, etc. Euclides, um famoso grego, escreveu o primeiro livro de Geome-
tria hd 2 200 anos, numa época em que Geometria significava “medida da Terra".

Hoje, em plena era do espago, Geometria tem outros significados. Que é
espaco? Espaco, para nds, é o conjunto de todos os pontos, Em outras pala-
vras, o espaco '‘abrange tudo'!

Uma viagem para Marte, por exemplo, envolve o nosso espago, Se uma nave es-
pacial pretendesse fazer tal viagem deveria, entre outras coisas, conhecer no espago:
o “‘caminho" que &sse planéta faz ao redor do Sol, sua localizagdo e sua velocidade.

Pois bem, os estudos ligados principalmente aos caminhos e localizagdo no
espago pertencem & Geometria atual.
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2. Tudo comegou com o ponto.

Téda figura geométrica é um conjunto de pontos. Desde a Escola
Priméria, vocé “‘desenha” as figuras geométricas associando-as a modelos
fisicos. Sdo, pois, familiares os ‘‘desenhos” que lembram:

0 segmento
o ponto de reta o dngulo

P N

OO

o poligono a circunferéncia

o0 prisma

a pirAmide

Na Geometria, a ser estudada, vocé ird conhecer melhor as figuras
geométricas por meio de propriedades que as caracterizam e que sdo sempre
verdadeiras, qualquer que seja a precisio com que foram desenhadas.

Para isso serd necessario conceitud-las, além de desenhi-las.

Se vocé quisesse, por exemplo, definir um tridngulo, poderia dizer
que se trata de um conjunto de pontos. Porém, téda figura geométrica
€ um conjunto de pontos. Entdo é necessdrio mais ‘‘alguma coisa” para
dar a idéia do que seja um tridngulo.
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" Dizendo que o tridngulo é um conjunto de segmentos de retas, com
determinadas propriedades, vocé desejaria saber o que é um segmento
de reta que, por sua vez, exige saber-se que é uma rets, e esta, o que é
um ponto!

Logo, tudo comegou com o ponto, que passa a ser, assim, o primeiro
elemento da Geometria, ou seja, a figura mais simples, usada para definir as
demais. Como antes do ponto “ndo h4 nada”, éle ndo vai ser definido
e por isso é considerado um conceito primitivo.

. N

A imagem de um ponto pode ser obtida pela marca deixada pela
ponta de um lapis (bem apontado!) numa félha de papel ou o “canto”
onde se encontram as duas paredes de

sua sala de aula com o assoalho.

7 Mas guarde bem: &stes desenhos

revelam apenas uma idéia do ponto,

/ pois na verdade o ponto da Geometria

ndo possui ‘‘tamanho” e vocé sabe

f que ndo encontramos nada no mundo
/ fisico sem dimensdo!

L / Vocé pode, portanto, imaginar um
—/ ponto, mas nio pode “segurid-lo” nem
“carregéi-lo”...

Deslocando-se a ponta de um l4pis
pela félha de papel, ficara descrita a figura
geométrica denominada linha ou curva.

Como é natural, vocé pode tragar o
“tipo”’ de linha que quiser. Nio h4, porém,
linha mais simples do que a linha reta,
geralmente chamada reta, cuja imagem é
obtida fazendo-se deslizar a ponta de um
lapis ao longo de uma régua, até. ..
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TR Na verdade a régua possibilitou

A XTH desenhar “‘uma parte” da reta, pois

vocé pode ‘“‘imagini-la” prolongada

pLUR—— [ .. indefinidamente, mesmo além da félha
do desenho...

A superficie do quadro negro, o
chdo determinado pelo patio do Colégio,
sugerem imagens da figura geométrica denominada plano, que ¢
pensado “ilimitado” em todos os “sentidos’’.

No estudo que sera feito vdo ser considerados como “‘grandes perso-
nagens’’ da Geometria:

o ponto a reta e o plano

dos quais vocé ja tem idéia formada, apesar de ndo os ter definido, por
serem conceitos primitivos. Nestas condig¢bes, ndo serdo os desenhos bem
ou mal feitos que os caracterizardo e sim determinadas propriedades que
éles possuem.

Para facilitar o reconhecimento de tais propriedades, pode-se empregar
simbolos para representar os pontos, as retas e os planos. Assim, serdo
representados:

os pontos por: A, B, C, D, ..., P, ... (letras latinas mailisculas)
as retas por: a, b, ¢, d, ..., r, ... (letras latinas mindsculas)
os planos por: « B, v, 48, ... (letras gregas minGsculas)

(alfa) (beta) (gama) (delta)
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3. Figuras geométricas que “‘vivem” no plano

Vamos considerar o plano como um conjunto infinits de powmtos

Neste curso de Geometria o plano serd o Universo de trabalhs, repre-
sentado de preferéncia pela félha de seu caderno, onde voc ;i estd acos-
tumado a desenhar:

dngulos, tridngulos, quadrildteros, circunferéncias,.

(&4

Tais figuras, por possuirem todos os seus pontos num mesmo plino,
sio denominadas figuras geométricas planas. Em linguagem moderna:

- ....._.,__ﬂ.-.!_-..,._

e * o v'\,w

nfl‘umgmmmmnw&'

'S A iwh 9&\1—

OBSERVAGAO: As figuras geométricas: prismas, pirdmudes, cilindros, cones, esferas, .. .,
cujos pontcs ndo pertencem fodos a wm mesmo plano, sio chamadas figuras geomé-
tricas espaciais.
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Na verdade a régua possibilitou
desenhar “‘uma parte” da reta, pois
vocé pode ‘‘imagini-la” prolongada
et indefinidamente, mesmo além da félha
do desenho...

/ A superficie do quadro negro, o

chdo determinado pelo pétio do Colégio,
sugerem imagens da figura geométrica denominada plino, que ¢
pensado “ilimitado"” em todos os “'sentidos’’.

No estudo que seré feito vao ser considerados como ‘‘grandes perso-
nagens’’ da Geometria:

o ponto a reta e o plano

dos quais vocé ja tem idéia formada, apesar de ndo os ter definido, por
serem conceitos primitivos. Nestas condigdes, nio serdo os desenhos bem
ou mal feitos que os caracterizardo e sim determinadas propriedades que
éles possuem.

Para facilitar o reconhecimento de tais propriedades, pode-se empregar
simbolos para representar os pontos, as retas e os planos. Assim, serdo
representados:

os pontos por: A, B, C, D, ..., P, ... (letras latinas mailisculas)
as retas por: a, b, ¢, d, ..., r, ... (letras latinas mindsculas)
os planos por: o« B, v, 4, ... (letras gregas mindsculas)

(alfa) (beta) (gama) (delta)
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3. Figuras geométricas que “‘vivem” no plano

Vamos considerar o plano como um conjunto infinito de pontos:

Neste curso de Geometria o plano serd o Universo de trabalho, repre-
sentado de preferéncia pela folha de seu caderno, onde vocé ji estd acos-
tumado a desenhar:

dngulos, tridngulos, quadrildteros, circunferéncias,...

VI

(=4

Tais figuras, por possuirem todos os seus pontos num mesmo plino,
sio denominadas figuras geométricas planas. Em linguagem moderna:

as figuras geométricas planas sio subconjuntos do plano j

OnservaGAO: As figuras geométricas: prismas, pirdmides, cilindros, cones, esferas, .. .,
cujos pontcs ndo pertencem todos a um mesmo plano, sio chamadas figuras geomé-
tricas espaciais.
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EXERCICIOS DE FIXACAO — Gruro 46

1. Assim como os cbjetos concretos permitiram a idéia de niimero, os seguintes desenhgs
ddo idéias de figuras geométricas. D¢, de cada uma delas, o nome pelo qual vocg
as conhece:

Xt e

2. Diga que figuras geométricas sugerem:

1.°) o conjunto das estrélas do céu a noite;

2.°) um raio de luz;

3.r) a dobra de uma fbdlha de caderno em duas partes iguais;

4°) a superficie da pista de um boliche;

5.°) a superficie de wma bolinha de pingue-pongue;
(a resposta — superficie esférica — é dada para ndo haver confusio com a
resposta da questdo seguinte)

6.°) uma bolinha de gude;

7.°) uma bola de futebol,

8.°) um dadinho de jogo;

9.0) os trilhos de uma estrada de ferro;

10.°) um Idpis comum que nunca foi apontado;
11°) ... e a Pirdmide de Quéops, do Egito.

3. Assinale V ou F nas seguintes sentengas:

1.*) Posso desenhar quantos “modelos’ de linhas ou curvas eu desejar.

22) Uma reta é uma linha.

3+) Uma linha é sempre uma reta.

4.*) Uma linha nem sempre é uma reta.

5.*) Um plano é uma superficie.

6.*) Tbéda superficie é um plano (cuidada!).

7.2) O tridngulo é uma figura geométrica plana,

8.#) O tridngulo é uma figura geométrica espacial,

9.4) A pirémide ¢ uma figura geométrica plana.

10.*) O nbdvo Estidio de Belo Horizcnte sugere uma figura geométrica espacial.

4. Desenhe e d¢ os respectivos nomes de trés figuras geométricas planas e de trés figuras
geométricas espaciais,

5. O tridngulo é um subconjunto do plano. E Verdadeira ou Falsa esta sentenga ?
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Figuras geométricas planas

4. Curvas fechadas simples

Considere uma félha de seu caderno como o “plano” no
qual serdo desenhadas as seguintes figuras:

P

Cada uma delas representa uma figura geométrica plana denominada
curva fechada simples.

Fechada, porque é sempre possivel descrevé-la com a ponta de um l4pis,
a partir de um ponto inicial (P) e, sem “levantar o lipis do papel”, chegar
ao ponto inicial, ndo sendo permitido “voltar” pelo percurso ja percorrido.
(Experimente!)

Simples, porque a curva ‘‘ndo se cruza”, ou seja, ndo se intercepta
a si. mesma.

As curvas fechadas simples deter-
minarm no plano (onde se encontram)
trés conjuntos, constituidos respectiva-
mente pelos:

— pontos interiores & curva
— pontos da prépria curva
— pontos exteriores 4 curva

Os pontos interiores comp&em a regido interior ou simplesmente interior
da curva e os pontos exteriores o exterior da curva. Tais regides estdo
destacadas na figura, onde:

— os pontos A e B pertencem ao interior da curva
— o ponto P pertence a curva
— os pontos M e N pertencem ao exterior da curva

121



ATENGAO: As curvas fechadas simples gozam das seguintes importantes priedad
que as caracterizam: bro
1.*) qualquer linha que une um ponto interior a

um ponto exterior Intercepta (“encontra”)
a curva pelo menos em um ponio:

is pontos quaisquer interiores (ou exteriores) por uma linha

que nio Intercepta (“‘ndo encontra”) a curva: I

Yy /{/
7 7

Y.

y

"

Z

*) a partir de um ponto exterior (M) qualquer “‘semi-reta” que Intercepta da curvd o
faz em um niimero par de pontos; a partir de um ponto interior (A), qualquer
“semi-reta’’ que intercepta a curva o faz em um numero impar de pontos:




5. Curvas planas que ndo sdo fechadas nem simples

As figuras geométricas planas:

4

ndo sdo fechadas, como é facil verificar, pois se vocé comegar a descrevé-las
“num certo sentido”, a partir de um ponto P, ndo voltard mais a ésse
ponto, a menos que “levante o lipis do papel” ou use o “sentido contrério”.

Por outro lado, as curvas:

ndo sdo simples porque “se cruzam”. Também as figuras:

VLR

representam curvas que ndo sdo fechadas nem simples.
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6. Convexidade

Tém especial interésse em nosso curso de Geometria as curvas fe.

chadas simples convexas, tais como:
/ .
*A

onde o segmento de reta que une dois pontos quaisquer (A e B nas figuras)
da regido interior a curva estd sempre contido nessa regido.

o 0

porque o segmento de reta que une dois pontos quaisquer interiores nem
sempre estd contido na regido interior a curva.

g

J4 ndo sdo convexas as curvas fechadas simples:

Qual, das duas seguintes curvas fechadas simples, é convexa? Por
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TESTE DE ATENCAO — Gruro 47

Dependendo da “‘forma” com que se apresenta uma curd [fechada simples, € pos
sfvel, com uma slmplﬂ bscrvaqio. reconhecer quais sdo os pontos do plano interiores
ou exteriores & curva. o caso das figuras:

88 Loy

onde P e (Q sio pontos interiores € M e N, pontos exteriores ds respectivas curvas,
Hi casos, porém, em que sem recorrer ds propriedades que caracterizam as curvas
fechadas simples, € dificl o reconhecimento de pontos interiores ou exteriores a uma dada
curva. Assim, por exemplo, na seguinte curva fechada simples (embora ndo paregal),
quais sdo 0s pontos interiores ¢
quais os exteriores? oo“‘o.
Basta tragar, pelos pon- )
tos, qualquer semi-reta que
intercepte a curva ¢ contar o
nimero de pontos da intersec- ’
¢lo: se fOr par, o ponto é exte- =7 B

rior; se fOr fmpar, o ponto é e S

interior. Entho, sho interiones * , 35— [ dmiie

os pontos B e D, pols as o

semi-retas tracadas por eles

encontram a curva em um nf- 0

mero fmpar de pontos, ¢ exte-

riores A ¢ C, porque as semi-retas encontram a

curva em um ndmero par de pontos. -
Dlgavoce,agon,qumsosponmsmkmrue \

quais os exteriores ds seguintes curvas fechadas %

simples:

\C

Nota: As semi-retas empregadas nio devem passar pelos “vértices” da figura.
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A famosa Curva de JORDAN:

O ponto A ¢ inlerior ou exterior & Curva de Jordan? E o ponto B?
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EXERCICIOS DE FIXACAO — Gruro 48

. As seguintes curvas planas sio fechadas simples. Os pontos P e ( pertencem ao
" interior e os pontos A e B ao exterior da curva. Procure verificar, desenhando, as
trés propriedades que caracterizam as curvas fechadas simples.

As
A
-
. .
B8 a8

Qual delas é convexa? Por qué?

LR

2. Assinale quais, das seguintes figuras geométricas planas, sio curvas fechadas simples:

5053

3. Idem, que ndo seja curva fechada simples:

%ww
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4, Assinale quais das seguintes curvas fechadas simples sio convexas:

ndo é uma curva fechada simples. Por qué?

5. A figura geométrica:

Quantas curvas fechadas simples estio representadas
nesta figura?

6. O contdmo do mapa do Brasil e o tradicional simbolo do IV Centenério do Rio de
Janeiro representam curvas fechadas simples? Por qué?

b7 <

7. Voct deve ter percebido (ou ndo?) que no quadro do exercicio 3 consta o ponto entre
as figuras geométricas desenhadas. O ponto € considerado uma curva simples fechada.
Por qué?

128

S ——



TESTE DE ATENCAO — Gruro 49

Obscrve as trés figuras desenhadas:

A : tridngulo
B : quadrado
C : circunferéncia
e respond:l:
1.#) Quais os numerais pertencentes ao interior do tridngulo A? do quadrado B? da
circunferéncia C?
2.°) Quais os numerais pertencentes ao interior do tridngulo, porém, nio-pertencentes
ao interior das outras duas figuras?
3.°) Quais os numerais pertencentes ao inferior da figura C ¢ ao exterior da figura A7
4.°) Ao interior de quais figuras pertence o numeral 3.
5.) Quais os numerais pertencentes ao interior de A ou de B (ou de ambas) e ao
exterior de C?
6.°) Ao interior de quais figuras nio pertence o numeral 2? E o numeral 3?7
7.2y O numeral 7 pertence ao exterior de quais figuras?
8.%) Quaé's?os numerais que pertencem ao inferior das figuras A ¢ C, mas nio ao interior
de
9.%) Quais sfo as duas figuras a cujo inferior pertencem os seguintes pares de numerais:
a)leb b)3e 4 2el
10.°) Quais os numerais pertencentes, ao mesmo tempo, ao inferior da figura A, figura

B e figura C?




NOTA IMPORTANTE

Um pouco de Topologia....

Estudando curvas fechadas simples, voce tomou contato com a Topologia,
um dos modernos ramos da Matemdtica, relacionados com a Geometria.

Na Topologia, as figuras geométricas tém mais “liberdade” do que na
Geometria porque podem mudar de tamanho e forma, conservando porém outras
propriedades (estruturais) que dizem respeito a sua estrutura.

Pode-se apreciar ficilmente esta distingdo usando uma félha de borracha,
ao invés de uma fdlha de papel, para “‘desenhar” as figuras geométricas planas.

Desenhe, por exemplo, numa félha
de borracha um retdngulo ABCD, com
um ponto assinalado no seu interior,

Por mais que ‘'se estique’’ a borra-
cha, o ponto permaneceri sempre no
interior da figura, que vai continuamente
mudando de forma e de tamanho, pois
os lados do retingulo se transformam
em linhas curvas. Todavia, o contbrno
ABCD (que pode ser percorrido sem que a curva se cruze) continuaré sempre
uma curva fechada simples, existindo portanto as regides inferior e exterior d curva,
conforme pode ser apreciado nas figuras abaixo:

“Esticando” a félha de borracha de um modo especial, vocé poderd chegar
a “transformar’’ o retdngulo inicial numa circunferéncia’

-/\ f\\
Assim, o retdngulo e a circunferéncia, a despeito de terem formas diferentes,

silo topoldgicamente equivalentes, pois ambos sdo curvas fechadas simples (esta é
a estrutura delas!), conservando as propriedades estudadas para essas curvas.

130




LEMBRETE AMIGO

Tudo comegou com o ponto,... continuou com as$ curvds,... com as
retds, . . . com o plano ¢ ficou — na Geometria a ser estudada nesta série — com
as figuras geométricas planas. Nestas, tem importincia fundamental o estudo das
curvas fechadas simples, por estar diretamente ligado ao das estruturas topolégicas.

A propésito : as idéias de interior € exterior de uma curva fechada simples
permitem resolver o histérico problema de um Califa persa que, “desejando”
sclecionar um marido para sua linda filha, usou um problema de Topologia.
Eram propostas duas situagdes para um mesmo problema: ligar A a A’, B a
B’, C a C’ por linhas que ndo se cruzem nem interceptemn qualquer outra linha
da figura:

1.» Disposi¢do
e —
A A A A
B B 8 8
C c c c

A c'
B g8’
Cc Al

A solugdo da primeira disposigdo é ficil. J& na segunda, depois de ligar
A com A’, B com B’, resultard uma curva fechada simples na qual C se encontra
no interior ¢ C' no exterior ¢, conseqilentemente, o caminho que os une encéntrard
a curva. Logo, ndo hd solugio para essa segunda disposigio e ... "topoldgica-
mente” o Califa ndo quer que sua filha se case. ..
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7. Primeiras relagdes e operagoes

e a operacdo: interseccdo de retas, onde as retas sio pensadas como con-
Juntos de pontos. Tais relagies e operacdo serdo “‘sentidas’ através dos

exercicios que se seguem.

Relagdes e operagdes com conjuntos de pontos no plano

Com os pontos e com as refas serdo estabelecidas as primeiras relacies:

EXERCICIOS EXPLORATORIOS — Grupo 50

E‘ ... édgual a ... ... pertence a .
>

;

A

i

|

|

1. Com um [dpis (ponta bem afiada...) e uma régua (preferlvelmente de material

1 transparente), vocé vai “explorar” as seguintes questdes:

1.*) (esta é para auxiliar...) Desenhe uma reta qualquer e indique-a por r. Com a

; ponta do lipis marque, em r, um ponto P,

Como o ponto P pertence & reta r (lembre-

, & se de que a reta r é um conjunto de pontos ¢ P
7 é um elemento désse conjunto), indica-se tal
: r relagdo empregando o simbolo j& conhecido: €
e 4 . Logo: PE r

"g‘ 2.*) Desenhe um ponto e represente-o por P. Quantas

retas vocé pode tragar por P? Na figura estio
assinaladas quatro retas: a, b, ¢ ¢ d. Portanto:

L', P€a PEbh PE€c PEd

Serd que sb “passam” estas retas por P7?
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2. Se a e b, como retas, sio conjunitos de pontos, entdo vocé pode determinar a interseccio
delas. Ora, as retas a e b, do exercicio anterior, interceptam-se (ou seja, “'encontram-se’)
no ponto P. Sendo a intersecgio de dois conjuntos um
conjunto, segue-se que a intersecgdo de a e b é o conjunto
unildrio constituido pelo ponto P. Indicagio.

anb = (P

Vocé conclui ficilmente, examinando a fig. da 2. questio p
do Exercicio 1, que também: / \
aNc=m [P] aNd=... bNc=... bNd=...

3. Sobre uma tdbua fixe dois pregos que a furem em dois “pontos” A e¢ B em posigies
diferentes, isto €, distintos.

Passando por A e B dois ou mais fios (bem fininhos) e esticando-os bem, vocé
perceberd que os fios se superpdem, dando a impressdo que coincidem. Essa expe-
ridncia sugere a seguinte afirmacdo, que passa a constituir uma propriedade que
caracteriza a reta:

Para “testar’” essa afirmagdo, marque dois pontos distintos numa fdlha do
caderno. Represente-os, respectivamente, por A e B:

Quantas linhas voc? pode tragar ligando A com B? Muitas, nio é verdade?
Usando a régua, porém, poderd tragar uma sé reta, que serd indicada por r.

Agora voc? j& pode indicar uma reta também por dois pontos distintos, precisa-
mente os dois pontos que a determinam, da seguinte maneira:
r = AB
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A flecha, com dupla seta nas extremidades, procura indicar os dois sentidgs

que traduzem a infinidade da reta. Tanto faz indicar a reta r por AB ou BA, uma
vez que os pontos A e B determinam sempre a mesma reta.

Logo: AB = BA = »
NoTA: Se A = B, isto é, A e B representam o mesmo ponlo, entiio costuma-se

dizer que os pontos A ¢ B coincidem. Neste caso, tem-se sé6 um ponto e, de achrdo
com o que foi “‘explorado’ no exercicio 1.2), por &le passardo quantas retas vocé quiser! ]

4. Considere numa folha de desenho os pontos distintos A e B. Vocé ja sabe que dles !

determinam a reta AB:

< < |

A B
Desenhe, a seguir, um ponto C fora da reta /;-13, isto €, C ndo pertence a .ﬁ
c
- - < -
A B
Em sfmbolos, temos: C dAFE Por sua vez:
os pontos A e C determinam a reta AC
e os pontos B e C determinam a reta BC
C
A B o |

. " - Rand
Qual ¢é a interseccdo das retas AB e AC?

E o ponto A. Indicagio: ,ﬁ ry J?: = [A]
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| Nota: Diz-se também que as retas AB e AC sido incidentes ou concorrenfes
no ponto A.

Responda, agora, ds seguintes perguntas:

1.2) Qual é a intersec¢do das retas AC e CB? Indique com simbolos.
2.*) Qual ¢é a infersecgdo das retas ;‘ITB [ B‘-E:?
% 3.») Como se torna verdadeira a sentenga: AB N BC = | (e b

5. No plano a, representado pela sua félha de caderno, estd desenhada uma reta r:

=<

J

Neste caso a reta r (que & um conjunto de pontos) estd contida no plano (que também
é um conjunto de pontos)., Tal relagio de inclusdo & indicada por:

r e

Por sua vez, o plano contém a reta r: a Dr

6. Preste bem aten¢gdo a esta questdo:

Considerados, numa félha de desenho, a reta X!.! = r e o ponto C, fora de .ﬁ. serd
que nessa fdlha vocé poderia tracar por C alguma reta que ndo inferceptasse (“ndo
encontrasse’’) a reta r = .i_é?

Com auxilio de um esquadro € uma régua é possivel tragar uma reta (indicada
por 5) que nio encontrard a reta r:

o]
- S
> > L -
A = B
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As retas s e r, pertencentes ao mesmo plano, que ndo se interceptam, sdo deno.
minadas paralelas. Indicagdo: s//r.

Entdo: Duas retas, siluadas no mesmo plano, sdo PARALELAS quando ndg se
interceptam.

Na linguagem dos conjuntos éste fato significa que a interseccdo dos conjuntos
s e r & o conjunto vazio, isto &:

SMNr = ¢f

Usando simbolos conhecidos pode-se, agora, dar uma defini¢cdo de retas para-
lelas, por meio de sentengas matemdticas equivalentes:

Vs, ¥Vr C o, 7 # 5, [s//r] & [sNr= 2]

Considerados os pontos distintoas A, B ¢ C da reta r:

A B =

tem-se que a reta r pode ser determinada tanto pelos pontos A e B, como pelos
pontos B e C ou A e C. Logo:

AB = BC = AC
e diz-se que A, B e C sdo pontos colineares ou alinhados. Vale, pois, a definicdo:

[A, B, C, colineares] <= |[A, B, C, pertencem i mesma reta)

OBSERVACAO

Retas coplanares e retas reversas
Duas retas sio COPLANARES se existtr um plano que as contenha e REVERSAS
se ndo existir um plano que as contenha.
As retas coplanares se apresentam como:
— incidentes, quando tém wum ponto em

comum, como € o caso das retas r e s
da figura ao lado, pois:

rMNs = [A]}

~— paralelas, quando ndo tém ponto em
comum. Na figura: == —

r//t pois rMNt=¢F

J4 as retas r e x representam, na figura, retas reversdas, por nio existir um
plano que as contenha.
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No plano:

LEMBRETE AMIGO =

por um ponto A passam infinitas retas
por dois pontos distintos A e B passa uma Gnica reta
duas retas incidentes interceptam-se num f(nico ponto
duas retas paralelas ndo se interceptam

EXERCICIOS DE FIXACAO — Gruro 51

1. Depois de desenhar na sua fdlha de caderno dois pontos distintos P e (, responda
ads seguintes perguntas, justificando-as com construgdes:

1.*) Quantas retas passam por P?

2.4) Quantas retas passam por Q7

3.*) Quantas retas passam por P e por Q7
42) E verdadeira a sentenga: P-é = 6?’?

intes sentengas, relativas ds respectivas figuras ao lado, de modo

2. Preencha as se
a tornd-las

2.%)

1ras:

34

™

a) anNb = [...]
b)) PEae PE...
e bNy... = [P]

a) MEreM...s
b) r...s = [M]
) sN... = [M]

a) MPANP = [...]
b) MNA ... = [N]
¢ PMNMN...[M]
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3. Desenhe uma reta AB e um ponto C ¢ AB. A seguir, desenhe:
1.°) A reta r que passa por C e intercepta AB em B;
2.%) a reta s que passa por C e ndo intercepta a reta Ié. isto é, seja paralela a ,ﬁ

4. Escreva V ou F nas seguintes sentengas:

I*) se r//s entdio rMNs = &

2*) serf/s entdio riMs = &

3*) serNs = entido r/ls

4r) se r//s entdo s//r

52) [P, Q, R, colineares] <> [P, Q, R pertencem a& mesma reta)

6*) [P, Q, R, colineares] <> [P. @, R ndo pertencem & mesma reta)

5. As retas r ¢ s estio desenhadas no plano « (considerada como um conjunto de pontos),
Escreva o simbolo conveniente, a fim de tornar verdadeira cada uma das seguintes

sentengas:
' ce= . . 1) r .. (r C a — modélo)
: { 2" @ ... 8
” S I
_;/ P | 38) r ...s = [P}
' f 4 P ... r (P € r — modelo)
/ / 58 P8
il oo N i _J

8. Estrutura de ordem nos pontos de uma reta;
relacdo estar entre

Seja a reta r determinada pelos pontos distintos A e B:
L

+
+ —

A e B
e C um ponto “‘entre” A e B. Deslocando-se da esquerda para a direita
o ponto B, pode-se dizer que o ponto C continuard sempre “‘entre’” A e B:

r " " .

A Cc B

Se, em vez de na reta r, os pontos A e B féssem tomados numa cir-
cunferéncia, conforme figuram no
desenho, ainda se poderia dizer
que C estd entre A e B. Porém,
fazendo-se deslocar o ponto B
(no sentido hordrio), serd que
vocé poderia ainda dizer que C
estd entre A e B?

Nado, ndo é?

A
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Por isso a relagdo ...estar entre... & caracterizada da seguinte maneira:
se A, B e C sdo trés pontos distintos e um déles estd entre os outros dois,
entdo A, B e C sdo colineares, isto é, pertencem a mesma reta. Logo:

L

A B c
Se A, B e C ndo sdo colineares, entdo nenhum dos pontos estd entre
os outros dois. Assim, por exemplo, na figura:
-C
A - nenhum ponto estd entre os outros dois.
-B

Quantas relagées ...estar entre... se pode estabelecer com os quatro
pontos distintos A, B, C e D, de uma reta r?

r

A B C D

Temos: B estd entre A e C C estd entre B e D
B estd entre A e D C estd entre A e D
Estabelega vocé tddas as relagdes .. .estd entre ... com os pontos

M, N, P, Q e O, dispostos, nesta ordem, na reta r.

Semi-reta — segmento de reta — semi-plano
9. Conceito de semi-reta

Considere na reta r um de seus pontos (lembre-se de que a reta
possui infinitos pontos!), que serd representado por O:

"“f"

semi-reta origem semi-reta

O ponto O reparte a reta r em duas regides: r’ e v/, cada uma delas
denominada semi-reta. Por sua vez:

— o ponto O & denominado origem de cada uma das semi-retas r’ e '’
— as semi-retas r’ e r’’ da reta r dizem-se opostas uma da outra

Logo: A reunido das semi-retas r' e r’’ e mais o conjunto unitério,
formado pelo ponto O, é a prépria reta r (que & um conjunto de pontos).

rUIUr =1
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Preste ateni;ho. agora, a uma outra conceituagdo de semi-reta, 3
partir de dois pontos, e que é de muita dplica¢do em nossos estudos:
Seja a reta r determinada pelos pontos distintos A e B:

——a
e j——— semi-reta AB ___

r i
. =

/ A B c

Que é semi-reta de origem A e que contenha o ponto B?

Eo conjunto de todos os pontos C da reta AB tais que A ndo estd entre
B e C. Indicagio: AB
Entio: AB representa a reta determinada pelos pontos A e B J

A-i} representa a semi-reta determinada pelos pontos A e B
(sendo A a origem)

10. Conceito de segmento de reta

Considere a reta r determinada pelos dois pontos distintos A e B:

r >

A B
Chama-se segmento AB ao conjunto de pontos de r constituidos por [
A, por B e por todos os pontos que estdo entre A e B. Os pontos A e B
dizem-se extremos do segmento. Indicagdo: AB ou BA (porque AB ou BA
representam o mesmo conjunto de pontos).
O segmento de reta é uma figura plana simples que apresenta pontos
internos: sdo os pontos situados entre A e B, e pontos externos: sdo os
pontos da reta r que ndo pertencem a AB.

Cuidado com as novas indicagdes, pois as sentengas:
AB = BA e AB = BA
sdo verdadeiras, enquanto que a sentenga:
AB = BA é falsa’

Isto porque dois pontos distintos A ¢ B determinam a reta AB (ou E;l) e
o segmento AB (ou BA); por outro lado ficam determinadas duas semi-retas:

e —
AB e BA, que siio distintas.
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AB & denominada reta suporte do segmento AB e das semi-retas
AB e BA.

Os segmentos que possuem um extremo comum sdo denominados conse-
cutivos e constam das figuras:

} L 4
Y

- T ¥

A B c

c

Na primera das figuras os segmentos consecutivos sio chamados
colineares por pertencerem 3d mesma reta.

Dois segmentos podem ser colineares e ndo-consecutivos, como MN
e PQ na figura:

M N P Q

LEMBRETE AMIGO

f———segmento AB—{
L — -
A B —
—— semi-reta AB- -
< semi-reta E'A—-—-I
AB indica a reta determinada pelos pontos A e B
AB indica a semi-reta determinada pelos pontos A e B de origem A
BA indica a semi-reta determinada pelos pontos A e B de origem B
AB indica o segmento de reta determinado pelos pontos A e B,
de extremos A e B
AB é a reta suporte de AB e de AB e BA
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TESTE DE ATENCAO — Gruro 52

1. Vocé sabe que com os trés pontos A, B e C da figura:

c B e

-
«

sdo identificados trés segmentos: AB, BC e AC. Responda:
Quantos segmentos vocé identificaria com quatro pontos: A, B, C e D?
Observe a figura:

i } I i
- T T T ¥

A cC D B

(informagdo: .. .€ um ndmero mdltiplo de 3 e menor do que 8. ..)

2. Também na figura:

! c B

vocé identifica trés retdngulos:

A B A cC cC B

Diga quantos retdngulos vocé identificaria nas figuras:

A Cc D B A Cc D E B

3 Examine bem a figura:

o I " I

A cC B D
Assinale, agora, com V ou F as seguintes sentengas:
14) C€ AB I)CEBD SHDEAB 1) BECD
22) C ¢ AB 42) B € AD 64) D ¢ AB 8+) A ¢ BD
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11. Conceito de semi-plano

Considere a félha de caderno de desenho, que d4 idéia da parte de
um plano indicado por a:

Uma reta qualquer r do plano a (lembre-se de que o plano contém
infinitas retas!) vai reparti-lo em duas regides: o e o”, cada uma delas
denominada semi-plano de origem r.

Os semi-planos o' e o'’ de a dizem-se opostos um do outro e a reunido

déles com a reta origem é o préprio plano a. Logo:

dUrUo = a

~ Nota: Observe a analogia: enquanto wn ponto de uma reta a reparte em duas
semi-retas opostas, uma reta de um plano reparte-o em dois semi-planos opostos.

PRATICAS MODERNAS — Gnupo 53

Operagdes com conjuntos: reunido e interseccdo de segmentos, semi.
retas e retas.

1. Na figura:

temos:
*
1°) ABuU BC = AC (o segmento ﬁf?_é o conjunto dos pontos que pertencem
ao segmento AB ou ao segmento BC ou a ambos)

29) ABN BC = [B] (o ponto B é o (nico elemento comum aos conjuntos
AB e BC)

- - -—
3°) BAyU BC = AC (por qué?)
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B i e/ !
2. ATENGA0: agora vocé pode definir o segmento AB como interseccdo das semiretas
;ﬁa e 5:4, pois:

*"“«\\s\ ﬁg \‘»,\

AB N BA = AB
3. No caso dos segmentos serem colineares, porém ndo-consecutivos, como no caso
da figura:

i n i 4

B A B ¢ D

entio: ABNCD = &, pois AB e CD ndo tém pontos em comum.

4. Na figura:

A B

v

vocé sabe que: frB > AB (lembre-se: 7 lé-se “contém”). Entdo:
ABUAB=AB e ABN AB = AB
A seguir, torne verdadeira cada uma das seguintes sentengas:

18 AB () BA = o 24) ABNBA = ...

5. Na figura:

| ]

o+

temos: AO\U OB = AB

Torne verdadeira cada uma das seguintes sentengas:
14) COUOD = ... 35 'ABNCD = ...
25 0CUOD = .. 4%) ABNCD = ...
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.GN.ﬂwnabalxoﬂsfdﬂlupormdem. e
" ndo. interceptam-se, segmentos

\P'
c A D
’ \
/ \
’ \
’ Ny
J’ \
’ \
7 AY
/7 N
Tome verdadeira cada uma das seguintes sentengas:
12) ABNCD = ... temos: AB N CD = (P]  (modélo)
24) gnc_t_)_-... ternos:ABQ_CD-__ﬂ (modélo)
3s) MNNCD =, .. 68) CPUPD = ...
4*) MNNCD = ... 74) PCUPD = ...
52) AB AMN = ... 82) NMUMP = ...

Relagdes de pertinéncia (entre elemento e conjunto) e de inclusdo
(entre conjuntos):

7. Usando a linguagem dos conjuntos, traduza quando & que dois pontos A ¢ B (A # B)
pertencem a um mesmo semi-plano € quando & que pertencem a semi-planos opostos.
Considere o plano a, que & dividido pela reta r nos dois semi-planos opostos: o' € a”.

1.°) frndicao para que dois pontos ndo-situados em r pertencam a um mesmo semi-
ano:

se A€ a ABEad,entio ABNr = (lembrese: A ldse “¢")
isto €, sedohponml(AeBmﬂgun)p«Muummmi—ﬂaw

entdo o segmento AB ndo intercepta a reta origem r (embora a reta suporte AB
intercepte!).

145



e
- J“__.-
P

2.*) Condigdo para que dois pontos ndo-situados em r pertencam a semi-planos opostos:
s8¢ CEaADEa", entio CDNr = [P]
isto €, a condiglio para que dois pontos (C e D na figura) pertengam a semi.
planos opostos & que o segmento CD intercepte a reta origem r.
8. Assinale com V ou F, onde achar que deva, as seguintes sentengas:
1)) se A€Ca’ A BEa, entio ABC o'  (lembre-se: C Jése “contido”)
2%) se CEa" A D € a”, entdo CD C o”
35) e C€a' A DEa”, entio CDC a
9. Se A.-é /I r, isto é: ABNr = &, entio A e B perfencem ao mesmo semi-plano?

10. Se ABNr = &, serd que vocé pode concluir que A‘-B. /| r? (Cuidadol)

Medida de segmentos — Segmentos congruentes
12. Conceito de medida de um segmento de reta

E sempre possivel associar mimeros a certas partes das figuras geo-
métricas, a fim de melhor estudar suas propriedades. Tais nimeros cha-
mam-se medidas.

Inicialmente consideremos os pontos A ¢ B da reta r:

e r
A B

——

Usando uma régua graduada em ¢m, pode-se fazer corresponder ao
ponto A o nimero 4, por exemplo, assinalado na régua. Nestas condigdes
ao B corresponderd, na mesma régua, o nimero 7. A diferenga entre ésses
dois n(imeros (subentende-se o maior menos o menor) é o nimero 3.

Agora, fazendo-se a régua deslizarao longo da reta e ao ponto A
corresponder o 5, entdo ao B corresponderd o 8 e a diferenga permanecerd
o niimero 3.

O nGmero real 3 diz-se medida do segmento AB, quando se toma por
unidade o ¢m.

E se a régua fosse graduada em mm? Entdo a medida do segmento
AB seria 30, como também seria outro niimero real se a unidade fbsse
polegada.

A fim de se ficar "a vontade’ com relagao a unidade, quando se

fala em medida na Geometria, diz-se simplesmente que é um nimero
real, ndo importando se a unidade empregada é o cm, mm, polegada, etc...
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Com essa finalidade, o conceito de medida resultari da seguinte corres-
pondéncia estabelecida entre pontos da reta e os niimeros reais:

0
Fixa-se numa reta um ponto qualquer, ao qual fazemos corresponder
o n(imero (, a seguir, fixa-se um outro ponto, ao qual fazemos corresponder
o namero [:

[e] 1

Como os pontos, aos quais foram associados 0 e 1, foram escolhidos
arbitrdriamente, associou-se a éles uma unidade sobre a reta (que poderia
ser o cm, dm, ...) que permite assinalar os pontos correspondentes aos
restantes nimeros reais. Fica, pois, perfeitamente definida uma corres-
pondéncia biunivoca (ou um a um) entre os nimeros reais e os pontos da
reta com qualquer unidade.

A B €C 0
-7 -] g 4 -3 -2 ] [+] 1 l 2 3 f‘. 5 8 T

O niumero real correspondente a cada ponto é denominado coorde-
nada abscissa ou simplesmente abscissa do ponto. O ponto correspondente
ao 0 & denominado origem do sistema e possui abscissa nula. Exemplos:

A abscissa do ponto A éon.°real: ~2; a abscissa do ponto B ¢ o n.° real: | %

A abscissa do ponto C é o n.° real: 3; a abscissa do ponto D é o n. real: J-j—

Consideremos, agora, a reta r na qual foram fixados os pontos corres-
pondentes 0 e 1. Sejam A e B dois pontos de r, que tenham por abscissa,
respectivamente, os nimeros reais x e y, sendo x < y:

A 8 R

[e] 1 L} y

Chama-se medida do segmento AB ao mimero real ndo-negativo:
y—-x, isto é, a éferen;a entre as abscissas de B e de A (nessa ordem!).
Indicagao: m(AB) ou AB

Logo: m(AB) = y-x [m(AB) ¢ lido: “medida de AB"|
Exemplo: Na figura:
s 2 RO .9 J
= 8 A=y 2 9 90 ¢ 4 3 <« K& 6 7

temos: m(AB) =5-2=3 e mCD) = 3-"5="3+5=2
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OBservacAo: Nio se pedird a medida do segmento BA, uma vez que, sendo
AB = BA (representam o mesmo conjunto de pontos), esth associada uma tinica medida
a ambos e, portanto, basta conhecer m(AB).

Se A = B, isto & os pontos A e B sdo coincidentes, entio x = y ¢ a diferenca

y-x = 0. Logo:
se A = B, entio m(Z;B) =0 e também se m(AB) =0, entio A = B

LEMBRETE AMIGO

A palavra comprimento é, muitas vézes, usada para medir seg-
mentos. Assim, medida e comprimento de um segmento sdo palavras

sinénimas.

Outras vézes, emprega-se a palavra distdncia entre A e B,
que equivale a dizer, também, medida do segmento AB.

Nio se esquega: como a medida de um segmento é um niimero
real, entdo valem para as medidas tédas as propriedades désses
nimeros!

EXERCICIOS PRATICOS — Gruro 54

1. Determine as medidas dos segmentos indicados:

D P E o F A
s A x £ il 3

1
~
1
o
i
s
i
FY
(&)
N
(=]
N
Wk
Urm
®7
<}

m(AB) =5-2=3 mOB) =5-0 =5

m(CD) =46 =4 +6 =2 D st wbt 2d wpd
Nl i B e

s .3 3 3 =

mPF) = 1-25 = 1425 =37 mC0) =0-6=6

2. Preencher os claros, relativos ds medidas do segmentos indicados:
1) m(DE) = . .. 3°) m(PB) = ... 59 m(OA) = ...
29) m(EA) = ... 4°) m(AQ) = ... 6.) m(DO) = ...
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13. Segmentos congruentes; relagdo de congruéncia entre segmentos

Todo segmento, como conjunto de pontos, somente é igual a si mesmo.

Logo:

AB = AB (porque representa o mesmo conjunto)

Também:
m(A_'B) = m(ﬁ) (porque representa o mesmo numero real)(*)

Todavia, dois segmentos podem ser distintos e terem medidas iguats.
Nesse caso os segmentos dizem-se CONGRUENTES. Assim, por exemplo:
A B c o]

i " i i I i o i + i

- “4 -3 -2 =1 [¢] 1 2 3 4 5 L} T

os segmentos AB e CB, que sdo distintos, tém a mesma medida, pois:
m(AB) = 2 e m(CD) = 2

Logo: O segmento AB é congruente ao segmento CD. Indicagio:

AB ~CD

O si!'nbolo =~ indica a importante rela¢do de congruéncia, usada com
freqiiéncia em téda a Matemadtica. Portanto:

ou [AB ~ CD] ¢ [m(AB) = m(CD)]

Quais os segmentos congruentes que vocé identifica na reta do exer-
cicio 1 do Grupo 547

Qnsnvacio IMPORTANTE: A congruéncia de segmentos é uma Relagdo de Equi-

valéncia porque goza das seguintes propri :

1) Reflexiva: AB =~ AB (todo segmento & congruente a si mesmo)

2*) Simétrica: se AB ~ CD, entdo CD ~ AB (se um segmento ¢ congruente a um
outro, éste outro é congruente ao primeiro)

3.2) Transitiva: se AB ~ CD e CD ~ EF, entio AB ~ EF (se um segmento ¢ con-
gruente a um segundo segmento e éste é congruente a um terceiro, entido o primeiro
¢ congruente ao terceiro)

A B c D E F

A justificacdo destas propriedades decorre do fato de que as medidas dos segmentos
sdo nidmeros reais e para ¢stes valem tais propriedades.

(*) Subentende-se sempue com relagio & mesma unidade de medida.
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14. Segmento-unidade; ponto-médio de um segmento
Um segmento AB & denominado segmento-unidade se, e sdmente se:

m(AB) = 1. Assim, por exemplo, na figura:

“.ACD“‘L_‘
x4 .3 r2 = © 1 2 323 4 & &

0os segmentos AB e CD sdo unidades porque: m(A AB) = m(CD) = 1.
Considerando-se, agora, um segmento qualquer AB ¢ se MCAB
é tal que AM =~ MB, entdo o ponto M é denominado ponto-médio do

segmento AB:

Logo:
[M & ponto-médio de AB] < [AM =~ MB] < [m(AM) = m(MB)]
Qual é o processo prdtico para vocé determinar o ponto-médio de
um segmento? Basta marcar os extremos do segmento com uma ‘“‘cinta
de papel” e dobrad-la ao meio: o ponto-médio ficard prontamente deter-

minado.
Para maior precisdo, usa-se 0 compasso.

15. Relagdo de ordem para os segmentos

1 Se _0s segmentos AB e CD ndo sdo congruentes (Ai’* C_b-), entdo
AB e CD ndo tém a mesma medida.

Neste caso, pode-se definir uma relagdo de ordem(*) para os seg-
mentos AB e CD, por intermédio das respectivas medidas m(AB) e m(CD)
que, por serem nimeros reais, ji satisfazem uma relagdo de ordem conhe-
cida. Assim, diz-se que:

AB ¢ “maior” que CD e indica-se: AB > CD quando m(AB) > m(CD)

AB é “menor” que CD e indica-se: AB < CD quando m(AB) < m(CD)

Logo: gl - | . -
[AB > CD] < [m(AB) > m(CD)]

[fré < C_Ej — {m(A_B) < m((ﬁ))]

(*) Poder-se-ia, também, dentro da linguagem dos conjuntos, definir que o segmento AB & maior que
o segmento CD quando AB contém um segmento congruente a cD.
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Exemplo: Na figura
o TR | S

-3 a4 =1 0 1 2 3 4 5 6 7 8

temos: AB > CD porque m(.ﬁ) =3e m(CT)) =2

Também, no caso de a medida do segmento AB ser um miiltiplo
ou submiiltiplo da medida de CD, diz-se que 0 segmento AB é um mil
tiplo ou submultiplo do segmento CD. Exemplo:

Na figura:
A _ 8 c :
=3 =2 =1 0 4 2 "8 4 B8 & 7T, '8

AB é multiplo de CD, pois m(AB) = 4 é um miiltiplo de m(CD) = 2

16. Adicdo e subtragdo de medidas de segmentos;
medida da reunido de segmentos

Considere o segmento AB e um ponto C € AB:
A ¢ 8

I

- =2 % o ¢t 2 @& 4 8 & v @

O ponto C determina dois segmentos AC e CB, que satisfazem a
seguinte propriedade fundamental: :

m(AC) + m(CB) = m(AB)

Verifique a exatiddo dessa propriedade medindo os segmentos da
figura, onde:

m(AC) = 3, m(CB) = 2 e m(AB) = 5
e, portanto: m(AC) + m(CB) = m(AB)
OsservAgAo: Como AC\ CB = AB, entio é possivel escrever:
m(AC \ CB) = m(AB) B
ou m(AC U CB) = m(AC) + m (CB)
Que é m(AB) - m(AQ)?

Representa a diferenga de dois nGmeros reais, pois sendo: m(AB) = 5 e m(BC) = 2,
entdo:

m(AB) -m(AC) = 5-3 = 2

niimero ésse que representa a medida do segmento CB (na figura Jou de qualquer segmento
que lhe seja congruente.
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TESTE DE ATENCAO — Grupo 55

1. Duas “tabuinhas” de mesmo comprimento:

oomspondedam, na linguagem dos segmentos, a dois segmentos iguais ou congruentes?

2. Suponha que um carpinteiro queira cortar 6 tabuinhas tddas do mesmo tamanho, .
por exemplo 15cm. Se éle cortar a primeira medindo 15cm, poderd continuar sua ;
tarefa cortando as demais pela primeira? De que propriedade geométrica se estd
valendo o carpinteiro ?

(Sugestdo; lembre-se da Relagdo de Equivaléncia. . )

E possivel, tomando uma tabuinha como unidade de comprimento, cortar uma
tabuinha trés 1ézes mator. Na linguagem dos segmentos o que seria a segunda tabuinha

da primeira?

=

4. Seja o segmento AB e M o seu ponto-médio. Calcule:
1.°) o valor da m(A_B), tomando como unidade o segmento AM
2.°) o valor da ml'AT‘I), tomando como unidade o segmento AB

EXERCICIOS DE FIXACAO — Grupo 56

1. Na reta abaixo figuram alguns segmentos, No conjunto désses segmentos selecionar
alguns dos possiveis pares de segmentos que sejam congruentes:

A FC B D

@

2. Preencha os claros de modo a tornar verdadeira cada uma das seguintes sentengas:

= A B ¢ r) =

12) m(AB) + m(B__(_.'.') =m(...)
22) m(AC) - m(BC) = m(...)
3.4 m(AB) 4 m(BC) + m(CD) = m(.. )
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Entre os segmentos usados no exercicio 1, cite um que seja maior que o segmento
CD e outro que seja menor que o segmento MN. A seguir, calcule a diferenca entre
as respectivas medidas désses segmentos.

4. Considerados os pontos A, B, C e D da figura:

A B ¢ D
b tais que: m(AB) = m(BC) = m(CD) = 1, calcule:
12) m(AC) 2% m(BD)  3.) m(AD)

5. Na seguinte figura, calcule a medida das reunides dos segmentos assinalados:

g Bkl BT S A
e U [ T T A ) T R
.'+

1°) m(ABU BC) 2°) m(AC\UCD) 3. m(BC u CD)

=

LEMBRETE AMIGO

segmento de reta é um conjunto de pontos
medida de um segmento de reta é um niimero real
segmentos congruentes sio os que tém a mesma medida
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3. Parte: - angulos; medida de angulos;
angulos congruentes
- problemas de aplicagao

Angulos

17. Conceito de dngulo

Sejam as duas semi-retas OA e OB de mesma origem O. A reunido
dessas duas semi-retas é a figura geo-
1= métrica chamada angulo. Indicagio:

AOB ou BOA. Logo:

Ao
\& 2 N )
[Angulo] <= [reuniao de duas semi-retas
o) de mesma origem]
vértice
lagg e simbédlicamente:

—

AOB = OA U OB |

— —»
As semi-retas OA e OB sdao denominadas lados e a origem comum O,
vértice do angulo.

Casos particulares: 1. Os lados sdo semi-retas opostas:

- b —— . +
B O A

neste caso, o dangulo diz-se raso.

—

2. Os lados sao semi-retas coincidentes (O_A = OB):

b "
5 +

o] A B

neste caso, o angulo diz-se nulo.
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(8. Interior e exterior de um dngulo

Os 4ngulos determinam no plano (onde se encontram) trés conjuntos,
constituidos respectivamente pelos:

— pontos interiores ao angulo
— pontos do préprio dngulo
— pontos exteriores ao angulo

Os pontos interiores compdem a
regido interior ou simplesmente interior
do 4ngulo e os pontos exteriores o
exterior do dngulo.

Na figura, o ponto P pertence ao

interior e _o ponto (Q ao exterior do
4ngulo AOB.

Nora: Vocé pode também definir o interior e o exterior de um Angulo da seguinte

maneira: A reta OA, suporte da semi-reta OA, reparte o plano em dois semi-planos
opostos. O ponto B pertence a um déles (assinalado por uma cdr). Da mesma forma a

reta OB reparte o plano em dois semi-planos opostos, pertencendo o ponto A a um déles
(assinalado por outra cbr). O interior do dngulo AOB é o conjunto dos pontos que resulta
da intersec¢do désses dois semi-planos (assinalados por cfres diferentes), O exterior do
ingulo AOB é o conjunto de todos os pontos que ndo pertencem ao Angulo nem ao seu

It <

NN 7
AN

* ‘.’r‘-
T
i

: ol

7 7

) 2
o 4 Ar
s i
o ~ -
} s
c 4 !
: L

' : P

LB,

Il

19. Angulos adjacentes; dngulos opostos pelo vértice

Dois 4ngulos (AOB e BOC na figura) sio denominados adjacentes
um ao outro, quando: possuem o vértice comum (0), um lado comum (0OB)

—* —
e ndo contém pontos interiores comuns. Os lados OA ¢ OC, nesse caso,
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dizem-se exteriores. VArios 4ngulos podem ser adjacentes, dois a dois,
numa certa ordem. Em tal caso sdo chamados dngulos consecutivos.

i
T o
A

Sdo muito importantes em Geometria os dngulos adjacentes cujos
lados exteriores sdo semi-retas opostas. E o caso dos dngulos AOB e BOC:

:
: & K

Quando duas retas se interceptam, os angulos que elas determinam

recebem nomes especiais. Assim, as retas AC e BD, que se interceptam
em O, determinam os dngulos adjacentes:

AOB e BOC
B%C e COD
cOD e DOA

DOA e AOB

Os angulos como AOB e COD, tais que os lados de um déles sdo semi-

retas opostas dos lados do outro, sio denominados dngulos opostos pelo
vértice. Indicagdo: o.p.v.

Os angulos BOC e DOA da figura também sio o.p.v.
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EXERCICIOS DE FIXACAO — Grupo 57

1. Desenhe cinco dngulos quaisquer e indique-os por trés letras conforme o estudado.

Modélo:

-

2. Desenhe quatro diferentes figuras que mostrem uma reta contendo exatamente wm
ponto de um 4ngulo.

Modélo:

\"

3. Na figura:

indique quais, dos pontes assinalados, pertencem:

1.*) ao interior do Angulo AOB;
2°) ao exterior do Angulo AOB;
39) ao dngulo AOB (cuidado!).

l
|
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assinale qual o 4ngulo que possui:

1.*) o segmento I?Q no seu interior;
(modélo: é o dngulo AGC)

2.°) o segmento PN no seu exterior;

3.°) 0 ponto N no seu inferior;

4.°) o segmento Q_N no seu inlerior,

identifique, aos pares:

1.°) os 4ngulos adjacentes;
2.°) os angulos opostos pelo vértice.

PRATICAS MODERNAS — Grupo 58

1. Indicando por I(AOB) o interior do angulo AOB e por E(AOB) o seu exterior, preencha
com cdres diferentes tais regides. A seguir, faga 0 mesmo em:

o]
1.9) I(AOB) N I (AMB);
2) I(AMB) N E (AOB).
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Na figura:

use cOres diferentes em:
19) I(A0B) N I(AMB),
2+) E(AGB) N E(AMB).

3. Na figura:
preencha com lipis de cfr, de cada vez:

15) I(A0B); 2+) E(AOB); 3.°) I(FDA);
4°) I(AOB) N I(FDA);
5.2) 1(AOB) N E (FDA).

/ X

Medida de dngulos — Angulos congruentes

20. Conceito de medida de um dngulo

Assim como foi feito para os szgmentos, é possivel associar a cada
dngulo um nitimero real ndo-negativo, que € a sua medida, numa certa
unidade. Indicacdo: m(AOB) (lé-se: “medida do 4ngulo AOB").

Também, agora, escolhe-se um dngulo-unidade para determinar a
medida de um angulo qualquer. Geralmente é empregado o grau (1°),
outras vézes o grado (1gr), estudados
na 1.* Série Ginasial. O instrumento L
comumente usado para medir dngulos
€ o transferidor, aferido em graus
(0°-180°), que equivale a uma semi-
circunferéncia dividida em 180 partes
iguais e de prética ji conhecida.
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Logo: Se a unidade for o grau, entio a medida do 4ngulo AOB &
um ntimero real ndo-negativo, maior ou igual a 0 e menor ou
igual a 180:

0 < m(AOB) < 180

Se OA = OB (dngulo nulo) entio m(AOB) = 0 e reciprocamente:

’

se OA ¢ OB sdo semi-retas opostas (dngulo raso), entio m(AOB) = 180
e reciprocamente.

OBSERVACAO IMPORTANTE:
m(AOB) = 0° é uma abreviagio de:
“medida em graus do dngulo AOB ¢ o ndmero real 0"
m(AOB) = 180c é uma abreviagio de:
“medida em graus do dngulo AOB ¢ o niimero real 180"

O mesmo ocorre, por exemplo, com:
m(MﬁP) = 36°, que é uma abreviagdo de:
“medida em graus do dngulo MNP ¢ o nimero real 36"

Nota: A medida de um Angulo ou o seu ‘“‘tamanho”, como ds vézes é chamado,
depende da "abertura” entre os lados registrada pelo transferidor. Por ésse fato a
medida de um dngulo ¢ também indicada com um pequeno arco de circunferéncia dese-
nhado no interior do dngulo. Outras vézes, a medida do dngulo é representada por uma
letra mindscula, para facilitar o edlculo.

m(AOB) = a
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EXERC(CIOS PRATICOS — Gruro 59

1. Escreva, onde for necessirio, as medidas em graus dos seguintes dngulos indicadas

pelo transferidor:

12) m(AOB) = 10° 32) m(AOD) = 75° 5°) m(AOE) =.... 72) m(AOG) = 150°
29) m(AOC) = ... 42) m(AOA) = ... 6°) m(AOF) = ... 82 m(AOH) =

2. Determine, usando o transferidor, a medida dos seguintes angulos:

M
1
1
A
’
+*
o .—""* J
19) m(AOB) = ... 29) m(NMP) = ... 39 m(X¥2) = ...
T . :
L . 4% m(SRT) = ...
Y
w
C [+
5.) m(B(D) = ... 65) m(MON) = .
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21. Adicdo e subtracdo de medidas de dngulos;
* propriedade fundamental

Considere o dngulo AOB e um ponto C pertencente ao interjor désse |

dngulo. A semi-reta OC determina dois angulos: AOC e COB, tais qQue
satisfazem a seguinte propriedade fundamental:

m(AOC) + m(COB) = m(AOB) |

Verifique esta propriedade medind,
os dngulos da figura, pois:

m(AOC) = 45°, m(COB) = 30
e m(AO3) = 75°

e, portanto:
m(AGC) + m(CO3) = m(AOB)
Também, como é ficil deduzir:

m(AOB) - m(AOC) = m(COB)
ou 75° - 45 = 30°

TESTE DE ATENCAO — Grupro 60

1. Torne verdadeira cada uma das seguintes sentengas, relativas d figura:

o
1) m(AOB) = ... (use o transferidor) 23 m(BOC) = . .. (idem)
3% m(AOB) + m(BOC) = m(. . .) (ndo precisa usar o transferidor)
42) m(AOC) - m(BOC) = m(. . .) (idem)
5.2 m(BOC) + m(AOB) = m(. . .) (idem)
6.2) m(AGB) + m(. . .) = m(AOC) (idem)
72 m(. . .) - m(AOB) = m(BOC) (idem) |
8.2) m(AOC) - m(. . .) = m(AOB) (idem) ’
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Mesmo problema, com relagio i ﬁgura-:.
1) m(AGB) + m(BOC) = m(. . )

2+) m(AOC) - m(EOC) = m(..)

3 m(AOB) +m(..) = m(AOD)
4*) m(...) + m(COD) = m(BOD)

Mesmo problema, com relagio 4 figura:

1) m(AOB) + m(BOC) + m(COD) = m(...)
C
2 m(AGD) - m(COD) = m(...)
32 m(AOD) - (m(AOB) + m(BOC)| = m(. ..
D
42 m(AOC) + m(...) = m(AOD)
E (o]

22. Angulo reto, dngulo agudo e dngulo obtuso;
retas perpendiculares

Um dngulo diz-se reto se a sua medida, em graus, é 90. Indicagdo:
E o caso do ingulo AOB da figura:

Logo:

[AOB é reto] & [m(AOB) = 90°]

et
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A Se duas retas (r e s, na figura ao
lado) se interceptam dc modo que os
quatro dngulos formados sejam retos,

r entdo as retas sdo denominadas pgr,
pendiculares.

Indicagdo: r Ls

L ]
L
-l

Logo:

-

)
| S e

[r Ls] & [os dngulos formados
sdo retos]

e se AOB é um dngulo reto, entio
. OA L OB(*)

Observe que a relacdo de perpendicularidade entre duas retas é simé-
trica, isto é:

ser Ls, entios Lr

Nota: Quando duas retas se interceptam K /
e ndo sdo perpendiculares (u e f, na figura), = -
sio chamadas obliguas. Indicagio: u 7t /
A

Um 4ngulo (AOB na figura) que tem sua medida compreendida entre

0° e 90° é denominado agudo. Se a medida do angulo (MPN’ na figura)
é maior que 90° e menor que 180°, entdo é chamado obtuso.

e

Logo: [AOB ¢ agudo] < [0° < m(AOB) < 90°]
[MPN ¢ obtuso] ¢= [90° < m(MPN) < 180°]

(*) Duas semi-retas sdo perpendicularey quando pertencem a retas perpendiculares.
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EXERC{CIOS EXPLORATORIOS — Gruro 61

1. As duas retas da figura sdo perpendiculares. Que pode vocé dizer acéreca dos dngulos:
MON, NOP, POQ e QOM?

S
L ]

2. As duas retas da figura formam A4ngulos
cuja medida é 90°. Que pode vocé dizer
acérca dessas retas?

3. Com o emprégo do transferidor e da régua:

1.) trace a perpendicular a cada uma das seguintes retas pelos pontos assinalados;

A

a i

: M

2.%) trace pelo pontoOEJﬁumaretaobuqua a Xﬁeque I'orrncmmé.Bum
Angulo agudo:

3.7) idem, que forme com (J-.B um Angulo obtuso.
4. Desenhe uma reta r em sua folha de desenho. A seguir, construa a reta s, tal que:

s L r (por qualquer ponto de r) e depois uma terceira reta t, tal que: t L s (por
qualquer ponto de s).

Qual é a relagdo existente entre as retas t e r?

165



PRATICAS MODERNAS — Grupo 62

1. O paralelismo entre retas de um plano pode ser considerado uma Relagdo d, Equi
valéncia, desde que seja definido da seguinte maneira:

[r//s] &> [r=35 ou rNs= g
De fato, com essa definicdio de retas paralelas valem as propriedades:

12) reflexiva: r//r
2.*) simétrica: se r// s, entio s// r
3.%) transitiva: se r//s e s//t, entdo r//t

2. O perpendicularismo entre retas de um plano ndo é uma relagio de equivaléncia
pois, com a definicdo de retas perpendiculares conhecida, temos:
1.°) r L r (reflexiva) & falsa
2°) se r Ls, entio s L r (simétrica) ¢ verdadeira
3°) ser Lses Lt entio r Lt (transitiva) é falsa (pois r//t])

3. Que resultaria da composicdo da relagdo paralelismo (/f) com a relagio perpendicu-
larismo ( 1) 7

A tidbua dessa operagdo (composigio de

relagdes), que serd indicada por s, ji esti

/ / construfda.
J_ Alguns dos resultados serdo explicados:
os demais calcule vocd mesmo. Assim: :

// .J_ WHefl =1 Lel=y

~
.

porque: | | | porque: r| |s

17/ =
I

" T

—

"

Opservagio: O Sistema Matemdtico constituido pelo conjunto [//, L], no plano,
e da operagio « tem estrutura de Grupo Comutativo, pois valem as propriedades ANIC.
Verifique-as.

23. Angulos congruentes; ;'efacao de congruéncia entre dngulos

Todo 4ngulo, como conjunto de pontos, sdmente é igual a si mesmo.
Logo:
AOB = AOB (porque representa o mesmo conjunto)

Também: m(AOB) = m(AOB) (porque, referida na mesma unidade,
representa o mesmo mimero real)
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Pode acontecer que dois dngulos distintos (AOB e MNP na figura)
tenham medidas iguais(*).
]

Nesse caso os dngulos dizem-se coNGRUENTEs. [ndicagdo:

AOB ~ MNP

Portanto:

Dola ln‘uloo sdo congrucntu se, e sdmente e, tém a
mesma lnodld.

ou (AOB ~ MNP] [m(AOB) - m(MNP)]

A congruéncia de 4ngulos é por sua vez uma Relagdo de Equivaléncia
pois valem as propriedades:

1.*) Reflexiva: AOB ~ AOB
2.%) Simétrica: se AOB =~ MNP, entio MNP >~ AOB .
3.5) Transitiva: se AOB ~ MNP e MNP ~ XYZ, entio AOB~XYZ

Sendo a medida de um édngulo um nimero real e como se pode esta-
belecer uma rela¢do de ordem para os nimeros reais, segue-se que ¢ possivel
definir uma relacdo de ordem para os dngulos. Assim, com relagio aos

angulos AOB e MNP:

(*) Para facilidade de cilculo, subentende-se 0 grau como unidade.
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gruentes, temos: R X

3

[AGB > MNP] < [m(AOB) > m(MKP)]

e, com relagdo aos 4ngulos RST e X¥2Z:

temos: [RST < X¥2) = m(RST) < mX¥2)]

24. Bissetriz de um dngulo

Seja OC uma semi-reta interior ao 4ngulo AOB, tal que: AGC & COB.

A semi-reta OC diz-se BisseTRiz de AGB,

1 Logo:

ou

[OC & bissetriz de AGB] <= [A0C = C0B]

c Guarde bem esta dafirmagdo:

loao dngulo ndo-nulo admite uma,
e uma sé, bissetriz
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A bissetriz de qualquer 4ngulo pode ser construfda, usando-se a
régua e 0 compasso, em trés passagens:

. : \

Como prdtica, construa vocé a bissetriz dos seguintes Angulos:

TESTE DE ATENCAO — Gruro 63

1. Os ponteiros de um relégio marcam trés horas.
Qual é a medida, em graus, do A4ngulo
determinado pelos ponteiros do relégio ?

2. ldem, para o caso de os ponteiros marcarem,
respectivamente: 6h, 4h, 2h ¢ 4h10m (se quiser,
pode usar o transferidor . . .)




e
-

)

4.

Quantos 4ngulos retos pode
vocé dispor na f6lha do ca-
derno, de modo que tenham
o mesmo vértice e os lados
de cada um coincidam com
os do d4ngulo consecutivo?
Quanto vale, em graus, a
soma das medidas de todos
¢sses dngulos retos?

Nota: Vocé vai encontrar para essa soma um ndamero de

3. Quanto vale, em gyq
medida da  soma e for
dngulos retos e adjacentes?
Quanto vale, em graus, 5
medida de um 4ngulo rasg?

tddas as medidas estudadas até agora.

Preste atengdo: as semi-retas OA, OB, OC,

OB e OF determinam quatro 4ngulos conse-
cutivos congruentes, cuja medida é de 15°

cada um, Responda:

1.°) Quanto mede o 4ngulo AOB?
2.°) Quanto mede o 4ngulo BOD?
35) A semi-reta OB ¢ bissetriz de AGC?
4°) A semi-reta OB & bissetriz de AGD?
5. A semi-reta O—(‘Z & bissetriz de AGE?

5. Que pode vocé concluir da soma
das medidas, em graus, dos “"ingulos
consecutivos’” formados por todos
os raios de uma roda de bicicleta,
em tdrmo do centro, agora tomado
como “vértice” ? Seria 360°?

graus maior do que
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8. Considerando como unidade de
medida o dngulo-minuto, a medida
do 4ngulo, identificado pelos pon-
teiros do relégio da figura, & 5.

Qual ¢, em dngulos-minuto,
a medida do 4ngulo quando o
relégio marca 4 horas?

9. Considerando como unidade de medida o dngulo reto, a medida do dngulo indicado
em lh é % Qual a medida do 4ngulo quando o relégio marca 4h?

10. [dem, quando o relégio estiver marcando 6h.

Ad - (41

X |/ L
il R A
b
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LEMBRETE AMIGO e __

Depois de usar uma vez na figura o transferidor.

vocé pode escrever que:

m(AOB) + m(BOC) + m(COD) + m(DOE) + m(EOF) = wrl

isto é: “‘a soma das medidas dos dngulos cofisecutivos formados num
mesmo semi-plano, determinado por uma r € igual a 180°".

.. e depois™decusar o transferidor duay vézes na figura:

[m(AOB)+m(BOC) +m(COD)+m(l%(%E)+m(EOF)+m(FOA) =360°

ou seja: ‘“‘a soma das medidas dos|\ dngulos consecutivos formados
em térno de um mesmo ponto é igual\a 360°".
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25. Angulos complementares; dngulos suplementares

Dois angulos dizem-se complementares quando a soma de suas me.
2

didas & 90°. Assim, por exemplo, os dngulos ABC ¢ MNP da figura sdo
complementares, pois:

m(ABC) + m(MNP) = 90°
Cada um dos 4dngulos é denominado complemento do outro. Désse

modo o complemento de um 4ngulo que mede 50° é o 4dngulo que mede
40° (isto é, 90°=50°) ou simplesmente um 4ngulo de 40-.

Dois angulos dizem-se suplementares quando a soma de suas medidas
é 180°. Os Angulos ABC e MNP da figura abaixo sdo suplementares,
porque: R
m(ABC) + m(MNP) = 180

e cada um déles é chamado suplemento do outro.. Portanto, o suplemento
de um 4dngulo de 45° é um dngulo de 135°.

43"
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EXERCICIOS PRATICOS — Gruro 64

1. medida do dngulo: 307 15°20' 90~ 45° 0"
medida do complemento: 60¢ T4°40' g 45° 90~
medida do suplemento: 150° 164°407 90° 135 180°

2. Preencha os claros:
medida do dngulo: 400 R - 89°15* -
medida do complemento: ... 65¢ W i 60r30r18~
medida do suplemento: Fiis e 130°

Nora: J4 foi estudada, na 1»* Série, a pritica de operagdes com medidas nd,.
decimais,

3. Complete as seguintes sentencas, a fim de torni-las verdadeiras:
1.4) Se os 4ngulos AOB e X YZ sio suplementares, entio m(AOB) + m(x‘i’Z) -

2.*) Se m(ABC) + m(NOP) = 90°, entdo o 4ngulo ABCéo...... do 4ngulo NOP
3.4) O suplemento de um 4ngulo raso é o 4dngulo......

PROBLEMAS DE APLICACAO — Gruro 65

Representando por x a medida, em graus, de um dngulo qualquer:

*

.
-

temos, em linguagem simbdlica, as seguintes representacdes para as medidas:

do débro désse dngulo L L e peet 2x
do triplo désse ingulo 3x
da metade désse angulo S O o I -;E-
de um térco désse angulo %
do complemento désse 4ngulo ...  ........ .... ... 90 - x
do suplemento diésse dngulo D T T 180 - x
do débro do complemento désse dngulo .. ... . ... .. 290-x)
da metade do suplemento désse dngulo .. ... S % (180 - x)

que serdo aplicadas na resolugio de alguns problemas:
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1. A medida da metade de um ingulo, somada com 20* & igual a 70°. Qual a medida

désse Angulo?

Temos: representa a medida do Angulo procurado

x
3;— representa a medida da metade désse Angulo

e a senten¢a matemdtica relativa ao problema conduz 4 equagdo:
x
- 4+ 20 = 70
ou x4+ 40 = 140 &= x=140-40 &= x = 100
Logo, a medida, em graus, do Angulo pedido é 100, vulgarmente escrita 100"

Calcule a medida de um angulo sabendo que ela € igual ao ddbro da de seu comple-
mento. ’

Temos: x representa a medida do dngulo procurado
90 - x representa a medida do complemento désse ingulo
e a equagdo que traduz o problema: 3
x = 2(90 - x)
ou x=180-2x & JIx =180 & =x =60
Resposta: a medida do 4ngulo procurado é 60,

w

. A diferenga entre o triplo da medida de um ingulo ¢ a medida de seu suplemento

€ 122°, Determine a medida do dngulo.
E ficil chegar a equagdo: 3x - (180 - x) = 122
onde x = 75°30

Resposta: a medida do dngulo procurado é 75¢30".

EXERCICIOS DE FIXAGAO — Gruro 66

Representando por x a medida, em graus, de um A4ngulo, escreva em linguagem
simbélica:

1.°) o quédruplo da medida désse dngulo;

2.°) trés quartos da medida désse dngulo;

3.°) a medida do complemento désse Angulo;

4.°) o ddbro da medida do suplemento désse dngulo;

5.°) a soma da medida désse dngulo com a metade dessa medida;

6.°) a diferenga entre as medidas do suplemento e do complemento disse
Angulo;

7.2) o triplo da medida désse dngulo mais a metade da medida de seu comple-
mento;

8.°) dois tergos da medida désse dngulo menos 10.
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2. Resolva os seguintes problemas: A
1.°) A medida, em graus, do ddbro de um 4dngulo menos 30° € igual a 150e,
Qual a medida désse dngulo?

2.°) A térga parte da medida de um dngulo mais a medida de seu complemento
é igual a 60°. Dectermine a medida désse dngulo.

3°) O triplo da medida de um Angulo é 300°. Qual o valor do suplemento
désse dngulo?

4.°) A medida de um 4ngulo ¢ a quinta parte da de seu complemento. Quanto
mede ésse Angulo?

O triplo da medida do complemento de um 4ngulo é igual & térga parte
da do suplemento désse dngulo. Determine a medida do dngulo.

6.°) A medida de um 4ngulo é a térga parte da de seu complemento, Calcule
a medida do Angulo. |

7.°) A soma das medidas de dois dngulos é 90¢ e a diferenga dessas medidas ¢é é,‘
50°. Quanto mede cada dngulo? \

5.

~—

Modélo: O problema conduz ao seguinte sistema de equagdes:
Jx+y=9%
|x-y=50
que, resolvido, d4 como solugio o par (70°, 20°).
8.°) A medida de um 4ngulo é igual a 60° a mais que a medida de um outro
dngulo. Se, juntas, essas medidas valem 160°, quanto mede cada dngulo?

" A diferenga entre as medidas de dois dngulos é 40°. A medida de um déles
¢ o triplo da do outro. Determine a medida de cada um dos ingulos.

10.°) Dois dngulos suplementares tém a diferenga de suas medidas igual a 120¢,
Calcule a medida de cada um dos 4ngulos.

b
©
—

(Sugestdo: Voct pode partir do sistema: x +y = 180 Ax-y = 120)
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Explorando demonstracdes. ..

26. Prdticas demonstrativas

Guarde bem, agora, as demonstragies que vocé fard acérca de impor-
tantes propriedades dos dngulos, usando para isso resultados jd conhecidos:

Sejam os angulos AOB e BOC, nas condicdes do enunciado, isto é:
0C 1 0A,
ou seja:
m(AOC) = 90°

Por uma propriedade fundamental (ja
estudada) vocé sabe que: T

m(AOB) + m(BOC) = m(AOC)
e sendo m(AOC) = 90°, vem:
m(AOB) + m(BOC) = 90

| .
T

A

0
Que conclui vocé?

Ora, se a soma das medidas dos 4ngulos AGB e BOC é 90r, entio
ésses dngulos sdo complementares, como queriamos demonstrar.

Nota: O “como queriamos demonstrar” — que representa sempre um “‘sucesso”
numa demonstragio — serd abreviado por: ¢ ¢. d.

1m
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- Dois dngulos adjacentes cujos lados exteriores sio
Hi-retas opostas s3o suplementares Sl

A figura estd obedecendo ds condigbes do enunciado:

T

L
¢ o A

Como: m(AOB) + m(BOC) = m(AOC) (resultado conhecido)

e m(AOC) = 180° (porque OA e OC sio semi-retas opostas), concluimos

que os 4ngulos AOB e BOC sdo suplementares.
c.q.d.

39 P DRI ¥ : ;
Angulos que possuem complementos congruentes sdo
congruentes :

Sejam os dngulos AOB e MN P, cujas medidas, em graus, sdo respec-
tivamente x e y:

o
 complemento de AOB & 90°-x

Logo, 0 A
N complemento de MNP é: 90° -y
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O enunciado afirma que os complementos sdo congruentes, isto &,
tém a mesma medida:

90 -x =90~y
ou —Xmey &l xmy
isto é: sdo iguais as medidas dos dngulos AGB e MNP e, portanto, éles
sdo congruentes.
c.qd.
4.7

Angulos que possuem suplementos congruentes sdo
congruentes

Demonstre vocé, seguindo caminho anélogo ao empregado para de-
monstrar a 3.* Propriedade.

5) : ; :
Angulos opostos pelo vértice sdo congruentes

Sejam os angulos 0.p.v.: AOB e COD, de medidas, respectivamente:
aeb.

Vocé deve provar que

a=>b

para concluir que os 4ngulos AOB e COD sdo congruentes.

Ora: a + x = 180° (resultado conhecido (2.* Prop.))
x + b = 180° (idem)
ou a+x =180° & a= 180"~ N,

x4 b= 1800 & b=180- —1

Entdo, se a = b, os 4ngulos AGB e COD sio congruentes.
c.qd.

179



LEMBRETE AMIGO

As letras minGsculas representam a medida, em graus, dos

Angulos:
b
a a
a+b =90 a+b = 180
a=b>b
a+b+c+d= 360
c=d
c
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TESTE DE ATENGAO — Grupo 67
1. Complete as seguintes sentengas, a fim de tomé-las verdadeiras:
b
28) x+ ... =9 I a4+b+... =180
a
i c
b
y
X
1))a+b=1...
a
4*) x =,
58 x -,
55 a"**b
72 a4+ 50° =
qam,,

?

=,

dm,,,

60° 4y = ... ¥y =
e shaty+I00 =,
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2.

A figura mostra dois dngulos adjacentes e suplementares (AOC e COB), com as res-

pectivas bissetrizes (6.5 e O_blz

1

o A
» Angulo AGC por 2x (lembre-se de que OE é bissetriz)
N angulo COB por2y (idem, OD & bissetriz)
os resultados que vocé ji conhece garantem que & verdadeira a sentenga:

2x + 2y = 1800 (por qué?)
ou x+ y= 9

Se x +y = 90°, entio o 4dngulo EOD & reto. Lembrando que COD & o Angulo

Representando a medida do

- —
formado pelas bissetrizes OE e OD, enuncie um RESULTADO que envolva o dngulo
Sformado pelas bissetrizes de dois dngulos adjacentes e suplementares.
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Angulos formados por duas retas coplanares
e uma transversal

27. Conceito

Sejam as retas A.E e Chl.), interceptadas por uma terceira reta MTJ:

A reta MN é denominada transversal e forma com as outras duas
oito dngulos, cujas medidas sdo, respectivamente: a, b, ¢, d, m, n, p e q.
Tais dngulos recebem denominagdes especiais, dependendo da posigio
que ocupam em relagdo 4 transversal.

Os angulos da figura cujas medidas sdo: b, ¢, m e g, dizem-se internos

por pertencerem & regido do plano limitada pelas retas AB e CD, e os dngu-
los cujas medidas sdo: a, d, n e p, externos por ndo pertencerem a tal regido.

Esses 4ngulos, combinados dois
a dois, na figura, através de suas
medidas, recebem os seguintes nomes:

1.°) correspondentes: quando um
déles é interno e o outro externo,
estdo situados no mesmo semi-plano,
em relagdo 4 transversal,
¢ ndo sdo adjacentes:

a e m

n ben

P cep
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2.°) alternos internos: quando ambos sdo internos, ndo-adjacentes e
situados em semi-planos opostos em relagdo a

transversal:
b e ¢
c e m

3.°) alternos externos: ... idem, sendo ambos externos:

a e p

d e n

4.°) colaterais internos: quando ambos sdo internos e situados num
mesmo semi-plano em relagdo a transversal:

b e m
C &g

5.°) colaterais externos: ... idem, sendo ambos externos:

a e n
d e p

EXERCICIOS DE FIXACAO — Grupro 68
1. Na figura:

—




M"‘ﬁ é a transversal. escreva aos pares os dngulos:

1.°) altermos internos
2.*) correspondentes
3.%) altermos externos
4.°) colaterais internos
5.°) colaterais externos
6.°) opostos pelo vértice

2. Idem, com relagdo 4 figura:

3. Na figura abaixo existem 16 pares de dngulos correspondentes. Indique 8 déles,

]
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4, D¢ os nomes dos fingulos assinalados (considerados aos pares), nas seguintes figuras:

. s
I+

_\‘

[5) 8.) 9.%)

3.2}

| A
A

186
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EXERC{CIOS EXPLORATORIOS — Gruro 69

1. Trace duas retas paralelas r e s e a transversal t:

Meca os 4dngulos correspondentes assinalados na figura, isto é, com auxilio do trans-
feridor determine, em graus, os valdres de d e . Que cbservou?

2. Suponha, agora, que as duas retas r ¢ 5 ndo sejam paralelas:

Mega os dngulos correspondentes ¢ determine os valdres de d e g. Que observou?
Repita &sse exercicio com as figuras abaixc, na primeira das quais r//se na segunda, nio:

| B 24

3. Arencgio: Os resultados obtidos nos exercicios 1 e 2 permitem concluir que:

séri/s emdod=gq
se rifs entdo d # g

Nota: O simbolo Y/ indica que r ndo ¢ paralela a s.
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Guarde, pois, a irnportame propriedade :

-y

_8&' duas retas paralelas sio intercepradas por uma
trlnlv

:.h" ersal, entio os Angulos correspondentes !ornndoc
5 f?‘ sdo congruentes

4. Trace as retas paralelas r € s e a transversal t:

t

&

Mega os Angulos colaterais internos assinalados e determine os valbres de
q ¢ c. Adicione-os, isto é, determine q + c.

Quantos graus enccntrou? Serd que &sses Angulos sio suplementares?

5. Supondo, agora, as retas r e s nio-paralelas, “‘explore” o mesmo trabalho do exer-
cicio anterior, Que observou?

6. ATENCAO: os resultados obtidos nos exercicios 4 e 5 permitem concluir que:

se r//s entio q + c = 180°
se r’\s entio q + c = 1E0°
valendo, portando a propn:dade
i it g Lt S s TS A o Y A T TR, -"_'?T-‘\'}T',':'”
Sa duas retas pmlelu nio lnterccpta.du por uma
silo

mnavernl entdo os fngulos colaterals lntemoc 3o )
suplementares b e

7. “Explore” a existéncia de uma propriedade, andloga d enunciada no exercicio 6,
que envolva os dngulos colaterais externos.

8. Trace r//s e t transversal:
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e meca os Angulos alternos internos; sera que b = q?

E, se r)\s, serd que b = q?

Deduza, entdo, a propriedade que diz respeito aos Angulos alternos internos,
formados por duas retas paralelas interceptadas por uma transversal.

#
Faca ‘“exploracio” semelhante para poder enunciar uma propriedade que diga
respeito aos Angulos alternos externos, formades por duas retas paralelas interceptadas
por uma transversal.

Tenha sempre presente o seguinte:

LEMBRETE AMIGO

Se duas retas paralelas sio interceptadas por uma transversal,
entdo:

1.°) Sdo congruentes os angulos:

£ t
y o o,

correspondentes alternos internos alternos externos

2.°) Sao suplementares os 4ngulos:

ke

colaterais internos colaterais externos
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EXERCICIOS DE APLICAGAO — Grupo 70

1. Voct pode rEconHECER ficilmente se duas retas coplanares sio paralelas usando

as propriedades ora estudadas. Assim, por exemplo, sabendo que sdo iguais as medidas
dos dngulos alternos internos formados por duas retas interceptadas por uma trans-
versal, vocd conclui que essas retas sio paralelas:

logo: rl/s

O mesmo ocorre quando as medidas dos 4ngulos correspondentes ou Adngulos alternos
externos sdo iguais:

135

rils

ou ainda quando os dngulos colaterais internos (ou colaterais externos) sio suplementares

rll s
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2. Sabendo que r//s ¢ que t é transversal ¢ conhecendo a medida de um dos 4ngulos
formados por essas retas, determine a medida de cada um dos outros ingulos:

1.2)

Temos: a = 50° (porque sio medidas de Angulos correspondentes)
¢ = 50° (porque: a = ¢, pois sio medidas de dngulos o.p.v.)
Como: a + b = 180° (porque sio medidas de dngulos adjacentes suplementares)
e a =50
vem: b = 180°-50° = 130° e também: d = 130° (por qué?)
Logo: a =50, b=130°, c=50 e d=130.

x+20¢ ?

5
Ora: 2x-10° = x + 20 (medidas de dngulos correspondentes)
ou: k-3 =30 &= x=30
Logo: 2x-10° = 2 (3(°) - 100 = 50
€, portanto; g = ]80°-50" = [3(® ¢ b = a = 130°
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Como: % x 4+ x = 180° (medidas de dngulos colaterais internos)

ou " Ix4+Tx =120 & 10x=12600 & x =126
Logo: a=x =126° ¢ como: b+ x = 180°, vem: b = 180° - 126°* = 540

3. Uma prdtica demonstrativa: Demonstre que

s¢ JﬁUC‘EE .«ﬁﬂéf)

entdo d=m

13

m
A B
14 /4
Sendo: a = b (medidas de Angulos correspondentes formados pelas paralelas
Iée Ef) com a transversal C‘_ﬁ)

b=m (idem... pelas paraklas.ﬁc CD com a transversal ED)

conclui-se que: a = m (pela propriedade transitiva da igualdade)
c.q.d.

A 192




EXERCICIOS DE FIXACAO — Grupo 71

Determine, em graus, as medidas dos 4dngulos assinalados nas seguintes figuras, onde
" yl/s et é a transversal:

1) 2.%) t

45°

1.%) t 24

se r//sentdio a = ... :d#beﬂtior}k...
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Seadam.,...,entdo r//...

gy A
4

Se a +b=180° entio r...s

A

73N P
s
ao*
M R
MN || PQ
Se | NP I F‘{é entio thNP)
PQ I/ SR

., entiorNs = _,

Se a # ..
8 A
105 *
B
AB I CD
Se m(AﬁQ
a = 3o
194

= 105°

entio b = ..,




S T e EE—

3. Prdticas demonstrativas:

Demonstre, usando os resultados ji
conhecidos:

14) se | rilsetllz l
|

entdo |a-b

1— -— -— —_— =
2.°) se l D)/ FC e AD bissetriz de BAC

entio

m(BAC) = 2a \
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ESTUDO DOS POLIGONOS E DA CIRCUNFERENCIA



1.2 Parte: - poligonos; tridangulos
- congruéncia de triangulos
2. Parte: - construgao logica da Geometria
- da necessidade de provas...
= ...alguns teoremas fundamentals
3.* Parte: - quadrilateros: paralelogramos e
trapezios
- teoremas fundamentais
4.5 Parte: - circunferéncia; teoremas funda-
mentais
- arcos de circunleréncia; medida
- angulos relacionados com arcos;
medida






Poligonos
1. Conceito de poligono; dlagonais

Os poligonos sdo especiais curvas fechadas simples. Pode-se, agora,
definir poligono como:

a figura geométrica plana fechada simples constituida por um conjunto
de segmentos de retas consecutivos, de modo que dois déles, sucessivos,
ndo sejam colineares.

Sdo poligonos, por exemplo, as figuras:

enquanto que as seguintes figuras geométricas planas:

apesar de ‘‘fechadas’’, ndo sdo poligonos, pois ‘'se cruzam'.
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Nos poligonos, os segmentos sio denominados lados e os pontos, onde

dois lados se unem, vértices. Dois lados que
possuem um vértice comum sdo denominados
consecutivos e dois vértices que possuem um
lado comum entre éles chamam-se vértices |
consecutivos.

No poligono ABCD, por exemplo:

os lados AD e DC
os vértices A e B

} sdao conseculivos

Diagonal de um poligono é o seg-
mento de reta que une dois vértices
ndo-consecutivos. O poligono ABCD tem
as diagonais: AC e BD. O poligono
ABCDE (figura ao lado) tem cinco
diagonais: AD, AC, BE, BD e CE.

2. Poligonos convexos

Sio aquéles nos quais o segmento que une dois pontos quaisquer de
seu interior pertence inteiramente d regido interior do poligono. Vocé
pode ‘“traduzir’ esta propriedade usando como segmento as préprias
diagonais do poligono. Assim, se tédas as diagonais que podem ser tragadas
num poligono pertencem ao seu interior, o poligono é denominado con-
vexo. Caso contrario é ndo-convexo. Sdo convexos, pois, os poligonos:

e ndo-convexos os poligonos:
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Neste curso de Geometria serdo estudados somente os poligonos
convexos. Tais poligonos recebem nomes especiais conforme o nimero de
lados que possuem. Assim:

n.* de lados nome usual
3 tridngulo (ou trildtero)
4 quadrilitero
5 pentdgono
6 hexéigono
7 heptigono
8 octbgono
9 enedgono
10 decigono
11 undecégono ou hendecfigono
12 dodecfigono
15 pentadecigono
20 icoségono

Um poligono regular cujos lados sdo todos congruentes e cujos dngulos
sdo todos congruentes é denominado regular.

EXERCICIOS EXPLORATORIOS — Gruro 72

1. Desenhe alguns poligonos convexos (use a régua, ldpis e . . . imaginagio). A seguir,
conte o nimero de vértices e o nimero de lados de cada um dos poligonos de
Qual a propriedade que vocé “descobriu’ actrca do mimero de vértices relacio-
nado com o niimero de lados, de um mesmo poligono?

2. Preencha os claros da seguinte tabela, baseando-se nos polfgonos que deve ter
desenhado no exercicio anterior:

n.e de n.° de n.° de diago- | |\ . ial de

potigono vértices lados | "3 de cadd | " gigeonais
triingulo. AN A 3 3 0 0
quadrildtero. ... . ..... 4 L 1 2
pentigono. ... . ....... s 5 ; 5
DEXRPON0 - wiaioics sivisimi i 6 .
heptlgono: ; c.:.. swswnsa 4 14
OCHOGONOL . o v snis neom sinnee : :
eNeAGON0. o .cavs v baba s b ; : 6
AECAPON0Lr i v vsis inns e 10 - 15




x

5
6.
7.
8

10.

Vocé seria capaz de “explorar” uma férmula que permitisse determinar o nimero
total de diagonais de um poligono convexo?

Vamos ajudéd-lo: considere, por exemplo, um hexdgono (6 lados); de cada
vértice vocé pode tragar tantas diagonais quantos sdo os lados menos trés, isto é:
6-3 = 3, pois de um vértice nio se pode tragar diagonal a éle mesmo nem aos
vértices adjacentes.

Sua primeira impressio talvez seja de que é possivel tragar 6 X (6 - 3) diagonais:
se de cada vértice partem 6 -3 diagonais, de 6 vértices partiriam 6 vézes mais.
Lembre-se, porém, de que ¢sse produto representa o dbbro do nimero de diagonais,
pois cada diagonal foi contada duas vézes.

Representando por d o nimero de diagonais de um poligono convexo de n
lados (n > 3), a seguinte férmula di o nimero total de diagonais que se pode tragar
num poligono convexo:

X (n-3
2

Aplicando-a no caso do hexdgono: d = W - ‘% = 9 (diagonais).

EXERCICIOS DE FIXACAO — Grupo 73

. Se ABCDE ¢ um poligono convexo de 5 lados e P um ponto pertencente ao interior

désse poligono, em quantos trilngulos fica decomposto o poligono quando se une
o ponto P aos vértices do poligono?

. Em quantos tridngulos fica decomposto um poligono convexo de n lados (n > 3),

quando se unem os seus vértices a um ponto qualquer que pertenga ao interior do
poligono ?

Unindo-se um dos vértices de um hexégono convexo aos demais vértices désse
poligono, em quantos tridngulos fica dividido o hexégono?

. Em quantos tridngulos fica dividido um poligono convexo de n lados (n > 3), quando

se une um de seus vértices aos demais?

. Quantas diagonais tem um poligono convexo de 7 lados?

Qual o nimero total de diagonais de um icosigono convexo?

. O tridngulo tem diagonais? Por qué?

. Qual ¢é o poligono convexo que tem tantas diagonais quantos sio os lados?

(Sugestéo: como d = n, pode-se resolver a equagdo n = LA Al dividindo
por n ambos os membros: 1 = "2;3

. Quantos lados tem um poligono convexo cujo nimero total de diagonais é o ddbro

do nimero de lados? (Agora: d = 2n)

Qual é o poligono convexo cujo nimero total de diagonais é o triplo do nimero de
lados? (d = 3n)
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Triangulos

1. Conceito

Vocé ja sabe que um tridngulo é um poligono de trés lados. Usando
a linguagem dos conjuntos, pode-se definir tridngulo da seguinte maneira:
sejam os pontos A, B e C ndo-
colineares; a reunido dos trés seg-
mentos AB, BC e CA ¢ a figura
geométrica chamada  tridngulo.
Indicagdo: A ABC. Logo:

c

& ABC = ABU BCU CA -

e

2. Elementos principais

Os 4ngulos CAB, ABCe B( A, costumeiramente abreviados por A, Be (,
sdo chamados dngulos internos do A ABC. Num tridngulo cada lado & oposto
a0 dngulo interno formado pelos
outros dois lados e, portanto,
também ao vértice désse dngulo.

__ Assim, no A ABC o lado
ABéopostoaodngulo ( e ao vér-
tice C. O dngulo adjacente e su-
plementar de um dngulo interno
chama-se dngulo externo do tri-
4angulo (0 dngulo CAD da figura).

Altura de um tridngulo é o segmento da perpendicular (CH na figura)
tragada de um vértice A reta suporte do lado oposto. Nesse caso, o lado
oposto (AB) é chamado base do tridngulo e o Angulo (, dngulo do vértice.

Um tridngulo tem trés alturas, pois de cada vértice pode-se tragar
a perpendicular ao lado oposto.

Mediana de um tridngulo, em relagdo
a determinado lado, é o segmento (CM na
figura) que une o ponto médio désse lado ao
vértice oposto.

Um tridngulo tem trés medianas. Verifique.

Bissetriz de um tridngulo, relativa a
um édngulo interno, é o segmento da bissetriz
(CD na figura) désse angulo compreendido
entre o vértice e o lado oposto.

Um tridngulo tem trés bissetrizes inter-
nas. Verifique.

A H M B
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3. Vocé seria capaz de “explorar” uma férmula que permitisse determinar o niimero
total de diagonais de um poligono convexo?

Vamos ajudé-lo: considere, por exemplo, um hexdgono (6 lados); de cada
vértice vocd pode tragar tantas diagonais quantos sdo os lados menos trés, isto é:
6-3 = 3, pois de um vértice nio se pode tragar diagonal a &le mesmo nem aos
vértices adjacentes.

Sua primeira impressido talvez seja de que é possivel tragar 6 X (6 - 3) diagonais:
se de cada vértice partem 6 -3 diagonais, de 6 vértices partiriam 6 vézes mais,
Lembre-se, porém, de que &sse produto representa o dbbro do nimero de diagonais,
pois cada diagonal foi contada duas vézes.

Representando por d o nimero de diagonais de um poligono convexo de n
lados (n > 3), a seguinte férmula d4 o niimero total de diagonais que se pode tragar
num poligono convexo:

n X (n-3)

d = 3

6)((6—3)_6)(3
2

3 = 9 (diagonais).

Aplicando-a no caso do hexdgono: d =

EXERCICIOS DE FIXACAO — Gruro 73

1. Se ABCDE ¢ um poligono convexo de 5 lados e P um ponto pertencente ao interior
désse poligono, em quantos tridngulos fica decomposto o poligono quando se une
o ponto P aos vértices do poligono?

2. Em quantos tridngulos fica decomposto um poligono convexo de n lados (n > 3),
quando se unem os seus vértices a um ponto qualquer que pertenga ao interior do
poligono ?

3. Unindo-se um dos vértices de um hexigono convexo aos demais vértices désse
poligono, em quantos tridngulos fica dividido o hexégono?

4, Em quantos tridngulos fica dividido um poligono convexo de n lados (n > 3), quando
s¢ une um de seus vértices aos demais?

. Quantas diagonais tem um poligono convexo de 7 lados?
Qual o nimero total de diagonais de um icosdgono convexo?

. O tridngulo tem diagonais? Por qué?

® =N & W

Qual é o poligono convexo que tem tantas diagonais quantos sio os lados?

n X (n-3)

3 dividindo

(Sugcst:!o: como d = n, pode-se resolver a equagio n =

por n ambos os membros: 1 = 1’_%_3.)

9. Quantos lados tem um poligono convexo cujo nimero total de diagonais é o ddbro
do nimero de lados? (Agora: d = 2n)

10. Qual € o poligono convexo cujo numero total de diagonais € o triplo do nimero de
lados? (d = 3n)
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Triangulos
1. Conceito

Vocé ja sabe que um tridngulo é um poligono de trés lados. Usando
a linguagem dos conjuntos, pode-se definir tridngulo da seguinte maneira:
sejam os pontos A, B e C ndo-
colineares; a reunido dos trés seg-
mentos AB, BC e CA é a figura
geométrica chamada tridngulo.
Indicagdo: A ABC. Logo:

c

A ABC = AB\UBCU CA

2. Elementos principais

Os 4angulos CAB, ABC e BC A, costumeiramente abreviados por A, Be (,
sdo chamados dngulos internos do A ABC. Num tridngulo cada lado é oposto
ao 4ngulo interno formado pelos
outros dois lados e, portanto,
também ao vértice désse dngulo.

Assim, no A ABC o lado
ABéoposto ao4ngulo ( eao vér-
tice C. O dngulo adjacente e su-
plementar de um Angulo interno
chama-se dngulo externo do tri-
dngulo (0 Angulo CBD da figura).

Altura de um tridngulo é o segmento da perpendicular (CH na figura)
tragada de um vértice d reta suporte do lado oposto. Nesse caso, o lado
oposto (AB) é chamado base do tridngulo e o dngulo C, dngulo do vértice.

Um tridngulo tem trés alturas, pois de cada vértice pode-se tragar
a perpendicular ao lado oposto.

Mediana de um tridngulo, em relagdo

a determinado lado, é o segmento (CM na
figura) que une o ponto médio désse lado ao
vértice oposto.

Um tridngulo tem trés medianas. Verifique.

Bissetriz de um tridngulo, relativa a
um dangulo interno, é o segmento da bissetriz
(CD na figura) désse dngulo compreendido
entre o vértice e o lado oposto.

Um tridngulo tem trés bissetrizes inter-
nas. Verifique.

A H M 8
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3. Classificacao

Levando-se em conta os comprimentos(*) dos lados, um tridngulo
diz-se:

isésceles, quando possui dois lados de mesmo comprimento;

eqiiildtero, quando possui trés lados de mesmo comprimento, e

escaleno, quando ndo possui dois lados de mesmo comprimento.

AN/

Relativamente as medidas dos dngulos internos, o tridngulo pode ser
chamado:

acutdngulo, quando possui os trés dngulos agudos; caso as medidas
désses trés dngulos sejam iguais, o triangulo diz-se
equiidngulo;

retdngulo, quando possui um dngulo reto; o lado oposto ao dngulo
reto é a hipotenusa e os outros dois lados, catetos, e

obtusdngulo, quando possui um dngulo obtuso.

a

(*) Medidos sempre com a mesma unidade (cm, por exemplo); no caso da medida de Angulos, a
unidade seré sempre o grau
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EXERCICIOS EXPLORATORIOS — Gruro 74

. Construcdo de tridngulos isdsceles: Considere um qualquer c

segmento AB como base do tridngulo isésceles que vocd
quer construir. Escolhido um comprimento dado pela
abertura de um compasso, basta determinar um dos
pontos C(*), intersecgdo das circunferéncias tragadas
quando se fixa a ponta do compasso respectivamente
nos pontos A e B.

a) Serd que existe sempre o ponto C?
b) Quando é que “ndo existe"?
¢) Por que o tridngulo obtido é isésceles, quando existe C7

Um resultado important{ssimo para os tridngulos is6sceles:

De cada tridngulo isésceles que vocd construiu, meca com o transferidor os
4ngulos da base. Que observou? Se um dos dngulos da base de um tridngulo isbs-
celes mede 40°, por exemplo, quanto medird o outro Angulo da base? Serd também
4027 “Explore' &sse resultado com outros tridngulos isbsceles.

Na certa voct ird concluir que em qualquer tridngulo isdsceles os Angulos da
base tém medidas iguais.

Um enunciado mais geral para os resultados obtidos no exercicio 2 &

- T — -

Se dols lados de um mmulo um{uiu
~ primento, entdio 08 dngulos opostos a 8sses ladon tlﬂ.
a mesma medida

ou: se rn(A_(:.') = m(.B_C) entdo m(f) = m(;!'.)

. Construgdo de tridngulos eqiiilateros: Processo anfilogo ao empregado no exercicio 1.
Construa dois tridngulos eqilildteros, um déles com Jem de lado e o outro com 5cm

de lado. Quantos graus vocé acha que encontrard para cada um dos Angulos dos
tridngulos construidos?

Conclua um resultado que envolva as medidas dos Angulos de um mesmo tridn-
gulo eqiiildtero.
1.°) Desenhe qualquer tridngulo isbsceles. A seguir, suas trés alturas. Elas se inter-
ceptardo num ponto inferior ou exterior ao tridngulo?
2.°) Resolva o mesmo exercicio, empregando um triingulo retAngulo.

. Onde se interceptam as retas suportes das trés alturas de um tridngulo obtusingulo?

1.°) Todo tridngulo isésceles é eqiiilétero.
2.,*) Todo tridagulo eqiiilitero & isbsceles,
Qual das duas sentengas & verdadeira? Por qud?

(*) Na intersecgdo das circunferéncias tragadas serlio encontrados dols pontos: C e C (situados em
semi-planos opostos com relaglio a AB); para a obtenglio dos resultados desejados, basta “trabalhar™ com c
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3. Classificagio

A Levando-se em conta os comprimentos(*) dos lados, um tridngulo
z-se:

isésceles, quando possui dois lados de mesmo comprimento;
equildtero, quando possui trés lados de mesmo comprimento, e

escaleno, quando ndo possui dois lados de mesmo comprimento.

NNE

Relativamente ds medidas dos dngulos internos, o tridngulo pode ser
chamado:

acutdngulo, quando possui os trés dngulos agudos; caso as medidas
désses trés édngulos sejam iguais, o tridngulo diz-se
eqiiidngulo;

retdngulo,  quando possui um dngulo reto; o lado oposto ao dngulo
reto € a hipotenusa e os outros dois lados, catetos, e

obtusdngulo, quando possui um dngulo obtuso.

= (‘Lﬁff:dmo;"w:;r::om & mesma wnidade (cm, por exemplo); no caso da medida de Angulos, a

206



1.

EXERCICIOS EXPLORATORIOS — Gruro 74

Construcdo de tridngulos isésceles: Considere um qualquer c

segmento AB como base do tridngulo isésceles que vocd
quer construir. Escolhido um comprimento dado pela
abertura de um compasso, basta determinar um dos
pontos C(*), intersecgdo das circunferéncias tragadas

quando se fixa a ponta do compasso respectivamente
nos pontos A ¢ B.

a) Serd que existe sempre o ponto C?
b) Quando é que “ndo existe?
¢) Por que o tridngulo obtido & isdsceles, quando existe C?

Um resultado importantfssimo para os tridngulos isbsceles:

De cada tridngulo isbsceles que vocé construiu, meca com o transferidor os
dngulos da base. Que observou? Se um dos dngulos da base de um tridngulo isbs-
celes mede 40°, por exemplo, quanto medird o outro dngulo da base? Serd também
40°?7 “Explore” ésse resultado com outros tridngulos isésceles.

Na certa voce ird concluir que em qualquer tridngulo isésceles os Angulos da
base tém medidas iguais.

Um enunciado mais geral para os resultados obtidos no exercicio 2 &

Lt | ',. ' _-‘u 3 ! - -“"\i:l.h'
. 8o dols lados de um uia:igulo com-
v prtmenm entlio os du'uloc mtﬂuhﬁuﬂum
A mesma medida LETT TR

; : s Ty

ou: se m(R) = m(B—C) entio m(B) = m(ﬂ]

Construgdo de tridngulos eqiiilateros: Processo anflogo ao empregado no exercicio 1.
Construa dois tridngulos equiildteros, um déles com 3cm de lado e o outro com 5em

de lado. Quantos graus vocé acha que encontrard para cada um dos Angulos dos
tridngulos construidos?

Conclua um resultado que envolva as medidas dos Angulos de um mesmo tridn-
gulo eqiiildtero.

1.°) Desenhe qualquer tridngulo isbsceles. A seguir, suas trés alturas. Elas se inter-
ceptardo num ponto interior ou exterior ao tridngulo?

2.°) Resolva o mesmo exercicio, empregando um triingulo retingulo.

Onde se interceptam as retas suportes das trés alturas de um tridngulo obtusingulo ?

1.°) Todo tridngulo isésceles & eqilildtero.
2.°) Todo tridngulo eqiiildtero & isésceles,
Qual das duas sentengas & verdadeira? Por qué?

(*) Na intersecglio das circunferéncias tragadas serfio encontrados dols pontos: C e C' (situados em

-
semi-planos opostos com relagio a AB); para a obtenglio dos resultados descjados, basta “trabalhar™ com c
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7. Um outro resultado para tridngulos isésceles: Desenhe um tridngulo isésceles ABC,
de modo que AB seja a base. A seguir, construa: 1.°) a hissetriz do dngulo (:’; 2°) a
altura, tomando por base AB; 3.°) a mediana relativa a AB. Veja se concorda com o
resultado:

e NI A s [NV I 1

Ang: wmu.-bhuui}domnhdo -

e ldt%g_ﬂll'kg-c_no_tﬂdna. relativas & base, coincidem |

LA X

8. Resultados importantissimos para qualquer tridngulo:

1.") Relacionando os comprimentos dos lados:

c
Desenhe um tridngulo qualguer ABC. Meca os seus
lados (as medidas na figura estio representadas por
a, b e ¢, respectivamente):
b a a) Serd que os nimeros que representam as medidas
satisfazem qudlquer uma das relagdes:

a<b+4+c ?

b<a+c ?

A c 8 c<a+b ?

b) Essas relagdes também valem para os comprimentos dos lados dos
tridngulos desenhados por seus colegas?

Desenhe, a seguir, um outro tridngulo MNP e verifique novamente se
sio verdadeiras aquelas relacdes que envolvem os comprimentos dos
lados. Agora, veja se é capaz de construir os tridngulos cujos lados
tenham os seguintes comprimentos:

a=4cm, b=3cm e ¢ = 2cm
a=6cm, b=3cm e ¢ = 3cm

Foi possivel? Que pode vocé concluir depois désses exercicios?
O seguinte resultado o auxiliaré:

"Em todo trilhgulo. o comprimento de q;ulquer lado
7 6 sempre menor que a soma dos comprimentos dos
-' ~ outros dois lados bty 13

2.°) Relacionando o comprimento
de um lado com a medida do
dngulo oposto:

Construa o A ABC, cujos la-
dos megam, respectivamente:
a = 6cm
b = 5cm
¢ = 3cm a=6cm
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' Com o transferidor, mega com cuidado os angulos: A, B ¢ (. Relacionando
o comprimento de um lado com a medida do dngulo que lhe é oposto, diga:

a) qual das trés sentencas é verdadeira:

se a>b entio m(A) > m(B)
se a>b entdio m(A) = m(B)
se a>b entio m(A) <m(B)

E Numa ‘‘operagdo inversa", construa agora um AAULC, cujos dngulos megam,

v respectivamente
m(A) = 80°
m(B) = 55°
m((’) = 45°

4 b) Qual serd o lado de
maior comprimento ?

c¢) Assinale qual das trés
sentengas & verdadeira:

m(A) > m(B) entdo a>b
m(A) > m(B) entdio a =b 3
m(A) > m(B) entio a <b a=1

2]

Na certa, o seguinte resultado concordard com o que vocé “explorou’”:

3.°) Relacionando as medidas dos dngulos internos de um tridngulo.
(RELAGAO IMPORTANTISSIMA!)

Vocé, juntamente com todos os colegas de classe, estd convidado a
“explorar’’ a seguinte questio:

Quanto vale, em graus, a soma das medidas dos dngulos internos de um
rn‘g!ngulo qualquer?




Usando o transferidor, com muita atencdo, vocé encontrard, provivelmente,
resultados que se aproximardo de 180°. Experimente com novos tridngulos,

Nestas condicdes, podemos ou ndo usar 180° para a soma das medidas dos

dngulos internos de um tridngulo ?

Neste curso de Geometria, vamos usar 180 para essa soma e, com os
conhecimentos que vocd j4 possui, provar o porqué dessa resolugdo, que envolve

certas “‘exigéncias’’ de paralelismo . ..

De fato, considere um tridngulo qualquer ABC e vamos supor tracada

c I

1
M X y N

- - ———

Sendo:

A e MCA Angulos alternos internos, entdo:
B e NCB angulos alternos internos, entdo:
¢ o mesmo que o 4ngulo ACB, entdo. . .:

pelo vértice C a reta MN paralela
ao lado AB,

Os Angulos formados (M(®
AC‘B, BCN) tém, rupectivmn:&'e,
as medidas:

x,zey

e os 4ngulos internos (A, 8, ()
do A ABC, as medidas:

m(A), m(B) e m($)

m(A) = x (por qué?)
m(B) = y (por qué?)
m(C) = z (por qué?)

ecomo: x+z+y=180 (resultado j& conhecido)

segue-se que:

m(A) + m(B) + m(C) = 180°

e vocé provou, gragas “‘dquela paralela tragada”, que:

A soma das medl&u dos Angulos internos de qualquer
~trifingulo &€ igual a 180°

4.°) Relacionando medidas de dngulos internos e dngulos externos.

Observe bem o A ABC. c

Se y representa a medida
de um 4ngulo interno e ¢ a
medida do 4ngulo externo que
lhe é adjacente, quanto vale
a soma: t 4 y?

Fécil é concluir que:
t 4y = 180°, isto é, sio su-
plementares o dngulo interno

de um tridngulo ¢ o dngulo
externo que lhe é adjacente.

Por outro lado, sendo as medidas dos Angulos niimeros reais e, como:

x +z+y = 180°)

e t 4y =180

t = x 4 2
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ou seja
- B R PO B e i - e e i e o
. E . e % \ "oy e N p S 2 ]
" A medida do Angulo externo de um tridngulo é
;;im’d’u didas dos dois Angulos internos
"'r-"."". L. -..l‘:' N ._ = s & £ .'-‘-"'T‘.' . B
3 5 NN S e R N B e 4

LEMBRETE AMIGO

Insista nos exercicios exploratérios que revelaram, através das
medidas, as utilissimas RELACGES entre:

os lados
os dngulos
os lados e os dngulos

de um mesmo tridngulo.

EXERCICIOS DE FIXACAO — Guupo 75

1. Sabendo que um tridngulo possui dois lados medindo Jcm cada um, que pode vocd
dizer désse tridngulo? Enuncie todos os resultados que relacionem os comprimentos
dos lados e as med das dos dngulos désse tridngulo.

2. Relacionando os comprimentos dos lades, assinale quais dos seguintes trilngulos vocé
pode construir:
l*) a=5cm 2°)a=10cm 3°)a=4m 4°) a=3m 5°) a=>5m
b = 7cm b= 5cm b = 6cm b = S5cm b = B8cm
¢ = 8cm ¢ = 4cm ¢ = 6bcm ¢ = 5cm ¢ = Jcm

3. Relacionando o comprimento de um lado com a medida do dngulo que Ihe & oposto,
no tridngulo abaixo, diga (sem usar o transferidor):

1.°) qual é o maior dngulo
2.°) qual & o menor dngulo




4. Partindo de que a soma das medidas dos dngulos intenos de um tridngulo ¢ igual o
180, preencha os claros da seguinte tabela:

A ABC m(A) m(f}) m(()

isbsceles I 65° | 50~
[escateno.. ... .| . | 4% | now
stceles base BO| 48+ | . | .
isbsceles (base AC) 56+ |

eqiiilitero . BS —_, G N
retdngulo o 90" ) 40°20° l S
retdngulo i 36 [ _"54" _|_- ]

5. Se a soma das medidas dos dngulos internos de um tridngulo € igual a 1807, explique
porque sio verdadeiras as seguintes sentengas:
1*) Em qualquer tridngulo um sb 4ngulo pode ser obtuso.

2*) Em qualquer tridngulo a medida de cada dngulo é o suplemento da soma das
medidas dos outros dois.

Num tridngulo eqiiidngulo (todos os Angulos t2m medidas iguais), cada dngulo
mede 60°. .

4.*) Num tridngulo retingulo os dngulos agudos sio complementares.
5.4) Num tridngulo is6sceles os dngulos da base sio agudos.

6.*) Se dois tridngulos tém dois dngulos respectivamente congruentes (de mesma
medida), os terceiros dngulos sio respectivamente congruentes.

3

—

6. Calcule as medidas, assinaladas por x, y, z e t, dos dngulos dos seguintes tridngulos:

-




7. Resolva os seguintes problemas:

1.°)

9.2)

10.2)

Os ingulos de um tridngulo medem, respectivamente, Jx, 4x ¢ 5x. Determine
as medidas désses dngulos.

(Sugestdo: 3x + 4x 4 5x = 180° ¢ [2x = 180° & x = 15° logo:...)

Os trés Angulos de um tridngulo medem, respectivamente: x + Jo, 2x - 15 e
3x - 40°. Quanto mede cada um?

Sabendo que num tridngulo is6sceles a medida de cada um dos Angulos da
base é o ddbro da medida do dngulo do vértice, determine as medidas dos dngulos
désse tridngulo.

(Sugestdo: se x for a medida do Angulo do vértice, a medida de cada Angulo da
base é 2x e, portanto, a soma é...)

Dois dngulos de um triingulo sio tais que a soma de suas medidas é 130° ¢ a
sua diferenga 10°. Quanio mede cada dngulo?

(Sugestdo: basta resolver o sistema: x +y = [30® A x -y = 107

Num tridngulo ABC a medida do A é o triplo da do B ¢ a do B ¢ o débro da
do (. Calcule essas medidas.

Num tridngulo retdngulo, um dos dngulos agudos mede % da medida da soma
dos outros dois. Quanto medem os dngulos agudos?

Num tridngulo, dois dngulos externos medem [10* e 120°, respectivamente.
Quanto medem os dngulos internos désse tridngulo 7

Num tridngulo isbsceles, a medida do Angulo do vértice ¢ igual a ilo da soma
das medidas dos Angulos externos 4 base. Quanto mede o dngulo do vértice?

Calcule as medidas dos 4ngulos internos do A ABC, sabendo que a medida do (4
excede a medida do A de 30° (ou seja, tem a mais) e excede a medida do B de 48°,

O 4ngulo do vértice de um tridngulo isésceles & igual a um quinto da medida do

Angulo formado pelas bissetrizes dos dngulos da base. Calcule as medidas dos
4ngulos internos désse triingulo.
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Congruéncia de triAngulos

4. Correspondéncia entre os vértices de dois tridngulos

Sejam, por exemplo, os tridngulos:
¢ P
i >A M
8 k»4
Os vértices A, B, C e M, N, P désses tridngulos podem ser postos
em correspondéncia biunivoca (ou um a um) de seis maneiras. Uma delas

est4 sendo assinalada pelas linhas aplicadas em cada dois vértices corres-
pondentes:

—_——
— b

—
e~ e, T
//"_'_-_-"-u.
A M
B
N\,
\\

N
o
~ //

i -

— ___,_—’

T ———

Indicagdo: A <+ M (lé-se: “ao ponto A corresponde o ponto M e o
B il ponto M é o correspondente do ponto A”)

C~P

Abrevia-se a indicagdo dessa correspondéncia entre os vértices A,
B, Ce M, N, P, assim:

ABC - MNP (lé-se: “A, B, C correspondem-se com M, N, P”)
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Outra maneira de fazer os vértices désses tridngulos se corresponde-
rem é:

A~ M
B~ P & ABC — MPN
C—~N

As quatro maneiras restantes seriam:

ABC —~ NMP ABC - PNM
ABC «~ NPM ABC ~ PMN

Vocé estd convidado a assinald-las, por meio de linhas aplicadas a
dois vértices correspondentes.

Norta: A correspondéncla ACB —~ MNP, que vocé poderia imaginar estabelecer
entre os vértices A, B, Ce M, N, P ja estd contada entre as seis apresentadas, pois:

A - M A—-M
C —~ N  pode ser escrita B~ P & ABC - MPN
B —-P C N

Nas correspondéncias estabelecidas entre os vértices dos tridngulos,
os lados cujos extremos se correspondem chamam-se lados correspondentes
e os 4ngulos cujos vértices se correspondem, dngulos correspondentes.

Nota: Nio confundir a denominagio Angulos comrresponpEnTES, atribuida a
Angulos que se correspondem numa dada correspondéncia, com os "dngulos correspondentes”,
denominagido tradicional que recebem os Angulos formados por uma transversal com
duas retas coplanares (Cap. IV, n.* 27).

Assim, por exemplo, na correspondéncia: ABC - MNP:

AB ¢ MN — AeM -
= —5 \sdo lados s o dngulos
E(_: = E’: correspondentes B e I}’ correspondentes
AC e MP C e P
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5. Congruéncia de tridngulos

Qualquer uma das seis correspondéncias estabelecidas entre os vér.
tices de dois tridngulos é chamada congruéncia quando os lados e os
dngulos correspondentes sdo, respectivamente, congruentes.

Nesse caso os triingulos dizem-se congruentes.
Os tridngulos ABC e MNP:

sd0 congruentes, pois:

A

AB ~ MN (porque: m(.ﬁ)=m(m)= A~M (porque: m(A‘.) =
BC ~NP = 2,60cm) e B~N =mM) =60)
AC ~ MP C~p

Indicagio: A ABC>~ A MNP

Logo: Dois tridngulos sdo CONGRUENTES se, e sdmente se, existir uma
correspondéncia biunivoca entre os seus vértices, tal que os lados e os dngulos
correspondentes sejam, respectivamente, congruentes.

ATeENgAO: Considerados, por exemplo, os tridngulos:




e a correspondéncia: MNP « ZXY, sabese que os lados MN e ZX
sio correspondentes El“essa correspond@cial). Como suas medidas sio
diferentes, pois: m(MN) = 4cm e m(ZX) = 2cm, entio .\mcp 2%,

Sera que nestas condi¢des ja se pode concluir que os tridngulos
MNP e ZXY ndo sdo congruentes?

NAio, pelo simples fato de existir uma outra correspondéncia entre
os vértices (lembre-se de que se pode estabelecer seis correspondéncias),
que & uma congruéncia. Essa correspondéncia é:

MNP - XYZ

Logo, ndo & a correspondéncia MNP — ZXY que define a congruéncia
entre A MNP e A ZXY esim a correspondéncia MNP — XYZ, razio
por que, ao escrever os vértices, se deve guardar a posigio relativa dos
elementos, respectivamente, congruentes.

A congruéncia de tridngulos é uma RELAGAO DE EQUIVALENCIA, pois é:
1) reflexiva: A ABC=~ A ABC
2) simétrica: se A ABC=~ A MNP, entio A MNP = A ABC

3) transitiva: se A ABC~ A MNPe A MNP~ A XYZ, entio
A ABC= A XYZ

OBSERVAGAO DE ORDEM PRATICA: Como a congruéncia de dois trindgulos implica a
congruéncia de seus trés lados e trés dngulos respectivos, costuma-se assinalar com pequenos
segmentos os lados correspondentes congruentes e com pequenos arcos os dngulos corres-
pondentes congruentes. Assim, por exemplo:

LN

R T

B8 ! c 4

1.° tridngulo: A B C (aqui as letras podem figurar em qualquer ordem)
|
2 tridngulo: S T R (aqui, ndo/)

e como, nessa correspondéncia: AIB ~ SE Ax S:
BC>TRe BT
AC~RS C~R
entdo: A ABC >~ A STR
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TESTE DE ATENCAO — Grupo 76

1. Preencha os claros das seguintes sentengas, que dizem respeito a tridngulos congruentes:

&
1) AABC = A.
A + B
A 1+ B
E |
D S
cd
28 AL...2 ASRT
F R )

2. Dois tridngulos congruentes podem fazer parte da mesma figura. Exemplo:
A M C
onde: 1 3 1
B M C
Logo: A AMC ~ A BMC
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Preencha os claros das seguintes sentengas'

12) AMON>~A...

2°) A...S A ABC

EXERC{CIOS EXPLORATORIOS — Gruro 77

Acérca de congruéncia de tridngulos . . .

Vocé sabe que, se dois tridngulos sdo congruentes, entio seis dos seus elementos
correspondentes (trés lados e trés Angulos) sdo respectivamente congruenles.

Todavia, é possivel saber se dois tridngulos sdo congruentes sem verificar se
todos os lados correspondentes e fodos os dngulos correspondentes sdo, respectivamente,
congruentes. Para isso, é suficiente — como serf “explorado’ nos exercicios que se
seguirdo — verificar se dois tridngulos tém, respectivamente congruentes, sdmente
trés dos elementos correspondentes, entre os quais esteja compreendido, necessiria-
mente, pelo menos um lado.

Os exercicios que dizem respeito a essa “economia” de elementos correspon-
dentes, para saber se dois tridngulos sio congruentes, sugerem os chamados Casos
Cldssicos de Congruéncia de Tridngulos.

1.> Caso: Voce e seus colegas de classe estio convidados a construir um tridngulo
do qual sdo conhecidos somente:

dois lados e o dngulo que ésses lados formam,
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.Se'jralll'luladoslﬁeﬁeoﬂngulnﬂfonmdo por &les, dados respectivamente
pelas suas medidas:

m(AB) = 5cm
m(A) = 60°
m(A?.‘) = Jcm

Conhecidos os trés vértices (A, B, C) do tridngulo, basta uni-los e o tridngulo
estard construfdo:

Cc

Seré que o tridngulo que vocé construiu é congruente aos tridngulos abaixo,
construidos pelos seus colegas de classe?

c

3ecm

8 i B

Basta medir o terceiro lado BC, bem como os 4ngulos B e (* de todos os tridn-
‘gulos construldos (em qualquer posigdo), para verificar que todos éles sdo congruentes.
Experimente.

Surge, assim, o 1.° Caso de Congruéncia de Tridngulos-




Indicagio: L.AL. (Ie-se: “lado, Angulo, lado™)

H
L

Comao pritica, assinale quais os pares de tridngulos que sdo congruentes:
30¢cm 40cm

30 cm

6.7)

1L5¢cm

20¢cm

Osservagao: Dois tndngulos retingulos que tenham os catetos respectivamente
congruentes, sio congruentes,

De fato, sendo reto o dngulo formado pelos catetos, a congruéncia dos tridngulos
decorre do caso L AL.
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2° Caso: Todos agora vio construir um tridngulo conhecendo sdmente;
um lado e dois dngulos adjacentes a ésse lado.

.Esses elementos sio dados por suas medidas:

L m(A) = 700
m(A_B) = 4cm
m(B) = 50

Os trés vértices sdo determinados ficilmente, pois dois déles (A e B) sio
conhecidos, bem como os dngulos A e B, pelas respectivas medidas. O terceiro vértice
(C) ¢ determinado pela intersecgdo dos lados ndo-comuns dos dngulos A e B.

| Também agora os tridngulos construidos por vocé e seus colegas sio todos
congruentes, como € rdpidamente verificado medindo-se os demais elementos corres-
pondentes dos tridngulos desenhados.

Temos, entio, o 2. Caso de Congruéncia de Tridngulos:

————— — e e

" Se dois tridngulos possuem um lado e dois dngulos
adjacentes a ésse lado congruentes, entlio os tridngulos
silo congruentes

Indicagio: AL.A. (lé-se: “dngulo, lado, dngulo™)
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Assinale, como prética, quais os pares de tridngulos que slo congruentes:

v

3.2 Caso: Todos sio convidados a construir um tridngulo do qual sdo conhecidos
sdmente:

os trés lados,
através de suas medidas:

m(AB) = 6cm
' m(AC) =5cm |
m(BC) = 4cm S
K b
I Sem
t 4cm
i .
:';‘ A Gcm B

0

! Partindo de qualquer lado (AB, por exemplo), basta usar o compasso duas
i, vézes: a primeira, com centro em A e raio de 5cm, e a segunda, com centro em B e
| raio de 4cm O terceiro vértice ¢ um dos pontos (C) de intersecgido das circun-

feréncias tragadas. O ponto C existe porque: 6cm < 5¢cm + 4cm (resultado j4
conhecido)

Também agora pode-se verificar que os triingulos construidos pelos alunos da
classe sido todos congruentes, medindo-se os ingulos correspondentes dos triingulos
descnhados. Dai, temos o 3+ Caso de Congruéncia de Tridngulos:

e




P e TN —— —
a - T
Iln!
.

Indicacio: LLL. (Iese: “lado, lado, lado")

4 i
T *

Assinale, aos pares, quais sio os tridngulos congruentes:

45cm

4.° Caso: Pede-se, ainda, a téda a classe que construa um tridngulo do qual sio
conhecidos somente:

um lado, um dngulo adjacente a ésse lado e um dngulo oposto a &sse lado,

por intermédio

de suas medidas: )
m(AB) = dcm /.>\

5 o
wd) =7 [ %7 N |
m(€) = 60° /
1
1
]
[‘.\75*
A = 4cm B
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= Ora, sendo 180° a soma das medidas dos trés Angulos de um triingulo ¢ come
j4 sdio conhecidas as medidas dos Angulos A e (", a medida do B ser4:

m(B) = 180° - (75° + 60°) = 180 - 135> = 45°

Portanto, a intersecgio dos lados niocomuns do Angulo A (que mede 75¢)
e do dngulo B (que mede 45°) determinaré o terceiro vértice C (caso ji conhecido:
ALA)

Como todos os tridngulos construidos pela classe sdo congruentes, '‘nasce” o
4.° Caso de Congruéncia de Tridngulos:

Indicagdo: L.A.A, (I&-se: “lado, dngulo, dngulo oposto™)

Assinale quais os pares de tridngulos que sio congruentes:

Osservagio: Por éste caso (L.A.Ao), dois tridngulos retdngulos que possuam
um cateto (ou hipotenusa) ¢ um dngulo agudo, respectivamente congruentes, sio
congruentes.

y .



ATENGAO: Muito cuidado na “‘exploragdo” da coNcRrRUENCIA de dois
tridngulos, pois ndo basta trés elementos quaisquer, to.
mados como correspondentes, serem congruentes. E neces.
sério levar em conta a posicdo désses elementos, e que
um déles, pelo menos, seja lado.

Por exemplo, ndo existe o caso A.A.A., pois vocé pode ter dois
tridngulos com os trés Angulos respectivamente congruentes e que ndo
sefam congruentes:

Também ndo existe o caso A.L.L. (ou L.L.A.), pois, apesar de
possuirem os elementos correspondentes, congruentes nessa ordem, dois
tridngulos podem ndo ser congruentes, como 0s seguintes:

onde o angulo congruente (60°) ndo é o formado pelos lados congruentes.

“Explore’”, por intermédio de exemplos, que também ndo existe o
caso ALA.L. (ou L.A.A.).



LEMBRETE AMIGO

Os (nicos Casos de Congruéncia de Trifingulos sio:

NN

. que lhe permitem reconhecer, com enorme “economia’’, se dois
tridngulos sdo congruentes
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TESTE DE ATENCAO — Grupo 78

de tridngulos sdo congruentes, de acbrdo com os casos clissicos

1. Os seguintes pares
estudados (L.AL, ALA, LLL, LAAo). Assinale, para cada par, qual o cas,

empregado:

24cm

15cm
1.5¢cm

2cm 2cm 1.5cm
2. Os seguintes pares de tridngulos possuem trés de seus elementos principais respecti-

vamente congruentes. Os triingulos sdo congruentes ou ndo? Por qué?
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3. Justifique o “porqud” da congruéncia dos triAngulos que fazem parte da mesma
figura. Exemplos-modélo:

1.°) Dados: AC =~ BC “prove’” que A ACD = A BCD

m=n
Cc
Soalugdo:
min Basta empregar um dos casos de
congruéncia estudados, desde que se dis
ponha de trés elementos correspondentes,
respectivamente congruentes, guardando a
* mesmd posigdo,
AC =~ BC (dado)
Como: m=n (dado)
CD =~ CD (é o0 mesmo na figura)
A D B scyue-se que: A ACD =~ A BCD

pelo caso L.AL.

2.°) Dados: NP = PQ “prove’” que AMNP ~ ARQP
N~0 '
N~ ﬁ (dado)
Como: { NP =~ PQ (dado)
n=m (0.p.v.)

segue-se que: AMNP = ARQP
(caso AL.A))

Nota: O terceiro elemento (n = m) decorreu de fato ji conhecido.
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D

“prove’” que A BCA >~ A BCD

59 Dados: AB ~ CD
B~

A D

0

“prove” que A ABC =~ A DCB

7) Dados: AC =~ DC

A

r
|

0
m

“prove” que A ABC =~ A DEC

4) Dados: AB =~ CD

m =n

“prove” que A ABC ~ A CDA

6.5) Dados: XZ =~ ZV

m=n

Y T

X v

“prove’” que A XYZ >~ A VTZ

8.°) Dados: AD =~ AC
BD ~ BC

7Ll

“prove’” que A ABD ~ A ABC




Construgdo 16gica da Geometria

6. Insuficiéncia das medidas e das observagoes para *' provar”
que uma afirmagdo é verdadeira

Até agora vocé “‘explorou” diversas situagdes, verificando, por inter-
médio de instrumentos (régua, compasso e transferidor) e de observa¢ges,
algumas propriedades de figuras geométricas, tais como:

1) Os Angulos alternos internos formados por duas retas paralelas
interceptadas por uma transversal sio congruentes;

2) em todo tridngulo is6sceles os dngulos da base sdo congruentes;

3) em todo tridngulo o comprimento de qualquer lado é menor
que a soma dos comprimentos dos outros dois;

4) os casos de congruéncia de tridngulos (L.A.L., A.L.A., L.L.L.,
L.A.Ao).

Todavia, por mais corretamente que sejam efetuadas as construgdes,
ndo se pode concluir que os resultados obtidos sejam absolutamente certos,
uma vez que tédas as medidas estio sujeitas a pequenos erros.

Mesmo que as figuras geométricas tenham sido observadas com o
maximo de atengdo, ndo estamos habilitados a aceitar certos resultados
pelo fato de os “‘estarmos vendo”'. Fésse assim, vocé jamais poderia afirmar
que as milhares de “pequeninas’™ estrélas observadas no céu sio milhares
de vézes maiores que a Terra. Ou que é a Terra que gira ao redor do Sol,
pois a observagdo didria, que mostra o Sol “levantando-se” de manha
no horizonte, pondo-se a pino ao meio-dia e “'deitando-se” A tarde, faz
“crer’” que ¢ o Sol que gira em térno da Terra!

Portanto, usando sdmente a vista, pode-se tirar conclusies falsas
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TESTE DE ATENCAO — Gruro 79

1. As linhas r e 5 da figura sio retas ou curvas?

AR IR S

s
2. Qual é o maior comprimento: a ou b7 LT a e
e -
~ b _/
3. Qual ¢é a sentenga verdadeira: > N
C
. 1.*) m(CD) < m(AB) ?
2.*) m(CD) = m(AB) ?
34) m(CD) > m(AB) ?
A D B

ATENGAO: Observe com cuidado a figura da pdg. 233 e depois. . conclua!

Da necessidade de provas

7. Necessidade de um processo dedutivo

Suponhamos que vocé tenha verificado experimentalmente que os
dngulos da base de um tridngulo isdsceles sdo congruentes. Mesmo que essa
propriedade seja verdadeira para “mil tridngulos is6sceles”, vocé jamais
poderia §opclu:r que ela continuaria verdadeira para ‘“um milhio de tri-
angulos‘ isésceles ~sem que a verificasse para um tridngulo de cada vez!
P Da‘: aanecess:dade de se ter um processo dedutivo — denominado

emonsiracao — que possa justificar plenamente ser verdadeira a citada
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progriedade para qu_alquer tridngulo isésceles, independente do tamanho
da figura ou da precisdo com que foi desenhada. Este é o poder da genera-

lizagdo de uma demonstracdo em Matemdtica, que permite construir ldgi-
camente a Geometria.

Demonstra-se que a informagdo expressa numa sentenga é verdadeira,
mediante um processo dedutivo, desenvolvido sucessivamente por inter-
médio de definicoes e de resultados conhecidos, mais elementares, j4 compro-

> vados ou aceitos como verdadeiros.

TESTE DE ATENCAO — Gruro 80

Procure justificar as conclusdes que tirar das informagdes expressas nas seguintes
sentengas:
a) (Modélo) Todo paulista ¢ brasileiro.
Jodo é paulista. Logo ... (Jodo & brasileiro)

Nora: Se todo paulista é brasileiro, Jodo, sendo paulista, estd incluido no todo. . .
e quem pode “o mais” pode ‘o menos''

a) (Modélo) Todo paulista é brasileiro.
Jodo é brasileiro. Logo. ..
Nota: Nada se pode concluir, pois ser brasileiro ndo significa ser paulista —

embora nio esteja excluido — podendo ser baiano, gadGcho,..., e o fato de poder
‘0 menos’ ndo implica poder “o mais""'

b) Se dois dngulos sdo suplementares, entdo os dngulos sdo adjacentes.
(Sugestdo: pode-se raciocinar com contra-exemplos. . .)

b") Se dois dngulos sdo adjacentes, tendo como lados exteriores semi-retas opostas,
entdo os 4dngulos sdo suplementares.

¢) Se chove, a grama fica molhada /m
A grama estd molhada, entdo .. [

¢) Se chove, a grama fica molhada. - ?
Choveu, entio . . . ﬁ/

d) Qualquer tridngulo eqiiildtero & isOsceles,
O A ABC é equilatero, logo . . .

d) Qualquer tridngulo equildtero & is6sceles. '
O A ABC é isbsceles, logo . . .

-~
¢) Todas as bruxas voam com vassouras. iG}
Alcéia e Meméia sdo bruxas, logo. .. —
¢) Toédas as bruxas voam com vassouras.
Alcéia e Meméia voam com vassouras, logo . . . (cuidado!)
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POSTULADOS E TEOREMAS DA GEOMETRIA EM ESTUDO

8. Que é postulado? Que é teorema?

As sentengas ou proposigdes que sdo feitas usualmente no lar, ny
escola, dentro da Matemdtica, etc..., apresentam-se sob uma das duas formas:

1) sentengas que sdo aceitas como verdadeiras sem prova, deno
minadas postulados (ou axiomas);

2) sentengas que podem ser provadas como verdadeiras, denomi
nadas teoremas.

Assim, por exemplo, na Geometria, enunciadas as sentengas:

“Por um ponto passam infinitas retas’

“A soma das medidas dos dngulos internos de um tridngulo é igual
a 180°"

pode-se, dada a evidéncia da primeira, “‘aceitd-la’” como verdadeira,
dispensando uma demonstragdo (que dificilmente se poderia realizar...).
Nessas condigdes essa sentenga foi tomada como postulado.

Jé a segunda sentenga ndo pode ser aceita como verdadeira com
tanta facilidade (por que a soma ndo seria 179° ou 181°?), a menos que
seja demonstrada, como foi feito & pdg. 210. Entdo, trata-se de um teo-
rema dentro da Geometria que se esta estudando.

OBSERVACOES:

1.») Nido estamos proibidos de tomar a segunda sentenga também como postulado
e usé-la depois para demonstrar a verdade de outras sentengas.

2+) Pode-se, ainda, construir ldgicamente uma Geometria, na qual se toma
como postulado a sentenga: “A soma das medidas dos dngulos internos de
um tridngulo é menor (ou maior) que 180", isto é, contrariando a afirmagio
feita na segunda sentenga acima. Tudo vai depender da Geometria que s
quer construir,

9. Primeiros postulados

Pode-se agora reunir, sob forma de postulados, as situagdes encon-
tradas em exercicios prdticos, principalmente nascidas nos exercicios
exploratérios. Tais postulados serdo utilizados para justificar as demons-
tragoes dos teoremas.

Entdo, com os conceitos primitivos (ndo-definidos), com as definigdes
estudadas, com sentengas aceitas como postulados e com outras tomadas
como teoremas constrbi-se logicamente uma Geometria.
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A Geometria em estudo serd fundamentada nos seguintes postulados:
P1: DoIs PONTOS DISTINTOS DETERMINAM UMA E SOMENTE UMA RETA(*)
A B
t

P2: NUMA RETA EXISTEM PELO MENOS DOIS PONTOS(**). EXISTEM PELO
MENOS TRES PONTOS NAO NUMA MESMA RETA (NAO-COLINEARES)

>
Cc

1i

A ;
I

P3: TRES PONTOS NAO-COLINEARES DETERMINAM UM E SOMENTE UM
PLANO

xC

AX *8
A

P4: SE DOIS PONTOS DISTINTOS DE UMA RETA PERTENCEM A UM PLANO,
ENTAO TODOS OS PONTOS DA RETA PERTENCEM AO PLANO

PS5: SE B EsTA ENTRE A E C, ENTAO A, B £ C SAO COLINEARES E B
TAMBEM ESTA ENTRE C E A

L
T

B c

)..-

(" Simbdlicamente: (VA) (YB) (A #B) (A |r) (AE r AB € r)]; a mesma linguagem poderd
ser usada com os demais postulados.

(**) Dada a corvespondéncia biunivoca existente entre os numeros reais € os ponlos da reta, dal decorre
que existem infinifos ponios na reta.
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Pé6:

P8:

P9:

P10:

PARA poIs PONTOS A E C EXISTE, PELO MENOS, UM PONTO B y4

RETA A’_(:‘. TAL QUE C ESTA ENTRE A E B

L L
¥ T

A c B

E UNICA A RETA PARALELA A RETA 7, TRAGADA POR UM PONTO P
QUE NAO PERTENCE A r (famoso postulado de Euclides!)
P

S
>

r

SE X ESTA ENTRE A E B, ENTio: m(AX) + m(XB) = m(AB)

I i i
T T T

A X B

SE P £ UM PONTO INTERIOR AO
AnguLo AOB, ENTAO:

m(AOP) + m(POB) = m(AOB)

SE COM DOIS TRIANGULOS OCORRE UM DOs casos: L.A.L., ALL.A,
L.L.L.,, L. A.Ap, ENTAO 0S DOIS TRIANGULOS SAO CONGRUENTES

NOTA IMPORTANTE

entre os quais se encontra o famoso postulado de Euclides, é
denominada geometria Euclidiana.

figura um que contraria o postulado de Euclides.

A Geometria construida de acérdo com os postulados enunciados,

Uma Geometria é ndo-euclidiana quando entre seus postulados
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10. Primeiros teoremas; forma “‘se-entdo”

Os teoremas, como vocé j4 sabe, sio sentengas que podem ser pro-
vadas como verdadeiras. Os teoremas compdem-se de duas partes:

hipétese (H): sdo os fatos dados(*)

» tese (T): é o fato ou os fatos que devem ser provados
Todo teorema pode ser sempre escrito sob a seguinte forma condi-
cional:
BB wnweesas BENTAOD  ceasens
(H) (T

conhecida pela forma se-entdo. Exemplos:

1.°) O teorema: ‘“Dois dngulos opostos pelo vértice sdo congruentes',
posto sob a forma “se-entdo”, fica:

*‘sk dois 4ngulos sdo opostos pelo vértice, ENTA0 0s dngulos sdo congruentes”
H T

A sentenga: dois dngulos sdo opostos pelo vértice & a hipdtese’
por conter os fatos dados, enquanto que a sentenga: os dngulos
sdo congruentes, é a tese, pois contém o fato que deve ser provado.

2.°) O teorema: ‘“‘Dois dngulos adjacentes, cujos lados exteriores sdo
semi-retas opostas, sdo suplementares”, pode ser escrito:

“se dois 4dngulos adjacentes possuem os lados exteriores como
semi-retas opostas, ENTAO os dngulos sdo suplementares”

T dois 4ngulos adjacentes possuem lados exteriores
p como semi-retas opostas

T { os 4ngulos sdo suplementares

TESTE DE ATENCAO — Gruro 81

1. Sublinhe com uma linha a hipdtese ¢ com duas linhas a tese de cada uma das seguintes
sentengas:

Modélo: Se dois dngulos adjacentes possuem os lados exteriores como semi-relas per-
pendiculares, entdo os dngulos sdo complementares.

(*) Suposigdes.
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" 1) Se dols dngulos possuem suplementos congruentes, entdo os Angulos sig
congruentes.

22) Se eu tiver lapis e papel, entio irei desenhar,

3.*) Se os dngulos consecutivos sdo formados em tdrno de um mesmo ponto, entio
a soma de suas medidas é igual a 360°,

4.*) Se eu escrever um livro de Matemitica, entdo saberei tbdas as respostas.

5.") Se um tridngulo é is6sceles, entdo os dngulos da base sio congruentes.

. Escreva as seguintes sentengas sob a forma se-entdo:

Modélo: "Dois dngulos que possuem complementos congruentes sio congruentes™

“Se dois 4ngulos possuem complementos congruentes, entdo os 4ngulos sdo
congruentes’’

1.*) Dois 4ngulos adjacentes cujas bissetrizes formam um dngulo de 45, sdo
complementares.

2») Estudando, vocé serd alguém.
3) Todo tridngulo equildtero é isbsceles.
4.4) Se jogarmos com um bom quadro, poderemos ser tricampedes de futebol.
5) Duas quantidades iguais a uma terceira sdo iguais entre si.
. Desenhe uma figura correspondente aos seguintes teore-
mas da Geometria, usando letras para caracterizar a

hipétese (os fatos dados) e a tese (o fato ou os fatos que
devem ser provados):

Modélo: Se um tridngulo € isbsceles, entio os 4ngulos
da base sdo congruentes.

Temos: H{ A ABC|AC = BC(*)
T{A=~8

1) Se dois 4dngulos adjacentes possuem seus lados exteriores como semi-rls
opostas, entdo os dngulos sdo suplementares

2.°) Seduas retas se interceptam, entio os 4ngulos opostos pelo vértice sio congruents
3.2) Se um tridngulo ¢ eqiiilitero, entio o tridngulo ¢ eqiiingulo.

4.) Se dois dngulos sio adjacentes e suplementares, entio o 4ngulo formado ps
bissetrizes désses dngulos é reto.

5.) Se os Angulos formados num mesmo semi-plano determinado por uma retas
consecutivos, entdo a soma das medidas désses dngulos é igual a 180~

(*) Lé-se: A ABC tal que AC = BC.
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\ COMO EFETUAR UMA DEMONSTRAGAO LOGICAMENTE
11. Como “‘enfrentar” um teorema com éxito

Nio h4 regras rigidas para se demonstrar um teorema. Pode-se,
todavia, PARTINDO dos fatos dados na hipdtese e empregando os conheci-

mentos advindos das definicdes, dos postulados e de teoremas j4 conhecidos,
CHEGAR aos fatos apontados na tese.

Essa ‘“‘caminhada” pode ser facilitada por construgdes auxiliares, e
procurando:

1) escrever o teorema sob a forma ‘‘se-entdo’” (caso ainda ndo es-
teja);

2) desenhar uma figura que represente os fatos contidos na hipotese

e na tese (0 uso de letras facilitar essa representagdo).

Norta: Posteriormente, quando pela pritica a hipbtese e a tese forem ficilmente
identificadas, poderemos dispensar a forma ‘“‘se-¢ntdo” para os teoremas.

c
Exemplo-modélo: Demonstrar o teorema:

T.1 : Em qualquer tridngulo isésceles os dngulos
da base sdo congruentes.

Temos: SE um tridngulo ¢ isdsceles, ENTAO os
dngulos da base sdo congruentes.

H (A ABC| AC~BC
T (A~8

Um plano de demonstragiio: Para provar que os dngulos A e B
sdo congruentes, basta provar que 8sses Angulos participam de figuras

congruentes (tridngulos, por exemplo; vocé j4 sabe reconhecer facilmente
se sdo congruentes).

Nestas condigdes, traga-se algum segmento, de propriedades conhecidas,

que decomponha o A ABC em dois novos tridngulos. Tal segmento
podera ser:

a bissetriz relativa ao ingulo (
ou a mediana relativa A base AB

ou a altura relativa A base AB
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Se for a bissetriz, esta ir4 dividir o 4ngulo ' em dois Angulos
entes, isto é, de medidas iguais (m = n), ensejando a formacdo dos tridn.
gulos: ACH e CHB, nos quais figuram os dois dngulos A e B que nog
interessam.

c c
¢ 1
]
|
m‘lf =
I
1
I
]
‘ - -+
: = -
I
1
I
1
|
! )
A H B A H H

Confrontando ésses triangulos, observa-se que éles possuem:
AC ~ BC (por hipétese) (L)
m =n (por construgdo da bissetriz) \(7‘\)
CH ~ CH (por ser lado comum) (L)
e, portanto, sdo tridngulos congruentes pelo 1.© Caso (L.A.L.).

Désse modo os dngulos A ¢ B, como_correspondentes de tridngulos
congruentes, sdo congruentes, isto é: A ~ B, como queriamos demonstrar.

OBSERVAGAO: Se em vez da bissetniz vocé tragasse a mediana, relativa 4 base A_B,
e seguisse 0 mesmo raciocinio, provaria também que A =~ B, porque agora os tridngulos
obtidos seriam congruentes pelo caso L.L.L. Experimente!

Outro “caminho” para provar que A ~ B é tragar a altura, relativa a base AB,
pois nesse caso os tridngulos obtidos seriam congruentes por serem retdngulos que possuem
a hipotenusa e um caleto, respectivamente, congruentes. Sabe por qué?

Porque é sempre possivel “‘compor” um tridngulo isdsceles com dois tridngulos
retdngulos que possuam a hipolenusa ¢ um cateto, respectivamente, congruentes. E
tais tridngulos sdo congruentes, nessa ‘‘composi¢do”’, pelo caso L.AA,.

Depois de vocé se acostumar a éste tipo de raciocinio, serd possivel sintetizar as
demonstragdes mediante esquemas que indicam as diversas “passagens’’ da demons-
tragdo.

Como exemplo, vamos conduzir a demonstragdo do T.1 usando um esquema comum,
onde, & esquerda, figuram as afirmagdes feitas e, 4 direita, as justificacdes respectivas:

SE um tridngulo é isésceles, ENTAO o0s dngulos da base sdo congruentes.
H (A ABC| AC ~ BC
TA=&
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DEMONSTRAGAO:

A firmacdes Justificacbes
1) CH é bissetriz de ¢, ou seja, m=n I) Todo dngulo admite uma bisetriz e,
portanto, pode-se construir CH.
AC ~ BC (p/hipbrese)
2) Caso LAL{ m =n (p/construgio)

CH =~ CH (lado comum)(*)

3) Angulos que se correspondem em tridn-
gulos congruentes

2) A ACH =~ A BCH

) A~ A

c.q.d.

Pode-se, também, efetuar a demonstracdo do teorema por meio de
esquemas desenhados(**), coloridos de preferéncia, onde figuram uma série
de dedugdes através de construgoes (——), de equivaléncias (=) e de
implicagées (==), que permitem sair da hipdtese e chegar a tese.

Assim, por exemplo, voltando ao teorema:

“'sE um tridngulo ¢ isésceles, ENTAO os dngulos da base sdo congruentes”

sua demonstracdo serd esquematizada da seguinte maneira’

*; CH =2 CH pela propriedade reflexiva da congrudncia de sexmentos.
(**) Essa ¢ a técnica prefenda pela Atica ¢ ped francesa | Fiuix,
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Outras vézes o teorema pode ser proposto sob forma simplificada,
como por exemplo:

Provar

A AMP =~ A BMQ

DeMONSTRAGAO:
Afirmagdes Justificacbes
1 A = B (retos) 1) PA LAB, QB L AB
2) AM >~ MB 2) Hipbtese
3) AMP ~ B)cfQ 3) o.p.v.
4) A AMP ~ A BMQ 4) ALA.

cqd.

LEMBRETE AMIGO

Ndo hé& formas rigidas para vocé conduzir a demonstragdo
de um teorema. As possiveis “‘regras’’ iniciais que o vdo guiar numa
demonstragdo muito se assemelham ds usadas no desenvolvimento
de um jégo: quanto mais conhecidas, melhor vocé ird jogando.

Também na Geometria, quanto mais vocé for demonstrando,
mais ird apurando o seu espirito dedutivo!

EXERC{CIOS DE FIXACAO — Gruro 82

Demonstre os seguintes teoremas:

1.°) Se um tridngulo é eqiiildtero, entdo o tridngulo é eqiiidngulo.

2) Se CH ¢é bissetriz do dngulo do vértice de um tridngulo isésceles, entdo CH é tam-
bém mediana e altura.

3) Se ABC é um tridngulo, entiio a soma das medidas dos dngulos internos do tridngulo
€ igual a 180~

4:°) Se ABC & um tridngulo, entdo a soma das medidas dos Angulos externos do tridngulo
(um para cada vértice) é igual a 360
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59) Dados: AC =~ AD 6.) Dados: BE =~
m = n AB ~
c E
.ﬂ\
A « N
o
Prove: CB ~ DB A B I

Prove: A ABE =~ A DCE

72) Dados: CD =~ EF
AC # BE

8.) Dados: AB =~ DC 9) Dados: AD =~ BE
AC ~ DB DC ~ EC
A D el
i j c
m n
L c
Prove: m = n
Prove: D>~ B



10%) Dados: SC o~ SD; CE =~ DF

mm=n ; p=gq=90 Prove: AE ~ BF

P
OnservacAo: Mediatriz de um segmento é o nome
que se atribui 3 reta perpendicular a ésse segmento, pelo
iy seu ponto médio.
100} Como exercicio, demonstre: “Todo ponto pertencente
A v B 4 mediatriz de um segmento é eqiiidistante dos extremos
désse segmento”.

(Sugestdo: Unindo-se P (pertencente a4 mediatriz) aos
extremos A e B do segmento AB, do qual M é ponto mé-
dio, formam-se os tnidngulos PMA ¢ PMB, congruentes
pelo caso L AL, e dai...)

Demonstre outro exercicio, usando a mesma figura:
“Se P ¢ eqiiidistante de A e B, entdo P pertence 3 mediatriz
do segmento AB.

12. Teorema reciproco de outro teorema

Quando dois teoremas sdo tais que a hipédtese do primeiro & a lese
do segundo e a hipétese do segundo é a tese do primeiro, os teoremas dizem-se
reciprocos um do outro.

Formalmente, dois teoremas reciprocos um do outro se apresentariam
assim:

? se “isto”, entdio “aquilo” e se “aquilo”, entiio “isto”

|
| JS -2 =

Exemplos:

TeoREMA: Se um tridngulo é isésceles, entdo os dngulos da
base do tridngulo sdo congruentes.

TeoREMA RECIPROCO ou RECiPROCA: Se os dngulos da base
de um tridngulo sdo congruentes, entdo o tridngulo é isésceles.

1)
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Teorema: Se dois Angulos sio opostos pelo vértice, entdo
ésses angulos sdo congruentes.

Reciproca: Se dois dngulos sdo congruentes, entdo ésses
4ngulos sdo opostos pelo vértice.

OBSERVAGAO IMPORTANTE: A reciproca de um teorema pode ndo ser verdadeira.

Nos exemplos dados a reciproca do 1.* Teorema & verdadeira (se os dngulos da base de

um tridngulo sdo congruentes, é certo que o tridngulo é isésceles), enquanto que a reci-

a do 2. Teorema ndo é verdadeira (dois Angulos podem ser congruentes sem que
sejam opostos pelo vértice).

Exercicio Prdtico: Demonstre que se os dngulos da base de um tridngulo sdo con-
gruentes, entdo o tridngulo & isdsceles.

(Sugestdo: Trace a bissetriz do dngulo do vértice e aplique o caso L.A.A, nos dois
tridngulos formados)

c

Quando a hipétese de um teorema contém
mais de um fato, entdo tal teorema admite
mais de uma reciproca. Exemplo.

A ABC
Teorema: H { CD 1L AB

CD, bissetriz de (*
T [ AC~BC A

of -+ -———cm———-

Nota: Demonstre ste teorema como exercicio, (Sugestdo: Use o caso A.L.A)

Um teorema reciproco do teorema proposto:

A ABC
H { AC~BC

CD, bissetriz de (*
S — (Sugestdo demonstragdo :
T [CD LAB : Use opdc:::aL.AJ-J

Nota: “Se um tridngulo é isésceles, entdo a bissetriz do Angulo do vértice é a
altura relativa 3 base"”, & o enunciado déste teorema.

QOutro teorema reciproco do teorema proposto:

A ABC
H { AC~BC

CD L AB

— ) . (Sugestdo para a demonstragdo:
T [ CD é bissetriz de Use o caso L.A.Aq)

Como exercicio, enuncie éste teorema.
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13. Método indireto para se demonstrar um teorema

As demonstragdes estudadas até agora para provar que é verdadeirg

a informagdo dada por uma sentenca da forma:

se "isto”, entdo “aquilo”
obedecem ao chamado métedo direto, por conduzirem ‘“‘diretamente” a
dedugdo, a partir dos fatos da hipdtese, das defini¢des, dos postulados e
de teoremas j4 conhecidos, até a tese.

O método indireto € uma outra maneira de conduzir a demonstragio
de um teorema: consiste em mostrar que a informagdo dada pelo teorema
ndo pode ser falsa. Nestas condigdes, se a informacgido dada pelo teorema
ndo pode ser falsa, entdo ela serd verdadeira.

H4, pois, uma equivaléncia légica entre as sentencas condicionais(*)

[se “isto”, entdo “‘aquilo”] <= [se “‘ndo aquilo”, entdo “nido isto”)

Exemplo:

[se choveu, entdo a grama est4 molhada) & [se a grama ndo estd molhada,
entdo ndo choveu|

Usualmente, na aplicagio do métedo indireto, diz-se: negando-se a
tese, deve-se ter como consequéncia a negacdo da hipdtese.

OBservAGA0: Quando, ao se negar a tese de um teorema, sé tem como conseqiiéncia
a negagdo de uma verdade jd estabelecida, em vez da negagio da hipbtese, o método “indi-
reto’" fue conduz a demonstragio ¢ denominado: método da redugiio ao absurdo(**)

Exemplos:

1.°) TeoreMA — | T2 *: Se os
dois dngulos de um tridngulo
sdo desiguais, entdo do maior
dngulo opde-se o maior lado.
H(B>C
T { m(AC) > m(AB) B

A

(2]

DeMonsTRAGAOD (usando o método indireto) ;

Negando-se a lese: (m(AC) > m(.-;\B}). temos que:
m(AC) = m(AB) ou m(AC) < m!'AB)

%) Estas sentengas sdo denominadas contra-positiva uma da outra
1*%) Do latim: reductio ad absurdum
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Scc m(AC) = m(AB) ¢<=> A ABC & isbsceles = B =~ (, que nega a hipdtese

B0 o 3

i Se m(AC) < m(AB) == B < (" (resultado jd conhecido; “ao maior lado opde-se
o maior Angulo’) que, também, nega a hipdtese B>

cqd.
2.*) TEOREMA — -' T:J Se num plano duas retas sdo paralelas a
wma terceira, entdo us duas retas sdo paralelas entre si.
r/t S P
H {S //f N -“___':--:““
il XS =

DeMONSTRAGAO (usando o método da reducdo ao absundo) :

De fato: se r){s, entdo r N s = [P] por serem coplanares.

Mas isto é um absurdo, pois pelo rnto P estariam passando duas retas paralelas
A reta t, o que contradiz o postulado Euclides, aceito, em nossa Geometria, como
verdade!

EXERCICIOS DE FIXAGAO — Gnuro 83
Demonstre, usando o método indireto, 0s seguintes teoremas:

1.4) Modélo — Um tridngulo retdngulo tem dois dngulos que sdo agudos

Querendo, pode-se colocd-lo sob a forma
“se-entdo’":

Se ABC & um tridngulo retdngulo, entdo
o A ABC tem dois Angulos que sdo agudos.
H (A, reto
T (B e (, agudos A'_I _
Negando-se a tese (B e (%, agudos) pode acontecer que:

B ndo ¢ agudo e ¢ é agudo; B é agudo e ( ndo ¢ agudo
ou B ndo ¢ agudo e ( ndo é agudo.

Como o A é refo, entdo de qualquer um désses casos resulta que:

m(A) + m(B) + m(C) > 180, o que & um absurdo, pois contradiz o resultado

aceito como verdade: m(A) + m(N + m((") = 180, cqd.

2.*) Um tridngulo ndo pode ter dois dngulos retos.

3.) Um dos dngulos da base de um tridngulo isdsceles nlo pode ser reto,

4.°) Se um tridngulo & retdngulo, entdo a hipotenusa ¢ maior que qualquer cateto.
(Sugestdo: Lembrar que ao maior lado de um tridngulo opde-se o malor Angulo).
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5.) Se um tridngulo nido é isbsceles, entdo a bissetriz do 4dngulo do vértice ndo & per.
pendicular ao lado oposto,

6.°) Se num plano duas retas sio paralelas, entdo tdda reta coplanar que intercepta uma
delas intercepta também a outra,

7.°) Se duas retas interceptadas por uma transversal formam 4ngulos alternos internos
congruentes, entdo as retas sio paralelas,

8.°) Tragando-se por um ponto fora de uma reta a perpendicular e uma obliqua, o
segmento da perpendicular ¢ menor que o segmento da obliqua.

LEMBRETE AMIGO

Guarde bem:

1. se “isto”, entdo "‘aquilo” e se “aquilo”, entdo “‘isto”

¢ a forma com que se apresentam dois teoremas reciprocos
um do outro;

2. a seguinte equivaléncia:
[se “‘isto”, entdo "aquilo”’] & [se '‘ndo aquilo”, entdo
“‘ndo isto”)

¢ empregada na demonstragao que obedece ao método indireto.

Alguns teoremas fundamentais

I — Sébre TRIANGULOS

f’l‘d . Teorema do 4ngulo externo: Se um dngulo ¢ externo de um
tridngulo, entdo éle ¢ maior que qualquer dngulo interno nao-adja-
cente(*).

ACD, externo

H {4, B, internos
ndo-adjacentes
l ACD > A

T e
lA("'D > R

(*) Com relagho ao Angulo interno adjacente, o Angulo externo ndo estd subordinado a %

nenhuma relagdo, padenda ser menor, igual ou maior, conforme o angulo interno seja obluso, ~

relo ou ugudo respectivamente.
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DEMONSTRAGAO!
Afirmagdes Justificagdes

1) AM >~ MC ¢ BM ~ ME 1) Por construgdo

2) A ABM =~ ACME 2) Caso LAL. (por qué?)

3) A~ ACE 3) Angulos correspandentes de tridngulos
congruentes

4§ ACD > ACE 4) m(ACD) > m(ACE) (o ponto E ¢
interior a0 ACD)

55 ACD > A 5) ACE~ A

cqd

Nota: Para provar que ACD > B, basta considerar o dngulo extemo B(*F, que

é o.p.v. ao Angulo ACD, e repetir o mesmo processo para o lado FC, do que resultard:
BCF > B, ou ainda: ACD > B.

Conseqiiéncias do m

E comum chamar-se COROLARIO a todo teorema que é conseqiiéncia
imediata de outro teorema. Os teoremas (corolirios) que se seguem ji
foram verificados ‘‘experimentalmente” em Exercicios Exploratérios:

E Se dois lados de um tridngulo A
sdo desiguais, entdo ao maior
lado opde-se o maior dngulo.

H [ AC> AB
T [Bx @
DEMONSTRAGAO: . o
A firmagoes Justificagdes
1. Construgiio, em E. de AD ~ AB 1. Possivel, porque AC > AB (por hipbtese)
2. A ABD ¢ isbsceles 2 AB=~AD
3. m=n 3. Medidas dos dngulos da base de um A
Isbsceles
4. n >p 4. Teorema do dngulo extemo (T.4)
5. m>p S. m=nen>p
0. i 6. O ponto D pertence ao interior do ABC
7. ¢ >pou B> ¢ 7. Propriedade transitiva (se g>m e m>p,
entdo ¢ > p)
cqd.
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: Se ABC é um tridn- 9\\
gulo, entdo a medida de \)p\_\’

qualquer lado é menor \ oA |
que a soma das medidas \ i
dos outros dois lados. \\ I
g | BC, maior lado do \ @
A ABC \
T [ m(BC) < m(AB) + m(AC) ° =
DEMONSTRAGAO:
Afirmagdes Justificagies
1) DA ~ AB 1) Por construcdo
2) A ABD ¢ isbsceles 2) DA >~ AB
3) p=g 3) Medidas dos dngulos da base de um A
isbsceles
4) ¢ < m(DBC) 4) O ponto A pertence ao interior do DAC
5 p < m(DBC) 5 p=g
6) m(BC) < m(DC) : 6) TS
7) m(BC) < m(DA) + m(AC) 7) m(DC) = m(DA) + m(AC)
8) m(BC) < m(AB) + m(AC) 8) DA ~ AB
’ c.qd.

Consegiiéncia: A medida de qualquer lado de um tridngulo é maior que
a diferenca das medidas dos outros dois.

De fato, como: m(E&) € m(A_B} RS m(A_C)
entdo: m(ﬂ;) > m(BC) - m(A_(—?)

Um BoM Exercicio...: Verifique expernmentalmente e depois tente demonstrar que:

““Se dois trisngulos possuem dois lados respectivamente congruentes € os dngulos,
determinados por ésses lados, desiguais, entdo os terceiros lados sio desiguais € o maior
déles é o que se opde ao maior dos dngulos.”

Vale a reciproca. Demonstre, usando o método indireto.

T.7 : A soma das medidas, em graus, dos dngulos internos de um tridn-
gulo é igual a 180".

Nota: Este teorema jé foi provado (pag. 210). Como exercicio, vamos demonstri-lo
novamente, por intermédio de um esquema-desenho.
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Consequiéncia

T8 ;1 A soma das medidas, em graus,
- dos dngulos externos(*) de um
tridngulo é igual a 360°.
g [mne p, medidas dos
dngulos externos do A ABC
T [m+n+p =360

DEMONSTRAGAO;
Como: m+b = 180" (resultado conhe-
n+c = 180" cido) ,’
p+a = 180 /

(m4n+p) +la+btc) =540 > (m+n+p) = 540 - (a+b+c)
ou m-n+p = 540" - 1B0* (porque: a-b4c=180°)
ou m4n+p =360 cqd.

(*) Subentende-se: um para cada vértice.
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Il — Sébre RETAS PARALELAS

: Se uma transversal forma com duas retas coplanares dngulos cor.
respondentes congruentes, entdo as duas retas sdo paralelas.

H{a=b /(
Delir Zs MY

DEMONSTRACAD (método indireto):

Negando a tese: se r#s, entio r MNs = [P] e no “triingulo” MNP que se formaria
teriamos: a > b (pelo teorema do 4ngulo externo), o que vina negar a hipdtese (a = b)

Logo, r e s nido se interceptam e, portanto, r/s.
cqd.

Nota: De forma andloga demonstra-se que os dngulos formados pela transversal
com as duas retas coplanares siio alternos internos ou alternos externos.

[ T.10  (Reciproco do T.9):
" Seduas retas paralelas
sao interceptadas por
uma transversal, entao
os dngulos correspon-
dentes sdo congruentes.

r/set transversal

H | CMA e CNB sio
correspondentes

T [ CMA ~ CNB

DemMonsTRAGAO (método indireto):

Negando a tese: se CMA nio & congruente a CNB entdo pode-se tragar, por M,

a reta u, de modo que CMD ~ CNB. Nestas condigdes, pelo T.9, a reta u/s. Mas éste
resultado contradiz o postulado de Euclides, pois por M estariam passando duas retas
paralelas (u e r) i Jeta s. P.lra evnar tal contrnd:qﬁo. a reta u deve coincidir com a reta

r e, portanto: CMD ~ CMA ou CMA ~ CNB.
cqd.

252




111 — Sébre ANGULOS

Inicialmente: duas semi-retas paralelas OA e 0’A’ possuem:

\
A
ok - .
N \
Ay A\
. \ \
o mesmo sentido \ o \
o' — + \\
\\ \ A
\\ 0\,\———#—"
A
\\
. - $ 40*
ou sentidos opostos A \

conforme pertengam ao mesmo semi-plano ou a semi-planos opostos, em
relagio a reta 00"

__T.ll ': Se dois dngulos tém os lados respectivamente paralelos, entdo os
" dngulos sdo congruentes ou suplementares.

Podem ocorrer trés possibilidades quanto ao sentido dos lados:

1.") Os lados sdo paralelos e de
mesmo sentido; neste caso
os dngulos sdo congruentes.

5A ya OTA' (mesmo sentido)
58 Va 0'B’ (mesmo sentido)
T { AOB~ A'0'B’

-
v

4
DemonsTRAGAO:
De fato: A’ N OB = (P) N .
[}
Como:
AOB e A'PB sio correspondentes \ A
, — os ) = AOBmAPB
relativamente as paralelas OA e O'A’ | (T.10)
X = A0B = A'O'B
A'PB e A'('B’ sio correspondentes l " ‘ (propriedade tran-
— o ) =>APBmAOGE sitiva da congru-
relativamente s paralelas OB e O'B’ l (T.10) éncia) cqd.
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allivda 1L caso

adhe 0 s gl

2.°) Os lados sao paralelos e de sentidos opostos.

Ainda nesse caso os angulos sao congruentes.
OA 7 O’A’ (sentidos opostos)

H - —
{ OB 7 O’B’ (sentidos opostos)

-
-

T [ AOB~ A’0’B’

DEMONSTRACAO:
Seguindo ““marcha’’ aniloga ao 1.° caso:

O’A’ N\ OB = (P)
\ 468 >~ A'OB
c.q.d.

Como:
AOB e A’ﬁB sdio correspondentes —> AOB ~ A'PB
A’PB e A’O’'B’ sio altemos internos == A'PB ~ A'0'B’ |

3.°) Dois lados paralelos tém o mesmo sentido e dois tém sentidos
opostos; neste caso os angulos sdo suplementares.
H 6:4 ya OTA’ (mesmo sentido)
JB ya 0'B’ (sentidos opostos)
T { m(AOB) + m(A’0’B’) = 180°

DEMONSTRACAO:
Da mesma forma: O'A’ N OB = [P)

Como:
m(AOB) + m(OlA’A') = 180 (Angulos colaterais internos relativamente a 6:4 /OT.A’)

m(OPA’) = m(B'O’A") (correspondentes)
c.q.d.

e sendo:
m(AOB) + m(A'0’'B) = 180°

vem:
T.12 : Se dois dnguvlos tém os lados respectivamente perpendiculares, entdo
os dngulos sdo congruentes ou suplementares.

Temos trés casos:
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1.°) Os 4ngulos sdo ambos agudos

ou ambos obtusos; neste caso
os angulos sdo congruentes % 3
\ ]
— —_— \ I
0A LO'A’ X g
bl - \bd :
H { OB LO'B' v
AGB e A’0'B’, agudos \\ !
\ |
T [ AOB=~ A'0'B \|
(+]
DEMONSTRAGAO:
OA” JOA’
Tragando por O0: { _,  _, = A"0B" x A'O'B
OB" yO'B’ (lados /s de mesmo 0 o
tido > A0B
Como: A"OB" e AGB tém ey oy ASAAY

o mesmo complemento (A”0B) = AOB ~ A"0B"

Nora: No caso de ambos os dngulos serem obtusos, entdo a congruéncia decorrerd
do fato de serem tais dngulos suplementos de dngulos iguais.

A
]
|
2.°) Um dos 4angulos é agudo e o outro é obtuso; 7 e
neste caso os dngulos sdo suplementares. S/ I
= - /RS |
0OA LO'A i .
H { 0B LOB (e
AOB, agudo ¢ A’0’B’, obtuso °
Al
T { m(AOB) + m(A’0'B") = 180°
o + -
DEMONSTRAGAO: *
Como: m(A'0/B’) + m(B'('C) = 180° (resultado conhecido)
e B'G'C > AOB (1. caso)
entio: m(AGB) + m(A'0'B") = 180°
c.q.d.

3.°) Ambos os 4dngulos sdo retos; neste caso os dngulos sdo congruentes
e suplementares.

A demonstragdo é imediata, pois tendo os dngulos a mesma
medida (90°) éles sdo congruentes e suplementares.
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IV — Sébre roLiGONOS CONVEXOS-

13 A soma das medidas, em graus, dos dngulos interros de um
poligono convexo ¢ igual a tantas vézes 180" quantos sdo os lades
menos dois.

S.: soma das medidas
H dos angulos internos

n: n.° de lados do poligono

T [ S =(n-2)I80

DEMONSTRACAO:

Um poligono convexo de n lados decompde-se, a partir de um vértice, em n -2
tridngulos (no caso de n = 6, como na figura, tem-se 4 tridingulos). Como a soma das
medidas dos 4ngulos internos de um poligono ¢ igual & soma das medidas dos angulos
internos de todos os tridngulos em que &le ficou decomposto e como para cada tridngulo
a soma das medidas dos 4ngulos internos é 180°, segue-se que para (n-2) tridngulos
resultard a seguinte soma: (n-2) X 180°. Logo:

I 8¢ = (n-2)180° ‘ cqd.

Prdtica: No caso do hexdgono (figura), a soma das medidas, em graus,
de seus 4dngulos internos seré:

S¢ = (6-2)180° = 4 X 180° = 720°

Nota: Se o poligono convexo de n lados for eqiiidngulo (todos os dngulos iguais),

entio a medida de qualquer déles é SR

T“l4 . A soma das medidas, em graus, dos
~ dngulos externos(*) de um poligono
convexo é sempre igual a 360°.

S,: soma das medidas
H dos dngulos externos

n: n.° de lados do poligono

T [ S, =360

(*) Subentende-se: um para cada vértice.
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D EMONSTRAGRO:
Cada Angulo externo & o suplemento do 4ngulo inteno adjacente, isto & (na figura):
i1+ ey = 180°

para cada vértice do poligono. Como siio n vértices, segue-se que a soma lotal, incluindo
todos os Angulos internos (S;) e todos os externos em causa (S,), serd:

S¢+ Sy = 180°n &> S, = 180 - S
Substituindo S; pelo seu valor ( (n-2) 180¢), obtemos para S,:
S, -.Iw'n-(n-l)lﬂ()'-lm'n—lm‘n + 360°

E

Prdtica: No caso do pentdgono (figura), a soma das medidas, em graus,
de seus dngulos externos & igual a 360°.

OpseErVACAO: Se o poligono de n lados for eqilidngulo, cada Angulo externo mede

360
n

EXERCICIOS PRATICOS — Gruro 84

1. Preencha os claros da seguinte tabela:

Poligonos S Se
tridngulo. ... .. 360
quadrildtero . . . 360° oc '
pentdgono 360°
hexéigono 1200
octbgono. . ... 360
decégono
dodechigono. . . . 1800°- .
icosdgono. ... . . 360




2. Responda ds seguintes perguntas:
1.*) Quantos lados tem um polfgono eqiidngulo, onde o §; = 9007
2.*) Quantos lados tem um poligono eqiiidngulo, cujo 4ngulo externo mede /2:7
3+) Quanto vale o S, de um poligono de 100 Jados?
4*) Qual é o poligono em que S, vale o débro do 5,7

—iee LEMBRETE AMIGO e

Nio “decore’” demonstracio de teorema!
Valorize-se, usando qualquer dos métodos apresentados.

Dé o seu préprio ‘‘toque’” ao empregar tais métodos e vocé
estar4 realizando-se em Matemética!

e vl
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3.2 Parte: - quadrilateros: paralelogramos e
trapézios

- teoremas fundamentals

Quadrilateros: paralelogramos e trapézios

QUADRILATEROS

1. Definigdo

Quadrildtero(*) & o poligono de quatro
lados. Dois lados ou dois 4ngulos ndo-conse-
cutivos, de um quadrilatero, dizem-se opostos. ~
Assim, no quadrildtero ABCD (figura), temos:

lados opostos: AB e CD; AD e BC

Angulos opostos: Ae (; Be D

Vocé ja sabe também que:
AC e BD sdo diagonais; S, = 360°; S, = 360° =

Os principais quadriliteros, que serdo estudados a seguir, sio os
paralelogramos e os trapézios.

PARALELOGRAMOS
2. Definigao

Paralelogramo ¢é o quadrildtero que possui os dois pares de lados

opostos respectivamente paralelos.
No paralelogramo ABCD da figu-
tl ra o segmento DH, perpendicular
\h ao lado AB, chama-se altura do
i paralelogramo. Na figura, temos:

m(DH) = h, e o lado AB & tomado
como base.

o
c

(*) Subentende-se: convexo.
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Costumam receber nomes especiais os seguintes paralelogrames:

1. retdngulo:

bacd

H
[}
[N

+— quando possui os quatro dngulos internos

retos
L e
L] | ! .
2. losango:
«~— quando possui os quatro lados de mesmo
comprimento
3. quadrado:
T —+ T
L] e
S | S
« quando possui os quatro lados de mesmo
comprimento e os quatro dngulos internos
T T retos
Logo: os quadrados sio, ao mesmo tempo,
'."{L = retdngulos e losangos.
: A

Na linguagem dos conjuntos:

os quadrados constituem o conjunto-
interseccdo do conjunto dos retin-
gulos com o conjunto dos losangos.
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TEOREMAS FUNDAMENTAIS SOBRE PARALELOGRAMOS

T_.ls-g: Se um quadrildtero é um paralelogramo, entdo:

1.°) os lados opostos sdo congruentes

2.°) os dngulos opostos sdo congruentes.

AB 4 CD
:AD/BC /g *
% {A_Bgc_.ﬁ)g_c . e
A=~C B=~D N
A - 8
DemonsTRACAO:

Basta tragar uma diagonal (DB, por exemplo) e provar que os tridngulos formados
(A ADB ¢ A CBD) sdo congruentes (caso A.L.A., ¢ nllo se esquegn de que m = n, por
serem medidas de 4dngulos alternos internos formados por duas retas paralelas com uma
transversal . . ).
Segue-se, entdo, que: AB~CD, AD~BCe A, B~D.
c.qd.
Nota: A prova déste teorema inclui a demonstragiio de mais os seguintes fatos:

1) “Um paralelogramo & dividido em dois tridngulos congruentes por qualquer de c_as
diagonais”

2) “Segmentos de retas paralelas compreendidos entre retas paralelas slo congruentes”

T. éi Se um quadrildtero é um paralelogramo, entdo as diagonais inter-
- ceptam-se ao meio.

{ A_B/EL-) [ — Cc
AD 4 BC S
e, M bl
DM =~ MB il W,
AM =~ MC s ’
DEMONSTRACAO:

Basta provar que: A AMB = A DMC (caso ALL.A,, usando o T.15). O reswo "
vocé j& aprendeu como fazer..

y &
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EXERCICIOS PRATICOS — Grupo 85

Enuncie e demonstre as recf{procas dos teoremas T.15 e T.16
Como modélo, tratemos das reciprocas do T.15:

1. Se um quadrildtero(*) possui os lados opostos congruentes dois a dois, entio o qua.
driltero é um paralelogramo.

(Sugestdo para demonstragdo: Trace a diagonal,... use o LLL)

2. Se um quadrilitero possui os dngulos opostos congruentes dois a dois, entdo o qua-
drildtero é um paralelogramo.
. ?ugesrao para demonstragdo: Como m(A) + m(B) + m(é) + m(D) = 360 e
A >~ ¢ bem como B =~ D, por hipbtese, vem:

2.m(A) + 2.m(B) = 360°
ou

m(A) + m(B) = 180°,

isto é, A e B sio suplementares.
- -
Sendo A e B colaterais internos em relacdo as retas AD e BC, interceptadas

pela transversal AB, segue-se que: AD / BC.

Da mesma forma, prova-se que AB/ZCD e, portanto, o quadrilitero ABCD é
um paralelogramo)

EXERCICIOS DE FIXACAO — Grupo 86

1. Demonstre: Os dngulos consecutivos de um paralelogramo sio suplementares.
2. Demonstre: O quadrildtero que possui dois lados opostos congruentes e paralelos
¢ um paralelogramo,

3. Demonstre: Os segmentos das perpendiculares baixadas dos vértices opostos de um
paralelogramo a uma mesma diagonal sdo congruentes.

4, Demonstre: As bissetrizes dos dngulos opostos de um paralelogramo sdo paralelas.

5. Demonstre: As bissetrizes dos 4ngulos internos de um paralelogramo formam um
retdngulo.

6. Os angulos consecutivos de um paralelogramo medem, respectivamente, 42° e 138°.
Quanto mede cada um dos outros 4dngulos?

7. Num paralelogramo um édngulo agudo é a quinta parte do 4ngulo obtuso. Quanto
medem em graus os Angulos désse paralelogramo?

8. Num paralelogramo o 4ngulo obtuso é o débro do 4ngulo agudo. Calcule, em graus,
as medidas désses Angulos.

(*) Subentende-se: quadrilétero convexo.
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UMA PROPRIEDADE CARACTERISTICA DOS RETANGULOS

Te17 : As diagonais de um retdngulo sdo congruentes.

A~B~Cr=~D (retos) 1 . - .
- — bl v -~ [Te—
{ AC e BD, diagonais “"\\ ,f,’
e <]
—— Ju— ,’ "‘\\
T [ ACx B P Sy i
2 ~=l,

DEMONSTRAGAO:

Basta provar que: A ABC =~ A ABD (por qué¢?) e dal AC =~ BD.

(L.AL) c.q.d.

Reciproca do T.17: enuncie e demonstre (...usando o caso L.L.L. e a

propriedade dos Adngulos colaterais internos formados
por duas paralelas e uma transversal).

UMA PROPRIEDADE CARACTERISTICA DOS LOSANGOS

T.18 : As diagonais de um losango sdo perpendiculares entre si e bisse-
trizes dos dngulos internos.

H { AB~BC=~CD=~DA

AC L BD
a=2>b

DEMONSTRAGAO:

Basta provar que: A BOA =~ A DOA (por qué?) e dal
(L.LL)

men =—> AC L BD

ad=b = AC, bissetriz que contém a diagonal AC.

Reciproca do T.18: enuncie e demonstre como exercicio.
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i
~ PROPRIEDADES CARACTERISTICAS DOS QUADRADOS -

-

Sendo o quadrado um paralelogramo que possui todos os lados congry.
enles e todos os dngulos retos, segue-se que o quadrado é ao mesmo tempo:

retdngulo e losango

¢, portanto, possui tédas as propriedades dessas figuras: as diagonais sio
congruentes, perpendiculares entre si e bissetrizes dos 4ngulos internos!

Reciprocamente, se num paralelogramo as diagonais s3o congruentes
¢ perpendiculares entre si ou as diagonais sdo bissetrizes dos 4dngulos
internos e sdo congruentes, entdo o paralelogramo é um quadrado.

UMA IMPORTANTE APLICACAO NOS TRIANGULOS

;-;1::19 : 0 segmento que une os pontos médios de dois lados de um tridngulo:

1.°) é paralelo ao terceiro lado
2.°) e sua medida ¢é igual & metade da medida(*) do terceiro lado.

AM ~ MC ,
BN~ NC : /
N I =t /
MN / AB y e s
e /
N = HAD =/
2 ” 7
A 7, B
/
DEMONSTRAGAO: /

Tragando-se por B a paralela a AC até interceptar MN em D, obtém-se:
A BND =~ A CNM (AL.A., por qué?)

Como: AM r~ ATCe_h_I'C_L: BD, segue-se que AM =~ BD (propriedade transitiva)
e sendo, por construgdo, BD ZAM, o quadrilitero ABDM é um paralelogramo (Exercicio
2-Grupo 86). Logo: MD/AB e, portanto: MN_/ZAB (1.* parte da tese),

Como, também, MN =~ ND (A CMN =~ A BND), conclui-se que:

m(A.B) = m(MD) = 2.m(A_l-ﬁ)

m(ﬂ_B)
2

m(MN) = (2. parte da tese)

cqd.

(*) Subentende-se, como sempre, em relaglo & mesma unidade.
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Conseqiiéncia do T.19: O segmento tracado pelo ponto médio de um dos
lados de um tridngulo, paralelamente a um se-
gundo lado, divide o terceiro lado ao meio.

De fato, pelo T.19, o segmento que tem as extremidades nos pontos
médios de AC e BC (figura acima) é paralelo a AB. Pelo postulado de
Euclides é Gnica a paralela a AB por M e, portanto, o segmento consi-
derado coincide com MN.

EXERCICIOS DE FIXACAO — Grupo 87

1. Demonstre: Se um paralelogramo tem um dngulo reto, entdo o paralelogramo &
retdngulo.

2. Demonstre: Sdo congruentes os segmentos das perpendiculares tragadas dos vértices
opostos de um retingulo a uma mesma diagonal.

3. Demonstre: Unindo-se, consecutivamente, os pontos médios dos lados de um retin-
gulo, obtém-se um losango.

4. Demonstre: Os segmentos que unem, ordenadamente, os pontos médios dos lados
consecutivos de um quadrilitero formam um paralelogramo. (Sugestdo: trace as

diagonais e aplique o T.19)

5. Calcule, em graus, as medidas dos a:‘fulm de um losango, sabendo que uma de
suas diagonais forma com um dos lados um Angulo que mede 407,

6. Num losango o dngulo formado pela bissetriz com um dos lados mede 50°, Calcule
a medida dos demais Angulos.

7. Quanto mede um 4ngulo externo de um retdngulo ?

8. As diagonais de um losango medem, respectivamente, 5cm e 3em. Dé um processo
para construir &sse losango.

LEMBRETE AMIGO

Para demonstrar que um quadrilatero convexo & um parale-
logramo, basta provar um dos seguintes fatos:

1) os lados opostos sdo paralelos;
2) os 4ngulos opostos sdo congruentes;
3) os lados opostos sdo congruentes;

4) as diagonais se dividem ao meio.
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TRAPEZIOS

Trapézio é o quadrildtero que possui dois, e apenas dois, de sey
lados paralelos.

Os dois lados paralelos sdo chama- r N
dos bases, maior e menor, e o segmento :
DH L1 AB, altura do trapézio. {"
Os trapézios sio denominados: :
A M arnl
isdsceles quando tém os lados nio-para.

lelos congruentes

retdngulo < quando tem dois dngulos retos

TEOREMAS FUNDAMF;NTAIS SOBRE TRAPEZIOS

T.20 : O segmento que une os pontos médios dos lados ndo-paralelos de
um trapézio:

1.°) é paralelo as bases

2.°) tem por medida a semi-soma das medidas das bases.
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AM ~ MD
g {zr—.;—c
MN #/ AB
& m(MN) = ™AB) + m(BC)
2
DEMONSTRAGAO:

Traga-se DN, tal que: DN AB = (E)
Tem-se, assim: A DCN = A EBN (AL.A., por qué?). Logo:
DN ~ NE e DC = BE
No A DAE vem, pelo T. 19:
WIA_E = MN /Jﬁ(l.‘pmcda tese)

m(AE) _ m(AB)+m(BE) _ m(AB) 4+m(DC)
2

m(MN) = 2 2

(2.* parte da tese)
c.q.d.

Nota: O segmento MN & denominado base média do trapézio.

T21 : As diagonais de um trapézio determinam na base média um
segmento cuja medida é a semidiferenca das medidas das bases.

H MN, base média do . S
trapézio ABCD Ny e

= D = ™~ 7 M . N
T [m(PQ) = IAB) = W 3 L [ //’p a

DEMONSTRAGAO!:

Com efeito:

A ABD = m(MQ) = '"“;B’ (T.19 e conseqiiéncia)

A CDA = m(MP) = '%9- (idem)

Como: m(PQ) = m(MQ) - m(MP), vem:

m(PQ) = m(.;B) N m(l.z)C) - m(AB’);m(DC)

c.q.d.
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UMA PROPRIEDADE CARACTERISTICA DO TRAPEZIO 1SOSCELES

M: Se um trapézio ¢é isésceles, entdo os dngulos contiguos a mesmg

base sdo congruentes.

H
gg%g b4 = B

Enupon-= A &= aCE/AD A EBC,
wdemq 3 E CB =~ CE<> isbsceles

EE £

: E=B
L DA~CE
" by,
& M
A8 — T cqd

Norta: D =~ (', como suplementos de &ngulos congruentes.

EXERCICIOS DE FIXACAO — Grupo 88

. Demonstre: num trapézio isbsceles as diagonais sio congruentes.

. Num trapézio a soma das medidas de dois 4ngulos opostos & igual a 176 ¢ uma

delas excede a outra de 34°. Calcule as medidas dos 4ngulos désse trapéio.

. Num trapézio os dois dngulos da base maior medem, respectivamente, 36° ¢ 45°20".

Calcule a medida do dngulo formado pelas bissetrizes dos outros dois dngulos.

. Num trapézio retingulo, a medida, em graus, de um dos &ngulos agudos &0s2/5 do

dngulo reto. Qual é a medida do outro ingulo?

. O 4ngulo formado pelas bissetrizes do 4ngulo reto e do 4ngulo consecutivodi base

maior de um trapézio retingulo mede 92¢. Calcule as medidas dos dngulosiudo e

obtuso désse trapézio.
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" 4.2 Parte: - circunferéncia; teoremas lunda-
: mentais -
- arcos de circunferéncla; medida

- dngulos relaclonados com arcos;
medida

Circunferéncia; teoremas fundamentais

1. Conceito

Na sua f8lha de desenho fixe um ponto O e procure determinar,
nessa félha:
1.°) um ponto P que tenha 1,5cm de distdncia de O;

2.°) um ponto A que tenha lem de distdncia de O e um ponto B
que tenha 2cm de distdncia de O;

3.°) mais vinte pontos distintos (em tddas as diregdes da f8lha de dese-
nho) que satisfagam a condigdo de terem 1,5c¢m de distdncia de O.

»A
4
N
P
/’ 1,5¢cm
O——————————— -P A
% -
N,
N »
-
3 v
ToRS
NS
~
\\ 8

~
L] ]

Unindo todos os pontos que tém 1,5cm de distincia de O, voct ird
identificando uma importante figura geométrica plana que ndo '‘passa”
pelos pontos A e B. Essa figura & a circunferéncia, a “mais especial”
das curvas fechadas simples.

2. Definigdo

Dado, num plano a, um ponto O e um niimero real positivo r, chama-se
circunferéncia de centro O e raio r a0 conjunto dos pontos disse plano que
tenham a distdncia r de O.
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X

7] V2 Indicagdo: C(0, ) (1&se: cir.
cunferéncia de centro O e raip )

Simbélicamente:

C(0, r) = [PEa|m(OP) = r}
(le-se: “C(O, r) é o conjunto dos
P pontos P pertencentes ao plano q
' tais que a medida de OP ¢ igual
ar).

A palavra “raio” também indica qualquer segmento de reta (por

exemplo, OP na figura), cujos extremos sdo, respectivamente, o centry
e um ponto da circunferéncia. Assim:

se M, N, Q e SE€ C(O, r), entio m(OM) = m(ON) = m(O_a) =m0S) =

Vocé ja sabe que o instrumento que permite construir a circunfe
réncia com maior precisdo é o compasso.

3. Regides determinadas num plano por uma circunferéncia

A circunferéncia C(O, r) permite classificar os pontos do plano (onde
se encontra) em trés conjuntos:

1.°) O constituido pelos pontos da prd- E(Qr)
pria circunferéncia C(O, r); e

2.°) o constituido pelos pontos perten-
centes 4 regido interior 3 C(O, r); /
tal conjunto é denominado disco de | "
centro O e raio r; \ S | =

Indicagdo: (0, r) ' . /
3.°) o constituido pelos pontos perten- 7
centes a regido exterior a C(O, 1); —

Cloyr)
Indicagdo: E(O, r)

P

Nestas condigdes hd uma relacdo de ordem nas distdncias dos pus
do plano ao centro 0. Assim:

PE CO, r) & m(OP) = r
AC (0, r) & m(0A) < r
BeE EO, r) & m(C.HB) >r
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b 4

Chama-se circulo ou disco fechado, e indica-se por D(O, r), i reunido
o disco I(0, r) com a circunferéncia C(0O, r). Logo

D, r) = I(0, n\J C(O, r)

Quando é que um ponto M pertence ao circulo D(O, r)?
Simbolicamente, temos:

MEDWO, r) & mOM) < r

4. Cordas e didmetros de uma circunferéncia

Todo segmento de reta cujos extremos pertencem a circunferéncia
é denominado corda. Na C(O, r) da figura, estdo assinaladas as cordas:

MN, AB, CD e PQ.

A corda que contém o centro & chamada
didmetro. Facil é concluir que se AB & qualquer

. didmetro, entdo os pontos A, O e B sdo colineares
G e, portanto:

N

m(AB) = m(AO) + m(OB) =r+4r =2r

Como CD é também didmetro da Co, rn
(observe a figura), entdo: m(CD) = 2r, também.

TESTE DE ATENGCAO — Grupo 89

Relativamente a circunferéncia C(O, r) da figura ao lado, escreva V ou F em cada
uma das seguintes sentengas:

18 PECO, 7 94 N € DO, n :
28 P € E0, ) 105 S ¢ 10, 7
3 P¢ IO
43) MN ¢& diametro
54 MO ¢ corda
6.) MO ¢ raio

72) m(MO) = r

11») F € DO, r)
122) PQ & corda
134) ST & corda
142) m(OF) = r
155) m(MN) = 2r
88 N € 10,7 164) m(ST) w 2r
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A i
5. Propriedade caracteristica do didmetro \

(22 :

Em qualquer circunferéncia a mediatriz
de qualquer corda passa pelo centro.

AB, corda da C(0, r)
m, mediatriz de AB

T [ 0OEm ‘l

DEMONSTRAGAO: '.l
Se a corda é didmetro, o teorema j4 estd demonstrado. \
_Em qualquer outro caso, sendo o centro O eqilidistante de A ¢ B, ¢ m a mediatri;
de AB, segue-se que O € m (Observacdo da pag. 244). cqd.

Consegiiéncia: Toda perpendicular tragada do centro a qualquer corda
de uma circunferéncia passa pelo ponto médio da corda

6. Construcdo de uma circunferéncia por trés pontos dados

'T.23 : Por trés pontos ndo-colineares é pos-
= sivel construir uma circunferéncia,
e uma sé, que passa por éles.

H [ A, B, C, nio-colineares

T { por1 A,éB e C passa C(O, r)
eelas

DEMONSTRACAO:

m,, mediatriz de AB

Traga-se: __ == m; Nmy = [0]
ma, mediatriz de BC

Como:

0 € my = 0O & eqiitdistante de A ¢ B

= 0 & equidistante de A, Be C
0 € ma = 0 ¢ eqiiidistante de B e C
Logo, existe uma circunferéncia de centro O cujo raio ¢ o segmento 0A (de medida
r), que passa também por B e C. Essa circunferéncia ¢ tinica, pois qualquer outra
circunferéncia que passe por A, B e C, devendo ter o seu centro nas mediatrizes my ¢
ma, té-lo-4 necessiriamente na intersecgdo delas, isto &, o préprio ponto 0.  c.qd.
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Conseqiiéncia:  Para determinar-se o centro de uma circunferéncia, no
caso em que &ste nido seja visivel, basta tomar trés pontos
quaisquer A, B e C da circunferéncia, tracar as mediatrizes

das cordas AB e BC e determinar o ponto de interseccdo
das mesmas.

7. Circunferéncias congruentes

Duas circunferéncias dizem-se congruentes se, e somente se, possuem
raios iguais.

Indicagdo: C(0, r) = C(0', ).

Logo:
[CO, N=CO, 1)) &= [r=1r]

A Congruéncia de circunferéncias ¢ uma Relacdo de Equivaléncia,
pois &:

1.°) reflexiva: C(O, r) =~ C(0, 1)
. 2.°) simétrica: se C(0, r) =~ C(0', r'), entio C(0/, r) co, n

3.9) transitiva: se C(0, r) = C(0', ) e C(Q’, ') = C(0", r'"), entdo
C(0, r) = CO", ¥)

8. Circunferéncias concéntricas; coroa

Circunferéncias que possuem o mesmo centro
sdo denominadas concéntricas.

Chama-se coroa circular O(r, r') ao conjunto .
dos pontos P que verificam a dupla desigualdade: .

r<m(-(ﬁ’)<r’
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TESTE DE ATENCAO — Grupo 90

1. Trace a circunferéncia que passa pelos pontos:
1.°) Ae oC 24
As *B

c

2. Determine o centro da seguinte circunferéncia:
’

3. Desenhe a coroa O(3, 5), tomando por unidade o cm

PROPRIEDADES DAS CORDAS DE UMA CIRCUNFERENCIA

'T.24 : Se duas cordas da mesma circunferéncia(*)

sdo congruentes, entdo elas distam igualmente (@"
do centro. \k"‘}
H AB~CD na CO, r) \\lo
OM LAB ¢ ON LTD W
— — al
T { m(OM) = m(ON) &b
AN
&)'

DEMONSTRAGAO:

Sdo congruentes os tringulos E_tlngulos AMO e CNO, porque possuem a hipo-
tenusa (raio) e um cateto (AM ~ CN), respectivamente, congruentes.

Logo: OM ~0N = m(OM) = m(ON) cqd.
Exerclcio: Enuncie e demonstre a reciproca do T.24.
| T.25 : Se duas cordas de uma circunferéncia(*)
sdo desiguais, entdo suas distdncias ao

centro da circunferéncia sdo desiguais em
ordem inversa: a maior dista menos.

m(AB) > m(CD) na C(0, r)
OM L AB e ON ui‘c
T [ m(OM) < m(ON)

(*) Ou de circunferdncias congruentes.
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DEMONSTRAGAO:

Constréi-se na C(0, r), a partir de A, uma corda AP, tal que AP =~ CD.
Se OF L AP, entio, pelo T.24: m(OF) = m(ON).
Basta, entido, provar que m(é"nTn o m(O;PL
De fato, OF N AB = (E] ¢ OE estd contido em OF: portanto:
m(OE) < m(OF) }
e como (mOM) < m(OE)(*)

= m(OM) < m(OF) ou m(OM) <dm(o'ﬁ)
cqd.

Exercicio. Enuncie ¢ demonstre a reciproca do T.25.

TESTE DE ATENCAO — Gruro 91
Na figura, temos:
m(OM) < m(ON)
e a corda CD contém pontos interiores A circun-
feréncia menor.
E V ou F a sentenga:

m(AB) > m(CD)?

POSICOES RELATIVAS DE DUAS CIRCUNFERENCIAS

9. “Comportamento” de duas circunferéncias

Vocé ja deve ter desenhado ou observado circunferéncias nas posigdes:
14) Secantes

(*) O comprimento da perpendicular & menar que 0 comprimento da obliqua tragada de um mesmo
ponto a uma mesma reta.
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As circunferéncias que se interceptam em dois pontos sdo dmm
secantes. Se C(0, r) e C(0’, r’) sdo secantes, a intersec¢do é constituida
pelos pontos P e P’, isto é:

P

é CO, nN\CO', ) = (P, P}
\/

P

Se m(OP) =r, m(O'P") =1 e m(a)’) =d, comr2r ed>\,
entdo as circunferéncias C(0, r) e C(O’, r’) sdo secantes se, e sdomente se:

r-r<d<r+1r

que é a dupla desigualdade véilida para o A OPO’ da figura.

2.*) Tangentes

As circunferéncias que se ‘“‘tocam’’ sdmente num ponto (P) sdo deno-
minadas tangentes exteriores (1.* figura) ou interiores (2.* figura).

Nesse caso a intersec¢do dos conjuntos C(O, r) e C(O’, t') é consti-
tuida pelo Ginico ponto P:

C, N\ C(O’, ') = (P]
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Duas circunferéncias sdo tangentes se, e sdmente se:

d=r+71r ou d=r-7 [(r>7)

3.*) Exteriores

()0

As circunferéncias que ndo tém ponto em comum (figuras acima) sdo
denominadas exteriores ou ndo-secantes.

Nesse caso a intersec¢do dos conjuntos C(0, r) e C(0', r) éo canjunto
vazio, isto é:

CO, NN, r) =&

Duas circunferéncias sdo exteriores se, e sdmente se:

d>r+7| o | d<r-v ((r>7)
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TESTE DE ATENGCAO — Grupo 92

1. Preencha os claros:

1.2) 3
CP,ryNCR,s) =... C(A,r)hC(B.s)-[.‘_.,_l

42°)

cQR,rn NCT,s) = ...

29)

CM,r) N"NCIN,r) = ...
CM, vy "NCP, r) =...
CIN, 7y "NC(P, 1) =...

2. (Modélo) Colorir nas figuras do exercicio 1-3.°, a reunido e a inlerseccdo dos discos
formados.

D(A, r) U D(B, s): D(A, r) N D(B,s):

e (P

3. Colorir na figura do exercicio 1-2.”:

D(M, r) U DI(N, r)

D(M, D(N, P,
DN, »)  D(P.) (M, r) v D(N,r) v DP, 1)

DM, r) N\ D(N,r) N\ D(P, )

4. A reunido dos discos dos exercicios anteriores é convexa? E a inferseccdo?
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POSICOES RELATIVAS DA RETA E CIRCUNFERENCIA
10. “Comportamento’” de uma reta com uma circunferéncia

Desenhadas, numa félha de caderno, uma reta | e uma circunferéncia
C(0, r), podem ocorrer trés casos:

1.°) A reta & secante A circunferéncia:

INCO, r = [P, Q] & [areta | & secante &
C(0, 1]

P e Q sdo os pontos de intersec¢do

2.°) A reta é tangente 2 circunferdncia:

B |

INCO, r) = [P} & [a reta | & tangente A
C(0, n)

P é o ponto de contato ou de tangéncia

3.0) A reta é exterior A circunferéncia:

INCO,r)= @ & laretaléexteriora C(O, 1))

A reta | diz-se também ndo-secante & C(0, )

Dadas uma reta | e uma circunferéncia C(O, r), como se poderia
provar que a reta | “toca” a circunferdncia em um ponto? [ntercepta a
circunfer®ncia em dois pontos? Intercepta em nenhum ponto?
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|| I
X
d>r

Basta confrontar os nimeros reais d e r, onde:

d representa a medida do segmento OA LI
r representa a medida do raio

Temos:

1°) Se d > r, entdo | é “completamente” exterior a circunferéncla;

o ponto A da reta, o mais préximo do centro O, & exterior &
C(0, 1),.isto & A € E(O, r);

2°) Sed = r, entdo a reta | & tangente i
C(0, 1); o ponto de contato A ¢ o
mais préximo do centro e pertence i

o cirgunferéncia, sendo os demais pontos
(B) de | exteriores & circunferéncia,
r pois m(OB) > r. Logo:
- se | & tangente & C(O, 1), entdo | 10A
dsr

Esta ¢ a propriedade caracteristica da tangente a circun-
feréncia: ser perpendicular ao raio no ponto de contato.

3.°) Se d < r, entdo a reta | & secante A circunfer®ncia; o ponto A
da reta | é interior 4 circunferéncia, isto é&: A € [(0, r).
Como a reta | possui infinitos
pontos, devem existir pontos (C)
exteriores & circunferéncia. Assu-
mindo como postulado que:
Téda reta que passa por um ponto
interno a uma circunferéncia inter-

cepta-a em dois pontos, segue-se | i
que ! intercepta C(O, r) nos P~_2 _“0 ¢
pontos'P e (). der
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Conclusdo:

INCO, r) =[P, Q) se, e sdmente se, d < r
INCO, rn = [A) se, e sobmente se, d = r
INCO, n=g se, e sOmente se, d > r

TESTE DE ATENCAOQ — Gruro 93

Preencha os claros: "
a ! 29)

1.%) y =

B4 INQO, 1)=. ..

A xNCO, r)=...
OoPL...

y

49 0A L... =nCO, f)----

OA’'L... ynQO, P)=...
o, r) N0, ) = ...

39 QA NNI=...| AP...x
qu ’)N-..- B.P .
L)

62) CA, nNCO; s)= ..
55) yNOA, 1) =... xNCUA,1)m... sNCA, D=, ..

yNCB, nN=... ABL... _ yNC(B, )= ..
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Arcos de circunferéncia; medida

11. Angulo central; ar

0 menor € arco mdior

Seja a circunferéncia C(O, r).

Um dngulo central de C(0O, r) é qual-
quer 4ngulo cujo vértice & o centro 0.
Se A e B sdo os pontos onde os lados
| arco manor  d0 Angulo interceptam, respectivamen.
. te, a circunferéncia, entdo: o conjunto
constituido por A e B e de todos os
pontos da circunferéncia pertencentes ao
interior do dngulo AOB ¢ denominado
arco menor AB de extremos A e B¢

5 centro O.
Existe um outro arco de circunferéncia, de extremos A e B, que é o
conjunto de pontos constituidos por A e B e de todos os pontos da circunfe.

réncia pertencentes ao exterior do dngulo AOB, denominado arco maior
AB de centro O.

iemi-circunferencia

Se A e B sdo extremos de um didmetro,
entdo existem dois arcos AB, constituidos por A
e B e por todos os pontos da circunferéncia
pertencentes a um mesmo semi-plano em relagio

e i
A reta AB e denominados semi-circunferéncias. *

~~

Indicacies: Indicando um arco por AB, tal
notagdo poderd ser ambigua, porque sempre
existem dois arcos tendo A e B por extremos. ) .
Nestas condicdes, costuma-se tomar outro ponto femi-sircunturincia

qualquer da circunferéncia para caracterizar o arco que se deseja. Quando

~
ndo h4 referéncia, entende-se por AB o arco menor. Assim, nas figuras:

w
X
‘B
~~ N
AB ¢ o arco menor AMB e ANB siao semi-circunferéncids
~—~

AXB ¢é o arco maior
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Tomando por unidade o grau, a medida de um arco & o mimero real

obtido da seguinte maneira:

1.

ot
1) Se AB é um arco menor, entdo sua medida é a medida do corres-
pondente dngulo central, isto é:

—~~
m(AB) = m(AOB) \

~
2) Se AXB é um arco maior, entdo:

~ ~N
m(AXB) = 360 - m(AB) \

P
3) Se AXB & uma semi-circunferéncia, entdo:

o
\ m(AXB) = 180

EXERCICIOS PRATICOS — Gruro 94

As medidas dos arcos estio assinaladas em graus:

arco de \BO°

- g
b \
a
]
2
o
4
<

wrco de 180°



2. Preencha os claros:

& D

~ o~ ~
1.2) m(AB) = 130 2°) m(AB) = ... 3*) m(AB) = 150°
~— N —
m(AXB) = ... m(AXB) = 28330 m(AXB) = ...

13. Arcos congruentes

Dois arcos, na mesma circunferéncia ou em circunferéncias congru-
entes, sio denominados congruentes se, e sdmente se, tdém a mesma me-

~ o~
dida. Assim, por exemplo, se AB e CD sdo arcos da mesma circunferéncia
~~ ~~

e AB e P() sdo arcos de circunferéncias congruentes:

3 o /é:\

8 (+
P
~~ ”~~ N ~~
temos: AB =~ CD, pois m(AB) = m(CD) =
~ ~ ~~ ~
AB =~ P(), pois m(AB) = m(PQQ) = 60»

4 mesma circunferéncia ou a circunferéncias congruentes,
(") como mostra a figura:
70° ~ o~
AB e CD, apesar de terem a mesma medida ndo
sdo arcos congruentes, por ndo pertencerem a ci
réncias congruentes,

Atengio: Dois arcos podem ter a mesma medida ¢
200 / ndo serem congruentes; basta &sses arcos nio pertencerem
Cc

~ o~
Se AB e CD pertencem d mesma circunferéncia ou
a circunferéncias congruentes, entido:
F e TR ~ ~
AB > CD ¢ m(AB) > m(CD)
~ o~ ~ ~
ou AB < CD <= m(AB) < m(CD)
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PROPRIEDADES FUNDAMENTAIS ENTRE ARCOS E CORDAS

14. Propriedade fundamental entre arcos

T

~~ ~~
Se AB e BC sdo arcos da mesma circunferéncia, tendo sdmente o

~~
ponto B em comum, entdo a reunido désses arcos & o arco AC, tal que:

=
T

~ ~ —~
m(AB) + m(BC) = m(ABC)

+ %-.
Na figura, temos: c

~ ~~
\ m(AB) = 70°, m(BC) = 60~
Logo:
~
70° + 60° = 130° = m(ABC)

15. Propriedade fundamental entre arcos e cardas correspondentes

~ —
Se AB & um arco menor, diz-se que a corda AB ¢ a corda correspon-
~

dente ao arco AB, que por sua vez & o arco correspondente d corda AB.
~ No caso de o arco ser a semi-circunferéncia, a corda correspondente € o
| didmetro de mesmos extremos que 0 arco.

rr
i T.26 : Se duas cordas de uma mesma circunfe
= réncia(*) sdo congruentes, entdo os arcos
L correspondentes sdo congruentes.
. H [ AB~CD na C0O, r)
r -~ ~~
T [ AB~CD
DeMoNsTRAGAO:

Tragados os nlopO_A.aé.a'CeO_D, formam-se os tridngulos AOB e COD, que
sio congruentes, pelo caso LLL. (por qué?). Logo:

”~ ~ N
AOB = COD < m(AB) = m(CD) & AB ~(D

cqd.
Exercicio: Enuncie ¢ demonstre a reciproca do T.26,

(*) Ou de circunferénclas congruentes.
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TESTE DE ATENGAO — Gruro 95

1. Preencha os claros:

1.) B~ 1= 2.) 1200
C//_\

4 S A

/ /
0 . n T
o o~
=] “Tsor
\ ] I\
A\ -
\ 7s
s _ky‘,,/
o
— ~—~
m(AB) = . m(CDB) = ..
~~ —~ -~
Sabendo que: m(AB) + m(BC) = 150" m(AOC) = .,
2. Nas circunferéncias:
1) X 23 o
/‘\ //.z\ ~ /E
f \
‘%’1 _‘“ \
T. CA
’ A
z e
~~ ~ —

~~ ~~
se m(AB) =m(BC) =m(CD) =m(DE) =m(EA),

~ ~~
se m(XYZ)=215" e m(TX) =80°,
~
qual é a m(AB)?

~
qual é a m(ZT)?
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Angulos relacionados com arcos; medidas

16. Angulo inscrito num dado arco

Um angulo (ABC na figura) diz-se inscrito num dado arco (/(EE.'
na figura) se:

1.°) os extremos do arco pertencem aos lados do dngulo;
2.°) o vértice do dngulo é um ponto do arco, distinto dos extremos.

Na primeira figura o dngulo ABC esti inscrito num arco maior e,
na segunda, num arco menor.

17. Angulo de segmento

No caso especial de o dngulo ter o vértice na circunferéncia, um dos
lados contido numa secante e o outro numa tangente, que passa pelo
vertice, ele é denominado dngulo de segmento. Assim, BAC & um 4ngulo
de segmento nas figuras:
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18. Angulos que interceptam arcos

Um 4ngulo, cujo vértice pertence 4 C(O, r) ou ao seu exterior, inter.
cepta um arco se:

1.°) os extremos do arco pertencem aos lados do 4ngulo;

2.°) exceto 0s seus extremos, 0 arco pertence ao interior do ingulo,

Exemplos:
19 39)
B
c
c
A
& A
ABC intercepta ABC intercepta ABC intercepta
~~ ~ ~
o arco AC o arco AC o arco BC
6.%)
A
]
c

ARBC intercepta os ARC intercepta os ABC intercepta os
~ o~ ~ o~ A~
arcos MN e AC arcos AC e MC arcos AMCe ANC

Nora: Os lados do dngulo ABC pertencem ambos a secantes 4 C(O, r) (como nos
exemplos 1.2, 2., 4.°) ou um & secante € outro i fangente (como nos exemplos 3. € 5.)
ou ambos a tangentes & C(O, r) (como no exemplo 6.%).
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19. Medida de um dngulo inscrito
T.27.: A medida de um dngulo inscrito num dado arco da C(0, r) ¢ igual
© & metade da medida do arco interceptado pelos seus lados.

Consideremos os trés casos possiveis: a

1. caso: Um dos lados do dngulo BAC
passa pelo centro 0.

H | BAC, angulo inscrito,
passando um dos lados por O

T [m(BAC) = — m(BC)

L]

DEMONSTRAGAO:

Tracado OB, o A ABO & isbsceles, pois m(OA) = m(0B) = r e, portanto: p=q
Como: m(BOC) = p + q (teorema do dngulo externo), vem:

m(BOC)-p+q-2p1=0|p-%M(BOO

S
I ] e
ou m(BAC) = im(BC) cqd
2.2 caso: O centro O pertence ao interior do dngulo.

H [ BAC, 4ngulo inscrito
O pertence ao interior de BAC

T [ m(BAC) = 7 m(BC)

DeMONSTRAGAO:
Sabendo que: mtBAC) m(BAD) + m(DAC) 8 c
~
e m{BDC) = m(BD) + m(DCJ
temos, pelo 1.° caso: o
- 1~ 1~

m(BAC) = —im(BD) - EM(DQ

ou

2 1 Can, P - O e
m(BAC) = 3 Im(BD) 4+ m(DC)] & m(BAC) = -z—m(BQ

cqd.
3.> caso: O centro O pertence ao exterior do dngulo.
Demonstre como exercicio.
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EXERCICIOS PRATICOS — Gruro 96

1. Na €0, r), das figuras, calcule:

1.°) O valor do Angulo inscrito BAC, 2°) O valor do arco interceptado pelo
que intercepta um arco de 100°. dngulo inscrito de 60¢,
A A

e
\'"OO'-"""

- ﬁ -~
Temos: m(BAC) = %m{BC) Temos: m(BAC) = 60

P -
- m(BAC) = -;- X 100° = 50°  Como: m(BC) =2Xm(BAC) =2X60° =120

2. Preencha os claros:

A
1.0) 3.°)
P
M N

]
K

e 8

Y Y
m(BC) = 65° m(BC) = ...

m(BAC) = . .. m(BAC) = 80°

4.°) A ‘ N ——

'

- ? s # 3
m(BAC) = 1200 m(AB) = ...
o A
m(BC) = ... m(APC) = .




g ————
X i i

20. Medida de um dngulo de segmento

: A medida de um dngulo de segmento de uma C(O, r) ¢ igual a
metade da medida do arco interceptado
pelos seus lados.

D
H BAC, ingulo (agudo) de A
segmento na C(O, r)
a 1 ~
DEMONSTRAGAO:
Tracemos o didmetro AD. A = B
Como: m(BAC) = m(BAD) - m(CAD)
- | g - - 1 N
entdo: m(BAC) = 90° - 7 m(DC) (pois BAD é reto e m(CAD) = 7 m(DC)
porque CAD é Angulo inscrito)
—~
ou m(BA‘C] - w
e )
ou m(BAC) = m“:Q - —;—mMC')

c.q.d.

Exercfcio: Demonstre o T.28 no caso de o dngulo de segmento BAC ser obtuso.

Exemplos:

ke - b
~
se AC = 130° se AC = 220r

entio m(BAC) = ;— X 130" = 65° entio m(BAC) = ; %X 220" = 110°
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21. Conseqiiéncia do T.28

1.*) O 4ngulo inscrito numa semi-cir-
cunferéncia é reto.

A demonstragio é imediata,
porque tal 4ngulo intercepta uma
semi-circunferéncia, a qual mede
180°.

Logo:

1 Loun

m(BAC) = 5 m(BXC) = 21 X 180 = 90°

2.4) Angulos inscritos num mesmo arco sao congruentes.
De fato:
m(BA:IC) = m(BI:J’C) = m(Bf’C) =

= m{BéC) = ;— mfger

3.) Se duas cordas AB e CD se interceptam em Q, entdo o dngulo
AQD (ou BQC) tem por medida:

% —~ ~
m(AQD) = [m(AD) + m(BQC)).

1
2
Com efeito, construindo-se BD,

temos os angulos inscritos ABD e CDB.
Entao, do A QBD, vem:

m(AQDJ = m(ABD) + m(CDB) (teorema do ingulo externo)

ou

m(A QD)

i

-2-m(AD) - =y m(BC) = > [m(AD) + m(BQC)]
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Nota: Esse mesmo resultado pode ser apli-
cado no caso de se querer determinar a medida
de um 4ngulo formado por duas retas secantes a
uma circunferéncia que se interceptam no interior
da circunferéncia.

A 1 N ~
m(AQB) = £ (m(AB) + m(CD)]|

m(APB) = = (10°+50°] m{BPDJ-Tllzsf-qu m(APB) = —[m(AB) +m(CD)]

-~ A P
m{APB)--;—XIIO'-w* m(BPD)--;—xlw-go- ao--lznzo-m(cml

~ ~
160° = 120° +m(CD) &> m(CD) = 40*

4.*) A medida de um angulo formado por duas retas secantes a uma
circunferéncia, que se interceptam no exterior da circunferéncia,
é igual & metade da diferenca das medidas dos arcos interceptados.

De fato, tragando-se a corda ADe
P relacionando os dngulos internos com
o externo do tridngulo PAD, vem:

m (CAD) = m(ADB) + m(APB)
l ) l o~ A
ou -i—m(CD) - m(AB) + m(APB)

A 1 - ~~
ou m(APB) = 5 [m(CD) - m(AB)]

c.q.d.



 Também: a medida de um 4ngulo formado por uma secan,
e uma tangente ou duas tangentes a circunferéncia, que se inter.
- ceptam no exterior da circunferéncia, é igual & metade da dif,.
renca das medidas dos arcos interceptados.

A l P ~~ A 1 ~ —~
m(APB) = 3 [m(BC) - m(AB)| mAPB) = = [mAXB) - mAB)|

Verifique vocé mesmo ésses resultados.

Exemplos:

A i
in(APB)--;—[IOZ‘ -40"-';—)(62'-31' 35 = -;- [115~ - m(AB))
" —~~ —~
} 70" =115"~m(AB) <> m(AB) = 115+ 70" =45
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A 1
NAPB}—?IITG"—M‘I-%X‘)P-W m{AﬁB} -%IZW—I”]";‘XBO'—GO'
P

F
Nota: se m(AB) = 140°, entio
~~
m(AXB) = 360° - 140° = 2200

EXERCICIOS DE FIXACAO — Gruro 97

1. Na figura:
Calcule:
m(CAD) = ... mAPB) = ...
m(CBD) = ... WCMD) = ...
rd
Py
2. Idem, com as figuras: c '
® 3
’ [
3 R

e -
m(AB) = ? m(CAF) = 7 m(FED) = ? m(M(CD) = ?
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\ 3.- Demonstre: se dois Angulos inscritos na mesma circunferéncia sdo congryen |
entdo as cordas dos arcos interceptados sdo congruentes. v,
4. Dcmomtre se corda AB / corda CD e m(AB) = m(CD), entio m(AC) ,,‘50)

5. O arco AC excede o arco BD de 30°. Calcule a medida désses arcos, sabendo-se que
o dngulo formado pelas cordas AB e CD mede B0,

6. Seja AB o didmetro de uma circunferéncia e C um ponto tal que o arco 58 a
igual a 32°. Tragando-se a corda BC, calcule a medida dos dngulos ABC e A(B

POL IGONOS INSCRITOS E CIRCUNSCRITOS A UMA
CIRCUNFERENCIA

22. Definicao
Se os lados de um poligono sdo cordas de uma circunferéncia, o poli.

gono é denominado inscrito na circunferéncia. Esta, por sua vez, é deno
minada circunscrita ao poligono.

Na figura, o quadrildtero ABCD é inscrito na circunferéncia C(0, r)
e esta é circunscrita ao quadrilatero.

Um poligono cujos lados sdo todos tangentes a mesma circunferéncia
é denominado circunscrito a circunferéncia. Esta, por sua vez, diz-se

inscrita no poligono.
c

«0

Na figura, o tridngulo ABC é circunscrito a circunferéncia C(O, r)
e esta ¢ inscrita no triingulo.
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TESTE DE ATENCAO — Gruro 98

19 O AABC #8ih. .ovooniivimess QO
2°) A ClO, r) esta or eeen e &N ABC,
a
D

12) A ClO,r) esti .. .. quadrilitero ABCD.,
2°) O quadrildtero ABCDestd .. ... . CO,r),

EXERCICIOS DE FIXACAO — Grupro 99

Demonstre:

1.*) Se um dos lados de um tridngulo inscrito numa circunferéncia é didmetro
entdo o tridngulo € retdngulo.

2#) Os arcos determinados pelos lados de um tridngulo eqildtero inscrito numa
circunferéncia sdo congruentes,

«~  3.°) Se um quadrilitero é inscrito numa circunferéncia, entdo os dngulos opostos
sdo suplementares.

4°) Se num quadrilitero ABCD inscrito numa circunferéncia se tragam as diago-
nais AC e BD, entdo os Angulos DAC e DBC sio congruentes.
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-

TRANSFORMACOES GEOMETRICAS PLANAS
Grupo das translagdes; grupo das rotagdes; simetria

GRUPO DAS TRANSLACOES
1. Segmento orientado; medida algébrica

S:ja o segmento AA’, determinado pelos pontos A e A’ da reta r:

A - ~A

"

-

O segmento AA’ diz-se orientado qﬁando se fixa um dos dois sentidos
com que se pode percorré-lo: de A para A’, ou o seu oposto: de A’ para A.

Tais sentidos serdo assinalados por setas e o segmento orientado de
A para A’ terd a seguinte indicagdo : AA'.

Assim como a cada segmento foi associada uma medida — que &
um namero real ndo-negativo —, a cada segmento orientado associa-se
um namero real relativo, denominado medida algébrica (m,) do segmento
orientado, da seguinte maneira:

Se a medida do segmento AA’, numa certa unidade, é 3, entdo:
m,(ﬂ') = *+3 ¢ m.(m) -

Serdo consideradas positivas as medidas algébricas dos segmentos

paralelos entre si e orientados num certo sentido e negativas as medidas
algébricas dos segmentos orientados em sentido oposto.

2. Segmentos equiipolentes; verificacdo pelos paralelogramos

Seja o paralelogramo:

Os segmentos AA’ e BB' dizem-se eqilipolentes porque sdo:
1.°) orientados no mesmo sentido;
2.°) paralelos e congruentes.
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Considere, agora, o seguinte conjunto de paralelogramos:

Aw > -q A

D D’
Os segmentos: H’, gﬁ’, EE’, 55’, EE', FF', GG’ e HH' sio eqili.
polentes entre si porque:
1.°) sdo orientados no mesmo sentido;

2.°) sdo paralelos e congruentes.

3. Translagdo no plano

—.
Considere no plano um segmento orientado AA’, cuja medida algébrica,
numa certa unidade, é o n(imero real a e um conjunto de segmentos egiii-

polentes a ;‘:Z’: Eg', 55’, 55’, EE",

A correspondéncia que a cada ponto A (ou B, ou C, ou D, ouf, ...
faz corresponder um ponto A’ (ou B’, ou C’, ou D’, ou E’, ...), extrenidade
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P_ -

L5

do segmento orientado AA’ (ou §§ ou (_":(_3", ou 55", ou I::?. Q chama-se
TRANSLACAO no plano, de segmento orientado ZE'.

Indicagdo: T, (a é a medida algébrica do segmento IZ’)

A translagdo T, também é chamada uma transforma¢do dos pontos™
do plano, porque “transforma’” um ponto A num ponto A’, mediante o

segmento orientado AA":
Ta A
‘/

O ponto A’ diz-se, por sua vez, “transformado’ de A pela translagdo
Tas
Se o segmento orientado tem medida algébrica nula, isto é, a = 0,

entdo o ponto A é transformado néle mesmo e a translagio é chamada
neutra ou identidade:

-

Indicagdo: T, O "

A o

A translagdo inversa de T, € a translagdo de segmento orientado X’Tq
que transforma A’ no ponto A.

Indicagdo: T-, S
(a é a medida algébrica do segmento AA’) < -3

4. Translagdo de figuras planas

A

Como vocé efetuaria a translagido T,,

de segmento orientado 55(', de um tri-
dngulo ABC?

Basta tragar pelos seus vértices,
respectivamente, os segmentos paralelos
e congruentes ao segmento orientado XX'.

Os segmentos tragados sdo eqiipo-
lentes entre si e suas extremidades
respectivas A’, B’ e C’, determinam
o AA'B'C', que ¢ o transformado do
A ABC pela translagido T,.
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Vocé conclui ficilmente que A ABC=~ A A'B'C’ (caso L.LLY:
Demonstre, como exercicio, que:

Por uma translagdo no plano um poligono é transformado num poli-
gono congruente.

(Sugestda: basta demonstrar que os lados dos poligonos, correspondentes pela
translacdo, sio respectivamente congruentes, bem como os angulos.)

5. Adicao de translacdes; estrutura
Como vocé determinaria a soma de dois segmentos orientados AA’

’
n
e BB'? S

Py

Pa

P W —_— =

AN+ BE

Basta por um ponto qualquer P do plano tragar o segmento FI;.
eqiiipolente a AA' e pela extremidade Py-tragar o segmento I-;J)g eqiii
polente a BB. O segmento orientado I_’T’g representa a soma de AA
com EE’, isto é:

AA’ + BB

Vamos, agora, determinar a soma de duas translagdes.

Sejam as translages T, e T,, caracterizadas, respectivamente, pelos
segmentos orientados 21_41‘ e _é—é"

Ly Py
B

N
- 4 P,
A B P Ta+ Tb

e I’ um ponto qualguer do plano. Aplicando: a transiacao T, em P, ist
se transforma em P,; a translacdio T, em P, éste se transforma em s
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Nestas condigdes, a translagdo T., de segmento orientado: AA" + BB’
que aplicada em P o transforma no ponto Py, & denominada soma das
translacdes T, e T, Indicagio: T. =T, + T

A operagdo que produz essa soma & a adi¢do(*) de translacdes.
Qual & a estrutura do Sistema Matematico constituido:

pelo conjunto das translacies no plano?
pela operagio adigdo de translagdes?

Vocé pode verificar, como exercicio, que valem as seguintes proprie-
dades, para quaisquer translagdes T,, Ty e T

(A) — Associativa:
(Te+ Ty)+ T.=T,+ (To + T.) (observe na figura)

(N) — Elemento Neutro: 3To| T, + To = T,
(Translagdo neutra ou Identidade)

(I) — Elemento Inverso: VYT, 3T, | T+ T-o = Ty
(Translagdo inversa)

(C) — Comutativa: T,+ T, =T, + T,

Iy

[TasTo)aTe Tax(TorTe)

Logo, o conjunto das transtaces no plano, com relagio a4 operagio
adi¢do de translagdes, tem estrutura de GRUPO COMUTATIVO.




GRUPO DAS ROTAGCOES
6. Rotagdes no plano em témo de um ponto; arcos orientados

~~
Quando a um arco PP’ se associa um sentido de percurso, dizse
P
que o arco PP’ est4 orientado.

~
O sentido positivo ou anti-hordrio do arco orientado PP’ & aquile
considerado contrério ao percorrido pelos ponteiros

_A"  de um relégio.
//" Seja O um ponto fixo no plano. A um ponto
= qualquer P désse plano facamos corresponder um
0@ Iw ponto P’, tal que:
"L_‘_ e ~
"'\\\ OP~0QP' e m(PP)=uw
\‘F

sendo w a medida, em graus, do arco orientado }”?”

Chama-se ROTAGAO de centro O e amplitude w, a tdda transformagdo
que a qualquer ponto P do plano faz corresponder um ponto P, tal que:

OP~0P ¢ m(PP -
A~ ' 0 .
OP>~0P' e m(PP)=uw /,\ _ a0
re -
sendo:  0° £ w < 360°. A \
Indicagdo: R, /’;,,z” Rgon }\R
- |
Na figura estdo representadas o@<T___ \ -
duas rotagies de centro 0: Rep e e Y -
Ry, aplicadas respectivamente ey J ==
aos pontos P e  do plano. Swp

Quando w = 0° ou w = 360°, a rotagdo é denominada neutra ou

identidade, pois por essa rotagdo um ponto qualquer do plano é trans
formado néle mesmo.

Indicacdo: Ry

Se a rotagdo R, transforma P em P/,
a rotacdo inversa de R, é a rotagdo, de
amplitude,

w = 360 - w,
que transforma P’ em P. Indicagdo: Ry
Na figura, observa-se que:

Rg. transforma P em P’ e a sua inversa
Ry = Rypoe transforma P’ em P.
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7. Rotacdo de uma figura em témo de um ponto

Que ¢ transformar, por uma
rotacgdo R, o tridngulo ABC no

tridngulo A'B'C'?

E efetuar a rotagio, de centro O
e amplitude w, que transforma os
vértices A, B e C, respectivamente,

nos vértices A’, B’ e C'.

TR

s ast

Na figura, o A A'B'C’ é o trans-
formado do A ABC pela rotacdo R,
de centro O e amplitude w.

* 8. Arcos co-terminais; . aplicagdes nas rotagoes

Suponha um ponto P “descrevendo”
uma circunferéncia, de centro O e raio OP.
O ponto P pode, caminhando no sentido
anti-horério, “passar” uma vez por P,
continuar descrevendo a circunferéncia e
somente “parar” em P, depois de dar um
ntimero qualquer de voltas.

Obteremos, assim, arcos orientados,

~~
de mesmas extremidades que o arco PP/,
isto &, todos terdo “origem” em P e “tér-
mino” em P’. Tais arcos sio denominados
co-terminais.

Como, para cada volta dada, a medida do arco orientado fica acres-
cida de 360°, é sinal de que agora vamos encontrar arcos de medidas

superiores a 360°.

Nestas condicdes, pode-se estender o conceito de Rotacdo a arcos
orientados, de medidas superiores a 360°, mediante os respectivos arcos
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co-terminais. Basta operar com a me.
dida do menor drco co-terminal (que ¢
sempre menor que 360°) a um arco dadp,

Exemplo: sdo co-terminais do arcq

PP’ os arcos que medem, respectiva.
mente:
60°

60° + 1 X 360° = 420°
60° 4+ 2 X 360° = 780°
60° + 3 X 360° = 1 140°

Entdo, em vez de se operar, por exemplo, com um arco de 780,
basta trabalhar com a medida de seu menor arco co-terminal, que & 60e,

pois:
780° | 360° ou 780° = 2 X 360° + 60°
— 600 2 i

9. Adicdo de rotagoes no plano; estrutura

Agora ja podemos ‘‘fechar’” a adi¢ao de duas rotagdes, definindo a
soma de duas rotagdes de centro O da seguinte maneira:

se R, € a rotagdo que transforma P em P, (na fig., w, = 300)
e R,, éarotagdo que transforma P, em P2 (na fig., wy = 40°),

entio soma de R, com R,, é a rotagio %
R,, de amplitude w, + w3, que transforma Pa %
P em P, (na fig.,, w =‘w1 + we = 70°) P N
s v
A operacdo que produz essa soma é v “40*\
chamada adi¢do(*) de rotagdes. // \
e / R
Indicagdo: R, = Ry, + Ry, /(‘0, ol T T'
OBSERVAGAO: se w; + wa < 360, o :}::1; |
entio w = w, + w1 (figura) e S faor |
se wy + wz 2 360, \"\ }"
entdo w = (w, + wa) - 360 P J

(*) Também denominada composigdo de rotagdes.
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PROPRIEDADES:

(A) — Associativa: )
(Rm 4 Rm) T Ria = Rm T (Rn T Run)

(N) — Elemento Neutro: 3Rq | Re + Ro =R,
(Rotagdo neutra ou [dentidade)

(I) — Elemento Inverso: VR,, 3Rw | Ry, + Re = Ro

(Rotagdo inversa)

b (C) — Comutativa: Ru, + Ry, = Rey + Re,

Logo, também o conjunto das rotacdes no plano em térno de um ponto,
com relagdo 4 operagdo de adigdo de rotagdes, tem estrutura de GRUPO
COMUTATIVO.

5 LEMBRETE AMIGO

A unidade da Matemética continua presente nas transformagdes
geométricas planas. O fato de as translagies e as rotages estudadas
terem a MESMA ESTRUTURA, em relagdo ds operages de adicdo defi-
nidas, permite dizer que elas pertencem ao GRUPO das fransformagdes
- geométricas planas.

o Y
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SIMETRIAS

10. Simetria axial

Consideremos, no plano de sua félha de desenho, uma reta r:

™ O ponto P’ é de
nominado simétrico de
um ponto P, com re
lagdo & reta r, se os

T pontos P e P':

i l.°) estdo situados em
o] . . semi-planosopostos
= - emrelagdod retar;

=

2.°) a reta PP’ é per-
pendicular A retar;

3.°) A distdncia de P
a r é igual 4 dis-

J tdncia de P’ a .
P

A reta r € denominada eixo de simetria dos pontos P e P’. Todo ponto
do eixo de simetria diz-se simétrico de si mesmo.

A transformagdo no plano que a cada ponto faz corresponder o seu
simétrico, com relagdo a uma reta, é denominada SIMETRIA- AXIAL.

Na figura:
U

i
”J lﬂ;’ﬁ’:;’ﬁuqa

[ M
i
:

i

temos: o quadrilitero MNPQ e seu simétrico
M’'N'P'(Y; o tridngulo ABC e seu simétrico
A'B’'C’, com relagdo ao eixo de simetria r.
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11. Simetria central

Um ponto P’ é simétrico de um ponto P, com relagio a um ponto fixo
0, se O & o ponto-médio do segmento PP'. & 5

; P
O ponto O, denominado centro de —a—
simetria, & simétrico de si mesmo. Dois

pontos P e P’ de um plano tém sdmente um centro de simetria: o
ponto médio do segmento PP’

A transformagdo no plano que a cada ponto faz corresponder o seu
simétrico, com relagdo a um centro fixo O, é denominada SIMETRIA CENTRAL.

Na figura:

temos: o segmento MN
e seu simétrico M'N’; o
tridngulo ABC e seu simé-
trico A'B'C’', com relagdo
ao centro de simetria O.

Nota: A simetria central é uma rotagdo especial (Risoe) em tdmo do centro O,
Verifique vocé mesmo &sse fato.

Uma aplicagdo pratica da simetria axial:

Qual é o menor caminho
que uma bolinha A tem de -
percorrer para bater numa bo-
linha B, tocando uma sé vez
num dos lados de uma mesa,
como mostra a figura? Basta:

1.°) construir A’ simétrico de A
emrelagdoao lado / da mesa |

I

|

2.°) determinar a interseccdo
de A'B com I, isto é:

ABNI1=(Q 4

O ponto C, no lado | da mesa, & onde a bolinha deve tocar para,
a seguir, bater em B, percorrendo 0 menor caminho. .
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TESTE DE ATENCAO — Gruro 100

Acérca de translagies:
1. Na translagio T,, de amplitude XX", onde m,(i';{‘) = 4cm,

efetue a translagio das seguintes figuras planas:

1.*) Modélo: X’

z)

2. Represente a translagdo inversa de cada uma das seguintes translagdes:

1.*) Modélo: 2. 34

*

4.4)

0

TO

3. Efetue a soma de cada um dos seguintes pares de segmentos orientados:
1.2) Modélo 2,°) Modélo

SN S
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4. Considere na reta um conjunto de translagdes:

i - >

O Sistema Matemitico constitufdo pelo conjunto de translagdes numa reta em relagio
a operagdo adicdo de translagdes, tem estrutura de GRUPO COMUTATIVO?

Acérca de translagbes e rotdgdes:

5. Fixado O como centro e sendo m(OT') = Jcm, determine os respectivos [ransformados

de P pelas seguintes rotagdes:
1.*) R 2) Rioe 34) Ro
4%) Rooey 54 Rieoe) 6.) Ry

6. Efetue no A ABC, desenhado na sua folha de desenho uma rotagdo Reos, de centro

7. Idem, no quadrado ABCD, efetue. T, onde

O e, a seguir, uma translagdo T,, de amplitude —?‘(_X‘ (fixada na (8lha), onde m.(:-(-i'] -
= 4cm (Modélo)

m(i.i’) = 2cm e, a seguir, Rsoe, de centro O.
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Actrca de simetrias;

8., Determine os simétricos das seguintes figuras:
1.*) com relagdo & reta r:

P

2.*) com relaglio ao centro O:

00

P———ly

9. Qual é o menor caminho que a bolinha A deve percorrer para bater na bolinha B,
tocando uma s6 vez num dos lados da mesa?

Ae

10, Idem, tocando uma vez em cada um dos dois lados consecutivos da mesa?

>
oe
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