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RESUMO

A habilidade de estruturar a luz e usar seus diversos graus de liberdade, como a polarização,
modo espacial, frequência e caminho, constitui-se em uma importante ferramenta para
codificar e distribuir informação. Neste trabalho investigamos se uma cavidade triangular
pode ser utilizada para analisar e discriminar vórtices ópticos vetoriais (VOVs). Em
cavidades com um número ímpar de espelhos, em adição à fase de Gouy acumulada em
cada volta, modos que apresentam antissimetria horizontal no modo espacial adquirem
uma fase π adicional se comparados aos modos simétricos. O mesmo fenômeno ocorre
com modos de polarização horizontal. Desta forma, decompor VOVs em uma combinação
linear de modos de Hermite-Gauss com diferentes polarizações, nos permite analisar
seu comportamento nas cavidades ópticas triangulares. Realizamos uma investigação
experimental das características necessárias de uma cavidade para que o feixe VOV entre
em ressonância, e possíveis soluções e correções a serem aplicadas. Identificamos que os
principais obstáculos são o ângulo de incidência do feixe na entrada da cavidade e os
diferentes coeficientes de reflexão dos espelhos para cada polarização. Algumas propostas
de solução foram testadas, como o uso de um conjunto de placas de onda que fornecem
fase geométrica de Berry-Pancharatnam às polarizações do feixe.

Palavras-chave: óptica clássica, vórtex óptico vetorial, cavidade óptica.





ABSTRACT

The ability to structure light and use several of its degrees of freedom, like polarization,
spatial mode, frequency and path, is an important tool to encode and distribute informa-
tion. In this work, we are investigating whether triangular cavities can be used to analyze
and discriminate vector vortex beams (VVBs). In cavities with an odd number of mirrors,
in addition to the Gouy phase accumulated in every round trip, modes that present hor-
izontal antisymmetry acquire an extra π phase compared to those displaying horizontal
symmetry. For polarization, a similar phenomenon occurs for horizontally polarized modes.
Therefore, describing VVBs as linear combinations of Hermite-Gaussian modes with dif-
ferent polarizations allows us to analyze how VVBs behave in a triangular optical cavity.
We carried out an experimental investigation of the necessary characteristics of a cavity
for the resonance of the VVB, and possible solutions and corrections to be carried out. We
identified our main obstacles: the beam’s angle of incidence at the entrance of the cavity
and the different reflection coefficients of the mirrors for each polarization. Some solution
proposals were tested, like using a set of wave plates that provide Berry-Pancharatnam
geometric phase to the beam polarizations.

Keywords: classical optics, vector vortex beam, optical cavity.





LISTA DE FIGURAS

Figura 1 – Perfil transversal de polarização de alguns feixes vetoriais: (A) padrão
aleatório, (B) espiral quadrada e (C) um cachorro! Fonte: [3]. . . . . . . 25

Figura 2 – Alguns exemplos de vórtices ópticos vetoriais. . . . . . . . . . . . . . . 26

Figura 3 – Esquemáticos do interferômetro de Fabry-Pérot: (A) representando o
feixe de luz como onda viajante e (B) como onda estacionária. Fonte:
adaptado de [22] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

Figura 4 – Próximo ao eixo z, em uma distância suficientemente longe da origem,
a onda esférica pode ser aproximada como uma onda paraboloidal.
Pontos muito longe da origem se aproximam de uma onda plana. Fonte:
adaptado de [22]. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

Figura 5 – Feixe gaussiano com destaque para algumas de suas grandezas carac-
terísticas: cintura w0, largura w(z), raio de curvatura R(z), e raio de
curvatura mínimo em R(±z0). Fonte: adaptado de [22, 23]. . . . . . . . 33

Figura 6 – Perfil transversal de intensidade de um feixe gaussiano em função de x

e y. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

Figura 7 – Perfis transversais de intensidade e fase de modos HG de ordens baixas. 35

Figura 8 – (A) Superposição das polarizações lineares em x e y com defasagem
de π/2 formando uma polarização circular. (B) Trajetória helicoidal
traçada ao longo da propagação. Sua projeção no plano xy forma uma
elipse. (C) Elipse de polarização arbitrária e suas grandezas caracterís-
ticas. Fonte: adaptado de [22, 33]. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

Figura 9 – (A) Coordenadas θ e ϕ da esfera são definidas a partir dos ângulos
χ e Ψ da elipse de polarização. (B) Esfera de Poincaré com destaque
para as polarizações mais comuns. As polarizações no equador da esfera
(χ = 0) possuem elipticidade igual a zero, ou seja, são polarizações
lineares. Fonte: adaptado de [22]. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

Figura 10 – Alguns exemplos de polarizações representadas por vetores de Jones
unitários. Fonte: adaptado de [32]. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

Figura 11 – Exemplo de feixes escalares e vetoriais, e o resultado das projeções em
diferentes polarizações. Fonte: traduzido de [34]. . . . . . . . . . . . . 42

Figura 12 – Decomposição de alguns VOVs como superposições de modos Hermite-
gaussianos ortogonais de polarizações lineares: (A) radial, (B) azimutal,
(C) híbrido "cruz" e (D) híbrido "X". Fonte da figura: adaptado de [20]. 44



Figura 13 – Exemplos de esferas de Poincaré de ordem superior, utilizando dois
conjuntos diferentes de feixes vetoriais como base: (A) base da Equação
(2.3.7) e (B) base da Equação (2.3.10). Fonte da figura: adaptado de [34]. 45

Figura 14 – Distribuição angular dos eixos rápidos das VHWs de ordem m = 1 e m
= 2, fornecidas pela fabricante da placa de onda. Fonte: traduzido de [3]. 45

Figura 15 – Esquemático mostrando o efeito da VHW sobre um feixe incidente
gaussiano de polarização linear horizontal: (A) e (B) placa de ordem m
= 1 para duas orientações diferentes da placa, (C) placa de ordem m
= 2. Fonte: adaptado de [3]. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

Figura 16 – Alguns tipos de cavidade, com destaque para a cavidade triangular.
Fonte: adaptado de [22]. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

Figura 17 – Propagação de um feixe gaussiano ao longo de uma volta: (A) em
cavidade linear plana, (B) cavidade linear côncava, (C) cavidade linear
plano-côncava, (D) cavidade triangular. Nas cavidades lineares a luz
percorre o caminho nos dois sentidos, enquanto na cavidade triangular
a luz dá a volta sempre no mesmo sentido. . . . . . . . . . . . . . . . . 48

Figura 18 – Cavidade triangular composta por dois espelhos planos (espelhos 1 e
2, de coeficientes de reflexão e transmissão de amplitude r1, t1 e r2, t2

respectivamente) e um espelho côncavo (coeficientes rc e tc). O feixe
incidente entra pelo espelho 1, e a saída de interesse, utilizada em nosso
experimento, é pelo espelho 2. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

Figura 19 – Coeficiente de transmissão da cavidade na saída pelo espelho 2, em
função da reflectância Rc do espelho côncavo, para quatro valores de
R1 = R2 = R dos espelhos planos. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

Figura 20 – Coeficiente de transmissão da cavidade na saída pelo espelho 2, em
função da reflectância R2 do espelho plano 2, para quatro valores de
R1 do espelho plano 1. Os valores de R1 e R2 são intercambiáveis, visto
que a equação para I2,ressonância (Eq. 3.2.9) é simétrica para estas variáveis. 53

Figura 21 – Intensidade transmitida por uma cavidade em função da frequência,
com destaque para o intervalo espectral livre e a largura de banda
de uma cavidade. (A) Cavidade ideal sem perdas, com F → ∞. (B)
Cavidade com perdas. Fonte: adaptado de [22]. . . . . . . . . . . . . . 55

Figura 22 – Efeito da inversão da orientação do eixo x em modo espacial de ordem
ímpar, e na polarização horizontal (paralela ao plano de propagação)
de um feixe. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57



Figura 23 – Picos de ressonância de uma superposição de feixes HG00, HG01, HG10,
HG20 e HG30 (em proporção 10:5:4:3:2), comprimento de onda λ, ao rea-
lizar uma varredura no comprimento de cavidade de comprimento total
2L. Comparação entre: (A) cavidade linear e (B) cavidade triangular.
Os modos pares entram em ressonância para os mesmos comprimentos
de cavidade, enquanto os ímpares sofrem um deslocamento devido à
reflexão adicional na cavidade triangular. Fonte: adaptado de [40]. . . . 58

Figura 24 – Efeito da reflexão: (A) nos VOVs radial e azimutal, individualmente e
(B) no VOV espiral. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61

Figura 25 – Representação de picos de intensidade relativos aos VOVs radial e
azimutal, incididos simultaneamente em uma cavidade de comprimento
variável. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61

Figura 26 – Montagem experimental, ver o texto para maiores explicações. . . . . . 63

Figura 27 – Captura de tela do osciloscópio. O sinal azul monitora a tensão apli-
cada ao PZT, que neste caso mostra o intervalo relativo a uma subida
da rampa da onda triangular, enquanto o sinal em amarelo mostra a
intensidade transmitida pela cavidade de um feixe HG00 de polarização
vertical. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65

Figura 28 – Picos de intensidade medidos no osciloscópio da polarização (A) verti-
cal e (B) e horizontal, para laser com temperatura controlada (32°C)
e mesma potência incidente na cavidade (10,4 mW). Estes valores de
intensidade correspondem a aproximadamente 50% da intensidade trans-
mitida, visto que o divisor de feixes desvia parte da intensidade para a
câmera. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67

Figura 29 – As mesmas medidas da Figura 28, sobrepostas na mesma escala. Detalhe
ampliado evidenciando que o pico da polarização vertical fica escondido
no ruído da polarização horizontal. Em uma medida simultânea (como
um feixe diagonal ou vetorial) não é possível identificar os picos da
polarização vertical. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67

Figura 30 – Alguns modos HG na cavidade, mostrando: (A) separação entre os
picos de diferentes modos (medidas foram obtidas separadamente e
superpostas a partir de referência) e (B) imagens capturadas na câmera
dos respectivos feixes. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68

Figura 31 – Gráfico fornecido pela fabricante mostrando a histerese do PZT para
três condições diferentes. Fonte: traduzido de [50]. . . . . . . . . . . . . 68



Figura 32 – Medida de um feixe de polarização "diagonal"1. Setas de mesma cor
possuem o mesmo comprimento. Em vermelho, evidência do efeito da
não-linearidade do PZT: o intervalo entre dois picos consecutivos de
polarização H no início da rampa de tensão (à esquerda) é maior do
que o intervalo do final da rampa (à direita). Em azul, a distância dos
picos H até a metade do intervalo, onde se esperaria ver o pico V na
situação de comportamento linear do PZT e na ausência de fase relativa
ao ângulo de incidência na cavidade. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69

Figura 33 – Picos das componentes de polarização vertical (rosa) e horizontal (azul)
do VOV radial na cavidade, com a posição corrigida por referência. Ao
lado, imagens destas projeções capturadas pela câmera. . . . . . . . . . 71

Figura 34 – Transporte paralelo de um vetor tangente à superfície de uma esfera. . 71

Figura 35 – Ângulo sólido Ω delimitado por triângulo geodésico (caminho fechado
percorrido na esfera de Poincaré por um feixe). . . . . . . . . . . . . . 72

Figura 36 – Sequência e ângulos das placas de onda utilizadas para adicionar fase
geométrica à feixe de polarização linear H ou V. . . . . . . . . . . . . . 73

Figura 37 – Efeito, na esfera de Poincaré, da sequência de placas de onda sobre
um feixe de polarização horizontal. A menos da fase, o caminho per-
corrido pela polarização é |H⟩ → |L⟩ → |R⟩ → |H⟩. A fase geométrica
adquirida é igual à metade do ângulo sólido da área destacada em azul2. 73

Figura 38 – (A) Em azul, cálculo da fase adquirida pela polarização horizontal e, em
vermelho, pela polarização vertical. (B) Ambas polarizações mantém a
intensidade constante. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74

Figura 39 – Gráfico do efeito esperado sobre a fase de um feixe de polarização
horizontal, em decorrência de erros no ângulo das placas de um quarto
de onda. O comportamento linear se mantém com mesma inclinação,
porém a função é deslocada. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75

Figura 40 – Gráfico do efeito esperado sobre a intensidade da componente horizontal
de um feixe de polarização diagonal, em decorrência de erros no ângulo
das placas de um quarto de onda, ocorrendo transferência de energia
entre as componentes. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75



Figura 41 – (A) Vista frontal da cavidade, evidenciando o suporte do conjunto de
lâminas. (B) Vista superior mostrando o posicionamento das lâminas
dentro da cavidade. (C) Fotos das placas no suporte, com destaque para
a escala milimetrada afixada nas placas para a realização das medidas
do ângulos. Após o alinhamento das três placas em 45◦, o ângulo da
placa do meio, durante o giro, foi medido em relação às outras duas
placas. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76

Figura 42 – Posição relativa dos picos de ressonância das polarizações, em função
do ângulo da placa de meia onda. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77

Figura 43 – Sobreposição de medidas realizada para cada ângulo da placa de meia
onda, mostrando o deslocamento progressivo do pico da polarização
horizontal. Ambos os picos se movem, em incrementos iguais mas em
direções opostas, portanto, para facilitar a visualização, as medidas fo-
ram alinhadas tendo os picos verticais como referência. A nomenclatura
dos picos e cores utilizadas correspondem às da Figura 42. . . . . . . . 77

Figura 44 – Picos de intensidade de um feixe linear aproximadamente diagonal. As
componentes horizontal e vertical possuem intensidades similares, e
podem ser visualizadas em uma medida simultânea. . . . . . . . . . . . 78

Figura 45 – As distâncias assinaladas em azul possuem o mesmo comprimento, e
são iguais a aproximadamente 95% da distância em vermelho. . . . . . 79

Figura 46 – Diferença de deslocamento de fase ocasionado por cada conjunto de
espelhos planos. Em preto, temos a curva obtida utilizando os espelhos
planos de alta reflexão da Thorlabs, e em vermelho, as novas medidas
com os espelhos planos de coeficiente de reflexão inferior, da Layertec. . 79

Figura 47 – (A) Picos do VOV radial na cavidade, sem compensação de fase.
Os picos ruidosos de intensidade baixa são modos vetoriais secundários
gerados pela lâmina de onda de vórtice e podem ser desconsiderados
na análise; os dados foram ajustados no programa OriginPro, com o
uso de um analisador de picos, e podem ser observados em (B). Em
(C) temos os picos do VOV radial na cavidade com compensação de
fase e, no gráfico (D) dos dados ajustados, é fácil ver que a ressonância
do feixe radial foi obtida de forma satisfatória. . . . . . . . . . . . . . . 80



Figura 48 – Aplicação do filtro Savitzky–Golay nos dados obtidos. (A) No caso sem
compensação de fase, o feixe é decomposto em suas componentes: o pico
mais largo (de menor finesse) é relativo à polarização H (em vermelho),
e o mais fino (de maior finesse), à polarização V (azul). Em pontilhado,
temos a soma das componentes. (B) Caso da medida realizada com
compensação de fase. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81

Figura 49 – Imagens obtidas na câmera posicionada após a cavidade. As componen-
tes foram projetadas com o uso de um filtro polarizador posicionado
em frente à câmera. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81



LISTA DE QUADROS

Quadro 1 – Matrizes de Jones para alguns elementos ópticos. Fonte: adaptado de [1]. 41
Quadro 2 – Coeficientes de reflexão fornecidos pela fabricante dos espelhos, da pe-

lícula NIR de alta reflectividade para comprimento de onda de 780 nm.
Fonte: obtido da planilha de dados fornecida pela fabricante [2]. . . . 66





LISTA DE ABREVIATURAS E SIGLAS

FWHM ingl. Full width at half-maximum, largura à meia altura
HG Hermite-Gauss, Hermite-Gaussiano, Hermite-Gaussianos
LIGO ingl. Laser Interferometer Gravitational-Wave Observatory
NIR ingl. Near-infrared, infravermelho próximo
PZT ingl. Lead Zirconate Titanate, titanato zirconato de chumbo, material

com propriedades piezoelétricas
SLM ingl. Spatial Light Modulator, modulador espacial de luz
TEM ingl. Transverse electromagnetic, eletromagnético transversal
VHW ingl. Vortex half-wave retarders, placa de meia onda de vórtex
VOV Vórtice óptico vetorial





SUMÁRIO

1 INTRODUÇÃO . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
2 FEIXES PARAXIAIS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
2.1 MODOS ESPACIAIS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
2.1.1 Equação de onda e feixes paraxiais . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
2.1.2 Feixe gaussiano . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
2.1.3 Feixes de Hermite-Gauss . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
2.2 POLARIZAÇÃO DA LUZ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
2.2.1 Esfera de Poincaré e parâmetros de Stokes . . . . . . . . . . . . . . 37
2.2.2 Matrizes de Jones . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
2.3 FEIXES VETORIAIS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
3 CAVIDADES ÓPTICAS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
3.1 CONDIÇÕES DE RESSONÂNCIA E ESTABILIDADE . . . . . . . . . . . 48
3.2 CAMPO REFLETIDO E TRANSMITIDO . . . . . . . . . . . . . . . . . 49
3.3 INTERVALO ESPECTRAL LIVRE E FINESSE . . . . . . . . . . . . . . 53
3.4 MODOS ESPACIAIS DE ORDEM SUPERIOR NA CAVIDADE . . . . . . 55
3.5 VANTAGENS E DESVANTAGENS DA CAVIDADE TRIANGULAR . . . . 57
3.6 VÓRTICES ÓPTICOS VETORIAIS NA CAVIDADE ÓPTICA . . . . . . . 59
4 EXPERIMENTO E RESULTADOS . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63
4.1 DESCRIÇÃO DA MONTAGEM . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63
4.2 CARACTERÍSTICAS DA CAVIDADE . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65
4.3 FASE DE PANCHARATNAM-BERRY . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71
4.4 COMPENSAÇÃO DE FASE . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76
4.5 FEIXE VOV RADIAL NA CAVIDADE . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78
5 CONCLUSÃO E PERSPECTIVAS . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83

REFERÊNCIAS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85
ANEXO A – INFORMAÇÕES TÉCNICAS SOBRE OS ESPELHOS 91





25

1 INTRODUÇÃO

Feixes ópticos vetoriais são feixes de luz coerente com polarização não-uniforme: a
polarização do campo elétrico forma um campo vetorial, variando ponto a ponto conforme
sua posição no plano transversal à direção de propagação. Diversos formatos de feixes
vetoriais são possíveis (Figura 1). Em especial, os vórtices ópticos vetoriais (VOVs) pos-
suem algumas características especiais: simetria cilíndrica do modo espacial, singularidade
de fase e de polarização no eixo óptico do feixe (Figura 2). Os VOVs têm aparência e
estrutura modal peculiares e são um tópico de interesse tanto na Óptica Clássica quanto
em Óptica Quântica, principalmente na comunicação óptica, em que a luz estruturada e
seus diversos graus de liberdade, como a polarização, modo espacial, frequência e caminho,
constituem-se em uma importante ferramenta para codificar e distribuir informação.

Estuda-se a utilização desses feixes em importantes aplicações, com potenciais
benefícios na comunicação óptica tanto em propagação livre quanto em guias de onda,
transmitindo bits (feixes intensos) ou transmitindo q-bits (fótons únicos) [4–10]. Possuem
aplicação na área de imageamento com resolução aumentada [11, 12], sensoriamento remoto
óptico [13, 14] e espalhamento Raman [15]. Outras aplicações incluem processamento de
materiais [16] e armadilhas e pinças ópticas [17]. Feixes vetoriais com polarização radial, em
particular, apresentam propriedades especiais de focalização [18] que têm sido estudadas
no contexto de imageamento em escala nanométrica [19, 20] e corte a laser [21].

Apesar destas potenciais aplicações, a própria estrutura modal dos VOVs poderia
torná-los mais sensíveis a distorções causadas por turbulência atmosférica ou processos
que envolvem espalhamento da luz. Além disso, as propriedades de polarização podem ser
degradadas por birrefringência óptica dinâmica na interação com certos materiais, como
pode ocorrer durante a propagação em fibras ópticas. Poder gerar, manipular e medir
os VOVs e cada uma de suas componentes consiste em uma ferramenta que possibilita
avaliar o impacto destes fatores externos sobre os feixes vetoriais. Neste trabalho, queremos

Figura 1 – Perfil transversal de polarização de alguns feixes vetoriais: (A) padrão aleatório, (B)
espiral quadrada e (C) um cachorro! Fonte: [3].
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Figura 2 – Alguns exemplos de vórtices ópticos vetoriais.

explorar uma cavidade óptica triangular como instrumento de análise de feixes vetoriais.
Métodos de geração de feixes vetoriais vêm sendo desenvolvidos desde 1972, in-

cluindo métodos passivos — como o uso de placas de onda, q-plates e fibras ópticas — e
métodos ativos, que forçam a oscilação do laser em modos VOV, como o uso de compo-
nentes com birrefringência axial ou técnicas interferométricas dentro da cavidades do laser
[20].

As cavidades ópticas (ou ressonadores ópticos), são estruturas já bastante conhe-
cidas, fundamentais para o funcionamento de lasers e osciladores paramétricos ópticos
(OPOs). Consistem em um arranjo de componentes ópticos que confinam a luz em um
caminho fechado. Podem ser compostas de componentes monolíticos ou guias de onda,
variando em tamanho desde microcavidades em chips semicondutores até distâncias de
quilômetros, como as cavidades usadas no experimento de detecção de ondas gravitacionais
do LIGO (Laser Interferometer Gravitational-Wave Observatory).

O modelo mais simples de ressonador óptico, formado por dois espelhos planos
paralelos ente si, foi desenvolvido por C. Fabry e A. Pérot em 1899 para uso como inter-
ferômetro, sendo por isso conhecido hoje como interferômetro de Fabry–Pérot (Figura 3).
Neste trabalho utilizamos uma cavidade triangular, composta de três espelhos, que possui
algumas propriedades diferentes da cavidade linear de Fabry-Pérot, conforme veremos
adiante.

No Capítulo 2 discutiremos os feixes paraxiais, em especial os feixes de Hermite-
Gauss e os feixes VOVs, com foco em dois de seus graus de liberdade: modos espaciais
e polarização. No Capítulo 3, estudaremos as cavidades ópticas, veremos as principais
características das cavidades triangulares, suas condições de estabilidade e de ressonância
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Figura 3 – Esquemáticos do interferômetro de Fabry-Pérot: (A) representando o feixe de luz
como onda viajante e (B) como onda estacionária. Fonte: adaptado de [22]

com os feixes paraxiais, bem como suas diferenças com relação à cavidade linear.
A descrição das etapas do experimento e alguns resultados obtidos serão apresenta-

dos no Capítulo 4, incluindo um estudo sobre a fase geométrica de Berry-Pancharatnam,
que nos proporciona uma ferramenta de correção de fase. Por fim, no Capítulo 5, dis-
cutiremos algumas implicações destes resultados e perspectivas futuras de melhorias e
aprofundamento do experimento.





29

2 FEIXES PARAXIAIS

Para o entendimento dos fenômenos ópticos envolvidos neste trabalho, neste capí-
tulo, trataremos dos modelos teóricos dos feixes ópticos gaussianos, Hermite-gaussianos e
vetoriais (em especial os vórtices ópticos), incluindo algumas de propriedades e represen-
tações.

2.1 MODOS ESPACIAIS

Os modos espaciais de um feixe descrevem a distribuição de intensidade de seu
perfil transversal. Diferentemente de uma onda plana ideal, em que a energia é uniforme
por todo o espaço, feixes espacialmente confinados podem ter distribuições de intensidades
variadas. As duas soluções mais simples da equação de onda, a onda plana e a esférica,
são dois extremos em termos de confinamento angular: enquanto os vetores k⃗ da direção
de propagação da onda plana são todos paralelos e a superfície de mesma fase (frente de
onda) é um plano, os vetores da onda esférica divergem em todas as direções, e o raio de
curvatura da sua frente de onda varia com a distância propagada.

2.1.1 Equação de onda e feixes paraxiais

A maioria dos lasers produzem feixes que são bem descritos como feixes gaussianos,
isto é, feixes cujos perfis transversais são tais que a intensidade decresce a partir do eixo
conforme uma função gaussiana. Estes feixes são também bastante convenientes para
a descrição dos modos ressonantes numa cavidade óptica. A representação matemática
destes feixes é bastante conhecida e o desenvolvimento realizado nesta seção tem por base
os livros de Saleh e Teich [22], Zilio [23], Siegman [24] e Kogelnik e Li [25].

Convenciona-se descrever a onda eletromagnética a partir do campo elétrico, visto
que o campo magnético pode ser obtido a partir dele, com B⃗ = c−1k̂ × E⃗, onde B⃗ é o vetor
indução magnética, k⃗ é o vetor de onda, E⃗ é o vetor campo elétrico e c é a velocidade da
luz no vácuo. Partiremos da equação de onda do campo elétrico E⃗(r⃗, t), função da posição
r⃗ = (x, y, z) e do tempo t: (

∇2 − 1
c2

∂2

∂t2

)
E⃗ = 0, (2.1.1)

onde ∇2 = ∂2
x + ∂2

y + ∂2
z é o operador Laplaciano e c é a velocidade da luz no vácuo.

Podemos assumir o caso particular de uma onda monocromática de frequência angular ω,
vetor unitário de polarização constante ε⃗, e, separando a variação espacial da temporal,
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temos uma possível solução complexa:

E⃗(r⃗, t) = U(r⃗) exp(−iωt)ε⃗ (2.1.2)

O campo físico corresponde à parte real desta solução: Re{E⃗(r⃗, t)} = 1/2
[
E⃗(r⃗, t) + E⃗∗(r⃗, t)

]
.

Importante lembrar que a equação de onda é linear, portanto a soma de soluções tam-
bém constitui uma solução. Substituindo esta solução na equação de onda (Eq. 2.1.1),
com ω/c = k, onde k é a frequência espacial (número de onda), obtemos a equação de
Helmholtz: (

∇2 + k2)U(r⃗) = 0. (2.1.3)

São exemplos de soluções elementares da equação de Helmholtz a onda plana
propagando no eixo z,

U(z) = A exp(ikz), onde A é uma constante complexa; (2.1.4)

e a "onda esférica"3:

U(r⃗) = A0

r
exp(ikr), onde A0 é uma constante. (2.1.5)

Uma onda é dita paraxial se os vetores normais às frentes de onda fazem um ângulo
muito pequeno com o eixo de propagação, ou seja, na escala do sistema de interesse
divergem lentamente. Partindo de uma onda plana, modulamos seu envelope complexo A

tornando-o uma função da posição que varia lentamente:

U(r⃗) = A(r⃗) exp(ikz). (2.1.6)

Substituindo esta função na equação de Helmholtz (2.1.3), obtemos:

(∇2
T + ∂2

z + 2ik∂z)A(r⃗) = 0, onde ∇2
T = ∂2

x + ∂2
y . (2.1.7)

3 Este resultado escalar da equação de Helmholtz representa de forma aproximada alguns feixes, sendo
útil em algumas situações. Não existe, porém, uma onda eletromagnética de simetria esférica se
propagando na direção radial. Se lembrarmos que B⃗ = c−1k̂ × E⃗, em que o vetor k̂ dá a direção de
propagação da onda, teremos os vetores B⃗ e E⃗ tangentes à superfície esférica da frente de onda. No
entanto, não existe campo vetorial tangente contínuo em uma esfera, conforme demonstrado por H.
Poincaré em 1885, ao provar o "Teorema da bola cabeluda" [26, 27]. Temos ainda o "Teorema de
Birkhoff", provado em 1984 por R. C. Pappas, que afirma que qualquer solução esfericamente simétrica
das equações de Maxwell sem fonte são necessariamente estáticas [28].
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Na aproximação paraxial, assumimos que dentro de um intervalo de distância da
ordem do comprimento de onda (∆z ≈ λ = 2π/k), a variação ∆A do envelope complexo
é muito menor que ele próprio (∆A ≪ A). Como ∆A ≈ (∂zA)∆z ≈ (∂zA)λ, decorre que
∂zA ≪ kA e ∂2

z A ≪ k∂zA. Assim, desprezando o termo de segunda ordem em z, obtemos
a equação paraxial de Helmholtz:

(∇2
T + 2ik∂z)A(r⃗) = 0. (2.1.8)

Esta equação descreve a grande maioria dos feixes utilizados em laboratórios de
óptica, correspondendo ao tipo de luz emitida pela maioria dos lasers [23].

2.1.2 Feixe gaussiano

A onda paraboloidal é um exemplo de solução que satisfaz a equação paraxial de
Helmholtz, podendo ser obtida realizando uma aproximação da onda esférica (Figura 4).
Tomando pontos próximos ao eixo z, porém suficientemente longe da origem, de forma
que

√
x2 + y2 ≪ z e denotando β2 = (x2 + y2)/z2 ≪ 1, realizamos a seguinte expansão:

r =
√

x2 + y2 + z2 = z
√

1 + β2 ≈ z

(
1 + β2

2

)
= z + x2 + y2

2z
(2.1.9)

Substituindo esta aproximação na fase da onda esférica (Eq. 2.1.5), temos a aproximação
de Fresnel da onda esférica:

U(r⃗) = A0

z
exp(ikz) exp

(
ik

x2 + y2

2z

)
. (2.1.10)

Esta solução, entretanto, apresenta um campo cuja amplitude não diminui no
plano transversal conforme nos afastamos do eixo, descrevendo apenas a variação de fase.
Realizando uma troca de variáveis, z → q(z) = z − iz0, onde z0 é uma distância cujo
significado será discutindo na sequência, obtemos uma solução confinada em torno do
eixo z, em que a amplitude no plano transversal ao eixo diminui conforme uma função
Gaussiana:

U(r⃗) = A0

q(z) exp
(
ikq(z)

)
exp

(
ik

x2 + y2

2q(z)

)
. (2.1.11)
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Figura 4 – Próximo ao eixo z, em uma distância suficientemente longe da origem, a onda esférica
pode ser aproximada como uma onda paraboloidal. Pontos muito longe da origem se
aproximam de uma onda plana. Fonte: adaptado de [22].

Reescrevendo a equação em função de grandezas mais convenientes, temos:

U(r⃗) = a0
w0

w(z) exp
(

−x2 + y2

w2(z)

)
exp

(
ikz + ik

x2 + y2

2R(z) − iφG(z)
)

, (2.1.12)

que é a equação do feixe gaussiano, onde:

w(z) = w0

√
1 +

(
z

z0

)2

é a largura do feixe4, (2.1.13)

R(z) = z

[
1 +

(
z0

z

)2
]

é o raio de curvatura da frente de onda, (2.1.14)

φG(z) = tan−1 z

z0
é a fase de Gouy, (2.1.15)

w0 =
√

λz0

π
é a cintura do feixe. (2.1.16)

O termo exponencial real está relacionado com o perfil transversal de intensidade
do feixe. A intensidade do feixe é dada pelo módulo quadrado da amplitude complexa:

4 Meia largura a 1/e2 da intensidade máxima.
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I(r⃗) =
∣∣U(r⃗)

∣∣2 = I0
w0

w(z) exp
(

−2 (x2 + y2)
w2(z)

)
, onde I0 = |A0|2. (2.1.17)

Figura 5 – Feixe gaussiano com destaque para algumas de suas grandezas características: cintura
w0, largura w(z), raio de curvatura R(z), e raio de curvatura mínimo em R(±z0).
Fonte: adaptado de [22, 23].

Figura 6 – Perfil transversal de intensidade de um feixe gaussiano em função de x e y.

A cintura w0 é a largura do feixe no ponto focal, e o raio de curvatura atinge seu
mínimo em z = z0, com um valor de 2z0. O parâmetro z0 é conhecido como comprimento
de Rayleigh.

Analisando apenas a fase do feixe gaussiano, temos:

exp
(

ikz + ik
x2 + y2

2R(z) − iφG(z)
)

. (2.1.18)
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O primeiro termo é a fase de uma onda plana com propagação na direção z. O
segundo termo está relacionado com a forma da frente de onda, ou seja, é o termo que
"deforma" a frente de onda e torna ela aproximadamente paraboloidal.

Um feixe que passa por um foco (como é o caso do feixe gaussiano) sofre um atraso
de fase ao longo do eixo de propagação se comparado com uma onda plana de mesma
frequência. Esta diferença na fase é chamada fase de Gouy5, terceiro termo da Eq. (2.1.18).
Apesar de ser um fenômeno com vasta observação experimental, a origem física da fase de
Gouy ainda é tópico de discussão. Uma possível interpretação é de que esta fase se origina
do confinamento espacial transversal do feixe que, em virtude do princípio da incerteza,
introduz uma dispersão em seus momentos transversais e, portanto, uma mudança no
valor esperado da constante de propagação axial [22, 29–31]. Conforme será visto adiante,
em modos gaussianos de ordem superior este efeito é mais acentuado.

2.1.3 Feixes de Hermite-Gauss

O feixe gaussiano (Eq. 2.1.12) não é a única solução para a equação paraxial de
Helmholtz (Eq. 2.1.8). Outras soluções são possíveis, que possuem a mesma frente de onda
do feixe gaussiano, porém com distribuições transversais de intensidade diferentes, ou
seja, há uma modulação do perfil de intensidade. Resolvendo a equação em coordenadas
cilíndricas, obtemos os feixes de Laguerre-Gauss (que não serão tratados neste trabalho)
e, em coordenadas cartesianas os feixes de Hermite-Gauss (HG):

Um,n(r⃗) = am,n
w0

w(z)Hm

(√
2 x

w(z)

)
Hn

(√
2 y

w(z)

)
exp

(
−x2 + y2

w2(z)

)
×

× exp
(

ikz + ik
x2 + y2

2R(z) − i (m + n + 1) φG(z)
) (2.1.19)

onde Hj é o polinômio de Hermite de grau j, am,n é uma constante e N = m+n é a ordem
do feixe HG. Denotaremos como HGmn o modo espacial de Hermite-Gauss formado pelos
polinômios de graus m e n. A Figura 7 ilustra alguns modos HG (as cores representam
fases diferentes no feixe).

O feixe HG00 nada mais é do que o feixe gaussiano. Os termos w(z), w0, R(z) e
φG(z) são os mesmos definidos nas Eqs. (2.1.13) a (2.1.16), porém a fase de Gouy agora

5 Este fenômeno, descrito em 1890 por L. G. Gouy, não é estritamente eletromagnético e ocorre para
qualquer onda que passe por um foco, como ondas acústicas, por exemplo.
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Figura 7 – Perfis transversais de intensidade e fase de modos HG de ordens baixas.

tem um fator multiplicativo de N + 1, ou seja, quanto maior a ordem do feixe, maior a
fase de Gouy adquirida.

Os modos HG formam uma base ortogonal completa, o que nos permite decompor
qualquer feixe paraxial como uma combinação linear de feixes HG.

2.2 POLARIZAÇÃO DA LUZ

Além dos perfis espaciais que acabamos de discutir, outro grau de liberdade ne-
cessário para a descrição de um feixe é a sua polarização. Esta seção se fundamenta nos
materiais de Gerrard e Burch [1], Saleh e Teich [22], Fowles [32] e Peatross e Ware [33].

No caso de uma onda plana se propagando no eixo z, com os campos elétrico e
magnético oscilando no plano xy, a polarização pode ser descrita por um vetor que pertence
a este plano perpendicular à propagação. Isto é denominado como modo eletromagnético
transversal (TEM), que é quando não há componente dos campos elétrico e magnético
na direção de propagação. No caso de feixes paraxiais (como os feixes HG), próximo ao
eixo de propagação podemos considerar que as ondas sejam aproximadamente TEM, com
componentes axiais desprezíveis.
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A equação vetorial para o campo elétrico de uma onda plana que se propaga na
direção z, com polarização arbitrária, em meio isotrópico e de absorção desprezível é dada
por:

E⃗(z, t) = A⃗ei(kz−ωt) = (Axx̂ + Ayŷ)ei(kz−ωt) (2.2.1)

onde Ax = axeiφx , Ay = ayeiφy , com ax, ay, φx e φy constantes reais.
A relação entre Ax e Ay descreve a polarização do feixe. Tomando apenas a parte

real da Equação (2.2.1), que corresponde à onda física, temos:

E⃗(z, t) = Re{E⃗(z, t)}

= Re{(Axei(kz−ωt)}x̂ + Re{Ayei(kz−ωt)}ŷ

= Re{(axeiϕxei(kz−ωt)}x̂ + Re{ayeiϕyei(kz−ωt)}ŷ

= ax cos (kz − ωt + φx)x̂ + ay cos (kz − ωt + φy)ŷ

(2.2.2)

onde:

Ex = ax cos (kz − ωt + φx) e

Ey = ay cos (kz − ωt + φy)
(2.2.3)

são as equações paramétricas de uma elipse.
Se, por exemplo, Ax e Ay forem reais, teremos uma polarização linear, e para

Ay = iAx (o que significa uma diferença de fase φ = φy − φx = π/2 entre as componentes
x e y), obteremos uma polarização circular (Figura 8A).

Para um valor fixo de z, o vetor campo elétrico rotaciona no plano xy e a ponta do
vetor desenha esta elipse. Portanto, ao longo da propagação, a ponta do vetor do campo
traça uma trajetória helicoidal (Figura 8B). Esta elipse de polarização é caracterizada
pelos ângulos χ (elipticidade) e Ψ (orientação):

sin 2χ = 2Θ
1 + Θ2 sin φ (2.2.4)

tan 2Ψ = 2Θ
1 − Θ2 cos φ (2.2.5)

onde Θ = ay

ax

e φ = φy − φx.
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Figura 8 – (A) Superposição das polarizações lineares em x e y com defasagem de π/2 formando
uma polarização circular. (B) Trajetória helicoidal traçada ao longo da propagação.
Sua projeção no plano xy forma uma elipse. (C) Elipse de polarização arbitrária e
suas grandezas características. Fonte: adaptado de [22, 33].

2.2.1 Esfera de Poincaré e parâmetros de Stokes

Com estes dois parâmetros da elipse, é possível construir a esfera de Poincaré, uma
ferramenta geométrica que nos auxilia na representação dos estados de polarização (Figura
9). Nesta esfera de raio 1, um estado de polarização será representado por um ponto com
coordenadas angulares θ = 90◦ − 2χ e ϕ = 2Ψ. Cada par de polarizações diametralmente
opostas formam uma base ortonormal completa. Portanto, na base de x̂ e ŷ, qualquer
vetor unitário de polarização elíptica pode ser escrito como:

ε⃗ = cos
(
θ/2
)
x̂ + eiϕ sin

(
θ/2
)
ŷ (2.2.6)

Consideraremos que as direções x e y do sistema de coordenadas coincidem a horizontal e
vertical do laboratório, respectivamente. Portanto, chamaremos as polarizações lineares
nas direções x e y de polarização horizontal (H) e vertical (V) respectivamente.

Os parâmetros χ e ϕ são suficientes para descrever o estado de polarização do feixe,
mas não carregam informação sobre a intensidade. O vetor de Stokes s⃗ é uma representação
para a polarização que contempla esta informação: s⃗ = (s0, s1, s2, s3), em que os números
reais si são os chamados parâmetros de Stokes. Enquanto s0 é proporcional à intensidade
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Figura 9 – (A) Coordenadas θ e ϕ da esfera são definidas a partir dos ângulos χ e Ψ da elipse de
polarização. (B) Esfera de Poincaré com destaque para as polarizações mais comuns.
As polarizações no equador da esfera (χ = 0) possuem elipticidade igual a zero, ou
seja, são polarizações lineares. Fonte: adaptado de [22].

do feixe, os outros três parâmetros são as coordenadas cartesianas do ponto na esfera de
Poincaré multiplicados por s0:

s0 = a2
x + a2

y

s1 = s0 u1 = s0 cos(2χ) cos(2Ψ)

s2 = s0 u2 = s0 cos(2χ) sin(2Ψ)

s3 = s0 u3 = s0 sin(2Ψ),

(2.2.7)

ou, em função do envelope complexo:

s0 =
∣∣A2

x

∣∣+
∣∣∣A2

y

∣∣∣
s1 =

∣∣A2
x

∣∣−
∣∣∣A2

y

∣∣∣
s2 = 2 Re {A∗

xAy}

s3 = 2 Im {A∗
xAy}.

(2.2.8)
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2.2.2 Matrizes de Jones

Uma notação conveniente para a representação e realização de operações envolvendo
polarização é a utilizada no formalismo de Jones, que consiste em representar elementos
ópticos lineares (filtros polarizadores, espelhos e placas de onda, por exemplo) como
matrizes. Neste formalismo, podemos representar a amplitude complexa do campo elétrico
como um vetor coluna:

A⃗ = Axx̂ + Ayŷ = axeiφx x̂ + ayeiφy ŷ =

axeiφx

ayeiφy

 , (2.2.9)

ou, normalizando:

ε⃗ = 1
|A|

A⃗ = 1
|A|

axeiφx

ayeiφy

 , (2.2.10)

onde ε⃗ é o vetor de polarização unitário, |A| =
√

a2
x + a2

y é a amplitude do campo e os
vetores da base são:

x̂ = |H⟩ =

1
0

 e ŷ = |V ⟩ =

0
1

 (2.2.11)

Neste caso utilizamos os vetores |H⟩ e |V ⟩ como base6. Outras bases comuns são: diagonal
|D⟩ e antidiagonal |A⟩; circular direita |R⟩ e esquerda |L⟩. Em conjunto, estas três bases
formam os eixos da elipse de Poincaré da Figura 9B. A elipse de polarização, a esfera de
Poincaré, o vetor de Stokes e o vetor de Jones são representações equivalentes para o vetor
de polarização.

Superposições de feixes com polarizações diferentes são calculadas simplesmente
adicionando os vetores de Jones. Por exemplo, somando dois feixes de amplitudes iguais,
um de polarização circular direita e o outro circular esquerda, temos como resultado um
feixe de polarização horizontal com o dobro das amplitudes individuais originais:

 1
−i

+

1
i

 =

2
0

 = 2

1
0


As matrizes 2 × 2 que representam elementos ópticos são construídas a partir da

transformação que realizam nos vetores da base. Por exemplo, uma polarização que está

6 Apesar do trabalho não tratar de estados quânticos da luz, como abuso de linguarem iremos usar a
notação bra-ket para representar os vetores, já que o espaço dos estados de polarização é, matemati-
camente, um espaço de Hilbert de dimensão 2. Esta notação facilita bastante a escrita e leitura das
contas com vetores e matrizes, produto interno etc. que aparecerão mais à frente.
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Figura 10 – Alguns exemplos de polarizações representadas por vetores de Jones unitários. Fonte:
adaptado de [32].

alinhada ao eixo de transmissão de um polarizador linear ideal permanece inalterada,
enquanto uma ortogonal ao eixo será totalmente absorvida: neste caso queremos uma
matriz com base ortogonal e autovalores reais 1 e 0. Assim, na base H-V, a matriz que
representa o polarizador linear com o eixo de transmissão alinhado na horizontal é:

PH =

1 0
0 0


Seguindo esta mesma lógica, podemos construir as matrizes dos diversos elementos ópticos
lineares que transformam a polarização. Podemos ver alguns exemplos de matrizes no
Quadro 1.

Placas de onda7 (ou retardadores de fase) são elementos construídos com materiais
birrefringentes que aplicam uma diferença de fase entre duas polarizações ortogonais.
Possuem dois eixos principais: o eixo rápido e o eixo lento (direções dos seus autovetores).
Um feixe polarizado na direção do eixo rápido encontra um índice de refração menor e
viaja mais rápido do que a luz polarizada na direção do eixo lento. Uma placa de onda

7 As placas de onda mais comuns são a de um quarto de onda e a de meia onda, que aplicam, respecti-
vamente, deslocamento de fase de π/2 e π entre os autovetores.
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ideal (sem perdas) pode ser representada como:

WP|1⟩,|2⟩,φ1,φ2 = e−iφ1 |1⟩ ⟨1| + e−iφ2 |2⟩ ⟨2| (2.2.12)

onde |1⟩ e |2⟩ são seus autovetores e φ1 e φ2 as autofases. Quando aplicada à um vetor
|a⟩ = a1 |1⟩ + a2 |2⟩:

WP|1⟩,|2⟩,φ1,φ2 |a⟩ = a1e−iφ1 |1⟩ + a2e−iφ2 |2⟩ (2.2.13)

Polarizador linear com eixo de
transmissão fazendo um ângulo
θ com a horizontal

Pθ =
[

cos2 θ cos θ sin θ

cos θ sin θ sin2 θ

]

Placa de um quarto de onda
com eixo rápido fazendo um ân-
gulo θ com a horizontal

QWθ =
[

cos2 θ − i sin2 θ (1 + i) sin θ cos θ

(1 + i) sin θ cos θ sin2 θ − i cos2 θ

]

Placa de meia onda com eixo
rápido fazendo um ângulo θ

com a horizontal
HWθ =

[
cos2 θ − sin2 θ 2 cos θ sin θ

2 cos θ sin θ sin2 θ − cos2 θ

]

Espelho transmitindo (coefici-
ente de transmissão de ampli-
tude t)

Mt =
[

t 0
0 t

]

Espelho refletindo (coeficiente
de reflexão de amplitude r) Mr =

[
−r 0
0 r

]

Quadro 1 – Matrizes de Jones para alguns elementos ópticos. Fonte: adaptado de [1].

A sequência de elementos ópticos pelos quais um feixe polarizado passa deve ser
respeitada quando estamos equacionando o resultado, visto que, em geral, a multiplicação
de matrizes não é comutativa. Portanto, um feixe de polarização |b⟩ que passa por uma
sequência de elementos B1, B2 e B3, nesta ordem, será escrito como:

|bfinal⟩ = B3 B2 B1 |b⟩ (2.2.14)



42 Capítulo 2. Feixes paraxiais

2.3 FEIXES VETORIAIS

Até aqui tratamos do que chamamos feixes escalares, cuja polarização é homogênea,
ou seja, não importa em qual polarização o feixe seja projetado, seu modo espacial não é
alterado, a menos de um fator da amplitude (Figura 11). Já os feixes vetoriais possuem
estrutura na polarização: o vetor polarização de um feixe vetorial que se propaga em z

depende das coordenadas x e y. Por consequência, a projeção em diferentes polarizações
resultará em diferentes perfis de intensidade.

Figura 11 – Exemplo de feixes escalares e vetoriais, e o resultado das projeções em diferentes
polarizações. Fonte: traduzido de [34].

Os feixes de Hermite-Gauss são solução da equação paraxial escalar de Helmholtz,
onde consideramos uma polarização uniforme. Porém, se considerarmos uma polarização
que não é constante, outras soluções são possíveis para a equação de onda (Eq. 2.1.1), por
exemplo [35]:

E⃗(r, z) = A(r, z)ei(kz−ωt)e⃗ϕ, (2.3.1)

onde o vetor polarização e⃗ϕ tem alinhamento azimutal e A(r, z), considerando a aproxi-
mação paraxial, satisfaz a equação:

(
1
r

∂r(r∂r) − 1
r2 + 2ik∂z

)
A(r, z) = 0. (2.3.2)

A Equação (2.3.2) possui solução da forma:

A(r, z) = J1

(
βr

1 + i z
z0

)
exp

(
−i

β2 z
2k

1 + i z
zo

)
AGauss (2.3.3)
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onde,

AGauss = a0
ω0

ω(z) exp
(

−r2

ω2(z)

)
exp

(
ik

r2

2R(z) − iφG(z)
)

(2.3.4)

é o envelope complexo do feixe gaussiano e J1 é a função de Bessel de primeira espécie de
ordem 1.

Esta solução corresponde a um feixe de Bessel-Gauss de polarização azimutal. De
forma similar, podemos encontrar uma solução para o campo magnético que possui a
mesma forma, cujo campo elétrico correspondente representa um feixe de polarização
radial [36]. Podemos também escrever estes feixes vetoriais como uma superposição de
feixes HG de polarizações ortogonais [20, 34, 37]:

|VOVradial⟩ = |HG10⟩ |H⟩ + |HG01⟩ |V ⟩

|VOVazimutal⟩ = |HG01⟩ |H⟩ − |HG10⟩ |V ⟩
(2.3.5)

Estas soluções consistem em vórtices ópticos vetoriais (VOVs), feixes que possuem
simetria cilíndrica8 no perfil transversal de amplitude e singularidade de polarização e de
fase no eixo óptico. Outros exemplos de decomposições são (Figura 12):

|VOVhíbrido+⟩ = |HG10⟩ |H⟩ − |HG01⟩ |V ⟩

|VOVhíbrido×⟩ = |HG01⟩ |H⟩ + |HG10⟩ |V ⟩
(2.3.6)

De forma similar ao que foi feito com os modos escalares, é possível estabelecer
uma esfera de Poincaré de ordem superior para os modos vetoriais (Figura 13). Mas agora
precisaremos de uma base de duas dimensões, que englobe o modo espacial e o vetorial
[38]. Uma base possível (referente à esfera de Poincaré da Figura 13A) é:

|R+⟩ = 1/
√

2
(
|HG01⟩ + i |HG10⟩

)
|R⟩ e

|L−⟩ = 1/
√

2
(
|HG01⟩ − i |HG10⟩

)
|L⟩ ,

(2.3.7)

A menos da amplitude espacial, um feixe genérico (pertencente ao conjunto de VOVs desta
base) pode ser escrito como:

|VOV⟩ = cos
(
θ/2
)

|R+⟩ + eiϕ sin
(
θ/2
)

|L−⟩ , (2.3.8)

8 Os VOVs são chamados também de feixes vetoriais cilíndricos.
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Figura 12 – Decomposição de alguns VOVs como superposições de modos Hermite-gaussianos
ortogonais de polarizações lineares: (A) radial, (B) azimutal, (C) híbrido "cruz" e
(D) híbrido "X". Fonte da figura: adaptado de [20].

com os seguintes parâmetros de Stokes:

s0 =
∣∣⟨R+|VOV⟩

∣∣2 +
∣∣⟨L−|VOV⟩

∣∣2
s1 =

∣∣⟨R+|VOV⟩
∣∣2 −

∣∣⟨L−|VOV⟩
∣∣2

s2 = 2 Re
(

⟨R+|VOV⟩∗ ⟨L−|VOV⟩
)

s3 = 2 Im
(

⟨R+|VOV⟩∗ ⟨L−|VOV⟩
)

.

(2.3.9)

Diferentes conjuntos de VOVs podem ser obtidos a partir de diferentes bases. A
Figura 13B mostra a esfera de Poincaré construída a partir de outra base:

|R−⟩ = 1/
√

2
(
|HG01⟩ − i |HG10⟩

)
|R⟩ e

|L+⟩ = 1/
√

2
(
|HG01⟩ + i |HG10⟩

)
|L⟩ .

(2.3.10)
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Figura 13 – Exemplos de esferas de Poincaré de ordem superior, utilizando dois conjuntos di-
ferentes de feixes vetoriais como base: (A) base da Equação (2.3.7) e (B) base da
Equação (2.3.10). Fonte da figura: adaptado de [34].

Diversas técnicas podem ser empregadas para gerar feixes vetoriais: moduladores
espaciais de luz (SLMs), criação diretamente em laser, q-plates, metasuperfícies plasmôni-
cas, placas de meia onda de vórtex etc [39]. Uma placa de meia onda de vórtex (VHW,
do inglês Vortex Half-Wave Retarder), do tipo que utilizamos neste trabalho, consiste em
um mosaico de placas de meia onda muito pequenas, com seus eixos rápidos variando
continuamente a direção ao longo do plano na placa, como podemos ver no esquemático
da Figura 14. Placas de diferentes ordens possuem padrões diferentes neste mosaico de
eixos rápidos.

Figura 14 – Distribuição angular dos eixos rápidos das VHWs de ordem m = 1 e m = 2, fornecidas
pela fabricante da placa de onda. Fonte: traduzido de [3].



46 Capítulo 2. Feixes paraxiais

A polarização do feixe incidente é girada ponto a ponto com diferentes ângulos,
produzindo feixes de polarização não homogênea. Dependendo da polarização e modo
espacial do feixe incidente e da ordem da placa de onda, diferentes feixes vetoriais são
obtidos na saída. Podemos ver alguns exemplos na Figura 15.

Até aqui desenvolvemos matematicamente e estudamos as propriedades de feixes
paraxiais, com foco em alguns tipos: gaussiano, de Hermite-Gauss e VOVs. No próximo
capítulo estudaremos as cavidades ópticas, a interação com feixes paraxiais e como elas
podem ser utilizadas como separadores de modos.

Figura 15 – Esquemático mostrando o efeito da VHW sobre um feixe incidente gaussiano de
polarização linear horizontal: (A) e (B) placa de ordem m = 1 para duas orientações
diferentes da placa, (C) placa de ordem m = 2. Fonte: adaptado de [3].
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3 CAVIDADES ÓPTICAS

Cavidades ópticas (ou ressonadores ópticos) consistem em interferômetros com-
postos por um conjunto de espelhos de alto coeficiente de reflectância, que definem um
caminho fechado para a luz. Quando a fase acumulada ao longo de uma volta é um múlti-
plo de 2π, temos ressonância entre luz e cavidade e a interferência construtiva maximiza
a intensidade óptica transmitida pela cavidade. Longe da situação de ressonância, a luz
será refletida pelo espelho de entrada [40].

Existem diversas configurações e tipos de cavidades (Figura 16): combinações de
espelhos com distâncias da ordem desde centímetros até quilômetros (como é o caso
das cavidades utilizadas no LIGO), interfaces de um cristal ou semicondutor com o ar,
cavidades microscópicas formadas por microesferas e até mesmo cavidades integradas
em chips. A cavidade de configuração mais simples é o interferômetro de Fabry-Perot,
composto por dois espelhos planos paralelos. Neste trabalho, iremos tratar mais em detalhe
a cavidade triangular, que é a utilizada em nossos experimentos.

Figura 16 – Alguns tipos de cavidade, com destaque para a cavidade triangular. Fonte: adaptado
de [22].
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3.1 CONDIÇÕES DE RESSONÂNCIA E ESTABILIDADE

Em uma cavidade linear composta por dois espelhos planos paralelos, uma onda
plana de comprimento de onda λ entrará em ressonância quando, na distância de uma
volta completa9, couberem n comprimentos de onda, ou seja, 2L = nλ, onde n é um
número inteiro positivo e L é a distância entre os espelhos.

Esta configuração de cavidade com espelhos planos, no entanto, não é geometri-
camente estável, posto que um laser real (descrito como um feixe gaussiano) irá divergir
ao longo da propagação (Figura 17), efeito este que pode ser compensando fazendo o uso
de pelo menos um espelho côncavo, fazendo com que a largura do feixe e seu raio de
curvatura retornem aos mesmos valores após uma volta [40].

Figura 17 – Propagação de um feixe gaussiano ao longo de uma volta: (A) em cavidade linear
plana, (B) cavidade linear côncava, (C) cavidade linear plano-côncava, (D) cavidade
triangular. Nas cavidades lineares a luz percorre o caminho nos dois sentidos, en-
quanto na cavidade triangular a luz dá a volta sempre no mesmo sentido.

Em termos de estabilidade geométrica, a cavidade triangular é análoga à cavidade
plano-côncava (Figura 17C e D). Para que ocorra o casamento de modo, ou seja, o modo
espacial do feixe injetado corresponda ao modo ressonante da cavidade, é necessário que a
cintura do feixe w0 esteja no ponto de foco da cavidade (indicado na Figura 17 pelo ponto
wc) e que a curvatura da frente de onda do feixe, na posição do espelho côncavo, seja
igual à curvatura do espelho. Retomando as equações (2.1.14) e (2.1.16), considerando
que z = 0 é a posição do foco da cavidade e z = L é a posição do espelho côncavo, temos
que:

R(L) = L

[
1 +

(
z0

L

)2
]

= rC e z0 = w2
0
π

λ
,

9 Pode-se analisar os modos de ressonância de uma cavidade como ondas estacionárias ou viajantes.
Trabalharemos com o conceito de ondas viajantes, que simplifica o entendimento da cavidade triangular.
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onde λ é o comprimento de onda do feixe, L é o comprimento da cavidade óptica e rC é
o raio de curvatura do espelho côncavo. Portanto, para que ocorra o casamento de modo
entre o feixe e a cavidade óptica, a cintura do feixe no ponto de foco da cavidade deve ser:

w0 = 4

√
λ2

π2 L (rC − L), (3.1.1)

ou, em termos do comprimento de Rayleigh:

z0 =
√

L (rC − L). (3.1.2)

Isto implica que L < rC , para que o comprimento de Rayleigh tenha um valor real.
Se L > rC , apenas uma fração do feixe ficará confinada na cavidade, havendo perdas por
difração [41].

3.2 CAMPO REFLETIDO E TRANSMITIDO

A intensidade luminosa que será transmitida pela cavidade é resultado da interferên-
cia construtiva entre as ondas que ficam temporariamente confinadas. Podemos calcular os
coeficientes de transmissão e reflexão da cavidade a partir dos coeficientes de transmissão
e de reflexão de cada um dos seus espelhos constituintes.

Para um interferômetro de Fabry–Pérot10 composto por dois espelhos planos de
coeficientes de reflexão de intensidade Ra e Rb (que variam de 0 a 1), temos os seguintes
valores de coeficiente de transmissão de intensidade (IT ) e de reflexão de intensidade (IR)
da cavidade, na situação de ressonância:

IT = (1 − Ra)(1 − Rb)
(1 −

√
Ra Rb)2 e IR = Ra + Rb − 2

√
Ra Rb

(1 −
√

Ra Rb)2 (3.2.1)

Neste caso, um fenômeno contraintuitivo ocorre: quando os espelhos são idênticos,
ou seja, Ra = Rb = R, não importa se o valor de seus coeficientes de reflectância são altos
ou baixos, a cavidade transmitirá 100% da intensidade incidida sobre a cavidade:

IT = (1 − Ra)(1 − Rb)
(1 −

√
Ra Rb)2 = (1 − R)(1 − R)

(1 −
√

R R)2
= 1

10 O comportamento da cavidade linear é bastante conhecido e o desenvolvimento matemático destes
resultados pode ser facilmente encontrados em Fowles [32], Hodgson e Weber [42] e Villar [43].
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Figura 18 – Cavidade triangular composta por dois espelhos planos (espelhos 1 e 2, de coeficientes
de reflexão e transmissão de amplitude r1, t1 e r2, t2 respectivamente) e um espelho
côncavo (coeficientes rc e tc). O feixe incidente entra pelo espelho 1, e a saída de
interesse, utilizada em nosso experimento, é pelo espelho 2.

No caso linear, consideramos que a cavidade possui uma entrada (o espelho onde
o feixe é incidido), e uma saída (o outro espelho). A cavidade triangular não possui
apenas uma saída: no caso da cavidade utilizada em nossos experimentos, as medidas
são realizadas no feixe que é transmitido pelo espelho plano 2 (Figura 18), portanto esta
será nossa saída de interesse. A seguir, iremos calcular os coeficientes de transmissão da
cavidade em cada uma de suas saídas, o que nos dá uma estimativa de quanta intensidade
teremos na saída de interesse e quanta intensidade será perdida nas outras.

Podemos escrever os campos E1, E2 e Ec em função do campo incidente Ei , dos
coeficientes de reflexão e transmissão de amplitude r e t de cada um dos espelhos e das
fases adquiridas ao longo do trajeto na cavidade (Figura 18). Na situação estacionária e
desprezando as perdas espúrias, somaremos a contribuição do feixe que entra na cavidade
com os feixes que estão propagando dentro da cavidade e percorreram n voltas:

E2 = Eit1t2e
iφ1 + Eit1r2rcr1t2e

i(φ1+φ) + Eit1(r2rcr1)2t2e
i(φ1+2φ) + Eit1(r2rcr1)3t2e

i(φ1+3φ) + ...

= Eit1t2e
iφ1(1 + r2rcr1e

iφ + (r2rcr1e
iφ)2 + (r2rcr1e

iφ)3 + ...)

= Eit1t2e
iφ1

∞∑
n=0

(r1r2rce
iφ)n

(3.2.2)
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Como os coeficientes de reflexão e transmissão de espelhos são sempre iguais ou
menores a 1, com r2 + t2 = 1, temos:

E2 = Eit1t2e
iφ1

∞∑
n=0

xn com |x| =
∣∣∣r1r2rce

iφ
∣∣∣ < 1

= Eit1t2e
iφ1

1
1 − x

= Eit1t2e
iφ1

1 − r1r2rceiφ

(3.2.3)

De forma análoga, encontraremos as seguintes expressões para E1 e Ec:

Ec = Eit1r2tce
i(φ1+φ2)

1 − r1r2rceiφ
(3.2.4)

E1 = −r1Ei + Eit
2
1r2rce

iφ

1 − r1r2rceiφ
(3.2.5)

Os coeficientes de transmissão de intensidade da cavidade, por cada espelho, são
dados pelo quadrado do módulo dos campos das Eqs. 3.2.3, 3.2.4 e 3.2.5 com relação ao
campo de entrada Ei. Ainda, substituiremos os coeficientes de reflexão/transmissão de
amplitude r e t dos espelhos, pelos seus coeficientes de reflexão/transmissão de intensidade
R = r2 e T = t2, com R + T = 1:

I2 =
∣∣∣∣E2

Ei

∣∣∣∣2 =
∣∣∣∣∣ t1t2e

iφ1

1 − r1r2rceiφ

∣∣∣∣∣
2

= (1 − R1)(1 − R2)
1 − 2 cos φ

√
R1R2Rc + R1R2Rc

(3.2.6)

Analogamente:

Ic = (1 − R1)R2(1 − Rc)
1 − 2 cos φ

√
R1R2Rc + R1R2Rc

(3.2.7)

I1 = R1 − 2 cos φ
√

R1R2Rc + R1R2Rc

1 − 2 cos φ
√

R1R2Rc + R1R2Rc

(3.2.8)

O cos φ se relaciona com a condição de ressonância: quando o trajeto dentro da
cavidade for tal que à cada volta o feixe ganha uma fase múltipla de 2π, teremos máxima
transmissão de intensidade pela cavidade (cos φ = 1):

I2,ressonância = (1 − R1)(1 − R2)
1 − 2

√
R1R2Rc + R1R2Rc

= (1 − R1)(1 − R2)
(1 −

√
R1R2Rc)2 (3.2.9)
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Substituindo os coeficientes de reflexão por alguns valores de exemplo, que podem
ser encontrados em espelhos dielétricos de alta reflectância comerciais, podemos verificar
a influência que o coeficiente de cada espelho exerce na transmissão da cavidade. Na
Figura 19, temos a intensidade I2,ressonância em função do coeficiente de reflexão Rc do
espelho côncavo, na situação em que os espelhos planos são perfeitamente idênticos e
possuem coeficientes de reflexão R1 = R2 = R = 0, 950 (curva azul), 0, 990 (verde), 0, 995
(laranja) e 0, 999 (vermelha). Nota-se que a transmissão da cavidade cai rapidamente
quando os espelhos planos são muitos bons e o espelho côncavo tem coeficiente Rc < R :
para Rc = 0, 950 a intensidade transmitida cai para 1, 44% da intensidade de entrada
quando R = 0, 999, e cai para 8, 13% quando R = 0, 990.

Figura 19 – Coeficiente de transmissão da cavidade na saída pelo espelho 2, em função da
reflectância Rc do espelho côncavo, para quatro valores de R1 = R2 = R dos
espelhos planos.

Já na Figura 20 temos a situação em que os dois espelhos planos são diferentes e o
coeficiente do espelho côncavo é Rc = 0, 999. Fixando o valor de um dos espelhos planos
em R1 = 0, 990 (curva azul), 0, 995 (laranja) e 0, 999 (verde), vemos que a intensidade
I2,ressonância cai quanto maior for a diferença de reflectância entre os espelhos planos,
atingindo máxima transmissão quando os espelhos são idênticos, com queda acentuada
na região em que se aproximam da reflectância do espelho côncavo. A influência desta
diferença, no entanto, é menos importante do que a qualidade do espelho côncavo: para
R2 = 0, 950 a intensidade transmitida cai para 7, 23% da intensidade de entrada quando
R1 = 0, 999 e para 53, 1% quando R1 = 0, 990.
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Figura 20 – Coeficiente de transmissão da cavidade na saída pelo espelho 2, em função da
reflectância R2 do espelho plano 2, para quatro valores de R1 do espelho plano 1.
Os valores de R1 e R2 são intercambiáveis, visto que a equação para I2,ressonância
(Eq. 3.2.9) é simétrica para estas variáveis.

É interessante notar que, para valores de R2 muito altos (após os pontos de máximo
na Figura 20), a queda acentuada na transmissão da cavidade se dá pela aproximação ao
valor de Rc do espelho côncavo, e não pela diferença entre os espelhos planos. Portanto, em
termos práticos, desde que ambos os espelhos planos possuam reflectâncias suficientemente
inferiores à do espelho côncavo, uma pequena diferença entre eles não compromete de
forma significativa a transmissão da cavidade pelo espelho de interesse.

3.3 INTERVALO ESPECTRAL LIVRE E FINESSE

Se lembrarmos da condição básica de ressonância do feixe na cavidade, 2L = nλ e
que λ = c/ν, temos:

2L = nλ = n
c

ν
=⇒ νn = nc

2L
, (3.3.1)

ou seja, para um mesmo comprimento de cavidade, feixes de diferentes frequências νn

entram em ressonância com a cavidade. Ao intervalo entre duas frequências νn e νn+1,
damos o nome de intervalo espectral livre:

∆ν = νn+1 − νn = c

2L
. (3.3.2)
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Estes picos de ressonância possuem uma certa largura (Figura 21). A largura à
meia altura (FWHM, do inglês full width at half-maximum) de um pico de ressonância, é
chamada de largura de banda da cavidade, δν.

Uma outra característica importante da cavidade óptica é a sua finesse, que é a
medida de quão estreito são os picos de ressonância em relação ao intervalo espectral livre.
A finesse é definida como o intervalo espectral livre dividido pela largura de banda da
cavidade:

F ≡ ∆ν

δν
. (3.3.3)

No caso do nosso experimento, temos um feixe de comprimento de onda fixo e
cavidade de comprimento variável, então podemos reescrever esta relação como:

Ln = nc

2ν
= nλ

2 , com ∆L = c

2ν
= λ

2 . (3.3.4)

Desta forma, se realizarmos uma varredura, variando o comprimento da cavidade, obser-
varemos vários picos de transmissão (que chamaremos de picos de ressonância) para um
mesmo feixe em intervalos regulares ∆L do comprimento da cavidade (que chamaremos
de intervalo entre picos), e a finesse pode ser medida como:

F ≡ ∆L

δL
, (3.3.5)

onde δL é a FWHM do pico em termos de comprimento da cavidade.
A finesse pode ainda ser aproximada em função dos coeficientes de reflexão dos

espelhos, o que é uma boa forma de estimar qual será a finesse da cavidade a partir dos
espelhos que serão utilizados em sua montagem. Rearranjando a Equação (3.2.6):

I2(φ) = I2,ressonância

B2 sin2 φ
onde B2 = 4

√
R1R2Rc

(1 −
√

R1R2Rc)2 . (3.3.6)

Podemos encontrar os valores de φ para os quais I2 está à meia altura:

I2(φ) = I2,ressonância

B2 sin2 φ
= I2,ressonância

2 , (3.3.7)

portanto:

φ± = 2 arcsin (1/ ± B) e δφ = 2 arcsin (1/B). (3.3.8)
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Teremos assim a seguinte relação para a finesse:

F = Período de I2,ressonância

δφ
= π

2 arcsin
(

1 − ξ
1/2

2ξ1/4

) onde ξ = R1R2Rc , (3.3.9)

que, no regime de baixas perdas (espelhos de altas reflectâncias, 1 − ξ ≪ 1), pode ser
aproximada para:

F ≈ 2π

1 − ξ
. (3.3.10)

Figura 21 – Intensidade transmitida por uma cavidade em função da frequência, com destaque
para o intervalo espectral livre e a largura de banda de uma cavidade. (A) Cavidade
ideal sem perdas, com F → ∞. (B) Cavidade com perdas. Fonte: adaptado de [22].

3.4 MODOS ESPACIAIS DE ORDEM SUPERIOR NA CAVIDADE

Conforme vimos anteriormente, feixes HG de ordens superiores adquirem fases
diferentes do feixe gaussiano, em virtude do fator multiplicativo na fase de Gouy (Equação
(2.1.19)). Portanto, devem entrar em ressonância em cavidades de comprimentos diferen-
tes11. Neste caso, é mais interessante pensar na condição de ressonância em termos da fase:

11 Visto que trabalhamos com um laser de comprimento de onda fixo e cavidade de comprimento variável,
realizaremos o tratamento matemático considerando esta situação. Mas no caso de uma cavidade de
comprimento fixo, o comprimento de onda teria que ser ajustado para observar a ressonância de modos
HG superiores.
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queremos que, ao dar uma volta completa na cavidade, o feixe retorne ao ponto inicial
com a mesma fase, ou seja, φ = 2πp, onde p é um número inteiro positivo.

A fase do feixe HGmn após uma volta completa na cavidade é dada por:

φ(2L) = 2Lk − (m + n + 1) φG(2L) = 4πL

λ
− (m + n + 1) arctan

(
2L

z0

)
. (3.4.1)

Igualando à 2πp para cumprir a condição de ressonância, obtemos:

Lmn = λ

4π

[
2πp + (m + n + 1) arctan

(
2L

z0

)]
. (3.4.2)

Assim, a diferença ∆, entre o comprimento Lmn da cavidade ressonante com um
modo HGmn e o comprimento L00 da cavidade ressonante com o modo gaussiano é de:

∆ = Lmn − L00

= λ

4π

[
2πp′ + (m + n + 1) arctan

(
2(L00 + ∆)

z0

)
− arctan

(
2L00

z0

)]
.

(3.4.3)

No caso de cavidades macroscópicas, ∆ é da ordem do comprimento de onda,
enquanto o comprimento L da cavidade é da ordem de centímetros. Isto nos permite
realizar a aproximação [44]:

arctan
(

2(L00 + ∆)
z0

)
≈ arctan

(
2L00

z0

)
, (3.4.4)

resultando em:

∆ ≈ λ

4π

[
2πp′ + (m + n) arctan

(
2L00

z0

)]
. (3.4.5)

Esta distância ∆ é a diferença de tamanho da cavidade, com relação ao modo
gaussiano fundamental (HG00), para o qual feixes hermite-gaussianos de ordem superior
HGmn entram em ressonância. Desta forma, uma cavidade de tamanho variável pode ser
utilizada para identificar e separar modos HG de diferentes ordens N = m + n, de um
feixe composto por uma superposição de modos, ainda que todos eles possuam mesma
frequência e mesma cintura [40].

Existe ainda uma outra fase a ser considerada, devido às reflexões nos espelhos. A
reflexão em cada espelho realiza uma inversão na orientação do eixo paralelo ao plano de
propagação do feixe (eixo x), adicionando uma fase de π à polarização horizontal, mas não
há efeito sobre a polarização vertical, que é perpendicular ao plano de propagação [45],
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[46]. Este efeito também ocorre em modos espaciais de paridade ímpar, como os feixes
HG cujos polinômios de Hermite são funções ímpares (Figura 22). Em cavidades com um
número par de espelhos, esta fase não precisa ser levada em conta, já que o resultado final
será múltiplo de 2π, porém em cavidades com um número ímpar de espelhos, como é o
caso da triangular, o efeito é relevante.

Figura 22 – Efeito da inversão da orientação do eixo x em modo espacial de ordem ímpar, e na
polarização horizontal (paralela ao plano de propagação) de um feixe.

Esta fase adicional recebida pelos modos HG com m ímpar, permitirá que a cavi-
dade triangular discrimine modos de mesma polarização e mesma ordem N que possuam
diferente paridade. Conforme evidenciado na Equação (3.4.5), modos HG de mesma ordem
N = m + n, por exemplo, os modos HG01 e HG10, adquirem a mesma fase de Gouy, e
portanto entrariam em ressonância para o mesmo comprimento de cavidade. Isto ocorre
em cavidades lineares, mas a fase adicional de π acrescentada pela reflexão tripla separará
estes picos (Figura 23).

3.5 VANTAGENS E DESVANTAGENS DA CAVIDADE TRIANGULAR

A cavidade triangular possui duas vantagens com relação à cavidade linear: a
capacidade de separar modos de mesma ordem, que acabamos de descrever, e, enquanto
o feixe refletido pela cavidade linear pode refazer o caminho de volta à fonte emissora,
necessitando de isolamento óptico, o mesmo não ocorre na cavidade triangular, que desvia
o feixe refletido para outra direção.
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Figura 23 – Picos de ressonância de uma superposição de feixes HG00, HG01, HG10, HG20 e HG30
(em proporção 10:5:4:3:2), comprimento de onda λ, ao realizar uma varredura no
comprimento de cavidade de comprimento total 2L. Comparação entre: (A) cavidade
linear e (B) cavidade triangular. Os modos pares entram em ressonância para os
mesmos comprimentos de cavidade, enquanto os ímpares sofrem um deslocamento
devido à reflexão adicional na cavidade triangular. Fonte: adaptado de [40].

Por outro lado, na cavidade triangular temos uma incidência fora da normal da
superfície dos espelhos, acarretando em uma diferença de fase adicional entre a polarização
horizontal e vertical de um feixe. Esta diferença de fase depende das características
do espelho e afetam apenas a polarização, não tendo relação com a ordem do feixe.
Espelhos dielétricos, mais comumente utilizados em cavidades, são constituídos de camadas
intercaladas de filmes finos, de diferentes índices de refração [2, 47]. As reflexões fora da
normal entre estas camadas acarretam em diferentes fases acumuladas pelas componentes
paralela e perpendicular do campo elétrico (mais detalhes podem ser vistos em [48] e
[32]). Esta característica pode tanto ser propositalmente explorada como acarretar em
dificuldades, conforme o experimento realizado.
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3.6 VÓRTICES ÓPTICOS VETORIAIS NA CAVIDADE ÓPTICA

Vimos na Seção 3.4 como feixes HG entram em ressonância na cavidade, e como
o número ímpar de espelhos afeta a fase de modos espaciais de paridade ímpar e modos
de polarização horizontal. Discutiremos agora o que acontece com feixes vetoriais na
cavidade triangular. Podemos iniciar a análise verificando o que ocorre com os feixes
radial e azimutal após uma reflexão:

Reflexão (|VOVradial⟩) = Reflexão (|HG10⟩ |H⟩) + Reflexão (|HG01⟩ |V ⟩)

= (eiπ |HG10⟩)(eiπ |H⟩) + |HG01⟩ |V ⟩

= ei2π |HG10⟩ |H⟩ + |HG01⟩ |V ⟩

= |VOVradial⟩

(3.6.1)

Reflexão (|VOVazimutal⟩) = Reflexão (|HG01⟩ |H⟩) − Reflexão (|HG10⟩ |V ⟩)

= |HG01⟩ (eiπ |H⟩) − (eiπ |HG10⟩) |V ⟩

= eiπ(|HG01⟩ |H⟩ − |HG10⟩ |V ⟩)

= eiπ |VOVazimutal⟩

(3.6.2)

O VOV radial (cujas componentes são pares) é refletido como um feixe de paridade
par e não recebe fase adicional, enquanto o VOV azimutal (cujas componentes são ímpares)
é refletido como um feixe de paridade ímpar, adquirindo uma fase π (Figura 24A). Este
comportamento se repete no caso dos VOVs híbrido "cruz" e híbrido "X" (a decomposição
destes pode ser revista na Figura 12 do capítulo anterior):

Reflexão (|VOVhíbrido+⟩) = Reflexão (|HG10⟩ |H⟩) − Reflexão (|HG01⟩ |V ⟩)

= ei2π |HG10⟩ |H⟩ − |HG01⟩ |V ⟩

= |VOVhíbrido+⟩

(3.6.3)

Reflexão (|VOVhíbrido×⟩) = Reflexão (|HG01⟩ |H⟩) + Reflexão ((|HG10⟩ |V ⟩)

= eiπ(|HG01⟩ |H⟩ + |HG10⟩ |V ⟩)

= eiπ |VOVhíbrido×⟩

(3.6.4)
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Estes quatro feixes acumulam a mesma fase de Gouy ao longo da propagação, já
que são decompostos em modos HG de mesma ordem N = m + n = 1. Exceto pela fase
adquirida nas reflexões, as demais características dos feixes (comprimento de onda, cintura
e raio de curvatura da frente de onda) podem ser idênticas, visto que estas características
não são condicionais ao tipo de VOV. É possível então agrupá-los pela paridade do campo
vetorial da polarização do feixe, com cada conjunto entrando em ressonância para um
certo tamanho de cavidade.

Podemos ainda analisar o que deve ocorrer com um VOV formado pela combinação
linear destes VOVs. Por exemplo, um VOV espiral, formado pela combinação linear dos
VOVs radial e um azimutal (Figura 24B), reflete da seguinte forma:

|VOVespiral⟩ = |VOVradial⟩ + |VOVazimutal⟩

= |HG10⟩ |H⟩ + |HG01⟩ |V ⟩ + |HG01⟩ |H⟩ − |HG10⟩ |V ⟩
(3.6.5)

Reflexão (|VOVespiral⟩) = Reflexão (|HG10⟩ |H⟩) + Reflexão (|HG01⟩ |V ⟩)

+ Reflexão (|HG01⟩ |H⟩) − Reflexão (|HG10⟩ |V ⟩)

= ei2π |HG10⟩ |H⟩ + |HG01⟩ |V ⟩ + eiπ |HG01⟩ |H⟩ − eiπ |HG10⟩ |V ⟩

=
(
|HG10⟩ |H⟩ + |HG01⟩ |V ⟩

)
+ eiπ

(
|HG01⟩ |H⟩ − |HG10⟩ |V ⟩

)
= |VOVradial⟩ + eiπ |VOVazimutal⟩

(3.6.6)

A reflexão adiciona fases diferentes às componentes, conforme a paridade. Assim,
um VOV formado por componentes de mesma paridade deve entrar em ressonância com
a cavidade triangular, ou seja, todas as componentes entram em ressonância no mesmo
comprimento de cavidade (como é o caso dos VOVs radial, azimutal, híbrido "cruz" e
híbrido "X"). Por outro lado, um VOV cujas componentes possuem paridades diferentes,
deve ter suas componentes separadas, visto que as componentes entram em ressonância
para dois comprimentos diferentes de cavidade (como é o caso do VOV espiral).

Portanto, conforme a paridade dos VOVs e de suas componentes, uma cavidade de
comprimento ajustável, ou mesmo um conjunto de cavidades em cascata [44], poderia ser
utilizadas para separar uma mistura de feixes vetoriais (Figura 25).
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Figura 24 – Efeito da reflexão: (A) nos VOVs radial e azimutal, individualmente e (B) no VOV
espiral.

Figura 25 – Representação de picos de intensidade relativos aos VOVs radial e azimutal, incididos
simultaneamente em uma cavidade de comprimento variável.

Este é o comportamento que esperamos observar ao incidir VOVs em uma cavidade
óptica triangular. Com o objetivo de verificar se de fato VOVs entram em ressonância com
uma cavidade triangular e se a cavidade pode ser utilizada para separar alguns grupos de
VOVs, realizamos o trabalho experimental que será descrito no próximo capítulo.
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4 EXPERIMENTO E RESULTADOS

Neste capítulo, descreveremos a proposta experimental realizada e suas etapas.
Iniciaremos com a descrição da montagem experimental e a caracterização da cavidade,
onde identificamos alguns desafios e condições necessárias para a obtenção de ressonância
de feixes VOVs com a cavidade óptica. Em seguida, um estudo sobre a fase geométrica
de Pancharatnam, recurso que foi estudado como ferramenta de compensação de fase. Por
fim, mostraremos alguns testes realizados após alterações na cavidade.

4.1 DESCRIÇÃO DA MONTAGEM

A Figura 26 mostra uma esquematização da montagem utilizada para a caracteriza-
ção da cavidade e testes preliminares. Realizada sobre mesa óptica, a montagem consiste
em um laser de diodo de λ = 780 nm acoplado a uma cavidade estendida12 (laser gerado
possui polarização vertical), cujo feixe passa por um filtro espacial composto de um pinhole
e duas lentes (L1 e L2 de distâncias focais 10 e 30 cm respectivamente) e é direcionado
para um modulador espacial de luz (SLM).

Figura 26 – Montagem experimental, ver o texto para maiores explicações.

12 O laser (diodo Sanyo DL7140-201S) e seus controladores de corrente e de temperatura foram gentilmente
cedidos pelo Professor Dr. Marcelo Martinelli do Laboratório de Manipulação Coerente de Átomos e
Luz (USP/SP). Conforme informado, possui largura de linha menor que 1 MHz, medido via absorção
saturada em rubídio.
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O SLM13, um dispositivo eletrônico que possui uma tela de cristal líquido pixelada
sobre um espelho, realiza a modulação de feixes através de máscaras geradas em um
computador. O controle do SLM é realizado com um programa desenvolvido em LabVIEW
que permite a modulação espacial dos feixes em modos HG. Conforme a tensão aplicada
em cada pixel, este adquire um certo índice de refração, acarretando em uma fase adquirida
pelo feixe ao ser refletido pelo SLM.

Após esta modulação, posicionamos uma lâmina de onda de vórtice (WPV) de
m = 1 que converte o feixe gaussiano em feixe VOV radial. Esta lâmina não é utilizada
na primeira parte das medidas que serão apresentadas.

O casamento de modo é realizado pelas lentes L3 e L4 (distâncias focais 30 e 15 cm)
e o feixe é então encaminhado para a cavidade óptica. A cavidade consiste em dois espelhos
planos (E1 e E2) e um espelho côncavo de raio de curvatura 200 mm, de revestimento
dielétrico de alta reflectância14 para comprimentos de onda na faixa do infravermelho
próximo (750 a 1100 nm). O espelho côncavo (EC) está montado sobre uma pastilha de
material piezoelétrico (PZT)15, que por sua vez está submetida a uma tensão oscilante
triangular de frequência 10 Hz.

O efeito piezoelétrico consiste na interação linear entre quantidades mecânicas e
elétricas. Um material piezoelétrico, ao sofrer deformação devido a uma carga mecânica
tem sua polarização elétrica alterada, sendo possível medir tensão ou carga elétrica com
o uso de eletrodos. Da mesma forma, ao aplicar tensão elétrica no material, produz-se
deformação mecânica (efeito piezoelétrico inverso) [49]. Controlando a tensão aplicada
ao PZT da cavidade com o uso do gerador de função e de um amplificador de tensão
(driver), podemos variar linearmente o comprimento da cavidade em um intervalo de
alguns micrômetros, realizando assim uma varredura e observar os picos de transmissão
de diversos modos do feixe.

O feixe sai da cavidade pelo espelho E2 e um divisor de feixes 50/50 desvia metade
da intensidade para uma câmera, permitindo a visualização do perfil transversal do feixe.
Um fotodetector recebe o restante do feixe e, via efeito fotoelétrico, converte a intensidade
luminosa do feixe em sinal elétrico que é enviado ao osciloscópio, onde analisamos os picos
de ressonância ao longo da varredura do comprimento da cavidade (Figura 27).

13 SLM de alta resolução da fabricante Meadowlark Optics, modelo P1920-600-900.
14 Espelhos com revestimento NIR E03 da fabricante Thorlabs.
15 Modelo PA44LEW, fabricante Thorlabs.
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Figura 27 – Captura de tela do osciloscópio. O sinal azul monitora a tensão aplicada ao PZT, que
neste caso mostra o intervalo relativo a uma subida da rampa da onda triangular,
enquanto o sinal em amarelo mostra a intensidade transmitida pela cavidade de um
feixe HG00 de polarização vertical.

4.2 CARACTERÍSTICAS DA CAVIDADE

A cavidade possui um semiperímetro L de 155 mm, comprimento este que é menor
do que o raio de curvatura rC do espelho côncavo (200 mm), respeitando condição de
estabilidade geométrica. Para o comprimento de onda do laser utilizado, a cintura do feixe
que satisfaz o casamento de modo é:

w0 = 4

√
λ2

π2 (rC L − L2) ≈ 144 µm

Conforme pode ser visto na Figura 27, a varredura no comprimento da cavidade
proporcionada pelo PZT é de quase três intervalos entre picos. Utilizando as Equações
(3.3.2) e (3.3.4) podemos estimar um intervalo espectral livre em torno de 1 GHz e um
intervalo entre picos da ordem de 390 nm e, portanto, uma variação do tamanho da
cavidade da ordem de 1,17 µm (com tensão máxima aplicada ao PZT de 64 V).

Os coeficientes de reflexão dos espelhos utilizados nesta etapa do experimento
(película de alta reflexão código E03 da fabricante Thorlabs) constam no Quadro 2. Os
valores referentes ao ângulo de incidência de 45◦ se aplicam aos espelhos planos, enquanto
6◦ de ângulo de incidência se aplicam ao espelho côncavo. Com os valores fornecidos, é
possível fazer uma estimativa da finesse e coeficiente de transmissão da cavidade. Utilizando
a Equação (3.3.9), chegamos nos valores de finesse:

FV ≈ 580 e FH ≈ 330
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para as polarizações vertical e horizontal, e, com a Equação (3.2.9), calculamos os coefici-
entes de transmissão de intensidade no espelho 2, na situação de ressonância:

IH,2,ressonância ≈ 0, 54 → 54% e IV,2,ressonância ≈ 0, 33 → 33%,

resultando em uma relação entre a intensidade dos picos de ressonância IH = 1, 64 IV .

Polarização Ângulo de incidência Coeficiente de reflexão (%)
horizontal 6◦ 99,49
horizontal 45◦ 99,31
vertical 6◦ 99,54
vertical 45◦ 99,69

Quadro 2 – Coeficientes de reflexão fornecidos pela fabricante dos espelhos, da película NIR de
alta reflectividade para comprimento de onda de 780 nm. Fonte: obtido da planilha
de dados fornecida pela fabricante [2].

Com o valor do intervalo espectral livre e valores estimados de finesse, podemos
fazer um cálculo aproximado da largura de banda da cavidade. Utilizando a Equação
(3.3.3), chegamos nos valores de 1,67 e 2,93 MHz para as polarizações vertical e horizontal,
valores estes que são maiores do que a largura de linha do laser (de 1 MHz).

Com o interesse de caracterizar a cavidade, nesta etapa todas as medidas foram
realizadas com polarizações lineares em modos escalares, ou seja, sem a placa de onda
de vórtex. O feixe produzido pelo laser possui polarização vertical, portanto foi utilizada
uma placa de meia onda na entrada na cavidade, permitindo variar a polarização linear
do feixe para qualquer ângulo de inclinação. A finesse experimental da cavidade foi obtida
utilizando a relação da Equação (3.3.5). Diversas medidas foram realizadas e, utilizando
o programa OriginPro para ajustar os dados e obter a largura dos picos e distância entre
eles, encontramos uma média de FV ≈ 454 (desvio padrão da média = 30) e FH ≈ 210
(desvio padrão da média = 13).

Conforme pode ser verificado na Figura 28, os coeficientes de transmissão ficaram
em torno de 0,17% para a polarização vertical, e 18% para a polarização vertical, resultando
em uma relação da ordem de IH = 100 IV entre os tamanhos dos picos de ressonância.

Esta diferença entre as intensidades constituiu um obstáculo para a observação
da ressonância de feixes vetoriais em virtude da enorme diferença de escala. Observamos
que, ao incidir um feixe diagonal na cavidade (que possui aproximadamente a mesma
intensidade de luz em cada uma das componentes de polarização, relação que é similar
nos VOVs), os picos da componente vertical são "engolidos" pelo ruído da medida da
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Figura 28 – Picos de intensidade medidos no osciloscópio da polarização (A) vertical e (B) e ho-
rizontal, para laser com temperatura controlada (32°C) e mesma potência incidente
na cavidade (10,4 mW). Estes valores de intensidade correspondem a aproximada-
mente 50% da intensidade transmitida, visto que o divisor de feixes desvia parte da
intensidade para a câmera.

Figura 29 – As mesmas medidas da Figura 28, sobrepostas na mesma escala. Detalhe ampliado
evidenciando que o pico da polarização vertical fica escondido no ruído da polarização
horizontal. Em uma medida simultânea (como um feixe diagonal ou vetorial) não é
possível identificar os picos da polarização vertical.

componente horizontal, inviabilizando a visualização simultânea de ambas polarizações
(Figura 29). Quando são realizadas medidas para uma mesma polarização, porém, a
cavidade se mostra eficiente em identificar diferentes modos espaciais, como evidenciado
na Figura 30, inclusive separando modos de mesma ordem e paridade diferente, conforme
discutido na Subseção 3.4.



68 Capítulo 4. Experimento e resultados

Figura 30 – Alguns modos HG na cavidade, mostrando: (A) separação entre os picos de diferentes
modos (medidas foram obtidas separadamente e superpostas a partir de referência)
e (B) imagens capturadas na câmera dos respectivos feixes.

Figura 31 – Gráfico fornecido pela fabricante mostrando a histerese do PZT para três condições
diferentes. Fonte: traduzido de [50].

Outro fator importante para a leitura das medidas é a existência de não-linearidade
no PZT (Figura 31). O PZT apresenta histerese, e seu comportamento depende de muitas
variáveis, como a tensão aplicada, velocidade de varredura, temperatura, características
do sistema em que está montado, carga etc [49, 50]. Esta histerese foi perceptível nas
medidas experimentais: as distâncias entre os picos de ressonância de um mesmo modo,
que deveriam ser iguais, variam conforme a posição relativa à rampa de tensão aplicada
ao PZT (Figura 32A). Esta diferença na distância entre os picos é sistemática, ou seja,
não ocorre apenas por curtos períodos de tempo, logo não podem ser explicadas por
instabilidades mecânicas ou do laser. Ocorre em todas as medidas, e varia conforme a
posição relativa entre os picos e a rampa de tensão do PZT.
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Figura 32 – Medida de um feixe de polarização "diagonal"16. Setas de mesma cor possuem o
mesmo comprimento. Em vermelho, evidência do efeito da não-linearidade do PZT:
o intervalo entre dois picos consecutivos de polarização H no início da rampa de
tensão (à esquerda) é maior do que o intervalo do final da rampa (à direita). Em
azul, a distância dos picos H até a metade do intervalo, onde se esperaria ver o pico
V na situação de comportamento linear do PZT e na ausência de fase relativa ao
ângulo de incidência na cavidade.

Esta histerese afeta também a caracterização do efeito da incidência fora da normal
no espelho de entrada da cavidade. Se considerarmos apenas a fase π adicionada pelo
número ímpar de espelhos da cavidade, ao enviarmos um feixe diagonal, esperaríamos que
um pico de polarização vertical ficasse posicionado exatamente no meio do caminho entre
dois picos horizontais consecutivos. Um desvio desta posição central seria efeito do ângulo
de incidência. Porém um desvio aparente pode surgir devido ao comportamento não-linear
do PZT, tornando difícil mensurar qual parcela é devida à fase.

Os valores de finesse, transmissão da cavidade e posição dos picos mensurados
experimentalmente foram bastante diferentes dos valores estimados, principalmente para o
coeficiente de transmissão da polarização V. Alguns fatores influenciam nesta discrepância:

• Variação nos valores do coeficiente de reflectância dos espelhos. Existe grande vari-
abilidade no valor de reflectância conforme o lote dos espelhos, conforme pode ser
observado na planilha de variância fornecida pelo fabricante (Anexo A). Isto tem
grande impacto no coeficiente de transmissão da cavidade triangular, conforme vimos
na Subseção 3.2, caso a reflectância do espelho côncavo seja inferior ao informado.

16 Na realidade o feixe de entrada é quase vertical. Devido à diferença no coeficiente de transmissão das
polarizações, para termos picos verticais e horizontais com aproximadamente a mesma intensidade na
saída, é necessário que o feixe de entrada tenha uma componente de polarização horizontal bastante
reduzida.
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• Não-linearidade do PZT. A medida do intervalo entre picos e da FWHM de cada pico
são afetados pela histerese, afetando diretamente a medida de finesse, que apresentou
grande desvio padrão.

• Instabilidade mecânica da cavidade e de frequência do laser. Estas instabilidades,
ainda que em menor grau que os fatores anteriores, também impactam a medida de
finesse e transmissão da cavidade. Ruídos mecânicos deixam os picos serrilhados e
inclinados, dificultando a medida da FWHM.

Em decorrência da grande diferença de transmissão de intensidade das polariza-
ções, não foi possível testar diretamente a ressonância do feixe VOV. As medidas foram
realizadas da seguinte forma:

1. com o uso de um polarizador na saída da cavidade com o eixo rápido alinhado à
vertical e em seguida à horizontal, os dados de cada polarização foram obtidos em
suas respectivas escalas de intensidade;

2. foi realizada uma medida "intermediária", com o polarizador levemente inclinado
com relação ao eixo vertical, de forma a registrar as posições dos picos de ambas
as polarizações17, visto que, no intervalo de tempo cada medida, instabilidades
poderiam deslocar os picos, resultando em uma sobreposição equivocada dos dados;

3. os dados de ambas polarizações foram plotados em gráficos que foram sobrepostos,
com escalas da intensidade ajustadas de forma a equiparar a ordem de grandeza
dos picos, e a posição relativa entre os gráficos foi corrigida com base na medida
intermediária.

Verificamos que ocorre uma pequena separação entre as componentes H e V do
VOV radial (Figura 33), o que suspeitamos ocorra pelo ângulo de incidência do feixe na
entrada da cavidade, que acaba por adicionar uma fase indesejada entre as polarizações.

17 Esta medida "intermediária" serve apenas como referência, visto que o polarizador inclinado realiza
uma projeção do feixe como um todo, que perde o caráter vetorial. Além disto é uma medida que
contém bastante ruído, visto que o ruído da polarização horizontal acaba ficando da mesma ordem
de grandeza dos picos da polarização vertical. A identificação de quais são os picos corretos é feita
inclinando gradualmente o polarizador.
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Figura 33 – Picos das componentes de polarização vertical (rosa) e horizontal (azul) do VOV
radial na cavidade, com a posição corrigida por referência. Ao lado, imagens destas
projeções capturadas pela câmera.

4.3 FASE DE PANCHARATNAM-BERRY

Como forma de corrigir os deslocamentos indesejados de fase causados pelo ângulo
de incidência do feixe na entrada da cavidade, realizamos um estudo sobre fases geométricas.
Em termos matemáticos, fases geométricas são holonomias. Tomando como exemplo um
vetor tangente à superfície de uma esfera, a holonomia se constitui na falha em preservar
a informação da direção do vetor, pelo seu transporte paralelo ao longo de um circuito
fechado, devido à curvatura da superfície (Figura 34).

Figura 34 – Transporte paralelo de um vetor tangente à superfície de uma esfera.

A fase geométrica, generalizada por M. Berry em 1984, aparece em diversos campos
da física, inclusive na mecânica quântica. Quando os parâmetros de um sistema quântico
são variados lentamente ao longo de um caminho fechado (um ciclo adiabático), a fase do
estado pode não retornar ao valor original [51]. Na óptica, este fenômeno foi observado
por S. Pancharatnam em 1956, que verificou que um feixe levado ao longo de um ciclo
fechado no espaço das polarizações, ou seja, que faz um caminho fechado na esfera de
Poincaré, adquire uma fase geométrica ao longo do percurso igual à metade do ângulo
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sólido do caminho fechado na esfera (Figura 35).

Figura 35 – Ângulo sólido Ω delimitado por triângulo geodésico (caminho fechado percorrido na
esfera de Poincaré por um feixe).

Pancharatnam estabeleceu um critério para considerar que dois feixes em estados
diferentes de polarização estão em fase, chamado conexão de Pancharatnam. A diferença
de fase φ entre feixes de diferentes polarizações é a fase que, quando aplicada a um dos
feixes, maximiza a intensidade da superposição deles. Esta definição implica que a fase φ

entre dois feixes |a⟩ e |b⟩ é:
φ = arg ⟨a|b⟩ , (4.3.1)

e eles estarão em fase quando ⟨a|b⟩ for real e positivo. Esta relação não é transitiva: se |a⟩
está em fase com |b⟩, que por sua vez está em fase com |c⟩, isto não implica que |c⟩ esteja
em fase com |a⟩ [52].

Seja um feixe |a⟩, projetado em dois estados intermediários |b⟩ e |c⟩ e depois de
volta ao estado de polarização inicial. O estado |a′⟩ resultante pode ser expressado como:

|a′⟩ = ⟨a|c⟩ ⟨c|b⟩ ⟨b|a⟩ |a⟩ , (4.3.2)

|a⟩ e |a′⟩ diferem em amplitude e por uma fase geométrica, cujo valor é dado por:

φP = arg(⟨a|c⟩ ⟨c|b⟩ ⟨b|a⟩). (4.3.3)

Foi demonstrado por Pancharatnam que

|φP | = Ω
2 , (4.3.4)

onde Ω é o ângulo sólido do triângulo geodésico formado pelos estados |a⟩, |b⟩ e |c⟩ na
esfera de Poincaré (Figura 35) [53, 54]. É possível, portanto, com o uso de um conjunto de
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placas de onda, alterar a fase de um feixe sem alterar seu modo espacial ou de polarização,
ferramenta que pode ser usada para corrigir fases indesejadas. Se incidirmos um feixe
linear de polarização horizontal ou vertical em uma sequência de três placas de onda —
um quarto de onda (eixo rápido a 45◦ com relação ao eixo x), meia onda (ângulo variável)
e novamente um quarto de onda (eixo rápido a 45◦ com relação ao eixo x), nesta ordem
(ver Figura 36) — teremos como resultado um feixe eφP |a⟩, onde φP depende do ângulo
ϕ da placa de meia onda. Podemos visualizar um exemplo do efeito desta sequência de
placas de onda na Figura 37.

Figura 36 – Sequência e ângulos das placas de onda utilizadas para adicionar fase geométrica à
feixe de polarização linear H ou V.

Figura 37 – Efeito, na esfera de Poincaré, da sequência de placas de onda sobre um feixe de
polarização horizontal. A menos da fase, o caminho percorrido pela polarização é
|H⟩ → |L⟩ → |R⟩ → |H⟩. A fase geométrica adquirida é igual à metade do ângulo
sólido da área destacada em azul18.

18 Esta área, uma luna esférica, é definida pelos dois grandes círculos que se encontram nos polos da
esfera e estão separados pelo ângulo 2ϕ, em que ϕ é o ângulo da placa de meia onda [53–55].
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Em representação de matrizes de Jones (conforme o Quadro 1), este conjunto de
placas de onda é escrito da forma:

QW45◦ · HWϕ · QW45◦ =

1−i
2

1+i
2

1+i
2

1−i
2

 ·

cos2 ϕ − sin2 ϕ 2 cos ϕ sin ϕ

2 cos ϕ sin ϕ sin2 ϕ − cos2 ϕ

 ·

1−i
2

1+i
2

1+i
2

1−i
2

 ·

=

ei(2ϕ− π
2 ) 0

0 ei( π
2 −2ϕ)

 ,

(4.3.5)

Portanto:

φP H = arg

⟨H|

ei(2ϕ− π
2 ) 0

0 ei( π
2 −2ϕ)

 |H⟩

 = 2ϕ − π

2 , (4.3.6)

φP V = arg

⟨V |

ei(2ϕ− π
2 ) 0

0 ei( π
2 −2ϕ)

 |V ⟩

 = π

2 − 2ϕ, (4.3.7)

onde φP H é a fase de Pancharatnam adquirida pela polarização horizontal e φP V é a fase
de Pancharatnam adquirida pela polarização vertical.

Analisando a matriz da Equação (4.3.5) é fácil observar que, ao final do conjunto,
os modos de polarização vertical e horizontal não sofrerão alteração na amplitude. Na
Figura 38, vemos o comportamento da fase adquirida e intensidade do feixe em função do
ângulo da placa de meia onda.

Figura 38 – (A) Em azul, cálculo da fase adquirida pela polarização horizontal e, em vermelho,
pela polarização vertical. (B) Ambas polarizações mantém a intensidade constante.
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Experimentalmente pode ser difícil posicionar as placas de onda nos ângulos exatos.
Uma cavidade ideal têm o plano de propagação perfeitamente horizontal com relação à
mesa de experimentos. Porém, na prática, este plano pode ter certa inclinação, podendo
gerar imprecisão no posicionamento das placas de onda. Podemos observar, nas Figuras
39 e 40, o efeito decorrente do desvio de uma ou das duas placas de um quarto de onda,
sobre a fase e a intensidade de um feixe.

Figura 39 – Gráfico do efeito esperado sobre a fase de um feixe de polarização horizontal, em
decorrência de erros no ângulo das placas de um quarto de onda. O comportamento
linear se mantém com mesma inclinação, porém a função é deslocada.

Figura 40 – Gráfico do efeito esperado sobre a intensidade da componente horizontal de um feixe
de polarização diagonal, em decorrência de erros no ângulo das placas de um quarto
de onda, ocorrendo transferência de energia entre as componentes.

O erro no ângulo das placas de um quarto de onda implica que, ao longo do trajeto,
a conversão do feixe horizontal (ou vertical) para circular não é perfeita. Ao invés de
circular, a polarização do feixe torna-se elíptica. Ao final, o feixe que originalmente era
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horizontal (ou vertical) acaba adquirindo uma componente da polarização ortogonal, tendo
parte da energia transferida para a outra polarização.

4.4 COMPENSAÇÃO DE FASE

Para realizar experimentalmente esta compensação de fase, foi inserido dentro da
cavidade, um "sanduíche" composto de duas placas de um quarto de onda com uma de
meia onda no meio. As lâminas ficam sobre um suporte plástico, desenhado e impresso
com dimensões compatíveis com as da cavidade. A peça não fica afixada na cavidade,
permitindo a operação da cavidade "vazia" ou com o conjunto de lâminas. As medidas
dos ângulos das placas de onda foram realizadas indiretamente: uma escala milimetrada
foi afixada ao longo do perímetro das placas de onda (Figura 41), permitindo a medida
do arco do perímetro, e este valor foi então convertido em graus.

Figura 41 – (A) Vista frontal da cavidade, evidenciando o suporte do conjunto de lâminas. (B)
Vista superior mostrando o posicionamento das lâminas dentro da cavidade. (C)
Fotos das placas no suporte, com destaque para a escala milimetrada afixada nas
placas para a realização das medidas do ângulos. Após o alinhamento das três placas
em 45◦, o ângulo da placa do meio, durante o giro, foi medido em relação às outras
duas placas.

Realizamos testes incidindo na cavidade um feixe com polarização linear inclinada,
com picos verticais e horizontais de mesma ordem de grandeza. A placa de meia onda,
inicialmente alinhada a 45◦, foi girada em incrementos de 0,5 mm até chegar em 90◦. O
comportamento linear verificado foi compatível com o esperado. Na Figura 42 podemos ver
a média dos dados obtidos, com suas respectivas barras de erro propagado e a linearização.
O eixo vertical do gráfico apresenta a distância relativa entre um pico de polarização H
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com relação ao pico de polarização V à sua esquerda, normalizado pela distância entre
dois picos V consecutivos: se o pico H estiver posicionado exatamente no meio do intervalo,
sua posição relativa é 0,5. Como forma de minimizar a influência da não-linearidade do
PZT, houve o cuidado de realizar medidas com os picos mais próximos ao final da rampa
de tensão. A Figura 43 ilustra este deslocamento relativo da posição dos picos.

Figura 42 – Posição relativa dos picos de ressonância das polarizações, em função do ângulo da
placa de meia onda.

Figura 43 – Sobreposição de medidas realizada para cada ângulo da placa de meia onda, mos-
trando o deslocamento progressivo do pico da polarização horizontal. Ambos os picos
se movem, em incrementos iguais mas em direções opostas, portanto, para facilitar
a visualização, as medidas foram alinhadas tendo os picos verticais como referência.
A nomenclatura dos picos e cores utilizadas correspondem às da Figura 42.
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4.5 FEIXE VOV RADIAL NA CAVIDADE

Numa tentativa de obter intensidades semelhantes para as componentes de polari-
zação na saída da cavidade, substituímos os espelhos planos da cavidade por outros com
coeficientes de reflexão inferiores, película reflexiva código 115306 da fabricante Layertec,
cuja ficha técnica pode ser vista no Anexo A. Com valores de reflectância informados pela
fabricante de 0, 95 para a polarização vertical e 0, 77 para a horizontal, novas estimativas
de finesse e transmissão da cavidade foram feitas:

• Finesses estimadas: FV ≈ 62 e FH ≈ 16.

• Intensidades estimadas na ressonância: IV,2 ≈ 0, 917 → 92% e IH,2 ≈ 0, 983 → 98%.

Os valores obtidos através de medições foram:

• Finesses medidas: FV ≈ 44 e FH ≈ 10.

• Intensidades medidas na ressonância: IV,2 ≈ 0, 70 → 70% e IH,2 ≈ 0, 81 → 81%.

Apesar da diferença entre os valores estimados e medidos, como foi garantido que a
reflectância dos espelhos planos fossem inferiores à do espelho côncavo, foi obtida grande
transmissão pela cavidade para ambas as polarizações permitindo a visualização dos picos
de ambas polarizações na mesma escala de medida (Figura 44).

Figura 44 – Picos de intensidade de um feixe linear aproximadamente diagonal. As componentes
horizontal e vertical possuem intensidades similares, e podem ser visualizadas em
uma medida simultânea.

A título de comparação com o conjunto anterior de espelhos, realizamos algumas
medidas sem compensação de fase. O efeito da incidência fora do ângulo normal, que
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adiciona uma fase indesejada entre as polarizações ainda ocorre, como pode ser visto na
Figura 45, em que os dados foram ajustados com o uso do analisador de picos do programa
OriginPro. No entanto o efeito é menos pronunciado do que com o conjunto de espelhos
anterior, como podemos ver comparando as medidas na Figura 46.

Figura 45 – As distâncias assinaladas em azul possuem o mesmo comprimento, e são iguais a
aproximadamente 95% da distância em vermelho.

Figura 46 – Diferença de deslocamento de fase ocasionado por cada conjunto de espelhos planos.
Em preto, temos a curva obtida utilizando os espelhos planos de alta reflexão da
Thorlabs, e em vermelho, as novas medidas com os espelhos planos de coeficiente de
reflexão inferior, da Layertec.

Incidindo o VOV radial na cavidade com esta nova configuração de espelhos, foi
possível notar que a ressonância ocorre, porém de forma imperfeita: os picos ficam distor-
cidos em virtude da pequena diferença de fase entre as polarizações H e V (Figura 47A-B).
Devido à baixa finesse da polarização H, não é possível identificar de forma exata a sepa-
ração dos picos no osciloscópio, porém usando de forma dinâmica um filtro polarizador,
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girando o ângulo do filtro e observando os picos H e V crescendo ou diminuindo, a sepa-
ração é perceptível. Inserindo o conjunto de três placas de onda dentro da cavidade para
realizar a correção da fase, foi possível corrigir a posição de ressonância das componentes,
para efetivamente alcançar a ressonância do feixe VOV radial na cavidade óptica (Figura
47C-D).

Figura 47 – (A) Picos do VOV radial na cavidade, sem compensação de fase. Os picos ruidosos
de intensidade baixa são modos vetoriais secundários gerados pela lâmina de onda
de vórtice e podem ser desconsiderados na análise; os dados foram ajustados no
programa OriginPro, com o uso de um analisador de picos, e podem ser observados
em (B). Em (C) temos os picos do VOV radial na cavidade com compensação
de fase e, no gráfico (D) dos dados ajustados, é fácil ver que a ressonância do feixe
radial foi obtida de forma satisfatória.

Utilizando o programa OriginPro para aplicar um filtro Savitzky–Golay nos dados
e encontrar "picos escondidos", no caso sem compensação de fase, foi possível identificar os
picos das componentes H e V (Figura 48A). O mesmo não ocorre quando há compensação
de fase. Mesmo forçando a ferramenta de análise a encontrar mais de um pico, o resultado
é um somatório de curvas alinhadas no mesmo ponto, o que não possui significado físico
(Figura 48B).

Com base no que é observado dinamicamente no osciloscópio durante o experimento
e nos dados apresentados nos gráficos das Figuras 47 e 48, fica claro que é possível obter
a ressonância de feixes do tipo VOV em uma cavidade óptica triangular, utilizando uma
ferramenta de compensação de fase para corrigir a fase adicionada pelos espelhos que
compõem a cavidade.

Reforçando este resultado, imagens do perfil transversal de intensidade do feixe
VOV radial e de suas componentes (Figura 49) foram capturadas pela câmera locali-
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Figura 48 – Aplicação do filtro Savitzky–Golay nos dados obtidos. (A) No caso sem compensação
de fase, o feixe é decomposto em suas componentes: o pico mais largo (de menor
finesse) é relativo à polarização H (em vermelho), e o mais fino (de maior finesse), à
polarização V (azul). Em pontilhado, temos a soma das componentes. (B) Caso da
medida realizada com compensação de fase.

zada após a cavidade, com o PZT desligado (ou seja, com o comprimento da cavidade
momentaneamente fixo).

Figura 49 – Imagens obtidas na câmera posicionada após a cavidade. As componentes foram
projetadas com o uso de um filtro polarizador posicionado em frente à câmera.
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5 CONCLUSÃO E PERSPECTIVAS

Neste trabalho demonstramos teoricamente que alguns VOVs entram em resso-
nância com a cavidade triangular, enquanto outros devem ser decompostos, conforme a
paridade de suas componentes.

Com os testes realizados, observamos que os espelhos da cavidade, para o uso com
feixes vetoriais, precisam ser selecionados de forma mais cuidadosa quando comparado
a cavidades utilizadas com feixes escalares. A diferença de fase entre as polarizações H
e V, em decorrência do ângulo de incidência do feixe na cavidade, não afeta de forma
relevante feixes escalares de polarização linear. Um feixe linear qualquer sempre pode ter
sua polarização rotacionada, antes de adentrar a cavidade, de forma a ficar paralela ou
perpendicular ao plano de incidência dos espelhos da cavidade. Assim, a fase adicionada
pelo ângulo de incidência no espelho de entrada será igual para todos os modos HG, não
trazendo prejuízo no uso da cavidade para separar ou identificar modos espaciais. O mesmo
ocorre para a diferença na transmissão de intensidade da cavidade para cada polarização.
Porém, estes fatores tornam-se relevantes para feixes circulares, elípticos e VOVs.

Se, por um lado, os espelhos de coeficiente de reflexão mais baixo apresentam
menores disparidades entre as componentes de polarização, por outro, afetam a capacidade
de filtragem da cavidade, já que diminuem sua finesse.

Conforme discutido em nosso trabalho, o desvio da fase entre as polarizações pode
ser compensado com o uso das placas de onda internas à cavidade, que adiciona uma fase
de Berry-Pancharatnam simétrica nas componentes. Observamos experimentalmente que
o comportamento do conjunto de placas de onda é linear e acompanha o que é esperado
teoricamente.

Demostramos assim que, com o uso desta ferramenta de compensação de fase, é
possível obter a ressonância de VOVs com a cavidade triangular, e obtivemos com sucesso
a ressonância de um VOV radial. No entanto, encontramos bastante dificuldade de realizar
o posicionando angular das placas de onda com exatidão. Isto pode ser aprimorado com o
desenvolvimento de um suporte mais refinado.

Devido à questões técnicas e do contexto da pandemia de Covid-19 (que implicou
no fechamento temporário da Universidade), não cumprimos todos os objetivos planejados
inicialmente. Porém identificamos os principais obstáculos e parâmetros que devem ser
observados para a alcançá-los. Isto se configura em grande avanço para os futuros trabalhos
no laboratório e para a continuidade desta pesquisa.

Temos como perspectivas obter ressonância dos outros VOVs (além do radial) com
a cavidade triangular, verificar a decomposição de VOVs conforme a paridade de suas
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componentes, estudar VOVs de ordens superiores e, assim, aprofundar o uso da cavidade
triangular como ferramenta de análise de feixes vetoriais.

Algumas melhorias no experimento podem ser realizadas. Com um maior controle
dos coeficientes de reflexão dos espelhos, seria possível diminuir a diferença de transmissão
de intensidade das polarizações sem prejuízo para a finesse da cavidade, que, conforme
discutido, depende da quantidade de perdas pelos espelhos (Equação 3.3.9). Isto porém
pode demandar custos altos para produção ou compra de espelhos customizados. Outra
questão que pode ser aprimorada no experimento é a compensação da não-linearidade do
PZT. É possível adaptar o controle do PZT de forma a compensar e reduzir a influência
da histerese nas medidas. É necessário caracterizar o componente, aplicar métodos de
modelagem e utilizar atuadores com compensação [49].
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ANEXO A – INFORMAÇÕES TÉCNICAS SOBRE OS ESPELHOS

Tabela de variância do coeficiente de reflexão dos espelhos BB1-E03, fabricante
Thorlabs (ângulo de incidência de 6◦):
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92 ANEXO A. Informações técnicas sobre os espelhos

Tabela de variância do coeficiente de reflexão dos espelhos BB1-E03, fabricante
Thorlabs (ângulo de incidência de 45◦):
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