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RESUMO

Dado um espaco rotulado normal tal que a familia acomodante e o alfabeto sdo enume-
raveis, caracterizamos os estados KMS e ground de certa agao fortemente continua do
grupo topoldgico aditivo dos numeros reais na C*-algebra desse espago rotulado. Além
disso, definimos a C*-algebra de Toeplitz do espaco rotulado normal, e mostramos que
essa C*-algebra de Toeplitz pode ser vista como uma C*-agebra de grupoide e como
um produto cruzado parcial. Por fim, supondo que o espaco rotulado normal possui a
familia acomodante e o alfabeto enumeraveis, e usando a versao produto cruzado par-
cial da sua C*-algebra de Toeplitz, caracterizamos os estados KMS e ground de certa
acao fortemente continua do grupo topolégico aditivo dos niumeros reais na C*-algebra
de Toeplitz desse espaco.

Palavras-chave: C*-algebra de espaco rotulado. C*-algebra de Toeplitz de espaco
rotulado. Produto cruzado parcial. C*-algebra de grupoide. Estado KMS.



ABSTRACT

Given a normal labelled space such that the accommodating family and the alphabet are
countable, we characterize the KMS and ground states of a certain strongly continuous
action of the additive topological group of real numbers in the C*-algebra of this labelled
space. In addition, we define the Toeplitz C*-algebra of the normal labelled space,
and we show that this Toeplitz C*-algebra can be seen as a groupoid C*-algebra and
as a partial crossed product. Finally, assuming that the normal labelled space has
countable accommodating family and alphabet, and using the version of the partial
crossed product of his Toeplitz C*-algebra, we characterize the KMS and ground states
of a certain strongly continuous action of the additive topological group of real numbers
in the Toeplitz C*-algebra of that space.

Keywords: C*-algebra of labelled space. Toeplitz C*-algebra of labelled space. Partial
cross product. Groupoid C*-algebra. KMS state.
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1 INTRODUGAO

Comecamos comentando brevemente sobre alguns temas abordados ao longo
do nosso trabalho. A definicao de uma C*-algebra associada com um grafo rotulado,
ou mais precisamente a um espaco rotulado, foi primeiramente dada em (BATES;
PASK, 2007). Entre os exemplos dados pelos autores estao as classes de C*-algebras
de grafos (KUMIJIAN et al.,, 1997) e (RAEBURN, 2005), C*-algebras de ultragrafos
(TOMFORDE, 2003), e algebras de Carlsen-Matsumoto (CARLSEN; MATSUMOTO,
2004) e (CARLSEN, 2008). Estas classes incluem outras classses importantes de
C*-algebras tais como algebras de Cuntz (CUNTZ, 1977), algebras de Cuntz-Krieger
(CUNTZ; KRIEGER, 1980) e algebras de Exel-Laca (EXEL; LACA, 1999). A definigéo
original foi revisada primeiramente em (BATES; PASK, 2007) e depois em (BATES;
CARLSEN; PASK, 2017). Além disso, lembramos que os autores em (BOAVA; DE
CASTRO; MORTARI, 2017a) proporam independentemente a definicdo revisada em
(BATES; CARLSEN; PASK, 2017).

Estados Kubo-Martin-Schwinger (KMS) em C*-algebras é assunto de intensa
pesquisa tanto em Matematica, quanto em Fisica. O estudo matematico de esta-
dos KMS comecou com a formulacao C*-algébrica da mecéanica quantica estatis-
tica (HAAG; HUGENHOLTZ; WINNINK, 1967) e (BRATTELI; ROBINSON, 1979). Ao
longo dos anos, uma ampla literatura sobre o tema foi desenvolvida. Temos estudos
de estados KMS de C*-algebras associadas com aplicagdes expansivas (KUMJIAN;
RENAULT, 2006), grafos (DE CASTRO; MORTARI, 2014) e (KAJIWARA; WATATANI,
2013), grafos relativos (CARLSEN; LARSEN, 2016), grafos higher-rank (AN HUEF et
al., 2014), homeomorfismos locais (AFSAR; AN HUEF; RAEBURN, 2014), ultragrafos
(DE CASTRO; GONCALVES, 2018), e grupdides sobre fibrados de Fell (AFSAR; SIMS,
2021), para citar alguns exemplos.

Em (FOWLER; RAEBURN, 1999) e (KATSURA, 2004), temos a definicao da
C*-algebra de Toeplitz de um grafo dirigido. Para a definicao, os autores relacionam
uma C*-correspondéncia ao grafo dirigido e definem a C*-algebra de Toeplitz como a
C*-algebra relacionada a representacao de Toeplitz da C*-correspondéncia. Em (AN
HUEF et al., 2013) e (CARLSEN; LARSEN, 2016), temos o estudo dos estados KMS
e ground da C*-algebra de Toeplitz de grafos dirigidos olhando para estas algebras
como algebras universais geradas por projecoes e isometrias parciais. Sendo que em
(CARLSEN; LARSEN, 2016) os autores usam a descricao da C*-algebra de Toeplitz
como produto cruzado parcial para caracterizar os estados KMS e ground.

Um dos principais temas de pesquisa e uma das ferramentas mais poderosas na
area de Algebras de Operadores é descrever uma C*-algebra como uma C*-algebra de
grupoide (RENAULT, 1980) e/ou como um produto cruzado parcial (EXEL; LACA, 2003)
e (EXEL, 2017). Por exemplo, em (BOAVA; DE CASTRO; MORTARI, 2020) temos a
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descricao da C*-algebra de um espaco rotulado como uma C*-algebra de grupoide,
e em (DE CASTRO; VAN WYK, 2020) os autores descrevem a C*-algebra do espacgo
rotulado como um produto cruzado parcial e usam essa descricdo para caracterizar
condicoes de simplicidade da C*-algebra do espaco rotulado.

Agora vamos resumir o que fizemos no nosso trabalho. No Capitulo 2, lembra-
mos da definicdo de espagos rotulados normais e do espago topoldgico de filtros tight
T, que nos foi util no Capitulo 3. Além do mais, definimos e mostramos algumas propri-
edades de um novo espaco topoldgico de filtros P, chamado de espago de caminhos
de ultrafiltros, o qual foi usado nos Capitulos 4 e 5. Por fim, lembramos de algumas defi-
nicdes de medidas conformes (BISSACOT et al., 2022), que usamos para caracterizar
por mais vias os estados KMS nos Capitulos 3 e 5.

No Capitulo 3, usando a descricao da C*-algebra do espaco rotulado C*(&, L, B)
como produto cruzado parcial (DE CASTRO; VAN WYK, 2020), caracterizamos os esta-
dos KMS e ground de C*(&, £, B). Para as caracterizacdes dos estados KMS e ground,
precisamos supor que a familia acomodante e o alfabeto do espaco rotulado normal
sdo enumeraveis. O que desenvolvemos nesse capitulo foi baseado em (CARLSEN;
LARSEN, 2016) e (DE CASTRO; GONGCALVES, 2018). Na ultima se¢éo do capitulo,
damos dois exemplos mostrando que dependendo do espacgo rotulado o estudo dos
estados KMS e ground de C*(&, L, B) referentes as agdes fortemente continuas que
estamos considerando é facilitado com as nossas caracterizagoes.

No Capitulo 4, comegamos definindo a C*-algebra de Toeplitz de um espaco
rotulado normal 7 C*(&, L, B). Fazemos essa definicao usando a C*-correspondéncia
(X(&, L, B), ) construida a partir de um espaco rotulado normal em (BATES; CARL-
SEN; PASK, 2017), e definimos 7 C*(&, L, B) como sendo a C*-algebra associada a
representacao de Toeplitz de (X(&, L, B), ). A seguir, mostramos algumas proprieda-
des de T C*(&, L, B), sendo a principal delas o fato de que esta algebra pode ser vista
como uma algebra universal gerada por projecdes e isometrias parciais. E interessante
observar que as propriedades das algebras C*(&, £, B) e T C*(&, L, B) sdo muito pare-
cidas. Além disso, usando o espaco topoldgico de filtros P do Capitulo 2, conseguimos
a versao C*-algébrica grupoide e produto cruzado parcial de 7 C*(&, £, B), em que
para isso nos baseamos em (BOAVA; DE CASTRO; MORTARI, 2020) e (DE CASTRO;
VAN WYK, 2020), respectivamente.

No Capitulo 5, usando a descricao de 7 C*(&, L, B) como produto cruzado par-
cial do Capitulo 4, caracterizamos os estados KMS e ground de 7 C*(&, £, B) com
relacdo a determinadas ag¢des fortemente continuas, e damos um exemplo mostrando
que dependendo do espaco rotulado o estudo desses estados € simplificado com as
nossas caracterizagdes. Assim como no Capitulo 3, para as caracterizacées dos esta-
dos KMS e ground, precisamos supor que a familia acomodante e o alfabeto do espaco
rotulado normal sdo enumeraveis.
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2 PRELIMINARES

Neste capitulo, lembramos a definicdo de espagos rotulados normais, que sao
nossos objetos de estudo durante todo o trabalho. Além disso, lembramos a definigcéo
do espaco topoldgico de filtros tight T e mostramos algumas propriedades desse es-
paco, que sao utéis no Capitulo 2. Também definimos o espaco topoldgico de filtros
P e mostramos algumas propriedades desse espacgo, que sado Uteis nos Capitulos 3
e 4. Por fim, lembramos alguns conceitos de medidas conformes, que aparecem na
caracterizagdo de estados KMS nos Capitulos 2 e 4.

2.1 O ESPACO TOPOLOGICO T

Comecgamos definindo um espaco rotulado normal. Um grafo ou grafo dirigido £
é um sistema & = (€9, &1, r, s) formado por dois conjuntos ndo vazios £9 de vértices,
&1 de arestas, e fungdes range r: £ — €9 e source s: £V — £0. O vértice v € €9 ¢
um sink se o conjunto s~'(v) é vazio, e denotamos por ngk 0 conjunto de todos os
vértices sinks.

Dado um grafo £, uma sequéncia de arestas A = AqA5...Aptal que r(A;) = s(Aj,1)
para todo i = 1,...,n—1 é um caminho de comprimento n, |A| = n. Definimos os
vértices como caminhos de comprimento 0, e para cada n € N, £7 é o conjunto
dos caminhos de comprimento n. Além disso, £* = Unzogn- Uma sequéncia infinita
de arestas A = AqAo... tal que r(A;) = s(Aj;4) para todo i > 1 € um caminho de
comprimento infinito, |A| = co. Definimos o conjunto dos caminhos infinitos por £°°.

Dado um conjunto ndo vazio A, chamado alfabeto, e cujos elementos sdo cha-
mados letras, um grafo rotulado é um grafo £ com uma aplicacao rotulante sobrejetora
£: &Y - A. Denotamos o conjunto das palavras finitas sobre A por A*, e 0 con-
junto das palavras infinitas por A°°. A aplicacao rotulante £ pode ser estendida para
L:EN 5 A e L:E® — A, Para cada n € N, o conjunto dos caminhos rotulados o
de comprimento |a| = n é aimagem L" = £(£"), e o conjunto dos caminhos rotulados
infinitos a imagem L°° = £(£°°). Consideramos a palavra vazia w como um caminho
rotulado de comprimento zero |w| = 0, e definimos £=1 := Un21£”, £ ={wurzl e
LEX = L5 UL,

Sendo P(£9) o conjunto das partes de £0, dados a € A* e A € P(£9), a imagem
relativa de o com respeito a A € o conjunto

{rQ):X e & LA =a, sA) € A}, seac £

A, se o = w.

r(Aa) =

A imagem de a, denotada por r(a), & o conjunto r(a) = r(€°, a), em particular r(w) = £9.
Outro conjunto importante é o subconjunto de letras associado ao elemento
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A e P(ED)
LAEY) ={L(e):ecEles(e)e Al={ac A:r(A a)#0).

Um caminho rotulado a é o comego de um caminho rotulado 8 se B = af’ para
um conveniente caminho rotulado B8’. Os caminhos rotulados o e 8 sdo compardveis
se um é o comego do outro. Se 1 < i < j < lal, entdo a;; = ajaj,q ... aj €caso j < oo e
Qjj = AjQj.1 ... CaSO j = 0. Se j < i, tomamos a; ; = w. Definimos

LR = L(EX) ={a e A® :aqy , € L paratodo n € N},
ou seja, 0 conjunto de todas as palavras infinitas tais que todo comeco sdo cami-
nhos rotulados finitos. Claramente, £ C £, entretanto a incluséo pode ser estrita.
Também escrevemos L= = £* U L2,

Um subconjunto B C P(£9) é uma familia acomodante se é fechado sob inter-
secdes e reunides finitas, contém r(a) para todo a € £21, e é fechado sob imagens
relativas, isto é, r(A,a) € B paratodo A € B e todo a € L£*. Um espaco rotulado &
uma tripla (£, £, B) em que (&, £) € um grafo rotulado e B é uma familia acomodante.
Um espacgo rotulado é fracamente resolvente a esquerda se para todo A,B € B e
todo a € £=1 temos r(An B,a) = r(A,a) N r(B,a). Se o espaco rotulado além de ser
fracamente resolvente a esquerda ainda tiver a familia acomodante B fechada sob com-
plementos relativos, dizemos que o espaco rotulado em questéo é normal. Salientamos
que esta definicao difere da de (BATES; CARLSEN; PASK, 2017). Entretanto, como
todo espaco rotulado considerado nesta tese € fracamente resolvente a esquerda,
incluimos fracamente resolvente a esquerda na definicdo de espaco rotulado normal.

Um conjunto ndo vazio A € B é chamado regular se paratodo Bc Be) # B C A,
temos 0 < |£(BE)| < co. O subconjunto de todos os elementos regulares de B junto
com o conjunto vazio € denotado por Breg. E interessante observar que A € Breg néo
vazio se, e somente se, 0 < |£(AET)| < o e ndo existe Be Btalque 0 ¥ BC AN 8g,.nk.

Um filtro em um conjunto parcialmente ordenado P com menor elemento 0 € um
subconjunto § de P tal que

(i) 0¢¢&;
(ii) sexeex < y,entdo y € ¢;
(iii) se x,y € {,entdoexiste zc {talque z< xe z < y.

Vamos trabalhar muito com o conceito de ultrafiltro, que € um filtro que nao esta
contido propriamente em nenhum outro filtro.
Para x € P, definimos

Tx={yeP:x<y}, Ix={yeP:y<x}



Capitulo 2. Preliminares 16

e para X, Y C P, definimos

T X = UTx:{yeIP’:xgyparaalgumxeX},
xeX

e Ty X =YN1 X;o0sconjuntos Ty x,ly Xx,| X e |y X séo definidos analogamente.

Proposicao 2.1. Seja P um conjunto parcialmente ordenado com menor elemento 0.
Entao, para todo x € P\{0}, existe um ultrafiltro § C P tal que x € €.

Demonstracdo. Podemos usar o Lema de Zorn observando que 1 x é um filtro que
contém x. ]

Um reticulado L é um conjunto parcialmente ordenado tal que todo subconjunto
finito {x4, ..., xn} tem uma menor cota superior, denotada por x1 V- - - V Xpn, € uma maior
cota inferior, denotada por x1 A - - - A Xp. Se & € um filtro em um reticulado L com menor
elemento 0, dizemos que & é primo se paratodo x,y € Lcom xV y € £, entdo x € §
ou y € £ Em particular, toda algebra Booleana generalizada B (como em (STONE,
1935)) € um reticulado com menor elemento, e temos o seguinte resultado que € bem
conhecido em teoria de ordem.

Proposicao 2.2. Seja { um filtro em uma algebra Booleana generalizada B. Ent&o, § é
um ultrafiltro se, e somente se, § € um filtro primo.

Dado a € £*, definimos a seguinte familia
Ba=BNP(r(a))={Ae B:AC r(a).

Se um espaco rotulado é normal, entdo By € uma algebra Booleana para cada
a e £, e By, = B é uma algebra Booleana generalizada. Pela dualidade de Stone,
todo By, com a € L*, é associado com um espaco topoldgico Xy, que € 0 conjunto
formado pelos ultrafiltros de By. Uma base para a topologia considerada em X, é dada
pela familia {Up}acp, . em que Uy = {F € Xu : A € F}.

Agora, vamos descrever o semirreticulado E(S), cujos alguns conjuntos de filtros
sdo usados durante todo nosso trabalho. Dado um espago rotulado normal (&, £, B),
consideramos o conjunto

S={(a,A,,B):a,,Beﬁ*eAeBaﬂBﬁcomA#(i)}U{O}.

Definimos uma operagéo binariaem Scomos-0=0-s=0paratodo s € S, e para
s=(a,ApB), t=(y,B,6) €S,

(ay,r(AY') N B)5), se y=py er(Ay)nB#0,
s-t=¢ (a,ANnr(Bp),6B), se B=yB e Anr(BB)#0,
0, caso contrario.
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Dado s = (a,A,8) € S, definimos a involugdo de s como s* = (8, A, a). Temos que
S munido com as operagdes acima € um semigrupo inverso com elemento zero 0
((BOAVA; DE CASTRO; MORTARI, 2017b), Proposicao 3.4) cujo semirreticulado de
idempotentes é

E(S) ={(a,Aa):aec L e Aec By} U{0}.
A ordem natural no semirreticulado E(S) é caracterizada na préxima proposicao.

Proposicao 2.3. (BOAVA; DE CASTRO; MORTARI, 2017b, Proposicao 4.1) Sejam
p=(a,Aa) eq= (B, B,B) elementos ndo nulos em E(S). Entdo p < q se, e somente
se,a=pBda eACr(B,d).

Denotamos o conjunto dos filtros de E(S) por F.

Um caracter de E(S) € uma fungéo ndo-nula ¢ de E(S) na algebra Booleana
{0, 1} tal que: @(0) = 0; e p(x A y) = @(x) A @(y) para todo x, y € E(S). O conjunto de
todos os caracteres de E(S) é denotado por EO, € munimos Eo com a topologia da
convergéncia pontual.

Podemos associar cada filtro & de E(S) com um caracter p¢ de E(S) dado pela
fungao caracteristica g¢(x) = 1 se x € § e p¢(x) = 0 caso contrario. Reciprocamente,
quando ¢ € um caracter, §, = {x € E(S) : ¢(x) = 1} € um filtro de E(S).

Essa correspondéncia define uma bijecdo entre os conjuntos F e EO, e usamos
essa bijecado para munirmos F com a topologia pontual de Eo. Denotamos por Esx 0
conjunto dos caracteres ¢ de E(S) tais que &, € um ultrafiltro. Definimos o conjunto dos
caracteres tight Et,-ght como sendo o fecho de E., em E. Denotamos o subconjunto
correspondente em F ao subconjunto dos caracteres tight por T, o qual também é cha-
mado de espectro tight. Para mais detalhes sobre a construcdo do espacgo topoldgico
T, o qual é um conjunto fechado de F, sugerimos (EXEL, 2008, Secao 12).

Lembramos que essa topologia induzida em F € a topologia gerada pela base
de conjuntos abertos e compactos dada em (LAWSON, 2012). Para descrevermos
essa base, dado e € E(S), definimos

Ue={{cF:ecé}.

Além disso, para um conjunto finito (possivelmente vazio) {eq, ..., en} C E(S), defini-
mos

en=UeﬂUg1ﬂ~'-ﬂUgn.

Observacao 2.1. Como observado em (LAWSON, 2012),

en=UeﬂUg1eﬂ~"ﬂUgne
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tal que podemos assumir e; < e para todo i € {1,..., n}. Ou seja, pela Proposicdo 2.3,
podemos considerar todo Uiy a a:(a!, Ar,a),....(an, Anan) 98 forma

Ui, A0):(a8 Ar,08"), ... (67, Ap,ad™)
sendos',...,8" € £*, Aj C r(A,8'), e6' = 8} --- 8L, comp; e N paratodoi=1,...,n.

Proposicao 2.4. (LAWSON, 2012, Lemas 2.22 e 2.23) Os conjuntos Ug:e, ,....e, formam
uma base de conjuntos abertos e compactos para F tal que a topologia resultante é
Hausdorff.

Como T é um subespaco topolégico fechado de F, temos que a base da Obser-
vacao 2.1 restrita a T também é uma base de conjunto abertos e compactos para a
topologia desse subespaco. Além disso, vamos denotar

Para lembrarmos de mais uma caracterizagcdo do conjunto F, precisamos do
conceito de familia completa. Sejaa € L<X ¢ {Fnto<n<|a| (eMque 0 < n < |af significa
0 < n<ooquando a € £°) uma familia tal que F, € um filtro em By, , para todo n >0
e Fo € um filtro em B ou Fy = (. A familia {Fn}o<p<|o € uma familia completa para o
se

Fn={A€ Ba,, : 1A apn.1.m) € Fm}
paratodon>0e m>n.

Teorema 2.1. (BOAVA; DE CASTRO; MORTARI, 2017b, Teorema 4.13) Seja (£, L, B)
um espaco rotulado fracamente resolvente a esquerda e S seu semigrupo inverso asso-
ciado. Existe uma correspondéncia bijetiva entre filtros de E(S) e pares (a, {Fn}o<n<|u();
em que a € L= e {Fnlo<p<|q| € uma familia completa para a.

Um filtro § € F € de tipo finito se ele esta associado com o par (a, {]—“n}ogn§|a|)
tal que |a| < oo, € é de tipo infinito caso contrario.

Um filtro & € F que esta associado com o caminho rotulado o € £<> é denotado
por 2. Além disso, os filtros na familia completa associada com {* sdo denotados por
&3. Especificamente,

G={AcB:(aynAay) &)

Segue de (BOAVA; DE CASTRO; MORTARI, 2017b, Proposicbes 4.4 e 4.8) que,
para um filtro ¢ € F e um elemento (8, A, B) € E(S), temos (8, A, B) € £* se, e somente
se,Béumcomegcodeae Ac g(lj,él'
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Teorema 2.2. (BOAVA; DE CASTRO; MORTARI, 2017b, Teoremas 5.10 e 6.7) Seja
(&, L, B) um espaco rotulado normal e S seu semigrupo inverso associado. Entdo os
filtros tight de E(S) s&o:
(i) Os filtros de tipo infinito tais que os elementos nao vazios de suas familias completas
associadas sgo ultrafiltros.
(i) Os filtros de tipo finito £ tais que £‘|3(‘x| € um ultrafiltro de By e para cada A € €|°(‘x|
pelo menos uma das condicdes a sequir é valida:

(a) L(AEY) é infinito;

(b) Existe B € By tal que ) # B C An &9

sink*

Para a € £*, denotamos por T4 0 conjunto de todos os filtros tight associados
com o caminho rotulado a.

Para a € L*, seja Xy 0 espaco topoldégico associado com a algebra Booleana
By via a dualidade de Stone. Vamos lembrar os processos de cortar e colar filtros de
F, para maiores detalhes o leitor pode visitar (BOAVA; DE CASTRO; MORTARI, 20173,
Secao 4).

Dados a, 8 € £>1 tais que af € £=1, a aplicagdo imagem relativa r(-,B): Ba —
Bag € um morfismo de algebras Booleanas, €, logo, temos seu morfismo dual

fa1 Xap = Xa
dado por
fap)(F) = {A € Ba 1 (A, B) € F}.
Sea=weFce Bg, entao fw[ﬁ](]-“) ={A € B : r(Ap) € F} ou é um ultrafiltro em

B = By, ou € 0 conjunto vazio, e consideramos fw[ﬁ]: Xﬁ — Xw U {0}. As fungdes fa[ﬁ]
sao continuas e fy,] = fuig] © fappy1-

Para descrevermos a aplicacao colante, dados caminhos rotulados componiveis
acrzle B € L* (ou seja, tais que aff € £21), consideramos o subespago Xop de
X,B dado por

X(O()ﬁ = {f € Xﬁ . I’(GIB) € f}
Existe uma aplicagdo continua
Yoo * Xep = Xop
que consiste em colar a no comego do caminho rotulado § dada por

g(a)ﬁ(]-") = {Cﬂ f(a,B) :Ce F}.

Para caminhos rotulados a € £21 e B € L=, seja T(a)ﬁ 0 subespaco de T/;
dado por

T(O{)ﬁ = {é: c T,B . 60 < X(O‘)w}.
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Definimos a aplicacdo colante (BOAVA; DE CASTRO; MORTARI, 2017a, Teorema
4.12)

Gloyg* Tioyp = Tap

que leva um filtro tight § € T(a)ﬂ no filtro tight n € Taﬁ cuja familia completa de ultrafiltros
€ obtida nas seguintes condigdes:
+ Sef=w,

Na| = Yieyw(So) ={CNr(a): C € &},
e,para0 < i <|al,
Ni = Toy ot o] M) = {D € Bay; 1 1(D, Ajiq ) € Ny}
*» Sef#w,paral <n<|B|(oun<]B| sep éinfinito)
Nial+n = (a1, (En) ={C N r(aPy p) : C € &n},
e,para0 <i<|al,
Ni = Ty ot i) Mag+1) = {D € Bay; 1 1(D, a1 joB1) € Njgjs1}-

Finalmente, para a = w, consideramos T3 = Tg € G(,,)g sendo a fungao identidade
de Tﬁ.

Agora, para descrevermos a aplicagdo cortante, para caminhos componiveis
aecrzle B € L£*, consideramos a aplicagcdo continua

Mo Xap = X
que consiste em cortar a do comego de af3 dada por
hyogp(F) =18, F = {Ce Bg:DC Cpara algum D € F}.

Para caminhos rotulados componiveis a € £2le B € L=, temos a aplicagdo
cortante (BOAVA; DE CASTRO; MORTARI, 2017a, Teorema 4.15)

Hiaip® Top = T(a)p

que leva um filtro tight § € Taﬁ no filtro tight n € T(a)ﬁ tal que, para todo n com
0<n<|Bl,

Nn= h[a]ﬁ1 ,n(‘s|a|+n)-

Para o = w, definimos Hj,, 3 sendo a fun¢ao identidade de Tg.
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Teorema 2.3. (BOAVA; DE CASTRO; MORTARI, 2017a, Teorema 4.17) Sejam (£, L, B)
um espago rotulado normal, a € £=1 e B € L= tais que oy € L=>. Ent&o Hialp =
(Giogp)™"-
Teorema 2.4. (BOAVA; DE CASTRO; MORTARI, 2017a, Lemas 4.13 e 4.16) Sejam
(€, L, B) um espaco rotulado normal, o, 8 € £21 ey € L% tais que afy € L=, Entdo
Glop)y = Glaypy © Gy € Hiaply = Higly © Hlogy-

Para mostrarmos que os conjuntos da base do espaco topoldgico T possuem

certa propriedade, vamos precisar de dois lemas.

Lema 2.1. Seja (€, L, B) um espacgo rotulado normal. Dados (a, A, a), (8, B, B) € E(S),
entdo

V(a,Aﬂr(B,a’),a) Sea = ,8(]’ e f(B, Ol/) NA 7!@
V(or,A,O() N V(ﬁ,B,ﬂ) = V(ﬁ,BW(Aﬁ’)ﬁ) se,B = O{IB/ eBn r(A,ﬁ’) # 0

0 caso contrario.
Demonstracdo. E imediato da definicdo dos conjuntos. O
Lema 2.2. Sejam (£, L, B) um espacgo rotulado normal e (a1, Aq,a1),...,(cn, An,an)
elementos de E(S). Existem By, ...,Bn € B\() tais que B; C A; paratodoi=1,...,ne
n n
Viow,Bro) = U Viow Aiai)
i=1 i=1

em que U representa unigo disjunta.

Demonstracdo. Vamos provar por inducédo sobre n. Comegando com 0 caso n = 2,
pelo Lema 2.1, podemos supor, sem perda de generalidade, que (a1, A1,a4) = (a, A, a)
e (a0, Ao, an) = (ad, B,ad) com r(A,6) N B # (). Afirmamos que

Vi, A0 U V(as,81r(A,8),08) = ViaAa) Y V(as,B,06)-

De fato, a unido do lado esquerdo € disjunta pelo Lema 2.1 e, pela definicdo dos
conjuntos, esta contida na uniao do lado direito. Para provar a outra inclusao, seja § €
V(a8,B,a5)- COMO &) € um ultrafiltro que contém B, ou r(A, 6)NB, ou B\r(A, 6) pertence
a §|q5)- No primeiro caso, § € V(4 4.4), € N0 segundo caso, § € V(45 B\r(A,8),a6)-

Para o caso geral, sejam uma unido disjunta | |1’ Via;,Aa;) (considerando a
hipétese de indugao) e um conjunto aberto basico da forma V4 4 )- Usamos o caso
n=2com Vg aq) € Via,Aa,) PAraencontrar Gy C Ae By C Aq tais que Vg gq) U
Viaw,Ara1) = Via,cr.a)H2 Vay, By 0q)- AgOra usamos o caso n = 2 com Vi, ¢, a) € Vi, As.an)
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e repetimos o processo para encontrar conjuntos B; e C; tais que B; C A;, C; C Cj_q e
V(a,C/_1 Q) U V(af1A/sa/) = V(O(,C,',O{) L V(a/1B/=a/). Definindo B = Cp, temos

n n

Vieaa) YL Vi anan) = ViaBo) U L VianB1a)-

i=1 i=1

]

Definicao 2.1. Sejam X um conjunto e S um conjunto de subconjuntos de X. Dizemos
que S é um semianel se: ) € S; para todo A,B € S, temos AN B € S; para todo
A, B € S, existe uma sequéncia finita de conjuntos Cq, Co,...,Cn € S dois a dois
disjuntos tais que A\ B =17 | C;.

Proposicao 2.5. Seja (£, L, B) um espaco rotulado normal. O conjunto

e, €,61,...,.en € E(S)ene N}u {0}

.....

é um semianel.

Demonstracdo. Para verificarmos que a intersecao de dois conjuntos de S estd em

. _ c c — C ce
S, sejam E = Vig a0 N V(a1,A1,or1) N---N V(amAn’an) eF= V('B,B,ﬁ) N V(B1,B1,ﬁ1) N---N
V(% BinBm)" Sem perda de generalidade, podemos considerar, pelo Lema 2.1, o = B’
er(B,a)Nn A0, dai

ENF=ViaarBa)re N Viaane) " N VianAnan NV VE8is) 0 0 ViBmBo )

e, portanto, EN F € S. Salientamos que se ENF =( entdo ENF € S.
Vamos provar que se C, Cy € S sao tais que Cy C C, entdo existe uma sequén-
cia finita Co, C3,...,Cx € S tal que C é igual a unido disjunta |_|f-‘=1 C;. Para isso,
i — Cc Cc _ C
consideramos C = V(4 a4 o) N V(cx1,A1 o)V n V(an,An,an) eCqy= V(B’B,ﬂ) N V(,31,B1 B1) N
N V(%m Bin ) tais que C; C C. Pelo Lema 2.2, podemos supor que a uniao

Vig1,8:.,81) Y - Y V(81 B B € disjunta, e faremos esta hipotese. Temos
C\C;=CnCY

= V(O{,A,O{) m \/(%11A1 1a1) m o m V(gnaAl'laan)] m

N |Vie.ep Y VipBig) YV V(ﬁm,Bm,ﬁm>]
[ Cc
) n---NV, )] N

(O‘nsAnaO(n

[ Veep Y (Y50 " Viesm) U U (Vign 8o N Viap)|
= [V(or,A,or) Ve N Viananan N0 V(%(n,A,,,orn)} -
U Via.Aa) N Vigy,Bi,80) N VigBp) 1 V(%H,A1 aq) V0 V(fxn,An,an)} U

U [V<a,A,a> NV VBnBa) O Vig.BS) N Vidy Aoy N 0 V(fxn,An,anﬂ !

logo podemos ver C\ Cy como unido disjunta de elementos de S, como queriamos. [



Capitulo 2. Preliminares 23

2.2 O ESPACO TOPOLOGICO P

Nesta secéo, dado (£, £, B) um espaco rotulado normal, vamos definir e mostrar
algumas propriedades do subconjunto de filtros P C F.

Definicao 2.2. Denotamos por P o conjunto de todos os filtros em E(S) tais que os
elementos ndo vazios das suas familias completas associadas s&o ultrafiltros. Chama-
mos P de espaco de caminhos de ultrafiltros e denotamos seu subconjunto associado
no conjunto dos caracteres por E ;.

Salientamos que, pelo Teorema 2.2, o conjunto P contém T e todos os ultrafiltros
de E(S), mas que em geral € maior do que estes dois conjuntos.

Do homeomorfismo entre o conjunto dos filiros de E(S) e o conjunto dos ca-
racteres de E(S), considerando uma net (§3),c, de filtros convergindo para o filtro &,
temos, para dado ey € E(S), gy € & se, e somente se, existe Ag € A tal que para
todo A > Ay temos gj € &,. Ou, equivalentemente, gy ¢ & se, e somente se, para todo
Ag € Aexiste A > A tal que gy ¢ &,. Mas, devido as propriedades do espago topoldgico
considerado, como mostrado no lema a seguir, podemos melhorar essa propriedade
de convergéncia.

Lema 2.3. Sejam () cq uma net em F convergindo para o filtro § € F e ey € E(S).
Entéo ey ¢ & se, e somente se, existe Ay € A tal que ey & &, para todo A > Ag.

Demonstragdo. Consideremos (§))yc4 Uma net em F convergindo para o filtro § € F
e ey € E(S). Temos a projegdo continua e aberta g, : {0,1}(S) — {0,1} dada por
Tey(¢) = ¢(€p). Disso, o conjunto mg! ({0}) = {» € {0,1}E(S) : y(eg) = 0} é aberto em
E(S)
{0,1}=1=.
Dai, se ey ¢ &, como n‘e; ({op N EO € uma vizinhanga aberta do caracter ¢
associado ao filtro &, entdo existe Ay € A tal que ey ¢ &y para todo A > Ag. O

Proposicao 2.6. O conjunto P é fechado em F.

Demonstraggo. Para verificarmos que P é fechado em F, seja (§))ycq uma net em
P convergindo para um filtro &* € F. Suponha, por absurdo, que exista n € N tal
que £%, que nao é vazio, ndo seja um ultrafiltro. Usando a caracerizagao de ultrafiltro
como filtro primo, existem A, B € By, , tais que AU B € &, mas A, B ¢ &3. Ou
seja, (aq n, AU B,aq p) € % e (aq p, A, a1 p)s(aq p, B,aq ) € §%. Pelo Lema 2.3, existe
Ao € Atal que (aq p, AU B, oy p) € 8y, € (1,0, A a1 p), (01 p, B,y ) € &y, Mas isso é
impossivel, pois (§,)n € um filtro primo em By, ,. Portanto, § € P. O

Observacao 2.2. Como P é um subconjunto fechado de F pela Proposicao 2.6, os
conjuntos definidos por
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formam uma base de conjuntos abertos e compactos para a topologia Hausdorff indu-
zida em P. Salientamos que a notacdo usada é a mesma que foi usada na base do
espaco topologico fechado T da secdo anterior. Como, ao longo do trabalho, nunca
usamos os conjuntos P e T simultaneamente, ndo temos problema com a notag&o.

Usando o Teorema 2.1, para a € £*, denotamos por P4 0 conjunto de todos os
filtros de P associados com o caminho rotulado a.

Da mesma forma que temos as aplicacdes colante e cortante para o subespago
T, o leitor pode verificar faciimente em (BOAVA; DE CASTRO; MORTARI, 2017a, Secao
4) que também podemos definir aplicacbes com as mesmas propriedades para o
subespacgo P. Vamos resumir essa construcgao.

Para caminhos rotulados a € £=1 e B e L%, seja P(a)’B 0 subespaco de P,B
dado por

Py =16 € Pg 1 & € Xgyw}-

Definimos a aplicacao colante
Gloyp* Plap = Pap

que leva um filtro § € P(a)ﬁ no filtron € Pa,B cuja familia completa de ultrafiltros € obtida
como segue:
* Sef=w,
Nial = Ya)w(So) ={CNr(a): C € &},

e, para0 <i<|al,
Ni = oy fotsr ] Ma) = D € Baay; - (D, &y o) € N}
* Sef#w,paral < n<|B| (oun<|B|sep éinfinito),
Naj+n = (a1, (En) ={C N r(aPy p) : C € &n},
e,para0 < i <|al,
Ni = Ty ot i) Mage1) = {D € Bay,; 1 1(D, a1 jo)B1) € Njgj+1}-

Finalmente, para a = w, consideramos P(w)ﬁ = P,B e G(w)ﬁ sendo a funcéao identidade
de Pﬁ
Para caminhos rotulados componiveis o € £=1 e B € L=, temos a aplicagdo
cortante
Hiogp* Pap = Plogp

que leva um filtro § € P,z no filtro n € P45 tal que, para todo ncom 0 < n < |B],

Nn = Mo, ,(Sjat+n):



Capitulo 2. Preliminares 25

Para o = w, definimos Hy,,3 sendo a fungao identidade de Pg.

Salientamos que a notagao das fungdes colante e cortante para P é a mesma
que foi usada para o espaco T na secao anterior, 0 que ndo € um problema, pois nunca
trabalhamos com os espacos T e P simultaneamente.

Teorema 2.5. Sejam (&, L, B) um espaco rotulado normal, o € rzle B € L= tais
que Gﬁ € L=, Entao H[O(]ﬁ = (G(O()ﬁ)_1 .

Demonstracdo. E a mesma demonstracdo do Teorema 4.17 de (BOAVA; DE CASTRO;
MORTARI, 2017a). N

Teorema 2.6. Sejam (€, L, B) um espago rotulado normal, o, 3 € L1 ey € LS tais
que offy € L=%. Entdo Gagyy = Glajy © Cipyy € Haply = Hiply © Hialpy-

Demonstracdo. E a mesma demonstracdo dos Lemas 4.13 e 4.16 de (BOAVA; DE

CASTRO; MORTARI, 2017a). O
Lema 2.4. Sejam (€, L, B) um espaco rotulado normal e (a1, Aq,04),...,(an, An,an)
elementos de E(S). Existem By, ...,Bp € B\() tais que B; C A; paratodoi=1,...,ne

n n

V(Oli,Bi,Oli) = U V(O(i,Ai,O(i)’

i=1 i=1
em que LI representa unigo disjunta.
Demonstragdo. E a mesma demonstracédo do Lema 2.2. O

Da mesma forma que para o subespacgo T, os conjuntos da base do espacgo
topoldgico P possuem a propriedade da proposicao a seguir.

Proposicao 2.7. Seja (€, £, B) um espago rotulado normal. O conjunto

,,,,, e, 6,61,...,en € E(S)ene N}u {0}

é um semianel.

Demonstracdo. E a mesma demonstragdo da Proposicéo 2.5. O

2.3 A C*-ALGEBRA DE UM ESPACO ROTULADO

Comecamos a sec¢ao lembrando a definicdo da C*-algebra de um espaco rotu-
lado normal (&, L, B).

Definicao 2.3. (BATES; CARLSEN, PASK, 2017, Definicao 2.1)(BOAVA; DE CASTRO;
MORTARI, 2017a, Definicao 3.1) Seja (£, L, B) um espaco rotulado normal. A C*-
algebra associada com (€, L, B), denotada por C*(€, L, B), é a C*-algebra universal
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gerada por proje¢ées {py : A € B} e isometrias parciais {sz : a € A} satisfazendo as
relagées:

(i) PANB = PAPB: PAUB = PA+ PB—PanB € Py = 0 para todos A, B € B;

(i) paSa = SaPr(a,q Paratodo Ac Beac A;

(iii) S3Sa = Pr(a) € S3Sp =0 se b # a paratodo a,b € A;

(iv) Dado A € Breg,

*
Pa = Z SaPr(A,a)Sa-
acL(AEY)
Para cada palavra a = a1 - - - ap, definimos sy = sy, - - - Sa,,- Para a palavra vazia
w, consideramos sy, = 1.

Observacao 2.3. A C*-dlgebra C*(E, L, B) é gerada pelos elementos s5 e py. Assim,
0s elementos sy definidos acima pertencem a C* (&, L, B) se a ndo é a palavra vazia.
Se a é a palavra vazia, sy, ndo pertence a C*(&, L, B), exceto quando essa algebra é
unital. Trabalhamos com a notagéo s, para simplificar. Por exemplo, su,paS;,, Significa
pa- Nunca usamos s, sozinho.

Dado um espaco rotulado normal (£, £, B), sabemos, pela Proposicéo 3.4 de
(BOAVA; DE CASTRO; MORTARI, 2017a), que

C*"(&,L,B) = span{sapAsié ca,f € LA Byn Bg}.

Pela Definicao 3.5 de (BOAVA; DE CASTRO; MORTARI, 2017a), a C*-algebra
diagonal associada com (&, L, B), denotada por A(E, £, B), é definida como

AE,L,B) = C*({Sapasy :a € LT e A € Ba}) = span{sapasy : o € LY e A € By}.

Seguindo a mesma ideia de como foi feito para C*-algebras de grafos no livro
do Raeburn (RAEBURN, 2005), temos a proposi¢cao a seguir, Proposicao 2.8.

Proposicao 2.8. Existe uma esperanga condicional ¥: C*(&, L, B) — A(E, L, B) tal que
W(sapAs;;) = 60("3 sapAs;g para todos o, € L* e A€ By N Bg.

Agora vamos lembrar a construcao de uma C*-algebra de espago rotulado
normal como produto cruzado parcial, como feito em (DE CASTRO; VAN WYK, 2020).

Na Definicao 2.4, lembramos a definicdo de agéo parcial topolégica semissatu-
rada e ortogonal.

Definicao 2.4. (EXEL; LACA, 1999, Secao 2) Uma agao parcial de um grupo G em
um espaco topoldgico X é o par

({Vittea {Pthtco)
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formado por conjuntos abertos {Vi};- g € homeomorfismos @¢: Vi1 — V; tais que:

(1) Ve = Vo1 = X e pe € a identidade em X;

(2) ps(Vg1 N Vp) = Vs Vg, e

(3) ps(@i(x)) = pst(x) para todo x € Vit N Vigp.
Se a acdo parcial € dada por um grupo livre F gerado por um conjunto, entdo a acao
parcial é semissaturada se

Pso Pt =Pgt

para todo s,t € T tal que |st| = |s| + ||, e ortogonal se VaN V, = () para a e b no
conjunto de geradores com a # b.

Dado (&, £, B) um espaco rotulado normal, denotamos por F o grupo livre gerado
por A. Definiremos uma acéo parcial de F em T (identificando a unidade de F com w).
Definimos P C F por

P:={a;...aneF:a€¢ Aen>1}.
Para a € A, definimos

V(,U = T, Va = V(a,r(a),a)’ e Va—1 = V(w,r(a),w).

Além disso, temos

Pa: Va1 — Vadadapor galt,, = Gap, ©

@z : Va— Vg1 dada por @3'Ir,, = Hap,

sendo G e H as aplicagdes colante e cortante, respectivamente, e 8 € L% tal que
aB € £5°°. Para a palavra vazia, definimos ¢, sendo a aplicagdo identidade idt de
T. Seja t € F e suponha que t = ap---ay estd na sua forma reduzida, com cada
aje AU A~1 e n > 2. Estendemos as definicées acima para ¢ indutivamente por

Vit = Vigra = Pasa (Var), € 0rl6) = Paye-ay (€) = Pay(@aps-mar (€)

para todo § € V(an,,_a1)_1.

Observacao 2.4. Set € P ndo é um caminho rotulado, entéao V; é vazio. Além disso,
o0s conjuntos V; sgo abertos e fechados, e as aplicacées ¢ s&o homeomorfismos para
fodo t € F. O sistema ({Vi}tcr, {9t} icr) € uma acdo parcial semissaturada ortogonal
deF emT. Tal sistema induz uma acéo parcial C*-algébrica ({Co(V})}tcr, {Pt}icr) de
F em Co(T) sendo ¢¢: Co(V1) — Co(Vy) dada por p¢(f) = fopp.

Para g € I, denotamos por Xv, a fungéo caracteristica de V.
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Proposicao 2.9. Seja (£, L£,8) um espacgo rotulado normal. A C*-algebra Cy(T) é
gerada pelo conjunto H = {x Vieaa - X € L*eA € By}. Além disso, paracada0 #g € T,
a C*-subalgebra Cy(Vy) € gerada pelo conjunto Hg = {x VoX Vigaey - @ € L*eA € Bal.

Demonstracdo. Para a demonstracao da primeira parte, veja Lema 4.3 de (DE CAS-
TRO; VAN WYK, 2020). Para vermos que a subalgebra gerada por Hg, com 0 # g € F,
é densa em Cy(Vy), temos que para § € Vg existe uma aplicagéo f < H tal que f(§) # 0.
Assim, XVg(E)f(:S) # 0. Alem disso, para §,n € Vg com § # n, existe uma aplicagio
h € H tal que h(§) # 0 e h(n) = 0. Logo, XVg(E)h(E) # 0 e xv,(n)h(n) = 0. Portanto, como
Hg néo anula todo o V e separa pontos deste espago, o resultado segue do Teorema
de Stone-Weierstrass. O

Para a demonstracado do Teorema 2.7, que nos fornece um isomorfismo entre
C*(&,L,B) e Cy(T) X F, veja o Teorema 4.8 de (DE CASTRO; VAN WYK, 2020).

Teorema 2.7. Seja (€, L, B) um espaco rotulado normal. Existe um isomorfismo ¢ de
C*(&, L, B) em Cy(T) g F tal que Y(py) = XV(w,A,w)6w e P(Sa) = X\/<a,r<a),a)5a para todos
ac AeAcB.

Proposicao 2.10. Seja (£, £, B) um espaco rotulado normal. Existe um isomorfismo
O: A€, L,B) — Cy(T) tal que ©(pg) = XVi5) P82 todo B € B e ®(sapaSy) = XViana)
para todoa € £=1 e A € Ba.

Demonstragdo. Sabemos que Cy(T) é identificado com Cy(T)6,. Dai, temos o resul-
tado, pois a aplicagcdo ¢ do Teorema 2.7 € um isomorfismo (sobre sua imagem) de
A(E, L, B) em Cp(T)by associando pg a @(ppg) = XV(w,B,w)6w € SaPASy a

LP(SGPAS;;) = ‘P(sa)‘P(pA)lP(Sor)* = (XV(a,,(a),a)aa)(X\/(w,A,w)Sw)(X V(a,r(or),a)SO{)* = XV(O(YA,G)S(U’

sendo as duas ultimas igualdades por (ii) e (iii), respectivamente, do Lema 4.4 de (DE
CASTRO; VAN WYK, 2020). N

Na Proposicao 2.11, caracterizamos uma propriedade de C*(&, £, B), usando
apenas elementos do espaco rotulado (£, £, B), que nos sera muito util ao longo do
trabalho.

Proposicao 2.11. Seja (&, £, B) um espaco rotulado normal. Sdo equivalentes:
(1) {pa}acp € unidade aproximada de C*(&, L, B);

(2) T=Upes ViwAw)
(3) Paratodoa € L* e todo A € Bqa, existe B € B tal que A C r(B,a).
(4) Para todo a € A, existe Dy € B tal que r(Da, a) = r(a).
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Demonstragédo. Para (1) implica (2), temos que {pa}acp € unidade aproximada de
A(E, L, B). Pelo isomorfismo @: A(E, L, B) — Cy(T) da Proposicéao 2.10, {XV(w’Aw)}Ae[g é
unidade aproximada de Cy(T). Dado & € V(a,B,a), como

/!\Igl]3 (X Viw.Aw) XV(a,B,a)) = ,l\lgl]gx Viesnriaa.a) ~ XViasa?’

existe Ag € B tal que § € V(4 Bnr(Ag,a),a)> 981 § € V(w, Ag,w)-

Para (2) implica (1), vamos comegar mostrando que {X\/(w’A’w)}AEB € unidade
aproximada de Cp(T). Pela Proposigéo 2.9, podemos considerar uma fungéo em Cqp(T)
da forma xy, .- Como Viu gy € Uses Viw.Aw) © Yia,Ba) € COMpacto, existem
Aq,...,Am € Btais que

Via,B.a) € Viw,Arw) Y Y Viw, Anw) = Yiw,AjU-UARw)»
sendo a ultima igualdade valida pois ultrafiltros s&o filtros primos. Dai, como A{ U --- U
Am € B, temos

/lllgl]? <X V(w,A,w) X V(or,B,or)) = X ‘/(G,B,(X) ’

ou seja, {wa,A,w)}AeB é unidade aproximada de Cy(T). Dai, pela Proposicdo 2.10,
{pa}acp € unidade aproximada de A(&, £, B). Aléem disso, como

Am. (,OA (SaPBSf;)) = im SaPpnr(Ac) Sp = M SaPr(c)PBAr(Am)Pr() Sp

= SaSq </l\ig;3 SaPer(A,a)SZ?) SaSp

= SaSy (J\ierrz]s (Pa (sasz;‘())) so,s;; = sasz;;,

temos que {pa}aci € unidade aproximada de C*(&, £, B).

Para (2) implica (3), sejam a € L* e A € By. Pelo mesmo argumento de (2)
implica (1), existe B € B tal que Vi aq) € V(w,Bw)- Dai, A C r(B,a), pois, caso
contrario, teriamos

Via,Ar(Ba),a) € Yia,Aa) € Yiw,Bw)s

0 que seria absurdo.

Para (3) implica (2), seja § € T tal que (a, A, a) € §. Por hipbtese, existe B € B
tal que A C r(B, o). Dai, § € V|, g w)-

Para (4) implica (3), dados a = aq - --ajq| € L™ € A € By, existe B := Dy, € B tal
que r(Dqy,a4q) = r(aq). Dai, A C r(B,a) = r(a).

Para (3) implica (4), dado a € A, como r(a) € Bga, existe Dy € B tal que
r(a) C r(Da, a). Dai, r(Da, A) = r(a). O

Observacao 2.5. Observamos que a condigdo (4) da Proposicao 2.11 é usada no
Exemplo 11.1 de (CARLSEN; ORTEGA; PARDO, 2017).
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2.4 MEDIDAS CONFORMES

Nesta secédo, vamos lembrar algumas definicdes de medidas conformes que
usamos ao longo do nosso trabalho para caracterizarmos os estados KMS das C*-
algebras de espacos rotulados normais. Para mais detalhes, sugerimos ao leitor o
artigo (BISSACOT et al., 2022), que € a nossa referéncia.

Vamos lembrar a definicdo do grupoide generalizado de Renault-Deaconu. Para
mais detalhes indicamos (RENAULT, 2000), (DEACONU, 1995) e (RENAULT, 1980).
Sejam X um espaco topolégico localmente compacto, Hausdorff e segundo enumera-
vel, e U um subconjunto aberto de X. Dado um homeomorfismo local o: U — X, 0
grupoide generalizado de Renault-Deaconu é formado pelo conjunto

G(X,0)={(x,k,y) e XxZx X:k=n—m, mneN, x e Dom(c"), y € Dom(c™™),
y)}-

o"(x) = o™

O produto em G(X, o) é definido por
(x,k,2),(z,L.y)) = (x.k + Ly) € G(X,0),
e a aplicacao inversa por
(X.k.y) = (v, — k.x) € G(X,0).

O espaco das unidades é o conjunto GO = {(x,0,x) : x € X}. As aplicagdes range e
source, respectivamente, r: G(X,0) — 6@ e s: G(X,0) — G, sao dadas por

r((Xsk’.y)) = (X’ O!X) € S((X!ksy)) = (y,O,y)

Para a topologia em G(X, 0), sejam m, n € N e V;, V, subconjuntos abertos de Dom(a")
e Dom(c™), respectivamente, tais que o”l\/1 e om|\/2 sdo injetivos. Definimos os con-
juntos

™

W(n,m, Vi, Vo) ={(x,n—m,y) : x € V1, y € Vb, 0"(x) = o™ (y)}.

Estes conjuntos formam uma base para a topologia de G(X, o) tal que este grupoide é
localmente compacto, Hausdorff, segundo enumeravel e étale. O espaco das unidades
G0 ¢é identificado com X via o homeomorfismo candnico. Para uma funcao continua
F: U — R, pensando em R como grupo aditivo, podemos definir um homomorfismo
continuo cg: G(X,0) — R como

(> Flol(x) - S0 Fol(y),  se x.y € U,
SV Foi(x), sexeUeye U (m=0),
-y MV Foi(y), sexeUCeyeU(n=0),

0, caso contrario;

Cr(x,n—m,y) = 2.1
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em que (x,n—m,y) € W(n,m, V4, Vo). O homomorfismo cg € o 1-cocycle associado
ao potencial continuo F.

Agora, vamos comegar a falar das medidas conformes. Considere X um espago
topolégico localmente compacto, Hausdorff e segundo enumeravel munido com um
homeomorfismo local o: U — X, sendo U um conjunto aberto de X. Seja G(X, o) seu
respectivo grupoide de Renault-Deaconu. Para um dado potencial continuo F: U — R
e inverso da temperatura A > 0, que é o fator multiplicador de F, definimos, como na
Definicdo 83 de (BISSACOT et al., 2022), a transformacédo de Ruelle L)g, que € a
versdo generalizada do operador de Ruelle, como

Lyr: Ce(U) = Co(X)
f— Lehx)= > Wiy 2.2

a(y)=x

Definicao 2.5 (Automedidas associadas com a transformacgéo de Ruelle). Considere
By a o-algebra de Borel de X, o: U — X um homeomorfismo local, F: U — R um
potencial continuo e A > 0. Uma medida u em By € dita ser uma automedida com
autovalor ¢ para a transformagéo de Ruelle Lyg se

/ Ly (H()du(x) = C / F(x)d(x) 23
X U
para todo f € C¢(U).

Em outras palavras, a equacéo 2.3 pode ser reescrita, usando 2.2, como
/ S MW(y)du(x) = ¢ / f(x)dlu(x) 2.4
X oy)=x v

para todo f € C¢(U).
Outras nogdes importantes de medida conforme é no sentido de Denker-Urbanski
e Sarig.

Definicao 2.6. Seja (X, F) um espaco mensuravel e o: U — X um endomorfismo
mensuravel. Um subconjunto B C U é chamado especial se B € F, o(B) € F e
og =o0|g: B — o(B) € injetivo.

Definicao 2.7 (Medida conforme - Denker-Urbanski). Sejam (X, F) um espaco mensu-
ravele D: U — [0, o0) também mensuravel. Uma medida u em X é dita ser D-conforme
no sentido de Denker-Urbariski se

p(o(B) = [ Daly

B
para todo conjunto especial B C U.

Vamos usar a o-algebra F = By.
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Definicao 2.8. Sejam X um espaco topoldgico localmente compacto, Hausdorff e
segundo enumeravel eo: U C X — X um homeomorfismo local. Dada uma medida
boreliana u em X, definimos a mediday © o em U por

poo(E):=> u(o(E)
ieN
para todo E C U mensuravel, sendo que os E; sdo conjuntos especiais dois a dois

disjuntos tais que E = LJ;E;.

Observacao 2.6. Para a boa definicdo da medida u ® o, sugerimos a Observagéo 88
de (BISSACOT et al., 2022).

Definicao 2.9 (Medida conforme - Sarig). Uma medida boreliana u em X é chamada
medida (AF, {)-conforme no sentido de Sarig se existe { > 0 tal que

duco
du

(x) =2eM¥ yae x e U.

Usamos o resultado do teorema abaixo nos Capitulos 2 e 4.

Teorema 2.8 (Teorema 90, (BISSACOT et al., 2022)). Sejam X um espaco topologico

localmente compacto, Hausdorff e sequndo enumeravel, e o: u — X um homeomor-

fismo local com U C X aberto. Seja u uma medida boreliana que é finita em compactos.

Para um dado potencial continuo F: U — R, as seguintes afirmagbes sao equivalentes.
(i) u é uma medida e* -conforme no sentido de Denker-Urbariski;

(i) p € uma automedida com autovalor 1 associada a transformacgéo de Ruelle L_,F,
ou seja,

|3 et Wdut = [ fxadui.
X o(y)=x v

para toda f € C¢(U);

(iii) u é eA°F -quasi-invariante em G(X, o), ou seja,
|3 @auco = [ 3 fnduo
X ry)=x X sly)=x

para toda f € C¢(G(X,0));

(iv) u é (—AF,1)-conforme no sentido de Sarig.



33

3 ESTADOS KMS E GROUND DE C*(€, £, B)

Neste capitulo, dado um espaco rotulado normal (&, £, B), descrevemos 0s es-
tados KMS e ground de certa agao fortemente continua o do grupo topolégico aditivo
R na C*-algebra C*(&, L, B).

Ao longo do capitulo, supomos que {pa} o< € unidade aproximada de C*(&, L, B),
em que esta propriedade foi caracterizada na Proposicao 2.11.

A seguir, definimos os conceitos de estados KMS e ground de um C*-sistema
dindmico algébrico.

Definicao 3.1. Suponha que (A,R,p) € um C*-sistema dindmico algébrico. Um ele-
mento a de A é analitico se t — p¢(a) € a restricdo de uma funggo inteira z — pz(a)
em C. Um estado ¢ de A é um estado KMS com temperatura inversa A (ou um es-
tado KMS, ) se p(ab) = @(bpj)(a)) para todos elementos analiticos a e b. E suficiente
verificar a condicdo KMS em um conjunto de elementos analiticos cujo span é uma
subalgebra densa de A. Um estado ¢ de A é um estado ground de (A, R, p) se para
fodos a e b analiticos em A, a func&o inteira z — @(apz(b)) € limitada no plano médio
superior complexo.

Sejam (&, L, B) um espaco rotulado normal e N uma funcao positiva no alfabeto
A tal que existe uma constante K > 0 tal que N(a) > K para todo a € A. Estendemos
afuncdo N a N: L* — (0, + o) definindo N(w) = 1 para a palavra vazia w € L* e
N(a) = N(ay) ... N(ap) paraa = aq ...ap € £,

A proposicao a seguir mostra que a funcao N fornece uma acao do grupo
topoldgico aditivo R em C*(€, L, B).

Proposicao 3.1. Sejam (&, £, B) um espaco rotulado normal e N: L* — (0, + co) como
acima. Entéo existe uma ac&o fortemente continua p: R — Aut(C*(€, £, B)) tal que
pt(pa) = Pa €pi(Sa) = N(a)” Sgparatodotc R,Ac Beac A

Demonstracdo. Fixe t € R. Paracada a € A, defina T := N(a)i’sa. Como T3 T4 = s5Sa,
temos que {T5 : a € A} e {py : A € B} satisfazem as relagdes dos axiomas de C*-
algebras de espacos rotulados. A propriedade universal garante um homomorfismo
pt: C*(&,L,B) — C*(&, L, B) tal que pipa) = pa € pi(sa) = N(a)t s5 para qualquer
Ac Beac A Temos p;opy = pr,p Paratodo t, ' € R, e que a aplicagéo identidade
em C*(&, L, B) é pg. Dai, (o)1 = p_4, e assim p; € Aut(C*(&, £, B)). Portanto, p é um
homomorfismo de grupos de R em Aut(C* (&, L, B)).

Para ver que p é fortemente continuo, devemos provar que t — p(b) & continuo
paratodo b € C*(&, L, B). Fixe e >0e b e C*(&, L, B). Existe uma combinagao linear
d de elementos da forma sapAsE de C*(¢, L, B) tal que ||[b—d|| < §. Como t +— p4(d) €
continuo, pois é a composta de aplicagdes continuas, existe 6 > 0 tal que se |t —u| <6,
entéo [p¢(d) —pu(d)|| < §. Dai, para |t — u| < 5, temos que



Capitulo 3. Estados KMS e ground de C*(&, L, B) 34

lou(b) =pt(B)]| < llpu(b—=d)| +[lou(d) =pr(d)] + [lot(b—=d)] <&
]

Sejam N: A — (0,+oc0) e p a acdo associada como na Proposi¢éo 3.1. Para
todo sapAs'g e C*(&, L, B), aaplicacao

t = pi(Sapasy) = N(@)" N(B) ™ sapas}

em R se estende a uma fungéo analitica em todo o plano complexo. Assim, existem ele-
mentos analiticos tais que o span é uma subalgebra densa em C*(&, L, B), e, portanto,
podemos estudar os estados KMS considerando apenas as triplas geradoras.

3.1 ESTADOS KMS

Usamos os préximos dois lemas para mostrar que existe uma bijecdo convexa
entre o conjunto dos estados KMS de C*(&, £, B) e um subconjunto de estados de
A(E, L, B).

Lema 3.1. Seja (€, £, B) um espaco rotulado normal. Dados a, 8 € £=1, temos

(
Pria)Sty Sea=pd, d #w

ProySp seB=af, B’ #w
Pr) Sea=p
\O caso contrario.

SaSg =

Demonstragdo. Para o caso a = fo’ com o # w, temos

SaSs = SporSp = SorSpSE = S Pr() = Pr(Bor) S

sendo que nas duas ultimas igualdades usamos os itens (iii) e (ii), respectivamente, da
Proposigdo 3.4 de (BOAVA; DE CASTRO; MORTARI, 2017a). Os casos 8 = a8’ com
B’ # w e a = B sdo andlogos. Quando a e B ndo sdo comparaveis, usamos o item (iii)
da Proposicao 3.4 de (BOAVA; DE CASTRO; MORTARI, 2017a). O

Lema 3.2. Sejam (&, £, B) um espaco rotulado normal, N: A — (0, +o0) tal que N(a) #
1 para todoa € £=1, e p a acédo da Proposigéo 3.1 proveniente de N. Seja A € R.
Suponha que @ e ¢’ sdo estados KMS, de C*(&, L, B) coincidindo em A(E, L, B). Ent&o
p=q"
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Demonstracdo. Considere um elemento sapAsZ; € C*&,L,B) com a # ( e defina
¢ = p—¢'. Queremos mostrar que Z(sapAs;;) = 0. Como ¢ é um estado KMS,, aplicando
a condicao KMS, temos, usando o Lema 3.1,

{(sapasp) = (Pash pir(sa)) = N(@)(passa) =

N(@)G(paPrp)Sar) S€ a0 =B, o #w
= { N@)C(paprp)Sh) sef=ap’, ' #w
0 caso contrario.

Logo é suficiente mostrar que {(pgsa) = {(pgs;,) =0 paratodo Be Bea € £21.Se a
C*(&, L, B) tem unidade, entdo

8(pBSa) = L(PBSal) = §(1 pir(pBSa)) = N(@)™ 4(1pgsa) = N(@)™ (pgsa)-

Como N(a) # 1, segue que {(pgsa) = 0. Se C*(&, L, B) ndo possui unidade, aplicamos
0 mesmo argumento para a unidade aproximada {p,4 : A € B} da Proposicdo 2.11. [

Proposicdo 3.2. Sejam N: A — (0, +o0) tal que N(a) # 1 para todo a € £ epa
acéo proveniente de N. Suponha A € R e ¢ um estado KMS, de C*(&, L, B). Entdo a
restricao @ = @l o p) satistaz

P(saPass) = N(@)™ Y(Panr): 3.1

Reciprocamente, para algum estado ¢ em A(E, L, B) satisfazendo 3.1, o = oW é um
estado KMS, em C*(&, L, B), em que ¥ é a esperanga condicional da Proposicéo 2.8.
Além disso, a correspondéncia obtida é uma bijegdo afim.

Demonstragdo. Suponha que ¢ € um estado KMS, em C*(&, £, B) e seja ¢ sua restri-
cao a A(&, L, B). Considerando sapasy € A(E, L, B) e a condigdo KMS, temos

P(SaPaSs) = P(PaSK P (Sa)) = N(@)™ @(pasisa) = N(@)™ p(paPyq)-

Portanto @(sapasy) = N(a)‘A Lp(pAm,(a)). Reciprocamente, consideramos ( um estado
em A(&, L, B) satisfazendo 3.1. Para ver que ¢ = ¢ o ¥ é um estado KMS,, é suficiente
provar a condicdo KMS

p(ab) = p(bpi(a) = N@) NB) p(ba),
emque a = sapAsE e b = sypgsg. Temos
% /
Say'Pr(Ay)nBSs SeY =Py

ab = (SaPASp)(SyPBSs) = | SaPanr(Bp)Ssy  S€ B =VF'

0 caso contrario
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e
Sya/Pr(B,a/)mASE se a = 6o
ba = (SYszg)(SO(pASE) = SYPBHI’(A,S’)SE(S/ sed = 05/
0 caso contrario.
Dai
4
NG w(pray)re) sey=ByY.6=ay
p(ab) = § N(@)? p(panrpp) seB=yB , a=6p
\O caso contrario
e

(

NB) ™ @(orgayna) sea=6d,B=yd
p(ba) = N(Y)_A ‘P(pBﬁr(A,&)) seS=ab,y=p8
0 caso contrario.

\

Sey =By e6=ay,entdo

N(a)™ N(B)* p(ba) = N(o)™ NoyY') ™ w(pgrrasy) = NO™ w(psaras)) = (ab).

SeB=yp ea=68Fentdo

N(a)™ N(BY p(ba) = N(a)™ w(py(g )na) = p(ab).

Além disso, o Lema 3.2 nos garante a injetividade dessa correspondéncia entre
estados KMS de C*(&, L, B) e estados de A(&, L, B) satisfazendo a condi¢do 3.1. [

Agora vamos usar a descricao da algebra C*(&, £, B) como produto cruzado
parcial (sugerimos a Secao 2.3) para continuarmos estudando seus estados KMS.
Para isso, usamos as ideias da Secéo 4 de (CARLSEN; LARSEN, 2016) e da Secao 4
de (DE CASTRO; GONGCALVES, 2018).

Lembramos que, do Teorema 4.3 de (EXEL; LACA, 2003), dada uma funcéao
N: A — (1,00) existe uma Unica acao fortemente continua o do grupo R no grupo de
automorfismos de Cy(T) xp F tal que

or(b) = N(@)™b e o4(c) = ¢ 3.2

para todos a € A, b € Co(V|4,/(3),a))0a € € € Cy(T)do.

Se N(a) = exp(1) para todo a € A, entdo o; € 2m-periddico. Dai existe uma
acao fortemente continua § do circulo unitario complexo T no grupo de automorfismos
de Co(T) x ¢ F tal que ﬁZ(XV(a,,(a),aﬁa) = ZXV(a,r(a),a)(Sa e Bz(fég) = f6p para todos z € T,
ac Aefe Cy(T).

Temos, entdo, o seguinte resultado.
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Proposicao 3.3. Sejam (€, £, B) um espaco rotulado normal, 3 como acima, y a agao
de gauge em C*(&,L,B), e p: C*(E, L, B) — Cy(T) X F o isomorfismo do Teorema
2.7. Entao

Yoyz=Bzoy
paratodo z € T.
Procedendo como em (CARLSEN; LARSEN, 2016), dada uma funcao N: A —
(1,0), e considerando o a unica agao fortemente continua de R no grupo de auto-

morfismos de Cy(T) x I dado por 3.2, temos, pela Proposicao 3.3, uma Unica agéo
fortemente continua o de R no grupo de automorfismos de C*(&, £, B) tal que

ot(sa) = N(a)"sa e 01(pa) = pa
paratodosac Ae Ac B.

Observacao 3.1. Vamos considerar somente fungées N: A — (1, 00). Além disso, a
acao considerada acima é da mesma forma que a agdo da Proposicao 3.1.

Na proxima proposic¢ao, definimos a fungéo F, que nos serd util mais a frente, e
mostramos que ela é continua.

Proposicao 3.4. Sejam (£, £, B) um espaco rotulado normal e U := | |zc 4 Var(a),2)-
Entdo a fungado F: U — R definida por F(§*) = In N(a1) € continua.

Demonstragcdo. Para a continuidade de F, seja Y C R aberto. Como
1
Fivm = Varaa
acAinN(aeY
€ aberto em U, temos o resultado. O

A seguir, fixamos algumas notacgdes.
Para 0 < A < +o0, F da Proposicéo 3.4 e cr de 2.1, definimos os conjuntos:

A} o conjunto dos estados KMS, para C*(&, L, B);

B: o conjunto dos estados w de Cy(T) que satisfazem a condi¢do de escala
w(fo@z') = N(@@ ™ w(f) paratodo ac Ae f e Co(V);

cM: o conjunto das medidas Borelianas regulares de probabilidade y em T que
satisfazem a condi¢do de escala p(pa(A)) = N(a)‘Ap(A) paratodoac Ae
todo subconjunto Borel mensuravel Ade V1 ;

D*: o conjunto das fungdes m: B — [0,1] satisfazendo:
1. limpcp m(A) = 1;
2. M(A) = 3 acp(aety N(@)™ m(r(A, a)) para todo A € Breg;
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3. dados A € Be F C £L(AE") tal que 0 < |F| < +oo, temos
mA) > > N@™ mr(Aa) e;

acF
4. m(AU B) = m(A)+ m(B)—m(An B) para todo A, B € B;

E): o conjunto dos estados y de A(&, £, B) satisfazendo

P(sapass) = N(@) w(oar()
paratodoa € L* e A € Bg.

F?: o conjunto das medidas Borelianas de probabilidade y em T que sdo eMf-
conformes no sentido de Denker-Urbanski;

G o conjunto das medidas Borelianas de probabilidade y em T que s&o auto-
medidas com autovalor 1 associadas com a transformacéo de Ruelle L_) £,
isto e,

S (&M Cdun) = | fn)du(n)
/T0(6)=f7 /U

para todo f € C¢(U);

HA: conjunto das medidas de Borel de probabilidade y em T que sé&o e"‘CF-quasi-
invariantes em G(T,o0), isto &,

|32 @etauy = [ fnuin)
T r(y)=n T s(y)=n

para todo f € Co(G(T,0)); e
: 0 conjunto das medidas Borelianas de probabilidade y em T que sé@o (-AF, 1)-
conformes no sentido de Sarig.
No Teorema 3.1, nosso resultado principal, mostramos que existem bijecoes
convexas entre os conjuntos A, B, C* D}, EA, FA, G}, H* e I}, mas antes vamos
precisar de alguns resultados auxiliares.

Proposicao 3.5. Seja (¢, L, B) um espacgo rotulado normal. Se m: B — [0,1] é uma

fungéo do conjunto D! e Via,Aq):(aal Ay aa),... (oo Anaan) € S» €NtE0

N(@)™ m(A) > 3~ N(oa')™ m(A)).
i=1

Demonstragdo. Sejam me D' e Via,Aa):(aal Ay aa),....(aan Anaan) € S- Vamos mostrar
o resultado por indugao sobre L = max1§,-§n{|a"|}. Se L =0, como A; C A para todo
ie{1,...,n}, temos

m(A)=m<Am (!;|A,-)> +m (Am (!;M,-)C) 2m<!;|A/> =§m(/\/),
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e o resultado segue para esse caso.

Agora, suponha o resultado valido para todo numero natural menor do que L.
Podemos supor o # w para todo i € {1,..., n}, pois, caso contrario, trabalhamos com
A\ A; em vez de A. Seja {or’;‘, o ,a’{} 0 subconjunto das letras de {a] Yo ,a’{’} que séao
duas a duas distintas. Pela condicao m3, temos

r
A)>> N r(A a")) 3.3
I=1
Como
U . Viow Aa0i) S V(aa1 r(Aal),oal)
jod=al!
paratodo / € {1,..., r}, podemos considerar
(o
(0(0(1 r(A, 0(1) 0{0(11/) a |_| \/((X(X/,Aj,aa/) €S
o =l
para todo / € {1,..., r}. Multiplicando a desigualdade 3.3 por N(a ) , € considerando a
hip6tese de indugao paratodo / € {1,...,r}, temos o resultado. O]

Observacao 3.2. Para mostrarmos a Proposicao 3.6, precisamos supor que o alfabeto
A é enumeravel.

Proposicao 3.6. Seja (&, L, B) um espaco rotulado normal tal que o alfabeto A é
enumerével. Entdou € C* se, e somente se, y € G*.

Demonstragéao. Primeiramente, vamos considerar u € G*. Como toda medida Boreli-
ana finita é regular, temos que verificar apenas a condigédo de escala. Para tanto, dados
ac Ae AC Vg4 talque A € Bt (sendo Bt a o-algebra de Borel de T), temos

A) = /UX%(A)(E)dp(E) - /T o%,,x%( 2 FEOd(n)

2 [ Xpua(@atie ey (n)duin)
= N@™ [ X, X, ()0
= M@+ (9alA) = N(@ (A,

sendo a igualdade (1) vélida pois sea(§) =p41(§) =n=p41(§)=0(&), entdo § = &,
pois €, &' € pa(A) € V(ar(a).a) € € = Paln)- Portanto, u € C.
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Por outro lado, considere pu € C*. Primeiramente, para K C Viar(a),a) tal que
K € BT, temos yx € M*(U, Bt) (sendo M*(U, Bt) o conjunto das fungbes mensuraveis
néo-negativas de U com a o-algebra By) e

/U Xk (§)du() = p(K) = N(a) (g3 (K)) = N(@p(o(K)) = N(a)™ /T Xo(k)(m)du(n)

= /T S xk©eM O du(m).
o(&)=n

Para K C Utal que K € B, temos K = | |5c 4 KN V(g r(a),a) COM KN V(3 1(a),a) €
Bt paratodo a € A, xx € M*(U,Bt) e

/ XK (€)du(€) = u(K) = <|_| KN v(a,,(a)’a)) DS KN Vigra )
v acA acA
- Z / XKﬂVa, Z/ Z XKmVar _)\F(e)dl*l(rl)

acA acA
/Z Z XKﬁ\/(a,a)a) (a)dp(r’)
acAo(&
/ Z ZXKmva, i) = [ S x@eF o),
§)=n acA T o()=n

sendo (2) pois o alfabeto € enumeravel, e (3) devido ao Teorema da Convergéncia
Dominada de Lebesgue.

A igualdade também é valida para ¢ € M*(U, B1) simples.

Agora, considere f € Cc(U). Podemos escrever f = fy + fyi com fy, f{ € Cc(U)
fungdes reais. Além disso, f = fg - fo‘ efy= f1+ —fi com fg, fg, f1+, fi € Cc(U) fungbes
reais e positivas. Logo fy, fy, f{", f; € M*(U, Bt). Sabemos, por exemplo, que existe
uma sequéncia (@6,,7)”61\1 C M*(U,By) simples e pontualmente ndo decrescente tal
que (@6”)”61\; converge pontualmente para fj. Dai,

+ 4) . +
[, €@ = [ 1im o @) @ m [ 25 e)pi)

neN

. _ 5 _
- I|m/ S @b &M Eap(n) Q/ S ©eMCau(n),
neN JT T
o(€)=n a(€)=n

sendo (4) devido ao Teorema da Convergéncia Monétona, e (5) devido ao Teorema
da Convergéncia Dominada de Lebesgue. Da mesma forma, temos a igualdade para
fy, f{ e f;. Portanto, temos a igualdade para f, ou seja, u € G, ]

Proposicao 3.7. Seja (&, L,B) um espaco rotulado normal tal que o alfabeto A é
enumeravel. Entdo os conjuntos C*, F*, G}, H* e I* séo iguais.

Demonstracdo. Pela Proposicdo 3.6, temos a igualdade de C* e G, e, pelo Teorema
2.8, temos a igualdade de F*, G}, H* e . n
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A partir de agora, vamos comecar a construir isomorfismos convexos entre 0s
conjuntos A}, B}, C*, D} e E2. Pela Proposicao 3.2, j4 temos um isomorfismo convexo
entre A* e E?. Para provar os outros isomorfismos, precisamos provar primeiramente
alguns resultados auxiliares.

Proposicao 3.8. Sejam (&, L, B) um espaco rotulado normal e M uma funcdo de A
em [0,1]. Estendemos a funcdo M a uma funcdo M: A* — [0,1] dada por M(a) =
M(aq)---M(ap) para todo o = aq...an € A* \{w} e M(w) = 1. Existe uma cor-
respondéncia injetiva e convexa entre o conjunto dos estados w de Cy(T) tais que
w(f o goj) = M(a)w(f) para todo a € Aef € Co(Vg1) e o conjunto das fungdes
m: B — [0,1] satisfazendo:

1. limgcg m(A) = 1;

2. m(A) = Zaeﬁ(A€1) M(a)m(r(A,a)) para todo A € Breg,'
3. dados A€ B e F C L(AEY) tal que 0 < |F| < +o0, entdo

A= > M@m(r(Aa

acF
4. m(AU B) = m(A) + m(B) — m(An B).

Alem disso, a correspondéncia leva um estado w na fungdo m definida por m(A) =
w(XV(wAw)) paratodo A € B.

Demonstragdo. Ao longo da demonstracao, estaremos usando o isomorfismo @ da
Proposicdo 2.10. Seja w um estado de Cy(T) tal que w(f o goj) = M(a)w(f) para todo
acAefe CyVs"). Como ¢u = Pa, o0 @q, paratodo a = aq ---ap € A* \{w} e
Pw € a identidade de T em T, temos que w(f o <pa1) = M(a) (f) para todoa € A" e
fe CO(V071). Definimos a fungcao m: B — [0,1] por m(A w(Xv ) paratodo A € B.
Como {X\/(w!A’w)}AEE € uma unidade aproximada de Co(T) e w um estado, temos

li A) = lim = =1.
lim m(A) = m @ (xy, 4, ) = o]

Dai, a condicao m1’ é satisfeita.
Para a condigao m2’, tomando A € Breg, temos

m(A) = w (X v(w,A,w)> =w (P(pg)) =w (CD ( Z Sapr(A,a)SZ)>

acL(AE)

( Z XVarAa)a)) = (1)( Z XVera (P_1)
acL(AEY) acL(AE)
= Z M(a)w (Xv(w,r(A,a),w)> = Z M(a , a)),

acL(AE) acL(AE)
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sendo (1) devido ao item (i) da Proposicao 4.4 de (DE CASTRO; VAN WYK, 2020).
Para a condigdo m3’, sejam A € Be F C £(AE") tal que 0 < |F| < +co. Como

Viw,Aw) (vaarAa >=ZXV<3,,(A,3),a)=

acF acF
entao
Z XV(a,r(A,a),a) S X V(w,A,w)'
acF
Dai,

acF

5™ M@0 (X inm) <D (Nu) = D M(a ) < m(A).

acF acF

—1
w (Z XV(a,r(A,a),a)) Sw <X V(w,A,w)) — @ (Z XV(w,r(A,a),w) °Pa ) <w (X V(w,A,w))
acF

Para a condicdo m4’, dados A, B € B, temos

m(AU B) = w (X V(w,AuB,w)) =w (X Viwaw) T XViwsaw) _XV(w,AmB,w))
= m(A) + m(B) — m(An B).

Para a injetividade, sejam wq e ws, estados em Cy(T) tais que w; (XVwAw
m4(A) = my(A) = wQ(X\/(wYA’w)) para todo A € B. Temos que verificar que w{ = wo, €,
pela Proposicao 2.10, € suficiente verificar na imagem dos geradores de A(E, L, B) por
@. Para isso, dados a € L* e A € By, temos

w1 (X \/(G,A,a)> w1 (X Viwaaw © Pa > = M(o)w1 (X v(w,A,w)) = M(a)wy (X\/(w,A,w)>
= 2 (YW © P’ ) = 02 XV ) -
Portanto, wq = wo. O

Proposicao 3.9. Sejam (&, L, B) um espaco rotulado normal, M uma funcao de A em
[0,1] e m: B — [0,1] uma funcéo satisfazendo as condigées m1’, m2’, m3’ e m4’ da
Proposigcao 3.8. Dado V( € S, entdo

a,Aa);(aal Ay aal),... (aan, Apaan)

n
22/\/]0{0{’ m(A
i=1

Demonstracdo. A demonstracao € analoga a demonstracao da Proposicéao 3.5. O

Agora, vamos comegar a construir uma correspondéncia entre fungdes m: B —
[0, 1] satisfazendo as condigdes m1’, m2’, m3’ e m4’ da Proposicao 3.8 e medidas
Borelianas regulares de probabilidade em T satisfazendo certa condicao de escala.
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Proposicao 3.10. Sejam (&, £, B) um espaco rotulado normal, M uma funcdo de A
em|[0,11 e m: B — [0,1] uma fungéo satisfazendo as condicées m1’, m2’, m3’ e m4’ da
Proposicéo 3.8. Se

VO(AO( |_|V(,8/Bﬁ/

j=1
entdo M(a Z/ s M@B)m

Demonstracdo. Primeiramente, vamos supor

Viw A = Vig.Bp)-

Neste caso, pela Proposi¢do 2.1, podemos supor = ay para conveniente
Y = y1---Yp € L*. Usando a condicdo m2’" de m, como, para cada 1 < i < p,
L(r(Ay1,i-1)E") = {yi}, temos

M(a)m(A) = M(ay1)m(r(A,yq)) = --- = M(ayq - - -yp)m(r(Ayq - -yp)) =
= M(ay)m(r(A,y)).
Dai, como
Viay.B.ay) = Viay.r(Ay).ay)»

temos B = r(A,y) e o resultado. Agora, considere

VaAa |_| V(ﬁ/ B.p)- 3.4
j=1

Podemos considerar que a € comeco de todos os ,8/, pois se tivermos a = ﬁfa’
para algum j com o’ # w, temos
Vip.5.p1) = V(ﬁfaﬂr(&a’)ﬁfa/)’

e, pelo que foi mostrado inicialmente, M(8/)m(B;) = M(8/a’)m r(B;,a')).
Com isso, considere B/ = ay/ para '[OdOj e {1 ,...,m}com yf € L*. Vamos provar
o resultado por indugao sobre L = maxy<j<m |yf|. Para L = 0, temos

s

1l
—

Viaao) =L Vi) = V(o 7 )

I

M(o)m(A) = M(a)m ( Bj) = M(a) Y m(B
=1 j=1

Logo,
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Agora, para o caso geral, suponha o resultado valido para todo nimero natural
menor do que L. Podemos considerar a igualdade 3.4 da forma

or Aa) <|_| ch B;,0) ) U (I_' V(ory/,B/-,o{yJ))
J

Seja {a4,...,aq} 0 conjunto das letras duas a duas distintas das letras yf1 's
Considere A’ = A\ (LUzBz). Como

V(aak,r(A’,ak),aak)= |_| \/(ay/,Bj,ay/)

Jiyh=a
paratodo k € {1, ..., g}, pela hipbtese de inducao, temos
M(aay)m = > My)m

I-YI1 =8k

paratodo k € {1,...,q}.
Dai, como L(A'EY) = {ay,...,aq} e ndo existe F € Btalque ) # F C A N &Y,

sink’
pela condicdo m2’ de m,
M(a)m(A) = M(a)m <|_| Bz> + M(a)m(A)
q
= M(a) Y m(Bz) + M(a) Y~ M(a)m(r(A',a))
z k=1
q
=Y Mam(Bz)+Y > May)m(B))
z k=1 jt =g
=" M(e)m(Bz) + >~ M(ay))m(8B)),
z J
e temos o resultado desejado. O

Proposicao 3.11. Sejam (&, L, B) um espaco rotulado normal, M uma funcdo de A
em|[0,11 e m: B — [0,1] uma funcéo satisfazendo as condicées m1’, m2’, m3’ e m4’ da
Proposicao 3.8. Se

V(or1,A1 al) L---u V(O{”,An,O(") = V(,B1,B1 B L--- L V(ﬁm,Bm,ﬁm)’
entdo -1y M(a'ym(A)) = 3704 M(B/)m(B))
Demonstracdo. Considere

Viet Aoy U U Viananam) = Vig g gy U U Vigm,ipm) = X-
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Temos
n m
X=X0X=| | Viaa.a) " Vig.58)
i=1 j=1
m
Viai, Avay = || Viai 40y N Vil 8,)
J=1
paratodoiec{1,...,n}, e
n
V(ﬂ’Bﬁf Uv(ﬁ/Bﬁ/mva’Aa)
i=1
para todoj € {1,...,m}. Com isso descartando as intersegées vazias, e usando a
Proposicao 3.10, temos >/ M Z/ s M@Bym O

Proposicao 3.12. Sejam (&, £, B) um espaco rotulado normal, M uma funcdo de A
em|[0,1] e m: B — [0,1] uma funcéo satisfazendo as condicées m1’, m2’, m3’ e m4’ da
Proposicao 3.8. Se

V(aAa)-(a1 A a‘) ~~~~~ (@A) = V(B.BB)(B By B).....(B™. B B

entao M(a)m(A) - - Ly M(a')m(A)) = M(B)Ym(B) - -7y M(B/)m(B))

Demonstracdo. Sem perda de generalidade, podemos considerar 8 = ay para conve-
niente y € £*. Além disso, pela Observagao 2.1, podemos trabalhar com a igualdade

V(a,A,a);(orq‘,A1,an1) ..... (an",An,an") = V(ay,B,ay);(ay61,81,ay61) ..... (oy6™,Bm,0y6™)"

Temos que mostrar

n m
=" M(an"ym(A;) = M(ay)m(B) = > M(ays/)m(B
i=1 j=1
e vamos mostrar esta igualdade por indugéo sobre L = |y|. Primeiramente, vamos supor
L =0, ou seja, y = w. Neste caso, podemos escrever

Via,Ao) = Vian' Avan'y U U Yiann Ay anny U [V(a,B,a);(or61,B1,a61) ..... (a6™, Bp,ad™) | » 3D

Via,A) Y [V(a61,81 L L V(aSm,Bm,o«Sm)} =
= |:‘/(GI71,A1 ,CXf]1) |_| e |_| V(ar]”,An,aq”)} U V(G,B,G)’
e, pela demonstragdo do Lema 2.2,

Via,Aa) U Vst Bo\r(As1),a6) H - U Viasm, Bor(Asm),asm)

= Vla,Ba) Y Viant Anr(Bat)anty Y Y Viann, Ar(B,07),an7):
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Pela Proposicao 3.11, temos

M(a)m(A) + M(as"Ym(B; \ r(A8")) + - - + M(a8™)m(Bm \ r(A,6™))
= M(a)m(B) + M(an)m(A; \ r(B,n")) + - - - + M(an™)m(An\ r(B,n™)).

Dai,

M(a)m(A) + M(a&Ym(By) — M(a8"Ym(By N r(A81)) +
-+ M(@E™Ym(Bm) = M(a8™Ym(Bm N r(A8™))
= M(o)m(B) + M(an')m(Ay) — M(an")m(Ay 1 r(B.n ")) +
-+ M(an")m(An) — M(an")m(An N r(B,n")).

Se provarmos a igualdade

M8 Ym(By N r(AS")) + - - - + M(a8™m(Bm N r(A,8™))
= M(on")m(A; N r(B:n")) + -+ + M(on™ m(An 1 r(B.n"™),

temos o resultado, e iremos fazer isto. Pela igualdade 3.5, podemos considerar q’ # W
ed Zwparatodoie{1,...,nfeje{1,...,m}, pois, caso contrario, trabalhamos com
A\ Aj e B\ B;. Pela mesma igualdade, se B N r(A&) #@ para algum j € {1,..., m},
entdo A; N r(B,n ) # () para algum i € {1,...,n}. Sejam 17 ...,:7’15 as prlmelras Ietras
distintas de n',...,n". Se B;n r(A,&) # ) para algum j € {1,...,m}, entéo 61 =k
para conveniente r € {1,..., s}. Com isso, temos

M(a8"Ym(By N r(AS")) + - -+ + M(a8™m(Bm N r(A, 6’"))

> M@I)mBnr(AS)+--+ Y Mad)m(B;n r(A,d)).
j:8= ’71 j&i=n§

Pela igualdade 3.5,
Ll Viesgorasyasy = L Vi anr@an).en)
/6] —’71 ”71—’71

paratodo r € {1,..., s}. Portanto, pela Proposicéo 3.11, temos o resultado para L = 0.
Agora, como hipétese de indugéo, suponha o resultado valido para todo y' € £*
tal que |y’| < L. Considere
Vi, Aqy;an', Ar,an'),....(an" Anon™ = Yiay,B.ay)ilays!, By ,ays!),....(ays™ Bmaysm)

com |y| = L. Podemos escrever

Viwaa) = Vien' v’y U+ U Vian Ancn) U | Viay, By ioys' By cys')..(oyim Brmarysm| -
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Sejam '7?, . ,n’f as primeiras letras duas a duas distintas de n',...,n" que
s&o diferentes de yq. Temos L(AE") = {n},...,n%,y1} e ndo existe F € B tal que
D#FCAN Ssmk, dai
S
M(c)m(A) = M(ay;)m(r(Ay1)) + Y Mon)m(r(An})).
r=1
Além disso,
V(anﬂ’,r(A,qQ’),aqqr) = I_l ' V(an",A;,an")
iin=n{
paratodore{1,...,s}e
Viays,rAy),ar1) |_| Van’ A o) H [V(W,B,ay);(ayfi‘,& oy8),..., (ay5m,Bm,ay6m)] :
inf=y:
Como |ay| —|ay1| < L, usando a hipoétese de indugéo, temos o resultado. O

Definicao 3.2. Sejam M uma funcdo de A em [0,1] e m: B — [0,1] uma funcao
satisfazendo as condigées m1’, m2’, m3’ e m4’ da Proposicdo 3.8. Vamos definir uma
funcdok: S — R, no semianel S da Proposicao 2.5 dada por

ek(0) =0.
Observacao 3.3. Pelas Proposicbes 3.9 e 3.12, a funcdo k esta bem definida.

Agora, vamos mostrar que a funcéo « € aditiva. Para tanto, vamos dividir a
demonstracdo numa série de proposi¢coes que a primeira vista podem parecer iguais,
mas cada uma tem sua particularidade.

Proposicao 3.13. Sejam (&, £, B) um espaco rotulado normal, M uma funcdo de A
em|[0,11 e m: B — [0,1] uma fungéo satisfazendo as condicées m1’, m2’, m3’ e m4’ da
Proposicéo 3.8. Se

Vi

.....

p
a,Aa);(aal,Araal),....(aca" Ayaal) = |_| V(a,Bj,a);(aﬁf!‘,BM,cxﬁ/J) (aﬁj’p/,B/,pj,orﬁj’p/)

com B; N B; = () para todo i # j, entdo

n _ P Pj ,
- M(aa')m(A)) = M(e)m(B;) = M(aB")m(B; )
i=1 J=1 fi=1
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Demonstragdo. Vamos mostrar o resultado por indugao sobre p. Para p = 1, a Propo-
sicao 3.12 nos déa o resultado. Como hipétese de indugéo, suponha o resultado valido
para todo caso em que a quantidade de parcelas do lado direito € menor do que p.
Para o caso de termos uma quantidade de parcelas do lado direito igual a p, basta
observar que podemos juntar duas parcelas preservando a aditividade de «, pois se
Bjn B; =0, temos

V(08100 By 1,0B).....(0 P By )

= VBB, ):(0B Bir A1), B 0B 1) (0B By GBI (@B, By ;. aB'))

K(V(a,B,-I_IBj,a);(aﬁ“,B,-,1,O(ﬁ’31) ..... (a,BLpi,Bi,pi,aﬁ"’pi),(aﬁﬂ,Bj,1,a,8/!1) ..... (aﬁj’p/,Bj,pj,aﬁ/’p/))

pi , pj .
= M(@)m(B; U B) =" M(op"ym(B; )= > M(ap"")m(B; ;)
I=1 r=1

+

Pi )
- [M(a)m(B,') =" M(ap"ym(B;))

I=1

pi ,
M(o)m(Bj) - ~ M(of ’r)m(Bj,r)]

r=1

=K (V(a,B,-,a);(a,B"J,B,-,1,a,8’31) ..... (aﬁﬂpf,B,-,pi,aﬁfst)) +

K ( Vo8 a)iopit 81,08 ),-u,(aﬁ”’f,Bj,p,,aﬁ/’pf)) '

Com isso, juntando duas parcelas e usando a hipotese de indugéo, temos o resultado
da proposicao. O

Proposicao 3.14. Sejam (&, £, B) um espaco rotulado normal, M uma funcdo de A
em|[0,11 e m: B — [0,1] uma fungéo satisfazendo as condicées m1’, m2’, m3’ e m4’ da
Proposicéo 3.8. Se

=

V(G,A,G);(O(G1,A1 aal),.(aa Ap0a”) = 1 V(or,A,or);(a,Bf'1,Bj,1,aﬁf'1) ,,,,, (aﬁ/’pj,Bj’pj,aﬁj'pf)’
j=
entao
n . P Pj )
M(a)m(A) = M(aaym(Aj) = > [ M(@)m(A) =~ M(ap"h)m(B; ;)
i=1 J=1 fi=1

Demonstracdo. Vamos mostrar por inducao sobre p. Para isso, vamos juntar dois
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conjuntos disjuntos da reuniao e mostrar que os valores de k sao preservados. Temos

V(or,A,a);(oroﬂ 1A 1,00t ), (aa P Ay aatP) H V(or,A,or);(OforZ'1 Az 1,0021),..,(a0*P2,Ap , ,00PP2)
P1 P2 ¢
= Via Ao 0 | | L] Vieat A, jaatiy | 0 <|_| V(aaz’k,Az,k,aa%k)>
=1 k=1
[ P ¢
= V(a,A,a) N |_| |_| V(oraU,Au,aaU) N V(G(X2’k,A2!k,a(12’k)
=1 k=1
C
= V(Of,A,Of) A |_| VO(O(” A jNr(Az k,at7K) aat) U |_| V(Olaz’k,Az,kﬁf(A1,j,dz‘k’/),aaz'k)
ik ik

sendo que na ultima igualdade os conjuntos que aparecem no primeiro parénteses
s80 0s que apresentam a seguinte configuracao de palavras e conjuntos na intersecao
anterior: a'/ = a®Kal/K e A ; N r(Ay i, al/'K) # 0 para conveniente ol /K € £*; e
0s conjuntos que aparecem no segundo parénteses sao referentes a configuracao:
o2k = oo ki e Ay i N r(Aq j,02K) # § para conveniente a®/ € £*. Além disso,

—Z M(aa™)m(Ay ;O r(Ag k. o)) Z M(aa® ) m(Ap k 1 r(Ay j, a®K)))
= Z["” aa)m(Ay j) - Maa! ’f>m(A1,j\r(A2,k,a “))]‘

-3 [M(aaak)m(Ag,k) — M(ao®)ym(Ag 4 \ (A1 ), az’k’j))} . 3.6
J.k
Os conjuntos isolados A 1,
intersecionam r(Ay ., a ’/’k) e r(Ay , 2”"/), respectivamente, ou seja, s&0 0s conjuntos
das triplas dos V’s que admitem comparagdo com outros V's e estdo relacionados a
palavra de maior comprimento da comparag¢ao. Temos

se A o kS Que aparecem na igualdade 3.6 séo os que

Via,Aa) = (V(O‘Of1'1,A1,1,OfG1’1) S V(aa1’p1 Al py ,aa1'p1)> U
U (V(O(az'1 Az ,00(2!1) L. V(aa2,p2,A2’p2 ,aaz,pz)) . 3.7

Sejam {ji,...,jr} e {kq, ..., ks} subconjuntos de {1,...,p1} e {1, ..., po}, respec-
tivamente, tais que os V’s vinculados as triplas

(aa’ 1 ,Aq 00 Ly, .,(ora1’jf,A1Jr,aa1’j’),(aa2’k1,A2,k1,aaz’k1),...

. (aaz’ks, Ao ks aaz’ks)

nao sdo comparaveis ou sdo comparaveis, porém estao relacionados as palavras de
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menor comprimento na comparacdo. Usando a igualdade 3.7, obtemos

r
V(O‘,A,O‘) = <|_| (V(OlO(1 I, Ay j 00t ) <|_| Vora2 “1,Ag i, a0® k/)) U

=1 I=1

N <|_| V(aa1J,A1,,-\r(Az,k,oﬂJvk),aaw)) U (|_| V(aaak,Ag,k\r(A1,,-,azk,/),aa&k)) ;

.k Jk
sendo os conjuntos A’ jSe Al o kS 0S que aparecem na igualdade 3.6. Da Proposicao
3.10, temos

=1
+3 M(aa'/
I,k

r S
M(@)m(A) = M(oaIym(A; ;) + 3 M(aa®K)m(Ag j)+
=1
Ym(A j\r(Ag , o 1K) ZM m(Ag k \ r(Aq j,a®KJ)).

3.8

Juntando as igualdades 3.6 e 3.8, temos

K (‘/(O(,A,(X);(GO(1’1,A1’1,O((X1’1),...,(Ga1’p1 Al p, ,oa'P1) U V(O(,A,a);(aorzﬁ,AgJ,ora2’1),...,(aaz’pZ,Agypz,acxz’/"Z))

+K <V(or,A,or);(0(or2'1 Az 1,002, (aorz’p2,Az,p2,aaz”’2)> :

Portanto, considerando

p
V(a,A,or);(ora‘,A1 ,aal),...(aan, Ap,aan) |_| Va (o, AQ); (B, Bj1,aBi ), .., (aﬁ/’p/,Bj,pj’aﬂj’pj)’
j=1
basta usar o que fizemos para provar o resultado proposto por indugéo sobre p, sendo
que para p = 1 a Proposicao 3.12 nos da o resultado. O

Proposicao 3.15. Sejam (&, £, B) um espaco rotulado normal, M uma funcdo de A
em|[0,1] e m: B — [0,1] uma funcéo satisfazendo as condicées m1’, m2’, m3’ e m4’ da
Proposigcao 3.8. Dados

V(01,0038 Br 1,08, (08 P1 Br . 1)

s \/((],Bm,a);(aﬁmY1 ,Bm’1,(Xle’1) !!!! (aﬁm,pm,Bm!pm,o(le!Pm)

disjuntos em S, existe Vi, ¢ 4):(as",Cy,a6")

(69,Cq,a69) € S tal que
m

|-—1| V(G,B/,a);(aﬁf”,Bm,0,3“),-..,(aﬁj"’fﬁ,pj,aﬁj’pf) = Ya.C.a)i(a6",C1.a6"),...(a67,Cq,06%)
j:
com

m q
S M )= M(aphym = M(a)m(C) = _ M(a&')m(C;)

j=1 =1 i=1
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Demonstragdo. Vamos mostrar o resultado para m = 3, pois a ideia da demonstracéao
também se aplica para o caso geral, porém com notacdo mais densa. Dai, vamos
considerar
3
/|'—1| V(G,B/,or);(aﬁ“,5’,-,1,aﬂ“),~~~,(Of/3j’pf,Bj,p,,aﬁj’pf)'

Considerando os conjuntos: Cq = By \ (Bo U Bg), Co = B>\ (B U Bg), C3 =
B3\ (BiUB5), C4 = (BiNBy)\Bs, C5 = (ByNB3)\ By, Cg = (BoNB3)\By e C7 =
By N B> N Bg; podemos decompor By, Bo e B3 como reunido disjunta da seguinte forma:
B1 =C1 l_|C4|_|C5l_|C7, 32=02|_JC4L|06|_JC7683=03|_|C5U06UC7.

Disso, temos

V(a,B1 ,0);(aB"1,By 1,0811),...,(aB"P1,By P apP) = V(or,C1 ,0);(aB"1,By 1,0811),....(aB"P1,By P ,aBPi )|—|

s V(a,C4,or);(aﬁ1r1,B1,1,aﬁ“) ..... (ap!-P1 Bi p, ,aﬁ1'p1)|—|

Vio0Bo s (@2, Bo 1,02 1), .. (0272 By af?72) = Vi, Coc0i(@f?, Bor @), .. (0272, Bo y af?P2)

V(O‘sB3’O‘)?(aﬁ3'1 ,B3,1,0B31),...,(aB>P3, B3 py ,f%P3) = V(Ol,Cs,O();(or,B‘°"1 Bs.1,08%1),....(aB%P3,Bs opPa)H

U Vi, Cs.0)3 (031, B 1,0B%)..... (02 By fP5)
U V0, o302, B ,0B%),.... (02, By, fP5)
UV,

(a,C7,a);(aB31,Bs 1,0831),...,(aB>P3 ,Bs p, ,aB3Ps):
em que garantimos a aditividade da funcdo k em cada uma das trés igualdades pela
Proposicao 3.13, pois, como

i Cransapi Bi1,aBi),....(aB" By, ap )

c
V(O(,C,',O() N [V(a,C,-,or) N (V(a,BjJ,Bm,aﬁm) L. V(Cxﬁj’p/,Bj,p/,aﬁj’pf))]

paratodo /i =1,...,7 e todo conveniente j = 1,2, 3, pela Proposicao 3.12, podemos

considerar (com abuso de notagcdo) qualquer um dos dois conjuntos para a nossa

analise, visto que os conjuntos s&o iguais e o valor de k é preservado.
Paraie{1,2,...,7} fixo, podemos juntar os conjuntos da forma

C
V(O(,C,',O() N |:V(O{,C,',O() N <V(aﬂ/’1,Bj,1,aﬁ/’1) Ll---LJ V(aﬁ/’p/,Bj,pj,Ol,B/’p/‘))‘|
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para todo conveniente j € {1,2,3} como fizemos na demonstragcdo da Proposicao
3.14 num unico conjunto da forma V(a,ci,a);(aa,-J,Cm,a5,,1),m’(a&-,q,,Ci’qi,a(s,-,q,) preservando
a aditividade de k com

Vias1,Civ,06): - Viasian, ¢, a) S ViaCiar):
Por fim, como os conjuntos C; sao disjuntos, pela demonstracido da Proposicao
J j J P ¢ posIC
3.13, temos
3 7
U Ve B 811,00, 02,85, 0 = L ViaGt06.6,1,08).... (089,008

.....

J=1 i=1
= V(or,I_I,-7=1C;,a);(a6"1,C1,1,or§1'1) ..... (@6"%,Cy g,,06"%),...,(a671,Cr,1,067),..., (0(67"77,07,(,7,0(67!"7)68

preservando a aditividade da fungao «. O

Proposicao 3.16. Sejam (£, L, B) um espago rotulado normal, M uma fungéo de A
em|[0,1] e m: B — [0,1] uma funcéo satisfazendo as condicbes m1’, m2’, m3’ e m4’ da
Proposi¢cédo 3.8. Se

o

com V(,Bf,B,-,ﬁi) N V(,B/',B,-,ﬁ/) =0 parai,jc{l,...,p}ei#j, entdo
n . p . pl . .
=" Mad)m(A) = > | M@B)m(B) - M@E/B")m(B
i=1 j=1 =1

Demonstragdo. Seja

p
Viaacaitoat Arao)...ccr ancer) = L Vigs 5,0 p07.8,0 0.3, B. 18
j=1

com V(,B",B,-,/Bf)ﬂ V(,Bj,Bj,ﬁj) =®para i,je {L---:P}ei#j- . .
Podemos considerar que a € comego de todos os 3/, pois se tivermos o = /o’
para algum j com o’ # w, entdo

V.8,8): B By BB, (BB )
Cc

Vigior,r(8.00) piar) 1 [(V(ﬁfﬁm,B,-,nﬁjﬁ/") Hoeed V(ﬁfﬁj’pf,Bj,pj,ﬁ/ﬁj’p/)> "Vgarganpa |

e usamos a Proposicao 3.12. Logo, podemos considerar a igualdade da forma

Va,
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Considerando 6 € £* o caminho rotulado de maior comprimento comum aos
comegos dos B/ para j=1,...,p, existemy/ € £* tais que B/ = §y/ paraj=1,...,p.
Dai, temos

i

a!Ava) ,(O{O(1 1A1 ’aa1 )l"'!(aan!An!aan)
p

j=1
c
= Vios,r(A5),06) N [(V(aor1,A1 ooty U V(ora”,A,,,ora”)) n V(a6,r(A,6),a6)}

comy/ = w para algum j = 1,...,pouy’1' #Y! para algum par i,j € {1,..., p}. Ou seja,
podemos considerar a igualdade inicial da seguinte forma geral

r
V(O(,A,O();(O(O(1 Aqaat),... (aa™ Apaan) T <|_| V(a,Bz,O();(a,BZ'1,BZJ,O(,BZJ) ..... (aﬁzypz,Bz!pz,aﬁzst)> U

z=1

com ,B/ Zwparaf=1,...,m em que temos uma parcela da forma

Via,B..00:(aB? 1, By.1,aB? ), .... (8202, B, o, B ?P2)

no lado direito ou ,84 #[3’1' para algum par i,j € {1,...,m} caso m > 2, ainda salienta-
mos que podemos ter r = 0 ou m = 0. Pela Proposicédo 3.13 caso r > 1,

r

z=1

= V(a,u;=1 B;,0);(aB1,By 1,0B11),...,(aB "1 B p, B P1),...(af"1,Br1,aB"),....(aB" P By p, a1 Pr)

com a aditividade de k preservada e \/(O(,u;=1 B, V(aﬁj,Bj,aﬁ/) =(paratodoj=1,...,m.
Logo, podemos considerar o caso geral como

V(O(,A,O();(orO(1 Aqaat),... (aa™ Apaan) T V(G,C,G);(O(61 ,Cy,a681 ),...,(a(‘Sq,Cq,GSQ)l—I

m
L (|—1| V(08,80 BB Byr BB (BB iy PP j'pj)) | "
j:

além disso C C Ae C # A, pois

V(O(,C,O();(orS1 ,C1,a6"),...,(a69,Cq,a69)
C
= Via,cnam N [(V(o«sua o6ty U V(aaa,cq,a6a)) A V(a,CﬂA,or)}

e V(cx,C,a) N V(aﬁ/,B,,aﬁ/) =(paratodoj=1,...,m.
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Vamos mostrar a aditividade da funcao k na Igualdade 3.9 por indugéo sobre a
quantidade de parcelas do lado direito. Se tivermos apenas uma parcela, usamos a
Proposicao 3.12. Agora temos que considerar trés casos possiveis de 3.9.

No primeiro caso, temos m = 0 e usamos a Proposicao 3.13 para garantirmos a
aditividade.

No segundo caso, ndo temos a parcela Vi, ¢ q);(as1,C;,a6"),....(a69,Cqi069) © 1€

mos pelo menos um par de i,j € {1,..., m} tal que ,8/ #,8’ Neste caso, como hipétese
de inducéo, suponha o resultado valldo sempre que do lado direito a quantidade de
parcelas € menor do que m. Sejam ,BJ1 yee ,,8/3 as primeiras letras iniciais diferentes de

B',...,B™. Da Igualdade 3.9, temos

(o

V(aﬁﬂ/,r(A, e Q/)m |_| V(aa",A;,aa")

iza =ﬁj;’
= U Vi gopiospin 8,080,878, a8 310
=P
paratodo /=1,...,s, e, pela hipbtese de inducéo, garantimos a aditividade de « para
todo/=1,...,s. Como LAY ={B],...,B5) e ndo existe 0 # F C AN 9., temos

S , .
=Y Mephm(r(A.B)),
=1

e juntando esta igualdade com as aditividades de k em 3.10, temos o resultado para o
segundo caso.

No terceiro caso, temos a parcela Vi, ¢ q:(as',61,a6),...,(69,Cq,a89) € M = 1 na
Igualdade 3.9 com a possivel existéncia de um par i,j € {1,..., m} tal que ,84 # ,84
caso m > 2, ou nao, pois a existéncia desse par néo faz diferenga na demonstracao
do terceiro caso. Como hipétese de inducao, supomos que o resultado da proposicao
€ valido sempre que a quantidade de parcelas do lado direito € menor do que m + 1.

Da Igualdade 3.9, temos

V(a,Aﬂ C,a);(aa',Ainr(ANC,al),aal),...,(aa™, AxNr(ANC,a"),aam)

= V(a,C.a);(08",C1,a6"),...,(069,Cq,089)

V(O(,A\C,or);(O(O(1 ANr(AC,aM),aal),...,(aam, Apnr(A\C,a),aa")

i |_1| \/(aﬁf,Bj,aﬁj);(aﬁjﬁj’1=Bj,1,aﬁjﬁj’1) ----- (oI, By gy o)
j=
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em que temos a igualdade da fungao « na primeira igualdade pela Proposicao 3.12, e
a aditividade na segunda igualdade pela hipétese de inducéo. Juntando os dois, temos
o resultado para o terceiro caso, pois

V(O(,A,O();(O(O(1 JAaal),.. (aan, Apaan)
= V(O(,Aﬂ C,a);(aa’,Ainr(ANC,a!),aal),...,(aa”, AxNr(An C,a”),aa”)u
U V(O(,A\C,O();(oror1 ANr(AC,al),aal),...(aam, ApNr(A\C,a"),aam):
e usamos a Proposicao 3.13.
Portanto, conseguimos provar a proposi¢ao por inducao. O

Proposicao 3.17. Sejam (£, L, B) um espacgo rotulado normal, M uma fungéo de A
em|[0,1] e m: B — [0,1] uma funcéo satisfazendo as condicbes m1’, m2’, m3’ e m4’ da
Proposicao 3.8. Se

p
a,Aa);(aa’,Ar,aal),.... (oo Ap,oal) = |_| V(ﬁ/ B;.B):(BiB B4 BiBIN),.... (BRI, Bip, BBy’
J=1

p
a,Aa);(aal,Aaal),....(aam Apaal) = |_| V(ﬁ/,Bj,ﬁ/);(ﬁ/pm,Bm,ﬂ/ﬁm),m,(ﬂjﬁfvpj,Bj,pj,ﬁ/ﬁj’p/)'

Podemos considerar que o é comego de todos os ,8f, pois se tivermos a = ,Bfa’
para algum j com o’ # w, entao

VBB By BB (BB By )

c

Vigia r(B.ar) piar) [(V(ﬁfﬁfﬂ,s,-,uﬁfﬁ“) U V(ﬁfﬁj’p/,Bj,pj,,B/ﬁj’p/) N Vigiar (g pier) |

e usamos a Proposicao 3.12. Logo, podemos considerar a igualdade da forma

jo]

Vo Aa)i(aal Araal),.... (00" Agaan) = |_| V(aﬁ/,Bj,aﬁ/);(aﬁ/ﬁm,Bm,a,B/ﬁN) ..... (aBip™i,B;, a,B/,B’ Piy:
j=1
Considerando 6 € £* o caminho rotulado de maior comprimento comum aos

comegos dos B/ paraj=1,...,p, existem y/ € £* tais que B/ = 6y/ paraj=1,...,p.
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Dai, temos
V(O(,A,O();(O(or1 Aqaat),... (aa™, Apaan)
p
= /I___1| V(aSyf,Bj,a(‘Sy/);(a6y/ﬁ/!1 ,Bj 1,06yip) ! ),...,(a6yfﬁj’p/,Bj,pj,a(‘iy/ﬁj'p/)

c
= Vi0s,r(A5),06) N [(V(aa1,A1 aaty U V(ora”,A,,,ora”)) N ‘/(a6,r(A,5),a5)}
comyf=w para algum j = 1,...,pouy/1' #y4 para algum par i,j € {1,...,p}. Ou seja,

podemos considerar a igualdade inicial da seguinte forma geral

r
V(O(,A,or);(ora1 Aqaat),... (aa™ Apaan) T <|_| V(a,Bz,a);(aﬁZ'1,Bz,1,0(,82s1) ..... (aﬁZ,PZ,BZ,pZ,O(ﬁZst)> U

com ,B/ Zwparaf=1,...,m em que temos uma parcela da forma

Via,B,,00:(aB?1,By.1,aP?), ... (B 2P2, B, o, %P2
no lado direito ou ,84 —T/ﬁq para algum par i,j € {1,...,m} caso m > 2, ainda salienta-
mos que podemos ter r = 0 ou m = 0. Pela Proposicao 3.15 caso r > 1, existe
V((x,C,(x);(a61,C1 a61),...,(ad9,Cq,069) €S

tal que

3.11

além disso C C A, pois

V(O(,C,or);(oré1 ,C1,a6"),...,(a69,Cq,a69)
C
= Via,cnam N [(V(061,C1 ashyd U V(a(‘iq,Cq,aSq)) N V(or,CﬁA,a)] :

Vamos mostrar a aditividade da funcéo k na Igualdade 3.11 por inducao sobre
a quantidade de parcelas do lado direito. Se tivermos apenas uma parcela, usamos a
Proposicao 3.12. Agora temos que considerar trés casos possiveis de 3.11.
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No primeiro caso, temos m = 0 e usamos a Proposi¢cao 3.15 para garantirmos a
aditividade.

No segundo caso, ndo temos a parcela Vi, ¢ q);(as1,C;,a6"),....(a69,Cqi069) © 1€

mos pelo menos um par de i,j € {1,..., m} tal que ,Bﬁ #,3'{- Neste caso, como hipétese
de inducéo, suponha o resultado valido sempre que do lado direito a quantidade de
parcelas € menor do que m. Sejam ,8/1 Yo ,,8/1S as primeiras letras iniciais diferentes de

B',...,B™. Da lgualdade 3.11, temos

(o

V(a,BQ,r(A, . Q)m |_| V(aor",Ai,aa")

i

2oy =P
U Vi 8.cpcpprr 8,810,810, o) 312
iBi=P!
paratodo /=1,...,s, e, pela hipbtese de inducéo, garantimos a aditividade de « para
todo/=1,...,s. Como LAY = (B4, ... ,8/3} engoexiste ) # F C ANEY . temos

S . .
Mc)m(A) = >~ M(ap)m(r(A, B])),
I=1
e, juntando esta igualdade com as aditividades de k em 3.12, temos o resultado para
0 segundo caso.

No terceiro caso, temos a parcela Vi, ¢ q:(as',61,a6),...,(69,Cq,a89) € M = 1 na
Igualdade 3.11 com a possivel existéncia de um par i,j € {1, ..., m} tal que ,Bﬁ #/BQ, ou
nao, pois a existéncia desse par nao faz diferenca na demonstracao do terceiro caso.
Como hipotese de indugao, supomos o resultado valido sempre que a quantidade de

parcelas do lado direito € menor do que m + 1. Pela Igualdade 3.11,

<

C
(A aaat,Araa), ..o Anaar) 1 (Vie,C.aias',Criab), .. (a89,Cq%) )

/N

c
V(O(,A\C,O() L V(a6‘,C1 ,ad") L. V(a6q,Cq,a6q)) n (V(orcx1 A aat) LU V(ora”,An,aa”)>

|:3

V(08B0 BB By BB B B 3.13

~.
Il
—_

Vamos mostrar que

Viaa' Ar,aaty U U Viaan, Apaon) € Via,aca) U Yiast, ¢y ash) U U Viasa,cq,a69)-
3.14

De imediato,

Viaat Ainr(AC.at),aat) B U Yiaan Anr(AC,an)aan) € Via,AC,q)
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Dado € € V(G,C,a), temos
§ € Vias1,cp,a6") U U Viasa,c.069) = & € Vio,C.a)(06",C1,06)....(069,Cqa69) =
S€ V(or,A,O();(oror1 Aqaal),... (aan, Anaan) T
= &€ Vigat Ainr(Cat).aat) U U Yiaan Anr(C,an),aans
dai
Viaa! Anr(Coat),aat) B U Viaan, Asnr(C.am),aomn) S Vst cra61) U U V(a69,C4,059:-
Com isso, temos a Igualdade 3.14.

Pela Igualdade 3.13, temos as seguintes igualdades

c
Via, AC.a) N [V(or,A\C,or) n (V(aa1 Aroal)y U V(aa",An,O(or”))] =

m
= Va AC,a) l|_| (B!, By, al);(oBiBi, B 1,aBIBI), ..., (a,Bf,Bj’p/,Bj,pj’aﬁ/ﬁ/’p/)] ’

e
c
Viasi,Ci,a67) N {V(a&,c,-,a&) N (V(aa1 Aqaat)yd- U V(aa”,An,aor”)ﬂ -
= V08,0108 l|—| V(08,08 (BB B BB, (B By gy BB ]
paratodoi=1,...,q, sendo que a aditividade da funcao k nestas igualdades é garan-

tida pela hipétese de inducéo.
Bem como, temos as igualdades
V(08B0 (BB By BB, (BB, By BB ™
= (V(O(,A\C,a) U Vigs',cy a8ty U+ U ‘/(a6q,Cq,or6q)) N
V(Ofﬁ’ By.aB);(aBIB, By, aBB) ... (ofIB,By ﬁ’ﬁ’ i
paratodoj=1,...,m, sendo que a aditividade da fungéo « nas |gualdades € garantida

para todo j pela Proposicao 3.16.
Além disso, pela inclusao 3.14,

Viaoi, Araai) = Viaai Araa) N <V(or,A\C,or) U Vias',cy a6 U U V(aaq,cq,aesq)>
paratodoi=1,...,n, sendo que a aditividade da funcéo « nas igualdades é garantida
para todo i/ pela Proposi¢ao 3.10. Juntando as aditividades da funcao «, obtemos

M(a)m(A\ C) + (ZMO«S ) (ZMO{O{ >=

pj

M(apym(B) - > M(aﬁjﬁf”f)m(Bj,/j)] ,

3.15

tuﬂs

—.
1]
—
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e somando M(a)m(C) dos dois lados, conseguimos a aditividade de « na Igualdade
3.11. Se A = C, nao temos a parcela Vi, aco) N2 Igualdade 3.13, e somamos
M(a)m(A) dos dois lados na Igualdade 3.15. Portanto, a proposicao estd provada
por indugao. ]

Proposicao 3.18. Sejam (£, L, B) um espacgo rotulado normal, M uma fungdo de A
em|[0,1] e m: B — [0,1] uma funcéo satisfazendo as condicées m1’, m2’, m3’ e m4’ da
Proposicao 3.8. Se

q

!:1| VO(’ Apal)(alal A; 1 ,aial ), (a’a”qi,Ai,qi,a’a”qi)

p
=UVig.gprep g mn..op%.6 6, B18"7)’
J=1
entao
q qi ] p pj
M) m(A) =" M(a'a"ym(A; )| =" [M@E)m(B) - M@B/B")m(B;,)
i=1 fi=1 j=1 li=1

Demonstragdo. Considere

q
— V(a",A,-,a");(a"a“,A,-,1,0("a"'1) ..... (ala%,A; g .l
1=
o
|_| vV 1 1 iRI:Pj ipiPjy = Y.
1 (BB, (BB By 1 BIB),.... BB B BB
j:
Temos
q p
Y=YnY= |_| Vor’ Anal);(adadt A g alal ), (alal 9, A i cxor’q:)ﬁ
i=1j
nv

(B.8,8): (BB Byt BIBH ). (BB, By IR

Vi

ol Aial)(alalt, Ay adal),. (adal 9, A, g aladi) =

[ o

Viol Aot Ay )oeoalcticr i, Ay g o) [ V(ﬁ/ BB (BB By )., BB, By BB )

—.
1l
—

paratodoic{1,...,q}, e

L V(ﬁf,Bj,ﬁf);(ﬁfﬁf",/3/,1,51'[3“) ..... (BB, B;,,B1B™) N Vi A ci(olal Ay o). (oot Ay g, o)
i=1
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paraj € {1,...,p}. Com isso, descartando as intersecoes vazias, e usando a Proposi-
¢ao 3.17, temos

q qi p
S M@)m(A) - M(alo ’)m(A,-,/,.)] =Y [M@B)m Z M(@B/Bm

i=1 =1 =1

]

Proposicao 3.19. Sejam (&, £, B) um espaco rotulado normal, M uma funcdo de A
em [0,1] e m: B — [0,1] uma fung&o satisfazendo as condigées m1’, m2’, m3’ e m4’
da Proposicdo 3.8. Entdo k € uma medida no semianel S tal que k(pa(V)) = M(a)k(V)
para todo a € A e todo subconjunto V de V1 N S.

Demonstracdo. Temos que provar que k € enumeravelmente aditiva em S. Como os
elementos de S sdo conjuntos abertos e compactos, € suficiente mostrar que « € aditiva
em S. Dado

p
V(or,A,Ot);(oror1 A aal),.. (aan, Ap,aan) |_| V(ﬁj,Bj,/j/');(lB/ﬁjJ B ,ﬁjﬁm),m,(ﬁjﬁf"’j,Bj,p/,ﬁ/ﬁ/’p/)’
J=1

pela Proposicao 3.17, temos a aditividade de k, ou seja,

Para provar a condicao de escala, se V = V( es$

esta contido em V1, entéo

a,Aa);(aal,Ayaal),... (aan, Apaan)

V= V(O(,A,O();(O(O(1 ,A1 ,(XO(1),...,(o(o(”,An,aan) N Va_1

= V(O(,Aﬁr(aO(),or);(0(0(1 JAinr(aaat),aal),... (oo, Apnir(aaan),aan)

Ppa(V) = V(aO(,Aﬁr(aO(),aor);(aO(O(1 Ajnr(aaat),aaal),...,(aca, ApNr(aaa”),aca’)
Dai, das propriedades de k e da multiplicatividade de M, o resultado segue. [J

Observacao 3.4. Para mostrarmos a Proposicdo 3.20, precisamos supor que 0s con-
juntos B e L* sdo enumeraveis. Como na Observagéo 3.2 ja trabalhamos com o
alfabeto A enumeravel, L* naquele caso também é enumeravel.

Proposicao 3.20. Sejam (&, L, B) um espaco rotulado normal satisfazendo as condi-
cbes da Observacdo 3.4 e M uma funcdo de A em [0,1]. Entdo existe uma aplicacao
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convexa entre o conjunto das fungbes m: B — [0,1] satisfazendo as condigcées m1’,
m2’, m3’ e m4’ da Proposicdo 3.8 e o conjunto das medidas Borelianas regulares
de probabilidade y em T satisfazendo u(pa(V)) = M(a)u(V) para todo a € A e todo
subconjunto Borel mensuravel V de V.

Demonstragdo. Usando o Teorema da extensdo de Carathéodory, existe uma medida u
definida na o-algebra gerada por S. Como S € uma base enumeravel para a topologia
de T, pois B e L* sdo enumeraveis, sabemos que a o-algebra gerada por S é a o-
algebra de Borel de T.

Para provar que p € de probabilidade, como T = Uacp Viw,Aw) € H(V(w,Aw)) =
K( V(w,A,w)) = m(A), usando a condi¢gdo m1’, temos u(T) = 1. Isto também implica que uy
é regular, pois toda medida de Borel finita € regular.

Além disso, uma combinacao convexa de fungdes m € preservada quando pas-
sada a medidas k em S, e portanto a medidas y em T.

A medida p satisfaz a condigdo de escala, pois ¢4 € bijetora, logo preserva
unides e intersecgdes, e a condi¢cdo de escala de u é valida para elementos no semianel
S. O

Proposicao 3.21. Seja (&, L, B) um espaco rotulado normal. Existe uma bijecao afim
entre os conjuntos B e E}.

Demonstragéo. Seja  um estado de A(E, L, B) satisfazendo

Y(Sapasy) = N(@)™ Y(Panr()

para todo a € £L* e A € By. Defina um estado w de Cy(T) por w = w o @', sendo @ o
isomorfismo da Proposicdo 2.10. E suficiente verificar a condicdo de escala de w nos
elementos do conjunto H da Proposicéo 2.9.

Seja ac A.Se Xy, 4. € Co(Vat), entdo Viy, aw) € Var = Viw,r(a)w)- Dal,

w <X Viw,Aw) o (Pa'1> =yo Q)_1 <X Viw,Aw) © (Pa—1) (l) Po CD_1 <X V(a,A,a)) = (SapASf;)
= N(a)‘)‘ 1) (pAmr(a)> = N(a)_)\ po o (X V(w,Aﬂr(a),w)>
= M@ @ (X p)

sendo (1) devido ao Lema 4.4(i) de (DE CASTRO; VAN WYK, 2020).
Agora, sejam a € L* e A € By tal que XVignw € Co(Vg1). Como xy, €

a) a,A,Q)

Co(Vg1),temos Vig aq) € Va1 = Vi r(a),w)- VaMos comegar verificando que XVioaw) =

(3)

XV(w,Amr(a),w) = XV(w,Aﬁr(aor),w)' Como Anr(aa) C Anr(a), dai V((U,Aﬂr(aa),w) - V(w,Aﬂr(a),w)-
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Além disso,

" € Viw anra)w) = 1" € Viw,Aw) N Viwra)w) =N € Ty €A € (G(ot)y (UY))
= Gayy () € Viaaq) = Glayy (1) € Yiw,r(a)w)
— r(aa) = r(r(a),a) € (G(a)y (qy)>

= Hoy © Gy (nY) =nY é tal que r(aa) € q’é

o]

la

= ANnr(aa) € n’é —=n' e V(w,Amr(aa),w)-

- (@)
Agora, vamos verificar que XViana © Pat = XViawanria.a” Temos

)

(1) 3)
XVigan ©Pat = XVipaw) ©Pat ©Pat = XViwaw © P@ax)" = XViwanranw ° Plaa)

= X<Paa( Viw, Anr(ac)w))’

Xpaa(Viwaorayay) = X Viaaanr(aa,ae) < 7 Paa <V(w,Amr(aor),w)> = V(aa,Aﬂr(aa),aa)

(1)

= Viw,Anr(aa),w) = P(an) (V(aa,Amr(aa),aa)> :

Logo,
w (X Vigaa) © (Pa—1> = (X v(aa,m,(aa),aa)> =y <SaaPAmr(aa) SZa) = N(ao) ™y <pAﬂr(aa))

- N(ao)™ p o @ (X
®)

V(w,Amr(aa),w)>

-A -A ~1 _ —A —A
N(@) ™ N@)™ 0 D71 (X1 po) = M@ NI (a1
= N(@™ ¢ (sapass) = N(@ ™ w (X v(a,A,a)) =

e a condicao de escala é vélida.

Por outro lado, dado um estado w em Cy(T) satisfazendo w(fop3z') = N(a)™ w(f)
paratodo a € Ae f € Cy(V41), definimos um estado em A(E, £, B) como ¢ = w o @.
Temos y € E?, pois, para todo a = aq---apn € L*e A€ Ba,

Y (SaPaSh) = w (x wa,A,a>) =@ (X Vio.Aw) © %-1> = Nia) ™ (X Viwsw © Por! ~~a£1>
= N(a1) ™ N(o2) @ (X © Pt ) =
o= N(ay) ™ N(ao)™ - - N(an) ™ w (x v(w,A,u,)> = N(o)™w <X v(w,Am(a),a»)
= Na)?wod (pAm,(a)> = Ny <PAmr(a)> :
0

Proposicao 3.22. Seja (&, L, B) um espaco rotulado normal. Existe uma bijecao afim
entre os conjuntos B e C}.
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Demonstracdo. O Teorema da representacao de Riesz nos fornece uma bijecao entre
estados w de Cy(T) e medidas Borelianas regulares de probabilidade y em T. Res-
tringindo a medida correspondente y a V1, observamos que Cy(V,-1) € denso em
L1 (Vg1,1). Se w € um estado em Cy(T) satisfazendo a referida condigao de escala,
entéo a condi¢do é valida para fungbes em Cy(V 1) e se estende para elementos de
L1(Var1 , M) e, em particular, para funcdes caracteristicas de conjuntos mensuraveis de
V. Por outro lado, se y € uma medida em T satisfazendo as referidas condigées,
entdo a condicao de escala no estado correspondente segue para fungdes caracteris-
ticas, podendo ser estendida a elementos de L V1,u) e, em particular, para fungdes

em Co(V). 0

Proposicao 3.23. Seja (&, £, B) um espaco rotulado normal satisfazendo as condicées
da Observagdo 3.4. Existem isomorfismos convexos entre A, B, C*, D} e E.

Demonstracdo. Da Proposi¢do 3.2, temos um isomorfismo afim entre A* e E*. Da Pro-
posigcao 3.21, um isomorfismo afim entre Be E*. Da Proposigao 3.22, um isomorfismo
afim entre B* e C*. Tomando M: A — [0,1] definida por M(a) = N(a)™ na Proposi¢ao
3.8, obtemos uma correspondéncia afim injetora de B} a D*, e tomando o mesmo M na
Proposicao 3.20, obtemos uma aplicacéo afim de D! a C». O resultado agora segue,
pois a composicdo das aplicacdes de B a D}, de D a C* e C* a B} é aidentidade. [

Teorema 3.1. Seja (&, £, B) um espaco rotulado normal satisfazendo as condi¢cbées das
Observacées 3.2 e 3.4. Existem isomorfismos convexos entre os conjuntos A), B, C,

D) EN FA, GN HY e P,

Demonstracdo. Segue das Proposicoes 3.7 e 3.23. O

3.2 ESTADOS GROUND

Nesta secao aplicamos alguns dos resultados anteriores para caracterizar o
conjunto dos estados ground de C*-algebras de espacos rotulados normais.
Dado (&, £, B) um espaco rotulado normal, definimos os conjuntos:

A9 o conjunto dos estados ground em C*(&, L, B);
B9": o conjunto dos estados w de Cy(T) tais que w(y V(a,r(a),a)) =0 paratodo a € A;

C9": o conjunto das medidas Borelianas regulares de probabilidade y em T tais
que u(A) = 0 para todos a € A e subconjunto Borel mensuravel A de
Viar(a).a);

D9": o conjunto das fungdes m: B — [0,1] satisfazendo:

1. limgep m(A) = 1;
2. m(A) = 0 paratodo A € Breg; ©
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3. m(Au B) = m(A) + m(B)—m(AnN B) paratodo A, B € B.

Teorema 3.2. Seja (£, L, B) um espaco rotulado normal satisfazendo as condi¢ées da
Observagado 3.4. Existem isomorfismos convexos entre os conjuntos A9",B9", C9" e
D9’

Demonstragcdo. A existéncia de um isomorfismo convexo entre A9" e o conjunto dos
estados w de Cy(T) tais que w(f) = 0 para todos a € A e f € Co(V(5(g),a) SEIUE
do Teorema 4.3 de (EXEL; LACA, 2003). Como w é um estado, e XViar@.a € uma
unidade para CO(V(a,r(aLa)), segue que se w(XV(a,r(a),a)) = 0, entdo w(f) = 0 para todo
f € Co(Viar(a).q)- Portanto, temos que A9" & isomorfo a B9, via um isomorfismo
convexo.

Assim como para os estados KMS, um isomorfismo convexo entre B9 e C9" é
obtido analogamente a Proposicao 4.8 de (CARLSEN; LARSEN, 2016).

Finalmente, um isomorfismo convexo entre B9" e D9" é obtido por aplicagao
das Proposicoes 3.8 e 3.20 com M(a) = 0 para todo a € A, e procedendo como na

demonstracao da Proposicéo 3.23. O

3.3 EXEMPLOS

Nesta se¢do vamos usar a teoria construida nos Teoremas 3.1 e 3.2 para mos-
trar que, dependendo do espaco rotulado, o estudo da existéncia ou ndo de estados
KMS e ground é facilitado.

Exemplo 3.1. Pensando no espaco rotulado (£, L, B) do Exemplo 5.9 de (BOAVA; DE
CASTRO; MORTARI, 2020), vamos fazer uma discussdo sobre os estados KMS e
estados ground de C* (&, L, B) com base nos conjuntos D) e D9" dos Teoremas 3.1 e
3.2, respectivamente. Primeiramente vamos descrever o espaco rotulado em questao.
Temos o conjunto de vértices £0 = {vo, v1} e o conjunto de arestas £ 1= {eg, e1, eo}
com aplicagbes range e source dadas por s(eg) = vy, S(eq) = vq, S(e2) = vp, e r(eg) =
Vo, r(e1) = vp, r(es) = vq. O alfabeto A = {0,1} com aplicacdo rotulante dada por
L(eg) =1, L(eq) =0, L(eo) = 0. E a familia acomodante € o conjunto das partes de o,
B = P(EY).

1 c

\_/

0
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Temos que este espaco rotulado é normal e satisfaz as condi¢cées das Obser-
vagoes 3.2 e 3.4. Considere uma configuracéo inicial N: {0,1} — (1,0) e A € (0, )
como discutido na Observagéo 3.1.

Com relacao aos estados ground, eles ndo existem, pois, pela condicao m1 de
D9", temos m({vy, v4}) = 1, e pela condigdo m2 de D9", temos m({vy, v4}) =

Para os estados KMS,, pelas condicées de DA, qualquer fungdo m: P(£%) —
[0,1] que pertenca ao conjunto D* devera satisfazer:

1. limgcg m(A) = 1;

2 a) m({vo)) = N(1)™ m({vo}) + N(O)™ m({vy});
b) m({v1}) = N(0)™ m({vp});
c) m({vo, v4}) = N(1)™ m({vp}) + N(O) ™ m({vp, v4});
3. N&o precisa ser verificada, pois o espaco rotulado ndo tem sinks, e possui quan-
tidade finita de letras rotulantes;

4. m({vo, vi}) = m({vo}) + m({vy}).

De (m1), temos m({vy, v4}) = 1. De (m2)(a) e (m2)(b) temos N(1)™ + N(0)™A =
1. De (m4) e (m2)(b) temos m({vp}) = 1/(1 + N(O)™). E de m(4), temos m({v}) =
N(O)‘A/(1 + N(0)™ ) Como N(0) € (1, 00), temos por (m2)(b) que m({vp}) > m({v4}), ou
seja, m({vp}) > 1/2.

Dai, partindo de valores iniciais de N(0) € (1, 00) e A € (0, o), encontramos um
tnico N(1) € (1, o) satisfazendo a relagdo N(1)™ + N(0)~2A = 1, e definimos a fung&o
m como:

) = 0; it v =1 mved = o mipuyyy = MO
- ey R T N0 LRIV
de tal forma que essa m é a Unica fungdo, pertencente ao conjunto D*, possivel para
essa configuragao partindo de valores de N(0) e A.

Exemplo 3.2. Considerando o espaco rotulado (£, L, B) definido no comego da Se¢ao
3 de (JEONG et al., 2017), e usando a sequéncia de Morse generalizada

Y =---Y_3Y_2Y_1-YoY1Y2Y3--- = ---10010110.011010011001 - - -

do Exemplo 2.7 do mesmo artigo, vamos verificar que C*(E, L, B) com o tipo de acao
que estamos considerando, como na Observagdo 3.1, ndo possui estados KMS e
ground.
Para relembrar o espaco rotulado em questao, temos 0s conjuntos de vértices
={vnh 1 n € Z} e arestas E' = {en : n € Z}, sendo que cada en é uma seta de vn
a vn,1 para todo n € 7. O alfabeto considerado é o conjunto A = {0, 1}, e a aplicagéo
rotulante L associa cada aresta en a letrayn para todo n € Z. A familia acomodante B
considerada é a menor familia acomodante normal.
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Y0

09040909090%09

V_3 V_o V_4 Vo Vq Vo
Vamos usar a caracterizagao dos estados KMS e ground dos conjuntos D* e DI"
dos Teoremas 3.1 e 3.2, respectivamente. Para uma dada configuragdo N: A — (1, c0)
e € (0,00), uma fungdo m: B — [0,1] € D* dever4 satistazer:
1. limacg m(A) =1;
2. a) m(r(0)) =
b) m(r(1)) =N
3. Nao vamos precisar desta propriedade para nossa analise;
4. a) m(r(1)) = m(r(01) L r(11)) = m(r(01)) + m(r(11));
b) m(r(0)) = m(r(00) L r(10)) = m(r(00)) + m(r(10)).
Como £9 = r(0) U r(1), por (m1) e (m4), temos 1 = m(E%) = m(r(0)) + m(r(1)).
Logo, usando as relagbes acima,

N 2m(r(01)) + N(O)m(r(00));
(N 2m(r(11)) + NO) ™ m(r(10));

0)m(r(0)) = N(1)™m(r(1)) + NO)Y™[1 = m(r(1))]

(
YA m(r(01)) + N(OY*m(r(00)) + N(1)™m(r(11)) + N(0O)™m(r(10))
)
) A~ N(0)m(r(1)),

dai

1—N@©O)™

T N - )T

Para m(r(1)) € [0,1], temos que ter 1 — N(0)™? < N(1)™ = N(0)™, ou seja,
N(1)™ > 1. Mas isso é impossivel, pois N(1)™ < 1 para quaisquer valores de N(1) €
(1,00) e A € (0, ). Portanto, C*(&, L, B) ndo admite estados KMS para o tipo de acao
considerada.

Além disso, C*(&, £, B) também ndo admite estados ground, pois m(€%) =1 #0
ecleB.
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4 C*-ALGEBRA DE TOEPLITZ DO ESPACO ROTULADO

Neste capitulo, definimos a C*-algebra de Toeplitz, denotada por 7 C*(&, L, B),
de um espaco rotulado normal e mostramos algumas de suas propriedades. Além disso,
usando o espaco topoldgico de filtros P do Capitulo 1, descrevemos essa algebra
de Toeplitz como uma C*-algebra de grupoide e como um produto cruzado parcial.
Usamos a descricao de 7 C*(€, L, B) como produto cruzado parcial no Capitulo 4, em
que caracterizamos os estados KMS e ground de certa agao fortemente continua do
grupo R nessa algebra de Toeplitz.

4.1 DEFINICAO E PROPRIEDADES DE 7 C*(&, £, B)

Seja (£, L, B) um espaco rotulado normal. Para falarmos de C*-algebra de Toe-
plitz do espaco rotulado, precisamos estabelecer com qual C*-correspondéncia esta-
mos trabalhando. Neste trabalho vamos trabalhar com a C*-correspondéncia X (&, L, B)
construida na Secéo 3 de (BATES; CARLSEN; PASK, 2017), e o motivo dessa escolha
€ que a algebra de Cuntz-Pimsner (sugerimos (KATSURA, 2004), (PIMSNER, 1997))
de X(&, L, B) é isomorfa a C*-algebra do espaco rotulado C*(&, £, B). Primeiramente,
vamos relembrar essa construcgao.

Para cada A € P(£9), x4 denota a fungdo definida em £0 por y4(v)=1sev e A
e xa(v) = 0 se v ¢ A. Considerando x4 como elemento da C*-algebra de fung¢des
limitadas em £°, tomamos A(&, £, B) como sendo a C*-subalgebra da C*-algebra de
funcdes limitadas em £0 geradas por {xa:AeB}.

Proposicao 4.1. (BATES; CARLSEN; PASK, 2017, Lema 3.3) Seja Z um ideal bilateral
fechado de A(&, L, B). Entdo

Z=3span{xa:Ac Bexac< I}

Para cada a € A, seja X o ideal de A(E, £, B) gerado por x,(5 de forma que
f € Xa se, e somente se, f(v) = 0 para todo v € & \ r(a). Como X3 é um ideal, é facil
ver que X3 € um A(&, L, B)-modulo de Hilbert a direita com produto interno definido
por (f,g) = f*g e acado a direita dada pela multiplicacao usual de A(&, L, B).

Seja X (&, L, B) o A(&, £, B)-modulo de Hilbert a direita &, 4 Xa. Para definir-
mMos uma acao a esquerda de A(E, L, B) em X(&, L, B), isto €, um x-homomorfismo
o AE,L,B) — L(X(E,L,B)), em que L(X(E, L,B)) denota a C*-algebra dos opera-
dores adjuntaveis em X(&, £, B) (para mais detalhes sugerimos (KATSURA, 2004)),
consideramos o seguinte lema.

Lema 4.1. (BATES; CARLSEN; PASK, 2017, Lema 3.4) Para cada a € A existe um
unico x-homomorfismo @a: A(E, L, B) — Xa satisfazendo @a(xa) = Xr(a,a) Para todo
AecB.
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Agora, para cada f € A(¢, L, B), a aplicagao
o(f): (Xa)aca = (Palf)Xa)ac A
€ um operador adjuntavel em X(&, L, B), e a correspondéncia
o AE, L, B) — L(X(E, L, B))

define um x-homomorfismo. A C*-correspondéncia (X (&, £, B), ¢) sobre A(E, L, B) é a
que vamos considerar no nosso trabalho.

Além disso, para a € A, considerando ea = (64 pXr(g))bca € X(E. L, B), sendo
64,p 0 delta de Kronecker, temos

X(&,L,B) = spanA(g,L,B){ea rae Al 4.1

Para x,y € X(&,L,B), o operador 6x, € L(X(&,L,B)) € definido por 6x,,(2) =
x(y, z>X(5,£,B) para z € X(&,L,B). O ideal K(X(&, L, B)) de L(X(&, L, B)) dos ope-
radores compactos generalizados (para mais detalhes sugerimos (KATSURA, 2004))
é definido por

K(X(E, £,B)) =span {0x, € LIX(E,L,B)) 1 x,y € X(E,L,B)} .

Definicao 4.1. (KATSURA, 2004, Definicao 3.4) Uma representacao de (X (&, L, B), ¢)
em uma C*-algebra X é um par (m, t) sendo r: A&, L, B) — X um x-homomorfismo e
t: X(&, L,B) — X uma aplicacédo linear satisfazendo:

(1) t(x)m(f) = t(x - f) parax € X(E,L,B) e f € A, L,B);

2) t(x)*ty) = m({x,y)) parax,y € X(£, L, B); e

(3) m(f)t(x) = t(p(f)x) para f € AE,L,B) e x € X(&, L, B).

Denotamos por C*(m, t) a C*-algebra gerada pelas imagens dem et em X.

Além disso, de (KATSURA, 2004, Definicao 2.3), definimos um x-homomorfismo
P K(X(E, L,B)) - X paratodo x,y € X(&, L, B) por

We(Ox,y) = tX)t(y)".

Em (FOWLER; RAEBURN, 1999), por exemplo, vemos que toda C*-correspondéncia
admite uma representacao. Além disso, toda C*-correspondéncia admite uma repre-
sentacao universal, sendo que a universalidade € no sentido da proposicao a seguir.

Proposicao 4.2. Seja (X, ) uma C*-correspondéncia sobre uma C*-algebra A. Entao
existe uma C*-algebra Ty e uma representacdo ix: X — Tx eip: A — Ty tal que:
(a) para toda representacgéo (p, ) de X, existe um homomorfismo ¢ x 1 de Ty tal que
(Wxmoix=pe(pxmoig=1,e€

(b) Tx € gerada como C*-algebra por ix(X) U ix(A).
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A tripla (Tx, ix, ia) € Unica: se (B, ig(, i/’4) € uma representacdo com propriedades
similares, existe um isomorfismo 6: Ty — B tal que 6 o iy = iy, € 0o ig = iy. As
aplicagées iy e is séo injetivas. Existe uma agdo fortemente continuay: T — AutTy
tal queyz(ia(a)) = ia(a) eyz(ix(x)) = zix(x) paratodoac Ae x € X.

Na Proposi¢éo 4.2, chamamos a algebra Ty de C*-algebra de Toeplitz da C*-
correspodéncia (X, ).

Definicao 4.2. Para a nossa C*-correspondéncia X (&, L, B), denotamos a C*-algebra
de Toeplitz por T C*(&, L, B).

Agora vamos mostrar que podemos ver a algebra 7 C*(&, £, B) como uma alge-
bra universal gerada por projecoes, isometrias parciais e relagdes.

Lema 4.2. Seja (€, L,B) um espaco rotulado normal. Existe uma correspondéncia
bijetiva entre representacées de X (€, L, B) e familias de projecées {pa} ac € isometrias
parciais {Sa} 2c 4 €m uma dada C*-algebra X satisfazendo as seguintes relagbes:

(i) PanB = PAPB, PauB = PA+PB—PanB € Py = 0 para todo A, B € B;

(ii) PaSa = SaPr(a,q) Paratodo Ac Beac A e

(iii) $38a = Pr(a) € SpSa =0 se b# aparatodo a, b € A.

Demonstragcdo. Seja (m, t) uma representacao de X(&, £, B) em uma C*-algebra X.
Definimos as familias {py = m(xa)}acs € {Sa = t(€a)}ac4- COmo x4 € A(E,L,B) é
projecao para todo A € B, entdo p4 € projecao para todo A € B. Além disso, temos a

relagao (i), pois xanB = XAXB» XAUB = XA+ XB—XAnB: € Xp = 0 paratodos A,B € B, e
m € um homomorfismo. Para mostrar a relacao (iii), dados a, b € A, temos

SpSa = t(ep)"t(€a) = m((6p, a)) = 64 pTT({€p, €2)) = 62 bT(Xr(5)Xr(a)

= 84,bT(Xr(a)) = 02,6Pr(a)-

Como 5354 é projecao, pelo Teorema 2.3.3 de (MURPHY, 1990), temos que S,
€ isometria parcial.
Para a relacao (i), dados A€ B e a € A, temos

paSa =(xa)t(ea) = tp(xa)(€a) = H(6abXr(A,a)bea) = H€a- Xr(Aq) = HEAT(Xr(A )
= SaPr(A,a)-

Se a¢ L(AE'), entdo r(A, a) = 0 € PaSa =0 = 8aPra )

Por outro lado, sejam {pPa}acp € {Sa}aca familias de projecdes e isometrias
parciais, respectivamente, em X’ satisfazendo as relacées (i), (/i) e (iii). Vamos construir
uma representacédo de X(&,L,B), m: A(E,L,B) — X e t: X(&,L,B) — X, tal que
m(xa) = pa paratodo Ac Be t(ep-xg) = Sppg paratodo b € Ae B € By,
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Como a familia acomodante B é fechada para reunides e intersecdes finitas e
para complementos relativos, podemos considerar todo elemento de span gq{xa : A €
B} daforma Y Ajxa comA; € C, 0 #A; e Bparai=1,...,n,e AiNA =0parai]
ei,j=1,...,n Além disso, como spane.{xa : A € B} = spangig{xa : A € B}, definindo
T spanect{xa : A € B} — X por (xa) = Pa, temos que T € linear e continua, pois

(3|2

Dai, podemos estender 7 a um x-homomorfismo : A(E, £, B) — X tal que m(x ) = Pa-

Como a familia acomodante B é fechada para reunides e intersecdes finitas e
para complementos relativos, podemos considerar para os nossos calculos um ele-
mento de

/pA < max{|A1l,...,[Anl} = iXA;

SPanspan,,,{y4:AcB){€a : @ € A}
da forma > 7 eg - (Z}‘.’="1 AijXA;) com a; # ajparai #lemil=1,...,nA;; € C,
0#AjjcBgparai=1,...,nej=1,...,p,e A jNA=0paraj#kejk=1,...,p.
Definindo t: spangpan,_y.Acs{€a : @ € A} — X por {1  eq, - (Z]‘.’="1 Aijxa,) =
S48 Z, 17\,ij ),como #A;; Cr(a)parai=1,...,nej=1,...,p;, temos que
t est4 bem definida, é linear, e continua, pois

- (iea, (ZA,/XAU)) é (ZIA//'OA,/)
[E o)) e

n pi n Pi
Z Z |Ai,j'|2XA/,j Z (€g; - (ZAi,jXA,-,,-) ACh (ZAi’jXA”/) )
i=1 j=1 i=1 J=1

Pi
: ZAi,jXA,-J
j=1

Dai, como a acdo a direita de A(E, £, B) em X(E, £, B) é continua podemos estender ¢
a uma aplicacao linear continua t spanA(g,ﬁ,B){ea rae A} — X, e pela propriedade
4.1 estender para uma aplicacao linear continua t: X(&, £, B) — X definida por

n Pi
Zea, ZAUXA,, =Z Z ’/'bAi,/)
- i= J=1

2 2

IN

max |)\,j|2

2

pi n Pi
: ZN,/XA,-,,- > e ZAI,/XA,-,,- )| =
j=1 i=1

J=1

para .7, ea,-(ZﬁM,-JXAM) e X(&,L,B)com a; # ajparai #lemil=1,...,n
Aij€C,0#Aj€Bgparai=1,...,.nej=1,....p,eAiNAj,=0paraj#ke
j,k=1,...,pi.
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Para as relacdes de representacao, pela propriedade 4.1, como a acao a direita
de A(&, L, B) em X(&, L, B) é continua, e as aplicagdes t e m também sao continuas e
lineares, podemos considerar para ez - xa € X(&,L,B) e xp € A&, L,B) com a € A,
AcBgeDeB

t((ea-xa) - Xp) = t(ea- (XanD)) = SaPanD = SaPaPp = t(€a - xA)T(XD),

parabe Ae Be By

t(ea-xa) t(ep - XB) = PAS25bPB = 62 bPAS2SHPB = 62 bPANB = 02 bT(XANB)
=04 p1((€a- XA €p-XB)) =T((€a- XA €b - XB)):

epara Ce B

te(xc)ep - xB)) = H(8abXr(c,b)nB)acA) = t(€b - (Xr(c,b)nB)) = SbPr(c,b)PB = PcSbPB
=1(xc)t(ep - XB)-

Portanto, para nossa C*-correspondéncia (X(&, L, B), ¢), temos uma bijecao
entre representacdes e familias. O

Observacao 4.1. A familia de proje¢des e isometrias parciais {p, Sa} satisfazendo as
relagbes que aparecem no Lema 4.2 é denominada, para cada representacdo (m, t),
uma familia de Toeplitz-Cuntz-Krieger para (X (&, L, B), ).

Teorema 4.1. Seja (€, L, B) um espacgo rotulado normal. A algebra de Toeplitz do
espaco rotulado T C*(E, L, B) é a C*-algebra universal gerada por projecoes {Pa} aci
e isometrias parciais {Sa} ac 4 Satisfazendo as relagoes:

(i) PanB = PAPB, PAUB = PA+ PB—PaAnB € Py = 0 para todo A, B € B;

(i) PaSa = SaPy(a,q) PAratodo Ac Beac A e

(iii) $35a = Pr(a) € SpSa =0 se b # a para todo a,b ¢ A.

Demonstracdo. Segue diretamente do Lema 4.2. O

Seja (&, £, B) um espaco rotulado normal e considere a algebra de Toeplitz
T C*(&, L, B). Para cada palavra o = ay - - - ap, defina sS4 = Sq, - - - Sa,,; € para a palavra
vazia w, consideramos S, = 1.

Observacao 4.2. A algebra T C*(E, L, B) é gerada pelos elementos S € pa. Assim,
0s elementos sy definidos acima pertencem a7 C*(€, L, B) se a ndo é a palavra vazia.
Se a é a palavra vazia, S, ndo pertence aT C*(E, L, B), exceto quando essa algebra é
unital. Trabalhamos com a notagéo S, para simplificar, por exemplo, S,,pPaS;, Significa
pa- Nunca usamos sy, sozinho.
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Na proposi¢ao seguinte, temos algumas propriedades da algebra 7 C*(&, L, B).
Vale ressaltar que sdo as mesmas propriedades validas para a algebra do espaco
rotulado C*(&, £, B), como pode ser visto na Proposicao 3.4 de (BOAVA; DE CASTRO;
MORTARI, 2017a), por exemplo.

Proposicao 4.3. As seguintes propriedades sao validas em T C* (&, L, B).

(i) Sea ¢ L*, entdo s4 = 0.

(i) PASa = SaPr(aq) Paratodos A€ B ea e L7

(iii) $4Sa = Pr(a) € é;;éa = 0 se 8 e a ndo sdo comparéveis para todos a, 8 € L1,

(iv) Para todos a € L*, Sy € isometria parcial.

(v) Sejama,B € L* e A € B. Se ?sa,bAél}; #0,entdo Anria)nrB) #0 e §abA§2§ =
SaP Arvr(a)r(B)SB-

(vi) Sefama,B,y,6 € L*, A€ By N Bg e B € By N Bg. Entao

éay’br(A,y’)ﬁB§§= se y=py,
(gabAEE)(ébeég) = éabAﬁr(B,ﬂ’)ggﬁ’s se = Yﬁls
0, caso contrario.
Em particular, sqp Aéf; é isometria parcial.
(vii) Todo produto finito ndo nulo de termos do tipo Sa, pg e S, pode ser escrito como
§aﬁA§Z§, em que A € Bq N Bg.
(viii) TC*(&, L, B) = spTv{éabAél}’; o, € LM eA € Ba N Bg}.
(ix) Os elementos da forma Sap4S,, em que o € L*, sdo projegbes comutantes. Além
disso,

SgPr(Ap)NBSE: S€ B=af,
(éabAég)(éﬁbBélE) = éabAmr(B,a’)ééu sé a= IBO‘/!
0, caso contrario.

Demonstracdo. E a mesma demonstracdo da Proposicdo 3.4 de (BOAVA; DE CAS-
TRO; MORTARI, 2017a). N

A seguir definimos a subalgebra TA(E, £, B) de T C*(&, L, B), que nos sera de ex-
trema importancia quando formos descrever os estados KMS e ground de 7 C*(&, L, B)
no Capitulo 4.

Definicao 4.3. Definimos a C*-subalgebra diagonal TA(E, L, B) de T C*(E, L, B) como
TAE,L,B) = C*({SapaSy : 0 € L* €A € Ba}) = Span{SapaSy : o € L* €A € By}

Seguindo a mesma ideia de como foi feito para C*-algebras de grafos no livro
do Raeburn (RAEBURN, 2005), temos o proximo resultado.

Proposicao 4.4. Existe uma esperanga condicional W: T C*(E,L,B) — TA(E, L, B) tal
que W(éa,bAég) =84, éabAéﬁ para todos o, B € L* e A € Ba N Bg.
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4.2 TC*(, L,B) COMO C*-ALGEBRA DE GRUPOIDE

Em (BOAVA; DE CASTRO; MORTARI, 2020), os autores descrevem a algebra
do espaco rotulado C*(&, £, B) como uma éalgebra de grupoide. Usando as mesmas
ideias dos autores, nesta secao vamos descrever a algebra de Toeplitz 7C*(&€, L, B)
como uma algebra de grupoide usando o espaco de caminhos de ultrafiltros P da
Definigao 2.2.

Comecamos construindo um grupoide de germes G ;. Seja (€, £, B) um espago
rotulado normal com semigrupo inverso S, como definido no Capitulo 1. Para cada
idempotente e € E(S), definimos De = {p € E ;i p(€) =1} e Q ={(s,p) € Sx E s :
@ € Dgs}. A agdo 6 de S em E ; é dada por

Bs(p)(e) = p(s™es). 4.2

Observacao 4.3. Dados um elemento ndo nulo s = (u,A,v) € S e p € E_y, vamos
caracterizar quando ¢(s*s) = 1. Como s*s = (v, A,v), se @ é o filtro em E(S) associado
com @, entdo p(s*s) = 1 se, e somente se, (v, A,v) € §*. Sabemos que isso acontece

se, e somente se,v € o comego dea e A € €ﬁ/|'

Para vermos a boa definicdo da agéo dada por 4.2, usamos o lema a seguir, cuja
demonstracdo é a mesma do Lema 3.6 de (BOAVA; DE CASTRO; MORTARI, 2020).

Lema 4.3. Seja (¢, L, B) um espaco rotulado normal. Seja (t,p) um elemento de Q
comt=(B,Ay)epckE it Um caracter associado com & tal que a = yo' para algum
o € LS. Entdon = (Ggyor © Hyylo)(6*) estéd bem definido e & o filtro associado com
o caracter 6¢(¢p) dado por 4.2.

A seguinte relacdo é uma relagéo de equivaléncia em Q: (s,p) ~ (t,y) se, e
somente se, @ = e existe e € E(S) talque ¢ € De e se =te. Seja Gy = O\ ~, e
denotemos a classe de (s, ) por [s, ¢]. Considere

G5 = {([s, L [t € Gup < G = @ = 04() },

e para ([s, pl[t, p]) € G2 definimos

[s, ] - [t, @] = [st, y].
Além disso, para [s, @] € G

[s, " =[5, Os(@)].

Entéo G, € um grupoide com as operagdes definidas acima.

Agora vamos definir um grupoide analogo ao grupoide de caminhos de fronteira
de um grafo ((YEEND, 2007), (FARTHING; MUHLY; YEEND, 2005)) no ambito de
espacos rotulados.
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Proposicao 4.5. Dado (£, L, B) um espaco rotulado normal, definimos

r={(€, 1ol = Bl.nPY) € P x Z x P : Higgy (6™) = Higpy ()}

Entdo I é um grupoide com produto dado por

(&, m,n)(n,n,p) = (§, m+n,p)

e inverso dado por

& mn)" = (n,-m,¢).

Demonstragdo. E a mesma demonstragdo da Proposicdo 3.4 de (BOAVA; DE CAS-
TRO; MORTARI, 2020). O

Na proxima proposigéo, temos que os grupoides G € I sdo isomorfos.
Proposicao 4.6. Segja (£, £, B) um espaco rotulado normal. Entdo
(OB gu/t — T

que associa a classe [t,¢] a tripla ((Gigyor © Hyya)(§),181 = y1,6%) € um isomorfismo
bem definido de grupoides em que & é o filtro associado com ¢ e t = (8, A,y) de modo
que (y,A,y) € & ea =yd' para algum of € L=,

Demonstracdo. E a mesma demonstragéo do Teorema 3.7 de (BOAVA; DE CASTRO;
MORTARI, 2020). O

Nosso objetivo agora € definir a topologia que usaremos em I', para que I seja
um grupoide topolégico étale.

Para a topologia em G,; dada em (EXEL, 2008), dados s € S e um conjunto
aberto U C Dg-g, defina

O(s,U) = {[s,pl € Gy - p €U} .

Entdo a colecdo de todos O(s, /) é base para uma topologia em G, tal que esse
grupoide é um grupoide topoldgico étale.

Definimos uma cole¢do de subconjuntos em I como segue. Dados s = (u, A,v) €
Seeeq,...,enc E(S), defina

Observacao 4.4. Na definicdo acima, se e = s*s, usamos a notacdo Zs:e,.,...e,-
Quando n é zero, denotamos Zs:e ou Zs quando e = s*s.

Proposicao 4.7. Os conjuntos Zs e:e,,....e, definidos acima formam uma base de con-
juntos abertos e compactos para a topologia Hausdorff em I induzida pela aplicacao
@ da Proposi¢do 4.6 da topologia em Gy dada pelos conjuntos ©(s,U).
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Demonstragdo. E a mesma demonstracdo da Proposicdo 4.4 de (BOAVA; DE CAS-
TRO; MORTARI, 2020) e Corolario 4.7 de (BOAVA; DE CASTRO; MORTARI, 2020). [

Agora vamos mostrar que I pode ser visto como um grupoide de Renault-
Deaconu, para mais detalhes sobre este grupoide sugerimos a Sec¢éo 2.4. Para isso,
definimos, para cada n € Ncomn > 1, P = {&X ¢ P : a € £L5%¢|a| > n} e
o: P — P por o(€%) = Hig (§) se a = ay.

Proposicdo 4.8. Sejam P(Y) e 6 como acima. Entdo:
(i) P() & aberto;
(ii) o é um homeomorfismo local.

Demonstragdo. E a mesma demonstragdo da Proposicdo 4.8 de (BOAVA; DE CAS-
TRO; MORTARI, 2020). O

Para & € P(), o comprimento da palavra associada com o(€) é |a| — 1. Dai,
para n € N com n > 1, dom(c”) = P{". Além disso, se & = €%, ent&o, pelo Teorema
2.6, 01%(€) = Hyp(6). Da,

r={(n,m-n:& :mneN,nedom™), § € dom(c”)eo™(n) =0"(§)},

isto é, I' é o grupoide de Renault-Deaconu associado com o.

Além disso, usando um raciocinio analogo ao da demonstra¢do da Proposicéo
4.10 de (BOAVA; DE CASTRO; MORTARI, 2020), temos que a topologia dada na
Proposicédo 4.7 € a mesma que é dada em (RENAULT, 2000), a qual é a topologia
definida pelos conjuntos abertos basicos

V(X,Y,mn)={(n,m-n,& :(n,&) € X x Yea™(n)=0"(&)}, 4.3

em que X (respectivamente Y) é um subconjunto aberto de dom(c™) (respectivamente
dom(o™)) tal que 0|y (respectivamente o”|y) é injetivo.

Corolario 4.1. O grupoide I é amenable, dai as suas C*-algebras cheia e reduzida
coincidem.

Demonstracdo. E a mesma demonstragdo do Corolario 4.11 de (BOAVA; DE CASTRO;
MORTARI, 2020). O

Agora vamos comegar a construir o isomorfismo entre 7C*(&,L,B) e C*(I).
Lembramos de (RENAULT, 2000) que, como I € um grupoide étale, o sistema de Haar
correspondente a I € dado por medidas de contagem e para f, g € C¢(') seu produto
€ dado por

(Fx9)n.n& = Y f(n,mag(C n—m,E). 4.4
g,m:(n,m,Q)er
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Proposicao 4.9. Considere as seqguintes fungcdées em C¢(I)

PA = XZ(w,A,w)

Sa = XZara) w)

vistas como elementos de C*(I'), em que A € B, a € A e x representa a fungdo
caracteristica do conjunto dado. Entdo ({Pa}acp.{Sa}lac4) € uma familia de Toeplitz-
Cuntz-Krieger para (X(&€, L, B), ) na C*-algebra C*(I").

Demonstracdo. E a mesma demonstracdo da Proposicdo 5.1 de (BOAVA; DE CAS-
TRO; MORTARI, 2020), exceto a ultima relagdo que aparece na definicdo da C*-
algebra do espaco rotulado, a qual ndo precisamos. O

Observacao 4.5. Vamos denotar a representacdo de X(&, L, B) relativa a familia de
Toeplitz-Cuntz-Krieger da Proposicdo 4.9 por (it 1).

Usando a propriedade universal de 7C*(€, £, B) do Teorema 4.1, existe um
x-homomorfismo

p: TCHE, L,B) — C*(I 4.5

tal que p(p4) = P4 para todo A € B e p(S3) = Sz para todo a € A. Nosso objetivo €
mostrar que p € um isomorfismo. Para provar que p € injetivo, usamos o teorema da
unicidade da invariancia de gauge para a algebra de Toeplitz, Teorema 4.2.

Definicao 4.4. (KATSURA, 2004, Definicao 5.8) Para uma representacdo (m,t) da
C*-correspondéncia X (&, L, B), definimos

I(’ﬂ,t) ={f € A(&, L, B) : m(f) € p(K(X(E, L, B)))},
que é um ideal bilateral fechado de A(E, L, B).

Definicao 4.5. (KATSURA, 2004, Definicdo 5.6) A representacao (m, t) de X(&, L, B) ad-
mite uma acéo de gauge se para cada z € T existe um x-homomorfismo3z: C*(m, t) —
C*(m, t) tal que Bz(m(f)) = m(f) e Bz(t(x)) = zt(x) para todo f € A(E,L,B) e x €
X(E, L,B).

Teorema 4.2. (KATSURA, 2004, Teorema 6.2) Seja X uma C*-correspondéncia so-
bre uma C*-algebra A. Para uma representagdo (m,t) de X, a sobrejegao natural
p: Tx — C*(m,t), que vem da propriedade universal da C*-algebra de Toeplitz, € um

isomorfismo se, e somente se, (m, t) satisfaz Iéﬂ f = 0 e admite uma agéo de gauge.

Lema 4.4. Seja (¢, L, B) um espacgo rotulado normal. Para nossa C*-correspondéncia

. / Ve
X(&, L, B), oideal l(ﬁj) é nulo.
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Demonstragdo. Para x = ea-xa = (6apXA)bca € X(E,L,B)com A € Ba, ¥y = €p €
X(&, L,B), e D € B, vamos considerar o caso particular

Pp =1i(xp) = Wi(Ox,y) = LX)t(y)" = Hea- xa)t(ep)" = Hea)T(xa)t(ep)" = Sa* Pa* Sp.
4.6

Para a igualdade 4.6, vamos mostrar que D = () necessariamente. Supondo D # (),
sejan € P o filtro associado a palavra vazia w e familia completa formada apenas por
um ultrafiltro contendo o elemento D € B. Considerando a tripla (n,0,n) € I', temos
Pp(n,0,n) = 1, mas, por outro lado, Sa(n, n,{) = 0 para toda tripla (n,n,¢) € I', pois
n nao é um ultrafiltro associado a uma palavra que comega com a, dai Sz * P4 *
S;(n,0,n) = 0, 0 que é absurdo.

Pela igualdade 4.1, para x,y € X(&, £, B) quaisquer e D € B, se tivermos o
seguinte caso particular

(xp) = P;(6x,y) = )Y,

também temos que ter necessariamente D = (). Pela definicao de K(X(&, £, B)), dado
ue K(X(,L,B)), se tivermos o seguinte caso particular

m(Xp) =

também temos que ter necessariamente D = (). Por fim, pela Proposicdo 4.1, temos

que o ideal IE 5 é nulo. O

Lema 4.5. Seja (&, L, B) um espaco rotulado normal. Entdo C*(mr,t) = C*(I').

Demonstracdo. Segue da demonstracao da Proposicao 5.7 de (BOAVA; DE CASTRO;
MORTARI, 2020). O

Teorema 4.3. Se¢ja (&, L, B) um espacgo rotulado normal. Existe um isomorfismo
p: TCHE, L,B) — C*(I
tal que p(py) = P4 para todo A € B e p(Sa) = S para todo a € A.
Demonstragdo. Vamos usar o Teorema 4.2 e o homomorfismo p de 4.5. Pelo Lema
4.5, a aplicagéo p é sobrejetora e C*(i, t) = C*(I'). Pelo Lema 4.4, o ideal Ié € nulo.

f)
Para encontrar a acéo de T em C*(I'), consideramos o um-cocliclo ¢: I — R dado por

c(n, k, §) = k analogamente ao que é feito em (DEACONU, 1995). O

43 TC*(¢&,L,B) COMO PRODUTO CRUZADO PARCIAL

Nesta secdo vamos mostrar que a algebra de Toeplitz do espaco rotulado
TC*(&,L,B) é isomorfa a um produto cruzado parcial, sendo que esse produto cru-
zado parcial vem da acao do grupo livre gerado por A no espaco topologico de filtros P.
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Nossa construcao segue 0 mesmo modelo da construcao para grafos (CARLSEN; LAR-
SEN, 2016) e da descricdo da algebra do espaco rotulado C*(&, £, B) como produto
cruzado parcial (DE CASTRO; VAN WYK, 2020).

Seja (£, L, B) um espaco rotulado normal. Vamos descrever os dominios e con-
tradominios abertos para a acao parcial em P. Seja a € £*. Entao

U{P(a)ﬁ B e LS¥eaf € L5

€ o0 conjunto de todos os filtros de P cujo caminho rotulado associado pode ser colado
aa,e

U{Paﬂ B e LS¥eaf € L)

é o conjunto de todos os filtros de P cuja palavra associada comega com a. Se 3,y €
L= ef #y, entdo PagNPay = 0 € Pig)gMP (), = # paratodo a € L£*. Assim, as unides
acima sao unides disjuntas para um o fixo. Para simplificar a notagao, escrevemos
I—lﬁ P(a)ﬁ ficando subentendido que a unido é tomada sobre todo 8 € L5 tal que

G,B € £5%, Além disso, |_|'3 Pu),B = |—|:B P(w),B =P.

Lema 4.6. Sejaa € £21. Entdo
(i) V(a,r(or),a) = |_|ﬁ Pa,B’ e
(i) Viw,r(@),w) = Lg Plajp-

Demonstragdo. E a mesma demonstragdo do Lema 3.4 de (DE CASTRO; VAN WYK,
2020). O

Agora vamos definir uma agéo parcial do grupo livre F gerado por A (identifi-
cando a identidade de F com w) em P. Seja a € A. Definimos

w = PJ
Va = Viar(a),a) €
Va1 = Viw,ra)w)-

Além disso, definimos @a: V1 — V3 por

Palpy = Gla)p: 4.7
ez : Va— Vi por

9z Py = Haps 4.8

em que G e H sao as aplicacbes colante e cortante definidas na Secao 2.2. Para a
palavra vazia w, definimos ¢, sendo a aplicacdo identidade idp em P. Seja t € F
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e suponha que t = ap---ay é a forma reduzida de t, com a; ¢ AUA e n > 2.
Estendemos as definicdes acima a ¢; indutivamente como segue: consideramos

Vi = V(an”'a1)_1 = (p51_1,,_a1(Va;1); e
Pt(8) = Pa,-a,(S) = Pa,(Pa,;-a(S)) 4.9

para § € V(a,,---a1 -

Observacao 4.6. Como G a)p € Hiap s@o inversas uma da outra (Proposicao 2.5), se
ac A, entdo g e @1 sdo bijegdes e oz = 41+ Suponha que af3 € IF esta na forma
reduzida, sendoa = ay ---amep = by ---bp com a;, b; € AU A", Entdo pela Equagéo
4.9 temos

Pop = Pa; © O Pay ©Pp, O O Pp, = P O P
no dominio apropriado V). Além disso, V(a1 = <p/‘31(Va_1) C V.

Na Proposicéo 4.10, mostramos que as aplicagdes definidas em 4.7, 4.8 e 4.9
fornecem uma acao parcial de F em P. Para isso, precisamos de alguns lemas.

Lema 4.7. Sea € L2, entdo V1 = Vig roy.w) Yo = Viauria)a) € Pal) = Giap(€)
para todo & € V.

Demonstracdo. E a mesma demonstracdo do Lema 3.9 de (DE CASTRO; VAN WYK,
2020). O

Lema 4.8. Sejama,f € £=1 e suponha que o~ € F est4 na forma reduzida. Entéo
as sequintes afirmagoées sao equivalentes:

(i) rio) N r(B) # 0,

(ii) Va_1 NVg1#0,e

(iii) V(aﬁ_1 1 # 0.

Demonstracdo. E a mesma demonstragdo do Lema 3.10 de (DE CASTRO; VAN WYK,
2020). Na implicagéo (/) = (i), pelo Lema de Zorn, conseguimos um ultrafiltro 7
em B contendo r(a) N r(B). Seja § € P o filtro associado a palavra vazia w e familia
completa formada apenas pelo ultrafiltro F,. Como (w, r(a) (w, r(B), w) € &, entéo
e Van Vﬁ‘ . ]

Lema 4.9. Sejat € F na forma reduzida. Entdo V; e ¢; como definidos em 4.9 satisfa-
zem as seguintes condicoes:

(i) Sea=ay---an,L =by---bme€ £21 sdo tais que an # bm e r(a a) N r(B) # 0, entdo
0 # Voot € Vg € pop1(§Y) = Gy © Hipy (&) para todo &PY € Vg1

(i) Set ¢ {wyUfa:ae £L2Wu{a rae L2 u{Ba : B,a e £, r(a) N r(B) # 0},
entdo Vi = Vi = 0.



Capitulo 4. C*-algebra de Toeplitz do espaco rotulado 80

Demonstragdo. E a mesma demonstragdo do Lema 3.11 de (DE CASTRO; VAN WYK,
2020). O

Proposicao 4.10. Seja (&, L, B) um espaco rotulado normal. Entao

({Vitter. {pihter)
€ uma acéo parcial semissaturada e ortogonal de F em P.

Demonstracdo. E a mesma demonstracdo da Proposicdo 3.12 de (DE CASTRO; VAN
WYK, 2020). O

Agora vamos mostrar que a C*-algebra produto cruzado parcial obtida da acéao
parcial da Proposicao 4.10 é isomorfa a C*-algebra de Toeplitz do espaco rotulado
TC*E, L, B).

Comecamos descrevendo a C*-algebra produto cruzado parcial Cp(P) g F.
Sejam (&, L, B) um espago rotulado normal e ({Vi}ier, {®¢}tcr) @ acéo parcial associada
com (&, L, B) como na Proposicédo 4.10. Para todo a € £L* e A € By, 0 subconjunto
Via,Aq) C P € compacto e aberto, com excec¢ao de Vi, = P que pode nao ser compacto.
Assim, toda f € CO(V(a,A,a)) pode e serd vista como uma funcdo em Cy(P) tomando
f(§) = 0se & & Vi aq)- Além disso, Co(V(q 4.) € um ideal bilateral fechado de Cy(P) e
assim uma C*-subalgebra. Em particular, isto se aplica aos conjuntos {Vi}ter\w) Pelo
Lema 4.9. Consideramos

Dt = Co(Vi) € Dt = Co(Vi).
Definimos ¢;: Dy — Dy por
Pilf) =Topr,

e definimos @1 : Dy — Dy analogamente. Entéo, ({Dt}tcr, {@}ier) € um C*-sistema
dinamico algébrico parcial, sugerimos, por exemplo, (EXEL; LACA, 2003). Assim, po-
demos considerar o produto cruzado parcial

Co(P) g I = span{z 16t 1 fy € Dye fy # O para uma quantidade finita de t € IF}
teF

em que o fecho é relativo @ norma universal (sugerimos por exemplo (EXEL, 2017,
Definicdo 11.11)). Lembramos que a multiplicacdo e a involugédo em Cy(P) X F sao
dadas por
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Pelo Teorema 4.1, a C*-algebra de Toeplitz do espaco rotulado 7 C*(&, L, B) é
gerada por um conjunto de projegdes {p4 : A € B} e um conjunto de isometrias parciais
{sa : a € A} sujeitas a certas relagbes. Se A € B e a € L*, entdo tomamos XViaaa)
denotando a funcdo caracteristica de V4 4 )- No Lema 4.10, mostramos que a algebra
Co(P) € gerada por essas fungdes caracteristicas.

Lema 4.10. A C*-dlgebra Cy(P) é gerada pelo conjunto
{Xv(or,A,a) cac LTeAc Byl

Demonstracdo. E a mesma demonstracdo do Lema 4.3 de (DE CASTRO; VAN WYK,
2020). O

Consideramos x 4 denotando a fungao caracteristica de V(y, 4 4 © Xa @ fungao
caracteristica de V(4 r(q),a)- Na Proposi¢ao 4.11, vemos que a C*-subalgebra gerada
por {x 0w, Xxada : @ € AeA € B} e a C*-algebra produto cruzado parcial Cy(P) xp F
sdo as mesmas. No Lema 4.11, temos algumas propriedades de célculos envolvendo
essas fungdes caracteristicas.

Lema 4.11. Seja C*({x 46w, xada}) C Co(P) xpF a C*-subalgebra gerada pelo conjunto
{xa6w,Xxaba:ac AeAc B}. Entdo

() Part X Vi pey) = X Vieo ay € PetXVigy py) = X Vigny PAMA todO 0 € L= € A € Bar,

(if) Xoa = (Xa;6a,) - - - (Ya,0a,) para todoa € L2 em que a = ajay - - - an.

(ii)) (XaBo) (X ABw) (XarBa)* = X Vi p.yOw PAIA tOdO 1 € £ e Ae By.

(iv) (Xa0)* = Xr(a)Bot = Xo18at PaAratodoa € L1,

(V) Xop-8apt = (Xaba)(xg-164-1) para todo o, B € £21 tal que of~! € F est4 na forma
reduzida.

(Vi) (X adw)(xaba) = (Xada)(Xr(a,a0w) paratodoac AeAc B.

Demonstracdo. E a mesma demonstracdo do Lema 4.4 de (DE CASTRO; VAN WYK,
2020). O

Na préxima proposi¢cao, vemos que Cy(P) pF, assim como 7 C*(&, L, B), possui
geradores indexados por elementos A € B e letras a € A. Essa informagéo sera util
para definirmos um isomorfismo entre essas C*-algebras.

Proposicao 4.11. Seja C*({x abw, xada}) € Co(P) %y, F a C*-subalgebra gerada pelo
conjunto {x s0w, xaba : A € Bea e A}. Entao

Co(P) x F = C*({X a6 Xaba))-

Demonstracdo. E a mesma demonstracdo da Proposicdo 4.6 de (DE CASTRO; VAN
WYK, 2020). O

No Teorema 4.4, provamos o resultado principal desta secéo.
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Teorema 4.4. Seja (£, L, B) um espacgo rotulado normal. Existe um x-isomorfismo
de TC*(&, L, B) em Cy(P) g F tal que

P(Pa) =xabw € Y(Sa)=xada.

Demonstragcdo. Para garantirmos que as familias de proje¢oes {x aéw}acp € isometrias
parciais {xa0a}ac 4 Satisfazem as relagbes do Teorema 4.1, usamos a verifica¢do ja
feita no Teorema 4.8 de (DE CASTRO; VAN WYK, 2020), pois é a mesma verificacao.

Pela propriedade universal de 7 C*(&, L, B) e pela Proposicao 4.11, existe um
homomorfismo sobrejetor y: TC*(€, L, B) — Co(P) xp F tal que

P(Pa) =xadw € (Sa)=xaba

Vamos denotar a representagdo da C*-correspondéncia (X(&, L, B), ¢) relativa
a essa familia de Toeplitz-Cuntz-Krieger por (i, t). Para mostrarmos que y é injetora,
vamos usar o Teorema 4.2. Como a agao parcial € semissaturada e ortogonal, segue
de (EXEL; LACA, 2003, Teorema 4.3) e a discussao precedente a esse teorema que
a representacéo (7, t) admite uma acéo de gauge. Por fim, vamos mostrar que o ideal
I'_ - da Definigao 4.4 é trivialmente nulo. Dados x = e3- x4 = (65 pXA)bea € X(E, L, B)

(,1)
com A € Ba, y=ep,< X(&,L,B), e D e B, vamos considerar o caso particular

XDbw =Tr(Xp) = P;(Ox,y) = HX)H(y)" = t(ea - xp)H(ep)" = H(ea)TT(xa)t(e
= (xaba) (X 46w)(XpOb)" = (P 4(P 41 (Xa)X A)aw)(@p-1 (X )6 p-1)
= (Palxa)62)Xr(6)551) = X Vg p.0 58 X Vi ) O1)
= PalPat X Vign )X Vi) Oab- = PalXAXr(6))0abt = XVigarrmaabt- 410

Para a igualdade 4.10, vamos mostrar que D = () necessariamente. Supondo D # (),
primeiramente temos que ter a = b. Seja n € P o filtro associado a palavra vazia w e
familia completa formada apenas por um ultrafiltro contendo o elemento D € B. Dai,

XV(w,D,w) (’7) =1 7:/ 0= XV(a,Amr(b),a) (’7)’

0 que é absurdo. Logo, D =0 e 7r(xp) =
Pela igualdade 4.1, para x,y € X(&, £, B) quaisquer e D € B, se tivermos o
seguinte caso particular

m(Xp) = P;(Ox,y) = tx)H(y)",

também temos que ter necessariamente D = (). Pela definicao de K(X(&, L, B)), dado
ue K(X(,L,B)), se tivermos o seguinte caso particular

m(Xp) =

também temos que ter necessariamente D = (). Dai, pela Proposicao 4.1, temos que o

ideal /Z B é nulo. Portanto, ¢ € um isomorfismo e a prova esta completa. O
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Proposicao 4.12. Seja (&, £, B) um espaco rotulado normal. Existe um isomorfismo
®: TAE, L,B) = Cy(P)

tal que ®(pp) = XVip 5.0 P2 todo B € B e ®(54p4S5) = XVigaa PAIA todoa € £21 e
A € By.

Demonstracdo. E a mesma demonstracdo da Proposicéo 2.10. O

Proposicao 4.13. Seja (&, L, B) um espaco rotulado normal. Sdo equivalentes:
(1) {Pa}acp € unidade aproximada de T C* (€, L, B);

(2) P=Uaes Viw,Aw)
(3) Paratodoa € L* e todo A € By, existe B € B tal que A C r(B,a).
(4) Para todo a € A, existe D € B tal que r(Dg, a) = r(a).

Demonstracdo. E a mesma demonstragdo da Proposicédo 2.11. O
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5 ESTADOS KMS E GROUND DE 7C*(&, L, B)

Neste capitulo, dado um espaco rotulado normal (&, £, B), descrevemos 0s es-
tados KMS e ground de certa agao fortemente continua o do grupo topolégico aditivo
R na C*-algebra de Toeplitz 7 C*(&, L, B).

Neste capitulo, supomos que {pa}aci € unidade aproximada de 7 C*(€, L, B),
em que caracterizamos essa propriedade na Proposicao 4.13. Para a definicdo de
estados KMS e ground, o leitor pode consultar a Definicdo 3.1.

Sejam (&, £, B) um espaco rotulado normal e N uma funcao positiva no alfabeto
A tal que existe uma constante K > 0 tal que N(a) > K para todo a € A. Estendemos
afungdo N a N: L* — (0, + o) definindo N(w) = 1 para a palavra vazia w € L* e
N(a) = N(ay) ... N(ap) paraa = aq ...ap € L1,

Na proposicao a seguir, temos que a funcdo N fornece uma acao do grupo
topoldgico aditivo R em 7C*(&, L, B).

Proposicao 5.1. Sejam (&, £, B) um espago rotulado normal e N: L* — (0, + o0)
como acima. Existe uma aggo fortemente continuap: R — Aul(T C*(&, L, B)) tal que
p1(Da) = Pa €pi(3a) = N(a) 35 paratodot c R, Ac Beac A

Demonstracdo. E a mesma demonstragdo da Proposicéo 3.1. O

Considerando uma fungéo N: A — (0, +o0) e p a agéo associada da Proposi¢éo
5.1, para todo éaleéz e TC*(&, L, B), a aplicacao

t — pt(3aPa8p) = N(@) N(B) ™ 3up a8}

em R se estende a uma funcao analitica em todo o plano complexo. Assim, existem
elementos analiticos tais que o span é uma subalgebra densa em 7 C*(&, L, B), e,
portanto, podemos estudar os estados KMS considerando apenas as triplas geradoras
do item (viii) da Proposicao 4.3.

Seguindo a mesma ideia de como foi feito para C*-algebras de grafos no livro
do Raeburn (RAEBURN, 2005), temos o proximo resultado.

Proposicao 5.2. Existe uma esperancga condicional ¥: T C*(&, L, B) — TA(E, L, B) tal
que ‘V(éabA§/§) = a8 éabAég para todos o, € L* e A € Ba N Bg.

5.1 ESTADOS KMS

Nesta secao caracterizamos os estados KMS de 7 C* (€, L, B) referentes a acao
fortemente continua definida na Proposicéo 5.1.

Lema 5.1. Sejam (&, £, B) um espaco rotulado normal, N: A — (0, +o0) tal que N(a) #
1 para todo o € £21, e p a acdo da Proposicdo 5.1 proveniente de N. Seja A € R.
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Suponha que ¢ e ¢’ sdo estados KMS, de T C*(&, L, B) coincidindo em TA(E, L, B).
Entdop = ¢'.

Demonstracdo. E a mesma demonstragédo do Lema 3.2. O

Proposigdo 5.3. Sejam N: A — (0, +o00) tal que N(a) # 1 para todo a € £ epa
acao proveniente de N. Suponha A € R e @ um estado KMS, de T C*(€, L, B). Entdo a
restricao ¢ = @l c,p) satistaz

P(3abaSh) = N ™ p(Parr(c): 5.1

Reciprocamente, para algum estado @ de TA(E, L, B) satisfazendo 5.1, ¢ = po ¥ é
um estado KMS, de T C*(&, L, B), em que W é a esperanga condicional da Proposi¢do
5.2. Além disso, a correspondéncia obtida é uma bijecao afim.

Demonstragdo. E a mesma demonstragao da Proposicéo 3.2. O

Agora, usaremos a descri¢cao da algebra 7 C*(&, L, B) como produto cruzado
parcial (veja Secao 4.3), para descrevermos seus estados KMS por outras vias. Vamos
seguir as ideias da Secao 4 de (CARLSEN; LARSEN, 2016) e da Sec¢éo 4 de (DE
CASTRO; GONCALVES, 2018). Antes de prosseguirmos, lembramos a construcédo da
acao fortemente continua que estamos trabalhando via teoria de produtos cruzados
parciais.

Do Teorema 4.3 de (EXEL; LACA, 2003), dada uma fungédo N: A — (1, 0),
existe uma unica agéo fortemente continua o de R em Cy(P) g F tal que

o4(b) = N(@)™b e o4(c) = ¢ 5.2

paratodos t € R, a€ A, b € Co(V(4r(a),a)0a € € € Co(P)bo.

Se N(a) = exp(1) para todo a € A, entdo o; é 2m-periddico, e, dai, induz uma
acéo fortemente continua : T — Aut(Cqy(P) X IF) tal que ﬁZ(XV(a,r(a),a)‘Sa) =Zy V(a’r(a)’a)6a
e Bz(fég) = fog paratodos z € T, ac Ae f e Cy(P).

Proposicao 5.4. Sejam (€, £, B) um espaco rotulado normal, 3 como acima, y a agao
de gaugeem T C*(&,L,B), eyp: TC*(&, L, B) — Cy(P) xpF 0 isomorfismo do Teorema
4.4. Entao

Yoyz=PBzoy
paratodo z € T.

Procedendo como em (CARLSEN; LARSEN, 2016), dada uma funcéo N: A —
(1, 00) e considerando o a Unica acao fortemente continua dada por 5.2, temos, pela
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Proposicéo 5.4 e pelo Teorema 4.4, uma Unica agao fortemente continua o de R em
TC*(&, L,B) tal que

0t(3a) = N(a)"'5a € 04(P) = Pa
paratodost e R,ac Ae A€ B.

Observacao 5.1. No restante do capitulo, vamos trabalhar apenas com fungées N: A —
(1, 0). Salientamos que a a¢do fortemente continuac deR emT C*(&, L, B) € a mesma
acéo da Proposicao 5.1.

Na Proposicao 5.5, temos a definicao da fungédo F: U — R que nos sera util
para definirmos nossos préximos objetos de estudo.

Proposicao 5.5. Sejam (¢, £, B) um espago rotulado normal e U = | |ac 4 V(a4 r(a),a)-
Entdo a fungédo F : U — R definida por F(§*) = In N(a1) € continua.

Demonstragdo. E a mesma demonstragao da Proposicédo 3.4. O

Para fixarmos algumas notagdes, sejam 0 < A < +o0, F da Proposi¢do 5.5 e ¢cg
de 2.1. Definimos os conjuntos:

AY: o conjunto dos estados KMS, para 7 C*(&, L, B);

B: o conjunto dos estados w de Cy(P) que satisfazem a condi¢cdo de escala
w(fopz') = N(@™ w(f) paratodo ac Ae f € Co(Vp);

Cc o conjunto das medidas Borelianas regulares de probabilidade y em P que
satisfazem a condig&o de escala u(pa(A)) = N(a)‘Ap(A) paratodoac Ae
todo subconjunto Borel mensuravel Ade V1 ;

D*: o conjunto das fungdes m: B — [0,1] satisfazendo:
1. limpcp m(A) = 1,
2. dados Ac Be F C £(AEY) tal que 0 < |F| < +o0, entdo
m(A) > > N@* m(r(Aa); e

acF
3. m(Au B) = m(A) + m(B)—m(AnN B) paratodo A, B € B;

E* o conjunto dos estados ¢ de TA(E, L, B) satisfazendo

Y(3aPady) = N Y(Banra)

paratodoa € L*e A€ B.

F?: o conjunto das medidas Borelianas de probabilidade u em P que sao e'f-
conformes no sentido de Denker-Urbanski;
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G o conjunto das medidas Borelianas de probabilidade y em P que sao auto-
medidas com autovalor 1 associadas com a transformacéo de Ruelle L_y £,
isto e,

/Zf_}”:dp /fdp

para todo f € C¢(U);

H: o conjunto das medidas Borelianas de probabilidade y em P que sdo e ACF-
quasi-invariantes em G(P,0), isto €,

[ 3 @etgidutn = [ > o
P riy)=n P s(y)=n

para todo f € C¢(G(P,0)); e
: 0 conjunto das medidas Borelianas de probabilidade y em P que s&o (-AF, 1)-
conformes no sentido de Sarig.

No Teorema 5.1, nosso resultado principal, mostramos que existem bijecoes
convexas entre os conjuntos A, BY, C DA, EA, FA, G}, H! e I, mas antes vamos
precisar de alguns resultados auxiliares.

Proposicao 5.6. Seja (£, L, B) um espacgo rotulado normal. Se m: B — [0,1] é uma

fungdo do conjunto D! e Via,Aa):(aat Ay aal),.... (oo Apaan) € S5 €NtE0

Demonstracdo. E a mesma demonstracdo da Proposicdo 3.5. O

Observacao 5.2. Para mostrarmos a Proposicao 5.7, precisamos supor que o alfabeto
A é enumeravel.

Proposicao 5.7. Seja (&, L,B) um espaco rotulado normal tal que o alfabeto A é
enumerével. Entdo u € C* se, e somente se, y € G.

Demonstracdo. E a mesma demonstragdo da Proposicéo 3.6. O

Proposicao 5.8. Seja (&, L, B) um espacgo rotulado normal tal que o alfabeto A é
enumeravel. Entao os conjuntos C*, FA, G}, H* e * sdo iguais.

Demonstragdo. E a mesma demonstragao da Proposicéo 3.7. O

Nosso objetivo agora € construir isomorfismos convexos entre os conjuntos
A B}, C} D} e EX. Pela Proposicéo 5.3, ja temos um isomorfismo convexo entre A e
E*. Para provar os outros isomorfismos, precisamos de alguns resultados auxiliares.
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Proposicao 5.9. Sejam (£, L, B) um espaco rotulado normal e M uma funcdo de A
em [0,1]. Estendemos a funcdo M a uma fungdo M de A* a [0,1] dada por M(a) =
M(aq)---M(ap) para todo o = aq...an € A* \{w} e M(w) = 1. Existe uma cor-
respondéncia injetiva e convexa entre o conjunto dos estados w de Cy(P) tais que
w(f o @z') = M(a)w(f) paratodoa € Aef e CyVs') e o conjunto das fungdes
m: B — [0,1] satisfazendo:

1. limgcg m(A) = 1;

2. dados Ac BeF C L(AEY) tal que 0 < |F| < +o0, entdo

m(A) > > M(@m(r(Aa); e
acF
3. m(AU B) = m(A) + m(B)—m(AnN B).
Além disso, a correspondéncia leva um estado w na fungdo m definida por m(A) =
w(y Vie, A!w)) para todo A € B.

Demonstracdo. E a mesma demonstracdo da Proposicdo 3.8, salvo a condicdo m2’
daquela proposicao, a qual nado temos aqui. O

Proposicao 5.10. Sejam (£, L,B) um espago rotulado normal, M uma fungéo de
A em[0,1] e m: B — [0,1] uma fungio satisfazendo as condicées m1’, m2’ e m3’
da Proposicdo 5.9. Dado V( ) € S, entdo M(a)ym(A) >
S, M(aa')m(A)).

a,A);(aal Ay aal),... (aa™, Apaan

Demonstracdo. E a mesma demonstragdo da Proposicéo 3.9. O

Agora, vamos comegar a construir uma correspondéncia entre fungbes m: B —
[0, 1] satisfazendo as condigdes m1’, m2’ e m3’ da Proposi¢ao 5.9 e medidas Borelia-
nas regulares de probabilidade em P satisfazendo certa condi¢cao de escala.

Proposicao 5.11. Sejam (&, L, B) um espaco rotulado normal, M uma funcdo de A
em [0,1] e m: B — [0,1] uma fungdo satisfazendo as condicées m1’, m2’ e m3’ da
Proposicéo 5.9. Se

m
Vieaa) = | Vig.B,p):
j=1
entéo M(a)m(A) = X"y M(B))m()).

Demonstrag&o. Primeiramente, vamos supor

ViAc) = V(8.8

Podemos supor 8 = ay para conveniente y =y ---yp € L*. Além disso, y = w, pois se
Yy # w, entdo poderiamos considerar um filtro em P associado a palavra o e contendo
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no ultimo ultrafiliro da familia completa o elemento A, o que € absurdo, pois este filtro
de P esta em V|, 4 o), Mas ndo estd em Vg g ). Logo, a =B e A= B.
Como caso geral, consideramos

VaAa |_| (8/,8,8))" 5.3

J=1
Podemos considerar que o é comego de todos os ,Bf, pois se tivermos o = /Bfa’ para
algum j com o/ # w, entdo
V(ﬁjaBjyﬁj) = V(ﬁ/a’,r(B,-,a’),ﬁ/a’)'

Pelo que foi mostrado inicialmente, M(8/)m(B;) = M(B/a/)m(r(B;,a")).
Com isso, podemos considerar ,81 = ayf para tOdOj € {1 ,...,m}com yf € L*.
Vamos provar o resultado por indugao sobre L = maxq<j<m |yf|. Para L = 0, temos

s

]
—

Vieao = U Viagio = V(ay p, ,a)

J

M(a)m(A) = M(a)m ( Bj) = M(o) > m(B
=1

dai

=1

Para um L qualquer, podemos considerar a igualdade 5.3 da forma

GAG = <|_| Vor Bz,a> U (I_l V(ay/,Bj,ayl)) .
J

Caso Yj # w para algum j, se considerarmos um filtro em P associado a palavra a e
que tem no ultimo ultrafiltro da familia o elemento A\ (LzB;), entao este filtro esta em
Via,Aq) © teria que estar na reuniao (LJ; V(ay,-’Bj’ayj)), 0 que seria absurdo. Dali, yj = w
para todo j e temos o resultado. O

Proposicao 5.12. Sejam (£, £, B) um espaco rotulado normal, M uma funcdo de A
em [0,1] e m: B — [0,1] uma fun¢go satisfazendo as condicées m1’, m2’ e m3’ da
Proposicao 5.9. Se

V(O{1,A1 al) L---u V(or”,An,a”) = \/([;1551 B - V(ﬂm=Bm,ﬁm)’
entdo YLy M(a')m(A;) = STy M(B/)m(B

Demonstracdo. E a mesma demonstragdo da Proposicédo 3.11. O
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Proposicao 5.13. Sejam (&, £, B) um espaco rotulado normal, M uma funcdo de A
em [0,1] e m: B — [0,1] uma fungéo satisfazendo as condigées m1’, m2’ e m3’ da
Proposicéo 5.9. Se

Vi, Aq)i(al Aral),....(am Ana®) = V(B,B,8):(B",B1,8"),....(B™ BmS™)>
entdo M(aym(A) — "1, M(a’)m(A;) = M(B)m(B) — > M(B/ym(B)).
Demonstragdo. Sem perda de generalidade, podemos considerar 8 = ay para conve-

niente y € L£*. Além disso, pela Observacao 2.1, podemos trabalhar com a igualdade

V(or,A,a);(orq‘,A1,ar71) ..... (an",An,an™) = V(ory,B,ay);(ay(‘S‘,B1,ay61) ..... (oy6™,Bm,0y6™) "

Temos que mostrar que
n m
M(a)m(A) - Z M(an')m(A;) = M(ay)m(B) - Z M(ay)m(B;).
i=1 j=1

Se y # w, existe um filtro associado a palavra a, e que tem no ultimo ultrafiltro
da familia completa o elemento A contido no conjunto Vi, 4 a):(ant,4;.an'),....(an", Anan?):
mas nao contido no conjunto V(g B oy):(ays?,By,ay6"),....(ay6™, Bmaysm): © due seria ab-
surdo. Dai, temos que considerar somente o caso y = w. Assim, podemos escrever

Via,A )Y [V(o«S‘ ByashyU--- U \/(0(6"7,8,,,,0(6'”)}
= |:V(Gl”1,A1 ’aq1) L. V(qu”,A,,,orr)”)} U V((X,B,(X)’

e, pelo Lema 2.4,

Vi, Aoy U Vias! B\rAs),a6) H - U Viasm, B\r(A,6m),asm)
= Via,B.a) Y Vian' Apr(B.n1),an') U U Viann, Apr(B.am),anm)-
Pela Proposicao 5.12, temos

M(a)m(A) + M(a&"Ym(By \ r(A,8")) + - - - + M(a8™)m(Bm\ r(A,8™))
= M(a)m(B) + M(an Ym(A4 \ r(B,n")) + - - - + M(an")m(An\ r(B,n")),
logo
M(a)m(A) + M(a&"Ym(By) = M(a&" Ym(B; N r(AE")) + - - -
-+ M(aS8™m(Bm) = M(a8™ym(Bm N r(A8™)
= M(a)m(B) + M(on")m(Ay) = M(an" )ym(A; N r(B.n")) + - -
-+ + M(an")m(An) = M(an")m(An 0 r(B,n")).
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Se provarmos a igualdade

M(as')Ym(By N r(ASY)) + - + M(@8™m(Bm N r(AS™)
= M(an"Ym(A; N r(Bn")) + - - - + M(an™ym(An 0 r(B,n™)),

temos o resultado, e iremos fazer isto. Pela igualdade 5.4, podemos considerar qi Z W

ed Zwparatodoie{1,...,nfeje{1,...,m}, pois, caso contrario, trabalhamos com
A\ A; e B\ B;. Pela mesma igualdade, se B N r(A, 6/) # @ para algum j € {1,..., m},
entdo A; N r(B,n '\ # () para algum i € {1, ..., n}. Sejam 17 ...,17'13 as prlmelras Ietras

distintas de rﬂ ,...,n". Se B;j N r(A, &) + () para algum j € {1,..., m}, entdo 61 = :71
para conveniente r € {1,..., s}. Com isso, temos

M(a8"Ym(By N r(AS")) + - - + M(a8™m(Bm N r(A, 5”"))
= Y Mad)mBnr(As)++ Y Mad)m(B;nr(Ad)).
/51 ’71 1'5]"71

Pela igualdade 5.4,

Ll Viesgorasyasy = L Vien,anr@n).en)
j:&h=n" itn=n{f

paratodo r € {1,..., s}. Portanto, pela Proposicao 5.12, temos o resultado. O

Definicao 5.1. Sejam M uma funcdo de A em [0,1] e m: B — [0,1] uma funcao
satisfazendo as condicbées m1’, m2’ e m3’ da Proposicdo 5.9. Definimos uma funcao
k: S — R4 no semianel S da Proposicéo 2.7 dada por

Além disso, k() = 0.
Observacao 5.3. Pelas Proposicées 5.13 e 5.10, a funcdo k esta bem definida.

Agora, vamos mostrar que a funcéo « € aditiva. Para tanto, vamos dividir a
demonstracdo numa série de proposi¢cdes que a primeira vista podem parecer iguais,
mas cada uma tem sua particularidade.

Proposicao 5.14. Sejam (&, L, B) um espaco rotulado normal, M uma funcdo de A
em [0,1] e m: B — [0,1] uma fungdo satisfazendo as condicées m1’, m2’ e m3’ da
Proposicéo 5.9. Se

p

a,Aa);(aal,Aqaal),... (aa™, Apaan) |_| Va B;.a); (i, Bj1,0B) (aﬁj’pf,Bj,pj,aﬁj’p/)

ViaAay(aat Araa)....(00m Anaan) = LI V(e 8,a)i0pi 61,08
j=1
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com B; N B; = () para todo i # j, entdo
M(a)m(A) =) ~ M(aa'ym(A) =) | M(a)m(B)) =  M(op’ ’/f')m(Bj,/,)
= 1

i J =1
Demonstracdo. E a mesma demonstracdo da Proposicédo 3.13. O

Proposicao 5.15. Sejam (£, L, B) um espacgo rotulado normal, M uma fungéo de A
em [0,1] e m: B — [0,1] uma fung&o satisfazendo as condicées m1’, m2’ e m3’ da
Proposicao 5.9. Se

o

Vi Aa)i(cat Araal).... (0am, Anaan) = V(a,A,a);(a/sm Bi1,0B),....(aB'"I, By o I)’
J=1
entdo
n . P Pj ]
Me)m(A) =~ Mlaa')m(A) = > | M(a)m(A) = M(ap/h)m(B; ;)
i=1 j=1 li=1
Demonstragdo. E a mesma demonstragdo da Proposicéo 3.14. O

Proposicao 5.16. Sejam (&, £, B) um espaco rotulado normal, M uma funcdo de A
em [0,1] e m: B — [0,1] uma funggo satisfazendo as condicées m1’, m2’ e m3’ da
Proposigcao 5.9. Dados

V(O(,B1 ,(x);(aﬁ” :B1,1 ,0(,31’1) ’’’’’ (aﬁ1’p1 aB1,p1 ,aﬁ1’p1)’ Ce

<3 Viat,Bns):(0B™ 1, Bt ,aB™ ... (™0, By o 03P

VB0 81,0 0,8,y 0 ) = Vlet.Coc0i(a8.C1 0. (8, Cor8):

m
J=1

com

pj q
J =1

M(e)m(B) = > M(oplhym(B; ;) | = M(e)m(C) - M(as')m(C;).
=1 li=1 i

Demonstracdo. E a mesma demonstragdo da Proposicdo 3.15, mas, ao invés de usar-
mos as Proposi¢bes 3.13, 3.12 e 3.14, usamos as Proposi¢cbes 5.14, 5.13 e 5.15,
respectivamente. O]
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Proposicao 5.17. Sejam (&, £, B) um espaco rotulado normal, M uma funcdo de A
em [0,1] e m: B — [0,1] uma fungéo satisfazendo as condigées m1’, m2’ e m3’ da
Proposicéo 5.9. Se

Va,

com V(ﬁ’}Bnﬁ") N V(ﬂ!',Bj,ﬁf) =0 parai,je{1,...,p} ei#]j, entdo

=) M(aa')m(A

i=1

pj o
M@)m(B) - > M@/ m(B; )

=

M‘o

—.
]
—

Demonstracéo. Seja

p
V(a,A,or);(oror1,A1 ,aal),..(aan, Ap,aan) T |_| V(ﬁ/ BB, Bi1,BiB) (ﬁfﬁj’pj,Bj,pj,ﬁ/ﬁf’p/)
J=1

com V(ﬁi,B/,ﬁi)ﬂ V(ﬁ/,Bj,ﬁj) =@para Lhje{l,....,ptei#]. . .
Podemos considerar que a € comego de todos os 8/, pois se tivermos a = /o
para algum j com o’ # w, entao

V6,888 By BI).... (BB B

Cc
Vipar gty pa) [(V(ﬁfﬁ“,B/,uﬁfﬁf?‘) Heeed V(ﬁ’ﬂ”pf,Bj,p,,ﬁfﬁ”pr " V(ﬁfa',r(B/,a'»Bf'a’)} ’
e usamos a Proposicao 5.13.
Dai, podemos considerar a igualdade da forma

Via,Aq):(aat Ay aal),....(aam Anoa) = <|_| Vi, B,,0):(085",By1,aB7 ), .., (aﬁz,pz,Bz,pz,aﬁz,pz)> L

com ,Bf # w paratodoj=1,...,m, caso exista algum ,8/ # w, em que do lado direito
temos que ter pelo menos uma parcela da forma
Via,B.,0); (0871, By.1 aB? ). (P72, By p, afZP2)

pois caso contrario podemos considerar um filtro § € P de comprimento |a| e A € <S|a|
do lado esquerdo que nao esta do lado direito. Além disso, pela Proposicao 5.14,

DY

VioB,,a)(aB?,Bar ,aBZ )., (0B2P2, B, o, i ZP2) =

= Viay_ BB Br 1.0 1), . (@B B p 0B 1), (0 By 0B ),.... ("0 By gy )
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preservando a aditividade da funcado k. Com isso, vamos considerar a igualdade da
forma

com C C A, pois

V(O(,C,O();(O{(S1 ,C1,a6'),...,(a69,Cq,a69)
(]
= Vig,AnC,o0 N [(V(a61,C1 ashyd U V(cx(Sq,Cq,o«Sq)> N V(a,AﬁC,a)] ,

e usamos a Proposigéo 5.13.

Se ,Bf =w paratodoj=1,...,m, pela Proposicdo 5.14, temos o resultado. Se
existir algum B/ # w e C + A, existe um filtro & € P de comprimento |a] e A\ C ¢ Sja|
de modo que § pertence ao lado esquerdo, mas nao pertence ao lado direito, 0 que
seria absurdo. Logo, se C # A, entdo ,8/ = w para todo j e pela Proposicao 5.14 temos
o'resultado. Além disso, como V(q c.a) N Viapi,B;ap) = (0, ndo podemos ter C = A e
B! # w para algum j. Portanto, temos o resultado da proposicéo. O

Proposicao 5.18. Sejam (£, L, B) um espacgo rotulado normal, M uma fungdo de A
em [0,1] e m: B — [0,1] uma funggo satisfazendo as condicées m1’, m2’ e m3’ da
Proposicao 5.9. Se

V(O(,A,O();(O(or1 Aqaat),... (aa™ Apaan) T |_| V(ﬁ/',[gj,ﬁj);('@jﬁj,ugjj,ﬁ/ﬁm) (ﬁ/ﬁ/'pj,Bj’pj,ﬁ/ﬁ/’pj)’

p
o E BB B B

entao

Demonstragéo. Seja
p
V(G,A,G);((Xa1 1A1 ,001) 1111 (Gan,An,(XGn) = |—| ‘/(ﬁ]’B/’ﬁ/)’(ﬁjﬁl’1 ’Bj,1 ,ﬁjﬁf,1) """ (l;]ﬁ/’pj,B]!p/ ’IBIIBLPI) |

Podemos considerar que a € comego de todos os 8/, pois se tivermos o = /o
para algum j com o’ # w, entao

c

V(ﬁfa’,r(Bj,a’),ﬁ/a’) N {(V(ﬂjﬁj‘1,3j,1,ﬁjﬁj’1) L. V(ﬁjﬁj’pj,Bj,pf,Bjﬁj’pj)) N V(ﬂja’,r(Bj,a’),ﬁjO") )
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e usamos a Proposicao 5.13.
Dai, podemos considerar a igualdade da forma

p
V(O(,A,O();(O(O(1 A aal),... (aa Apaal) = <|_| V(a,Bz,a);(a,BzJ,BZ,1,aﬁl‘),...,(aﬁzvpz,Bz,pz,aﬁszZ)> U
z=1

m
- (|—1| Viop,B.0p) tapipi B ,aﬁfﬁ“),~~,(aﬁf'ﬁ"pf,B/,p,saﬁfﬁj’pf))
j:

com ,Bf # w paratodoj=1,...,m, caso exista algum ,Bf # w, em que do lado direito
temos que ter pelo menos uma parcela da forma

Via,B..00:(aB? 1, By.1,aP?), ... (B 2P2, By o, afZP2)
pois caso contrario podemos considerar um filtro § € P de com.primento ol e A e £|a|
do lado esquerdo que ndo esta do lado direito. Se néo existir 8/ # w, pela Proposi¢ao
5.16, temos o resultado. Além disso, pela Proposicao 5.16, existe um elemento de S

r
|| VieuB,.0:(0821 B, 1.082),.... (202 By o, f02) = Vi, C.):(06,Cr6"),.... (069, Copt69)
z=1

preservando a aditividade da funcédo k. Com isso, vamos considerar a igualdade da
forma

Via,Aa)i(aat Ay aat),....(aan Anaan) = Y(a,C.a)i(as!,Cr,a61),....(as9,Cqas) U

5.5

com B/ #w paratodoj=1,...,me C C A, pois
V(or,C,or);(o«S1 ,Cy,a6'),...,(a69,Cq,069)

= Vig,AnC,o0 N [(V(a&,a asyd - V(O(6q,Cq,or6q)> N V(or,AﬂC,a)} g
e usamos a Proposicéo 5.13.
Vamos mostrar a proposicédo por inducédo sobre a quantidade de parcelas do
lado direito de 5.5. Se tivermos uma parcela, usando a Proposicao 5.13, temos o
resultado. Como hipétese de indugao, suponha o resultado valido para todo caso em
que a quantidade de parcelas do lado direito é menor do que m + 1. Pela Igualdade
5.5,

V(a,A,a);(aa1,A1,aor1) ..... (o, Ap,aan) [ (V(a,C,or);(a<51,C1,a61) ..... (a6q,Cq,a5‘7)) =

5.6
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Vamos mostrar que
Viaa' Ar,0at) U U Viaan Araan) € Via.ac.a) U Viast, ¢y a6 Y U Viasa,cpas9)- 97

De imediato,

Viaa® Anr(AC,a'),aat) B - U Viaan, Annr(Ac,an),aan) € Via,AC,)-
Dado ¢ € V(4 ¢ ), temos
§ € Vias',Cra6h) U U Vias9,c,.069) = & € Via,C.a)(a6",C1,ab)...,(a69,Cqia67) —

— S € V(O(,A,or);(oror1 Aqaal),.. (aal, Apaan) =

— & V(aor‘,Amr(C,oﬂ),aoﬂ) U---u V(aa”,Anﬂr(C,or”),ora”)’
dai
V(O(O(1,A1ﬂr(C,a1),aor1) Ll L V(ora",Anﬁr(C,O(”),O(or”) - \/(0(61701 as!) L]~ L V(a6q,Cq,0(6q)'

Com isso, temos a Inclusao 5.7.
Pela Igualdade 5.6, temos as seguintes igualdades

Cc
V(O(,A\C,a) A |:V(OI,A\C,OI) n (V(oror1 Aj,001) S V(ora”,An,aa”))} =

m
= ViaAca) " LU (0, B.0):(0BIB ;1,088 ). (BB B ’O‘Bfﬁ”"/)]

e
c
V(a6’,C,-,or5’) A |:V(O(6i,C/,a6i) N (V(orO(1 A, aat) U---u V(aa”,An,aa”)ﬂ =
= V(o«S' Ci,ad’' [/U Vaﬁ/ B;,aB/);(aBiBi, B 1,088 ), .., aﬁfﬁf Pi.B; aﬁ/ﬁf Fi ]
paratodoi=1,...,q, sendo que a aditividade da funcao k nestas igualdades é garan-

tida pela hipétese de inducéo.
Bem como, temos as igualdades
V(08,80 BB By BB B B
= (V(cx,A\C,a) U Vies',cy a8 U U V(a6q,Cq,or(Sq)> N
V(aﬁf By.aB));(opIBH By 1,0aBIB), ... (BB B, aﬁfﬁ’ i

paratodoj=1,...,m, sendo que a aditividade da funcéo « nas igualdades é garantida
para todo j pela Proposi¢édo 5.17.
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Além disso, pela Inclusao 5.7,

Viaai Araai) = Viaad Araai) <V(a,A\c,a) U Viast,cy a6 U U V(aaq,cq,aaq))

paratodoi=1,...,n, sendo que a aditividade da funcao « nas igualdades é garantida
para todo i pela Proposicédo 5.11. Juntando as aditividades da funcéo «, obtemos

M(a)m(A\ C) + (Z M(as'ym ,)) -~ (Z M(ora")m(A,-)> -
i=1

=2

j=1

M(op/)m(B) - M(aﬁjﬁ/”f)m(Bj,/,)] ,

e somando M(a)m(C) dos dois lados, conseguimos a aditividade de « na Igualdade
5.5. Se A= C, nao temos a parcela V(4 ac o) Na Igualdade 5.6, e somamos M(a)m(A)
dos dois lados na Igualdade 5.8. Portanto, a proposicao esté provada por inducdo. []

Proposicao 5.19. Sejam (£, L, B) um espacgo rotulado normal, M uma fungéo de A
em [0,1] e m: B — [0,1] uma funggo satisfazendo as condicées m1’, m2’ e m3’ da
Proposicao 5.9. Se

i=1
p
= /I.__1| V(ﬁ/,Bj,ﬁj);(ﬁjﬁ/’1 ,Bj!1 ,ﬁ/ﬁjj) ,,,,, (ﬁjﬁj’pj,Bj,pj ,ﬁjﬁj’pj)’

entao

pj
M@ m(B) - ME'B1ym(B

=

q . qi , p
Mo ym(A) = >~ M(odalhym( ] >

=1 =1 j=1

Demonstragdo. E a mesma demonstragdo da Proposicédo 3.18. O

Proposicao 5.20. Sejam (£, L, B) um espacgo rotulado normal, M uma fungéo de A
em [0,1] e m: B — [0,1] uma fungéo satisfazendo as condicbes m1’, m2’ e m3’ da
Proposicédo 5.9. Entdo k € uma medida no semianel S tal que k(pa(V)) = M(a)k(V)
para todo a € A e todo subconjunto V de V1 N S.

Demonstracdo. E a mesma demonstracdo da Proposicéo 3.19. O

Observacao 5.4. Para mostramos a Proposicdo 5.21, precisamos supor que 0s conjun-
tos B e L* sdo enumeraveis. Como na Observagdo 5.2 ja trabalhamos com o alfabeto
A enumeravel, L* naquele caso também é enumeravel.
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Proposicao 5.21. Sejam (£, L, B) um espaco rotulado normal satisfazendo as condi-
¢bes da Observacdo 5.4 e M uma fungédo de A em [0,1]. Entdo existe uma aplicacao
convexa entre o conjunto das fungcbées m: B — [0,1] satisfazendo as condicées m1’,
m2’ e m3’ da Proposi¢cao 5.9 e o conjunto das medidas Borelianas regulares de proba-
bilidade u em P satisfazendo u(pa(V)) = M(a)u(V) para todo a € A e todo subconjunto
Borel mensuravel V de V1.

Demonstracdo. E a mesma demonstragéo da Proposicdo 3.20. O

Proposicao 5.22. Sejam (&, L, B) um espaco rotulado normal. Existe uma bijecao afim
entre os conjuntos B e EA.

Demonstracdo. E a mesma demonstracdo da Proposicéo 3.21. O

Proposicao 5.23. Seja (&, L, B) um espaco rotulado normal. Existe uma bijecao afim
entre os conjuntos B! e C.

Demonstracdo. E a mesma demonstragdo da Proposicéo 3.22. O

Proposicao 5.24. Seja (&, £, B) um espacgo rotulado normal satisfazendo as condi¢cdes
da Observagéo 5.4. Existem isomorfismos convexos entre A\, B}, C, D} e E?.

Demonstragdo. Da Proposicéo 5.3, temos um isomorfismo afim entre A* e E*. Da Pro-
posi¢cao 5.22, um isomorfismo afim entre B e E*. Da Proposigao 5.23, um isomorfismo
afim entre B* e C*. Tomando M: A — [0,1] definida por M(a) = N(a)™ na Proposi¢ao
5.9, obtemos uma correspondéncia afim injetora de B} e D*, e tomando o mesmo M na
Proposicao 5.21, obtemos uma aplicacéo afim de D a C*. O resultado agora segue,
pois a composico das aplicacdes de B) a D}, de D a C* e C* a B} é aidentidade. O

Teorema 5.1. Seja (€, £, B) um espaco rotulado normal satisfazendo as condi¢cbées das

Observacoes 5.2 e 5.4. Existem isomorfismos convexos entre os conjuntos A B O,
D EMNFY G HY e P

Demonstragdo. Segue das Proposicdes 5.8 e 5.24. O

5.2 ESTADOS GROUND

Nesta secdo aplicamos alguns dos resultados anteriores para caracterizar o
conjunto dos estados ground de C*-algebras de Toeplitz de espacos rotulados normais.
Dado (&, £, B) um espaco rotulado normal, definimos os conjuntos:

A9": o conjunto dos estados ground de 7 C*(&, L, B);

B9": o conjunto dos estados w de Cy(P) tais que w(y V(a,r(a),a)) =0 paratodo a € A;
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CY9": o conjunto das medidas Borelianas regulares de probabilidade u de P tais
que u(A) = 0 para todos a € A e subconjunto Borel mensuravel A de

Viar(a).a)
D9": o conjunto das fungdes m: B — [0,1] satisfazendo:
1. limaecpm(A)=1;e
2. m(AuU B) = m(A)+ m(B)—m(AnN B) paratodo A, B € B.

Teorema 5.2. Seja (£, L, B) um espaco rotulado normal satisfazendo as condicées da
Observacédo 5.4. Existem isomorfismos convexos entre os conjuntos A9",B9", C9" e
D9r.

Demonstragcdo. A existéncia de um isomorfismo convexo entre A9" e o conjunto dos
estados w de Cy(P) tais que w(f) =0 paratodosac Aef e CO(V(a’,(a)’a)) segue do
Teorema 4.3 de (EXEL; LACA, 2003). Como w é um estado, e XViara.a € uma unidade
para Co(V(4r(a),a) S€ w(XV(a,r(a),a)) = 0, entdo w(f) = 0 para todo f € Co(V(4r(a),a))-
Portanto, temos que A9 é isomorfo a BY", via um isomorfismo convexo.

Assim como para os estados KMS, um isomorfismo convexo entre B9 e C9" é
obtido analogamente a Proposicao 4.8 de (CARLSEN; LARSEN, 2016).

Finalmente, um isomorfismo convexo entre B9 e D9" é obtido por aplicagao
das Proposicoes 5.9 e 5.21 com M(a) = 0 para todo a € A, e procedendo como na
demonstracao da Proposicéo 5.24. O

5.3 EXEMPLO

Nesta se¢do usamos a teoria construida nos Teoremas 5.1 e 5.2 para mostrar
que, dependendo do espaco rotulado, o estudo da existéncia ou ndo de estados KMS
e ground de 7 C*(&, L, B) é facilitado.

Exemplo 5.1. Pensando no espaco rotulado (£, L, B) descrito no Exemplo 3.1, vamos
fazer uma discussdo sobre os estados KMS e estados ground de T C*(&, L, B) com
base nos conjuntos D* e DI" dos Teoremas 5.1 e 5.2, respectivamente. Primeiramente
vamos descrever o espaco rotulado em questdo. Temos o conjunto de vértices 0 =
{vy, v1} e o conjunto de arestas £ T2 {eg, e1, €2} com aplicagbes range e source dadas
por s(eg) = Vg, S(eq1) = vq, s(e) = vy, e r(ey) = vy, r(eq) = vy, r(es) = vq. O alfabeto
A = {0,1} com aplicagdo rotulante dada por L(ey) = 1, L(eq) = 0, L(eo) = 0. E a
familia acomodante é o conjunto das partes de E9, B = P(EY). Temos que este espaco
rotulado é normal e satisfaz as condi¢cbées das Observacées 5.2 e 5.4. Considere uma
configuracao inicial N: {0,1} — (1, ) e A € (0, o0) como discutido na Observagao 5.1.

Com relagdo aos estados ground, eles existem para qualquer configuracdo
inicial, basta escolhermos uma funggdo m: B — [0,1] tal que m({vp}) + m({v4}) =
m({vg, v1}) = 1 e m(®) = 0, sendo m({vy, v1}) = 1 devido a condicdo m1 de D9". E
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interessante observar que, para cada configuragao inicial, existem infinitas fungbes m
possiveis.

Para os estados KMS), pelas condi¢ées de D, qualquer funcdo m: B — [0,1]
que pertenga ao conjunto D* devers satisfazer:

1. limgcg m(A) = 1;

2 a) m{vo}) > N(1)m(r({vo}, 1)) = N(1)*m({vp})
b) m({vo}) > N(O)*m(r({vp}, 0)) = N(O)*m({w1});
c) m({vo}) > N(1)m({vo}) + N m({v4});
d) m({v4}) > N(O)m(r({v1},0)) = N(O)*m({vp});
e) m({vo, v1}) > N(O)m(r({v. v1},0)) = N(O)*m({vg, v1});
f) m({vo, vi}) > N(1)Am(r({vg, v¢}, 1)) = N(1) A m({vo});
g) m({vo, v1}) > N(O)*m({vp, vi}) + N(1))*m({vo});

3. m({vy, v1}) = m({vo}) + m({v4}).
Se partirmos de valores de N(0) € (1,+>) e A > 0, e tomarmos N(1) satisfa-
zendo a condigcdo N(1 )‘7‘ =1-N(0 )‘27‘ podemos definir a fungdo m como:

1 N(0)™

m(l) = 0; m{vo, ) = 15 milvol) = 3o @ Mih = 7 oua

Temos que essa combinagdo satisfaz as condigées (m1), (m2)(c), (m2)(d), (m2)(9)
e (m3), e, logo, satisfaz todas as condigcées. Ou seja, essa funcdo m representa um
estado KMS, para a configurag&o inicial partindo de valores de N(0) e A.
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6 CONCLUSAO

Ao longo do nosso trabalho, resolvemos dois problemas centrais.

O primeiro problema, desenvolvido no Capitulo 2, foi caracterizar os estados
KMS e ground da C*-algebra do espaco rotulado C*(&, £, B) usando a descricao desse
espaco como produto cruzado parcial, que ja existia na literatura.

O segundo problema, desenvolvido nos Capitulos 4 e 5, foi estudar a C*-algebra
de Toeplitz do espaco rotulado 7 C*(&€, L, B). No Capitulo 4, definimos a C*-algebra
TC*(&, L,B) e descrevemos ela como C*-algebra de grupdide e produto cruzado
parcial. No Capitulo 5, caracterizamos os estados KMS e ground dessa algebra.

Para trabalhos futuros, recomendamos e pretendemos unificar o estudo que
fizemos das duas algebras C*(&, £, B) e T C*(&, L, B) em um Unico grupo de algebras,
como descrito em (CARLSEN; LARSEN, 2016), usando a no¢ao de algebras de Cuntz-
Pimsner relativas.
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