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RESUMO

Estudamos C*-algebras de grafos e descrevemos sua equivaléncia com as C*-algebras
de grafos relativas usando grafos estendidos. Descrevemos a dindmica de aplicacdes
de Markov com conjuntos de escape nao-vazios e estudamos representagdes de C*-
algebras de grafos relativas em espacgos de Hilbert que surgem de tais funcdes. En-
contramos condicdes suficientes para que tais representacoes sejam fiéis em termos
da transicdes dos intervalos de Markov para os intervalos de escape. Além disso, in-
vestigamos como sistemas ramificados e sistemas ramificados relativos em espacos
de medida dao origem a representacdes de C*-algebras de grafos e C*-algebras de
grafos relativas no espaco de Hilbert das funcées quadrado integraveis. Mostramos
como as aplicacdes de Markov dao origem a sistemas ramificados relativos. Também
mostramos uma equivaléncia entre as representagdes provenientes das aplicagdes de
Markov e as representacdes provenientes de sistemas ramificados relativos e como a
fidelidade de tais representacdes pode ser obtida.

Palavras-chave: C*-algebras de grafos. Aplicacoes de Markov. Representacoes. Sis-
temas ramificados.



ABSTRACT

We study graph C*-algebras and describe their equivalence with relative graph C*-
algebras using extended graphs. We describe the dynamics of Markov interval maps
with non-empty escape sets and study representations of relative graph C*-algebras
on Hilbert spaces that arise from such maps. We find sufficient conditions for such
representations to be faithful in terms of the transitions from the Markov intervals to the
escape intervals. In addition, we investigate how branching systems and relative branch-
ing systems on measure spaces give rise to representations of graph C*-algebras and
relative graph C*-algebras on the Hilbert space of the square integrable functions. We
show how Markov interval maps produce relative branching systems. We also present
an equivalence between the representations which arise from Markov interval maps and
the representations which arise from relative branching systems and how faithfulness
of such representations can be obtained.

Keywords: Graph C*-algebras. Markov interval maps. Representations. Branching
systems.
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1 INTRODUGAO

O estudo das C*-algebras de grafos comegou em 1980 com J. Cuntz e W.
Krieger, e continua até hoje. Muhly e Tomforde (2004) generalizaram a definicao e
deram origem as C*-algebras de grafos relativas. Ramos, Martins e Pinto (2017) e
Ramos, Martins e Pinto (2019) investigaram a dinamica do conjunto de escape de
aplicacdes de Markov e construiram representacées de C*-algebras de grafos nas
orbitas dos pontos no conjunto de escape dessas aplicagdes. Além disso, Martins,
Pinto e Ramos (2019) descreveram representacdes de C*-algebras de grafos relativas
no mesmo espaco de Hilbert e estudaram quando elas séo fiéis.

A maior parte deste trabalho é baseada no trabalho de Martins, Pinto e Ramos
(2019) e nosso objetivo é detalhar suas construc¢des e resultados, além de descrever
propriedades das representacdes obtidas e ilustrar com exemplos. Conectamos, tam-
bém, tais resultados com os resultados de Martins et al. (2023), onde eles investigam
como sistemas ramificados em espacos de medida dao origem a representacdes de
C*-algebras de grafos relativas no espago de Hilbert das fungbes quadrado integraveis.
Focamos em encontrar condigdes suficientes para que tais representacdes sejam fiéis.

No Capitulo 2, definimos e estudamos propriedades de grafos dirigidos e fa-
milias de Cuntz-Krieger, construimos a C*-algebra de um grafo como a C*-algebra
universal gerada por uma familia de Cuntz-Krieger, descrevemos as C*-algebras de
grafos relativas e provaremos como sempre € possivel obter um isomorfismo entre
uma C*-algebras de grafo relativa e uma C*-algebra de grafo.

No Capitulo 3, estudamos aplicacdes de Markov que possuem conjunto de
escape nao-vazio, descrevemos sua matriz de transicao associada e as 6rbitas dos
pontos no conjunto de escape.

No Capitulo 4, construimos, a partir das matrizes de transicdo de aplicagcdes
de Markov, C*-algebras de grafos relativas e representacoes destas C*-algebras no
espaco de Hilbert gerado pelas érbitas dos pontos no conjunto de escape das apli-
cacgOes. Estudamos propriedades como existéncia, fidelidade e irredutibilidade destas
representacoes.

Por fim, no Capitulo 5, estudaremos sistemas ramificados e sistemas ramifica-
dos relativos gerados por um grafo em um espagco de medida. Veremos como tais
sistemas dao origem a representagdes de C*-algebras de grafos e C*-algebras de gra-
fos relativas em um outro espaco de Hilbert. Descrevemos, também, como aplicacdes
de Markov podem produzir sistemas ramificados e como as representacdes obtidas
neste capitulo se conectam com as representagdes obtidas no capitulo anterior.



2 C*-ALGEBRAS DE GRAFOS

Um grafo dirigido consiste de alguns objetos que podem ser vistos geometri-
camente como vértices e arestas que os conectam. Além disso, tais objetos podem
ser associados a operadores sobre um espaco de Hilbert. A C*-algebra de um grafo é
definida como a C*-algebra universal gerada por tais operadores.

Na Secéo 2.1, definiremos um grafo e mostraremos como podemos representa-
lo por operadores em um espaco de Hilbert através das familias de Cuntz-Krieger.
Na Secao 2.2, construiremos e definiremos uma C*-algebra universal gerada por um
conjunto de geradores satisfazendo relacdes. Mostraremos também exemplos de C*-
algebras de grafos como C*-algebras universais. Na Secao 2.3, apresentaremos as
C*-algebras de grafos relativas e construiremos um isomorfismo entre cada C*-algebra
de grafo relativa e a C*-algebra do seu grafo estendido.

2.1 GRAFOS DIRIGIDOS E FAMILIAS DE CUNTZ-KRIEGER

Nesta secdo, abordaremos alguns aspectos basicos da teoria de grafos, tendo
como base o primeiro capitulo de Raeburn (2004), além de definir a C*-algebra de um
grafo.

Definicéo 2.1. Um grafo dirigido é uma quédrupla G = (GY, G', s,r), naqual G’ e G!
sdo conjuntos enumeraveis e s, r : Gt — GY sdo funcdes. Os elementos de GY sdo
chamados de vértices, enquanto os elementos de G! sdo chamados de arestas. Para
cada aresta e € G, chamamos o vértice s(e) € GY de origem da aresta e e o vértice
r(e) € G’ de imagem da aresta e.

Exemplo 2.2. Se considerarmos G° = {v,w} e G! = {e,f,g},alémdes,r: G! — G"
dadas por

s(e)=v=r(e
s(fy=w
r(fy=v
s(g) =w=r(g)

podemos representar G como

Exemplo 2.3. Se considerarmos EV = {u, v} U (Wp)pey € E' = {€} U (fn) nen, além de
s,r: EY — E! dadas por
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s(e)=u

rie)=v

s(fn) =v,¥vneN
r(fn) = wp,Vn e N

podemos representar E como
u
J
t f,
TN

wq Wo Wo <. Wn

Em geral, muitos diagramas (como os feitos acima) podem ser feitos para re-
presentar um mesmo grafo dirigido, apenas com a finalidade de ilustragdo. Todas as
afirmacées feitas a respeito de um grafo dirigido independem do desenho escolhido.

Definicdo 2.4. Seja G = (G°, G', s, r) um grafo dirigido. Considere a quédrupla F =
(FY,F! sg, rr). Dizemos que F é um subgrafo de Gcaso F' C GY, F! C G! as fungbes
Sk e rr sejam dadas restringindo-se os dominios e contradominiosde sedera Fl e
FY, respectivamente.

Definicao 2.5. Seja G = (G", G!, s, r) um grafo dirigido. Dizemos que v € G’ é um
poco se s~1(v) = @, ou seja, se v ndo é origem de nenhuma aresta.

Exemplo 2.6. A figura abaixo representa um subgrafo do grafo do Exemplo 2.2. Veja
que v € um pogo neste subgrafo.

V—Ww g
P ©

Definicao 2.7. Seja G um grafo dirigido. Dizemos que G é um grafo finito por linhas
quando para todo v € G, temos

#{s_l(v)} < 00,
ou seja, a quantidade de arestas que tém v como origem é finita.

Exemplo 2.8. O grafo do Exemplo 2.2 € um grafo finito por linhas, enquanto o do
Exemplo 2.3 ndo é.
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Observacao 2.9. A partir daqui, e até o fim deste trabalho, chamaremos um grafo
dirigido e finito por linhas simplesmente de grafo, ja que todos os grafos que serdo
utilizados sao deste tipo.

O préximo exemplo é o mais importante até o momento e serd citado vérias
vezes neste trabalho.

Exemplo 2.10. Seja n € N. Para toda matriz A € Mu({0, 1}), € possivel construir um
grafo Ga = (G, Gj, 1. s) dado por: Gy = {1,...,n}, G, = {ej: i,j € G}, Aj=1} e

{ s(ej) =i
r(ej)=J

Dado um grafo G, é possivel “representa-lo” por elementos de B(H) - o conjunto
dos operadores lineares e limitados de algum espacgo de Hilbert H - de forma que
esses operadores codificam algumas propriedades de G. Mais especificamente, os

vértices de G sao representados por projecdes ortogonais, enquanto suas arestas sao
representadas por isometrias parciais. Considere

R(G) := {ve G s v) £ @}.

Definicao 2.11. Sejam H um espaco de Hibert e G um grafo. Uma G-familia de Cuntz-
Krieger {se, py} em B(H) consiste de um conjunto {py : v € G°} de projecdes mutu-
amente ortogonais em B(H) e um conjunto {se : € € G'} de isometrias parciais em
B(H) que satisfazem:

(CK1) s5Se = py(e), Paratodo e € G' e

(CK2) py = Zees*(v) SeS§, para todo v € R(G).

As condicdes (CK1) e (CK2) acima sdo chamadas de condigcées de Cuntz-
Krieger.

Note que a condicdo (CK2) estd bem definida ja que G é um grafo de linhas
finitas e, portanto, para cada v € G, >_ecs—1(v) SeSe € uma soma finita. Adaptagoes
da Definicdo 2.11 para grafos que n&o séo de linhas finitas sdo feitas por Raeburn
(2004), mas nao serdo abordados neste trabalho.

Observacao 2.12. Como discutido na introducdo de Raeburn (2004), ndo ha uma
convengao padrao a respeito da “direcdo" das isometrias parciais: alguns autores
optam por ter as isometrias parciais representando arestas indo na mesma direcéao
que a aresta, outros na diregcao oposta da aresta. Aqui, usaremos a segunda, que,
apesar de ndo ser a convencao usada por Raeburn (2004), é a convencéo usada na
maioria dos artigos que serdo citados, como Martins, Pinto e Ramos (2019) e Muhly e
Tomforde (2004).
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Observacao 2.13. As condicées de Cuntz-Krieger implicam (Equacéao (1.2) de Rae-
burn (2004)) na relacao
Se = ps(e) Se = Sepr(e)a (1)

que é frequentemente usada em manipula¢des envolvendo estes operadores.

Observacao 2.14. Como isometrias parciais e projecdes sao objetos que também
existem em C*-algebras arbitrérias, e ndo somente em B(H), a Definicdo 2.11 pode
ser facilmente estendida para esse caso.

Exemplo 2.15. Considere o grafo G representado por

ecCvof

Seja H = (?(N). Vamos construir uma G-familia de Cuntz-Krieger em B(H). Para isso,
devemos encontrar py, Se, Sf € B(H) tais que, segundo as condi¢des de Cuntz-Krieger,

SgSe = Pv = S} S¢ (2)

Pv = SeSg + S¢St . (3)
Escolha py = idy (que é claramente uma proje¢do ortogonal) e as isometrias parciais

em B(H) dadas por

Se[(Xn)neN] = (Xl, O, X2, 0, X3, O, X4, 0, .. )

Sf[<xn>n€N] = <O7 X1, OJ X2, 07 X37 07 X4, .. )

Note que, por causa da Proposicdo A.4 de Raeburn (2004), uma vez que tenhamos
mostrado (2), fica automatico que seg e sf séo isometrias parciais de B(H). Portanto,
vamos mostrar (2) e (3).

Primeiro, sg, s; € B(H) sao dadas por

Sel(Xn)nenl = (X2n) nen

S?[(Xn)neN] = (X2n+1) nen-

Assim,

SZSG[(Xn)HGN] - SZ[(XOa 07 X1, Oa X2, Oa X3, 07 s )] = (Xn)I’IEN = pV[(Xn)neN]
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S?Sf[(XN)neN] = S?[(O, X0, 0, x1,0, X2, 0, X3, ... )] = (Xn)I'IEN = pVKXn)neNL

donde segue (2). Por fim,
[SeSe + S¢Sf](Xn) nen = [SeSel(Xn) nen + [S¢Sf](Xn) nen

= Se[(X0, X2, X4, X6, - - - )| + S¢[(x1, X3, X5, X7, ... )]
= (XOJ O7X27 OJ X4, 07 X67 s ) + (O>X17 07 X37 07 X57 07 X77 e ) = (Xn)neN = pV[(Xn)neN]a

0 que mostra (3) e conclui a prova de que {pv, Se, S¢} forma uma G-familia de Cuntz-
Krieger em B(H).

Exemplo 2.16. Considere o grafo G representado por
ec v

Seja H um espago de Hilbert arbitrario. Para encontrar uma G-familia de Cuntz-Krieger
em B(H), basta encontrar py, se € B(H) tais que

S5Se = Py = SeSj. (4)

Escolhendo novamente py = idy, veja que qualquer operador unitario em B(H) satisfaz
(4). Assim, por exemplo, pode-se escolher H como (?(Z) e se como sendo o operador
shift, que é unitario em ¢2(Z). Outra escolha possivel é algum operador de rotagio em
R? ou C.

Teorema 2.17. Para todo grafo G existe uma G-familia de Cuntz-Krieger em B((?*(N))
com todas as projecbées ndo-nulas.

A construcdo da G-familia de Cuntz-Krieger em B(¢?(N)) citada no Teorema
2.17, juntamente com sua demonstracdo, podem ser encontradas na Secao 1.3 de
Biazotto (2012).

2.2 C*ALGEBRAS UNIVERSAIS E C*-ALGEBRAS DE GRAFOS

Uma C*-algebra universal € uma C*-algebra gerada por um conjunto qualquer
(geradores) e por uma familia de relagdes, e que possui uma “propriedade universal'.
Algumas conhecidas C*-algebras podem ser expressas de forma natural como C*-
algebras universais, como veremos em exemplos.

Nesta secao, faremos a construgdo de uma C*-algebra universal, mostrar algu-
mas propriedades e exemplos, e definir a C*-algebra de um grafo como uma C*-4lgebra
universal.
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Seja G um conjunto ndo-vazio qualquer, que sera o conjunto dos geradores da
C*-algebra universal. Considere

G":={g*:9€ G},

em que g* é apenas uma “cépia" de g, sem nenhum significado matematico a principio.
Considere o conjunto das “palavras” finitas obtidas com elementos de G e G*, ou seja,
defina

Fo={n...m:n,....me GUG",ne N}

€ muna-o com o produto por concatenacao, além de uma involucao dada por

Mn...i—rp--r,

em que definimos (g*)* := g paratodo g € G.
Defina B; como o espago vetorial livre gerado por Fg. Fazemos de Bz uma
algebra complexa estendo o produto (por concatenagéo) de F5 de modo que

m m
ity — )i,
i=1 i=1

em que t; € Fg. Por construgdo, Bg é uma *-algebra.

Definicao 2.18. Uma relagdo em G é um elemento (x,n) € Bg x R4.

Fixe R um conjunto de relagdes em G.

Na C*-algebra universal, uma relagédo (x,n) deve ser interpretada como que
impondo || x||< n. Dessa forma, se quisermos impor uma relagao do tipo x = y, por
exemplo, basta incluir o par (x — y,0) € R, pois

X—y,00eR=|x—Yy|<0<=|x—Yy||=0< x =Y.

Se quisermos construir uma C*-algebra universal unital, deve existir um ele-
mento e € Bg (ndo necessariamente um novo elemento) que satisfaga os axiomas de
unidade. Logo, o seguinte conjunto de relagdes deve fazer parte de R:

{e=1}:={(x—ex,0): x e Bg}U{(ex — x,0) : x € Bg} U{(e— €",0)}.

Definicéo 2.19. Seja A uma C*-algebra e p : BG — A um x-homomorfismo. Dizemos
que p € uma representagado de G que satisfaz R se

lp(X)|I< n, paratodo (x,n) € R.
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Definicao 2.20. Um par (G, R) é dito ser admissivel se, para todo g € G, existe
n(g) € R4 tal que
()< n(g)

sempre que p for uma representacao de G que satisfaz R.

Exemplo 2.21. Sejam G := {g} um conjunto unitarioe R := {(g,1)}. Como 1 € R4,
se p é uma representacao de G que satisfaz R, entao

Ip(@)II< 1,
ou seja, (G, R) é admissivel.

Exemplo 2.22. Sejam G := {g}, R:={(g* —9,0)} e A € R. Considere a C*-algebra C
com as operagdes usuais e o x-homomorfismo p) : B5 — C tal que

pA(9) = A

Veja que p) € uma representacdo de G que satisfaz R pois

lpx(g™ = @)1= lloA(9)" = PA(@)]I= A = A= 0 < 0.

Suponha, por absurdo, que (G, R) é admissivel. Logo, existe n(g) € R4 tal que

loA(@)I< n(9), VA €R,

ou seja, existe n(g) € R tal que
Al <n(g), VA €R,

0 que € um absurdo. Logo, (G, R) n&o é admissivel.

O fato de (G, R) ser admissivel é essencial na constru¢cao da C*-algebra univer-
sal e utilizado na demonstracédo da Proposicao 2.23. Portanto, a partir de agora, fixe
um par (G, R) desta forma.

Defina P como sendo a colegéo das representacdes de G que satisfazem R, e
N : BG — R dada por

N(x) = sup|lp(x)]-
peEP

Proposicao 2.23. N é uma C*-seminorma em Bg.

Demonstragdo. Todas as propriedades de C*-seminorma sao facilmente verificaveis
em Bg. Vamos nos preocupar apenas com a boa definigéo.



2.2. C*-ALGEBRAS UNIVERSAIS E C*-ALGEBRAS DE GRAFOS 11

Seja x € Bg arbitrario e escreva

Para os i, tais que rj; € G, existe nj € R4 tal que

lpCri 1< njj

sempre que p for uma representacao de G que satisfaz R.
Para os i,/ tais que rjj € G*, temos rj; = s;-kj com s; € G. Logo, também existe
nj € Ry tal que
lo(ripll= llo(sy)*[I= llp(siI< njj,

sempre que p for uma representacao de G que satisfaz R.
Como temos uma quantidade finita de rj;, segue que existe € R4 tal que para
toda p representacao de G que satisfaz R,

lp(r 1< 7.

Assim, se p é uma representagao de G que satisfaz R, temos

m; n m;
lp(x ZA Hr,, SZMH!IM H<ZIAIH77€R+
=1 j= i=1 = i=1 =
Como a constante numérica acima nao depende de p, concluimos que
N(x) = sup|lp(x)[|€ R+
peP
Veja que N ndo é necessariamente uma norma em Bg. Para isso, defina
| :={x e Bg: N(x) =0},
que é um x-ideal em Bg. Assim, B/l € uma =-algebra e a aplicagéo
I-ll- Bg/l — R+

dada por
I|x + 1||:= N(x)

é uma C*-norma em Bg/I.
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Definicao 2.24. A C*-algebra universal gerada por G com as relagées R, denotada por
C*(G, R), é o completamento de Bg// na norma ||-||, ou seja,

C*(G,R) = Bg/ll'!

Note que todo elemento de Bg pode ser identificado em C*(G, R) através da
projecao candnica
i:Bg— C*(G,R)
X1— X:=x+1
Além disso, C*(G, R) satisfaz uma propriedade universal que, de certa forma,

garante que esta é a "maior"C*-algebra que contém o conjunto de geradores satisfa-
zendo as relacdes determinadas.

Teorema 2.25. Sejam A uma C*-algebra e p : BG — A uma representagéo de G que
satisfaz R. Entdo existe um unico x-homomorfismo ¢ : C*(G, R) — A talque poi = p,
ou seja, que faz o diagrama abaixo comutar.

gue esta bem definida, ja que, caso x = y, temos

N(x —y) = 0= sup|l¢(x = y)[l= 0 = [[p(x = y)[|= 0
peP

= p(X —¥) = 0= p(x) = p(y).
Além disso, ¢ € um x-homomorfismo ja que p € um x-homomorfismo e i é um
x-homomorfismo sobrejetivo.
Temos, ainda, que ¢ é limitada (logo, continua) ja que

o) lI= llp(x)]I< supl[¢(x)[|= N(x) = [x]|.
peP

Com isso, ¢ pode ser estendido de maneira unica ao completamento de Bs//,
ou seja, existe unico ¢ : C*(G, R) — Atal que

elpgi = ¢-



2.2. C*-ALGEBRAS UNIVERSAIS E C*-ALGEBRAS DE GRAFOS 13

Veja que o diagrama comuta, ja que se x € Bg, temos

p(i(x)) = p(X) = ¢(X) = p(x).

Por fim, para a unicidade, suponha que existe um outro x-homomorfismo 1 :
C*(G,R) — Atalque ¢y o i = p. Para x € Bg, temos

ou seja,
Yol=yol,
ou seja,
Vg = ¢lBgil = -

Assim, da unicidade da extensao de ¢, segue que

Y= .
O

Exemplo 2.26. Vamos caracterizar a C*-algebra universal unital gerada por um ele-
mento auto-adjunto na bola unitaria. Para isso, considere G = {e,x} e R = {(x, 1), (x —
x*0)}u{e=1}}.

Primeiro, vamos checar que (G, R) é admissivel. Seja p : Bg — A uma repre-
sentacao de G que satisfaz R.

Veja que p(e) é uma projecao ortogonal de A, ja que

Io(ee — e)ll= 0 = p(e)* = p(e)

e
lp(e* — e)[|=0=>p(e)* = p(e).
Logo,
lp(e)]< 1.
Além disso,
lp()l< 1,

0 que conclui a afirmacao.
Assim, existe C*(G, R) e, por construgao,

C*(G,R) = C'({e,x}),

com e sendo a unidade C*(G, R) e x sendo auto-adjunto tal que ||x||< 1.
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Pelo Teorema 2.1.13 de Murphy (1989), temos
C*(G,R) = C(c(x)).

Portanto, para caracterizar C*(G, R) basta calcular o(x), o espectro de x. Vamos
mostrar que o(x) = [—1, 1].
Note por r(X) o raio espectral de x. Por um lado, como X € auto-adjunto, segue
que o(x) C R e que
r(x) = [Ix|< 1,

ou seja, se A € o(X), entdo
A <r(x) <1,

o que implica
o(X) C [-1,1].

Por outro lado, seja A € [ — 1, 1] arbitario. Defina p) : Bg — C tal que p)(e) =1
e p\(u) = A. Veja que p) é uma representacao de G que satisfaz R, pois, por exemplo

loA (X" = X)| = 1o (X)" = pA(X)| = [A = Al = 0.

Assim, da Propriedade Universal (2.25), existe um x-homomorfismo ¢, : C*(G,R) —
Ctal que py(e) =1e p)\(Xx) = A\
Caso u — \e seja inversivel, existe y € C*(G, R) tal que

y(X — \€) = &.

Dai,
1= p\(8) = pA(Y(X — X&) = pA(Y)A — A~ 1] =0,

0 que é um absurdo. Logo, X — Ae nao é inversivel, ou seja,
A€ o(X),
0 que conclui a caracterizagao, isto é,
C*(G,R) = C[-1,1].
[

Para definirmos a C*-algebra de um grafo como uma C*-algebra universal, pre-
cisamos escolher um conjunto de geradores e de relagdes que formem um par admis-
sivel.
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Seja G um grafo e {s, p} a G-familia de Cuntz-Krieger dada pela Proposi¢ao
(2.17). Considere os seguintes conjuntos de geradores e relagdes:

G={se:ecG'}U{p, :veGY

R={{p; =pv=py:veEYU{pvpw="0:Vv#w}U{(CKI)} U{(CK2)}} (5)

Note que, quando colocamos a condicao (CK1), em particular estamos impondo que
0s elementos se sejam isometrias parciais.

Afirmacao 2.27. (G, R) é admissivel.

Demonstraggo. Seja p : BG — A uma representagdo de G que satisfaz R. Como p é
«-homomorfismo e vale {p? = py = pi; : v € G}, segue que p(py) € A é uma projecdo
para todo v € GY. Entdo, de modo analogo ao que vimos no Exemplo 2.26,

lo(pv)|I< 1, paratodo v € G'.

Além disso, como vale (CK1), temos

lo(se)lI”= llp(ssse)ll= llo(Ps(e)lI< 1,Ve € G,
0 que prova a afirmacao. O

Definicao 2.28. A C*-algebra de um grafo G, detonada por C*(G), é a C*-algebra
universal gerada pelos elementos da G-familia de Cuntz-Krieger como construido
acima.

Exemplo 2.29. Seja G o grafo do Exemplo 2.16, que é formado por unico vértice e
uma unica aresta com origem e imagem neste vértice. Como vimos, as condi¢des de
Cuntz-Krieger para este grafo se resumem a

SgSe = Pv = SeSg, (6)

em que podemos escolher py, como sendo o operador identidade. Assim, (6) caracte-
riza se como um elemento unitario na C*-algebra universal. Logo, C*(G) é a C*-algebra
universal gerada por um elemento unitario e a unidade. Usando um argumento seme-
lhante ao argumento construido no Exemplo 2.26, mostra-se que

C*(G) = C(Sh).
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2.3 C*ALGEBRAS DE GRAFOS RELATIVAS

Algumas generalizagdes das Definicdes 2.11 e 2.32 foram feitas por Muhly e
Tomforde (2004) e deram origem as C*-algebras de grafos relativas.

Defini¢ao 2.30. Sejam H um espago de Hibert, Gumgrafoe V C R(G) = {v e G :
s71(v) # @}. Uma (G, V)-familia de Cuntz-Krieger {se, py} em B(H) consiste de um
conjunto {py : v € G°} de proje¢des mutuamente ortogonais em B(H) e um conjunto
{se : e € G'} de isometrias parciais em B(H) que satisfazem:

S55e = Pr(e), Ve € G' € (7)

pv= Y  SessWveV. (8)
ecs~1(v)

SeSe < Ps(e), V€ € G' (9)

Segundo a definigdo acima, note que em uma (G, V)-familia de Cuntz-Krieger,
a condicao (CK2) é verificada apenas paraos v € V C R(QG).

Observacao 2.31. Para todo grafo G e todo V C R (G) existe um espago de Hilbert
H e (G, V)-familia de Cuntz-Krieger {se, pv} em B(H) e a demonstracao deste fato é
anéloga a demonstragédo da Proposig¢éo 2.17.

Definicao 2.32. Se G é um grafo e V C R(E), a C*-algebra de um grafo G relativa
a V, detonada por C*(G, V), é a C*-algebra universal gerada pelos elementos da
(G, V)-familia de Cuntz-Krieger dada acima.

Observacao 2.33. Alguns casos especiais da Definicao 2.30 sdo quando V = R(G) e
quando V = @. No primeiro,

C*(G,R(G)) = C*(G)

e a C*(G, o) da-se o nome de algebra de Toeplitz, apesar de ndo ser uma nomencla-
tura uniforme na literatura, como discutem Muhly e Tomforde (2004).

Dado um grafo G e V C R(G), € possivel construir um novo grafo Gy, que, de
alguma forma, estende G a partir dos vértices que ndo estdao em V, cuja C*-algebra é
isomorfa a C*(G, V). Logo, uma algebra de grafos relativa pode ser vista como uma
algebra de grafos da maneira usual. Este é o conteudo do préximo resultado.

Definicao 2.34. Sejam G um grafo e V C R(G). Defina o grafo G, como sendo o grafo
tal que
G) =G U{V:veRG)\V}



2.3. C*-ALGEBRAS DE GRAFOS RELATIVAS 17

G, :=G'u{e:ecGler(e)c RG)\ V}

e r e s sdo estendidas a Gy de forma que s (¢/) := s(e) e r (¢/) :=r(e)’.

Note que para cada v € R(G) \ V, adiciona-se um pogo v/ e uma cépia de cada
aresta que termina em v, mantendo-se a sua origem original mas com imagem v’.

Exemplo 2.35. Seja G o grafo do Exemplo 2.2, representado pelo desenho

e V = {v}. Neste caso, temos G), = {v,w,w'} e Gl, = {e, f, g, g’} tais que

s(g)=w
rig) =w
Assim, Gy pode ser representado por
(lg
w
A
ec v I w'

Teorema 2.36. Sejam G um grafo e V C R(G). Entéo,

C*(Gy) = C*(G, V).

Demonstragéo. Seja {s, p} uma (G, V)-familia de Cuntz-Krieger.
Para cada w € G}, e f € G}, defina

seweV

Pw
sewe R(G)\V

Qw = 2ecs!(w) SeSe
Pv— > ecs1(v)SeSe SeW = v/ para algum v € R(G) \ V

.| sy sefe G!
| SeQyey sef=¢ paraalgumec G!

Vamos checar que {qw. t; : w € G, f € G},} forma uma Gy/-familia de Cuntz-

Krieger em C*(G, V).
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Primeiro, é facil ver que {qw : w € W ¢ G‘\)/} € um conjunto de projecoes
mutuamente ortogonais. Por exemplo, veja que, caso w = V' para v € R(G) \ V,
podemos usar a equacao (1) e obter

(Pv Z SeSZ) (Pv Z Se52>
ees~1(v) ees~1(v)

2
R Y psesi Y p( > )
(v)

ees—1(v) ecs1(v) ecs!
= Pv — Z SeSe — Z Se(PvSe)™ + Z SeSg
ecs~1(v) ecs~1(v) ecs~1(v)
=Pv— Y SeSe— > SeSe+ > SeSs=py— > SeSh.
ees~1(v) ecs~1(v) ecs~1(v) eer~1(v)

Além disso, usando novamente a Equagéo (1), concluimos que {t; : f € G}/} e
um conjunto de isometrias parciais.
Vamos ver agora a condi¢ao (CK2). Seja w € G(\)/.

« Casow ¢ R(G)\ V, temos

qw = Pw = Z SeSe = Z SePr(e)Se = Z Sepr(e)pr(e)sz

ees—1(w) ecs~1(w) ecs—1(w)
= Z Sepr(e) (Sepr(e))* = Z tft;f
ecs—(w) fes—1(w)

» Caso w € R(G) \ V, temos diretamente a igualdade
Qw= ) SeS;
ecs—1(w)
e, analogamente ao caso anterior, obtém-se

qw = Z l'fl';ck.

fes—H(w)

« Caso w = v/ paraalgum v € R(G) \ V, entdo w é um pogo, ou seja, w ¢ R(Gy).
Logo, a condigcao (CK2) ndo precisa ser verificada neste vértice.
Para a condicao (CK1), considere f € G}/.

« Caso f € G!, temos:
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— Casor(f) ¢ R(G)\ V,

et = i) SEStQr(r) = Pr(r)StStPr(r) = Pr(ryPr(r)Pr(f) = Pr(r) = 9r(f)-

— Casor(f) e R(G)\ V,

tfl =Gy SistQrn = ) SeSeSiStQrn = D  SeSePr(r)dr(r)
e:s(e)=r(f) e:s(e)=r(f)

= Z Se(pr(f)se)*Qr(f): Z Se(ps(e)se)*Qr(f)

e:s(e)=r(f)

= ) 8eS5Ar(r) = A Ar(r) = r(r)-

e:s(e)=r(f)

« Caso f = € para algum e € G!, temos

trtr = lgle = Q;ﬁ(e)/szseqf(e)’ = (Pr(e) - Z 3932) steqr(e)/
g:s(g)=r(e)

= (Pr<e> > Sg%) Pr(e)Tr(ey = (Pr<e> > Sgsépme)) Ar(ey
gs(g~r(e) g:s(

S0 S@=r(e)
- (Pr<e> -2 Sg(Pr(e>Sg>*) Ur(ey = (Pr<e> -2 Sg(Ps<g>Sg>*) r(ey
g:s(g)=r(e) g:s(g)=r(e)

- (pf(e) - Z 3933) Ar(ey = Ar(eyr(ey = Ar(ey = dr(e’) = Ar(f):
g:s(g)=r(e)

Assim, a aplicagao p : G, U G, — C*(G, V) dada por
we GY — qw € C*(G, V)

fe Gy — tre C*G,V)

€ uma representacao de G(\)/U G%/ que satisfaz as relagdes (5). Pela propriedade univer-
sal de C*(Gy ) (Teorema 2.25), segue que existe um x-homomorfismo ¢ : C*(Gy) —
C*(G, V) que estende p.

Agora, note que, para v ¢ R(G) \ V, temos

Qv = Pv (10)
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eparav € R(G)\ V temos
G +Qv= D SeSetPv— . SeSe=pv. (11)
ees~1(v) ecs~1(v)

Além disso, se r(e) € R(G) \ V, temos

te + ter = SeQr(e) + Sedr(ey = Se ( > sesz>

ecs~1(r(e))

+ Se (pr(e) — Z SeSZ) = Sepr(e) =Se. (12)
(e))

ecs~1(r

Das Equagdes (10), (11) e (12), segue que {quw.t; : w € G),,f € G},} gera
C*(G, V), o que prova a sobrejetividade de .

A injetividade de ¢ segue do Teorema de Unicidade Gauge-invariante, que
pode ser encontrado no Teorema 2.1 de Bates et al. (2002). Com a notag¢ao de Bates
et al. (2002), podemos tomar = := ¢, v : T — Aut(C*(Gy)) a acao de gauge e
g : T — Aut(C*(G, V)) a agéo fortemente continua dada por

{ Bz(pv) = pv

Bz(Se) = zSe
e estendida através da propriedade universal de C*(G, V), donde segue que
fzom=mon"g,
ou seja, m = ¢ é injetiva. O

Observacao 2.37. Na demonstracéo do Teorema 2.36, construimos dois isomorfismos:
1. v : C*(Gy) — C*(G, V) dado por

4
w<pv>={ P Bl o) =p— Y sess

> ecs1(v)SeSe sev &V ecsi(v)

(50) Se ser(e)eV
Sp) =
° Se (Zf:s(f):r(e) st?) ser(e) ¢V
@D(Se’) = Se (pr(e) - Z st;f) )
f:s(f)=r(e)
2. eseuinverso ¢ : C*(G, V) — C*(Gy) dado por

Pv seveV Se ser(e)eV
p— y S p—y
opv) { pv+p, sevéeV ?(se) { Se+Sg ser(e) ¢V
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3 DINAMICA DE APLICACOES DE MARKOV COM CONJUNTO DE ESCAPE

Dado / € R um intervalo, podemos estudar aplicagdes f : dom(f) — [ cujo
dominio e imagem podem ser escritos em fungéo de uma particdo Cy de /. Dada a
natureza dessas aplicagdes, elas podem ser codificadas por matrizes com entradas 0
ou 1, que informam a dindmica das transi¢cdes entre os elementos de C;. Cada ponto
de / tem uma érbita gerada por f e representada por um grafo. Tais aplicagdes sao
chamadas de aplicagbes de Markov e foram consideradas por Ramos, Martins e Pinto
(2017) e Ramos, Martins e Pinto (2019), artigos que foram usados como base dos
conceitos que serdo apresentados neste capitulo.

Na Secéao 3.1, definiremos uma aplicacao de Markov, além dos intervalos de
Markov e de escape. Contruiremos também as matrizes de transicao que codificam as
transi¢cdes entre esses intervalos. A partir da Segéo 3.2, consideraremos aplicagdes
de Markov que possuem conjuntos de escape nao-vazios e estudaremos as orbitas
dos pontos que estdo em seu conjunto de escape para, futuramente, construir repre-
sentagdes das C*-algebras relativas dos grafos gerados por essas orbitas.

3.1 APLICACOES DE MARKOV

Definicao 3.1. Sejam / C R um intervalo e f : dom(f) — / uma aplicagéao sobrejetiva,
em que o dominio dom(f) de f € um subconjunto de R. Dizemos que f &€ uma aplicacdo
de Markov em | se existe uma colecéo {/;,..., In} de intervalos fechados, chamada de
particdo de Markov para f, satisfazendo as seguintes propriedades:

(M1) #(l;n ;) < 1parai+# j, e dom(f) = Uj’-7:1 I

(M1) para todo i € {1,...,n}, o conjunto f(/;) N (Uj-’jl Ij> € nao-vazio, e pode ser
escrito como uma unido de elementos da particdo de Markov.
(M1) paratodo /€ {1,...,n}, arestricdo f|, de f a /; € de classe C!, e existe b > 1 tal
que |f'|;(x)| > b para todo x € ;.
(M1) paratodo i € {1,...,n}, existe m; € N tal que dom(f) C f™i(l;) (no sentido de
composicao parcial de fungdes).
Note que, em particular, pelos itens (M1) e (M4), temos que /; C [ para todo i.
A condi¢do dada em (M3) implica que f € injetiva e mono6tona em cada intervalo /. A
classe das aplicagdes de Markov em / é denotada por M(/).

A partir daqui, e até o final deste capitulo, fixe / C R um intervalo e f € M(I).
Além disso, denote por Cy a particdo minimal de dom(f) que satisfaz a Defini¢cdo 3.1.
Os elementos de Cy sdo chamados de intervalos de Markov de f.
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Observacao 3.2. Para simplificagdo de contas, vamos considerar, até o fim deste traba-
lho, apenas aplicagbes de Markov f que satisfazem sup dom(f) = sup(/) e infdom(f) =
inf(/), apesar disso ndo ser necessariamente sempre verdade.

Da Defini¢cdo 3.1, existe um unico conjunto

I'y={cp.c;.c{.....c,_;.ch y,en} CR

de 2n elementos tal que

c<c <...<ct  <cn
e os elementos de Cy s&o escritos como
— + A +
h = [cy, ¢ ],...,Ij: [cj_l,cj J,---yIn=1c,_q.Cnl-
Paraj € {1,..., n}, note que pode acontecer cj_ = cj+ ou cj_ < cj+. No segundo

caso, definimos

(o~ oF
E]._(cj,cj)yé@.

Aos conjuntos Ej, como definidos acima, damos o nome de intervalos de escape.

Observacao 3.3. No primeiro caso, ou seja, quando cj‘ = chr =: ¢j, vamos entender
estes pontos como os “limites laterais” (a esquerda e a direita, respectivamente) de Cjs

de forma que vamos permitir que aconteca f(cj_) # f(c/.*).

Observacao 3.4. Por causa de (M2), temos f(I's) C I's e, por causa de (M1), E; £
dom(f), paratodoj € {1,...,n}.

Observacao 3.5. Os intervalos E; recebem este nome pelo seguinte fato: para x €
dom(f), caso exista m € N tal que f™(x) € Ej, pela observagéo interior, fM(x) esta
fora do dominio de f, de modo que nao é possivel continuar aplicando f. Assim, f(x)
“escapa” do dominio de f.

Como aplicacao de Markov em /, f define unicamente, além dos intervalos de
Markov e dos intervalos de escape, 0 conjunto

Qf = {x e I: f¥(x) € dom(f), vk € NU {0}} ,
chamado de conjunto f-invariante. Assim, tomando
N 1= #Cf,

podemos definir fun¢des que indiquem o “caminho” que um ponto no dominio f faz ao
aplicar f repetidas vezes sobre este ponto.
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Defini¢do 3.6. A fungdo enderego ady : Uj’-7:1 int(/;) — {1,..., n¢} é definida como
ad¢(x) =i, se x €int(/;).
A fungdo itinerdrio its : 2 — {1,..., n N0} & definida como
ity(x) = ad¢(x)ady(f(x))ads(f*(x)) - - -,
ou seja, concatenamos o endereco de cada iteracao de f em x.

Exemplo 3.7. Sejam [ =[0,1] e f: [0, 31;] U [%, 1] — [ dada por

e representada pelo grafico abaixo.

0.75

é 0.5

0.25

0.25 0.5 0.75

Veja que f € M(I) pois:
considere I} = [O, ﬂ el = [%, 1} , de forma que Cy = {/, b} satisfaz (M1);

* note que
flhyn(huk)=huk=f(k)N(hUbk)
* parai=1,2, f|; é umareta tal que f'|;(x) = 4 paratodo x € /;

s parai=1,2,

dom(f) = {oﬂ U El} C ().
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Observemos que f admite apenas um intervalo de escape,

13
Ei=(-,-).
= (13)
Agora, considere xy = % Neste caso, ad¢(xg) =1 e

ite(xp) = 12121 . ..

pois

{ f(xo) = #

Observacao 3.8. Na secéo 3.2, estenderemos a funcao it; para o caso em que x ¢ ;.
Neste caso, o itinerario de x sera uma sequéncia finita de enderecos, ja que nao é
mais valido que f"(x) € dom(f) para todo n € N.

3.1.1 Matrizes de transicao

Definicao 3.9. Se /; e /; sdo dois intervalos de Markov de f, dizemos que existe uma
transicdo entre I; e I; caso exista x € int(/;) tal que f(x) € int(/;).

Das propriedades (M1) e (M2), tanto o dominio quanto a imagem de f podem
ser escritos em funcao dos intervalos de Markov, de forma que existe uma (Unica)
matriz A € Mp(R) “codificando” f, dada por

1 seint(l;) C f(int(/;

(Ap)j = ) < Tint(i) (13)
0 caso contrario,

ou seja, (Af),-j vale 1 se, e somente se, existe uma transigdo do intervalo /; para o

intervalo I/ através de f.

Definicao 3.10. A matriz dada pela Equacao (13) é chamada de matriz de transicao
de f.

Exemplo 3.11. Seja f a aplicagcdo de Markov do Exemplo 3.7. Como ha transi¢cao do
intervalo /; para os intervalos /; e I, e também de k, para I; e I, a matriz de transigao

defé
11
Af = : 14
f(ll) (14)

Observacao 3.12. Como consequéncia do Exemplo 2.10 e da constru¢do de Ay, toda
aplicagéo de Markov f induz uma matriz de transicdo Ay, que, por sua vez, induz um
grafo G, Assim, para a aplicagao de Markov do Exemplo 3.7, podemos construir o
seguinte grafo associado a matriz (14):
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€21
¥ N\
111 — 2 62
€12

A matriz de transicao de f pode ser estendida para informar quando ha transicao
de algum dos intervalos de Markov para algum dos intervalos de escape, caso sejam
nao-vazios. Para isso, defina o seguinte conjunto de simbolos

S = {7; Ej;«éz,je{l,...,nf—l}}.
e considere, em O := {1,..., ns} U X4, a seguinte ordem
1<1<2<2<---<n—1<n;—1<ny.
Defina também
mys = #@f.

Definicao 3.13. Seja 2\,: € Mm,(R) a matriz dada por

(Af),-j sei,je{l,...,n¢} ~
(Apjj =1 1 seic{l,....ns},j=keXSseint(l))NfFYE)#2 .

0 caso contrario

Z\f é chamada de matriz de transigdo estendida de f.

Note que, se k € ¥4, a linha k de 2\,« tera apenas zeros, indicando que os inter-
valos E; # @ nao fazem parte do dominio de f, logo nao ha como ter transi¢éo destes
intervalos para quaisquer outros intervalos. Além destas linhas nulas, s&o adicionadas
também colunas em Ay indicando quando ha alguma transigdo de um intervalo /; para
um intervalo E;.

Exemplo 3.14. Para a aplicacéo de Markov do Exemplo 3.7, vimos que existe apenas
um intervalo de escape ndo-vazio: Eq. Assim,

zfz{i},

ou seja,
com aordem 1 < 1 < 2. Desta forma,
1 1
Ar=10 0
1 1

ou seja, ha transicdo dos intervalos /; e k, para os intervalos /1, b e E;, € ndo ha
transicao do intervalo Ej, ja que este nao faz parte do dominio de f.
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Observacao 3.15. E possivel reescrever 7\,«, a menos de conjugagao por matriz de
permutagéo P, na forma

~ Af | B
T_ f | Bf
PAPT = ( o ) ,
em que 0’ e 0" sdo as matrizes nulas de ordens m; — ns x ns e (mg — ng) x (Mg — ng),

respectivamente, e By € a matriz que representa as transigdes dos intervalos de Markov
para os intervalos de escape.

Exemplo 3.16. Procedendo como na Observagéo 3.15, podemos reescrever 7\,« do
Exemplo 3.14 como

PAPT =

O|l—= =
Ol = =
Ol =

3.2 ORBITAS NO CONJUNTO DE ESCAPE DE APLICACOES DE MARKOV

Além de seus intervalos de Markov e de escape, da sua matriz de transicéo, da
sua matriz de transi¢ao estendida e de seu conjunto f-invariante, f define unicamente
o conjunto complementar de €2 em [, que seré de particular interesse para nés a partir
desta secao.

3.2.1 Conjuntos de escape

Definicao 3.17. O conjunto de escape da aplicacao de Markov f é definido como
Ef =1\ Q.

Observacao 3.18. A partir daqui, e até o final deste trabalho, considere apenas aplica-
cbes de Markov que possuem conjuntos de escape nao-vazios.

Por definicdo, se x € E;, entdo existe 7(x) € N U {0} tal que f"¥)(x) ¢ dom(f).
Em outras palavras, x sera levado a algum dos intervalos de escape através de uma
quantidade finita de iteracdes de f. Desta forma, temos

o0 ng—1
Es = Ufk(U E,).
k=0 j=1

Além de 7(x), temos que x € Ef define o ponto
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e f(x) € {1,...,n¢} tal que

e(x) € Ejx).

Defina também

—

LX) = j(X) € X¢.

Exemplo 3.19. Seja f a aplicagdo do Exemplo 3.7. Para cada n € N, considere x, =
4.7 Veja que x, € Ef, ja que

f(x1) = 0.5 € E; £ dom(f),

e, além disso, para todo n > 2, temos

4—n 41—” 4—([7—1)

f(xn) =4- 5= g = 5 = Xn-1.
Portanto,
f1(xn) = " (xn_1) = - = f(x1) € Ey Z dom(f).
Segue que
7(Xn) = n
e(xp) =0.5 .
Wxp) =1

Observacao 3.20. As funcbdes endereco e itinerario de f podem ser estendidas ao
conjunto de escape, usando o conjunto de simbolos X que criamos. Se x € E;, defina

ads(x) ;== € Sy

Assim, estende-se ady para todo o intervalo /. Além disso, para x € E, se pusermos,
em concatenacao,

it7(x) := ads(x)ads(f(x))ads(*(x)) ---ads(F"*) ! (x))ads(e(x)),
o itinerario de x se torna uma sequéncia finita de numeros, em concatenacgao, que
termina em algum simbolo k € ¥¢, j& que e(x) pertence a algum dos intervalos de
escape.
3.2.2 Orbitas geradas por aplicacées de Markov
Em /, consideramos a seguinte relacao de equivaléncia:
O:={(x,y)elx1:3n,me NU{0},"(x) = f"(y)}.

Definicao 3.21. Dado x € /, a drbita de x é a classe de equivaléncia de x pela relagao
O, e denotada por Ox.
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Observacao 3.22. Cada x € an;l E; da origem a uma orbita distinta, ja que os conjun-
tos de escape nao fazem parte do dominio de f.

Uma érbita Oy possui, naturalmente, uma estrutura de grafo da seguinte ma-
neira: o conjunto de vértices é a prépria érbita Oy e, para y, z € Oy, pomos uma aresta
do tipo

y—2

se, e somente se, z = f(y).

Para x € E¢, como e(x) ¢ dom(f), note que e(x) serd um pogo no grafo asso-
ciado a Ox (0 mesmo ndo ocorre caso x € )y, ja que € sempre possivel aplicar f nos
pontos da 6rbita de x). Assim, podemos visualizar o grafo da seguinte forma: a partir
do vértice final e(x), tem-se uma aresta com origem em cada ponto de f~!(e(x)) e
imagem e(x), e 0 processo se repete em cada ponto de f~!(e(x)), recursivamente.
Como f € M(I), f~1(x) é um conjunto no maximo finito, para todo x € /. Além disso,

denotando

;}*1 : f(I;) — dom(f)

como a inversa de f|,j, podemos esquematizar a érbita de Ox como

Exemplo 3.23. Seja f, novamente, a fun¢gdo do Exemplo 3.7. Seja x € E;. Para todo
z € Oy, note que ha dois pontos, um em /; e outro em /, que sao levados a z. Dessa
forma, o grafo Ox pode ser representado por

111 211 121 221

NN
\/
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em que 1 representa qualquer ponto do intervalo de escape E;, e os demais vértices
sd0 os itinerarios dos pontos que podem terminar em 1.

Exemplo 3.24. Sejam /= [0,1] e f: [0, }] U|2,3] U[3.1] — /2 aplicagdo em M(1)
dada por

5X se0<x<i

fix):=¢ 5x-2 se2<x<?
22 22

X —% seqp <x<1

e representada pelo grafico abaixo.

NI

0.2 0.4 0.6 0.8
X

Considere os intervalos de Markov e de escape

_ 1 _ (1 2
/1_ 07'5 El_ '575)
2 3 _ (3 22
I2_ 55 EQ_ 57%)
b= %]

Observando as transi¢des dos intervalos, temos

11111
00000
Ar=111111
00000
11100

Sejam x € E;. Se e(x) € Ej ou e(x) € Ej, temos que a Orbita de x pode ser represen-
tada pelo grafo
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111 211 311 121 221 321 131 231
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4 REPRESENTACOES DE C*-ALGEBRAS DE GRAFOS RELATIVAS GERADAS
POR APLICACOES DE MARKOV

Para este capitulo, fixe / C R um intervalo, f € M(/) com conjunto de escape E;
ndo-vazio e x € E;. Nosso objetivo é, a partirde V C G%f (em que Gg, € o grafo obtido
de Ay), construir uma familia {Hx } xc g, de espagos de Hilbert e uma familia {vx} xcE,
de representacoes da C*-algebra C*(Gp,, V) em Hy. Mais ainda, obteremos condigbes
suficientes para que tais representacdes, quando existem, sejam fiéis, irredutiveis e/ou
unitariamente equivalentes umas as outras. Tal estudo foi feito por Ramos et al. (2008)
e Ramos, Martins e Pinto (2011), para algebras de Cuntz-Krieger. Ramos, Martins e
Pinto (2017) estudaram as algebras de Toeplitz (caso V = ). As ideias e resultados
obtidos neste ultimo inspiraram o caso geral, desenvolvido por Martins, Pinto e Ramos
(2019), artigo usado como base para as construgdes e resultados detalhados neste
capitulo.

Na Secéo 4.1, definiremos, para cada x € E;, um espaco de Hilbert Hy a
partir da orbita Oy, além de uma familia de projegbes e isometriais parciais {P;, Sjj
i.j = 1,...,n¢}, a partir de f, que fardo parte da construcido da representacdo vy.
Na Secao 4.2, descreveremos condicoes suficientes para a existéncia, injetividade e
irredutibilidade de vx e estudaremos quando duas destas representacdes sdo (ou néo)
unitariamente equivalentes.

4.1 OPERADORES NOS ESPACOS DE HILBERT DAS ORBITAS

Defina o espagco de Hilbert Hy := ¢2(Oyx) com o produto interno usual de sequén-
cias. Para cada y € Oy, defina [y] € Hx como sendo a sequéncia que possui valor 1
na entrada y e 0 nas demais. Assim, o0 conjunto

{lyl € Hx : y € Ox}

€ a base candnica de Hy.
Paracada i € {1,...ns}, defina o operador T; : Hy — Hx dado por, para cada

y € Ox,
ft F(I;
iy 0] seyetiy
0 sey ¢ f(l)
lembrando que f; denota a bije¢do obtida restringindo-se f a /; (e o contradominio a
f(1;)). Com abuso de notagéo, vamos escrever a definicdo de T; simplesmente como

Tl = vy - |70
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em que xf(j, denota a fungao caracteristica do conjunto f(I;). Alguns abusos de nota-
cao semelhantes a este serdo usados ao longo do capitulo, sempre que nao causarem
ma interpretacao.

Afirmacao 4.1. T; € B(Hx).

Demonstragcdo. Se A € C e a,b € Hy, entao

a= Z O‘y[}’]a

yeOx

b= > Bylyl

yeOx

Ti(a+Ab) =T; ( > aylyl+A D> 5}/[}’]) = > (ay +A8)Tjly]

yeOy yeOy yeOx

= > (ayTilyI+ A8y Tily) = Y ayTilyl+ > A8y Tilyl = Tj(@) + ATi(b).
yeOy yeOy yeOx

Para ver que T; é limitado, veja que

Ti(a) =T, (Z Oéy[y]) =Y ayTilyl,

yGOX yEOX
portanto,
2 2 2
I Ti(a)||*= Z oy |* < Z lay|* = [|a|”.
yeOx yeOx
Tilyl#0

Afirmacao 4.2. O operador adjunto T; € B(Hx) € dado por

Tyl =xi(y) - [f(¥)]-

Demonstracdo. Tome y,z € Oy arbitrarios.
- Casoz € ljez="f '(y),segueque y € f(I;) e
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*« Casoz ¢ ljey e f(l), seque que z # fi_l(y) e entdo novamente
(Tilyl, [2]) = 0= ([y], T/ [2])-

* Por fim, 0 caso z € l; e y ¢ f(l;) € analogo ao caso anterior.
0

Observacao 4.3. Note que para todo i € {1,...,ns} tem-se T'[e(x)] = 0, ja que

e(x) ¢ I;. Por outro lado, T;[e(x)] = 0 se e(x) ¢ f~1(I;), ou seja, ndo ha transicéo do
intervalo /; para o intervalo de escape Ej( X)- Caso haja tal transigao, significa que existe
y € lital que f(y) = e(x) e entao T;[e(x)] = [y]-

Afirmacao 4.4. T; € isometria parcial.
Demonstracdo. Segundo a Proposicao A.4 de Raeburn (2004), basta verificar que
TTTi=T:

Seja y € Oy arbitrario.
- Caso y € f(I;), segue que f(y) € I; e entdo

TiTi Tily) = TiTF I ()] = Tilfi(F o)) = Tily).
» Caso y ¢ f(I;), temos
TiTiTilyl = TiT;(0) = 0 = Tjly].

]

Como vimos na Observagéo 3.12, f induz um grafo Gg, tal que Gg\f ={1,...,n¢}
e Gy ={ej:i.j€ Gy.(Ap)j =1}, coms(ej) = i e r(ej) = j. Assim, existe uma aresta
ejj com origem em / e imagem j quando ha transi¢éo entre os intervalos de Markov /; e
I;.

A sequir, para cada V C Gof, a partir do conjunto {T; : i = 1,..., n¢}, construire-
mos uma representacéo de C*(Gg,, V) em Hy."

Para cada aresta ej € G}L\f defina o operador
Sjj = T,T/Tj* € B(Hy), (15)
eparacadaie G%f defina os operadores
P; .= T;T; € B(Hx) (16)

Q== T*T; € B(Hx).
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Observacao 4.5. Usando a definigdo dos operadores T;, podemos descrever explicita-
mente os operadores acima definidos. Por exemplo,

Pilvl = TiT Y] = iy T = xi,0)xay (F0D) [ FW)] = - (17)

De forma semelhante, temos também

Qilyl = x¢y WYl (18)
e
Silyl = x; I (¥). (19)
Além disso,
Syl = x;W)xr() (FYNIEY)]. (20)

Afirmacao 4.6. {P; : i = 1,...,ns} é um conjunto de projegbes ndo-nulas e mutua-
mente ortogonais.

Demonstragdo. O fato de P; = T;T; ser projegédo vem do fato de que T; € isometria
parcial e o fato de P; ser ndo nula segue da Equacéo (17). Agora, sejam i # je y € Ox.
Note que

TETi = xey W T W] = xap )i (7 OO)EE ()] = 0,
pois X/i(z}*l(y)) =0, jaque fjfl(y) € I Assim,

PiPj = TiTi TjTj = Ti0T}" = 0.

Afirmacao 4.7. S e isometrial parcial ndo-nula.

Demonstraggdo. Segundo a Proposicao A.4 de Raeburn (2004), para ver que S; €
isometria parcial, basta verificar que S;-;S,-j € projecao. Mas

S8y = T T

que € projecao, ja que T/Tj* T:T; e TjTj* sao proje¢des que comutam (vimos que
{P;j : i =1,...,n¢} foram um conjunto de operadores mutuamente ortogonais). Para
vermos que Sj; € nao-nulo, primeiro, usamos a propriedade (M4) da Definicao 3.1 para
garantir que existe y € Ox N I, Em seguida, pela propriedade (M2) e pela hipétese de
que ha transig¢éo entre /; e I;, tem-se que /; C f(/;). Assim, y = f(z) (e em particular
z € Ox) para algum z € /;. Portanto, Sj[y| = [z].

[
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Para todo y € Ox, denote por Py, o operador em B(Hx) de proje¢éo na entrada
y.

Lema 4.8. Paratodo k € {1,...,ns},

N¢ N¢

D (AP < Qk <Y (AP + (A ku(x)Perx)
j=1 j=1
A prova do Lema 4.8 sera omitida aqui e pode ser encontrada em Ramos,
Martins e Pinto (2017).

Observacao 4.9. Para entendermos o significado das inequagbes do Lema 4.8, apre-
sentamos uma ideia intuitiva. Para cada k € {1,...,ns}, podemos ver, através da
Equacéo (18), que a projecdo Qy “corresponde” ao conjunto Ox N f(l). Vamos decom-
por esse conjunto em termos dos intervalos de Markov e de escape:
* Pela propriedade (M2) da Definigao 3.1, a parte de f(/x) que é alcangada pelos
intervalos de Markov € uma unido dos mesmos, ou seja,

Ny
wo(01)- U b
=1 Sf(l)
Como observamos na Equacao (17), o operador P; corresponde a /; para todo
J€{l,...,ns}. Como [; C f(ly) se, e somente se, (Af)y = 1, entdo “a parte de

Q que € coberta pelos P;” &
Ny

> _(ApiiPy.
j=1
» Ha, entretanto, uma parte de f(/x) N Ox que ndo é alcangada pelos intervalos de
Markov e, portanto, pertence aos intervalos de escape. Vimos que o unico ponto
de Ox que pertence a um intervalo de escape é e(x), que pode ou nao estar em

f(ly).
Assim, seguem as desigualdades. Caso e(x) ¢ f(lx), temos

Wi
Q= > _(ApKiP-
j=1
Caso e(x) € f(ly), temos

nN¢

Q= (AP} + (Apku(x)Perx)-
=1
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4.2 EXISTENCIA E PROPRIEDADES DAS REPRESENTACOES

Fixe {se;, pi} uma Gu -familia de Cuntz-Krieger com todos os operadores nao-
nulos e defina vx : {se;, pi} — B(Hx) dado por

vx(Se;) 1— S,'j
vx(pj) 1— Pj

Fixe, também, V C Gf}\f.

Teorema 4.10. Se, paratodoi € V, (2\,) i(x) = 0, ou seja, ndo ha transicao do intervalo
de Markov |; para o intervalo de escape Ej( X)s entao vy define uma representacao de
C*(Gg,, V) em Hy.

Demonstragdo. Para mostrar que vx define um x-homomorfismo de C*(Gg,, V) para
B(Hx), vamos usar a propriedade universal de C*(Gp,, V) (Teorema 2.25). Para isso,
basta mostrar que vx € uma representagéo de {sj;, p;} que satisfaz as relagdes que
caracterizam C*(Gg,, V) como C*-algebra universal, ou seja, que os operadores Sijj e
P; satisfazem as equagoes (7) e (8).

* Sejami,j € {1,...,n¢} tais que (As);; = 1. Usando a Observagéo 4.5, temos

LTTITiTT = PQiP; (21)
Mas note que, para y € Ox, como (Ay); = 1, existe transicao de /; para /;, entao

QiPilyl = x;, (V) Qily] = x;,(V)xr iy WY = x; W) y] = Pilyl,
pois /; C f(;).
Assim, mostramos que

QiP; = P;

i = Pj. (22)

Usando (22) em (21), temos
SZ'SU—P/P/—P Priey):

o que mostra que {Sj;, P;} satisfaz (7).

» Para a outra condicdo, seja i € V e veja que, por causa do Lema 4.8 e da hipbtese
(Af)iy(x) = 0, temos

> (AP = Q;,
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e, portanto,

>, SiSj= 2 SiSj= >, TTTTNTTI = >, TR

ejes~ (/) ej<Gp, J:(Ap)j=1 J(Af)lj 1

n¢
=T; C Z Pj) T/* =T (Z(Af>ljpj) = T;Q; T* T,TI*T,T,*

:(Ap)j=1 j=1
= PiPi =P,
0 que mostra que {Sj;, P;} satisfaz (8).
[

Teorema 4.11. Se, paratodoic V etodok ¢ V, (Z‘f)n(x) =0e (7\,:),“()() =1, ou seja,
ndo ha transigao entre I; e Ej ), mas ha transicao entre Iy e Ej ,, entdo vx define uma
representagao fiel de C*(Gg,, V) em Hy.

Demonstragdo. A existéncia da representagéo vy : C*(Gp,, V) — B(Hx) € garan-
tida pelo Teorema 4.10, bastando verificar a injetividade de vy para o caso em que
(Z\f)kb(x) = 1paratodo k ¢ V.

Sejam GXf o grafo estendido que foi definido em 2.34 e v : C* (GXf) —

C*(Gp,, V) o isomorfismo dado pelo Teorema 2.36. Fixe {Ssj;, p;} uma GXf—faml’Iia de
Cuntz-Krieger.

Para verificar que vy € injetiva, é suficiente verificar que vx oy : C* (GXf) —
B(Hyx) é injetiva. Pelo Teorema de unicidade de Cuntz-Krieger (Corolario 2.5 de Rae-
0
burn (2004)), basta checar que vx (v (p;)) # 0 para todo i € (GX,> :
* Casoie V,vx(¥(pj)) = vx(pj) = P; # 0.

« Caso i = k' para algum k ¢ V, entéo
vx(Y(Pj)) = vx (Pk - Z Se;qszk,) = Py — Z Skjskj
J:s(ex)=kK J: s(ek, =K

nN¢
T Ti — ZaijijTj*TjTj*T; = T TiTxTj — ZaijijTj*T; =
j=1 j=1

ne
Tk (T/f Tk—> TjTj*) T =Tk <(Af>kb(x) Pe(x)) T = TkPe(x) Tg # 0. (23)
=1
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pois
TkPe(x) Tkl ' (e0x))] = x (fic ' (€(3) T Pex)[€(X)] = Xy (fi ' (€(x)) Ty Poyx) [€(X)]
= x5 (fi ' (e(x)) Tk[e(x)] = x; (fi  (€(x)) x5 (€)' (€(x))] = [ ' (e(x))],

~

ja que existe transicao de /x para Ejy), pois, por hipétese, temos (Af)x,(x) = 1.
(Na verdade, podemos mostrar mais ainda: temos

TkPe() Tk = Pro1(e(x)) (24)
que é uma projecao nao-nula.)

» Por fim, caso i € (G ) \ V, temos

VXW(bi))VxC > se,.,.sz,.,> >SS 25)
:8

(e)=i j:s(ej)=i
Mas, quando existe transicao de /; para /;, podemos tomar y € Ox N /; de modo
que
SiiSjlyl = lyl,
0 que mostra que o operador da Equacéao (25) é nao-nulo. ]

Exemplo 4.12. Sejam f a aplicacdo de Markov do Exemplo 3.7 e x € E; arbitrario. O
Gnico intervalo de escape é E; > e(x), logo «(x) = 1. Temos também sz\f ={1,2} e

A -

==
=
_ o =

Para V C G%f, note que se 1 € V ou2 e V, temos (Z\f)n(x) # 0 para algum /i € V.
Assim, o Teorema 4.10 nao é aplicavel e ndo podemos construir a representacao vy
de C*(Ga,, V).

Exemplo 4.13. Sejam f a aplicagdo de Markov do Exemplo 3.24 e x € E; arbitrério tal
que e(x) € E,, ou seja, +(x) = 2. Temos

11111

111 00000

Ar=|11 1], A=]|11111],
110 00000

11100

GY = {1,2,3}, GL = {ey1, €12, €13, €1, €22, €23, €31, €32} € G, é representado pelo
Af Af Af
grafo abaixo.
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Seja x € E; e considere os operadores

P1, Pa, P3, S11, S12, S13521, S22, Sa3, S31, S32 € B(Hy)

definidos pelas Equagbes (15) e (16). Seja V C G%f.

(26)

« Caso V = {3} e e(x) € Ey, ndo temos transi¢do de /; para E; paratodo i € V,
mas existe tal transicédo para i ¢ V. Assim, os operadores em (26) definem uma

representagéo fiel de C*(Gu,, V).

« Em todos os demais casos, as condi¢cdes do Teorema 4.10 nao sao satisfeitas, ja

que ha transicao dos intervalos de Markov para os intervalos de escape.

Exemplo 4.14. Sejam / =[0,1] CRef: [O, i] U [1%, 1] — R em M(/) dada por

Ix+1 se xeh
f) — 2x+1 se xch
X)=9 5. %
IX—g se xel
2x—H se xel
com )
Il_ 07% E2:<%7%>
bh=1%1
2 54
ly = |4 2
3 10° 10
/:[9 1]
L 4 T0°

e representada pelo grafico abaixo.
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0.9
0.7
>
0.4
0.2
0.2 0.4 0.7 0.9
X
Assim,
01 110
0110
00 0 1 0 0 0 01
1 1 00
11000
0 010
0 01 10

Veja, ainda, que sz\f = {1,2,3,4}, G}\f = {e12, 613, €24, €31, 632, 5€43} € Gp, € repre-

sentado pelo grafo abaixo.
1
€31
ei/ 6&3
2 +—
€32
GA As

4

Para x € Ey, temos x € E,, ou seja, «(x) = 2. Considere os operadores
Py, P, P3, Py, S12, S13524, S31, S32, Sa3 € B(Hx) (27)

definidos pelas Equacdes (15) e (16). Seja V C G%f.
* Vejaque,caso 1 € Vou4d e V, entdo (Z\f),-L(X) # 0 para algum j € V, ja que
ha transicdo dos intervalos /; e I, para o intervalo de escape E,. Assim, 0s
operadores em (27) ndo definem uma representagéo de C*(Gga,, V).

» Caso V = {2} ou V = {3}, temos (Z‘f)n(x) = 0 para todo i € V e portanto os
operadores em (27) definem a representacao vy, que, neste caso, néo & fiel.
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* Por outro lado, caso V = {2, 3}, a representacao vy é fiel, ja que as condigdes do
Teorema 4.11 sdo satisfeitas.

Usando o Teorema 4.11, vamos ver como é possivel sempre obter V C G%f tal
gue a representacao vy é fiel. Mais ainda, é possivel obter uma infinidade de aplicacées
de Markov com conjunto de escape E; > x ndo-vazio, cuja representagdo vy é fiel, para
algum V C G/%f que fixarmos.

Sejam n € N, A € Mh({0,1}) e G4 seu grafo associado. Para cada V C GQ\
defina uy, € {0,1}"" como o vetor que tem 0 nas entradas (uy); taisque i € V e 1 nas
demais. Por outro lado, se u = (uy, ..., up) € {0,1}", defina V, € GY como

Vu::{iGGB\:U,':O}.

Observacéo 4.15. E claro que se V C GY, entdo V = V,,,, e se u € {0,1}", entdo
u = uy,. Além disso, a construgao acima define uma bijegéo entre P (GQ\) e {0,1}",

Corolario 4.16. Escrevendo Z\f na forma

Ar | By
O/ O//

com a notacdo da Observacdo 3.15, cada coluna u da matriz By da origem a uma
representagao fiel de C*(Gg,, Vu) em Hy.

Demonstragcdo. Seja u uma coluna de By. Como construido na Observagéo 3.15, u
representa as transi¢des dos intervalos de Markov de f para algum intervalo de escape
E;. Seja x € Eftal que e(x) € Ej). Parai € VLQ temos, por definicdo de V|, u; = 0, ou
sieja, n&o ha transicao de /; para Ej(). Assim, (Af);,x) = 0. Analogamente, para i ¢ Vy,,
(A,«),-L(X) = u; = 1. Portanto, o Teorema 4.11 garante que vx € uma representacao fiel
de C*(Gga,, Vu) em Hy. O

Corolario 4.17. Dado u € {0,1}", existe f € M(I) tal que

)]

PAPT — | ,
Un
len 0

para alguma matriz de permutagéo P, e para todo x € E;, vx € uma representacgéo fiel
de C*(Gg,, Vu) em Hy.
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Demonstragcéo. A existéncia de uma aplicacdo de Markov a partir de uma matriz é
garantida pela construgéo feita na Proposi¢cao 3.5 de Ramos, Martins e Pinto (2019),
e sera omitida aqui. Tomando x € E; arbitrario, temos e(x) eAEj(X), com E; ) sendo
0 unico intervalg de escape de f. Assim, para i € Vi, temos (Ay);,(x) = uj = 0 €, para
i'& Vy, temos (Af);,(x) = Uj = 1, 0 que garante a injetividade de vx. O

Observacao 4.18. Tomando E; e E; dois intervalos de escape distintos e suas respecti-
vas colunas uy e u; em By, podemos tomar x, y € Ey tais que e(x) € Ex e e(y) € Ejeo
Teorema 4.10 garante que existem duas representagoes, vx e vy, de C*(Gg,, Vi, N Vi),
uma em Hy e outra em Hy. A injetividade das representagcdes nao pode ser garantida
nesse caso. Por outro lado, o Corolario 4.16 garante que vy € uma representacao fiel
de C*(Ga,, V) em Hx e vy € uma representagao fiel de C*(Ggp,, Vi) em Hy.

Observacao 4.19. Ainda no caso da observagdo anterior, note que vx e vy N0 sdo
representagoes unitariamente equivalentes no caso em que uy # u;. De fato, podemos
tomar, em particular, um i € {1,...,n¢} tal que (ux); = 1 e (u;); = 0, ou seja, para

certos x e y, ~

Defina o vetor
Wi = pj— Z S,'jS;-kj,
J:s(ej)=i
e veja que, aplicando o mesmo célculo feito em (23), as equacdes (28) implicam

vx(W;) # 0 (29)
vy(wj) =0

Assim, caso vx e vy fossem unitariamente equivalentes, existiria um operador unitario
U: B(Hy) — C*(Ga,, Vu, N Vi) tal que vxU = Uvy, ou seja, U*vxU = vy, mas isso
entra em contradicdo com (29).

Corolario 4.20. Se x, y € E¢, vx e vy s4o duas representagdes de C*(Gp,, V) e Ox €
Oy s&do isomorfos como grafos (com este isomorfismo preservando os enderegos dos
pontos nas orbitas), entdo vx e vy sdo unitariamente equivalentes.

Demonstraggo. Como Ox e O, s&o isomorfos como grafos, existem isomorfismos
a:[0x]” — [0y e B : [Ox]! — [Oy]! satisfazendo ??. Assim, defina o operador
U : Hx — Hy pondo Uly| = [w] se, e somente se, a(y) = w. Primeiro, note que o fato
de « ser isomorfismo implica que U é um operador unitario. Entao, para verificar que
vx € vy S80 unitariamente equivalentes, vamos ver que, para todo i € {1,..., n¢}, vale

Uvx(pi) = vy(pj)U, (30)
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e, parai,j€{l,...,ns} tal que (Af); =1, vale
UVx(Sij) = Vy(S,‘j)U. (31)

Para isso, tome z € Oy arbitrario. Seja j := ad¢(z). Usando a definicdo de vy e dos
operadores P;, temos

Uvx(pj)lz] = UPjlz] = U[z] = [a(2)]
e, por outro lado,
vy(pj)U[z] = PjU[z] = Pjla(2)] = [a(2)],
ja que ad¢(a(z)) = j (hipétese). Agora, para i # j, temos
Uvx(pj)|z] = UPjlz] = U0 =0
e, por outro lado,
vy(pj)Ulz] = P;U[z] = Pjla(2)] = 0,

pois «(z) ¢ I;. Portanto, mostramos (30). De forma semelhante, mostra-se (31). Por
exemplo, veja para i tal que (Af),-j =1, temos

Urx(sy)lz] = USjlz] = U[f ! (2)] = [a(f; ! (2))),

1

e, por outro lado,

Mas
a(f1(2) = £ (a(2))

i

devido a preservagao das arestas entre Ox e Oy dada por £.

Corolario 4.21. vy é uma representacao irredutivel.

Demonstragcdo. Para ver que vy € irredutivel, basta ver que todo vetor £ € Hy € ciclico
para vx(C*(Gp,, V)), ou seja,

vx(C*(Gg,, V)€ = Hx, V¢ € Hy. (32)

Primeiro, veja que (32) se cumpre para todo ¢ = [y], com y € Ox. De fato, como
Sijs S;fj € vx(C*(Gg,, V)) para todos os i,j tais que (Af); = 1, podemos observar
através de (19) e (20) que, aplicando esses operadores (e suas devidas composicoes)
em [y], obtém-se como imagem todo o Hy, j& que y percorre toda a sua orbita Ox.
Agora, seja ¢ € Hyx nao-nulo arbitrario. Vamos aproximar ¢ de algum vetor da base
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de Hy atraves de uma sequéncia de operadores {An}nen € vx(C*(Ga,, V)). Escolha
y € Ox tal que o produto interno (¢, [y]) seja nao-nulo, que é possivel ja que ¢ # 0.
Temos
itr(y) = jijz - - Jke(X),
comji,....Jxk € {0,...,n¢}. Paracada r € {1,..., k}, defina j(,) = (j1,.-.,Jr) €, para
r> K, ji == (.- Jk)- Defina também Ty =Ty Tjpe Considere a sequéncia de
projecoes {An} ey dada por
T *
An =T, T/<n>'
Assim, temos, por exemplo,

_ T * _ T.T. TXT*
A2_ T/(z) Tj(g) - Th TJ2T]2T]1’

ou seja, As[z] = [z] caso z € j; e f(z) € jo e As[z] = 0 caso contrario. Ou seja, Ap
verifica se z esta no itinerario de y e, caso esteja, age como o operador identidade.
Dessa forma, {An} nen define uma sequéncia decrescente de projecdes. Se definirmos
HY como sendo a imagem de Ap, a sequéncia {An}nen converge fortemente para
P — o operador que projeta em (2 H,};. Como f é de Markov, (M3) implica que se
z € dom(f) é tal que it¢(z) = it¢(y), entédo z = y. Assim,

() H; =Clyl.
n=1

Portanto, como
An € vx(C*(Ga,, V), VN € N,

temos

vx(C*(Ga,, V))E 2 PE= (&, [¥]) - Y]

Dessa forma, se h € Hy é arbitrario, vimos que existe S € vx(C*(Gg,, V)) tal que
Sly] = he, entéo, (¢, [y]) "1 SP € vx(C*(Gg,, V)) é tal que

(€ ) ISPe = (& [yI)E, [y]) 'Syl = Syl = h



45

5 APLICACOES DE MARKOV, SISTEMAS RAMIFICADOS E SUAS REPRESEN-
TACOES

Para este capitulo, fixe G um grafo, H um espaco de Hilbert, {se, py} uma
G-familia de Cuntz-Krieger em B(H) e (X, A, 1) um espaco de medida. Se A, B € A,
vamos escrever A M_gqtp Bquando u(A\B) =0e A AP g quando u((A\B)U(B\A)) =
0. Se f,g : A— X sao duas fungées mensuraveis, vamos escrever f”_:qtp g quando
p({x € A: f(x) # g(x)}) = 0. Além disso, se p, v sdo duas medidas em (X, A), vamos
escrever v < p quando v é absolutamente continua com relacédo a i, ou seja, u(A) =0
implica v(A) = 0. Por fim, se f, g sdo fung¢bes quaisquer, denote f- g por M¢(g), ou seja,
M; é o operador de multiplicagcéo pela fungéo f.

Nosso objetivo é continuar estudando casos em que é possivel obter represen-
tacdes (fieis) de C*-algebras de grafos e de C*-algebras de grafos relativas. Desta
vez, utilizaremos sistemas ramificados em espacos de medida para construi-las. Nos
baseamos em Gongalves, Royer e Li (2016) para C*-algebras de grafos e em Martins
et al. (2023) para C*-algebras grafos de relativas.

Na Secéao 5.1, definimos sistemas ramificados em espacos de medida e cons-
truimos representagdes de C*(G) em L?(X, ). Na Segdo 5.2, definimos sistemas
ramificados relativos em espacos de medida e estudamos 0s casos em que as re-
presentacdes de C*(G, V) em L2(X, 1) séo fiéis. Por fim, na Segéo 5.3, construimos
sistemas ramificados a partir de aplicagées de Markov e mostramos que as represen-
tacbes obtidas no Capitulo 4 coincidem com as representagdes obtidas neste capitulo.

5.1 SISTEMAS RAMIFICADOS E REPRESENTACOES DE C*-ALGEBRAS DE GRA-
FOS

Definicao 5.1. Sejam familias {Re}ocg € {Dv}ycgo de subconjuntos mensuraveis de
o ) —1. ~ Lo
X.e familias {fe. Dre) — Re}eeGl e {fe :Re — D,(e)}eeGlde fungbes mensuraveis
tais que:
1. Reme“_:qtpgparae%fe G';

2. DumDV”_:qtpgparau;é veGY;
p—qtp 1

3. Re C Dge paraec G

4. D, "9 Uees-1(v) Re se v € R(G); e

5. paratodo e € G, foo f5! w9t ldg,, folofs w_atp IdDr(e), a medida pushforward

o fo de f;l € absolutamente continua com respeito a 1 em D,(e) e a medida
pushforward p o fe_1 de f, é absolutamente continua com respeito a i em Re.
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Sob estas condig¢oes, dizemos que {Re, Dv, fe}gc gt vego € UM G-sistema ramificado
em (X, p).

Observacao 5.2. A definicdo de um sistema ramificado pode parecer muito técnica,
mas nao é nada mais do que uma “traducéao” das condi¢cbes de Cuntz-Kriger para o
contexto de subconjuntos e fungdes mensuraveis.

Observacio 5.3. Assumindo que 1 é o-finita quando restrita a Dy, para cada v € G°,
o item 5 da Definicao 5.1 implica na existéncia das derivadas de Radon-Nikodym,
d(pofe)/dp (com dominio D,(e)) e d(uofe_l)/du (com dominio Re) que serdo denotadas,
respectivamente, por & e <I>fe_1. Por questdes praticas, estenda ¢ e <I>fe_1 para todo
X, pondo valor 0 nos pontos onde as fungdes ndo eram definidas inicialmente.

Exemplo 5.4. Seja G o grafo dado pela figura a seguir.

e

e 3
/\Q
Vi — V- V:
e
€4

Considere, em R, a medida de Lebesgue, denotada por A, e defina os seguintes
subconjuntos de R

Re, =[i—1,ijparai=1,2,3,4
Dy, =[0,2]
Dy, = [-1,0]
Dy, = [2,4]

As condi¢des 1-4 da Definicao 5.1 sao facilmente verificaveis neste caso. Além disso,
para cada i € {1,2,3,4} defina fg, : Dr(e,-) — Re, dadas por

fe(X) =x+1
fe/(X :g

fo(x)=%+1"

fo(X) =% +2

que satisfazem a condi¢ao 5 da Definicao 5.1. Neste caso, {Re;, Dy;, fe;}ec g vego €
um G-sistema ramificado em (R, \).

Teorema 5.5. Para todo grafo G existe X C R e {Re;, Dy}, fe; } e, G, ve g0 UM G-sistema
ramificado em (X, \), em que \ é a medida de Lebesgue em R.
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A prova do Teorema 5.5 pode ser encontrada em Gongalves e Royer (2012).
Para cada e € G', defina o operador ¢ : L?(X, 1) — L2(X, ) por

2, (x) - p(fg1(x)) sex € Re,

0 se x ¢ Re.

CITT (SIS

[re(d)](x) := { (33)

Usando uma notacao analoga a que foi feita no capitulo anterior, vamos escrever
(33) simplesmente como

1
me(9) = xR, Pfa G0l
Afirmacdo 5.6. we(¢) € L2(X, 1), para todo ¢ € L>(X, ).

Demonstragdo. Como ¢ € L?(X, 1), temos

/ 1612y < oo,
X

1 2
/'x,qe-qﬂ_lwofgl du= [
X e R.

~1/? ~1 2 2
— [ Jee dwo s = [ toPdu< [ joPdn <o, (34
Fi'e Dr(e) X

Mas veja que

2

1
@;e_l pofytl du

em que, na terceira igualdade, foi feita uma mudanca de variavel (de x para fgl(x)),

lembrando que
d(pofs!)

]

Observacao 5.7. E trivial que me € B(L2(X, 1)). Note que Equacéo (34) nos mostra
que [|Te(d)|[< [|9]]-

Observacao 5.8. Por um calculo analogo ao da Afirmacao 5.6, pode-se mostrar que a
expressao

1
W2(¢> = XDr(e) . ®er . ¢ o] fe.

determina um operador linear w} continuo sobre L%(X, 1).

Lema 5.9. Suponha que f e g sdo funcées mensuraveis em X tais que f~1 H_gip ge

g1 " ¢ Definindo @, — 212°1)

g (similarmente para ®4), temos
o

o (x)Dg(F(x)) TP 1.
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A prova do Lema 5.9 é um exercicio relativamente elementar de Teoria da
Medida e sera omitida neste trabalho.

Afirmagao 5.10. O operador adjunto 7} € B(L*(X, ;1)) é dado por

1
Te(9) = XDye) - ‘I),?e ~pofe.

Demonstragdo. Para ¢, ¢ € L?(X, 1), veja que

(relé).i) = [ me(o)pdn = [ gy ooty o= [ (557%)-(Ba0fe)t s dluofe

(e)

1 S 1 1 1
—_ . . 9 . — . 2 . 2 . _ 9.
= /D,(e) (gp o fe> oF (<I>f6_1 ofg)2 - ¢ du /D (go o fe> P77 (CIDfe 10fg)2 - ¢ du

e e
r(e)

1 1 1
r(e)

- 1 T -
[ (Fo)-0fodu= [ (oote)-0) 0 du= [ TEFI0 du = (6.5,
Dre) Dre) X
em que, na terceira linha, foi usado o Lema 5.9. O

Afirmagéo 5.11. merg = My, € mme = My, -

Demonstragdo. Para ¢ € L%(X, 1), vamos ver que
7em3(6) = X, - 6 = Mys, (9)
Para isso, considere x € X e veja que
me(ma(8)]() = xR, (X) - 2, (x) - 75(6)f5 L (x)]
= R XD (o (X)) @ (5 () @1, (%) - 6 felfe ()
(151 (x)) - @2, (x) - 6(0)
= RX) @ (15 () ®E, () 0(x) = X, () 6(x), (39)

em que a penultima igualdade vem do fato que x € Re se, e somente se, fe_1 (x) € D,(e),
e a Ultima igualdade vem do fato que

('D\T DO —

—_

= YR,(X) XDy (f (X)) - @

thM

1

1
3 1 &3 -1 1
d>f2e ofg - <I>,§e_1 = (cI>fe ofg - <I>fg1)2 =0

usando a regra da cadeia para derivadas de Radon-Nikodym. O calculo para provar
que

1 1 1
2 Y 1 12 __
forst = Pidg, = 1R, = 1R

m5me(6) = XD,y 6 = My, (0)

€ analogo. ]
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Agora, para cada v € G° defina o operador 7 : L2(X, 1) — L2(X, 1) por

v (@) = Myp, (¢).

Observacao 5.12. E imediato que my esta bem definida, que 7y € B(LQ(X, 1)) e, ainda,

que Ty = Ty.

Teorema 5.13. Se {Re, Dv, fe}ec g vego € um G-sistema ramificado em (X, 1), entéo
existe uma representacdo = de C*(G) em L*(X, 1)) tal que

[m(se)](¢) = me(d) e [r(pv)|(®) = Tv(9),
paracadaec G' ev e GU.

Demonstragdo. Usando a Propriedade Universal (Teorema 2.25) de C*(G), para ga-
rantir a existéncia do *-homomorfismo = : C*(G) — B(L%(X, ;1)) basta verificar que
{Fe,ﬁv}eeGl,VEGO satisfaz as relagdes de Cuntz-Krieger (Definicdo 2.11). O fato de
Te S€r isometria parcial, segue da Afirmacéao 5.11, ja que os operadores de multiplica-
c¢éo por fungbes caracteristicas séo projegdes. O fato de {mv} g ser uma familia de
projecdes mutuamente ortogonais vem da igualdade

Dy Dy " ® g parau+ve .
Além disso, a Afirmagao 5.11 também implica

* — —
TeTe = MXD,(e) = Tr(e):
Por fim, para v € R(G), vamos verificar que
Ty = Z TeTg-
ecs~1(v)

De fato, da igualdade
D, |J Pe

ees~1(v)
temos
MXDV - MXUees—l(v) Ae”
Como
—qt
Ren Ry "2 zparae+fe G
segue que

MXUEES_I(V) Re - Z )MXREI

ecs— (v
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Portanto, das igualdades acima e da Afirmagéo 5.11, temos
mv =My, = Z My g, = Z TeTe.
ecs—1(v) ecs—1(v)
O
Observacao 5.14. Como consequéncia dos Teoremas 5.5 e 5.13, segue que sempre

existe a representacdo 7 construida acima. Além disso, é possivel estudar os casos
em que T é fiel.

Teorema 5.15. Se C*(G) é uma C*-algebra simples de grafo e : C*(G) — B(L%(X, 1))
€ ndo-nula, entdo r é fiel.

Demonstragdo. Se C*(G) é simples, entdo seus Unicos ideais fechados sdo os triviais.
Logo, ker(w) = {0} ou ker(w) = C*(G). Mas, como = é nao-nula, temos ker(r) #
C*(G). O

Defini¢do 5.16. Um ciclo em G é um conjunto arestas {e;,...en} C G! tais que

(en) e r(ey) = s(e2),
s(ex) =r(er1) e r(es) = s(ey),

s(en) = r(ens1) e r(en) = s(e1),
e é representado simplesmente por e es ... en.
Definicao 5.17. Se {e;,...en} € G! é um ciclo, dizemos que e € G' é uma saida
para ejes...ensee¢ {ey,...en} e s(e) =s(ej) paraalgumic {1,...,n}.
Definicao 5.18. Dizemos que G satisfaz a condicdo (L) quando todo ciclo em G possui
uma saida.
Exemplo 5.19. Seja G o grafo representado abaixo.

ey e
> Vy 57 %4

) S

e
Vo 2 > V3
\ / 6
el CR
Vi

Veja que e4 é uma saida para o ciclo e;ese3, mas e;e; € um ciclo que nao possui
saida. Logo, G néo satisfaz a condicao (L).

Teorema 5.20. Se G satisfaz a condicdo (L) e, para todo v € G°, temos (Dy) # 0,
entdo a representacdo t : C*(G) — B(L*(X, u)) é fiel.
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O Teorema 5.20 segue como consequéncia do Teorema de Unicidade de Cuntz-
Krieger, que pode ser encontrado em Raeburn (2004) (Teorema 2.4). Em Gongalves,
Royer e Li (2016), outra caracterizacao para a injetividade da representacao é feita.

Teorema 5.21. Sejam V C G°, {Re, Dy, feteca vego UM (G, V)-sistema ramificado
relativo em (X, ) e m : C*(G) — B(L%(X, 1)) a representagcdo dada pelo Teorema
5.13. Suponha que para todo v € G, temos ;.(Dy) # 0. Suponha também que para
todo v € GY tal que v é origem de algum ciclo que ndo possui saida, e para toda
familia {e;}]_, de ciclos que possui v como origem, existe um subconjunto mensuravel

F C Dy, tal que u(F) # 0 e fs(F) N F "= & paratodo i  {1,...,n}. Entao, = é fiel

5.2 SISTEMAS RAMIFICADOS RELATIVOS E REPRESENTAGOES DE C*-ALGEBRAS
DE GRAFOS RELATIVAS

Tal como feito na Definicao 2.30, pode-se generalizar a definicdo de um sistema
ramificado e dar origem aos sistemas ramificados relativos. Para esta secao, fixe V C
R(G).

Definicdo 5.22. Se {Re, Dv}ocgr vego € uma familia de subconjuntos mensuraveis de
X, tais que valem 1, 2, 3 e 5 da Definigéo 5.1 e, ainda,

—qt
p, "9 J Resevev,
ecs~1(v)
entéo dizemos que {Re, Dy, fe}ec gt vego € UM (G, V)-sistema ramificado relativo em

(X 1)

A mesma construcao feita na se¢ao anterior pode ser aplicada para obter repre-
sentagbes de uma C*-algebra de grafo relativa em L2(X, 11), usando sistemas ramifica-
dos relativos.

Teorema 5.23. Se {Re, Dy, fetocgr vego € UM (G, V)-sistema ramificado relativo em
(X, ju), entdo existe uma representacdo = de C*(G, V) em L%(X, ) tal que

[7(se)l(¢) = me(d) e [7(pv)](¢) = Tv(9),
paracadaec G' ev e GU.

A demonstracao do Teorema 5.23 é analoga a demonstracao do Teorema 5.13.

Utilizando a construcéo de grafo estendido feita na Se¢ao 2.3, é possivel cons-
truir, a partir de um (G, V)-sistema ramificado relativo, um G\/-sistema ramificado, da
maneira descrita a seqguir.
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Para {Re, Dv, fe}ecgi vege UM (G, V)-sistema ramificado relativo em (X, 11), de-
fina {Qe, Bv, ge}ecql,veq COMO:

B, .= Dy seveV
By:=Uecs-i(v)Re seveG\V
By := Dy \ Uees*(v) Re
Qe := Re seecGler(e)eV
Qe :=fo (Uf:S(f):,(e) F%f> seecGler(e)¢ V
Qe = fe <Dv \Ut:s(h=r(e) R,«)
{ ge = fe
9e =T
Afirmacao 5.24. A familia {Qe, By, ge}eeG‘l/ VeGY definida acima é um Gy -sistema

ramificado em (X, ).

Demonstragcdo. Essa afirmacéo segue de uma demonstracao direta e longa dos cinco
itens da Definigdo 5.1. Vamos detalhar o primeiro deles:

1. Sejam e, h e G}, com e # h.
Casor(e),r(h) € V,
QeNQp=ReNRy=2.

Casor(e)e Ver(h) ¢V,
QeNQp=ReNtp, ( U Rf) C ReN Ry =o.
r(h)
Casor(e) € V,
Qe N Qg = ReNfe (Dr(e)\ U F?f) =ReNfe(@)=ReN@ =02.
rie)
Caso r(e),r(h) ¢ V,

oemo,,fe< U Rf) mfh( U R,-) C ReN Ry = 2.
f:s(f)=r(e) i:s(i)=r(h)

Casor(e) ¢V,

QeN Qg = fo ( R,) N fe (Dr(e)\ U Rf> = g,
f:s(f)=r(e) f:s(f)=r(e)
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( U Rf) N (Dr(e)\ U Rf) = .
f:s(f)=r(e) f:s(f)=r(e)

QeNQy = fe (D,(e)\ U Rf) ol (Dr(h)\ U R,-) C ReNRp=2.
f:s(f)=r(e) r(h)

i:s(f)=

ja que

Por fim,

Definicao 5.25. Para {Re, Dy, fe}ec gt vege UM (G, V)-sistema ramificado relativo em
(X, 1), chamamos {Qe, By, ge}eele,veG(‘)/, como construido acima, de Gy -sistema ra-
mificado estendido em (X, 11), sem precisar mencionar qual o sistema ramificado rela-
tivo de origem (quando ficar claro pelo contexto).

No Teorema 2.36, vimos que C*(Gy/) = C*(G, V). Através desse isomorfismo,
vamos mostrar agora que representagdes de C*(Gy) e C*(G, V) em L2(X, 1), induzi-
das por um sistema ramificado relativo e seu sistema ramificado estendido, respectiva-
mente, coincidem. Com isso, é possivel obter uma caracterizacao da injetividade da
representacao dada pelo Teorema 5.23, que é o objetivo final desta secao.

Teorema 5.26. Sejam {Re, Dy, fe}lecgt vege UM (G, V)-sistema ramificado relativo
em (X, 1) e {Qe, By, e} oc Gl.veG), Seu G\ -sistema ramificado estendido. Sejam  :
C*(G,V) — B(L*(X,u)) e p : C*(Gy) — B(L*(X,pu)) as representagbes dadas
pelos Teoremas 5.23 e 5.13, respectivamente. Seja+ : C*(Gy) — C*(G, V) o isomor-
fismo dado pelo Teorema 2.36. Entao,

p=1vom.

Demonstragdo. Basta verificar a igualdade para os geradores de C*(Gy/). Assim, para
v e G, temos

e casov eV,
m(Y(pv)) = 7(pv) = mv = p(Pv)
ecasov ¢V,
T((pv)) =7 ( > 3e52> = > w(se)m(se) = > mems
ecs~1(v) ecs~1(v) ecs~1(v)

= My, == olp)
)

ecs (v
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* por fim,

T(Y(pyr)) = (Pv Z 3632> =Tv— Z memg = Myp, — Z Mg,

ecs~1(v) ecs~1(v) ecs 1(v)
= MXBV/ = p(Pv')-

Além disso, para e ¢ GY,, temos
* casor(e) eV,

m(Y(Se)) = m(Se) = me = p(Se)

s casor(e) ¢V,

m(Y(se))(¢) =T (Se Z SfS?) (¢) = me ( Z [Wfﬁ;f](@)
f:s(

f:s(f)=r(e)
— Te (f (Z MXRf(¢)) —Te (XUf:s(f):r(e) Ry ¢> ~ XRe’ CD f <XUfs(f o) R’ ¢)ofgl
)

1
= . -1 . 52 . -1
= XRe XUf;s(f) Hf o fe ¢fe_1 ¢ (¢] fe

1
_ -1 52 . -1
= XUr.s(ty=r(e) At © fe (I)fe_1 9ofle

=r(e)

= XQ, ¥} 6° 05" = p(se)(0)

« por fim, para ¢ € L2(X, 1),
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— e ((XDr(e) XUrstn=re) R) '(b) (XDr(e \Urst—rie) At~ ¢>

1

1
— -1 _ . -1 52 . -1
~ XRe’ CI) (XDr(e)\Ufs(f) e A ¢> fe” =XR, XDr(e)\Ur.s()=r(e) Rfofe (I)fe_1 9ol

=

.(I)il.¢ofe_1

e

~n

q,"\ N[

| pofy! _Xfe(

= XR, "X
* o(Drte)\Urs(y=r(e) A ) D10 \Urstrrto) F)

= Xoe’ 2 ¢ © ge/ - P(Se’)(¢)
]

Teorema 5.27. Sejam {Re, Dy, fe}oc gt vego UM (G, V)-sistema ramificado relativo em
(X, ) em: C*(G, V) — B(L%(X, 1)) a representacdo dada pelo Teorema 5.23. Ento,
7 € fiel se valem as trés condigbes a seguir:

1. Dy # @, para todo v € G;

2. Dy # Uges-1(v) Re, paratodov e G*\ Ve

3. para todo v € V que € origem de algum ciclo que ndo possui saida e para
toda familia {e;}]._, de ciclos que possui v como origem, existe um subconjunto

A g

mensuravel F C DV, talque u(F) # 0 e fg;(F)N g paratodoi € {1,...,n}.

Demonstragdo. Considere o grafo estendido Gy, além de p: C*(Gy) — B(L%(X, pn))
a representacao dada pelo Teorema 5.13 e v : C*(Gy) — C*(G, V) o isomorfismo
dado pelo Teorema 2.36. Mostramos no Teorema 5.26 que p = ¥ o 7. Assim, para
verificar que = é fiel, basta mostrar que p o é. Para isso, vamos verificar que, nas
hipbteses dadas, o Gy/-sistema ramificado estendido satisfaz as hipéteses do Teorema
5.21, e portanto a representacdo assim construida é fiel.

Seja v € G'. Caso v € V, a hipétese (1) implica u(By) = u(Dy) # 0. Caso
veV,

,ABV);¢< U F%) > u(Re) #0,Ve € s71(v),
ees~1(v)

ja que Dy ey # @ €, portanto, fo(Dr(€)) C Re # @, para todo e € s~1(v). Além disso, a
hipétese (2) implica

w(Byr) = (DV\ U Re)7éo.

ecs™
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A ultima hipétese do Teorema 5.21 a ser verificada é a mesma hipétese (3) que
ja temos, faltando verificar apenas para os demais vértices do grafo estendido Gy,. Mas,
se v ¢ V, v éum pogo e, portanto, ndo pode ser origem de ciclos que ndo possuem
saida. Assim, a hipo6tese é trivialmente satisfeita. O

Observacio 5.28. E possivel mostrar que as hipéteses do Teorema 5.27 sdo, além de
suficientes, necessarias para a injetividade de =, como pode ser visto em Martins et al.
(2023), Teorema 3.7.

5.3 APLICACOES DE MARKOV E SISTEMAS RAMIFICADOS

Em Martins et al. (2023), alguns resultados obtidos por Martins, Pinto e Ra-
mos (2019) foram generalizados para ainda obter representagdes fiéis de C*(Gg,, V)
usando menos hipéteses impostas a f. Usando a notagao dos Capitulos 3 e 4, para
esta sec¢ao, fixe | C R um intervalo e f : dom(f) C R — R em que valem as condic¢des
(M1) e (M2) da Definicao 3.1, com conjunto de escape E; ndo-vazio (por conveniéncia,
vamos manter todas as definicoes feitas no Capitulo 3, incluindo chamar f de aplica-
cao de Markov, mesmo com hipdteses mais fracas). Fixe também x € E;. Considere
V' C Gp,, lembrando que G4, denota o grafo associado a matriz de transigéo de f.

Seja Oy a 6rbita de x, ou seja,

Ox = {y edom(f) : In e N, f"(y) = e(x)} .

Considere, em Oy, a medida de contagem #. Vamos mostrar, primeiro, como, a partir
de f, construir um (Gp,, V)-sistema ramificado relativo em (Ox, #).

Denotando, para cada i € {1,...,n¢}, f; como sendo f restrita ao intervalo de
Markov /;, para cada j € G%f e para cada e € G}\f, defina

{ Dj := ;N Ox
Re; == f1(1;N Ox)

Defina, também, fe; : Dy(g,y = Dj — Re; como sendo f,'_1|lj e fe_,.j1 : Rey — Dy(qy) =
D; como sendo f;.

Afirmacao 5.29. Se, para todo i € V temos (7\,:) ix) = 0, ou seja, ndo ha transi¢ao
do intervalo de Markov I; para o intervalo de escape Ej , entao {Re;, Dj, fe; } como
definido acima & um (Gg,, V)-sistema ramificado relativo em (Ox, #).

Demonstracdo. Basta fazer uma verificagdo dos cinco itens da Definicdo 5.22:
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1. Sejam ejj, ey € G}L\f tais que ej; # ey. Se i # k, entao
Re; N Rey =11 (NOx) N (INOx) C Nl =2
Sei=k,entdoj # /e
Re;NRe; = £ 1 (NOx)NEH(INOx) = {x € l;: fi(x) € [3n{x € ;1 fi(x) € |} = @
pois I # I.
2. Sejam i j € G%f tais que i # j. Entao,

DinD;j=(inOx)N(NOx) Clinl=
3. Sejagj € G}qf. Ent&o,

Re; =1, '(/;n Ox) C ;N Ox = D; = Dg(q).

4. Seja i€ V. Por hipotese, temos f(/;) N Ej) = . Assim,

e (B (1)
=1 k#j(x)

Logo,
Dj=inOx=f" [( /> ( U Ek> N Ox =
k#j(x)
(Uf mox) (U f- Ekmox) ~1(1) N Ox
k#j(x Jf (1) /,
= flnoy= |J Ry
IRIOISY ij:s(ij)=i

ja que fi_l(Ek) N Ox = @ para todo k # j(x), pois se fi(y) € Ex para k # j(x),
entdo y ¢ Oy.

5. Para x € Re;, temos x € [ e fi(x) € I;, assim,

fey(fo, (X)) = 71 (£(x)) = X = Idg, ()

eparay € Dr(e,-,-) = Dj, temos y € [; e

foy (fey () = fi(f(y) =y =dp,,, (¥).
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]

Observacao 5.30. Note que a hip6tese pedida na Afirmacéao 5.29 é a mesma hipétese
que usamos no Teorema 4.10 para garantir a existéncia de uma representacao de
C*(Ga,, V) em Hy. Assim, se a hipdtese for satisfeita, temos, além da representagéo
obtida via Teorema 4.10, um (Gp,, V)-sistema ramificado relativo em (Ox, #), que da
origem a uma outra representagéo de C*(Gp,, V) como vimos no Teorema 5.23. O
préximo resultado mostra a equivaléncia entre as duas representacoes.

Teorema 5.31. Suponha que, para todo i € V, temos (7\,«) ix) = 0. Considere vy :
C*(Ga,, V) — B(Hx) a representagdo obtida pelo Teorema 4.10 e 7w : C*(Gg,, V) —
B(L?(Ox.#)) a representacédo obtida pelo Teorema 5.23, usando {Re;, Dj, fe;} como
(Ga,, V)-sistema ramificado relativo em (X, #). Ent&o, Hy = L2(O,#) evy = 7.

Demonstragcdo. Primeiro, veja que, para y € Ox arbitrario, podemos identificar a
sequéncia [y] € Hx como sendo a funcao X{y) € L2(X, 1), jA que ambas tém va-
lor 1 no caso em que sao avaliadas em y, e 0 nos demais pontos. Da mesma forma
que o conjunto {[y] : y € Ox} forma uma base para Hy, 0 conjunto {X{y} :y € Ox}
forma uma base para L?(Oy, #). De fato, veja que se [y] € Hy, entdo, para z € Ox
temos

{M(z>=1 sez=y
V(2)=0 sez#y
Assim,

2 . B . _ -
JL Pt = [ o= 3 #1z))- iy) = 1< o0

ze Oy

ou seja, [y] € L*(Ox, #). Por outro lado, se xy, € L*(Ox, #), entao

> !X{y}@) =Y @ =1<0x,

ze Oy ze Oy

’ 2

ou seja, X{y} € Hy.
Agora, vamos ver que

Para isso, seja A C Re;. Como fe_,.j1 é bijecao, temos

/A 1d# = #(A) = #(fa,(A)
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Como a igualdade acima vale para A C Re; arbitrario, 1 satisfaz a propriedade que
caracteriza a derivada de Radon-Nikodym, o que é suficiente para obter (36).
Usando a definicdo de 7 e a igualdade (36), para todo ¢ € LQ(X, #) obtemos

W(Se,-,-)(@ = 7Te,-,-(¢) = XRe,-j : ¢ o fe_/jlv Ve,/ S Glqu
m(pj)(¢) = 7i(d) = xp, - b, Vie Gy

Portanto, para e; € Glf,
_ -1 _ _
m(Sey) (X{y}) = XRe, " Xy} © oy = Xg2n00 X1y} @ fi = Xm0y Xi )

0 seydl

XU {yIn0) T XUy T { Xi-igy) SeYEL X5 Xgy)

= x; ) - [f7 )] = Sjly] = vx(se)¥)-
E, para j € Gy ,

T (X{yy) = XDy - X{y} = Xjn0y - X{y} = Xjn{y}nOx = Xjn{y}

0 sey¢ lj
= pu— . . pum . . —_— P, — . .
{ X{y} seyel Xy xqyy = x5 ) - vl = Bilyl = vx(pply]
Portanto, como 7 e vx coincidem nos elementos da base, obtemos 7 = vy. O

Seguindo no objetivo de obter representagées fiéis de C*(Gg,, V), 0 Teorema
5.27 pode ser aplicado também para o caso em que usamos sistemas ramificados rela-
tivos obtidos por aplicagbes de Markov, para obter representagées figis em L2(Oy, #).

Corolario 5.32. Suponha que, paratodoi € V, temos (7\,«) ix) =0.Sejam : C*(Ga,, V) —
B(L?(Ox,#)) a representagédo obtida pelo Teorema 5.23, usando {Re;, Dj, fe;} como
(Ga,, V)-sistema ramificado relativo em (X, #). Entéo, = € fiel se valem as trés condi-
¢Oes a seguir:

1. paratodoj € GQ‘, existe y € [;N Ox;

2. V={keGy : (A =0}

3. para todo j € V tal que j é origem de algum ciclo e = e; ... e, que ndo possui
saida e para todo subconjunto finito {m,...,n;} C N, existe x € I Ox tal que
f01(x) # x, paratodoi=1...1, ou seja,

(f—l I oeofol >n,-(x)7éxw_1 /
s(er) /f(el) s(ex) lr(ek) ) =Lyl
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Demonstragdo. Basta verificar que o (Gg,, V)-sistema ramificado relativo { Ae;, D;, fe; }
construido através da aplicacdo de Markov f satisfaz as trés condigcdes do Teorema
5.27.

1. Como existe x € [;N Ox = Dj, entdo D; # @ para todo j € Gg\f.

2. Para k € GQ\ \ V, por hipétese temos (7\,«),“( x) =1, 0u seja, ha transicao entre
Ik  Ej(x)- Logo, f (E( )N Ox) # @ e, entao,

U Re; = U Re; = U Re,; = U f mOX

ejes~ (k) ej:i=k jeGQ\f jEG%f
# |J i n oo = I, N Ox = Dy,
jeGﬂf

em que a desigualdade vem do fato de que Ej(,) N Ox € disjunto de /; N Ox para
todo j € Gfi\f.
3. Supondo que vale o item 3, basta escolher F = {x} C D;, que temos #(F) =1 # 0

e
fe,(F) N {F} = fe,(x) N {x} = @, Vi € Gy .

]

Definicao 5.33. Dizemos que f € uma aplicagao de Markov irredutivel se, para quais-
quer i,j € {1,...,n¢} existe g € N tal que /; C f9(};).

Observacao 5.34. Toda aplicagdo de Markov no sentido usado no Capitulo anterior,
ou seja, satisfazendo a Definicdo 3.1 € irredutivel, pois satisfaz (M4).

Corolario 5.35. Suponha que f é irredutivel e, para todo i € V, temos (7\,«) wx) =0e
paratodoi ¢ V, temos (2\,:) i(x) = 1. Entdo, a representagdo vy : C*(Ga,, V) — B(Hx),
do Teorema 4.10, é fiel.

Demonstragdo. Considere 7 : C*(Gp,, V) — B(L?(Ox,#)) a representagdo obtida
pelo Teorema 5.23, usando {Re;, D}, fe;} como (Gp,, V)-sistema ramificado relativo em
(X,#). Vamos usar a equivaléncia entre vy e m dada pelo Teorema 5.31. Assim, para
ver que 7 € fiel, vamos mostrar que a hipétese de f ser irredutivel implica nas trés
condicoes do Corolario 5.32.

1. Seja j € G%f. Como x € E;, por definicéo, existe k € G%f tal que x € I e
fr¥)(x) = e(x). Como f & irredutivel, existe g € N tal que l, C f9(/;). Assim,
existe y € /; tal que x = f9(y). Logo,

e(x) = "X (x) = (9 (y)) = F1IH9(y),



5.3. APLICACOES DE MARKOV E SISTEMAS RAMIFICADOS 61

0 que mostra que y € Ox. Portanto, y € /; N Ox.
2. Por hipbtese, ja pedimos que V = {k € Gfi\f : (7\f)kL(X) = 0}.

3. Suponha que existem j € V origem de um ciclo e = e; ... e, que ndo possui

saida e {ny,...,n;} C N tais que a terceira condicao do Teorema 5.32 ndo é
satisfeita. Assim, para todo y € /; N Ox, existe n; € {ny, ..., n;} tal que
n.
fo'(y)=y. (37)

Mas y € O, ou seja, existe p € N tal que fP(y) = e(x) = f7*)(x). Assim,
dom(f) # ") (x) = e(x) = fP(y),

0 que contradiz (37).
0 que contradiz (37).

]

Exemplo 5.36. Sejam / = [0,1] e /; = [0, %} Iy — [% g] Iy — [T%, 1] ef: HUbUl —s |
dada por

f(x):=4 2x—2 sexch

e representada pelo grafico abaixo.

0.4 0.6 0.7
X

Seja E; = [%, 1—70] Veja que f satisfaz as condicdes (M1) e (M2) da Definicdo 3.1, mas
nao satisfaz
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* (M3), pois f'(x) = 1 para todo x € I3;

* (M4), pois f(I;) € {h, b U Ey, I3} paratodo ne Ne i e {1,2,3}.
Apesar disso, f é irredutivel, ja que

f(h) =l UEy, f2(h) =k, B3(h) =1 -
f(l) = I, f2(l) = b U Ey, P3(k) = -~ .

Temos, também,

~

Af: eAf:

o = O
_ o O
oS O =
o O = O
_ o O O
o O O =
oS O O =

e o grafo G4, pode ser representado por

1
o 21/’ \%3
3

€32

2

Para x € E; qualquer, se considerarmos V = {2,3}, o Corolario 5.35 garante que
vx : C*(Gp,, V) — B(Hx) existe e é fiel, assim como 7 : C*(Gp,, V) — B(L?(Ox, #)).
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