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RESUMO

Neste trabalho foram desenvolvidos dois frameworks para a solução de problemas no
campo do Machine Learning Quântico. O primeiro trabalho atuou no campo da compu-
tação clássica com um conjunto de dados quântico. Foi apresentada uma abordagem
baseada em Machine Learning Automático para classificar estados aleatórios de dois
qutrits como separável ou emaranhado mesmo quando o critério de Perez-Horodecki
falha. O framework foi aplicado com sucesso utilizando dados suficientes para reali-
zar uma tomografia de estados quânticos completa e sem nenhuma medida direta de
emaranhamento. Adicionado a isso, foi estimado a Robustez Generalizada de emara-
nhamento através de técnicas de regressão e utilizada para validar nosso classificador.
O segundo trabalho atuou no campo da computação quântica com conjunto de da-
dos clássicos. Foi proposto um algoritmo híbrido baseado em Machine Learning para
encontrar a uma solução aproximada para uma equação diferencial parcial com boa
precisão e escala favoravelmente com o número de qubits requeridos. A componente
clássica consiste no treinamento de diversos regressores (weak-learners), capazes
de solucionar aproximadamente a equação diferencial utilizando Machine Learning. A
componente quântica consiste em adaptar o algoritmo QBoost para solucionar pro-
blemas de regressão para criar um ensemble de learners clássicos. O framework foi
aplicado com sucesso para solucionar a equação de Burgers 1D com viscosidade, mos-
trando que o método de ensemble quântico realmente melhora a solução produzida
pelos weak-learners clássicos. O algoritmo foi implementado nos computadores quân-
ticos da empresa D-Wave Systems Inc., confirmando a boa performance da solução
quântica comparada aos métodos de Simulated anneling e Exact Solver.

Palavras-chave: AutoML. Emaranhamento. PPT. Ensemble. Simulated annealing. Quan-
tum annealing. EDP.



ABSTRACT

In this work, two frameworks for solving problems in the field of Quantum Machine
Learning were developed. The first work acted in the field of classical computing with a
quantum dataset. An approach based on Automated Machine Learning was presented
to classify random states of two qutrits as separable or entangled even when the Perez-
Horodecki criterion fails. The framework was successfully applied using enough data
to perform a complete quantum state tomography and without any direct measurement
of entanglement. Added to this, the Generalized Robustness of entanglement was esti-
mated through regression techniques and used to validate our classifier. The second
work is based on the field of quantum computing with classical datasets. A hybrid al-
gorithm based on Machine Learning was proposed to find an approximate solution to
a partial differential equation with good accuracy and scales favorably with the num-
ber of qubits required. The classic component consists of training several regressors
(weak-learners), capable of approximately solving the differential equation using Ma-
chine Learning. The quantum component consists of adapting the QBoost algorithm to
solve regression problems to create an ensemble of classical learners. The framework
was successfully applied to solve the 1D Burgers equation with viscosity, showing that
the quantum ensemble method actually improves the solution produced by classical
weak-learners. The algorithm was implemented in the quantum computers of the com-
pany D-Wave Systems Inc., confirming the good performance of the quantum solution
compared to the Simulated anneling and Exact Solver methods.

Keywords:AutoML. Entanglement. PPT. Ensemble. Simulated annealing. Quantum
annealing. PDE.
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1 INTRODUÇÃO

Nos últimos 30 anos, devido ao crescimento do poder computacional e a dis-
ponibilidade de uma vasta quantidade de dados, o ML (ML, aprendizado de máquina)
experimentou um crescente sucesso na resolução de problemas, com aplicações indo
da visão computacional (KRIZHEVSKY et al., 2017) a jogar jogos complexos do con-
sole Atari (MNIH et al., 2013) ou jogos tradicionais como Go (SILVER et al., 2016).
Entretanto, nos últimos anos surgiram desafios que podem botar um fim nesta revolu-
ção. Os dois principais desafios são o aumento significativo do tamanho dos conjuntos
de dados disponíveis e o final da lei de Moore (MARKOV, 2014). Enquanto novos
desenvolvimentos nas arquiteturas de hardware, como as unidades de processamento
gráficas (GPU) ou as unidades de processamento tensorial (TPU), habilitam melhoras
na performance em ordens de magnitude comparadas à unidade de processamento
central (CPU), elas não conseguem suportar uma melhora ainda maior, já que elas
encontraram suas limitações físicas. Elas não oferecem mais uma solução estrutural
para o problema proposto e novas soluções são requisitadas.

Por outro lado, uma nova tecnologia vem alcançando a maturidade lentamente.
A computação quântica, uma forma de computação que faz uso de fenômenos da
mecânica quântica, como a superposição e o emaranhamento, está sendo pensada
para superar essas limitações dos hardwares clássicos (NIELSEN; CHUANG, 2000).
Algoritmos quânticos, ou seja, algoritmos que podem ser executados em um com-
putador quântico, têm sido investigados desde a década de 80, e vem recebendo,
recentemente, um aumento de interesse pelo mundo.

1.1 MACHINE LEARNING

Machine learning (aprendizado de máquina, ML) é O campo de estudo que
envolve algoritmos que permitem aos computadores resolverem problemas utilizando
dados, retirando a necessidade de costurar soluções específicas (SCHULD; PETRUC-
CIONE, 2018). Esta prática transformou cada aspecto da sociedade moderna, da
medicina (GEORGE, 2001) a finanças (OZBAYOGLU et al., 2020). Um dos braços do
ML é o aprendizado supervisionado, que consiste em treinar modelos a aprender a
relação entre as entradas e as saídas (HASTIE et al., 2009). Tipicamente, começamos
adiquirindo um conjunto de treinamento com dados rotulados, ou seja, uma coleção
de pares de entrada e saída. Como exemplo podemos usar a relação entre as carac-
terísticas de diferentes frutas como densidade, tamanho, largura, cor para classificar
qual é a fruta. Ao treinar o modelo de ML com o conjunto de treinamento, o objetivo
é que o modelo aprenda as relações entre as características físicas e as frutas. Se
esse for o caso, o modelo pode ser usado para prever qual é a fruta através de suas
características físicas, mesmo com exemplos que não estão no conjunto de dados.
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Neste caso dizemos que o modelo é capaz de generalizar a partir de dados não vistos
por ele.

De forma simplificada, o treinamento de um modelo de ML começa com a
definição de uma função custo (conhecida também como risco ou perda), que é uma
função escalar positiva que mede qual a acurácia da previsão do modelo a partir de
um dado de entrada (HASTIE et al., 2009). Quanto menor o valor da função custo,
melhor o modelo reproduz a saída. Desta maneira, treinar um modelo de ML significa
minimizar a função custo com respeito ao conjunto de treinamento.

1.2 COMPUTAÇÃO QUÂNTICA

Computação quântica consiste no processamento de informação utilizando sis-
temas que obedecem as leis da mecânica quântica (NIELSEN; CHUANG, 2000). Em
1982, Richard Feynman apontou que sistemas quânticos são difíceis de simular em
um computador clássico. Ele sugeriu, então, que essa complexidade poderia ser ex-
plorada para construir um computador baseado em princípios da mecânica quântica
(NIELSEN; CHUANG, 2000). Apenas três anos depois, David Deutsch formalizou a teo-
ria descrevendo um dispositivo, um computador quântico universal (DEUTSCH, 1985).
Mesmo que esse dispositivo ainda não tenha sido realizado fisicamente, as pessoas
começaram a desenvolver algoritmos para computadores quânticos que teoricamente
podem ser mais eficazes que os algoritmos clássicos. Em 1996, Seth Lloyd mostrou
que sistemas da mecânica quântica poderiam ser simulados eficientemente em com-
putadores quânticos (LLOYD, 1996). Peter Shor desenvolveu o algoritmo que leva o
seu nome e que fatora números inteiros em números primos em tempo polinomial, po-
tencialmente quebrando os protocolos de criptografia de hoje em dia (SHOR, P., 1994).
A fatoração em primos é conhecido como sendo um problema sub-exponencialmente
difícil para os computadores clássicos, e a eficiência do algoritmo de Shor mostrou
que a utilização do computador quântico pode ir muito além da simulação de sistemas
quânticos (SHOR, P. W., 1997). O algoritmo de Shor despertou um grande interesse
da comunidade mundial e colocou um holofote na computação quântica.

Hoje, existe um grande foco em construir um computador quântico, com grandes
empresas como Google e IBM na liderança, assim como um enorme financiamento
governamental de países como EUA e China. Apesar do esforço, os computadores
quânticos de hoje não são capazes de implementar algoritmos quânticos que são capa-
zes de mudar o mundo. Isso porque os computadores quânticos ainda são pequenos
e muito ruidosos. Enquanto o algoritmo é executado ele manipula um sistema quântico
muito delicado, e este sistema é altamente suscetível à interferências do ambiente,
causando a degradação do estado. Este fenômeno é chamado decoerência, e coloca
um limite estreito no tamanho do algoritmo (SAKI et al., 2019). O limite no hardware
e a presença de ruído faz com que todos os algoritmos quânticos teorizados, como o
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algoritmo de Shor, sejam impossíveis de implementar nos dias de hoje (BENEDETTI
et al., 2019).

1.3 MACHINE LEARNING QUÂNTICO

Pode o computador quântico ser últil para desenvolver algoritmos de ML, e es-
ses algoritmos podem ser aplicados nos hardwares ruidosos em um futuro próximo?
Combinando os dois campos, obtemos um novo campo de pesquisa emergente, o ma-
chine learning quântico. Na Figura 1 podemos ver as diferentes maneiras de combinar
o campo da computação quântica com o campo do ML.

Uma das áreas que recebeu uma atenção particular é a do ML quântico (CILI-
BERTO et al., 2020), uma combinação da mecânica quântica e do ML. Essa nova área
pode ser dividida, geralmente, em três áreas de pesquisa distintas:

• QC - Algoritmos de ML são executados em computadores quânticos (QPU) e
aplicados a dados clássicos

• CQ - Algoritmos de ML são executados em computadores clássicos e aplicados
a dados quânticos.

• QQ - Algoritmos de ML são executados em computadores quânticos e aplicados
a dados quânticos.

O principal objetivo destas abordagens é criar algoritmos quânticos capazes
de alcançar a vantagem quântica sobre qualquer algoritmo clássico conhecido para a
mesma tarefa.

1.4 ORGANIZAÇÃO DA TESE

No Capítulo 2 da tese, nós introduzimos fundamentos teóricos do campo de
ML. No Capítulo 3 descrevemos um trabalho realizado dentro do campo CQ, onde
utilizamos algoritmos clássicos de ML em um dataset quântico, contendo estados
de dois qutrits, para classificar se o estado é emaranhado, emaranhado preso ou
separável. No Capítulo 4 apresentamos outro trabalho, dentro do campo QC, onde
utilizamos um algoritmo híbrido de ML para realizar a regressão da equação de Burgers
em uma dimensão com viscosidade. No capítulo 5 apresentamos a conclusão referente
aos resultados apresentados nesta tese.



Capítulo 1. Introdução 19

CC

QQQC

CQ

Algoritmo/Computador

Pr
ob

le
m

a/
D

ad
os

Figura 1 – Diferentes campos de estudo em ML quântico. As diferentes áreas estão
relacionadas à escolha do tipo de algoritmo, isto é, se é executado em um
computador clássico ou quântico, e a escolha do problema a ser solucio-
nado, ou seja, se irá operar em dados clássicos ou quânticos. As palavras
clássico e quântico estão representadas por C e Q, respectivamente.
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2 APRENDIZADO DE MÁQUINA (MACHINE LEARNING, ML)

ML é um campo de estudos onde o paradigma de como uma computação é rea-
lizada foi alterado. Na computação tradicional, de forma simplificada, uma computação
é realizada fornecendo algum dado de entrada e uma regra, e o produto da compu-
tação será um dado de saída que transformou o dado de entrada de acordo com a
regra fornecida. Já no caso do ML, é fornecido um conjunto de dados de entrada e um
conjunto de dados de saída e o resultado da computação será a regra que transforma
o conjunto de entrada no conjunto de saída.

O campo do ML possui três grandes grupos de problemas: o aprendizado su-
pervisionado, o não supervisionado e o semi-supervisionado. O aprendizado super-
visionado consiste em fornecer ao computador uma sequência de dados junto com
determinados valores ou rótulos. Neste procedimento, durante a fase de treinamento,
o algoritmo irá tentar relacionar padrões nos dados com os valores ou rótulos forneci-
dos. No caso do aprendizado não supervisionado são fornecidos dados sem rótulos
ao computador. O algoritmo, neste caso, irá tentar agrupar os dados fornecidos em
classes distintas, criando assim rótulos para cada grupo de dados. No caso semi-
supervisionado, o computador tem acesso a apenas alguns dados supervisionados e
a partir destes tenta encontrar estruturas dentro dos dados que não possuem rótulos.

Os principais problemas ao qual o ML é capaz de resolver são:

• Reconhecimento de padrões: Atribuir um padrão de entrada representado por
um vetor de variáveis à uma das classes pré-especificadas. Algumas aplicações
bem conhecidas deste problema incluem reconhecimento de discursos (DIGA-
LAKIS et al., 1993; SELTZER et al., 2013), classificação do formato de ondas
de eletroencefalograma (WULSIN, D. et al., 2010; WULSIN, D. F. et al., 2011),
classificação de células sanguíneas (PIURI; SCOTTI, s.d.; ONGUN et al., s.d.) e
inspeção de circuitos impressos (JARVIS, 1980; TIEN et al., 2004).

• Clusterização/Categorização: Um problema clássico de aprendizado não su-
pervisionado. O problema consiste em explorar a similaridade entre os vetores de
variáveis e agrupar em classes os vetores que possuam grande similaridade. Po-
demos citar como aplicações mineração de dados (BOSE; MAHAPATRA, 2001;
LOW et al., 2012; BALL; BRUNNER, 2010) e compressão de dados (FANG et al.,
1992).

• Aproximação de funções: Dado um conjunto de dados contendo n exemplos
{x (1)

1 , x (1)
2 , ..., x (n)

1 , x (n)
2 } com os rótulos associados {y (1), ..., y (n)} gerados por uma

função, não conhecida, h(x1, x2). O objetivo é encontrar uma função aproximada
para h(x1, x2). Este problema está diretamente relacionado a sistemas não linea-
res (FUNAHASHI, 1989; CHEN et al., 1990; CHEN; BILLINGS, 1992).
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• Previsão: Dado um conjunto {y (t1), ..., y (tn)}, em sequência temporal, o problema
é prever o valor da amostra y (tn+1) em um dado tempo no futuro tn+1. Este tipo de
problema possui um impacto muito grande na tomada de decisões em ciências,
engenharias e negócios. Podemos observar aplicações diretas do problema na
previsão do tempo (SHARMA et al., 2011; RASOULI et al., 2012) e em previsão
da bolsa de valores (PATEL et al., 2015a, 2015b).

• Otimização: Tem como objetivo encontrar uma solução que satisfaça um con-
junto de restrições de maneira que uma função seja maximizada ou minimizada
em relação a uma ou mais variáveis do problema. Existe uma variedade de pro-
blemas em diversas áreas, como estatística, matemática, ciências, engenharia,
medicina, economia, etc. Podemos citar como exemplo o problema do caixeiro
viajante (MASUTTI; CASTRO, 2009; GELENBE et al., s.d.; MODARES et al.,
1999), muito presente em qualquer problema de logística.

• Controle: O problema foca no controle de sistemas dinâmicos. Considere um sis-
tema definido pela sequência de elementos {u(t), y (t)}, onde u(t) é uma entrada
de controle e y(t) é a saída resultante do sistema no tempo t . O objetivo é atra-
vés de uma entrada de controle u(t) o modelo de ML seja capaz de produzir no
sistema uma trajetória determinada pela saída y (t). Podemos citar como exemplo
de controle de potência máxima em sistemas PV (VEERACHARY et al., 2003;
HIYAMA et al., 1995) e na utilização de redes neurais para aumentar a fidelidade
de estados na medição de múltiplos qubits em armadilhas de íons (SEIF et al.,
2018).

2.1 MODELOS DE ML

Nesta seção iremos abordar diversos modelos de ML que de alguma maneira
foram utilizados nos trabalhos que compõem esta tese. Para facilitar a compreensão de
tais modelos irei utilizar um problema simples como exemplo que possa ser resolvido
pelos algoritmos propostos. O problema tem como objetivo classificar os dados entre
quatro frutas distintas maçãs, laranjas, limões e mexericas (rótulos, "labels"), a partir
das características comprimento e altura ("features"). Definimos então o conjunto de
exemplos de diversas características associadas a um rótulo como um conjunto de da-
dos D = {X ,Y}, onde X = {(x1

1 , x1
2 ), ..., (xn

1 , xn
2 )} são nossas n features e Y = {y1, ..., yn}

são os n rótulos associados às features contidas em X . O conjunto de dados utilizados
nos exemplos foram utilizados para realizar o treinamento dos modelos de ML, ou seja,
o conjunto de dados é o conjunto de treinamento. Para o conjunto de teste utilizamos
uma grade no espaço das features, ou seja, o conjunto de treinamento possui pontos
distribuídos em forma de grade por todo o espaço.
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2.1.1 k Primeiros Vizinhos ("k-nearest neighbors", KNN)

Este algoritmo (ALTMAN, 1992), que pode ser utilizado tanto para classificação
ou regressão, consiste basicamente em armazenar todo o conjunto de dados na me-
moria e realizar o cálculo da distância entre os pontos através de uma dada métrica
(como por exemplo, distância euclidiana). Para realizar uma previsão, em relação a
um novo dado, o algoritmo encontra os dados mais próximos deste no conjunto de
treinamento. A letra k corresponde ao número de pontos vizinhos ao qual o novo dado
será comparado. Para o caso de k = 1 apenas o primeiro vizinho é considerado. Para
k > 3 o algoritmo irá realizar uma votação. Ganha o rótulo que possuir o maior número
de vizinhos.

Mais especificamente, o algoritmo segue os seguintes passos:

1. Carrega os dados.

2. Insira o número de vizinhos k .

3. Para cada exemplo nos dados.

a) Calcule a distância entre o exemplo consultado e os exemplos dos dados
carregados.

b) Adicione a distância e o rótulo do exemplo em uma matriz.

4. Ordene a matriz de distâncias e rótulos do menor para para o maior em relação
a distâncias.

5. Pegue as primeiras k entradas da matriz ordenada.

6. Pegue os rótulos das k entradas selecionadas.

7. Se for um problema de regressão, retorne a média dos k rótulos.

8. Se for um problema de classificação, retorne o rótulo majoritário entre as k entra-
das.

Considerando nosso problema das frutas para k = 7, digamos que ao realizar
a consulta sobre um novo dado o algoritmo encontrou que três dos primeiros vizinhos
possuem o rótulo laranja e outros quatro primeiros vizinhos possuem o rótulo maçã.
Desta forma por voto majoritário, o algoritmo irá classificar o dado da consulta como
sendo uma maçã. Podemos observar o comportamento do algoritmo KNN com k = 7
para as variáveis altura e comprimento, como representado na Figura 2. Podemos
perceber que conforme aumentamos o valor de k as áreas de cada classe se torna
mais bem definidas.
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Figura 2 – Algoritmo KNN para diferentes números de vizinhos. Os pontos são os
exemplos contidos no conjunto de treinamento. Para o conjunto de teste
foi utilizada uma grade de dados do espaço de features e são representa-
dos pelas áreas hachuradas. Cada cor corresponde a uma fruta diferente
(amarelo = mexerica, verde = maçã, roxo = laranja, azul = limão).
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2.1.2 Árvore de Decisão

Em sua essência, o algoritmo de árvore de decisão aprende uma hierarquia de
questões de SIM ou NÃO levando a uma decisão. A árvore de decisão utiliza conjuntos
de dados que consistem em atributos distribuídos em um vetor. Cada atributo do vetor
é referente a uma classe. O algoritmo consiste simplesmente em separar os dados, o
melhor possível, nas diferentes classes existentes até que um critério de parada seja
alcançado. O algoritmo é facilmente visualizado em uma estrutura de árvore.

Os primeiros algoritmos de árvore de decisão, ID3 (QUINLAN, 1986) e C4.5
(SALZBERG, 1994), foram desenvolvidos por Ross Quinlan. Nestes algoritmos existem
nós que podem ser divididos em três tipos distintos, raiz, interno e final (também
chamado de folha). O nó raiz representa o começo do processo de decisão e não
possui bordas de entrada. Os nós internos possuem uma borda de entrada e pelo
menos duas bordas de saída. Tanto o nó raiz como os nós internos possuem um teste
baseado em um atributo do conjunto de dados que irá diferenciar entre as possíveis
classes. Os nós folha consistem na resposta do problema de decisão e possuem
apenas uma borda de entrada e não possuem bordas de saída.

Para treinar uma árvore de decisão para criar um classificador é necessário um
conjunto de treinamento contendo um atributo rotulado, atributos de entrada, um critério
de separação e um critério de parada. Para um dado nó, o critério de separação calcula
um valor para todos os atributos. Este valor representa uma medida da quantidade de
informação que é ganha separando o nó utilizando esse atributo. O nó será dividido
tomando como base o atributo que possuir um maior ganho em relação a quantidade
de informação de acordo com o valor do atributo. Este procedimento é realizado para
todas as sub-árvores geradas recursivamente até que um critério de parada seja
alcançado.

Dado os vetores de treinamento X ∈ Rn e um vetor contendo os rótulos Y ∈ Rl ,
o algoritmo irá particionar o espaço representado pelo vetor x ∈ X de maneira que as
amostras com os rótulos iguais ou similares são agrupados.

Sejam os dados no nó m representados por Qm com Nm amostras. Para cada
candidato temos uma função que realiza a divisão θ(j , tm), onde j é uma feature do
vetor x e tm é um limiar que irá dividir os dados nos subconjuntos Qesquerda

m (θ) e
Qdireita

m (θ), definidos por

Qesquerda
m (θ) = {(x , y )|xj ≤ tm},

Qdireita
m (θ) = {(x , y )|xj > tm}.

(1)

A qualidade do separador Qm é computada utilizando uma função custo L(.),
essa escolha é feita dependendo da tarefa (classificação ou regressão) da máquina.
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G(Qm, θ) =
Nesquerda

m
Nm

L(Qesquerda
m (θ)) +

Ndireita
m
Nm

L(Qdireita
m (θ)). (2)

Encontramos o melhor separador ao encontrar θ∗ que minimiza G(Qm, θ).

θ∗ = argminθG(Qm, θ). (3)

Para o problema de classificação teremos que os valores de saída serão 0, 1, ...,
K – 1. Para o nó m, definimos

pmk =
1

Nm

∑
y∈Qm

I(y = k ), (4)

como a proporção da classe k no nó m. Se m for o nó terminal, a probabilidade predita
para essa região será pmk , onde I(y = k) fornece o número de casos em que uma
determinada classe k ocorre. As medidas mais comuns para a função custo são as
seguintes:

• Gini:

L(Qm) =
∑

k

pmk (1 – pmk ). (5)

• Entropia:

L(Qm) = –
∑

k

pmk log(pmk ). (6)

• Misclassificação:

L(Qm) = 1 – max(pmk ). (7)

A diferença entre a utilização das medidas como função custo, vai depender do
problema abordado. Sendo que a escolha deve ser feita por experimentação, enten-
dendo qual apresenta o melhor resultado para o problema trabalhado.

Aplicando em nosso problema exemplo de classificação de frutas com a medida
gini como função custo, podemos observar a dinâmica do algoritmo através da Figura
3 e a classificação para diferentes profundidades de árvore na Figura 4.
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gini = 0.463
samples = 11

value = [4, 0, 7, 0]
class = Laranja

gini = 0.0
samples = 3

value = [0, 0, 3, 0]
class = Laranja

gini = 0.124
samples = 15

value = [14, 0, 1, 0]
class = Maça

gini = 0.5
samples = 2

value = [1, 0, 1, 0]
class = Maça

gini = 0.0
samples = 5

value = [0, 5, 0, 0]
class = Mexerica

gini = 0.0
samples = 2

value = [0, 0, 0, 2]
class = Limão

Comprimento <= 7.15
gini = 0.408

samples = 14
value = [4, 0, 10, 0]

class = Laranja

Altura <= 7.75
gini = 0.208

samples = 17
value = [15, 0, 2, 0]

class = Maça

Altura <= 6.1
gini = 0.408
samples = 7

value = [0, 5, 0, 2]
class = Mexerica

Comprimento <= 7.25
gini = 0.475

samples = 31
value = [19, 0, 12, 0]

class = Maça

gini = 0.0
samples = 14

value = [0, 0, 0, 14]
class = Limão

gini = 0.0
samples = 7

value = [0, 0, 7, 0]
class = Laranja

Comprimento <= 6.5
gini = 0.63

samples = 38
value = [19, 5, 12, 2]

class = Maça

Comprimento <= 7.4
gini = 0.444

samples = 21
value = [0, 0, 7, 14]

class = Limão

Altura <= 7.95
gini = 0.712

samples = 59
value = [19, 5, 19, 16]

class = Maça

Figura 3 – Estrutura do algoritmo árvore de decisão com profundidade quatro para o
problema de classificação de frutas (maçã, mexerica, laranja e limão) com
as features altura e comprimento. Dentro de cada retângulo podemos ter até
cinco atributos distintos, que correspondem ao critério de separação, valor
da função custo escolhida, número total de amostras naquele nó, número
de amostras em cada classe e, por último, a classe que o nó fornece como
saída. O atributo values é o atributo que nos fornece o número de amos-
tras em cada classe, seguindo o seguinte padrão value = [Maçâ, Mexerica,
Laranja, Limão].
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Figura 4 – Classificação para diferentes profundidades de árvore para o algoritmo De-
cision Tree. Os pontos são os exemplos contidos no conjunto de treinamento.
Para o conjunto de teste foi utilizado uma grade de dados do espaço de fea-
tures e são representados pelas áreas hachuradas. Cada cor corresponde
a uma fruta diferente (amarelo = mexerica, verde = maçã, roxo = laranja,
azul = limão).
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2.1.3 Suport Vector Machine (SVM)

O SVM é um algoritmo de ML supervisionado (CORTES; VAPNIK, 1995) que
divide os dados entre classes pré-definidas. O algoritmo tenta dividir os dados de
maneira que produza o menor erro possível e a maior margem possível. Isto se dá
devido ao fato de que quanto maiores as áreas vazias próximas a função divisora
resulta em erros de classificação menores, pois os rótulos são melhores distinguidos
entre eles. A divisão é feita através de um ou múltiplos hiperplanos em um espaço
n-dimensional. Uma boa separação é alcançada pelo hiperplano que possui a maior
distância até a amostra do conjunto de treinamento mais próxima. O modelo de SVM
também pode ser estendido para problemas de regressão.

Dado os vetores de treinamento X ∈ Rn e um vetor contendo os rótulos Y ∈
{1, –1}n, nosso objetivo é encontrar o hiperplano w ∈ Rn e b ∈ R de maneira que a
previsão, sign(wTφ(x) + b), onde φ(x) é uma função do vetor de entrada x , é correta
para a maior parte das amostras. SVM resolve o seguinte problema primário:

min
w ,b,η

1
2

wT w + C
n∑

i=1

ηi ,

sujeito a : yi (w
Tφ(xi ) + b) ≥ 1 – ηi ,

ηi ≥ 0, i = 1, ..., n.

(8)

Intuitivamente, estamos tentando maximizar a margem, que pode ser definida
como um hiperplano paralelo ao hiperplano w que está localizado no primeiro ponto
de determinada classe (minimizando wT w), enquanto adicionamos uma penalidade
quando uma amostra é classificada erroneamente ou se encontra no limite da mar-
gem. Idealmente, o valor yi (wTφ(xi ) + b) será ≥ 1 para todas as amostras, o que
nos indica uma perfeita previsão. Porém, geralmente os problemas não permitem uma
completa separação através de um hiperplano, permitimos então que algumas amos-
tras tenham uma distância ηi da borda da margem. A constante C controla a força da
penalidade, e como resultado, atua como o inverso de um parametro de regularização.
Uma representação do funcionamento do algoritmo SVM pode ser vista na Figura 5.

O problema dual do primário será

min
α

1
2
αT Qα – eTα,

sujeito a : yTα = 0,

0 ≤ αi ≤ C, i = 1, ..., n,

(9)

onde e é um vetor com todos elementos iguais a um, e Q é uma matrix nxn positiva
semidefinida, Qij ≡ yiyjK (xi , xj ), onde K (xi , xj ) = φ(xi )Tφ(xj ) é o núcleo ou kernel.
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Hiperplano ótimo

Margens 

Figura 5 – Representação gráfica do algoritmo de SVM.

O termo αi é chamado de coeficiente dual e é limitado superiormente por C. Esta
formulação evidencia o fato de que os vetores de treinamento são implicitamente
mapeados em um espaço dimensional maior pela função φ.

Após o problema de optimização ser resolvido, a saída da função decisão para
uma determinada amostra será

∑
i∈SV

yiαiK (xi , x) + b, (10)

e a previsão da classe corresponde ao sinal (sign) dela. Precisamos somente somar
sobre os vetores de suporte (SV), pois os coeficientes duais, αi , serão zero fora deles.

Podemos ter diversas funções núcleo, como por exemplo:

• linear: 〈x , x
′〉.

• polinomial: (γ〈x , x
′〉 = r )d .

• função de base radial (rbf): exp
(

–γ‖x – x
′‖2
)

, com γ > 0.

• sigmoidal: tanh(γ)〈x , x
′〉 + r .

Podemos ver o comportamento de algumas funções núcleo para o problema
exemplo do conjunto de treinamento na Figura 6, onde as amostras do conjunto de
treinamento são representados pelos pontos nos gráficos e as linhas de classificação,
dadas pela função núcleo estão representadas pelas áreas pintadas.
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Figura 6 – Algoritmo SVM com diferentes funções núcleo para o problema de clas-
sificação de frutas. Os pontos são os exemplos contidos no conjunto de
treinamento. Para o conjunto de teste foi utilizado uma grade de dados do
espaço de features e são representados pelas áreas hachuradas. Cada cor
corresponde a uma fruta diferente (amarelo = mexerica, verde = maçã, roxo
= laranja, azul = limão).
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2.1.4 Redes Neurais Artificiais

Devido a grande popularização das Redes Neurais Artificiais (artificial neural
networks ANN) profundas e seu impacto no processamento de imagens e vídeos,
assim como no processamento de linguagem natural, este modelo de ML hoje é o
mais difundido. Aqui iremos apresentar a estrutura básica deste modelo, já que uma
explanação completa sobre o tema foge do objetivo desta tese.

As ANNs são um modelo de ML inspirado nos neurônios biológicos. Uma rede
neural biológica é um sistema complexo capaz de processar enormes quantidades
de informação simultaneamente. Em muitas tarefas o cérebro humano é muito mais
eficiente do que qualquer computador.

A estrutura cerebral tem capacidade de adquirir, armazenar e utilizar conhe-
cimentos experimentados pelo ser vivo. Baseado em exemplos e ’feedbacks’ nosso
cérebro nos ensina como agrupar diferentes padrões e classificar os mesmos, como
por exemplo diferenciar uma laranja de uma maçã, ou reconhecer a face de uma
pessoa. Este poder de processamento e reconhecimento estimulou muitos grupos
de pesquisa a tentar emular o funcionamento do cérebro em máquinas, pesquisando
como usar as máquinas para tarefas que são comum aos humanos. Deste conceito
surgiu as ANN.

Em 1943 surgiu o primeiro modelo teórico para um neurônio artificial, criado
pelo neuro-psicólogo Warren McColloch e pelo matemático Walter Pitts (MCCULLOCH;
PITTS, 1943). Em 1949, um psicólogo Donald Hebb criou a primeira regra de apren-
dizado para as ANN (HEBB. . . , 1950), chamada de regra de Hebb. Esta regra nos
diz que se dois neurônios são ativados simultaneamente, então a ligação entre eles
tem que ser aumentada. Nos anos seguintes o campo observou um grande progresso.
Como marcos deste progresso podemos citar a criação de novas arquiteturas de neurô-
nios, como o perceptron (ROSENBLATT, 1958) e o adaline (WIDROW; HOFF, 1960)
na década de 60. Nos tempos atuais, junto a evolução tecnológica foram criados di-
versos modelos de rede neural artificial, como os mapas auto-organizáveis (Redes de
Kohonen) (KOHONEN, 1982, 1989), redes associativas (TETKO, 2002), redes recor-
rentes (RUMELHART, David E. et al., 1986), etc. As redes neurais são utilizadas nos
mais variados campos da acadêmia, indústria e comércio, desde aplicações na física
(DUNJKO; BRIEGEL, 2018) à medicina (BAKATOR; RADOSAV, 2018).

2.1.4.1 Neurônio Biológico

O neurônio biológico é uma célula biológica especial que processa informação.
Ela é formada por um corpo celular, soma, e dois tipos de ramos em formato de árvore,
axônio e dendritos. A estrutura celular do neurônio pode ser vista na Figura 7. O corpo
celular possui um núcleo, que contém informações sobre os traços hereditários, e um
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plasma, que possui o equipamento molecular para produzir o material utilizado pelo
neurônio.

O funcionamento do neurônio pode ser resumido na recepção de um sinal na
forma de pulso elétrico, processamento deste sinal e emissão do sinal processado. O
neurônio recebe um sinal de outros neurônios através de seus dendritos e transmite o
sinal, processado pelo soma, através do axônio, que eventualmente se ramifica.

Figura 7 – Estrutura celular do neurônio. Figura retirada de (NEURÔNIOS. . . , s.d.)

Um neurônio se conecta com outro através de uma estrutura chamada de si-
napse. A sinapse está localizada entre uma ramificação do axônio de um neurônio e
o dendrito de outro. Quando o pulso eletrônico alcança a sinapse ocorre um disparo
químico chamado de neurotransmissores. Os neurotransmissores se propagam atra-
vés da sinapse para inibir ou potencializar a tendência de emitir um pulso eletrônico do
neurônio receptor. A efetividade da sinapse pode ser ajustada pelo sinal que passa por
ela, permitindo assim que a sinapse aprenda através da atividade que ela participa.

O cérebro humano é uma grande rede plana composta por neurônios de apro-
ximadamente 2mm ou 3mm com uma superfície de aproximadamente 2200cm2. O
cortex cerebral contém em média 1011 neurônios. Cada neurônio está conectado com
103 a 104 outros neurônios. Em média o cérebro humano possui aproximadamente
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1014 a 1015 interconexões.
As principais características do cérebro humano que a ANN tentará simular são:

• Aprendizado: A rede aprende por experiência, não sendo necessário explicitar
através de algoritmos a execução de uma certa tarefa.

• Associação: A rede é capaz de associar padrões distintos.

• Generalização: A rede é capaz de generalizar o seu conhecimento a partir de
exemplos anteriores. A rede é capaz de lidar com ruídos gerados por novos
padrões.

• Robustez: A rede não sofre com mal funcionamento na perda de elementos
processadores e/ou conexões sinápticas.

2.1.4.2 Modelo Matemático do Neurônio

O modelo matemático do neurônio tenta simplificar o neurônio biológico, de-
vido a complexidade do mesmo. Podemos modelar o neurônio a partir de algumas
suposições:

• Todos os neurônios são sincronizados, ou seja, o sinal que passa de um neurônio
para o outro leva o mesmo tempo para todas as conexões.

• Todo neurônio possui uma função de ativação, que depende dos valores de
entrada do neurônio, que determina o valor de saída do neurônio. A função de
ativação é independente do tempo.

• Quando o sinal passa pela sinapse, ele muda linearmente, ou seja, o sinal é
multiplicado por um número chamado de peso sináptico.

O peso sináptico pode variar ao longo do tempo, fazendo com que a rede
possa reagir diferentemente ao mesmo valor de entrada em diferentes momentos. Este
processo é o que permite que a ANN se adapte e aprenda, apesar da simplificação
em relação a rede neural biológica.

O principio básico do neurônio artificial (ROSENBLATT, 1958) foi criado na
metade do século passado e não sofreu muitas alterações desde então. O neurônio é
visto como um mecanismo que transforma um sinal de entrada em um sinal de saída.
O modelo do neurônio artificial, também chamado de perceptron, consiste na entrada
de N sinais, {X1, ..., XN }, na sinapse do neurônio. Então cada sinapse realiza uma
modificação linear do sinal utilizando um peso sináptico {X1w1, ..., XNwN }. Após isso o
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corpo do neurônio soma os sinais recebidos obtendo um valor e adiciona um valor de
bias, b0w0,

S =
N∑

i=1

Xiwi + b0wo. (11)

Por fim, uma função de ativação é aplicada à soma F (S) e envia o sinal de
saída:

Y = F

 N∑
i=1

Xiwi + b0w0

 . (12)

Uma representação gráfica deste modelo pode ser vista na Figura 8 .

S Output

Figura 8 – Modelo matemático de um neurônio artificial (perceptron). Um único neurô-
nio recebe as entradas Xj e retorna o valor F (

∑
j wjiXj + bwoi ), onde F (.) é

uma função ativação, w é o peso sináptico e b é o bias do neurônio.

Existem diferentes funções de ativação que podem ser aplicadas ao neurônio,
as mais comuns são listadas na Tabela 1. Dentro de uma ANN diferentes funções de
ativação podem ser utilizadas para cada camada da rede.

De maneira geral todas as ANN podem ser vistas como um conjunto de neurô-
nios. O que irá diferenciar cada tipo de rede é exatamente como esses neurônios
são distribuídos e conectados. Neste trabalho iremos explorar algumas arquiteturas
específicas das ANN.
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Função Expressão Matemática Imagem

Linear F (S) = kS, k ∈ R+ (–∞,∞)

Sigmoid F (S) = 1
1+e–αS ,α ∈ R (0, 1)

Tangente Hiperbólica F (S) = eαS–e–αS

eαS+e–αS ,α ∈ R (–1, 1)

Função Degrau F (S) =

{
1, S ≥ 0
0, S < 0

{0, 1}

ReLU F (S) = log
(

1 + eS
)

[0,∞)

Tabela 1 – Tabela contendo as funções de ativação mais utilizadas na implementação
de ANN, onde ReLU é a abreviação para rectified linear unit.

2.1.4.3 Multilayer perceptron (MLP)

A rede MLP (RUMELHART, D. E.; MCCLELLAND, 1986) é a rede mais simples
dentro do domínio das ANNs. A MLP contém três tipos de neurônios distribuídos em
camadas. Cada tipo de neurônio pode ser descrito como:

1. Neurônio de entrada: Os neurônios são compostos por um vetor de entrada que
codifica alguma ação ou informação sobre o objeto de estudo. Os neurônios
de entrada não realizam qualquer tipo de computação, eles apenas transmitem
o vetor de entrada para os neurônios subsequentes. Cada variável fornecida à
máquina será um elemento deste vetor.

2. Neurônio de saída: Esse neurônio recebe um sinal de outros neurônios e trans-
forma ele utilizando o procedimento descrito na subseção anterior. Os valores
após o processamento representam a saída de toda a rede neural. A saída é sem-
pre um vetor onde cada neurônio correspondente a camada de saída fornecerá
um elemento do vetor de saída.

3. Neurônio Escondido: O neurônio recebe um sinal dos neurônios de entrada ou
de neurônios escondidos anteriores a ele, aplica o procedimento descrito na
subseção anterior e transmite o novo sinal para neurônios subsequentes, que
podem ser neurônios de saída ou escondidos.

As camadas da MLP devem conter, obrigatoriamente, apenas uma camada de
entrada e saída. A rede pode conter mais de uma camada escondida, porém, redes
com muitas camadas podem ter seu processo de aprendizagem comprometido. Cada
neurônio de uma camada da rede, com exceção da camada de entrada, é ligado
através de uma sinapse com todos os neurônios da camada anterior. O número de
neurônios na camada de entrada é determinado pelo número de features do seu
problema. Já o número de neurônios da camada de saída irá depender do problema
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em si. Não há uma maneira de determinar o número de neurônios de cada camada
escondida, a priori, sendo necessário a realização de testes empíricos para determiná-
los. Um exemplo de MLP é mostrado na Figura 9.

Camada de 
entrada

Camadas 
escondidas

Camada de 
saída

Figura 9 – Modelo esquemático de uma rede neural artificial (ANN) com a arquitetura
MPL. A ANN possui uma camada de entrada, três camadas escondidas e
uma camada de saída.

Para exemplificar a montagem de uma rede neural podemos considerar o pro-
blema de classificar uma fruta entre maçã, laranja, limão e mexerica. Como conjunto de
dados possuímos exemplos destas frutas de onde obtivemos o comprimento e a altura
e o formato da fruta. Para este caso específico teremos dois neurônios na camada
de entrada, um para cada característica, e quatro neurônios na camada de saída, um
para cada fruta.

Para denotar as variáveis de entrada iremos utilizar x (j)
1 , ..., x (j)

N e as saída (ou

alvo) como y (j). O conjunto {x (j)
1 , ..., x (j)

N , y (j)}; j = 1, 2, ..., m é chamado de exemplo
de treinamento. Uma lista de m exemplos de treinamento é chamado de conjunto de
treinamento ("training set"). Consideramos X como o espaço dos valores de entrada e
Y como o espaço dos valores de saída. Como produto da ANN teremos uma função
h(X ), chamada de hipótese, proporcional aos valores de entrada e aos pesos sinápticos
da rede. No caso de uma ANN sem camadas escondidas teremos a seguinte expressão

h (X ) = F

 N∑
i=0

wix
(j)
i + w0b0

 , (13)

em que x (j)
i corresponde ao j-ésimo exemplo da i-ésima variável de entrada e wi
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corresponde ao peso sináptico entre cada neurônio de entrada e saída.
Podemos considerar um caso mais geral de ANN. Definimos como X r

s o s-ésimo
neurônio da r -ésima camada. Desta maneira, uma rede com k1 neurônios na camada
de entrada, k2, ..., kr–1 neurônios nas camadas escondidas 2, ..., r – 1, respectivamente
e kr neurônios na camada de saída. Desta maneira a ANN terá ao todo r camadas.
Cada neurônio de uma camada é totalmente ligada a cada neurônio da camada anterior
através de um peso sináptico w (r–1,r )

sr–1,sr
, com sr = 1, 2, ..., kr e sendo este o peso sináptico

que liga o sr–1-ésimo neurônio da (r – 1)-ésima camada ao sr -ésimo neurônio da r -
ésima camada. O valor de um neurônio arbitrário na ANN será a função de ativação
do mesmo aplicado a soma da multiplicação do valor de cada neurônio da camada
anterior e um valor de bias com o peso sináptico associado,

x r
sr

= Fr

 kr–1∑
sr–1=1

w (r–1,r )
sr–1,sr

x r–1
sr–1

+ w r–1
sr–1

br

 , (14)

onde br corresponde ao bias da r -ésima camada e Fr corresponde a função de ativa-
ção da r -ésima camada.

Tão importante quanto o número de camadas e de neurônios em cada camada
é a forma com que a rede será treinada. No caso de redes MLP o treinamento se dá de
forma supervisionada. O objetivo do treinamento é: dado um conjunto de treinamento,
quer-se aprender a função h(X ) : X → Y dado que h(x (j)) prediz satisfatoriamente o
valor correspondente de y (j). O processo de treinamento se dá a partir da minimiza-
ção da função custo, C(w1, ..., wn), em relação a todos os pesos sinápticos da MLP.
Dependendo do problema a ser abordado podemos ter distintas funções custo. Neste
trabalho abordaremos as funções referentes a regressão linear e a regressão logística.

Para o caso da regressão linear, a função custo assumirá a forma da soma do
erro quadrático médio entre h(x (j)) e y (j) para cada conjunto {x (j)

1 , ..., x (j)
N , y (j)}. Para o

caso de uma ANN que não possui camadas escondidas e apenas um neurônio na
camada de saída, teremos

C(w0, ..., wj ) =
1
m

m∑
j=1

(
h(x (j)) – y (j)

)2
=

1
m

m∑
j=1

(
wjx

(j) – y (j)
)2

. (15)

Descreveremos a função custo para a regressão logística através da função
cross-entropy (entropia cruzada).

C(w0, ..., wj ) = –
1
m

m∑
j=1

[
y (j) log (h(x (j))) + (1 – y (j)) log (1 – h(x (j)))

]
. (16)

O processo de treinamento se dará ao minimizar a função custo em relação aos
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pesos sinápticos

min
w0,...,wj

C(w0, ..., wj ). (17)

Os algoritmos de treinamento da MLP podem ser divididos em três classes.
Os de primeira ordem, que correspondem a algoritmos que não utilizam derivação,
apenas avaliam a função em diferentes pontos do espaço, os de segunda classe, que
usam a primeira derivada; e os de terceira classe, que utilizam informações referentes
a segunda derivada para a análise. Na década de 80 as redes neurais vivenciaram
um grande avanço graças a adesão do algoritmo de segunda classe Backpropagation
(RUMELHART, D. E.; MCCLELLAND, 1986). Este algoritmo foi capaz de realizar o
aprendizado com uma velocidade muito superior aos demais algoritmos da época,
possibilitando com que as ANN pudessem resolver diversos problemas que antes
eram insolúveis. Hoje, possuímos diversos algoritmos de segunda e terceira classe
que superam este algoritmo, porém, os algoritmos Backpropagation continuam sendo
vastamente utilizado.

A ideia central no algoritmo "Backpropagation" é de retro-propagar, pelas ca-
madas intermediárias, o erro gerado pelos elementos processados pela camada de
saída. Este algoritmo é baseado na abordagem do gradiente descendente e pode ser
descrito como:

1. Configuração inicial: Selecionar a arquitetura da rede e configurar os pesos si-
nápticos iniciais. O principal método de configuração inicial dos pesos é escolher
pequenos valores com valor médio zero e distribuição uniforme.

2. Computação feed-forward: A rede passa o vetor de entrada camada a camada
e computa a saída para todos os neurônios da rede, como descrito anteriormente.
Após obter o vetor de saída, um vetor de erro é calculado tomando a diferença
entre o sinal de saída, Yi , e o rótulo fornecido pelo conjunto de treinamento, Ŷi

Ei = Yi – Ŷi . (18)

3. Backpropagation: Durante este processo os pesos são ajustados para produzir
erros menores. Esses ajuste são feitos a partir do sinal de erro. Para cada unidade
de saída j calculamos δsáida

j ,

δsáida
j = eijF

′
(Sj ), (19)

sendo eij a j-ésima componente do vetor erro E i e F
′

a derivada da função
ativação F . Para o neurônio escondido j da camada l calcule δesc

j ,

δesc
j = F

′
(Sj )

∑
k

δl+1
k wjk , (20)
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onde a soma é feita sobre todos os neurônios k da próxima camada e wjk é o peso
sináptico que conecta os neurônios j e k . Quando todos os δ são calculados, os
pesos sinápticos são ajustados, simultaneamente, usando as seguintes equações

w t+1
jk := w t

jk + ∆w t
jk , (21)

∆w t
jk = ηδja

l–1
j + µ(w t

jk – w t–1
jk ), (22)

tanto η como µ são números entre zero e um. Chamamos η de taxa de aprendi-
zado e µ de momento.

A taxa de aprendizado η é o número que determina o quão rápido a ANN
se autoajusta aos parâmetros no conjunto de treinamento. Este parâmetro deve ser
escolhido com cuidado, pois se for muito pequeno o treinamento será muito lento e
se for muito grande o resultado pode divergir. O momento µ irá determinar como os
pesos sinápticos anteriores irão influenciar os posteriores. Este termo é importante
para prevenir o algoritmo de convergir para mínimos locais. O valor do momento deve
ser determinado através de experimentos numéricos.

Os principais problemas da utilização do método de backpropagation são lista-
dos a seguir:

• Obter o mínimo global da função custo não é garantido pelo método.

• O método pode levar ao overfitting nos casos de treinamento muito longo ou
quando os exemplos de treino são raros. Podemos citar também, como causa de
overfitting, um grande número de neurônios nas camadas escondidas.

• Não existe uma maneira exata de determinar se o algoritmo alcançou o mínimo
global (melhor solução). Esse problema pode ser contornado reiniciando o algo-
ritmo diversas vezes com leves mudanças e assim aumentar a probabilidade do
algoritmo alcançar o mínimo global.

Apesar dos problemas apresentados, o backpropagation é vastamente utilizado.
Além deste método existem diversos outros, principalmente os de terceira classe,
como o algoritmo Quasi-Newton (BROYDEN et al., 1973), Levenberg-Marquart (LE-
VENBERG, 1944; MARQUARDT, 1963) e o Adam Optimizer (KINGMA; BA, 2014).

Podemos observar o efeito das diferentes funções de ativação sobre o problema
exemplo da classificação de frutas presente na Figura 10. Todos os gráficos foram
produzidos utilizando duas camadas escondidas e backpropagation.

Realizando uma comparação entre todos os modelos de ML apresentados até
o momento, podemos perceber o formato gráfico de como cada modelo separa as
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diferentes classes do problema de classificação de frutas é bem distinto. A diferença
existe até mesmo entre um determinado modelo, como no caso do SVM, Figura 6.
Então, como selecionamos o melhor modelo de ML existente? O modelo deve ser
selecionado de acordo com o problema abordado, não existe um modelo que performe
melhor em qualquer problema. O melhor modelo será aquele em que a maneira como
a região de classificação é delimitada se adapte melhor ao conjunto de dados do
problema.
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Figura 10 – Algoritmo MLP possuindo duas camadas escondidas com cem e duzentos
neurônios, respectivamente, com diferentes funções de ativação. Os pon-
tos são os exemplos contidos no conjunto de treinamento. Para o conjunto
de teste foi utilizado uma grade de dados do espaço de features e são
representados pelas áreas hachuradas. Cada cor corresponde a uma fruta
diferente (amarelo = mexerica, verde = maçã, roxo = laranja, azul = limão).
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2.2 ENSEMBLE LEARNING

Ensemble learning é um paradigma de ML onde múltiplos modelos (weak-
learners) são treinados para resolver o mesmo problema e combinados para melhorar
a acurácia, generalidade e robustez em relação a um único weak-learner presente no
ensemble. Os métodos de ensemble learning podem ser divididos em duas grandes
categorias: Homogêneos, no qual apenas um tipo de modelo de ML é utilizado para
se construir o ensemble; e Heterogêneo, no qual diversos modelos de ML são utili-
zados para se construir o ensemble. Para a categoria homogênea podemos ter duas
principais metodologias a serem utilizadas, Bagging e Boosting.

2.2.1 Bagging

A idéia por trás do bagging (BREIMAN, 1996) é fitar diversos modelos indepen-
dentemente e tomar a média de suas predições para obter um modelo com menor
variância. Na prática, fitar diversos modelos independentemente necessitaria um con-
junto de dados muito grande. Para contornar isso utilizamos técnicas de amostragem,
como bootstraping, para gerar conjuntos de dados e criar modelos que são quase
independentes.

Bootstraping (LIEW, 2008) é uma técnica estatística de amostragem de conjunto
de dados através de substituição. O novo conjunto de dados é chamado bootstrap. A
técnica consiste em estimar as propriedades de um estimador de variáveis aleatórias
(média, variância, etc) e é uma boa alternativa para a inferência estatística. Vamos
supor que geramos a partir de um conjunto de treinamento Xtrain um novo conjunto
bootstrap, X

′

train, com o mesmo número de observação, ou seja, M = M
′
. Como o

conjunto de dados foi amostrado com substituição, algumas observações podem ser
repetidas e algumas outras podem estar faltando. O valor esperado para a relação de
observações únicas entre Xtrain e X

′

train é aproximadamente 63%. Assumindo que pos-
suímos L amostras bootstrap (aproximação de L conjuntos de dados independentes)
de tamanho B,

{z1
1 , z1

2 ,..., z1
B},

{z2
1 , z2

2 ,..., z2
B},

.

.

.

{zL
1 , zL

2 ,..., zL
B},

(23)

onde z l
b é a b-ésima observação da l-ésima amostra bootstrap, podemos então treinar

L weak-learners aproximadamente independentes,
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h1(.), h2(.), ..., hL(.). (24)

Agregamos cada um dos weak-learners através de uma métrica de média, SL,
para criar um modelo de ensemble que possui uma variância menor que os weak-
learners que o compõem. Para o caso da classificação utilizamos como SL o voto
majoritário, ou seja, para cada observação dentro do conjunto de treinamento a classe
escolhida será a que o maior número de weak-learners escolheu. No caso de regressão
podemos usar como métrica a média do valor de cada um dos weak-learners,

Sregressao
L =

1
L

L∑
l=1

hl (.). (25)

A grande vantagem em se utilizar o método bagging está na independência do
treinamento de cada weak-learner, de maneira que este processo pode ser realizado
em paralelo. O algoritmo que melhor representa este método é o Random Forest.

2.2.1.1 Random Forest

No algoritmo Random Forest, cada árvore de decisão dentro do ensemble é
construído amostrando através de substituição (como por exemplo bootstrap) do con-
junto de treinamento. Cada árvore de decisão é construída de forma a utilizar um
número máximo de features presentes no conjunto de dados. Estas características
podem ser vistas como fontes de aleatoriedade do problema.

Como cada árvore de decisão geralmente apresenta uma alta variância e tende
para o overfitting, a função das duas fontes de aleatoriedade é diminuir a variança do
algoritmo. A aleatoriedade injetada de alguma maneira desacopla o erro da predição,
e ao tomar a média das previsões, esse erro é cancelado.

Podemos verificar na Figura 11 o comportamento do algoritmo sobre o nosso
problema exemplo de classificação de frutas. Realizando uma comparação com a
Figura 3, que consiste nos modelos gerados pelas árvores de decisão. Podemos per-
ceber que o algoritmo de Random Forest possui uma maneira de divisão das classes
parecida. Vale ressaltar que o Random Forest consegue alcançar uma maior acurácia
e um processo de treinamento mais rápido que a do algoritmo de árvore de decisão.

2.2.2 Boosting

O algoritmo de Boosting possui quase a mesma metodologia do Bagging, cons-
truímos uma família de weak-learners e então os agregamos para obter o ensem-
ble que performa melhor do que os weak-learnres que o compõem. O Boosting se
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Figura 11 – Algoritmo Random Forest, com diferentes profundidades de Decision Tree
e número de árvores que compõem o ensemble, para o problema de clas-
sificação de frutas. Os pontos são os exemplos contidos no conjunto de
treinamento. Para o conjunto de teste foi utilizado uma grade de dados do
espaço de features e são representados pelas áreas hachuradas. Cada
cor corresponde a uma fruta diferente (amarelo = mexerica, verde = maçã,
roxo = laranja, azul = limão). Os atributos max_depth significa a profundi-
dade máxima de cada árvore de decisão, e n_estimators é o número de
weak-learners que compõem o ensemble.
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diferencia do Bagging na construção do ensemble e na forma de treinamento dos
weak-learners.

Diferentemente do Bagging, o método de boosting utiliza um treinamento em
série de seus weak-learners, onde cada novo modelo possui um foco nas instâncias
mais difíceis do conjunto de treinamento. A escolha do modo em que o treinamento em
sequência e a agregação dos weak-learners será realizada dependerá do algoritmo
de boosting escolhido. Os dois príncipais algoritmos de boosting são Adaboosting
(Adaptative boosting) e gradient boosting.

2.2.2.0.1 Adaboosting

No algoritmo Adaboosting nós definimos nosso modelo de ensemble como uma
soma ponderada de L weak-learners,

SL(.) =
L∑

l=1

wlhl , (26)

em que wl são os pesos associados a cada weak-learner e hl são os weak-learners.
Encontrar os melhores pesos e os melhores weak-learners pode ser um processo muito
complexo para realizar em uma optimização única. Sendo necessário a utilização de
um processo de optimização iterativo, que é matematicamente mais tratável, mesmo
que este possa levar para um mínimo local. Basicamente o algoritmo irá adicionar
os weak-learners um a um, procurando em cada interação o melhor possível par
(peso, weak-learner) para adicionar ao modelo de ensemble. Desta maneira, definimos
recorrentemente o ensemble como,

sl (.) = sl–1 + wlhl , (27)

em que wl e hl são escolhidos de maneira que sl (.) é o modelo que melhor se adapta
ao conjunto de treinamento, e desta maneira, é o melhor melhoramento possível sobre
sl–1(.). Podemos então denotar,

(wl , hl ) = arg min
w ,h(.)

E(sl–1 + wlhl ) = arg min
w ,h(.)

N∑
n=1

L(yn, sxn + wlhl (xn)), (28)

onde E(.) é o erro de ajuste do modelo dado e L(.) é a função custo. Assim, ao invés de
otimizar globalmente sobre todos os L weak-learners da soma, nós nos aproximamos
do mínimo global optimizando localmente, construindo e adicionando weak-learners
ao ensemble um a um.
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Este algorítimo se difere da técnica de Bagging principalmente pela forma pelo
qual o ensemble é construído. Enquanto no Bagging o ensemble é construído com
weak-learners que são treinados paralelamente, no Adaboosting os treinamentos dos
weak-learners são realizados de forma sequencial, onde o resultado de um weak-
learner irá influenciar o treinamento do próximo através do resample do conjunto de
treinamento. O comportamento do algoritmo utilizando weak-learners baseados em
árvores de decisão pode ser observado, para o problema de classificação de frutas, na
Figura 12 para diferentes números de weak-learners que compõem o ensemble.

2.2.2.0.2 Gradient boosting (GBoosting)

Assim como no agoritmo Adaboosting o modelo de ensemble dentro do gradient
boosting também é uma soma ponderada dos weak-learners que o compõem

sL(.) =
L∑

l=1

wlhl . (29)

A principal diferença no gradient boosting e do Adaboosting está no processo
de optimização sequêncial. No caso do gradient boosting a optimização é realizado
com o gradiente descendente. Em cada iteração nós fitamos um weak-learner com o
gradiente do erro em relação ao atual modelo de ensemble. Matematicamente, temos

sl (.) = sl–1 – wl∇Esl–1(.), (30)

onde E(.) é o erro produzido por dado modelo, wl é um peso associado ao passo e
–∇Esl–1(.) é o oposto do gradiente em respeito ao modelo ensemble do passo l – 1.
Podemos descrever o algoritmo atráves do seguinte pseudo código:

1. Iniciamos o modelo de ensemble com o valor constante:

s0 = arg min
w0

N∑
n=1

L(yn, w0). (31)

2. para l=1 até L:

a) Calcule rl ,n = –∇Esl–1(.),

rl ,n = –
[
∂L(yn, sl–1(xn))
∂sl–1(xn)

]
para i = 1, ..., N. (32)

b) Treine um weak-learner hl em relação ao conjunto de treinamento {(xn, rl ,n)}.
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c) Compute o peso wl solucionando o seguinte problema de optimização:

wl = arg min
w

N∑
n=1

L(yn, sl–1 + wlhl (xn)). (33)

d) Atualize o modelo

sl = sl–1 + wlhl (xn). (34)

3. Produza o modelo final:

FL(xn) =
L∑

l=1

wlhl . (35)

Podemos ver o comportamento do algoritmo, utilizando como weak-learner ár-
vores de decisão, na Figura 12.

Como os algoritmos GBoosting e Adaboosting são ambos algoritmos de boos-
ting é possível listar algumas diferenças fundamentais entre os dois algoritmos:

• Função Custo: No caso do Adaboosting a função custo utilizada é a exponencial,
fazendo com que o algoritmo seja sensível a outliers 1. Já o GBoosting tem a
liberdade de utilizar qualquer função custo, o que gera uma maior robustez em
relação aos outliers.

• Benefícios: O Adaboosting minimiza a função custo relacionada a qualquer erro
de classificação e é melhor usado com weak-learners. O modelo foi desenhado
principalmente para problemas de classificação binária. O algoritmo Gboosting
foi desenvolvido para para solucionar problemas com função custo diferenciáveis
e pode ser usado tanto para classificação quanto pra regressão.

• Deficiências: As deficiências do conjunto de dados (regiões onde existe um erro
maior) são identificadas de maneiras diferentes. No Adaboosting elas são identi-
ficadas aumentando o peso relacionado a esses pontos. No caso do Gboosting
elas são identificadas pelos gradientes.

2.2.3 Automated Machine Learning.

Automated Machine Learning (AutoML) consiste na automação de alguns ou,
até mesmo, todas as tarefas presentes na implementação de um algoritmo de ML:

• Engenharia de features;
1 outilers são dados que se diferem drasticamente do conjunto de dados ao qual eles pertencem, ou

seja, são dados que fogem da normalidade e podem causar anomalias os resultados
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Figura 12 – Algoritmo Adaboosting e Gboosting com diferentes números de weak-
learners aplicados ao problema de classificação de frutas. Os pontos são
os exemplos contidos no conjunto de treinamento. Para o conjunto de teste
foi utilizado uma grade de dados do espaço de features e são representa-
dos pelas áreas rachuradas. Cada cor corresponde a uma fruta diferente
(amarelo = mexerica, verde = maçã, roxo = laranja, azul = limão). A variável
n_estimator nos diz quantos weak-learners foram utilizados na construção
do ensemble.
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• Optimização de hiper-parâmetros;

• Criação de ensembles;

• Validação de modelos.

Este problema de automação foi formulado matematicamente por (THORNTON
et al., 2012; FEURER et al., 2015a) e é conhecido como combined algorithm selection
and hyperparameter optimization problem (CASH). Dado um conjunto de algoritmos
A = {A(1), A(2), ..., A(k )} com um domínio de hiper-parâmetros associados Λ(1), ...,Λ(k ),
uma métrica de função custo L(., ., .) e um conjunto de dados D = {X ,Y}, onde X =
{xi , ..., xn} e Y = {yi , ..., yn}, definimos o problema CASH como sendo a optimização
desses parâmetros, ou seja,

A∗, λ∗ = arg min
A(j)∈A,λ∈Λ(j)

1
k

k∑
i=1

L(A(j)
λ ,Dtrain,Dvalid ). (36)

Para solucionar o problema do autoML um espaço de configuração contendo as
possíveis combinações dos algoritmos e hiper-parâmetros é definido. No caso de redes
neurais, uma dimensão extra representada pela arquitetura é adicionada ao espaço
de procura. Para procurar sobre esse espaço, diferentes técnicas podem ser utilizadas
(HE et al., 2021):

• Optimização Bayesiana: É um processo de optimização iterativa adequado para
funções custo caras computacionalmente. Ele consiste de dois componentes prin-
cipais: (i) modelos surrogate para modelar a função custo e (ii) uma função de
aquisição que mede o valor que será gerado pela validação da função custo
em um novo ponto (SNOEK et al., 2012). Esse método também é utilizado na
biblioteca Sequential Model-based Algorithm Configuration (SMAC), que permite
utilizar processos Gaussianos e Random Forest como modelos surrogate (HUT-
TER et al., 2011).

• Grade de pesquisa: Cria uma grade de configurações e procura por ela. A
grande vantagem deste método é que ele pode ser facilmente paralelizado.

• Programação genética: É uma técnica inspirada pelo processo da seleção natu-
ral, onde conceitos como cromossomos e mutações são usados para desenvolver
melhores gerações de soluções para o problema.

Existem diversas projetos Open source que são comumente utilizados como
TPOT (LE et al., 2019), auto-sklearn (FEURER et al., 2015b), AutoKeras (JIN et al.,
2019), Auto-Pytorch (MENDOZA et al., 2018), entre outros.
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A principal vantagem da utilização de métodos de AutoML se dá para problemas
supervisionados, pois além de encontrar o melhor modelo e realizar o tuning dos
hiperparâmetros dos mesmo, o método é capaz de encontrar os melhores tratamentos
dos dados para o seu problema. A grande desvantagem está no aumento do problema
de optimização, o que demanda mais tempo e recursos computacionais.

O método de AutoML será utilizado no Capítulo três da tese, onde possuímos
um problema de classificação e regressão supervisionado. Vale resaltar que modelos
de AutoML utiliza a técnica de ensemble learning para melhorar os resultados apresen-
tados, assim como a base de seus weak-learners podem ser qualquer modelo de ML
apresentado neste Capítulo.
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3 CLASSIFICADOR DE EMARANHAMENTO BASEADO EM MACHINE LEAR-
NING.

Neste capítulo iremos discutir o trabalho de criação de um classificador de ema-
ranhamento utilizando técnicas de ML. O capítulo é dividido em cinco partes principais.
A primeira corresponde à exposição do problema de classificação de emaranhamento,
a segunda sobre os critérios de separabilidade utilizados para criar as classes de
classificação, a terceira a metodologia de criação dos conjuntos de dados, a quarta
os resultado obtidos na utilização de diversos modelos de ML e a quinta a conclusão
do trabalho. Este capítulo foi publicado na revista Quantum Information Processing
com o título Automated Machine Learning can Classify Bound Entangled States with
Tomograms.

3.1 EMARANHAMENTO E SEPARABILIDADE

O emaranhamento é um dos principais fundamentos da mecânica quântica. No
campo da Informação Quântica (IQ) o emaranhamento tem papel central em diver-
sas implementações de protocolos quânticos. Tais protocolos tem a capacidade de
resolver tarefas de maneira que não possuem equivalentes em suas contrapartidas
na teoria de informação clássica. Inúmeros protocolos, como codificação superdensa
(HARROW et al., 2004), teleporte quântico (FURUSAWA, 1998; OLMSCHENK et al.,
2009; MILBURN; BRAUNSTEIN, Samuel L., 1999), código quântico de correção de
erros (BENNETT et al., 1996) e criptografia quântica (URSIN et al., 2007; VAZIRI et
al., 2002; GRÖBLACHER et al., 2006), têm sido implementados experimentalmente
utilizando o emaranhamento como o seu principal recurso. No campo da computação
quântica, o emaranhamento como principal recurso ainda é uma questão em aberto
(PREVEDEL et al., 2007; JOZSA; LINDEN, 2003).

3.1.1 Formalização do problema

A definição de emaranhamento é realizada através da definição de separabili-
dade. Consideramos que um estado quântico está emaranhado quando ele não for
separável. Desta maneira, através do quarto postulado da mecânica quântica (NIEL-
SEN; CHUANG, 2000) definimos um estado puro separável como:

Seja H = HA ⊗ HB
∼= Cd1 ⊗ Cd2, onde d1, d2 ≥ 2 são as dimensões de cada

sub-espaço. Um estado puro |ψ〉 ∈ H composto por duas partículas, |ψA〉 ∈ HA e
|ψB〉 ∈ HB, é chamado separável se e somente se ele puder ser escrito na forma:

|ψ〉 = |ψA〉 ⊗ |ψB〉 , (37)

caso o contrário o estado é chamado de emaranhado.
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Para um estado misto devemos utilizar o formalismo de matriz densidade. Um
estado qualquer (puro ou misto) ρ ∈ Cd1 ⊗ Cd2 é dito separável se e somente se ele
puder ser escrito como:

ρ =
k∑

i=1

piρ
A
i ⊗ ρ

B
i , (38)

onde {pi } é uma distribuição de probabilidade e obedece as seguintes restrições pi ≥ 0
e
∑

i pi = 1, e ρA
i e ρB

i são estados (puro ou misto) do sub-sistema A e B.
Através desta definição, o problema de classificar o estado como emaranhado

se torna um problema de classificar o estado como separável. Determinar se um estado
arbitrário é separável ou não pode ser um problema complicado, já que a dimensão do
espaço de Hilbert cresce exponencialmente com o número de sub-sistemas envolvidos
e com a dimensão de cada sub-sistema. Devido ao crescimento exponencial podemos
classificar este problema, através da complexidade computacional, como sendo um
problema NP-difícil (GURVITS, 2004).

Por fim, podemos formalizar o problema de identificar a separabilidade de um
sistema quântico como sendo um problema de decisão. Seja ρ ∈ Cd1 ⊗Cd2 um estado
misto, o problema se reduz a dado uma matriz arbitrária ρd1×d2

decidir se o estado é
separável. Para isso foram criados critérios para identificar a separabilidade de maneira
eficiente em determinados casos.

3.2 CRITÉRIOS DE SEPARABILIDADE.

Devido à importância do problema de separabilidade para a comunidade da
Informação Quântica, uma série de esforços para resolver o problema de maneira
eficiente foram desenvolvidos. Tendo em vista o crescimento exponencial da dificuldade
do problema de separabilidade, um critério único e eficiente de separabilidade de um
sistema quântico ainda não existe. Porém, para recortes específicos do problema
possuímos critérios bem estabelecidos que são implementados de maneira eficiente.

3.2.1 Decomposição de Schmidt

Para estados puros bipartidos podemos utilizar um método baseado na decom-
posição de Schmidt para determinar se um sistema é separável ou não.

Teorema 3.2.1. (Decomposição de Schmidt): Para todo |ψ〉 ∈ H existe uma base
ortonormal |ai〉 e |bi〉 de forma que

|ψ〉 =
∑

i

λi |ai〉 ⊗ |bi〉 , (39)

com λi ≥ 0 e
∑

i λ
2
i = 1.
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O coeficiente λi é conhecido como coeficiente de Schmidt. O número de coefici-
entes não nulos é chamado de rank de Schmidt S(ψ) de um estado |ψ〉. O critério de
separabilidade nos diz que o estado é dito separável se e somente se S(ψ) = 1

Prova: Tomando a expansão de um estado puro genérico, teremos:

|ψ〉 =
∑

ij

ψij |ij〉 , (40)

onde Ψ = {ψij } é uma matriz de números complexos. Tomando a decomposição de
valores singulares, toda a matriz Ψ pode ser escrita como Ψ = UDV , com U e V
sendo matrizes unitárias e D uma matriz diagonal com elementos não negativos. Desta
maneira, a expansão do estado puro ficará na forma:

|ψ〉 =
∑
ijk

UkiDiiVij |kj〉 (41)

Renomeando os estados como

|ai〉 =
∑

i

Uki |k〉

|bi〉 =
∑

i

Vij |j〉
(42)

teremos então o mesmo estado descrito na Equação 39 com λi = Dii . A ortogonalidade
dos estados |ai〉 e |bi〉 segue do fato de que U e V são unitárias. Desta maneira para
calcular se um estado puro é separável ou não, basta calcular o posto de Ψ. Podemos
perceber também que o caso no qual o emaranhamento é máximo ocorrerá quando
todos os autovalores, λi , forem iguais, ou seja, quando

|ψ〉 =
1√

dimHA

dimHA∑
i=1

|ai〉 ⊗ |bi〉 . (43)

3.2.2 Critério de Perez-Horodecki (critério PPT)

Para matrizes densidade, um dos critérios mais utilizados é o critério de Perez-
Horodecki (PERES, 1996; HORODECKI, M. et al., 1996). Considerando que o operador
matriz densidade é um operador positivo semi-definido, ou seja, não possui autovalores
negativos, e a operação de transposição, T , é um mapa positivo, que leva operadores
positivos em operadores positivos, desta forma

T : (O ≥ 0) 7−→ (O
′
≥ 0), (44)

O critério irá se basear em tomar a transposta parcial de um dos sub-sistemas da
matriz densidade e será definido através do seguinte teorema:



Capítulo 3. Classificador de Emaranhamento Baseado em Machine Learning. 53

Teorema 3.2.2. (PERES, 1996; HORODECKI, M. et al., 1996) Se um estado, ρ ∈
HA ⊗HB, é separável, então

ρTB := (IA ⊗ TB)[ρ] ≥ 0 (45)

onde TB é a transposição do segundo sub-sistema e IA é a identidade aplicada ao
primeiro sub-sistema. Caso contrário se ρTB := (IA⊗TB)[ρ] for negativo, ou seja, possuir
autovalores negativos, o estado é considerado emaranhado. Por esse motivo o critério
pode ser chamado de critério da transposta parcial positiva (positive partial transposte,
PPT)

Em dimensões arbitrárias de dois sub-sistemas ou em sistemas contendo um nú-
mero arbitrário de sub-sistemas (para dimH > 6) o critério PPT fornece uma condição
necessária mas não suficiente para separabilidade, ou seja, para dimensões maiores
existem estados que permanecem positivos sobre a transposição parcial mesmo que
eles sejam emaranhados (HUBER et al., 2018). Chamamos tais estados de estados
emaranhados presos. Desta maneira temos o seguinte teorema:

Teorema 3.2.3. (PERES, 1996; HORODECKI, M. et al., 1996) Um estado ρ ∈ HA⊗HB
com dimHA ⊗ dimHB ≤ 6 é separável se e somente se

ρTB := (IA ⊗ TB)[ρ] ≥ 0 (46)

3.2.2.1 Emaranhamento Preso

O emaranhamento preso é caracterizado por estados emaranhados que não
podem ser destilados. A destilação de emaranhamento tem como objetivo transformar
estados mistos ρ em estados maximamente emaranhados utilizando apenas opera-
ções locais e comunicação clássica (LOCC, "local operation and classical communi-
cation") (HORODECKI, M. et al., 1998). O fato dos estados presos não poderem ser
destilados implica em importantes consequências na teoria da Informação Quântica,
como a irreversibilidade mecânica de uma operação quântica (YANG et al., 2005). Essa
irreversibilidade mecânica se dá quando a partir de um estado puro produzimos um
estado misto com emaranhamento preso, uma vez criado o estado ele não pode ser
novamente destilado para o estado puro. Um problema em aberto dentro de estados
emaranhados presos é o de que ainda não se sabe o limite e tamanho de seu espaço
dentro do espaço de Hilbert (DAS, S. et al., 2017).

Para o caso de dois qutrits (sistema contendo três estados quânticos mutual-
mente ortonormais, {|0〉 , |1〉 , |2〉}) o espaço de Hilbert possui dim(H = 9) e desta ma-
neira possui estados separáveis, emaranhados e emaranhados presos. Porém, como
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dito anteriormente, o tamanho do conjunto no espaço de Hilbert é desconhecido. Até
o presente momento possuímos na literatura apenas algumas “famílias” de estados
conhecidos (HORODECKI, P. et al., 1999; ACIÉN et al., 2000; HALDER et al., 2019;
TERHAL, 2001), que possuem os limites de cada conjunto bem definidos. Podemos
citar como exemplo os estados do tipo Horodecki (HORODECKI, P. et al., 1999), famí-
lia de apenas um parâmetro. Os estados de Horodecki podem ser obtidos a partir da
seguinte expressão:

ρHoro
α =

2
7

∣∣∣φ3
+

〉〈
φ3

+

∣∣∣ +
α

7
σ+ +

5 – α
7
σ–, 2 ≤ α ≤ 5, (47)

onde
∣∣∣φ3

+

〉
é um estado maximamente emaranhado de dois qutrits,

∣∣∣φ3
+

〉
=

1√
3

(|00〉 + |11〉 + |22〉), (48)

e

σ– =
1
3

(|01〉〈01| + |12〉〈12| + |20〉〈20|), (49)

σ+ =
1
3

(|10〉〈10| + |21〉〈21| + |02〉〈02|). (50)

Para este estado a divisão entre emaranhado, emaranhado preso e separável é
bem conhecida e obedece o seguinte critério

ρHoro
α =


separável, 2 ≤ α ≤ 3,
emaranhado preso, 3 < α ≤ 4,
emaranhado, 4 < α ≤ 5.

(51)

3.2.3 Robustez Generalizada de Emaranhamento (Generalized Robustness of
Entanglement (GRE)).

Outro critério de emaranhamento utilizado para a classificação de estados é a
robustez de emaranhamento. Esta quantifica a quantidade de mistura com um estado
separável que é necessária para destruir o emaranhamento do sistema (VIDAL, Guifré;
TARRACH, 1999a). Estamos interessados em uma medida um pouco mais geral, a
robustez generalizada de emaranhamento, que quantifica a quantidade de mistura
que qualquer estado necessita para destruir o emaranhamento (STEINER, 2003a).
Formalmente podemos definir a GRE como:

Considerando um estado de n–partículas ρ ∈ D(CA1⊗· · ·⊗CAn), e outro estado,
ρs, nós chamamos a robustez generalizada de emaranhamento de um estado ρ o
menor valor de s ≥ 0, de maneira que o estado,
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ρ(s) =
1

1 + s
(ρ + sρs) (52)

seja separável. O parâmetro s deve ser zero se o estado ρ é separável, e é sempre
finito, já que o conjunto de estados separáveis esta em torno da identidade (VIDAL, Gui-
fré; TARRACH, 1999a). O valor mínimo de s será encontrado na borda do conjunto de
estados separáveis. Desta maneira o estado ρs é o estado no qual o emaranhamento
de ρ é mais sensível.

3.2.4 Testemunha de emaranhamento

Os critérios de separabilidade apresentados nas seções anteriores são ferra-
mentas que possibilitam identificar se há emaranhamento em determinado estado
quântico. Uma abordagem que pode ser aplicada a qualquer sistema composto, em
qualquer dimensão, assim como para sistemas multi-partidos, é a testemunha de ema-
ranhamento. Como o próprio nome indica, a testemunha de emaranhamento é um
observável que testemunha o emaranhamento de um sistema (TERHAL, 2002). De
maneira simples, o critério nos diz que para uma dada matriz densidade ρ deve existir
um observável W tal que,

Tr(Wρ) ≥ 0 (53)

se existir emaranhamento, em ρ, a desigualdade será violada. A testemunha de emara-
nhamento não tem a capacidade de detectar todos os estados emaranhados, de modo
que se a desigualdade for violada, podemos garantir que o estado é emaranhado,
porém, se a desigualdade não for violada, nada podemos concluir sobre o estado.
Formalizando esta questão, teremos que

Tr(Wρ) ≥ 0, não podemos concluir nada sobre o estado,

Tr(Wρ) < 0, o estado é emaranhado.
(54)

As testemunhas de emaranhamento possuem sua origem na análise geométrica
do espaço de estados da matriz densidade e explora a convexidade do mesmo. Uma
caracterização geométrica de quando ρ ∈ D está contida em um certo subconjunto
convexo C ⊂ D é dado pelo teorema de Hahn-Banach (LAX, 2002; ROCKAFELLAR,
1970).

Teorema 3.2.4. (LAX, 2002; ROCKAFELLAR, 1970) (Teorema de Hahn-Banach) Seja
C ⊂ D um conjunto convexo de estados no espaço de HilbertH, então para cada ρ ∈ C
deve existir um operador Hermitiano W ∈ B(H) de maneira que
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Tr(Wρ) < 0 e Tr(Wσ) ≥ 0 (55)

para todo σ /∈ C.

O teorema nos diz que um conjunto convexo e um ponto do lado de fora po-
dem ser separados por um hiperplano W . Este hiperplano é a nossa testemunha de
emaranhamento (ela testemunha estados ρ /∈ C).

Corolário 3.2.4.1. Um estado ρ ∈ D é separável se e somente se Tr(ρW ) ≥ 0 para
todo operador Hermitiano W de tal modo que

Tr([|ψA〉〈ψA| ⊗ |ψB〉〈ψB|]W ) ≥ 0, (56)

com |ψA〉 ∈ HA e |ψB〉 ∈ HB. O operador W é nomeado testemunha de emaranha-
mento.

Uma representação esquemática do aspecto geométrico do formalismo de tes-
temunha de emaranhamento pode ser observada na Figura 13. Seja S e E conjuntos
de estados separáveis e emaranhados respectivamente, sendo que S ⊂ E e ρ uma
matriz densidade que representa um estado contido em E . Podemos, através do teo-
rema de Hahn-Banach, construir um hiperplano W de maneira a separar S e E . Porém,
esta separação não irá nos fornecer todos os estados emaranhados. Este problema
pode ser contornado realizando uma otimização do operador W , fazendo com que seja
obtido um hiperplano que esteja na borda do conjunto dos estados separáveis S. Para
conseguirmos isolar completamente o conjunto dos separáveis S será necessário a
criação de inúmeros hiperplanos optimizados de maneira a contornar todo o conjunto
dos estados separáveis.

3.2.4.1 Construção e Optimização da Testemunha de Emaranhamento

Existem diversas metodologias para a criação de testemunhas de emaranha-
mento. Iremos apresentar alguns exemplos contidos na literatura, porém existem outros
métodos (GÜHNE; TÓTH, 2009).

1. Considere uma matriz densidade ρ. Se existir um autovalor negativo λ– < 0 de
ρTA associado a um autovetor |ψ〉, podemos criar uma testemunha de emaranha-
mento como

W = |ψ〉〈ψ|TA . (57)
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𝑊
𝑊𝑜𝑝𝑡

Emaranhado

Separável

Figura 13 – Representação esquemática do espaço de estados contendo uma teste-
munha de emaranhamento, W , e testemunhas de emaranhamento optimi-
zadas, Wopt , circulando o conjunto de estados separáveis.

Desta maneira, teremos para estados emaranhados

Tr(Wρ) = Tr
(
|ψ〉〈ψ|TA ρ

)
= Tr

(
|ψ〉〈ψ| ρTA

)
= λ– < 0

(58)

e para estados separáveis

Tr(Wρ) = Tr
(
|ψ〉〈ψ| ρTA

)
≥ 0 (59)

2. Podemos construir uma testemunha de emaranhamento utilizando o projetor de
um estado puro |ψ〉

W = αI – |ψ〉〈ψ| . (60)

Esta testemunha nos diz que se

Tr(ρ |ψ〉〈ψ|) = 〈ψ| ρ |ψ〉 . (61)
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for o valor esperado do estado |ψ〉 para um estado misto ρ, então se o valor espe-
rado extrapolar um valor crítico α, também teremos um valor esperado negativo
para a testemunha e ρ será necessariamente um estado emaranhado. O valor
α representa o menor valor para o qual W ainda permanece positivo e pode ser
calculado pela expressão (BOURENNANE et al., 2004)

α = max
ρA⊗ρB

Tr(ρ |ψ〉〈ψ|) (62)

3. Seja ρ um estado emaranhado e σ o estado separável mais próximo de ρ. Então
podemos definir uma testemunha de emaranhamento como

W =
1
N

{σ – ρ + Tr[σ(ρ – σ)]I} (63)

onde N =
√

Tr
(
(ρ – σ)†(ρ – σ)

)
é a normalização.

Após a construção de uma testemunha de emaranhamento podemos realizar
sua optimização (LEWENSTEIN et al., 2000) que encontre um maior número de esta-
dos emaranhados. Considerando duas testemunhas W1 e W2, de maneira que W2 é
capaz de detectar os mesmo estados de W1 e mais um estado adicional. Definimos
então

W2 = W1 – αP (64)

onde P é um operador positivo. Se as propriedades

〈ψ|W1 |ψ〉 = 〈aibi |W1 |aibi〉 = 0 (65)

e

〈ψ|P |ψ〉 = 〈aibi |P |aibi〉 = 0 (66)

forem cumpridas, temos que W2 é uma testemunha mais refinada que W1 se

α ≤ α0 := inf
a

min
autovalores

[
1√
Pa

Wa
1√
Pa

]
(67)

em que inf = infimo, Xa = 〈a|X |a〉, |a〉 ∈ HA e |b〉 ∈ HB.
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Podemos exemplificar este processo de optimização através de um estado puro
com um certo grau de mistura, estado de Werner. Este estado pode ser representado
por

ρ = p |ψ〉〈ψ| + (1 – p)
I

4
(68)

onde p ∈ [0, 1]
Se o estado |ψ〉 for da forma |ψ〉 = a |00〉 + b |11〉 e considerando a identidade

como o estado maximamente misto, teremos

I = |00〉〈00| + |11〉〈11| + |01〉〈01| + |10〉〈10| , (69)

|ψ〉〈ψ| = a2 |00〉〈00| + ab |00〉〈11| + ab |11〉〈00| + b2 |11〉〈11| (70)

e por consequência, nosso estado de Werner assumirá a forma

ρ =
(

(1 – p)
4

+ a2
)
|00〉〈00| +

(
(1 – p)

4
+ b2

)
|11〉〈11|+

+ pab(|00〉〈11| + |11〉〈00|) +
(1 – p)

4
(|01〉〈01| + |10〉〈10|)

(71)

Realizando a transposta parcial no sub-sistema B, teremos

ρTB =
(

(1 – p)
4

+ a2
)
|00〉〈00| +

(
(1 – p)

4
+ b2

)
|11〉〈11|

+ pab(|01〉〈10| + |10〉〈01|) +
(1 – p)

4
(|01〉〈01| + |10〉〈10|)

=



(
(1–p)

4 + a2
)

0 0 0

0 (1–p)
4 pab 0

0 pab (1–p)
4 0

0 0 0
(

(1–p)
4 + b2

)

 .

(72)

Realizando a diagonalização de ρTB encontramos os seguintes autovalores e
seus autovetores associados:

λ1 =
(

(1 – p)
4

+ a2
)
⇒ |00〉 , (73)

λ2 =
(

(1 – p)
4

+ b2
)
⇒ |11〉 , (74)

λ3 =
(1 – p)

4
+ pab ⇒ |ψ+〉 =

1√
2

(|01〉 + |10〉), (75)

λ4 =
(1 – p)

4
– pab ⇒ |ψ–〉 =

1√
2

(|01〉 – |10〉). (76)
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Tomando o menor autovalor como base, temos que o estado de Werner será
emaranhado se λ4 for negativo, ou seja,

λ4 < 0,

1
4

– p
(

1
4

+ ab
)

< 0,

p >
1

(1 + 4ab)
.

(77)

Construímos então nossa testemunha como sendo a transposição parcial do
projetor para este auto-estado a qual pode ser escrita como

W = |ψ–〉〈ψ–|TB

=
1
2

(|01〉〈01| – |00〉〈11| – |11〉〈00| + |10〉〈10|)

=
1
2

(|01〉〈01| – |00〉〈11| – |11〉〈00| + |10〉〈10|

+ |00〉〈00| – |00〉〈00| + |11〉〈11| – |11〉〈11|)

=
1
2

(I – |φ+〉〈φ+|)

=
1
2


0 0 0 –1
0 1 0 0
0 0 1 0

–1 0 0 0



(78)

onde |φ+〉 = (|00〉 + |11〉)/
√

2
Existe um resultado mais geral que nos diz que qualquer mapa decomponível

corresponde a uma testemunha, ou seja,

W = P + QTB , (79)

onde P e Q são operadores positivos semidefinidos e a testemunha W é uma teste-
munha de emaranhamento decomponível. Podemos derivar uma expressão para tal
testemunha (VIDAL, Guifré; TARRACH, 1999b; STEINER, 2003b). O método se baseia
na ideia de utilizar um estado de borda, δ, que é um estado emaranhado preso de tal
forma que para todo ε ≥ 0 e todo separável |ab〉,

δ – ε |ab〉〈ab| (80)

não é positivo ou não possui o traço parcial positivo. Os estados de borda podem
ser pensados como estando na linha de divisão dos estados emaranhados presos
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e emaranhados, e por isso eles são considerados o estado mais emaranhado preso
possível. Se este estado existir, podemos construir um estado emaranhado preso como
a soma convexa do estado de borda e um estado separável(LEWENSTEIN et al., 2000,
2001). Uma representação esquemática deste espaço pode ser vista na Figura 14.

W Wd
*

Figura 14 – Representação esquemática do espaço de estados contendo a construção
de um estado emaranhado preso, δPPTES como sendo a soma convexa de
um estado de borda, ξPPT , e um estado separável, σsep. O estado ξSEP

representa um estado de borda do conjunto de estados separáveis e ρNPT

representa um estado emaranhado qualquer.

Teorema 3.2.5. (CLARISSE, 2006) Todo estado emaranhado preso, ρ, pode ser de-
composto como

ρ = (1 – p)ρsep + pδ, (81)

onde ρsep é um estado separável e δ é um estado de borda.

Desta maneira podemos construir uma testemunha que detecte o estado de
borda.

Teorema 3.2.6. (CLARISSE, 2006)

1. Seja δ um estado de borda com P e Q o projetor no kernel de δ e δTb , respecti-
vamente. Seja
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Wδ = P + QTB (82)

e

ε = inf
|ab〉
〈ab|Wδ |ab〉 , (83)

então, W1 = Wδ – εI é uma testemunha de emaranhamento não decomponível
que detecta δ.

2. Qualquer testemunha não decomponível W pode ser escrita como

W = P + QTB – εI (84)

com

0 < ε < inf
|ab〉
〈ab|P + QTB |ab〉 , (85)

sendo a condição de P e Q serem operadores positivos semidefinidos e satisfa-
zerem Tr Pδ = Tr QTBδ = 0 para um estado de borda qualquer.

3.3 CLASSIFICADOR DE EMARANHAMENTO BASEADO EM ML

Nesta seção iremos descrever a criação do classificador de emaranhamento de
dois qutrits. Passando pela metodologia de obtenção de dados e pela criação da ANN
que irá classificar os mesmos.

3.3.1 Construção do conjunto de dados

A construção do conjunto de dados é um dos principais componentes para que
os modelos de ML consigam um bom desempenho na classificação. Neste trabalho
foram desenvolvidos dois conjuntos de dados. O primeiro corresponde somente a
estados de Horodecki, descritos na seção anterior e o segundo corresponde a estados
espalhados por todo o espaço de Hilbert de dois qutrits.

Para a construção do conjunto de dados vamos considerar um estado quântico
9 × 9, ρ ∈ D ⊂ L(C3 ⊗ C3), onde D é o espaço de estados e L é o conjunto de
operadores lineares no espaço de Hilbert H = C3⊗C3. Desta forma podemos escrever
ρ como,
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ρ =
d2–1∑
i=1

θiEi , (86)

onde d = 9, Ei forma uma base no espaço de Hilbert-Schimidt e θi é a solução do
seguinte sistema linear (NIELSEN; CHUANG, 2000),

G–1~c = ~θ, Gij = tr
(

EiEj

)
, ci = tr Eiρ. (87)

Podemos escolher qualquer base que abranja o espaço de Hilbert-Schmidt e o
Gramian G é positivo definido. Assim, caso possuímos todos i = 1, . . . , d2 – 1 valores
esperados {ci } das medidas dos observáveis linearmente independentes {Ei }, nós pos-
suímos dados suficientes para realizar uma tomografia de estados quânticos completa
e determinar ρ unicamente usando as Equações 86 e 87. Assumimos que possuímos
todos os d2 – 1 coeficientes, queremos evitar de medir projetores emaranhados, desta
maneira escolhemos os geradores SIC_POVM(3)⊗SIC_POVM(3) para os estados de
Horodecki e os geradores SU(3)⊗ SU(3) para o caso mais geral. Assumimos também
que as medidas tomográficas das Equações 86 e 87 são perfeitas e levam a um estado
válido, ou seja, possuem operadores positivos semi-definidos de traço um. As imper-
feições experimentais iriam adicionar uma nova camada de erro em nossa análise e
escolhemos priorizar a performance das técnicas de ML aplicados ao problema com a
menor fonte de erros.

Para os estados de Horodecki foram criados dois mil exemplos de cada classe
de emaranhamento através da implementação da receita dos estados em um có-
digo em MATLAB (MATLAB, 2010). O conjunto de dados corresponde aos elementos
da matriz densidade, de cada estado, por medidas tomográficas representadas por
SIC-POVMs (RENES et al., 2004) vinculados a um rótulo representando a classe
de emaranhamento. Totalizamos então seis mil exemplos de estados com dezesseis
entradas.

Para o segundo conjunto de dados realizamos o sorteio aleatório de matrizes
densidade através da métrica de Hilbert-Schmidt (BRAUNSTEIN, Samuel L, 1996;
ZYCZKOWSKI; SOMMERS, 2001) de estados de um sistema de dois qutrits (dim = 9).
O ideal seria possuir uma distribuição uniformemente aleatória de estados que fossem
separáveis, emaranhados presos e emaranhados ao longo de todo o espaço de Hilbert.
Porém, como a probabilidade de sortearmos um estado que seja emaranhado preso é
muito pequena, nós adicionamos ao conjunto de dados estados emaranhados presos
artificialmente construídos utilizando estados de borda (LEWENSTEIN et al., 2000,
2001). Para a rotulação dos estados entre emaranhados (transposta parcial negativa
(NPT)), emaranhados presos (PPTES) e separáveis (separáveis (SEP)) utilizamos o
formalismo de testemunha de emaranhamento atuando em L(C3⊗C3) de maneira que:
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tr (Wρ) ≥ 0, ∀ρ ∈ PPTES ∪ SEP,

tr (Wρ) < 0, ∀ρ ∈ NPT .
(88)

Com essa testemunha, estamos interessados em uma subclasse correspon-
dente a testemunha de emaranhamento ótima, W ∗, ou seja

tr (W ∗ρ) ≤ min
W∈M

{tr (Wρ)}, (89)

onde M é a intersecção do conjunto de testemunhas de emaranhamento, W, com
algum outro conjunto C tal queM é compacta e é limitada inferiormente.

Podemos associar uma testemunha de emaranhamento a diferentes medidas
de emaranhamento escolhendo de maneira adequada C (BRANDÃO, 2005). Em nosso
caso escolhemosM = {W ∈ W |W � I, onde I é o operador identidade, associando W
com a GRE de forma que:

GR(ρ) = min
σ∈D

(
min

s≥0∈R
s : ξSEP ≡ ρ + sσ

1 + s
∈ SEP

)
(90)

onde ξSEP pertence à borda entre o conjunto de estados separáveis e emaranhados,
como representado na Figura 14. Associamos as Equações 89 e 90 para obter

GR(ρ) = max
{

0, – min
w≡I

{tr (Wρ)}
}

. (91)

Realizamos então uma minimização na Equação 91 através de uma ε- Teste-
munha de emaranhamento ótima (BRANDÃO; VIANNA, 2004) utilizando o MATLAB
(MATLAB, 2019), YALMIP (LÖFBERG, 2004) e SDPT3 (TOH et al., 1999). Configura-
mos o algoritmo de maneira que a probabilidade de encontrar um estado separável
com GR(σ) > ε é muito pequena. Mais especificamente, nós escolhemos

P{tr (Wσ) < –γ|σ ∈ SEP} ≤ ε, (92)

onde ε = γ = 10–5. Então, nós classificamos ρ como sendo um estado emaranhado se
GR(ρ) > ε.

Finalmente, obtemos os estados de borda ξSEP (como na Figura 14) resolvendo
o problema,
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determine σ

tal que trσ = 1

σ � 0

ξ =
ρ + GR(ρ)σ
1 + GR(ρ)

ξTA � 0

tr Wξ = 0,

(93)

onde ξTA denota a transposta parcial no primeiro subsistema de L(C3 ⊗ C3).
Como a probabilidade de sortearmos um estado PPTES é muito pequena utili-

zamos um algoritmo que os cria artificialmente através de estados de borda. Para isso
computamos uma testemunha ótima decomponível com o MATLAB, YALMIP, SDPT3,
mas agora resolvendo o problema semidefinido.

min
Wd

tr ρWd

tal que Wd � I

W TA
d � 0,

(94)

onde W TA denota a transposta parcial no primeiro subsistema de L(C3 ⊗ C3). Cha-
maremos de GRd (ρ) o emaranhamento quantificado por Wd . Esta testemunha irá
encontrar a fronteira do espaço entre os estados PPTES e NPT. Nós a utilizamos
para encontrar os estados de borda ξPPTES que vive nesta fronteira. Os casos em
que ξSEP 6= ξPPTES são especialmente úteis para nós, já que podemos construir um
estado PPTES com uma combinação convexa entre estes estados (LEWENSTEIN
et al., 2001). Nós dizemos que eles são diferentes para uma tolerância 10–3 na norma
1.

Podemos então resumir nosso algoritmo para a construção do conjunto de
dados como:

1. Sorteie uma matriz densidade ρ de acordo com a medida de Hilbert-Schimdt;

2. Compute GR(ρ) utilizando ε–OEW, testemunha de emaranhamento óptima (opi-
timum entanglement witness) e obtenha o estado de borda ξSEP ;

3. Cheque se ρ é um estado PPT;

4. se ρ é PPT e GR(ρ) > ε, nós salvamos ρ em nosso conjunto de dados com o
rótulo PPTES;
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5. se ρ é PPT e GR(ρ) < ε, nós salvamos ρ em nosso conjunto de dados com o
rótulo SEP;

6. se ρ é NPT e, consequentemente, GR(ρ) > ε, nós salvamos ρ em nosso conjunto
de dados como NPT;

7. se ρ é NPT, nós também quantificamos GRd (ρ) com d–OEW e obtemos seu
estado de borda ξPPTES;

8. Checamos se ξSEP e ξPPTES são diferentes na norma 1, 1
2 ‖ ξ

SEP – ξPPTES ‖1>
10–3;

9. se eles forem diferentes, nós teremos δ = 1
2ξ

SEP + 1
2ξ

PPTES;

10. computamos GR(δ) utilizando ε–OEW;

11. se GR(δ) > ε, nós salvamos δ em nosso conjunto de dados com o rótulo PPTES;

Construímos 3254 exemplos de cada classe em nosso conjunto de dados, com
metade dos estados PPTES gerados artificialmente, totalizando 9762 exemplos. O
algoritmo levou aproximadamente um mês utilizando um cluster de 18 cores e 90GB de
RAM para sortear dez mil matrizes densidade e calcular suas ε–OEW com a precisão
numérica desejada. Ao término, representamos a matriz densidade por um conjunto
de medidas tomográficas sobre a base SU(3)⊗ SU(3), totalizando oitenta entradas. O
aumento do número de entradas deste conjunto demonstra a maior complexidade do
mesmo em relação ao conjunto contendo os estados de Horodecki.

Como estamos incluindo estados PPTES criados artificialmente em adição aos
sorteados aleatoriamente, nós precisamos nos certificar se possuímos um subconjunto
justo. Para essa tarefa, nós utilizamos a fidelidade média de estados. Essa medida nos
mostra o quão próximo os estados de um grupo estão uns dos outros. Na Tabela 2 nós
possuímos a fidelidade média,

F (ρ,σ) =
[
tr
(√√

ρσ
√
ρ

)]
(95)

onde ρ e σ ∈ L(C3 ⊗ C3) são estados não equivalentes dentro do nosso conjunto de
dados. Notamos uma média da fidelidade parecida para os estados PPTES e SEP
e, como esperado, os estados NPT estão mais distantes uns dos outros já que eles
possuem um maior volume dentro do espaço de Hilbert (ŻYCZKOWSKI et al., 1998).
Esta análise é fundamental para controlar o viés e o overfitting em nossas amostras
(MAY et al., 2010).
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Tabela 2 – Fidelidade média, 〈F 〉, ao longo de cada classe de emaranhamento pre-
sente no conjunto de dados. A classe Todos se refere a todos os 9762
estados contidos em todo o conjunto de dados, enquanto SEP, PPTES e
NPT se referem aos 3254 estados em cada uma destas classes.

Class 〈F 〉
Todos 0,7879

Emaranhado 0,7712
Emaranhado preso 0,7965

Separável 0.7955

3.3.2 Resultados e Discussão

3.3.2.1 Estados de Horodecki.

Para a construção e treinamento das ANN utilizadas para a classificação dos
estados de Horodecki utilizamos o pacote de redes neurais do MATLAB. A arquitetura
da rede utilizada neste primeiro resultado foi a arquitetura MLP com duas camadas
escondidas contendo, dez neurônios cada. O algoritmo de treinamento utilizado foi o
gradiente descendente escalonado.

Como descrito no capítulo anterior, a ANN tenta descobrir uma superfície que
seja capaz de separar as classes apresentadas à mesma. Esta superfície será tão
mais complexa quanto o seu problema. Devido a este fato, esperamos que os esta-
dos uniformemente distribuídos pelo espaço de Hilbert possuam uma superfície de
separação dos estados com um formato mais complexo que os estados de Horodecki.

Para os estados de Horodecki conseguimos uma classificação de aproximada-
mente 100% em todas as classes, como apresentado na matriz confusão da Figura
15. Esta matriz compara a classe presente no conjunto de dados (target class) com a
classe que a rede treinada nos fornece (output class) utilizando os mesmos valores de
entrada. O que demonstra que a superfície de separação destes estados possui uma
forma simples para estes estados.

3.3.2.2 Estados uniformemente distribuídos.

3.3.2.2.1 Engenharia de features.

Algoritmos como autoML podem fornecer valiosos insights ao analisar resulta-
dos parciais. Por exemplo, podemos utilizar o TPOT (LE et al., 2019) para analisar a
importância de cada feature presente em nosso conjunto de dados. O TPOT, como des-
crito no capítulo anterior, utiliza um algoritmo de programação genética para explorar
diferentes pipelines1 para cada conjunto de dados. Ele automaticamente roda testes
padrões, como por exemplo, análise de tipos de dados, z-score, checa a relevância de
1 pipelines é a divisão do fluxo de trabalho de ML em partes independentes, reutilizáveis e modulares.



Capítulo 3. Classificador de Emaranhamento Baseado em Machine Learning. 68

1 2 3

Target Class

1

2

3

O
u

tp
u

t 
C

la
s

s
 Confusion Matrix

2000

33.3%

0

0.0%

0

0.0%

100%
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1998

33.3%
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0.0%
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0
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0.0%

100.0%

0.0%

100%

0.0%

100.0%

0.0%

100.0%

0.0%

Figura 15 – Matriz confusão para os estados Horodecki. A classificação é de 100%
para todas as classes. Onde a classe 1 representa os estados NPT, 2
representa os estados PPTES e 3 representa os estados SEP.
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potencias maiores dos inputs, redução da dimensionalidade via PCA (Principal Com-
ponent Analysis), optimização de hiper-parâmetros, e assim por diante. Esse tipo de
algoritmo é um bom ponto de partida para qualquer projeto de ML, já que ele possibilita
investigar se uma feature é mais importante que outra, que é um ponto crucial para
diminuir o número de features durante o processo de aprendizagem, reduzir o esforço
computacional e aumentar a robustez contra over-fitting (MEHTA et al., 2019)

Nós testamos a importância dos features de nosso dataset utilizando o TPOT
com dez gerações do algoritmo genético e uma população de trinta modelos de ML
para a construção do ensemble. A optimização levou em torno de seis horas para
concluir utilizando um PC e obtemos a confirmação que todas as oitenta features,
medidas tomográficas, contribuem igualitariamente para resolver o problema. Desta
maneira, não podemos reduzir a dimensionalidade dos dados sem perder informações
consideráveis. Considerando que nosso feature ci (Equação 87) representa o produto
interno de ρ com os observáveis linearmente independentes (geradores do espaço
SU(3)⊗ SU(3)), este resultado é esperado. Assim, o cenário onde possuímos apenas
informações parciais sobre os estados não favorece o algoritmo de ML.

Para o problema de classificação, em adição às features do vetor ~c ∈ R80, nós
também incluímos o seus valores exponenciais, exp{(ci )} para ∀i = 1, ..., 80 e termos
de segunda ordem cicj para ∀ i = 1, ..., 80 e j = 1, ..., 80 podemos desconsiderar os
termos repetidos como c1c2 = c2c1, totalizando 3400 features. Todos os features são
normalizados com z-score, isto é, centrado para possuir valor médio zero e escalado
para possuir desvio padrão igual a um.

3.3.2.2.2 Classificação Binária (SEP vs. PPTES).

Depois de decidir os features, a primeira tarefa é o treinamento binário para
diferenciar o estado entre separável ou emaranhado preso. Essa tarefa é especial-
mente importante quando o critério de Peres-Horodecki não é capaz de identificar o
emaranhamento de um estado e nós precisamos decidir quando ρ é emaranhado. Para
obter a melhor performance de cada classificador, nós dividimos o conjunto de dados
em duas partes:

• ∼ 80% para treinamento,

• ∼ 20% para teste.

A idéia é testar um modelo treinado com informação nova, para assegurar que
o modelo é capaz de generalizar a predição e é robusto contra overfitting. Assim,
dizemos que possuímos um bom modelo quando alcançamos uma alta performance
na fase de teste.
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Tecnica de ML Teste (%) PPTES (%) SEP (%)
TPOT 75.3 76.6 74.1

auto-sklearn 73.4 71.9 75.0
AutoKeras 41.6 40.0 36.0

Auto-PyTorch 62.2 63.7 60.8
AdaBoost 66.9 65.7 68.1

ANN 58.4 57.0 59.9
SVM 70.5 67.1 73.7
KNN 48.4 0.2 99.8
DT 53.0 49.6 56.5
RF 70.3 73.2 67.4

Tabela 3 – Performance do conjunto de teste para diferentes tecnicas de ML utilizando
o mesmo conjunto de dados para a classificação binária SEP vs. PPTES.
Nós mostramos a melhor performance em negrito. As técnicas de autoML
são TPOT, auto-sklearn, AutoKeras e Auto-PyTorch. Os métodos conven-
cionais são o método de ensemble AdaBoost, rede neural artificial (ANN),
support vector machine (SVM), K primeiros vizinhos (KNN), árvore de deci-
são (DT), e random florest (RF). As porcentagens em Teste, PPTES, e SEP
referente a taxa de classificação corretas (Equação 96).

Nós treinamos diferentes modelos utilizando diferentes técnicas de ML em uma
janela de tempo de seis horas em um computador padrão e computamos a taxa de
classificações corretas:

# classificações corretas
# estados

× 100% (96)

para todos os elementos no conjunto de teste e para cada classe (SEP/PPTES) se-
paradamente. Podemos ver o resultado desta taxa de acertos na Tabela 3 com o
melhor acerto destacado em negrito. Podemos notar que todas as técnicas de autoML
(TPOT, auto-sklearn, AutoKeras, Auto-PyTorch) tiveram uma performance melhor que
seu correspondente (ANN, SVM, KNN, DT, RF e Adaboost). No passo de teste, o TPOT
classificou os estados SEP com uma acurácia de 74, 1% e os estados PPTES com
76, 6%, com uma performance geral de 75, 3%. A matriz de confusão (CM) (GOOD-
FELLOW et al., 2016) para este teste está representada na Figura 16, mostrando as
taxas de acerto (verde) e de erros (vermelho).

3.3.2.2.3 Classificação Múltiplas (SEP/PPTES/NPT).

Embora nós possamos verificar se um estado quântico é PPT ou NPT eficiente-
mente, após a classificação bem sucedida da seção anterior, nós queremos investigar
uma classe a mais em nosso autoML framework para uma descrição do emaranha-
mento em um sistema de dois qutrits. A tarefa a ser realizada é a classificação em três
classes distintas SEP/PPTES/NPT.
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511

39.2%

74.1%

25.9%

72.4%
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21.9%
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24.7%

Figura 16 – Matriz Confusão do conjunto de teste do classificador TPOT. As li-
nhas correspondem a classificação fornecida pelo classificador TPOT
(SEP/PPTES) e as colunas correspondem ao rótulo verdadeiro contido
no conjunto de dados (também SEP/PPTES), contendo as entradas clas-
sificadas corretamente na diagonal e as classificadas erroneamente fora
da diagonal com o número de estados e a porcentagem em relação ao nú-
mero total de observações representado em ambos. A última linha e coluna
mostra a porcentagem de todos os estados que são classificados correta-
mente (verde) e incorretamente (vermelho) pertencente a cada classe. O
TPOT alcançou uma performance total de 75, 3%.
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Para essa tarefa dividimos novamente nosso conjunto de dados em:

• ∼ 80% para treinamento,

• ∼ 20% para teste,

e rodamos os mesmos algoritmos da seção anterior com uma janela de tempo de
seis horas em um computador padrão. Nós apresentamos os resultados na Tabela
4 com o melhor resultado em negrito. Notamos que o TPOT continuou a apresentar
uma performance melhor que as demais técnicas, classificando com uma acurácia de
71, 4% para os estados SEP, 62, 4% para os PPTES e 88, 6% para os NPT, com uma
performance total de 73, 8%. A matriz confusão para o conjunto de teste é mostrada
na Figura 17.

Técnicas de ML Teste (%) NPT (%) PPTES (%) SEP (%)
TPOT 73.8 88.6 62.4 71.4

Auto-sklearn 71.9 86.1 53.2 77.2
AutoKeras 52.5 53.0 44.5 54.9

Auto-PyTorch 42.7 68.7 14.0 45.1
AdaBoost 64.2 95.6 48.1 73.5

ANN 56.0 70.3 42.4 55.6
SVM 72.9 86.5 53.7 69.6
KNN 34.1 0.4 0.6 99.6
DT 43.1 48.0 35.1 45.9
RF 69.2 85.0 45.6 76.4

Tabela 4 – Diferente técnicas de ML aplicadas ao cojunto de dados e sua acurácia
correspondente para o problema de classificação multiclasse. A melhor
acurácia está destacada em negrito. As técnicas de autoML são TPOT,
Auto-sklearn, AutoKeras, e Auto-Pytorch. Os métodos de ensemble são
Adaboost e Random Forest(RF). Os métodos convencionais são redes neu-
rais artificiais (ANN), suport vector machine (SVM), K primeiros vizinhos
(KNN), árvore de decisão (DF). O percentual obtido com o conjunto de
teste, PPTES, SEP e NPT se referem a taxa de acerto descrita na Equação
96.

É impressionante como o TPOT e o auto-sklearn conseguem lidar com a maldi-
ção da dimensionalidade, alcançando uma alta acurácia para este cenário desafiador.
O conjunto de classificação agora possui diversas bordas: entre SEP e PPTES, SEP e
NPT e PPTES e NPT. Uma redução da performance geral é esperada, principalmente
com um conjunto de dados de alta dimensionalidade (possuindo 3400 features e 9762
exemplos). Nós observamos uma baixa performance apenas nos métodos de Dee-
pLearning (ANN, AutoKeras e Auto-PyTorch), conhecido por necessitar de um grande
número de exemplos no conjunto de dados para alcançar uma boa convergência (GO-
ODFELLOW et al., 2016). A despeito de, com uma performance total de 73, 8% para
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Figura 17 – Matriz Confusão do conjunto de teste do classificador TPOT. As li-
nhas correspondem a classificação fornecida pelo classificador TPOT
(NPT/PPTES/SEP) e as colunas correspondem ao rótulo verdadeiro con-
tido no conjunto de dados (também NPT/PPTES/SEP), contendo as en-
tradas classificadas corretamente na diagonal e as classificadas errone-
amente fora da diagonal com o número de estados e a porcentagem em
relação ao número total de observações representado em ambos. A última
linha e coluna mostra a porcentagem de todos os estados que são classi-
ficados corretamente (verde) e incorretamente (vermelho) pertencente a
cada classe. O TPOT alcançou uma performance total de 73, 8%.
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um conjunto de dados contendo poucos exemplos utilizando o TPOT, demonstra-nos
que ML pode ser uma nova ferramenta em potencial para investigar emaranhamento
preso em sistemas de alta dimensionalidade.

3.3.2.2.4 Regressão da Robustez Generalizada

O problema de regressão para o ML é um problema mais complexo que a
classificação, pois ele é entendido como um problema de múltipla classificação com
infinitas classes. Aqui, o alvo é a robustez generalizada, como definida na Equação 90
e calculada para cada exemplo contido em nosso conjunto de dados através de uma
ε-OEW, com ε = 10–5.

Apesar de começar com valores de baixa precisão, e não possuir uma conjunto
de dados grande para preencher as infinitas classes, autoML ainda é capaz de recu-
perar a tendência da linha do quantificador. A ideia aqui é utilizar a regressão para
validar o classificador anterior e estimar a quantidade de emaranhamento do estado
em algum grau. Assim, altos valores para a GR prevista pode nos dar confiança sobre
o emaranhamento de um estado desconhecido.

Na Tabela 5 apresentamos uma comparação entre as diferentes técnicas de
ML para o problema de regressão, com o melhor modelo destacado em negrito. Como
Auto-sklearn ainda é muito incipiente nessa tarefa, nós optamos por tirá-lo desta com-
paração. O autoML também provou ser eficiente na tarefa de regressão, apresentando
um melhor resultado que as técnicas padrões. Para alcançar uma melhor performance,
AutoKeras possui um fine-tunning extra, chamado final fit, que leva uma hora extra
além das seis horas da janela de tempo utilizada para os algoritmos. Esse final fit é
responsável pela redução de quase 5% do erro médio absoluto (Mean Absolute Error,
MAE).

ML technique MAE
TPOT 0.0373

AutoKeras 0.0335
Auto-PyTorch 0.0347

ANN 0.0350
SVM 0.0383
KNN 0.0500
DT 0.0649
RF 0.0463

Tabela 5 – Diferentes técnicas de ML aplicadas ao conjunto de dados e seu erro abso-
luto médio (MAE) no conjunto de teste. As técnicas de autoML são TPOT,
AutoKeras, e Auto-Pytorch. Os métodos convencionais são redes neurais
artificiais (ANN), support vector machine (SVM), k primeiros vizinhos (KNN),
árvore de decisão (DT), random florest (RF).
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Figura 18 – Em azul (círculo) a Robustez Generalizada e em vermelho (estrela) a
predição do ML considerando em torno de 9000 (reduzido em um fator de
cinquenta para melhor visualização) pontos do conjunto de treinamento
após um modelo de autoML ter sido treinada e implementada utilizando o
pacote AutoKeras, com um erro absoluto médio (MAE) de 0, 0335. O eixo
horizontal representa o rótulo i do estado ρi .

Nós mostramos os valores alvos (organizado do menor para o maior) e os
respectivos valores fornecidos pela regressão utilizando AutoKeras na Figura 18, com
MAE de L1 = 0.0335. Com o objetivo de uma melhor visualização do gráfico, reduzimos
a densidade de pontos por um fator de cinquenta.

No caso em que queremos um modelo com uma descrição mais acurada do
quantificador, devemos aumentar o número de exemplos do conjunto de dados, de
maneira que a densidade de pontos em cada uma das infinitas classes represente o
conjunto de acordo.

Nós podemos estabelecer um limiar no qual podemos acreditar na predição
do modelo como uma função do MAE alcançado. Por exemplo, podemos definir um
limiar conservador,δ = 3 × L1 ≈ 0, 1, então, quando o modelo prevê um GR maior
que δ nós podemos dizer que o estado é emaranhado. Vale ressaltar que para valores
menores (GR < 0, 1), o valor previsto é quase um limite superior, ou seja, o verdadeiro
valor é menor do que o previsto. Por outro lado, valores maiores (GR> 0, 25) o modelo
estabeleceu um limite superior e desta maneira o verdadeiro valor é maior que o
previsto. Para a região intermediária (0, 1 < GR < 0, 25), nós não podemos acessar
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os limites superior/inferior, ele satisfaz o critério de ser maior que o limiar δ e desta
maneira podemos concluir que o estado é emaranhado.

3.3.3 Conclusão.

Neste trabalho, nós criamos uma metodologia para a criação de estados ema-
ranhados presos uniformemente distribuídos pelo espaço de Hilbert e aplicamos a
diversas técnica de ML e autoML para criar um classificador de emaranhamento em
um sistema de dois qutrits. Estudamos dois sistema distintos, o primeiro referente a
uma família de estados de um parâmetro de dois qutrits chamada de estados Horo-
decki e a segunda a estados de dois qutrits uniformemente distribuídos no espaço
de Hilbert. Para os estados de Horodecki nossa rede treinada foi capaz de obter uma
classificação de aproximadamente 100% para todas as classes

Nós conseguimos aplicar nosso framework com sucesso até mesmo na ins-
tância mais difícil do problema, quando o critério de Perez-Horodecki não consegue
identificar se um estado quântico é emaranhado ou separável. Com o autoML para o
problema de classificação binária (SEP vs. PPTES), TPOT obteve uma acurácia de
74,1

Para alcançar modelos com uma performance maior em qualquer dos testes
apresentados, devemos aumentar o número de exemplos dentro do conjunto de dados.
Nós treinamos nossos modelos utilizando um conjunto de dados que possui tanto
estados PPTES aleatórios como artificiais, e possuímos uma evidência numérica forte
de que criar estados PPTES artificiais é uma boa estratégia para contornar o problema
de baixa probabilidade de sorteio de estados PPTES utilizando a medida de Hilbert-
Schimdt.

O esforço computacional de criar um conjunto de dados maior pode valer a
pena quando queremos decidir se um estado quântico aleatório é emaranhado efici-
entemente e com alta probabilidade. Desta forma, um repositório global de estados
corretamente rotulados poderia ajudar a comunidade a treinar melhores máquinas e
validar os resultados, poderíamos ter um grande número de grupos trabalhando com
o mesmo conjunto de dados. Esse tipo de abordagem também poderia auxiliar em
escalar o framework para maiores dimensões do espaço de Hilbert e/ou cenários com
um maior número de subsistemas. As limitações em escalar o problema são:

• Conforme a dimensão aumenta a probabilidade de sortearmos estados SEP /
PPTES decrescem super-exponencialmente em relação à dimensão (AUBRUN;
SZAREK, 2006).

• Aumentando o número de subsistemas, o número de possíveis bipartições au-
menta combinatorialmente e assim o custo computacional de construir OEWs
para emaranhamento multipartite genuíno é ainda maior.
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• Os requisitos experimentais para obter as medidas tomográficas também não
escalam amigavelmente, já que ela aumenta quadraticamente com a dimensão.

Podemos também concluir que, dado à dificuldade do problema, nós temos
fortes indicações que o autoML pode ser benéfico para tarefas de aprendizado su-
pervisionado de todos os tamanhos e escalas, incluindo problemas com conjunto de
dados pequenos, pavimentando o caminho para futuras investigações utilizando este
framework.
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4 QBOOST PARA REGRESSÃO.

Neste capítulo iremos adaptar o algoritmo QBoost (NEVEN et al., 2009, 2012,
2008), um modelo de ensemble learning quântico desenvolvido para a tarefa de classifi-
cação binária, para ser capaz de resolver problemas de regressão. Aplicar a adaptação
na solução de equações diferenciais parciais (EDP), especificamente, na solução da
equação de Burgers unidimensional com viscosidade. O capítulo é dividido em cinco
seções distintas. A primeira se refere a uma exposição sobre computação quântica
adiabática. A segunda se refere a uma exposição do algoritmo QBoost e a adapta-
ção realizada neste trabalho. A terceira descreve o algoritmo híbrido completo para
regressão de EDP utilizado. A quarta nós mostramos e discutimos nossos resulta-
dos. Por último, a quinta seção apresenta a conclusão deste trabalho. Os códigos
e dados utilizados neste trabalho estão disponíveis no seguinte endereço eletrônico:
https://bitbucket.org/quantumcomp/qboost.git.

4.1 COMPUTAÇÃO QUÂNTICA ADIABÁTICA.

O modelo de computação quântica adiabática (AQC) explora o teorema adia-
bático para solucionar problemas de optimização. O teorema adiabático nos diz que
dado um sistema inicialmente no n-ésimo autoestado de energia (normalmente o es-
tado fundamental), o estado final do sistema permanece no mesmo autoestado se
o sistema evoluir adiabaticamente (MCGEOCH, 2014). Assim, o método AQC pode
resolver problemas de optimização evoluindo um hamiltoniano inicial, fácil de preparar
no estado fundamental, para um hamiltoniano final, que é a codificação do problema
de optimização, que permanece no estado fundamental. Em sua forma ideal AQC
permite que seja realizada computação universal, o que significa que pode simular
outros modelos de computação universal como o modelo de circuito, com no máximo
um aumento polinomial de recursos (AHARONOV et al., 2004).

Tipicamente, o modelo universal de AQC é referido como um modelo "non-
stoquastic", ele pode simular hamiltonianos non-stoquastic que possui tanto elementos
positivos e negativos fora da diagonal em sua representação matricial. Isso permite
que o modelo AQC possa resolver qualquer problema computável por uma máquina de
Turing, o que o torna em modelo universal (CRUZ-SANTOS; MORALES-LUNA, 2014).
Desta maneira, se um problema pode ser desenhado para um modelo circuital, ele
pode ser mapeado em um modelo AQC. Também, é importante notar que a computa-
ção no modelo AQC não precisa ocorrer no estado fundamental, o que significa que o
problema pode começar no n-ésimo autoestado do Hamiltoniano inicial e terminar no
mesmo autoestado do Hamiltoniano final de acordo com o teorema adiabático. Entre-
tanto, como AQC normalmente é utilizada para solucionar problemas de optimização,
o Hamiltoniano inicial é preparado no estado fundamental, fazendo com que o Hamil-

https://bitbucket.org/quantumcomp/qboost.git
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toniano final termine no estado fundamental, codificando a solução do problema de
optimização, menor valor da função custo, (CRUZ-SANTOS; MORALES-LUNA, 2014).

Hardwares para Quantum Annealing tentam incorporar o algoritmo de AQC
para solucionar problemas computacionais codificando o problema de optimização
no estado fundamental do Hamiltoniano final. Deste modo, Quantum Annealing é um
modelo não-universal, pois pode simular apenas Hamiltonianos "Stoquastic", que pode
ter apenas elementos não-positivos fora da diagonal em suas representações matriciais
(HORMOZI et al., 2017).

De maneira geral o bloco de construção da maioria dos modelos de computação
quântica é o qubit, estado quântico de dois níveis. Uma maneira conveniente de apre-
sentar o estado quântico puro do qubit é através da base computacional {|0〉 , |1〉}, que
é tipicamente representada pelo vetor de estado |ψ〉 no espaço de Hilbert (SAKURAI;
COMMINS, 1995):

|0〉 =

(
1
0

)
, |1〉 =

(
0
1

)
, (97)

|ψ〉 = α |0〉 + β |1〉 →

(
α

β

)
, (98)

onde α e β são valores complexos da amplitude de probabilidade dos estados do qubit.
O módulo quadrado das amplitudes de probabilidade determinam a probabilidade do
estado do qubit ser medido como |0〉 ou |1〉 e ele deve ser normalizado para que o
estado do qubit seja um estado quântico válido (WOLF, 2019),

|α|2 + |β|2 = 1. (99)

Podemos generalizar essa descrição para descrever um estado |Ψ〉 com múlti-
plos qubits como:

|Ψ〉 =
N∑

i=0

αi

∣∣∣ψ1
i

〉
⊗ · · · ⊗

∣∣ψn
i
〉

(100)

com

N∑
i=0

|αi |
2 = 1. (101)

As operações em um estado quântico para evoluir o sistema são feitas através
da aplicação de operações unitárias no estado quântico inicial do sistema. A operação
unitária Û pode ser representada como:



Capítulo 4. Qboost para regressão. 80

|ψ(t2)〉 = Û(t2, t1) |ψ(t1)〉 , (102)

onde |ψ(t2)〉 é o estado no instante t2 após a evolução unitária Û(t2, t1) que leva o
estado do instante t1 para o instante t2.

Para que a operação U seja unitária é necessário que a condição, ÛÛ† = Û†Û =
1 seja satisfeita.

Finalmente, a última parte para completar a descrição do modelo de compu-
tação quântica é o sistema de medições, que é uma parte crucial da computação.
Por causa da natureza probabilística do resultado da medição que corresponde ao
observável físico A no sistema, o valor medido de qualquer observável no sistema
deve ser calculado como um valor esperado. Para cada quantidade física mensurável
no sistema, deve existir um operador Hermitiano Â associado a ele. A probabilidade
p de medir o sistema em um estado específico m é apresentado como (NIELSEN;
CHUANG, 2000);

p(m) = 〈ψ| ÂmÂ†m |ψ〉 . (103)

Não existem passos de tempo discretos na AQC. Ao invés, como mostrado na
Figura 19, o estado dos qubits evolui gradualmente de acordo com certas forças repre-
sentadas pelo Hamiltoniano H(t) que faz com que o sistema evolua do Hamiltoniano
inicial H0 para o Hamiltoniano final Hf . A evolução do sistema na AQC é continua e é
governada pela equação de Schrödinger, Equação 104, onde o estado de n qubits no
tempo t é definido como |Ψ(t)〉 (CRUZ-SANTOS; MORALES-LUNA, 2014)

i h̄
∂

∂t
|Ψ(t)〉 = H(t) |Ψ(t)〉 . (104)

4.1.1 Algoritmo quântico adiabático

Em Farhi et al. (FARHI et al., 2001), o algoritmo quântico adiabático é proposto
para solucionar diversas instâncias de satisfazibilidade Booleana (3SAT), notoriamente
conhecido como um problema NP-hard, usando evolução adiabática. Eles sugerem
que o algoritmo quântico adiabático pode solucionar problemas de optimização difíceis
se formulados como um problema de minimização de energia.

O algoritmo para solucionar um problema de optimização P é descrito da se-
guinte forma:

1. O sistema é iniciado no estado fundamental de um hamiltoniano H0, facilmente
preparável.
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Figura 19 – Modelo de computação quântica adiabática. Onde os estados |ψ1〉 e |ψ2〉
são estados de qubits do sistema, |Ψ1〉 e |Ψ2〉 é o estado do sistema em
diferentes momentos da evolução do sistema e s = t

T , sendo T o tempo
total da evolução do sistema.

2. O subsistema é evoluído adiabaticamente durante um tempo T, para um hamilto-
niano final, Hf , de maneira que no estado fundamental deste esteja codificada a
solução do problema.

O Hamiltoniano final evolui de acordo com:

H(t) =
(

1 –
t
T

)
H0 +

t
T

Hf = (1 – s)H0 + sHf , (105)

onde T é o tempo de evolução total do sistema e s = t
T .

Este algoritmo explora o teorema adiabático. O teorema em sua forma original
(BORN; FOCK, 1928) nos diz que um sistema físico permanece no autoestado instan-
tâneo se uma dada perturbação atua suficientemente devagar e se houver um gap
entre o autovalor e o resto do espectro do Hamiltoniano. Isso significa que se um sis-
tema estiver no estado fundamental de H0, ele irá permanecer no estado fundamental
de Hf ao final do processo se a mudança for adiabática. Para que a evolução seja
adiabática, o tempo ao qual o Hamiltoniano muda precisa ser muito maior do que a
escala de tempo característica para as mudanças do sistema.

Mais formalmente de acordo com (BORN; FOCK, 1928) o teorema adiabático é
enunciado como:
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"Se um sistema quântico descrito por um hamiltoniano não degenerado
dependente do tempo estiver inicialmente no n-ésimo autoestado de H(t0),
e se H(t) evoluir de forma suficientemente lenta, então o estado do sistema
no tempo t1 permanecerá no n-ésimo autoestado de H(t1)."

Existem diversas maneiras de expressar matematicamente o teorema adiabá-
tico, apresentamos o desenvolvimento do teorema para o caso não degenerado no
Apêndice A.

Para conseguir alcançar uma mudança adiabática no caso da computação quân-
tica, a escala de tempo da mudança deve ser proporcional ao inverso do gap mínimo
entre o estado fundamental E0(s) e o primeiro estado exitado E1(s) (FARHI et al., 2001)

T >>
1

g2
min

, (106)

com

gmin = min
0≤s≤1

(E1(s) – E0(s)) . (107)

Consequentemente, o tempo total da evolução para a mudança adiabática de-
pende do inverso do quadrado do gap de energia. Para esta relação, quanto menor é
o gap de energia, mais lentamente temos que rodar o algoritmo. No caso em que os
níveis de energia se cruzam, fazendo com que gmin → 0, o tempo de execução será
T → ∞. Entretanto, encontrar gmin para avaliar a performance do AQC é tão difícil
quanto encontrar a solução do problema original. Assim, limiares sobre gmin são tipi-
camente considerados para avaliar a performance da optimização AQC (CULLIMORE
et al., 2012).

Isso implica que a AQC para optimização algumas vezes falha em problemas
NP-hard, quando o estado fundamental e o primeiro excitado se aproximam exponen-
cialmente um do outro (DICKSON; AMIN, 2011). Assim, para evitar o cruzamento dos
níveis de energia , o algoritmo necessita ser executado em um tempo exponencial para
permanecer no estado fundamental. Diversos estudos na literatura (FARHI et al., 2008;
DAM et al., 2001; JANSEN et al., 2007; AMIN; CHOI, 2009) exploram as condições
sobre a qual o AQC falha.

4.1.2 Quantum Annealing

Quantum Annealing (QA) é desenvolvido para solucionar problemas de opti-
mização difíceis, onde a solução é codificada no estado fundamental final de um
hamiltoniano dependente do tempo. QA realiza um processo adiabático lento para
deixar o estado fundamental do hamiltoniano inicial evoluir para o estado fundamental
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do hamiltoniano final, que nos dá a solução do problema (DAS, A.; CHAKRABARTI,
2008). Entretanto, ao contrário do modelo universal AQC, o QA flexibilizam diversos
aspectos físicos do ambiente do sistema, fazendo com que ela não seja um modelo
universal (HORMOZI et al., 2017).

Quantum annealing pode ser comparado com o algoritmo de simulated anne-
aling (NISHIMORI, 2015), que é utilizado para encontrar soluções ótimas através de
flutuações térmicas. No Simulated Annealing o algoritmo implementa o análogo do
resfriamento de metais para simular o procedimento de annealing. Pontos aleatórios
são gerados na vizinhança do atual melhor ponto óptimo e a função do problema é
validada nestes pontos. Se um dos valores destes pontos é melhor (ou menor) que o
atual melhor ponto, então o algoritmo aceita este ponto, e o melhor valor é atualizado
de acordo. Entretanto, o ponto pode ser aceito ou rejeitado se o valor validado for pior
(ou maior) do que o atual melhor ponto. A decisão de aceitar ou rejeitar o ponto é pro-
babilístico e é baseado no valor da função densidade de probabilidade da distribuição
de Boltzmann-Gibbs (ARORA, 2014).

O algoritmo de Quantum Annealing é similar ao Simulated Annealing no sentido
de que o parâmetro de temperatura é análogo a força do campo de tunelamento no
Quantum Annealing, pois ele explora o tunelamento quântico na escala quântica. A
ideia por trás da produção do efeito de tunelamento quântico por um campo transverso
para ajudar a evoluir o sistema para o seu estado fundamental foi proposto inicialmente
por (RAY et al., 1989). No Simulated Annealing, Figura 20, a temperatura determina a
probabilidade de que um estado preso em um mínimo local seja capaz de passar pela
barreira, imposta por esse mínimo, e alcançar estados de menor energia. A fraca flutu-
ação térmica possibilita o sistema navegar por sua configuração energética e alcançar
níveis de energia menores. Entretanto, a força do campo transverso no Quantum An-
nealing determina a probabilidade quântica para manipular a amplitude de todos os
estados em superposição. Os qubits podem não ficar presos em mínimos locais para
solucionar o problema de optimização. Classicamente, se o qubit ficar preso em um
mínimo local ele irá necessitar de uma energia extra para escalar a barreira de poten-
cial para sair do mínimo local e alcançar o mínimo global. Já no caso do Quantum
Annealing os qubits podem tunelar através dessas barreiras enquanto eles procuram
pelo menor nível de energia (TAMIR; COHEN, 2015). Assim, a vantagem do Quantum
Annealing sobre o Simulated Annealing está na exploração do tunelamento quântico.
Entretanto, o tunelamento quântico não garante que o Quantum Annealing irá perfor-
mar melhor que o Simulated Annealing por causa da existência de gaps de energia
exponencialmente pequenos, gmin, para algumas estâncias difíceis.

Para executar o algoritmo Quantum Annealing, flutuações quânticas são induzi-
das adicionando um campo magnético transverso na direção do eixo-x , representado
pela matiz de Pauli σ̂x

i atuando no qubit i , obtendo o Hamiltoniano de N-qubits depen-
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Simulated Annealing Quantum Annealing

Figura 20 – Diferença entre Simulated Annealing e Quantum Annealing.

dente do tempo (CRUZ-SANTOS; MORALES-LUNA, 2014)

H(t) = Γ (t)
∑
i=1

∆iσ
x
i + A(t)Hf (108)

de maneira que
∑

i=1∆iσ
x
i é um Hamiltoniano de tunelamento quântico não comutável

adequadamente escolhido, e seu estado fundamental é uma superposição igual de
estados |0〉 e |1〉. O parâmetro ∆i é introduzido para levar em conta a probabilidade,
diferente de zero, de ocorrer o tunelamento entre os dois poços de potencial dos qubits.
O sistema é facilmente iniciado neste estado com Γ (t) = 1 e A(t) = 0. Durante o
Quantum Annealing, o termo do campo transverso, Γ , gradualmente diminui de um
para zero, e o termo A, do Hamiltoniano final, cresce de zero para um. Ao final do
processo o sistema termina no estado fundamental de Hf de acordo com o teorema
adiabático.

4.1.2.1 Quantum Annealing no Computador da D-Wave

O hardware D-Wave 2000Q implementa o algoritmo Quantum Annealing utili-
zando o seguinte Hamiltoniano:

HIsing–transverso = A(s)H0 + B(s)Hf , (109)

onde A(s) e B(s) são funções que controlam o processo e mudam ao longo do tempo.
H0 é o hamiltoniano inicial e Hf é o hamiltoniano final, que codifica o problema a ser
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optimizado. Tipicamente o processo de annealing começa em s = 0 com A(s) >> B(s)
e termina em s = 1 com A(s) << B(s).

Para o sistema da D-Wave, o hamiltoniano é a soma de dois termos, o hamilto-
niano inicial e o hamiltoniano final, e é representado por (CRUZ-SANTOS; MORALES-
LUNA, 2014):

Hising–transverso = –A(s)

(∑
i

σ̂x
i

)
+ B(s)

∑
i

hi σ̂
z
i +
∑
i<j

Ji ,j σ̂
z
i σ̂

z
j

 . (110)

Na primeira parte do hamiltoniano, o sistema inicial é preparado no estado
fundamental aplicando um forte campo magnético transverso representado pela matrix
de Pauli σ̂x

i na Equação 113, e todos os qubits i estão em uma superposição de
estados de |0〉 e |1〉. O hamiltoniano inicial é diagonal na base de Hadamard, que é
uma base alternativa à base computacional {|0〉 , |1〉} e é representada por {|+〉 , |–〉}. A
base de estados de Hadamard pode ser obtida aplicando a operação de Hadamard,
Equação 117, nos estados da base computacional para criar a superposição

|+〉 =

 1√
2

1√
2

 , (111)

|–〉 =

 1√
2

– 1√
2

 . (112)

Definimos as operações produzidas pelas matrizes de Pauli como:

• Pauli-X é equivalente a porta lógica clássica NOT. Ela mapeia |0〉 para |1〉 e |1〉
para |0〉

σx =

(
0 1
1 0

)
. (113)

• Pauli-Y mapeia |0〉 para i |1〉 e |1〉 para –i |0〉

σy =

(
0 –i
i 0

)
. (114)

• Pauli-Z mapeia |1〉 para – |1〉 e |0〉 para |0〉

σz =

(
1 0
0 –1

)
. (115)
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Definimos, também, a operação de Hadamard como:

H =
1√
2

(
1 1
1 –1

)
, (116)

(117)

tal que

H |0〉 =
1√
2
|0〉 +

1√
2
|1〉 = |+〉 ,

H |1〉 =
1√
2
|0〉 –

1√
2
|1〉 = |–〉 .

(118)

Desta maneira, para iniciar o processo de annealing em t = 0, o sistema começa
no estado de menor energia do hamiltoniano inicial H0 na base de Hadamard, dado
por:

|+(t = 0)〉 =
1√
2N
⊗N

i=1 (|0〉i + |1〉i ). (119)

No segundo termo do Hamiltoniano na Equação 110, i e j representam dois
qubits vizinhos, e a interação entre eles é quantificada pela força de acoplamento Ji ,j .
Os coeficientes lineares hi correspondem ao viés dos qubits, e σz

i e σz
j na Equação 110

são matrizes de Pauli que representam a quantização do campo magnético longitudinal
local formando os qubits i e j , respectivamente, de acordo com o viés dos qubits hi .
Assim, a função objetivo, Hf , pode ser expressa pelo modelo de Ising.

A D-Wave suporta duas formulações, computacionalmente equivalentes, para a
função objetivo:

1. Modelo de Ising:

Hising(s) =
∑
i=1

hisi +
∑
i<j

Ji ,jsisj , (120)

onde si e sj são estados que correspondem aos valores +1 e –1, que podem ser
os estados de spin up e spin down.

Entretanto como estamos lidando com problemas de optimização, é mais conve-
niente representar os problemas utilizando valores lógicos 0 e 1 ao invés de –1 e
1.
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2. Quadratic Unconstrain Binary Optimization (QUBO):

f (x) =
∑

i

Qi ,ixi +
∑
i<j

Qi ,jxixj (121)

Q é uma matriz triangular superior N × N de valores reais e xi e xj são estados
que correspondem aos valores 0 e 1. Diversos problemas de optimização duros
podem ser codificados propriamente no modelo QUBO (GLOVER et al., 2019).

4.1.2.2 Arquitetura do hardware D-Wave

Quando um problema é submetido à unidade de processamento quântico da
D-Wave (QPU), ele é traduzido e codificado em um sistema físico, esse processo
é chamado de embedding. A arquitetura da D-Wave é simplesmente uma rede de
qubits interconectados que são conectados através de "acopladores". Entretanto, os
qubits na atual topologia não são totalmente conectados. Este fato deve ser levado
em consideração ao mapear o problema na topologia física atual, porém, este pro-
blema normalmente é resolvido automaticamente pelo software da D-Wave. A primeira
topologia desenvolvida pela D-Wave é a topologia Chimera.

A QPU da D-Wave 2000Q consiste em uma grade de 16×16 células unitárias da
topologia Chimera. A célula unitária no grafo chimera é um grafo bipartite K4,4, como
mostrado na Figura 21. Cada célula unitária do grafo Chimera possui oito qubits (bolas
azuis), e cada qubit é conectado com seu vizinho (conexões verdes), resultando que
cada qubit se conecta com outros quatro qubits ortogonais internamente. Diferentes
células unitárias são conectadas por acopladores externos (conexões vermelhas), e
eles conectam os qubits paralelos na mesma linha horizontal ou vertical. Os acoplado-
res externos dão mais liberdade para os qubits, permitindo que um qubit se conecte
com no máximo seis qubits.

4.2 QBOOST

O QBoost foi desenvolvido por pesquisadores da Google e D-Wave labs (NE-
VEN et al., 2009, 2012, 2008) e é o algoritmo pioneiro na área do ML quântico. O
modelo básico de ML é um ensemble de K classificadores binários (weak-learners)
hk (x), k = 1, ..., K , que são combinados por uma soma de pesos da forma h(x) =
sigmoid

(∑K
k=1 wT fk (x)

)
com x ∈ RN e h(x) ∈ {0, 1}. Nós assumimos que os classi-

ficadores individuais hk (x) são treinados, e portanto os parâmetros do modelo serão
omitidos.

Treinar o ensemble significa encontrar os pesos associados a cada classificador
individual. Para esta tarefa, nós normalmente minimizamos dois termos simultane-
amente: uma função custo, L(w , h(x), y) e um termo de regularização, R(w). Para o
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Figura 21 – Topologia do grafo Chimera, mostrando quatro células unitárias.

problema de classificação, o algoritmo minimiza o erro quadrático médio adicionado um
termo de regularização L0 para encontrar os pesos associados a cada weak-learner

J(w , h(x), y ) = L(w , h(x), y ) + R(w) =
1
M

M∑
m=1

(
h(x (m)) – y (m)

)2
+ λ||w ||0, (122)

onde ||.||0 conta o número de parâmetros diferentes de zero, λ controla a força da
regularização é ajustado empiricamente, h(xm) =

∑K
k=1 wkhk (xm), y (m) é o valor real

do exemplo m e M é o número total de exemplos. Para deixarmos a equação acima na
forma QUBO devemos abrir o termo quadrático.

J(w , h(x), y ) =
1
M

M∑
m=1

 K∑
k=1

wkhk (x (m)) – y (m)

2

+ λ||w ||0 (123)

J(w , h(x), y ) =
1
M

M∑
m=1

 K∑
k ,k ′=1

wkwk ′hk (x (m))hk ′ (x (m)) –
K∑

k=1

2wkhk (x (m))y (m) +
(

y (m)
)2
+

+
K∑

k=1

wkλ.

(124)

O termo 1
M
∑M

m=1

(
y (m)

)2
pode ser desconsiderado, já que o mesmo é uma

constante positiva que não irá influenciar na optimização. Desta forma,
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K∑
k ,k ′=1

wkwk ′

 1
M

M∑
m=1

hk (x (m))hk ′ (x (m))

 +
K∑

k=1

wk

λ –
2
M

M∑
m=1

hky (m)

 , (125)

os termos 1
M
∑M

m=1 hk (x (m))hk ′ (x (m)) e λ – 2
M
∑M

m=1 hk (x (m)) servem como os termos
de interação e força do campo para o modelo de Ising, enquanto os pesos wk e wk ′

fazem o papel dos temor xi e xj .
Entretanto esta formulação exige que os pesos sejam variáveis binárias, o que

impossibilita a sua aplicação em problemas de regressão. Para que seja possível
tratar problemas de regressão devemos fazer algumas alterações na formulação do
problema:

• Alterar o termo de regularização para a norma dois, l2, para que o problema
possa ser escrito na forma QUBO.

• Realizar uma expansão de ponto flutuante nos pesos wk .

• Adicionar a restrição de que os pesos devem somar um,
∑

k wk = 1.

Alterando o termo de regularização para a norma l2, teremos

J(w , h(x), y ) =
1
M

M∑
m=1

 K∑
k=1

wkhk (x (m)) – y (m)

2

+ λ||w ||22 (126)

J(w , h(x), y ) =
1
M

M∑
m=1

 K∑
k ,k ′=1

wkwk ′hk (x (m))hk ′ (x (m)) – 2y (m)
K∑

k=1

wkhk (x (m))

+

+
K∑

k=1

λwkwk .

(127)

Precisamos escrever nossos pesos como uma aproximação de ponto flutuante
de R–bits de valores reais wi . Seguindo a metodologia descrita em (ROGERS; SIN-
GLETON, 2020), nós aplicamos a expansão em ponto flutuante para representar os
pesos wk da Equação 125. Para qualquer número χ ∈ [0, 2), a representação biná-
ria com acurácia de R qubits de resolução pode ser expressada por uma string de
bits, [Q0Q1Q2 . . .QR]2, onde Qr ∈ {0, 1} é o valor o r -ésimo bit, e o colchete indica a
representação binária. Em termos da série de potência 2–r , nós teremos,

χk =
R–1∑
r=0

2–r Q(k )
r . (128)
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Para representar os pesos em um domínio menos restritivo, wk ∈ [–d , 2c – d ],
nós escalamos e mudamos χk por,

wk = cχk – d . (129)

Quando d > 0 e c > d /2, o domínio de wk irá sempre possuir uma região positiva e uma
negativa, e o valor preciso de c e d podem variar de acordo com o problema específico.
Para o problema de regressão possuímos uma restrição extra,

∑
k wk = 1, para reduzir

uma variável e forçar uma mistura afim dos pesos. Desta maneira devemos substituir

K∑
k=1

wk = 1,

K –1∑
k=1

wk + wK = 1,

wK = 1 –
K –1∑
k=1

wk ,

(130)

em cada termo da Equação 127 proporcional a wk . Mudando a notação por simplici-
dade hk (x (m)) = hk , teremos

K∑
k=1

wkhk =
K –1∑
k=1

wkhk + wK hK

=
K –1∑
k=1

wkhk +

1 –
K –1∑
k=1

wk

hK

=
K –1∑
k=1

wk (hk – hK ) + hK

K –1∑
k=1

wk (hk – hK )

(131)

retiramos o termo hK pois ele não contribui para a minimização. Desta maneira teremos
que
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K∑
k=1

wkhk

K∑
k ′=1

wk ′hk ′

=

K –1∑
k=1

wk (hk – hK ) + hK

K –1∑
k ′=1

wk ′ (hk ′ – hK ) + hK


=

K –1∑
k ,k ′=1

wkwk ′ (hk – hK )(hk ′ – hK ) + 2hK

K –1∑
k=1

wk (hk – hK ) + h2
K

K –1∑
k ,k ′=1

wkwk ′ (hk – hK )(hk ′ – hK ) + 2hK

K –1∑
k=1

wk (hk – hK )

(132)

como no caso da equação 131 o termo h2
K não contribui com a minimização pois é

uma constante, assim podemos retirá-lo da equação 132.

λ

K∑
k=1

wkwk

=λ
K –1∑
k=1

wkwk + wK wK

=λ
K –1∑
k=1

wkwk + λ

1 –
K –1∑
k=1

wk

1 –
K –1∑
k ′=1

wk ′


=λ

K –1∑
k ,k ′=1

δk ,k ′wkwk ′ + λ
K –1∑

k ,k ′=1

wkwk ′ – 2λ
K –1∑
k=1

wk + λ

λ

K –1∑
k ,k ′=1

(1 + δk ,k ′ )wkwk ′ – 2λ
K –1∑
k=1

wk .

(133)

Substituindo as equações 131, 132 e133 na equação 127 teremos,

J(w , h, y ) =
K –1∑

k ,k ′=1

wkwk ′

 1
M

M∑
m=1

(hk – hK )(hk ′ – hK ) + λ(1 + δk ,k ′ )

+

+ 2
K –1∑
k=1

 1
M

M∑
m=1

(hk – hK )(hK – y (m)) – λ

 .

(134)

Reescrevendo cada termo da equação 134 utilizando transformação de escala
129 teremos
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2
K –1∑
k=1

wk

 1
m

M∑
m=1

(hk – hK )(hK – y (m)) – λ


=2

K –1∑
k=1

(cχk – d)

 1
M

M∑
m=1

(hk – hK )(hK – y (m)) – λ


2c

K –1∑
k=1

χk

 1
M

M∑
m=1

(hk – hK )(hK – y (m)) – λ

 ,

(135)

onde o termo proporcional a d foi descartado pois não contribui com a minimização.

K –1∑
k ,k ′=1

wkwk ′

 1
M

M∑
m=1

(hk – hK )(hk ′ – hK ) + λ(1 + δk ,k ′ )


=

K –1∑
k ,k ′=1

(cχk – d)(cχk ′ – d)

 1
M

M∑
m=1

(hk – hK )(hk ′ – hK ) + λ(1 + δk ,k ′ )

 =

K –1∑
k ,k ′=1

c2χkχk ′

 1
M

M∑
m=1

(hk – hK )(hk ′ – hK ) + λ(1 + δk ,k ′ )

–

–
K –1∑
k=1

2cdχk

 1
M

M∑
m=1

(hk – hK )
K –1∑
k ′=1

(hk ′ – hK ) +
K –1∑
k ′=1

λ –
K –1∑
k ′=1

λδk ,k ′


=

K –1∑
k ,k ′=1

c2χkχk ′

 1
M

M∑
m=1

(hk – hK )(hk ′ – hK ) + λ(1 + δk ,k ′ )

–

–
K –1∑
k=1

2cdχk

 1
M

M∑
m=1

(hk – hK )
K –1∑
k ′=1

(hk ′ – hK ) + λK

 .

(136)

Juntando as equações 135 e 136, obteremos

J(χ, h, y ) =
K –1∑

k ,k ′=1

c2χkχk ′

 1
M

M∑
m=1

(hk – hK )(hk ′ – hK ) + λ(1 + δk ,k ′ )

+

+ 2c
K –1∑
k=1

χk

 1
M

M∑
m=1

(hk – hK )

(hK – y (m)) – d
K –1∑
k ′=1

(hk ′ – hK )

 – λ(1 – dK )

 .

(137)

Aplicando a expansão de ponto flutuante, equação 128, à equação 137, obtere-
mos
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J(Q, h, y ) =
K –1∑

k ,k ′=1

c2

 1
M

M∑
m=1

(hk – hK )(hk ′ – hK ) + λ(1 + δk ,k ′ )

R–1∑
r=0

2–r Qk
r

R–1∑
r ′=0

2–r
′
Qk

′

r ′ +

K –1∑
k=1

2c

 1
M

M∑
m=1

(hk – hK )

(hK – y (m)) – d
K –1∑
k ′=1

(hk ′ – hK )

 – λ(1 – dK )


R–1∑
r=0

2–r Qk
r .

(138)

Como os qubits físicos no processador da D-Wave são acessados por um índice
linear de uma dimensão, é necessário fundir os índices (k,r) em um único índice l =
R, R + 1, . . . , KR – 1 utilizando

l(k , r ) = kR + r , (139)

com o mapa inverso sendo dado por kl = e rl = l mod R. Agora podemos proceder com
a quantização da variável Ql , que satisfaz a equação de autovalores Q̂l |Ql〉 = Ql |Ql〉,
em que a condição de idempotência Q̂l

2
= Q̂l implica em autovalores Ql ∈ {0, 1}.

Os autovetores são representados por |Q〉 = |QR〉 ⊗ |QR+1〉 ⊗ · · · ⊗
∣∣∣Q(KR–1)

〉
. Desta

maneira, aplicando a fusão dos índices expressos na equação 139 e a quantização da
Equação 138 compõem o seguinte hamiltoniano:

H(Q, h, y ) =
KR–1∑

l=R,l 6=QlQl′ l
′

c22–(rl+r
l′ )

 1
M

M∑
m=1

(hk – hK )(hk ′ – hK ) + λ(1 + δk ,k ′ )

QlQl ′+

+
KR–1∑
l=R

c2–rl+1

 1
M

M∑
m=1

(hkl
– hK )

(hK – y ) – d
K –1∑
k l′=1

(hk
l′

– hK ) + c2–r l–1(hkl
– hK )

–

–
KR–1∑
l=R

c2–rl+1λ
(
1 + dK + c2–rl

)
Ql .

(140)

Comparando a equação 140 com o hamiltoniano do problema QUBO dado por,

HQUBO =
∑

i

αiQi +
∑
i 6=j

βijQiQj , (141)

podemos identificar os coeficientes do hamiltoniano final que são os parâmetros de
entrada do quantum annealing,
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αi =c2–ri+1
1
M

M∑
m=1

M∑
m=1

(hki
– hK )

(hK – y ) – d

K –1∑
kj=1

(hkj
– hK )

 + c2–ri–1(hki
– hK )

–

– c2–ri+1λ(1 + dK + c2–ri )

(142)

e

βij = c22–(ri+rj )

 1
M

M∑
m=1

(hki
– hK )(hkj

– hK ) + λ(1 + δki ,kj
)

 . (143)

4.3 ALGORITMO HÍBRIDO PARA SOLUCIONAR EDP.

Propomos um algoritmo híbrido que é capaz de realizar uma regressão em
soluções de EDP. O componente clássico do algoritmo consiste em criar uma ANN
capaz de aproximar a solução da EDP, enquanto a componente quântica irá criar um
algoritmo de boosting para o ensemble das ANN clássicas para gerar uma ANN mais
forte. O passo quântico do algoritmo é realizado através do quantum annealing, que
obtem a solução mais próxima ao estado fundamental do hamiltoniano (Equação 140).

4.3.1 Componente Clássica

Para introduzir a parte clássica do algoritmo, vamos considerar uma EDP para-
bólica d–dimensional:

∂

∂t
u(t , x) + Lu(t , x) = 0; (t , x) ∈ [0, T ]×Ω,

u(0, x) = u0(x),

u(t , x) = g(t , x), x ∈ ∂Ω,

(144)

em que x ∈ Ω ⊂ Rd , t é o tempo, L é um operador contendo derivadas espaciais,
u(t , x) é a solução da EDP, u0(x) é a condição inicial e g(t , x) é a condição de contorno.
Essa parte do algoritmo realiza uma regressão na solução da EDP através de uma
ANN, aproximando a solução, u(t , x) ≈ f (t , x , θ), onde θ é um conjunto de variáveis
reais usada para representar os parâmetros internos da ANN. Seguindo o trabalho
(SIRIGNANO; SPILIOPOULOS, 2018), nós utilizamos como métrica de aproximação a
seguinte função custo J(f ),
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J(f ) =γ1

∣∣∣∣∣∣∣∣ ∂∂t
f (t , x , θ) + Lf (t , x , θ)

∣∣∣∣∣∣∣∣2
[0,T ]×Ω,ρ1

+

+γ2||f (t , x , θ) – g(t , x)||2[0,T ]×Ω,ρ2
+

+γ3||f (0, x ,Ω) – u0(0, x)||2Ω,ρ3
,

(145)

em que ||f (y)||2Y,ρ =
∫
Y |f (y)|2ρ(y)dy e ρ(y) é a densidade de probabilidade sobre o

domínio y ∈ Y e γi são pesos tal que
∑

i γi = 1. J(f ) mede o quão bem f (t , x , θ) satisfaz
os operadores da EDP, condição de contorno e condição inicial.

O papel da ANN é encontrar os parâmetros θ que minimizam a função custo
J(f ). Conforme J(f ) → 0 então a solução da ANN se aproxima da solução da EDP,
ou seja, f (t , x , θ) → u(t , x). A vantagem do algoritmo em relação a outros métodos
padrões em dinâmica de fluidos computacional é que não se faz necessário criar uma
malha para discretizar o espaço, que é computacionalmente caro.

Como descrito em (SIRIGNANO; SPILIOPOULOS, 2018), o algoritmo consiste
dos seguintes passos:

1. Gerar pontos aleatórios (tn, xn) ∈ [0, T ]×Ω, (τn, zn) ∈ ∂Ω e sortear pontos aleató-
rios an no domínioΩ de acordo com as respectivas densidades de probabilidades
ρ1, ρ2 e ρ3.

2. Calcular o erro quadrático G(θn, sn) dos pontos sorteados em 1. usando o con-
junto sn = {(tn, xn), (τn, zn, an)}

G(θn, sn) =γ1

(
∂f
∂t

+ Lf (tn, xn, θn)
)2

+

+γ2(f (τn, zn, θn) – g(τn, zn))2+

+γ3(f (0, an, θn) – u0(an))2.

(146)

3. Atualiza os pesos θn usando o passo de gradiente

θn+1 = θn – αn∇θG(θn, sn), (147)

onde αn é chamado taxa de aprendizado e decresce quando n cresce.

4. Repitir o último passo até que o critério de convergência, G(θn, sn) ≤ ε , seja
alcançado.

O gradiente ∇θG(θn, sn) é um estimador de ∇θJ(f (., θn)),
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E[∇θG(θn, sn)|θn] = ∇θJ(f (., θn)). (148)

Neste sentido o algoritmo gradiente descendente estocástico em média irá rea-
lizar passos descendo em direção da função objetivo J(f (., θ)), isto é, J(f (., θ(n + 1))) <
J(f (., θn)) e desta maneira θn+1 é um estimador melhor que θn.

4.3.2 Componente Quântica

A parte quântica do algoritmo consiste em realizar um boosting no passo de
ensemble learning através do método de quantum annealing. Para realizar este passo
utilizamos uma versão adaptada do QBoost (NEVEN et al., 2009, 2012, 2008), descrita
na seção anterior, para que o mesmo seja capaz de solucionar problemas de regressão.
Especificamente, o trabalho foca no estudo do problema de regressão através de um
ensemble na forma f (t , x) =

∑K
k=1 wkhk (t , x), onde (t , x) ∈ [0, T ] ×Ω, h(t , x) ∈ Rk é

um vetor de saída de uma ANN previamente treinada em (t , x), e w ∈ RK é um vetor
de pesos a ser optimizado de maneira que

∑
i wi = 1.

Nós descrevemos o algoritmo como:

1. Validamos os weak-learners produzida pela parte clássica do algoritmo para criar
o conjunto de treinamento e teste com M e N amostras, respectivamente.

2. Calcular os coeficientes do QUBO com as equações 142 e 143.

3. Usar os coeficientes do QUBO como entrada do quantum annealer da D-Wave.

4. Ler a lista binária de saída do sistema da D-Wave e usar a Equação 129 para
reconstruir o peso ótimo.

5. Construir a saída final do ensemble f (t , x) com os pesos reconstruídos.

4.4 RESULTADOS E DISCUSSÃO

Para validar nosso método utilizamos uma EDP que é bem conhecida e possui
uma solução analítica. O modelo utilizado é a equação de Burgers em uma dimensão
com viscosidade, ν (BURGERS, 1948). Considerando a Equação 144 no domínio
(t , x) ∈ [0, T ]× [0, 2π] com as seguintes condições inicial e de contorno,

∂u
∂t

+ u
∂u
∂x

= ν
∂2u
∂x2 ,

u(0, x) = –2
ν

φ(0, x)
dφ
dx

+ 4, x ∈ [0, 2π],

u(t , 0) = u(t , 2π), t ∈ [0, T ].

(149)
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Sobre estas condições, a equação de Burgers apresenta uma solução analítica
na forma,

u(t , x) = –2
ν

φ(t , x)
dφ
dx

+ 4, (t , x) ∈ [0, T ]× [0, 2π], (150)

onde

φ(t , x) = exp

{
–(x – 4t)2

4ν(t + 1)

}
+ exp

{
–(x + 4t – 2π)2

4ν(t + 1)

}
. (151)

Na Tabela 6 apresentamos os weak-learners correspondentes a parte clás-
sica do algoritmo usados para criar o ensemble (os selecionados estão destacados
em negrito). Todas as ANN foram treinadas com 2.000 instâncias através de sor-
teio aleatório de 10 pontos no espaço com x ∈ [0, 2π] para cada um dos tempos
t ∈ {0, 0, 05, 0, 15, 0, 20, 0, 30, 0, 35, 0, 40, 0, 50} para o conjunto de treinamento
e t ∈ {0, 10, 0, 25, 0, 45} para o conjunto de teste, que resulta em M = 160.000 e
N = 60.000 instancias de treinamento e teste, respectivamente. As densidades de
probabilidade ρ1, ρ2 e ρ3 foram obtidas considerando os valores da função u(t , x),
u(0, x) e u(t , 0) = u(t , 2π), respectivamente, validada para cada par (t , x) como definido
anteriormente. Nós escolhemos ε = 550. É possível perceber que não existe relação
predeterminada entre a arquitetura, número de neurônios e número de camadas es-
condidas com a função custo. A escolha dos weak-learners que compõem o ensemble
segue os seguintes critérios:

• O ensemble deve possuir o weak-learner com a melhor performance entre todos.
Desta maneira nosso framework pode ser validado em relação a performance do
ensemble.

• Os demais weak-learners devem possuir uma performance média para ruim.
Para demonstrar que a utilização de weak-learners fracos podem produzir um
ensemble bom.

Nós rodamos o nosso algoritmo, solucionando o problema QUBO dado pela
Equação 141 através do pacote Ocean da D-Wave de três maneiras distintas:

• Exact Solver. Esta função diagonaliza o Hamiltoniano, representado por 141, e
encontra o estado fundamental, e assim, a solução do problema.

• Quantum annealing. Foi rodado no computador dw_2000Q_6, que opera com
uma temperatura média de 13, 5 ± 1, 0 mK (INC, 2019). Cada chamada do
processador consiste em 10.000 rodadas, com o tempo máximo de annealing
sendo 20 µs.
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Tabela 6 – Weak-learners da equação de Burgers unidimensional com viscosidade.
O weak-learner [l1, l2, · · · , li , · · · , lq] representa uma ANN com q camadas
contendo li neurônios na i–ésima camada. Os valores da função custo
(equação 146) foram calculadas usando o conjunto de teste. O parâmetro
tempo/# épocas representa a dificuldade de treinamento da ANN. As linhas
em negrito correspondem aos weak-learners selecionados para compor o
ensemble.

weak-learner Função custo(teste) tempo/# épocas (#neurônios) × (#camadas)
[10,30,60,90,110,150] 0.015924 0.973962 2700
[180,90,30,30,90,180] 0.011367 1.027333 3600
[30,90,180,180,90,30] 0.010340 1.380745 3600

[60,180,60,180,60,180] 0.010368 1.274568 4320
[20,20,20,20,20,20] 0.002017 0.284775 720
[10,20,30,40,50,60] 0.004267 0.473657 1260
[60,50,40,30,20,10] 0.004805 0.526772 1260
[60,30,10,10,30,60] 0.008058 1.266518 760

[10, 30, 60, 60, 30, 10] 0.007132 1.788494 760
[20, 60, 20, 60, 20, 60] 0.002611 1.511132 1440

[150,90,30,90,150] 0.011307 1.568148 2550
[30,90,150,90,30] 0.008128 1.767931 1950

[30, 120, 30, 120, 30] 0.007504 1.046415 1650
[120, 30, 120, 30, 120] 0.004283 1.619587 2100

[10, 30, 50, 70, 90] 0.006257 1.249093 1250
[90, 70, 50, 30, 10] 0.009561 1.480899 1250
[25, 25, 25, 25, 25] 0.003077 0.523823 625
[15, 15, 15, 15, 15] 0.002436 0.304417 375
[150, 60, 60, 150] 0.012856 0.657789 1680
[60, 150, 150, 60] 0.013863 0.809011 1680
[90, 30, 90, 30] 0.001743 0.456623 960
[30, 90, 90, 30] 0.006373 0.472136 960
[90, 60, 30, 10] 0.005259 0.418490 760
[10, 30, 60, 90] 0.013063 0.399743 760
[30, 30, 30, 30] 0.003695 0.312810 480
[60, 10, 10, 60] 0.002284 0.308086 560
[10, 60, 60, 10] 0.003263 0.337634 560
[45, 10, 45, 10] 0.005858 0.245707 440
[10, 45, 10, 45] 0.005785 0.256790 440
[40, 30, 20, 10] 0.002407 0.279718 400
[10, 20, 30, 40] 0.002154 0.274698 400
[10, 10, 10, 10] 0.002184 0.193450 160
[150, 60, 150] 0.002990 0.805101 1080
[60, 150, 60] 0.013825 1.251153 810
[10, 45, 90] 0.004367 0.911909 435
[90, 45, 10] 0.005408 0.603616 435
[40, 40, 40] 0.002905 0.469319 360
[90, 30, 90] 0.005547 1.179521 630
[30, 90, 30] 0.003455 1.066604 450
[10, 20, 30] 0.001574 0.276350 180
[30, 20, 10] 0.011371 0.204170 180
[10, 10, 10] 0.001884 0.158107 90
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• Simulated Annealing. Como no caso do Quantum Annealing, cada vez que cha-
mamos o algoritmo, 10.000 rodadas são realizadas com 1.000 sweeps cada e
β, que é um parâmetro proporcional ao inverso da temperatura, variando entre
0, 1 e 4. Nenhuma optimização foi realizada de maneira a encontrar melhores
soluções via simulated annealing..

Os pesos são representados no intervalo wk ∈ [–3, 3], o que significa que
c = d = 3. A dependência do termo de regularização em função da função custo
é mostrado na Figura 22. Podemos perceber que qualquer aumento no termo de
regularização resulta em um aumento na função custo. Podemos concluir que o melhor
resultado ocorre quando o termo de regularização é nulo. Essa conclusão é suportada
pelo fato de que não observamos a presença de overfitting e underfitting na Figura
23. Na Figura 23, mostramos a comparação entre a solução produzida pelo ensemble,
com λ = 0, e a solução analítica da equação de Burgers unidimensional para os tempos
presentes no conjunto de teste. É possível observar que a solução produzida por cada
um dos métodos é muito similar a solução analítica.
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Figura 22 – Função Custo, L(w , h(x), y ), como função do parâmetro de regularização,
λ.

A função custo, Equação 140, do nosso ensemble foi validada no conjunto de
teste, como mostrado na Tabela 7, para diferentes números de qubits de precisão,
R. Em todos os casos o ensemble performou melhor do que todos os weak-learners
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Figura 23 – Solução analítica Ua(x) (linhas) e a solução do Qboost Uqb(x) (marcado-
res) com R = 6 do conjunto de teste para a equação de Burgers em uma
dimensão com viscosidade. Da esquerda para a direita, nós temos curvas
para t = 0, 1, t = 0, 25 e t = 0, 45, respectivamente. A solução são obtidas
usando três funcionalidades diferentes do pacote Ocean da D-Wave: (a)
Diagonalização exata do hamiltoniano (Equação 140) atráves do Exact
Solver, (b) solução clássica através do simulated annealing, e (c) solução
quântica através do sistema 2000Q.

utilizados para compô-lo, presentes na Figura 24 e Tabela 6. Para o simulated anne-
aling, podemos notar que o valor alcança um mínimo de aproximadamente 0, 0010,
que é alcançada com uma precisão de cinco qubits e não é reduzida com adição de
novos qubits. Considerando o quantum annealing nós também observamos um valor
mínimo, da função custo, em torno de 0, 0010, que ocorre para R ≥ 6. Como compa-
ração realizamos uma optimização padrão, nós utilizamos o gradiente descendente
estocástico para minimizar a Equação 140. Após 10.000 rodadas em um laptop pa-
drão rodando com precisão dupla, nós obtemos um valor médio de 0, 0010200 para
L(w , h(x), y ) com uma variância de 1, 46×10–5. Nós notamos que este valor é pior que
o melhor resultado produzido pela 2000Q QPU de acordo com a Tabela 7, 0, 0009779.
Esse resultado garante a convergência mais rápida provida pelo quantum annealing.
Vale ressaltar que diferentes rodadas do quantum annealing podem resultar em um
pequeno gap no valor do resultado, desta forma os resultados do quantum annealing
são equivalentes aos demais métodos.
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Tabela 7 – Valores da função custo e do tempo decorrido para encontrar a solução
para diferentes qubits de precisão (Equação 140) e diferentes métodos. O
parâmetro R é a precisão da expansão do ponto flutuante, enquanto os
métodos usados são funções especiais do pacote Ocean da D-Wave, pro-
vendo a diagonalização exata através do Exact Solver, o annealing clássico
através do simulated annealing, e o quantum annealing rodado no 2000Q
QPU. O tempo de annealing é o mesmo para todos os níveis de precisão
nas soluções do quantum annealing.

Exact Solver Simulated Annealing Quantum Annealing
Precisão (R) Função Custo Tempo (s) Função Custo Tempo (s) Função Custo

3 0.0012847 0.002001 0.0012847 1111.0742 0.0012847
4 0.0010182 0.016004 0.0010543 1654.2170 0.0010543
5 0.0010131 0.124011 0.0010131 2631.2131 0.0009863
6 0.0010052 0.968069 0.0009856 4314.6367 0.0009927
7 0.0009967 10.027727 0.0010084 4463.0229 0.0010227
8 - - 0.0010191 5490.6962 0.0010250
9 - - 0.0009908 6807.2573 0.0009779

10 - - 0.0010528 9473.4266 0.0010079
11 - - 0.0010324 11167.2495 0.0010291
12 - - 0.0009820 13716.8256 0.0009871
13 - - 0.0010566 14157.8434 0.0010012
14 - - 0.0009937 16095.1590 0.0010071
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Figura 24 – Valores da função custo obtidas pelo método QBoost dos primeiros onze
níveis de energia do hamiltoniano final (Equação 140) levando em conside-
ração diferentes números de qubit de precisão. O número 0 representa o
nível de energia relacionado ao estado fundamental do hamiltoniano final.
(a) e (b) se referem ao conjunto de treinamento e teste, respectivamente.
Em ambos os gráficos, todos os níveis de energia para precisões R > 3
possuem uma solução associada que é melhor do que a fornecida pelo
melhor weak-learner que compõem o ensemble, como mostrado pela linha
horizontal.
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A dependência da função custo para diferentes números de qubits de precisão
R = {3, 4, ..., 7} é mostrada na Figura 24, obtida pelo método Qboost para (a) o con-
junto de treinamento e (b) o conjunto de teste nos primeiros onze níveis de energia
do hamiltoniano final (Equação 140). Para fins de comparação, a função custo do me-
lhor weak-learner também é mostrado (como a linha horizontal na Figura 24). Como
resultado, o ensemble com R > 4 performou melhor que o melhor weak-learner para
todos os níveis de energia considerados. Nós também observamos que, conforme
aumentamos o número de qubits de precisão, o valor da função custo se aproximam
umas das outras para diferentes níveis de energia do hamiltoniano final. Desta forma,
podemos considerar que, para precisões R > 5, até mesmo soluções que não alcan-
çaram o estado fundamental do hamiltoniano final podem ser consideradas válidas, já
que os erros relacionados a estes estados são muito próximos, com uma tolerância
pré-definida de 0, 00005.

A simulação utilizando o Exact solver possui uma limitação em relação ao nú-
mero de qubits de precisão devido ao aumento exponencial da memória requerida
para execução. Nós fomos capazes de rodar apenas até a precisão R = 7 em nosso
computador pessoal com 32 GB RAM. Vale ressaltar que, conforme aumentamos R, o
tempo de execução aumenta aproximadamente de uma ordem de magnitude. O tempo
de computação para o simulated annelaing cresce suavemente. Porém, ele começa
em um valor seis ordens de magnitude maior que o tempo gasto com o Exact solver.

Embora tenhamos obtido bons resultados mesmo para um número pequeno de
qubits de precisão, nós listamos as seguintes ressalvas:

• Nós estamos minimizando a função custo (Equação 140 ), que consiste em
encontrar os valores para os pesos wk sobre o domínio real para uma função
quadrática. Isso é um problema de mínimos quadrados, que pode ser resolvido
eficientemente por um computador clássico (BOYD; VANDENBERGHE, 2004).
Entretanto, mesmo neste caso é justo procurar por um speedup polinomial atra-
vés do quantum annealing.

• As variáveis contínuas foram expressas utilizando a expansão em ponto flutuante
(ROGERS; SINGLETON, 2020). Essa metologia resulta em um estreitamento
exponencial dos níveis de energia do Hamiltoniano final conforme o número de
qubits de precisão aumenta. Nós observamos esse comportamento da Equação
138 da seguinte maneira. Como as variáveis Qk

r ∈ {0, 1} e as pequenas contribui-
ções da equação provém da maior potência de r em 2–r , nós observamos que a
diferença entre níveis de energia adjacentes sempre será multiplicados por um
fator que decresce exponencialmente com a precisão das variáveis continuas,
Figura 24. Apesar desta propriedade não desejada para a computação quântica
baseada na evolução adiabática, em nosso exemplo isso parece não interferir
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significativamente para a solução do problema, como pode ser vista na Tabela 7.
Além do que, como estamos procurando por pesos wk para compor o ensemble
de weak-learners, a precisão de wk pode ser compensada pela adição de mais
weak-learners.

É importante mencionar que uma comparação entre o Qboost para problemas
de regressão e a formulação clássica padrão aplicados para a solução da Equação
de Burgers, dado o corrente estágio de desenvolvimento dos quantum annealers, não
é muito justa. Por exemplo, com um algoritmo de diferença finita aplicada a Equação
de Burgers 1D nós obtemos um erro quadrático médio de 1, 51× 10–8 para o mesmo
conjunto de teste, t ∈ {0.10, 0.25, 0.45}. Apesar de conseguir um resultado que é
cinco ordens de magnitude melhor, a maior deficiência dos quantum annealers é o
alto nível de ruído (ZABORNIAK; SOUSA, 2021) e o número limitado de qubits (LU;
BRAUNSTEIN, Samuel L., 2013), que impactam a precisão das soluções quânticas.
Enquanto um laptop rodando com previsão dupla utiliza 64 bits, o número máximo de
qubits de precisão em nosso exemplo é 14. Por essa razão, nós estamos restritos a
prova de conceito do nosso método.

4.5 CONCLUSÃO

Uma adaptação do algoritmo QBoost para solucionar problemas de regressão
utilizando a aproximação de ponto-flutuante para representar variáveis reais foi apli-
cada com sucesso na solução da equação de Burgers unidimensional com viscosidade.
Nosso framework não resulta em overfitting ou underfitting e possui um bom acordo
com a solução analítica (veja Figura 23).

A aproximação de ponto-flutuante deve ser utilizada com cuidado, já que o
gap de energia decresce rapidamente com o aumento da precisão da aproximação,
entretanto as soluções aceitas estão muito próximas do estado fundamental, e desta
maneira, é uma boa aproximação à solução ótima. Outro problema em potencial tem
relação com a conectividade entre os qubits, que pode limitar o número de weak-
learners utilizados no ensemble.
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5 CONCLUSÃO.

Nesta tese abordamos dois problemas distintos no campo do Machine Learning
Quântico. O primeiro na área CQ (execução em um computador clássico de um con-
junto de dados quântico) onde desenvolvemos um classificador de emaranhamento
para um sistema de dois qutrits. O segundo na área QC (execução em um computador
quântico de um conjunto de dados clássico) onde desenvolvemos um regressor da
equação de Burgers unidimensional com viscosidade baseado em ensemble learning.

No segundo capítulo expomos fundamentos teóricos do campo de ML, apresen-
tando o funcionamento dos modelos através de um problema simples de classificação
de frutas no primeiro Capítulo.

No terceiro Capítulo, nós criamos uma metodologia para a criação de estados
emaranhados presos uniformemente distribuídos pelo espaço de Hilbert e aplicamos
diversas técnica de ML e autoML para criar um classificador de emaranhamento em um
sistema de dois qutrits. Estudamos dois sistema distintos, o primeiro referente a uma
família de estados de um parâmetro de dois qutrits, chamada de estados Horodecki e a
segunda estados de dois qutrits uniformemente distribuídos no espaço de Hilbert. Para
os estados de Horodecki nossa rede treinada foi capaz de obter uma classificação de
aproximadamente 100% para todas as classes. Como principais resultados podemos
destacar:

1. Conseguimos aplicar nosso framework com sucesso até mesmo na instância
mais difícil do problema, quando o critério de Perez-Horodecki não consegue
identificar se um estado quântico é emaranhado ou separável.

• Para o problema de classificação binária (SEP vs. PPTES), o TPOT ob-
teve uma acurácia de 74, 1% na classificação de estados SEP e 76, 6% na
classificação de estados PPTES, com uma performance geral de 75, 3%.

• Para o problema de classificação múltipla (SEP vs. PPTES vs. NPT), o
TPOT classificou com acurácia 71, 4% para os SEP, 62, 4% para os PPTES
e 88, 6% para os NPT e uma performance geral de 73, 8% .

• Para o problema de regressão da métrica de robustez generalizada com
um limiar conservativo de confiança de GRML > 0, 1, encontramos um erro
absoluto de 0, 0335.

2. Para alcançar modelos com uma performance maior em qualquer dos testes
apresentados, devemos aumentar o número de exemplos dentro do conjunto de
dados.

3. Utilizamos em nosso conjunto de dados tanto estados aleatórios como estados
artificiais, e obtemos uma evidência numérica forte que utilizar estados artificiais
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é uma boa estratégia para contornar o problema de baixa probabilidade de sorteio
de estados PPTES utilizando a medida de Hilbert-Schimdt.

4. Podemos concluir que, dado a dificuldade do problema, nós temos forte indica-
ções que o autoML pode ser benéfico para tarefas de aprendizado supervisionado
de todos os tamanhos e escalas, incluindo problemas com conjunto de dados
pequenos, pavimentando o caminho para futuras investigações utilizando este
framework.

No quarto Capítulo, aplicamos com sucesso uma adaptação do algoritmo QBo-
ost para solucionar problemas de regressão utilizando a aproximação de ponto-flutuante
para representar variáveis reais na solução da equação de Burgers unidimensional
com viscosidade. Podemos destacar como principais resultados:

1. Nosso framework não resultou em overfitting ou underfitting e possui um bom
acordo com a solução analítica.

2. A aproximação de ponto-flutuante deve ser utilizada com cuidado, já que o gap
de energia decresce rapidamente com o aumento da precisão da aproximação.
Entretanto, as soluções aceitas estão muito próximas do estado fundamental, e
desta maneira, é uma boa aproximação à solução ótima.

3. Nos atuais hardwares existe uma limitação física em relação a conectividade en-
tre os qubits, que pode limitar o número de weak-learners utilizados no ensemble.

4. Com o desenvolvimento atual dos hardwares que implementam QA a utilização
da expansão em ponto flutuante só possui efetividade se aplicada em problemas
que não exijam alta precisão. Isso se deve a grande limitação de conectividade
entre os qubits. Uma alternativa para tal situação seria a criação de hardwares
especializados na solução de determinados problemas em que a conectividade
seria maximizada.
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APÊNDICE A – TEOREMA ADIABÁTICO PARA O CASO NÃO DEGENERADO

Neste trabalho seguiremos a seguinte referencia (SARANDY et al., 2004). Leva-
remos em conta um sistema físico de dimensão finita que evolui através da equação
de Schrödinger no caso em que o espectro de energia é não degenerado. Vamos
considerar um sistema que evolui através da equação de Schrödinger dependente do
tempo:

i h̄
∂

∂t
|ψ(t)〉 = H(t) |ψ(t)〉 , (152)

onde H(t) é o hamiltoniano e |ψ(t)〉 ∈ HD é um estado quântico do sistema que
pertence a um espaço de Hilbert de dimensão D.

Caso não Degenerado:
Vamos assumir que o espectro de energia de H seja completamente discreto

e não degenerado. Podemos então assumir uma base instantânea de autoestados de
forma que:

H(t) |n(t)〉 = En |n(t)〉 , (153)

onde |n(t)〉 é uma base de estados ortonormais, 〈k (t)
∣∣n(t)〉 = δn,k com k , n = 1, ..., D e

En são as autoenergias instantâneas.
Seja |ψ(t)〉 uma solução da equação de Schrödinger. Podemos expandir este

estado em termos da base de autoestados descrita acima,

|ψ(t)〉 =
D∑

n=1

cn(t)e
–1
h̄

∫ t
0 dt

′
En(t

′
) |n(t)〉 , (154)

onde o coeficiente cn(t) é uma função complexa dependente do tempo, tal que

D∑
n=1

|cn(t)|2 = 1. (155)

Substituindo a equação 154 na equação 152, teremos para o primeiro termo
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i h̄
∂

∂t
|ψ(t)〉 =i h̄

∂

∂t

 D∑
n=1

cn(t)e
–1
h̄

∫ t
0 dt

′
En(t

′
) |n(t)〉


=i h̄

D∑
n=1

(
∂

∂t
cn(t)

)
e

–1
h̄

∫ t
0 dt

′
En(t

′
) |n(t)〉

+ i h̄
D∑

n=1

cn(t)
(

–1
h̄

En

)
e

–1
h̄

∫ t
0 dt

′
En(t

′
) |n(t)〉

+ i h̄
D∑

n=1

cn(t)e
–1
h̄

∫ t
0 dt

′
En(t

′
)
(
∂

∂t
|n(t)〉

)
,

(156)

e o segundo termo será

H(t)(t) |ψ(t)〉 =
D∑

n=1

En(t)cn(t)e
–1
h̄

∫ t
0 dt

′
En(t

′
) |n(t)〉 . (157)

Igualando os termos, teremos:

D∑
n=1

En(t)cn(t)e
–1
h̄

∫ t
0 dt

′
En(t

′
) |n(t)〉 =i h̄

D∑
n=1

(
∂

∂t
cn(t)

)
e

–1
h̄

∫ t
0 dt

′
En(t

′
) |n(t)〉

+ i h̄
D∑

n=1

cn(t)
(

–1
h̄

En(t)
)

e
–1
h̄

∫ t
0 dt

′
En(t

′
) |n(t)〉

+ i h̄
D∑

n=1

cn(t)e
–1
h̄

∫ t
0 dt

′
En(t

′
)
(
∂

∂t
|n(t)〉

)

i h̄
D∑

n=1

(
∂

∂t
cn(t)

)
e

–1
h̄

∫ t
0 dt

′
En(t

′
) |n(t)〉 = – i h̄

D∑
n=1

cn(t)e
–1
h̄

∫ t
0 dt

′
En(t

′
)
(
∂

∂t
|n(t)〉

)
(158)

Multiplicando a equação 158 por 〈k (t)|, teremos

D∑
n=1

(
∂

∂t
cn(t)

)
e

–1
h̄

∫ t
0 dt

′
En(t

′
) 〈k (t)

∣∣n(t)〉 = –
D∑

n=1

cn(t)e
–1
h̄

∫ t
0 dt

′
En(t

′
)
〈

k (t)
∣∣∣∣( ∂∂t

n(t)
)〉

(
∂

∂t
ck (t)

)
e

–1
h̄

∫ t
0 dt

′
Ek (t

′
) = –

D∑
n=1

cn(t)e
–1
h̄

∫ t
0 dt

′
En(t

′
)
〈

k (t)
∣∣∣∣( ∂∂t

n(t)
)〉

(
∂

∂t
ck (t)

)
= –

D∑
n=1

cn(t)e
–1
h̄

∫ t
0 dt

′
gnk (t

′
)
〈

k (t)
∣∣∣∣( ∂∂t

n(t)
)〉

(159)
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onde gnk (t
′
) = (En(t

′
) – Ek (t

′
)).

Derivando a equação 153, podemos reescrever o termo
〈

k (t)
∣∣∣ ∂∂t n(t)

〉
de uma

maneira mais conveniente. Desta maneira tomando a derivada temporal, teremos

∂

∂t
(H(t) |n(t)〉) =

∂

∂t
(En(t) |n(t)〉)(

∂

∂t
H
)
|n(t)〉 + H

(
∂

∂t
|n(t)〉

)
=
(
∂

∂t
En(t)

)
|n(t)〉 + En(t)

(
∂

∂t
|n(t)〉

)
.

(160)

Multiplicando a equação 160 por 〈k (t)|, teremos

〈k (t)|
(
∂

∂t
H
)
|n(t)〉 + 〈k (t)|H

∣∣∣∣ ∂∂t
n(t)

〉
= 〈k (t)|

(
∂

∂t
En(t)

)
|n(t)〉 + 〈k (t)|En(t)

∣∣∣∣ ∂∂t
n(t)

〉
〈k (t)|

(
∂

∂t
H
)
|n(t)〉 + Ek

〈
k (t)

∣∣∣∣ ∂∂t
n(t)

〉
=
(
∂

∂t
En(t)

)
δn,k + En(t)

〈
k (t)

∣∣∣∣ ∂∂t
n(t)

〉
〈k (t)|

(
∂

∂t
H
)
|n(t)〉 =

(
∂

∂t
En(t)

)
δn,k + (En(t) – Ek (t))

〈
k (t)

∣∣∣∣ ∂∂t
n(t)

〉
〈k (t)|

(
∂

∂t
H
)
|n(t)〉 =

(
∂

∂t
En(t)

)
δn,k + gnk (t)

〈
k (t)

∣∣∣∣ ∂∂t
n(t)

〉
.

(161)

A partir da equação 161 podemos concluir que

1. para k = n

∂

∂t
En = 〈k (t)|

(
∂

∂t
H
)
|n(t)〉 ; (162)

2. para k 6= n

〈
k (t)

∣∣∣∣ ∂∂t
n(t)

〉
=
〈k (t)|

(
∂
∂t H

)
|n(t)〉

gnk
(163)

Substituindo a equação 163 na equação 159, teremos

∂

∂t
ck (t) = –ck

〈
k (t)

∣∣∣∣ ∂∂t
k (t)

〉
–

D∑
n 6=k ,n=1

cn
〈k (t)|

(
∂
∂t H

)
|n(t)〉

gnk
e

–1
h̄

∫ t
0 dt

′
gnk (t

′
). (164)

A equação 164 descreve a dinâmica dos coeficientes ck (t). No teorema adia-
bático é exigido que a evolução seja independente de cada autoestado instantâneo
do hamiltoniano, ou seja, na equação 164 não deve existir termos de acoplamento de
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autoestados. Desta maneira devemos eliminar os termos de acoplamento da Equação
164 afim de se adaptar ao teorema adiabático.

Multiplicando o lado direito da equação 164 por um fator de fase e–iγk (t), com
γk (t) = i

∫ t
0 dt

′
〈

k (t ′)
∣∣∣ ∂∂t k (t ′)

〉
. Desta maneira

(
∂

∂t
ck (t)

)
e–iγk = – ck

〈
k (t)

∣∣∣∣ ∂∂t
k (t)

〉
e–iγk (t)

–
D∑

n 6=k ,n=1

cn(t)
〈k (t)|

(
∂
∂t H

)
|n(t)〉

gnk
e–iγk (t)e

–1
h̄

∫ t
0 dt

′
gnk .

(165)

Como,

∂

∂t
(cn(t))e–iγk (t) =

∂

∂t

(
cn(t)e–iγk (t)

)
– cn(t)

∂

∂t

(
e–iγk (t)

)
=
∂

∂t

(
cn(t)e–iγk (t)

)
– cn(t)

〈
k (t)

∣∣∣∣ ∂∂t
k (t)

〉
e–iγk (t)

(166)

Substituindo o resultado acima na equação 165, obteremos

∂

∂t

(
ck (t)e–iγk (t)

)
= –

D∑
n 6=k ,n=1

cn(t)
〈k (t)|

(
∂
∂t H

)
|n(t)〉

gnk
e–iγk (t)e

–i
h̄

∫ t
0 dt

′
gnk (t ′)

= –
D∑

n 6=k ,n=1

Fnk
gnk

e
–i
h̄

∫ t
0 dt

′
gnk (t ′),

(167)

onde fnk = cn(t) 〈k (t)|
(
∂
∂t H

)
|n(t)〉e–iγk (t). Integrando a equação 167 no intervalo t ∈

[0, T ], onde T é o tempo total da evolução

∫ T

0

∂

∂t

(
ck (t)e–iγk (t)

)
dt = –

D∑
n 6=k ,n=1

∫ T

0

Fnk
gnk

e
–i
h̄

∫ t
0 dt

′
gnk (t

′
)dt

ck (T )e–iγk (T ) =cn(0) – i h̄
D∑

n 6=k ,n=1

∫ T

0

Fnk
gnk

d
dt

(
e

–i
h̄

∫ T
0 dt

′
gnk (t ′)

)
dt

=cn(0) – i h̄
D∑

n 6=k ,n=1

∫ T

0

d
dt

(
Fnk
g2

nk
e

–i
h̄

∫ T
0 dt

′
gnk (t ′)

)
dt

+ i h̄
D∑

n 6=K ,n=1

∫ T

0

d
dt

(
Fnk
g2

nk

)
e

–i
h̄

∫ T
0 dt

′
gnk (t ′)dt .

(168)

A primeira integral do lado direito da expressão 168 é simplesmente
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∫ T

0

d
dt

(
Fnk
g2

nk
e

–i
h̄

∫ T
0 dt

′
gnk

)
dt =

Fnk (T )
g2

nk (T )
e

–i
h̄

∫ T
0 gnk (t

′
)dt

′
–

Fnk (0)
g2

nk (0)
. (169)

Para solucionar a segunda integral utilizamos a mudança de variável t = sT ,
onde 0 ≤ s ≤ 1. Assim, ficamos com

∫ T

0

d
dt

(
Fnk
g2

nk

)
e

–i
h̄

∫ T
0 gnk dt

′
dt =

∫ 1

0

d
ds

(
Fnk
g2

nk

)
e

–iT
h̄

∫ s
0 gnk ds

′
ds. (170)

De acordo com o lema de Riemann-Lebesgue (SEROV, 2017),

lim
|α|→∞

∫ b

a
f (x)eiαxdx = 0. (171)

Juntando o lema de Reimann-Lebesgue 171 com a equação 170, obtemos

lim
T→∞

∫ 1

0

d
ds

(
Fnk
g2

nk

)
e

–iT
h̄

∫ s
0 gnk (s′)ds

′
ds = 0. (172)

Substituímos então as equações 169 e 172 na equação 168, obtemos a seguinte
expressão para os coeficientes Cn

cn(T ) = cn(0)eiγk (T ) + i h̄
D∑

n 6=k ,n=1

[
Fnk (0)
g2

nk (0)
–

Fnk (T )
g2

nk (T )
e

–i
h̄

∫ T
0 gnk dt

′
]

eiγk (T ),

= cn(0)eiγk (T ) + i h̄
D∑

n 6=k ,n=1

[
cnk (0) 〈k | Ḣ |n〉

g2
nk (0)

–
cnk (T ) 〈k | Ḣ |n〉

g2
nk (T )

e
–i
h̄

∫ T
0 gnk dt

′
e–iγk (T )

]
eiγk (T ).

(173)

Impondo que o sistema evolui adiabaticamente, devemos eliminar os termos

com acoplamento entre os estados |n〉 e |k〉. Desta maneira temos que o termo 〈k |Ḣ|n〉g2
nk (t)

deve ser muito menor que 1 para qualquer tempo t , pois e– i
h̄

∫ t
0 gnk dt

′
é uma função

limitada. Mais especificamente, a seguinte condição deve ser imposta sobre o sistema:

F << G2, (174)

F = h̄ max
0≤t≤T

∣∣∣∣〈n
∣∣∣∣dH

dt

∣∣∣∣k〉∣∣∣∣ , (175)

G = min
0≤t≤T

|gnk |. (176)
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As condições de máximo e mínimo sobre F e G respectivamente, indica que
estamos lidando com o pior caso possível. Esta condição nos diz que para todo par
de níveis de energia En e Ek , o máximo valor obtido para o elemento de matriz da
variação temporal do Hamiltoniano deve ser muito menor que o mínimo valor obtido
para a diferença de energia entre estes dois níveis. Esta condição garante que a
evolução ocorra em um regime adiabático.
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