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RESUMO

Uma descricdo do espaco-tempo de estrelas relativisticas em rotacdao “lenta” foi construida
durante os anos 1960 por James B. Hartle e Kip S. Thorne [1] [2], tanto para a regido externa
quanto para a regido interna a uma estrela, através de perturbacoes rotacionais, determinando,
deste modo, uma métrica para esse tipo de sistema. Neste trabalho, iremos obter e resolver uma
equacdo da mecanica quantica no contexto de um espaco-tempo curvo, mais especificamente
a equacdo de Klein-Gordon, que descreve o comportamento de bdsons de spin-0 como o
pion e o boéson de Higgs, porém em uma regidao proxima a uma estrela em rotacdo. Este
tipo de estudo pode ser considerado um primeiro passo para o entendimento da mecanica
da gravitacdo quantica, uma descricdo quantica da gravidade muitas vezes formulada em
termos da teoria da relatividade geral. Neste trabalho estudaremos a métrica de Hartle-Thorne
para uma regido externa a estrela, dada por [2], através de uma expansdo em poténcias de
M /r, bem como introduziremos pequenas correcdes apresentadas em [3], e entdo usaremos
as expansoes resultantes para resolver a equacao de Klein-Gordon em espacos-tempos curvos.
Utilizando em primeiro lugar a métrica de Hartle-Thorne, chegaremos a um grupo de solucées
escritas em termos de funcdes especiais, e depois utilizando a métrica corrigida obteremos
outro resultado, agora dado a partir da solucdo usual para uma particula livre com correcdes
de massa e momento angular. As solucdes resultantes serdo estudadas e aferidas em varios
sistemas fisicos diferentes e depois também comparadas a fim de mostrarmos que elas possuem
similaridades intrinsecas, embora tenham sido obtidas a partir de métodos dissimilares.






ABSTRACT

A description of the spacetime of “slowly” rotating relativistic stars was constructed during the
1960s by James B. Hartle and Kip S. Thorne [1] [2], for regions both interior and exterior to a
star, by means of rotational perturbations which determine thereby a metric for that type of
system. In this work, we will obtain and solve a quantum mechanical equation in the context of
a curved spacetime, more specifically the Klein-Gordon equation, which describes the behavior
of spin-0 bosons such as the pion and the boson Higgs, though in a region near a rotating star.
This type of study can be considered a first step toward an understanding of the mechanics
of quantum gravity, a quantum description of gravity that is often formulated in terms of the
theory of general relativity. In this work we will expand the Hartle-Thorne metric in a region
exterior to a given star, as found in [2] in terms of powers of A /r, introduce small corrections
supplied by [3], and then use the resulting expansions to solve the Klein-Gordon equation in
curved spacetime. By first using the original Hartle-Thorne metric, we will arrive at a group
of solutions written in terms of special functions, and then by using the corrected metric we
will obtain another result, now given in terms of the usual free particle solution, plus mass and
angular momentum corrections. The resulting solutions will be studied and assessed in various
physical systems, and then they will also be compared so as to show that they have intrinsic
similarities, despite having been obtained in different ways.
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1 INTRODUCAO

Até o inicio do século passado, o espaco e o tempo, através das coordenadas espaciais e
do parametro temporal, eram considerados duas pecas distantes nas descricoes das leis fisicas.
O espaco descrevia o meio onde tudo existia e o tempo era um pardmetro misterioso com um
sentido fixo, sempre seguindo em frente, nunca para tras, e tinha carater absoluto, de tal forma
que ele era o mesmo, independente de onde o experimento estivesse sendo feito. Devido a
unificacao da eletricidade e do magnetismo e do advento das equacdes de Maxwell na segunda
metade do século XIX, descobriu-se que, ao invés do que se pensava, o espaco e o tempo estao
intimamente ligados [4]. Como disse Hermann Minkowski [5] ao abrir um coléquio dado no
802 Encontro de Cientistas Naturais em Koln no dia 21 de setembro de 1908:

“As visoes de espaco e tempo que almejo propor perante os senhores surgiram do
terreno da fisica experimental e é |4 que jaz o seu forte. Elas sdo radicais. A partir de agora, o
espaco por si s6, e o tempo por si s6, estao fadados a tornarem-se meras sombras e somente
uma espécie de unido entre os dois preservara uma realidade independente.”

A teoria desenvolvida chamou-se teoria da relatividade restrita (ou especial), construida
a partir de descobertas feitas por cientistas como Hendrik Lorentz e Henri Poincaré e desen-
volvida principalmente por Albert Einstein e com contribuicoes subsequentes de outros fisicos
como Hermann Minkowski, Max Born e Paul Ehrenfest. A teoria da relatividade restrita postula
que as leis da fisica devem ser as mesmas para qualquer observador em um referencial inercial e
que a velocidade da luz seja a mesma para qualquer observador, independente das velocidades
do observador e da fonte de luz. O primeiro destes postulados denomina-se de principio da
relatividade especial. Segundo a teoria da relatividade especial, é possivel construir um objeto
quadridimensional que representa o espaco-tempo, o nome dado a tal unido entre o espaco e
o tempo.

Logo Einstein prop6s uma generalizacao do principio de relatividade especial, que diz
que todas as leis da fisica devem ser as mesmas em referéncias arbitrarios. Foi através disto,
do chamado principio da equivaléncia, e através de outras consideracdes tedricas que Einstein
derivou uma equacao tensorial que descreve o espaco-tempo e como objetos com energia
interagem usando-o como meio — isto é, interagem gravitacionalmente [6]. Essa é a sua teoria
da relatividade geral [7], que é uma teoria onde a descricdo da interacdo gravitacional tem um
carater geométrico. As equacdes de campo de Einstein, frutos de anos de sua pesquisa, além
da contribuicdo de diversos outros pesquisadores como Tullio Levi-Civita, Marcel Grossmann e
Karl Schwarzschild, relacionam a curvatura e a geometria do espaco-tempo com a matéria e

energia presentes na regido em pauta através do tensor de energia-momento:
1
RW’ - iRg#V = T#V'

Segundo estas equacdes, a propria estrutura do proprio espaco-tempo é afetada pela presenca

de matéria e energia e portanto o movimento de particulas ¢ alterado e a trajetéria que ela passa
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a seguir tem carater curvilineo. Até mesmo a propagacao da luz é afetada por objetos massivos.
Tais resultados e previsGes que a teoria de Einstein propde sao inusitados, revolucionarios, e até
hoje obtém-se mais e mais confirmacdes de que o seu modelo possui uma descricdo certeira
do nosso universo.

Além da relatividade geral, uma outra teoria fisica foi elaborada no inicio do século XX.
A mecénica quéntica [8] teve inicio principalmente nos trabalhos de Max Planck sobre radiacdo
de corpo negro e de Albert Einstein [9] sobre o efeito fotoelétrico, evoluiu ao longo dos anos
seguintes com o trabalho de Bohr [10] e Rutherford [11], entre outros, e depois tomou uma
forma mais concreta nos anos 20 e 30 com o trabalho de diversos cientistas notaveis como
Paul Dirac, Erwin Schrédinger, Louis de Broglie, Max Born e Werner Heisenberg.

A mecanica quantica descreve cendrios opostos aos da fisica classica e da relatividade
geral, a dizer, o mundo subatomico de particulas como o préton e o elétron, que se comporta
de forma diferente ao mundo macroscépico dos seres humanos e dos planetas e estrelas. De
acordo com o principio de incerteza de Heisenberg, nao é possivel conhecer com precisao
absoluta a posicao de uma particula e a sua velocidade ao mesmo tempo. Ademais, em
muitos casos sé é possivel saber a probabilidade de que um certo fenémeno aconteca e
portanto o comportamento de uma particula especifica ndo pode ser individuado, somente o
comportamento de um niUmero significante de particulas, para que o resultado probabilistico
tenha algum sentido fisico e mensuravel.

Esse desenvolvimento tedrico foi um sucesso t3o grande que ao longo das décadas
seguintes surtiu frutos tecnolégicos que mudaram a face da humanidade de forma irrevogavel,
pois sem os conhecimentos sobre mecanica quantica adquiridos ao longo do século XX ndo seria
possivel existirem tecnologias como computadores, celulares, lasers, microscépios eletronicos,
GPS, transistores e microchips e aparelhos de ressonancia magnética. Além disso, a partir
de teorias e experimentos originarios na mecanica quantica, desenvolveu-se a mais moderna
teoria quantica de campos, que descreve, através do modelo padrao, trés das quatro interacdes
fundamentais da natureza: o eletromagnetismo, a interacdo nuclear fraca e a interacao nuclear
forte. O eletromagnetismo e a interacdo nuclear fraca foram posteriormente unificadas em
uma so interacao chamada teoria eletrofraca, e os cientistas Sheldon Glashow, Abdus Salam e
Steven Weinberg receberam o Prémio Nobel em Fisica de 1979 pelas suas contribuicdes para
essa unificacao, que surge experimentalmente ao trabalhar com energias altas. Certos modelos
preveem também que, acima de energias mais altas ainda, deve haver uma unificacdo dessas
trés interacdes fundamentais.

Desde o século passado, tém-se utilizado diversos métodos para trabalhar com a me-
canica quantica e a relatividade em um mesmo problema. A mecanica quantica relativistica
surgiu da unificacdo da mecanica quantica com a teoria da relatividade restrita, e a partir daf,
tomando campos os objetos da teoria ao invés de particulas, obtiveram-se as teorias quanticas
de campo. Sobre a incorporacio da relatividade geral em um mundo regido por principios quan-

ticos, entretanto, ndo ha um consenso. De fato, dois dos maiores obstaculos[12] [13] nesta area
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sdo a ndo-renormalizabilidade de teorias quanticas que incluem a gravitacao e a dificuldade em
obter resultados experimentais, pois efeitos gravitacionais nesta escala necessitam de energias
bastante altas para se manifestarem em muitas situacoes, além de serem, de modo geral, muito
pequenos. Com esse tipo de formulacdo, espera-se que seja possivel estudar a quantizacao
do préprio efeito gravitacional — a gravitacdo quantica. Contudo, atualmente existem varios
problemas tedricos que impedem que essa teoria possa ser desenvolvida. Existem varias areas
de pesquisa cujo foco é na tal gravitacao quantica, como por exemplo a teoria de cordas
[14] [15] e a gravitacdo quantica de loop [16], que sdo teorias que estdo sendo ativamente
estudadas, porém ainda nao o suficiente para poderem dar resultados que se possam medir em
laboratério.

O presente trabalho de mestrado lanca m3o de uma das varias possibilidades atuais de
unificacdo das duas teorias, um primeiro passo para que a comunidade cientifica em geral possa
compreender melhor o comportamento de particulas fundamentais na presenca de campos
gravitacionais fortes, um método que chamamos de mecanica quantica em espacos-tempo
curvos [17] [18], em que usamos o espaco-tempo relativistico como um plano de fundo fixo
na descricdo de particulas quanticas que se propagam através dele, a partir de modificacoes
geométricas nas equacdes da mecanica quantica. E uma &rea em crescimento e que ja teve
varios resultados importantes, como a proposta do efeito Unruh [19] e também a elaboracdo
da teoria de evaporacdo de buracos negros e da radiacdo Hawking [20], [21]. Devemos ressaltar
que neste trabalho nao pretendemos estudar a gravitacdao quantica, mas sim o comportamento
de sistemas quanticos em espacos-tempos curvos.

Este método de juncdo da mecanica quantica com a relatividade geral possui varios
proponentes e trabalhos que estudam efeitos diversos em uma pluralidade de espacos-tempos.
Damos os seguintes exemplos: fendmenos variados em espacos-tempo curvos [22], [23]; um
estudo sobre a fase hadrénica do universo a partir da métrica de Robertson-Walker [24];
bésons de spin-0 no espaco-tempo de cordas cédsmicas [25]; estrelas em rotacdo utilizando
teoria de gravitacdo modificada, a gravidade de Rastall [26]; estudo do dtomo de hidrogénio
em uma métrica generalizada [27] e em métricas de efeitos topoldgicos como cordas césmicas e
monopolos [28]; efeitos de rotacdo no espaco-tempo de uma corda césmica [29]; efeito Casimir
[30], [31], [32].

Deste modo, utilizaremos ao longo desta dissertacdo a relatividade geral e a mecanica
quantica conjuntamente para tentar descrever o comportamento de particulas elementares
(bésons) em um certo espaco-tempo escolhido e encontrar efeitos observaveis. Daremos agora
um resumo de cada capitulo da dissertacao.

No segundo capitulo, faremos um breve resumo da teoria da relatividade geral e dos
passos que levaram até ela. Forneceremos o conhecimento necessario para entender os calculos
nos préximos capitulos.

No terceiro capitulo, faremos um breve resumo sobre a mecénica quantica e introduzi-

remos a equacao de Klein-Gordon, uma das estrelas deste trabalho, que descreve bésons de
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spin-0 como o pion e o béson de Higgs. Também neste capitulo mostraremos que a equacao de
Klein-Gordon pode ser modificada para que ela leve em conta efeitos de campos gravitacionais,
capacitando-a com o poder de descrever o comportamento de tais bdsons em um espaco-tempo
escolhido.

No quarto capitulo, mostraremos a nossa escolha de espaco-tempo, uma métrica com-
plexa derivada por J. Hartle e K. Thorne em [1] e [2], que descreve objetos massivos em rotacdo
“lenta” e descreveremos a nossa primeira solucdo da equacdo de Klein-Gordon aplicada neste
espaco-tempo. Daremos uma visao de uma possibilidade de como trabalhar com equacdes
nesse contexto, que aproximacoes se podem fazer e as funcdes, ja conhecidas na literatura,
que solucionam a equacdo diferencial obtida. No final, faremos mais aproximacdes na parte
radial da equacao de Klein-Gordon para mostrar que a sua solucdo esta relacionada também
com funcGes especiais mais usuais.

No quinto capitulo, apresentaremos uma correcdao a métrica original de J. Hartle e
K. Thorne e uma segunda solucdo para a equacdo de Klein-Gordon, agora aplicada neste
espaco-tempo, utilizando expansdes e aproximacoes diferentes. Neste capitulo, mostraremos os
passos para a obtencdo de nossa solucdo por série de poténcias e também formas de melhorar
os calculos futuramente.

No sexto capitulo, disporemos e descreveremos a solucao final, incluindo a funcao de
onda por completo. Separaremos as diferentes contribuicdes (de massa e momento angular) da
solucdo obtida no quinto capitulo e mostraremos o valor numérico de cada um de seus termos
em varias situacdes fisicas diferentes com o objetivo de aferir a dimensdo numérica de cada
contribuicao. Escolheremos, entao, uma configuracdo fisica especifica e faremos variacoes de
quantidades como a energia, 0 momento angular e o angulo polar com o intuito de entender
os limites e as capacidades da solucdo. Além disso, compararemos a solucdo obtida no quarto
capitulo com a obtida no quinto capitulo e mostraremos que elas possuem similaridades
intrinsecas, embora as tenhamos obtido de formas dissimilares.

Finalmente, encerraremos este trabalho com um ultimo capitulo sobre as conclusoes

ponderadas e as perspectivas e possibilidades futuras acerca deste projeto.
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Neste capitulo, faremos um breve resumo da teoria da relatividade especial de Einstein e
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de certos elementos da teoria da relatividade geral que nos serdo Uteis ao longo deste trabalho.

Daremos uma visdo geral da relatividade restrita como uma forma de unir as coordenadas
espaciais e o tempo em um s objeto fisico e como eles estao intimamente ligados, afora uma
descricao basica da cinematica e dinamica relativisticas. Depois disso, apresentaremos a teoria
da relatividade geral: sua origem, os objetos matematicos necessérios para a sua formulacdo,
a nocao de curvatura que lhe é imprescindivel, a equacdo de Einstein e a sua solucao mais
simples para um espaco-tempo curvo.

Tanto o estudo para o desenvolvimento desta dissertacao de forma geral quanto o
contetido especifico deste capitulo foram implementados com base na seguinte literatura: [33],
[34], [35], [36], [37], [38] e [39].

2.1 IDEIA BASICA DA TEORIA DA RELATIVIDADE

Na segunda metade do século XIX, foi descoberto que as equacdes de Maxwell ndo eram
invariantes segundo as transformacdes de Galileu, um conjunto de equacdes que determinam
relacoes entre quantidades fisicas definidas em diferentes referenciais inerciais. Considerando
por exemplo um referencial .S em repouso e outro S’ que se move na direcdo x, por exemplo,
com velocidade constante v em relacdo a S, as coordenadas de S e S’ podem ser relacionadas

pelas seguintes equacoes:

E interessante observar que esta transformacdo de coordenadas foi definida imaginando a
existéncia de um espaco e de um tempo — um referencial — absolutos, e a ideia de movimento
ou ndo era definida com relacdo a esse sistema de referéncia. Apesar de a segunda lei de Newton

ser invariante por esta transformacdo, as equacoes de Maxwell n3o s3o, contudo, elas sdo

invariantes sob outro conjunto de relacdes que misturam as coordenadas espaciais e temporais.

Essa relacdo entre referenciais inerciais se chama transformacao de Lorentz:

;o VX
‘=o(t-3)

' = (x—ovt)
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_1
onde v = (1 — Z—;) ® & o0 chamado fator de Lorentz. Para velocidades muito menores que a

velocidade da luz ¢, v & 1, e a transformacao de Lorentz recai na transformacdo de Galileu.
Observando estas expressoes, verifica-se que o tempo e o espaco estdo intimamente conectados,
o que levou a definicido de um dnico objeto de nome espaco-tempo a partir do trabalho de H.
Minkowski [40]. Essa representacdo pode entdo induzir a interpretacdo de que o nosso mundo
nao é necessariamente um mundo “plano” e tridimensional e que ele pode ser descrito por

uma variedade quadridimensional pseudo-Euclidiana descrita pelo elemento de linha
ds® = 2dt* — da® — dy® — d2?, (3)

um invariante segundo as transformacdes de Lorentz. O espaco-tempo descrito por este ele-
mento de linha é chamado de espaco de Minkowski. A teoria da relatividade restrita (ou
especial) de Einstein postula que, no vécuo, a velocidade da luz (ou, equivalentemente, a
velocidade de qualquer particula sem massa) deva ser a mesma independente do referencial e
utiliza (3) para descrever um universo onde o espaco e o tempo ndo sdo mais conceitos inde-
pendentes um do outro. Segundo ela, a expressdo de qualquer lei da fisica ndo pode depender
do referencial escolhido, contanto que ele seja inercial, e a invariancia sob a transformacao de
Lorentz deve ser uma propriedade local do espaco-tempo. A relatividade geral generaliza esses
conceitos para referenciais acelerados em um universo onde a gravidade existe e é um elemento

fundamental no tecido do espaco-tempo, ndo uma forca a priori que existe entre objetos.

2.2 RESULTADOS UTEIS DA RELATIVIDADE RESTRITA

2.2.1 Coordenadas e tratamento indicial

A partir desta secdo, usaremos um sistema de unidades onde ¢ = 1, chamado de
unidades naturais por colocar em pé de igualdade as coordenadas espaciais e a coordenada
temporal. Assim, o elemento de linha do espaco de Minkowski em coordenadas cartesianas

pode ser escrito como
ds* = dt* — da* — dy* — d2°. (4)

Vamos agora apresentar algumas propriedades das transformacdes de Lorentz e, para isso,
vamos utilizar uma transformac3o de Lorentz especifica, embora esses resultados sejam mais
gerais e valham para outras transformacdes [41]. Uma transformacdo de Lorentz pura, ou
seja, sem rotacdo, (também conhecida como boost de Lorentz), de uma coordenada em um
referencial inercial S para uma coordenada em um outro referencial inercial S’ pode ser escrita

como

ot = A, (5)



2.2. Resultados Uteis da Relatividade Restrita 21

onde o indice p possui valores inteiros entre 0 e 3, e as coordenadas s3o definidas por
=t x=x x=y, 2 =z (6)

Neste trabalho, utilizaremos a notacao de Einstein para somas com indices repetidos, além
de definir a notacao usual onde indices gregos representam objetos quadridimensionais, e
indices latinos objetos tridimensionais. A forma matricial da transformacao de Lorentz A*, é
definida tal que a transformacdo de coordenadas resultante recaia na transformacao descrita
pela equacdo (2). Para um boost de Lorentz na direcdo x, ou seja, uma translagdo sem rotacdo,

a forma matricial da transformacdo de Lorentz nesta representacdo é definida como

v —yv 0 O
—yv v 00
AF] = 7
[A%) 0 0 10 @
0 0 01

Qualquer objeto matematico de quatro dimensdes A" que se transforma mediante a matriz de
transformacdo (7) é dito covariante de Lorentz. As suas componentes contravariantes, que se

transformam da mesma maneira que as coordenadas z*, sdo dadas por
At = AF LAY, (8)
A partir destas definices, podemos escrever o elemento de linha de Minkoswki (4) como
ds® = n,,dtdz”, (9)

onde 7,,, € a forma covariante do tensor métrico de Minkowski, definido como

(7] = (10)

o o o =
)
|
—_

O tensor métrico de Minkowski é um invariante de Lorentz, pois 7,5 = 1, A", A" 3, ou seja,
ele ndo varia segundo uma mudanca de referencial caracterizada por uma transformacao de
Lorentz.

Definimos as componentes covariantes do quadrivetor A a partir das componentes
contravariantes A" e da métrica de Minkowski:

Ay = 1uwA”. (11)

Podemos escrever também as componentes contravariantes a partir das componentes covari-
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antes,
Al = v A, (12)

onde as componentes contravariantes da métrica n*¥ sao relacionadas as covariantes pela

seguinte equacao:

N Nus = 05 (13)

O simbolo 67 € chamado de delta de Kronecker e ele vale 1 quando y = v e 0 para qualquer
outra combinacdo. Esta é uma representacdo simbdlica da matriz identidade, portanto, identi-
ficamos as versdes contravariante e covariante da métrica, respectivamente n*” e 7,,,, como
inversas uma da outra. Este é um resultado geral que é valido para qualquer métrica. No nosso

caso, para a métrica de Minkowski, temos que, para valores fixos de p e v,
™ = N (14)
Podemos ent3o definir o produto escalar entre dois quadrivetores A e B a partir de
A-B=A"B"n, = A"B, = A,B" (15)
e este produto é um invariante de Lorentz, pois
A B' = A*B"n,, = N A*N 3B°n,, = A*BPn, = A - B. (16)

Podemos também escrever esta expressao em termos de suas componentes temporal e espaciais:

A-B=AB"-A.-B. (17)

2.2.2 Tempo proprio e dilatacdo temporal

Imaginemos dois referenciais diferentes, S e S’. Em S, observamos um objeto movendo-
se a uma velocidade v com relacdo a ele. Vamos considerar que o referencial S’ é o referencial
de repouso do préprio objeto, onde ele tem velocidade zero. Assim, devido a invaridncia de
Lorentz do intervalo de espaco-tempo ds?, relacionamos os elementos de linha correspondentes

a esses dois referenciais:
lds? = dt* — da* — dy? — d2° = ds™? = dr?. (18)

Lembrando que estamos utilizando um sistema natural de unidades, vemos que ds? = dr?,

onde dr é definido como o tempo préprio de um objeto, ou seja, o tempo levado entre dois
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eventos cujo intervalo espaco-temporal é ds, medido no préprio referencial de repouso S’. Um

intervalo de tempo finito em S’ é dado por

AT:/dS':/dT’. (19)

Utilizando agora a invariancia do intervalo, temos que o intervalo de tempo finito é dado por

AT—/dS—/\/dtQ—de—dy2—sz

:/dtm

dt At
v g

Encontramos assim a expressdo para a dilatacao temporal medida em referenciais inerciais

diferentes. Ja para intervalos de tempo infinitesimais, vé-se a partir de (18) que
dt
dr = dtv1 —v? = —, (21)
Y

lembrando que os dois referenciais S e S’ estdo relacionados por meio de uma transformacdo

de Lorentz.

2.2.3 Velocidade, energia e momento

Definimos a quadrivelocidade de um objeto como o quadrivetor

m
i dx
- 9
dr

(22)

que é um vetor contravariante de Lorentz porque dx* também é um vetor contravariante e dr
é um invariante de Lorentz. Como vimos na secdo anterior, podemos escrever de forma geral

o intervalo espaco-temporal como
dt
dr = — =dty/1 — |v|?, (23)
8

identificando assim os componentes contravariantes da quadrivelocidade:

= (G ) = G 4

Tomando o produto escalar da quadrivelocidade com ela mesma, obtemos

u-u=utu, =1, (25)
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que é um invariante de Lorentz, ou seja, é valido em qualquer referencial inercial. Note que
estamos utilizando um sistema natural de unidades; em sistemas onde a velocidade da luz
possui um valor arbitrario ¢, temos que u - u = 2.
Definimos o quadrimomento de uma particula a partir da quadrivelocidade de forma
analoga ao formalismo classico e ele toma a forma
dxt

"=yt = me—— 26
P =t = m (26)

cujas componentes temporal e espaciais sao dadas por
"] = (", p") = (my, myv"). (27)

A componente temporal m~ é definida como sendo a energia total de uma particula, e as
componentes espaciais m~yv® correspondem ao momento tridimensional. A energia total e o
momento tridimensional s3o, portanto, redefinidos no contexto da relatividade por meio do
fator de Lorentz v. Como a energia e o momento tridimensional possuem separadamente
leis de conservacdo, o quadrimomento também deve ser conservado. Podemos encontrar um

invariante de Lorentz a partir do produto escalar (16):
pp=p'p.=E —|p|* =m" (28)

Esta é a famosa relacdo de energia relativistica, que nos sera Gtil no préximo capitulo na nossa
tarefa de obter uma equacdo relativistica para a funcdo de onda de uma particula. A segunda

lei de Newton na relatividade restrita pode ser escrita a partir da seguinte definicao de forca:

2
= " = md—u. (29)
dr dr?
Estas equacOes sdo Uteis em se tratando de particulas, no entanto, elas sdo insuficientes quando
precisamos descrever o sistema como um fluido, por exemplo, ou seja, um sistema continuo
caracterizado por quantidades macroscépicas como densidade e pressdo. Neste caso, a area da
fisica mais apropriada é a dinamica de fluidos relativistica, que pode ser usada para caracterizar
situagdes diversas, desde colisGes entre particulas a altas energias até o interior de estrelas [42)].
No caso de um sistema continuo, é necessario encontrar uma quantidade mais elaborada para
descrever o sistema. Com este objetivo, constréi-se o tensor de energia-momento [43] a partir
de quantidades dindmicas como a quadrivelocidade e também de quantidades macroscépicas
como a energia, a densidade e a pressao. Para um fluido perfeito no contexto da teoria da

relatividade, o tensor de energia-momento é dado por
" = (p + p)uu” + pn™” (30)

onde p é a densidade do fluido e p é a pressao. Além de ser simétrico, o tensor de energia-
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momento é uma quantidade conservada:
0,T" =0 (31)

Esta equacdo da origem, dentre outras expressoes, a equacdo de continuidade para a densidade
de energia, ja que na relatividade a energia e a massa de um objeto estao relacionadas através

da relacdo de equivaléncia massa-energia.

2.3 RELATIVIDADE GERAL E EQUACOES DE EINSTEIN

Nesta secdo faremos uma breve introducdo a teoria de relatividade geral de Einstein,
definindo as quantidades fisicas necessarias para o entendimento dos topicos presentes neste
trabalho e fornecendo como exemplo a solucdo mais simples para as equacées de campo de

Einstein.

2.3.1 Origem da Relatividade Geral

Em seu artigo seminal de 1916, “Os Fundamentos da Teoria da Relatividade Geral”
[7], Einstein explicou que a generalizacdo da sua teoria da relatividade especial se respaldou
em varios argumentos com o objetivo de estender o postulado da relatividade. Dentre eles
temos o fato de que “as leis da fisica devem constituir-se de tal forma que elas se mantenham
validas em sistemas de coordenadas movendo-se de qualquer maneira” e o fato experimental
ja conhecido desde o século XVII dos trabalhos de Galileu Galilei e Isaac Newton que, na
auséncia de forcas de resisténcia, corpos com massas diferentes, e nos quais atua o mesmo
campo gravitacional, sentem a mesma aceleracdo — a dizer, a equivaléncia entre a massa
gravitacional e a massa inercial, chamado de principio de equivaléncia fraco. Como escreveu
Einstein:

“Destas discussbes, vemos que a elaboracdo de uma teoria geral da relatividade nos
deve conduzir, em algum momento, a uma teoria da gravitacdo, pois pode-se ‘criar’ um campo
gravitacional através de uma simples variacdo do sistema de coordenadas.”

Einstein percebeu a partir desta equivaléncia que a gravidade ndo é uma forca de
interacdo andloga a forca eletromagnética, e sim uma manifestacdo da estrutura — ou seja,
da geometria — do préprio espaco-tempo, cuja forma local depende dos objetos |4 inseridos.
Em outras palavras, a trajetéria de corpos livres é gerida pela geometria do espaco-tempo ao
seu redor e esta geometria é afetada n3o s6 pelos objetos préximos, mas também pelo préprio
corpo em movimento.

O principio da equivaléncia fraco equivale a dizer que n3o é possivel distinguir os efeitos
de um campo gravitacional sobre um objeto dos efeitos de um referencial acelerado, que se
manifesta nas chamadas forcas de inércia. Portanto, para regides pequenas do espaco-tempo
que possuam a mesma geometria, as trajetérias de um objeto em um campo gravitacional e

em um referencial acelerado sao as mesmas e n3o é possivel diferencia-las.
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A generalizac3o deste principio é chamada de principio da equivaléncia forte: em regides
pequenas do espaco-tempo, as leis da fisica sdo as mesmas em qualquer referencial em queda
livre, de sua velocidade e de sua localizacdo no espaco-tempo; nao é possivel detectar a
existéncia de campos gravitacionais localmente.

Na préxima secao, vamos entdo verificar como estas ideias se relacionam com a geo-

metria de um dado espaco-tempo e levam as equacdes de Einstein.

2.3.2 Escalares, vetores, tensores e variedades

Nesta secdo iremos mostrar alguns resultados semelhantes aos da secdo (2.2), po-
rém agora utilizaremos espacos-tempos genéricos e nao necessariamente o espaco-tempo de
Minkowski.

Comecamos com a definicdo basica de um campo escalar de Lorentz S(z): uma funcdo

da posicdo que é sempre a mesma independente de mudancas de referencial, ou seja,
S'(a") = S(z). (32)

Um escalar de Lorentz que vimos anteriormente é o elemento de linha ds, que, por exemplo, é

dado no espaco de Minkowski por
ds® = dt* — dz* — dy® — dz* (33)

e possui 0 mesmo valor em qualquer referencial inercial.

Outro conceito importante para a formulacdo da teoria da relatividade geral é o de
variedade. Tomando uma visao ndo muito rigorosa, podemos dizer que uma variedade é um
conjunto de pontos que pode ser parametrizado continuamente e que localmente se parece
com um espaco Euclidiano ao redor de cada ponto. O nimero de coordenadas necessérias
para localizar um ponto em uma variedade é chamado de dimens3o desta variedade. Uma
caracteristica notavel desta formulacao é que nao é preciso que um Unico sistema de coorde-
nadas descreva uma dada variedade por inteiro. Exemplos de variedades simples s3o retas e
curvas (unidimensionais) e superficies como planos e esferas (bidimensionais). Descreveremos
0 espaco-tempo como uma variedade diferenciavel quadridimensional.

Supondo que uma certa variedade n-dimensional seja descrita por coordenadas {z°},

onde a = 1,...,n, podemos fazer uma transformacao de coordenadas

2 =222 (34)
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e, tomando o diferencial da coordenada transformada z'*, temos que
axla al,/a
dx'* = de' + ...+ dz"

Ox! ox"
axla

= ———dz". 35
b (35)

Podemos entao identificar a derivada %Lx': como sendo uma das n? componentes da matriz de
transformacao entre as coordenadas.

Em uma variedade onde se pode definir uma métrica, o elemento de linha ds?, cuja
definicao depende da prépria variedade e de sua dimensionalidade, representa a “distancia”
entre dois pontos sobre a variedade infinitesimalmente préximos e pode tomar a forma de
qualquer funcao razoavel. No nosso caso, como estamos tratando da relatividade geral, vamos
nos limitar a variedades quadridimensionais, onde cada ponto no espaco-tempo descrito pela

variedade é chamado de “evento”, e elementos de linha possuem a seguinte forma:
ds* = g, dztdx”, (36)

em que g, sao as coordenadas do chamado tensor métrico. O elemento de linha é invariante

sob transformacGes de coordenadas:

ds® = g, dxtdx”
B oxt Ox
— I 98
= gl pda’*da’”. (37)

da'*da"®

Assim, o tensor métrico no novo sistema de coordenadas é dado por

. ozt Oz ,
o) = oo 2 () (38)

A variedade que utilizamos para descrever o espaco-tempo é do tipo pseudo-Riemanniana, pois
ds® pode ser positivo, zero ou negativo, diferente de um sistema de coordenadas cartesiano
tradicional onde ds? é sempre maior ou igual a zero. Ao redor de um ponto qualquer no
espaco-tempo é possivel encontrar uma mudanca de coordenadas tal que a métrica apés tal

transformacao seja aproximadamente dada pela métrica de Minkowski, ou seja,

Jo (1) R agp. (39)

O elemento de volume relativo a uma métrica arbitraria g,s que descreve uma variedade

n-dimensional é dado por

d"V = +/|gldz" - - - dx™, (40)
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onde g € o determinante do tensor métrico. Esta equacao pode ser demonstrada a partir da
transformacdo da métrica por uma mudanca de sistemas de coordenadas dada pela equacdo
(38). Definindo a matriz de transformacdo como M, podemos escrever essa equacdo na forma

matricial, equivalente a uma mudanca de base:
[96p) = M [gas] M. (41)

Tomando o determinante dos dois lados, temos

, 1
g = (det M)?*g = 729 (42)
onde
ax/a

é o jacobiano da matriz de transformacao M. Supondo que o sistema de coordenadas trans-
formado fosse cartesiano ou equivalente ao espaco de Minkowski, entdo o determinante ¢’ de
[g4,] deveria ser dado por £1. Assim, temos que g = +.J*, e a equacdo (40) demonstra-se
pelo resultado bem conhecido de que o elemento de volume de dois sistemas de coordenada

podem ser relacionados por

da’t - da™ = Jda' - - - da". (44)

2.3.3 Curvatura, derivada covariante e equacao da geodésica

A curvatura de um espaco-tempo, denotado matematicamente por uma variedade Rie-
manniana, esta intimamente ligada a um objeto chamado conexdo afim, construido unicamente
a partir da métrica e que relaciona vetores em diferentes pontos de uma certa variedade. Como
estamos tratando de variedades Riemannianas, que sao dotadas de uma métrica, a conexao é
denominada uma conexdao métrica e pode ser descrita por uma série de nimeros chamados de

simbolos de Christoffel,

1
Fi\w = §g>\a(augua + vGou — O Gy ), (45)

que, apesar da aparéncia, nao sao componentes de um tensor, pois é possivel mostrar que F;}V
ndo se transforma como um tensor de terceira ordem, o que faremos em breve. A partir da
conexao, construimos a derivada covariante, a generalizacao da derivada parcial para espacos-
tempos genéricos que leva em conta a curvatura do espaco-tempo. Dado um campo vetorial

qualquer V*, a sua derivada covariante é

V.V =0,V + T,V (46)
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A derivada covariante definida desta forma transforma-se como um tensor usual, ao contrario
da derivada parcial original que n3o leva em conta a curvatura da variedade. Assim, a lei de

transformacao para a derivada covariante deve ser tensorial e ter a forma

ox® dx
V.V = VaV?. (47)
o ox'r 9P

Segundo essa lei de transformacdo, obtemos a lei de transformacdo para a conexado, a qual,
como dito, n3o se transforma como um tensor por conta do termo com uma derivada parcial

de segunda ordem.

o _ 02" oxP 97 foati 18
VAT g 9 9N BT T 9™ ( )
E simples mostrar que a derivada covariante de um covetor w, se da por

V., = 0w, — F;\Ww,\. (49)

Estamos agora prontos para justificar a definicdo dos simbolos de Christoffel correspondentes

a conexdo dada em (45). Supondo que o tensor de torcdo relativo a conexdo, definido como
A A A
T, =1, -1, (50)

seja simétrico nos indices inferiores, ou seja, que todas as componentes do tensor de torcao

sejam nulas, e que a derivada covariante seja compativel com a métrica, ou seja
v)xguu =0, (51)

é simples demonstrar a equac3o (45), uma relacdo util para calcular todos os simbolos de
Christoffel relativos a uma certa métrica previamente conhecida.

Usamos também a conexdo para escrever a equacao da geodésica, que representa,
grosso modo, a curva de menor “distancia” possivel entre dois pontos sobre uma variedade, ou
seja, uma generalizacdo da linha reta para variedades curvas. Uma curva definida em termos

de um pardmetro A é uma geodésica se ela obedece a seguinte equacao

A2zt 4 dzx® dxP

— 2
oz e 70 (52)

e, quando as componentes da conexdo usada sdo dadas pelos simbolos de Christoffel, a
geodésica reproduz a nocdo usual de linha reta a que aludimos. Por exemplo, em coordenadas

cartesianas, onde todos os componentes da conexao se anulam, a equacdo da geodésica recai
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na equacao

A2t

d\?

=0 (53)

que nada mais é, pensando em termos fisicos, que a equacdo de movimento para um corpo
livre que se move em linha reta parametrizada pelo parametro .
A curvatura de uma variedade, descrita pelo chamado tensor de curvatura de Riemann

(ou de Riemann-Christoffel), é definida a partir da conex3o por

RP oy = 0, X0, — O,I%, + FZAFﬁU AN (54)

pos

de modo que as informacdes a respeito da curvatura desta variedade estejam contidas no
tensor de Riemann e nos tensores definidos a partir dele. Ele é um tensor nulo somente quando
a métrica descreve um espaco-tempo plano. Obtemos este tensor calculando o comutador da

derivada covariante aplicado a um vetor qualquer V*:
V., V VP =R,V — T, V\V?, (55)

que vale mesmo para variedades onde o tensor de torcdo 7%, ndo é nulo. A partir de uma

contracao feita com o tensor de Riemann, produz-se o tensor de Ricci
Rw/ = R/\uz\w (56)

que possui esta forma porque para um tensor de Riemann construido a partir de uma conexao
cujos coeficientes sejam dados pelos simbolos de Christoffel, somente esta contracdo de indices
é n3o nula. Podemos, além disso, tomar o traco do tensor de Ricci, obtendo assim o chamado

escalar de Ricci, ou escalar de curvatura
R=R",, (57)

que é outra quantidade utilizada para mensurar a curvatura de uma variedade. A partir do

tensor de Riemann, definimos o tensor de Einstein
1
Gp,l/ - R/w - §Rg[w7 (58)

um tensor simétrico cujas simetrias advém das simetrias do tensor de Ricci e da métrica, com

a seguinte propriedade de conservacao:
ViG,, = 0. (59)

Apds esta breve exposicao de alguns resultados matematicos relevantes, partimos para a
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derivacdo das equacdes de Einstein.

2.3.4 Equacoes de Einstein

Vamos agora considerar o principio de acoplamento minimo gravitacional, segundo o
qual, se uma lei da fisica for escrita tensorialmente numa forma valida num espaco-tempo
plano, ela sera valida num espaco-tempo curvo simplesmente mudando as quantidades basicas
pelas quantidades equivalentes que levam em conta a curvatura do espaco-tempo. Por exemplo,
a conservacdo do tensor de energia-momento (31) em espacos-tempos curvos é simplesmente

escrita como
vV, T = 0. (60)

Na relatividade geral, as equacGes relevantes descrevem como a curvatura do espaco-tempo
age na matéria para manifestar-se como a gravidade e como o contelido energético de corpos
influencia o espaco-tempo para gerar uma curvatura. Para encontrar uma equacao que descreve
este efeito, uma possibilidade é usar a lei de conservacdo do tensor de energia-momento (60)

e a lei de conservacdo do tensor de Einstein (59). A expressdo que Einstein propds é
G,ul/ = HJT‘u,lla (6].)

que diz que o tensor de Einstein e o tensor de energia-momento s3o proporcionais, € a constante
de proporcionalidade x pode ser calculada utilizando o limite Newtoniano da teoria, que diz
que, para sistemas com velocidades baixas e campos gravitacionais estaticos e fracos (ou
praticamente estaticos), a interacdo gravitacional pode ser aproximada pela lei de gravitacdo
universal de Newton. Assim, obtém-se as equacdes de campo de Einstein para a relatividade

geral
1
R, — §ng = 871G, (62)

onde G é a constante gravitacional. Note que, nestas equacdes, encontra-se do lado esquerdo
toda a parte geométrica da teoria e, do lado direito, a parte que descreve a matéria, a energia e o
momento. Deste modo, podemos concluir que estas equacdes relacionam a estrutura geométrica
do espaco-tempo com o seu contelldo de matéria e energia, ou seja, como a curvatura do
espaco-tempo reage a presenca de energia e momento. Podemos escrever também esta equacao

como

1
R, = 87TG<TW - §T9W) (63)

onde T'=T"*, € o traco do tensor de energia-momento. As duas equacdes sao completamente

equivalentes, mas por vezes uma é mais util que a outra.
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2.3.5 Solucdo de Schwarzschild

A primeira solucdo conhecida para as equacdes de campo de Einstein foi formulada por
Karl Schwarzschild em 1916 e é uma solucdo que descreve um campo gravitacional exterior a um
objeto esfericamente simétrico e portanto também é esfericamente simétrica. Descreveremos
aqui uma visdo global de sua obtenc3o.

Como nao ha matéria no espaco ao redor deste objeto, o seu tensor de energia-momento

é nulo e portanto as equacdes de Einstein dadas na forma (63) tomam a forma
R, =0 (64)
O ansatz utilizado por Schwarzschild para o elemento de linha foi
ds? = —e2Mdt? 4 20 dr? 4 r2(d6? + sin’ Bdp?), (65)

pois procura-se uma solucao para as equacoes de campo em regides estaticas e isotrdpicas do
espaco-tempo. Assim, o tensor métrico g,,, ndo deve depender da coordenada temporal 2 = 0
e deve ser uma matriz diagonal. Além disso, devemos observar que a escolha de coordenadas
espaciais esféricas € a mais natural ja que o campo gravitacional que procuramos deve ser
esfericamente simétrico. Calculando todos os coeficientes ndo nulos do tensor de Ricci R, a
partir da contracdo do tensor de Riemann R”,5, que utiliza também os simbolos de Christoffel,
e substituindo os valores encontrados na equacdo de campo exterior (64), podemos derivar a

solucdo de Schwarzschild. O elemento de linha de Schwarzschild é dado por

ds® = — (1 — ZGTM) dt* + (1 — Q(iM) 1 dr® + r*(df* + sin” 0d¢?). (66)
O coeficiente 2G'M, escrito assim em unidades naturais, é o chamado raio de Schwarzschild,
um valor que corresponde ao raio que define o horizonte de eventos de um buraco negro de
Schwarzschild. Ocasionalmente denota-se o raio de Schwarzschild por r, = 2GM. Caso o
raio do objeto cujas propriedades usamos para calcular os valores numéricos da teoria seja
menor que o raio de Schwarzschild, o objeto descrito deve ser um buraco negro, pois o raio de
Schwarzschild definiria um horizonte de eventos externo a esse objeto.

Tendo feito esta breve exposicdo de conceitos basicos da teoria da relatividade geral,
estamos entdo capacitados a estudar os sistemas de interesse para este trabalho (objetos
astronémicos como estrelas, an3s brancas e estrelas de néutrons em rotacdo), o que seré feito

nos préximos capitulos.
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Neste capitulo derivaremos os resultados de mecanica quantica relativistica que serdo
necessarios ao longo desta dissertacdo. Obteremos a equacdo de Klein-Gordon e faremos uma
rapida descricdo de sua solucdo para uma particula livre; apds isso, obteremos a forma de
equacdo de Klein-Gordon para espacos-tempos curvos através de uma lagrangiana apropriada
e é esta equacdo que sera estudada nos préximos capitulos.

A elaboracdo deste capitulo foi baseada na seguinte literatura: [44], [45], [46], [47],
[48], [49] e [50].

3.1 OBTENDO A EQUACAO DE KLEIN-GORDON

O conceito de operadores é a base para a formulacdo da mecanica quantica. No
contexto desta teoria, quantidades fisicas a serem medidas em um laboratério — chamadas de
observaveis — sdo caracterizadas por operadores hermitianos, ou seja, possuem autovalores
reais. Inicialmente, vamos definir trés operadores que nos serao (teis: o operador de momento,
o operador Hamiltoniano e operador de energia.

L _ ;0
p = —1hV, H==—+V(x), E =ih—. (67)

i ot
Observe que temos dois operadores relacionados a energia total. Aplicando estes dois operadores
a uma funcdo de onda 1/, obtemos a equacdo de Schrodinger, que descreve quanticamente a

evolucdo temporal de sistemas fisicos:
Hy(t, @) = Ev(t, ). (68)
Podemos escrever esta equacao como

[_s_uw + v(m)] Uit x) = ih%@b(t, ), (69)

que pode ser classificada como uma equacao de onda n3o relativistica.
O nosso propoésito é obter uma equacdo de onda relativistica a partir da equacao de
Schrodinger. Para fazer isso, vamos utilizar a definicdo de quadrimomento relativistico obtida

no capitulo anterior.

,P); (70)

onde

ppa = 1. (71)

33
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A partir das duas equacoes acima, e usando os resultados da teoria da relatividade especial,

tomamos como a Hamiltoniana de uma particula livre a seguinte expressao:

H = \/p*c?+ p?ct (72)

Assim, substituindo o momento tridimensional pelo operador momento em (67), escrevemos
o anélogo relativistico da equacdo de Schrodinger dependente do tempo (69) para o caso de

uma particula livre, ou seja, V(x) = 0:

ih%w(t,w) = /—RRAVZ + 12 (L, x). (73)

No lado direito da equacao podemos observar a raiz quadrada de um operador, o que nos causa
certa dificuldade, pois para resolver esta equacao diferencial uma possibilidade de solucdo seria
expandir a raiz em séries de poténcias, no entanto, a equacdo resultante, ndo mais local, seria
complicada demais de resolver. Para simplificar este problema, utilizamos o fato de que para

dois operadores A e B que comutam, ou seja, [A, B] = 0:

Ay =By = A% = B%). (74)
Portanto, ao tomarmos
H? = p*c® + p°ct, (75)
podemos escrever
—rﬂ% (t,x) = (—R2AV2 + 1) Y(t, ). (76)

Rearranjando os termos desta equacao, podemos observar que ela possui a mesma forma de

uma equacao de onda classica:

A peN?
o0+ (55) | wit.@) =, (77)
e ela é chamada de equacao de Klein-Gordon. Note que ao introduzirmos o termo quadratico

(75) obtemos duas solucBes para a energia da particula, uma positiva e uma negativa:

H=+\/p>c®+ p? (78)

Historicamente, a equacdo de Klein-Gordon havia sido descartada de sua candidatura para
uma descricdo relativistica de particulas quanticas por conta desta energia negativa e porque
associada a ela estavam solucGes com densidades de probabilidade negativas, o que se pensava

ndo corresponder a uma situac3o fisica real. No entanto, foi descoberto que as solucdes com
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energia e probabilidade negativas estavam ligadas a antiparticulas — de inicio uma conjectura
proposta por Dirac, sua realidade foi mais tarde comprovada por experimentos. A antiparticula
de uma certa particula possui as mesmas caracteristicas da “original”, porém com a carga
oposta.

Queremos que a equacdo de Klein-Gordon, por ser uma equacdo de onda derivada de
modo similar a equacdo de Schrddinger, possua uma lei de conservacdo para uma corrente de
probabilidade j, a ser definida e que, analogamente, por ser a equacdo de Schrodinger uma
equacdo probabilistica, a corrente j, também tenha uma interpretacdo probabilistica. Para
encontrar uma definicdo apropriada, comecamos tomando o complexo conjugado da equacdo
(77):

2.2
<8A8A + ‘%—5) b = 0. (79)

Tendo em vista que estamos trabalhando com operadores e portanto devemos respeitar a

ordem de operacido entre eles, multiplicamos a equacdo (77) por 1* e a equacdo (79) por .

Subtraindo (77) de (79), temos

2.2 c )
o (00 + 55 Yo (00 55 ) w0 (50)
e assim, definindo um quadrivetor de densidade de corrente
ih
'1/ — ¥ v v 1
o= 5, 0 = 00,0°), (81)

podemos reescrever (80) para obtermos a equacdo abaixo, uma equacdo de continuidade para

a densidade de corrente:
d,7" = 0. (82)

Expandindo as componentes dos quadrivetores, escrevemos a equaciao acima como

00 o
(5%

10
cot 2,uc

)] v {%W*w — V)| =0, (83)

e, ao definirmos uma densidade de probabilidade e uma corrente de probabilidade apropriadas,

a equacao acima representa uma equacao de continuidade

dp
8t+v 7 =0, (84)
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onde

ih ) on*
pzz (w*i— w)

2 0 0
Q,ulch t t (85)
J= —Z(WVQﬁ —PpVYr).

Integrando os dois lados a equacdo (84), verificamos que

8 3.
E/v Pz =0, (86)

e portanto p poderia ser considerada uma densidade de probabilidade, pois a sua integral
em todo o espaco se conserva no tempo. Como mencionamos anteriormente, todavia, um
problema que teve esta interpretacdo de p como uma densidade de probabilidade era que, por
causa do sinal negativo na sua expressdo em (85) e também do fato os valores numéricos de
¥, 1¥* e de suas derivadas serem arbitrarios, p pode representar tanto probabilidades positivas
quanto negativas, e probabilidades negativas eram consideradas inaceitaveis. Nos anos iniciais
da mecanica quantica, quando muito pouco se conhecia a respeito do grande nimero de
particulas elementares existentes, ndo havia nenhuma justificativa fisica para utilizar o conceito
peculiar de uma probabilidade negativa e por isso a equagdo de Klein-Gordon (77) foi de
inicio descartada, e foi justamente devido a estes problemas que Dirac procurou uma equacao
de onda relativistica alternativa, o que ele conseguiu fazer com sucesso. Ao resolver a sua
equacao, Dirac atribuiu as solucdes de energia negativa particulas equivalentes ao elétron,
porém com cargas positivas, os chamados poésitrons, que ainda nao haviam sido observados na
época, interpretando fisicamente esses resultados ao invés de simplesmente descarta-los como
havia sido feito anteriormente. Mais tarde, essas particulas acabaram sendo observadas, bem
como antiparticulas para outras particulas conhecidas. O resultado de que cada particula tem
a sua prépria antiparticula é um dos maiores sucessos da fisica tedrica. Quanto a questdo das
probabilidades negativas, em 1934, Wolfgang Pauli e Victor Weisskopf reinterpretaram p e 7,
simplesmente multiplicando estas quantidades por e, assim fazendo com que p e j,, pudessem
ser consideradas, respectivamente, como a densidade de carga e a densidade de corrente, cujos
valores positivos ou negativos se tornam totalmente aceitaveis.

Hoje em dia, a equacdo de Klein-Gordon é entdo considerada uma equacao de onda
relativistica de segunda ordem no tempo e no espaco e suas solucdes sao campos quanticos
escalares ou pseudo-escalares, que representam bdsons de spin zero. (Bdsons sdo particulas
que possuem spin inteiro.) Alguns exemplos de bésons de spin zero sdo o béson de Higgs (a
Unica particula elementar de spin zero) e mésons como o pion e kaon.

Ja a equacdo de Dirac, sua parente ndo tao distante, tem como solucdes spinores,
objetos que como vetores geométricos sao elementos de um certo espaco vetorial complexo,
mas que se transformam de forma diferente aos vetores com os quais estamos mais acostumados,

e tais spinores representam férmions de spin meio (%) Férmions s3o particulas que possuem
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mais importantes e conhecidas, o préton, o néutron e o elétron.

spin semi-inteiro (ou seja g etc). Como exemplos de férmions damos trés das particulas

3.2 SOLUCAO PARA UMA PARTICULA LIVRE

Nesta secdo, delinearemos a solucdo da equacdo de Klein-Gordon (77) para particulas
livres — uma idealizacdo cujo objetivo no momento é alavancar o estudo de problemas similares
que serao abordados nos préximos capitulos. Voltando a definicdo da densidade de corrente dada
em (81) e em (85), sabemos que ndo podemos considera-la uma densidade de probabilidade
pois ela n3o é positiva definida, contudo, se a multiplicarmos pela carga elementar e, podemos

obter o quadrivetor de densidade de corrente de carga

., teh

e a partir dele escrevemos a densidade de carga e a densidade de corrente elétrica:

,  ieh O oY
p_2,u02(¢ ot w@t)

. (88)
., teh, «
J= —E(@D Vi — Vi)

Podemos entdo propor uma solucdo ondulatéria para a equacdo (77) na forma de uma expo-

nencial complexa

V(@) = Aemrmr
— Aet@p=F) (89)

e assim verificamos que esta proposicdo simples é uma solucdo simplesmente substituindo em

(77). A energia é dada por
E = ++/p*c® + m2ct (90)

ou, equivalentemente,

m2c?

W=+ k2 + 2

(91)

Esses resultados foram interpretados tais que as solucdes da equacdo de Klein-Gordon tivessem
energia positiva ou negativa, contudo, hoje em dia sdo vistos como modos de frequéncia positiva
ou negativa. Como foi explicado na sec3o anterior, este resultado pode ser interpretado de

forma que estas solucdes representem fisicamente tanto particulas quanto as suas antiparticulas.
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Essas duas solucdoes podem ser escritas como
hy = Ayen®@P T IE@I (92)

AL s3o constantes de normalizacdo. Aplicando este resultado na definicao da densidade de

carga, obtemos

__ cE)]

Vs (93)

P+

e interpretamos este resultado como sendo ¢, a funcdo de onda de uma particula de carga
+e e 1_ a funcao de onda de uma particula de carga —e, ambas com a mesma massa u. A
solucdo geral da a equacao de onda é sempre uma combinacao linear das duas solucdes ja que
a equacdo de Schrodinger € linear na funcdo de onda.

Ja para particulas de carga zero, podemos observar a partir da definicao da densidade
de carga em (88) que 1) = ¢)* e portanto a solu¢do tem a forma de um campo real. Assim,
podemos constar trés tipos de solucao para a equacdo de Klein-Gordon: uma para cargas
negativas, uma para cargas positivas e uma para carga nula; todas elas dependem do momento

p da particula.

3.3 EQUACAO DE KLEIN-GORDON EM ESPACOS-TEMPOS CURVOS

Nesta secdo, generalizaremos a equacao de Klein-Gordon, uma equacdo de onda relati-
vistica, para um espaco-tempo arbitrario, descrito pela métrica genérica ¢g®?. Com este objetivo
utilizaremos o formalismo lagrangiano.

Sabemos da fisica classica que dada uma lagrangiana L = T'—V/, que depende somente
das coordenadas candnicas {qy, gk }, podemos encontrar uma equacdo de movimento para este

sistema a partir da acdo definida por

S|I] = /dt Lae, s ). (94)
Segundo o principio variacional, o movimento descrito pelo sistema é dado a partir de um

ponto estaciondrio da acdo, que se pode obter impondo que a variacido a acdo seja zero, ou

seja, 05 = 0. Para uma lagrangiana L qualquer, este procedimento da origem a conhecida

d [ OL oL
a (a—q) “og (%)

Note que existem um total de k equacdes similares, uma para cada par de coordenada (g, Gx)

equacao de Euler-Lagrange:

Na teoria de campos, temos que modificar ligeiramente as equacbes que acabamos de de-

monstrar, pois agora em vez de coordenadas generalizadas {qy, gx } vamos trabalhar com um
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conjunto de campos escalares continuos { ¢y, 0p} composto por cada ¢ e todas as suas

derivadas espaco-temporais. Pelo resto deste capitulo, usaremos as unidades Planck, onde
c=h=G=1.

Definimos uma densidade lagrangiana £ tal que L = [ d®zL e a ag3o seja dada por

S[L] = / dtL = / d'zL. (96)

Procedendo da mesma forma, fazemos a variacdo da acdo e a igualamos a zero para encontrar

0 ponto estacionério e o resultado é a equacao de Euler-Lagrange para campos:

oc }_6520 (o7)

o {8(%%) oJu

Para ilustrar o processo de obtencdo da equacdo (97) a partir da variacdo da acdo, vamos

pertinentemente utilizar a densidade lagrangiana para campos escalares

L= (9060%0—w6?). (98)

que dara origem a equacao de Klein-Gordon tradicional. Assim, a acdo S e a sua 65 variacao

sao dadas por
g 1 8 2 12
S= [ d'w 5 (9500°6 — 11°?).
1
08 = / d'z 3 [6(500°9) — 6(%°)]
e as variacoes que aparecem dentro da integral de 6.5 sdo dadas, respectivamente, por

(950 9°¢) = 2[03(¢0° $) — 6 950" ¢,
0(12¢?) = 219 6¢.

Juntando todos estes resultados e anulando a variacao da acdo 6.5, temos que
68 = / d*x 05(6¢ 0" ) — / d*z 5¢(950° ¢ + 1) = 0. (99)

Para que a primeira integral convirja é necessario que d¢ va a zero para r — o0, ou s€ja, na
borda da esfera de raio infinito onde estamos integrando. Assim, por argumentos de contorno,

podemos anular o primeiro termo.

/ d*x 6¢(050° ¢ + 1) = 0. (100)

Para que a integral se anule para valores arbitrarios das variaveis, é necessario que o integrando
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se anule independentemente. Assim, obtemos a equacao de Klein-Gordon, neste caso para um

campo ¢:
00° ¢ + 1?¢p = 0. (101)

Faremos agora o que haviamos proposto desde o inicio: calcular a equacao de Klein-Gordon para
uma métrica arbitraria ¢®” que descreve um espaco-tempo qualquer ao invés de simplesmente
usar o espaco-tempo de Minkowski, descrito pelo tensor métrico n“?. Para tanto, utilizaremos
diretamente a equacdo de Euler-Lagrange (97), porém com duas mudancas no procedimento.

A primeira delas é uma redefinicao da densidade lagrangiana como o seguinte produto
£ =/gLo, (102)
onde g é o determinante corresponde & métrica ¢g*’ e L, é dada por

Lo =5 (9°70u0 050 — 1i*¢?) . (103)

N —

Aqui fazemos proveito do fato de que para campos escalares como ¢ a derivada covariante
recai na derivada parcial usual, ou seja, V,¢ = 0,¢. Assim, com todas estas modificacdes, a

acdo pode ser escrita da mesma forma descrita anteriormente:

S = /d%«ﬁ. (104)

Anular a variacdo da acdo, 65 = 0, nos da novamente as mesmas equacdes de Euler-Lagrange.
Agora, no entanto, a prépria Lagrangiana estd modificada. Vamos calcular os dois termos da

equacdo de Euler-Lagrange (97) separadamente abaixo:

oL 1
557 = V50
oLC
00

Para calcular o primeiro dos termos acima utilizamos o resultado fundamental da relatividade

= Ao (105)

geral de que a conexdo seja compativel com a métrica (51), ou seja, V,93, = 0, o que
significa que a derivada covariante do tensor métrico sempre se anula por definicdo. Somando
os resultados, obtemos a equacao de Klein-Gordon para espacos-tempos curvos, relativamente
a uma certa métrica arbitraria ¢®°, a qual usaremos ao longo deste estudo.
1 af 2
ﬁa‘“(\@g Jp) + 1| ¢=0 (106)
Nos préximos capitulos, escreveremos esta equacao em regides préximas a de estrelas com

rotacdo e estudaremos suas solucoes.
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4 A METRICA DE HARTLE-THORNE

O presente estudo tem como objetivo incorporar o efeito gravitacional de estrelas em
rotacdo no comportamento de bdsons de spin-0 que se encontram préximos a estas estrelas, e
para tanto um procedimento razoavel é considerarmos uma métrica com rotacdo. Deste modo,
investigaremos preliminarmente a métrica proposta nos artigos [1] e [2] de James B. Hartle e
Kip S. Thorne, uma métrica famosa na literatura e proposta por dois fisicos de renome. A forma
final da métrica, por meio da qual descreveremos o comportamento de bdsons, encontra-se
no apéndice de [2], assim como sua expansdo em poténcias de M /r. Essa métrica, chamada
daqui em diante de métrica de Hartle-Thorne, descreve estrelas que giram “lentamente” na
estrutura da relatividade geral de acordo com o critério proposto pelos autores, e o tensor
métrico correspondente possui um termo fora da diagonal devido ao momento angular da
estrela, em contraste, por exemplo, com a métrica de Minkowski (10) descrita no segundo
capitulo, que contém somente termos em sua diagonal principal. A expansdo em poténcias de
M /r descreve, segundo os autores, estrelas “ndo muito relativisticas”, como o nosso préprio
Sol.

A ideia a ser desenvolvida neste capitulo é escrever a equacdo de Klein-Gordon para
espacos-tempos curvos (106) na métrica de Hartle-Thorne a fim de estudar os efeitos da
rotacdo nas particulas descritas por essa equacao, bosons de spin-0, bem como obter solucoes
para essa equacdo. Mostrou-se em [51] e [3] que a métrica de Hartle-Thorne original (121)
possuia pequenos erros em sua expansao e portanto foram propostas correcdes. Desta forma,
é interessante comparar os calculos feitos na métrica de Hartle-Thorne original, descritos neste
capitulo, com os realizados na versdo corrigida de Berti et al. dada em [3] e verificar até que
ponto tais correcGes mudam o procedimento e os resultados, o que sera feito nos préximos

capitulos.

4.1 VISAO GLOBAL DO PROCEDIMENTO DE OBTENCAO DA METRICA DE HARTLE-
THORNE

Nesta secdo, faremos uma breve revisdo do procedimento de obtencdo da métrica de
Hartle-Thorne, que sera reproduzida na secao 4.2, a partir dos resultados desenvolvidos nos
artigos originais de James Hartle e Kip Thorne, [1] e [2].

Em [1], a métrica foi calculada para regides internas e externas a estrela, concebida
como um fluido perfeito, e levava em conta seus parametros fisicos, como por exemplo a
pressao. Neste trabalho, porém, estamos interessados apenas no elemento de linha externo,
ou seja, que descreve o espaco-tempo fora da estrela, pois queremos estudar os efeitos em
particulas observaveis préximas a sua superficie. Portanto, relataremos somente os resultados
e equacdes relevantes a esta regido do espaco.

A “rotacdo lenta” a qual aludimos no inicio do capitulo refere-se a velocidade angular

Q) do fluido, que deve ser lenta o suficiente para que mudancas fracionarias na pressdo, na
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densidade de energia e no campo gravitacional devido a rotacdo sejam muito pequenas. Por

argumentos de analise dimensional, o critério considerado pelos autores é

QQ<<<C)2GM

R) Re

- (107)

Observamos, todavia, que este critério é bastante abrangente, diferente do que se pensava na
época em que o artigo foi publicado pela primeira vez, e ndo corresponde necessariamente a
uma rotacgdo lenta, j& que estrelas com {2 maior que o dado pela equagdo (107) na maioria
das vezes ndo sdo estaveis.

Para o estudo de uma métrica com rotacdo, um elemento de linha é inicialmente

proposto. Ele descreve um sistema estacionario axialmente simétrico e a sua forma geral é
ds® = —H?dt* + Q*dr® + r* K*[d0* + sin® §(d¢p — Ldt)?], (108)

onde H, (), K e L sao funcdes de r e 6. A matéria neste estudo é caracterizada como um

fluido perfeito, cujo tensor de energia-momento é dado por
T, = (€ + P)u"u, + Pj,”, (109)

onde £ é a densidade de energia e P a pressao. Quando iniciamos uma rotacdo “lenta” a partir
da configuracdo de equilibrio da estrela, surgem perturbacdes cuja origem estd justamente em

sua rotacdo. A geometria perturbada é descrita aproximadamente por

r—2M r
+ 7% [1 4+ 2(vy — ho) Ps] [d6® + sin® 0(d¢ — wdt)?] + O(?), (110)

P. oM\
ds® = — €’ [1 + 2(ho + hoP2)] dt? + {1 + QM} (1 - —) dr®

onde e” = 1—2M: P, = Py(cosfl) = (3 cos®§— 1) é o polinémio de Legendre de ordem 2; w,
a velocidade angular adquirida por um observador caindo em direcdo ao fluido até a primeira
ordem em (2, é uma func3do de r e é proporcional a velocidade angular da estrela §2; e hg, hs,
mg, Ma € vy sdo funcoes de r com origem nas expansoes que sao feitas nas funcées H, ), K

e L e que s3o de ordem méxima Q2. Definimos também a quantidade
w=0—-w (111)

que é velocidade angular do fluido relativa a do referencial local, ja que temos como objetivo
estudar particulas préximas a estrela. Nao nos preocuparemos aqui em expor as equacoes
obtidas a partir da equacdo de Einstein para o interior da estrela, que dependem da sua pressao
e energia, contudo, é evidente que esses resultados sdo vitais para o calculo das perturbacdes
hg, ha, mg, ms € vy € para que possamos escrever o elemento de linha por completo. Para mais

detalhes dos célculos, as referéncias fornecidas no inicio da capitulo podem ser consultadas.
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Apresentaremos agora os resultados necessarios para a determinacdo da métrica. Fora

da estrela a velocidade angular relativa ao referencial local é dada por

2J

r3’

w=0- (112)
a partir da qual condicbes de contorno na superficie da estrela, uma regido em que r = R,

determinam
1 d 2J
J=-R"— Q=a(R) + =. 113
(%) e-am+ (113)
O fator de perturbacdo de massa m para o exterior da estrela, onde » > R, é dado por

J2

mOZCSM—F,

(114)

onde 6 M é uma constante. A partir deste resultado, obtemos a fungdo ho(r) para r > R:

oM J?

ho = — .
0 7"—2M+7"3(7"—2M)

(115)

Os fatores de deformacdo da estrela devido ao momento de quadrupolo de massa para r > R

sao dados por

1 1 r
_ 72| _- - 2( 2
ho = J (MT3+T4)+KQ2 ( 1) (116)
J? 2M r
= K Qo (- 1 117
N G )Q2(“ ) (117)

onde K é uma constante e (),,"" é a funcdo de Legendre associada de segundo tipo. O fator

de perturbacdo nado radial para a massa é dado por

1. (d2 _, 1 ,.,[do\°
my = (r — 2M) [—h2 — gr?’ (%) @0* + 67“4]2 <%> ] : (118)
onde
jir) = e f1 - 200 (119)

e o momento de quadrupolo de massa da estrela é dado por

8 J?
Q= gKM3 + 37 (120)

onde se define a constante K usada em hy € 5.
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4.2 ELEMENTO DE LINHA EXTERNO

Considerando os resultados obtidos na se¢do anterior, de acordo com [1] e [2], o campo
gravitacional externo a uma estrela em rotacdo, com precisio em até segunda ordem na

velocidade angular, pode ser descrito pelo elemento de linha

2M  2J?
2 _
ds ——<1—7—7)X

J? 50 —
{1+2 = (1+ >+§ Ve QQ (——1)

(1o (- 2) - 20 -
r2<1+2{—]\£3 <1+ )+§QM3 [ r(f]\_42M)Q2 (77-1)+
_ Q2 (——1) }PQ(COSQ)> d02+sin20( ¢—§dt>]

As constantes neste elemento de linha sio a massa total da estrela M = m + dm, o seu

Py(cos ) }dt2+

(121)

Py(cos0) }d‘r2+

momento angular total J e o momento de quadrupolo de massa da estrela (). As funcdes

Q2" (£ —1) e @,° (£ — 1) sdo as seguitnes funcBes de Legendre associadas de segundo tipo:

m

3¢2 -2 1
QM0 = VE=T |57 - Jem e (122)
_3¢*—-5¢ 3 ¢+1
Q22(C)——C2—_1+§(C —1)In -1 (123)

Fazemos uma expansdo em poténcias de M /r conforme o procedimento realizado no apéndice
de [2], o que corresponde a sistemas ndo muito relativisticos. O elemento de linha expandido

toma a forma

-1
ds® = [1 - + @Pg(cos 9)1 dt* + {1 - g + %Pg(cos 9)} dr?
+ r? {1 - @%(cos 6)} df* + sin* 0 (d¢ - gdt) ] (124)
r

sendo que, para dados numéricos do Sol, ele tem precisdo da ordem de 10~!5. Observamos
que este elemento de linha é calculado até a primeira poténcia do momento angular J da
estrela, o qual aparece somente uma vez no elemento de linha em um termo fora da diagonal
responsavel pelo arrastamento de referenciais inerciais.

Na préxima secdo, obteremos entao a equacdo de Klein-Gordon para esta métrica e
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descobriremos que a parte radial da equacao diferencial resultante é uma equacdo conhecida

na literatura, chamada de equacdo confluente de Heun.

4.3 A EQUACAO DE KLEIN-GORDON NO ESPACO-TEMPO DE HARTLE-THORNE

Como foi mostrado no terceiro capitulo, os efeitos da curvatura do espaco tempo podem
ser incluidos na equacao de Klein-Gordon substituindo as derivadas parciais por derivadas

covariantes. Como vimos, a equacao de Klein-Gordon é dada por

N
N

O procedimento que iremos seguir é substituir o elemento de linha (124) na equacdo de Klein-

(9" V/—=90,) + p*| ¥ = 0.

Gordon para espacos-tempos curvos. Como podemos observar na equacdo (124), muitos termos
sao extremamente pequenos e por isso podemos despreza-los, e ainda assim obter resultados
numéricos bastante precisos. Por meio deste procedimento, podem-se obter equacdes mais
simples que possuem mais chance de ser resolvidas analiticamente. Nestas aproximacdes
desprezamos termos da ordem de .J? e superiores, bem como tomamos () = 0, pois estamos
estudando o efeito da rotacdo da esfera e portanto ndo levamos em conta efeitos de distribuicdo
de massa quadrupolares. Fazendo estas aproximacdes, o elemento de linha a ser usado na

equacdo de Klein-Gordon é

2M 4.J oM\ !
ds® = — <1 - —) dt* — — sin® fdtdo + <1 — —) dr?+1? (d6* + sin® 0d¢®) . (125)
r T r
Como podemos ver, ele é bastante similar ao da métrica de Schwarzschild (66), com excecdo
do termo em dt d¢, que ndo é nulo, mas leva em conta a rotacao da estrela através do seu
momento angular J.

O tensor métrico relativo ao elemento de linha (125) em sua forma matricial é

—(1-24) 0 0 —2sin?0
o] — 0 (1-207" 9 0 (126)
Gl = 0 0 r2 0 ’
—% sin? 0 0 0 r%sin?6
e a sua forma inversa, correspondente a forma contravariante da métrica, é dada por
— (12! 0 0 —2f(1—2M)~"
0 (1-21) 0 0
2274 r 127
9" . L o (127)
_i_z"] (1 - %)71 0 r2811n29

No calculo do determinante, novamente desprezamos os termos de ordem .J? e superiores por
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serem muito pequenos. Deste modo, o determinante da métrica é dado por

1 4 .. 2
- = —7r*sin“ 0 128
det(lg™]) Y (128)

det([g,n]) =

Estamos prontos para escrever a equacdo de Klein-Gordon na métrica (127). Desenvolvendo

as expressoes, temos

G102 + 290,040 + g*P 02+

+ \/L—_gar(\/—_gg”" ) + \/%_gae(\/—_gg%@ew) —p=0 (129)

e substituindo os valores a partir da métrica invertida, a equacdo toma a forma

P2 4+ A9 + Aatad,w = 51111 7 oA
_ rlQaT (Zaﬂp) ! 0 (sin 6051) = 0, (130)
onde A = (1 —2M/r)~!. Podemos aplicar o ansatz
U(t,r,0,0) =™ O(0)R(r) (131)

para obtermos uma equacdo resultante que depende de r e 6 e onde podemos usar o método

de separacdo de varidveis para obter uma equacdo para a parte angular ©(6):

d_2+cos9i+ , om?
d6?  sinf df sin’ 4

e(0) = 0. (132)

Esta é a equacdo associada de Legendre, cujas solucoes sdo os polinomios associados de
Legendre P/™(cos ). Sabemos, portanto, que a constante de separacdo \' deve ser dada por
nameros inteiros /(I 4+ 1) e que a constante m do ansatz tem valores também inteiros que
podem variar desde —I[ até [.

Por outro lado, a equacdo radial é um pouco mais complicada:

[+1)  4mwJA 1d [r2d
<u2—w2A+l( tb) | dmw] >R——— (T——R>:o (133)

72 73 r2dr \ A dr

Vamos simplificar esta equacdo fazendo uma substituicdo para eliminar o termo de primeira

u(r)
h(r)

derivada. Para tanto, fazemos a substituicdo R(r) = na equacdo acima, onde h(r) é uma

funcao a ser descoberta, o que resulta em

/2 N 1., 2 AN
(Y A (2], 30

Desenvolvendo esta expressao e igualando o termo com a primeira derivada de R a zero,
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obtém-se uma equacdo diferencial de primeira ordem simples para h(r) e descobre-se que é

necessario que h(r) = r/v/ A. Portanto, a expressdo para a solucdo radial deve ser do tipo

A
R(r) = \/—_u(r) (135)
T
e assim a equacao radial toma a forma
d*u M? 2 I(1+1) w? dmwJ
=t 2~ oM oy 2~ 7| u=0.
e (T (R A (E DRIy
(136)
Podemos decompor esta equacdo em fracdes parciais e escrevé-la como
d*u a v d d
- e R =0 137
dr2+[ +r2+r+(r—2M)2+r—2M}u (137)
onde
1
— —_
“ 71
Y — 1 +l(l+1) Jmw
AM 2M M?
1 2Jmw
I — D AMPE - (138)
=7 + w %
1 I(1+1) Jmw
d=—— —2Mp* — ——~ +4Muw* + ——
AM Ay VR VE
k2 = w? 2
Fazendo entdo a substituicdo = = 577, a equagdo pode ser escrita como
d*u b ¢ d e
i ~ 4= =0 139
dx2+a+x2+x+(x—1)2+x—1u (139)
onde
a = 4M?*(w* — 1%
1
b= -
4
1 dmw.J
1 dmwJ
= - +4AM*? - ——
d 1 + w i
1 dmwJ
e = =5 — M —I(1+1) + 8M%? + ==

A equacdo (139) tem a forma de uma equacdo diferencial parcial de segunda ordem bem

conhecida na literatura, a chamada equacdo confluente de Heun, que sera descrita na préxima



48 Capitulo 4. A Meétrica de Hartle-Thorne

subsecado.

4.3.1 Descobrindo e desvendando a equacao confluente de Heun

Nesta secdo, reconhecemos uma equacao ja conhecida na literatura, uma das chamadas
equacoes de Heun. Durante este periodo do projeto, nés nos baseamos principalmente no
artigo [31] e na correspondente tese de doutorado [52]. Para mais informacdes sobre as funcdes
de Heun, ver [53], [54], [55] e [56]. Considere a seguinte equacdo diferencial ordinaria escrita
em uma forma geral:

d*H dH

ey +p(:v)% +q(x)H = 0. (141)

Utilizando um procedimento semelhante ao que fizemos anteriormente para anular o termo
com a primeira derivada a partir do fator integrante, podemos modificar a funcdo H(x) usando

a relacao
H(z) = u(z)e 2 7@ (142)

e deste modo a equacdo (141) adquire a sua chamada forma normal, dada por

d*u
proly I(z)u=0 (143)
onde
I2) = a(w) ~ 5 2D 2 (). (144)

Tendo estas informacdes preliminares, estamos prontos para apresentar a equacao confluente

de Heun, dada por

2H 1 1\ dH
—+<0z+6+ +7+) +<2+ ! )H:O, (145)

72 T r+1) do z x-1

onde as fungdes H(z) = HeunC(«, 3,7,0,n, x), definidas em termos de cinco pardmetros «,
B, 7, 0, n e de uma variavel x, sdo as chamadas funcoes confluentes de Heun e os coeficientes

o e 7 sdo dados a partir dos outros cinco parametros:

o= 5la—f—y—af—p)—n
2 (146)
T=5la+B+y+ay+ ) +i+n.
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Dispondo do procedimento descrito acima, é possivel reescrever esta equacdo utilizando o fator

integrante como

d*u By  Bs By Bs
hadied B, + =24 23 =0 147
d:c2+ 1+x2+x+(x—1)2+x—1u ’ (147)
onde
1
Bl = —ZOé2 1
1 ) B4 = Z(l - ’72)
BQ = Z(l - ﬁ ) 1 (148)
1 B5:§(—1+2(5+277).
Bs = 5(1 —2n)

Como podemos ver, as equacdes (139) e (147) sdo completamente equivalentes e, deste modo,
(147) é uma equacdo equivalente a equacdo confluente de Heun (145), cujas solucdes sdo bem

conhecidas. Assim, a solu¢do para u(z) neste caso é dada por

1 B+1 +1
u(x) = HeunC(a, B, 7,8, n, x)es ) (o SH435), (149)
0 que nos possibilita escrever uma solucdo para a equacio (139) e consequentemente para a

parte radial da funcdo de onda. Comparando os coeficientes e parametros de cada equacdo,

encontramos as seguintes relacdes:

o= +4MA/ pu? — w?

p=0 dmwJ (150)

J
=y e

A soluc3o geral sobre todo o intervalo 0 < x < oo é obtida por meio de (149). Substituindo em
(135) a expressdo obtida para u(r) em (149) e resolvendo a integral elementar nessa express3o,

podemos escrever a solucdo como

A axT
R(z) = m671‘§_1($ — 1) HeunCl(o, 8 = 0,7, 6,1, ), (151)
onde A é a constante de integragdo da integral em (149) e x = i representa a coordenada

radial.

Com os resultados obtidos neste capitulo, encontramos entdo uma solucdo para a
equacao de Klein-Gordon para espacos-tempo curvos na métrica de Hartle-Thorne com ordem
maxima em J. Na préoxima subsecdo, faremos aproximacdes adicionais na parte radial da
equacdo de Klein-Gordon em sua forma dada por (139) com o intuito de fornecer solucdes que

tomem a forma de funcGes especiais melhor conhecidas na literatura.
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4.3.2 A solucao escrita como outras funcoes especiais

Nesta secao, apresentaremos os calculos que mostram que a solucdo para a parte radial
R(r) da func3o de onda na equacdo de Klein-Gordon dada no espaco-tempo de Hartle-Thorne,
em boa aproximacao, pode ser dada a partir da funcdo hipergeométrica ; F;, também conhecida
como funcdo de Kummer. Na primeira subsecdo, mostraremos que a equacao resultante toma
a forma da chamada equacao de Whittaker. J& na segunda subsec3do, apés outra aproximacao,
mostraremos que a solucdo da equacdo resultante pode ser dada em termos da funcao de
Kummer, a qual, apdés outras aproximacOes ainda razoaveis, pode ser escrita em termos de
uma funcao de Bessel. Escreveremos, também, a forma assintéticas de todas estas funcoes
especiais. As informacGes nesta subsecdo foram retiradas das seguintes referéncias: [57], [58]
e [59].

4.3.2.1 A equacdo de Whittaker

Retornamos aqui a equacdo (137), escrita em termos da varidvel r. Uma observacdo
momentosa: as poténcias a’/(r —2M)% e b/ /(r — 2M ), para valores fixos dos pardmetros e da
variavel r, sdo varias ordens de grandeza menores que os outros trés termos que multiplicam
a fungdo u(r) diretamente. Por isso, é uma aproximacdo razoavel ignora-las em beneficio dos

outros termos. Apds esta aproximacao, a equacao é dada por

C _CQIM)2 + . _d;M] u(r) = 0. (152)

u'(r) + [kQ +

Através da mudanca de varidveis z = 2ik(r — 2M), a equagdo toma a forma

u"(z) + [—i + 1/42—;>\ + Z] u(z) =0, (153)

onde ¢ = d'/(2ik) e A = \/1/4 — ¢'. A equagio acima é chamada de equacio de Whittaker e
ela é uma forma modificada da equacdo hipergeométrica confluente, também conhecida como
equacao de Kummer, obtida a partir dessa utilizando uma substituicao. Existem duas solucdes
para essa equacdo, as funcbes de Whittaker M. (z) e W..(z), dadas, respectivamente, a
partir da funcdo de Kummer M (A, B, z) e da funcdo de Tricomi U (A, B, z), que sdo solugdes

da equacao hipergeométrica confluente.
1
M. \(z) = e—%zzé+AM(§ +A—e, 142X\ 2) (154)
1
Woa(z) = e_%zz%‘”‘U(ﬁ +A—e,1+2)2). (155)

A funcdo de Kummer, que também pode ser denotada pelo simbolo | F}, é uma funcdo
especial bastante conhecida na literatura. Como pode ser visto em [58], ela possui varias

formas dependendo do valor de seus parametros A e B e de sua variavel e recai, em casos
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especiais, nas mais diversas funcdes elementares como exponenciais e funcoes trigonométricas,
além de funcao especiais como funcdes de Bessel, polindmios de Hermite e a funcao erro. Na
proxima subsecao apresentaremos uma solucdo em forma de série de poténcias para a funcdo
de Kummer.

Observamos que, como a métrica que utilizamos para obter essas equacdes se refere
a regido externa ao objeto em quest3o (seja uma estrela ou uma estrela de néutrons), é
interessante verificar a forma assintética da solucdo, correspondente a regides distantes da
superficie do objeto. Podemos fazer isso, pois, ao considerarmos r ~ R ou r > R, onde R é
o raio da estrela, ja estamos no limite onde a variavel z é grande o suficiente para viabilizar
o uso da forma assintética. Conforme as referéncias, as formas assintéticas das funcoes de

Whittaker para z muito grande s3o

o (L _ ) Lz
M&)\(Z) ~ F1(1+2>\) G%zz—az (2 +6)s'(2 + +€)sz—
F(§+)\_€) s=0 s
ol (= Ly
F1<1 + 2>\) 6_%Z6(%+)\_8>ng Z (2 + 8)3 (2 8)3(_2)—8 (156)
r (5 + A+ 6) —0 s!
(S

(_2)_57 (157)

o
1
Wen(z) ~ e 2%2° Z

onde (x),, é o simbolo de Pochhammer, representando o fatorial ascendente, que é definido

para n € N por

n—1
(), = H(:U + s). (158)
s=0
Observamos que a referéncia [58] fornece vérias condicdes para a variavel z e para os
parametros € € A, no entanto, como no nosso caso os parametros sdo arbitrarios e a variavel
z é puramente imagindria, todas condicOes sao satisfeitas, e, portanto, optamos por ndo
especifica-las aqui. Para mais informacdes, consultar as trés referéncias dadas no inicio desta
subsec3o.
Além dessas formas assintéticas, [58] também fornece a forma limitante das funcdes de
Whittaker para o caso onde z — oo, que estd obviamente conectada com as formas assintéticas
dadas em (156) e (157). Elas sdo

ez”z7° (159)

Wer(z) ~ e 2725, (160)
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Retornaremos a estas formas limitantes das funcdes de Whittaker no sexto capitulo, onde
as compararemos com a solucao para a equacdo obtida no quinto capitulo a partir de uma

exponencial complexa com uma série de poténcias como o seu argumento.

4.3.2.2 A equacdo de Kummer

Partindo da equacdo (152) novamente, observamos que para certos objetos fisicos como
o Sol, uma estrela n3o muito relativistica, a poténcia ¢’ /(r —2M)? é vérias ordens de grandeza
menor que os outros dois termos que multiplicam diretamente u(r). Além disso, r > 2M,
portanto, fazemos uma segunda aproximacao r ~ r — 2M. A equacdo resultante é

u(r) + {kQ + %1 u(r) = 0. (161)

Fazemos duas mudancas de coordenadas nesta equacdo. Através do ansatz
u(r) = e *rw(r) (162)

e da mudanca de varidvel z = 2ikr, chegamos a equacao

dl

2w (2) + (2 — 2)w'(2) — (1 — ﬁ) w(z) =0, (163)
1

chamada de equacao de Kummer, ou equacao hipergeométrica confluente, cuja solucdo geral

é dada por

/ /
w(z):clM(l—ZCj—,k,Zz)+CQU(1—265—,]€,2,2), (164)
onde M e U sao, respectivamente, as funcdes de Kummer e de Tricomi. Note que estes
resultados foram escritos de acordo com a nossa equacdo, ou seja, com z = 2¢kr e os dois
parametros 1 — d'/(2ik) e 2 fixos. De forma mais geral, as funcdes de Kummer e Tricomi
possuem parametros e varidveis arbitrarios: M (A, B, z) e U(A, B, z).

Daqui em diante até o final do capitulo trabalharemos apenas com a funcao de Kummer
a fim de mostrar que, para o nosso caso, ela pode ser escrita em termos de funcdes mais
simples. De acordo com [58], a funcdo de Kummer pode ser definida utilizando a seguinte série

de poténcias:

M 1—il22 :i(_—%)szs (165)
2ik’ 2.8l

s=0

Note que d'/(2ik) > s, portanto, como

(8 (8B () o
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é razoavel fazer a aproximagdo (1 — d'/(2ik))s ~ (—d'/(2tk))*. Além disso, (2)s; = (s + 1)!.

Desta forma, podemos escrever a série (165) aproximadamente por
d o (_1)3 d s
M({1—-—,2 R — [ — 167
( 2ik’ ’Z) Z<s+1)!s! (mz) (167)

Yol 7 . N ~ '/
Esta série é proporcional a funcdo de Bessel J,(z) parav=1¢e z — 2 de—.kz. De modo geral,

a funcdo de Bessel de primeiro tipo J,(z) é dada por

entdo, comparando as duas expressoes, escrevemos a relacdo entre a funcdo de Kummer e a

funcdo de Bessel J; como

d 2ik d’
( 2ik’ ) Va: '\ 7V 2k (169)
Agora, ao invés de escrevermos uma série de poténcias para a funcdo de Kummer, assim como
foi feito para a funcdo de Whittaker anteriormente, vamos escrever a forma assintética para z

muito grande da funcao de Kummer a partir da forma assintética da funcdo de Bessel Ji, que

é bem mais conhecida. Para um z geral, a forma assintética de Jy(z) é

Ti(2) ~ \/g cos (z - ?jf) (170)

Assim, usando a relacdo entre a funcao de Bessel e a funcao de Kummer, obtemos que a forma

assintotica da funcao de Kummer, neste caso, é dada por

3
d 1 [ 2tk\* [ d 3w
M(1——,2,2|~—|—=—] cos|2\/=—2— 171
( 2k ) ﬁ(d’z) ( 21k 4 (171)
Nesse capitulo, encontramos entdo uma solucdo analitica exata para a equagdo (139) em
termos de fun¢des de Heun, contudo, muitos termos na equagdo (139) sdo experimentalmente
pequenos, podendo-se assim despreza-los porém ao mesmo tempo obter aproximacSes bastante

razoaveis para a solucdo, como as apresentadas nesta secao.
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5 A METRICA DE BERTI ET AL.

Neste capitulo, apresentaremos a métrica de Berti et al., obtida como a proposta de
corrigir a métrica de Hartle-Thorne apresentada no quarto capitulo. Pretendemos estudar a
equacao de Klein-Gordon de um modo analogo ao que fizemos no capitulo anterior e, para tanto,
expandiremos a métrica em poténcias de M /r e a aplicaremos na equacdo de Klein-Gordon
em espacos-tempos curvos apds certas simplificacoes para que seja possivel trabalhar com
ela analiticamente. Proporemos um ansatz com a forma de uma exponencial complexa cujo
expoente possui uma série de poténcias, de modo que ele resolva a equacao radial resultante.

Diante disso, encontraremos uma forma analitica para os seus primeiros coeficientes.

5.1 OBTENDO E EXPANDINDO A METRICA

Conforme foi apresentado em [3], tendo-se baseado em um artigo anterior [51], foram
constatados pequenos erros na expansao da métrica de Hartle-Thorne original, dada pela
equacdo (121). Deste modo, é interessante tomar a métrica corrigida, dada em [3], e verificar
se essas correcdes apresentam um efeito significante nos resultados. A partir desses resultados,
iremos fazer uma expansdo no elemento de linha em poténcias de M /r anéaloga a expansdo feita
no quarto capitulo, porém mantendo mais termos da expansao para que os termos necessarios
para estudarmos o efeito da rotacdo estejam presentes. Ignorando termos de ordem maior ou
igual a €®, sendo que € = Q/Q*, onde Q2 é a velocidade angular da estrela e Q = /M/R3
é uma escala rotacional, e temos portanto que as componentes da métrica de Hartle-Thorne

corrigida apresentadas em [3] sdo

oM\
Grr = (1 - 7) (14 72G1 + qF] + O(€®)

2M )
it = — <1 — T) (14 j2F1 + ¢F3) + O(€)

. 172
goo = r2[1 + j2H, — qHy) + O(e%) (172)

9o = Goo sin? 6 + O(¢€)

; 2
Jip = (2ji\4 > sin® 0 4+ O(¢€*)

onde

Fl = —pW + Al
Fy = 5rp(3u® — 1)(r — M)(2M?* + 6 Mr — 3r%) — A,
_ 15r(r —2M)(1 — 3u?) I
N 1602 r—2M
15r(r — 2M?)(3u® — 1) r

Ay — 1
2 1602 N oM
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G1 = p|(L — 72M°r) — 3u*(L — 56 M°r)] — A,
(1 — 3u?)(16 M5 + 8M*r — 10M?r® + 15Mr* + 15r°)

H1:A2+

SMr4
5(1 — 3u?)(2M? — 3Mr — 3r?)
Hy=—A

2 2+ SMr

L = 80MS + 8M*r? + 10M>3r® + 20M?r* — 45M7r° + 15¢F
1

p =

8Mrm(r — 2M)

W = (r — M)(16M° + 8M*r — 10M?*r® — 30Mr* + 151°)
+ u? (48 MO — 8MPr — 24M*r* — 30M3r® — 60M>r* + 135M1° — 45r°)

com u = cos . As quantidades adimensionais j e ¢ sdo definidas, respectivamente, a partir do

momento angular e do momento de quadrupolo:

J Q

VAN VS (173)

j =
Considerando termos até a primeira ordem de j, e tomando @) = 0, a métrica (172) adquire
exatamente a mesma forma da equacdo (125), dada no capitulo anterior, o que valida o
procedimento adotado e os resultados obtidos anteriormente. As correcoes mencionadas no
inicio do capitulo aparecem em termos da ordem de j2 e mais altas. Vamos ent3o, neste
capitulo, estudar as correcdes que podem ocorrer nos nossos resultados, utilizando mais termos
da métrica determinada pela equacdo (172), embora sejam a principio muito pequenos, e
tentar verificar quando essas correcdes sdo mais importantes.

Podemos escrever a equacdo de Klein-Gordon (106) na métrica (172), assim como foi
feito no quarto capitulo para a métrica de Hartle-Thorne original, utilizando uma suposicao
similar a (131) para reduzir a equagdo diferencial a somente duas variaveis, r e §. No entanto,
a separacao de varidveis da equacdo obtida nao é simples, pois ao fazermos a expansao em
M /r aparecem vérios termos que misturam as variaveis r e § de formas n3o triviais, e por
conta disso decidimos resolver a equacao apenas para determinados valores do angulo 6 fixos.
Chamaremos a partir de agora a parte radial da funcdo de onda de f(r). Assim, a equacdo

que vamos resolver ao longo deste capitulo é dada por

? _d
9" 35+ g+ (W = mP Emwg = p?) | f(r) = 0 (174)
onde
0=0 rr+ 1 rr (175)
g =09 299 rg.

Expandimos cada termo da equacdo acima com o auxilio do software Mathematica até a

primeira poténcia de M /r que contém termos contendo o momento angular J e calculamos
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o valor numérico (para valores especificos relativos ao Sol) de cada um desses termos com o
intuito de verificar se era razoavel desprezar algum deles. Os fatores que multiplicam a segunda
derivada de f(r) e a primeira derivada de f(r), respectivamente, sdo aproximadamente dados

por

M4 r

2 (M 2 ([ M\?
i — ()2 (2 1
g M(r) M(r) (177)

Ja o fator que multiplica a funcdo diretamente na equacdo 174 é dado por

S l—2 (g) 2J%(12u® - 5) (%)4 (176)

(—w?g" = m?¢®? + mwg'® — 1i?) = (1 + w?) + 207 (M)
[M‘z(m +4w] ( )
2me 2
+( VE > ( >
{4}7\;“ IT ‘j (3u? — 2)} (%)4 (178)

No artigo original de Hartle e Thorne, [2], fez-se a expansdo até a primeira ordem de M /r

que continha um termo que dependia do momento angular .J e, como podemos ver em (178),

o momento angular aparece pela primeira vez na terceira poténcia de M /r. Aqui, utilizamos

uma poténcia a mais para que a equacio dependa n3o somente de .J, mas também de J2.

Além disso, escolhemos ndo desprezar nenhuma das parcelas resultantes da expansdo em (178),

apesar de predominarem certos termos sobre outros, para que o resultado seja uma equacao
mais generalizada que possa ter outras utilidades.
Escrevemos agora a equacdo de Klein-Gordon para espacos-tempos curvos nesta métrica

expandida:

(a0+ 24 2 o+ (24 2) £

(Co+ﬁ+%+%+%)f(r)—0. (179)

r3 ré

A definicdo dos coeficientes das poténcias na equacdo acima pode ser facilmente adquirida a

partir das expansdes (176), (177) e (178), comparando os coeficientes de cada poténcia.

Ay =—2M (180)
Ay = —2J*(12u* - 5)
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B =2

B, = —2M

Co = p* +w?

C, = 2w*M

Cy = u2m_2 -+ 4w M

Cy = 2Jmw + 8w M?
Cy = 4JMmw + 16w’ M* — 2J%w*(3u® — 2).

Inicialmente pode parecer bastante razoavel procurarmos uma solucdo para a equacido (179)
através do método de Frobenius, no entanto, o problema se complica rapidamente e acaba
se tornando mais interessante buscar outro método para resolver esta equacdo. E possivel
ent3do tentar fazer algo parecido com o que foi feito no quarto capitulo para reduzir a equacao
radial (179) a uma forma sem a primeira derivada da funcdo usando um fator integrante, a
sua chamada forma normal.

Com este objetivo, reescreveremos a equacdo (179) de uma forma mais geral:

Haf"(r) + Hyf'(r) + Hof(r) = 0 (181)
onde
A A
Hy=Ag+ 2+
T T
m=b > (182)
r r

c, Cy C3 C
Hy=Co+—+—2+ —+—.
T T T T

Além disso, procuraremos uma solucdo da forma
f(r) =h(r)g(r) (183)

onde h(r) é uma funcdo qualquer que depende da coordenada radial. A equacdo diferencial

resultante é
(th)g"(r) + (2H2h/ + th)g/('r’) + (HQh” + th/ + HQh)Q(T) =0 (184)

Queremos anular os termos contendo a primeira derivada ¢'(r). Para que isso aconteca, é

necessario que

QHL I (r) + Hih(r) = 0, (185)
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ou seja,

1 [ Hy

h(r) = Aexp (—5 Edr). (186)

Observamos, porém, que conforme as definicdes de Hy e H; em (182), a integral resultante

ndo é simples. De fato, o integrando é dado por

I — 7"2 Bﬂ” + BQ
A07°4 + A17”2 + A4 ’

(187)

Fazemos aqui uma aproximacdo por meio da qual dispensamos os termos que ndo multiplicam

r, ja que sdo muito menores que os outros. Assim, o integrando é dado por

1= 18
r+0 (188)
onde
B
a= A—l =2
AO (189)
b="1 = —2M.
Ao
O fator integrante (186), usando a aproximacdo dada por (188), toma a forma
h(r)=A(b+r)"2 (190)

que, no nosso caso, é entdo h = A/(r — 2M). Substituindo este resultado em (184) e
multiplicando esta equacdo por (r — b)?/r?, o coeficiente do termo ¢”(r) tem termos até a
sexta poténcia de 1/r, enquanto que o coeficiente do termo g(r) tem termos até a oitava
poténcia de 1/r. Fazendo mais uma aproximacdo na qual descartamos todas as poténcias de

1/r acima da primeira poténcia que contém .J2, a equacio final é dada por

M, M, My M Ni Ny Ny N
(M0+Tl+—2+—3+—4)9”(7”)+(N0+71+T—22+—3+ 4)9(7“):0 (191)

72 73 ré r3 o
onde
My=1
M, = —-6M
M, = 12M7 (192)
Mg = —8M3

M, = 2J%(5 — 12u?)
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No = w? — pi?

Ny = 4Mp? — 2Mw?
2

_ 2,2
Ny = i =AM
4m? M
Ny = = 4 2 mw + 2M
u—1
4m? M?
Ny= —aM? 4+ 2 — — 4JmMw + 2% (3u? — 2)

u2 —

5.2 UM ANSATZ PARA A SOLUCAO

Nesta secao, vamos propor um ansatz especifico para tentar resolver a equacao radial
inspirado no artigo [60] de E. Elizalde.

5.2.1 Aplicando o ansatz

Para resolver a equacdo (191), vamos utilizar um ansatz inspirado nas solucdes para
a equacdo de Klein-Gordon no espaco-tempo de Schwartzschild obtidas em [60]. Supomos,

entdo, uma solucdo da forma

g(r) = ae™F™ (193)
onde
r > 2MN\"
F(r) :kr+aolnm+;an (T) . (194)

ou seja, uma exponencial com um termo padrdo kr no expoente, além de uma correciao
logaritmica e uma série de poténcias, cujos coeficientes devem ser determinados. Observamos
que a correcdo logaritmica também pode ser entendida como uma poténcia (complexa) de
r/2M multiplicando a exponencial em (193).

As derivadas de (194) sdo dadas por

g'(r) =+iF" (r)g(r)

(195)
g'(r) = (£iF"(r) — F'(r)*)g(r)
onde
F(r) :k+%—2ﬁ (%)
o (196)
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A equacdo (191), portanto, pode ser escrita como

My My M; M, , 2
<M0+7+r_2+ﬁ+ﬁ)<:l:ZF”(r)_F/(T))

+(N0+—+—2+—+—>: . (197)
r r

Para encontrar a solucdo dessa equacao, precisamos desenvolver todos os termos, congregar
as poténcias de 1/r e igualé-las a zero (pois o lado direito da equacdo é simplesmente zero).
Assim, poderemos encontrar os coeficientes k, ag e a,, n > 0, em F(r) e obter uma solugdo

para a equacao radial.

5.2.2 Resolvendo a equacao

Uma solucao completa para todos os coeficientes a,, da série de poténcias na equacao
(194) é determinada por um nimero muito grande de termos, e, ja que estamos procurando
uma solucdo aproximada, vamos nos limitar a incluir apenas termos suficientes para que o
momento angular na forma J? apareca em nossa solucdo final. De fato, o momento angular
J estd contido nessa forma no coeficiente a3 da série de poténcias em (193), portanto a
nossa solucdo final em para o fator (194) do ansatz (193) contém cinco termos, trés dos
quais advém da série de poténcia. Deixaremos uma solucdo contendo mais termos, e por
consequéncia expressdes muito maiores, para futuros estudos, sempre lembrando que esses
calculos suplementares forneceriam contribuicdes totalmente despreziveis em muitas situacdes,
de acordo com a ordem de grandeza desejada para as correcoes.

Para calcular os coeficientes k, ag € a,, n > 0, em (194), devemos agrupar os termos
semelhantes na equacdo (197) para que no final possamos igualar cada poténcia de 1/r sepa-
radamente a zero. Estes calculos, por serem bastante extensos, foram feitos com o auxilio do
software Mathematica. Primeiramente, desenvolvemos todas as séries de poténcia e escreve-
mos as funcdes polinomiais as quais elas multiplicam. Assim, a equacdo onde trabalharemos
diretamente para isolar os coeficientes da série de poténcias é dada por

C, Cy Cy Cp C; C
Cot—+ 2t L+ 242
T r r T

r 2 3 rd rd — 2M r
Mo M, . M, My M, i na, (2M\" i say (2M\ !
0 2 r3 r4 — 2M r — 2M r
, M, M, M; M\ <=n(n+1a, (2M\""
4l My 2L 22 08 e —0 198
¢ ot r + r2 + r3 + r4 (2M)? r (198)
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onde as constantes Cy, ..., Cg, Dy, ..., D5 sao dadas por

Co = —k*My + Ny

Cy = —2apkMy — k*M1+ N1

Cy = —aiMy — 2apkM; — k* My + N2 F iag Mo
Cs = —aiM; — 2apkMy — k*Ms + N3 F iagM;
Cy = —a2My — 2apkMs — k* My + N4 F iaogM,
Cs = —agMg — 2a0k My F iag M3

Cs = —agMy F iagM, (199)
Dy = 2kM,

Dy = 2agMy — 2kM,

Dy = 2aoM, — 2kM,

Dy = 2aoM, — 2k Ms

Dy = 2aoMs — 2k M,

D5 = 2a¢My.

Como foi explicado, este resultado vem através do agrupamento e comparacio de poténcias
semelhantes a partir da equacdo (198). Os primeiro cinco coeficientes, os quais caracterizam
a equacdo (194), escritos a partir das constantes My, ..., My, Ny, ..., N, e dos coeficientes

anteriores s3o dados por

—k2M; + N,
an =
’ 2k My
a; = m <CL3 + 2(10le + ]{32M2 — N2 + Z'a()M())
1 2 2
= My + 2a0k My + k* Mz — N3 — 4Mag M,
927 LM kM, (ao L S0k AR = oot
(200)
— 4MI€M1G1 + iaoMl + i4MM06L1>
1 2 2
= My + 2a0kMs + k*My — N4 — A Mag M
%= 6(2M) kM, <a0 2 Aok fothn

— 4MEM?a; + AM*Mya? — 16 M*agMyay — 16 M?kMyay+

+ iag My F idM Myaq F i24M2]\/[0a2> ,

o que finalmente determina a solucdo da equacdo que vinhamos estudando. Observamos
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também que a partir da definicdo de Ny e M, recuperamos a relacdo de energia (na descricdo
de momento) usual da relatividade restrita (28) a partir do coeficiente k.

No préoximo capitulo, calcularemos os valores numéricos destes coeficientes para varias
situacdes fisicas, e assim ficara claro como cada um deles se altera a medida que variamos as

quantidades relativas ao sistema fisico, como a massa e o momento angular.






6 RESULTADOS

Neste capitulo, estudaremos as solucdes da parte radial da equacdo de Klein-Gordon

65

para sistemas com rotacdo, considerando as métricas descritas nos capitulos quatro e cinco.

Mais especificamente, efetuaremos calculos com a solucdo da equacdo de Klein-Gordon na
métrica de Hartle-Thorne (125) e na métrica de Berti (172) e deste modo poderemos determinar

os efeitos dos nossos calculos em diversos sistemas fisicos.

6.1 COMPARANDO SOLUCOES DIFERENTES

Nesta secdo, iremos comparar a forma assintética da solucdo (159), obtida no quarto
capitulo para a parte radial da funcdo de onda, com a solucdo obtida no quinto capitulo e
descrita no quarto capitulo. Observamos que, na realidade, esta é uma aproximacao muito boa,
pois para r > R, onde r é a coordenada radial, uma condicdo que representa a regido externa
a estrela, ja podemos tomar a forma assintética da solucao. Embora haja pequenos erros na
construcdo da métrica (121), assim como apercebido em [3], eles devem ser de ordem muito
pequena, pois ao menos ao longo deste trabalho os pardmetros fisicos em questdo (massa e
energia) sdo extremos, vide os valores numéricos dados em (214), e em geral as correcdes
apresentados sdo pequenas. De fato, nas tabelas vé-se que a maior contribuicdo, no caso do
Sol, em F'(r) é de longe o termo ikr, correspondente a primeira “aproximacdo” para uma
particula livre. Apds esse termo, surgem pequenas correcoes devido a massa e, mais tarde,
devido a rotacdo, que s3o exatamente os efeitos que estamos buscando.

Devemos observar que, até a primeira ordem em J/R?, uma das magnitudes relativas
que aparece na métrica expandida em [2], as duas métricas sdo iguais, e diferencas passam
a ocorrer apenas para termos de ordem (J/R?)? e maiores. Na tabela abaixo, mostraremos
valores de J/R? para alguns tipos de estrelas, podendo ent3o verificar que J/R? é de modo
geral um valor pequeno e portanto se justifica o nosso procedimento. Por exemplo, para o Sol,

ele é da ordem de 1073, enquanto para uma estrela de néutrons ele é da ordem de 10~°.

T R(ir) T
Sol 1.82 x 10 | 4.33084 x 10* | 9.70 x 10713
Estrela de néutrons 5.4054 x 107 | 6.49625 x 10%® | 1.2809 x 107°
An3 branca 2.60624 x 10™ | 8.05535 x 10*! | 4.01648 x 10710
Supergigante vermelha | 8.56351 x 10%0 | 2.94497 x 10%® | 9.87393 x 10~13

Tabela 1 — Ordens de grandeza no momento angular para objetos celestes diversos.

Os dados numéricos acima foram obtidos em [61], [62], [63], [64], [65] e [66] e estdo
sendo dados em unidades de Planck, onde ¢ = G = h = 1, obtidas a partir da definicdo da

massa e do comprimento de Planck

|hG ‘
Ip =1/ — ~ 1.616255 x 107% m (201)
C
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mp = ,/% ~ 2.176434 x 107® kg.

j& o equivalente ao momento angular de Planck seria simplesmente Jp = h.

Para comparar as duas solucoes, usaremos a aproximacao de que, para o Sol, r ~ r—2M.
Podemos fazer esta aproximac3o porque r/2M é da ordem de 10° na superficie da estrela,
ou seja, pode-se considerar que r seja muito maior que 2M. Além disso, tomaremos apenas
a primeira correcdo além de k7. A solucdo para a parte radial da equacdo de Klein-Gordon
no espaco-tempo de Berti et al., como foi dado em (208) e com as devidas aproximacdes, é
proporcional a

ei[errao Inr]

Ry(r) m —. (202)

T
Voltamos agora a solucdo adquirida no quarto capitulo, utilizando a funcdo de Whittaker.
Lembrando que a nossa varidvel é z = 2ikr e que chegamos a essa equacdo através de
algumas mudancas de variaveis, escrevemos a parte radial da solucdo, para z muito grande,

como sendo proporcional a

lz(r) _e i[kr+% In r]
Ro(r) ~ S 2 . (203)

r T

Escrevemos essas solucdes a menos de uma constante de proporcionalidade, relaciona a sua
normalizacdo e as constantes de integracdo empregadas ao longo do trabalho. Observa-se que

as duas solugBes Ry (r) e Ry(r), em suas formas limitantes, sdo bastante parecidas, contendo

uma exponencial e’*” em comum, que é o termo dominante, e uma correcdo a mais. Basta

agora comparar ag com d'/(2k).
De acordo com (200) e (192), temos
1

= — M (2w® — i 204
Qo 2]4] (w :u)v (0)

e de acordo com (138) d'/(2k) é dado por

1 1
— = — | —— +2M(2uw? — p?) —
o~ o | aar TAM(2T =)

(1+1) N Jmw
2M M2 |’

(205)

onde um termo idéntico a ag aparece. Se o analisarmos numericamente para valores fixos dos
parametros fisicos, constatamos que esse termo é muitas ordens de grandeza maior que os
outros termos em d’/(2k). Entende-se também que a variavel r para o caso do Sol possui um
valor enorme, pois estamos apenas interessados em regides exteriores a estrela, onde o menor
valor possivel da varidvel r é justamente sobre a superficie da estrela.

Portanto, é claro ver que as duas solucdes para um valor grande da varidvel r sao iguais

e que as solucoes mais gerais estdo intimamente conectadas. As diferencas devem surgir devido
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ao fato de que as equacdes foram obtidas usando expansoes diferentes e os métodos usados
para descobrir as suas solucoes foram diferentes. Apesar dessas discrepancias, ainda é possivel
apontar similaridades analiticas entre as duas solucdes. Numericamente, estas diferencas sio
muito pequenas, pois os outros termos na expressdo para d'/2k sdo mais de vinte ordens de
grandeza menores que o termo idéntico a ay.

Deste modo, obtivemos o comportamento geral das solucbes bem como os efeitos
gravitacionais da solucdao em ordem mais baixa, que € uma excelente aproximacdo. Para ordens
mais altas em j, as métricas de Berti et al. e de Hartle-Thorne apresentam pequenos desvios
e vamos entao estudar estas correcoes, considerando a métrica de Berti, nas proximas secoes.
Com esse intuito, verificaremos a solucdo tanto para particulas com altas energias, quanto

com baixas energias.

6.2 A FUNCAO DE ONDA

Como vimos no terceiro capitulo (89), a funcdo de onda de uma particula livre tem a

seguinte forma
Y(t, ) o '@kt (206)

O ansatz utilizado para solucionar a equacdo de Klein-Gordon (193) possui uma forma similar,
supondo uma funcdo exponencial com uma série de poténcias no expoente e um termo

proporcional a In7:

r

) r = 2M\"
W(t,r) < expq i | —wt+ kr+ agln BYYi + ; an (—) : (207)

O que pretendemos fazer é verificar o efeito desses termos de correcdo na solucdo final e em
quais sistemas fisicos o efeito é maior ou menor.

Partindo da equacao de Klein-Gordon para espacos-tempos curvos determinada em ter-
mos do elemento de linha descrito em (172), a funcdo de onda com todos os seus componentes

é escrita da seguinte forma:

¢9 (t, r, ¢) — T_%eimqﬁe—iwteiF(r)’ (208)
onde
r 2M 2M\* 2M "’
F(r)~kr+aolnm+a17+ag(7) +CL3(T> + - (209)

Temos cinco observacdes a fazer a respeito dessas definicdes. Primeiramente, o fator 1/(r—2M)
tem origem no fator integrante utilizado para eliminar o termo de primeira derivada da equacao

diferencial. Em segundo lugar, escrevemos o angulo § como um parametro, pois ele é fixado
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logo de inicio devido a complexidade da equacdo diferencial parcial dependente de r e #; a
dependéncia em 6 da funcdo de onda, portanto, pode ser encontrada dentro dos coeficientes da
série de poténcias em F'(r). Em terceiro lugar, o nosso ansatz para a parte radial da equacdo
+iF(

admitia originalmente o par de solucdes e**7("); escolhemos descrever apenas a solucio com

+ikr

o termo e para particulas emergentes, levando em consideracao que a anélise para uma

solucdo do tipo e "

é totalmente andloga. Em quarto lugar, como explicamos no quinto
capitulo, decidimos levar a série em F'(r) somente até a terceira poténcia, pois é ai onde
aparece a primeira contribuicdo do momento angular J com maior relevancia para particulas
de energia alta. Por dltimo, € dtil lembrar que os coeficientes a; sdo de modo geral nimeros
complexos, e portanto a prépria funcdo F(r) é complexa.

Seguindo na anélise da soluc3o, é claro perceber que, em t = 0, tanto (¢, r, ¢) quanto

[ (t, 7, $)|> vio a zero com  — co. Vemos isso, pois

1F(r)
lim ¢

— =0 210
rooo 1 — 2M ’ ( )

e este fato ocorre também para qualquer tempo ¢ > 0. Portanto, a funcdo de onda pode, a
principio, ser normalizada. E possivel obter a constante de normalizac3o, que no nosso caso
chamamos de f3, integrando a densidade de carga em todo o espaco e igualando o resultado,
a carga total, a 1 [48] [67]:

nd

‘ 0
/dsx\/ﬁw* V=1 (211)
onde, para funcoes A e B que dependem das coordenadas espaco-temporais z*,
And
A0,B =[A,0,|B = A)0,B — (0,A) B.

A explicacdo para a forma da integral de normalizacdo acima para a funcao de onda de Klein-
Gordon, que difere de forma marcante da integral utilizada na mecanica quantica convencional,
pode ser encontrada em qualquer livro de mecanica quantica relativistica, incluindo os citados
no inicio do terceiro capitulo. Em nosso trabalho, a constante depende de varios parametros
fisicos como a massa da estrela e a da particula, e até mesmo da coordenada angular 6, ja
que decidimos fixa-la de inicio. A integral acima, levando em conta o fato de j4 conhecermos
a solucdo, é extremamente complicada. J4 que esse resultado ndo possui importancia para
a anélise que pretendemos fazer, decidimos simplesmente n3o calcular (numericamente) a

constante de normalizacdo. Observamos, entretanto, que é possivel fazé-lo.

6.3 CORRECOES DE MASSA E DA ROTACAO

A funcdo F(r) (209) que aparece na nossa solugdo contém cinco coeficientes: k, ay,

ai, as e az. Os seus valores foram apresentados em (200) e definidos a partir de constantes ja
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definidas anteriormente. Os primeiros dois coeficientes s3o reais e os outros trés sdo complexos,
portanto F'(r) é uma funcdo complexa, com uma parte real e uma parte imaginaria. Além
disso, somente a; e a3 dependem do momento angular J da estrela, sendo que em ay ele
aparece em sua primeira poténcia e em a3 ele aparece elevado ao quadrado. Sabendo disso

tudo, podemos separar o expoente F(r) em quatro partes:
F(r)=A(r)+ B(r) + I'(r) + A(r), (212)

onde A(r) (B(r)) é a parte real (imaginéria) de F'(r) e que ndo depende do momento angular,
e I'(r) (A(r)) é a parte real (imaginaria) de F'(r) e que depende do momento angular, seja
da forma J ou J2

Essas funcoes sdo dadas por

r 2M oM\ > oM\ *
A(T)IICT—FCL()IHW—'—OQT—FOZQ(T) +043(T)

2 3
B(r) = 51¥ + B2 (%) + 33 (g)

i () (20

(213)

sendo que a definicdo dos coeficientes contidos nelas podem ser obtidas separando os coefici-
entes (200) em suas partes reais e imagindrias e destacando os que dependem do momento
angular.

Tendo obtido nossos resultados, com a funcao de onda sendo determinada até os termos
de ordem menor onde se pode observar o efeito do momento angular, vamos aplica-los em
sistemas fisicos de interesse.

Selecionamos trés corpos celestiais para verificar os valores das correcdes de massa e do
momento angular: o Sol, a estrela de néutrons PSR B1257+12 [63] [64] [65] e a and branca
PG 21314066 [66]. Mantendo o padrdo seguido anteriormente, todos os valores numéricos
sao dados em unidades de Planck. Nestas unidades, os valores da massa, do momento angular

e do raio do sol sao dados por

Mg = 9.136 x 103" mp
Jo =182 x 107 Jp (214)
Re = 4.30835481 x 10* [p.

Os valores dessas quantidades para a estrela de néutrons e para a ana branca consideradas,
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definidos a partir dos valores respectivos do Sol, sdo dados por

M, = 1.4M, Mg = 0.608 M,
Jns = 0.00297.J, Juwa = 0.1432J, (215)
Rps = 0.000015R5,  Rug = 0.0186Rs.

Originalmente os nimeros das quantidades fisicas relacionadas a rotacao, obtidos experimental-
mente e fornecidos nas referéncias citadas acima, eram dados em termos da rotacdo estelar de
cada objeto (da estrela de néutrons e da an3 branca).A partir deles, péde-se ent3o calcular um
valor aproximado para o momento angular dos objetos, supondo como seus formatos esferas.

Além disso, selecionamos dois tipos de particulas de spin-0 para os nossos testes: o

pion e o béson de Higgs. As suas massas (em unidades de Planck) s3o dadas por

r = 1.1056 x 10720

i (216)
[iggs = 1.0245 x 107"

Para propésitos de referéncia, a massa do pion carregado 7+, em unidades usuais, é 139.57039
MeV/c?, a do pion 7° é 134.9768 MeV /c? e a do béson de Higgs é 125.25 GeV /2.

6.3.1 Valores numéricos das contribuicdes no expoente F'(r)

Tendo apresentado os sistemas fisicos que iremos estudar e também explicado a estru-
tura do expoente F'(r) (212), mostraremos o valor numérico de cada uma das contribuicdes,
assim como definido na equacgdo (213), em certos casos especificos.

Cada linha das tabelas abaixo corresponde a uma das quatro funcdes A(r), B(r), I'(r)
e A(r). Para as colunas, separamos as contribuicdes conforme a sua dependéncia em 7, ou
seja, a primeira coluna corresponde as contribuicdes de F'(r) que sdo proporcionais a r e assim
por diante. Tomando como exemplo a Tabela 2, o valor 8.25031 x 10%* da primeira célula na
primeira coluna e primeira linha corresponde ao termo kr. Lembramos também que os valores
numéricos nas linhas A e I' s3o reais e os valores nas linhas B e A s3o imaginarios, sendo que
A(r) e B(r) correspondem as contribuicdes puramente de massa, enquanto que I'(r) e A(r)
possuem contribuicio do momento angular.

Além dos valores numéricos sobre cada estrela e particula ja especificados de antem3o,
também fixamos valores numéricos para as outras quantidades fisicas: o angulo 6 escolhido
foi de # = 45°; a coordenada radial r usada para exemplificacdo foi de r = R, onde R é o
respectivo raio da estrela usada na tabela (além de ser também o menor valor possivel para r
ja que a presente métrica sé vale fora da estrela); a energia w escolhida foi de w = 24, onde
it € a massa da particula usada na tabela; e m = 1. Observamos que a energia escolhida pode
ser considerada como uma energia alta.

Abaixo est3o os resultados:
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r Inr 1/r 1/r? 1/r3
A | 8.25031 x 10%® | 5.04993 x 10Y | —1.71066 x 103 —3.6348 x 10° —1.02727 x 10?
B 0 0 2.47395 x 107 4.24684 x 10712 1.29492 x 10~17
r 0 0 0 —5.66093 x 10713 | —8.81302 x 102
A 0 0 0 0 6.86148 x 10737
Tabela 2 — Objeto celeste: Sol. Particula: Pion.
r Inr 1/r 1/r? 1/r3
A | 7.64512 x 10%° | 4.6795 x 10%? | —1.58518 x 10'6 | —3.36818 x 10" | —9.51912 x 10*
B 0 0 2.47395 x 107° 4.24684 x 1072 | 1.29492 x 1017
r 0 0 0 —5.66093 x 10~ | —8.16655 x 10
A 0 0 0 0 7.40464 x 10740
Tabela 3 — Objeto celeste: Sol. Particula: Béson de Higgs.
r Inr 1/r 1/r? 1/r3
A | 1.23755 x 10" | 5.2965 x 10'® | —2.23527 x 10'® | —4.43284 x 107 | —1.16929 x 107
B 0 0 2.30902 x 10! 3.69947 x 1072 1.05281 x 1072
r 0 0 0 —7.48238 x 1076 | —2.30951 x 10®
A 0 0 0 0 6.04614 x 10~2°
Tabela 4 — Objeto celeste: Estrela de néutrons. Particula: Pion.
T Inr 1/r 1/r? 1/r?
A | 1.14677 x 10?2 | 4.90798 x 10%' | —2.0713 x 10%' | —4.10768 x 10%° | —1.08352 x 10%°
B 0 0 2.30902 x 107! | 3.69947 x 1072 1.05281 x 1072
r 0 0 0 —7.48238 x 107% | —2.1401 x 10"
A 0 0 0 0 6.52476 x 10728
Tabela 5 — Objeto celeste: Estrela de néutrons. Particula: Béson de Higgs.
r Inr 1/r 1/r? 1/r3
A | 1.53456 x 10%? | 2.2049 x 10" | —3.39985 x 10 | —2.36138 x 10 | —2.18152 x 10°
B 0 0 8.0869 x 10~° 4.53782 x 1079 4.52286 x 1013
r 0 0 0 —2.34386 x 10710 | —2.81012 x 102
A 0 0 0 0 1.52739 x 10732
Tabela 6 — Objeto celeste: Ana branca. Particula: Pion.
r Inr 1/r 1/r? 1/r?
A | 1.42199 x 10%° | 2.04316 x10%? | —3.15 — 45 x 107 | —2.18816 x 10'3 | —2.02149 x 10
B 0 0 8.0869 x 1077 4.53782 x 1079 4.52286 x 10~13
r 0 0 0 —2.34386 x 10719 | —2.60399 x 10°
A 0 0 0 0 1.64829 x 10—3°

Tabela 7 — Objeto celeste: Ana branca. Particula: Béson de Higgs.
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Faremos algumas observacdes importantes. Primeiramente, para altas energias, obser-
vamos que de todos os sistemas fisicos o que mais sente efeito das contribuicoes de diferentes
poténcias a0 compararmos com o termo kr é a estrela de néutrons, seja com o pion ou com
o bdson de Higgs; o efeito é um pouco maior com o pion, no entanto. Nas outras quatro
tabelas, nota-se que as outras contribuicGes diminuem rapidamente. Para o Sol, elas s3o va-
rias ordens de grandeza menores. Para a ana branca, a diferenca ndo é tanto grande, mas
é ainda é significativa. Em segundo lugar, notamos o resultado esperado de que o momento
angular, e portanto a rotacdo do objeto celeste, ndo causa efeito consideravel na solucao final
para a funcdo de onda segundo todas as expansdes que fizemos para altas energias. De fato,
como vemos por exemplo na Tabela 4, a diferenca de ordem de grandeza entre a contribuicao
proporcional a 1/r® nas linhas A e T" é de 10% e a diferenca nas ordens de grandeza entre
a contribuic3o proporcional a 1/r® na linha T' e o termo kr — o qual, como j4 vimos, é a
contribuicio proporcional a 7 na linha A — é de 10'!. Nos outros sistemas fisicos a diferenca
é ainda mais apreciavel: para o Sol, a diferenca nas ordens de grandeza entre a contribuicdao
proporcional a 1/73 na linha T e o termo kr é de 10%°.

Além disso, apontamos um resultado que parece estranho a primeira vista, mas que é
um artefato da estrutura dos coeficientes. Em cada par de tabelas referentes ao mesmo objeto
celeste, a linha B, que representa as contribuicdes de massa imaginarias em (209), sdo iguais.
Isso acontece por causa da forma que decidimos escolher a energia, escolhendo-a sempre como
w = ku, ou seja, proporcional a massa da respectiva particula. No nosso caso, usamos k = 2,
uma energia alta. Por coincidéncia os termos que compdem B(r) sdo tais que ao substituirmos
w = ku, p € cancelado e o que sobra é apenas a constante de proporcionalidade k. Assim,
os termos da linha B “independem” da massa da particula  — desde que a energia e a
massa sejam proporcionais da mesma forma, ou seja, a constante de proporcionalidade k seja
a mesma. Caso houvéssemos escolhido energias com proporcionalidades diferentes para os dois
casos, este fenbmeno nao teria acontecido. No entanto, escolhemos a energia desta forma,
pois queriamos que ela representasse uma energia com valor numérico maior do que a massa
da particula, ndo importando qual particula fosse.

Para concluir esta secdao, vamos mostrar duas tabelas adicionais relacionadas as tabelas
2 e 4, que se referem, respectivamente, a valores numéricos para o Sol e para a estrela de
néutrons, com a particula escolhida sendo o pion. Neste caso, porém, utilizamos uma energia
baixa w = 1.00001 .

T Inr 1/r 1/r? 1/r3
A | 2.13023 x 10?2 | 2.79415 x10% | 1.19725 x 101 | —6.34725 x 10'" | 5.60816 x 10*°
B 0 0 0.0530151 —0.00562076 0.000794596
r 0 0 0 —1.09624 x 1071V 17.0659
A 0 0 0 0 5.14613 x 10732

Tabela 8 — Objeto celeste: Sol. Particula: Pion. Energia baixa.
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r Inr 1/r 1/r? 1/r3
A [ 3.19534 x 10 | 2.93057 x 10% | 1.56441 x 10%* | —7.74082 x 10%" | 6.3835 x 10!
B 0 0 4948.08 —4.89631 x 107 | 6.46036 x 10
r 0 0 0 —0.00144897 4.47225 x 1010
A 0 0 0 0 4.53463 x 10720

Tabela 9 — Objeto celeste: Estrela de néutrons. Particula: Pion. Energia baixa.

Como podemos ver nas duas tabelas acima, para particulas de energia baixa as correcdes
possuem valores mais altos que para particulas de energia alta. Pode-se explicar esse fendmeno
ao considerar que as particulas de energia baixa possuem velocidades da ordem da velocidade
angular das estrelas, e portanto sentem com mais forca o efeito de seus campos gravitacionais,
enquanto particulas de energia alta percorrem o espaco-tempo em torno dessas estrelas com
tanta velocidade que os efeitos acabam se tornando reduzidos.

Na Tabela 9 ainda é possivel ver que as contribuicGes aparentam crescer cada vez
mais. Deste modo, para particulas de energia baixa e estrelas bastante relativisticas (segundo o
critério em [2], que diz que R/2M < 1) como estrelas de néutrons, a aproximacdo tomada ndo
é suficiente e sdo necessarios mais termos na série proposta. A partir do resultados apresentados,
ndo é possivel determinar quantos termos a mais seriam necessarios para determinar a solucao,
e esta verificacdo é deixada para ser feita em futuros estudos. Contudo, o que é mais importante
é que com esses resultados podemos concluir que para baixas energias obtemos os efeitos mais

relevantes da estrutura do espaco-tempo no comportamento dos sistemas estudados.

6.4 ESTUDANDO A ESTRELA DE NEUTRONS DE PERTO

Conforme os resultados obtidos na tabela 4 e explicados na secdo anterior, o caso
onde a estrela escolhida é uma estrela de néutrons e a particula é o pion é o que apresenta
efeitos gravitacionais mais relevantes nas correcdes tanto de massa quanto da rotacdo. Vamos
escolher este caso para estudar mais a fundo, variando as outras quantidades fisicas envolvidas
e verificando as suas contribuicGes, limitando a nossa analise ao caso de particulas com energias
altas.

As trés quantidades que vamos variar sdo a energia w, o angulo 6 e o momento angular
J. Quanto ao momento angular, variamos o seu valor para evidenciar a sua contribuicdo
contribuicdo no valor total do expoente (209).

Para a energia, escolhemos oito valores diferentes, que vao desdes valores préximos aos

da massa da particula até energias altas:

wy = 1.00001p ws = 1.1p
wy = 1.0001 wg = 1.5

2 2 6 H (217)
ws = 1.001p wr =24

wy = 1.01p ws = 10p
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Para o momento angular, escolhemos seis valores diferentes:

Ji=0 Jy=J
Jo = 0.0001J Js = 100J (218)
J3 = 0.01J Js = 10000

onde .J é o momento angular da estrela de néutrons dado em (215). Para o angulo 6, escolhemos

cinco valores

0 =1°
0, = 135°

0y = 45° (219)
05 = 179°

93 — 900

Vamos definir aqui trés funcdes, cujos graficos mostraremos mais para frente, que proporcionam
informacdes sobre como a solucao que construimos se comporta ao variarmos parametros como
energia, o momento angular e o angulo polar. Chamaremos estas funcoes de fi, fo e f3. A
funcdo fy é definida a partir de (209):

fi=1F (220)

Escolhemos fazer o grafico desta funcdo, e ndo somente de (209), porque esta é a expressdo
completa que aparece dentro do expoente em (208). Vale notar que n3o escrevemos, por
exemplo, (209) como F(r). O motivo disso é que em certos graficos nés fixamos a variavel
angular r para certos valores e utilizamos outras quantidades como a varidvel em questao da

funcdo. Continuando, vamos definir a funcao f; como

ezF

= — 221
2 r—2M (221)
para que possamos obter mais informacdes a respeito da parte radial da funcao de onda.

Definimos finalmente a funcdo f3 como

'+A

Js= A+B+T +A]

(222)

e, como podemos observar, ele é definido a partir das diferentes contribuicdes dadas por (213)
e pode ser interpretado como uma “diferenca”, pois ele é dado pela diferenca entre os termos
em (209) que contém o momento angular J e os que no o contém, dividido pelo valor absoluto
de F(r). Este termo é (til para podermos visualizar de forma mais clara a contribuicdo do
momento angular em diversas situacdes fisicas. E importante lembrar também que, como foi
visto anteriormente, as solucdes nao funcionam muito bem para energias baixas e, portanto,

deve-se tomar cuidado ao interpretar os graficos em tais situacoes.
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6.4.1 Graficos de f;

Plotamos a funcao f; de trés maneiras: como funcdo da coordenada radial r, variando

a energia w para os oito casos descritos na secdo anterior e fixando o angulo polar ¢; como

funcao de w, variando r e fixando #; e como funcao de 6, variando r e fixando w. Além disso,

dependendo da situacdo, escolhemos plotar ou a parte real ou a parte imaginaria de f;. Em

cada figura, explicitamos a funcdo exata no grafico.

— w=1.00001p
w=1.0001p
w=1.001p

A w=101p

Figura 1 — Gréfico logaritmico do médulo da parte real de f; para energias baixas

1l — w=11p
] w=p

4 — w=2y
1 — w=10p

.E4_
R 15R
.
0.8}
0.6}
0.4}
0.2} —ﬁ;l;_“_-_-;::____________
e —
R 1.5R

Figura 2 — Gréfico linear do médulo da parte real de f; para energias altas
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Nos graficos representados nas figuras 1 e 2 vemos o comportamento da parte real da
funcdo f7, respectivamente, para energias baixas e altas. Escolhemos fazer o grafico da parte
real, pois é este termo que aparece ao calcularmos o médulo quadrado da funcdo de onda; a
parte imaginaria tem modulo unitario e portanto é descartada.

Para uma melhor visualizacdo dos dados, os graficos acima foram feitos em escala
logaritmica, e isso mostra que a diferenca do valor de f; para energias baixas é muito alto,
enquanto que para energias mais altas, a diferenca n3o é t3o grande. Vemos isso no fato de

que o grafico na figura 2 pode ter sido feito numa escala linear simples e todas as curvas foram

acomodadas.
of f_ — .
2000 || / |
|I '/ 1
—4000 || 1
[ i
|
- 6000 II 1 r=R
|' 1 r=2R
-sooo} | | 1 FBR
r=10R
-10000 | . 50 R
=
-12000} 1
-14000} | | .
wi = (wy + wy) wy

w
Figura 3 — Gréfico linear da parte real de f; para cinco distancias diferentes e como funcao da
energia (energias baixas)
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Figura 4 — Grafico linear da parte imaginaria de f; para cinco distancias diferentes e como
funcdo da energia (energias baixas)
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Figura 5 — Grafico linear da parte imaginaria de f; para cinco distancias diferentes e como
func3o da energia (energias baixas e médias)
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5% 10°0 F ]
4x 1070 .
3x 1070 .
1 —r=R
r=2R
2 1020 | 4 — r=5R
| — r=10R
] — r=50R
121070} .
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Figura 6 — Grafico linear da parte imaginaria de f; para cinco distancias diferentes e como
funcdo da energia (energias médias e altas
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Na figura 3 vemos os graficos da parte real da funcao f; para valores fixos de r
(em cada curva) como funcdo da energia w, para energias baixas. Por mais que esta funcio
seja importante devido a sua aparicao no calculo do médulo quadrado da funcao de onda,
como explicado anteriormente, s6 mostramos graficos para valores baixos da energia, pois
ndo hd nenhuma mudanca de comportamento para energias altas. De fato, a funcdo plotada
simplesmente tende a zero e, como podemos ver, aproxima-se do eixo x mais depressa para
valores altos do raio 7.

Ja nas figuras 4, 5 e 6 vemos os graficos da parte imaginaria da funcdo de f; para valores
fixos de r como funcdo da energia w. Os graficos da figura 4 correspondem a energias baixas,
os da figura 5 a energias baixas e médias e os da figura 6 a energias médias e altas. Vemos que
para energias baixas a funcao plotada parece se aproximar de zero, porém ao aumentarmos a
energia percebemos que comeca a crescer a partir de um certo limite, e que este crescimento
é mais manifesto para distancias grandes. O fato de ele crescer ndo é imediatamente um
problema j& que, como deve ser lembrado, a funcdo f; é um expoente e o exponencial de

nimeros puramente imaginarios sao funcdes periddicas de valor absoluto unitario.

0.0 —
-0.2}f -
4 r:R
o4l . r=2R
] r=5R
i r=10R
—06} . r=50 R
0.8} —
g i3 &5

Figura 7 — Gréfico linear da parte real de f; para cinco distancias diferentes em funcdo de 6.
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65683830100x 108 | .

(53]

(53]

65683830000 10'® | .

65683829900x 10'® | .

(53]

6.65683829800% 10"% | 1 —r=R
6.65683829700=10"% | -

6.65683829600x 10'® .

Figura 8 — Gréfico logaritmico da parte imaginaria de f; em funcao de € com a distanciar = R
fixa.

Nas figuras 7 e 8 vemos os graficos, respectivamente, das partes real e imagindria de
f1, sendo que na Fig. 7 temos a representacao dos graficos para cinco distancias fixadas e na
Fig. 8 s6 vemos o grafico para uma distancia, r = R.

Na Fig. 7, a parte real de f;, como se pode ver, é praticamente constante ao variarmos
a coordenada polar # como um parametro. De fato, escolhemos apresentar a curva para cinco
distancias diferentes e mostrar que o que muda entre elas é somente a altura no eixo y, mas que
elas continuam sendo funcdes praticamente constantes. No entanto, se houvéssemos escolhido
representar cada uma destas curvas em graficos diferentes, como fizemos inicialmente para a
parte imaginaria, os graficos ndo diriam mais do que isso: que praticamente n3o ha variacao
com relacdo a coordenada 6.

Levando isso em conta, observamos que escolhemos plotar somente uma curva para a
parte imaginaria de f; na Fig. 8. Fizemos isso porque, novamente, a forma da funcdo ndo se

alterava de acordo com a distancia para distancias baixas.

6.4.2 Graficos de f;

Nesta secdo, iremos apresentar graficos para a funcao fs5, que representa a parte radial
da funcdo de onda, de duas maneiras: como funcdo da coordenada radial r e variando a energia
w com os valores descritos anteriormente e fixando o angulo polar ; e como funcdo de w,

variando 7 em cinco distancias diferentes e fixando 9.
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Figura 9 — Gréfico linear da parte real de f, para duas energias médias como funcao de 7.
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Figura 10 — Grafico linear da parte real de f, para energias médias e altas como funcdo de 7.

Nas figuras 9 e 10 vemos os graficos da parte real de f, para energias médias e
energias médias/altas, respectivamente. Na Fig. 9 estdo reproduzidos somente os graficos
para duas energias (w; e ws, como definidos em (217)); as energias mais baixas n3o foram
representadas, pois os valores numéricos de f, considerando energias mais baixas que w, foram
comparativamente muito pequenos.

Pode-se observar que a curva relativa a energia mais baixa, w,, tem um comportamento

um pouco diferente das curvas relativas a energias mais altas. Além disso, observamos na figura
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10 que a partir de uma certa energia (no nosso caso, a energia wg), as curvas se tornam muito

parecidas e quase se sobrepdem, principalmente quando r cresce.

o=l [ ;
| ]
| ]
N ]
.E—4':E_[ -
1 — r=R
10~k . r=2R
] r=5R
] —r=10R
107 i — r=50R
03 L 4

[~
r
[

1
-
o

=

o

Figura 11 — Gréfico logaritmico da parte real de f, como funcdo de w e variando a distancia r.

Na figura 11 vemos os graficos da parte real de f> para valores diferentes do raio r
e como func3o da energia w, para energias médias e altas. Como podemos ver na figura,
para cada distancia diferente, as curvas rapidamente se estabilizam e passam a (pelo menos
aproximadamente) a independer da energia, adquirindo um valor constante que varia com a

distancia.

6.4.3 Graficos de f3

Produzimos cinco figuras correspondentes a funcdo f3, a dizer, a funcao "diferenca"que
representa a contribuicio do momento angular J para a funcdo F'(r) definida em (209) e
(212). Duas das figuras se referem a funcdo f; projetada em funcdo de r para cinco valores
diferentes do momento angular J; as outras trés se referem a funcdo f3 também como funcao
de r, porém a diferenca é que variamos tanto o momento angular J (um valor baixo, o valor
proprio da estrela de néutrons e um valor alto) quanto a energia w (um valor baixo, um valor
médio e um valor alto).

Estes graficos foram feitos com o intuito de aferir a contribuicido do momento angular na

nossa soluc3o final e, se o valor dele fosse menor ou maior, quais seriam os efeitos concernentes.
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Figura 12 — Grafico logaritmico da parte imaginaria de f3 como funcao de r para valores baixos
do momento angular J e para o valor préprio do momento angular da estrela.
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Figura 13 — Grafico logaritmico da parte imagindria de f3 como funcao de r para valores altos
do momento angular J e para o valor préprio do momento angular da estrela.

Nas figuras 12 e 13 vemos as curvas referentes a funcao f5 para cinco valores diferentes
do momento angular, sendo que na Fig. 12 temos valores baixos e na Fig. 13 valores alto.

Como podemos ver, as curvas nos graficos acima possuem comportamentos semelhantes
para valores diferentes do momento angular. De fato, a contribuicdo do momento angular para
F(r), quando consideramos o momento angular da estrela de néutrons, é da ordem de 10712

para valores baixos de r. Para que a contribuicdo se torne relevante, temos de aumentar
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consideravelmente o valor do momento angular, contudo este valor nem sempre é fisicamente
razoavel. De fato, quando tomamos J = Jg, a contribuicdo para valores baixos de r é da
ordem de 1074

Devemos observar que o valor mais alto do momento angular definido em (218), Jg,
nao corresponde a um valor de momento angular fisicamente valido para estrelas. Varias
possibilidades para o valor maximo da frequéncia angular de estrelas de néutrons e quasares
podem ser encontrados na literatura [3] [68] [69], mas algo que todos eles tém em comum é
que tal valor limite esta acima de 700 Hz. Utilizando o momento angular simples de uma esfera
para modelar a estrela de néutrons, considerando que J é o momento angular da estrela que
descrevemos neste trabalho, podemos calcular o valor maximo do momento angular possivel
de acordo com o valor maximo da frequéncia. A partir de uma frequéncia angular maxima de

f =716 Hz, temos que o valor maximo possivel para o momento angular é de
Jmaz = 958J (223)

o que é menor que Jg. Para outros valores possiveis de frequéncia angular limite o resultado é
similar, da ordem de 1000.J. A justificativa para termos usado este valor é que esse é um nimero
teste para verificar o que acontece com as contribuicdes do momento angular para valores
muito altos. Como esperado, quanto maior o momento angular, maior é a sua contribuicao para
os coeficientes (200). Observamos que, como ja foi discutido anteriormente, o que realmente
importa é que a velocidade de rotacdo da estrela seja da ordem da velocidade da particula.

Para particulas com velocidade alta, a rotacdo da estrela devera ser alta também.
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Figura 14 — Grafico logaritmico do valor absoluto da parte imaginaria de f3 em funcao do raio
r para trés valores diferentes de w e J = Js.
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Figura 15 — Gréfico logaritmico do valor absoluto da parte imaginaria de f3 em funcao do raio
r para trés valores diferentes de w e J = Jj.
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Figura 16 — Grafico logaritmico do valor absoluto da parte imaginaria de f3 em funcdo do raio
r para trés valores diferentes de w e J = J;.

Nas figuras 14, 15 e 16, vemos os graficos de do valor absoluto da parte imaginaria de
f3 em funcdo do raio r para trés valores de energia, sendo que a Fig. 14 corresponde a um
valor baixo do momento angular, a Fig. 15 ao préprio momento angular da estrela de néutrons
e a Fig. 16 a um momento angular alto. Fizemos o gréfico do valor absoluto de modo a obter

resultados mais visiveis de f;.
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Como podemos ver, a forma das curvas se mantém a mesma nao importa o valor do
momento angular, porém os valores numéricos mudam, e as curvas para a menor energia
parecem constantes; isto acontece porque o valor numérico delas é muito menor do que os das
outras curvas. Além disso, ao analisarmos as trés figuras vemos que quanto maior o valor da
energia e quanto maior o valor do momento angular, maior é a contribuicdo deste. O maiores
valores se ddo para J = J; e energia w = wy, como definidos em (218) e (217). Para tal
energia, a contribuicdo é da ordem de 1073.

Para elucidar o significado desses dltimos graficos — a contribuicdo do momento
angular para a solucao em série — construimos trés tabelas com os valores numéricos da parte
imaginéria de f; com r = R. Estas tabelas mostrardo ndo o tamanho da contribuicdo do
momento angular, mas o préprio valor de f; para cada momento angular e como ele muda
conforme o momento angular muda. Cada uma das tabelas possui seis valores numéricos,
correspondentes a cada um dos seis momentos angulares que definimos em (218); além disso,
cada uma das trés tabelas possui um valor diferente para a energia: a Tabela (10) possui uma
energia baixa w = wy, a Tabela (11) uma energia média w = w, e a Tabela (12) uma energia
alta w = wy7. Lembrando que J; = 0, ou seja, a primeira linha de cada tabela corresponde ao

caso onde nao ha rotacao.

w1

Ji | 6.382723003549568 x 103!
Jy | 6.382723003549568 x 103!
Js | 6.382723003549568 x 103!
Ji | 6.382723003549568 x 103!
Js | 6.382723003549568 x 103!
Js | 6.3827230035500155 x 103!

Tabela 10 — Parte imaginaria de f; com r = R e w = wy, variando o momento angular.

Wy

Jy | 1.7451243587123232 x 10?1
Jo | 1.7451243587123232 x 102!
Js | 1.7451243587123235 x 102!
Jy | 1.7451243587137055 x 102!
Js | 1.7451243725363387 x 10%!
Js | 1.7452625988672847 x 10%!

Tabela 11 — Parte imaginaria de f; com r = R e w = wy, variando o momento angular.
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wr

Jy | 1.4876477174026936 x 10
Jo | 1.4876477174026936 x 10
Js | 1.4876477174026914 x 10
Jy | 1.4876477173795987 x 10
Js | 1.4876474864516915 x 10
Js | 1.4853382073800413 x 10

Tabela 12 — Parte imaginaria de f; com r = R e w = w7, variando o momento angular.

Na Tabela 10, onde a energia é baixa, vemos que a contribuicio do momento angular
para o valor total representado é muito pequena. Lembrando da Tabela 9, onde mostramos
que a série parece nao convergir tao rapidamente como no caso onde a energia é mais alta,
podemos observar a Tabela 10 principalmente o resultado de que, para tais particulas de energia
baixa, as correcbes de massa sao proporcionalmente maiores que as da rotacao.

Na Tabela 11, onde w = wy, ja é possivel verificar em f; a contribuicdo de J para
valores baixos do momento angular, a dizer, no caso onde J = J;. E uma mudanca pequena,
mas visivel. Assim como no caso anterior, a variacdo é maior quando J = Jg, e ela acontece
no quinto algarismo significativo.

Na Tabela 12, onde w = w7, ou seja, a energia é alta, a contribuicdo de J em f; no
caso onde J = J3 aparece mais cedo, mas a mudanca em seu valor numérico é bem maior
que na tabela anterior, e quando o momento angular é o maior possivel a mudanca acontece
no quarto algarismo significativo. Isso é préximo ao resultado que obtivemos na Fig. 16, onde
podemos ver que o tamanho da contribuicio do momento angular para o caso de energia alta é
da ordem de 1073. No caso de particulas com energia alta, as correcdes de massa s3o menores,
e por isso é possivel identificar mais facilmente as correcées devido a rotacdo.

Ao longo deste capitulo, comparamos as duas solucdes obtidas na dissertacao, uma
com a forma de uma exponencial contendo uma série de poténcia e a outra em termos de
funcGes especiais, e mostramos que elas estdo relacionadas. Também verificamos a utilidade
e capacidade de uma das nossas solucoes em diversas situacGes fisicas. Considerando que
o objetivo inicial era levar em conta a rotacdo da estrela na solucdo final, com todos os
resultados numéricos e graficos apresentados ao longo deste capitulo, concluimos que, nos
casos onde a energia da particula é mais alta, o efeito das correcdes de massa e de rotacdo
é bastante pequeno, mas a nossa solucdo consegue mostrar que ele existe e que ele aparece
mais distintamente em objetos compactos como estrelas de néutrons do que em estrelas nao
t3o relativisticas como o Sol. No entanto, a solucdo n3o é adequada para os casos onde a
energia da particula é muito baixa, (ou seja, possui uma velocidade com um valor préximo do
da velocidade angular da estrela), porque é nesses casos em que os efeitos fisicos sdo mais

evidentes, e por isso sao necessarias mais correcoes ou aproximacoes melhores para expressa-los.






7 CONCLUSAO

No desenvolvimento desta dissertacdo, escolhemos uma métrica ja estabelecida na
literatura, a métrica de Hartle-Thorne [1] [2], e a partir de uma expansdo feita a partir da
expressdo apresentada, considerando poténcias de M /r, encontramos uma solucdo analitica
para a equacdo de Klein-Gordon nesse espaco-tempo (106). Além disso, estudamos a métrica
de Berti et al. (172) e como esta se relaciona com a métrica de Hartle-Thorne para valores de
J/ R? pequenos. Incluindo termos da préxima ordem (.J/R?)?, encontramos uma nova equacio

de Klein-Gordon, cuja soluc3o foi obtida com base em um ansatz (193) composto por uma série
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de poténcias no expoente de uma exponencial complexa para a parte radial da funcdo de onda.

Substituindo o ansatz na equacdo diferencial, obtida apds sucessivos célculos e substituicGes,
pudemos encontrar o valor dos primeiros coeficiente da série de poténcias mencionada e assim
a forma da solucdo final. Apds isso, estudamos o valor numérico das solu¢des obtidas em
diversas configuracdes fisicas.

No segundo e terceiro capitulos, fizemos uma breve revisdo dos contetidos especificos
necessarios para uma boa compreensdo deste trabalho. Tratamos a respeito da teoria da
relatividade especial e geral, de seu desenvolvimento histérico e das ferramentas praticas de
que utilizamos. Discutimos também sobre tépicos de mecanica quantica e teoria quantica de
campos para que pudéssemos usar a equacdo de Klein-Gordon com propriedade.

No quarto capitulo, introduzimos a métrica de Hartle-Thorne (121), como utiliza-la
na equacao de Klein-Gordon em espacos-tempo curvos e encontramos uma solucao levando
em considerac3o termos na métrica até a primeira ordem em J/R?, a qual escrevemos de
diversas maneiras usando funcdes especiais. A primeira solucdo foi dada em termos das funcdes
confluentes de Heun, e as préximas solucdes aproximadas foram dadas em termos de outras
funcdes especiais (funcdo de Whittaker, funcdo de Whittaker, funcdo de Bessel de primeira
ordem), que se aproximam da solucdo para valores assintéticos da variavel.

No quinto capitulo, discutimos outra solucdo para uma métrica similar a métrica de
Hartle-Thorne (172), no entanto, ligeiramente diferente apds uma série de correcdes no trajeto
de sua construcdo. As métricas apresentadas possuem a mesma forma até a primeira ordem
em J/R?, e as diferencas ocorrem quando s3o levados em conta termos de ordem (J/R?)?
ou maior. Apresentamos as dificuldades em resolver a equac3do resultante e, depois disso, o
ansatz que utilizamos, definido como uma exponencial de kr e termos de correcdo. Mostramos
finalmente o nosso método de solucdo e obtencdo dos coeficientes que definem o ansatz.

No sexto capitulo, descrevemos a solucdo para a parte radial da funcao de onda obtida
nos capitulos anteriores e a funcdo de onda final que descreve bésons de spin-0. Fizemos uma
comparacao entre as solucdes obtidas no quarto e no quinto capitulo, pois numa primeira
aproximacao elas devem ser similares, e no restante do capitulo estudamos a solucdo do
quinto capitulo, considerando particulas de altas e baixas energias. Para tanto, separamos a

solucdo em suas contribuicoes de massa e momento angular e mostramos o valor numérico de
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cada uma de suas contribuicGes e de cada poténcia respectiva a elas em vérias configuracoes
fisicas diferentes. Escolhemos a configuracdo onde as poténcias altas de M /r tém valores mais
significantes, ou seja, o caso onde o objeto escolhido é uma estrela de néutrons, e variamos
os parametros fisicos para entender melhor como eles se relacionam com a solucdo. Mais
importantemente, variamos o momento angular em seis valores diferentes e verificamos o
resultado de que, para particulas de energias altas, quanto maior a rotacdo, maior é o efeito
dela na solucdo final, e que este efeito também é exacerbado quando a particula possui energia
alta, principalmente porque para particulas de energia alta as correcoes de massa nao sdo
expressivas. Além disso, disponibilizamos tabelas numéricas para uma melhor observacao dos
efeitos do momento angular, que s3o na maioria dos casos pequenos, porém muitas vezes
ainda mensuraveis.

Observamos que, para particulas de energia baixa, a solucdo nao funciona muito bem
e demos a interpretacao de que é justamente nos casos onde a energia da particula é baixa e
proxima da frequéncia angular da superficie da estrela que os efeitos gravitacionais de massa e
de rotacao sao maiores. Ja para particulas de energia alta, os efeitos sdo menores e por isso as
correcoes devido a rotacdo aparentam ter um valor maior. No caso onde a energia da particula
é baixa, devem ser necessarios mais termos na solucao.

A partir dos resultados obtidos, existem varios caminhos que se podem seguir. Primeira-
mente, podemos melhorar a nossa solucdo final de diversas formas. Por exemplo, é teoricamente
possivel encontrar uma forma geral para os coeficientes da série de poténcia no ansatz, o que
nao foi feito devido ao tempo disponivel para o desenvolvimento do projeto. Em segundo lugar,
pode-se melhorar a forma do fator integrante (186), ou encontrando uma expressdo analitica
porém exata para a integral extremamente complicada dentro da exponencial, ou fazendo
uma expansao melhor. Pode-se também deixar de fixar o angulo polar 6 e tentar solucionar a
equacao diferencial parcial que depende de 7 e 6 diretamente, talvez encontrando uma forma
de separa-la em suas duas partes. Uma caracteristica importante da métrica de Hartle-Thorne
e de Berti et al. é a inclusdo da distribuicdo de massa de estrela através do momento de
quadrupolo @), o que é uma vantagem em relacdo a métrica de Kerr, outra métrica bem
conhecida da literatura que descreve estrelas em rotacdo e que esta relacionada a métrica de
Hartle-Thorne (121), como descrito no apéndice de [2]. Em futuros trabalhos € interessante
estudar este efeito, tomando @ # 0. E interessante também elaborar um estudo mais profundo
das equacbes de Heun, j& que hd uma escassez de recursos sobre essas equacoes que tém
aparecido cada vez mais em trabalhos de pesquisa da area da relatividade geral.

Progredindo além do presente trabalho, o caminho mais natural que esta pesquisa pode
seguir é repetir o estudo da métrica de Hartle-Thorne em outra equacdo que descreve particulas
em um espago-tempo curvo: neste caso, a equacdo de Dirac [70], [48], [49]. A equagdo de
Dirac descreve particulas de spin-%, como o elétron e os diversos quarks, e portanto escancara
o leque de possibilidades de estudo. Pode-se também fazer uma comparacao das solucdes

com casos mais basicos, como quando J = 0 e a métrica recai na métrica de Schwarzschild
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(66). Além disso, métricas descrevendo outras perturbacdes do status quo caracterizado pela
métrica de Schwarzschild, n3o apenas a rotacdo, podem ser utilizadas, adicionando no nosso
sistema fisico quantidades como um campo eletromagnético.

Além do aprimoramento da nossa solucdo para a equacdo de Klein-Gordon usando
melhores (ou menos) aproximacdes e expansdes, o estudo da funcdo de onda de outras
particulas em outros sistemas fisicos e o calculo de observaveis como o espectro de energia

sao caminhos naturais para a nossa pesquisa.






[1]

2]

3]

[4]

[5]

[6]

[7]

[8]
[9]

[10]

[11]

[12]

[13]

93

REFERENCIAS

J. B. Hartle. “Slowly rotating relativistic stars. 1. Equations of structure”. Astrophys.
J. 150 1967, p. 1005-1029. poI: 10.1086/149400.

J. B. Hartle e K. S. Thorne. “Slowly Rotating Relativistic Stars. Il. Models for
Neutron Stars and Supermassive Stars”. Astrophys. J. 153 1968, p. 807. po1: 10.
1086/149707.

E. Berti, F. White, A. Maniopoulou e M. Bruni. “Rotating neutron stars: an invariant
comparison of approximate and numerical space-time models”. Monthly Notices
of the Royal Astronomical Society 358.3 2005, p. 923-938. 1ssN: 0035-8711. DOI:
10.1111/3.1365-2966.2005.08812.x.

A. Einstein. “On the electrodynamics of moving bodies”. Annalen Phys. 17 1905,
p. 891-921. DOI: 10.1002/andp.200590006.

H. Minkowski. Space and Time: Minkowski's papers on relativity. English. Paperback.
Minkowski Institute Press, 6 de dez. de 2012, p. 134.

S. Chandrasekhar. “The general theory of relativity: Why “It is probably the most
beautiful of all existing theories””. Journal of Astrophysics and Astronomy 5.1 1984,
p. 3-11. 1ssN: 0973-7758. DOI: 10.1007/BF02714967.

A. Einstein. “The Foundation of the General Theory of Relativity”. Annalen Phys.
49.7 1916, p. 769-822. DOI: 10.1002/andp.19163540702.

P. A. M. Dirac. The Principles of Quantum Mechanics. Clarendon Press, 1930.

A. Einstein. “Uber einen die Erzeugung und Verwandlung des Lichtes betreffenden
heuristischen Gesichtspunkt”. Annalen der Physik 322.6 1905, p. 132-148. DOTI:
https://doi.org/10.1002/andp.19053220607.

N. Bohr. “I. On the constitution of atoms and molecules”. The London, Edinburgh,
and Dublin Philosophical Magazine and Journal of Science 26.151 1913, p. 1-25.
DOI: 10.1080/14786441308634955.

E. Rutherford. “LXXIX. The scattering of and particles by matter and the structure of
the atom"”. The London, Edinburgh, and Dublin Philosophical Magazine and Journal
of Science 21.125 1911, p. 669-688. DOI: 10.1080/14786440508637080.

A. Shomer. A pedagogical explanation for the non-renormalizability of gravity. 2007.
DOI: https://doi.org/10.48550/arXiv. 0709 . 3555. arXiv: 0709 . 35655
[hep-th].

A. Macias e A. Camacho. “On the incompatibility between quantum theory and
general relativity”. Physics Letters B 663.1 2008, p. 99-102. 1ssN: 0370-2693. DOTI:
https://doi.org/10.1016/j.physletb.2008.03.052.


https://doi.org/10.1086/149400
https://doi.org/10.1086/149707
https://doi.org/10.1086/149707
https://doi.org/10.1111/j.1365-2966.2005.08812.x
https://doi.org/10.1002/andp.200590006
https://doi.org/10.1007/BF02714967
https://doi.org/10.1002/andp.19163540702
https://doi.org/https://doi.org/10.1002/andp.19053220607
https://doi.org/10.1080/14786441308634955
https://doi.org/10.1080/14786440508637080
https://doi.org/https://doi.org/10.48550/arXiv.0709.3555
https://arxiv.org/abs/0709.3555
https://arxiv.org/abs/0709.3555
https://doi.org/https://doi.org/10.1016/j.physletb.2008.03.052

94 REFERENCIAS

[14] B. Zwiebach. A First Course in String Theory, 2nd Edition. English. Hardcover.
Cambridge University Press, 26 de jan. de 2009, p. 694.

[15] M. B. Green, J. H. Schwarz e E. Witten. Superstring Theory: 25th Anniversary Edition
(Cambridge Monographs on Mathematical Physics) (Volume 1). English. Hardcover.
Cambridge University Press, 12 de nov. de 2012, p. 482.

[16] C. Rovelli. Quantum Gravity (Cambridge Monographs on Mathematical Physics).
English. Paperback. Cambridge University Press, 17 de dez. de 2007, p. 488.

[17] R. M. Wald. Quantum Field Theory in Curved Spacetime and Black Hole Thermody-
namics (Chicago Lectures in Physics). English. Paperback. University of Chicago
Press, 15 de nov. de 1994, p. 220.

[18] L. Parker e D. Toms. Quantum Field Theory in Curved Spacetime: Quantized Fields
and Gravity (Cambridge Monographs on Mathematical Physics). English. Kindle
Edition. Cambridge University Press, 20 de ago. de 2009, p. 472.

[19] L. C. B. Crispino, A. Higuchi e G. E. A. Matsas. “The Unruh effect and its applicati-
ons". Reviews of Modern Physics 80.3 2008, p. 787-838. DOI: 10.1103/revmodphys.
80.787. Disponivel em: https://doi.org/10.1103%5C%2Frevmodphys.80.787.

[20] S. W. Hawking. “Particle Creation by Black Holes”. Commun. Math. Phys. 43
1975. [Erratum: Commun.Math.Phys. 46, 206 (1976)], p. 199-220. por: 10.1007/
BF02345020.

[21] D. N. Page. “Hawking radiation and black hole thermodynamics”. New Journal of
Physics 7 2005, p. 203-203. DOI: 10.1088/1367-2630/7/1/203.

[22] L. C. N. dos Santos. “Alguns resultados no estudo de férmions e bésons em espacos
curvos: solucdes das equacdes de Dirac e Klein-Gordon”. Tese de Doutorado. 2015.

[23] O. A. Roldan Garcia. "Estudo de fenémenos em espacos curvos”. Dissertagdo de
Mestrado. 2012.

[24] 1. E. Cunha e C. C. Barros. Hadronic Matter in the Robertson-Walker Metric and the
Early Universe. 2015. DOI: 10.48550/ARXIV.1504.07314.

[25] L. C.N. Santos e C. C. Barros. “Relativistic quantum motion of spin-0 particles under
the influence of noninertial effects in the cosmic string spacetime”. The European
Physical Journal C 78.1 2018. DOI: 10.1140/epjc/s10052-017-5476-3.

[26] F. M. da Silva, L. C. N. Santos e C. C. Barros. “Rapidly rotating compact stars
in Rastall's gravity”. Classical and Quantum Gravity 38.16 2021, p. 165011. pOI:
10.1088/1361-6382/ac129d.

[27] L. Parker. “One-Electron Atom in Curved Space-Time". Phys. Rev. Lett. 44.23 1980,

p. 1559. DOI: 10.1103/PhysRevLett.44.1559.


https://doi.org/10.1103/revmodphys.80.787
https://doi.org/10.1103/revmodphys.80.787
https://doi.org/10.1103%5C%2Frevmodphys.80.787
https://doi.org/10.1007/BF02345020
https://doi.org/10.1007/BF02345020
https://doi.org/10.1088/1367-2630/7/1/203
https://doi.org/10.48550/ARXIV.1504.07314
https://doi.org/10.1140/epjc/s10052-017-5476-3
https://doi.org/10.1088/1361-6382/ac129d
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.44.1559

REFERENCIAS 95

[28] G. de A. Marques e V. B. Bezerra. “Hydrogen atom in the gravitational fields of
topological defects”. Physical Review D 66.10 2002. DOI: 10.1103/physrevd.66.
105011.

[29] R. L. L. Vitéria e K. Bakke. “Rotating effects on the scalar field in the cosmic string
spacetime, in the spacetime with space-like dislocation and in the spacetime with
a spiral dislocation”. The European Physical Journal C 78.3 2018. por1: 10.1140/
epjc/s10052-018-5658-7.

[30] V. B. Bezerra, M. S. Cunha, L. F. F. Freitas, C. R. Muniz e M. O. Tahim. "Casimir
effect in the Kerr spacetime with quintessence”. Modern Physics Letters A 32.01
2016, p. 1750005. DOI: 10.1142/s0217732317500055.

[31] V. Bezerra, H. Mota e C. Muniz. "Casimir effect due to a slowly rotating source in the
weak-field approximation”. Physical Review D 89.4 2014. DOT: 10.1103/physrevd.
89.044015.

[32] F.Sorge. “Casimir effect in a weak gravitational field: Schwinger's approach”. Classical
and Quantum Gravity 36.23 2019, p. 235006. DOI: 10.1088/1361-6382/ab4def.

[33] B. F. Schutz. A First Course in General Relativity. second. Cambridge University
Press, 2009.

[34] C. W. Misner, K. S. Thorne e J. A. Wheeler. Gravitation. English. Hardcover. Prin-
ceton University Press, 24 de out. de 2017, p. 1280.

[35] S. M. Carroll. Spacetime and Geometry: An Introduction to General Relativity. English.
Hardcover. Cambridge University Press, 12 de set. de 2019, p. 516.

[36] J. B. Hartle. Gravity: An Introduction to Einstein’s General Relativity. English. Hard-
cover. Cambridge University Press, 2 de set. de 2021, p. 602.

[37] M. P. Hobson, G. P. Efstathiou e A. N. Lasenby. General Relativity: An Introduction
for Physicists. English. Hardcover. Cambridge University Press, 27 de mar. de 2006,
p. 592.

[38] N. K. Glendenning. Special and General Relativity: With Applications to White
Dwarfs, Neutron Stars and Black Holes (Astronomy and Astrophysics Library). English.
Hardcover. Springer, 20 de abr. de 2007, p. 240.

[39] W. Rindler. Introduction to Special Relativity (Oxford Science Publications). English.
Paperback. Clarendon Press, 11 de jul. de 1991, p. 184.

[40] S. Walter. “The Historical Origins of Spacetime”. The Springer Handbook of Spa-
cetime. Springer, 2014, p. 27-38. DOI: 10 .1007 /978-3-662-46035-1\ _2.
Disponivel em: https://halshs.archives-ouvertes.fr/halshs-01234449.

[41] S. Baskal, Y. S. Kim e M. E. Noz. Physics of the Lorentz Group. 2053-2571. Morgan
Claypool Publishers, 2015. por: 10.1088/978-1-6817-4254-0.


https://doi.org/10.1103/physrevd.66.105011
https://doi.org/10.1103/physrevd.66.105011
https://doi.org/10.1140/epjc/s10052-018-5658-7
https://doi.org/10.1140/epjc/s10052-018-5658-7
https://doi.org/10.1142/s0217732317500055
https://doi.org/10.1103/physrevd.89.044015
https://doi.org/10.1103/physrevd.89.044015
https://doi.org/10.1088/1361-6382/ab4def
https://doi.org/10.1007/978-3-662-46035-1\_2
https://halshs.archives-ouvertes.fr/halshs-01234449
https://doi.org/10.1088/978-1-6817-4254-0

96

REFERENCIAS

[42]

[43]

[44]

[45]

[46]

[47]

[48]

[49]

[50]

[51]

[52]

[53]

[54]

N. Andersson e G. L. Comer. “Relativistic fluid dynamics: physics for many different
scales”. Living Reviews in Relativity 24.1 2021. 1SSN: 1433-8351. por: 10.1007/
s41114-021-00031-6.

L. D. Landau e E. Lifshitz. “The energy-momentum tensor”. English. The Classical
Theory of Fields: Volume 2. Paperback. Butterworth-Heinemann, 15 de jan. de 1980,
p. 77-80.

R. D. Lehn, S. S. Chabysheva e J. R. Hiller. “Klein—Gordon equation in curved space-
time". European Journal of Physics 39.4 2018, p. 045405. pDOI: 10.1088/1361-
6404/aabdde.

H. NIKOLIC. “PROBABILITY IN RELATIVISTIC QUANTUM MECHANICS AND
FOLIATION OF SPACE-TIME". International Journal of Modern Physics A 22.32
2007, p. 6243-6251. DOI: 10.1142/s0217751x07038438.

J. Gibbons. “Infrared problem in the Faddeev—Popov sector in Yang—Mills Theory
and Perturbative Gravity”. Tese de Doutorado. York U., England, 2015.

H. Pilkuhn. Relativistic Quantum Mechanics ( Theoretical and Mathematical Physics).
English. Hardcover. Springer, 3 de ago. de 2005, p. 288.

J. D. Bjorken e S. D. Drell. Relativistic Quantum Mechanics (International Series
in Pure Applied P). English. Hardcover. McGraw-Hill College, 1 de jun. de 1965,
p. 304.

W. Greiner. Relativistic Quantum Mechanics. Wave Equations. English. Paperback.
Springer, 15 de jun. de 2000, p. 443.

W. Greiner. Quantum Mechanics: An Introduction. English. Paperback. Springer,
2001, p. 485.

M. A. Abramowicz, G. J. E. Almergren, W. Kluzniak e A. V. Thampan. The Hartle-
Thorne circular geodesics. 2003. DOI: 10.48550/ARXIV.GR-QC/0312070.

H. S. Vieira. “Alguns resultados acerca de campos escalares em buracos negros,

cosmologia quantica e flutuacoes quanticas da geometria”. Tese de Doutorado. 2018.

M. Hortagsu. “Heun Functions and Some of Their Applications in Physics”. Advances
in High Energy Physics 2018 2018, p. 1-14. 1sSN: 1687-7365. Dor1: 10.1155/2018/
8621573.

E. S. Cheb-Terrab. “Solutions for the general, confluent and biconfluent Heun equa-
tions and their connection with Abel equations”. Journal of Physics A: Mathematical
and General 37.42 2004, p. 9923-9949. 1ssN: 1361-6447. DOI: 10.1088/0305-
4470/37/42/007.


https://doi.org/10.1007/s41114-021-00031-6
https://doi.org/10.1007/s41114-021-00031-6
https://doi.org/10.1088/1361-6404/aabdde
https://doi.org/10.1088/1361-6404/aabdde
https://doi.org/10.1142/s0217751x07038438
https://doi.org/10.48550/ARXIV.GR-QC/0312070
https://doi.org/10.1155/2018/8621573
https://doi.org/10.1155/2018/8621573
https://doi.org/10.1088/0305-4470/37/42/007
https://doi.org/10.1088/0305-4470/37/42/007

REFERENCIAS 97

[55]

[56]

[57]

[58]

[59]

[60]

[61]

[62]

[63]

[64]

[65]

[66]

[67]

R. S. Maier. “"The 192 solutions of the Heun equation”. Mathematics of Computation
76.258 2006, p. 811-843. 1SSN: 1088-6842. DOI: 10.1090/s0025-5718-06-01939-
9.

Heun's Differential Equations (Oxford Science Publications). English. Hardcover.
Clarendon Press, 7 de dez. de 1995, p. 384.

Handbook of Mathematical Functions: with Formulas, Graphs, and Mathematical
Tables (Dover Books on Mathematics). English. Dover Publications, 1965, p. 1046.

NIST Handbook of Mathematical Functions Paperback and CD-ROM. English. Cam-
bridge University Press, 17 de mai. de 2010, p. 968.

H. Buchholz. The Confluent Hypergeometric Function: with Special Emphasis on
its Applications (Springer Tracts in Natural Philosophy, 15). English. Trad. por H.
Lichtblau e K. Wetzel. Springer, 18 de abr. de 2014, p. 257.

E. Elizalde. “Series solutions for the Klein-Gordon equation in Schwarzschild space-
time". Physical review D: Particles and fields 36 1987, p. 1269-1272. DO1: 10.1103/
PhysRevD.36.1269.

D. Hoffleit e J. Warren W. H. “VizieR Online Data Catalog: Bright Star Catalogue,
5th Revised Ed. (Hoffleit+, 1991)". VizieR Online Data Catalog, V /50, 1995, p. V/50.

K. Ohnaka, K.-H. Hofmann, D. Schertl, G. Weigelt, C. Baffa, A. Chelli, R. Petrov e S.
Robbe-Dubois. “High spectral resolution imaging of the dynamical atmosphere of the
red supergiant Antares in the CO first overtone lines with VLTI/AMBER". Astronomy
&amp Astrophysics 555 2013, A24. DOI: 10.1051/0004-6361/201321063.

H. Zheng, K.-J. Sun e L.-W. Chen. “OLD NEUTRON STARS AS PROBES OF
ISOSPIN-VIOLATING DARK MATTER". The Astrophysical Journal 800.2 2015,
p. 141. DOI: 10.1088/0004-637x/800/2/141.

M. Kutschera, J. Jatocha, S. Kubis e t. Bratek. SQM stars around pulsar PSR
B1257+12. 2010. DOI: 10.48550/ARXIV.1010.2056.

A. Wolszczan e D. A. Frail. "A planetary system around the millisecond pulsar
PSR1257 + 12". Nature 355.6356 1992, p. 145-147. 1SSN: 1476-4687. DOI: 10.
1038/355145a0.

M. D. Reed, S. D. Kawaler e M. S. O'Brien. "PG 2131066: A Test of Pre~White
Dwarf Asteroseismology”. The Astrophysical Journal 545.1 2000, p. 429-434. DOTI:
10.1086/317781.

N. D. Birrell e P. C. W. Davies. Quantum Fields in Curved Space (Cambridge
Monographs on Mathematical Physics). English. Paperback. Cambridge University
Press, 27 de abr. de 1984, p. 352.


https://doi.org/10.1090/s0025-5718-06-01939-9
https://doi.org/10.1090/s0025-5718-06-01939-9
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.36.1269
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.36.1269
https://doi.org/10.1051/0004-6361/201321063
https://doi.org/10.1088/0004-637x/800/2/141
https://doi.org/10.48550/ARXIV.1010.2056
https://doi.org/10.1038/355145a0
https://doi.org/10.1038/355145a0
https://doi.org/10.1086/317781

98 REFERENCIAS

[68] P. G. Krastev, B.-A. Li e A. Worley. “Constraining Properties of Rapidly Rotating
Neutron Stars Using Data from Heavy-lon Collisions”. The Astrophysical Journal
676.2 2008, p. 1170-1177. DOI1: 10.1086/528736.

[69] P. Haensel, J. L. Zdunik, M. Bejger e J. M. Lattimer. “Keplerian frequency of
uniformly rotating neutron stars and strange stars”. Astronomy &amp Astrophysics
502.2 2009, p. 605-610. po1: 10.1051/0004-6361/200811605.

[70] “The quantum theory of the electron”. Proceedings of the Royal Society of London.
Series A, Containing Papers of a Mathematical and Physical Character 117.778 1928,
p. 610-624. DOI: 10.1098/rspa.1928.0023.

[71] V. B. Bezerra, H. S. Vieira e A. A. Costa. “The Klein-Gordon equation in the
spacetime of a charged and rotating black hole”. Classical and Quantum Gravity 31.4
2014, p. 045003. 1SSN: 1361-6382. DOI: 10.1088/0264-9381/31/4/045003.


https://doi.org/10.1086/528736
https://doi.org/10.1051/0004-6361/200811605
https://doi.org/10.1098/rspa.1928.0023
https://doi.org/10.1088/0264-9381/31/4/045003

	Folha de rosto
	Folha de aprovação
	Agradecimentos
	Epígrafe
	Resumo
	Abstract
	Sumário
	Introdução
	Elementos da Teoria da Relatividade Geral
	Ideia Básica da Teoria da Relatividade
	Resultados Úteis da Relatividade Restrita
	Coordenadas e tratamento indicial
	Tempo próprio e dilatação temporal
	Velocidade, energia e momento

	Relatividade Geral e Equações de Einstein
	Origem da Relatividade Geral
	Escalares, vetores, tensores e variedades
	Curvatura, derivada covariante e equação da geodésica
	Equações de Einstein
	Solução de Schwarzschild


	A Equação de Klein-Gordon
	Obtendo a equação de Klein-Gordon
	Solução para uma partícula livre
	Equação de Klein-Gordon em espaços-tempos curvos

	A Métrica de Hartle-Thorne
	Visão global do procedimento de obtenção da métrica de Hartle-Thorne
	Elemento de linha externo
	A equação de Klein-Gordon no espaço-tempo de Hartle-Thorne
	Descobrindo e desvendando a equação confluente de Heun
	A solução escrita como outras funções especiais
	A equação de Whittaker
	A equação de Kummer



	A Métrica de Berti et al.
	Obtendo e expandindo a métrica
	Um ansatz para a solução
	Aplicando o ansatz
	Resolvendo a equação


	Resultados
	Comparando soluções diferentes
	A função de onda
	Correções de massa e da rotação
	Valores numéricos das contribuições no expoente F(r)

	Estudando a estrela de nêutrons de perto
	Gráficos de f1
	Gráficos de f2
	Gráficos de f3


	Conclusão
	REFERÊNCIAS

		2023-04-11T19:55:58-0300


		2023-04-12T15:43:04-0300




