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RESUMO

Este trabalho contempla resultados acerca das caracterizacoes das algebras de caminhos
de Leavitt fortemente Z-graduadas e épsilon-fortemente Z-graduadas. Isto é, busca-se
determinar a estrutura de cada algebra de caminhos de Leavitt analisando o grafo F
que gera a algebra. De forma mais especifica, dados E um grafo dirigido, IK um corpo e
considerando a dlgebra de caminhos de Leavitt Ly (E) com sua Z-graduacdo candnica,
tem-se como um dos objetivos mostrar que L (F) ser fortemente Z-graduada é equivalente
a E ser linha finita, nao possuir pogo e satisfazer a Condigao (Y'), que por sua vez, é
equivalente a E ser linha finita, ndo possuir pogo e satisfazer a Condi¢ao (Y'1). Ainda,
mostraremos que L (F) é épsilon-fortemente Z-graduada se, e somente se, E é finito.

Palavras-chave: Algebras de caminhos de Leavitt, Z-graduacio forte, épsilon Z-graduacao
forte.



ABSTRACT

This thesis presents results involving the characterization of Strongly Leavitt path algebras
Z-graded and epsilon-strongly Z-graded. This means we intend to determine the structure
of each Leavitt path algebra by analyzing the graph E that generates each of these algebras.
In a more specific way, given E a directed graph, IK a field and considering the Leavitt
path algebra Ly (FE) with its canonical Z-graded, one of the goals of this paper is to
prove that the fact of Lg(FE) being strongly Z-graded is equivalent to E being row-finite,
not having sink and satisfying the Condition (Y'), that in turn, is equivalent to E being
row-finite, not having sink and satisfying the Condition (Y1) . In addition to that, we
will be proving that L (F) is epsilon-strongly Z-graded if, and only if, F is finite.

Keywords: Leavitt path algebras; strongly Z-gradation; epsilon-strongly Z-gradation.
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1 INTRODUCAO

Em 2005, Gene Abrams e Gonzalo Aranda Pino publicaram o artigo The Leavitt
path algebra of a graph no Journal of Algebra no qual definiram pela primeira vez as
algebras de caminhos de Leavitt. Ap6s uma década, dezenas de artigos foram publicados,
diversos matematicos se debrucaram sobre esse novo conceito e estudaram as propriedades,
as estruturas, as generalizagoes e as relagdes com outros conceitos matematicos.

Este trabalho estd primordialmente fundamentado nos artigos [1] e [2] dos matema-
ticos Patrick Lundstrém e Johan Oinert, no qual discutem as consequéncias de um anel
S ser fortemente Z-graduado e épsilon-fortemente Z-graduado. Desta forma, estaremos

interessados em demonstrar seguintes resultados

Teorema 1.1. Seja E um grafo. Considerando a dlgebra de caminhos de Leavitt L (E)

com sua Zi-graduagdo canonica, as sequintes propriedades sao equivalentes:
(i) L (E) é fortemente Z-graduada;
(ii) E € linha finita, nao possui pogo e satisfaz a Condigao (Y);

(iii) E € linha finita, nao possui pogo e satisfaz a Condigao (Y'1).

s

Teorema 1.2. Consideremos Ly (E) com sua graduagio canonica, entao Ly (E) € épsilon-

fortemente Z-graduada se, e somente se, E € finito.

Com essa finalidade, sera requisitado que percorramos as definigoes de um grafo
dirigido E, F ser finito, E ser linha finita e entre outras. Na sequéncia, sao introduzidas as
algebras de caminhos de Leavitt, denotadas por L (E), bem como, certas propriedades
e exemplos das algebras de caminhos de Leavitt. Esses detalhamentos compoe o segundo
capitulo.

Partindo para a elaboracao da demonstracdo do Teorema 1.1, no Capitulo 3,
estaremos interessados em introduzir a Condi¢do (Y') e demonstrar que um grafo F
satisfaz a Condicao (Y) se, e somente se, satisfaz a Condigao (Y'1). Isso permitira concluir
que (i1) = (i1i) do Teorema 1.1. Em seguida, serd demonstrado que toda algebra de
caminho de Leavitt é acompanhada de uma Z-graduacao canonica.

No Capitulo 4, introduziremos a algebra de caminhos de Leavitt fortemente Z-
graduada e suas propriedades. E nesse capitulo que demonstraremos as implicacoes (1) =
() e (i7i) = (i) do Teorema 1.1. Com isso, serd possivel enunciar e demonstrar o Teorema
1.1.

No quinto e tultimo capitulo, abordaremos a algebra de caminhos de Leavitt épsilon-
fortemente Z-graduada. Em seguida, serao apresentadas diversas proposi¢oes que permi-

tirao demonstrarmos o Teorema 5.11.
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No final desse estudo temos um apéndice, em que serda abordado o processo de
construgao de Ly (E).
Cabe destacar que para a elaboracao desse trabalho também foram necessarias

consultas aos seguintes estudos e livros [3], [4], [5] e [6].
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2 ALGEBRA DE CAMINHOS DE LEAVITT

Neste capitulo serdo estudados os conceitos bésicos de grafos, a definicdo de Al-
gebra de Caminhos de Leavitt, alguns resultados e diversos exemplos, com o objetivo de
introduzirmos conceitos fundamentais para entendermos e desenvolvermos a dlgebra de

caminhos de Leavitt fortemente Z-graduada.

2.1 GRAFOS

Nessa secao formalizaremos o que é um grafo, seus elementos, certas notagoes e
outros conceitos na finalidade de definirmos a Algebra de Caminhos de Leavitt na secao
2.2.

Definicao 2.1. Um grafo dirigido é uma quddrupla (EO, ELr, s) composta de dois con-
juntos enumerdveis E° e E1 e também duas funcoes r,s : E* — EV. Os elementos de E°
sido chamados de vértices e os de E1 sio chamados de arestas.

Para cada e € E', s(e) é o vértice onde a aresta comega e 7(€) € o vértice onde a

aresta termina.

Ao longo do trabalho, chamaremos um grafo dirigido somente por grafo e vamos

denotéa-lo simplesmente por F em lugar de (EO, Elrs).

Definicao 2.2. Seja E um grafo. Dizemos que

1. Uma aresta que comega e termina no mesmo vértice é chamada de loop.
2. Um vértice v que nao recebe nenhuma aresta, isto €, 7‘_1(11) = () é chamada de fonte.

3. Um vértice v que ndo emite nenhuma aresta, isto €, s~1(v) = 0 é chamada de pogo.

Exemplo 2.3. Considere E0 = {v1,v9,v3,v4, v5,v6,v7}, EY = {e1, e, e3,e4, €5, €6, €7},

s(e1) = v1, s(e2) = vg =r(e1), s(eg) = s(eq) = vy =r(e2), r(e3z) = vy, s(es) = vs = r(e5),
vg =r(eg) = r(ey) e s(er) = vy. Podemos representar este grafo E da seguinte forma
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Neste exemplo, v1 e v7 sao fonte, v4 é um poco e e5 é um loop que comega e

termina no vértice vs.

Definigao 2.4. Seja E um grafo. Definamos:

1. Um caminho finito  é uma sequéncia p = eje...ey de arestas de maneira que

r(e;) = s(e;t+1), para todoi € {1,...,n—1}.

2. Um caminho infinito p € uma sequéncia p = ejege3 ... de arestas de maneira que

r(e;) = s(e;x1), para todo i € IN.

3. O comprimento de um caminho finito u € o numero de arestas que ele contém e

denotamos por |p|.

Exemplo 2.5. No Exemplo 2.3, temos que p = ejege3 é um caminho finito e |u| = 3. E

eseqeseseses ... ¢ um caminho infinito.

Definigao 2.6. Definamos o conjunto W como sendo o conjunto de todos os caminhos

finitos de um grafo E, isto, é

W= U {u: e1...en|e; € Eler(e;) = s(ejr1),Vie{l,...,n— 1}} :
nelN
Observagao 2.7. Consideremos p = ejea...e, € W. Definamos que s(u) = s(ep) e
(1) = 7(ep). Para todo v € EV, definamos s(v) = r(v) = v.

Observacio 2.8. Denotaremos por (E1)* o conjunto de simbolos formais {e* ce € El}.
De acordo com [5], podemos nos referir aos elementos de E' como arestas reais e aos
elementos de (E1)* de arestas fantasmas. Ainda, se ;1 = ees . ..ep é um caminho finito

do grafo E, entao u* = ejey ;... e5e].
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Definicao 2.9. Seja E um grafo. Dizemos que j = ejea . ..ep € um caminho fechado se
r(p) = s(p). E dizemos que f € E' é uma saida para p se s(f) = s(e;) e f # e; para
algum i € {1,2,...n}.

Definicdo 2.10. Seja E um grafo. Dizemos que E € finito se os conjuntos E? ¢ E' sdo
finitos.

Definigao 2.11. Seja E um grafo. Dizemos que E € linha finita se para todo vértice v

de E& saem, no mdximo, finitas arestas.

Definigao 2.12. Um grafo E satisfaz a Condicao (L) se todo caminho fechado tem uma

saida.

2.2 ALGEBRA DE CAMINHOS DE LEAVITT

Essa secdo serd toda dedicada a Algebra de Caminhos de Leavitt sobre E com
coeficientes em K tal que E é um grafo e K é um corpo. Perpassaremos pela sua definicao,
demonstraremos um resultado quanto a organizagao dos elementos dessa algebra e, por fim,
apresentaremos alguns exemplos da Algebra de Caminhos de Leavitt no qual mostraremos

que sao isomorfos a algebras conhecidas.

Definicdo 2.13. Sejam E um grafo e K um corpo. A Algebra de Caminhos de Leavitt
sobre E com coeficientes em K, denotada por Li(E), é a K-dlgebra universal gerada
pelo conjunto {pv NS EO}, de elementos idempotentes e ortogonais dois a dois, com 0s

conjuntos {se : e € El} e {ser e € El} satisfazendo as sequintes propriedades:
1. Ps(e)Se = SeDr(e) = Se; para todo e € E1;
2. pr(e)sz = Szps(e) = sy, para todo e € El;

3. Para quaisquer e, f € E',

x. _ JPr(e) See:f,
Sesf {0, seet [

4. py = Z Sess para todo v € EY tal que 0 < #s1(v) < 0.

ecEl
s(e)=v

Observagao 2.14. Baseado no Teorema 3.3 do artigo [4] e pelo corolario 1.7 do artigo [3],

concluimos que p, # 0 e se # 0, para todo v € EY e e € EL.
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Exemplo 2.15. Se considerarmos o grafo £

€2
€1 €4

: 5 * * * *
temos que, por exemplo, dois elementos de Lz (E) 80 Se, Se, Ses SeySeq € DuySey SeySesSe,Puy-
Porém, note que o elemento py, Se, 5¢,SesSe,Pv, € simplesmente o elemento 0 da dlgebra,

pois sg,5e; = 0.

Comprovaremos no préximo lema que é possivel reescrevermos alguns elementos

de L (F) de forma simplificada.

Lema 2.16. Se E € um grafo e Lg(E) € a dlgebra de caminhos de Leavitt associada
a E, entio para quaisquer caminhos o, 3,7y ¢ § € W U EY de modo que r(a) =r(p) e
r(y) =r(J) temos que

SaSyS5, sey = B para algum ~'

*
Sast, sey=f3
Sash)(sys5) = o '
(50 ﬁ)( Y 5) SQS%/S} se 3 :fyﬁ’ para algum g
0, caso contrdrio

Demonstracao. No caso em que algum dos caminhos o, 8,ve d € EO, introduziremos uma
mudanca de notaco. Por exemplo, se & € EY, entdo sq = pa. Essa mudanca de notacio
nao interfere na argumentacdo da demonstracdo. Agora, suponhamos que v = 37/, para

algum caminho ~/, entdo temos que
(sasfg)(sys?;) = sas%3537/s§ = sapr(ﬁ)svxsj; = sapr(a)svxsj; = sasy/s;’;.
Se v = 3, entao
(sasfg)(sys?;) = sasgs&?g = sapT(ﬁ)sj; = sapr(a)sg = Sasy.
Agora, se 3 = v/, para algum caminho 3, temos que
(sasz)(svszg) = sa(syspr) sysy = sasg,s§37s§ = sasz,pr(v)sg = sasz,pr((;)s;’; = sasz,sg.

Por fim, suponhamos que 8 = fifo... fm ey = e1ea...ey em que f; # e; para algum
indice ¢. Suponhamos que ig seja o menor dos indices em que f;, # e;,. Assim, o inicio de

B eigual ao de v e denotaremos f =: f1f2... fi,—1 = e1e2...¢€;,—1. Logo, 8= ffi, - [m
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ey = fe;, ...en. Desta forma, como f; # e;,, temos que

* * * *
8687 = Sfm...SinSfoSeio...Sen
_ * *
— Sfm . e SfiopT(f)seiO . e Sen
* *
—_— Sfm o .. SinSEiO .. Sen

* *
= sfm...sinH 0 Seig+1 - Sep

= 0.
Dai, concluimos que (sasz)(sysg) =0. O

Proposicao 2.17. Se E é um grafo e Lg(E) € a dlgebra de caminhos de Leavitt associada
a F, entdo
Lk (FE) = span {sas% o, B € WUE r(a) = r(ﬁ)} :

Demonstracao. Aplicando sucessivamente o Lema 2.16, qualquer produto de elementos

EYU E U (EY* pode ser reescrito na forma SaSZ- O

Exemplo 2.18. Considere o grafo E com E? = {v} e E! = {e} da seguinte maneira
e
v

Seja K[z, 271 a 4lgebra dos polinémios de Laurent com coeficientes em K. Defi-
namos ¢ : E' U (E)* U EY = K[z, 271 como sendo ¢(v) = 1, ¢(e) = z e ¢p(e*) = z~ L.

Notemos que

e que
s(r(e))pe’) =12t =2t = (") =27 1= ¢(e")o(s(e)).
Portanto, as condi¢oes 1 e 2 da definicao 2.13 sao satisfeitas. As condigoes 3 e 4
sao satisfeitas trivialmente.

Logo, pela propriedade universal de L (E), ¢ se estende a um K-homomorfismo
¢: Lg(E) — K[z, 2~ 1.

Na verdade, Lk (E) = K]z, :13_1]. De fato, utilizando a propriedade universal de
K[z, 27 1] obtemos ¢ : K[z,27Y] — Lk (F) um K-homomorfismo dado pela extensdo
linear de ¥(z) = se, (1) = s e (1) = py.

Nao é dificil observar que v é a inversa de ¢ e portanto obtemos o isomorfismo

desejado.
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Para os préoximos exemplos, precisamos do Teorema de unicidade de Cuntz-Krieger

demonstrado no Teorema 6.8 no artigo [7].

Teorema 2.19 (Teorema de unicidade de Cuntz-Krieger). Sejam E um grafo que satisfaz
a Condi¢io (L) e A uma dalgebra. Seja ¢ : Lig(E) — A um homomorfismo tal que
d(py) # 0, para todo v € EV, entdo ¢ € injetora.

Exemplo 2.20. Seja E o grafo com os conjuntos E¥ = {vi,...,op}e El = {e1,...,en—1}

dado da seguinte maneira:

€1 (5] €n-1

01 (%) U3 Un-1 Un

Seja My, (K) a élgebra das matrizes n x n com entradas em K. Defina ¢ : ElU
(ENY* U EY - M, (K) dada por ¢(v;) = E; i, para todo i € {1,...,n},¢(e;) = Ej ;11 e
¢(ef) = Ejy1,, para todo i € {1,...n — 1}, em que E; ; ¢ a matriz da forma

0 ... 0
Eii=11 1
0 ... 0

ou seja, Ej; ; é a matriz n X n em que todos os elementos sao nulos, exceto o elemento 1

que se encontra na posicao i, j. Relembrando rapidamente que o produto de duas matrizes
E; j e Ej; em Mp(K) é dada por

E;;, sej=k
Eij-Ey=1 " L
0, sej#k

Para todo i, j, note que

Ei,ia sel =]
E’LﬂE]v]:{O, Sel#]

Logo, as matrizes E; ; sao idempotentes e ortogonais duas a duas. Agora note que

d(s(ei))o(ei) = d(vi)ple;) = By - B jiy1 = Ej i1 = o(e;).

Além disso,

P(ei)o(r(e;)) = dle)p(vig1) = Eijr1 - Eig1,it1 = Eijp1 = o(e).

Ou seja,

d(s(€;))ole;) = dle;) = glei)d(r(e;)),
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para todo i. Agora, notemos que da mesma maneira descrita acima temos

o(r(e;))p(e;) = dp(vig1)o(e;) = Eit1,it1 - Eig1, = Eiy1,; = ole]).

e que
o(e;))p(s(e;)) = dp(ef)o(vi) = Eiyr,i - Eij = Eiyr1,; = olef)
Isto é,

O(r(ei))dle;) = dle7) = dle7)d(s(eq)),

para todo i. Logo, as condigoes 1 e 2 da definicdo 2.13 sao validas.

Para a condi¢ao 3, notamos que dados e;,¢; € E1 temos que

set =7

Eit1i+1,
o(ef) - ¢lej) = Eip1i-Ejji1 = { 0 it

Mas Ej11,i+1 = ¢(vi+1) = &(r(e;)) e, portanto,

¢(r(e)), sei=j

¢(€f)'¢(€j)={ 0 ity

Assim, concluimos que a condicao 3 é satisfeita.
Finalmente para a condicao 4, observe que para cada v; € EY, parai € {1,...,n — 1},

temos que existe somente e; € E tal que s(e;) = v; e desse modo obtemos que

d(e)ole;) = Ei i1 - Eiv1 = Eij = ¢(v;).

Dessa maneira, pela propriedade universal de L (E) temos que ¢ se estende a um
IK-homomorfismo ¢ : L (E) — My (K).

Notemos que, por vacuidade, E satisfaz a Condi¢ao (L). Portanto, pelo Teorema
2.19, temos que ¢ é injetora. Além disso, ¢ é sobrejetora. Para isso basta mostrarmos
que conseguimos gerar Ej; ;, para todo 4, j, a partir das matrizes definidas acima. De fato,
caso i = j, entdo nao ha nada a fazer, pois ¢(v;) = E; ;, para todo i, por definicao.

Agora, caso i > j, entdo note que podemos representar Fj; j da seguinte maneira
2

Eij=Eii1-Bici—2.- Ejpj = olef1)-dlei o) .. o(€])
*

* *

= ¢lej1-€o.--€))

Por outro lado, caso ¢ < j entao note que podemos representar Fj ; da seguinte maneira

Eij=FEiig1 Eij1i42..-Ej—1; = o(e;)-oleip1) .. dlej—1)

= o€ €iy1.--€j-1)
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Exemplo 2.21. Seja E o grafo com E° = {v; |i € N} e E! = {e; | i € N} dado da
seguinte maneira:
e () €3

@ L L L ]
(41 Uy U3 Uy

Considere M (K) como sendo a K-dlgebra das matrizes infinitas que possuem um
ntmero finito de elementos nao nulos.

Defina ¢ : BV U (E1)* U B — Muo(K) por ¢(v;) = Ejj, é(e;) = Ejjy1 e ¢(e]) =
E; 14, para todo « € IN em que E; ; é matriz infinita em que todos os elementos sdo
nulos, exceto o elemento 1 na posigao 7, J.

De forma analoga ao Exemplo 2.20, verifica-se que ¢ se estende a um IK-homomorfismo
injetor e sobrejetor ¢ : Lg(E) — Moso(K).
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3 CONDICAO (Y) E Z-GRADUACAO

Nesse capitulo, abordaremos propriedades que serao recorrentemente utilizadas
no préximo capitulo. No primeiro momento, estudaremos a Condi¢ao (Y) que é uma
propriedade de um grafo FE. Em seguida, queremos estudar uma estrutura de um anel S,

dada essa estrutura diremos que S é Z-graduado.

3.1 CONDICAO (Y)

Nessa se¢ao falaremos sobre a Condigao (Y) de um grafo E. A demonstracao de
que um grafo E satisfaga essa propriedade tende a ser trabalhosa. Assim, o objetivo dessa
secao ¢ construir uma equivaléncia com hipdteses reduzidas, facilitando as anélises futuras.
Ademais, com esse resultado demonstrado conseguimos concluir uma das implicagoes do

resultado principal.

Definigao 3.1 (Condigao (Y)). Um grafo E satisfaz a Condicao (Y') se para todo k € IN

e para todo caminho infinito p, existem um subcaminho inicial o de p e um caminho finito

p tal que () = r(a) e |f] —|a| = k.

Defini¢ao 3.2 (Condigao (Y'1)). Um grafo E satisfaz a Condi¢io (Y1) se para todo
caminho infinito p, existem um subcaminho inicial o de p e um caminho finito B tal que

r(B) =r(e) e|f] —la| = 1.

Exemplo 3.3. Consideremos o seguinte grafo

Esse grafo satisfaz a Condi¢ao (Y) e a Condigao (Y'1). De fato, escolhemos p
um caminho infinito do grafo F e consideremos um caminho inicial a de p. Neste caso,
escolheremos o caminho 8 como sendo a aresta anterior a a concatenado com o proprio «.
Assim, r(8) = r(a) e |B] — |a| = 1. Logo, E satisfaz a Condigao (Y'1). Para mostrarmos
que esse grafo satisfaz a Condigdo (Y'), basta escolhermos p um caminho infinito de E e
« um caminho inicial p. Neste caso, escolheremos [ como sendo duas arestas anteriores a
a concatenado com o préprio a. Assim, 7(f) = r(a) e |5] — |a| = 2. De forma indutiva,

conseguimos mostrar que E satisfaz a Condicao (V).
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Exemplo 3.4. Consideremos o seguinte grafo F

em que a notacao 2,3,4,5,... indica a quantidade de arestas na vertical. Esse grafo nao
satisfaz a Condigao (Y') nem a Condigao (Y'1). De fato, escolhemos p sendo todas as arestas
horizontais do grafo E. Temos que p é um caminho infinito. Assim, ao considerarmos
o caminho inicial o formado pela primeira aresta de p, ndo existe caminho 3 tal que
r(B) = r(a) e |B] — |a] = 1. Logo, E nao satisfaz a Condi¢ao (Y'1). Além disso, para
mostrarmos que o grafo ndo satisfaz a Condicao (Y'), basta fazermos as mesmas escolhas

de p e « feitas acima.

Afim de identificarmos com mais facilidade os grafos que satisfazem a Condigao

(Y), veremos a préxima proposi¢ao.

Proposicao 3.5. Um grafo E satisfaz a Condicio (Y') se, e somente se, satisfaz a
Condigao (Y'1).

Demonstragio. Seja E um grafo que satisfaz a Condi¢ao (Y). Logo, tomando k& = 1,
temos que o grafo E satisfaz a Condigao (Y'1).
Agora, consideremos E um grafo que satisfaz a Condigao (Y'1). Seja p um caminho

infinito de E. Digamos

r o —>—0—— 0 —— 0 ——0——0

Logo, existem um subcaminho « de p tal que p = ax e um caminho finito 8 com
r(a) =r(B) e |B] — |a| = 1. Digamos

a X
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Denotemos p’ := . Notemos que p’ é infinito. Pela Condicdo (Y1), existem um
subcaminho ¢ de p’ tal que p’ = dy e um caminho finito v com 7(§) = r7(y) e |y| — |§] = 1.

Primeiramente, analisemos o seguinte caso

o X

Desta forma, § = 3. E assim,

V= as'| = | =86 + |85 — |af]
= 1+81 4|6 = la] — |7
= 1+[8]— o
= 1+1
— 2

Concluimos que existem um subcaminho inicial o3’ de p e um caminho finito v tal que

r(y) =r(af’) e |y] — |ap’| = 2. Agora, analisemos o outro caso possivel
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Notemos que 3 = §3". Neste caso, consideremos 7/ = vf’. Dai,

Y =lal = |8 —lal
= hl+16] - lal
= Pyl =16l + |8 = laf + 4]
= 1+ 8| = la| + 9]
= 1418~ ol
= 1+1
)

Assim, concluimos que existem um subcaminho inicial o de p e um caminho finito
7 tal que r(y') = r(a) e |[9/| — |a| = 2. Seguindo indutivamente, de forma similar as

anteriores, concluimos que o grafo E satisfaz a Condigao (V). O

Exemplo 3.6. Considere o seguinte grafo E

em que a notacao 3,5,7,9,11,... indica a quantidade de arestas na vertical. Para verifi-
carmos que esse grafo satisfaz a Condigao (Y1), separaremos em 2 casos. Primeiramente,
consideremos que o caminho infinito p comeca em algum aresta horizontal. Ainda, conside-
remos um caminho inicial o de p. Logo, escolheremos o caminho § como sendo um aresta
anterior a a concatenado com . Desta forma, temos que r(3) = r(a) e |5| — |a| = 1. No

segundo caso, seja p o caminho infinito comecando por uma aresta vertical e. No caso,
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em que e for a primeira aresta de algum caminho vertical, consideremos o como sendo o
caminho vertical concatenado com uma aresta na horizontal. Logo, escolheremos 5 como
sendo o préximo caminho na vertical. Dessa forma, r(5) = r(«) e || — |a| = 1. Agora,
se e estiver em alguma outra posicao, sem ser a primeira, consideremos o caminho inicial
« como sendo a aresta e concatenado com as arestas seguintes até finalizar o caminho
na vertical. Assim, escolheremos  como sendo a aresta anterior a e concatenado com a.
Dessa forma, temos que () = r(«) e |8 — |a] = 1. Logo, pela Proposigao 3.5, E satisfaz
a Condigao (V).

Exemplo 3.7. Consideremos o seguinte grafo F

r——0—>—0—— 0 ——0—>—0

Escolhemos p o caminho infinito do grafo £ como o préprio grafo F. Assim, ao
considerarmos o caminho inicial a formado pela primeira aresta, nao existe caminho
tal que r(3) = r(«a) e |B| — |a|] = 1. Logo, pela Proposicao 3.5, E nao satisfaz a Condicao
(Y).

3.2 Z-GRADUACAO

Nessa secao iremos introduzir no¢cado de um anel S ser Z-graduado. Essa carac-
terizacao nos garante que podemos representar um anel S como soma direta de outras
estruturas 'menores’ e que satisfazem uma certa propriedade. Considerando que a dlgebra
de caminhos de Leavitt de um grafo £ é um anel é natural nos perguntarmos se Ly (F)

¢é Z-graduada. Responderemos esse questionamento nessa segao.

Definicao 3.8. Seja S um anel associativo. Dizemos que S € Zi-graduado se existir uma

colegio de subgrupos aditivos {Sn},,cz de S tal que
i) S =P Sn;
nez

it) SmSn C Sm+n, para todo m,n € 7.

Proposicao 3.9. Sejam E um grafo e K um corpo. Entao, L (F) € Z-graduada com a
Z:-graduacao

L (E)p := span {sasjg| a,feWUEY, la| — |5 = n} :

para n € 7.
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Demonstracao. Sejam E um grafo, IK um corpo e a cole¢ao de conjuntos a seguir
L (E)n = span {sas%| a,f€WUEY, la| — 18] = n} 7

para n € Z. Notemos que L (E)y, como definido anteriormente, é um subgrupo aditivo
de L (F), para todo n € Z.

Afirmacao 1. Lg(E)m.- Lk (E)n C Lk (E)m+n, para quaisquer m,n € Z.

De fato, sejam a3,75 € W U E? tal que |a| — |8| = m e |y| — |6] = n. Analisemos
0 que ocorre com (sas’[g)(sys(’;). Primeiramente, se v = 34/, para algum +/, entdo |y/| =

|7| — |B]. Pelo Lema 2.16, temos que (sasz)(sys(”;) = Sqy/Sy €
o[ =18l = ol + 1| = 9]
= ol + ]yl = 18] = 9]
= (lal = 18D + (Ivl = 1o])
= m-+n.

Analogamente, verifica-se que se 3 = 73, para algum /', entdo (sas’g)(svsg) € Lg(E)m+n-

Agora, se v = 3, pelo Lema 2.16, concluimos (sasZ)(sys(’g) = 8q5j ©
la| =8| =m+ 8] — |6| =m+ 7] = [§] = m + n.

Por fim, suponhamos que (sasz)(s’ysg‘) = 0. Como L (E)m+n ¢ um espaco vetorial, entao
(af8*)(v6*) € Lk (E)m+n, concluindo o que queriamos.
Afirmagéo 2. Lk (E) = @ Lk (E)n.

nez

Primeiramente, observemos que para todo x € L (FE), temos

n
T = Z AkSay S, = Z Z AkSay S5, -

k=1 neZ |on|—| Br|=n

Ou seja, todo elemento de L (FE) é uma soma de elementos de Ly (FE)y,. Para
concluirmos que esta soma ¢é direta necessitamos de alguns resultados auxiliares. Conside-
remos o conjunto

S = {s_l(v) lve EYc0<s1(v) < oo} .
Denotemos cada s~ '(v) € S por A,. Fixemos eq, € Ay, para todo A, € S. Assim,
aplicando o Teorema 2.7 do Artigo [6] para o caso em que o grafo separado é o grafo F,

temos que o conjunto

B ={sy|weW} U {sasz\a,ﬁEW,r(a):r(ﬁ)e (a‘a|,ﬂ|5|)#(eAv,eAv),VAUES}
U {pv|v€E0}
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¢ uma base para L (F).

Seja SaS?g € Lig(E)y,, entdo 80482 =Y A\ib; em que b; € BN L (E)y. De fato, se
(0‘|a|75|ﬂ\) #+ (eAv,eAv), para todo A, € S, entao é imediato. Agora, se <a|a|,ﬁ|ﬁ|) =
(eAU, eAv), para algum A, € S, entao

* * * *
SaSh = Say ... 8 Ses Sp, S ...8h .
a°p a1 Yja|-17€Ay "€a, " P51 b1

Por outro lado, pela propriedade 4 da Defini¢cao 2.13, podemos escrever

* o *
Sea,Seq, = Pv — E SeSe-
ecA,
eFea,

Logo,

SaSp =S . — SeS S oo Sp .
a°p @ *la|-1 Pv €’e Bi8)-1 B1
ecA,
eFea,

Se necessario, repetimos esse processo. Assim, garantimos que sas;g é uma combi-
nagao linear de elementos de N L (E)p.

Desse modo, por linearidade, para qualquer a, € Lyi(F),, podemos escrever
ap = Z)\ibi em que b; € BN Lk (F)n.

1

Agora, mostremos que a soma em questao é direta. Seja r = Z an em que F' é

nekF
um subconjunto finito de Z, a,, € Lg (E), e suponhamos que x = 0. Precisamos mostrar
que, para todo n € F, ap = 0. Pelo que mostramos a pouco, podemos escrever cada

ap € L (F), como ay = Z )\Z(n)bl(n) em que bgn) € AN Lg(F)p,. Logo,
1

0= =3 3 A",
nel’ neF 1
p(™)

Notemos que b;n) € A sao dois a dois distintos, pois ’bgn)’ #+

(n)

1

, para n # m. Isso

implica que A;"’ = 0, para todo n € F e todo i. Portando, a,, = 0, para todo n € F,

concluindo o que queriamos.

]
Observagao 3.10. Seja a graduagio de L (E)
Lg (E)n = span {sas| o, € WU E" Ja| — |8] = n} |

com n € Z. Diremos que L (E)y, é a Z-graduagao candnica de L (E).
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4 ALGEBRAS DE CAMINHOS DE LEAVITT FORTEMENTE Z-
GRADUADAS

Nesse capitulo, inciaremos aprimorando a noc¢ao de um anel S ser Z-graduado
e passaremos a dizer que S ¢é fortemente Z-graduado. Deixando a estrutura do anel S,
obtida na se¢ao anterior, mais rigida.

Apos alguns resultados auxiliares e exemplos, nos redirecionaremos a demonstrar

lemas e proposigoes que culminaram em um dos resultados principais.

Definicao 4.1. Seja S um anel associativo. Dizemos que S é fortemente Z-graduado se

existir uma colegio de subgrupos aditivos {Sp}, ez de S tal que
i) S =P Su;
nez

it) SmSn = Sm+n, para todo m,n € 7.

Proposicao 4.2. Seja S um anel Z-graduado. Entdo, S € fortemente Z--graduado se, e
somente se, SoSp = Sp = SpSp, para todo n € Z., e vale a igualdade S15-1 = S_151 =
So-

Demonstragdo. Suponhamos que S é fortemente Z-graduado, entao pela definicao, con-
cluimos que SpS;, = Sp = SnSo, para todon € Z, e S15_1=5_151 = 5.

Agora, suponhamos que valem as igualdades SoS,, = Sy, = S, S0, para todo n € Z,
e 5151 =95_151 = 5p. Sejam inteiros positivos m e n. Primeiramente, mostremos, por
indugao, que Sy, = (S1)™. Se m = 1, entdo é imediato. Suponhamos que Sy, = (S1)™.

Logo,

Sm+1 = 50Sm+1 = S15-15m+1 € S15—14m+1 = 515m = S1(S1)"

De forma similar, mostremos, por indugdo, que S—,, = (S_1)". Se n = 1, entao é imediato.

Agora, suponhamos que S_,, = (S_1)". Logo,

S pn-1=8-pn-15=5-pn-1515-1C S p-1415-1 = S-nS1
(S—1)" S
(5_)"H
C S_p-1.

Posto isso, analisemos os seguintes casos:
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Caso 1: SpSn = (S1)™(S1)" = (S1)™™ = Sptn.
Caso 2: S—mS—p=(S_1)"(S_1)" = (S_1)""" = S__n.
Caso 3: Mostremos que Sy, S—p, = Sp—n. Temos que S S—p, = (S1)™ (S—1)". Aplicando
repetidas vezes as igualdades S1.5_1 = Sg e S9Sn = Sn = SpSp, entao
(Sl)m (S—l)n = (Sl>m_n = Sm—n.
se m > n, ou
(S1)™ (S-1)" = (S-1)"""" = Sm—n,
se m < n.

Caso 4: De forma analoga ao Caso 3, pode-se mostrar que S—_, Sy, = Sn—m, porém utilizando
as igualdades S_157 = Sg e SpSn = S = SpSy.

Portanto, concluimos que S é fortemente Z-graduado.

Exemplo 4.3. Consideremos o seguinte grafo E apresentado no Exemplo 2.18

Vamos mostrar que L (F) é fortemente Z-graduada. Seja sasg € Lg(F)1. Assim,
teremos que a = €™ e 3 = ¢™ 1 para algum m € IN, uma vez que |a| — |3| = 1. Notemos
que

* " «
SGmSemfl = SeSe - - .5686 .. .Se = Se.

Como se C Kse, entao sasz € Kse. Portanto, L (E)1 C Kse. Por outro lado, claro que
Kse C L (E)1.
De forma similar, concluimos que L (FE)_1 = Ks}, Lg(E)g = Kpy e Lg(E)n =

Ksy, para n € Z. Assim,

Lg(E)1Lg(E)-1 = KscKs} = Ksesg = Kpy, = Lig(F)o

Lg(E)_1Lg(E); = Ks;Kse = Ksise = Kpy, = L (E)p.

Além disso, para n € Z, temos que

Li(E) L (E)n = KpyKsl! = Kpys? = Ks!' = Lg(E)n
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Lg(E)nLk(E)o = Ks¢Kpy = Ks¢py = Ks¢ = Lg (E)n.
Portanto, pela Proposi¢ao 4.2, concluimos que L (F) é fortemente Z-graduada.

Exemplo 4.4. Consideremos o seguinte grafo E apresentado no Exemplo 2.21

€1 €2 €3
e > e > e > e
U1 V2 V3 U4

Vamos mostrar que L (E) nao é fortemente Z-graduada. Primeiramente, notemos
que se «, 3 sao caminhos de E com r(«) = r(/3), entdo obrigatoriamente « é inicio de 3

ou vice-versa. Temos que

L (E)-1 = span {sa,5, | los]| = |5 = ~1} .

Pela observagao anterior, concluimos que L (E)_1 = span{e* | e € El}. De forma

similar, Lk (E); = span {e | e € El}. Vamos mostrar que L (E)g # Lig(E)-1Lg(E)1.

Afirmamos que p,, ¢ Li(E)-1Lg(EF)1. De fato, suponhamos, por contradigao, que
n

puo, € L(E)_1Lg(E)1. Entdo, p,, = »_ab;, em que a; € Lg(E)_1 e b; € Lk (E)1.

=1
Notemos que, como v1 # r(e), para todo e € E1, entéio

Pvlsz = pvlpr(e)sz = OSZ =0,

para a; € L (E)_1. Agora, sabendo que py, = py,pu, € pela igualdade (4.4), temos que

n
PviPvy = Puy (Z az’bi) =0.
=1
O que é um absurdo, pois py, # 0 pela Observacao 2.14. Entao, py, ¢ Lk (E)_1Lk(E)1
e, portanto, L (E)_1Lg(E)1 # Lk (E)g. Pela Proposicao 4.2, L (F) nao é fortemente
Z-graduada.

O proximo lema é um resultado técnico que nao tem relagdo diretamente com

grafos, e sera usado no resultado principal.

Lema 4.5. Se (Xy),,cy € uma sequéncia de conjuntos finitos nao vazios e, para todo n €
N, gn : Xpt1 — X € uma fungdo, entdio existe um elemento (x1,x9,x3,...) € H Xn

nelN
tal que gn(Tp41) = xn, para todo n € N.
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Demonstragio. Afirmamos que existe uma sequéncia de conjuntos (Zy),,c tal que para
todo n € IN, Z, é um subconjunto nao vazio de X, e que gy (Zy+1) = Zp. Por um

momento, assumamos que isso vale. Definamos um elemento (z1,x9,23,...) € H Zn,

nelN
de forma indutiva como apresentaremos a seguir. Seja x1 um elemento de Z1. Tomemos

m € IN. Suponhamos que ja tenhamos definido x, € Z,, para todo n < m. Assim,
consideraremos x,,41 um elemento de 977—11 (xm)NZm+1- Logo, (21, x9,x3,...) é 0 elemento
que estavamos procurando.

Agora, mostremos a afirmacao do inicio da demonstrag¢ao. Denotemos

an = (gn Ogn+1©--+0 gm+n—1) (Xm—l—n) )

para todo m,n € IN. Sendo Xy,,+, finito e X4y ndo vazio, entdo o conjunto Y, é um

subconjunto finito e nao vazio de X, para todo n, m € NN e satisfaz a seguinte propriedade

ymH cym, (4.1)
De fato,

Y = (g o gng1 00 gman) (Xmtnt1)

= (gn Ofgn4+1©--0 gm—i—n—l) (gm+n (Xm—i—n—i—l))

- (971 Sgn+19---0 gm—i—n—l) (Xm—i—n)
_ ym

Afirmacao 1. Fixo n € IN, vale que ﬂ Y,"" =Y para algum m,, € IN.

melN
De fato, ja sabemos que

() v ey,
meN

para todo my, € IN. Por outro lado, mostremos que

v () v,
melN

para algum m,, € IN. Notemos que, por (4.1), temos que
ymcymlc...cy?cyl

Logo,

m .
Y=y
j=1
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Agora, mostremos que existe my, € N, tal que ;" = Y,)", para todo r > my,. De
fato, suponhamos, por absurdo, que nio existe my € N tal que Y,;"* = Y,', para todo

r > my. Logo, para todo m,, € IN, existe r > m,, tal que
Yy C Y,

Para m,, = 1, tome r; de forma que
vyl

Agora, tome m,, = rq, e novamente, existe r9 tal que
Y Sy,

Além disso, ro > r1 > my,. Prosseguindo assim, temos que

Y 2V 2V

Denotemos M := |YTH Como Y, para todo m € IN, é um conjunto finito, temos que
Yol < M -1, |YT7;2‘ < M — 2 e assim por diante. Prosseguindo dessa forma, temos que
YT:j =0, para algum j € IN. O que é um absurdo, uma vez que Y, para todo m € IN,
¢ um conjunto nao vazio. Posto isso, podemos concluir que
vim= ) v
melN

para algum m,, € IN.
Afirmacao 2. g, (Y"}H) = Yg’”l, para m,n € IN.

n
De fato,
gn ( 7”7[11) = gn((gn+1° 02 gm+n) (Xmtn+1))
= (9nogns1 00 gmin) (Xmsnt1)
— Ym+1
n

Para todo n € IN, denotemos Z,, = ﬂ Y. Da Afirmagao 3, temos que todo Zp,

melN
¢ um subconjunto finito e nao vazio de Xy, para todo n € IN. Além disso, temos que

Y=Y,
para todo r > my,.

Desta forma, para todo n € IN, existe m,, € N tal que Y, = Y,)'* = Z,, para todo

r > my. Definamos k := max (my41,my). Assim, da Afirmacao 2, concluimos que

9n (Zn+1) = gn (Yﬁnfrl) = 0n (lef+1> = Y7Zf+1 =Zn.
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Proposicao 4.6. Seja E um grafo. Considere a dlgebra de caminhos de Leavitt L (F)

com a Z-graduagao canénica. Se L (FE) é fortemente Z-graduada, entio
(i) E ndo possui pogo;
(ii) E € linha finita,

(iii) E satisfaz a Condigao (Y).

Demonstragio. Suponhamos que Lk (F) é fortemente Z-graduada. Primeiramente, mos-
tremos que (7) é satisfeito. Suponhamos, por contradigdo, que exista um pogo v em E.
Temos que p, € Lg(E)y = Lg(E)1Lk(E)-1. Logo, py = pi € pyLg(E)1Lg(E)_1.
Notemos que py Lk (E)1 = {0}. De fato, sendo v um pogo, entao Pubs(g) = 0, para todo
s3 € Lg(£)1. Implicando que

m m m
P Z )\isﬁis(";i = Z )\ipvsﬁisgi = Z )\i0$;§i =0,
1=1 =1 =1

para todo sg, € Lg(E)1 e s5 € Lg(E)-1. Logo, pyLg(E)1Lg(E)-1 = {0}. O que é
uma contradicdo, uma vez que p, # 0.
Mostremos agora que (ii) é satisfeito. Seja p, € Lg(F)o = L (E)1 Lk (E)—-1, isto

é,

n

Dy = Z )\isaisgiswsa

=1
em que Saisfai € Lg(E)1 e sy,s5 € Lg(E)-1. Observemos que [6;] > 0, jé que s4,55. €
L (E)—_1. Suponhamos, por contradi¢ao, que v emite infinitas arestas. Tome f € El tal
que s(f) = v e f diferente de todos os 52-1, em que 51-1 ¢ a primeira aresta de ¢§;. Logo, os

sgisjc =0, e entao

n
Sf = Ds(f)Sf = PvsSf = Z)\isaisgis%sasjc =0.
1=1
Porém, isso nao é possivel, pois sy # 0. Desta forma, concluimos que E ¢ linha finita.
Por fim, mostremos que (7i7) é satisfeito. Sejam p um caminho infinito e £ > 0 um
numero inteiro arbitrario. Seja v = s(p). Como Lk (E)g = Lg(F)-1Lk(F)1, podemos
escrever .
Dy = Z Aisaisziswsgi
=1
em que saisa € Lg(E)-1 e s%s(’gi € Lk (E);. Consideremos p’ um subcaminho inicial
finito de p tal que ‘p'| > [07], para todo i = {1,2,...,n}. Temos que pys,y = Ps(p)Sp/ = Sp-



Capttulo 4. Algebras de caminhos de Leavitt Fortemente Z-Graduadas 32

Entdo, existe m tal que &, ¢ um subcaminho inicial de p’, e também de p. De fato,
suponhamos que d; ndao é inicio de p’ para nenhum i = {1,2,...,n}. Assim, pelo Lema

2.16, temos que s;";‘sp/ = 0, para todo d;. Implicando que

n
PuSy = Z )\isaisas%sgisp/ = 0.
1=1
O que ¢ uma contradicdo, uma vez que s,y # 0. Por fim, consideremos a := oy, € 3 := v
e observemos que 7(dm,) = r(vm) € |vm| — |0m| = 1. Assim, concluimos que o grafo E
satisfaz a Condigao (Y7). Pela Proposicao 3.5, temos que o grafo E satisfaz a Condigao
(Y). O

Para que possamos mostrar que a reciproca da Proposicao 4.6 é verdadeira, enun-

ciemos e demonstremos o seguinte lema.

Lema 4.7. Seja E um grafo. Consideremos a dlgebra de caminhos de Leavitt Ly (E) com
a Z-graduagao candnica. Se E € linha finita e nao possui pogo, entio L (E)1 L (E)-1 =
L (E)o.

Demonstragio. Por definigao de Z-graduagao, concluimos que L (E)1 L (E)—-1 C Lg(E)o.
Além disso, temos que {py | v € EO} C Lk (E)1 Lk (E)_1. De fato, seja v € EY. Como E

¢ linha finita e ndo possui poco, temos que

po= Y sgsi € Lg(E)1Lk(E) 1.

ferb!
s(f)=v
Agora, mostremos L (F)g C Lk (E)1Lk(E)-1. Seja = € Lk (F)o, logo
n
r = Z )\ksakszk.
k=1
|au | =B |=0

Consideremos o conjunto V' = {s(ay) | k € {1,2,...,n}}. Afirmamos que
T = Z Py - T

Para mostrarmos essa igualdade, notemos que para um k fixo, temos que

vasak = Z PvSay, +ps(ak)5ak

veV veV
v#s(o)

Ds(ay)Sau

= Sq-
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Desta forma, podemos concluir que

n
Dopw = D p Y Misagsh
veV veV k=1
vk | =Bk |=0
n
= D D Mbesas,
k=1 veV
|k [—|Br|=0
n
= D | D pesan | sh,
k=1 veV
|ak\—|5k|:0
n
- Z /\kso‘ksgk
k=1
|l | =Bk |=0

= X.

Como Z py € Lg(E)1Lg(FE)—1, entao
veV

v € Lg(ENLg(E)-1Lg(E)o € Lg(E)1 Lk (E)-1.

Logo, Lk (E)o € Lg(E)1Lk(E)-1. Portanto, Lk (E)o = Lk (E)1LK(E)-1
]

Defini¢ao 4.8. Se a € E™, para algum n € N, entdao dizemos r(«) é um vértice de

retorno para o se existe 3 € E"H com r(a) =r(B).

Exemplo 4.9. Consideremos o seguinte grafo F

01 (%] 53 (2 Uv5 Ug (%4

Neste grafo, todos os vértices, exceto vy, sao vértices de retorno.

Observagao 4.10. Todo grafo E que satisfaz a Condigao (Y) possui vértice de retorno.

Proposicao 4.11. Seja E um grafo. Consideremos a dlgebra de caminhos de Leavitt
L (E) com a Z-graduagio candnica. Se E ¢é linha finita, ndo possui poco e satisfaz a
Condigao (Y), entdo L (FE) é fortemente Z-graduada.
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Demonstragio. Para mostrarmos que Lk (FE) é fortemente Z-graduada utilizaremos a Pro-

posicao 4.2. Primeiramente, mostremos que Ly (E)g Lk (E)n = Lk (E)n = Lk (E)n Lk (E)o,
para todo n € Z. Ja sabemos que L (F)oLk(E)n C Lig(E),. Agora, mostremos que

L (E)n C Lg(E)oLg(E)y. De fato, seja x € L (E)y, entao

n
= Z )‘is%'szi'
=1
|ai|—|Bi|=n
Sabemos que |a;| > 0. Assim, se |o;| = 0, entdo o; = v;, para algum v; € EY. Logo,

Sa; = Pu; €

So‘iszi - p”isgi = pvipvisgi € Lg(E)oLKk(E)n.

Por outro lado, se |a;| > 0, entao
Saisﬁi - pS(ai)saiSEi € L]K(E>0L1K(E)w

Logo, saisgi € L (E)oLk(E)n, paratodoi € {1,...,n} e, portanto, x € L (E)oLk(E)n.
A demonstragao que L (E)p = L (E)n Lk (F)o ¢ andloga a anterior.

Lembremos que, pelo Lema 4.7, Lk (E)g = Lk (E)1 Lk (E)—_1. Assim, nos resta mos-
trar que Lg(F)g = Lg(E)-1Lk(E)1. Pelo mesmo argumento da demonstracao do Lema
4.7, ¢ suficiente mostrar que {p, | v € EO} C Lk(E)_1Lgk(E)1. Consideremos v € EY.
Se existe e tal que r(e) = v, entdo sise = Pr(e) = Pu- Logo, py € L (E)_1Lg(E);.
Assim, para mostrar que L (F) é fortemente Z-graduada, falta mostrar que p, €
Li(E)_1Lk(E)1, para toda fonte v € EV.

Suponha que v é uma fonte. Usando v definiremos indutivamente uma sequéncia

(Xn)pen de conjuntos da seguinte forma. Consideramos
X1 = {f € EYs(f)=v e r(f) ndo é um vértice de retorno para f} :
Por inducao, definamos
Xpi1 = {af € E"+1|a e Xp, fe El,s(f) =r(a) e r(f) nao é um vértice de retorno para f} )

Note que X, é finito, para todo n € IN, pois E é linha-finita. Vamos provar que algum
Xy, € vazio. Suponhamos, por contradi¢ao, que X, é nao vazio para todo n € IN. Para

todo n € N, definamos a funcao

af = gn(af) = a.
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Pelo Lema 4.5, existe um elemento (z1,z2,23,...) € H X, tal que para todon € IN

nelN
vale a igualdade gn(xn+1) = zp. Digamos que z1 = e1, 9 = eje2, 3 = ejegeg e assim

por diante. Entao, temos que o caminho p = ejeges ... é um caminho infinito em FE tal
que s(e;) = v e com a propriedade que para todo n € IN, r(ey) ndo é um vértice de
retorno para ejes . .. ey. Isso contradiz a Condigao (Y1), contradizendo a hipdtese de que
F satisfaz a Condigao (Y). Logo, para algum n € IN, o conjunto X, é vazio. Consideremos
k = min {n € N|X,, = 0}.

m
Afirmamos que p, = Zsaiszi, para algum m € N e ay,...,ay;, € W tal que
1=1
para todo i € {1,...,m}, r(q;) é um vértice de retorno para «;. Se nossa afirmacao

realmente valer, entdo para todo i € {1,...,m}, existe um 5; em W tal que r(oy;) = r(5;)
e |Bi| — || = 1. Entéo,

m
Py = Zsaiszl Zsa Dr(on)Sa; = Zsalsﬁ 58,50, € Lk (E) 1Lk (E)1.
=1 =1
Agora, mostremos que a afirmacao é verdadeira. Como FE é linha finita e v nao é

pogo, podemos escrever
!/

po= D spS) (42)
=1
fies ()

Se, para algum i, r(f;) ndo é um vértice de retorno para f;, entdo podemos substituir

St Sf = sfzpr sz =S Z shs;;s}?i
hes=1(r(fi))

na equagao (4.2). Repetindo se for necessario, numa quantidade que serd finita de passos,

nos identificaremos m € N e aq, ..., € W tal que |a;| < k— 1 com a propriedade que
m
Dy = Z saiszi, para algum ¢ € {1,...,m} e r(q;) é um vértice de retorno para «;.
=1
O

Apébs estudarmos diversos resultados de forma independente, podemos enunciar e

demonstrar um dos principais resultados desse trabalho.

Teorema 4.12. Seja E um grafo. Considere a dlgebra de caminhos de Leavitt L (FE)

com sua Zi-graduagdo canonica, as sequintes propriedades sao equivalentes:
(i) Li(E) é fortemente Z-graduada;

(ii) E € linha finita, nao possui pogo e satisfaz a Condigao (Y);
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(iii) E € linha finita, nao possui pogo e satisfaz a Condi¢io (Y'1).

Demonstragio. Pelo Lema 4.6, temos que (i) implica em (ii). Agora, pela Proposi¢ao
3.5, concluimos que (ii) implica em (iz7). Por fim, pela Proposi¢ao 4.11, temos que (i)

implica (7). Isso conclui a prova. [

Observacao 4.13. Consideremos o grafo £ do Exemplo 4.4

€1 €9 €3

Pelo Exemplo 3.7, temos que E nao satisfaz a Condi¢ao (Y'). Portanto, pelo
Teorema 4.12, podemos concluir que Ly (E) nao é fortemente Z-graduada. Notemos
que essa é uma forma direta de demonstrar que L (E) nao é fortemente Z-graduada,

uma vez que nao necessitamos mais da argumentacao feita no Exemplo 4.4.

Observacao 4.14. Considere o grafo £ do Exemplo 2.18
e
v

Uma vez que v emite uma tunica aresta, E ¢é linha finita e F/ nao possui pogo.
Agora, pelo Exemplo 4.3, temos que E satisfaz a Condigao (Y'). Portanto, pelo Teorema

4.12, podemos concluir que L (F) é fortemente Z-graduada.



37

5 QUANDO Lk(FE) E EPSILON-FORTEMENTE Z-GRADUADA

Neste capitulo, estudaremos a classificagao épsilon-fortemente Z-graduado de um
anel associativo. Perpassando por novas propriedades e resultados acerca da algebra de
caminhos de Leavitt, desta forma conseguiremos concluir que L (F) é épsilon-fortemente

Z-graduada se, e somente, F é finito.

Definicao 5.1. Seja S um anel associativo. Dizemos que S € épsilon-fortemente Z.-

graduado se
i) S éum anel Z-graduado;

it) Para todo n € 7., SpS—yp € um ideal unital de Sy, com um elemento neutro da

multiplicacao €y ;
it1) Para todo n € 7., vale SpSyp—1Sn = Sp.

Proposicao 5.2. Seja S um anel associativo. Entao, S é épsilon-fortemente Z.-graduado
se, e somente se, S € um anel Zi-graduado, para todo n € 7., e existe ey, € SpS_y, tal que

€nS = S = S€_p, para todo s € Sy, e SpS—_nSn = Sp, para todo n € Z.

Demonstracao. Suponhamos que S é épsilon-fortemente Z-graduado. Por definicao de S
ser épsilon-fortemente Z-graduado, temos que S é um anel Z-graduado e S, S_,,5, = Sy,

para todo n € Z. Agora, seja s € Sy, = SpS—_nSy. Assim, podemos escrever

m
s = E aibic,
i=1

em que a;,c; € Sy e b; € S—y,. Logo,

m m m m
€nsS = €n Zaibici = (Z (—:naibi) ¢ = (Z aibi> G = Zaibici =S

=1 =1 =1 =1

De forma similar, temos que se_,, = s, concluindo o que queriamos.
Agora, suponhamos que S é um anel Z-graduado, para todon € Z, e,s = s = se_p,
para todo s € Sy, e SpS—_nSn = Sn, para todo n € Z. Falta mostramos que vale o item

ii) da Definigao 5.1. De fato, seja r € S, 5_,, entdo podemos escrever

m
r= Z aibi,
1=1

em que a; € Sy e b; € S—y,. Logo,

m m m m
Enr = €p Zaibi = (Z enai) b; = (Z ai> b, = Zaibi =r.

i=1 i=1 =1
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Por outro lado, pela hipdtese, se_,, = s, para todo n € Z, s € S;,. Desta forma, temos

que sep = s, para todo n € Z, s € S_p. Assim, seja r € S,5_y. Logo,

m m m
rep = (Z aibi> €n = Zai (bien) = <Z ai) b; = Zaibi =,
) =1

i=1 =1 =1

concluindo o que queriamos. O

Proposicao 5.3. Seja E um grafo. Entdo, Lig(F) tem unidade se, e somente se, EY ¢
finito.

Demonstragio. Suponhamos que L (F) possui unidade e que EY ¢ infinito. Digamos que

z ¢ a unidade de L (F). Desta forma, temos que

m
z = Z AiSa; S,
1=1

Para cada sa% € Lk (E)p, definimos

0
S(O[B*) — S(a)> Se |OZ| > ) (51)
r(B), selal=0
Ainda, definimos G = {s(aiﬁf) lie{1,2,... ,m}}. Seja v € EV\ G. Logo,
m m m
PvZ = Py (Z Aﬁaﬁ?ﬁ) = Z i (vaaiSZ’) = Z Ai0 = 0. (5.2)
i=1 =1 =1

Por outro lado, como z é a unidade de L (F), temos que pyz = py, 0 que é uma
contradicdo com a igualdade (5.2). Portanto, E¥ é finito.

Suponhamos que EVY ¢ finito. Desta forma, consideremos

Queremos provar que € é a unidade de L (F). De fato, seja s € L (FE). Assim,

m
s = Z )\isaisg.
=1
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Logo, para cada saiszi, temos que

* . k
€50;53 = E Pu | Sa;iss,
veE"

= Z (pvsai) Szi + pvsaisgi
veE"

v#s(ai)

- Z (0) SZi . 30%'53»
vER?
v#s( )

*
= Saisﬁi.

Entao, concluimos que €s = s, para todo s € L (E). De forma andloga, mostramos que

se = s, para todo s € L (FE). Portanto, Ly (E) tem unidade. O

Definicao 5.4. Seja S um anel Z-graduado. Dizemos que S € simetricamente Zi-graduado
se SpS—p Sy = Sn, para todo n € 7.

Proposicao 5.5. Seja E um grafo. Se considerarmos a dlgebra de caminhos de Leavitt

Lk (E) com a sua Z-graduagio candnica, entio L (E) € simetricamente Z.-graduado.

Demonstragio. Seja (L (E)n),cz a graduagao candnica de L (E). Por defini¢ao, segue
que, dado n € N,

L (E)n L (E) —n Lk (E))n € L (E)oLk (E)n C Lk (E)n.

Para demonstrar que vale a inclusdo reversa, tome um elemento 0 # 80482 €
L (E)p. Como r(a) = r(f), entado

SO&SE = Sapr(ﬁ)pr(a)sz = 80482568230452 E L]K(E)HL]K(E)fTLL]K(E)n
Desta forma, para cada sas% € L (E)n, vale que
a8ty € Li(F) Lk (B)n Lk (B}

Consequentemente,
Lg(E)n € LK (E)nLig(E)-nLlk(E)n.

Proposicao 5.6. Todo anel S épsilon-fortemente Zi-graduado € unital.
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Demonstracao. Vamos mostrar que €y ¢ uma unidade em S. Sejamn € Z e a € Sy,. Como

S é épsilon-fortemente Z-graduado, entao S,5,-15, = Sy, para todo n € Z, podemos

m
a = E a;b;cq,
i—1

em que a;,c; € Sy e b; € S—y. Como € é o elemento neutro de Sy e a;b; € Sy, entao

escrever

m m m
e = € Zaibici = Z(Goaibi)ci = Z a;bjc; = a.
i=1 1=1 1=1
Portanto, egav = . De forma similar, temos que aey = a.. Portanto, S é unital. O

Observagao 5.7. Sejam E um grafo finito e o conjunto

Py = {a | sash € Lr(E)n, |a] # 0,pg(q) & Lr(E)nLlK(E)-n} -

Visto que || # 0, temos que P, nao contém nenhum vértice, isto é, |a| > 1. Como P, é
nao-vazio, podemos definir em P, a ordem parcial < tal que o; < 5 se a; € o caminho

inicial de a;, para «;, aj € Py. Assim, podemos considerar o conjunto
My, = {a | a é elemento minimal de P} .

Os conjuntos Py, e M, apresentados acima, serdao utilizados no préximo lema e no

proximo teorema.

Lema 5.8. Sejam E um grafo finito, os conjuntos Py e My, para n € 7. ndo nulo,

definidos na Observagao 5.7. Entdo, My, ¢ um conjunto finito.

Demonstragio. Seja n > 0. Como E é finito, temos que E1 é finito. Digamos que E1 tem
m elementos.

Se o € Py, entdo |a| > n. Suponhamos que a = aq ... ap0y41 ... 0y 1. Entao,
Say..an € LK(E)n e Ps(a) = Ps(as...an) ¢ Ligx(E)n Lk (E)—p. Logo, a1 ...an € Py. Entao,
todo elemento minimal é de tamanho menor ou igual a n. Como E1 tem m elementos,
sO existem finitas possibilidades de formar caminhos de tamanho n. Portanto, s existem
finitos elementos minimais para P, com n > 0.

Agora, mostremos que s6 existem finitos elementos minimais para P_j,.

Afirmacgao 1: Se o € P, com |a] > m + 2, entdo oy ...qp € P_y para algum
k < m+ 1. Ou seja, algum comeco de a também estda em P_,, sendo que este comego
tem comprimento menor ou igual a m + 1.

De fato, seja a € P_,,. Digamos que @« = a1 ...a¢z comt > m+2eaq,...,a4 € EL.

Comot > me E' s6 tem m arestas, entao existem duas arestas iguais entre estes aq, . . ., ay.
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Isto significa que em a tem um caminho fechado. Entdo, podemos escrever @ = a/~J, em

que 7 é o primeiro caminho fechado que aparece em «.

Agora, escrevamos 7 = 71...7;. Se |@’| > 0, vamos definir 8 um caminho de

tamanho |o/| + n da seguinte forma

B=%--myy---7

emquej € {1,...,l}. Entao, temos que 30/32; € LR(E)—n epy(a) = Ps(a) & LK(E)—nLr(E)n,
ou seja, o' € P_,,. Como 7 é o primeiro caminho fechado de «, entdo nio existe caminho
fechado em o/, desta forma |o/| < m. Agora, se |o/| = 0, entdo defina 3 de tamanho n +

por

B=vj--myv---7-

Entao 375;‘3 eS_pe Ps(y) = Ps(a) ¢ SpS_p. Portanto, v € P_y,. Como v é o primeiro
caminho fechado de «, entao v possui no maximo m + 1 arestas repetindo apenas a
primeira e a ultima aresta.

Portanto, se |a] > m + 2, entdo o« = o, com § € P_y, e |d] < m + 1. Isto quer
dizer que nenhum elemento o € P_,,, com || > m + 1, é minimal. Portanto, o conjunto
de todos os elementos minimais de P—;, é composto por elementos a com |a] < m + 1.
Porém, como E! é finito, s6 existem finitos caminhos de tamanho menor ou igual am+1
no grafo e, portanto, s6 existe um nimero finito de tais elementos. Portanto, M, é um

conjunto finito. O
Teorema 5.9. Se E é um grafo finito, entio L (E) é épsilon-fortemente Z-graduada.

Demonstragao. Primeiramente, pela Proposigao 3.9, temos que L (FE) é Z-graduada com

a sua Z-graduagao candnica. Sendo L (E) simetricamente Z-graduada, pela Proposigao

5.2, basta mostrar que, para cada n € Z, existe €, € Lg(FE)y, tal que e,8 = s = se_p,

para todo s € L (F)y, para concluirmos que L (FE) é épsilon-fortemente Z-graduada.
Como definido na Proposicao 5.3, temos que para cada sasg € Lg(E)p,

o )s(a), selal >0
(ap*) = {7‘(5), s la] =0 (5.3)
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Consideremos n € Z arbitrario e definamos
Bp = {’U e E | v = s(af*) para Sasj € L]K(E)n} :
Assim, para SaSE € Lig(E)y com r(a) = r(f), analisemos os seguintes casos:

i) Se |a| =0, entdo pyag+) = Pr(g) = 8285 € Lg(E)nLg(E)—n.

ii) Se |al # 0, pode ocorrer que py(ng+) ¢ LK (E)n LK (E)—n.
Nesse caso, consideremos o conjunto P, definido na Observacao 5.7,

Py = {a | sas} € LK(E)n, |a] #0,p4(a) € LK(E)nLK(E)—n} -
Pelo Lema 5.8, temos que
My, = {a | a é elemento minimal deP,,} .

é um conjunto finito. Dessa forma, podemos definir ¢, para n # 0 inteiro, da seguinte

€n = Z po + Z sajszj.

pUEBnﬂL]K(E)nL]K(E),n ajEMn

forma

Notemos que

Sajsgj = Sajpr(aj)szj = Sajpr(ﬂj)szj = Saj55;«85j82j S L]K(E)nL]K(E)—n,

para cada a; € My. Logo, pela construcdo de e, temos que €, € Lg(E)nLg(E)—n.
Agora, mostremos que, para todo n € Z, €,8 = s = se_p, para todo s € Lg(E),. De

fato, seja s € L (E)y. Dessa forma, temos que

n
*k
5= Z AiSv; 85,5
1=1

em que s~. st € Lig(E)y. Agora, analisemos os seguintes casos
que S+, S5, K g g

Caso 1) Suponhamos que py(s+) € LK (E)nLg (E)—n. Logo,
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en573§ = Py + Z sajs;;j sfysg
pUGBnﬂL]K(E)nL]K(E),n OéjGMn

— pu | 585+ Z SajS:;j ENEY
pUGBnﬂL]K(E)nL]K(E),n OéjGMn

* * *
= Z PuDs(vo)Sv85 T Z SajSa; 555
pUGBnﬁL]K(E)nL]K(E),n aj;eM,

_ * * *
= S5yS5t D Sa;50,Ps(a;)Ps(10%) 575
OéjEMn

= sys5+0
= sys5.

Caso 2) Suponhamos que Ps(~6%) ¢ L (E)pLig(E)—p. Logo, v € Pp. Assim, existe
o' € M, tal que v = a’4’. Logo

ens,yszg = po + Z Sajszj SVSZ;
vaBnﬁL]K(E)nL]K(E),n ijeMn

= o | Sys5+ | sarsiy + Z sajszj ENEY:

pveBnmL]K(E)nL]K(E)—n OéjEMn\{O/}
= Z pvps(,y(;*)sysg + So/ Sy Sy Sy + Z sajs:;jswsg
vaBnﬂLIK(E)nLIK(E)_n OéjEMn\{O/}

* * * *

= 0+ swSySarsyss + Z SajSa; Ps(a;)Ps(v6%) 5755
a;eM,\{a'}

= sa/pr(a/)sysg +0
= S0/5y/55
= 5,5}

Logo, pelo Caso 1 e pelo Caso 2, concluimos que, para n € Z, temos que €,5 = s,

Notemos que para SQSE € Lg(E)y, temos que

(Bt = s(B), se|p] >0
(@) {T(a), se |Bl =0
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Agora, vamos mostrar que, para todo n € Z, se, = s, para todo s € L (E)_p.

De fato, seja s € L (E)—p. Desta forma, podemos escrever

n
*
5= Z )\Z'S%.S(Si,
=1

em que s%sgi € Lk (FE)—p. Para isso, analisemos os seguintes casos

Caso 3) Suponhamos que Pr(y6%) € L (E)p Lk (E)—y,. Logo,

*
SyS5€n

sys;; Py + Z Sajszj
pUGBnﬂL]K(E)nL]K(E),n OéjEMn

8782‘; jo +373§ Z SajSZj
vaBnﬂL]K(E)nL]K(E),n OéjEM"

* * *
Z Sy8§Dp(y5+)Pv + Z SyS§Sa;Sa;
pUEBnﬂL]K(E)nL]K(E)_n Ozj'EMn

* * *
SyS5 D SiPr(r6Ps(a) S S,
O(jEMn

S~ys5+0

*

Caso 4) Suponhamos que Pr(+6%) ¢ Lig(E)n Lk (E)—p. Neste caso,

*
SyS5€n

pr Y
pUEBnﬂL]K(E)nL]K(E),n a;eEM,

sys;; jo +373§ Z SajSZj
vaBnﬂL]K(E)nL]K(E),n OéjEMn

> SySsPu Y 5y555a;50,

pvanmL]K(E)nL]K(E)fn O‘jeMn

0+ Z SyS55a;Sa,- (5.4)
OZjEMn

Por definicao, r(0") = s(67"). Entao, por hipétese, py(s,+) ¢ Lk (E)nLig(E)—n.

Entao, existe um dnico o; € My, tal que «; é comego de 0. Logo, por (5.4), temos que
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SySsen = SyS5Sa;Sq, + Z SyS5Sa, SZJ.
a;eMp\{a;}
. *
= Sys5+0
. *
= 5755'

Logo, pelo Caso 3 e pelo Caso 4, concluimos que, para n € Z, temos que se, = s,
para todo s € Lg(E)—y,. Como n € Z é arbitrario, podemos trocar n por —n. Entéo,

para todo n € Z, se_p, = s, para todo s € L (E)p, concluindo o que queriamos. O

Proposicao 5.10. Seja E um grafo. Se L (E) € épsilon-fortemente Z-graduada, entdo
E1L ¢ finito.

Demonstragio. Suponhamos que Ly (E) é épsilon-fortemente Z-graduada e que E! é

infinito. Dessa forma, e€;s = s, para todo s € L (F)1. Como €1 € Lg(E)1Lkg(E)-1,

m
e =Y abi,
i=1

em que a; € Lg(E)1 e b; € Lg(E)—_1, para todo i € {1,2,...,m}. Agora, como b; €
Lk (E)_1, entao

entao

k
bi = Z )\jsajszj.
j=1
|aj|=]8j|=—1

Desta forma, || > 1, para todo j € {1,2,...,k}. Seja A o conjunto de todas as primeiras
arestas de cada um dos f;. Como E1 ¢ infinito, existe e € E1 \ A. Logo, SE_Se = 0, para
J
todo j € {1,2,...,k}. Notemos que
k

bise = Z )\jsaj s;j Se

Desta forma,
m m
€1Se = (Z aibi> Se =Y aibse =0,
i=1 =1

o que é um absurdo, pois €15 = s uma vez que se € L (E)1. Portanto, El ¢ finito. O
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Este tltimo resultado é um resumo dos resultados desta se¢do, e carateriza as

algebras Ly (F) épsilon-fortemente Z-graduadas.

Teorema 5.11. Seja E um grafo. Considere a dlgebra de caminhos de Leavitt com sua

Z-graduacio canonica, entao L (E) € épsilon-fortemente Zi-graduada se, e somente se,
E ¢ finito.

Demonstra¢io. Suponhamos que L (E) é épsilon-fortemente Z-graduada. Pela Propo-

sicao 5.6, Lk (E) tem unidade. Agora, pela Proposigao 5.3, temos que EY ¢ finito. Por

outro lado, pela Proposicdo 5.10, temos que E! é finito. Logo, por definicio, E ¢é finito.
Suponhamos que E é finito. Pela Proposicao 5.9, concluimos que L (FE) é épsilon-

fortemente Z-graduada. [

Conforme as hipdteses apresentadas neste trabalho, ndo existe uma relagao direta
entre uma algebra de caminhos de Leavitt ser fortemente Z-graduada e ser épsilon-

fortemente Z-graduada. Vejamos alguns exemplos para elucidar essa afirmacao.

Exemplo 5.12. Consideremos o seguinte grafo F

Esse grafo é linha finita e nao possui pogo. Ainda, como discutido no Exemplo 3.3, temos
que E é satisfaz a Condigao (Y). Portanto, pelo Teorema 4.12, temos que L (F) é
fortemente Z-graduada. Porém, como E nao é finito, pelo Teorema 5.11, concluimos que

L (E) nao é épsilon-fortemente Z—graduada.

Exemplo 5.13. Consideremos o seguinte grafo F

€1 (5] €n-1

U1 (%) U3 On-1 Oy

Notemos que E ¢é finito. Portanto, pelo Teorema 5.11, temos que L (FE) é épsilon-
fortemente Z—graduada. Agora, como v, é um poco, pelo Teorema 4.12, temos que

L (E) nao é fortemente Z-graduada.
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6 CONCLUSAO

Nos primeiro capitulos, estudamos os grafos, as algebras de caminho de Leavitt, a
Condicao (Y) e a Z-graduagao. Esses capitulos foram primordiais para que conseguissemos
compreender todos os conceitos que foram abordados nos ultimos dois capitulos.

No Capitulo 4, estudamos as algebras de caminhos de Leavitt fortemente Z-
graduadas. A medida que compreendiamos a estrutura dessas algebras, percebemos que
verificar que uma algebra de caminhos de Leavitt é fortemente Z-graduada nao é uma
tarefa facil. Desta forma, esse capitulo tem seu apice ao conseguirmos enunciar e demons-
trar um resultado que nos permite identificar se L (E) é ou nao fortemente Z-graduada
analisando diretamente o grafo E que gera a algebra. Em particular, dado £ um grafo
dirigido e considerando a dlgebra de caminhos de Leavitt L (E) com sua Z-graduagao
candnica, tem-se que L (F) é fortemente Z-graduada é equivalente a E ser linha finita,
nao possuir pogo e satisfazer a Condigao (Y'), que por sua vez, é equivalente a E ser linha
finita, nao possuir pogo e satisfazer a Condi¢ao (Y'1).

Ja no quinto e ultimo capitulo, estudamos as algebras de caminhos de Leavitt
épsilon-fortemente Z-graduadas. Ao longo desse capitulo, estudamos diversos resultados
sobre as algebras de caminhos de Leavitt épsilon-fortemente Z-graduadas e, ao final,
conseguimos enunciar e demonstrar uma caracterizacao para essas algebras. Novamente,
conseguimos identificar se L (E) é ou nao épsilon-fortemente Z-graduada analisando
diretamente o grafo E que gera a algebra. Mais especificamente, dado E um grafo dirigido
e considerando a algebra de caminhos de Leavitt com sua Z-graduacao canonica, entao

Lk (E) é épsilon-fortemente Z-graduada se, e somente se, E é finito.
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APENDICE A - K-ALGEBRA UNIVERSAL

Nesta secdo, vamos fazer uma possivel construcao da K-Algebra universal. A K-
Algebra Universal é uma K-Algebra gerada por um conjunto qualquer e uma familia de
relagoes, e que possui uma propriedade universal. Neste caso, a propriedade universal
é a existéncia, sobre determinadas circunstancias, de um tinico homomorfismo entre K-
Algebras. Essa propriedade é bastante 1til, pois permite estender fungoes entre lK—Algebra
para homomorfismos. Em especial, essa propriedade aparece neste trabalho.

Seja G um conjunto qualquer, chamemos G de grupo de geradores. Primeiramente,
vamos definir um produto em G. Para isso, olharemos para os elementos de G como se
fossem “letras de um alfabeto”. Desta forma, é possivel construir palavras finitas com essas
“letras". Assim, denotaremos W como o conjunto de todas as palavras finitas escritas com

essas “letras”, ou seja,
W ={riro...rp, :r, € G,k € N}.
Por exemplo, se G = {a,b}. Entao, algumas palavras que pertencem a W sao
ab, ba, aaa, aab, bab, baaa, e babaab.
Definiremos o produto em W como a concatenagao de palavras, isto é,
W x W — w
(ri...mn,81---Sm) = 7T1...™nS1 - Sm

Notemos que o produto em W tem a propriedade associativa, mas nao possui a propriedade
comutativa. Além disso, observemos que nao faz sentido somarmos ou multiplicarmos por
um escalar os elementos de . Como o objetivo é criar uma algebra, precisamos definir
uma soma. Entao, a divida natural é como podemos definir uma "soma'em W? Fagamos
assim.

Sejam K um corpo e % (W, K) o conjunto de todas as fungoes de W em IK. Consi-

deremos as funcoes 1, : W — K em que

1 (z) 1, sex=r
x) = ,
" 0, sex #r

para cada r € W, e o conjunto

Notemos que existe uma bijecao entre W e A. Agora, consideremos o conjunto

n
B= {ZAilri:riemAie]}{,ne]N}.
=1
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Observemos que B é um conjunto que possui a operacao adicao. Para que tenhamos
necessariamente uma relagao biunivoca entre os elementos de W com os elementos de B,
precisamos estender o conjunto W. Assim, consideremos F' o conjunto das combinacoes

lineares formais finitas com escalares em IK e elementos de W, ou seja,

n
Fz{z/\iri:riel/[/,/\ie]}{,neﬂ\l}.

=1
Desta forma, é possivel estabelecermos uma bijecao entre F' e B. Agora, temos que F é
um espaco vetorial uma vez que B é um espaco vetorial. Além disso, se estendermos a

definicao do produto em W para F, isto é,

FxF — F
n m n m
O i Bsi) = > ) NiBjrisj
=1 =1 i=1i=1

concluimos que F' é uma IK-dlgebra que é chamada de K-algebra livre.
Consideremos R um conjunto de elementos de F' e I o ideal gerado pelos elementos

de R. Ademais, consideremos o quociente

F
—={zT:x€F}.
1
Temos que T possui uma propriedade universal que sera descrita na sequéncia.
Consideremos uma funcdo h : G — B em que B é uma K-dlgebra. E possivel
extende-14 de modo que ela se torne um homomorfismo. Para isso, primeiramente, defini-
mos
h:W — B

r1re ... > h(r)h(rg) ... h(ry).
E por fim, definimos o homomorfismo

h:F =B
n n _
Z )‘iri — Z )\Zh(TZ)
1=1 1=1

Teorema A.1 (Propriedade Universal de ?) Sejam G um conjunto de geradores, F'
a K-Algebra livre gerada por G, R um subconjunto de F' e B uma dlgebra. Seja h: G — B
uma fungao tal que E|R = 0 em que h:F — B¢ a estensio de h : G — B acima
definida. Entdo, existe um unico homomorfismo 1 : ? — B tal que o1 = ﬁ, ou seja, tal

que o diagrama abairo comute.
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Demonstragao. Seja I o ideal gerado por R. Temos que ﬁ]] = 0. De fato, seja x € 1
Entao, podemos escrever x da seguinte forma

n m T
v =) mayi+ Y _vibi+ Y i,
=1 1=1 1=1
para a;,b;,c; € R e x;,y;,7;,0; € . Por hipétese ﬁ|R =0, entao

n m r
E = ZE $z az h yz ZE % E bi) + ZE(Q)E(@) =

Definamos

Vv:——=DB

— (T) = h(z).

Temos que v estda bem definida. De fato, seja y € F e x € F' de forma qu

F
1
T

T =7y. Notemos
que T —y = 0, ou seja, z — y € I. Pelo que acabamos de mostrar

h(w) = h(y) = h(z —y) = 0.

Assim, z(a:) = ﬁ(y) e, portato, ¥ (T) =

¥ (7), como queriamos. Agora, segue do fato de
que h é um homomorfismo que ¥ também é

Mostremos que o diagrama comuta. De fato, seja x € F'. Logo

(¢ o) () = ¥(i(x)) = ¥(T) = h(x).

F
Por fim, temos que 1 é unica. De fato, suponhamos que existe ¢ : T — B tal que
poi= h. Assim,
¥(@) = h(z) = (poi) (v) = ¢(i(z)) = ¢(7).

Portanto, 1) = ¢, o que conclui a demonstracao

51
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Desta forma, temos a construcao de uma IK—Algebra Universal. Agora, facamos a

construcdo de uma IK—Algebra Universal especifica.

Definicao A.2. Um grafo dirigido é uma quddrupla (EO, El s) composta de dois con-
juntos enumerdveis EO e E1 e também duas funcoes r,s : EY — EV. Os elementos de EY
sdo chamados de vértices e os de EY sio chamados de arestas.

Para cada e € E', s(e) é o vértice onde a aresta comega e r(e) é o vértice onde a

aresta termina.
Observacio A.3. Denotaremos por (EN)* o conjunto de simbolos formais {e* te € El}.

Neste exemplo, consideremos G' = E' U (E1)* U EY e o conjunto

R={s(e)e—e,er(e) —e,r(e)e’ —e* e*s(e) —e*,e*e —r(e),e* f parae # f e

v — Z sesex para todo v € EY tal que 0 < #571(1)) < 0o, para todoe, f € E! }.

ecEl
s(e)=v

F
Vamos denotaremos 7= L (FE) e, por exemplo, € := s¢ e U := py,. Assim, obtemos

a algebra de caminhos de Leavitt, que na literatura é definida da seguinte forma:

Defini¢do A.4. Sejam E um grafo e K um corpo. A Algebra de Caminhos de Leavitt
sobre E com coeficientes em K, denotada por Li(E), é a K-dlgebra universal gerada
pelo conjunto {pv NS EO}, de elementos idempotentes e ortogonais dois a dois, com 0s

conjuntos {se te € El} e {se* te € El} satisfazendo as sequintes propriedades:
1. Ps(e)Se = SePr(e) = Se, para todo e € E;
2. pr(e)sz = szps(e) = s3, para todo e € El;
3. Para quaisquer e, f € B,
see=f

0, see#f

4. py = Z sest para todo v € EO tal que 0 < #s51(v) < 0.

ecEl
s(e)=v
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