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Métodos aproximados praticos de aplicacao da Mecéinica Quén-
tica devem ser desenvolvidos, os quais podem levar a explicagoes
das principais caracteristicas de sistemas atémicos complexos sem
muita computacao.

(P. A. M. Dirac, 1929)






RESUMO

Nesta tese exploramos o Principio Variacional de Schwinger (PVS) para calcular espalha-
mento de positrons por atomos. O trabalho é desenvolvido em duas partes. Na primeira,
consideramos o PVS aplicado para o problema de espalhamento por um potencial semiem-
pirico para descrever a polarizacao do &tomo na presenca do positron. Nessa aproximacao,
o problema é reduzido a uma formulacao “single-body”, de tal forma que nos permite com-
preender o PVS em detalhes. Em especial, estudamos os efeitos das fungoes de base nos
resultados e desenvolvemos um esquema de construgao de base capaz de gerar resultados
confiaveis. Na segunda parte, desenvolvemos um funcional, no contexto do PVS, capaz de
descrever os efeitos de rearranjo de particulas no problema de trés corpos. O funcional é
construido levando em conta um sistema de equagoes de Lippmann-Schwinger projetadas
e considerando as configuragoes apropriadas para descrever os arranjos de particulas na
expansao da funcao de onda do sistema. O método desenvolvido é aplicado para positron-
Hidrogénio na aproximagao estatica-acoplada, desconsiderando os efeitos de polarizacao.
Resultados sao obtidos para a secao de choque eléstica e de formacao de positrénio, e
também para o parametro de aniquilagao. Os resultados apresentaram excelente acordo
com os calculados por outras metodologias presentes na literatura. Por fim, tomando
vantagem do fato de que o PVS fornece a funcao de onda do sistema, exploramos o mapa
de aniquilagao para estudar o efeito da formagao de positronio virtual na aniquilacao.

Palavras-chave: Fisica; Poésitrons; Principio Variacional; Aniquilagao.






ABSTRACT

In this thesis we explore the Schwinger Variational Principle (SVP) to calculate positron
scattering by atoms. The work is developed in two parts. In the first one, we consider
the SVP applied to the problem of scattering by a semi-empirical potential in order to
describe the polarization of the atom in the presence of the positron. In this approach,
the problem is reduced to a single-body formulation, in such a way that it allows us to
understand the PVS in great detail. In particular, we study the effects of the basis func-
tions on results and develop a basis set construction scheme capable of generating reliable
results. In the second part, we develop a functional, in the context of SVP, capable of des-
cribing the rearrangement effects of particles in the three-body problem. The functional
is constructed by taking into account a system of projected Lippmann-Schwinger equati-
ons and considering the appropriate configurations to describe the particle arrangements
in the wavefunction expansion of the system. The developed methodology is applied to
positron-Hydrogen in the static-coupled approximation, disregarding polarization effects.
Results are obtained for the elastic and positronium cross section, and also for the annihi-
lation parameter. The results showed excellent agreement with those calculated by other
methodologies found in the literature. Finally, taking advantage of the fact that the SVP
provides the wave function of the system, we explore the annihilation map to study the
effect of virtual positronium formation on annihilation.

Keywords: Physics; Positrons; Variational Principle; Annihilation.
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1 INTRODUCAO

Na década de 20, um problema desafiava a fisica: o efeito Zeeman. Este problema
originou-se uma vez que a entao recém criada teoria quantica ondulatéria de Schrodinger
(SCHRODINGER, 1926) apresentava resultados discrepantes aos observados experimental-
mente para sistemas atdmicos hidrogenodides na presenca de um campo magnético. Neste
classico exemplo de conflito entre teoria e experimento, as medi¢oes sugeriam um ntimero
duas vezes maior de estados estacionéarios do que o teoricamente previsto. Na tentativa
de eliminar tal desacordo, foi introduzida na teoria quantica a hipotese de que os elétrons
giravam em torno de seus proprios eixos (spin), possuindo, portanto, momento angular e
magnético (VHLENBECK; GOUDSMIT, 1925; PAULL, 1927; DARWIN, 1927).

A inclusao do modelo de spin na teoria quantica ondulatoria gerou, de fato, resul-
tados em relativo acordo com os medidos experimentalmente. No entanto, o fisico inglés
Paul A. M. Dirac interpretou a necessidade da inclusao do modelo de spin como sendo
uma prova da incompletude da teoria quéantica ondulatéria de Schrédinger. Com isso,
Dirac desenvolveu sua propria teoria tendo como principal objetivo explicar o spin sem
a necessidade de incluir modelos de forma arbitraria. De fato, em um artigo classico e
de grande beleza matematica, Dirac reportou sua descoberta de que o spin aparecia sem
a necessidade de suposicoes ao formular uma teoria quantica ondulatéria invariante por

transformada de Lorentz fatorando a equagao de Klein-Gordan (DIRAC, 1928).

Além de explicar os resultados experimentais e a origem do spin, a nova teoria
desenvolvida por Dirac marcou o inicio da fisica da antimatéria. O que torna o artigo
ainda mais interessante, é que Dirac nao se deu conta de sua incrivel descoberta teorica.
Ao analisar sua nova equagao, ele percebeu que ela apresentaria quatro vezes mais solucoes
do que as obtidas pela teoria quantica de Schrédinger, duas delas associadas ao elétron
com energia cinética positiva, e duas associadas a um “elétron” com carga positiva e
energia cinética negativa. Sem saber interpretar os resultados para o elétron com carga

positiva, Dirac sugeriu simplesmente rejeita-los:

“Desde que metade das solugoes sejam rejeitadas por se referirem a um
elétron com carga +e, o niimero correto restante descreveré o fendémeno da
duplicidade”. (DIRAC, 1928)

No entanto, dois anos depois, o proprio Dirac reconheceu que as solugoes com ener-

gias negativas nao poderiam ser simplesmente rejeitadas no contexto da fisica quantica
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(DIRAC, 1930). Sua principal linha de argumentacao baseou-se no fato que transigoes
entre os estados de energia positivas e negativas, quando sujeitos a pertubagoes, eram
permitidos pela teoria. Ainda neste artigo, Dirac rechagou a ideia de uma conexao direta
entre as solugbes com carga positiva com o proton, como proposta por Weyl (1929), argu-
mentando que, entre outras razoes, esta interpretagao nao respeitaria a lei de conservacao
de carga elétrica. Ainda assim, Dirac considerou a possibilidade da solucao representar um
proton sugerindo uma nova interpretacao fisica de sua teoria para contornar os problemas

apontados na interpretagao de Weyl.

A solugao proposta por Dirac foi supor um mar de estados correspondentes & energias
negativas (chamados de “Buracos”) que poderiam ser preenchidos por elétrons. Por conta
do principio de exclusao de Pauli, o mesmo estado nao poderia ser ocupado por mais do que
um elétron. Dirac supds que a grande parte dos buracos estavam ocupados, de tal forma
que transicoes entre elétrons com energias positivas para o estado com energias negativas
fossem extremamente raros. Dirac ainda sugeriu que um buraco se comportava como
uma particula com carga positiva, podendo ser um préton. Outra importante implicacao
gerada por esta interpretacao, é que em uma colisao entre o par elétron-buraco existia a
probabilidade do elétron saltar do estado com energia positiva para o com valor negativo,
emitindo energia de 2mc? em forma de radiacao. Tal processo ficou conhecido como

aniquilacao.

A nova interpretagao sugerida por Dirac sofreu duras criticas pelo fisico americano
Robert Oppenheimer (OPPENHEIMER, 1930). Usando a terminologia moderna informal,
podemos dizer que Dirac tomou um “comment” do Oppenheimer. Em seu artigo, Op-
penheimer argumentou que o atomo de Hidrogénio (H), caso fosse formado por um par
elétron-buraco como cogitado por Dirac, simplesmente aniquilaria em fragoes de segundos.
Influenciado pelas criticas de Oppenheimer, Dirac abandonou a interpretacao de que o
buraco poderia corresponder a um proton (DIRAC, 1931). Alternativamente, ele teorizou
que a o buraco se manifestava como um antielétron, i.e., uma nova particula, até entao
nao observada, semelhante ao elétron, porém, com carga contraria. Dirac demonstrou,
entretanto, uma baixa expectativa de que o antielétron fosse detectado experimental-
mente de fato, devido a dificuldade de encontra-los na natureza por conta do processo de

aniquilacao e da falta de tecnologia para uma possivel produgao em laboratoério.

Mesmo com as baixas expectativas de Dirac, o fisico americano Carl D. Anderson
reportou em 1932 a deteccao de particulas se comportando como elétrons positivos ao
estudar raios cosmicos utilizando uma camara de Wilson (ANDERSON, 1932). De fato, a
nova particula que Anderson havia detectado era um antielétron, que recebeu o nome de

“Positron” (uma conjuncdo do termo em inglés Positive Electron) (ANDERSON, 1933).
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Apesar dos artigos revolucionarios de Dirac estarem completando quase um século de
existéncia, ainda existem vérios problemas em aberto na area da fisica de poésitrons. Por
exemplo, a interagao de poésitrons com sistemas complexos, como atomos e moléculas, por
exemplo, é, ainda, pouco compreendida. Em especial, a taxa de aniquilagao de poésitrons
por elétrons presentes nesses alvos complexos é de extrema dificuldade de ser calculada.
A taxa de aniquilagdo para um poésitron imerso em um ambiente gasoso é calculada a
partir da relagao:

A =nv0oy,, (1.1)

onde n é o nimero de moléculas por unidade de volume do gas, v é a velocidade relativa
entre o positron e o elétron alvo e o9, € a secao de choque de aniquilacao pésitron-elétron.
No limite de baixas energias (v < ¢), a segdo de choque de aniquila¢ao positron-elétron,

onde assumimos um elétron livre, calculada via eletrodinamica quantica, é dada por

ag,yzmﬂg , (1.2)

SH e

onde ry € o raio classico do elétron (rg = e2/m.c? ~ 2,81 x 10-1%m), ¢ ¢ a velocidade da luz
e v é a velocidade relativa. Note que a magnitude da secao de choque de aniquilagao é
véarias ordens de grandeza menor que uma se¢ao de choque elastica positron-atomo tipica,
a saber, da ordem de a2 (ag = 0,529 x 1071 m). Para a aniquila¢ao de pésitron por um

atomo ou molécula, a segao de choque pode ser reparametrizada como:

C

0'27:71'7'3 Zeff (13)

v
em que Z.¢¢ é o parametro de aniquilagao, interpretado como o nimero efetivo de elétrons
do alvo que participam do processo de aniquilacao. Inicialmente, acreditava-se que na
colisao do positron com um alvo de Z elétrons, o Z. ;¢ deveria variar entre 1 e Z, por conta
da interacgao de repulsao entre o poésitron e o niicleo do alvo. No entanto, o inesperado foi
encontrado quando as primeiras medidas do Z.s; foram publicadas (PAUL; SAINT-PIERRE,
1963). As taxas de aniquila¢@o obtidas sugeriam valores de Z, ;s sistematicamente maiores
que Z para todas as espécies atomicas e moleculares estudadas no regime de energias
térmicas (300 K).

Em uma abordagem inicial, o principal mecanismo capaz de explicar o aumento
inesperado de Z.s¢ ¢ a polarizagao do alvo. A polarizagao ¢ uma distor¢ao do nuvem
eletronica do alvo em resposta a presenca de um campo elétrico, gerado, neste caso, pelo
positron. Na pratica, a densidade eletronica do alvo aumenta na direcao do poésitron,
gerando um potencial atrativo que pode anular e até ser mais intenso do que a repulsao
do niicleo. Esse potencial atrativo aumenta a densidade positréonica ao redor do alvo, e

por conta disso, o processo de aniquilacao torna-se mais provavel.

O efeito de polarizacao sozinho, embora contribua significativamente, nao é capaz
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de explicar os altos valores de Z.sf. Outro mecanismo contribui de maneira ainda mais
significativa: a formacao de positronio (Ps) virtual. Quando um positron se aproxima
de um elétron do alvo, existe a possibilidade que estes se liguem e formem uma espécie
de atomo exoético, chamado de positronio. Esse processo pode ser virtual, caso o posi-
tron incidente nao tenha energia suficiente para arrancar o elétron do alvo, ou real, caso
contrario. Uma vez que o poésitron se liga ao elétron, a aniquilagao é muito provavel.
Por conta disso, a formacao de Ps virtual é a principal componente dos altos valores do
parametro de aniquilacao. O desenvolvimento de um novo método capaz de considerar
explicitamente os canais de formagao de Ps virtual e real para espalhamento de positron

por atomo ¢é o objetivo principal desta tese.

Desde o trabalho pioneiro de Massey e Mohr (MASSEY; MOHR, 1954), na década
de 50, muitos modelos tedricos foram desenvolvidos para tratar do problema positron-
atomo. Dentre eles, podemos citar, como exemplo, o método variacional de Kohn (HUM-
BERSTON; WALLACE, 1972; HUMBERSTON, 1984; ARMOUR; HUMBERSTON, 1991), a teoria
Many-Body (GRIBAKIN; KING, 1994; GRIBAKIN; LUDLOW, 2004; GREEN; LUDLOW; GRI-
BAKIN, 2014), o método Convergent Close-Coupling (KADYROV; BRAY, 2000, 2002), a
teoria da matriz-T (MITROY, 1993; RYZHIKH; MITROY, 2000), a teoria da Matriz-R (HIG-
GINS; BURKE; WALTERS, 1990; HIGGINS; BURKE, 1991, 1993), e as equagoes de Faddeev
modificadas (KVITSINSKY; CARBONELL; GIGNOUX, 1995; KVITSINSKY; WU; HU, 1995; HU,
1999; YAKOVLEV; HU; CABALLERO, 2007).

Outro método bem estabelecido e regularmente usado para calculos de espalhamento
de positrons é o Schwinger Multicanal (SMC). O SMC ¢é uma aplica¢ao do Principio Va-
riacional de Schwinger (PVS) que incorpora a natureza multicanal do processo de espa-
lhamento. Tal método foi inicialmente proposto por Takatsuka e McKoy (TAKATSUKA,;
MCKOY, 1980, 1981) para tratar o espalhamento de elétrons. Apods aplicagoes de sucesso
para elétrons colidindo com moléculas (TAKATSUKA; MCKOY, 1984; GIBSON et al., 1984),
o SMC foi adaptado por Germano e Lima, em 1993, para calcular espalhamento de po-
sitrons por moléculas, e, um ano depois, para calcular o parametro de aniquilacao (Z.s¢)
(GERMANO; LIMA, 1993; SILVA; GERMANO; LIMA, 1994). O método emergiu rapidamente
como o unico capaz de calcular um Z.;¢ em bom acordo com os valores experimentais de
alvos complexos, como o He, Hy, e 0 CoHy (SILVA; GERMANO; LIMA, 1996). Entretanto,
como revelado por Varella, Carvalho e Lima (2002), todos os valores de Z.fs previa-
mente reportados pelo SMC estavam superestimados por um fator Z, devido a um erro
de programagao computacional, e, portanto, o acordo com os valores experimentais era
puramente acidental. Todos os valores de Z.¢¢, apds correcao, ficaram abaixo do valor

experimental, como mostrado na tabela 1.

Como sugerido por Gribakin, Young e Surko (2010), o parametro de aniquilagao
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Tabela 1 — Valores de Z ;¢ para energia térmica fornecidos pelo SMC antes e depois da
corregao do erro (SMC/Z) computacional comparados aos valores experimentais reporta-
dos em (IWATA et al., 1995; IWATA; GREAVES; SURKO, 1997).

Atomo/Molécula | SMC | SMC/Z | Exp.
He 429 | 2,145 | 3,94

Hy 14,592 | 7,296 14,6

CyH, 1162,2 | 72,64 | 1200

CsoHy 20314 | 145,1 | 3160

N, 130,8 | 9,341 | 30,5

subestimado do SMC é provavelmente por conta da falha deste em descrever as interagoes
de correlagao de curto alcance do poésitron-alvo. Desta analise, encontramos a motivagao
desta tese: buscamos desenvolver uma teoria de primeiros principios, baseada no PVS,
capaz de descrever os efeitos de Ps virtual no calculo para melhorar a descricao das
interagoes de curto alcance do positron com o atomo. Além disso, buscamos também
uma formulagao completa, na qual o rearranjo de particulas, a formacao de Ps real neste

caso, possa também ser calculado.

O PVS é o método ideal para calcular o parametro de aniquilagao, pois ele fornece
a funcao de onda do sistema. Assim, é bastante surpreendente a falta de uma aplicagao
do PVS capaz de realizar um bom calculo para o Z.;;. A razao mais provavel para isso é
devida a notoria dificuldade da equagao de Lippmann-Schwinger (LS), que d4 origem ao
PVS, de lidar com o rearranjo de particulas (JOACHAIN, 1975). E de conhecimento que a
solugao da equagao de LS nao é unica quando rearranjo é uma possibilidade (GERJUOY,
1958). Como uma alternativa para superar este problema, dois funcionais para o PVS,
conhecidos como “Prior” e “Post” foram sugeridos por Lippmann (1956) e, depois, aplica-
dos com sucesso por Kar e Mandal (1999) para calcular a formagao de Ps em colisdes de
positron por H. O problema destes funcionais, no entanto, é que eles sao extremamente

dificeis de implementar numericamente e nao fornecem o Z.y.

Nesta tese, desenvolvemos uma nova maneira de atacar o problema. Ela é baseada
na afirmagao de que um conjunto de equagoes de LS deve ser suficiente para definir o
estado de espalhamento unicamente (veja a se¢ao 3.2 da ref. (GLOCKLE, 1983)). Usando
operadores de projegao, de maneira similar como feito por Takatsuka e McKoy (1981),
no conjunto de equacgoes de LS, podemos gerar um funcional many-body de facil imple-
mentacao numérica. O modelo é testado para o sistema mais bésico: positron-H. A razao
para comecar com um problema de trés corpos é pelo fato de que complica¢oes numéricas
sao esperadas para mais complexos uma vez que as fungoes de onda do alvo nao sao ana-
liticas. Portanto, a melhor estratégia possivel para desenvolver uma teoria de primeiros
principios de sucesso é comecar pelo mais simples antes de mergulhar em programacao

computacional pesada sem ter qualquer garantia de que o método funciona. Uma vez que
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hé indicios de que a metodologia é promissora, ai sim a generalizagao para sistemas mais

complexos é encorajada.

Além de desenvolver um método de primeiros principios many-body, exploramos,
nesta tese, a aplicacao do PVS para um potencial espalhador. Consideramos dois niveis
de aproximacao para o potencial: o estatico e o com correlacao-polarizacao modelo. Ao
contrario do caso com rearranjo, a solugao da equagao de LS para espalhamento por
um potencial do tipo “single-body” & tnica. Por perder a caracteristica many-body do
problema, os calculos simplificam consideravelmente. No entanto, pode-se aprender muito
com essa iniciativa. E natural que os resultados obtidos por uma metodologia variacional
dependam da fungao tentativa (ou “ansatz”) usada, e essa dependéncia pode ser dificil
de visualizar. Por isso um potencial modelo foi de suma importancia nesta tese, pois
ele facilitou a compreensao de como o método funciona de fato e ajudou a criar uma
forte intuicao em relagao a base tentativa. Isso levou ao desenvolvimento de um esquema

simples para tratar as fungoes de base e gerar resultados confiaveis.

Por fim, essa tese é separada em duas partes principais. Comecamos explorando o
PVS para potencial modelo, e avancamos, na sequéncia, para o desenvolvimento do PVS

com rearranjo. Unidades atémicas sao usadas ao longo dessa tese, conforme o apéndice
A.
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2 PRINCIPIO VARIACIONAL DE SCHWINGER PARA UM
POTENCIAL ESPALHADOR

2.1 DEDUCAO DO FUNCIONAL DO PVS MULTICANAL

Para encontrar a expressao de trabalho do PVS multicanal, partimos da equagao de

Schrédinger na formulagao independente do tempo para um sistema positron-atomo:
(H+V) V)= EVy), (2.1)

onde H = Hy + H,;, sendo Hy o operador hamiltoniano de um poésitron livre e H,; o
operador hamiltoniano do alvo atéomico, k é o vetor de onda do positron inicial e F/ é a
energia total do sistema: ,

E=e+ %, (2.2)
com ¢, sendo a energia atomica no estado p (com = 1 para o estado fundamental do alvo).
Uma grande diferenga entre os problemas de espalhamento em relagao aos problemas de
estado ligado é que a energia total £/ é um dado de entrada. V' é o potencial de interacao
positron-alvo, composto pela interacao eletrostéatica entre o poésitron e as particulas que

compoem o alvo atdmico:

1

|z —r;|’

V=V(x;{r;}) =

(2.3)

2N

Z
-2
=1

onde x é um vetor que localiza o pésitron e r; ¢ um vetor que localiza o i-ésimo elétron
do alvo, que contém um total de Z elétrons. Para escrever o potencial acima, assumimos
que a origem do sistema de coordenadas esté sobre o niicleo do alvo, que se mantém fixo

durante todo o processo.
A eq. (2.1) pode ser escrita como uma equagao de LS (JOACHAIN, 1975):
Vi) = ¢k, 1) + GV W), (2.4)

onde G é o operador de Green e |¢g, 1) € a solugao homogeénea do sistema, obtida impondo
V' =0 na eq. de Schrédinger (2.1). Definimos:

|Ores 1) = 1) © [0 (2.5)

onde |¢g) representa a fungao de onda do positron incidente e |¢,) representa a fungao de

onda do atomo no estado eletronico u, o qual assumimos que se encontra inicialmente no
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estado fundamental, representado por p = 1. Projetando |¢g, 1) no espago, obtemos:

<$>{Ti}|¢kaﬂ> =¢k($)¢ﬂ(’l‘1,...,’l‘z), (2'6)

onde ¢p(x) é uma onda plana:
e'ik:.m

)= —F. 2.7
Qbk( ) (27T)3/2 ( )
O proximo passo é construir o operador de Green de forma apropriada. Para tanto,

usamos a equacao de operadores que define G:
(E-H)G=1 (2.8)

onde I é uma identidade. Para construir o operador de Green, usamos a relacao de

completeza, dada por:
1= [ @ low 1) . n. (2.9)
“w

E importante notar que a soma sobre o indice p inclui todos os estados do discreto e o
espectro do continuo do alvo. Portanto, deve ser interpretado como »;, =3, + [ de, onde
a primeira soma do lado direito cobre o espectro discreto, enquanto que o segundo termo
integra sobre o espectro do continuo (ECONOMOU, 2006). Substituindo na eq. (2.8),

obtemos:

G=(E-H)'Y [ w1} 1, 0w (2.10)

Como |¢g) € um auto estado do hamiltoniano do poésitron livre Hy e [¢),,) é um auto estado

do hamiltoniano atémica H,, temos que:

k2
H oo = (5 20w (2.11)
Logo, usando a energia total (2.2) e a relacdo acima, o operador de Green (2.10) toma a
forma: e 1) (1 D
1Pk ) AR PR
K 2 T 7
sendo: 2
k
EHE?_{_El_gN‘ (213)

No integrando da relagdo (2.12), podemos notar que a integral terd um polo em
k' = k,, e, por conta disso, a integral ndo é bem definida (ECONOMOU, 2006). Para

superar esta dificuldade, o operador de Green é reescrito usando um processo de limite
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para contornar o polo:

G® = lim Z/d?’k‘"qbk’ {1, ¢k’|’ (2.14)
e—0+ k’2 +ie

Ambos os limites laterais existem e obedecem a eq. (2.8), mas eles diferem entre si
(.e. GO = GO)). A interpretagao fisica de G(*) esta atrelada & condi¢ao de contorno
do problema de espalhamento. Se G(*) for usado, a solucdo representard um estado
de espalhamento “outgoing” (ondas esféricas que movem-se divergindo do potencial de
espalhamento), enquanto que o operador G(-) gera um estado de espalhamento “incoming”
(ondas esféricas que movem-se convergindo para potencial de espalhamento) (JOACHAIN,
1975). Essa é uma diferenga fundamental ao se trabalhar com a eq. de LS em relagao
a eq. de Schrodinger. Nesta tltima, a condicao de contorno de espalhamento é imposta
apos encontrar a solugao geral, ja no formalismo de LS a condi¢ao de contorno ja esta

embutida na forma do operador de Green usado.

Uma vez que o operador de Green é conhecido, damos o proximo passo para encon-
trar a expressao de trabalho basica do PVS multicanal. Comegamos multiplicando a eq.

de LS (2.4) por V, o que nos permite escrever uma eq. de LS modificada:
AW =V gy, 1), (2.15)

sendo
A® =V - VGE®V. (2.16)

Da teoria de espalhamento, sabemos que a amplitude de espalhamento eléstica na repre-
sentacao de momento linear, (ky|f|ki) = f(k¢, ki), pode ser calculada usando o estado
incoming ou o estado outgoing (JOACHAIN, 1975):

f kg ki) = =47 (1, 6p, [VIW)) = 47 (U [V, 1) (2.17)

Usando a relagao acima para a amplitude de espalhamento calculada a partir do estado

incoming e a eq. (2.15), encontramos que:
fky ki) = =4n (W] A |w L) (2.18)

Combinando as expressoes presentes em (2.17) e (2.18), um funcional da amplitude de

espalhamento é construido:
Fkg ki) = =472 [(1, 6 [VIUE)) + (W) Vign, 1) = (U)]AON) ] (219)

Este funcional é chamado de forma bilinear do PVS, uma vez que depende linearmente
das funcoes \IJS) e \IJ,(C;): f= f[\Ilgf), \I!S)]
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Tomando a variagdo de primeira ordem do estado de espalhamento (i.e. \I/,(:) -
\115:) +5\If§:)) na relagao (2.19) encontramos que § f = 0 se, e somente se, AT = A como
demonstrado no apéndice B. Esta é uma propriedade bastante importante, sendo que ela
assegura a estabilidade variacional do funcional (2.19). E facil mostrar que o operador
A®) definido na relagao (2.16) obedece essa propriedade, uma vez que G()* = GG ¢
Vr=V.

Uma vez que o funcional é conhecido, para seguir com o calculo, uma forma “tenta-
tiva” para o estado de espalhamento dever ser escolhida. Por conta disso, expandimos o

estado de espalhamento em uma base ortonormal:

i) = Za(i) (k) [pa) ® [1b5) Za(i)(k)b(aﬁ (2.20)

onde {aifﬁ)(k)} forma um conjunto de coeficientes variacionais a serem determinados.
Sendo assim, a base tentativa é composta pelo produto tensorial dos autoestados do alvo
(1g) com os orbitais de espalhamento do positron (¢,). Uma importante observagao é que
foi imposto que a dependéncia na energia do positron esta incorporada exclusivamente nos
coeficientes de expansao do estado de espalhamento, e nao nos orbitais de espalhamento
do positron. Como efeito pratico dessa forma de implementagao, o mesmo conjunto de

orbitais de espalhamento é usado para todas as energias consideradas.

Substituindo (2.20) no funcional (2.19) e impondo as relagoes que extremizam o

funcional (6f =0):
of __of

e B ') (2.21)
8ag;3) 8afx_ﬁ)*
calculamos os coeficientes {aiiﬁ)(k;)}:
(+)(k )= Z (A g0 (0 [V0k:: 1) (2.22)
al)" (k) = Z (A 06 (Brep 1V X0 ) (2.23)

onde A1 ¢ a inversa da matriz A(*), a qual é composta pelos elementos de matriz:

[A( )]aﬂ,M (Xoeﬁ|A(+)|X>\ ) (224)

Logo, usando os coeficientes (2.22) e (2.23), a fungao de onda (2.20) pode ser escrita como:

1TE) = S5 as) [A® g (0 VI, 1) (2.25)

af Ay

Finalmente, usando (2.25) e (2.17), a amplitude de espalhamento para uma transi¢ao
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eletronica 1 — p toma a forma préatica:

fl—»u(k;u kz) = —47° Z Z (/% ¢ku|V|Xaﬁ) [A(+)71]a,3,/\7 (X)\’Y|V|¢kiv 1> : (2'26)
af Ay

Das expressoes apresentadas acima, podemos notar que o verdadeiro desafio matematico
presente no PVS ¢ o calculo dos elementos de matriz [A™)],5. 0, € (Xony|V |k, 11). Uma vez
que os elementos de matriz sejam calculados, a fungao de onda (2.25) e a amplitude de
espalhamento (2.26) podem ser prontamente calculados. O fato dessa formulagao incluir
os estados excitados do alvo é o que torna o método multicanal, embora amplitudes de
espalhamento para rearranjo de particulas nao sejam descritas, de maneira alguma, nessa

formulagao.

E importante apontar, no entanto, que existe um problema de natureza computaci-
onal nas expressoes do PVS encontradas até aqui. Este problema se deve a soma infinita
sobre os estados do alvo presente no operador de Green (2.14). Para que os elementos
de matriz sejam corretamente estimados, um grande nimero de estados do discreto e a
integral sobre o espectro do continuo precisam ser levados em conta, e isso faz com que a
implementagao numérica do método seja nao factivel. Existe uma maneira de contornar
esse problema usando o formalismo do operador projecao, conforme realizado por Takat-
suka e McKoy (TAKATSUKA; MCKOY, 1981). Este formalismo sera discutido com mais

profundidade na formulacao do PVS com rearranjo.

2.2 O PVS PARA A APROXIMACQAO ESTATICA

Antes de recorrer ao formalismo de projecao, podemos contornar o problema da
soma no operador de Green invocando outras aproximacoes mais simples. Essas aproxi-
magoes, como sera demonstrado aqui, simplificam o método multicanal para uma formu-
lacao single-body. Essa simplificagao nos permite realizar estudos importantes em relagao
ao método, como por exemplo, analisar os efeitos das funcoes de base que descrevem os

orbitais de espalhamento do poésitron (fungoes ¢, ).

Iniciamos com a aproximagcao mais basica possivel: a aproximagao estéatica (AE).
Nessa aproximacao, é considerado que o alvo permanece no estado fundamental durante
todo o processo de interagao com o positron, excluindo a possibilidade de polarizagao do

alvo. Assim, o efeito pratico da AE na expansao da fun¢ao de onda (2.20) é:
W) = 3 a6” (k) [pa) ® 1) (2:27)

Fisicamente, a expressao acima traduz o fato de que excitagoes eletronicas ou distorgoes
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do alvo nao sao permitidas, pois o atomo sempre estard em seu estado fundamental

representado por ;.

A AE impacta, também, o operador de Green (2.14), uma vez que apenas o estado

fundamental do alvo ¢ levado em conta. Isto significa que (2.14) simplifica para:

GG = ) GS (] (2.28)

onde G(()i) ¢ o operador de Green para um positron livre:

G = lim / o A2 Ol (2.29)

E—>0+ ﬁ_ﬁize

Portanto, o problema da soma infinita do operador de Green (2.14) nao esta presente
quando a AE é invocada, como visto na relagdao (2.28). Na sequéncia, estudamos os

efeitos da AE nos elementos de matriz presentes no método. Sao eles:

I = (o] ® (|V]1) ®|o,), (2.30)
L = (pal® (i|AP|1) ® r) - (2.31)

Percebemos que o elemento de matriz:
V(@) = (¢ |[V (@; {ri})|¢n) (2.32)

é a definigdo do potencial estatico (BRANSDEN; JOACHAIN, 1983). Ou seja, Vy(x) =

Vi1(x), e por conta disso, usando (2.32) e (2.28), os elementos de matriz se tornam:

Il = (Soa|vst‘¢ki>7 (233)

L o= (] AS |02). (2.34)
com:

AP =y, —V,GEV,,. (2.35)

Com isso, os coeficientes na AE simplificam para:

al” (k;) = z LA ™ o (@Al Vatl ks (2.36)

$* (ky) = Z AP . (Dr s Vstlor) s (2.37)
e, com os coeficientes conhecidos, a fungao de onda do sistema pode ser reescrita como:

U (2, {r}) = F (@) ({ri}), (2.38)

sendo:
F{(x) = za“)(k)% (). (2.39)
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Por fim, a amplitude de espalhamento (2.26) na AE é dada por:
Furlbog ki) = =4m 30 3 (D Vatla) [AL o (alVarl ) (2.40)
a A

As simplificagoes que o PVS multicanal sofre, conforme demonstrado nas relagoes acima,
sao caracteristicas da transformacao de um problema many-body em um problema single-
body. Na pratica, resolver o problema na AE no PVS é equivalente a resolver a equagao

de Schrodinger considerando o potencial estatico:
k2
(Ho+ V() Fr(x) = ng(w), (2.41)
que pode ser transformado na eq. de LS:
[E) = 1ow) + GG Val 7). (2.42)

A vista disso, as expressoes do PVS na AE demonstradas nesta secdo podem, alternati-

vamente, serem derivadas diretamente da eq. de LS apresentada acima.

Uma detalhe importante é que as expressoes (2.41) e (2.42) nao sao restritas ao
célculo com o potencial estatico, mesmo que essa tenha sido a hipotese de trabalho as-
sumida. Na pratica, podemos considerar um potencial de espalhamento V(x) qualquer,

como, por exemplo, potenciais tipo pogo esférico ou Yukawa.

Para efetuar os célculos na AE o potencial estatico precisa ser previamente conhe-
cido. Assumindo inicialmente um sistema positron-H, o potencial de interagao eletrosta-

tico ¢ dado por:
1

1
= 2.4
V)=t (243
e, pela definicao do potencial estatico, temos que:
V(@) = (| V(z, r)|r) = f &y (r)V (e, m)ii(r). (2.44)

A funcao 11 (r) = (r|h1) representa o estado fundamental do H (¢1(7) = e™"/\/7). Desta
forma, resolvendo a integral, encontramos:

Va(a) = 2 (1 + 1) | (2.45)

T

Como esperado, o potencial estatico é totalmente repulsivo. Isso nao é uma exclusivi-
dade do potencial estético para positron-H, pois os potenciais estaticos para outros alvos

também serao sempre repulsivos, devido a forte repulsao do positron pelo nucleo.

Podemos ir além do calculo de espalhamento de poésitron por H e calcular o es-

palhamento de positron por atomos mais pesados, desde que o potencial estatico seja
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conhecido. Diferentemente do caso positron-H, o calculo do potencial estatico para ou-
tros dtomos nao apresenta solucao analitica e mesmo a solugao numérica é geralmente
dificil de realizar. Isto ocorre por conta do potencial de interagao eletrostatico depender
de todas as coordenadas eletronicas (V = V(x,71,...,77)) e a fungdo de onda do estado

fundamental 11 (71, ...,7z) nao apresentar solugdes na forma analitica.

No entanto, mesmo com essas dificuldades, ainda assim podemos aplicar a metodo-
logia facilmente assumindo um potencial estatico ajustavel, que toma a seguinte forma
geral:

CE——
Va(x) = Z AiW, (2.46)
i=1
onde A;, a; e (; sdo parametros. A vantagem de utilizar essa forma de potencial é a
possibilidade de estudar a combinacao de diversos tipos de potenciais sem dificultar o
calculo dos elementos de matriz, como serd mostrado mais adiante. Podemos, ainda,
calcular o espalhamento de poésitrons na AE para qualquer alvo atomico de Z=1 até 92,
uma vez que os parametros para esses alvos ja foram reportados por Salvat et al. (1987).
Como exemplo, além de positron-H, resultados para positron-Kr (cripténio) na AE serao
também discutidos nesta tese. O valores usados para os parametros de (2.46) sao listados
na tabela 2 para os alvos de hidrogénio (potencial estético exato) e Kr (potencial estatico

ajustado usando combinagoes de potenciais de Yukawa).

Tabela 2 — Parametros para a descrigao do potencial estatico usando a forma geral (2.46).
Para positron-H o potencial estatico é exato e é dado por (2.45), para positron-Ar (argo-
nio) e para positron-Kr conforme reportado em Salvat et al. (1987).

Ay Ay As Q Qo a3 B B2 B
H |1 1 - 2 2 - 1 0 -
Ar | 2,191 -2,285 1,094 | 5,547 4,569 2,045 | 1 1 1
Kr | 15,84 20,92 - 9914 1,883 - 1 1 -

2.3 APROXIMACAO COM POLARIZACAO MODELO

Usando a formulacao descrita na secao 2.2 podemos estender o potencial para incluir
efeitos da polarizagao no calculo usando um potencial modelo. O fundamento teérico para
a inclusao do potencial de polarizacao modelo no PVS encontra-se no fato de que é possivel

reescrever a equagao de Schrodinger como:

(Ho + Vop(x)) Fr(x) = %QF,C(:I:), (2.47)
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onde o potencial efetivo V,,:, chamado normalmente de potencial ¢ptico, ¢ determinado
via teoria da pertubagdo (BRANSDEN; JOACHAIN, 1983):

VOPt(w) = Vst(m) + Vpol(w)u (248)

sendo que o potencial de polarizagdo V. (x) é dado por:

Z ’ (¢1|V($a {Tz})hpa) ‘2 . (249)

a*l €1~ Ea

Vpol(w) =

A soma na expressao acima inclui tanto os estados ligados do alvo quanto os estados
do continuo, o que torna o calculo de uma forma exata do potencial invidvel. A forma
assintotica para x — oo, no entanto, pode ser calculado (veja Bransden e Joachain (1983)

para mais detalhes):
Qg

274’

onde oy é a polarizabilidade dipolar do alvo. E necessério, entretanto, conhecer o potencial

(2.50)

Vpol(w —> OO) - —

de polarizagao para todo o espago para podermos usar as expressoes do PVS. Por conta

disso, faz-se necessario a utilizagao de um potencial de polarizacao modelo, com a forma:

Vpar () = —;—;fc(x/rc), (2.51)

onde f.(x/r.) é a fungdo de corte com o raio de corte r. sendo um parametro ajusta-
vel. A forma analitica de f.(z/r.) pode ser sugerida livremente, desde que respeite duas
condigoes: f.(x — 0) = 0, para evitar divergéncias e f.(x - o0) = 1, para garantir que o
potencial de polarizagao assuma sua forma assintotica. O parametro ajustavel r. é fixado
a fim de descrever algum resultado ja conhecido, seja experimental ou proveniente de
calculos de primeiros principios. Embora o potencial acima seja chamado de potencial
de polarizacao nesta tese, ¢ importante observar que ele descreve também as correlagoes
de curto alcance por meio da funcao de corte e, por conta disso, ele pode ser também

chamado de potencial de correlagao-polarizacao.

Muitas formas para a fungao de corte ja foram propostas para a interagao positron-
atomo. Dentre elas, temos por exemplo a fungao de corte que gera o potencial de polari-

zagao de Buckingham (1937):
1

a fungao de corte como aplicada por Mitroy e Ivanov (2002):

fe(z[re) = (2.52)

Fo(@fre) = (1= e, (2.53)
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bem como a fungao de corte sugerida por Gianturco e Thompson (1976):

felafre) = (1=ere)s. (2.54)

Na pratica, podemos estudar o potencial de polarizacao considerando qualquer uma das
funcoes de corte listadas acima. No entanto, nesta tese, focamos no potencial com a
fungao de corte tipo Gianturco-Thompson (2.54). A principal razao para essa escolha é
que existem solugoes analiticas para os elementos de matriz quando esse potencial é con-
siderado. Solugoes analiticas sao desejaveis para evitar dificuldades atreladas as solucoes
numéricas de integrais, principalmente para integrais cujo o integrando contém fungoes

oscilantes.

Por fim, as expressoes do PVS para o potencial 6ptico podem ser obtidas simples-

mente fazendo Vs — Vo na secao 2.2, obtendo:

)(ki) Z A(();)? ! a)\ @A'Voptkbk ) (255)
al7" (k) = Z [AS) ™ Tna (Dr, [Voptlion) (2.56)

sendo:
AL =Vt () = Vit () G5 Vo (). (2.57)

Por fim, a amplitude de espalhamento fica:

fo (kg ;) = =472 Y ; (D1ey Vorr (@) 0a) [AST o (02 Vo () |0k, ) - (2.58)

2.4 FUNCOES DE BASE

Tao importante como a teoria é o conjunto de base no qual a fungao de onda é ex-
pandida. Este tema ¢ de grande preocupagao em aplicagoes de métodos variacionais. Em
alguns trabalhos do SMC, por exemplo, o conjunto de func¢oes Gaussianas que compoem
a base é testado analisando sua capacidade de descrever uma onda plana na primeira
aproximacao de Born (ARRETCHE; LIMA, 2006; SEIDEL et al., 2018; BARP et al., 2018). No
método da matriz R, o conjunto de base é encontrado usando um programa computa-
cional que otimiza orbitais tipo Gaussianas esféricas para descrever funcoes de Bessel e
Coulomb para uma dada regiao do espago (FAURE et al., 2002; GORFINKIEL; TENNYSON,
2005).

Portanto, uma importante escolha que devemos fazer no PVS é a forma das fungoes

da base @, () que serd usada para expandir a fun¢ao de onda do positron. Na prética,
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podemos escolher qualquer forma para tais fungoes, sendo elas ortonormais entre si ou
nao. Na literatura, é comum escolher fung¢oes Gaussianas, uma vez que elas simplificam
as integrais devido a propriedade de que o produto de varias fungoes Gaussianas pode
ser reescrito como uma unica funcao Gaussiana com o centro deslocado!. A principal
desvantagem em usar Gaussianas é que, para ter resultados razoaveis, muitas fungoes sao
necessarias. Além disso, tais fungoes sao incapazes de descrever corretamente o cuspide,
se comparadas com fungoes de Slater. As fungdes de Slater (STO, do inglés Slater-
type orbitals) possuem uma forma funcional oc 7 1e=% e em tese, sdo mais apropriadas
para célculos de quimica quantica. No entanto, diferentemente do caso das Gaussianas, a
maior parte das integrais obtidas nao possuirao solucoes analiticas, e, portanto, devem ser
estimadas numericamente. Métodos numéricos para estimar integrais tornam o calculo
muito custoso do ponto de vista computacional, o que explica a preferéncia na base

Gaussiana da maioria dos trabalhos presentes na literatura.

Nesta tese, vamos considerar as autofunc¢oes do tipo d4tomo de H como base. Na
pratica, estas autofungdes sao nada mais que combinagoes de STOs. Assim sendo, evi-
tamos o problema do cuspide e podemos analisar a dependéncia dos resultados na base
de maneira mais concreta e ilustrativa. A forma explicita da funcao de base usada neste
trabalho é:

Caznim () = R (2) Y (2), (2.59)

onde Y}, ¢ um harmonico esférico, com & = (6,,¢,). A funcdo RY (x) tem a forma da

solucao radial do 4tomo de H, mas com um fator de escala ¢ introduzido:

sendo L{ (x) os polinomios de Laguerre generalizados. O fator de escala é formalmente

introduzido considerando um raio de Bohr efetivo, dado por af = gag. O objetivo de
incluir esse fator de escala é controlar o alcance das fungoes de base. Como pode ser
notado na expressao acima, o termo e %/9" ¢ o termo determinante para estabelecer o
alcance da fungao. Logo, quanto menor o valor de g, menor é o alcance da fun¢ao, uma

vez que e~ tende rapidamente a zero para a grande.

Uma discussao importante é que a escolha de um conjunto de base composto por
fungoes que descrevem um estado ligado para expandir o positron pode parecer contra-
intuitivo. No entanto, esta escolha é justificada observando que todos os elementos de
matriz presentes no método possuem o potencial V() no integrando, como pode ser

observado nas relagdes (2.57) e (2.58). Este potencial tende rapidamente a zero, e faz com

LA quimica quéntica agradece, pois é gracas a essa propriedade que é possivel realizar célculos com
moléculas.
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que o integrando de todas as integrais também tenda a zero. Como um exemplo didatico

para ilustrar as implicacoes disso, supomos:

szooodm?jl(kx)vopt(x), (2.61)

onde 7;(y) é uma funcao esférica de Bessel de ordem [. Esse tipo de integral é comum,
por exemplo, ao tratar o problema de espalhamento na Primeira Aproximacgao de Born
(PAB), onde assume-se que a fungao de onda do sistema é uma onda plana. Como o

potencial tende a zero para x grande, a integral acima pode ser estimada pela expressao:

IN/ " dza? (k) Vo (), (2.62)
0

onde ,,,, representa um valor real, no qual o integrando ja estd muito proximo de zero
e deixa de contribuir significativamente para I. Isso faz com que a forma assintotica da
funcao esférica de Bessel também nao seja importante para estimar o valor da integral,
pois s6 precisamos dela para x < x,,,,. Agora, assumimos que a integral I envolva também

a fungao de onda radial do sistema poésitron-atomo ngg (z):

Tmazx
I~ fo 132, (kz) Vo (2) F) (@), (2.63)
onde Fr(;rd) (z) é limitada superiormente. Novamente, s6 precisamos conhecer a funcao de
onda radial para x < x,,,, para estimar a integral corretamente. Essa situagao ocorre com
todos os elementos de matriz do método, e isso implica que a fungdo de onda do positron

precisa ser bem descrita somente na regiao em que o potencial 6ptico é nao-negligenciavel.

Essa propriedade é de extrema importancia, pois permite justamente que a funcao
de onda seja expandida em uma base finita composta por func¢oes do tipo quadrado-
integravel L2, pois sua forma assintotica nao influéncia o valor das integrais. Isso ¢é
uma grande vantagem frente a outros métodos baseados na eq. de Schrodinger. E uma
consequéncia de trabalhar com a equagao de LS, onde as condigdes de contorno ja estao

incorporadas nas funcoes de Green G(+) e G().

A descricao da funcao de onda do sistema justifica, também, o fator de escala in-
cluido na funcao de base (2.60), pois as fungbes que compoem a base precisam cobrir
principalmente o espaco limitado por x < Z,,4., onde z,,.. € obtido conforme o alcance do
integrando da integral em questao. O calculo dos elementos de matriz usando as fungoes

de base descritas aqui sao apresentados com detalhes no apéndice C.
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2.5 CRITERIO DE AVALIACGAO DE BASE

O PVS, tal como qualquer outra metodologia variacional, depende do conjunto da
base escolhido para expandir a fungao de onda, e esta dependéncia nao é facil de avaliar.
Por conta disso, é de grande importancia desenvolver um critério claro e auto-consistente

capaz de permitir a avaliacao da qualidade do conjunto de base.

Neste sentido, nessa tese, sugerimos um critério simples. Considerando o problema

de espalhamento por um potencial simples, o PVS resolve a eq. de LS:
IFS) = ) + GV, |[FHY | (2.64)

que, projetada no espaco, fica:

FO () = dr() + f PG (@, )W () FL (), (2.65)
onde:
F (@) = Yl (k)i (), (2.66)

é calculado no PVS com um fator de escala g, conforme descrito nas segoes anteriores.
Para avaliar se a base ¢, estda descrevendo a funcao de onda apropriadamente, basta
testar se esta respeita a eq. de LS (2.65) para x < x,,4,. Assim, substituindo na eq. de

LS, podemos definir o critério:

AI(k,x)

> a0 [ a@) - [ P0G @ e Wl )@
bu(x). (2.67)

A interpretagao fisica do critério, representado pela fungdo A9(k,x) definida acima, é
bastante simples e direta. Assumindo, em um cenario nao realistico, que a fungao de onda
encontrada via PVS é exata, entdao A9(k,x) = 0, o que significa que a solugdo obedece
a equacao de LS para todos os valores de x. No cenério real, no entanto, por conta das
imperfei¢oes da base, AI(k,x) varia em torno de 0, e nos revela em quais valores de x a
funcao de onda nao esta bem descrita para x < ,,.,. Dessa forma, conseguimos analisar
a qualidade da base na qual o poésitron é expandido. Como o fator de escala g foi incluido
nas fungoes de base, podemos testar e comparar A9(k, x) para diversos valores numeéricos
de g, a fim de encontrar o que minimiza o maximo possivel as variagoes de A9. Temos,
entao, a possibilidade de testar intimeras bases diferentes simplesmente alterando o valor
de g. Mais que isso, como sabemos o efeito de g na base, podemos direcionar o valor
numérico deste para melhorar a base nas regioes ao redor dos pontos mais problematicos

de x, conforme revelado pelo critério.
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O desenvolvimento do critério discutido nesta se¢ao é de grande importancia, pois
ajuda a resolver um dos problemas mais complicados do PVS que é a escolha da base.
Através do critério, podemos facilmente analisar a qualidade da base e, dessa forma,
a atestar a qualidade dos resultados. Até onde sabemos, essa ideia, mesmo que sendo
bastante simples, nunca foi explorada na literatura antes deste trabalho. De fato, é o
que garantiu uma publicacao, em conjunto com o orientador, no periddico internacional
“Journal of Physics B” (SEIDEL; ARRETCHE, 2022).

2.6 ALTERNATIVA PARA A FUNCAO TENTATIVA

Nessa segao, ¢ descrita uma forma alternativa de expandir a fungao de onda no PVS.
A razao para que esta forma diferente de expandir a fun¢ao de onda tenha sido explorada
nessa tese estd atrelada a um problema de base que encaramos no inicio do projeto.
Inicialmente, o plano original era expandir o positron usando as autofungoes do atomo de
H, similarmente ao exposto na se¢ao 2.4, porém sem considerar o fator de escala g. Nessa
formulacao, os resultados obtidos para o potencial estatico foram excelentes. Quando o
potencial de polarizagao modelo foi adicionado, no entanto, a base nao era mais capaz de
produzir os resultados esperados. Naquele momento, a ideia do critério descrito na segao
anterior nao tinha sido ainda concebida, e, portanto, nao existia um diagnostico claro do

que estava dando errado.

Apos algumas comparagoes dos resultados de positron-H com outros métodos, per-
cebemos que a funcao de onda correta para este sistema era muito proxima de uma onda
plana, apenas com pequenas distorgoes. Isso sugeriu que o problema poderia ser resolvido

incluindo uma onda plana na fungao tentativa (ansatz):
[E7) = 16x) + L057 (K) lpa) (2.68)

+ ~ . . . . . .
onde {b& )} sao os coeficientes variacionais a serem encontrados. Substituindo na forma

bilinear do funcional do PVS, obtemos os coeficientes:

(+)(k1,) Z f;;z ! Oc>\ @A'VoptG Vopt|¢ki>7 (269)

b( )*(k ) Z g;z? ! /\a ¢kf|VOptG V0pt|90>\>' (2-70)

Comparando os coeficientes acima com (2.55) e (2.56) notamos que a diferenca esta no
elemento de matriz do “numerador”. De fato, nessa formulacao este elemento de matriz

se torna muito mais dificil de ser estimado, uma vez que envolveréa a funcao de Green. A
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amplitude de espalhamento, nesse caso, é:
Flheg k) = F742 (kg ki) = 4 00 (ha) (0l ). (2.71)

onde fPAB(kys, k;) ¢ a amplitude de espalhamento na Primeira Aproximagao de Born
(PAB). Essa formulagao é interessante, pois, na pratica, a amplitude de espalhamento na
PAB deve ser calculado a parte, enquanto que o PVS calcula a contribui¢ao das ordens
superiores da série de Born (JOACHAIN, 1975).

Apesar das dificuldades de estimar os elementos de matriz em questao, resultados
foram obtidos nessa formulagao e fazem parte da publica¢do (SEIDEL; ARRETCHE, 2022).

Estes serao discutidos na secao 3.2.

2.7 PRIMEIRA APROXIMACAO DE BORN

Na PAB, assume-se que a funcao de onda do poésitron nao sofreu pertubacao por
conta do potencial espalhador, ou seja, matematicamente |\Il,(;)> = |¢kf, 1), de forma que

a amplitude de espalhamento fica:
fPAB(kfuk’i) = _47T2<17¢kf|v|¢ki71>' (272)

Em geral, a PAB é uma aproximacao adequada para energias altas £ >> 1. No entanto,
mesmo em baixas energias a aproximacao sera util no contexto deste trabalho, conforme

discutido na secao anterior.
Assumindo que (¢1|V]1)1) = Vope(x) em (2.72), teremos:

fPAB (kg k;) = fLAP (K k) + fL08 (kg k), (2.73)

pol

com.:
FXAP (kg k;) = =47 (G, [Vx (@) |¢x,) (2.74)

sendo que X = st para o potencial estatico e (X = pol) para o potencial de polarizagao
(X =pol). A amplitude de espalhamento para o potencial estatico na PAB do sistema
positron-H é resolvido como exemplo na segao 19.5 do livro do JOACHAIN (1975):

k2sin® (0/2) + 2

A -
fu P (h,0) = 2(k2sin? (0/2) +1)?

(2.75)

Jé& a solugao para o potencial de polarizagao com a fungao de corte de Gianturco-

Thompson (2.54) é relativamente mais dificil. Neste caso, apos integracao angular, ficamos
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com:
pol

FEAB(E,6) = ag [ fC“t(‘U/“) Jo(A(0)z)da (2.76)

com A(0) = 2ksin (0/2). A integral encontrada na expressao acima é encontrada, também,
no elemento de matriz (pa|Vpo(x)|¢r) €, por conta disso, sua solugdo ¢ demonstrada em

detalhes no apéndice C (mais precisamente a partir da equagao (C.22) ). Assim, obtemos:

FEAB(k,0) = 42‘2‘0) g(-m(i){mw)%m(j—; +A2(9))

\? iA(0)
- 0)| A 2.77
(-2 an ( SiA0) 270
onde Arg(z) é o argumento do niimero complexo z.

Um importante resultado é o valor da amplitude de espalhamento no limite em que
k — 0, uma vez que permitirda calcular o comprimento de espalhamento. Da expressao
acima, chegamos em:

lim £247 (1, 0) ~ 0, 522824 (2.78)

[

onde usamos (apenas utilizando propriedades de In):
6 6
Z(—l)’\()\))\ln (A) =6(26In2-91n3 -5In5) ~ 0,5228. (2.79)
X=0

Portanto, considerando ambos os potenciais, calculamos o comprimento de espalhamento
usando sua definicdo (JOACHAIN, 1975):

APAB = - lim fPAB(k,0)~1-0 52287 (2.80)

PAB ( ) PAB

Por fim, uma vez que as amplitudes f; € ool

(0) sao conhecidas, podemos

calcular a secao de choque na PAB.

2.8 IMPLEMENTACAO NUMERICA DO PVS

Para a implementacao do calculo da amplitude de espalhamento, é 1util escrever a

relagao (2.58) como o produto de trés matrizes:

Jou(kg ki) = —4n2S] [AG)] " Sk, (2.81)

opt
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coml:

<901|V0pt|¢k>

<¢2|V0pt|¢k>

Sk = , (2.82)

(¢j|vopt|¢k>

. o, . ~ . +)7_ .
onde j representa a j-ésima func¢do de base considerada, e [A(()pg ]! sendo a inversa da

matriz quadrada:
(i A5 ler) - (alAG)le)
L _ (el Alen) - (el AG )

opt

(2.83)

)
(ildgller) - {eslAglles)
Portanto, uma vez que as solugoes dos elementos de matriz sao conhecidas, o procedimento

para calcular a amplitude de espalhamento é direto usando (2.81). A implementagao, no
(+)

opt
produzir resultados insatisfatorios. Problemas podem aparecer se uma, ou mais, linhas da

entanto, precisa ser realizada com cautela, caso contrario a inversao de matriz A_ . pode

matriz A§;3 possuirem valores muito proximos a zero, causando o determinante da mesma
a também se aproximar de zero. Neste caso, é dito que a matriz é “mal-condicionada” e o
método numérico que inverte a matriz pode falhar, gerando valores distantes dos valores
corretos. Para lidar com isso, o método de Decomposi¢ao em Valores Singulares (DVS)
para inversao de matriz é adotado (PRESS et al., 1992). No DVS, a matriz a ser invertida

é decomposta em um produto de outras trés matrizes:
AW =WV, (2.84)

onde W é uma matriz diagonal contendo os valores singulares w;. U e V sao matrizes

unitarias. A matriz inversa é, portanto, calculada via:
[AD] = vIv-iUt, (2.85)

com W~ sendo uma matriz também diagonal composta pela inversa dos valores singulares
1/w;. A partir desses valores, podemos definir o nimero de “condicionamento” da matriz
A

C' = max(w;)/ min(w;). (2.86)

Este niimero é importante para fixar um critério para determinar se a matriz é “bem-
condicionada” ou “mal-condicionada”. Em geral, a matriz é “mal-condicionada” se o reci-
proco do valor de C' for da ordem da precisao de “float-point” do computador (PRESS et
al.,, 1992). Para “single precision”, este valor é 1076, enquanto que, para “double precision”,

o valor é de 1012,

No caso em que a matriz é bem-condicionada, a expressao (2.85) pode ser aplicada
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diretamente. Se a matriz é mal-condicionada, entretanto, a expressao (2.85) nao ¢ nume-
ricamente estavel. Podemos tratar esse problema usando a técnica da Pseudoinversa (PI)
. A PI ¢, formalmente, definida simplesmente mudando os valores 1/w; = co para 0 na
matriz W1 (PRESS et al., 1992). Esta nova matriz ¢ chamada de W' para diferencia-la

da inversa verdadeira. Logo, a matriz PI fica:
[A*],h = VWU, (2.87)

Embora este procedimento pareca drastico, pode ser provado que a PI é a matriz que

minimiza o nimero residual » (PRESS et al., 1992), definido por:
r=|A%z -, (2.88)

com:

= [AT];'. (2.89)

O efeito pratico de usar a PI no céalculo é eliminar automaticamente a funcao de base que

esta causando a dependéncia linear na matriz (det[ A(9)] ~ 0).

Uma vez que a amplitude de espalhamento é obtida, devemos calcular a secao de
choque. Da maneira mais geral, uma grade angular precisa ser definida para integrar

numericamente a relacao da secao de choque total com a amplitude de espalhamento:
vy 2
o(k) =L [ d0lf(k,0)P, (2.90)
Vi

com v; e vy sendo a velocidade inicial da particula incidente e vy a velocidade final da
particula espalhada (v; = vy para espalhamento elastico) dS2 = sinfdfd¢, com 6 sendo o
angulo entre k; = k¢ se definirmos k; = k2. Para evitar a integracao numérica na grade
radial, no entanto, podemos explorar o fato de que para problemas com simetria esférica,
como espalhamento de poésitron por atomo, a amplitude de espalhamento pode ser escrita

comao:

£(k,0) = 2]‘1(@3(0089), (2.91)

que substituindo em (2.90) leva a:

dngmw) (2.92)

com: 4

v ’Uf 2
—|fi(k)|*. 2.93

a1 k) (2.03)

Portanto, na implementagao numérica, podemos rodar o programa para € = 0 para cada

O'l(k) =

valor de [ individualmente para obter fj(k). Isso elimina completamente a necessidade de

definir uma grade angular, e o célculo se torna muito mais rapido e direto.
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Outra maneira de calcular a se¢ao de choque total é fazendo uso do teorema 6ptico
TO (JOACHAIN, 1975):

o (k) = %Im{f(k, 0=0)). (2.94)

O parametro de aniquilagao, Z.;s(k) também pode ser calculado usando o PVS.
Para tanto, utilizamos a expressao para parametro de aniquilagao no regime de energias
nao relativisticas para um sistema positron-atomo (FRASER, 1968; GRIBAKIN, 2000):

2% [y (®) (+)
Zeyy(k)=N Z (U7 ]6(x =) [V,7), (2.95)
i=1
onde 0(x—r;) é chamado de operador contato, Z é o namero de elétrons do atomo, e, por
fim N = (27)3/2 ¢ um fator que cancela a normalizacao da onda plana usada nesta tese.
A razao para a necessidade deste fator é que, no limite assintotico de x — oo, a funcao de

onda do sistema deve ser dada por:

Ui(ry, ...,z ) 2Py (7e, ..., 7))k (2.96)

sendo que v, representa a fungao de onda do atomo e a onda plana é normalizada afim
de corresponder a densidade de um pésitron por unidade de volume (FRASER, 1968), o
que é respeitado pelo termo e pois |e?**|? = 1. Por consequéncia disso, como usamos
dr(x) = e*®[(27)3/2, a expressdo do Z.s; precisa ser multiplicado por N? = (27)3 para
cancelar esse fator e obter a densidade de um pésitron por unidade de volume no limite
assintotico. Este fator N garante também que na primeira aproximacao de Born, onde

|\I/,(f)) — |tho) ® |pr) 0 pardmetro de aniquilagio (2.95) resulte em:
Zeys(k) = f Erpu(r) = Z, (2.97)

onde usamos que Y2, (1a|6(2 — 73)[t0a) = par(x), com pe(z) sendo a densidade eletronica
do atomo (SZABO; OSTLUND, 2012).
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3 RESULTADOS PARA ESPALHAMENTO POR POTENCIAL

3.1 RESULTADOS NA APROXIMAGAO ESTATICA

Uma vez que usamos as autofungoes do atomo de hidrogénio (g = 1) como fungdes
de base, definimos a seguinte nomenclatura para ajudar a apresentar os resultados na AE:
N s significa que N funcgoes de base com [ = 0 em ordem ascendente a partir do menor n
sao considerados (n = 1,..., N, neste caso). Np e Nd indicam o mesmo, mas para [ =1 e
[ = 2 respectivamente (0 menor n possivel é n =2 para p e n = 3 para d). Combinagoes de
todos os tipos, expressadas como NsMpKd, também sao possiveis, sendo que o niimero

total de funcoes de base consideradas é a soma de N,M e K.

A fig. 1 apresenta a Segao de Choque Elastica (SCE) para o espalhamento positron-
H na AE usando a PAB e a Primeira Aproximacao de Born na Base (BSBA, to termo em
inglés Basis Set Born Approzimation). A BSBA é obtida impondo Géi) =0 no PVS, de
forma que as fungoes de base serao combinadas para descrever uma onda plana. Ao com-
parar o resultado obtido via BSBA (curva sélida) com o resultado exato da PAB (curva
tracejada), calculado na se¢ao 2.7, observamos que ambos estdao bem convergidos entre
si. Fisicamente, isso nos permite afirmar que a expansao da funcao de onda utilizada no
PVS descreve com boa precisao uma onda plana dentro do alcance do potencial estatico:
Fr(x)Vs(x) » ¢p(x)Va(x). Notamos ainda que este resultado foi obtido utilizando ape-
nas trés fungoes de base para cada [ considerado (I =0,1=1 el = 2) e, ainda assim, a

concordancia com o resultado exato é evidente em todo o regime de energia analisado.

Uma vez que os resultados dentro da BSBA se mostraram bastante satisfatorios,
seguimos para a discussao dos resultados considerando a func¢ao de Green no célculo.
Para verificar a validade dos resultados obtidos via PVS na AE, comparamos com os
resultados reportados por Burke e Smith (1962). A primeira grandeza que comparamos é
o comprimento de espalhamento. O comprimento de espalhamento A pode ser calculado
através de sua definicdo (JOACHAIN, 1975):

A= -1lim f(k), (3.1)

Considerando um conjunto de base 3s, encontramos A = 0,580 ag, que é, de fato, um
valor bastante proximo de 0,582 ag reportado por Burke e Smith (1962). A segunda
grandeza que comparamos sao os deslocamentos de fase, extraidos a partir da amplitude
de espalhamento (veja o capitulo 4 de JOACHAIN (1975)). Como mostra a tabela 3, os
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Figura 1 — SCE na PAB e na BSBA em funcao de k na AE para poésitron-H. Curva
tracejada: resultado exato da PAB. Curva soélida: resultado obtido pelo PVS na BSBA.
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valores encontrados em nosso trabalho estao muito proximos dos reportados por Burke
e Smith (1962). Tais comparagoes nos dao confianca de que o PVS estd devidamente

implementado e produzindo resultados confiaveis.

Tabela 3 — Deslocamento de fase para positron-H na AE. a indica os resultados deste
trabalho, calculados usando um conjunto de base 3s3p3d. b indica os resultados reportados
por Burke e Smith (1962).

k2 d1=0 01-1 01=2
0,01 a -0,0577 - -
b -0,0580 - -
0,16 a -0,2170 -0,0120 -0,0005
b -0,2181 -0,0121 -0,0005
0,64 a -0,3745 -0,0577 -0,0081
b -0,3713 -0,0584 -0,0082

Na fig. 2, comparamos a SCE considerando diferentes niimeros de bases tipo s
para testar o nimero de condicionamento (definido pela relagao (2.86)) da matriz A(+). O
resultado representado por circulos foi obtido usando uma base 4s, e o reciproco do niimero
condicional apresentou valores abaixo de 107! para todo k, sendo, portanto, uma matriz
bem-condicionada. Incluindo uma funcdo de base a mais (5s), a matriz torna-se mal-
condicionada, apresentando valores de C~! variando entre 10712 e 10713, Mesmo nesta
situagao os resultados parecem consistentes, possuindo apenas uma pequena estrutura
espuria em k ~ 0,15a;5', como mostra a curva solida. Considerando uma base 6s, o

valor de C~! fica entre 1071 e 10718, e o resultado obtido por integracao direta apresenta
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diversas estruturas ndo fisicas (curva tracejada). Se a se¢do de choque for calculada
usando o teorema Optico (curva ponto-trago), no entanto, o resultado fica em acordo com
o obtido usando uma base 4s. Isso mostra que a parte real da amplitude de espalhamento
é a mais afetada pelo erro numérico gerado pela inversao da matriz mal-condicionada.
A curva pontilhada é similar & curva tracejada, utilizando, porém, a Pseudoinversa (PI)
(2.87) ao invés da inversa real. Como discutido no segao 2.8, a PI elimina as fungdes de
base que causam a matriz A(+) ser mal-condicionada. Portanto, o resultado usando a PI

é equivalente ao obtido considerando uma base 4s.

Figura 2 — SCE para [ = 0 em funcao de k para positron-H. Circulos: resultado para um
conjunto de base 4s. Curva solida: mesmo que circulos, mas para uma base 5s. Curva
tracejada: mesmo que circulo, mas para uma base 6s. Curva ponto-traco: resultado para
65 obtido usando o teorema 6ptico (TO). Curva pontilhada: mesmo que a curva tracejada,
mas usando a pseudoinversa (PI).
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A fig. 3 apresenta a SCE decomposta em contribui¢oes de ondas parciais. O prop6-
sito desta figura é observar como a SCE para cada onda parcial converge com o ntmero
de fungoes de base consideradas. Em geral, encontramos que para [ = 0 (painel (a)), [ =1
(painel (b)), e I =2 (painel (c)), apenas trés fungoes de base ja sao suficientes para atin-
gir a convergéncia dos resultados. Isto nos leva a concluir que as autofungoes do atomo
de H sao capazes de expandir a funcao de onda de espalhamento com boa precisao na
regiao onde o potencial estético é nao negligenciavel. No painel (d), a SCE somada é mos-
trada usando um conjunto de base 1slpld (curva ponto-trago), 2s2p2d (curva tracejada)
e 353p3d (curva solida). E evidente que a base 1s1pld ndo é suficiente para convergéncia.
A 2s2p2d, por outro lado, apresenta um resultado quase préximo do convergido, enquanto

que 3s3p3d pode ser considerado a base ideal na AE.
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Figura 3 — Painel (a): SCE gerada pela onda parcial [ = 0 para positron-H, obtida usando
uma base 2s (curva solida), 3s (curva tracejada) e 4s (curva pontilhada). Painel (b): o
mesmo que (a), mas para [ = 1. Painel (c): o mesmo que (a), mas para [ = 2. Painel (d):
Secao de choque total gerada considerando as ondas parciais [ =1,2 e 3.
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Na fig. 4 é mostrado os resultados para espalhamento de poésitron por dtomo de Kr
usando os parametros do potencial estatico conforme a tabela 2. Embora a contribuicao
da onda parcial [ = 0 (curva tracejada) seja a dominante, a gerada pela onda parcial
[ =1 (curva ponto-trago) tem um papel importante para valores de k maiores que »
0,3 ag'. A contribui¢do de [ = 2, por outro lado, ¢ praticamente negligenciavel (curva
pontilhada). A SCE somada (curva solida), calculada usando um conjunto de base 3s3p3d,
é comparada com o resultado reportado por Arretche et al. (2019) (circulos), obtido por
integracao numérica direta da equacao de Schrodinger. O acordo entre os resultados é
evidente, mostrando que, de fato, a expansao da funcao de onda de espalhamento em
um conjunto autofungoes do atomo de hidrogénio produz bons resultados para diferentes

tipos de potenciais estaticos.

A fig. 5 traz o parametro de aniquilacao Z.sy decomposto em contribuigoes das
ondas parciais [ =0, [ =1 e [ = 2 para positron-H na AE. Todos os resultados do PVS
foram obtidos usando trés vetores de base para cada onda parcial. Os resultados sao
comparados com os reportados por Ryzhikh e Mitroy (2000) na AE, que foram obtidos
usando o formalismo de acoplamento forte (Close-Coupling). Os resultados gerados pelo
PVS estao em completo acordo com os gerados pelo CC. Desta forma, concluimos que o

PVS aplicado utilizando uma base tentativa de autofun¢des do H produz bons resultados
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Figura 4 — SCE para positron-Kr na AE. Curva tracejada: gerada por [ = 0; Curva ponto-
trago: mesmo que a curva tracejada, mas para [ = 1; Curva pontilhada: mesmo que a
tracejada, mas para [ = 2; Curva solida: SCE somada, com as contribuicoes de [ =0,1 e
2; Circulos: resultados para positron-Kr na AE reportados por Arretche et al. (2019).
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Figura 5 — Parametro de aniquilacao para poésitron-hidrogénio. Curva soélida, tracejada
e ponto-traco: Z.ss calculado via PVS gerado por [ =0, [ =1 e [ = 2 respectivamente;
Circulo, quadrado e triangulo: Z.;; obtido via Close-Coupling (CC) paral=0,l=1¢
[ = 2 respectivamente (RYZHIKH; MITROY, 2000).
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3.2 RESULTADOS NA APROXIMACAO COM POLARIZACAO

Todos os resultados apresentados nesta segao sdo para [ = 0 (onda parcial S). A
razao para fixar este valor do momento angular do poésitron é devido ao fato de que as
conclusoes para [ = 0 sao, também, validas para [ > 0. Dessa forma, evitamos figuras e

discussoes repetitivas.

Desenvolvemos aqui uma nomenclatura 1til para apresentar os resultados e a discus-
sao de maneira mais eficiente. Primeiro, dois tipos de fungoes tentativa diferentes foram

desenvolvidas e testadas. Temos a funcao tentativa dada pela expansao:
F(x) = Y al? (k) (), (3.2)

conforme desenvolvido na secao 2.2. Denominamos essa forma de A. Temos também a

forma alternativa:

F (@) = o) + Y05 (k) (), (3.3)

conforme desenvolvido da secao 2.6. Esta sera denominada de B.

Ambas as expansoes A e B dependem do fator de escala g. Portanto definimos a
nomenclatura Xg, onde X = {A, B} e g especifica o fator de escala usado para gerar
os resultados. Todos os resultados nessa se¢ao convergiram usando 12 fungoes de base,
definidas na se¢ao 2.4, em ordem crescente de n, para [ = 0. Portanto, como um exemplo,
a nomenclatura B0,1 significa que a fung¢do tentativa (3.3) foi usada, considerando 12

fungoes de base com o fator de escala g =0, 1.

Por fim, os resultados obtidos no PVS serao comparados com os obtidos por Integra-
¢ao Direta (ID) da eq. de Schrodinger, similarmente ao realizado no trabalho de Arretche
et al. (2019). Os resultados obtidos via ID servem como uma referéncia, que nos ajuda a

avaliar se o PVS esta gerando resultados dentro do esperado.

Resultados serao reportados para poésitron-H e positron-Ar nesta se¢ao. Os valores
da polarizabilidade dipolar usados sao «y = 4,50 a3 para atomo de H e oy = 11,07 a3 para
o atomo de Ar (MILLER; BEDERSON, 1978). O parametro r. é ajustado para reproduzir no
método de ID o comprimento de espalhamento A reportados na literatura. Usamos A =
-2,10 ag para positron-H (HOUSTON; DRACHMAN, 1971), e A = —4,90 a, para positron-Ar
(ZECCA et al., 2011), que resultou em r. = 0,908 ag e r. = 0,730 ag, respectivamente. A
fig. 6 mostra o potencial para o positron-H e positron-Ar obtidos usando os parametros

descritos aqui e na tabela 2.
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Figura 6 — Painel esquerdo: potencial estatico, de polarizagao e éptico para positron-H em
funcao de z. Painel direito: Potencial estatico, de polarizacao e 6ptico para poésitron-Ar
em funcao de z. Legendas na figura.
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3.2.1 Poésitron-H

A fig. 7 apresenta a SCE da onda-S obtidos com o PVS para as bases Al e Bl,
comparados com o resultado obtido via ID. Observamos que a SCE-A1 (curva tracejada)
esta bastante proxima da SCE-ID (curva sélida) para k < 0,5 ag'. Para valores de k acima
disso, no entanto, as duas SCE se afastam uma da outra, mostrando dependéncias distin-
tas em k, bem como uma posi¢ao diferente do minimo de Ramsauer-Townsend (RT). O
resultado melhora bastante quando a funcao tentativa B1 é empregada. A tunica diferenca
entre a SCE-B1 (curva ponto-trago) e a SCE-ID ¢é o valor numérico para k ~ 0,75 ag?,
onde o minimo de RT esté localizado. Ainda nessa figura, podemos notar que, embora a
SCE-PAB (curva pontilhada) tenha magnitude e dependéncia em k diferentes da SCE-ID,

ela possui a principal caracteristica da SCE em questao: o minimo de RT.

Para entender melhor o resultado insatisfatorio obtido usando a base Al, aplicamos
o método da ID considerando, no entanto, uma polarizabilidade efetiva, a qual assumimos
que depende de k (i.e., qesf = aepp(k)). Os valores de cs(k) foram determinados fazendo
com que a SCE “efetiva” obtida na ID reproduza a SCE-A1 (curva tracejada da fig. 7).
A razao oesp(k)/aq € mostrada na fig. 8. Desta figura, podemos identificar que o PVS
com a base Al estd gerando uma SCE com uma perda sistematica de polarizacao do alvo
conforme k aumenta, o que é fisicamente incorreto, pois a polarizabilidade é uma grandeza

propria do alvo e independe da particula incidente.

Conclusoes interessantes podem ser obtidas analisando o integrando (kernel) do



o8

Figura 7 — SCE em funcao de k para [ = 0 para positron-H. Curva pontilhada: calculado
na PAB; Curva solida: obtido via ID; Curva tracejada: obtido no PVS com a base Al;
Curva ponto-trago: obtido no PVS com a base B1.
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Figura 8 — Razao entre a polarizabilidade dipolar efetiva e o valor correto em funcao de
k para positron-H. A polarizabilidade dipolar efetiva foi obtida ajustando a SCE efetiva
calculada via ID para repruduzir a SCE-A1 da fig. 7.

1,05 . | . | .

0,85 | | | | |

0,4 0,6 0,8 1

k (em ao_l)

elemento de matriz de define a amplitude de espalhamento. Para este propodsito, definimos:

K%4(z) = K*(2) - K™ (2) = 2%5,(kx) Vope (2) Fy (k, ), (3.4)
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onde K%4(x) representa o kernel da integral, que pode, na pratica, ser decomposto em
uma contribuigdo positiva e uma negativa: K*(x) = (|K%4(x)| + K94(x))/2; Fi(k, )
representa a parte real da fungao de onda radial do poésitron para um dado [ e k. Desta
forma, a integral sobre a variavel x deste kernel pode ser interpretada como um balango
entre as contribuigoes positiva e negativa: K54 = K* - K-, onde K* = [ K*(z)dx.

Naturalmente, a SCE é proporcional a (K* - K~)2.

A fig. 9 traz o kernel da integral, conforme definido em (3.4), como uma funcao de
x para k =0,01,0,35,0,70, ¢ 1,00 ay' gerados pelo PVS-A1 e pela ID. A Area Acumulada
(AA) como uma funcao de z (AA = [ K*(a')dz") para cada kernel também ¢ mostrada.
Para k = 0,01 ay', o kernel-Al (curva tracejada) apresenta pequenos desvios em relagao
ao kernel-ID (curva solida) aos redores dos pontos de maximo e minimo. A combinagao
destes desvios, no entanto, produzem uma AA (curva ponto-trago) similar & AA da ID
(curva pontilhada). Este comportamento é ainda mais evidente para k = 0,35 a;'. Para
estes valores de k, notamos que ambas as contribuicoes K3, e K3, sao menores do que
seus correspondentes na ID. Entretanto, o balanco entre eles resulta em um valor muito
proximo ao obtido via ID (K}, - K3, » K?71), o que explica o porqué da SCE-A1 estar
de acordo com a SCE-ID para k ~ 0,5 a5’ (veja a fig. 7), mesmo para um kernel-Al

imperfeito.

Ainda na fig. 9, para k = 0,70 a5', o PVS com a base Al continua falhando na
descricao do kernel se comparado com o da ID. S6 que neste caso, com graves consequén-
cias para o valor de K%;, como pode ser observado pelas curvas da AA. Em comparacao
com k =0,01 agt e k =0,35 ag', o kernel-ID varia muito mais rapidamente com z, e, por
essa razao, os desvios do kernel-Al aumentam consideravelmente, gerando uma estrutura
de minimo muito mais rasa do que deveria. O mesmo ocorre para k = 1,00 a;', s6 que
ainda mais evidente. Como a estrutura do minimo é devida ao potencial de polarizac¢ao, o
desbalanco entre a contribui¢ao positiva e negativa da integral (K%, - K3, < K27) explica

a aparente perda de polarizagao do alvo para k> 0,5 ag', como discutido na fig. 8.

A fig. 10 mostra o kernel para k = 0,75 ay' calculado pelo PVS-A1 (curva trace-
jada), PVS-B1 (curva ponto-trago), PAB (curva ponto-trago-trago) e ID (curva sélida).
O objetivo desta figura é entender como a funcao tentativa B1 melhora a SCE como ob-
servado na fig. 7. Notamos que o kernel-PAB é bastante similar ao do ID para x > 1 ag,
descrevendo o minimo do kernel com boa precisao. Por esta razao, uma vez que a fungao
tentativa B1 pode ser interpretada com a PAB mais corre¢oes de ordem superior da série
de Born, uma subpolarizacao como a encontrada nos resultados da base A1l nao ocorre
nesse caso. De fato, a base Bl age principalmente na regiao onde a PAB falha (z < 1 ay).
E importante, também, notar que para k = 0,75 ag', o valor numeérico de K* é muito

proximo de K~ de tal forma que a SCE tenha um valor muito pequeno. Por conta disso,
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Figura 9 — Kernel da integral da amplitude de espalhamento, como definido em (3.4),
em funcdo de z para [ = 0. A Area Acumulativa (AA) em funcdo de x para cada kernel
também é mostrado. O painel superior esquerdo é para k = 0,01 ag'; o painel superior
direito é para k = 0,35 ag'; o painel inferior esquerdo é para k = 0,70 ag'; e o painel
inferior direito é para k = 1,00 a;'. Curvas solidas sdo os kernels obtidos na ID; Curvas
tracejadas sao os kernels obtidos no PVS com a base Al; Curvas pontilhadas sao as AA
na ID; Curvas ponto-trago sao as AA no PVS com a base Al.
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qualquer pequeno desvio do kernel da integral pode causar um grande impacto no valor da
SCE, explicando, assim, a diferenca entre a SCE-B1 e a SCE-ID para este valor especifico

de k, conforme observado na fig. 7.

Os resultadas apresentados nas fig. 9 e fig. 10 nos levaram a concluir que a base Al
esta sobrecarregada. Conforme k£ aumenta, o fungao de onda do poésitron varia mais rapi-
damente, e, como consequéncia, a base A1l nao consegue descrever as oscilagoes, gerando,
assim, os resultados inadequados que observamos até agora. Este problema é suavizado
quando usamos a funcao tentativa Bl, pois as oscilagoes da funcao de onda do poésitron
j& sao bem descritas pela componente da PAB. Assim, o conjunto de base precisa apenas

descrever as corregoes de ordem maior da série de Born.

A falha do conjunto de base Al pode ser compreendida analisando o valor esperado
de x para as funcoes que compoem a base: (x)g’n = (Vnoo|Z|tnoo) = 1,5n% gag. Na base Al
e B1, temos que ¢g = 1,0. Neste caso, para n=3, por exemplo, obtemos (z), 0.3 = 13,9 ao,

o que basicamente significa que essa funcao de base seria ideal para descrever a funcao
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Figura 10 — Kernel do integrando da amplitude de espalhamento, como definido em (3.4),
em funcao de x para k = 0,75 a3’ e [ = 0. Curva solida: kernel obtido via ID; Curva
tracejada: kernel obtido pelo PVS na base Al; Curva pontro-traco: kernel obtido pelo
PVS na base B1; Curva ponto-traco-traco: kernel obtido na PAB.
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de onda do pésitron aos redores desta distancia. No entanto, no PVS, o positron deve
ser bem descrito apenas dentro do alcance do potencial 6ptico. Como a fig. 9 sugere, o
alcance dos kernels da amplitude de espalhamento nao devem passar de » 10 ag. Desta
forma, o valor esperado de <x>1,0;3 encontra-se fora do alcance do potencial, e a situagao
piora para valores maiores de n, uma vez que é proporcional a n?. Isto também impoe um
limite no niimero maximo de fungoes de base consideradas (n,,q.). Na pratica, as fungoes
de base com n grande estao muito longe da regiao de interesse, de forma que incluir estas
no calculo nao muda os resultados em nada, ou causa problemas de dependéncia linear
na matriz que é invertida (a PI, se usada, elimina a fungao de base problemética neste

caso).

Uma solugao engenhosa para melhorar o conjunto de base é considerando diferentes

valores para g. Como (), oc g, um valor numeérico pequeno para g deve ser preferido

n
para trazer as fungoes de f)ase para dentro da regiao de interesse. Exploraremos agora o
valor de ¢ = 0,1. A fig. 11 traz as 5 primeiras fun¢oes de base, para a onda s, considerando
g =1,0 (painel superior) e g =0, 1 (painel inferior). Como esperado, a base com g =1,0 é
muito limitada na regiao de interesse e, por essa, razao ela falha na descricao da funcao
de onda do positron. Por outro lado, a base com ¢ = 0,1 parece muito mais apropriada

para descrever a func¢ao de onda oscilatéria do positron.

O parametro de aniquilagao, embora calculado considerando a densidade estatica
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Figura 11 — Funcoes de base de n =1 até n = 5 para [ = 0. O painel superior é para
g =1,0; e o painel inferior é para g =0, 1.
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do alvo, pode ser interpretado como uma boa medida da sobreposicao da func¢ao de onda
do positron com a densidade eletronica do alvo. Por conta disso, um pequeno desvio na
funcao de onda do poésitron, em relacao ao método de ID, afeta fortemente o Z ;. Desta
forma, Z.¢; funciona como um bom critério para medir a qualidade do célculo. A fig.
12 apresenta o Z.ys, para a onda s, calculado para ambos as funcoes tentativas Al e Bl,
e para a ID. E interessante observar que a magnitude do Z.;;-Al (curva tracejada) é
sistematicamente menor do que 0 Z.;p-ID, mesmo para valores de k < 0,5 a;', onde a
SCE-A1 e a SCE-ID apresentaram um bom acordo entre si, como mostrado na fig. 7. Isto
pode ser facilmente entendido notando que a SCE depende principalmente do equilibrio
entre K+ — K~ e nao da qualidade da funcao de onda do pésitron, como discutido na fig.
9. Isto leva a uma importante conclusao: um bom resultado para a SCE nao garante um
bom Z.s. Os resultados tiveram uma boa melhora para a base B1 (curva ponto-traco),

mas ainda continuam com uma magnitude menor em relagao ao resultado de referéncia
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(Zers-1ID). Isto é interessante, sendo que mostra que a base com g = 1,0 néo é totalmente
capaz de reproduzir as corregoes superiores da série de Born com precisao suficiente.
Embora isso nao afete a SCE consideravelmente, os desvios na fun¢ao de onda do pésitron
devido as limitagoes da base se manifestam claramente no resultado do Z. sy, mostrando
o quao importante é a escolha do conjunto de base é para um calculo de aniquilacao. Nos
paragrafos anteriores, nés levantamos a hipotese de que uma base com ¢ = 0,1 poderia
melhorar os resultados. Mostramos aqui que isso é de fato verdade, como pode ser visto
pelos resultados para Z.fr-A0,1 (circulos) e Z.;s-B0,1 (quadrados) na fig 12. A adogao
de tal valor de g levou a uma funcao de onda para o positron bastante precisa, em ambas
as fungoes tentativas. Como consequéncia, as SCEs também melhoram, ficando em total
acordo com a SCE-ID, embora esses resultados nao sejam mostrados aqui para evitar

figuras e discussoes repetitivas.

Figura 12 — Parametro de aniquila¢do (Z.ss) para positron-H em funcao de k para [ = 0.
O Z.ss foi calculado usando a densidade estatica do alvo. Curva sélida: Z.s¢ obtido via
ID; Curva tracejada: Z.g¢ obtido via PVS com a base Al; Curva ponto-traco: Z.s obtido
via PVS com a base B1; Circulos: Z ;¢ obtido via PVS com a base A0,1; Quadrados:
Zes¢ obtido via PVS com a base BO0,1.
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Uma questao interessante é como um valor 6timo para g pode ser encontrado sem ter
que recorrer a uma referéncia externa, tal qual o método de ID usado aqui. A resposta para
essa questao é o critério de base desenvolvido na se¢ao 2.5. Embora o calculo da fungao
A7 (k,x) seja computacionalmente custoso, ela é capaz de mapear para quais valores de
x a func¢ao de onda do positron desvia de seu valor verdadeiro. A fig. 13 mostra a fungao
A(k,z) para l =0, k=0,7 ay*, com ¢g = 1,0 (curva solida) e g = 0,1 (curva tracejada).

Nesta figura ¢ demonstrado que a base com ¢ = 0,1 produz de fato uma fun¢ao de onda
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muito superior do que g = 1,0.

Figura 13 — Fungao delta A9, como definido em (2.67), calculada para as bases Al e A0,1
em fungdo de z para k = 0,7 ay'. Curva solida: resultado para a base Al; Curva tracejada:
resultado para a base A0,1.
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Para ter um parametro que soma todos os desvios, e facilitar a anélise, é tutil, para
um dado [ e k, definir:

SORN N1 (35)

onde Tp,in € Tmee definem a regiao de interesse. Finalmente, o valor 6timo do fator de
escala g pode ser determinado minimizando ¢(g). Paral=0e k=0,7 ay', por exemplo,
encontramos £(0,1)/e(1,0) ~ 0,05. O ntmero de fungdes de base considerados (7,4z)

para um dado g também pode ser determinado por meio deste parametro.

3.2.2 Poésitron-Ar

A fig. 14 apresenta a SCE calculada no PVS e na ID para positron-Ar. Diferen-
temente do obtido para a SCE no problema positron-H, a SCE-B1 (curva ponto-trago)
apresentou resultados piores do que a SCE-A1 (curva tracejada) quando comparados com
o resultado de referéncia, a SCE-ID (curva solida). Isso ocorre devido a grande diferenga
de magnitude e dependéncia de k da SCE-PAB (curva tracejada) em relagdo as outras.
Isso significa que considerar a funcao de onda nao perturbada para o poésitron espalhado
é uma aproximagcao bastante inadequada para este alvo. A SCE-A1 apresenta um 6timo
acordo com a SCE-ID para valores de k até ~ 0,8 ay'. Usar g = 0,1, como esperado,

melhorou os resultados para ambas as SCE-A0,1 (circulos) e SCE-B0,1 (quadrados).
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Figura 14 — SCE para positron-Ar em funcao de k para [ = 0. Curva sélida: SCE obtido
via ID; Curva pontilhada: SCE na PAB; Curva tracejada: SCE obtido via PVS com a
base Al; Curva ponto-traco: SCE obtido via PVS com a base B1; Circulos: SCE obtido
via PVS com a base A0,1; Quadrados: SCE obtido via PVS com a base B0,1.
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Como discutido para poésitron-H, bons resultados para a SCE nao implicam, necessa-
riamente, em resultados bons para o Z.s¢, e isto é outra vez observado na fig. 15. Embora
a SCE-A1 tenha um bom acordo com a SCE de referéncia, o Z.sp-Al (curva tracejada)
¢ notavelmente pior em relagdo ao Z.ss-ID (curva solida). Como notado na fig. 9, este
resultado sugere que o PVS esta gerando uma fungao de onda de qualidade ruim, mas que,
apesar disso, produz um equilibrio K%, - K7, correto. Como esperado, o Z.s-B1 (curva
ponto-trago) falha por conta da PAB nao ser uma aproximacao adequada para este alvo.
Os resultados, entretanto, melhoram consideravelmente para as bases A0,1 (circulos) e
B0,1 (quadrados). Deve ser notado que a magnitude do Z.fs-B1 é ainda, mesmo que por

uma quantidade minima, sistematicamente menor do que o Z.¢; obtidos para A0,1 e ID.

Para investigar a pequena diferenca de Z.;¢-B0,1 em relagao aos outros, o painel
superior da fig. 16 mostra a funcao radial do pésitron para [ = 0 calculada na ID (curva
tracejada) comparada com as calculadas no PVS-A0,1 (circulos) e B0,1 (curva sélida)
para k = 0,5 ag'. O acordo entre as curvas parece razodavel de maneira geral, com alguns
pequenos desvios para B0,1. O inset nesta figura destaca a funcao de onda do poésitron
para x < 0,6 ag, de onde pode ser notado desvios de B0,1 em relacao a ID. Embora
esses desvios sejam quase invisiveis na figura cheia, eles possuem um papel importante no
kernel da integral da amplitude de espalhamento, como pode ser visto no painel inferior
da mesma figura. Basicamente, os desvios da fungao de onda B0,1 sao amplificados pela

consideravel magnitude do potencial estatico proximo ao niicleo, afetando o equilibrio de
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Figura 15 — Parametro de aniquilagdo (Z.s¢) para positron-Ar em funcéo de k para [ = 0.
O Z.4y foi calculado usando a densidade estatica do alvo. Curva solida: Z.; obtido via
ID; Curva tracejada: Z.sy obtido via PVS com a base Al; Curva ponto-traco: Z. ;s obtido
via PVS com a base B1; Circulos: Z.s; obtido via PVS com a base A0,1; Quadrados:
Zey s obtido via PVS com a base B0,1.
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Bo1 — Kpo nesta regiao. Para compensar esse desbalanco, o PVS gera uma funcao de
onda do positron com desvios entre x ~ 0,6 ag € ~ 3 ag, 0S quais nao estao necessariamente
relacionadas a imperfeicoes das func¢oes de base, mas estao “restaurando” o equilibrio de
Kpy1—Kpg - Isto & de certa forma, esperado, pois o método ¢ construido para computar
o melhor valor possivel da amplitude de espalhamento e nao a melhor funcdao de onda.
E interessante, no entanto, observar como um pequeno defeito em uma regido restrita do
espago pode afetar toda a regiao de interesse, mesmo onde as fungoes de base deveriam
funcionar corretamente. Embora essa discussao tenha sido gerada via resultados da base
B0,1, ela pode ser generalizada para qualquer outra base do PVS, uma vez que este
problema tem origem na hipdtese de trabalho do PVS: a extremizacao da amplitude de

espalhamento.

As caracteristicas do PVS discutidas no paragrafo anterior possuem um grande
impacto no calculo do Z.ss. Para analisar isso mais profundamente, a fig. 17 mostra
o Mapa de Aniquilagdo (MA) para [ = 0 e k = 0,5 a;', definido neste trabalho como
o integrando de Z.;¢ apos a integragao angular: MA; = z?|Fj(k,x)[?pa(x). Para fins
de comparagao, a Densidade Eletronica (DE) do Ar no estado fundamental é, também,
mostrada (curva pontilhada). Como esperado, o MA-A0,1 esta em 6timo acordo com o
MA-ID. O MA-BO0,1, no entanto, é probleméatico como previsto. Como a DE do Ar é
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Figura 16 — Painel superior: funcao radial do positron para [ = 0 em fungao de x para
k=0,5ag'. O “inset” é o mesmo, mas para = = 0 ag até z = 0,6 ag. Painel inferior: kernel
da integral da amplitude de espalhamento, como definido em (3.4), em fungao de = para
[=0ek=0,5a;'. Legendas na figura.
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consideravel para x < 0,6 ag, os desvios da funcao de onda do poésitron formam estruturas
espurias, o que significa que o processo de aniquilagao é mais provavel do que deveria
nessa regiao. Por outro lado, o processo de aniquilacao é menos provavel do que deveria

para 1 ag <z < 2,5 ag.

Para k = 0,50 ag', 0 Zss-ID resulta em ~ 2,15, enquanto que Z.;~-B0,1 fornece
~ 1,99, o que poderia ser considerado como um bom acordo (fortuito) caso o MA nao
seja conhecido. Esses resultados mostram mais uma vez o quanto a base é importante
se o objetivo ¢ um bom calculo do parametro de aniquilacao. Especialmente porque
uma pequena imperfeicao na funcao de onda do positron em uma regiao aparentemente
irrelevante pode gerar um efeito cascata gerando problemas em uma regiao relevante,

produzindo, assim, um bom valor para a amplitude de espalhamento, mas, ao mesmo
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Figura 17 — Mapa de aniquilagdo (MA) para positron-Ar em fungdo de x para [ =0 e
k=0,5ag'. A densidade eletronica DE do alvo em seu estado fundamental é mostrado
também. Curva tracejada: MA obtido via DI; Circulos: MA obtido via PVS com a base
AO0,1; Curva so6lida: MA obtido via PVS com a base B0,1; Curva pontilhada: densidade
eletronica ld% Ar no estado fundamental.
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tempo, comprometendo o céalculo do Zs.
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4 O PRINCIPIO VARIACIONAL DE SCHWINGER COM
REARRANJO

4.1 O PROBLEMA DE TRES CORPOS

Nesta se¢ao, introduzimos a fisica bésica de espalhamento de um sistema de trés
corpos no contexto da mecanica quantica. Para guiar a discussao, assumimos o sistema
inicial formado por um pésitron colidindo com um atomo de Hidrogénio (et + H). Para
facilitar a notagao, denominamos o proéton como particula 1, o elétron como particula 2,

e o positron como particula 3.

Nesta situacao, temos trés possiveis canais de reacao de rearranjo de particulas para

o sistema:
(1,2)+3 - (1,2)+3 (Canal elastico); (4.1)
- 1+(2,3) (Formagao de Ps); (4.2)
- 1+2+3 (Ionizagdo); (4.3)

onde (i, 7) representa um estado ligado entre a particula i e j. Portanto, (1,2) representa

o atomo de H e (2,3) o atomo de Ps.

A energia inicial do sistema poésitron-H, onde consideramos o H inicialmente em seu
estado fundamental, é dada pela relagao:
k2

FE = ?4‘51, (44)

onde k é o momento inicial do poésitron e €1 é a energia do estado fundamental do atomo
de H. A energia necessaria para a formacao de um Ps real no estado n é dada por I + £,
onde [ é a energia de ionizagao do alvo e €, é a autoenergia do Ps em um estado n. Dessa
forma, a energia minima, em Hartree, necessaria para a formacao de um Ps real no estado
n é:

) D — 4.5
T2 4n? 4n? (4.5)

Assim, o primeiro canal de formagcao de Ps real, para n = 1, abre com E?* = 0,25 Hartree
~ 6,80 eV. Com isso, o poésitron incidente precisa ter um momento inicial de pelo menos

kps =/0,5 ag' ~ 0,707 ag' para que a formagao de Ps real seja possivel.

A partir daqui, a discussao é focada para o espalhamento elastico e para a reacao

de formacao de Ps. O processo de ionizagao é negligenciado. Desconsiderar esse efeito
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nao deve afetar consideravelmente o parametro de aniquilagao, pois é improvavel que um

positron e um elétron livre no espaco venham a aniquilar.

A definicao de arranjo de particulas significa, na pratica, que o hamiltoniano total
do sistema pode ser arranjada em diferentes formas nas quais a solu¢ao homogénea é
conhecida. Desta forma, considerando o proton fixo na origem do sistema de coordenadas,

o hamiltoniano total do sistema pode ser escrita como:
H=Ha+Va=H5+V5, (46)

onde V, = Vig + Vg e Vi3 = Vi3 + Vig, sendo V;; o potencial eletrostatico entre as particulas

1ej:
1 1
Vig = ——=———; 4.7
” r [R+8| (4.7)
1 1
Vis = —=—>; 4.8
13 - |R—§7 ( )
1 1
Vg = - =77 (4.9)
r-=xf p
e
V2 V2
H, = __2 _74.‘/12’ (410)
Ve _ o2
Hy = === Vp+Vas, (4.11)

onde & é um vetor que localiza o positron e r localiza o elétron, R = (7 + x)/2 localiza o

centro de massa do Ps e p=7r —x é a coordenada interna do Ps. Observando que:

2
(- % + Vi) () = (), (4.12)
(=V2+ Vas) ¥ (p) = £ (p), (4.13)
com 9, () (¥, (p)) e g, (€,) sendo a autofuncdo e autoenergia, respectivamente, do dtomo

de H (Ps) para um dado estado p (v). Portanto, pelas equagoes (4.10), (4.11), (4.12) e

(4.13), encontramos a solugao homogénea dos hamiltonianos no canal de arranjo a e f3:

Hoow(@)u(r) = (5 re) ou@n(n), (4.14)
Hion(B)(p) = (5 +5) 6ulRp) (1.15)

Das expressoes acima, fica claro que o canal de arranjo « (/3) corresponde a configuragao
positron-H (proton-Ps). As fungdes ¢p(x) e qg,.@(R) sdo ondas planas que descrevem,

respectivamente, o movimento do poésitron livre e do centro de massa do Ps livre, escritas
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Pr(x) = % (4.16)
dn(R) = % (4.17)

O desafio, portanto, é resolver a equagao de Schrodinger estacionéria para encontrar a

funcao de onda total do sistema:
HYy(x,7r) = EVy(x,T), (4.18)

considerando a possibilidade de rearranjo. A funcao de onda do sistema pode ser expan-
dida em termos das autofungoes do atomo e do Ps (MITROY, 1993):

Vi(z,7) = 3 Fu(k, @), (r) + 3 F,(k, R, (p), (4.19)

onde, em teoria, a soma em p e v contempla tanto os estados do espectro discreto quanto
o do continuo. Na prética, para que o céalculo seja numericamente viavel, apenas estados
discretos sao considerados e as somas sao truncadas em um valor méximo. A expansao
acima é conhecida como expansao “Close-Coupling” (CC), ou, em portugués, expansao
de acoplamento forte. Desconsiderar os estados do continuo na expansao acima leva a
uma aproximacao em que o processo de ionizagao do alvo é completamente ignorado. Ja
o numero méaximo de estados p e v considerados determina o nivel de aproximagao em

que o problema sera tratado. Temos por exemplo:

1. Aproximagao estatica (AE) - Nesta aproximagao, apenas o estado fundamental do

atomo de H ¢é considerado na expansao (4.19):
Vi (z,7) = Fi(k, )i (). (4.20)

Este é o nivel de aproximagao mais basico possivel, onde o alvo permanece inerte
durante a interacao com a particula incidente. Devido a isso, o calculo se reduz ao
espalhamento de poésitron por um potencial de corpo tnico (o potencial estatico,

neste caso).

2. Aproximagao estética + polarizacao (ST+POL) - Nesta aproximacgao, apenas auto-
estados do atomo de H sao considerados na expansao, enquanto que os estados do

Ps sao completamente ignorados:
Hm
Up(x,r) =) Fu(k,x)v.(r). (4.21)
p=1

Esta forma de expandir a funcdo de onda permite a excitagao eletronica do alvo.
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Este processo pode ser real, caso o poésitron incidente tenha energia suficiente para
excitar o alvo, ou virtual, caso contrario. Neste caso, os efeitos da excitacao eletro-
nica virtuais descrevem a polarizacao do alvo (distor¢ao da nuvem atémica) devido
ao campo elétrico da particula incidente. pu, representa o nimero méaximo de estados
eletronicos do alvo considerados na expansao até que a convergéncia dos resultados
seja atingida. Apesar de ignorar completamente a possibilidade de rearranjo de par-
ticulas, esta é a aproximacao mais utilizada na literatura por modelos que calculam

espalhamento de poésitron por atomos e moléculas, como, por exemplo, o SMC.

3. Aproximagao estatica-acoplada (SC, do inglés Static-Coupled) - Neste caso, é con-

siderado o estado fundamental do H e do Ps:

(@, ) = Fy(k,@)in (1) + Fy (k, R)%: (p) (4.22)

Esté é a aproximacao mais simples que considera o rearranjo de particulas. Apesar
de desconsiderar a polarizagao do atomo de H e do Ps, o efeito da formacao de
Ps esta presente. A formacao de Ps pode ser real, caso o pésitron possua energia
cinética suficiente para tanto, ou virtual, caso contrario. A formacao de Ps virtual
contribui para a correlagao de curto alcance entre o poésitron e o &tomo, o que afeta

fortemente, por exemplo, o calculo do parametro de aniquilacao.

4. Aproximagao estatica-acoplada -+ polarizagao (SC + POL) - Esta é a aproximagao

mais completa, que permite a polarizacao do H e do Ps:
HKm VUm -
\I]k(w,’l“) = ZF#(kvw)wu(r)—F ZFu(k7R)1/}V(p)7 (423)
p=1 v=1

I € Up sao determinados conforme a convergéncia dos resultados com o ntmero
de estados considerados. Da mesma forma como os canais de excitagao eletronica
fechados do alvo descrevem a polarizacao do mesmo, os canais de formacao de Ps

energeticamente inacessiveis descrevem a polarizagao do Ps.

Por fim, substituindo a expansao do CC na equagao de Schrodinger (4.18) e usando

as relagoes de (4.6) até (4.17) quando necessério, escrevemos:

2

Y (BT ) k@) = YViler)Fuke)i,(r)

- Y HE,(k,R),(p) (4.24)

onde, definimos H = E — H. Multiplicando a relacio acima por 1/1;,(7") e integrando em
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d3r, obtemos:

2
(E+%—ENI)FM,(I€,:B) = > (YuValz, 7)) Fu(k, x)

o

> (Gl H|Eb,) (4.25)

Repetindo o mesmo procedimento nas coordenadas do canal 5, obtemos também:

(E + VTQR - 5) E,(k,R) M (Y| Vs(R, p)|t) Fo (K, R)

v

— S (b |HIF,) . (4.26)

As equagoes (4.25) e (4.26) sao conhecidas como sistema de equagdes do CC (MITROY,
1993). Resolver essas equagoes integro-diferenciais acopladas é uma tarefa extremamente
complicada quando a formagao de Ps é levada em conta na expansao do CC. No entanto,
se este efeito for desconsiderado, matematicamente isso é feito considerando {F,} = 0,
grandes simplificagoes ocorrem: no lado direito da (4.25) apenas o primeiro termo perma-
nece, enquanto que a eq. (4.26) se torna redundante, ja que, neste caso, ZMI:I |F,) = 0.
Esta ¢ a principal razao pela qual a maioria dos modelos que calculam poésitron-alvo des-
consideram a formacao de Ps. O ganho em termos de simplifica¢oes no célculo e a redugao
de tempo de computacao é altamente atrativa. Além das simplificagoes, desenvolver um
método capaz de resolver o sistema de equagoes do CC com formacao de Ps é, por si so,

um grande desafio.

E importante, no entanto, observar que a inclusdo dos estados de formacao de Ps
impactam consideravelmente no espalhamento elastico, mesmo em baixas energias (forma-
¢ao de Ps virtual, neste caso). Como mostrado por Gribakin e King (1994), a formagao de
Ps virtual corresponde a cerca de 30% do potencial total de correlagao no espalhamento
de positron-H e cerca de 20% espalhamento de poésitron-Hélio. Portanto, modelos que
consideram a formagcao de Ps virtual devem ser privilegiados, uma vez que estes devem

descrever os dados experimentais com maior precisao.

4.2 EQUACAO DE LIPPMANN-SCHWINGER NO PROBLEMA DE TRES CORPOS

Nesta secao, ¢ apresentada uma breve discussao sobre a equacao de Lippmann-
Schwinger para o problema de trés corpos. Como na sec¢ao anterior, assumimos o estado

inicial no arranjo poésitron-H.
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Para encontrar a forma da equacao integral de LS, partimos da relacao:
) = Q@ |y, 1), (4.27)

onde Q&) ¢ o operador de Mgller (JOACHAIN, 1975), |\I/,(:)> representa o estado de espa-
lhamento e |pk, it) = |¢r) ® [¢,). Em termos praticos, o operador de Mgller transforma o

estado inicial do sistema no estado de espalhamento, e pode ser escrito como (JOACHAIN,
1975):

O = lim —— (4.28)
—0t |/ — H + i€
Para a discussao presente nesta secao, usaremos também:
G(z)= — (4.29)
Z) = .
- H’

onde o operador acima é chamado de resolvente do operador H (JOACHAIN, 1975). Assim
como temos o resolvente do operador H, teremos também resolventes para os hamiltoni-

anos no canal de arranjo « (eq. (4.10)) e § (eq. (4.11)):

1

Gi(z) = z—-H;’

(4.30)

com i = {a,f}. A partir do resolvente, podemos definir o operador de Green fazendo

z = F +1¢ e tomando o limite lateral pela direita em relacao a variavel e:

G®) = lim G (E + ie). (4.31)

Usando a expressoes (4.27), (4.28) e (4.29), podemos reescrever o estado de espa-

lhamento como:
Wiy = 4 lim ieG(E + i€) ¢, 1). (4.32)

Para o préximo passo, usamos a propriedade:
G(2) =Go(2) + Go(2)VLG(2), (4.33)

que é derivada a partir das relagoes (4.29) e (4.30), usando H = H, + V,. Logo, a eq.

(4.32) pode ser reescrita como:
Wy = 4 lim ie[Glo(E # i€) + Go(E + ie)VaG(E & i€)] |px, 1) (4.34)

Mas, temos que:
it 16Gl (1 5 i6) [, 1) = lim [y 1) = |6, 1) (4.35)
im ieG, 1€ 1) =1 ————— |k, 1) = |Ok, 1), :
e~>0* k 0t B +ie— H,, g 4§

pois H, |k, 1) = E'|¢k, 1). Finalmente tomando o limite na eq. (4.34) e usando as expres-
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soes (4.31), (4.32) e (4.35), obtemos:
W) = [0k 1)+ GaVa W), (4.36)

que nada mais é do que a equacao de LS para um potencial V,,. Projetando a equacao

sobre o espago e usando a identidade I = [ drd3x|x,r) (r,z|, encontramos a equagao

integral:
U (@,7) = du(@)un(r)
+ [ B dr G (z, i at, r ) Vo, 7)) B () r1), (4.37)
com:
GO (z,ria,r') = limedSk’w i(r) ¢k/(fz)¢k/(m Wulr)
o -5 e, ke
. etikylz—a'] 138
- _;wu(r 271"58 wl|¢u( ) ( . )

sendo k, = \/2(E -¢,).

Agora, devemos analisar a eq. (4.37) no limite assintotico @ - +oo. Para tanto,

observamos que:

elkuze_lku x’

G\ (x> +oo, iz’ 1) z¢ (1) ———— (), (4.39)

com o representado os canais energeticamente abertos. Os canais fechados nao contribuem
no limite assintotico, pois, neste caso, k, = ix, e e’u® = =% tende rapidamente a zero.

Logo, a eq. (4.37) no limite assintotico torna-se:

o ezk x
U (2> 00,7) ~ ( ¥ S| e* 26, +f1_,u(k:u,k:) (), (4.40)
)2 @
sendo:
Fron (b be) = =472 (1, i, [V 0L7) (4.41)

E facil identificar a relagdo (4.40) como a condigdo de contorno de espalhamento multica-
nal, bem como a relagao (4.41) como a amplitude de espalhamento em sua forma integral

para uma dada transi¢ao eletronica 1 — p (JOACHAIN, 1975).

Em principio, o fato da condi¢ao de contorno de espalhamento multicanal (4.40) ter
aparecido como esperado é um bom indicativo. No entanto, existe um problema grave: a
condicao de contorno descreve o processo espalhamento elastico e de excitagao eletronica
do atomo de H, mas nao descreve, de maneira alguma, a formacao de um Ps como um

produto final. Isso mostra que a equagao de LS (4.36) simplesmente nao é capaz de
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descrever o processo de formacao de Ps e, naturalmente, isso tem sérias implicagoes.

Para compreender melhor este problema devemos nos perguntar aonde a informacao
sobre um possivel rearranjo de particulas foi perdida durante a dedugao da eq. de LS
(4.36). E facil notar que este problema se inicia ao usar a relacdo (4.33), pois para
encontrar essa relagao é assumido que H = H, + V, o que define um arranjo particular
(positron-H, neste caso). Estudamos agora o que acontece se assumirmos H = Hg + Vj.

Da mesma forma que a relagao (4.33) foi derivada, encontramos que:
G(z) = Gp(2) + Gp(2)VG(2). (4.42)
Usando a relagdo acima na eq. (4.32), obtemos:
Wy = 4 lim ie[Gp(E + ic) + Ga(E ie)V;G(E 2 ie)] |on, 1) (4.43)
No entanto, diferentemente do limite (4.35), neste caso temos que:

=g p(Bi€) |or, 1) = H(%Eize—

|6k, 1) = 0. (4.44)

O limite acima, que foi demonstrado por Lippmann (LIPPMANN, 1956) e é conhecido
como identidade de Lippmann, resulta em zero devido ao fato de que |¢g, 1) ndo é um
autoestado da hamiltoniano Hgz. Portanto, tomando o limite na eq. (4.43) e usando a
relagao acima, obtemos:

)= GOV 0 (4.45)

que, projetando no espago e usando I = [ d®*Rd®p|R, p) (p, R, vira a equagao integral:
v (R, p) = f PRAPCE (R, p; R, p V(R p)VE (R, p),  (4.46)

com:

llmZ[dSk/w (p)¢k’(R)¢;k’(R,)7JJV(p,)

e—~>0* k'2

GS (R, ;R p)
—£&, +1€

exiky|R-R/| _

YO g ) (1.47)

com k, = \/4(E -£,). Logo, no limite assintético R - +co, a eq. (4.46), considerando

apenas o estado de espalhamento “outgoing”, torna-se:

U (R~ o0, p) »

( 7'(')2 Zfl»u(kzxak)—djl/(p) (448)

sendo 0 o numero de canais de formacao de Ps abertos e:

Froo(ky, k) = =872 (0, 6y, |V 0L), (4.49)
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¢ a amplitude de espalhamento de formacgao de Ps no estado v.

O fato de existir uma “segunda” eq. de LS (4.45) que descreve condigoes de contorno
diferentes da anterior expde um problema grave da teoria: a solu¢ao da eq. de LS (4.36)
nao ¢ unica (GERJUOY, 1958; GLOCKLE, 1983) quando rearranjo de particulas é uma
possibilidade. Como consequéncia, usar apenas a eq. de LS (4.36) nao define o estado de

espalhamento completo.

Este problema descrito no paragrafo acima foi resolvido pelo fisico e matematico
russo Ludvig Faddeev, na qual ele propoe uma nova teoria e apresenta as equagoes in-
tegrais de Faddeev (FADDEEV, 1961). Diferentemente da teoria de LS, as eqs. integrais
de Faddeev apresentam um solu¢ao tnica e definem o estado de espalhamento comple-
tamente. Apesar da beleza matematica da teoria de Faddeev, resolver o sistema de egs.
integrais ¢ de extrema complexidade e exige um tempo de célculo computacional muito
elevado. Para positron-H, as equagoes de Faddeev foram resolvidas nos trabalho de Kvit-
sinsky, Carbonell e Gignoux (1995), Kvitsinsky, Wu e Hu (1995) e Hu (1999). No entanto,
o método nunca foi generalizado para alvos mais complexos, devido a extrema dificuldade

numerica que tal generalizagao traria.

Portanto, devemos nos perguntar, existe alguma maneira de resolver o problema de

rearranjo via formulacao integral sem precisar recorrer as eqs. de Faddeev?

4.3 DESENVOLVENDO O PVS COM REARRANJO

Como discutido na secao 4.2, a eq. de LS, como usualmente usada, nao define o
estado de espalhamento unicamente quando rearranjo de particulas é possivel no sistema.
Isso é um claro problema para os métodos baseados no PVS, pois este é construido a partir
de uma tnica equacao de LS no canal de arranjo de particulas a (4.36). Portanto, temos
a seguinte pergunta de pesquisa: E possivel construir um funcional baseado no Principio
Variacional de Schwinger capaz de descrever o rearranjo de particulas? A resposta é sim.

Na sequéncia demonstramos como atingir este objetivo.

Apesar dos problemas em relagao & eq. de LS, como observado por W. Glockle,
considerar as eqs. de LS encontradas na sec¢ao 4.2 como um sistema de equacoes pode ser
uma condi¢ao suficiente para definir o estado de espalhamento unicamente. Inspirados

por esta observacao, assumimos, para o desenvolvimento desta tese, o seguinte sistema de
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egs. de LS conforme encontrado na secao 4.2:

WY = g, 1) + GOV, [0y (4.50)
vy - GOV w) . (4.51)

Embora essa afirmacao, até onde sabemos, nao tenha sido apropriadamente testada, esta-
belecemos como hipétese que se uma solucao para as eqs. de LS acima forem encontradas,
entao o processo de rearranjo deve ser bem descrito pela teoria. O desafio é, portanto,
desenvolver uma metodologia capaz de resolver de maneira eficiente este sistema de equa-

goes.

Nas eqgs. (4.50) e (4.51), os operadores de Green, em suas formas abstratas, nos

canais « e (3, sao escritos como:

G&i) = lim f dSkJ |¢k' M ¢k’| 4.52
0% Z - w —EuE i€’ ( )

G® - lim / Pr |¢*’°’ (7.0l 453
g HO+Z ———eyize (4.53)

sendo |¢, V) = |dk) ® [1h,). Nas expressoes acima, a soma em p e v incluem todos os
estados do espectro discreto e do continuo do H e do Ps, respectivamente. Desta forma,
as somas devem ser interpretadas como Y. = 3., + [ de, onde ' representa o espectro

discreto e a integral leva em conta o espectro do continuo do sistema (ECONOMOU, 2006).

Na pratica, podemos multiplicar as expressoes (4.50) e (4.51) por V,, e Vj, respec-
tivamente, e combina-las em um funcional no PVS. Entretanto, como demonstrado por
Goldflam et al. (GOLDFLAM; THALER; TOBOCMAN, 1981), este tipo de funcional é nu-
mericamente instavel devido a sua grande dependéncia na forma assintotica das fungoes
de base usadas para expandir a funcao de onda do sistema. Além disso, a implementacao
numérica de tal funcional seria basicamente impraticdvel por conta das somas ilimitadas

presentes nos operadores de Green (4.52) e (4.53).

Podemos superar essas dificuldades, seguindo o trabalho pioneiro de Takatsuka e
McKoy (1981), fazendo uso do formalismo de operadores de proje¢ao. Como em nosso
caso existem duas eqs. de LS, sdo necessarios dois operadores de projecao para limitar
ambas as somas dos operadores de Green. Assim, definimos o operador projecao de canais

abertos no arranjo a:

P, = Aijm (W, (4.54)

onde o representa o ntmero de canais de excitacao eletronica abertos para um dado k.
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Definimos, também o operador de projecao de canais abertos no arranjo [3:

0, se 0=0;
Ps=y _ _ (4.55)
Y31 [¥a) (], caso contrario;

onde 0 representa o nimero de canais de formacgao de Ps abertos para um dado k. Atuando

com os operadores P, e Ps nas egs. de LS no arranjo « (4.50) e § (4.51), respectivamente,

obtemos:
PoUH) = g, 1)+ GEV, W) 4.56
o k ¢k7 aPVa k ) ( )
Py |0y = Ggﬁvﬁmf}j)), (4.57)

onde ngl;) = Pngi) é o operador de Green projetado sobre os canais abertos:

: / |¢k’ ,u ¢k’|
%) = lm Z / K - (4.58)
€ ~ K e, xie
G%) - lim / K |¢m ’¢R| 4.59
or =07 Z — 2 g, tie (4.59)

Multiplicando a eq. (4.56) por V,, e a eq. (4.57) por V e combinando-as, obtemos:

AR NE) = Valén, 1) (4.60)
coml:
AY) = Vo P, - VoGV + VP - V3GV + OH, (4.61)

onde, fazendo uso da eq. de Schrodinger H |\Il,(:)) = 0, adicionamos também o termo
OH, sendo ©® um operador qualquer. Como extensivamente discutido por Winstead e
McKoy (1993), a razao para adicionar este termo esta na propriedade de hermeticidade,
que garante a estabilidade variacional no PVS: A((;;})T = Agjﬁ) (demonstrada no apéndice
B). Caso O = 0, esta propriedade nao é obedecida, pois V., P, # P,V,, com v = {a, }.
Desta forma, o operador O é usado como uma ferramenta para reestabelecer a estabilidade
variacional do método, mas também pode ser usado para evitar dependéncias na forma
assintotica da funcdo de onda (4.19), evitando, desta maneira, a necessidade de usar

fung¢oes nao-L£? como fungoes de base.

Por essas razoes, assumimos que o operador O na expressao (4.61) toma a forma

geral de O = O + a, onde O’ é um operador e a é um numero real. Assim, obtemos:
AY) 2 Vo Py = VaGVa + V3P - VaGSVs + O'H + o (4.62)
Tomando Agfﬁﬁ e impondo a relagao ASB)T = A&TB), chegamos em:

O'H-HO" = PV, - VP, + P3Vs - V3P (4.63)
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Usando ]:L, =EF-H,e PWH7 = HWP7 para 7 = {«, }; encontramos que:
O'=-P, - Ps. (4.64)
Portanto, o operador do PVS torna-se:
AY) = Vo P, - VoG Vi + VP - VG2 Vs = Po Ml - PsH + o, (4.65)
que é variacionalmente estavel para qualquer valor real de a.

Agora, devemos determinar o valor de a de maneira que as formas assintoticas
de Fi(i)(k,:c) e F’j(i)(k:,R), para @ e j representando canais abertos, nao contribuam
nos elementos de matriz. Os elementos de matriz que podem ser probleméticos sao os
que acoplam estados ligados e nao possuem um termo que tende a zero no integrando,
pois neste caso, o resultado da integral é influenciado pelo integrando em todo o espaco.
Portanto, isto elimina os elementos de matriz que contém os potenciais V, ou V3, uma
vez que estes tendem a zero em longas distancias. Isto nao é verdade, no entanto, para os
elementos de matriz que possuem H no integrando. Também observamos que o produto
zbi(r)gzj(p) tende a zero rapidamente para um x ou R grande, e, portanto, os elementos
de matriz que acoplam um estado ligado do 4&tomo H com um estado ligado do Ps nao
dependem da forma assintética da funcao de onda mesmo para canais abertos. Logo, nos

resta:
(F llad - Py B) = (FO illa - 1Ay, 7). (4:66)

(F il[a - PsH [y, F) = (FO dhi|la - 1] H|gy, F) . (4.67)

Das expressoes acima é facil ver que considerando a = 1, esses elementos de matriz indese-
javeis somem. Isso torna o método independente da forma assintética da funcao de onda
do sistema, pois, matematicamente, todos os elementos de matriz presentes no método

possuem um integrando que tende rapidamente para zero para x ou R grandes.
Finalmente, o operador Afjﬁ) toma sua forma final:
(=) _ (=) T T
A;ﬁ = VoPy - VoG pVe-P.H+H
+ VaPs - VaGSQVs - PsH. (4.68)
Usando a forma integral da amplitude de espalhamento elastica (JOACHAIN, 1975):

472 (1, i, [ Vi 25, (4.69)
—Am? (U V|6, 1) (4.70)

f(k.f7 kz)
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e a eq. (4.60), obtemos o funcional do PVS na sua forma bilinear:

PO W) = = Am?[(1, o Val UL + (O [Vl b, 1)
(3 1A ) ] (4.71)

Uma vez que o funcional do PVS é conhecido, precisamos na sequéncia expandir o estado

de espalhamento em uma base tentativa:

N+N
WYy = 5l (k) |xy) (4.72)
=1

com {a7 } Sendo os parametros variacionails € |X’y> sendo a base variacional, Composta,

neste caso, por:

lor) ®[1hy), para 1<y < N;

X) 5 )
! |Px) ® |1h,), para N+ 1<y <N+ N;

(4.73)

onde @y ($)) representa a fungio de base centrada no pésitron (Ps) e ¢, (1,) € o auto-
estado do atomo de H (Ps). Cada valor de « esta associado com um par (A, i), os quais
definem uma configuracao para o canal positron-atomo, caso 1 <y < N, e uma configura-
¢ao para o canal Ps-proton, caso v > N. N e N sao, respectivamente, o nimero total de
configuragoes para os canais positron-H e Ps-proton considerados na expansao da fungao
de onda. Por fim, o N e N sao o produto do ntmero de funcdes de base (N, para fungoes
centradas no positron e N, para fungoes centradas no Ps) pelo namero de estados (Vs

para o atomo de H e Ns para o Ps) considerados na expansao: N = N, x Ny e N = Nb X Ns.

Finalmente, substituindo a expansao (4.72) em (4.71), e extremizando o funcional da

amplitude de espalhamento, conforme manda o PVS, obtemos os coeficientes da expansao:

N+

ol (k;) = [AS) ™0 (ol Valok, 1), (4.74)
v=1
N+N

a7 (ky) = 1[Ag;>-1]v,w<1,¢kf|va|xv>, (4.75)

e, portanto, a funcao de onda do sistema é totalmente conhecida.

Finalmente, a expansao da fungao de onda como realizada em (4.72), isto ¢, incluindo
explicitamente as configuragdes proton-Ps, em conjunto com o funcional bilinear (4.71)
com o operador Afﬁ) (4.68) ¢é suficiente para incluir o processo de rearranjo, real ou
virtual, na teoria. Como discutido, a grande vantagem do método é que todas as integrais
presentes nele possuem termos que tendem rapidamente a zero, o que significa que nao é

necessario descrever a parte assintotica da funcao de onda do sistema. Isso permite usar



82

funcoes do tipo quadrado integréavel como base variacional e garante uma convergéncia
rapido em relagao ao nimero de fungoes de base usadas. Isso é uma grande vantagem em
relacao a outros métodos que sao baseados na eq. de Schrédinger, como por exemplo o

principio variacional de Kohn ou a matriz-R.

4.3.1 Casos limites e a relagao com outros funcionais

O funcional (4.71) em conjunto com a defini¢do do operador Aéiﬁ) (4.68) sao, sem
davidas, o ponto central da teoria desenvolvida nesta tese. Portanto, uma anélise mais
profunda para melhor entender a relacao do funcional desenvolvido nesta tese com o
funcional desenvolvido por Takatsuka e McKoy (TM) (TAKATSUKA; MCKOY, 1981) e o
desenvolvido por Germano e Lima (GL) (GERMANO; LIMA, 1993) é de grande importéancia.
O funcional de TM foi desenvolvido para tratar o problema de espalhamento de elétron-
alvo, enquanto que o funcional de GL é apropriado para tratar poésitron-alvo. Ambos os
funcionais nao descrevem o rearranjo de particulas. Por conta disso, limitamos a anélise
para energias abaixo da energia de abertura de formagao de Ps (E < Ep;), onde o operador
Afjﬁ) simplifica para:

AP =V, P - V,.GBV, - P H + H, (4.76)

pois Pz é um operador nulo nesse regime de energia. O operador acima ¢ semelhante ao
de TM a menos de uma constate ﬁ que multiplica o ultimo termo do lado direito (veja
a eq. 2.27a da ref. (TAKATSUKA; MCKOY, 1981)). Tal constante tem origem devido a
anti-simetrizacao da funcao de onda, necessaria para descrever a troca no problema de
espalhamento de elétrons, mas desnecessaria no problema de espalhamento por poésitrons

por H.
O operador sugerido por GL, tem a forma:
A®) = QuHQq + PuVoPo - VaGEV,, (4.77)

onde @, é o operador de canais fechados no arranjo «:
+o00
Qa = Y [1ha) (¥l (4.78)
A=o0

de tal forma que P, + Q, = I. E importante mencionar que, para deduzir o operador
(4.77), o formalismo de operadores projegao (P, e @) é usado para separar a eq. de
Schrédinger em um subespago de canais abertos e um de canais fechados. Esta maneira
de atacar o problema s6 é viavel se os canais de formacao de Ps nao sao considerados na

expansao da funcao de onda (4.19). A razdo matemaética para esta dificuldade esté no fato
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que P, |¢,) ®|d,) # 0, mesmo para um canal de formagao de Ps fechado. Por conta disso,
essa técnica leva a um espacgo de canais fechados inviavel de ser calculado se os canais de
formacao de Ps estao incluidos na expansao da funcao de onda. No modelo apresentado
nesta tese nao encaramos este problema, pois nossa motivagao para usar os projetores é
apenas limitar as somas dos operadores de Green e nao separar a eq. de Schrodinger em

subespacos de canais abertos e fechados.

Apesar das complica¢oes mencionadas na dedugao do operador de GL (4.77), é pos-
sivel, ainda, demonstrar uma equivaléncia entre ele e o operador desenvolvido nesta tese,
usando a relagao P,+@), = I em (4.76). No entanto, invocar o operador @), explicitamente
torna os calculos dos elementos de matriz que envolvem o canal Ps-proton numericamente

impraticaveis devido & soma infinita, uma vez que:
QulBurti) = L lin) [ dad®r(2) i3 (r) @, )i () (.79
A=0

Portanto, o operador de GL, do jeito que é apresentado na literatura, s6 é aplicavel para
aproximacoes que nao consideram a formagao de Ps virtual, como a ST e ST+POL,
discutidas na secao 4.1. Por consequéncia disso, diferentemente do afirmado por Silva,
Germano e Lima (1996), o célculo apresentado por estes autores nao inclui a formagao de
Ps virtual, o que explica o Z, ;s calculado pelo SMC ficar abaixo dos valores experimentais

(apos a correc@o do erro computacional, conforme reportado em Varella, Carvalho e Lima

(2002)).

4.4 CONJUNTO DE BASE E CRITERIOS DE QUALIDADE

Para testar a metodologia desenvolvida para tratar o rearranjo de particulas e ana-
lisar as dependéncias dos resultados no conjunto de base usado, invocamos a aproximacao
estatica-acoplada (SC), como definida na segao 4.1. O efeito matemético desta aproxima-
¢ao no PVS ¢ considerar apenas o estado fundamental do atomo de H (Ng =1) e do Ps

(Ns = 1) na expansao da fungao de onda (4.72).

Inspirado nos desenvolvimentos do PVS para potencial semi-empirico realizadas
nesta tese, usaremos uma base formada por autofuncoes do atomo de H incluindo fa-
tores de escalas (SEIDEL; ARRETCHE, 2022):

Pranim (@) = By (2)Yin(2), (4.80)
B (R) = RE(R)Yim(R), (4.81)
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onde Y}, ¢ um harmonico esférico, & = (0., ¢.), g e g sdo os fatores de escala, e:

_l_l)‘ —ac/gn(Qx) 2l+1 (2_217)
Ry(2) = \I gn 2n(n +1) gn Lo gn)’ (4.82)

com L{(y) sendo os polindémios associados de Laguerre. A funcao RZ ,(R) tem a mesma

forma que a fungao acima, mas para a coordenada R e o fator de escala g. Como discutido
na secao 2.4, através de g e g ajustamos o alcance das fun¢oes que compoem o conjunto
de base. Realizar esse procedimento ¢ muito importante, uma vez que a fungao de onda
precisa ser bem descrita apenas em uma regiao do espaco limitada, e, por conta disso, a

base precisa ser especialmente adequada nesta regiao.

A principal hipotese deste trabalho é que se temos a solugao para as eqs. de LS
projetadas (4.56) e (4.57), entao, devemos encontrar resultados com rearranjo confiaveis.
Portanto, parece natural substituir a funcao de onda \I/,(:) obtida por meio do PVS e
analisar se \I/,(;) é, de fato, a solucao do sistema. Isto nos leva a dois critérios. O primeiro

é para FA(+), com A sendo um canal aberto:

FO (k) + [ )b () FO (ki R)
A 3 ~ A v P) Ly iy

algy(H)
. w)(sﬂ—fd%'gb’“ (m)<f’§' AVET) (4.83)

E -5 —ex\tie

sendo d;; uma delta de Kronecker. O segundo critério, para canal aberto F F), é

~ ~ ~ NS ~
Ak R) = Bk R)+ ), [ Eod(p)u(r O (i, )

[ BRG]

2 ~ .
E -5 &\ +ie

(4.84)

A interpretacao fisica dos critérios definidos acima é bastante simples e direta: se a solucao
é exata, em um cenario perfeito e irrealistico, entao teriamos que Af’\ =0= A/g\. Em um
cenério realistico, Af e A‘?\ variam ao redor de 0 e revelam a qualidade do conjunto de
base usado para expandir F/§+) e FA(” respectivamente. Na pratica, usando este critério,
podemos determinar os valores numéricos de g e g que melhor minimizam os erros. Desta
forma, podemos garantir a qualidade da funcao de onda obtida pelo PVS, o que leva a

resultados confiaveis.

Por fim, a relagao da expansao (4.72) com as fungoes F' e F, definidas na expressao
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(4.19), necessarias para calcular os critérios (4.83) e (4.84), é:

Ny
ED(kx) = 3oy () (). (4.85)
A=l
() & o)
+ + ~
FM (kaR) = Zﬁ)\u (k)(p)\(R), (486)
A=l
onde ag\t) corresponde ao coeficiente ag,i) em uma configuragao (A, ) do canal positron-

atomo, bem como ﬁiz) corresponde ao coeficiente a,(f) para uma configuracao (A, ) do

canal proton-Ps.
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5 RESULTADOS COM FORMACAO DE PS

Como discutido na secao 4.1, a aproximacao SC é a mais bésica que leva em conta
o rearranjo de particulas. Naturalmente, é também a melhor aproximacao para testar se
o modelo desenvolvido nesta teste é, de fato, capaz de gerar resultados corretos. Além
disso, resultados considerados definitivos existem na literatura nessa aproximagao. Para
a secao de choque elastica e de formacao de Ps, temos os resultados obtidos pela matriz-R
de Higgins e Burke (1991) e os obtidos pela matriz-T de Mitroy (1993). Ja para o Z.sy,
temos os resultados da matriz-T reportados por Ryzhikh e Mitroy (2000). Reproduzi-los

¢ fundamental para validar o método aqui proposto.

Os resultados sao obtidos numericamente de maneira similar a descrita na secao 2.8.

5.1 CONVERGENCIA COM A BASE E VALORES DO FATOR DE ESCALA

A convergéncia do calculo com o nimero de fun¢des de base consideradas é um dos
aspectos mais importantes da metodologia, e precisa ser demonstrada e discutida com
muita seriedade. Para tanto, consideraremos o mesmo niimero de vetores de base para
expandir as funcoes F (4.85) e F' (4.86) na aproximacio SC, i.e., N, = Nj. Os valores
numéricos de ambos os fatores de escala sao considerados o mesmo: ¢ = §. Essas sao
escolhas arbitrarias que levam a uma estratégia mais direta para obter resultados, pois
evitam a necessidade de estudar diversas possibilidades de combinagoes envolvendo N,
Ny, g e g. A notagao usada nesta segdo, é definida como: SC(2Ny;¢g), que significa que,
para um dado valor de [, os resultados foram obtidos na aproximacao SC, usando N,
fungdes de base (como definidas em (4.80) e (4.81)) em ordem crescente de n, com um
fator de escala g, para cada centro, de forma que o niimero total de fungoes de base usadas
é 2N,,.

A fig. 18 mostra a convergéncia da SCE para a onda S, abaixo do limiar de abertura
do canal de formagao de Ps, com o nimero de fung¢oes de base consideradas para g = 1,00
(curvas solidas) e g = 0,08 (curvas tracejadas). Uma vez que as curvas com quadrados
representam os resultados completamente convergidos para cada valor de g, observamos
que a convergéncia foi atingida com 14 fungoes de base para g = 1,00 e com 16 para
g = 0,08. Como esperado no PVS, a convergéncia com o nimero de func¢oes de base é
rapida e consistente. O que nao é consistente, no entanto, é o fato de que o resultado

convergido para g = 1,00 é muito diferente do obtido para g = 0,08, o que torna explicito a
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dependéncia do método no conjunto de base empregado. Isso nos leva ao questionamento:

qual dos resultados é o melhor?

Figura 18 — SCE para [ = 0 em func¢ao de k abaixo do limiar de abertura de formagao de
Ps. Legendas na figura.
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Existem muitas estratégias que poderiam ser usadas para tentar responder tal ques-
tionamento. Uma maneira possivel é comparar os resultados com outros ja presentes na
literatura. Esta, no entanto, leva a uma grande dependéncia em trabalhos externos, de
maneira que o modelo nao garante resultados confidveis a menos que estes ja estejam
reportados em algum outro lugar. Além disso, se nao usada corretamente, esta estratégia
pode tornar o calculo de primeiros principios em um método semiempirico, na qual um
conjunto de base imperfeito é propositalmente empregado para ajustar as curvas con-
forme necessidade ao invés de gerar o melhor resultado previstos pelo modelo. Logo,
este procedimento nao é convincente e, por conta disso, nés desenvolvemos os critérios
autossuficientes como descritos na se¢ao 4.4 desta tese. A fig. 19 traz a parte real do
critério Delta (4.83) (a parte imaginaria leva as mesmas conclusoes) como fungao de z,
para k = 0,5 ag' e [ = 0. Desta figura, fica claro que o resultado para SC(16; 0,08) é muito
melhor do que o obtido com o conjunto de base SC(14; 1,00). Como chegamos na mesma
conclusao para outros valores de k£ abaixo do limiar de formacao de Ps, podemos segura-
mente afirmar que, dentre os resultados apresentados na fig. 18, o SC(16;0,08) é o mais
proximo do exato. Como extensivamente discutido na secao 3.2 desta tese, os resultados
melhores para g = 0,08 podem ser fisicamente interpretados observando que essas fungoes
de base possuem um alcance muito menor do que para g = 1,00, o que torna g = 0,08 mais
apropriadas para expandir a fun¢ao de onda dentro da espago limitado onde os integrando

dos elementos de matriz contribuem significativamente. Embora a discussao acima tenha
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sido focada para a onda S, o mesmo é obtido para as ondas parciais superiores.

Figura 19 — Parte real do critério A9 para [ =0 em fungao de z. Legendas na figura.
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No caso onde o canal de formagao de Ps esta aberto (k> 0,707 ag), a dependéncia
do resultados no conjunto de base aumenta. Para g = 0,08, a convergéncia dos resultados
com a fungao de base é atingida com um ntmero total de 30 fungoes de base. Também
notamos que o célculo torna-se muito mais sensivel aos valores do fator de escala g se
comparados com o caso em que nao ha canal de formacgao de Ps aberto. Como um
exemplo, fig. 20 mostra a SCE para g = 0,08 e para g = 0,50. H& duas razoes que
explicam esse aumento repentino na dependéncia dos resultados no conjunto de base. A
primeira é devida ao rerranjo de particulas, onde a base agora precisa descrever tanto o
canal de arranjo poésitron-atomo como o canal Ps-proton. A segunda razao tem relagao
com o momento do poésitron incidente k. Quando o valor de k aumenta, o comprimento de
onda do positron diminui, exigindo, assim, mais fun¢oes de base com um valor pequeno

de g para expandir a funcao de onda com sucesso.

Da mesma maneira como feito para energias abaixo do limiar de formagao de Ps,
exploramos os critérios do conjunto de base A e A como definidos em (4.83) e (4.84).
A fig. 21 apresenta a parte real de AY no painel superior e A{ no painel inferior para
k = 1,7 ag* e I = 0. Estes resultados sugerem que a base SC(30;0,08) ¢ muito melhor
do que a SC(28;0,50). O mesmo ¢é obtido para outros valores de k, e por esta razao,
podemos garantir que a SCE da base SC(30; 0,08) na fig. 20 é a mais proxima da exata.
O valor g = 0,08 nao é escolhido aleatoriamente, uma vez que ele é o valor que apresentou
melhores resultados para todo o regime de valores de k estudados para [ =0 até [ =4. A

excecao acontece para [ > 5, onde resultados melhores foram obtidos para a base SC(34;
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Figura 20 — SCE para [ = 0 em fungao de k acima do limiar de abertura de formagao de
Ps. Legendas na figura.
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Portanto, todos os resultados apresentados a partir daqui foram calculados com a
base SC(16; 0,08) para k < kps, SC(30; 0,08) para k > kps e 0 <1 <4, e SC(34; 0,05) para
k>kpsel>4.

5.2 POSITRON-H

A SCE para [ =0 até [ = 3 na aproximagao SC é mostrada na fig. 22. Os resultados
obtidos com o PVS (curvas sélidas) sao comparados com os obtidos por Higgins e Burke
(circulos) na aproximagao SC calculados usando a metodologia da matriz-R (HIGGINS;
BURKE, 1991), e com os de Mitroy (quadrados), obtidos usando o formalismo da matriz-
T (MITROY, 1993). O acordo entre os resultados é evidente, e isso nos da confianga em
relagdo ao esquema baseado nos critérios (4.83) e (4.84) para a determinagao do conjunto

de base 6timo, conforme descrito na segao 5.1.

Conclusoes similares sao obtidas analisando a secao de choque de formagao de Ps
(SCFPs). No painel superior da fig. 23, é apresentada a SCFPs somando as contribui¢oes
das ondas parciais até l,,,, = 6 (curva tracejada) e 7 (curva sélida), onde a convergéncia
em relagao a [ é alcangada. O resultado esta em completo acordo com o trabalho de Basu,

também calculado na aproximagao SC (BASU; BANERJI; GHOSH, 1976). Como apontado
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Figura 21 — Painel superior: Parte real do critério A9 para [ = 0 em fungao de z. Painel
inferior: Parte real do critério A9 para [ =0 em funcao de R. Legendas na figura.
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por Higgins e Burke (1991), um efeito de ressonéancia interessante é encontrado para a
SCFPs na onda S. Devido a pequena magnitude, este efeito nao é visivel na SCFPs so-
mada. O painel inferior da fig. 23 traz a SCFPs para a onda parcial S calculada pelo
PVS (curva sélida), comparada com os resultados reportados por Higgins e Burke (1991)
(curva tracejada) e Mitroy (MITROY, 1993) (quadrados). Como esperado, a ressonancia
¢ também encontrado em nossos célculos, com uma forma similar as encontradas pelos
métodos da matriz R e T. Os resultados discutidos neste paragrafo sao de suma impor-
tancia, uma vez que eles mostram que, de fato, o método desenvolvido nesta tese é capaz
de incorporar o fenomeno do rearranjo de particulas corretamente, desde que provido de

um conjunto de base apropriado.

A fig. 24 mostra o Zé 7y bara as ondas parciais de [ = 0 até 3 em funcao de k (curvas
solidas) comparados com os resultados de Ryzhikh e Mitroy (2000). O acordo entre os

resultados é, mais uma vez, evidente. A importancia destes resultados deve, também, ser
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Figura 22 — SCE em funcao de k para [ =0,1,2 e 3. Curvas sélidas: resultados obtidos
pelo PVS com rearranjo; Circulos: resultados de Higgins e Burke (1991); Quadrados:
resultados de (MITROY, 1993).
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notada. Como foi mostrado para o espalhamento de positrons por um potencial, na secao
3.2, bons resultados para secoes de choque nao significam, necessariamente, o mesmo
para o parametro de aniquilagdo, uma vez que o PVS é baseado em um funcional para
a amplitude de espalhamento e nao tem obrigacao alguma de gerar uma fungao de onda
de boa qualidade. Matematicamente, isso ocorre porque o PVS impoe que a variacao da
amplitude de espalhamento seja zero (§f = 0). A variagao de primeira ordem da fungao de
onda, entretanto, é, pela construgao do modelo, diferente de zero (§¥ + 0) e isso impacta
fortemente no Z.s, pois gera uma variacao de primeira ordem nele também (0Z.;f # 0).
Sendo assim, o parametro de aniquilacao obtido pelo PVS s6 sera adequado se o conjunto
de base ¢ capaz de minimizar 0¥ o méaximo possivel, de forma que seu impacto no Z.¢;

seja, também, minimo.

Um dos efeitos mais interessantes de incluir a formagao de Ps virtual no célculo é,
sem duvidas, o aumento da taxa de aniquila¢gdo (MITROY, 1993). Na fig. 25, o ngf calcu-
lado na aproximacao SC e na aproximacao estatica (AE) em funcdo de k sd@o mostrados.
Desta figura, é claro que o parametro de aniquilagdo na SC (curva sélida) é muito maior
do que o calculado na AE (curva tracejada). Este aumento é esperado, pois a formagao
de Ps virtual aumenta a correlagao entre o poésitron e o elétron. No entanto, devemos no

perguntar: aonde exatamente esta correlagao contribui para a aniquilagao?

Como o PVS permite obter a funcao de onda do sistema, podemos explorar o Mapa

de Aniquilagao (MA) para estudar em qual regiao do espago a aniquila¢do do poésitron
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Figura 23 — Painel superior: SCFPs somada em funcao de k. Curva tracejada: resultado
obtido pelo PVS somado até a contribuigao l,,,,, = 6; Curva sélida: resultado obtido pelo
PVS somado até a contribuicao [,,., = 7; Circulos: resultados de Basu, Banerji e Ghosh
(1976). Painel inferior: SCFPs para [ = 0 em fungao de k. Curva solida: resultado obtido
pelo PVS; Curva tracejada: resultado reportado por Higgins e Burke (1991); Quadrados:
resultados reportados por Mitroy (1993).

10 | [ | [ | [ | [ | [ | [
8= —
Nmo - =
g or B
” ] — PVS-1 =7 ]
& 4 max ]
o —- PVS-1 =6 i
« 7 |- ® Basueral |
o/
0,8 1 1,2 1,4 1,6 1,8 2
0,08 L L A B E ) B
L A _
|
o2 0,06 = [— pys ' 7
; . | — - Higgins e Burke | -
QL 0.04 |- m  Mitroy , ]
w I
A
& I
3 [
%)

aumenta de fato. A fig. 26 mostra o MA para a onda S em funcao de x para a AE
(curva tracejada) e para a aproximacao SC (curva solida) em k=0,1 ag'. A densidade de
probabilidade eletronica (DPE) do H em seu estado fundamental ¢, também, mostrada
(curva ponto-trago) para fins de comparagao. A area abaixo das curvas do MA resultam
em ngf ~ (0,40 e ~ 1,05 para a AE e o SC, respectivamente, que estd de acordo com a
fig. 25. Primeiramente, como esperado, o MA na AE estd sempre abaixo da DPE do H.
Isto é explicado notando que, por conta do potencial estatico ser sempre completamente
repulsivo, o pésitron nao penetra profundamente no campo atémico, e por esta razao, o
numero efetivo de elétrons participando do processo de aniquilagao seré sempre inferior ao

ntmero real de elétrons do alvo (Z.fr < Z). Quando o Ps virtual é incluido na conta, o MA
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Figura 24 — Parametro de aniquilagao em fungao de k para [ =0,1,2 e 3. Curvas sélidas:
resultados obtidos pelo PVS; Quadrados: resultados de Ryzhikh e Mitroy (2000).
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Figura 25 — Parametro de aniquilacao em funcao de k para [ = 0. Curva sélida: resultado
na aproximagao SC; Curva tracejada: resultado na AE.
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se torna muito interessante. Diferentemente do caso na AE, o MA na SC assume valores
maiores do que a DPE do alvo para x > 2 ag. O ponto de aniquilagao méaxima se desloca
de x ~ 1,37 ag na AE para = ~ 2,60 ag na SC. De fato, o principal efeito do Ps virtual é
permitir que o pésitron aniquile aos redores do &tomo com grande probabilidade, embora a

probabilidade de se encontrar um elétron do alvo estatico nessa regiao seja muito pequena.
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Este ¢ o mecanismo que faz com que a taxa de aniquilacao aumente consideravelmente

quando o Ps virtual é considerado no calculo.

Figura 26 — MA em funcao de k para [ = 0. Curva sé6lida: resultado obtido na aproxi-
macao SC; Curva tracejada: resultado obtido na AE; Curva ponto-trago: densidade de
probabilidade eletréonica do H no estado fundamental.
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6 CONCLUSOES E PERSPECTIVAS FUTURAS

6.1 PVS PARA POTENCIAL MODELO

No desenvolvimento desta tese, o primeiro passo foi aplicar o PVS para um poten-
cial optico, usando o potencial de polarizagao-correlagao modelo. Essa se mostrou uma
estratégia bastante vitoriosa, que levou a importantes conclusoes e “insights” em rela-
¢ao ao método variacional. De fato, as simplificagoes que obtivemos nesta aplicacao nos

permitiram ver através do método e entender as implicacoes fisicas do mesmo.

A principal conquista dentro da aplicacao do PVS para potencial modelo, foi, sem
davidas, o desenvolvimento de um esquema bastante direto e simples para tratar das
funcoes de base, por meio de uma simples inclusao de um fator de escala e um critério
autossuficiente. Dessa forma, resolvemos um dos principais problemas do PVS: a de-
pendéncia dos resultados no conjunto de base usado para expandir a fun¢ao de onda do

sistema.

Vale mencionar também que o programa computacional usado para os calculos foram
desenvolvidos inteiramente a partir do zero. Construir um cédigo computacional proprio
auxiliou fortemente no desenvolvimento das habilidades numéricas, o que, mais tarde, foi

fundamental para a inclusao da formagao de Ps no modelo.

6.2 PVS COM REARRANJO

A inclusao da formacao de Ps no PVS é o principal resultado dessa tese. Durante
o desenvolvimento do trabalho, o problema se mostrou bastante desafiador. Inicialmente,
desconheciamos o fato de que uma eq. de LS nao define o estado de espalhamento com-
pletamente. Isso, naturalmente, tornou o problema muito dificil de tratar e exigiu um
estudo bastante aprofundando sobre a teoria de espalhamento para tratar o rearranjo de

particulas.

A compreensao dos conceitos da teoria de espalhamento descritos na se¢ao 4.2 “Equa-
¢ao de Lippmann-Schwinger no problema de trés corpos”. Além disso, um estudo extensivo
em relacao aos conceitos relacionados ao PVS também teve que ser realizado para possi-

bilitar a inclusao dos efeitos de rearranjo. Foi notado que ao longo desse ultimo estudo
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uma grande falta de artigos que tratam o PVS com rearranjo. De fato, até onde sabe-
mos, nao encontramos outro trabalho que tratou o rearranjo de particulas com sucesso no
PVS. Uma possivel razao para isso, além da dificuldade j& descrita aqui, pode ter sido o
desenvolvimento dos funcionais “Post” e “Prior”, por Lippmann (1956). Vale lembrar que,
no entanto, os funcionais Post e Prior sao principios variacionais diferentes do PVS. Eles
também sao de dificil implementagao numeérica, ja que envolvem funcoes de Green com
somas ilimitadas, um problema que contornamos em nosso funcional. Outra possivel razao
que contribuiu para que o PVS perdesse popularidade é a teoria de Faddeev (FADDEEV,
1961). Apos o trabalho de Faddeev, parece que ficou bastante difundido na comunidade
a ideia de que o formalismo de LS simplesmente nao seria capaz de resolver o problema
com rearranjo de maneira alguma. Existe, por exemplo, uma se¢ao inteira no livro mais
popular na area (segao 19.2 “Difficulties with the Lippmann-Schwinger equations” de JO-
ACHAIN (1975)) mostrando que o formalismo de LS ¢é incapaz de tratar o problema de
trés corpos. De fato isso é verdade, caso o problema seja atacado de maneira iterativa.
Frente a tudo que discutimos aqui, podemos dizer que uma das principais conclusoes dessa
tese é mostrar que o problema pode sim ser tratado com sucesso no formalismo de LS,

sem precisar recorrer a complicada teoria de Faddeev.

Felizmente, as diversas dificuldades encontradas no processo de desenvolvimento do
PVS com rearranjo foram superadas. Nesta tese, apresentamos resultados para positron-
H na aproximacao estatica-acoplada. O acordo entre os resultados obtidos neste tese com
outros presentes na literatura foram excelentes. Portanto, os efeitos da formacao de Ps
virtual e real estao descritos corretamente pela teoria. Uma importante caracteristica que
encontramos na descricao do PVS com rearranjo é que nosso funcional nao depende da
forma assintotica da fungao de onda do sistema. Isso leva a uma importante conclusao:
o conjunto de base pode ser composto por fun¢oes quadrado-integraveis £2. Essa ¢ uma
das maiores vantagens do PVS em relacao a outras metodologias, pois facilita o calculo

dos elementos de matriz.

O esquema de construcao de base, desenvolvido inicialmente para tratar o PVS com
potencial modelo, se mostrou eficaz também no PVS com rearranjo. Isto é de suma
importancia, uma vez que nos permite garantir que os resultados sao de alta qualidade

de maneira muito intuitiva.

A possibilidade de estudar o mapa de aniquilagdo com e sem a influéncia do Ps
virtual é, também, uma grande vantagem do método comparado com outros. Através
desta técnica, podemos compreender mais a fundo a influéncia da formacao de Ps virtual
no processo de aniquilagao. Isto é uma discussao essencial para a area, pois é reconhecido
que o mecanismo de formacao de Ps virtual contribui fortemente para as altas taxa de

aniquilacao medidas experimentalmente. No entanto, devido justamente as dificuldades



99

de descrever o Ps virtual, pouco se sabe ainda sobre este processo. Na aproximacgao
estatica-acoplada, encontramos, por exemplo, que o Ps virtual aumenta consideravelmente
a aniquilacao praticamente “fora” do atomo, algo que nao ocorre se desconsiderar esse

processo.

6.3 PERSPECTIVAS FUTURAS

No momento, os resultados para o PVS com rearranjo, como reportados nesta tese,
sao ainda preliminares. Uma das razoes para isso é que faltou tempo para aprofundar
a discussao, e, por consequéncia disso, focamos no objetivo principal de demonstrar que
o método funciona adequadamente, mostrando seu potencial. Um trabalho com uma
discussao mais aprofundada, principalmente sobre os mapas de aniquilagao com Ps virtual,

é uma perspectiva futura de facil realizagao.

Na sequéncia, a inclusao da polarizacao do d4tomo de H e do Ps é o caminho natural
que o trabalho deve tomar no futuro. Discutir os mapas de aniquilagao nas aproxima-
¢oes com polarizacao com e sem Ps virtual deve gerar uma 6tima discussao de como o
mecanismo de polarizagao e formacao de Ps virtual contribuem para a aniquilagao. O tra-
balho necessario para atingir esse objetivo estd em incluir configuragoes com os estados

excitados do H e do Ps na expansao da funcao de onda.

Uma vez que a polarizacao esteja inclusa no modelo, pretendemos adapta-lo para
tratar o espalhamento de Ps por anti-proton, estudando com detalhes a formacao de um
anti-atomo de H (Ps+p — e + H ). Essa é uma reagao bastante importante para a comu-
nidade, pois é usada para gerar anti-H no experimento GBAR ( Gravitational Behaviour
of Antihydrogen at Rest) (WERF; COLLABORATION, 2014), realizado no LHC. Adaptar
o modelo para este caso sera bastante direto, uma vez que os elementos de matriz sao

praticamente os mesmos e o que muda é somente o arranjo inicial das particulas.

Por fim, a generalizacao do modelo para alvos maiores. Esta nao é direta e, tao
pouco, facil de realizar. No caso de sistemas de 4 corpos ou mais, o fon residual, que
“sobra” apos a formacao de Ps, precisa ser incluido na expansao da funcao de onda. Além
disso, muitos estados do fon residual precisam ser incluidos, pois este também sofre o efeito
de polarizagao (MITROY; RATNAVELU, 1994). Descrever o efeito de troca (nao existente no
caso positron-H) do elétron que formou o Ps com os elétrons do ion residual é também um
grande desafio. Uma aproximagao razoavel para entrar no problema de dtomos maiores,
como invocada no trabalho de Mitroy e Ratnavelu (1994) para espalhamento de positrons

por atomos alcalinos, é desconsiderar a troca.
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Portanto, conforme discutido, existem muitas possibilidades de aplicacao do modelo
do PVS com rearranjo desenvolvido nesta tese. As vantagens frente as outras metodolo-
gias torna o método muito convidativo, pois ele pode ser numericamente implementado
facilmente e gerar resultados muito rapido. Todos os resultados apresentados na apro-
ximagao estatica-acoplada nao levaram mais do que 3 horas para serem gerados, isso
rodando o programa para centenas de valores de k em um computador comum. E claro
que incluir a polarizacao deve aumentar o tempo de computacao consideravelmente, mas
permanecendo, ainda, dentro do razoavel. Finalmente, por todas as razoes explicitadas

aqui, acreditamos em um futuro bastante promissor para a teoria.

6.4 TRABALHOS PUBLICADOS EM PERIODICOS

Durante o periodo que contempla o doutorado, de marco de 2019 até marco de 2023,
tive participacao em 10 artigos publicados, sendo primeiro autor em 5 deles. Os artigos

sdo listados abaixo.

1. “Zero range potential approximation in quantum scattering problems” (SEIDEL; AR-
RETCHE, 2019): esse artigo é uma introdugao pedagogica ao potencial de alcance
zero em problemas de espalhamento publicado no periédico American Journal of

Physics. Essa técnica foi amplamente explorada durante o mestrado.

2. “Semiempirical models for low energy positron scattering by Ar, Kr and Xe” (AR-
RETCHE et al., 2019): esse artigo estuda os modelos de potencial semiempirico para
positron-atomo, publicado no peridédico Journal of Physics B. A participacao neste
trabalho teve grande impacto sobre essa tese, pois, os resultados do PVS para o
potencial 6ptico sao comparados com os obtidos usando a técnica descrita nesse

artigo.

3. “Electronic excitation of HyO by positron impact” (ARRETCHE et al., 2020): esse
artigo estuda o processo de excitagao eletronica do HoO por impacto de positrons,

publicado no peridédico the European Physical Journal D como uma contribuicao a
edicao especial POSMOL2019.

4. “Positron scattering by the Ary and Xe, dimers” (SEIDEL; ARRETCHE, 2020): esse
artigo estuda a interagao poésitron-dimeros de Ary e Xey usando a técnica do Zero
Range Potential, publicado no periédico the European Physical Journal D como

uma contribui¢ao a edi¢ao especial POSMOL2019.

5. “The Hidden Ramsauer-Townsend Effect in Positron Scattering by Rare Gas Atoms”

(ARRETCHE et al., 2020): esse artigo estuda o minimo de Ramsauer-Townsend em
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espalhamento de positrons por gases nobres, publicado no Brazilian Journal of Phy-

sics.

. “A pedagogical introduction to the Schwinger variational principle: an application

to low energy positron-atom scattering” (SEIDEL; ARRETCHE, 2021): esse artigo
apresenta, de maneira didatica, a dedugao basica das expressoes do PVS e a imple-
mentacao numérica do método, publicado no periédico European Journal of Physics.
Este artigo marca o primeiro resultado da presente tese, onde os resultados da apro-

ximagao estatica foram reportados.

. “Higher order polarizabilities and the positron forward scattering problem: Conver-

gence between calculated and measured cross sections in the very low energy regime”
(TENFEN et al., 2022): esse artigo mostra a convergéncia entre os resultados teoricos
com os experimentais quando se melhora a descrigao dos efeitos de polarizabilidade
do alvo e leva em conta a correcao de espalhamento de baixos angulos nas medidas
experimentais, publicado no periédico Journal of Electron Spectroscopy and Related

Phenomena.

. “The basis set, scattering wavefunction and Schwinger variational principle: an ap-

plication for low energy positron-atom scattering” (SEIDEL; ARRETCHE, 2022): nesse
artigo é apresentada a técnica para a construcao de base no PVS para potencial 6p-
tico, publicado no periddico Journal of Physics B. E um dos principais artigos que

reportam os resultados da presente tese.

. “Polarization effects, shape resonances and bound states in low energy positron

clastic scattering by Zinc and Cadmium vapours” (ARRETCHE et al., 2022): esse
artigo discute a ressonancia de forma e estados ligados de pésitron-atomo, publicado

no periodico Journal of Electron Spectroscopy and Related Phenomena.

“Rearrangement Collisions in the Schwinger Variational Principle: A Long-Standing
Problem in Positron Scattering Physics” (SEIDEL; ARRETCHE, 2023): é o artigo
mais recente e importante, onde apresentamos o método do PVS com rearranjo. Foi

publicado como uma letter no periddico The Journal of Physical Chemistry Letters.
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APENDICE A - Unidades Atdmicas
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A tabela 4 apresenta os fatores X de conversao entre unidades atdomicas (u.a.) e
unidades do Sistema Internacional (SI), tal que o valor de qualquer grandeza fisica ¢ no
SI é relacionado com seu valor em u.a. ¢’ por:

q=X¢. (A.1)

Tabela 4 — Conversao de unidades atomicas (u.a.) para unidades do Sistema Internacional

(SI).

Grandeza fisica

Fator de conver-
sao X

Valor de X (SI)

Comprimento ag 5,2918x10~ m

Massa Me 9,1095x1073" kg

Carga e 1,6022x10-1 C

Energia Ey 4,3598x10'8 J

Momento angu- 5 1,0546x10-14 Js

lar

Campo elétrico  Epe~lag! 5,1423x101
Vm~!

Polarizabilidade a3 1,4818x1073! m?

dipolar

Momento de di- eaq 8,4784x10730

polo elétrico Cm

Momento de ea? 4,4865x10740

quadrupolo elé- Cm?

trico

Fungdo de onda  ay”” 2,5978x1015

m-3/2
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APENDICE B - Estabilidade variacional do PVS
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Neste apéndice, demonstramos a exigéncia A1 = AC) para que o PVS seja varia-
cionalmente estavel. De maneira geral, o operador A®) é definido a partir de uma relacao
do tipo:

AB ) =V [S). (B.1)

que é obtida através da eq. de LS.

O objetivo do método variacional é fazer com que as variagoes de primeira ordem
do funcional da amplitude de espalhamento seja zero (§f = 0) ao tomar variagoes de
primeira ordem das fungoes de onda incoming e outgoing em torno de seus valores corretos
(\IJE:) - \IIE:) + (5\115:)). Matematicamente, temos que:

5f = f[\p,(;f) + 5\1/,&;), T+ ow)] - f[@;;), v, (B.2)
onde a forma bilinear do funcional do PVS, de maneira geral, é escrito como:
FIOL) w0 = —am? [(Sk VIRED) + (U0 [V[S,) - (@) |40 e ()] (B.3)
Portanto, obtemos que:

of AR (SU)|VISk,) - (00 |AD| L)
+ (Sk, [VIOWE) - (W] A 5wy ], (B.4)

onde variacoes superiores a primeira ordem foram negligenciadas. Da relacao acima,
notamos que d f s6 serd igual a zero se:

A TY =V [Sk,) (B.5)
AT w)) =V |Sk,) (B.6)

a primeira condi¢ao nada mais é que a expressao (B.1) e nao representa problema. A
segunda relagdo, no entanto, s estara de acordo com a expressao (B.1) se, e somente se,
AT = AG) . Assim, notamos que caso essa propriedade nao seja obedecida, entdao df # 0,
e o método variacional nao gerara resultados apropriados. Portanto, ao derivar a forma
explicita do operador A®#), é sempre importante verificar se essa propriedade esté sendo
obedecida.



118



APENDICE C - Calculo dos elementos de matriz
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Neste capitulo, os elementos de matriz necesséarios para obter a amplitude de es-
palhamento para poésitron-atomo no PVS usando a expressdo (2.58) sdo desenvolvidos.
Temos trés elementos de matriz que precisam ser resolvidos:

L = (‘P)\|V0pt(m)|¢k>7 (C'l)
I, = (‘Pa|V0pt(x)|90>\>v (C'2)
I = {0alVopt(@) G5 Vo (@)|02) - (C.3)

Como V() = Vsi(x) + Vyor(), podemos separar os elementos de matriz I = It + I} o o

I, =I5t + I Se o potencial modelo de polarizacio com a funcdo de corte de Giantuco e
Thompson for utilizado, ambos I; e I, apresentarao forma analitica. O I3, por outro lado,
¢é o elemento de matriz mais dificil de ser calculado, pois nao possui expressao analitica.
Desta forma, uma solu¢ao numérica precisa ser empregada para este calculo.

C.1 ELEMENTOS DE MATRIZ PARA O POTENCIAL ESTATICO

Uma vez que a base escolhida sao as autofungoes do atomo de hidrogénio, temos

que:
(@l @nim) = 1y, () Yim (2), (C4)
onde Y},,(Z) s@o os harménicos esféricos, com z = (0,,¢,), e:
2
Riy(o) = N wimal 20, (32, (©5)

com L{(x) sendo os polinémios generalizados de Laguerre e:

NH (2) Gotnrzy ©6)

Logo, temos que:

1 = (unlValn) = [ R (@)Yi, @)V ()00 (@). (1)
onde e
o) = (x|ow) = e (C.8)

E importante observar que a normalizacio da onda plana (o fator (27)~3/2) esté4 atrelado
ao operador identidade I = [ d®k|k)(k|. Alguns livros e artigos normalizam a onda
plana com um fator unitario, neste caso o operador identidade deve ser escrito como I =
(2m)73 [ d®k |k) (k|. Confusoes na normalizagdo da onda plana e do operador identidade
podem gerar consequéncias no calculo do parametro de aniquilacgao.

Para resolver a integral (C.7), o primeiro passo é utilizar a expansao da onda plana
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em coordenadas esféricas:

®_ gr Azfmm)Y;u(/%)m(f), (C.9)

de forma que a integracao angular pode ser realizada invocando a propriedade de or-
tonormalidade dos harménicos esféricos. Na expansao colocada acima, j;(x) representa
a funcao esférica de Bessel. Para tratar a integral radial, escrevemos os polindémios de
Laguerre como:

L) - (37 0) 5 1)

onde () ¢ o coeficiente binomial. Dessa forma, o elemento de matriz (C.7) fica:

imag l ! A ' n+l
CRRCCNE o () S
z j= 0
[ d:w:Q_’B"+l+je_x(°"'+1/9”)jl(k::l:) (C.11)
0

onde o potencial estéatico definido na expressao (2.46) foi usado. A integral na expressao
acima é bem conhecida na teoria de espalhamento, e tem solu¢ao analitica (JOACHAIN,
1975):

o , W (p+1) wHl p+l+1 3 b
dwale oy (b) = YT F (— z —-——) 12
fo xxh e g, (bx) e T %)2 N\ + 5 T g2) (C.12)

sendo oF7 a funcao Hipergeométrica e I' a funcao gamma. Algumas condi¢oes precisam
ser obedecidas para que a solu¢do acima seja valida: Re(a + ib) > 0; Re(a —ib) > 0 e
Re(p+1) > 0. Como tais condigoes serao verdeiras para a integral presente em (C.11), a
solugao do elemento de matriz (C.7) é completamente conhecida.

Ja o elemento de matriz I5* pode ser facilmente calculado usando (C.10) e a definigao
da fungao Gamma I'(z):

Umax

n—l-1 i l 1
]2 _6ll’ mm’ ’l’ Z Av Z ( ) ( _71_1_ )_

i=0 i) !
n/—1-1 n' +1 1 T@E+21-B,+i+))
" Z (gn/) n'-l-1-3)j! 3420 By+it] " (C.13)
Jj=0 (Oév+ 1 +L’)
an gn

Sendo assim, tanto I e I5* sao conhecidos e ja sdo suficientes para o calculo da amplitude
de espalhamento na AE, como descrito na se¢ao 2.2 .

C.2 ELEMENTOS DE MATRIZ PARA O POTENCIAL DE POLARIZACAO

Voltamos a atencdo, agora, para os elementos de matriz I" e I Por conta da

forma do potencial de polarizacao, o calculo dos elementos de matriz é relatlvamente mais
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complicado em relagao ao célculo usando o potencial estatico.

Iniciamos com:
17 = (PunlVp (@)|68) = [ AR (@)V5, () Vyor () 00(). (C.14)

Usando a expansao da onda plana em coordenadas esféricas e usando a propriedade da
ortonormalidade dos harmonicos esféricos, obtemos:

o A . *© .
1 = oy Yin(B) [ e Ry @)V )ik (C.15)

O potencial semiempirico de polarizacao tem a forma geral:

a x
Vool (1) = =5~ > fo ( ) (C.16)
Logo, escrevendo a fun¢ao de base em sua forma explicita, a integral fica:
2magN?, ~ S 27 n+l
pol _ d
I = i (b z [gn] ( o ) Lij (1 k), (C.17)

com:

Lyi(re, k) = f dxelmg!ti=2 f, ( )jl(lm) (C.18)

A integral definida acima é, de fato, oscilante devido & presenca da funcao esférica de
Bessel no integrando. Por conta disso, buscar uma fungao de corte que possua solugao
analitica é desejavel, pois, em um primeiro momento, elimina dificuldades relacionadas as
solucoes numéricas. A solucgao analitica é também importante para validar uma versao
do calculo do elemento de matriz utilizando um método numérico, dando confianca para
usar potenciais cujo os elementos de matriz nao possuam solucoes analiticas.

Apbs o teste de varias formas para f.(z/r.), constatamos que a func¢ao de corte
sugerida por Gianturco e Thompson (2.54) apresenta soluc¢ao analitica. Como primeiro
passo, escrevemos:

R(2) - amemypn = S (C.19)

com A, = 6. Assim, (C.18) é reescrita como:

Am o0 1 .
Luj(re k) = Z(—DA(A&” ) | dwe G a2 k). (C.20)
A=0

A integral acima é semelhante & encontrada para o potencial estatico, e, sob algumas
condigoes, existe uma solugao analitica direta (C.12). No entanto, devemos observar que,
no caso da integral presente em (C.20), a condigao para o uso da solugao analitica (C.12)
pode ser escrita como p+1[ =2+ 7 >1. Portanto, tal condigao leva a 3 situagoes:

1.Para [ > 1 ou j > 2. Nesta situagao, todas as condi¢oes para que a solugao analitica
(C.12) seja aplicavel sao satisfeitas.
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2.Paral=0ej=1. Neste caso, 2+ j = 1 e a soluc¢do (C.12) nao ¢é aplicavel. Portanto,
uma nova solucao analitica deve ser buscada para a integral:

Ay Am ©dr _p1ixy,
Tno1(7e, k) = Z(—l)k( \ )] — e Gt jo (k). (C.21)
A=0 o T

3.Paral=0e j=0. Como no caso anterior, a solugao (C.12) nao é valida. Logo, uma
nova solucao analitica também precisa ser buscada para esta situacao:

Am Am ©dr 1Ay,
Lnoo(7e, k) = Z(—l))‘( N )[0 — e Gt Jo(kz). (C.22)
A=0

Para encontrar a solucao analitica das integrais apresentadas no caso 2 e 3 acima,
utilizaremos a representacao integral da funcao esférica de Bessel:

' —7)! 1 )
jitka) = C [y (©.23)
sendo P(y) o polinémio de Legendre de ordem [. Tal representagdo pode ser obtida a
partir da expansao da onda plana em coordenadas esféricas, explorando o teorema da
adi¢ao para harmonicos esféricos e a propriedade de ortogonalidade dos polinémios de
Legendre.

Para o célculo de I,,01(7, k), notando que Py(y) = 1, podemos reescrever:

1 [l A *° dx Lo
btk =5 [y S0 (T) [T e c.21
01(70)271%;())\09569 (C.24)
Sabemos que (GRADSHTEYN; RYZHIK, 2014):
fe‘ dr = Fi(-az) + C, (C.25)
z

com C' sendo uma constante de integracao e Ei(—az) sendo a integral exponencial, definida
por:

oo -t
Ei(-az) = - f St (C.26)
Portanto, no caso de uma integral limitada, temos que:
/ ¢ dz=—lim Fi(-az), (C.27)
0oz z-0

uma vez que lim, . Fi(-az) = 0 (observe a expressao (C.26)). A expansao de Taylor da
integral exponencial, para z ~ 0, é dada por:

Ei(-az) » —y - In(az), (C.28)

onde v é a constante de Euler-Mascheroni e, é assumido, que az esta fora do eixo real
negativo. Com isso, notamos que lim, o Fi(-az) nao converge. No entanto, isso nao sera
um problema ao calcular a integral I,,0; (0 mesmo ocorrera para I,q), devido a soma em
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A, como serd mostrado nos proximos passos. Utilizando as expressoes (C.27) e (C.28) em
(C.24), ficamos com:

L1 (¢, k) = % [11 dyg)(—l))‘()\;\n) (—7 - }cii%ln [x (gin + % - zk‘y)]) . (C.29)

Pela expansao binomial, sabemos que:

Se(h)-a-ve-o c30)

e, usando as propriedades de logaritmo natural, podemos demonstrar que:

i S0 (e (5 7]
_Z( 1)( )1n[i+i—zk;y]

31
e (C.31)

Portanto, como mostrado acima, apesar de lim,_In(az) nao convergir, quando conside-
ramos a soma em A, devido as propriedades da funcao logaritmica, um cancelamento em
x ocorre, fazendo com que a integral I,,o; nao apresente problemas de convergéncia.

Assim, usando (C.30) e (C.31), I,,01 se reduz a:

Ton (7 —-lf (’")fldln[i+i-ik] (C.32)
nOl ca - 2 et )\ -1 Y gn r Yl :

Cc

que resolvendo a integral restante e simplificando a expressao, toma a forma final:

Lt =5 -0 () [(gii)’“]

_(i+3)(Arg[i+3—z’k]—Arg[i+3+ik])}, (C.33)

gn T, gn T, gn T,
onde Arg(z) é o argumento do nimero complexo z.

Para calcular I,00(7c, k), usamos a forma integral da fungao de Bessel (C.23) em
(C.22), obtemos a integral:

1 1 2 Am AT oo
L) = [ty B CON(Y) [ e, (C34)
- A=0

No entanto, ao integrar em relagdo a variavel = por partes e usar (C.27) e (C.28), obser-
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valilos que:

LA gy

o dy 1A , e et
f —€ Cc(gn+7‘c Zky) zllm{—
0

2 x>0 z

+(i+i—iky)(fy+ln(li+i—iky]x)}, (C.35)
gn. 1. gn 7.

o limite presente acima diverge, no entanto, de maneira analoga ao que ocorreu no calculo
Io1(7¢, k), a soma em A presente em (C.34) elimina a divergéncia. Para tanto, notamos,
primeiramente que:

—a:(i—iky) A —x/re YA\
T LD . (1—e#lre)rm
lim ——— ")(—e eyt = lim ——— =0 C.36
liy — ;( W) = tim (C:36)

para A\, > 2.

Derivando a expansao binomial de (1 — x)* em ambos os lados e impondo x = 1,
obtemos que:

S (o a7

E, usando as propriedades logaritmicas de maneira analoga a realizada em (C.31), temos

que:
& A1 A 1A
. _ >\ m _ o . . o .
}g%/éo( 1) ( \ )(gn + - zk‘y) ln([gn + - zk‘y]x)

_ )in:(_l))‘()‘;)(i+i—iky) In [gin+ri_iky] (C.38)

agn Te c

Logo, substituindo (C.35) em (C.34) e usando as propriedades (C.30), (C.36), (C.37) e
(C.38), ficamos com:

1 A\ U1 N I
Loo(7re, k) = 5;(—1)’\( \ )[1 dy(g_n +— —zky) In [g_n +— —zky]. (C.39)

=0 c c

Resolvendo a integral acima e simplificando a expressao:
12 (A 1A 1 A,
Loo(re, k) = — 3 (=1 k| =+ 2 m|[=+2) +k
00(re, k) 4]4:/\2:%)( ) ()\){ (gn+rc) n[(gn+7“c) ’

2
_[(L + i) - k;Q][Arg(i + A zk:) - Arg(i + A + zk)]} (C.40)
an  re an  7Tc gn  Tc

Desta forma, I} °definido em (C.17), é completamente conhecido, uma vez que Lj(re, k)
tem solucdo analitica dada por (C.40) para [ =0e j =0, por (C.33) paral=0ej=1, ¢
por (C.20) junto com (C.12) para [ +j > 2.

Por fim, devemos calcular também o elemento de matriz:

B = (ealVpa @) = [ FrRE @)Y BV (0) R ()Y (). (C1)



127

Que fica:
il —2\¢ n+l 1
]pol — _%5 ,5mm/N9 Ng’ (_) ( )_
2 2 ni® 'l Z(:) gn) \n-1-1-14/il
w9\ n' +1 nn’
(e
]:
sendo:

Am 1 1
I (re) = Yo (-1)) ( ") [ et s (C.43)
A=0

pol

De maneira analoga ao calculo de I{", teremos 3 casos para a integral acima:

1.Para 2[+i+j > 2. Neste caso a integral presente em (C.43) vira uma fun¢gao Gamma
e a solugao fica:

I (re) =F(2l+i+j_1)%(_1)x(/\;\n) (i 1 /\)

, (C.44)
A=0 an an Te

2.Paral=0ei+j=1. Nesta caso, usamos (C.27) e (C.28), e, apos simplificagoes,
obtemos:

(C.45)

o A 1 A
S (e 2o
(V%) (T ) );)( ) A n gn gn/ Te
3.Para [ =i=7=0. Para este caso, integramos uma vez por partes e usamos (C.27) e

(C.28), obtendo:

ln(i+i+i). (C.46)

Am \ )\m
15 ) = XN (50 o o
A=0 A
C.3 ELEMENTO DE MATRIZ COM A FUNQAO DE GREEN

O elemento de matriz que envolve a funcao de Green, ao contréario dos anteriores, nao
tera solucao analitica e, portanto, uma técnica para a integragao numérica sera discutida
nesta secao. Temos que:

. nlm Vo ’ ! Vo n'l'm/’
I3 = (@nlm|VoptG(()+)Vopt|90n'z'm'> Zelfg{fdgk/((p i pttfk >;§fk| pt|(p l ) (C.47)
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Para I3 na AE, impomos V,,: = Vs, € a técnica de integragao segue o mesmo procedimento
descrito ao longo desta secao.

O primeiro passo para o calculo de I3 é reescrever o elemento de matriz presente no
integrando:

<(pnlm|vopt|¢k> = ilY* ( )]Opt(k) (048)
tal que I (k) = I51(k)+I"% (k), onde definimos i'Y;* (k) I5H(k) = I3, bem como i'Y* (k) I7 (k) =
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]fOl. Desta forma, a parte angular de (C.47) pode ser integrado diretamente usando a
propriedade de ortonormalidade dos harmoénicos esféricos. Ficamos com:

[ KPR LT (R
Iy = Gude iy [ a2 (C.49)
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Para efetivamente resolver a integral presente na expressao acima, usaremos a seguinte
propriedade (ECONOMOU, 2006):
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EACTY —P/Bf dy = ir f(y = 0), (C.50)

com A<0< B e f(y) sendo uma fungdo bem comportada no intervalo [A, B]. O primeiro
termo do lado direito de (C.50) é chamado de Valor Principal de Cauchy (VPC) e o
segundo termo é chamado de valor de residuo. O VPC é definido como:

ey [P 0] cn

Fazendo a mudanga de variavel 2u = k2 — k2 na integral em (C.49), usando a propriedade
(C.50) e retornando para a variavel original, obtemos:
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Desta maneira, o elemento de matriz é separado em VPC e o valor de residuo:

. s ]{'2]Opt(k')10pt(l€')
15 = (ol VoG Voptlon) = 2P [l =220 (C.53)
I3 = (%zWoptG Vopt|<PA) = —im Oy O KT (K) I8 (K), (C.54)

onde G\ = G + GW e Iy = IF + IR O calculo do valor de residuo ¢ direto, uma vez
que IV t(/{:) é conhecido. O VPC, no entanto, precisa ser numericamente calculado.

Voltamos nossa atengao agora para o calculo do VPC da integral (C.53). Para
esse calculo, pode ser 1til determinar a paridade da funcao I} (k). Usando a propri-
edade j;(~kz) = (~1)!j;(kz) nos elementos de matriz I5* (C.11) e I (C.15), podemos
demonstrar facilmente que I%*(-k) = (=1)' 1" (k). Ou seja, a fun(;ao I (k) & par para
[ par e fmpar para [ fmpar. Por consequéncia disso, podemos garantir que o produto
I (K% (k') é uma fungdo par e isso nos permite reescrever:

1 0 k'zopt(k')zoz’t (k") kI (kI (K
I = §ubpm=P f dK’ | f dK’
3 wimm’y l_oo (k' - (k' + k)

5”,5mmép [ = gy Pnt(¥) (C.55)
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com:

Sent(y) = (Y + k)L (y+ k)IE (y + k) = (y = k)L (y = k) I (y - k). (C.56)
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Uma possibilidade para encontrar o VPC numericamente é usando uma férmula de qua-
dratura Gaussiana (PIESSENS, 1970):

p [y 5 10 .

Yo

onde A, sdo os pesos, Y, sdo as abscissas e N é um ntumero par (caso contrario o valor
y; = 0 estara incluso). Para usar a formula (C.57), reescrevemos (C.55) como:

P f,m;(y) 5 [11 gy @) +yfknz(1/?/> (C.58)
N ]zV:Avfknl(yv) +yfknl(1/yv)7 (0.59)

em que usamos:

/;1dyfkn;(y) +—/;°°dyfkn;(y) =f11dtfknl(t1/t)‘ (CGO)

Portanto, uma vez que os pesos e abscissas sao conhecidos, o VPC pode ser facil-
mente determinado. Para este trabalho, utilizamos N = 100, com A, e ¥, obtidos no site
“Kesian Online Calculator” (Keisan Online Calculator, 2021). Desta forma, todos os elemen-
tos de matriz necessarios para o calculo da amplitude de espalhamento sao conhecidos.
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