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RESUMO

O estudo do calculo fracionario cresceu muito nas ultimas seis décadas, e cada vez
mais esta se relacionando com diversas areas da matematica. Desta forma, ficamos
motivados a entender a relagao que havia entre o calculo fracionario e a teoria de se-
migrupos. E por isso que no primeiro momento introduzimos as fungdes Gama, funcéo
Beta e a funcédo Digama, as quais, juntamente com suas propriedades, serao funda-
mentais para a obtencéo dos principais resultados discutidos neste texto. Logo em
seguida fazemos um breve curso de teoria da medida com o intuito de apresentar trés
grandes teoremas: o Teorema da Convergéncia Mono6tona de Lesbegue, o Teorema da
Convergéncia dominada de Lesbegue e o Teorema da Convergéncia Dominada Gene-
ralizada de Lesbegue. Estes teoremas serdao essenciais para nossos objetivos. Depois
introduzimos o conceito de Espagos LP, e em seguida mostramos que este espaco
€ Banach. Além disso, apresentamos uma breve teoria de integracédo, donde a sua
finalidade sdo os teoremas de Tonelli-Fubinni e a desigualdade integral de Minkowski.
Finalmente, apresentamos a teoria dos semigrupos juntamente com a teoria do célculo
fracionario. Para estabelecer a relacao entre esses dois temas, mostraremos que a
integral fracionaria de Riemann-Liouville € um semigrupo fortemente continuo, e, como
resultado, estamos empenhados em exibir qual é o seu gerador infinitesimal.

Palavras-chave: Semigrupos, célculo fracionario, integral fracionaria de Riemann-
Liouville, Gerador infinitesimal.






ABSTRACT

The study of fractional calculus has grown greatly over the past six decades, and it is
increasingly relating to many different areas of mathematics. Thus, we were motivated
to understand the relationship that existed between fractional calculus and semigroup
theory. This is why in the first moment we introduce the functions Gamma, Beta and
Digamma, which, along with their properties, will be fundamental to obtain the main
results discussed in this text. Right after that we take a brief course in measure theory in
order to present three major theorems: Lesbegue’s Monotone Convergence Theorem,
Lesbegue’s Dominated Convergence Theorem, and Lesbegue’s Generalized Domi-
nated Convergence Theorem. These theorems will be essential for our purposes. Then
we introduce the concept of LP-spaces, and then show that this space is Banach. In ad-
dition we present a brief theory of integration, hence the Tonelli-Fubinni theorems and
the Minkowski integral inequality. Finally, we present the theory of semigroups together
with the theory of fractional calculus. To establish the relationship between these two
topics, we will show that the Riemann-Liouville fractional integral is a strongly continu-
ous semigroup. And, as a result, we are engaged in exhibiting which is its infinitesimal
generator.

Keywords: Semigroups, fractional calculus, Riemann-Liouville fractional integral, in-
finitesimal generator.
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INTRODUCAO

O Calculo Fracionario € o ramo da matematica que envolve estender os con-
ceitos de derivadas e integrais para ordens arbitrarias. A curiosidade sobre este tema
surgiu simultaneamente com o advento do Célculo Diferencial e Integral, da qual Leib-
niz ja era conhecido como um dos criadores da teoria. Mas em 1695, LU'Hospital escre-
veu uma carta a Leibniz perguntando: "Se n=1/2, entdo o que seria o significado de
d"y/dx™. Leibniz respondeu a carta do LHospital com uma ideia intuitiva (para mais
detalhes veja [8], [18], [23]):

“Bernoulli parece ter contado a vocé que mencionei a ele uma analo-
gia maravilhosa que torna possivel dizer, de alguma forma, que as diferen-
ciais sucessivas estdo em progressées geométricas. Pode-se perguntar o
que seria uma diferencial tendo como expoente uma fragdo. Vé-se que o re-
sultado pode ser expresso por um série infinita. Embora isto pareca retirado
de Geometria, que ainda ndo conhece tal fracionamento dos expoentes,
parece que um dia estes paradoxos irdo produzir consequéncias uteis, uma
vez que dificilmente existe um paradoxo sem utilidade. Pensamentos que
importavam pouco em si mesmos pode dar ocasido a outros mais bonitos.”

Embora Leibniz tenha ficado surpreso com a pergunta de LHospital, sua res-
posta foi muito inteligente. Além do texto acima, Leibniz escreveu uma aproximacao do
que seria a derivada de ordem 1/2 da fungao real f(x) = x.

A pesquisa sobre o tema veio ganhando for¢ca a medida que grandes matema-
ticos se dedicaram a area. Tanto que 35 anos depois da conversa de Leibniz com
L'Hospital, Euler escreveu uma nota sobre a necessidade de uma teoria de interpola-
cao entre séries que poderiam auxiliar nesta definicdo fracionaria para uma derivada.
Ja em 1812, Laplace definiu uma derivada fracionaria por meio de uma integral, e o
primeiro livro discutindo a derivada de ordem fracionaria apareceu em 1819, o qual foi
escrito por Lacroix. [8], [23])

Lacroix percebeu que usando a funcao de Gama de Euler (para mais detalhes
desta funcao veja a Secao 1.1), definida como

(o0)
I(z)= / 7 1etat,
0

o questionamento de LHospital poderia ser facilmente resolvido. Como a funcdo Gama
€ uma generalizacao do fatorial, Lacroix notou que se n< m, entdo poderia escrever a
derivada da fungéo y = x" da seguinte forma:

dy _mt mp_ TM+1) mog

dx™ ~ (m-n)! r(m-n+1)
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Desta forma ele fez a seguinte particularizagéo: considerou m=1e n=1/2, com

isso obteve que
d1 /2
ax12 " TERRY T Vm

Vale a pena observar que este € o mesmo resultado sustentado hoje em dia pela
definicdo de derivada fracionaria de Riemann-Lioville de ordem a, amplamente aceita
na sociedade matematica. Além disso, nas literaturas [14] e [25], percebemos que a
derivada fracionaria de Riemann-Liouville é definida por meio da integral fracionaria de
Riemann-Liouville.

Assim, conscientes da sua grande importancia, iremos dedicar-nos a um es-
tudo mais detalhado das propriedades da Integral Fracionaria de Riemann-Liouville de
ordem a e algumas de suas consequéncias.

A Integral Fracionaria de Riemann-Liouville de ordem a >0, que pode ser defi-
nida de seguinte forma: para f :[a, b]— R uma fungédo adequada (no decorrer do texto
deixaremos claro a qual espaco f pertence) e a >0, consideramos

t
%a) /a (t—5)*1f(s)ds,
o simbolo J7,f(t) denota a Integral Fracionaria de Riemann-Liouville de ordem « da
funcéo f(t) para todo t € [a, b], tal que a integral do lado direito da expressdo acima
existe. Lembramos ainda que o simbolo I representa a funcdo Gama de Euler.

Nosso objetivo principal é estabelecer uma relagao entre a integral fracionaria
de Riemann-Liouville e a teoria de semigrupos, provando que Provar que a integral
fraciondria de Riemann-Liouville € um Cp-semigrupo no parametro a sobre os espagos
LP, para1<p<oo.

Aléem disso, se a integral fracionaria de ordem a for um Cy—semigrupo, entao por
definicao, este semigrupo possuird um gerador infinitesimal. Neste caso, explicitaremos
o gerador infinitesimal.

Para abordar tais questées com detalhes, € necessario que apresentemos uma
vasta teoria. Para evitar uma discussao muito longa precisamos de um ponto de partida,
por isso, de agora em diante, presumimos que o leitor ja tenha uma certa familiaridade
com resultados da Andlise Funcional e da Analise Complexa. O segundo topico, em
particular, &€ necessario para facilitar o entendimento das fungdes Gama, Beta, Digama
e suas respectivas propriedades. Dito isto, No Capitulo 1 desta dissertacao, buscamos
entender as funcbes Gama, Beta e Digama, além de propriedades relativas as deriva-
das das funcaos Gama e Digama, que possuem um papel importante no final deste
texto.

T2 2
y (2) 12 K12,

Jaf(t) =

Ja no Capitulo 2 apresentamos a Teoria de Medida e Integracdo. Embora esta
teoria seja classica, como ela faz parte do cerne da teoria do célculo fracionario, deci-
dimos apresenta-la de forma detalhada. Parte deste capitulo é dedicado a apresentar
a medida de Lebegue e sua relacdo com o Calculo Diferencial e Integral classico.
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O Capitulo 3 é dedicado a apresentagao dos espacos LP e suas propriedades.
Este capitulo trata do espaco de Banach no qual iremos estudar a integral fracionaria de
Riemann-Liouville e, portanto, € muito importante que entendamos bem sua construcéo
e algumas de suas caracteristicas intrinsecas.

Ja o Capitulo 4 é dedicado a uma breve apresentacao da Teoria de Semigrupos
e de alguns de seus principais teoremas.

Por fim, o Capitulo 5 introduz o Calculo Fracionario e depois apresenta uma série
de resultados que tem como objetivo concluir que a integral fracionaria de Riemann-
Liouville Jz%,t define um Cy-semigrupo no parametro a em LP(fy,t), para 1 < p < oo,
com gerador infinitesimal que podemos calcular e exibir.
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1 ALGUMAS FUNCOES ESPECIAIS

Nesta secao exploramos algumas fungdes especiais que sao essenciais ao
discutir o tema central desta dissertagdo. Em particular, relembremos o seguinte resul-
tado:

Teorema 1.1. Sef:DcC— C, com D aberto de C, entdo as seguintes declaracbes
s&o equivalentes:

1. f é diferenciavel.
2. f é analitica.
3. f é infinitamente diferenciavel.

Neste resultado, a suposi¢cao da complexidade da funcao € fundamental, uma
vez que é bastante simples de encontrar funcdes reais que nao satisfazem tais equiva-
Iéncias. Este resultado também é conhecido como Teorema de Cauchy-Goursat. Para
mais detalhes, ver [7], [12], [19].

Uma vez conhecido o resultado acima, entdo o entendimento das funcdes es-
peciais sera mais facil. Vale salientar que ndo vamos discutir tais funcées com muita
profundidade, pois isso iria desvirtuar o objetivo principal deste estudo. No entanto,
como nossa ideia é tornar esta dissertacao o mais autocontido possivel, nos esforca-
remos para citar todos os resultados ndo mostrados aqui.

1.1 A FUNCAO GAMA

Em matematica, a funcdo Gama é uma extensdo da funcao fatorial para o
conjunto dos numeros reais e complexos. No decorrer do texto usaremos R(z) para
denotar a parte real do numero complexo z. Para iniciar nosso estudo apresentamos o
seguinte resultado:

Teorema 1.2. Se ze{we C:R(w) >0} temos que

o
/ e 1tz 1t
0

Demonstragdo. Como para t >0 temos que [tZ1| = |e(z-DInt| = gh(z-1)Int _ $R(2)—1
basta notar que
o0
5/ et
0

o0
‘ / etz 1t
0

é convergente.

1 0o
tz‘1)dt= / et R gt 4 / et R gt
0 1

N / /
TV Vv

I b
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Observe que

1
1
RO =
I S/O t dt §R(Z)<OQ

Agora, se R(z) =1, concluimos diretamente que
o0 1
I2S/ e_tdt=—<oo.
1 e

Por outro lado, caso R(z) > 1, podemos encontrar me N tal que m<R(z) < m+1 e dai
através de algumas integracdes por partes conseguimos obter que

=g (1 + (?R(z)—1> + <§R(z)—1> (5}%(2)—2) o

+ (8%(2)—1) (éR(z)—(m—1)>)
+ (?R(z)—1> (§R(z)—m) /1 gt R@-me) gy

0 que nos leva a concluir que a existéncia de My, M» = 0 tais que
(o]
I < My +M2/ e ldt < oo.
1

Com este ultimo argumento provamos o resultado. Il

Note que a fungéo definida no Teorema 1.2 possui muitas caracteristicas inte-
ressantes. Para estudar estas propriedades, introduzimos e apresentamos o seguinte:

Propriedade 1.3. Definindo a funcdo I':{ze C:R(z) >0} — C por

(o, ¢]
(z) = / et at,
0
Valem as seguintes relacdes:
1. Se neN, entdo I'(n+1)=n!
2. Se ze{zeC:R(2)>0} entdo z['(2) =T(z+1).
Demonstragdo. 1. Para ne N temos que

r(n+1)=/oooe—ft”dt. (1.1)

Considere a fungéo f:(0,00) — C dada por

o0
f(a) :=/ e, 1.2)
0
Claramente temos que
e—atoo 1
flay=——| ==
aj|, a
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Derivando a equacgao acima, obtemos

i _ Ooi —at _/Oo_ —at __l1
daf(a)_/o dae at= A te < dt= pl

Repetindo o processo, obtemos

d? d [®_ at *d —at
@f(a)_a/o _te dt-/o E[—te ]dt

Assim, fazendo o mesmo processo n-vezes obtemos:

n oo n —at n n!
(-1) /0 t'e ™ dt=(-1) prrek (1.3)
Perceba que se a=1 em (1.3), segue que
(o]
/ t"e ldt=nl. (1.4)
0
Portanto de (1.1) e (1.4), segue
r(n+1)=nl,
que é exatamente 0 que queriamos.
2. Se R(z) >0, por definicao, temos que
(0,0]
F(z+1)=/0 Zetdt. (1.5)

Usaremos o método da integragdo por partes para resolver a integral acimaZ.
Assim, sendo de u = tZ, entdo du = zt?~1dt. Por outro lado, se e~!dt= dv, entéo
teremos que v=—e"!. Desta forma reescrevemos (1.5) como

o0
- / —e {27 1t
0~ ~Y——

o
/ tZ2 eldt=— t? et
0 0 14 adu

—~ —~ =
u dv u v

que mais uma vez, devido ao fato que a funcao exponencial cresce mais rapido
que a fung¢ao polinomial, obtemos

/ tZeldt=z / e 1tz gt (1.6)
0 0

"Para chegar nesse resultado usamos a regra de Leibniz.

2Enfatizamos aqui que esta mudanca de variaveis, posta como esta, precisa ser justificada melhor
usando integracao de fungdes complexas sobre caminhos e o Teorema de Cauchy. Contudo, como
ndo vamos nos aprofundar nestes topicos, sugerimos ao leitor que busque em alguma das seguintes
referéncia [7], [12], [19].
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De (1.5) e (1.6), temos:
F(z+1)=/ tze‘tdt=z/ e 17 1 at = zr(2).
0 0

Assim segue a demonstracdo deste item. E consequentemente a demonstragcéo
de todas as propriedades.
O]

Embora as propriedades citadas acima ja sejam, por si s6, muito interessantes,
gostariamos de observar um outro fato curioso. Se t>0e ze{weC:R(w)>0}e
escolhermos he C/{0} suficientemente pequeno, entdo

T(z+h)-T(z)  [® 4,4 [t"-1

Agora, como sabemos que
d.n_d _hing_ hin) _ +h
—dht _—dhe =In(t)e =t"In(t),

pelo menos formalmente poderiamos supor que ao fazermos h— 0, obteriamos que

i ® otz _/oo —11z—1
dz/o e 't dt= A e "t In(t) dt.

Desta forma, se formos capazes de justificar esta passagem do limite e ainda
que a integral limite existe, poderiamos comegar a discutir a possibilidade de I'(z) ser
diferenciavel. E pensando nisso que introduzimos o seguinte resultado.

Lema 1.4. Se ze{we C:R(w)>0} entdo

o0
/ e {1tz In(t) ot
0
é convergente.

Demonstragdo. Note que

H / gtz |n(t)dtH< / etz In(t) | ot
0 0
1 00
< / e TR —In(t)]dt + / e 1@ n(t) at.
0 1

Assim temos dois casos a considerar:

1. Se 0<t=<1, entdo eI R@-1[—In(t)] < tRE@-1[=In(t)]. Dai, como

1 1 R(z)
R(2)-1 _[|dt
/O t In(t)dt-/o {dm(z)]m(t)dt
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/1 g1 h(2)-1 [~In(t)]dt < (L>2
0 “\R(2)/

|

“ R

0

obtemos

2. Por outro lado note que t~1/2In(t)— 0 quando t— oo, entdo existe M >0 tal que

t‘”zln(t)sM, se t=1.
Dai temos que In(t) < Mt'2, se t=1, ou seja

/oo e—ttm(z)—1 In(t) dt < M/oo e—l‘t§R(Z)+1/2—1 dt
1 1

(o]
<M / e RN gt - M T(R(2) +1/2).
0
Desta forma concluimos que

oo 2
—fz—1 1
/O e 't In(t)dtg(m) +MT(R(z) +1/2) < 0.

Assim, segue a demonstracao. O

Tendo em vista este ultimo resultado, podemos finalmente provar que a funcao
Gama é diferenciavel. Enfatizamos porém que usaremos aqui um pouco de integral
complexa sobre caminhos, o qual € um conhecimento que assumimos conhecido pelo
leitor.

Teorema 1.5. Seze {we C:R(w) >0}, entdo I'(z) é diferenciavel e sua derivada é dada
por

r'(z)= /0 gty In(t) dt.

Demonstracdo. Assuma que t>0. Observe que se he C é tal que 0<|h| <1 pequeno,

entao h
r(h+z)—r(z)_/°° _t.zq |11
b = A e 't - at,

e portanto

H—r(h”)"r(z) —/OOO &'t In(y ot

h
© g [th=1 ® _t,zT71
=/ et [—} dt—/ e tt7- In(t)dtH
0 h 0

- H /OOO gtz {th%—ln(t)] dtH
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00 h_
< / e 1) [u—ln(t)]
0 h

Considere o caminho complexo §4,:[0,1]— C dado por §x(S) = sh. Entdo

|th—1|='/ 924, /tZdz
5, 02 5n

Como a fungéo f : C— C, dada por f(z) = t4, t € (0,00), € continua sobre 6 ([0, 1]),

temos que
‘/ t?dz
On

Definimos M =max({|t|? : ze 6 4([0,1])}. Desta maneira, ficaremos com

dt.

<|In(t)|

s/ |t7]|dz| < max{|t|? : z € 6,([0,1])}|Al.
On

th—1]

A =@M, (1.7)

h

1. Note que T—In(t) — 0 pontualmente em t >0, quando fazemos h— 0. E

ainda temos que
1 [th=1
e 1h(2)- 'T—In(t)‘ — 0, quando h— 0,

pontualmente em t> 0.

2. Também perceba que segue da desigualdade (1.7) que

< et REOT N (M +1),

h

. >

7

h_
g 1R ‘ =1 In(t)

e pelo Lema 1.4, temos:
o0
/ e TRE@ | In(t) |(M+1)dt < oo,
0

ou seja, _¢ é dominada por uma uma fungao integravel.

Logo ao considerar 1. e 2. o Teorema da Convergéncia Dominada® garante que

I'(z+h)-T(2)

I h

(o]
—/ e 17 In(t) at) — 0,
0

quando h— 0. Concluindo o resultado. O

Com o fim de estender o dominio da funcdo Gama, apresentamos o seguinte
resultado.

3Veja o Teorema 2.67, no Capitulo 2.
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Lema 1.6. Se ze{we C:—1<R(w) <0}\{0}, entdo definimos

Desta forma, T : {z € C :R(z2) >—1}\{0} — C é diferenciavel.

Demonstragdo. Primeiro observe que

r(1+2z)

, forze{weC:-1<R(w)=<0}\{0},
I'(z)=

r'(z2), forze{weC:R(w)>0}.

Contudo, gragas ao item 2 da Propriedade 1.3, podemos reescrever a igualdade

acima na forma
r(1+2)

I'(z)= P

para todo ze {we C:R(w)>-1}\{0}. Como I'(z+1) e 1/z s&o func¢des diferencidveis
para z € {w e C:R(w)>-1}\{0}, concluimos que a extensao da funcdo Gama também
é diferenciavel para z e {w e C: R(w) >—-1}\{0}, como queriamos. O

Observacao 1.7. 1. Note que da forma que definimos acima, conseguimos ainda
manter valido que zI'(z) =T'(z+1) para todo ze{w e C: R(w) >—-1}\{0}.

2. E possivel mostrar que a funcdo I'(z) ndo possui raizes em {w e C : R(w) >—1}\{0}.
Isto deve-se ao fato de como a formula integral que a construimos é dada e de
como realizamos sua extensao.

Teorema 1.8. Podemos estender a fungcdo Gama para o conjunto C\{0,—1,-2,...} de
forma que fiquem validas as seguintes propriedades:

1. T'(z) € uma funcdo analitica em C\{0,-1,-2,...}.
2. Para qualquer z € C\{0,-1,-2,...} vale que zT'(z)=T(z+1).

3. Seze{weC:R(w)>0} temos que

I(z)= / e 1tz 1at.
0

4. Para qualquer neN temos que I'(n+1) =n!

Demonstracdo. E uma aplicacdo direta dos resultados apresentados nesta secéo e de
uma construcao recursiva baseada nas ideias introduzidas pelo Lema 1.6. O
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1.2 AS FUNGOES BETA E DIGAMA

Iniciamos este estudo com a fungao Beta.

Definicao 1.9. Considere a fungéo g : D(8) — C dada por

1
B(zy,20) = / s@1(1-s)%2 1 gs,
0

de modo que D(B) ={(zy,2o) € C2: R(z{) > 0,R(25) > 0}. Chamaremos f(z1, z5) de fun-
cao Beta.

A préxima proposicao mostrara a ligacao entre a funcao Beta e a funcao Gama.
Proposicao 1.10. Considere z4 e zo € C tais que R(z¢) >0, R(zo) > 0. Entdo
[(z1)I(22) =T'(21 + 22) (21, 22).

Demonstragdo. Note que da definicdo da fungdo Gama podemos escrever a seguinte
igualdade:

T'(z1)[(25) = / / ~(t+8) 4211 5%~ gitgfs, (1.8)

Fazendo agora a seguinte mudancga de variavel: t=x2 e s=y2. Note que nesta
mudanga de variavel os limites de integragao ainda continuam os mesmo, e temos que
dt=2xdx e ds=2ydy. Portanto, reescrevemos (1.8) como

/ / e~ (C+Y?) x2(z1=1)  2(2) gy iy (1.9)

Usando coordenadas polares x = rcosé e y =rsinf e devemos integrar sob o
intervalo 0 <0 < 71/2, e entao reescrevemos (1.9)

/ / )(rcos0)2? =1 (rsin0)22 rdoar
=4 / / 2(21+22)-1(cos 9)22 =1 (sing)2%2~ 1 doar
= 4/0 e (") 2(z1+22)~ 1dr/og(cos )22 1(sing)?2"1do. (1.10)
Por fim, faremos a seguinte mudanca de variavel: r2 = wy e (cos6)2 = w,. Note
que os limites de integracao da integral referente a r ainda continuam os mesmos. Mas

perceba que quando 6 =0, temos que wo =1 e quando 6 = /2, obtemos w, =0. E ainda
temos que dwy =2rdr e dwp =—-2cos6sinfdo. Disto reescrevemos (1.10) como

LSIE]

4 / ~ g r2@+z) gy / (cos0)?%(sing)2%2 1 do
0 0
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00 E
=/ e_r2r2((21+22)_1)2rdr/2(0089)2(21_1)(Sin9)2(22_1)QCOSHSiHHdB
0 0

0o 1
= / e M W1(Z‘J'22)_1 adwy / Wéz1_1)(1—W2)(22_1)dW2
0 0
=T(z1 +22)6(21,22)-

Com isso concluimos a demonstracao. O

A partir de agora definiremos a funcdo Digama e veremos que ela esta intima-
mente relacionada com a funcdo Gama.

Iniciamos relembrando o item 2 da Observacao 1.7 a fim de apontar que as
singularidades da funcao Gama nos auxiliam em definir a funcéo reciproca da fungéo
Gama, isto é, a funcédo 1/T'(z). Pode-se demonstrar que a funcao 1/I'(z) € analitica
em C e tem todos 0s seus zeros sobre 0s inteiros nao positivos; para mais detalhes
veja [7].

Definicao 1.11. A funcao analitica v : {z € C:R(z) >0} — C dada por

r'(2) <= %m(r(z») )

€ chamada de funcao Digama.

Mostraremos agora duas propriedades da fungao Digama que serao utilizadas
em nosso trabalho.

Propriedade 1.12. 1. A fung¢do Digama satisfaz a seguinte identidade:
w(zet)=1 +u(2),
paratodo ze{zeC:%R(z)>0}.
2. A funcdo Digama é infinitamente diferenciavel.
Demonstracdo. 1. Da Propriedade 1.3, item (2), temos que
['(z+1)=2zI(2). (1.11)

O Teorema 1.8 nos garante que a funcdo Gama é diferenciavel, por isso podemos
derivar (1.11). Assim ficamos com

I'(z+1)=T(2)+zT'(2). (1.12)

1
Agora multiplicando ambos os lados de (1.12) por ——, obtemos que

zl(2)
w(z+1)= L y(2).

2. Segue diretamente do Teorema 1.8.
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2 A TEORIA DA MEDIDA E INTEGRACAO

Neste capitulo introduziremos brevemente alguns conceitos fundamentais da
teoria da medida e integracéo, focando particularmente no estudo dos espagos LP. Em
resumo, na Secao 2.1 apresentamos os conceitos de o—algebras e fungdes mensura-
veis, enquanto que na Secao 2.2 a teoria de integracao com relacdo a uma medida.

2.1 0—ALGEBRAS E FUNCOES MENSURAVEIS

Definicao 2.1. Sejam Q um conjunto e 22(Q2) o conjunto das partes de Q. Diremos que
uma familia de conjuntos & < 2(Q) € uma o-algebra (leia-se sigma algebra) quando:

1. Os conjuntos ¢ e Q pertencerem .

2. Se Ae % entdo o complementar A® e &.

o0
3. Valer que: se {Ap}2, c F entdo |J Ape Z.
n=1
Observacao 2.2. Da Definicdo 2.1, toda o-algebra & é fechada por intersecgdes

(e 0]
enumeraveis. Isto &, se {An}> ; < entdo () Ape &. De fato,
n=1

o
{Anlnenc F = {Ag}nel\l cF = U A?;Eff
n=1

(0,0] c (o] (e,
— (UAg) eF = [(A%)CeF = () AncZ.
n=1 n=1 n=1
Definicao 2.3. Sejam Q um conjunto ndo-vazio e & < 2(Q) uma o-algebra. Cha-

maremos o par (Q,%) de espago mensuravel e todo elemento A € & de conjunto
mensuravel.

A seguir daremos alguns exemplos das definicées introduzidas acima.
Exemplo 2.4. Se Q é um conjunto ndo-vazio, entdo (Q,22(Q)) € um espaco mensuravel.
Exemplo 2.5. Sejam Q=N e & c 2(N), com

7 ={2,{1,3,5,...},{2,4,6,...},N}.

Deste modo & é uma o-algebra, ja que:

1. Os conjuntos ¢ e N pertencem &.

2. Se Ae &, o complementar A € #. De fato, suponha que A= ¢ entdo A°=N¢€
Z. Agora, se A=Nentdo A° = ¢ € &. E ainda, se A={2,4,6,...} entdo A€ =
{1,3,5,.. € %. Por fim, se A={1,3,5,...) entdo A°={2,4,6,...} € Z.
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3. Sejam A1 =9, A>={1,3,5,...}, A3={2,4,6,...} e A4 =N. Note que AjUA;j=A;e &,
comi=2,3,4. A2UA3=A4€§, A2UA4=A4€9 A3UA4=A4€9, A-| UA2UA3=
AgeF, AjUASUAL=A4e F, AsUAgUAL=A4eF e AlUASUA3UAL=A4e &Z.
Portanto, qualquer unido enumeravel de elementos de & esta em &.

Desta forma o par (Q,%) é um espago mensuravel.

Exemplo 2.6. Se {#;},c; € uma familia de o-algebras, entdo (| &, € uma o-algebra.
Ael

1. Note que ¢ e Qe &, paratodo A. Assim, @ e Qe () &, pois estes sdo comuns
Ael
a todas as o-algebras.

2. Se Ae () &, entdo Ae F, para todo A€ L. Assim, A® € &, para todo A. Logo
AelL

ACE ﬂg/l'
Ael

3. Se {An}2, < N &, entdo {An}® , c F,, paratodo A e L. Assim,
n=1 el n=1

00
U AnEgA,
n=1

para todo A € L. Portanto,
(0,0]
U An € ﬂ g/l.
n=1 Ael
Deste modo temos que
(%2
Ael
€ uma o-algebra.

O Exemplo 2.6 nos permite fazer a seguinte construgdo: Seja € < 2(Q2) uma
colecao qualquer de conjuntos. Seja %« a colecao de todas as o-algebras que contém
€. A colecao % € nao-vazia, pois gracas ao Exemplo 2.4 temos que Z(Q) € %.
Agora definimos

#(€)= (] V.
Ve,
Do Exemplo 2.6, segue que #Z(€¢) é uma o-algebra que contém €. Podemos facilmente
concluir de sua definigdo que ela é a (unica) menor o-algebra que contém €. Por vezes
esta o-algebra serd chamada de o-algebra gerada.



2.1. o-algebras e fungbes mensuraveis 33

Observacgio 2.7. Se (Q,7) é um espago topologico'! e # é a colegdo de todas as o-
algebras que contém os elementos de 7 (i.e., 0s abertos de Q), entdo como comentado
anteriormente, existe uma o-algebra gerada pela intersecgao de todos os elementos
de %.

Exemplo 2.8. Seja (Q,7) um espaco topologico. A g-algebra gerada pela familia de
conjuntos abertos de t € conhecida como o-algebra de Borel, denotada por 4. Cha-
mamos os elementos de ¥ de conjuntos de Borel ou borelianos de Q. Por fim, note
que (Q,%) é um espaco mensuravel.

Definicao 2.9. Seja (Q,%) um espaco mensuravel. Diremos que a fungcdo f: Q—R €
mensuravel relativamente? a &, se para todo ac R valer que

{xeQ:f(x)>al=F"((a00))ecF.3

Definicao 2.10. Sejam Q um conjunto qualquer e Ae 2(Q). A fungdo y4: Q— R
definida por
1, sexeA,
xa(x) =

0, sex¢A,

€ chamada de funcéao caracteristica.

Proposicao 2.11. Sejam (Q,%) um espagco mensuravel e Ae . Entdo y5,:Q—R é
mensuravel.

Demonstragao. De fato, se a= 1, entdo {x € Q: ya(x) > a} = @ € &#. Por outro lado,
assumaque O<a<1,entdo {xeQ:ya(x)>a}=AeZ. E por fim, suponha a<0, entdo
{xeQ:xa(x)>al=QeF. Assim a fungdo caracteristica € mensuravel. O

Exemplo 2.12. Seja (Q,%) um espaco mensuravel. Se f: Q— R é a funcao constante,
entao f € mensuravel. De fato, como f(x) = c para todo x € Q. Se a> ¢, entdo {xe Q:
f(x)>a} =@ e . Por outro lado, se a<c, entdo {xe Q:f(x)>a}=Qe %. Deste modo, a
funcédo simples é mensuravel.

A seguir sera definido a reta real extendida, suas operacdes e propriedades. Em
nosso contexto, este conjunto nos auxiliara a prosseguir com a teoria que esta sendo
construida, pois comecaremos a trabalhar com fun¢des cuja o contradominio podera
“conter” 0 +oo.

"Nao vamos nos aprofundar além disto na teoria da Topologia Geral. Caso o leitor tenha interesse,
sugerimos que verifique a cléssica literatura [20].

2Por simplicidade diremos apenas que f:Q— R é mensuravel.

3A definicao também pode ser dada com os seguintes conjuntos:
{xeQ:f(x)za}l; {xeQ:f(x)<a}; {xeQ:f(x)<a}.
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Definicao 2.13 (Reta real extendida). A reta real extendida, a qual é denotada por R, é
0 conjunto Ru{—oo,00}. Vale apontar que neste contexto +oo sdo vistos como elementos
com os quais podemos operacionalizar parcialmente. A ideia desta construgéo foi dada
por Dedekind—MacNeille em [21].

Sobre R definimos as operacgdes de soma e produto. Também sobre R definire-
mos uma relagédo de ordem, bem como uma topologia.

1. Em R considere + uma operagdo binaria parcialmente? definida que estende a
soma em R; mais precisamente, a funcao

+:(x,¥) € (RxR)\{(co,—00);(—00,00)} — X+ y € R,

dada da seguinte maneira:

a) Se a,beR, a+b=b+aé asoma usual em R.
b) Se aeR, pomos a+oco=00+a=00 € a+(—oo) =—oo.
c) Definimos oo+ 0o =00 € —co—00 =—c0.

2. Sobre R considere -, uma operagao binaria definida, que estende a multiplicagao
(produto) em R; mais precisamente, a funcao

(x,y) € (RxR)— x-y€R,
dada da seguinte maneira:

a) Se a,beR, a-b=b-adenota o produto usual em R.

b) Se aeR é um numero positivo [resp. negativo] pomos a-co=o00-a=o00 [resp.
a-oo=oo-a=—oo].
a-—0o=—00-a=—00 [resp. a-—co=—00-a=00].

C) 0000 = (—00)-(—00) = 00; € 0o (—00) = (—00) - 00 = —0c0.

d) 0-c0=00-0=0=0-(—00) = (—00)-0.°
3. Sobre R é definido a relagio de ordem < (estrita), dada por:
—00< a<oo,

para qualquer a € R. Ou seja, o maior elemento de R serd o (co) € 0 menor
elemento sera (—oo).

4. Em R consideramos a topologia 7 que é dada da seguinte forma: AcR é um
elemento de 7 se, e somente se, as seguintes condi¢cdes forem satisfeitas:

4Nesse contexto a soma entre oo € —oo N0 esta definida.
SEsta convengao néo provém da construgao de Dedekind—MacNeille, porém ela é muito til na teoria
que estamos desenvolvendo.
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a) AnR é um aberto na topologia usual de R.

b) Se +oo € Alresp. —oo € A] entdo existe ae R tal que;
{xeR:a<x}cA [resp.{xeR:x<a}cAl.

Nas proximas definicdes usaremos com frequécia o conjunto R. Isto se deve
ao fato que vamos ampliar o conceito de fun¢gées mensuraveis para fungcdes com
contradominio em R.

Definicao 2.14. Considere (Q,%) um espaco mensuravel e f : Q— R. Dizemos que f
é mensuravel relativamente® a o-algebra & se para cada ac< R, tivermos {x € Q: f(x) >
ale &.

Vamos agora introduzir um conceito muito importante que sera usado mais a
frente neste texto.

Definicao 2.15. Seja f : Q— R uma funcdo. A parte positiva de f é a fungdo f*:Q— R,
definida por f*(x) = max{f(x),0}. Por outro lado, a parte negativa da funcao f é a funcéo
f~:Q— R, definida por f~(x) = max{—f(x), 0}.

Proposicao 2.16. Seja f: Q— R uma fungdo. Entao valem as igualdades a seguir:
f=ft—f e |f|=ft+f".
Mais ainda, f é mensuravel se, e somente se, ft e f~ sdo mensuraveis.

Demonstracdo. Consequéncia imediata da Definicdo 2.14 e da prépria definicdo das
fungbes f* e f~. O

Proposicao 2.17. Sejam (Q, %) um espago mensuravel, f : Q— R uma fungcdo men-
surdvel e ceR. Entdo c-f, f2, |f|, f+ e f~ sdo fungdes mensuraveis.

Demonstracdo. Para os detalhes veja [2, Lemas 2.6 e 2.8]. O

Uma justificativa do motivo de termos introduzido o conceito de mensurabilidade
de fungdes com contradominio em R pode ser verificado no seguinte resultado.

Proposicao 2.18. Sgja (Q, %) um espago mensuravel. Se considerarmos uma sequén-
cia de fungbes mensuraveis f, : Q— R e definimos

f(x) = inf fa(x), () =supfn(x), F(x)=liminffn(x)

e F*(x)=limsupfp(x),

n—oo

entao estas fungdes sdo mensuraveis.

8Como anteriormente, por simplicidade, aqui também diremos apenas que f : Q— R é mensuravel.
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Demonstracdo. Mostraremos que f(x) =inffy(x) € mensuravel. Para isso, seja a >0 e
defina

(e,0]

A={xeQ:f(x)za}e B=[|{xeQ:fy(x) = a}.
n=1
Primeiro note que A= B. De fato, se x € A, entao inffy(x) = f(x) = a. Evidente-

mente teremos fh(x) = a para todo ne N, logo x € B. Reciprocamente, x € B, entdo
fn(x) = a para todo neN. Assim f(x) =inffy(x) = a, logo x € A, portanto, A= B. E como
fn: Q— R é mensuravel, entdo B é mensuravel, isso nos configura que A é mensuravel.
Ou seja f € uma fungcado mensuravel.

A prova que f*(x) =supfn(x) € mensuravel é analoga a demonstra¢ao acima.
neN
Com argumentos semelhantes aos que ja utilizamos e notando que

F(x)=sup inf fa(x) e F*(x)= inf sup fn(x), (2.1)
meN =M meNn=m
também conseguimos verificar que F(x) e F*(x) sdo funcbes mensuraveis. Il

Observacao 2.19. Um resultado imediato da proposi¢cao acima é que se tivermos
fn : Q— R uma sequéncia de fungées mensuraveis que converge para uma f: Q— R,
entdo f € mensuravel.

Vamos agora apresentar um resultado que diz que: toda funcdo mensuravel e
nao-negativa € limite de uma sequéncia {@n}}. ; monotona crescente, com ¢, mensu-
ravel para todo ne N. Para os detalhes da demonstragéo veja [2, Lema 2.11].

Teorema 2.20. Sef:Q—R,’ é uma fungcdo mensuravel, entao existe uma sequéncia
@n:Q— R de fungbes mensuraveis tal que:

1. Cada @p tem apenas um numero finito de valores reais.
2. 0=son(x)<@p1(x), YXeQ, eneN.
3. f(x)=limon(x), para cada x € Q.

A partir deste ponto introduzimos a nogao de medida sobre uma o—algebra, que
serd uma das principais ferramentas para tratar a teoria de integracao.

Definicao 2.21 (Medida). Seja (Q,%) um espaco mensuravel. Uma medida é uma
funcdo u: % — R, que satisfaz:

1. p(e)=0.

’Esse conjunto se defini como R, :={x eR: x > 0}.
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2. Se{An}}. =F € uma sequéncia de conjuntos dois a dois disjuntos, entao

H( U An) =ZH(An)-
n=1 n=1
Chamamos esta propriedade de og—aditividade.

Observacio 2.22. E fundamental permitir que o contradominio de 1 seja R,., pois pode
acontecer que para algum Ae &, termos u(A) = co; neste caso diremos que o conjunto
A tem medida infinita. Quando u(A) < oo, diremos que o conjunto Q tem medida finita.

Exemplo 2.23 (Medida de contagem). Seja Q um conjunto nao vazio. Como observado
no Exemplo 2.4, 22(Q) sempre é uma o—algebra. Desta forma, podemos definir sobre
22(Q) a fungao #:22(Q2) — R dada por:

#(A) = k, se o numero de elementos de A éigual ke Z,,
" | oo, se A possui infinitos elementos.

Veja que pela definicao de # temos que # € positiva e #(@) = 0. Agora considere
uma colegao enumeravel {An}>’ ; < 22(Q), dois a dois disjuntos, e defina A= Une1 An-

1. Suponha primeiro que A é infinito. Neste caso ha duas possibilidades. A primeira
é que exista ny e N tal que Ap, € infinito, de forma que

co=#(An,) <# (U A,,) =#(A) = 0o,

n=1

logo vale a igualdade

#(A)=> #(An). (2.2)
n=1

A outra possibilidade é que Ap seja finito para todo n e N. Neste caso, existe
N’ = N infinito tal que Ap # @ para todo ne N/, pois caso contrario teriamos que
A é finito, 0 que € uma contradicdo. Desta forma, temos que #(Ap) = 1 para todo
neN’ e portanto

o0 o0
co= Y 1= #An)=) #An)<# <U A,,) =#(A) < oo,
neN’ neN/ n=1 n=1
ou seja, concluimos que vale a (2.2).

2. Por fim, suponha que A é finito. Como os An séo dois a dois disjuntos, existe
N e N tal que Ap =9 para todo n> N. Ou seja A= Uﬁﬂ An, e esta claro que o
nuamero de elementos de A serd a soma dos numeros de elementos dos Ap para
ne{1,2,...,N}, ou seja, vale (2.2).

Desta forma # : 22(Q) — R € um medida no espago mensuravel (Q,22(Q)).
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Definicao 2.24 (Espaco de medida). Seja (Q,%) um espago mensuravel e u: % — R,
uma medida. Chamaremos o terno (Q, %, u) de espaco de medida.

Apresentamos a seguir dois resultados importantes sobre espacos de medida.
Iniciamos apresentando o seguinte lema auxiliar. Para detalhes da demonstragao veja
[2, Lema 3.3].

Lema 2.25. Sgja (Q,%,u) de espago de medida. Se E,F € &, donde E c F, entdo
w(E) < u(F). Quando ocorrer de u(E) < oo, teremos ainda que u(F)—u(E) = u(F\E).

Teorema 2.26. Seja (2, Z, 1) um espago de medida.

1. Se{An}>, c F é tal que Anc An.1, para todo neN, entdo
n=1 n

u(

2. Se{An}® , cF étal que Ap.1 < An para todo neN e u(Aq) < oo, entdo
n=1

u(

Demonstragéo. 1. Se u(An) =00 para algum neN, entdo pelo Lema 2.25 a igualdade
(2.3) é trivialmente satisfeita. Suponha agora que u(An) < oo para todo ne N. Defina
E{=Aq e En=An\A,_1 paratodo n=2. Assim Ep € uma sequéncia de elementos dois
a dois disjuntos em & tal que

3

An) — lim u(An). (2.3)

S
1]
—

D)

An) — lim u(An).

S
Il
—h

Como u é o—aditiva, entdo

w(1J An) =a( U En) = mEn S G) (2.4)
n=1 n=1 n=1 n=1

Agora pelo Lema 2.25, temos que u(En) = u(An)—u(An—1), paratodo n=2. Logo

m m

> u(En) = |iAn) ~1(An-1)| = (Am). (2.5)
n=2 n=2

Segue de (2.4) e (2.5) que
u( U An) =limpu(Am).

n=1

2. A demonstragao deste item segue o mesmo raciocinio do item anterior. Il
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Por fim apresentamos uma no¢ao muito importante que usamos durante toda a
dissertacao.

Definicao 2.27. Considere (Q,%,u) um espaco de medida. Neste caso, se Ae & e
u(A) =0, dizemos que A € um conjunto de medida nula. Disto, definimos que:

1. Se f, g : Q— R sé&o tais que f(x) = g(x) para todo x € A° e A é um conjunto de
medida nula, dizemos que f =g em quase toda parte®.

2. Diremos que a sequéncia de fungdes fn converge a f em quase todo ponto de Q,
guando fn(x)— f(x) para todo x € A®, com A um conjunto de medida nula.

2.1.1 A medida de Lebesgue

Nesta subsecao construimos a medida de Lebesgue. Alertamos porém, que
para fazermos a construcao desta medida, precisamos introduzir uma série de concei-
tos.

Definicao 2.28. Para os intervalos reais /1 = (a,b), I =[a,b), I3 =(a,b] e Iy =[a,b],
definimos o comprimento destes intervalos por:

6(h)=06(2)=06(l3)=06(l4) =b-a.

Por outro lado, se considerarmos /5 = (o0, @), lg = (-0, a), I7 =(a,00), Ig =[a,co)
ou g = (—o0,00), entdo definimos o comprimento destes intervalos por:

6(I5) =6(lg) = 6(l7) = 6(lg) = 6(lg) = co.

Por fim, se dois intervalos /1 e > s&o disjuntos e limitados, entdo assumimos
que 6(/1 U 12) = 5(/1)+5(/2).

Gostariamos de construir uma medida ¢ sobre alguma o—algebra & que satis-
faca as seguintes propriedades:

1. Todo intervalo (limitado ou ilimitado) /<R estd em £ e ainda ¢(/) =46(/).

2. Se Ae ¥ e y eR, entao a translagdo de A por y, isto €, A+y :={x+y : x € A},
também esta em £ e ¢(A+y) =C(A).

Inicialmente vamos construir uma nova nocédo de medida que nos auxiliara na
construcao da medida desejada.

8Sempre que for possivel, abreviaremos este termo apenas por g.t.p..
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Definicao 2.29 (Medida exterior). Seja AcR. Definimos a medida exterior de A, deno-
tada por ¢*(A), como

o0
0% (A) = inf{Z&(ln) . de modo que {/n};.1 € uma colegéo
n=1

de intervalos abertos e limitados que cobrem A}.

Observacao 2.30. E importante notar que a definicdo de medida exterior ndo é
suficiente para garantirmos que ¢* seja de fato uma medida, uma vez que nem
sequer apresentamos uma o—algebra sobre a qual ¢* estaria definida.

Da definicdo de medida exterior conseguimos verificar trés propriedades impor-
tantes que nos prestam grande auxilio no restante desta subsecao.

Proposicao 2.31. A medida exterior satisfaz:
1. ¢*(p)=0.

2. (* é o—subaditiva, isto é, se {An}721 =R, entao vale que
o0 o0
e ( U A,,) <> 1*(An).
n=1 n=1

3. Vale a monotonicidade, isto é: se A, B<R e Ac B, entdo ¢*(A) < ¢*(B).

Demonstracdo. 1. Uma consequéncia imediata da definicdo é que ¢* (@) =0, ja que
@ < In:=(=1/(2n),1/(2n)) para todo ne N e portanto por definigcdo

0<?0*(p)<d(ln)=1/n,
para todo neN.

2. Suponha que existe ny e N tal que £*(Ap,) = co. Assim

o* ( U An) <oo=0*(Ap,) < nzz;e*(A,,).

n=1

Para provar o caso restante, assuma agora que ¢*(Ap) = an < oo, para todo ne N
e considere ¢ > 0. Logo para cada n e N, existe uma sequéncia de intervalos
abertos {l,’(’,e}ke,\, <R tais que

(o0] o0

€

AHCUII?,e e (*(Ap) sZé‘lke <an+ o5
k=1 k=1
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Como

n=1 n=1k=1
entao
o0 oo o0 o0 € (e0)
”(UAH) =YD SURI<Y |an+ 55 - [Za,,] re (2.6)
n=1 n=1k=1 n=1 n=1
Fazendo ¢ — 0%, obtemos
(0] (0] (0]
e ( U An) <) an=)» (*(An)
n=1 n=1 n=1

. Se ¢*(B) = oo, entao teriamos ¢*(A) < co = ¢*(B). Por outro lado, suponha que

¢*(B) = a <o e considere € > 0. Assim existe uma colegdo de intervalos abertos
e limitados {ln,e}‘;;’=1 < R que satisfaz

oo (,°]
Be|Jihe e €*(B)<D b(lne)<are.
n=1

n=1

Entretanto temos que Ac B<|J7.4 Ine- Logo

o0 oo
Ache e €A Z (Ine),

0 que nos permite concluir que
0(A)* < a+e, (2.7)
para qualquer ¢ > 0. Desta forma, fazendo e — 0* em (2.7), temos
(A <a=0"(B).

Segue a demonstragéao.
0

Proposicao 2.32. A medida exterior é invariante por translacao, ou seja, para quais-
quer conjunto AcR e y e R, temos

0*(A+y) = 0*(A). (2.8)

Demonstragdo. Observe que se {/n}?? € uma colecao de intervalos abertos e limita-
dos, entao {/n}?? ; cobrem A se, e somente se {In+y}?? ; cobre A+y. Além disso, como
In é intervalo aberto para todo ne N, entdao /nh+y também é intervalo aberto com o
mesmo comprimento de /p, para todo ne N. Assim, ficaremos com

o0

00
Zf* ln Z /n+y
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Com isso, obtemos que

o0
0% (A) = inf{Zé(ln) . de modo que {/n};.1 € uma colegéo
n=1

de intervalos abertos e limitados que cobrem A}

(e,0]
= inf{ Zé(ln+y) . de modo que {/h+y};. € uma colegéo

n=1
de intervalos abertos e limitados que cobrem A+y} =0*(A+y).
]

Exemplo 2.33. Considere os intervalos A=[a,b] e B =(a,b) da reta, entdo ¢*(A) =
¢*(B)=b-a

Demonstracdo. 1. Segue da definicdo que ¢*(B) = b—a.

2. Para provarmos o outro caso, considere ¢ > 0 arbitrario e note que [a, b] esta
contido em (a—e,b+¢). Entdo do item 3. da Proposicao 2.31 juntamente com a
primeira parte que

¢*([a,b]) = ¢*((a—e,b+e€)) =b—a+2e, Ve>O0. (2.9)

Fazendo ¢ — 0% em (2.9), ficamos com ¢*(A) < b—a. Por outro lado, temos que
(a,b) c[a, b]. Portanto, mais uma vez do item 3. da Proposigédo 2.31, juntamente
com a primeira parte, obtemos que

b—a=¢*((a,b)) < ¢* ([a,b]) = £*(A). (2.10)

Logo (2.9) e (2.10) garante que

¢*([a,b]) =b-a.
[
Os proximos lemas sao importantes para construcéo de £.
Lema 2.34. Se A{,A> cR s§o tais que
C(E)=C*(EnA)+*(EnA?), (2.11)

parai=1,2 e todo E cR, entao
(*(E) = 0* (En (A1 UA)) + * (En (A1 UAy)©),

para todo E cR.
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Demonstragdo. Considere E cR. Como A, satisfaz (2.11), entdo considerando o con-
junto En A <R temos que

0*(EnA®) = 0*((EnA%) n Ag) + £*((ENAS) N AS). (2.12)

Observe que
En(AjuAo)=(EnAq)U(EnA))

=(EnAq)U(EnAxnAS),
assim, pela Proposicédo 2.31 temos
0*(En(AjUAy)) < C*((EnAq))+ % ((EnAxn AY)). (2.13)
Agora das equacbes (2.11), (2.12) e (2.13), ficamos com
0*(En(AyUA2))+0*(En(AT N AS))
<C*((EnAq))+*((EnAan AS)) +* (En(AS N AS))

= *((EnA)+L*((EnAS)n Ag)+0* (En AS) n AS)
= 0*((EnAq)+C*(ENAS) = ¢*(E).

Em resumo obtemos que
0*(En (A1 UA))+0*(En (A UAL)C) < ¢*(E). (2.14)
Por outro lado temos
E- (Em(A1 qu)) U (Em(A1 qu)C).
Logo obtemos que
0*(E) < 0*(En (A1 UAD)) + % (En (A1 UAS)O). (2.15)
Assim por (2.14) e (2.15), temos
(*(E)=0*(En(A1UA))+*(En(A;UA5)°).
[

Observacao 2.35. Por inducdo, conseguimos mostrar que se Aq,Ao,...,Ap satisfazem
(2.11) entdo |JiL A, satisfaz (2.11).

Lema 2.36. Sejam A4, Ao,...,AncR conjuntos dois a dois disjuntos que satisfazem
C(E)=C*(EnA)+*(EnA?), (2.16)
paraie{l1,2,...,n} e todo E cR. Se F cR, entdo

o* (Fn(CJA,)) =zn:£*(FmA,-)
i=1

i=1
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Demonstragcdo. A demonstragao sera feita por indugédo em n. Se considerarmos F c R,

defina . .
B= {ke{1,2...,n}:£* <Fm (UA,)) =Z€*(F0A,-)}.
i=1 i=1

Claramente temos que 1 € B. Suponha agora que
k k
o* (Fn (UA,)) =) (*(FnA), (2.17)
i=1 i=1

seja vélido para todo k€{1,2,...,n—1}. Como

k+1
(Fn (U A,-)) NAkt=F A1,
i=1

(Fn(kUHA)) ) (FO(UA»

do fato que Ak, 1 satisfaz (2.16), pela equagéo (2.17) obtemos

(ro(Ua))-c (o (U)o
(Fn(@A) N (Aks1) ) = (X (EnAgq)+ (Fn(UA))

k k+1
=X (FnAgs)+ Y (X (FnA) Ze* FnA).
i=1
Assim k +1 € B. Desta forma, por inducédo segue a demonstragao. O

Com o intuito de construirmos a o—algebra desejada no inicio desta subsecao,
utilizamos a medida exterior ¢* para provamos o seguinte resultado.

Definicao 2.37. Dizemos que AcR € um elemento de £ < Z(R) quando
(*(E)=0*(EnA)+¢*(EnA°),
para todo E cR.

Teorema 2.38. O conjunto & definido acima é uma o—algebra em R. Chamamos &
de o—algebra de Lebesgue.

Demonstragdo. Vamos provar cada uma das etapas que verificam que um conjunto é
uma o—algebra.
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1. Observe que @, Re ¥, ja que se E cR, pelo item 1. da Proposi¢do 2.31 temos

(*(Eng)+0*(ENR) = 0*(g)+ *(E) = ¢*(E).

2. Também, se Ae ¥ entado para todo E c R temos
C*(E)=*(EnA)+*(EnA®) = (*(EnA®)+ 0*(En(A°)°),
ou seja, A°e £.
3. Considere {An}%), < £. Mostraremos que A =J}2;An € £. Para isso, defina
Ho =9 e Hy = Aq e ainda que

n—1
Hp=Ap\ U A;, paran>2.
i1
Definimos também )
Fpn= U H;, para n>2.
i=1

E facil ver quer F, é composto de uma unido de elementos dois a dois disjuntos,
e que esta unido resulta em

n n
Fn=UH,-=UA,-, para n> 2.
=1 =

Dito isto, da Observagao 2.35 obtemos Fpe £, para todo neN, ja que {An}7> ; <
<. Por outro lado, j& sabemos que vale a implicacao

o0
Fnc | JAn=:A = FFoAC.
n=1

Considere E cR. Como Fp é uma unido disjunta de elementos Hp, na qual cada
Fne & para todo neN, entdo devido a o item 3. da Proposicdo 2.31 e ao Lema
2.36 podemos escrever o seguinte:

(*(E)=t*(EnFp)+*(EnFf)

> 0*(EnFp)+¢*(EnA°) = ( (UH,))+£* E n A°)
=1
n

-~

=Y *(EnH))+*(EnA°)

para todo neN. Assim fazendo n— oo e do item 2. Proposicdo 2.31, obtemos
que
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(o]
0*(E)=Y *(EnH,)+*(EnA%)
i=1

l*(E (UH>)+£* (EnA®)= z*( (OIGA,)>+€* (EnA°)

= 0*(EnA)+*(En A%),

WV

para todo E c R. Agora, na intencao de estabelecer a desigualdade contraria
considere E cR. Dai, devido ao item 2. da Proposicéo 2.31, podemos obter que

C*(EnA)+0*(EnA°) > e*((EnA)u(EmAC)) — 0*(E).

Desta forma concluimos que A=J7. 1 An€ £. Portanto £ é uma o—élgebra.

]

Os préximos resultados sdo essenciais para demonstrar que os conjuntos aber-
tos de R (e um pouco mais ainda, os borelianos; para relembrar os detalhes da
o—algebra de Borel veja o Exemplo 2.8) estdo contidos na o—algebra de Lebesgue.

Teorema 2.39. O intervalo (a,00) € & para todo ac€ R.

Demonstragédo. Seja E <R e considere E; = En(a,00) € Eo = En(—o0,a] = En(a,00)°.
E facil perceber que E = E; U Es e que tal unido é disjunta.

1. Primeiro considere que ¢*(E) = co. Assim temos da Proposicdo 2.31 que
0*(E) = 0*(Ey U Ep) < 0*(Ey) + 0% (Ep) < co=(*(E),
ou seja,

0*(E) = 0*(Eq) + 0*(Ep) = £*(E n (a,00)) + £*(E N (8,00)°).

2. Agora suponha que ¢*(E) < oo e considere ¢ > 0 arbitrario. Assim existe uma
sequéncia {/ne}7. 1 de intervalos abertos e limitados com E c U’ , In ¢, que satis-
fazem a seguinte desigualdade:

(o0)
26 Ine) < 07 (E) +e.
n=1

Defina agora I, = Inen(a,00) € Iy = Ine N (—o0,a] para todo ne N. No caso de I, e
I;, serem ndo-vazios, entdo I, e I, sdo intervalos. Disto e do Exemplo 2.33, temos
que

8(Ine)=6(lp) +6(1) = ¢* (1) + €*(Iy,). (2.18)
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7

Também temos que Ey < J7 4 e Epc Un~1 In, entdo deste fato, pelo item 2 e 3.
da Proposigao 2.31, obtemos

n=1 n=1
(o,0] , (o,] , (o,0]
= 86U+ 8(In)=Y_8(Ine) < *(E)+e.
n=1 n=1 n=1

Fazendo ¢ — 0%, obtemos que
0¥ (E)=*(Eq)+*(E2) = ¢*(E n(8,00)) + £*(E N (a,00)°),
e, portanto, (a,00) € Z.
O

Corolario 2.40. Considere a,beR. Entdo os seguintes intervalos da reta estdo em ¥£:
(—00, 8], (—o0,4), (a,b), [a,00), (a,b], [a,b), (a,00) e[a, b].

Demonstracdo. Mostraremos apenas 0s 4 primeiros casos, ja que os demais seguem
um raciocinio analogo.

Do Teorema 2.39, temos que (a,c0) € &, portanto o seu complementar também.
Ou seja (—oo, 8] € £. Mas dai, concluimos que U??  (—oo, a—},] € %, ecomo Jp1(—oo, a—-
11= (o0, a), concluimos que (~o0,a) € £.

Agora, sem perda generalidade considere a< b. Dai pelo Teorema 2.39, como
podemos escrever (a,b) = (a,00) N (—oo, b), € como a intersecdo de elementos de £
continuam nesta o—algebra, entao (a,b) € £.

Por fim, note que [a,00) = N77, (a—,l.,,oo). Como intersecgdes enumeraveis de
elementos de & continuam em %, entdo [a,00) € £. Com isso fica demonstrado o que
queriamos. O

Proposicdo 2.41. Se AcR é tal que ¢*(A) =0 entdo Ac £.

Demonstracdo. Considere E < R. Como En A c A, do item 3. da Proposicao 2.31
deduzimos que 0 < ¢/*(EnA) < ¢*(A)=0. Assim dos itens 2 e 3 da Proposicao 2.31,
temos:

0*(E) = 0*(En (AU AS)) < 0*(En A) + £* (E 0 A®) = ¢* (E 1 A®) < ¢* (E)
Portanto, ¢*(E) = ¢*(En A)+¢*(En A°), ou seja, Ae £. O
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Proposicao 2.42. A translacdo de um conjunto mensuravel também é mensuravel.
Demonstracdo. Note que nas condicdes Proposicao 2.32, temos

0*(A)=*(A-y).
Seja E € &, entao teremos que

0*(A) = 0*(A—y) = 0* (JA=y] E) + £* ([A—y] n E°)
=0*(AN[E+y]) +¢* (An[E+Y]°).

Portanto, E+y e Z. O

No préximo exemplo sera apresentado um conjunto que nao pertence a o—algebra
de Lesbegue.

Exemplo 2.43. Existe AcR, com A# @, tal que A¢ £.
Defina em [0, 1] a seguinte relacdo. Dados x e y €[0,1], entdo

X~y x—-yeQ.

Sem muitas complicagdes consegue-se mostrar que a relagcao acima defini uma relagéo
de equivaléncia. Logo, para todo elemento x € [0,1] a sua classe de equivaléncia é
denotada por

[x]={y €[0,1]:y ~ x}.
1. Note que se x €[0, 1] for um namero racional, entao
[x]={y€[0,1]:y ~x}=Qn[0,1].

Portanto, para qualquer x € [0, 1] racional sempre se tem a mesma classe equiva-
léncia.

2. Agora se x €[0,1] for um numero irracional, entdo

[x]={y €[0,1]:y ~ x} = x.

Note que

0,11= {J ¥
x€[0,1]
Perceba que QnJ0,1] aparece na unido acima sempre que x € [0, 1] for racional.
Desta forma, teremos uma quantidade enumeravel deste elemento na unido. Ao des-
considerar estas repeti¢cdes, obtemos uma unido de elementos [x] dois a dois disjuntos.
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Agora, para cada [x] nesta colecao disjunta, o axioma da escolha nos permite esco-
Iher um Unico elemento em cada classe. O conjunto de todos estes elementos sera
denotado por 7. Perceba que

Vi,V €V = V{—Vo gQ.
Seja Qn[-1,1]={ry,ro,...}. Definimos
Vn=mm+V ={m+v:veV}

Note que 7hn7,, = @, sempre que n#n’, com n,n" e N. De fato, suponha que
Ynn ¥} # . Dai, teriamos

+V=Ip+Vi<=Ih—Iy=V{—VZQ
€7/n €7/nr eV
mas isso é um absurdo, pois rp—ry € Q.

Uma vez construido o conjunto 7, vamos supor que 7 € ¥. Desta forma, a
proposicdo 2.42 garante que 7p € £. Também segue da Proposicdo 2.32 que ¢*(¥) =
0* (V).

Agora, relacionando todos argumentos acima, percebemos que

(oo]

[0.1]< | #hcl-1.2]= ¢*(0,1]) < ¢* ( U Y/n) < 0*([-1,2))
n=1 n=1
=1 sié*(wn)=iz*(7) <3.
n=1 n=1
Se ¢/*(¥)=0,entdo 1 <0<3.

Se ¢*(¥) >0, entdo teremos 1 < oo < 3. Portanto nos dois casos temos um absurdo.
Logo 7 ¢ £.

Munidos da og—algebra construida anteriormente, vamos agora finalmente definir
a medida desejada.

Teorema 2.44. Considere ¢ : ¥ — R, definida por
0(A) = 0*(A).

Neste caso ¢ é uma medida no espaco mensuravel (R, ¥). Chamamos ¢ de medida
de Lebesgue.

Demonstracdo. Note inicialmente que ¢(@) = ¢*(@) = 0, como queriamos. Por outro
lado, seja agora {An}nen < £ conjuntos dois a dois disjuntos. Mostaremos que

¢ (Q An) =§((An).
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Note que U1 Aj = U4 Aj, como tais unides estdo em £, entdo obtemos que

ZE(A,):!( A,-> s!(GA,-), (2.19)
i=1 i=1

i=1
para todo neN. Fazendo n— oo em (2.19), obtemos que

o0

PUCHE e(QA,). (2.20)

i=1

Por outro lado, pela sub-aditividade da medida exterior temos que

o0 o0
z(UA,) <) ((A). (2.21)
i=1 i=1
Portanto das equacdes (2.20) e (2.21), concluimos que
o0 o0
z(UA,) = (A).
i=1 i=1

Desta forma fica demonstrado que ¢ : £ — R, é uma medida. O

Observacao 2.45. A partir deste momento passaremos a chamar os elementos de &
de conjuntos Lebesgue mensuraveis. Observamos ainda que (R, £, ¢) € um espaco de
medida.

Daremos agora um exemplo classico de fungdes mensuraveis em relagéo a
o—algebra de Lesbegue.

Exemplo 2.46. Considere (R, £) um espaco mensuravel em relagdo a o—algebra de
Lesbegue. Se f:R— R € uma fungao continua, entdo f € mensuravel.

Demonstragdo. Precisamos mostrar que f~(—co,a) € £ para todo a€ R. Para isso note
que (—oo,a) é uma aberto em R, entdo pela continuidade da f, temos que f~1(—oo, a)
€ uma aberto em R. Mas todo aberto de R pode ser escrito como uma unido enume-
ravel de intervalos abertos dois a dois disjuntos. Entdo f~!(—oco, @) também ser escrito
daquela maneira. Mas, pelo Corolario 2.40, ja sabemos que os intervalos abertos sao
Lesbegue mensuraveis. Portanto, como a unido enumeravel de mensuraveis também
é Lesbegue mensuravel, podemos concluir que (-0, a) € £. O

Por fim apresentamos um resultado que garante que a o—algebra de Borel é
menor do que a o—algebra de Lebesgue.

Teorema 2.47. A o-—algebra de Borel esta propriamente contida na o—algebra de
Lebesgue.
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Demonstracdo. Sejam (Q, 1) um espaco topologico e & a o—algebra (de Borel) gerada
pela colecao 7.

1. Relembre que todo conjunto aberto de R pode ser escrito como uma unido enu-
meravel de intervalos abertos (veja Proposicao 4.1.1 de [26]), isto é, se A€ 1,
entao

(G

A= (an,bn).

1]
—

n

Como gragas ao Corolario 2.40 sabemos que {(an, bn)}5.; = £ € como &£ € uma

o—algebra (a de Lebesgue), entdo Ae £, isto é, 1 < ¥. Porém, % é a menor
o—algebra que contém 7. Desta forma concluimos que %8 c Z.

2. Para verificar que a inclusao é propria, sugerimos que o leitor veja o Apéndice C
do livro de Burk [6].

]

O proximo exemplo nos fornecera resultados relevantes para os nossos objeti-
VOS.

Exemplo 2.48. Considere o espago de medida (R, %,¢), com % sendo a og—algebra
de Borel j& apresentada na Definicdo 2.8. Se um conjunto Ae % € enumerdavel, entao
¢(A) =0. De fato, pois se E é enumeravel, entdo pode ser escrito da seguinte maneira:
E ={xq1,X2,X3,....Xpn,...}. Agora, considere

£ € €
n= X”_2n+1 ’X”+2n+1 ’

e perceba que E < |J;. ¢ En. Logo, dos itens 2. e 3. da Proposi¢éo 2.31

0=</¢(A) sz( U En) sZe(En)#Z%:e.
n=1 n=1

n=1

Disto concluimos que ¢(A) =0.

Observacao 2.49. Segue do resultado acima que a ¢(Q) =0, ja que este conjunto é
enumeravel. Dito isto, segue da Proposicédo 2.41 que Q€ £.

Observacao 2.50. Como Q € &, entado vale que para qualquer A€ R, temos que
0(A)=0(ANQ)+L(ANQC) = ¢(ANIC) + £(ANTD)2,

Desta forma, obtemos também que [ € £.

9Usamos 1 para denotar conjunto dos niimeros irracionais.
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2.2 INTEGRAGCAO COM RELACAO A UMA MEDIDA
Nesta secdo assumimos que (Q, %, 1) denota um espaco de medida.

Definicao 2.51. Uma funcao ¢ : Q— R é dita ser uma fung¢ao simples, quando a sua
imagem é um conjunto finito. Em outras palavras, ¢(Q)={ay,a»,...,an} <R.

Observacao 2.52. 1. Se ¢ :Q— R, for uma funcgéo simples, escreva ¢(Q) ={ay, a»,..

Dai, se definirmos os conjuntos A;={xe€Q:¢(x)=a}, i€{1,2,...,n}, entdo eles
n
sao dois a dois disjuntos e |J Aj=Q. Salientamos que esta fungao nao é neces-

i=1
sariamente mensuravel.

2. A funcao simples ¢ também pode ser escrita como
n
e(X)=> ajxa(x), ¥xeQ, (2.22)
i=1
com y 4. sendo a fungao caracteristica em A;. Chamaremos a equagao (2.22) de

representacdo padréo de .

Iniciamos a discussédo sobre integracdo com relacdo a uma medida com a
seguinte defini¢éo.

|10

Definicao 2.53. Seja ¢ : Q— R, uma fungéo simples e mensuravel'®, isto é,

n
@(X)=Y _aijxax), YxeQ.
i=1

Definimos a integral de ¢ sobre Q como
n
[ odu=3"aulA).
@ i=1

As propriedades a seguir sdo decorrentes da definicdo anterior. Veja os detalhes
em [2, Lema 4.3].

Proposicao 2.54. Sejam ¢4,9» : Q — Ry fungbes simples e mensuraveis e k € R
entao;

1. /k(p1d,u=k/(p1d,u.
Q Q

2. /(<p1+<p2)du=/¢>1 du+/ P2dp.
Q Q Q

10Aqui é fundamental termos esta hipétese para que a definicdo faca sentido.

.,an}-
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3. Seja ¢ :Q— R, simples e mensuravel. Defina A : & — R, por

A(A) = / oxadL.
Q
entao A é uma medida.

Agora generalizamos um pouco mais a no¢ao de integragcdao com relacdo a uma
medida.

Definicdo 2.55. Seja f : Q— R, uma fungdo mensuravel. A integral da f em relagdo a
medida u, sera o numero real estendido definido por

/ fdu=sup{/ @du: @ é simples, mensuravel
Q Q
e ainda 0 < @(x) <f(x),Vxe Q}.

Mais ainda, se Ae &, a integral de f em A seréa definida como

/fd,u=/f)(Adu.
A Q

Segue diretamente da definicdo acima as seguintes propriedades das integrais
de fungdes mensuraveis positivas:

Proposicao 2.56. Sejam f,g:Q — R, fungdes mensuraveis. Se f(x) < g(x) para todo

X €, entao
/fdus/gdu.
Q Q

Corolario 2.57. Segja f : Q — R, uma fungdo mensuravel. Se A,F € &, com Ac F,

entgo
/fd,us/ fdu.
A F

Demonstragdo. Note que fya<fyr, com fya e fyF mensuraveis. Logo pela Proposi-
¢ao 2.56 temos,

/f)(Ad,us/f)(,:dy. (2.23)
Q Q

Mas, observe que a equacéo (2.23) pode ser reescrita como

/fd,u:/fXAdus/f)(,:du=/fdp.
A Q Q F

Assim, segue a demonstracao. O

O préximo teorema nos da condigdes suficientes para podermos comutar o
limite com a integral de uma sequéncia de fun¢gées mensuraveis em relacao a medida

L.
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Teorema 2.58 (Teorema da convergéncia monétona |). Considere a sequéncia de
funcées mensuraveis fn : Q — Ry, tais que fn(x) < f,,1(x) para todo x € Q, com fp(x) —

f(x) para todo x € Q. Entdo
Iim/fndp=/fd/,t
Q Q

Demonstracdo. Como as fn(x) sdo mensuraveis, gracas a Proposicao 2.18 concluimos
que f(x) € mensuravel. Como ainda temos que fn(x) < f,,1(x) < f(x), para todo x € Q,
entéo pela Proposigéo 2.56 temos

/fndus/fn+1du5/fdu.
Q Q Q
o0
U
Q n=1

€ uma sequéncia de numeros reais monétona e limitada, logo convergente, e portanto

lim / fodu < / fdp. (2.24)
Q Q

Na intencao de estabelecer a desigualdade contraria a (2.24), tome a € (0,1) e
¢ :Q— Ry, uma funcéo simples e mensuravel tal que 0 < ¢(x) < f(x) para todo x € Q.
Defina o conjunto

Portanto

An={xe€Q:fa(x) =z ap(x)},

e observe que Ap € #, para todo ne N e que a sequéncia {Ap}??, < F é tal que
Anc App1 para todo neN, ja que se x € Ap entdo a@(x) < fr(x) < fr.1(X), ou seja,
X€Ani-

Note também que U}, An = Q. De fato, suponha por absurdo que existe x € Q
tal que x ¢ U9, An. Entéo fica valendo que fn(x) < a@(x) < @(x) < f(x) para todo neN.
Desta forma, ’JLmOO fn(x) < f(x), 0 que é um absurdo!

Agora, como consequéncia do Teorema 2.26 e da Proposi¢do 2.54 (basta ob-
servar que podemos considerar a medida A : % — R) obtemos que

/Q(pdu=/1(£2)=/l(nL=J1 An) =Iim)1(An)=Iim/An(pd,u.

Observe ainda que

/ tx(pd,us/ fnd,us/ fndu, VxeQ. (2.25)
An An Q

Fazendo n— oo na Desigualdade (2.25), obtemos

a/cpdu:lim/ a(pd,uslim/ fndu.
Q An Q
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Como a €(0,1) foi uma escolha arbitraria, segue que

/(pduslim/fndu.
Q Q

Dai, da definicao de integracéo, concluimos que

/fd,u=sup/(pduslim/ fndp.
Q Q Q

Com isso encontramos a desigualdade que queriamos. Logo

Iim/ fnd,u=/ fd.
Q Q

Apresentamos abaixo uma consequéncia imediata dos resultados discutidos
anteriormente.

]

Corolario 2.59. Sejam f, f> : Q— R, fungbes mensurdveis e ke R. Entdo k-f e fy +1f,
S840 mensuraveis e ainda

/kfdy:k/ fdu e /(f1+f2)du=/f1 d,u+/f2d,u.
Q Q Q Q Q

Proposicao 2.60. Se f:Q— R, uma fungcdo mensuravel e Ae %, com u(A) =0, entdo

/ fdu=0.
A

Demonstragdo. Note que da definicdo 2.55, temos
/ fdy:/ f)(Ad,u=sup{/ @du: @ é simples, mensuravel
A Q Q
e ainda 0 < @(x) = f(x)xa(x), Vx e Q}.

Agora se considerarmos ¢ nas condigdes acima é facil perceber que ¢ =0 se x € A°.
Com isso ganhamos o seguinte resultado:

/(Pdﬂ=/(P(XAC"'XA)dH:/(PXACdN"‘/ oxadu
Q Q Q Q
=/ exadu.
Q

Também podemos perceber que

‘/cpdu
Q

< /Q lolxadn <. /Q xadu=_#u(A) =0,
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com _¢ =max|a;|, ja que ¢(Q)={as,an,...,an}. Com isso concluimos que

/ edu=0.
Q

Assim como ¢ foi uma funcéo arbitraria, entdo podemos concluir que

/fd,u:/ fXAd,u=sup{/ @du: @ é simples, mensuravel
A Q Q
e ainda 0 < @(x) = f(X)xa(x), Vx € Q} =0.

]

Introduzimos agora um novo resultado que melhora as hipéteses originais do
Teorema 2.58.

Teorema 2.61 (Teorema da convergéncia monotona Il). Considere a sequéncia de
fungées mensuraveis fn : Q — Ry, tais que fn(x) < fryq(X), com fa(x) — f(x) q.t.p. em

Q. Entao
Iim/ fnd,u=/ fdu.
Q Q

Demonstragdo. Como fn(x) — f(x) q.t.p. em Q, existe Ae & tal que u(A) =0 e que
fn(x)— f(x), para todo x € A°. Logo, pelo Teorema 2.58, temos

Iim/ fnd,u=/ fdu. (2.26)
(o] AC

Escrevo
f=f)(A+f)(Ac e fn=fn)(A+anAC-

Portanto, da Definigdo 2.55, do Corolario 2.59 e da Proposigéo 2.60, obtemos que

/fdu:/ fdu+/fdu= fdu,
Q Ac A Ac
——

=0

/fnd,u=/ fnd,u+/fndﬂ=/ fnd,U
Q Ac A Ac
=0

Disto e da Equacgéao (2.26), segue que

Iim/ fndp=/ fdu.
Q Q

Munidos das ferramentas vista até o momento, podemos definir a integral de
uma fungao f:Q— R mensuravel.

]
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Definicao 2.62. Seja f : Q — R uma fungdo mensuravel. Sendo f* e f~ como na
Definicado 2.15, dizemos que f é integravel em Q quando

/f+d,u<oo e /f_d,u<oo.
Q Q

Neste caso, a integral de f em Q € dada por

/fd,u:/f*'du—/ f~du.
Q Q Q

Além disso, se Ae &, entdo temos que a integral de f em A € dada por

/fd,u:/f*d,u—/f‘d,u,
A A A

/f+du<oo e /f_du<oo.
A A

Diretamente da definicdo dada acima, podemos demonstrar diversos resultados
interessantes. Contudo, para evitar uma discussao muito longa, focaremos apenas
nos resultados que séo Uteis para a teoria apresentada nos ultimos capitulos desta
dissertacao.

sempre que

Teorema 2.63. Seja f:Q— R mensuravel. Entao, f é integravel se, e somente se, |f]|
também o é. Nesse caso, temos que
< / |f| du
Q

'/Qfd,t

Demonstragdo. Se f:Q— R for integravel, entdo

/f+du<oo e /f_du<oo.
Q Q

Pode-se observar que |f|* =|f| e |f|” =0 em Q. Assim, da Proposicédo 2.16,

/|f|+du=/ |f|dp=/(f++f_)du=/ f+du+/ fdu
Q Q Q Q Q
—_—— ——

<00 <o
Logo,
/|f|+du<oo.
Q
E ainda
/lfl‘d,u:/OduEO<oo.
Q Q
Assim

/|f|du=/|f|+du—/|f|—du<oo.
Q \Q \Q ,

-~

~
<00 0
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Portanto, |f| € integravel. Como a volta é analoga, a omitimos.

Por fim, note que
/f+du /f_du
Q Q

/fdu /f+du—/ f~du
Q Q Q
=/f+d,u+/f_du=/ Ifldp,
Q Q Q

cComo queriamos. ]

= < +

Uma consequéncia direta do Teorema anterior € o seguinte corolario.
Corolario 2.64. Considere f : Q— R uma fungcdo mensurdvel e g : Q— R uma fungdo

integravel. Se |f(x)| <|g(x)|, entéoféintegréve/e/ |f|dus/ lgldu.
Q Q

Como apresentado anteriormente para fungdes ndo negativas, agora provare-
mos a linearidade das integrais com relacdo a uma medida para funcdes integraveis
quaisquer.

Teorema 2.65. Sejam f, g: Q— R fungbes integraveis e k e R. Entdo as fungdes kf e
f+g sé&o integraveis e vale que:

/kfd,u:k/ fdu e /(f+g)d,u=/fdu+/gdp.
Q Q Q Q Q

Demonstragdo. Note que
kf*t, se k=0, kf~, se k=0,
(kf)* = e (kf)" =
—kf~, se k<0, —kf*, se k<0,

e portanto pelo Corolario 2.59 temos que

k/ ffdu, sek=0,
Q

/ (kf)* dpu =
Q —k/ f~du, se k<O,
Q

e também
k/ f~du, sek=0,
Q

/(kf)‘dp:
Q —k/ f*du, se k<0,
Q

ou seja, a integrabilidade de (kf) fica totalmente garantida pela igualdade acima e pela
integrabilidade de f.

/kfd,u:/(kf)*dp—/(kf)‘dp:k/ f+d,u—k/ de:k/ fdp.
Q Q Q Q Q Q

Usando justificativas analogas as apresentadas acima, concluimos a segunda
parte do resultado. ]
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Encerramos esta discussao geral apresentando dois resultados muito importan-
tes para a teoria de integracao de fungdes mensuraveis com relacdo a uma medida.

Lema 2.66 (Lema de Fatou). Seja f,: Q— R, uma sequéncia de fungdes mensuraveis.
Entao

/(Iiminffn)dusliminf/ fndu.
Q Q
Demonstracdo. Relembrando que

liminffa(x) =sup inf fa(x), VxeQ,
meanm

(ja utilizamos esta identidade na equacao (2.1)), considere as fung¢des

f=liminff, e gm=nign{fm,fm+1,...}.

Deste ultimo, temos que gm é monotona crescente, isto é, gm(x) < gm.1(X), € também
que gm(x) < fa(x), Vn=m. Por outro lado, da Proposicédo 2.18 segue que gm € f sao

mensuraveis. Dai
/deMS/fndy, vn=m,
Q Q

/ngdusnlg}‘n/gfndp. (2.27)

e ainda

Mas observe que
limgm=Iliminff,=f.

Disto e do fato de gm ser mondétona crescente, obtemos pelo Teorema 2.61 que

Iim/gmdu=/Iimgmdu=/liminffndu=/ fdu.
Q Q Q Q

Deste modo fazendo n— oo na Desigualdade 2.27, teremos

/Iiminffndu=lim/gmdysliminf/ fndu.
Q Q Q

]

Teorema 2.67 (A convergéncia dominada de Lebesgue). Considere f,: Q— R uma
sequéncia de fungbes integraveis, de modo que fn(x) — f(x) g.t.p. em Q e seja g :
Q— R4 uma fungao integravel, com |fn(x)| < g(x) g.t.p. em Q para todo ne N. Entdo f

é integravel e ainda
Iim/ fnd,u=/fdu.
Q Q

Demonstragdo. Seja A€ % um conjunto de medida nula tal que

fn(x)—f(x) e [f(x)]=g(x),
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para todo x € A°. Logo
1£(x)| = lim|fa(x)| = g(x), Vx € A°C.

Como a Proposicao 2.18 garante que f € mensuravel, ao considerarmos o
Corolario 2.64 e o fato que u(A) =0, deduzimos que |f| é integravel.

Agora como |fh(x)| < g(x), g.t.p. em Q para todo neN, entdo fp(x)+g(x) =0 q.t.p.
em Q para todo neN. Dai, pelo Lema 2.66, temos que

gd,u+/ fdu=/ (g+f)du=/ lim(g + f») dy
Ac Ac Ac Ac

=/ Iiminf(g+fn)dpsliminf/ (g+fh)du
c AC

=/ gdp+liminf/ fndu,
Ac Ac

/fdu<||m|nf/ fndu. (2.28)

Por outro lado temos que g(x)—1fn(x) =0, VneN, entdo

/ngu / fdlji= / )y = /Ilmg f2) i

=/ Iiminf(g—fn)dusliminf/ (g—fn) du
Ac Ac

=/ gdp+liminf/ "
Ac Ac

Iimsup/ fnd,us/ fdu. (2.29)
Ac Ac

ou em outras palavras,

Da desigualdade acima deduzimos que

Desse modo, pelas equagbes (2.28) e (2.29), tem-se

Iimsup/ fnd,us/ fd,usliminf/ fndu.
Ac Ac Ac

Iim/ fnd,u=/ fdu.
C AC

Como u(A) =0, segue da Proposicao 2.60 que

Iim/ fnd,u=/ m
Q Q

Corolario 2.68. Considere f, : Q — R uma sequéncia de fungcbes mensuraveis, de
modo que fn(x) — f(X) g.t.p. em Q e seja gn : Q — R uma sequéncia de fungbes
integraveis, que satisfaz:

Portanto,

]
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1. |[fa(X)| < gn(x) g.t.p. em Q.

2. Existe uma fungcdo g :Q— R integravel, de modo que
lim|gn(x)—g(x)|=0
q.tp. em Q.

3. Iim/gnd,u=/gdy<oo.
Q Q

Ent&o, f(x) é uma fungéo integravel e temos que

Iim/ fndu=/ fdy
Q Q

Demonstragdo. Note que podemos reescrever o item (1) da seguinte forma
=gn(X) < fn(X) < gn(X). (2.30)

Como gpn € uma fungao integravel, entdo também € uma funcao mensuravel. E
ainda como consequéncia de (2.30) podemos obter:

1. fa+gn >0, e que esta adicdo € mensuravel. Pois f, € uma fungdo mensuravel
para todo neN.

2. gn—1fn >0, e que esta subtracdo também é mensuravel. Isto segue pelo mesmo
argumento acima.

Agora aplicando o Lema 2.66 em 1., obtemos que
/ liminf(fn+gn)du < Iiminf/ (fa+gn)dpu.
Q Q
Disto e das hipo6teses do teorema, podemos obter que

/fdu+/gd,u=/(f+g)du=/ liminf(fn+gn)du
Q Q Q Q

gliminf/(fn+gn)d;u=liminf/ fnd,u+liminf/ gndu
Q Q Q

=|iminf/ fndp+/gdp
Q Q

Em resumo, temos que

/ fdu < Iiminf/ fod . (2.31)
Q Q

Por outro lado aplicando o Lema 2.66 em 2., obtemos que

/Iiminf(gn—fn)dugliminf/(Qn—fn)dp.
Q Q
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Ainda podemos reescrever da seguinte maneira

/gd,u—/ fd,u=/(g—f)d,u=/ liminf(gn—1fn)dp
Q Q Q Q
<Iiminf/(gn—fn)du=liminf/ gndu—liminf/ fndu
Q Q Q

=/gd,u—|iminf/ fndpu.
Q Q
Em resumo obtemos que
/fd;@limsup/ fndpu. (2.32)
Q Q

Portanto (2.31) e (2.32) nos garante que

limsup / fodu < / fdp < liminf / fod. (2.33)
Q Q Q

Mas também sabemos que

Iiminf/ fnduglimsup/ fndpu.
Q Q

Logo podemos concluir que

Iiminf/ fndp=limsup/ fndpu.
Q Q

Disto e de (2.33) segue que

Iim/ fndu=/ fdy,
Q Q

como queriamos demonstrar. Il

2.2.1 Aintegral de Lebesgue

Seguindo a teoria apresentada nesta secdo, agora vamos estudar um caso
particular, isto é, consideramos Q =R, & como sendo a o—algebra de Lebesgue e u
como sendo a medida de Lebesgue. Ressaltamos que uma discussao preliminar sobre
estes objetos ja foi feita na Subsecédo 2.1.1.

Iniciamos esta discusséo relembrando a teoria de integracao de Riemann. Para
mais detalhes desta teoria veja [17]

Definicao 2.69. .

1. Considere [a,b] < R. Chamaremos de particao de [a,b] um subconjunto finito
P ca,b] tal que a,b e P. Quando escrevemos P ={fy,11,...,tn} convencionaremos
sempre que a=tfy<ty<...<tp=b.
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2. Osintervalos [ti_1,tj], parai=1,2,...,n, serdo chamados de intervalos da partigao
P.

Definicao 2.70. Seja f:[a, b]— R uma funcdo limitada e P={{y, 1,..., s} uma particdo
de [a,b]. Paracada i=1,2,...,n, indicaremos com m; o infimo e com M; o supremo dos
valores de f no intervalo [t_1, {j].

Definicao 2.71. A soma inferior s(f; P) e a soma superior S(f; P) da funcgéao f relativa a

particdo P é dada, respectivamente, por

s(f;P)=)> _mj-(ti—ti—q)

-

1]
—

I

“-

1]
—

S(f;P)= > M;-(ti—tiy)

)
Definicao 2.72. Seja P e Q parti¢gdes do intervalo [a, b]. Quando P < Q dizemos que a
particdo Q € mais fina que P.

Observacao 2.73. Uma maneira simples de refinar uma partigdo P é acrescentar-lhe
um unico ponto.

Teorema 2.74. Seja f:[a,b]— R limitada. Quando se refina uma particdo P, a soma
inferior ndo diminui e a soma superior ndo aumenta.

Demonstragédo. Considere a particdo P ={fy,1,...,ts} do intervalo [a, b]. Devido a Ob-
servacgdo 2.73, Q={{y, t1,...,ti_1,r, t,...tn} € um refinamento da particdo P, pois acres-
centamos apenas o ponto r a partigdo P. Denotaremos por m;, m e m" os infimos da
f nos intervalos [ti_4, ti], [ti_1,r] € [r, tj] respectivamente. Claramente temos que m; < m’
e mj<m”. Como ti—ti_1 =(t;—r)+(r—ti_1), entdo

s(f;Q)—s(f;P)=m" (t,—r)+ m' (r—ti_{)—m;(ti—ti_1)
=m"(ti—r)+m'(r—ti_1)—m; | (t—r) +(r—ti-)

(m" = my)(ti—r)+(m' —=m;)(r—ti_1) > 0.

Com isso concluimos que s(f; P) < s(f; Q). Portanto quando acrescentamos apenas um
ponto a particdo P a soma inferior ndo diminuiu. Aplicando repetidamente este resul-
tado, concluimos que P c Q implica que s(f; P) < s(f; Q). Analogamente se demonstra
que Pc Q acarreta em S(f; Q) < S(f; P). Assim segue a demonstracao. O

Corolario 2.75. Seja f :[a,b]— R uma fungéo limitada. Para quaisquer particbes P e
Q de [a,b], tem-se que
s(f; P) < S(£; Q).
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Demonstragdo. E facil perceber que PuU Q refina P e Q. Disto e do Teorema 2.74,
temos que
s(f;P)<s(f;(PuQ)) < S(f;(PuQ)) <S(f;Q).

O

Definicao 2.76. Seja f :[a, b]— R uma funcao limitada. Definimos a integral inferior e
superior da f como

b b
/ f(x)dx =sup s(f; P), / f(x)dx =inf S(f; P),
Ja P a P

respectivamente.

Definicao 2.77 (Funcdes integraveis a Riemam). Considere f:[a, b] — R uma fungéo
limitada. Dizemos que f é integravel quando

/: f(x)dx=/: f(x)dx.

b
Este valor comum é chamado de integral da f e denotado por / f(x)dx.
a

Ao considerar o espacgo de medida (R, %, ¢), estudado na Subsec¢éo 2.1.1, pode-
riamos nos perguntar qual a diferenca entre a integral segundo a medida de Lebesgue
e a integral de Riemann. Para isto, vejamos 0s seguintes exemplos:

Exemplo 2.78. Considere a fungéo f:[0,1] — R dada por

1, paraxe[0,1]nQ,
f(x)=
0, paraxe[0,1]nl.

Note que f(x) ndo é Riemann integravel, uma vez que
b rb
/ f(x)dx =sups(f; P)=0+#1=infS(f; P) =/ f(x)dx.
Ja P P a

Por outro lado, f(x) € Lebesgue integravel, afinal podemos escrever
f(x) =1-x10,11n0(X) +0- x[0,1]1(X), paratodo x €[0,1],

que € uma funcgao simples. Como das Observacdes 2.49 e 2.50 temos que, [0,1]nQ e &£
e [0,1]nle &, segue entdo que f(x) é integravel com relagdo a medida de Lebesgue e

/[01]fdu=1 2(10,11n Q) +0-£([0,1]1) =0.
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O exemplo anterior € um excelente indicativo de que a integral segundo a medida
de Lebesgue generaliza a nogao de integral de Riemann. Porém, nem tudo sao flores.
Quando consideramos as integrais de Riemann impréprias

o0 r
/O f(x)dx::rll_)rrgo/0 f(x)dx,

podem ocorrer problemas. Por exemplo, uma fungédo pode ser Riemann integravel em
[0,00) mas n&o ser Lebesgue integravel em [0, 00).

Exemplo 2.79. Considere a fungao f:[0,00) — R dada por
sin(x)

f(x)= X
1, para x =0.

, para x>0,

Observe que a integral de Riemann dessa fungéo existe'! e vale

*© 7T
/O f(x)dx = >

Por outro lado, verificaremos se f é Lesbegue integravel. Perceba que f é uma
funcéo continua, entdo o Exemplo 2.46 nos garante que f € mensuravel.

/f+d€=oo e /f_d€=oo,

concluindo que f(x) nao é Lebesgue integravel.

Para encerrar a discussao, apresentamos um resultado que garante quando a
integral de Lebesgue generaliza a integral de Riemann.

Teorema 2.80. Seja f :[a,b]— R uma fungéo limitada. Se f € Riemann integravel,
entdo é Lesbegue mensuravel e Lesbegue integravel. Mais ainda, vale a identidade

b
/f(x)dx:/ fde.
a [a,b]

Demonstrag&o. Considere uma particdo P={fy,11,...,tn} do intervalo [a, b] e as seguin-
tes fungdes simples:

n n
gp(X)=>_ mi-xi, (%), Gp(X)=>_ M-y, 11(X),
i=1 i=1

com M; =sup,_, 11 f(x) e m;=inf,_ ;1 f(x). Considere uma sequéncia de particoes
{Pk}%.1 @ qual refina a particao P, de modo que Py < Py,4 para todo k € N e o maior
comprimento dos subintervalos sempre tende a zero. Agora note que

gp, <f< Gp,, paratodo keN,

1O céalculo desta integral é classico e uma forma de calcular este valor é utilizando a teoria de
integrais complexas sobre caminhos, veja [7]. Como esta teoria esta muito distante da que estamos
apresentando neste texto, optamos por omitir os detalhes.
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ou seja, gp, € Gp, s@o, respectivamente, limitadas superiormente e inferiormente pela
f paratodo k e N. Perceba que gp, € Gp, sao, respectivamente, sequéncias crescentes
e decrescente, logo convergentes. Ou seja,

lim gp, =g <f<G= lim Gp,,
K—o0 K—o0

de forma que g e G sdo mensuraveis. Isto acontece porque nas definicdes de gp,
e Gp,, temos uma fungdo caracteristica de um intervalo semi-aberto, e este, pelo
Corolario 2.40, € um elemento da o—algebra de Lebesgue, isto €, € mensuravel.
Também temos que f é uma funcéo limitada, entdo vamos considerar h =
SUp[4,5) f(X). A funcao constante h claramente € Lesbegue integravel e domina gp,
e Gp, . Disto, do Teorema 2.67 e da hipotese que f(x) € Riemann integravel, temos que

b b
/ f(x)dx=/ f(x)dx = lim gpdl= gace, (2.34)
a Ja Nn—=0o0 Jia,b] [a,b]
e
/ f(x)dx = / f(x)dx = lim Gp, dt = Gav. (2.35)
Nn—=o0 J[a,b] [a,b]

Subtraindo (2.34) de (2.35), obtemos que

/ (G-g)de =0,
[a,b]

e, portanto G =g q.t.p. em [a,b]. Dessa forma, G=f=g q.t.p. em [a,b], 0 que nos
permite concluir que f é mensuravel. E ainda temos que

b
/ fd¢ = Gdé:/ f(x)dx,
[a,b] [a,b] a

isto &, f(x) & Lebesgue integravel e vale a igualdade desejada. ]
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3 OS ESPACOS [P

Toda teoria estudada anteriormente € de extrema relevancia para definir os
espacos LP e compreender algumas de suas propriedades. Nosso objetivo nesta se-
cao é demonstrar uma série de resultados que sao usados no ultimo capitulo desta
dissertacao.

3.1 UMA BREVE INTRODUGAO

Nesta secao, iremos construir o conjunto das fun¢dées que chamamos de p—integraveis
e verificar que este conjunto (possivelmente depois de algumas adaptacdes) pode se
tornar um espago de Banach'.

Iniciamos nosso estudo assumindo que (Q, %, u) sempre denota um espago de
medida. Com isto construimos os seguintes conjuntos de fungdes:

1. Se pe[1,00), definimos o espago £P(Q, %, ) por

LPQ,F,u) = {f T Q — R fémensurévele/lﬂpdp < oo}.
Q

2. Definimos o espago £®(Q, F, u)? por

LR, F,u) = {f :Q— R:f é mensuravel e

inf{k>0:|f(x)| <k q.t.p.emQ} <oo}.

Considere inicialmente o seguinte resultado.

Proposicao 3.1. Se pe[1,00] e f,g pertencem a £P(Q,F,u) e AeR, entdo AMf e f+g
também pertencem a £P(Q, F, ).

Demonstragcdo. Se p=oo, como vale que |f(x)+g(x)| < |f(x)|+|9(x)| g.t.p. em Q, entdo
claramente da definicdo do conjunto £*°(Q, %, u) segue que f+ge L°(Q,F, u).

Caso 1 < p<oo, tome a fungdo h:(0,00) — R, definida por h(t) = tP. Do célculo
diferencial sabe-se que a fungao h é infinitamente diferenciavel. Como h'(t) =0, Vte
(0,00), temos que h é uma funcéo convexa em (0,00), Ou seja,

h(tx +(1=1t)y) < th(x)+(1=1t)h(y). (3.1)

Dai

"Relembramos rapidamente que um espaco de Banach é um espaco vetorial normado e completo.
2Chamamos o valor inf{k >0:|f(x)|<k g.t.p.em Q} de supremo essencial de |f| e o denotamos por
esssup|f|.
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fx0+g0)[ =|1f o010l =27 1II‘(X)|+1IQ(X)| g
2 2
(

3.1)
T2 0P+ 5la)P | =207 (101 +lg00lP). (32)

Assim, integrando (3.2) sobre Q, ficara

/Q 1+0[ du=2- /Q (11P+191° )

il / 1P+ / 90 <oo,
Q Q

ou seja, (f+g) € LP(Q, ZF, ).
Agora perceba que

/ APy = / PP = AP / 111Pdpi < oo
Q Q Q

Portanto Afe £P(Q, %, ) O

Levando em conta a Proposicao 3.1, podemos considerar as seguintes opera-
coes: soma de fungdes em £P(Q, Z, ), definida por

® : LPOF uxLPQ,F,u) — LPOQ,F, )
(f(x),9(x)) —  f(x)+g(x)
e multiplicacdo de escalar real por fungdo em £P(Q, %, ), definida por
o : RxZLP(Q,ZF,u) — LPQ,ZF,u)
(A, f(x)) — Af(x)

e verificar, sem muitas mais complicagoes, que (£P(Q,Z,u), ®,©) é um espaco vetorial
real.
O nosso objetivo agora seria considerar ||fllp : £P(Q, %, u) — R,., dada por

flPd p, ,00),
- [/QII u] se pel,00) .

esssup|f|, se p=oo,

e verificar que || - [|p define uma norma em £P(Q, %, u). Porém, infelizmente isto nao é
possivel. De fato, como néo € necessariamente verdade que

Iflp=0=f(x)=0, VYxeQ,

uma vez que duas fungdes f; e o podem ser distintas apenas em um conjunto de
medida nula e ainda satisfazerem ||| = lf>]lp; veja Proposi¢do 2.60 no caso em que
pe[1,00), ou a prépria definicao de supremo essencial no caso em que p = oo.
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Com o intuito de solucionar esse impasse, definimos em £P(Q, %, u) a seguinte
relagédo: se hy e hy estdo em £P(Q,Z,pu), entdo

hy ~ho < (h1—ho)(x)=0, q.tp. em Q. (3.4)

Assim (3.4) é uma relacao de equivaléncia, ja que podemos verificar de maneira direta
as seguintes propriedades:

1. hy ~hy, Yhy e £P(Q,F, 1), (Reflexiva).
2. h1 ~ h2 = h2 ~ h1, Vh1,h2 Egp(Q,g,,u), (S/métrlca)

3. h1 ~h2 e h2~h3 = h1 ~h3, Vh1,h2,h3€f£p(ﬂ,g,u),
(Transitiva).

Desta relacdo de equivaléncia, para cada f € £P(Q, %, u) podemos construir a
sua classe de equivaléncia

[fl:={ge LP(Q,Z,u): g~}

Desta forma, ao juntarmos todas as classes de equivaléncias distintas, construimos um
conjunto de classes de equivaléncias de elementos de £P(Q,.%, 1), que é denotado por
LP(Q,Z,u), ou apenas de LP, quando a falta da indicagcdo do conjunto, da oc—élgebra
ou da medida, ndo causarem nenhuma confusdo. Mais precisamente,

LP:={[f]: fe LP(Q,Z,u).
Se considerarmos sobre este conjunto as operagdes
+  LPx[P — [P . RxLP — P

([fl.lgl) — [f+4d] Alf) — 1]
podemos verificar que (LP,+,-) define um espaco vetorial
Formalizamos toda a construcao feita acima com a seguinte definigcao.

Definicao 3.2 (Espacos LP). Se 1 < p < oo, definimos o espaco vetorial real LP(Q, %, u)
por
LP(Q,ZF,u) = LP(Q,Z,u) ~,

( {[f]z/ﬂ|f|f’du<oo},

quando pe[1,00);

ou ainda

LP(Q, %, pu):
{[f]:esssup|f|<oo},

\ quando p = oo;

com as operacoes dadas em (3.5). Vale ressaltar ainda que

[f]:={g € £P: mensuravel e g(x) = f(x) g.t.p. em Q}.
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Observacdo 3.3. 1. E importante entender que mesmo que os elementos de LP
sejam conjuntos, iremos “abusar” desta construcao e passaremos a encarar estes
conjuntos apenas como se fossem uma fungcéo; mais especificamente, como um
de seus representantes. Isto facilita em muito a notacdo e o entendimento da
teoria.

2. Segue diretamente da definicdo do espago L*(Q,.#, ) que
If(X)|<Ifloo, Q.t.p. em Q.

Veja agora o que acontece com a fungéo |- [l p, que foi definida em (3.3), quando
a consideramos sobre os espacos LP.

1. Nos espagos LP, gragas a como construimos estes espacos, vale a equivaléncia
Iflp=0<f=0, g.t.p. em Q.

E ainda
Ifllp>0, YfeLP, tal que f#0.

2. Se AeRe pe[1,00), entao:

p p
|Mf||p=</mflpdu> =</Mlplflpdu>
Q Q
1 1
P p
=<|A|P / Iflpdu) =|A|( / Iflpdu> ~ Al
Q Q

3. Se LeR e p=oo, entdo:

IAflloo =€SSSUp |Af]
=inf{k>0:|Af(x)| =k q.t.p.em Q}
=[Alinf{k>0:|f(x)| <k q.t.p.em Q} =|A|lfllco-

Levando em conta os itens 1., 2. e 3. discutidos acima, para que LP juntamente
com a fungao |- [ seja um espaco vetorial real normado, fica faltando apenas demons-
trarmos a desigualdade triangular para a fungéo | - I|p. Para isto, introduzimos a seguir
trés resultados fundamentais da teoria.

Lema 3.4 (Desigualdade de Young). Considere p,q <R tal que p,q>1 e (1/p)+(1/q)=1.
Se x,y =0, entdo vale xy < (xP/p)+(y9/q).
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Demonstracdo. Se x =0 ou y =0, é direto que a desigualdade é valida. Assuma entao
que x,y > 0. Fixe y >0 e defina h:(0,00) — R, por
xP yd

h(x)= — +Z——xy.
(x) g y

Desta forma temos que
Hix)=xP1—y e H'(x)=(p-1)xP2, vx>0.

Como a segunda derivada da h é sempre positiva, entdo h é convexa em (0,00), €
seu ponto de minimo global xy é encontrado quando se calcula h(x) = 0, ou seja,
xp =y (P=1)_ Assim, h(xp) < h(x), ¥x >0, com

xP ya

h(x =—0+y——x }
(Xp) » g oy

Agora substituindo xp, obtemos

p/(p-1) q a y9
Y Ly LY e

h(x,
Xo)="—p—+7 P q

1 1
= —+—|y9-y9=0.
(5+a)r

Como h(xg) =0 é o ponto de minimo global em (0,00), entdo temos

xP ya
0<—+—=xy, Vx,y>0,
p q
portanto,
xP yq
Xy<—+=—, Vx,y>0.
p q
A prova esta completa. O

Teorema 3.5 (Desigualdade de Holder). Assuma que p,q € (1,00) sejam tais que (1/p) +
(1/g)=1oup=1eqg=co. SefelP egeld, entdo fge L' e vale que

Ifgll4 < Iflipligllg-

Demonstragdo. Suponhamos que [|flp>0 e [glqg>0, ja que se algum for igual a 0, o
resultado é imediato.

1. Caso p,ge(1,00), pelo Lema (3.4) podemos escrever a seguinte desigualdade:

OO [ lgx)1 ) _ If)IP 1 1g(019 1
( ”f”P>< ”9”67> NIl p" Iglg a’ (36)

g.t.p. em Q. Agora como fe LP e ge L9, concluimos que fg é mensuravel. Mais
ainda, pela desigualdade (3.6) temos que



72 Capitulo 3. Os Espacos LP

1 1 |f(X)|p 11909
—_ f < —
||f||p||g||q/(2‘ ()90 / (p 18 " a ||g||q )d

0P dus—— [ 1900I7d=+ =1
pufnp/ q

qigid Jo
Logo,
||fg||1-/ )f d,U<||f||p||g||q

2. Suponha agora que fe L' e ge L, entdo

||fg||1—/|f X)|du = /|f g0 di

< /Q |f(x)|esssup|g|du=IIfll11I9lloo

]

Teorema 3.6 (Desigualdade de Minkowski). Se 1 <p<oo e f, g€ LP, entdo vale a
desigualdade

If+glp=<Iflp+Igllp. (3.7)
Demonstragdo. Assuma primeiro que 1 < p<oo. Dai
|F(X) +9(x)IP = |f(x) + g(x)IP~T[£(x) + g(x)|

<1100+ g()IP (1)1 +1g0)
= |£(x) + gO)IP ) +1F(x) + g(x)IP T g(x)]. (3.8)

Considerando 1/p+1/g=1, e integrando (3.8) sobre Q e usando o Teorema 3.5, obte-
mos

/If+g|pdu</|f+g|p_1|fldu+/|f+g|p_1|g|du
Q Q Q
< 1(F+ )P gl flp+1(f+ g lgliglp. (3.9)

onde !

q
I(F+g)P g = (/ |f+g|<f*”C’du) . (3.10)
Q

Com q=5 — . Reescrevendo a equacgéo (3.10) deduzimos que

1
q p
Il(f+g)‘*1llq=</ﬂlf+glpdu> =[f+gllp.
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Disto podemos reescrever a desigualdade (3.9) da forma

P P
11+ g1B= [ 1f+gP du= 1+ I3+ 1+ g13lg1p,

ou seja,

(p/q)

p
I1£+g1f < 1+g1g (1flp+1glp) = 17+g15 PP < iflp+1glo.

Como p—(p/q) =1, entédo ficamos com

If+glp=<flp+I9lp.

Finalmente o caso p=oo segue do fato que

[1(x)+g(x¥)| = [F(x)[ +]9(X)| < I floo + IGllcc, ~ q:t.p. €M Q.
U

Desta forma a desigualdade de Minkowiski é a desigualdade triangular da norma
|- lp- Com isso concluimos a demonstragéo.

Diante do resultado acima, apresentaremos um resultado muito importante para
esta dissertacao.

Teorema 3.7. (LP, |- lp) é um espago de Banach para todo p € [1,00).

Demonstracdo. Em outras palavras, o nosso intuito é mostrar que toda sequéncia de
Cauchy em LP é convergente. Para isso considere {¢n}?° ; uma sequéncia de Cauchy
em LP, isto é,

VYe>0,3ng eN tal que Vn, m>ng= llon—@mlp=<e.

Usaremos o seguinte fato para demonstrar {¢n}??; converge em LP: Se uma
sequéncia de Cauchy possui uma subsequéncia convergente entdo a sequéncia ori-
ginal é convergente e converge para o0 mesmo limite. Entdo a partir de agora o nosso
intuito sera mostrar que {¢n}?? possui alguma subsequéncia convergente. Se isso
acontecer, usaremos o fato acima para concluir a demonstragéao.

Para isso, como {¢nx}%’; € uma sequéncia de Cauchy, entdo existe uma sub-
sequéncia {¢n,}%2 4 tal que

1
len—@ne,qlip < ok’ VkeN.

Para que a notacéo néo fique tao carregada, a partir deste ponto usaremos a
notacdo ¥y para representar o elemento ¢p,.
Agora, considere a aplicacdo ¥ : Q— R definida por

(e.0]

W) = W11+ D [(Phat =Wk)(X))- (3.11)
k=1
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Obviamente a aplicagdo ¥ esta bem definida, ja que o contradominio é R. Agora
mostraremos que ¥ € LP. Para tal objetivo podemos fazer algumas manipulagoes algé-
bricas na equacgao (3.11) de modo a ficar com

GOP= Tim (13001+ D 1Pkt =201 ) (3.12)
k=1

Agora integrando (3.12), obtemos

n
p
P, : _
[ 1P [t (1114 Y100 —wil) e

k=1

podemos perceber que o lado direito da igualdade (3.11) temos uma sequéncia mono-
tona e limitada, logo convergente. Portanto, pelo Teorema 2.61, temos que

n
. p
[ rwPdu= fim [ (141 D010k w0) (3.13)
= e k=1
Agora elevando ambos os lados de (3.13) a 1/p e aplicando o Teorema 3.6,
obtemos

1

IPlp= lim [/Q (1941 > (¥ _\Pk)|>pd.“] ’

k=1
n

gnleoo II‘I’1IIp+IIZ|‘Pk+1—‘I’k|II
k=1 p

(0,] oo
1
=1¥1lp+ I [¥at =Pkl <I¥illp+ ) o <oo.
k=1 P k=1

Logo, ¥ € LP. De fato, concluir que ¥ € LP é mesmo que afirmar que

/ |¥|Pdu<oo, g.t.p.em Q,
Q

ou seja, que u({x e Q:¥(x)=o00})=0.

Agora, baseando-se na ¥ definida anteriormente, definiremos uma aplicagéo o
a qual se provard ser o limite da subsequéncia ¥.

Assim, considere ¢ : Q — R definida por

o) \P1<x>+l§(wk+1 —¥)(x), se ¥(x)<oo, (1) 3.14)

0, se ¥(x) =o0. (2)

Perceba que a aplicacdo ¢(x) estd bem definida. Pois se tivermos que ¥(x) < oo,
entdo a série de (3.11) € absolutamente convergente. Mais toda série absolutamente
convergente é convergente. Isso nos permiti concluir que (1) esta bem definida.
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Agora note que

o(x)= lim (¥(x) +Z (Vht =PR)(X)) = im W1 (x).

n—oo
k=1

Portanto limp—oo ¥ 4 1(X) = @(x). Com isso obtemos que ¥, converge pontual-
mente. Mostraremos agora que ¢ € LP. Para isso observe que como consequéncia de
(3.14), podemos obter que

p
/Q|(p|pdu / lim ‘\pﬁz \Pk+1_\yk)‘ d. (3.15)

k=1
Mas, note que

n

W00+ D (Pht =Fi)00]| < 141+ D [(Pht = W) ()] < P(X), YnEN.
k=1 k=1

Portanto,

%100+ (e =¥ < OOIP, wnen,
k=1

Como |P|P é integravel, entdo pelo Teorema 2.67 podemos reescrever a Equa-
¢ao (3.15) como

[1olPa= fim_ [ |3 ti1-v0| o

k=1

Ou ainda

n
lolp=Jim Wi+ (¥ —\Ifk)Hp.
k=1

Disto e do Teorema 3.6, concluimos que

n
lolp= lim H‘IH > (Prot —‘I’k)Hp
k=1

n
< i —
< fim. (II‘I’1 o+ (P ke ‘I’k)llp)

k=1
n 1 o0 1
< lim_ (||\P1||p+/;2—k)=||\P1||p+/;2—k<oo

Portanto, ¢ € LP. Por fim mostraremos que [|¥x— ¢l p— 0. Mas, como

O(X)=W1(X)+ Y (Phe1 = Vi) (X), (3.16)
k=1



76 Capitulo 3. Os Espagos LP

e que ainda (3.16) pode ser reescrita da seguinte forma

—_

m— (o0}
PX)=T1(X)+ > (Pha1 =) (X)+ Y (Phe1 — P (X),
k=1 k=m

que no final das contas obtemos,

o0

OX)=¥m(X)+ Y (Phat —¥h)(X).

k=m

Logo, pelo Teorema 2.67, temos a desigualdade

(0= (o= || 3 (Fer — 00
k=m

p
- 1 1 mew
=N PR P oK =m0
k=m k=m
Assim, temos que ¥, — ¢. Como a sequéncia original é de Cauchy, entao
temos que ¢n— . Logo concluimos a demonstracao para pe[1,00). [

Mostraremos agora que o0 espaco (L*°, |fllco) também é um espacgo de Banach.
Teorema 3.8. O espaco L°° com a norma | flloc € um espaco de Banach.

Demonstragdo. Considere agora {fn}}2; uma sequéncia de Cauchy em L*. Isto &,
para todo € >0, existe ng € N tal que n, m> ng, temos

1 fn—Tmlloo < —.
€

Agora do item 2. da Observacao 3.3, obtemos que

1
’fn(X)—fm(X)‘ < ||fn—fm||oo< Z, qtp em Q, (317)

para todo n, m > ny. Podemos perceber que pela desigualdade (3.17) que {fs}?. €
uma sequéncia de Cauchy q.t.p. em Q3 na reta, portanto convergente g.t.p em Q.
Definimos f: Q— R, como sendo

f(x) = lim_fa(x).

Mostraremos agora que f € L*. Pela definigdo de L*, temos que {fn}_ ; € uma
sequéncia de fungdes mensuraveis, portanto como consequéncia da Observagao 2.19
concluimos que f € mensuravel. Agora fazendo m— oo em (3.17), obtemos que

| fn(x)—f(x)| < %, g.t.p.emQ,

SIsto quer dizer que u({x € Q:|fr(X)—fm(x)] >¢€}) =0
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sempre que n > ny. Desta forma temos que [f(x)—f(x)] € L°°. Como o L*° é uma
espaco vetorial entdo temos que

f(x) = fa(x)—=[fn(x)—f(x)] € L*™°.
M~ Y———
€ Lo € L>
Com isso temos que para n> ng

’
|[fn(x)—f(x)| < ||fn—f||oo<g= g.t.p. em Q, (3.18)

segue que f,— f na norma |- [leo. Com isso demonstramos que L* é um espacgo de

Banach.
]

Por fim apresentamos um resultado que relaciona os diferentes espagos LP.

Teorema 3.9. Considere (Q,Z, ) um espago de medida com Q tendo medida finita,
isto &, u(Q) <oo. Se1<t<s<ooentdo[®clSclicl!.

Demonstracdo. 1. Seja te (1,00). Se f e L!, por definicdo que f é mensuravel e,
conseguentemente, que |f| € mensuravel. Assim, se (1/t)+(1/p') =1, segue do
Teorema 3.5 que

/Q|f|dp=/Q|f-1|dps||f||,||1||p,=||f||t[p(9)}”p'<oo,

ou seja LPc L1,

2. Seja te(1,00). Se fe L, entdo f é mensuravel e consequentemente |f| é men-

suravel. Assim
1/t
Q

1/t
p - t
/Q 1 du] < [ /Q nfnoodu]
= || flloo [ ()]

Assim, [ c LP.

1/t
Ifll¢ =

1/t
< oo

3. Agora, mostraremos que se 1 <t<s<oo entdo LS c L!. Considere f e LS e note
que

—

]
st =1

t st
Assim, mas uma vez segue do Teorema segue do Teorema 3.5 que

||f||§=/ |f|fdu=/ A1 d < 1A 1) s
Q Q t s—t

- [/Q<|f|’)?du] W, =115 )] ¥ <oo.
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Logo, LS c L!, como queriamos.
O

Concluiremos esta parte com um breve comentario sobre a derivada de uma
funcédo em relacao a o espaco de medida (Q,Z, u).

Definicao 3.10. Seja (Q,%,u) um espago de medida. Dizemos que f: Q— R é dife-
renciavel g.t.p em Q quando existe Ae &, com u(A) =0 de modo que f é diferenciavel
em todo x € AC.

Exemplo 3.11. Considere a funcado f:R— R, definida por f(x) = |x|.

Esta funcéo € diferenciavel em quase todos os pontos de R exceto no ponto
x =0, entdo concluimos que f nao é diferenciavel em R. Mas se desconsiderassemos
o ponto {0}, f é claramente diferenciavel em R—{0}. Mas ja sabemos que a medida de
Lesbegue do ponto {0} tem medida zero. Entdo podemos concluir que f é diferenciavel
em quase todos os pontos.

Como nao estamos nos aprofundando no conceito de derivacéao, nao iremos de-
monstrar o proximo resultado, mas para quem quiser ver os detalhes da demonstracao,
veja [24, Teorema 10, Cap. 5].

Teorema 3.12. Considere fe L1 (to, t1). Defina a aplicagdo F :[ty,t]— R, por

t
F(t) = /t f(s)ds.

Entao F'(t) = f(t), para quase todo ponto t € [ty, t{].

3.2 DENSIDADE EM LP

A partir de agora, nosso objetivo sera apresentar alguns conjuntos densos em
LP. Esses conjuntos serdo de grande importancia ao longo deste trabalho. Para isso,
introduziremos novos conceitos.

Definicao 3.13 (Suporte). Sejam Q <R e uma aplicacao f: Q— R. Chamaremos de
suporte da aplicagao f, denotado por supp(f), o conjunto

supp(f)={x e Q:f(x) #0}

Por fim, diremos que uma funcéo f tem suporte compacto quando o conjunto supp(f)
for um subconjunto compacto de R.

Definicao 3.14. Sejam f:R— R e g : R— R fun¢des mensuraveis. Definiremos a
convolugéo de f com g por

(f* g)(x /fx y)g(y)dy, paratodo x e R,

desde que a aplicagédo y — f(x—y)g(y) seja integravel.
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Observacao 3.15. Vale ressaltar que a convolucao é comutativa. Este fato é obtido
através de uma simples mudanga de variavel.

Teorema 3.16. Sgjam f € L1 (R) e g€ LP(R), com 1 < p < co. Entdo para quase todo
x €R a aplicagdo y — f(x—y)g(y) € integravel e (fxg)(x) € LP(R). Além disso, ||fxgllp <
Ifl419llp-

Demonstracdo. Para p=o0o a demonstracao é trivial.

1 % Glloo = /R f(x—y)g(y)dy < /R F(X—y) I glloody

IIQIIOO/R f(x—=y)dy =19l fll1

Agora dividiremos a demonstragcdo em duas partes. A primeira € no caso de
p=1e asegunda no caso de 1 <p<oo.

1. Caso p=1. Considere F(x,y)=f(x—y)g(y), donde esta funcdo € mensuravel.
Assim, para quase todo y em R, temos que

/|ny|dx /|fx Y)9W)ldx = gl < +oo.

E ainda temos que

// |ny|dxdy // If(x=y)g |dx]

Aplicando o Teorema 3.45 em (3.19), obtemos que
// lf(x—y)g |dydx // [f(x—y)g |dx}

Com isso concluimos que para quase todo x € R a integral

=gl1lIfll4 <+oo. (3.19)

=1gl11fll4 <+oo.

[ [iftx=)gtyliay] <o
R

Também note que

/|f*g |dx<// Fx=y)gy)lcly | dix

// |f(x=y)g(y)|dx] dy = I gll4 1 Fll4 < +oo,

e portanto (fx g)(x) € L1 (R). Assim concluimos a prova para p=1.
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2. Caso 1 <p<+oo. Com a mesma ideia apresentada no caso (1) é facil perceber
gue para quase todo x € R a aplicagédo y — |f(x—y)||g(y)|P é integravel. Agora
considerando ;—,+%7 =1, note que

Fx=PIgW)] = 1Fx=y)]a | F(x=y)[Plg(y)]- (3.20)

1
Mas, |f(x—y)|7 € LY, pois

Ifallg= [/R‘(f(x—y))z’ qu]q= Mv(x—y)}dx] oo

]
Analogamente se demonstra que |f(x—y)|?|g(y)]| € LP.

Agora, se 1/p+1/g=1, entdo aplicando o Teorema 3.5 em (3.20), obtemos
Fgl< [ 1f=y)ligty)iay
1 1
q p p
<| [ic=piay|"] [ irx=pitampay]
1 5
= 111§ Uﬂlf(x—y)llg(y)lpdy} :

Isso nos permite concluir que

(% g) ()P < IFI /R f(x=y)llg(y)[Pdy.

Disto e do Teorema 3.45, deduzimos que

p
I(F % g)()IB = /[R ‘ /R |f<x—y)||g(y>|dy] o
p
</R(nfu?/le(x—y)llg(y)lpdy)dx
p
-111§ [ [ foe=yllgty)Payo
P P
=||f||1"/R/R|f(x—y)||g(y)|f’dxdy=||fI|1"|IfII1/RIQ(}/)Ipdy
&P Py P
=1F1S 1glb = 1f1R1glb.
Em resumo, encontramos que

I(F % 9)(X) Il < IFIE G = I(f % @) (X)lp < IFll1 gl < 0.

Com isso concluimos a demonstragao. O
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Proposicédo 3.17. Sejam fe L'(R) e g LP(R) com 1 < p < oo. Entéo

supp(f x g) c suppf + suppg

Demonstragéo. Fixe x € R. Entdo do Teorema 3.16, temos que a aplicagdo y — f(x—
y)g(y) é integravel, logo a convolugao de f com g esta bem definida. Agora note que

(F*g)(x) = / f(x-y)g(y)dy = f(x-y)g(y)dy.
R {x=supp(f)}nsupp(g)

Por outro lado, se x ¢ supp(f)+supp(g), entdo {x—supp(f)}nsupp(g) = . De fato,
pois se {x—supp(f)} nsupp(g) # @, entdo existe x—ae {x—supp(f)} e b e supp(g), tal
que x—a= b, ou ainda que x = a+b. O que implicaria em x € supp(f) + supp(g), que €
um absurdo. Desta forma

(f%g)(x)=0, em {supp(f)+supp(g)}°.

Portanto

supp(f x g) < supp(f) + supp(g).

E segue a demonstracéo. O

Definicao 3.18 (Funcdes testes). Considere uma fungéo f:R— R. Dizemos que f €
uma funcéao teste quando.

fe CR(R)={f e C(R) : f é infinitamente

diferenciavel e possui suporte compacto}.

Definicao 3.19 (Molificadores). Considere pp : R — R uma sequéncia de funcoes.
Chamaremos {pn}nen de sequéncias de molificadores quando forem satisfeito os itens
abaixo.

1. pne CZ°(R) para todo neN.
2. supp(pn) <[-1/n,1/n]

3. fRPn=1

4. pn >0 paratodo neN.

A partir de agora usaremos sistematicamente {pn}nen para denotar uma sequén-
cia de molificadores.

Proposicao 3.20. Sgja f : R — R uma fungdo continua em R. Entdo (ppxf) — f
uniformemente em conjuntos compacto de R.
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Demonstragdo. Considere o conjunto compacto K < R. Como f uma fungao continua,
entdo f em K é uniformemente continua. Isto €, Para cada ¢ >0, 36 > 0 tal que para
todo xe K etodo y € (x—8,x+45) n K temos que

[f(x=y)—f(x)| <e.
Disto e da Observacao 3.15, podemos deduzir que para todo x € R, temos que
(on* £)(X)=f(X) = (f* pn)(x)=f(x)
= [ fo=y)onty)oy= [ 1oy = | [fx=y)=t]paty)aly
R R R

= [ [y~ ety
[-1/n,1/n]

Assim, quando tivermos 15 <6 e x e K, concluimos que

[(on* HY(X)—F(X)] < /

[-1/n,1/n]

(fx=y)=1(0)

pn(y)dy

<e [ pnly)cy =c.
Assim segue a demonstracéo. Il

Os lemas a seguir tem como objetivo justificar alguns dos detalhes das demons-
tracdes dos Teoremas 3.24 e 3.25. Contudo, vale salientar que as demonstragdes
destes lemas fogem demasiadamente do escopo e do objetivo central deste trabalho.
Tendo isto em mente, optamos por apenas referéncia-las.

Definicao 3.21. Considere Q c R um conjunto aberto e 1 < p < co. Dizemos que a
funcéo f:R— R pertence a LP (R), se fyx € LP(R), para todo compacto K em Q.

loc
Lema 3.22. Sejam 1< p<oo, keN, fe CK(®R)* e ge L} (R). Entdo fx ge CK(R)®. Em
particular, se fe CP(R) e g L, (R), entdo fx ge C(R).
Demonstracdo. Veja os detalhes em [5, Proposicao 4.20]. ]

Lema 3.23. Sejam1<p<cc e
Cc(R) ={f e C(R) : f tem suporte compacto}.
Entdo C¢(R) é denso em LP(R).

Demonstracdo. Veja os detalhes em [5, Teorema 4.12]. Il

4Usamos este simbolo para representar as funcdes de R em R que sdo k—vezes continuamente
diferenciaveis e possuem suporte compacto.

SEste simbolo é usado para representar as funcdes de R em R que sdo k—vezes continuamente
diferenciaveis.
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Teorema 3.24. Se f € LP(R), para 1 < p<+oo. Entdo (pp* f)— f em LP(R).

Demonstragdo. Considere € >0 . Assim, do Lema 3.23 temos que existe f; € C¢(R) tal
que [If=fyllp < 5. Por outro lado, em decorréncia da Proposigéo 3.17, obtemos

supp(pn* f1) < [=1/n,1/n]+ supp(fy) = [-1,1]+ supp(f),

ou seja, o0 suporte da convolugcédo esta contido num compacto. Logo da Proposigcéao
3.20 pode-se concluir que (pn % f{) — f; uniformemente em compactos de R. Disto e
da continuidade da norma, segue que

I(on* f1)—fllp— 0.
Agora note que
(on*x f)—f= [Pn*(f—fﬂ} + [(Pn*ﬁ)‘fﬂ + [f1 —f},
e que pelos Teoremas 3.6 e 3.16, obtemos
Ion* H)=Fllp <If=Fll o+ (on* f)=FHl ,+1f=Hl,
=2[f~fill,+(on*fi)=Fill,<e+l(on* fy)=Fill,. (3.21)
Agora fazendo n— oo em (3.21), concluimos que
I(pn* f)=flp<e.
Assim segue a demonstracéo. O
O préximo teorema sera o ultimo desta segéo.

Teorema 3.25. Seja QO c R um conjunto aberto. Entdo, C°(Q) € denso nos espacos
LP(Q).

Demonstracdo. Considere f e LP(Q) e defina

f(x), sexeQ,
0, se x¢gQ.

Claramente a funcdo f € LP(R). Agora considere {Kn}neny UMa sequéncia de
conjuntos compactos em R, com Kp < K, 1, tal que®

> 2
UKn=0 e d(KnQ%> —.
n=1

Observe que para nosso caso podemos escolher K, como
2
Ky = {xelR:|x| <ne d(x,Q°> F;}'

Considere gn(x) = XK”(X)?(X) e fn=pn* gn. Temos 0s seguintes fatos validos:

6A demonstracédo da existéncia destes conjuntos é meramente topoldgica. Desta forma optamos por
omiti-la. Para os detalhes veja em [20].
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1. iMoo gn(X) = liMp—oo x ., (X) F(X) = ¥ (X)f(X) = f(X) q.t.p. em R.
2. Para todo 1 < p<ootemos que

19n(X)IP =1k, () F)IP < [F(x)IP,
g.t.p. em R. Dai, do fato que f € LP(R) decorre que gn € LP(R) para todo ne N.
3. Decorre do Lema 3.22 que fp € C*(R). Mas entdo, como da Proposicao 3.17

temos que
supp(fn) <[-1/n,1/n]+ Kn < Q,

concluimos que fp € C°(R, R).

Agora, pelos Teoremas 3.6 e 3.16, temos que

1 o=l oy = 1fa=Fll oy < (P * Gn) = (o0 * D)l Loy
+1(pn* F)=1ll oy <NGn=Fll oy + (o0 * 1) =Fll 1oy -
Por fim, veja que o Teorema 2.67 e os itens 1 e 2 acima garante que |gnh—
fl Lp@r) — 0 quando n— oo. Em contrapartida, o item juntamente com o Teorema 3.24

deduzimos que ll(on % f)~fll o) — 0. Mas entao concluimos que f, — f em LP(Q),
como queriamos. ]

3.3 ALGUNS TEOREMAS DE INTEGRACAO

A partir de agora o nosso intuito sera apresentar a teoria que trata do produto
cartesiano de espacos mensuraveis, a qual culminara nos importantes resultados:
Teorema de Tonelli e Teorema de Fubinni.

Definicao 3.26. Considere Q um conjunto qualquer. Dizemos que uma colecao </ de
subconjuntos de Q é uma algebra quando:

1. Os conjuntos @ e Q pertencerem a .
2. Se Ae o/ entdo o complementar A€ o .
3. Se A1 ,A2,...,An€,$2¢ entao U7=1 AI'E,Qf.

Observacao 3.27. A definicdo acima nos permite afirmar que toda algebra < também
n

é fechada por intersegdes finitas. Isto é, se Ay, As,...,Ape o/ entdo (| Ape Z. De fato,
i=1
pois se

n n
AiedﬂA?€d=>UA,¢€d=> (UA?)CEd
i=1 i=1
n n
= \(Af)Peod = )Aecod.

i=1 i=1
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Definicao 3.28. Considere Q um conjunto qualquer de modo que «f < 22(Q2) é uma
algebra. Dizemos que uma fungéo ng : o — R4 € uma pré-medida se

1. ﬂo(@) =0.

2. Se {An}7. 1 € sequéncia de conjuntos dois a dois disjuntos em </ de modo que

Un1An€ <, entdo
(e.0] oo
”0( U An) = Zﬂ(An)-
n=1 n=1

O préximo teorema vai nos permitir construir uma medida a partir do conceito
de pré-medida. Como para a demonstracdo deste fato deveriamos expor em nosso
texto a teoria de extensao de uma medida, o0 que nos distanciaria muito do nosso
objetivo principal, deixaremos apenas a referéncia da demonstracéo deste resultado.
Veja [11, Proposicédo 1.13 e Teorema 1.14]

Teorema 3.29 (Extensdo a uma medida). Considere o«f c 22(Q)) uma algebra, nq : of —
R, uma pré-medida e F(«/) a o-dlgebra gerada por «/. Entdo existe uma medida
n: F (o) — Ry cuja restricdo a «f é my. Mais ainda, se w1 : (/) — R, é outra medida
que estende (), entdo n1(A) < n(A) para todo Ae () e vale a igualdade se n(A) < co.
Por fim, se g : «f — Ry € o—finita, entdo n : # (/) — Ry € a Unica extensdo da medida
O oA — @4.

Durante o restante desta sec&o, assuma que (X, Zx,u) e (Y,%y,v) denotam
espacos de medida. A partir disto, considere o (importante) conjunto

n

2y :={U(A,‘><Bi)ZA,'EL@XeB,'Egy}7. (3.22)
i=1

Proposicao 3.30. O conjunto Zy < 2 (X x Y) é uma algebra.

Demonstragdo. 1. Claramente os conjuntos ¢ e X x Y pertencem a 2.

2. Considere o retangulo C=Ax B, com Ae Zx e Be Fy. Dai
CC=(AxB)°=(A®x B)u(Ax B®) u(A° x B°),
logo C€ seré a unido finita de retangulos mensuraveis e portanto C¢ € Z,.

3. Claramente as unides de elementos de Z; sdo unides finitas de retangulos as
quais estdo em Z;. Com isso, concluimos que Z; é uma algebra.
O

’Salientamos aqui que se A€ Fx e Be Fy, chamaremos o conjunto C = Ax B de retangulo mensura-
velemZ=XxY.
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Observacao 3.31. Nao é muito complicado verificar que todo elemento de Z; pode
ser escrito como uma unido disjunta de elementos de ¥ x x Zy, ja que Fx e Fy sao
o—algebras de X e Y respectivamente.

Teorema 3.32. Considere ng : Zy— Ry dada por

n n
ro( U< B)) = S uAp).
i=1 i=1

Nesse caso, nq : Zy— R+ € uma pré-medida. Como ja observado anteriormente, aqui
reforcamos que 0 +oco=0.

Demonstragdo. 1. Como Z, € uma algebra, entdo ¢ € Z;. Desta forma temos que
70(2) =0( x @) = (@) V(®) = 0.

2. Seja {A; x Bj}72, = Zy uma colegao de retangulos mensuraveis dois a dois disjun-
tos, tal que a uniao de todos estes retangulos também é um retangulo mensuravel,
isto é,

AxB:=uU2 (Ajx Bj) e Z.

Como ja observado, os elementos de cada sequéncia sao dois a dois disjuntos,
entdo isso nos diz que AinA;# @ e BinB;# @, para todo i#j, com /,jeN. Desta
forma, podemos escrever a seguinte equacgao:

(oo]

1axBX,Y) = xa)x8(Y) =D xa,(¥)1B,),

n=1

para todo x € X e para todo y € Y. Agora fixando x e integrando em relacdo a y e
aplicando o Teorema 2.61, teremos que®

xa)V(B) = /YXA(X)XB(}/)dV(Y)

(nij;XA,,(X)XB,,(Y)> avy)

/y (XAn(X)XB,,(Y)> av(y)

Js

M

XA,(X)v(Bn). (3.23)

S
1]
—_

Agora, integrando a Equagéo (3.23) em x e aplicando o Teorema 2.61 ficaremos
com

8Abaixo abusamos da notacéo de integral com relagéo a uma medida para deixar claro qual variavel
a fungéo esté sendo integrada.
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wAVB) = [ xax) ZxA v(Bn)dpu(x)
X

Disso e da defini¢do da =y obtemos que

( Uto 8, )) =0(Ax B) = u(A(E) = S hAnEn)

n=1

Assim, de (1) e (2), concluimos que 7g : Zy— R, é uma pré-medida.
[

Definicao 3.33. Seja Z; o conjunto definido em (3.22). Denotamos por Z(Zp) € (X x
Y) a o-algebra gerada por Z;. Chamamos os elementos de % (Z;) de conjuntos men-
suraveis de X x Y°.

Observacao 3.34. No Teorema 3.32 construimos uma pré-medida g sobre a algebra
Zy- No entanto, o Teorema 3.29 nos garante que existe uma medida 7 : #(Z;) — R4
que € a extensdo da pré-medida 7 a o-algebra F(Z).

Definicao 3.35. 1. Seja Ac X x Y. Denotamos a se¢do -x de A por Ax e a se¢ao-y
de A por AV, as quais séo definidas por:

AX={ye Y:(x,y)eA} e Ay={xex:(x,y)eA}.

2. Seja f: X x Y — R uma fungéo qualquer. Definimos a sec¢do-x da f, denotada por
fx : Y — R, por
fx(y)=f(x,y), paratodo ye Y.

Analogamente, definimos a secédo-y de f, denotada por ¥ : X — R, por

Y (x)=f(x,y), para todo x € X.

Apresentamos a seguir um lema técnico, cuja demonstracdo é omitida, uma
vez que ela ndo traz nenhuma ideia importante para o bom andamento do texto. Veja
em [2, Lema 10.6].

Lema 3.36. Considere a o—algebra &(Z,;) como na Definicdo 3.33.

9Quando a falta da indicacéo do conjunto X x Y ndo causar confusao, chamaremos os elementos de
F(Zp) apenas de mensuraveis.
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1. Se E € #(Zy) entdo Ex é mensuravel para todo x € X e EY é mensuravel para
fodoyeY.

2. Sef:XxY— R é mensuravel, entio fy e f¥ sdo mensuraveis para todo x€ X e
yeY.

Agora introduziremos o conceito de classe monétona, que sera uma ferramenta
muito util nos resultados que demonstraremos mais a frente.

Definicao 3.37. Seja Q um conjunto qualquer e .# < 22(Q2): Diremos que .4 é uma
classe monotona se satisfizer:

1. UpZ1An € 4, sempre que {An}>° , <./ é uma sequéncia de conjuntos tal que
AncAp.1, paratodo neN.

2. Npe1An€ 4, sempre que {An}?24 =4 € uma sequéncia de conjuntos tal que
An>An.1, paratodo neN.

Diretamente da definicao temos:

Proposicao 3.38. Seja Q um conjunto qualquer e considere € < (Q). Entao a inter-
seccdo de todas as classes mondtonas que contém € é a menor classe monotona
que contém €. Chamamos esta classe monotona de classe mondtona gerada por € e
a denotamos por 4 (€).

Observacao 3.39. Segue da definicao 3.38 que toda o—algebra é uma classe mono-
tona. Por isso, se considerarmos € < 22(Q), entdo a o—algebra gerada por € (o(€))
€ uma classe monoétona que contém %. Agora da Proposicéo 3.38, .4 (%) é menor
classe monotona que contém €. Deste modo concluimos que .4 (€) < o(€).

Lema 3.40. Se o« € uma algebra em Q, entdo a o—algebra gerada por «f e a classe
mondtona gerada por < coincidem.

Demonstragdo. Da Observacao 3.39 ja sabemos que .#(</) c o(</), agora nos resta
mostrar que o(«f) c 4 (). Neste caso é suficiente mostrar que .4 (/) é uma o—algebra,
uma vez que o(«/) é a menor g—algebra que contém /.

Para isto, considere E € ./ (/) e defina

ME={Feﬂ(A):E\F,EmF,F\Eeﬂ(A)}.

Claramente Mg nédo é vazio, pois ¢ e E pertencem a Mg. A partir de agora
0 nosso intuito serd verificar que Mg é uma classe monétona. Por isso, considere
{En}2 4 = Mg, com Epc Ej ¢ para todo neN, e defina F:=J24 En. Agora note que

(e.0]

E\F=E\G En=En [G Enr=En(ﬁ Eﬁ) = (ENES) e.ut(s2).
n=1 n=1

n=1 n=1
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Com isso, concluimos que F =J7. ¢ En € Mg. Perceba também que se tivésse-
mos {En}>° ; < Mg, com Ep,q < Epparatodo neN, e F =324 Ep, entdo F =732 Ene
Mg. De fato, note que

E\F= E\ﬂEn_En{ﬂEn] —Em(U >=G(EOE3)EJ%(Q¢).
n=1

As demonstracao de que FnE e /(<f) e F\E € .4 (/) Seguem 0 mesmo racio-
cinio. Desta forma concluimos que Mg é uma classe monétona.

Note que se E € of, entdo of c Mg c .4 (/). Mas como .4 (/) € a menor classe
monotona que contém «f, entdo concluimos que Mg = ./ (<¢) para todo E na algebra
o .

Por outro lado, é facil perceber que F € Mg se, e somente se, E € Mg. Assim,
se Eco/ e Fe (), entao F e Mg, o que implica que E € Mg para todo E € «/, logo
of < ME.

Mas como .4 (<¢) é a menor classe monodtona que contém «f, entdo concluimos
que Mg = .4 (/) para todo F na classe monoétona .#(«¢). Portanto se E,F € .4 (),
entdo F/E e M(«#), FNnE € M(«/), E/F € M(<f). Portanto .4 (/) é fechado por com-
plementacdo. O que caracteriza que .#(</) é uma o—algebra que contém <7, logo
o(ef) c (/). Desta forma concluimos que o(«f) = .4 (</). Segue a demonstracdo. [

Antes de prosseguir, introduzimos um novo conceito sobre um espaco de me-
dida.

Definicao 3.41. Considere (Q,%,u) de espaco de medida. Dizemos que u é o—finita
quando existe uma colegao {An}?? ; =& de modo que Q = Un=1An, com p(An) < +oo,
para todo neN.

Observacao 3.42. O espaco de medida (R, %, ¢), definido na Subsecéo 2.1.1, é tal
que a medida de Lebesgue ¢ é o—finita. De fato, basta observar que {(-n,n)}>’; =R
sao tais que

upsq(=n,n)=R e £¢(-n,n)=2n, paratodo neN.

Baseados no conceito definido acima, somos capazes de demonstrar o seguinte
resultado:

Lema 3.43. Considere (X,%x,u) e (Y,Zy,v) espacos de medidas o—finitas. Se E €
ZF(Zy), entdo as fungbes f: X— R, g: Y — R definidas respectivamente por

f(x)=v(Ex) e gly)=wEY),

Ss80 mensuraveis. E ainda temos que

/deu =n(E)= /Ygdv,
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com n sendo a representacao da extensao da pré-medida definida no Teorema 3.32 e
na Observagéo 3.34.

Demonstracdo. Note que as funcdes f(x) e g(y) estdao bem definidas gracas ao Lema
3.36.

Nesse momento inicial, vamos supor que u e v sdo medidas finitas. Assim sendo,
defina o conjunto M como

M={Eeg(zo):/xfdu=n(5)=/Ygdv}.

Como, para E=Ax Be Fy x %y, temos que

EX={B’ se xXeA, o Ey={A’ se yeB,
®, sexgA,

entdo deduzimos que
f(x) = v(Ex) = xa(x)v(B) e g(y)=w(EY)=xp(y)u(A).
Agora integrando f sobre X em relacao a medida u, teremos
], 8= [ xax1v(B)du(x) = uA(B) =(E). (3.24)

Analogamente integrando g sobre Y em relacdo a medida v, obtemos que

/ gdv= / 8()(B)duly) = H(AWV(B) = n(E). (3.25)
Y Y

Logo, as Equacgdes (3.24) e (3.25) nos garantem que

/X fdu=n(E)= /Ygdv.

Por outro lado, como cada elemento de Z; se configura como unides finitas
e disjuntas de retdngulo mensuraveis, entdo podemos concluir pela aditividade da
integral que Zy < M.

Mostraremos agora que M € uma classe monétona. Para isso considere {Ep}’ | <
M, com Epc E,, 1 para todo neN, e defina E :=J;.1 En. Checaremos que E € M. De
fato, se definirmos as funcdes mensuraveis

in(x) =v((Enlx) & gn(y)=v((En)¥).

como Epe M para cada neN, entao

/and,u=7t(En) =/andv. (3.26)
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Também é facil perceber que Ex =J7 1 (En)x, pois isso segue diretamente da
definicao de sec¢bes. Agora perceba que o Teorema 2.26 nos garante que

imin(x) =1im(Ene) = (U Enlr ) = (8= 0
n=1

(e.9]

im gn(x) =lim «((En)Y ) =u( U <En)y) = W(EY) = f(x).

n=1
Por outro lado, como Epc E,, 1 para todo neN, entdo fr(x) < frpq1(X) € gn(y) <
gn+1(y), paratodo x € X e y € Y. Isso também segue diretamente da definicdo de secao.
Logo, obtemos que f, e gn convergem pontualmente e, além disso, essas sequéncias
sao crescentes. Portanto, pelo Teorema 2.61 e da equacéo (3.26), obtemos que

/fd,u:lim/ fndu=limn(En)=n(E)=Iimn(En)=Iim/ gndv=/gdv.
X X Y Y

Com isso, temos que E =(J7.¢ En € M. Como as medidas s&o finitas, entdo a
demonstragdo que F =521 Ene M, com E, 1 c Ep para todo neN, segue 0 mesmo
raciocinio. Assim, M é uma classe monotona. Como Z; c M, entdo do Lema 3.40 temos
que F(Zy) = 4 (Z)) < M. Desta forma concluimos que Z(Z;) = M.

Suponha agora que u e v sdo medidas o—finitas. Entao existe uma sequéncia
{Xn}nen € X, de modo que X =721 Xn, com u(Xp) <oco para todo ne N, 0 mesmo
acontece com {Yn}nen € Y, de modo que

o
Uan Yo=XxY

n=1

Agora considere E € #(Zy) c 22(X x Y), entdo

/Xf)(Xndu=7r(Em(an Yn)) =/Yg)(yndv,

para todo neN. Fazendo n— oo, entéo disto e do Teorema 2.61, temos que
/ fdu= Iim/ fxx,du=limn(En(Xpx Yn))=n(E)
X X

=Iim/ gxyndv=/gdu,
Y Y

O

para todo E € #(Z;). Assim segue a demonstragao.

Encerramos este capitulo apresentando os principais resultados sobre integra-
¢ao com relagdo a medida produto, os quais serdo usados recursivamente no Capitulo
5.
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Teorema 3.44 (Tonelli). Sejam (X, Zx,u) e (Y,Zy,v) espagcos de medidas com y e v
medidas o-finitas. Considere F : X x Y — R, uma funcdo mensurdvel. Defina f : X — R,
e g: Y — R, respectivamente por:

=/F(x,y)dv e gy /ny du(x
Y

Entao, f e g sdo mensuraveis e

/X F(x) () = /X | Far- /Yg<y) )

Em outras palavras, vale que

/)((/YF(X,y)dv> du= Xxdeﬂ=/y</XF(X,y)du> av.

Demonstracdo. 1. Mostraremos primeiro que o resultado vale para as fungdes sim-
ples ndo-negativas. Para isso é suficiente mostrar que o resultado vale para a
fung@o caracteristica yg : X x Y — R, com E c #(Z;), j& que como a integral é
linear, entdo o resultado se estende para as funcdes simples. Para demonstrar
esse fato considere E € #(Z;) e F = xg, sendo = como na observacgao 3.39, do
Lema 3.43 temos:

/xxyF d’“/Xx xedn=n(E)= /XV(Ex)dM
=/x {/Y)(E (}’)dv} = | {/YXE(X,y)dv} ”
L]

e analogamente

Fdn=/ xedrn=n(E /,uEy )dv
XxY XxY Y

- [ || xertadulav= [ | [ xeteyu|av

=/ {/ F(x,y)du}dv
Yy L/X
0 que resumidamente nos da

/X[/YF(X’y)dV] du=/Xxde7t=/Y {/){F(X,y)du} dv.

Assim o resultado vale para as fungdes caracteristica e logo se estende para as
funcbes simples ndo-negativas.
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2. Agora mostraremos para caso geral. Como F é uma funcao ndo-negativa, entao
pelo Teorema 2.20 existe uma sequéncia {@n}7. ; monotona crescente, de modo
que limp—oo ©n(x,y) = F(x,y). Considere agora

gn=/y((Pn)de e hn=/X((pn)yd,u.

Como ¢p é uma sequéncia monétona crescente, entdo (¢n)x € (¢n)Y séo cres-
centes. Por outro lado, como temos que limp—oo ©n(X, y) = F(x, y), entdo por conta
direta temos que limp—oo(@n)x = Fx € limp—oo(@n)’ = FY. Disso e do Teorema
2.61, segue que

Iimg,,(x):lim/((pn)xdv:/ lim(@n)xdv
Y Y
=/ dev=/ F(x,y)dv=:9(x).
Y Y
Analogamente, temos que

im An(y) = lim /X (on) du= /X lim(en) du

_ /X FYdp= /X Flx,y)=: hy).

Mais uma vez aplicando Teorema 2.61 em gp junto com a primeira parte, obtemos
que

A{/yF(X,Y)dv} dIF/ng“=/xlimgndﬂ=”m/xgndu

=Iim/ / (pn(x,y)dvdu=|im/ (pndT[=/ Fdr.
XJY XxY XxY

Analogamente, temos que

/Y {/)(F(X,Y)du} dV:/Ygd"=/Y”mgnd"=”m/ygndv

Iim/ / (pn(x,y)d,udv=|im/ (pndn=/ Fdr.
YJX XxY XxY

Dessa forma, concluimos que
/{/ F(X,y)dvldp= Fdﬂ=/ [/ F(X,y)du}dv.
XLJy XxY y LJX

]

Devido a Fubinni, o objetivo do proximo resultado € generalizar o teorema de
Tonelli.
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Teorema 3.45 (Fubinni). Sejam (X, Zx,u) e (Y,Zy,v) espagcos de medidas com u
e v medidas o-finitas. Considere F : X x Y — R uma fungéo integrdvel em relacdo a
medida n. Definaf:X—R e g: Y — R respectivamente por 1°

f(x) = /YF(x,y)dv(y) e gly)= /X F(x.y) dp(x).

Entao, f e g sdo integraveis e

/X F(x) dja(x) = /X | Far- /Yg<y) av(y).

Ou ainda

/ [/ F(X,y)dv(y)] du(x) = Fdn
X|JY XxY

- /y [ /X F(x, y)dv(X)] du(y).

Demonstragcdo. Como F : X x Y — R é integravel, entdo F* e F~ sdo integraveis em
relacdo a medida 7. Como toda funcao integravel é mensuravel entdo pelo Teorema
3.44 teremos

/)((/YF+(X,y)dv(y)> d'u(x)=/xxyF+dﬂ
=/Y (/XF+(X’y)dV(X)> du(y), (3.27)

e ainda

/ ( / /—*(x,y)dwy)) dux)= [ Fdn
X Y XxY

_ / ( / F(x, y)dv(x)) duly). (3.28)
Y X

Dai quando fazemos a subtracéo das integrais (3.27) - (3.28), juntamente com
a Definicdo 2.62, conseguimos obter que

Ftdn— F dn= Fdn.
XxY XxY XxY
Com isso, o Teorema 3.44 nos garante que

/ [ / F(x,y)dv(y)] dux)= [ Fdn
X Y XxY

0Como j& observado anteriormente, abaixo abusamos da notacéo de integral com relagdo a uma
medida para deixar claro qual variavel a funcao esta sendo integrada.
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=/Y

/X F(w)dv(x)] du(y)

]

O préximo corolario decorre diretamente da Observagéao 3.42 e do Teorema
3.45.

Corolario 3.46. Considere o espaco de medida (R, %, ¥¢), definido na Subsecao 2.1.1.
Desta forma, se F : [tg, 1] x [tc’), q] — R é uma funcao integravel sequndo a medida
produto oriunda do produto catesiano de medidas de Lebesgue, ao definirmos f :
[to, 11— R e g:[{;, t]]— R, respectivamente por

i f
fx)= | Fx.y)dtly) e gly)=| F(x,y)de(x),

A fo

concluimos que f e g sdo integraveis e ainda que

b
/ /
[t01t1]x[t(,)’t” Z('0

f
|, Ftxy) df(y)] de(x)

0

A
fo

Uma dltima consequéncia do Teorema 3.45, que € muito relevante para nossos
calculos no Capitulo 5, € a seguinte.

t
/t F(x,y) d((x)] ae(y).

Corolario 3.47. Assumindo as mesmas hipdteses do Corolario 3.46, se f :[fp,t{]— R
e g,h:R— R sdo fungbes Lebesgue integraveis, entao

4 r b b

/ [ g(r—s)h(r)f(s) ds] dr=/ [ g(r—s)h(r) dr] f(s)ds.
fo b fo s

Demonstracdo. Como consequéncia do Teorema 3.45, obtemos que

t1 r
/ [ g(r—s)h(r)f(s)ds] ar
fo

fo

o
- /t / xm,r](s)g(r—s)h(r)f(s)ds] ar

L tO

bt
_ /to | /to X[to,,](s)g(r—s)h(r)dr]f(s)ds

ti t
=/ [/ g(r—s)h(r)dr] f(s)ds.
) S

]
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Neste momento, apresentamos um classico teorema de integrabilidade que une
as ideias dos Teoremas 3.6 e 3.45. Enfatizamos que ndo iremos demonstrar este
resultado, uma vez que necessitariamos introduzir algumas nog¢des e resultados que
nos distanciaria ainda mais do nosso objetivo final. Para os detalhes veja [11, Teorema
6.19].

Teorema 3.48 (Desigualdade de Minkovisk para integrais). Sejam (X, Zx,u) e(Y,Zy,v)
espacos de medidas com u e v medidas o-finitas. Se F : X x Y — R, é uma fungdo
mensuravel, entdo vale a seguinte desigualdade:

p 15 15
< p
[/)((/YF(X,Y)C/V(}/)> dM(X)] _/Y[/XF(x,y) du(x)] av(y).

Encerramos o capitulo apresentando uma consequéncia do Teorema 3.48 que
sera fundamental para a teoria que sera construida no capitulo 5.

Corolario 3.49. Sejam f:[ty,t1]— R e g:R— [0,00) fungbes Lebesgue integraveis.
Se1<p<ocoe0=h<ty—1ly, entdo vale que

t—th—h r p 15
/ /g(s)|f(r+to—s)|ds ar
0 0
t—ty—h t—ty—h 5
g/ g(s)/ |f(r+ty—s)|Pdr| ds.
0 S

Demonstraggo. Se considerarmos a fungéo caracteristica xg,,; :R— R, junto com o
Teorema 3.48, obtemos

ti—to—h r p ,1)
[/ (/ g(s)lf(r+t0—8)|ds> dl’]
0 0
t1—t0—h t1—t0—h b ;
= [/ </ Q(S)X[o,r](s)lf(r+to_s)|ds) dr]
0 0

1

t1 —to—h f1 —to—h p 1%
< /0 a(s) /O o (S)f(r+to—s)|Par| ds

t—ty—h t—ty—h 5
=/ g(s) / |f(r+ty—s)|Pdr| ds.
0 S

[]
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4 A TEORIA DE SEMIGRUPOS

Neste capitulo, introduziremos uma pequena parte da teoria classica de semigru-
pos. A exposicdo aqui apresentada destina-se a fornecer a base para estudo realizado
no Capitulo 5, portanto, ndo vamos nos aprofundar neste topico. Desta maneira, as-
sumimos que 0s conceitos de derivagao e integracdo de uma fungcéo f: IcR—V,
com [/ sendo um intervalo da reta e V € um espaco vetorial (sobre R ou C), séo
conhecidos, entre outros detalhes ao longo do texto. A teoria pode ser encontrada
em [1], [3], [4], [10], [22].

Iniciamos nosso estudo relembrando algumas defini¢cdes e resultados da Ana-
lise Funcional. Para os detalhes dos resultados citados abaixo, sugerimos a classica
bibliografia [5].

Definicao 4.1. Sejam (X, -llx) e (Y,ll-lly) espagos normados e considere A: X — Y
um operador linear. Diremos que A: X — Y é um operador linear limitado! se existir
uma constante C =0, tal que

IAxlly = C-lixlx, Vx€X,
e definimos
L(X,Y):={A:X— Y : A é um operador linear e limitado}.

Quando X =Y, denotamos L(X, Y) apenas por L(X). Em L(X, Y) podemos considerar
anorma

Ax
1Al x,v)y:= sup IAXly= sup [Ax]y=sup | ”Y, vxeX.

lIx1lx=1 Xl x<1 x£0 I1XIx

Esta norma também é conhecida como norma do operador. Assim, (L(X,Y), |l
IL(x,y)) € uma espago métrico completo. E por fim, se A, Be L(X) entéo

IABI Loxy < 1A L) 1Bl L x)-

Teorema 4.2. Se Ac L(X) e |Alyx)<1, entdo (I-AY~" existe e define um operador
limitado em X, onde | : X — X denota o operador identidade, isto é, I(u) = u, para todo
ueX.

Observe que na Definicdo 4.1 X e Y séo espagos normados, no que segue, X
€ um espaco de Banach.

A partir de agora o nosso objetivo é dar a definicido de semigrupos, e logo
em seguida a definicdo de gerador infinitesimal, a qual vamos introduzir logo mais.
Mas antes disso, apresentaremos um exemplo que nos dara condigdes suficiente para
entender bem essas definigdes.

TQuando nao causar confuséo, diremos apenas que o operador é limitado.
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Exemplo 4.3. Considere a equacgéao diferencial ordinaria em R, dada por

{ x'(t) = ax(t),

%(0) = o, (4.1)

com ae R uma constante fixa. O sistema de equagbes (4.1) também é conhecido como
problema de Cauchy ou problema do valor inicial (P.V.1).

Para tal problema sabe-se que existe uma unica solucéo, ver [13]. dada por
x(t)=Xxg- T(t), com T(t):= e, VteR. A partir de agora a ideia é estudar propriedades
de T(t).

1. Nao é dificil de notar que T(0)=e0 =1.
2. Também vale a propriedade de concatenacao, isto €&,

T(t+s)=e31+9) = g2 035 _ T(1) T (s).

para todo t,seR.

3. E temos que a derivada de T (f), sera:

d_ o at_
o T(t)=ae* =aT(t).
para todo t e R.

O exemplo acima tem como objetivo esclarecer todos os elementos apresenta-
dos na seguinte definicao.

Defini¢ao 4.4. Um semigrupo € uma familia de operadores
{T(t):t=0}c L(X),
que satisfaz:
1. T(0)=/, com [ sendo o operador identidade de X.
2. T(t+s)=T(t)T(s), Vt,s=0.
Mais ainda, diremos que:

3. O semigrupo é fortemente continuo, ou um Cy—semigrupo quando para cada
XxXeX,
lim | T(t)x—x|x =0.
A, I'7(2) I x

4. O semigrupo é uniformemente continuo quando

tlir& I T(t)_lX”L(X) =0.
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Observacao 4.5. Quando o semigrupo for uma familia definida para todo t € R que
ainda satisfaz 1 e 2, diremos que {T(t): t € R} € um grupo de operadores lineares em
X. Embora tenhamos apresentado a nocéo de grupo, este ndo sera objeto de nosso
estudo. Daremos énfase apenas aos semigrupos.

Observacao 4.6. Além da fungao exponencial real, vista no Exemplo 4.3, o estudo dos
semigrupos de operadores lineares esta associado também ao problema de Cauchy
da forma

/ -A
X/ (t) = Ax(t) “2)
x(0) = xg,
com A: D(A)c X — X sendo um operador linear (em geral ilimitado). Dai, foi demons-
trado em [10] que se A é um gerador infinitesimal® de semigrupo {T(t) : t € R} < L(X),

entdo para cada xp € D(A), temos que a aplicagéo t— T(t)xy € solucdo de (4.2).

O préximo exemplo tera como objetivo levar o leitor a se familiarizar com conceito
abstrato que esta por detras da Observagéo 4.6. Mas primeiro é fundamental entender
0 seguinte lema:

Lema 4.7 (Principio da contracdo de Banach). Seja X um espago métrico completo
com a métrica dy : X x X — R, e uma fungdo F : X — X tal que dx(F"(x), F"(y)) <
kdx(x,y) para algumN>n=1 e para 0 < k < 1. Entao, existe um unico x € X tal que
F(x)=Xx. O ponto x é chamado de ponto fixo de F.

Demonstracdo. Veja os detalhes em [16, Proposicao 23]. O

Exemplo 4.8. Sejam Ae L(X) e xp € X. Considere o seguinte problema de Cauchy

"H=A

X' (1) = Ax(1), “3)
x(0) = xp.

Vamos mostrar que existe uma unica solucao de (4.3) e que esta solugéo define, de

alguma forma, um semigrupo de operadores lineares.
1. Considere o conjunto n&o vazio
K={ueC([0,7];X) :u(0)=xp} .

Note que K com métrica induzida pela norma de C([0, 7]; X) € um espaco métrico
completo. Agora, defina F: K— K dada por
t

F(u)(t) = xg + /O Au(s) ds.

Pelo teorema fundamental do célculo em espagos de Banach, temos que x(f;xg)
€ solugdo de (4.3) se, e somente se, x(t;xy) € ponto fixo de F em K. Assim nos
resta mostrar que existe neN tal que F"" é uma contragdo e aplicar o Lema 4.7.

2Essa definicdo sera dada mais a frente.
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2. Sejam U, Ve K e te[0,7], veja que:

t
IF(U) (D)= F(V) (Bl x < /O IAU(s)- AV(s) ] xds

<Al Lx) sup 1U(s)=V(s)lix
se[0,7]

<TllAlx) sup 1U(s)=V(s)lx
se[0,7]

De maneira recursiva se verifica que

A7

IF7(U)(8) = F(V)(8)llx < —— - sup 1U(s)=V(S)lx.
n se[0,7]
AL X) peoo . . L
Perceba que Y — 0, pois o fatorial cresce mais rapido que a exponen-

cial. Logo, para algum ng e N, F™ & contragdo como queriamos.

Em outras palavras, existe uma unica fungéo x(t; xp) em K que satisfaz

t
x(t;xg) = X + / Ax(s; xg) ds,
0

para todo t€]0,].

Pelo teorema fundamental do calculo, x(t;xp) € continuamente diferenciavel e
satisfaz (4.3) em [0,7]. Mais ainda, como 7 > 0 foi fixado arbitrariamente, po-
demos concluir que existe uma Unica solugao de (4.3) em [0,00), a qual ainda
denotaremos por x(t; xg)-

. Agora defina, para cada xq € X, a familia de operadores {T(t):t=0} < L(X) por

T(t)xg == x(t;xp), (4.4)

para t=0. Como A€ L(X), podemos copiar a teoria de matrizes exponenciais ao
problema de Cauchy (4.3), o que nos permite deduzir que x(t;xg) = eAtxo, com

Desta forma concluimos por (4.4) que T(t) = eAl.

4. Vamos verificar que {T(t) : t = 0} satisfaz as propridades de semigrupo.

a) Primeiramente note que {T(f):t=0} c L(X), j&a que:

(,°] n
< Z M = el Aluxt - .
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b) T(0) =/, trivialmente.

c) Fixe s=0 e note que:
Ult) = T(t+8)xg = ey e V(1) = TOT(s)xg = e exg,

sao solucdes da equacao diferencial (4.3) e que U(0)= V(0) = eAsxo. Assim
pela unicidade de solugdes, T(t+s)= T(t)T(s) para todo t=0. Como s=0
foi fixado arbitrariamente, temos que T(t+s)=T(t)T(s) para todo t,s=0.

d) Este semigrupo € uniformemente continuo. De fato, observe inicialmente
que
t g t t
eAt—I=/ —eAsds=/ AeAsds=A/ e*S ds.
0 ds 0 0

Disto temos que

t
t
< IIAIIL(X)/ elAlLxs gg = gl ALt _q
0

cOmo queriamos.

Para seguir com as definicbes inerentes da teoria, apresentamos o seguinte
conceito.

Definicao 4.9. Se {T(f):t=0}c L(X) € um semigrupo fortemente continuo de opera-
dores lineares, seu gerador infinitesimal é o operador linear A: D(A) c X — X, com

D(A) = {XeX:tIirg M existe }

Ax = lim
t—0+*

m . VxeD(A).
Observacao 4.10. Retornando brevemente ao Exemplo 4.8, note que para qualquer
x € X temos que

jim X=X _ A

t—0+ t

ou seja, o gerador infinitesimal de eA! é A e D(A) = X.

Agora vamos apresentar um exemplo de um semigrupo com gerador infinitesi-
mal A¢ L(X).
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Exemplo 4.11. Para cada t =0, considere a fungao
T(t) : BC([0,00);R) — F([0,00);R),
dada por:
T(t)f:=f, Vt=0,

com BC([0,00);R) sendo o espaco das funcbdes continuas e limitadas de [0,00) em
R, e F([0,00);R) 0 espacgo das fun¢des de [0,00) em R. salientamos que BC([0,00);R)
com a norma do supremo, € Banach. Usamos o simbolo f; para representar a fungao
f :[0,00) — R dada por

fi(w)=f(t+w), Vvw=0.
N&o é dificil de verificar que f; € BC([0,00);R) para qualquer t = 0. Mais ainda, se
considerarmos f,g € BC([0,00);R) € 1 € R, entdo

T(t)(f+A9)=(f+A9)t=Fi+(Ag)s=Ffr+Ag;=T(t)f+AT(t)g.
Desta forma concluimos que {7 (t) : t =0} € L(BC([0,0);R)).
1. Daqui podemos continuar a estudar esta familia de operadores lineares e verificar

que ela define um semigrupo de operadores lineares. De fato, basta observar
que:

a) Vale que T(0)f = fy=f, para qualquer f € BC([0,00);R). Em outras palavras,
T(0)=/em L(BC([0,00);R)).

b) Dados t,s=0 temos que
T(t+8)f=fr,g=T(t)fs=T(t)T(S)f,

para qualquer f € BC([0,00);R). Em outras palavras, fica valido que T(t+S) =
T(t)T(s), paratodo t,s=0.

2. Agora vamos nos aprofundar um pouco mais neste estudo e verificar que {T(t):
t =0} é um Cy-semigrupo. De fato, como

IT(OFf=Fll Be([0,00):m)) = 1Tt =l BC([0,00);R))

gragas a continuidade da norma, temos que
lim || T(6)f=f| ) = Il lim (f=1)|l
Nim, (OF=FllBe((0,00);) H)+( t—1) BC(0.00)8)
= sup | lim [f(t+w)—f(w)] =0.
we[0,00) ' {—0*
3. Calculemos o gerador infinitesimal de {T(f) : t = 0}. Para isto assumimos que A

denota o gerador infinitesimal do semigrupo e que D(A) c BC([0,00);R) denota
seu dominio.
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a) Primeiramente, vamos verificar que BC'([0,00);R) = D(A), com BC'([0,00);R)
sendo o espaco das fungdes continuamente diferenciaveis de [0,00) em R
tais que f e f’ estdo em BC([0,00);R).

Basta observar que se f € BC'([0,00);R), entdo novamente gragas a conti-
nuidade da norma

lim || 7-(t)f_f—f’ll =sup| lim
t—0* t BC([0,00)R)  y=0 |t—0*

f(t+w)—f(w)

—f'(w)| =0,

ou seja, f € D(A), como queriamos. Mais ainda, as contas acima nos garante
também que Af = f' para qualquer fungdo f € BC'([0,00);R).

b) Agora, verificaremos que vale a inclusdo D(A) c BC1([0,00);R). Seja entao
f e D(A). Por definicao, existe g € BC([0,00);R) tal que

L T()ff
| _ _0.
e 79 a0 00w

Porém, note que para cada w € [0,00) temos que

| F(t+w)—=f(w) _ T(Hf-f
N < | — =
t|—|>r8 t 9(w) t—|>r8+ | t g ”BC([O,oo);[R) 0,

ou seja, f é diferenciavel em [0,00) com f' = g. Em outras palavras, f €
BC1([0,00);R), como queriamos.

c) Segue diretamente dos itens anteriores que A= d/dw é o gerador infinitesi-
mal do semigrupo {7 (t):t=0}.

Resumidamente, o gerador infinitesimal do semigrupos, de translagdes sobre o
espaco de Banach BC([0,c0);R) é a derivada.

4. O operador diferencial A= d/dw de BC([0,00);R) em BC([0,00);R) ndo ¢ limitado.
Para verificar isto, tome a sequéncia de fungdes ¢, :[0,00) — R dadas por

on(t) =€

Como {¢pn}2 ; = BC1([0,00);R) € llpnll 5e([0,00):m) = 1. VEMOS que

ANl L(BC([0,00):R)) = 1A®NI BE([0,00):R) = 1901l BC([0,00):R) = N
para todo neN, ou seja, Al L(B¢([0,00):R)) = +0©-
A seguir, enunciaremos um teorema importante da Andlise Funcional, que usa-

mos para dar continuidade a teoria dos semigrupos. Este teorema é conhecido como
Principio da Limitagdo Uniforme.
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Teorema 4.12. Sejam X um espaco de Banach e Y um espag¢o normado. Considere
{Ta}qea uma familia de operadores lineares limitados T, : X — Y, Ya € A. Se para
cada x € X existe um Ky >0, tal que,

[ Ta(X) Ny <Kx, YaceA,

entdo a familia de valores reais {| Ty |} 4c 4 também é limitada, isto é, existe um K >0
de modo que
I Ta’”L(X,Y) < K, Ya e A.

Demonstrag&o. Veja [5, Teorema 2.2]. O]
Agora apresentamos uma caracteriza¢do muito interessante dos Cy-semigrupos.

Teorema 4.13. Suponha que T ={T(t) : t =0} c L(X) seja um Cy-semigrupo. Entéao,
existem M =1 e BeR tais que

I T(t)”L(X) < Meﬁt, Vi=0.
Demonstracdo. Observe que existe a >0 tal que

K:= sup | T(s)IIL(X) < +00,
sef0,a]
ja que caso contrario, existiria {sn}{> < [0, a] tal que sp— 0% e I T(sn)ll (x) >N, YNEN.
Assim, pelo o Teorema 4.12 deveria existir x € X tal que T(sp)x — oo, quando n— oo.
Mas isso contraria o fato de T(t) ser um semigrupo. Observe agora que

1
B = max{a Il T(a)ll (x> 1 } = [ T(a)ll(x) < gh

Como, para todo t =0, existem neN e s€ [0, a) tal que t=na+s, deduzimos que

1T (x) = 1T(na+8) I (xy = 1T ()" T(8)ll(x)
< I T(@I ) I T(S) ) < Ke"F = Ke P2 ePna+9) < Kbl

Assim o resultado fica demonstrado. O

Os dois préximos resultados serdo de grande relevancia para o Capitulo 5,
servindo de ferramenta importante na relacdo que vamos construir entre a teoria de
semigrupos € a integral fracionaria de Riemann-Liouville.

Iniciamos com o resultado que caracteriza completamente os semigrupos uni-
formemente continuos.

Teorema 4.14. Considere T ={T(t) :t= 0} c L(X) um Cqy-semigrupo. As seguintes
afirmacgoées sao equivalentes:
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1. O semigrupo é uniformemente continuo;
2. O gerador infinitesimal do semigrupo esta definido em todo X;
3. Para algum A€ L(X), temos que T(t) = et para todo t = 0.

Demonstragdo. (1 = 3) Como o0 semigrupo € unifomemente continuo, entao existe
d >0 suficientemente pequeno tal que

IT(5)~Ixli < 50 ¥s€10,6].

Mostraremos que a aplicagdo Ry > t — T(f) € L(X) é continua. Para isso fixe t>0 e
seja he [0,+00) de modo que 0 < t—h<§. Assim, das propriedades de semigrupos
juntamente com o Teorema 4.13, obtemos que

ITE+h) =T Lx)y=1TEO T =TI

=ITO(T()~l )1, < 1O T~ Il

h—0*
<M-ePIT(h)~Ixlx) — O,

para algum g eR, pelo Teorema 4.13.
Por outro lado, se t—h<d entdo teremos que

IT() =T (=Ml x)=1(T(h)=Ix) T(t=h)li(x)
= (T(M)—=Ix)(T(t=h)—Ix+Ix)lIL(x)
< I(T(h)= D) Lol T(E=h) = Ix +Ix L (x)

< (T = bl (1T (=M= Ixll oo + D)

3 h—0*
< NT(h =Kl =20,

Com isso, concluimos que para t>0
,I7im0 I T(t+h)— T(t)”L(X) =0.

Desse modo T(t) € continua Vt = 0, logo T(t) é integravel em [0,6]. Agora, vamos
encontrar o candidato a gerador infinitesimal. Note que:

1) 0
=5 [ T@5] =5 [ T
=%H/06 (IX—T(s))dsHL(X)s%/O& ||(IX—T(s))||L(X)dss%.

Como ¢ é suficientemente pequeno, entdo ainda vale a seguinte desigualdade:

N —

| /05 (Ix—T(s))dsHL(X)S /05 ”(IX_T(S))”L(X)dSSgS
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Logo, do Teorema 4.2, temos

(/X—(/X—/: T(s)ds))_1 - (/06 T(s)ds)_1,

existe e é limitada. Defina o operador linear

_ /X)( /O ’ T(s) ds>_1 e L(X).

Mostremos que A € o gerador infinitesimal de {T(t) : t = 0}. Para isso escolha O<h<§6
e note que
—Iy) / T(s ds / (T(h+s)—T(s)) ds

=/hh+6 T(s)ds— /o T(s)ds= /(;Hé (s)ds—/ohT(s)ds
=/Oh T(s+0) ds—/oh T(s)ds= T((S)/Oh T(s) ds—/oh T(s)ds

com isso ficamos com

( Ul ) JA " T(s)ds- (T(é)—lx) [—foh dy ds] |

Por fim, Como T(s) é continuo entédo pelo teorema de LHospital obtemos que

hILrTa+( /X)/ T(s)ds= ( )—/X> im [fo ]:T(a)—/x.

Assim, na norma dos operadores, temos que

. T(h)—Ix 0 1
h'LnS+( . ):(T((S)—IX)(/O T(s)ds> _A,

ou seja, A é o gerador infinitesimal de {T(t) : t = 0}. Assim

d ) T(t+h)—T(1) o T()T(h)y—T(t)
dt T(t)= hh_.n(_]ﬁ h B h||—>n(1)+ h
. T(h=Ix
=T(t) hILrT(;+ — = T(HA.

De maneira andloga temos que %T(t) =T(t)-A. Logo T(t)= el

(2= 1). Como o gerador infinitesimal de {T(f) : t = 0} esta definido em todo X,

entao
T(Hx—x
t

lim
t—0+
Se isso acontece, entdo o conjunto

T(Hx—x
t

, existe para todo x € X.

} é limitado Vx € X,
O<t<é
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para algum 6 > 0. Logo pelo Teorema 4.12

{H —k H ‘e [0,5]} é limitado.

Assim para t € [0, 5], existe K >0 tal que

HMHL(X) sK=IT{O)-Ixlx) s K-t

Logo pelo Teorema do Confronto temos que
lim || T(t)—1 < lim K-t—0,
N (—=IxlLx) A,

ou seja, {T(t) : t = 0} é uniformente continuo.

(3= 2). Se T(t) = eAl, com A L(X), entdo como feito no Exemplo 4.8, ja
sabemos que {T(t) : t = 0} é uniformemente continuo, isto &, que (3 = 1). Porém,
segue da primeira parte desta demostracdao que neste caso

9 -1

A=(T(6)—IX)< / T(s)ds) e L(X),

0

€ 0 gerador infinitesimal de {T(f) : t = 0}. Mais claramente A esta definido em todo X.
Portanto fica demonstrado o que queriamos. O

Terminamos esta secéo apresentado certas caracterizagdes cruciais dos semi-
grupos fortemente continuos.

Teorema 4.15. Seja {T(t):t =0} c L(X) um Cqy-semigrupo, e considere A o gerador
infinitesimal de T (t),

1. Para qualquer x € X, a aplicacdo t— T(t)x é continua
2. Paracadaxe X et>0, temos que

1 t+h
lim | — T(s)xds| = T(t)x,
Jim. h/t (s)xds| = T(t)x

na topologia de X.

3. Se considerarmos x € X e 0 < s< t<oo, entgo temos que

/ t T(s)xdse D(A) e A( / t T(s)x ds) = T(t)x—T(s)x.
S S

4. Seja A o gerador infinitesimal de T, entdo para x € D(A), a aplicacdo Ry > t —
T(t)x € D(A) é continuamente diferenciavel e

d

g T(tyx=AT(t)x = T(t)Ax, para todo t > 0.
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Demonstracdo. 1. Sejam xe X e 0< h<t. Agora observe que como consequéncia
do Teorema 4.13, obtemos

IT(t+h)x—=T(t)xlx=IT(E)T(h)x—T(t)xlx
=1 T(OT(Mx=X)x < IT (L) I T(A)x=x)1l x
<M-PI(T(t)x—x)1x =2 0.

Por outro lado, também como consequéncia do Teorema 4.13, podemos obter

IT(Ox=T(t=h)xlx=IT(t=h)(T(h)x—x)lx
SIT (=M L) I(T(h)x=x)l x
< M- PPy (T(hx—x)Ix =2 0.

Portanto, t— T(t)x é continua para todo x € X.

2. Veja inicialmente que se x € X, entao

1 t+h 1 h
—/ T(s)xds=—/ T(t+s)xds
hJt hJo

1 rh
como T(t)x=7’/ T(t)x ds, temos que
0

1 1

t+h h
. /t T(s)xds—T(t)x = /O [T(t+s)x—T(t)x] ds

h
=% /0 T(t)[T(s)x—x] ds.

Como a fungéo [0,00) 3 s— T(t)[ T(s)x—x] é continua, entdo aplicando o Teorema
de L'Hospital e lembrando que temos um Cy—semigrupo, obtemos que

. 1 t+h
hILrT(;+ {77/1‘ T(s)xds— T(t)x]

= lim 7() {T(h)x—x

=T(t) {han3+ (T(h)x=x)| =0,

(. s
g

=0

como queriamos.

3. Se considerarmos x € X e 0 <s<t<oo, agregado com o item (2), obtemos

h”l%+%{ {T(h)—l} /st T(r)xdr}
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- h"f&%{ /S t T(h)T(t)xd7— /s t T(T)Xdr}

- i 1 [ T [ o

- 1 [ T [T
- 1 [ e [ oo |

1 t+h 1 S+h
= h”f(;+ h {/t T(T)Xd‘l,’:| _hlln(])+ F [/s T(T)Xd‘l,’:|

= T(H)x—T(s)x.

Em resumo, obtemos que

t
A / T(x)xd7 = T(H)x—T(s)x.
S

4. Considere t> 0 fixado. Entdo para todo h> 0 temos que

d*  T(t+hx=T(x . [T(h)-I
g Tox= fim i ‘n'LnS+[ - }T(t)x

Analogamente, verifica-se que %} = T(t)Ax

Por outro lado, para 0 < h<t temos

a . T(t=h)-=T(1)
ET(t)x_hIera_ s
T(t—h)—T(t—h+ h)X
h—0- —-h
T(t—h)—T(t-h) T(h)X

h—0- -h
: T(h)y—1
=hI|m [T(t—h)( " x)

T(t—h) ( T(Z)_IX—AX+AX)

= lim [T(t—h) ( T(/;z_lx—Ax) + T(t—h)Ax]

= lim [T(t—h) ( T(I;))_IX—AX)] + lim_ T(t-h)Ax,
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como x € D(A) entao o primeiro termo desta ultima igualdade tende a 0 quando
h— 0~. Além disso, como consequéncia do item (1), obtemos que limp_o- T(t—
h)Ax = T (t)Ax. Desta maneira concluimos que

d* a-

g T(t)x=AT(t)x=T(t)Ax = g T(t)x.

Assim segue a demonstragao.
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5 O GERADOR INFINITESIMAL DA INTEGRAL FRACIONARIA

Nas ultimas décadas, o estudo de operadores de ordens nao inteiras ganhou
grande relevancia e diversas definicées de integrais e derivadas de ordens arbitrarias
foram propostas, dentre as quais podemos destacar a definicdo de Riemann-Liouville
de integrais e derivadas fracionarias; veja por exemplo [15], [23].

As integrais e derivadas de ordem n&o inteira possuem uma gama de aplica-
¢bes nas mais diversas areas do conhecimento, como fisica, quimica, biomatematica,
engenharia, economia, entre outros; veja por exemplo [18], [23].

A integral de ordem arbitraria, em outros aspectos, é fundamental para a forma-
lizacao da definicdo de derivada fracionaria, que é um dos assuntos mais importantes
do Calculo Fracionario. A partir de agora, comecaremos a estudar a integral fracionaria
de Riemann-Liouville. Inicialmente, damos sua definicao e, em seguida, daremos o
dominio e o contradominio dessa integral, que também define um operador linear limi-
tado. Assim, usando tudo o que estudamos até agora, verificaremos que a integral de
Riemann-Liouville define um semigrupo fortemente continuo. Por fim, apresentaremos
o objeto central desta dissertacao que é o gerador infinitesimal da integral fracionaria.

Usaremos frequentemente neste capitulo o simbolo - para representar uma mul-
tiplicacao. Também ressaltamos que o conceito integral aqui utilizado € o conceito de
integracao em relacdo a medida de Lesbegue. Além disso os resultados apresentados
neste capitulo foram baseados em [9], esse artigo foi fundamental para obtermos os
principais resultados desta dissertagéo.

Iniciaremos nossos estudos com a seguinte discussédo:

Considere F: L' (fy,t;) — Z ([ty, t;],R), definido por

t
(F(f))(t)=/ f(s)ds, para todo t € [fy, 14].
fo

com Z([ty, 1‘1],[F42)1 denotando o conjunto de todas as fungdes de [fy, f1] em R. Nosso
intuito é verificar que F esta bem definido e é uma transformagéo linear com um
contradominio adequado.

1. Como f(s)e L1 (to, 1), entdo conseguimos fazer a seguinte majoragao:

/tot f(s)ds

Desta forma (F(f))(t) estd bem definida para todo t € [fy, t].

t
‘(F(f))(t)‘ = S/t |£(s)|d's < co.

2. Vejaque F(f)e C([to, t1]). Para isso considere {rn}%” ; [ty t1] uma sequéncia e
1 €[y, 4], de modo que Tp— 7.

TAqui estamos uma notacéo diferente daquela usada no Exemplo 4.11, para que néo haja risco de
confusdo com a fungéo F.
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Note que

Tn t
(F(N)(xn)= | F(S)ds= [ xp.2,1(8)f(s)ds,
1

fo )
e que

X1, (S)T(8)| < [f(8)] e |f(s)| € L' (to, ),
ou seja, a fungéo |y, -,1(5)f(s)| € dominada por uma fungéo integravel.
Mostraremos agora que [y, +,](S) — X[t,7](S) a.t-p em [ty, t].

(/) Suponha que s< 1. Como 75 — 7, existe Ny e N tal que s < tp, sempre que
n> Nj. Isto nos leva ao fato

im X1t,2,1(8) = 1= X[to,21(S)-

n—oo

(if) Agora se 1 < s, entdo existe No e N de modo que < s, sempre que n>N». O
que configura que

M ¥ito,0,1(8) = 0= X[t,,11(S)-
Embora isso n&o acontece para s =1, ndo temos um problema pois u({r}) =0.

Com isso, concluimos que

Xto, () — X[1,71(S) G-t.o em [to, t1],

e como consequéncia disto, temos que
X[to, 7] (S)F(X) — X[to,21(S)(X) q.t.p em [fp, ].
Assim, pelo Teorema 2.67, obtemos

im (F(N)(n)= lim [ f(s)ds

n—+o0 n—+o00 fo
. t1 t1 .
= lim x[to,rn](s)f(x)ds=/t im_ xit,7,1(8)f(x)ds

n—+oo fo o n—+oo

t T
- /t ()00 = | f(s)ds= (F(1)(x).

Como 7,7 foram escolhidos arbitrariamente, entdo segue que

lim (F(f))(t)= (F(H)(to),

t—t

ou seja, F(f)e C([ty, t4])

Por fim verificaremos que F: L (to, t1) — C([to, t1]) € uma transformagéo linear.
Mas isso segue da linearidade da integral.
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Com base nessas discussbes acima, nossa intencdo agora é fornecer uma
motivacdo para a integral fracionaria de Riemann-Liouville, para isso calculamos a
seguinte integral:

(FA(M)(1) = /to t [ /t ' f(s) ds} dr. (5.1)

0
Mas para calcularmos (5.1) usamos o Corolario 3.47. Ou seja,

(F2(f))(t) = (F(F(f))) (1) =/t0t Utor f(s)ds] dt

=/tt [/St f(s)dr} ds=/tt(t—s)f(s)ds.

O que desejamos agora é calcular (F"(f))(t). Portanto repetiremos o que foi
feito acima n vezes. Isto é

(F3(M)(t) = (F(F3(f)) () =/t/T(r—s)f(s)dsdr
o Jly

) t ot B B t(t—s)2
_/to/s(T s)f(s)drds—/to 5 f(s)ds,

(t-5)?

t rr1
(F4() (1) = (F(F3())(t) = / / 9 f(s)asar

ty J 1t
t t(‘[—S)z t(t—S)B
= f(s)drds= f(s)ds.
/t/s rs) 25

Perceba que esta se construindo um padrdao em cada integragao feita. Desta
forma podemos concluir indutivamente que (F”(f))(t) € dado por

e ainda

t
(F™(H)(t) = L/t (t—s)"11(s)ds, (5.2)

(n—1)!
que com auxilio da funcdo Gama a equacao (5.2) pode ser escrita como

1 t
FN(A) () = — _s)™ ¢ .
(FT(5)(t /t (t-5)™f(s)ds

I'(n)
Toda a discussao acima é apenas um preludio para introduzirmos a definicao da
integrais fracionarias de Riemann-Liouville, ja que este é um caso particular da integral.

Apresentaremos a seguir a definicdo mais importante desta dissertagéo.

Defini¢do 5.1. Considere a > 0. A integral fracionaria de Riemann-Liouville? de ordem
a da funcéao f sera

t
Jg’,f(t)=$ /to (t—s)*"(s) s,

para todo t € [fy, 1] e sempre que a integral acima existir.

2Quando n&o houver risco de confusdo abreviaremos apenas por integral fracionaria de ordem a.
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Observacao 5.2. Vale ressaltar que essa integral pode ser definida para todo « € C,
desde que R(a) >0, ou seja, quando a parte real de a € maior que 0. Mas para nossos
propdsitos iremos tratar apenas do caso a > 0.

Exemplo 5.3. Seja f :R— R definida por f(s) = sP, onde f>—1. Queremos calcular a
integral fracionaria de ordem a da funcéo f no intervalo [0, t]. Da definicdo, temos.

t
Jg‘,,f(t)=ﬁ /0 (t-s)"sP ds. (5.3)

Agora, chamando s = wt, entdo ds =t dw. Assim, podemos reescrever a equagao
(5.3), como

a+p

1
—w\ T yh
F(a)/o (1=-w)"""'wFaw

_tPr(a)r(B+1)  t9PT(B+1)
CIa)(a+B+1)  T(a+p+1)’

1
I(a)

1
JG (1) = /O (t—wt)® (wt)P taw =

O préximo resultado nos da uma caracteriza¢do de quando a integral fracionaria
de uma funcgao existe.

ema 5.4. Seja te(ly,ty). Entdo existe se, e somente se, existe.
L 5.4. Seja te (I, ty). Entdo Jg f(t) exist t Jp (F(1)] exist

Demonstragcdo. Basta relembrar da caracterizacdo dada na Definicdo 2.62 e notar que
se Jg’tf(t) existe se, e somente se, Jg,tf’f(t) e Jg,tf‘(t) sao finitas. Porém, Jg’t|f(t)|
existe se, e somente se, J,‘g (fr(t) e Jg +f~(t) também sao finitas. Disto decorre o lema.

O

Observe que para existir a integral fracionéria, depende principalmente da f em
questdo, mas como nao temos muitas informacdes sobre f, é dificil saber quando a in-
tegral fracionaria existira. No entanto, a partir de agora, nosso objetivo sera determinar
quando esta integral sempre existira.

Teorema 5.5. Jg,tf(t) existe g.t.p em [ty, 1] se, e somente se, f e L1 (to, b), para todo
be (io. 1y).

Demonstragéo. (=) Seja be (ty,t1). Como Jg +f(1) existe g.t.p em [fy, 4], entdo existe
t* € (b, ty) tal que a seguinte integral existe

1

t*
* _ ya—1
@) /&J (t*—s)*" " f(s)ds.

Disto segue que a aplicacdo s — (t*—s)*1f(s) é integravel em [{y,t*], ou ainda,
que s— (t*—s)* 1 f(s)e L (ty,t*). Agora note que se s e [y, b], temos que

#(s)1= |(t*=9)*"If(s)I] (£ —9) "~
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(t*—8)*|(s)|
(t*—9)2|f(s)]

(t*—15)1®, seO0<a<1,
(t*=b)1=  seax>1.

|

Como b< t*, pelo Lema 5.4 podemos concluir que

b b
/ |f(s)|ds<[(t*—b)“‘1+(t*—to)1‘“]/ (t*—5)1|f(s)| ds
fo

fo
.
<[t =) (" —10) "] /t (1*=9)*|f(s)| s

=T(@)[(t* =b)* " +(t" = 1) ™| I 1 () | < 00.

Disto concluimos que fe L' (to, b). Agora pela arbitrariedade de be (fy, t1), segue
que fe L1(ty, b) para todo be (fy, ty).
(<=) Considere be (ty, ;). Como fe L'(ty, b), para cada t € (fy, b) defina a aplica-
céo ¥;:[ty, b]— R, por
t(S) = galt—s)f(s),

com g, :R— R definida por

, ser1>0,
9a(7) =9 T(a)
0, se0<r.
A func@o gq(t—s) para cada t e (fy, b) é integravel para todo s € R, em particular
em (f, b), pois

b t a—1 alf
(t—s) (t—s)
/to g“(t"s)ds=/to M@ Taa | ~Ta+1)

(t—1)“

Como |f| € integravel, pelo Teorema 2.63 f € integravel em [ty, b], logo ¥; €
integravel em [ty, b], pois

b l‘(t_s)a—1
/ ga(t—s)f(s)ds=/ ———If(s)ds, Vte(ty,b).
tO to r(a)
Pela arbitrariedade do b € (f, 1) podemos concluir que J;;‘,,f(t) existe q.t.p. em [tg, t4].
O

O préximo resultado nos apresenta um fato importante sobre o operador integral
fracionéria de ordem a sobre os espagos LP(ty,t;), com pe[1,00].

Teorema 5.6. Se a>0 epe[1,o0], temos que Jg LP(ty,t) — LP(ty,t) € um operador
é linear e limitado. Mais ainda, esta limitagdo se configura como

ti—1)%
IJE F(Dlp < [(;(af; ) ] 11l p.
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Demonstragdo. Vamos verificar que a integral fracionaria define um operador limitado
em LP(ty,t) quando pe[1,00). De fato,

t
[(@) I 4fllp=T(a) [ /t 1

t P s
o /to (t=w) ™ F(w) dw dt]
t t P 15
< [/to </t0(t—w)“_1|f(w)|dw> dt]
s=t-w [ / ’ ( / o s“‘1|f(t—s)|ds>pdt] ’
fo 0

|
_ t—f r P P
t_;+to [/ (/ Sa—1|f(r+to_s)|ds> dr] . (5.4)
0 0

Agora aplicando Coroléario 3.49 em (5.4) segue a desigualdade a seguir

t—lo ti—lo P
T(a)llJg tf”pS/ 5o / |f(r+ty—s)[Pdr| ds
’ 0 s

1

r= /+S—fo b= to -S p P
/O [ / I£(1)| dl] ds
t— to 5
/ [ I£( )|Pd/] ds
0
=[ “‘1ds][ |de] =anup.

Em resumo, temos que
(1 —19)”
IIJg,thIpS [F(a+1) Iflip.

Faremos agora a demonstragéo para Jg ¢ - L%(fp, t1) — L*>(ty, t4). De fato,

t
g 01 = 1 [ (=9 If9)lds

I(a) Jt,
1 /f » Iflloo\ [! 1
< —o0 t—38)"" | flloo ds = (—)/ t—s)*"'ds
i@ J, 79 a) ) J, 2
B il P il
Cla+1)" "~ T(a+1)
Portanto (1)
a 1740
IJE flloo < Tas 1y 1l
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Mas perceba que quando mostramos que

ty—1)%
I F(B)llp < ﬂ] Hrs

[(a+1)

também mostramos que Jy ;: LP(ty,t1) — LP(ty, ;) esta bem definida.
Por fim, verificaremos se esse operador € linear. Mas, isso segue da linearidade
da integral.
O

Observacao 5.7. Como o teorema acima nos garante a integral fracionaria € um
operador linear e limitado de LP(fy,t;) em LP(ty,t1), para todo a >0 e todo 1 < p<oco.
Entdo estamos nas condi¢des de verificar se a integral fracionéria define um semigrupo.

A partir de agora nosso objetivo é provar que a integral fracionaria é um C%—semigrupo
em LP, ou seja, satisfaz os itens 1 e 2 da Definicdo 4.4 quando T(a) = Jg’t e X=
LP(ty, t).

Contudo, perceba que em nosso contexto definimos a integral fracionaria de
ordem «a para a > 0. Diante disso teriamos um problema no item 1 da definicdo de
semigrupos, ja que deveriamos ter Jg,tf= f, no caso de a =0.

E com o intuito de responder a este questionamento que apresentamos 0s
préximos resultados, a fim de que eles nos déem justificativas plausiveis para que
Jt%,tf= f, ou seja, que Jg’t possa ser definido como o operador identidade.

Lema 5.8. Segja1 < p<oo. Entéo,
Jm 1 16 =0 Nio(t0,) = O,

para cada ¢ € C([ty, t4]).

Demonstragdo. Do Teorema 3.25, temos que Cgo([to, t4 ]) é denso em LP(fy,t;). Assim,
a integral fracionaria de ¢ esta bem definida. Agora, fazendo uma integracéo por partes
em Jg +®, segue que

1
Je bl =

t
m/to(t—s) ¢'(s)ds,

para cada t e [fy, t1].

Agora considere {rp}nen Uma sequéncia de numeros reais positivos de modo
que limp_ rn=0. Assumiremos sem perda de generalidade que rp € (0,1/2), para todo
neN. Assim temos que

t (t_a\ln t t AT A
sow-o0 = [ {=Tssds— [ osos = [ [E2T0 1o, 6

b I_‘(rn'" F(I‘n+1)
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para todo t € [fy, t1]. Agora, para todo Iy < s<t < ty, considere a aplicagdo continua-
mente diferenciavel v; s :[0,1]— R, dada por

(t—s)*

Vis(W)= m

Pelo Teorema 1.8 temos que a fungcdo Gama é diferenciavel e, devido a Defini¢cdo
1.11, temos que I''(w+1)/T(w+1) =y (w+1). Com isso, obtemos a seguinte igualdade:

d (t-9)"In(t—s)T(w+1)— (t-$)"T'(W+1)
aw 1] = T(w+1)]2

(t-5)"[In(t=s)—y(w+1)]
- T(w+1) » (5:6)

para todo w € [0,1]. Também temos que

(t=s)"™ " d In (t—S)W[In(t—s)—w(wn)}
r(rn+1)_1 =/0 d—W[Vt,S(W)i| dW=/O I“(W+1) dW, (57)

para todo neN. Agora observe que

(t=8)" | In(t=s)—y(w+1)]
L(w+1)

(t—s)"~2 [(t—s)% In(t—8)—(t—8)2w(w+1 )}
r(w+1)

(t=8)2|In(t=3)| + (t=)z w(w+1)]
r(w+1)

N J/
-~

<(t-9)" 2

b

para todo w € [0, rn]. Note que

1+|w(w+1)] ! 3 3
Mg(w) [(t—s) lIn(t=8)|+(t—8)

N =

|,

e que pela continuidade das fungdes Gama, Digama, logaritmica e polinomial, temos
que M ainda pode ser majorado por

1+|y(w+1)| 1 R
v s (PR it [ -] =

Em resumo obtemos que

(t—s)W[ln(t—s)—w(wn)]

et < My (t—s)"z. (5.8)
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Agora voltando para a equacéo (5.7) ficamos com

(t=s)m fr w-1
’F(rn+1)_1‘<M1/o (t—s)W "z aw. (5.9)

Mas também observe que

(t—8)"W"2 < (t—8) 2 +(t—8) "2,

para todo ) < s<t< ty. Dai podemos reescrever a desigualdade (5.9) como

(t—=9)™ _ N N R R |
‘r(rnn) 1 <M1/0 (t—8)"2 + (t—8)""2 dw < rpMy [(t )72 +(t—3) z],

para todo ty < s<t < t;. Como consequéncia da desigualdade acima temos

(L)oo

< oMy [(t=5)F 4 (t=5)2] 19/ ()]

< rnMy [(t—s)—%+(t—s)fn—z max |¢'(s)]. (5.10)
SE[to t1]

Agora o0 nosso intuito e chegar na Equagéao (5.5), por isso integrando a Equacéao
(5.10) em relacao a variavel s, obtemos que

t —a\n
g -0 < [ |({-25-1)0's

lo
t

< [ oty [(t=s) + (=)' ] max [/(s)]cs
fo SE[t() t1]

ds

—raM; max |¢'(s)| [(t—s)—%+(t—s)fn—%]ds. (5.11)
selto, 1] Jio

J/

N
Resolvendo N e fazendo algumas majoracdes, obtemos

1 1
N ti—)? (t—t) "
B 1 1 3

2 I'n+3

que por sua vez existe Mo >0 tal que

1 1
t—1)2  (t1—1y)+2
(110) +(1 o)1 < My,

2 fn+z

para todo ne N. Agora voltando para a desigualdade (5.11), deduzimos que

r t t— I'n
[t K/to <1(“(af-)1)_1>¢( )

para todo ) < s<t<ty. Agora observe que como consequéncia de (5.12), segue que

ds < rpMyM, max |¢'(s)], (5.12)
se[to, ]
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p 15
197 =Bl o1 1) = [ /t Jg 9 (=o(0) ds]
0

1
t NE
< My M. !
[ /t (i 2S£?g,>§1]|¢(5)|)]

= [M1 Mz(f1—fo)15 max |¢'(s)||rn,
sefto, t]

para todo 1 < p<oo.

Desta maneira obtemos que {Jg)”,,cb}neN converge para ¢ na topologia gerada
pela norma LP(ty, t1), para todo 1 < p<oo. Como a sequéncia {rn}nen foi arbitraria entéo
concluimos o resultado. O

Teorema 5.9. Segja 1 < p<oo. Entao
: « _
a|LrT(1)+ ”Jtosff_f”Lp(fo,ﬁ) =0.
para toda f € LP(fy, t1).

Demonstragéo. Pelo Teorema 3.25 temos que Cgo([to, t ]) é denso em LP(ty,t;). Desta
forma, para > 0 existe ¢ € C ([, 1]), tal que

. . r 1
||f—(p||Lp(t0’t1) <min { min {ﬁ 0 €0, 1]},%}. (5.13)

Agora observe que para a € (0,1] e pelos Teoremas 3.6 e 5.6 e por (5.13),
obtemos

I, tF = Lo, ) = 1y, T = I, 10+ I 10 =D+ D= Fll oy 1,)
< tf =i, 1P Lot 1) + 155,48 = N Loty ) + 1D =1l Lo 1)

. [(n—to)“
[(a+1)

] ” f_(p”LP(tO,ﬁ) + ”Jg’t(p_(P”Lp(to’h) + ”('b_f”Lp(to,ﬁ)
E &£
< § + E + ”Jg,t(P_(P”Lp(to,ﬁ)'
Em resumo, concluimos que
”Jl%,tf_f”Lp(l‘o,ﬁ) < E+ ”Jg,t(p_(’b|le(t(),t1) (514)
Agora fazendo a — 0* em (5.14) e aplicando o Lema 5.8, segue que
A8 W tF =P lpgt ) < &

Do fato de € >0 ser arbitrario, concluimos a prova deste teorema. Il

Observacao 5.10. O Teorema 5.9 sugere a seguinte definicao: Jg,tf= f, para fungdes
de LP(fp,t4), quando 1 < p<co.
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Baseados na observacao acima, finalmente provaremos que a integral fraciona-
ria define um semigrupo.

Teorema 5.11. Seja 1 < p<co. Entdo a familia {Jg ;:a =0} c ZL(LP(ty, t1)) define um
CO-semigrupo em LP(ty, t;).

Demonstrag&o. Primeiro mostraremos que a integral fracionaria € um semigrupo. Para
isso, verificaremos que valem os itens 1 e 2 da Defini¢gdo 4.4.
ltem 1. Segue diretamente da Observacgéo 5.10.
Item 2. Mostraremos agora que vale a concatenagao, ou seja, que dados a4, as =
0 fica valido que
it () = J 210,

g.t.p. em [y, t1]. Para isto, assuma que aq,a» >0, ja que os outros casos séo diretos.
Dai, com o auxilio do Corolario 3.47, obtemos

g, [Jﬁéif(r)]

_ 1 t 1 _ a1—1 s _ a2—1
‘r(a1)/t0r(a2)(t s) [/to (s—w) f(W)dW] ds

_ 1 ! _ C(1—1 s _ a2—1
_—F(OH)T(az)/to(t S) [/to (s—w) f(W)dW] as
K

t
=K/
fo

/S(z‘—s)‘)“‘1 (s—w)? 1 f(w) dw] ds
t

o
t

=K/

fo

Considerando s = w + h(t—w), entdo ds = (t—w)dh. Note também que s=w,
entdo h=0e se s=t, entdo h=1. Assim fazendo a mudanca de variavel s=w+ h(t—w),
teremos (momentaneamente evitaremos escrever K e fté dw para que as equagdes
nao figuem tao extensas)

t
/ (t—s)@ 1 (s—w)%2 ds] f(w)dw.

w

]
[/0 (t—w—h(t—w))*~(w+ h(t—w)—w)* (t- w)dh] f(w)
1
= [/O [(t=w)(1=h)]“ 7 [h(t-w)]*2 7" (t-w)dh]| F(w).

Voltando a escrever K e fté dw e usando a fung&o Beta como na Defini¢cdo 1.9,
ficaremos com
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t 1
_ a1 +ao—1 _pyai—1 pao—1
_K/to(t w) [/0 (1-m@1h dh] f(w)dw

J

g

B(ay,az)

_ 1 . F(a'l )F(a2) /t(t_ W)a1+062—1 f(W)dW
fo

I(aq)I(az) TI(ag+a)
1 t
= [ (t-w)¥reTf() gw = JY T (1),
Farag) J, (7 ) o =00
Portanto dos itens 1 e 2 temos que Jg ¢ € um semigrupo. A demonstragao de
que Jg s €um CO-semigrupo segue diretamente do Teorema 5.9. Com isso concluimos

a demonstragéo. ]

Como a integral fracionaria ¢ um C%—semigrupo entdo pela Definigdo 4.9 existe
o gerador infinitesimal deste operador. Por esse motivo o préximo resultado mostrara
quem é o gerador infinitesimal da integral fracionaria de Riemann-Liouville vista como
COMO Um semigrupo no parametro a em LP(fy, t).

Teorema 5.12. Sgjam 1 < p< oo e considere que A: D(A) < LP(ty,ty) — LP(ty,t1) 0
gerador infinitesimal do {Jg 1ra=0}c ZL(LP(ty,t)). Entao, f € D(A) se, e somente se

t
In(t—s)f(s)ds,
lo
é absolutamente continua no intervalo [ty,t;] e a sua derivada pertence a LP(ty,t;).
Além disso temos que

Af(t):-w(1)f(t)+—[ ttm(t—s)f(s)ds], (5.15)

g.tpemlfy, ty].

Demonstracdo. (=) Se f € D(A) entao pelo item (4) do Teorema 4.15 a aplicacao
g : R, — D(A), dada por g(s) = th) +f(t), € continuamente diferenciavel e ainda temos

que

% [Jfo,tf] = JS Af (5.16)

para todo s> 0.

Definimos agora a funcao k : R, — R, dada por k(a) = a+1. Esta funcéo é
claramente continuamente diferenciavel. Também é facil perceber que a composicao
gok :R.— D(A) estd bem definida e é dada por

glk(a)) = gla+1) = JZHS,

além disso go k também é continuamente diferenciavel.
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Agora pela regra da cadeia temos que g'(k(a))-k’(a). E se usarmos a identidade
(5.16) obtemos o seguinte resultado:

d a+1 / / d { s } / a+1
P = : =9 — - = Af
da{ fo, ¢ } g (k(a))-K(a)=1 oo |Jio.tf o [a+1] = JZH Af,
ou ainda
a1 / t(t—s)“f(s)ds _ JoH Af (5.17)
da [T(a+1) /g fo,t 77 :

que pelo Teorema da Derivacao Sobre o Sinal da Integral pode ser reescrito como

Ld [(t-s)@
" %[F(a+1)
<

} f(s)ds = JIH T Af.

Vale apontar que todas as igualdades acima s&o q.t.p. em [fp, t1].
Mas note que ja resolvemos ¥ em (5.6). Desta forma ficamos com

t((t—85) [In(t—s)—u/(a+1)] o
/to { T }f(s)ds=Jt0,, Af, (5.18)
p;rr(S)

g.t.p em [ty,t1] e para todo a >0.

Agora como consequéncia dos Teoremas 5.9 e 5.11 e do fato de Af(t) € LP,
podemos considerar uma sequéncia {rn}nen pOsitiva com rp— 0 quando n— oo, de
modo a termos

lim thonf Af(t) = nILmOOJg”t {J}O ,tAf(t)} =Jp, {J}O,tAf(t)} =J LAf(), (5.19)

n—oo
e isto vale g.t.p em [{y, t1]. Note que sem perda de generalidade podemos assumir que

0<rp<3 paratodo neN.

1. Assim para quase todo te[fy,t1]e O<rp< % definimos a sequéncia de func¢des
pr, t-[fp, t]— R dada por

(t=8)" | In(t=8)=y(r+1)]
r(rn+ 1)

Pr,,t(S) = f(s).

Para cada s€[fy,t) a sequéncia p,, ; € continua para todo neN. De fato, pois ja
sabemos que as fungdes exponenciais e logaritmicas sdo continuas. Agora pela
definicao das funcdes Gama e Digama temos que estas sao sempre continuas
em R,. Desta forma, temos a garantia que p,, ; € continua para todo neN. Logo o
Exemplo 2.46 garante que p,, ; € uma sequéncia de fungdes mensuraveis. Segue
ainda que
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| (t=8)7|In(t=8)=y(rn+1 )}
Aim_pr,(t,s)f(s)= lim T ) f(s)
= [In(t=8)-v (1) (s),
em quase todo s« [ty, f].
2. Considere agora as aplicagbes

i v, s€(ty, t]— (t—5) " V2|f(s) e R
ii. y:selty, t]— (t—s)"V2|f(s)| eR.

Obviamente i. e ii. sdo positivas e mensuraveis. Agora mostraremos que as
aplicacoes (i) e (ii) sdo Lesbegue integraveis e que satisfazem

lim_|(t=9)™"2|f(s)|~(t-s)"2I(s)]]| =0

Para mostrar que sdo integraveis precisamos checar que yr, e y satisfazem a
Definigao 2.62. Comegaremos agora a demonstragéo deste fato.

Como ja foi observado vy, é positiva para todo ne N, logo teremos y; (s) =
max{-yr,(s),0} = 0. E portanto [, y7,(s)ds=0.

Agora note que

1 . 1 ! r1/2 fn+2
F(fn+1)/t0Yr”(s)ds_F(rnH)/&,(t_S) |f(s)|ds = If].

Mas por hipétese |f| € LP(ty, t;), entdo os Teoremas 3.9 e 5.5 nos garantem que
1
Jt”“;z |f| existe. Portanto

t t
/ﬁn(s)ds=/ (t=9)™2|f(s)|ds = F<rn+1) i) < oo.
lo to

t t t
/)frn(s)ds=/ y;‘n(s)ds—/ Y7, (8)ds < co.
o to o

Desta forma y, € integravel.

Assim

Por outro Iado sabemos que y € positiva entdo y(s) = max{—y(s),0} = 0. Logo
teremos ft s)ds=0.

Também note que pelos mesmos argumentos do item acima podemos conclui-
mos que

t t
/y;n(s)ds=/ (t—s)™12|f(s)|ds = F(rn+ ) 1 |f <o,
lo to
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E, portanto,

/ ZLY(s)ds = / ty*(s)ds— / ty_(s)ds< .

fo fo fo

Logo, y é integravel. Por fim, note que

lim (t=5)"""2|f(s)| = (t-5)"2 ()]
3. Note agora que
|or,,(S)(5)| < My (t—5)""2|f(s)),

com

_ 1+|w(w+1)| 1 0
=8 () Bl 4]

Este resultado ja foi demonstrado em (5.8).

4. Por ultimo note que

t
lim M, / (t—s)12.|f(s)|ds

n—oo I
0
1 I+

= lim MyT(rn+5)-J; 12 |fl = MyT(1/2) - J {2

Nn—o0 2

t
= M, /t (t—s)"2|f(s)|ds.

Observe que os itens (1)—(4) satisfazem as hipéteses do Corolario 2.68. Portanto
iSSO nos garante que [In(t—s)—wﬁ)] f(s) é integravel. Além disso temos que

| t(t—s)fn[ln(t—s)—w(rnn)} t
dm_ | e ) f(s)ds=/t0 [In(t—s)—w(1) f(s)ds  (5.20)

em quase todo te[fy, ]
Agora note que por (5.18), (5.19) e (5.20), obtemos que
t
J}O AL (1) =/ [In(t—s)—u/(1)} f(s)ds, (5.21)
: "
ou ainda podemos reescrever (5.21) da seguinte forma
t t t
/ Af(s)ds:/ In(t—s)f(s)ds— | w(1)f(s)ds.
to to Z('0
Assim sendo, segue que
t

In(t—s)f(s)ds = tAf(s)+u/(1)f(s)ds. (5.22)
fo tO
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Mas perceba que o Teorema 3.9 garante que Af(s)+y/(1)f(s) € LP(ty, t1) = L1 (to,1q)-
Desta forma, segue do Teorema 3.12 que o lado direito da equacao (5.22) é diferencia-
vel em quase todo [{y, t1], logo o lado esquerdo também é, além disso note que o lado
direito estad em LP, portanto a lado esquerdo também esta. Disto concluimos que
d t

7 In(t s)f(s)ds=Af(s) +y(1)f(s). (5.23)

TV
eLp

Com isso mostramos o que queriamos, e segue de (5.23) que
t

dt In(t s)f(s)ds.

(<) Suponhamos agora que f € LP(ty, t;), de modo a termos
t
o(t):= [ In(t—s)f(s)ds (5.24)
bo

é absolutamente continua em [ty, ;] e sua derivada pertence a LP(ty,t;). Observe
agora que para todo 0 < a4 < as <oo 0 item (3) do Teorema 4.15 garante que

Jgfsf() J“‘f = </ J ) (5.25)

para quase todo s € [fy,t1]. Mas, como # € D(A), entdo da primeira parte desta de-
monstragdo deduzimos que,

Jpzsf(s)=Jpisf(s) = A( / Jp sf(s )dY)
(/ Iy (s dY>+%[/tolnt s</ Jy )dY)ds], (5.26)
L .

para quase todo t€[fy, t1]. Agora observe que pelo Corolario 3.46, podemos escrever
g como

t ao
In(t—s)(/ Jgtf(s)dy> ds
to aAq ’
a» t
_ ( / In(t—8)JY Sf(s)ds) Y
ay Jip ’

_ as t ~ S(S_W)Y—1
_{/m [/to In(t S)</to e f(w)dw)ds] dY} (5.27)

[\ J/
-~

54
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para quase todo fe[fy, t1].

Se fizermos agora a seguinte mudanca de variavel w = s+ fy—h, entdo teremos
que dw =—dh. Além disso, quando w = f; teremos h=s e quando w = s, obtemos que
h=1y. Entéo, pelo Corolario 3.47, podemos reescrever .¥ como

t to (h—to)Y_1
/tol- S In(t—s)(w f(s+1p—h)dh| ds
t s (h_tO)Y—‘I
=/t0 [ i |n(1r—s)<W H(s+to—h)dh| ds

(h tO Y 1
=/ — /Int s)f(s+ty—h)ds|dh, (5.28)
to I'(Y)
paraquase todo t € [fp, t1].

Agora se considerarmos s =r+h—1y, entdo ds =dr. E além disso temos que
se s=h, entdo r = fy, por outro lado se s=t, entdo r =ty +t—h. Assim conseguimos
reescrever (5.28) como

1
/ <—(h FEOY )[/ In(t-5)K(s+to— h)ds]dh
fo

—1 o+ —h
=/ (%) [/t t In(t+to—r—h)f(r)dr|dh (5.29)
to tO

E ainda se h=1y+t—1, entdo teremos que dh=-dr. Mas note que se h= 1,
entdo 7 =t. E quando h=t, entdo ficaremos com 7 = fy. Desta forma, reescrevemos
(5.29) da seguinte maneira

— 0+—h
/t (%) [/t t In(t+t0—r—h)f(r)dr] dh
to fo
to (I'—T)Y_1 T
=_/t (W) [/&) In(r—r)f(r)dr] dr
_ [T f(r)dr| dr = JY ot
_AJ T A) n(z—n)f(r)dr|dr=J; ;9(1).

Deste modo podemos escrever (5.27) como

t az az
In(t-s) / JE ¢f(s)dY | ds= / Jg jo(hd,
to [04] ’ aq ’

para quase todo t € [ty, t1]. Com isso, voltamos para a equacéo (5.26) e a escrevemos
da seguinte maneira

az A 2 Y d x2 Y
Jp2f(s)=Jg ' f(s) ==y (1) /a1 Iy H(S)AY |+ /0[1 JE 1@(t)dY
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para quase todo t € [ty, t{]. Novamente pelo Teorema de Diferencia¢cdo Sobre o Sinal
de Integragéo, ficamos finalmente com a identidade

d
Jgftf( )— J;’“tf (/ Jf0 +f(s dY) / g Jt0 1@(t) | dY.
para quase todo t € [ty, t1]. Segue entéo que’
Jp2f(s)=dp i f(s) ( / JE (s dY) / JE @' ()| aY,

para quase todo t € [ty, t1].
Aplicando agora um limite de quando a1 — 0 em ambos os lados da igualdade
acima na topologia de LP(ty, t;) e levando em conta o Teorema 5.11, ficamos com

S () 1 ( [t dY) [

para quase todo t € [ty, t1].
Agora dividindo ambos os lados da igualdade acima por a», fazendo o limite de
quando a> — 0 na topologia de LP(ty,t;), obtemos que

JE @'(t)] aY,

@2 Y /
a J -y (D) +D'(t) )dY.
i Joaf(8)=1(t) /O z‘o,t( yw(1)f(1) ())
azx—0 as azx—0 ao

para quase todo t € [y, t1].
Por fim, o item 2. do Teorema 4.15 nos permite escrever a igualdade acima do

seguinte modo
JX2f(s)—1(1)
lim ol (1)) + ().
a>—0 ao
Observe que este limite é possivel de ser feito, uma vez que o lado direito
da igualdade acima existe em LP(ty, t;). Desta forma concluimos que f € D(A), como

queriamos. O

3Abaixo usamos um fato que é discutido quando abordamos a teoria da derivada fracionaria de
Caputo, a qual ndo temos intengé@o de abordar diretamente neste texto. Se uma funcao f(f) é absoluta-
mente continua e f(fp) =0, entdo (d/dt)Jg’tf(t) = Jg!tf’(t) em quase todo [fy, t;] para qualquer que seja o
a €(0,1). Para mais detalhes veja [25].
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