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Florianópolis
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O presente trabalho em ńıvel de Doutorado foi avaliado e aprovado em 11 de agosto de

2023 por banca examinadora composta pelos seguintes membros:

Prof. Dr. Manoel Roberto Robilotta

Universidade de São Paulo

Prof. Dr. Marcus Emmanuel Benghi Pinto

Universidade Federal de Santa Catarina

Prof. Dr. Sidney dos Santos Avancini

Universidade Federal de Santa Catarina
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RESUMO

Estabelecemos o formalismo para cálculo de um potencial generalizado bárion-

bárion para bárions de spin-1/2 em espalhamento elástico, trocando dois ṕıons, etas e

kaons, utilizando a prescrição de Partovi e Lomon, a qual é a generalização da solução de

Blankenbecher e Sugar para a solução da equação relativ́ıstica de Bethe-Salpeter. Foram

considerados diagramas de Feynman de loop do tipo caixa, cruzado, triângulo, nabla e

bolha com ressonâncias de spin-1/2 e 3/2. Foram calculados os potenciais NN , NΞ, ΞΞ,

NΛ, NΛc, NΛb, ΛΛ, ΛcΛc, ΛbΛb, NΣ, NΣc, ΣΣ e ΣcΣc, considerando diagramas de loop,

trocando dois ṕıons e quando posśıvel dois etas e dois kaons, em função da distância dos

centros dos bárions iniciais e finais. Para o cálculo dos diagramas utilizamos a dinâmica

das lagrangianas quirais para bárions de spin-1/2 e spin-3/2. Para o cálculo das constantes

de acoplamento de cada caso, utilizamos a simetria SU(6) quando abaixo da camada de

massa, e o phase shift das ressonâncias consideradas, fitadas em relação à expressão de

Breit-Wigner que faz uso do spin e dos dados experimentais dessas ressonâncias. Nos

resultados numéricos dos potenciais são mostradas as combinações de ressonâncias em

cada canal de spin e isospin. As contribuições das ressonâncias devidas à troca de dois

mésons são então comparadas e posteriormente somadas com os potenciais de troca de

um méson (ṕıon, eta e kaons) quando existirem.

Palavras-chave: Potencial Nuclear; Nucleon-h́ıperon ; Simetria Quiral; Diagramas de

Feynman.
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ABSTRACT

We establish the formalism for calculating a generalized baryon-baryon potential
for spin-1/2 baryons in elastic scattering, exchanging two pions, etas and kaons, using Par-
tovi and Lomon’s prescription, which is the generalization of Blankenbecher and Sugar’s
solution for the solution of the relativistic Bethe-Salpeter equation. Box, crossed, trian-
gle, nabla, and bubble loop Feynman diagrams with spin-1/2 and 3/2 resonances were
considered. The potentials NN , NΞ, ΞΞ, NΛ, NΛc, NΛb, ΛΛ, ΛcΛc, ΛbΛb, NΣ, NΣc,
ΣΣ and ΣcΣc were calculated, considering loop diagrams, exchanging two pions and when
possible two etas and two kaons, depending on the distance from the centers of the initial
and final baryons. To calculate the diagrams we used the dynamics of chiral lagrangians
for spin-1/2 and spin-3/2 baryons. To calculate the coupling constants for each case, we
used the SU(6) symmetry when below the mass layer, and the phase shift of the considered
resonances, strayed in relation to the Breit-Wigner expression that makes use of the spin
and data experiments of these resonances. In the numerical results of the potentials, the
combinations of resonances in each spin and isospin channel are shown. The contributions
of the resonances due to the exchange of two mesons are then compared and later added
with the exchange potentials of a meson (pion, eta and kaons) when they exist.

Keywords: Nuclear Potential; Nucleon-Hyperon ; Chiral Symmetry; Feynman Diagrams.
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Figura 79 - Diagrama do tipo triângulo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 205
Figura 80 - Diagrama do tipo bolha . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 208
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1.2 MODELO NUCLEAR PELA TROCA DE MÉSONS . . . . . . . . . . . . . . . 18
1.3 O MODELO E OS OBJETIVOS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
1.4 ROTEIRO . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
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4.1 CALCULO DOS DIAGRAMAS DE TROCA DE DOIS MÉSONS . . . . . . . . 54
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7 CONCLUSÃO . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 142
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1 INTRODUÇÃO

A ideia de potencial tem origem no conceito de forças na f́ısica clássica. A força à

distância ou ação à distância aparecem nas conhecidas interações gravitacionais e eletro-

magnéticas, estabelecidas e formalizadas a partir das ideias newtonianas. Michael Faraday

substituiu a ideia ação à distância pela noção de campo de força, de tal forma que um

determinado ente f́ısico com propriedades de criar campos poderia interferir e se fazer

interferido por outro ente f́ısico também com mesmas propriedades de campos.

Em toda f́ısica o uso de potenciais facilita e formaliza os modelos f́ısicos de forma

a permitir uma melhor compreensão dos fenômenos e com o uso de um menor número

de variáveis. Assim, o desenvolvimento correto de um potencial f́ısico, quando posśıvel,

é de grande importância na formulação teórica dos fenômenos f́ısicos de interações. Na

f́ısica nuclear desde a descoberta do núcleo atômico por Rutherford, tem-se feito uso dos

conceitos de campo de interação para explicar a coesão e estabilidade dos núcleos.

Com o intuito de compreender os núcleos atômicos muitos modelos foram propos-

tos desde a década de 1930, como o modelo nuclear de camadas, o modelo da gota ĺıquida,

modelos coletivos de vibração e rotação, e também diversos candidatos a potenciais como

os de Heinsenberg, Wigner, Majorana e Yukawa. Porém ainda nos tempos presentes não

se tem uma formulação unânime que descreva relações matemáticas para a magnitude e

orientação espacial da força nuclear. A ausência de uma base teórica sólida da interação

entre entes do núcleo atômico definitiva, leva à necessidade do uso de modelos fenomeno-

lógicos, isso é, fazer uso dos fenômenos nucleares observados em experimentos.

O primeiro potencial nuclear, cuja origem é dada pela troca de part́ıculas interme-

diárias, foi introduzido por Yukawa em 1935 (YUKAWA, 1935), o qual propôs a existência

de uma part́ıcula bosônica, intermediadora da força nuclear. Posteriormente o ṕıon foi

descoberto, com as caracteŕısticas de tal part́ıcula intermediadora da força nuclear. Se-

guindo as ideias de Yukawa que foram capazes de explicar a força nuclear como a troca

de um ṕıon a longas distâncias, os modelos que fizeram os maiores avanços em direção a

um potencial nuclear definitivo, foram realizados no âmbito das teorias efetivas quirais.

Antes ainda da formalização da QCD (Quantum ChromoDynamics), foi por meio da

simetria quiral que foram calculados potenciais nucleon-nucleon em concordância com os

dados experimentais. Atualmente a simetria quiral está em acordo com a QCD, sendo

esta entendida como a simetria entre os quarks up (u), down (d) e strange (s), estes, rela-

tivamente, têm pouca massa em relação às energias t́ıpicas da interação nuclear (ENTEM

D. R.; MACHLEIDT, 2011; HOLT; KAISER; WEISE, 2013).

O potencial nuclear entre dois nucleons é atualmente entendido como dividido

em três regiões relativas às distancias de interação (energia), que pode-se classificar como

curtas, médias e longas (0 < r < 0.7; 0.7 < r < 1.5; 1.5 < r < 4 em fm, respectivamente).
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As longas distancias são dominadas pela troca de um ṕıon, para as curtas, temos o domı́nio

da QCD, sendo ainda um problema não solucionado devido às dificuldades matemáticas

na sua formulação. Já para as médias distancias temos as trocas de dois ṕıons como o

principal processo intermediador da força nuclear, e é neste regime de energia que estamos

interessados nesse projeto, no entanto considerando também a troca de outros mésons além

do ṕıon.

A interação NN (nucleon-nucleon) é atualmente muito bem conhecida e com boa

quantidade de dados experimentais, tal fato ocorre porque a matéria comum do dia a dia é

formada por átomos cujo núcleo atômico é constitúıdo por nucleons. O nucleon portanto

pode ser considerado como o principal bárion e representa a maior parte do conteúdo

massivo de matéria bariônica (ordinária) do universo e é também o participe das várias

reações nucleares como decaimentos radiativos, fissão e fusão nuclear as quais ocorrem

natural e artificialmente.

No entanto curiosamente exitem também outros tipos de bárions mais massivos,

os mais comuns são os h́ıperons, os quais tem ao menos um quark “estranho” (strange)

s, mais massivo que os quarks u e d. Fazem parte da famı́lia de h́ıperons os bárions Λ,

Σ, Ξ e Ω em ondem crescente de massa e número de quarks s (um, um, dois e três). Tais

part́ıculas não são encontradas naturalmente nos regimes de energia comuns aos núcleos,

são produtos de espalhamento em aceleradores de part́ıculas de altas energias e de reações

envolvendo os kaons, mésons constitúıdos por quarks s, são instáveis e tem tempo de vida

muito pequenos.

Quando um N em um núcleo atômico por meio de alguma reação dá lugar à um

h́ıperon, como por exemplo um Λ no lugar de um nêutron, que é o caso mais comum,

tem-se um novo tipo de núcleo, o qual chamamos de hipernúcleo. Este conceito de hi-

pernúcleo é estendido para alguns modelos de estrelas de nêutrons, as quais são formadas

essencialmente por bárions sob extrema força gravitacional. Acredita-se que podem existir

h́ıperons no interiores de tais estrelas, trazendo maior estabilidade por produzirem estados

de menor energia ao que podemos considerar como um tipo de hipernúcleo em dimensões

astronômicas.

Pelo o exposto a respeito dos h́ıperons parece ser um elemento importante e de

interesse da f́ısica nuclear o estudo das interações mais gerais do tipo Bárion-Bárion (B1B2)

envolvendo nucleons e h́ıperons em todas as suas posśıveis combinações. Existem ainda

bárions mais exóticos e massivos que os h́ıperons e análogos a eles, como os bárions

charmosos: Λc, Σc, Ξc e Ωc constitúıdos por quarks charmosos (c) e os bárions botônicos:

Λb, Σb, Ξb e Ωb constitúıdos por quarks botônicos (b). Esses bárions exóticos são ainda

muito pouco conhecidos, no entanto já existem para alguns casos dados experimentais

úteis para o estudo de diversas interações.
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1.1 CARACTERÍSTICAS DOS POTENCIAS NUCLEARES

Os conhecimentos sobre a força nuclear foram constrúıdos desde o descobrimento

do núcleo atômico, este por sua vez constitúıdo por nucleons (N), e portanto, suas pro-

priedades são aquelas das interações NN . De modo análogo, hoje essas propriedades,

são também estendidas para interações com outros tipos bárions, como por exemplo, os

h́ıperons. Essas interações e outras além das interações NN ainda possuem poucos ou

nenhum dados experimentais.

Podemos resumir a força nuclear como apresentado em Machleidt (1989), Mizrahi

S. ; Galetti (2016), Rocha (1993), Higa (2003), sem relação com as forças eletromagnéticas

e gravitacionais, de curto alcance, de grande intensidade, predominantemente atrativa mas

com um caroço repulsivo, possui componentes que dependem dos seus spins, momentos

angulares, e também tem uma componente tensorial não-central, além de depender do

isospin das part́ıculas.

A evidência de que são forças de curto alcance vem da saturação da energia de

ligação do núcleo, isso é, a energia de ligação é praticamente linear para qualquer número

maior que quatro de nucleons ligados. Essa propriedade também pode ser entendida como

sendo a densidade nuclear constante, independente de seu número atômico, caracteŕıstica

que está de acordo com as observações experimentais. Caso a força nuclear não fosse

de curto alcance, os núcleos teriam um aumento das suas energias de ligação e de suas

densidades, linearmente e quadraticamente proporcional ao seu números atômicos.

Como sabemos os prótons (nucleon com isospin +1/2) têm carga elétrica, que

em distâncias da ordem das dimensões nucleares dão origem à forças muito intensas (re-

pulsivas), dessa forma, é preciso uma força de grande intensidade para opor-se à força

coulombiana. Como há coesão nuclear sabemos que essas forças são predominantemente

atrativas, no entanto, para grandes energias (pequenas distâncias) deve existir um caroço

repulsivo. Essa parte repulsiva é necessária para explicar a densidade praticamente cons-

tante do núcleo. As observações das defasagens das ondas S de espalhamento NN , sem

influência da barreira centrifuga, são evidencia experimental, já que à baixas energias são

positivas (atrativas), mas a altas energias são negativas (repulsivas). Hoje admite-se que

tal caroço tenha dimensão não menor que 0, 4fm, que é entendido como sendo o raio do

nucleon. Dessa maneira entendemos que a repulsão na verdade é devida aos nucleons em

“contato” direito.

A força nuclear depende dos spins (S) e dos isospins (I) das part́ıculas, pois estes

têm valores e sinais diferentes para estados singleto e tripleto e dependem se a interação

é do tipo próton-nêutron (pn), próton-próton (pp) ou nêutron-nêutron (nn). A evidência

disso é a existência do estado ligado com spins alinhados somente para o caso pn, mas

não para os demais estados de isospin pp e nn.

Dos dados experimentais do estado ligado pn (dêuteron), observou-se que o mo-
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mento de dipolo magnético do dêuteron é ligeiramente diferente da soma dos momentos

magnéticos do próton e do nêutron quando separados, e também a existência de um

pequeno quadrupolo elétrico que manifesta por um sutil desvio de esfericidade quando

comparado com outros núcleos de formato esférico ou eĺıptico. Essas foram algumas das

evidências para se propor a existência de uma componente da força nuclear não central

com caráter tensorial. Essa ficou conhecida como componente tensorial ou força tensorial

(T ).

A dependência da força nuclear como seu momento angular (L), é manifestada

pelo acoplamento spin-orbita (LS). Essa dependência é evidenciada da necessidade de

uma nova componente, forte o suficiente para se explicar os dados experimentais do tri-

pleto das ondas parciais P da interação NN , uma vez que mesmo considerando as de-

mais componentes da força nuclear, não é suficiente para fitar os dados. A existência

da componente spin-orbita também foi necessária para explicar os dados de polarização

do espalhamento pp. Para o caso do potencial nuclear entre bárions diferentes, temos

também o operador spin-orbita antissimétrico (LS−), que para bárions iguais se anula,

independente de suas cargas elétricas (DOVER; GAL, 1984). Então temos para o caso

geral que LS = LS+ + LS−.

Do exposto, o potencial no espaço de momentos como função do momento trans-

ferido q e do momento z tem a forma geral

V (q, z) = VCΩC + VLS+ΩLS+ + VLS−ΩLS− + VSSΩSS + VTΩT , (1)

sendo os operadores de spin definidos como

ΩC = 12×2 (2)

ΩSS = (~q)2~σ(1).~σ(2), (3)

ΩLS+ =
i

4
(~σ(1) + ~σ(2)).(~q × ~z), (4)

ΩLS− =
i

4
(~σ(1) − ~σ(2)).(~q × ~z), (5)

ΩT = (~q)2~σ(1).~σ(2) − 3(~σ(1).~q)(~σ(2).~q), (6)

em que ~σi são matrizes de Pauli.

Esses operadores são definidos de tal maneira a conservarem as simetrias de pari-

dade, o momento angular total (J2), sua componente Jz e spin S
2. Simetrias essas que se

conservam na interação nuclear.

Outros operadores poderiam ser considerados como o ΩQ e ΩL2 , mas por serem

proporcionais à (~z)2 geram termos não locais, isso é, termos que dependem da energia, no

entanto essa é uma boa aproximação, já que essas componentes são pequenas e podem

ser desprezadas. Ao se fazer um cálculo da interação baseada em diagramas de Feynman,

todos esses componentes aparecem nos resultados naturalmente.
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Figura 1 - Potencial Central Nuclear pela Troca de Mésons

Fonte: arXiv:1304.6350 [nucl-th]

1.2 MODELO NUCLEAR PELA TROCA DE MÉSONS

1Com o advento do conceito de campo, do sucesso do eletromagnetismo, e particu-

larmente pelo desenvolvimento do formalismo de Dirac, Fermi propôs a interpretação em

que considerava que a interação entre part́ıculas eletricamente carregadas ocorriam por

intermédio de outra part́ıcula, a saber, o fóton.

Seguindo uma analogia ao eletromagnetismo e ao principio da incerteza de Hei-

senberg, Hideki Yukawa em 1935 propôs a existência de uma part́ıcula intermediadora do

campo de interação nuclear, que deveria ter uma massa entre 140 e 200MeV , justificando

a interação de curto alcance como necessária para explicar a saturação da energia de li-

gação e a invariância da densidade nuclear. A estimativa de Yukawa era que a interação

mediada por tal part́ıcula teria alcance entre 1 e 1.5 fm.

Em 1939 Homi Bhabha denominou de méson a part́ıcula intermediadora da força

nuclear: era a origem das teorias de interações mesônicas. Em 1947 Lattes, Ochialini e

Powell (LATTES; OCCHIALINI; POWELL, 1947) por meio do estudo de raios cósmicos

encontraram evidências da existência da part́ıcula de Yukawa, o ṕıon (méson π), corrobo-

rada pouco tempo depois por experimentos em laboratórios (aceleradores de part́ıculas).

A forma matemática do potencial de Yukawa é emblemática,e segue até hoje sendo

1 Seção baseada em Mizrahi S. ; Galetti (2016), Machleidt (1989), Rocha (1993).
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a forma correta de descrever o potencial nuclear, a saber

VNN = −g2 e
−µr

r
, (7)

em que g é a constante de acoplamento, µ a massa do ṕıon e r = |~r1 − ~r2| a distância

entre os nucleons interagentes. Em 1951 Taketani, Nakamura e Sasaki (TAKETANI; NA-

KAMURA; SASAKI, 1951), propuseram um potencial de interação efetiva dos nucleons,

o OPEP (One-Pion-Exchange-Potential). Este potencial tem termos do tipo Yukawa

(7) (sendo µ a massa do ṕıon), com dependência nos estados de spin, uma componente

tensorial e pode ser usado para distâncias r > 2fm.

Taketani, Nakamura e Sasaki, propuseram separar o potencial nuclear em três

regiões de acordo com a distancia r, sendo a de longo alcance r > 2fm dominada pela

troca de um ṕıon, a intermediária 1 < r < 2fm dominada pela troca de dois ṕıons (existe

também pequena contribuição da troca de mésons pesados) e a de curto alcance r < 1fm,

região essa a do caroço (repulsão) havendo troca de mésons pesados, múltiplos ṕıons e

também interação de pártons. Na figura 1 vemos uma versão dessas regiões de interação

para o potencial central. Para efeito de análise consideraremos nesse trabalho distância

r > 0, 7fm, considerando ambas as trocas, de um e dois mésons.

Dessas ideias nasceram os modelos chamadosOBEP One-Boson-Exchange-Potential,

que basicamente consideram as trocas de mésons um a um, de vários tipos, somando-se

em um único potencial capaz de explicar os dados experimentais. Considerou-se os mé-

sons pseudo-vetoriais π, η, os vetoriais ρ, ω, e o escalar σ, além de outros. Este modelo

teve um bom sucesso quando comparado aos dados experimentais, no entretanto com ex-

ceção dos mésons citados, o σ com a massa apropriada, apresentam algumas dificuldades

experimentais, deixando o modelo no ponto de vista f́ısico, comprometido.

A troca de um méson σ foi tratada para a região intermediaria do potencial, e era

considerado como uma ressonância de dois ṕıons, ou seja, uma única part́ıcula que fazia

o papel da troca de dois ṕıons. Apesar das dificuldades experimentais para estabelecer as

propriedades do σ ficou claro que a região intermediária da interação deveria ter grande

contribuição da troca de dois ṕıons, tornando-se assim objeto de estudo ainda que mais

complexa se comparada ao OBEP .

Dois formalismos principais foram propostos para o estudo da troca de dois ṕıons,

as relações de dispersão e a teoria quântica de campos. Ambos têm similaridades, o uso

das relações de dispersão evita alguns problemas intŕınsecos da teoria de campos como

renormalização e convergências, não faz uso de lagrangianas, nem faz uso do conceito de

potencial diretamente e quantitativamente faz uso de valores experimentais como inputs.

O formalismo da teoria de campos por sua vez tem uma base f́ısica consistente, apesar

de suas dificuldades, faz uso direto da dinâmica de lagrangianas para a troca de mésons,

leva em conta o comportamento dos nucleons fora da camada de massa (ao contrário das
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relações de dispersão) e a simetria quiral, a qual, tem bom acordo com a teoria de quarks

e glúons. A partir da teoria de campos os processos podem ser calculados usando-se os

diagramas de Feynman.

Por sua complexidade, a troca de dois ṕıons no formalismo da teoria quântica de

campo foi abandonada, sendo novamente revivida com as ideias de Partovi e Lomon em

1970, que foram capazes de resolver a equação relativ́ıstica de Bethe-Selpeter, fazendo

uso de diagramas de Feynman com ressonância. É esse um dos formalismos que usaremos

nesse trabalho.

1.3 O MODELO E OS OBJETIVOS

Neste trabalho temos como objetivo construir um potencial para a interação entre

dois bárions para médias e longas distâncias (r > 0.7 fm). Devemos observar que a

descrição por meio de um potencial não relativ́ıstico conforme discutido anteriormente é

importante em diversas aplicações de f́ısica nuclear e até de astrof́ısica. Um potencial no

espaço de configurações pode ser utilizado de forma bem simples, utilizando a equação de

Schrödinger, por exemplo.

Por outro lado, atualmente um modo bastante preciso e consistente conceitual-

mente para o estudo de interações entre part́ıculas é o uso da teoria quântica de campos,

ou seja, um tratamento relativ́ıstico. Então, nesta tese estudamos as interações bárion-

bárion por meio de um modelo baseado em diagramas de Feynman com a utilização de

lagrangianas efetivas, o que irá produzir amplitudes de espalhamentos relativ́ısticas (for-

muladas no caṕıtulo 2 de forma resumida). A partir destas amplitudes um potencial

não relativ́ıstico será constrúıdo e então um potencial no espaço das configurações será

calculado (nos caṕıtulos 3 e 4).

Um ingrediente fundamental no cálculo dos diagramas é a formulação das ampli-

tudes méson-bárion bem como as constantes de acoplamento presentes nesses diagramas,

pois são subprocessos que aparecem na descrição da interação bárion-bárion. Por esse

motivo o caṕıtulo 5 será dedicado ao estudo desse processo, bem como ao precedimento

utilizado para obter as constantes de acoplamento necessários para este estudo.

Este presente trabalho tem por base os trabalhos realizados pelo chamado Brazil

group antigo grupo liderado por Manoel Robilotta (ROCHA, 1993; ROCHA; ROBI-

LOTTA, 1994; ROBILOTTA, 1995; ROBILOTTA; ROCHA, 1997; ROBILOTTA, 2001;

HIGA, 2003; HIGA; ROBILOTTA, 2003; HIGA; ROBILOTTA; ROCHA, 2004; ROCHA;

HIGA; ROBILOTTA, 2007b), que em sucessivos trabalhos construiu potenciais nucleon-

nucleon (NN) relativ́ısticos por meio da troca de dois ṕıons baseados principalmente no

trabalho de Partovi e Lomon (PARTOVI; LOMON, 1970). Construiu também versões

de potenciais parametrizados (ROCHA; ROBILOTTA, 1995; ROCHA; HIGA; ROBI-
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LOTTA, 2007a), os quais, são mais indicados para se comparar com dados experimentais.

Os trabalhos do Brazil group levaram em conta a troca de dois ṕıons, entre nucleons, e

no estado intermediário não foram consideradas ressonâncias, somente nucleons. Sendo as

ressonâncias de spin-3/2, como o bárion ∆, de grande importância para as interações πN e

nucleon-nucleon, é um passo natural generalizarmos o potencial considerando ressonância

bariônicas de spin-3/2.

Assim, este trabalho tem o objetivo de construir a generalização do potencial idea-

lizado pelo Brazil group, para além da troca de ṕıons e nucleons, incluindo a ressonância

∆ de spin-3/2 e outras ressonâncias bariônicas quaisquer com spin-1/2 e ou spin-3/2

quando permitidas. Para tanto teremos que considerar além da generalização do poten-

cial de Partovi e Lomon também o potencial generalizado deduzido por meio da primeira

aproximação de Born, caso este utilizado quando consideramos ressonâncias com massas

maiores que a soma da massa do bárion incidente com massa do méson trocado. Consi-

deraremos também quando permitido a troca dos demais mésons pseudo-escalares, sendo

eles alem do π, o méson-η e o méson estranho K.

Tais generalizações do potencial de interação bárion-bárion nos permitirá ir mais

além, estendendo o formalismo também para potenciais entre bárions quaisquer de spin-

1/2 B1B2. Desta forma calcularemos os seguintes potenciais: NN , NY , Y Y , NBc, BcBc,

NBb e BbBb. Aqui Y representa os h́ıperons Λ, Σ e Ξ, Bc representa os bárions charmosos

Λc e Σc e Bb representa somente o bárion pesado botônico Λb.

1.4 ROTEIRO

Após esta introdução, seguiremos o seguinte roteiro: no caṕıtulo 2 mostraremos as

relações de cinemática e a dinâmica de interação por meio da apresentação das regras de

Feynman e dos diagramas que usaremos de base para o estudo da troca de dois mésons.

No caṕıtulo 3 deduziremos o potencial generalizado por meio da da primeira apro-

ximação de Born e pela prescrição de Partovi e Lomon que foi inicialmente criado para o

estudo da interação do tipo NN , então parte do nosso trabalho foi estender este forma-

lismo para interações entre bárions de spin-1/2 quaisquer.

No quarto caṕıtulo calcularemos por meio das regras de Feynman o diagrama para

troca de dois mésons, utilizando o diagrama do tipo caixa como exemplo, em seguida

mostraremos a mudança do espaço de momentos para o espaço de configurações, usando

a transformação de Fourier.

No caṕıtulo 5 mostraremos as seções de choque total entre as interações de Bá-

rions e mésons no ńıvel de árvore, de forma a escolher as ressonâncias mais relevantes

na construção do potencial. Mostraremos também a maneira de se obter as constan-

tes de acoplamento dos vértices de interação. Ainda obteremos os projetores de isospin,
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necessários para a correto valor das interações.

Os resultados finais serão apresentados no sexto caṕıtulo, em que, separamos de

maneira convenientes os valores dos gráficos, de acordo com suas ressonâncias e os espaço

de espinores.

O ultimo caṕıtulo, a conclusão, serão discutidos os resultados obtidos e possibili-

dade de trabalhos futuros.

Neste trabalho temos 11 Apêndices, necessários para o completo entendimento dos

cálculos. Levando em consideração a clareza de exposição do modelo proposto por esta

tese, diversos cálculos foram deixados para serem apresentados nestes Apêndices.

No Apêndice A faremos uma minuciosa revisão sobre a simetria quiral e por con-

sequência a dedução das Lagrangianas de interação entre bárions e mésons.

No Apêndice B mostraremos explicitamente os cálculos dos demais diagramas para

a troca de dois mésons, em complemento ao Caṕıtulo 4.

O Apêndice C serão calculadas a integrais de 1-loop parametrizadas no espaço de

momento.

As transformações de Fourier das integrais de 1-loop para o espaço de configurações

serão realizadas no Apêndice D.

No Apêndice E será feita a derivação do potencial da troca de um méson especial

de um méson (SOMEP), que não é da mesma forma que o potencial para troca de um

méson encontrado por diagramas mais simples.

Como apoio ao cálculo das funções perfil dos diagramas com troca de dois mésons

temos o Apêndice F, no qual, mostraremos todas as relações de integrais em função das

componentes da redução espinorial.

As reduções espinoriais são encontradas no Apêndice G.

Nos Apêndices H, I, J e K apresentaremos os cálculos complementares ao caṕıtulo

5 e 6, a saber, cálculos relacionados aos observáveis apresentados, os projetores de isospin,

as constantes de acoplamento utilizando as simetrias do SU(3) e relações integrais usadas

no caṕıtulo 5, respectivamente.
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2 A CINEMÁTICA E DINÂMICA DA INTERAÇÃO BÁRION-BÁRION

Nesta seção apresentaremos o formalismo da cinemática e dinâmica necessários

para a formulação da interação Bárion-Bárion pela troca de dois mésons. Mostraremos

primeiramente as relações cinemáticas adaptadas à troca de dois mésons, relações estas

que facilitam os cálculos dinâmicos.

Em seguida iremos revisar e introduzir as regras de Feynman para diagramas do

tipo árvore considerando bárions de spin-1/2 e 3/2 e mésons pseudo-escalares. De posse

dessas regras, calcularemos as amplitudes no ńıvel de árvore entre um bárion e um méson.

Na seção final apresentaremos o potencial da troca de um méson no espaço de

momentos, calculado a partir de diagramas de Feynman.

2.1 A CINEMÁTICA DE INTERAÇÃO

Estabeleceremos aqui as relações cinemáticas necessárias no estudo da troca de

dois mésons em interações Bárion-Bárion, sendo estas definidas no referencial do centro

de massa (cm).

Nos espalhamentos elásticos, temos que a conservação do quadrimomento total do

sistema é expresso matematicamente por

p+ k = p′ + k′, (8)

em que, p, k são os quadrimomentos iniciais de duas part́ıculas e p′, k′ seus respecti-

vos quadrimomentos finais conforme indicado na Figura 2, vendo-se também o ângulo de

espalhamento θ. Neste trabalho ao estudarmos interações méson-bárion consideraremos

esta notação, ou seja, para os bárions iniciais e finais os quadrimomentos p e p′, respec-

tivamente e os quadrimomentos k e k′ para os mésons iniciais e finais, respectivamente.

Os quadrimomentos do bárion e do méson podem ser definidos como

p = pµ = (E, ~p), p = pµ = (E,−~p), (9)

k = kµ = (k0, ~k), k = kµ = (k0,−~k). (10)

Expressões análogas podem ser escritas para os quadrimomentos finais p′ e k′.
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Figura 2 - Espalhamento

As energias das part́ıculas no referencial do centro de massa são

E = E ′ =

√

|~k|2 +m2, (11)

k0 = k′0 =

√

|~k|2 +m2
k, (12)

sendo os vetores ~p e ~k as partes espaciais dos quadrimomentos p e k, e m e mk as massas

do bárion e do méson, respectivamente.

Para que as interações sejam descritas de forma covariante, utilizamos as variáveis

relativ́ısticas conhecidas como variáveis de Mandelstam (PESKIN; SCHROEDER, 1995),

determinadas em termos dos quadrimomentos já definidos. De acordo com a Figura 2, as

variáveis de Mandelstam são

s ≡ (p+ k)2 = (p′ + k′)2, (13)

u ≡ (p− k′)2 = (p′ − k)2, (14)

t ≡ (k − k′)2 = (p− p′)2. (15)

A Figura 3 mostra uma situação análoga ao caso anterior, agora com um duplo

diagrama da Figura 2 conectado pela troca de duas part́ıculas internas, este tipo de

interação é do tipo 1-loop.

Em vista de melhor manipulação desse tipo de diagrama definimos outras variáveis

em função dos quadrimomentos p1, p
′
1, p2, p

′
2, k e k′ (Fig. 3), tais como

W = p1 + p2 = p′1 + p′2, (16)

z =
1

2
[(p1 + p′1)− (p2 + p′2)], (17)

q = k′ − k = p′1 − p1 = p′2 − p2, (18)

Q =
k + k′

2
, (19)
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Figura 3 - Espalhamento com troca de

duas part́ıculas internas

sendo agora as variáveis de Mandelstam

si = Q2 +Q.(W ± z) +m2
i −

q2

4
(20)

ui = Q2 −Q.(W ± z) +m2
i −

q2

4
(21)

i = 1, 2 → (+,−). (22)

Aqui o sub́ındice i refere-se às part́ıculas que estão na parte superior ou inferior do di-

agrama de 1-loop, isso é, da qual diagrama tipo árvore pertencem. De acordo com a

definição das variáveis de Mandelstam temos ainda que

W 2 = s, q2 = t, z2 = u. (23)

Os sistemas aqui considerados, nos permitem fazermos duas considerações: (i)

o referencial da interação será o do centro de massa; (ii) as part́ıculas externas serão

tomadas na camada de massa. Implica de (i) a igualdade

~p1 = −~p′1, ~p2 = −~p′2, (24)

logo a energia total do sistema será

E1 + E2 = W =
√
s. (25)
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De (ii) encontramos que

p21 = p′1
2
= m2

1, p22 = p′2
2
= m2

2, k2 = k′
2
= m2

k,

W.q = z.q = 0, W.z = E1 − E2, (26)

e utilizando a relação (8) encontramos uma relação entre todas as variáveis de Mandelstam,

isto é

s+ u+ t = 2(m2 +m2
k) = 2(m2

1 +m2
2), (27)

sendo mais utilmente escrita na forma

W 2 + z2 + q2 = 2(m2
1 +m2

2). (28)

2.2 LAGRANGIANAS

O formalismo utilizado para a construção do potencial generalizado será o relati-

v́ıstico, isso é, o formalismo da teoria quântica de campos, que se manifesta por meio das

amplitudes calculadas por diagramas de Feynman. Os diagramas de troca de dois mésons

são na verdade a junção de dois diagramas (como veremos no capitulo 4) do tipo árvore.

Estes diagramas têm sua dinâmica de interação constrúıda por lagrangianas quirais, uma

discussão detalhada da simetria quiral e da dedução das lagrangianas, encontra-se no

Apêndice A.

A lagrangiana de interação entre dois bárions de spin-1/2 e um méson pseudo-

escalar será considerada como

LMBBi
=

g

2m

(
Biγµγ5 ~GB

)
· ∂µ~φ, (29)

sendo ~G a matriz de isospin para a combinação de um méson “M”, sendo seu campo

representado por ~φ e um bárion B em um bárion Bi, isto é em termos de isospin, 1+1/2 →
1/2. m é a massa do bárion B, g é a constante de acoplamento entre as três part́ıculas

em interação.

A interação entre um bárions de spin-1/2 e spin-3/2 com um méson pseudo-escalar

pode ser representada pela lagrangiana

LMBB∗ = g∗

{

B∗µ
[
gµν − (Z +

1

2
)γµγν

]
~OB
}

· ∂ν~φ, (30)

em que g∗ é a constante de acoplamento entre os campos envolvidos, gµν é o tensor métrico,
~O é a matriz de combinação de isospin, Z é um parâmetro a ser determinado associado à
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possibilidade de que o bárion de spin-3/2 B∗, fora da camada de massa, possuir spin-1
2
.

A última lagrangiana que iremos considerar é a de interação entre dois ṕıons (não

vale para os demais mésons) e dois bárions de spin-1/2,

LππBBi
=

g2π
4m2

(
Biγµ~τB

)
·
(

~φ× ∂µ~φ
)

, (31)

sendo ~τ a matriz de isospin.

2.3 AMPLITUDES DE ESPALHAMENTO E AS REGRAS DE FEYNMAN

Ao considerarmos as interações devemos impor a conservação da energia-momento,

assim os elementos de matriz Tfi devem ser multiplicados pelo fator δ4(pf − pi), em que

pi e pf são os quadrimomentos totais inicial e final do sistema respectivamente. A matriz

T deve ser normalizada, assim relacionamos o elemento de matriz Sfi no espaço dos

momentos à matriz Mfi, a qual descreve a amplitude de uma dada interação ocorrer,

como

Sfi = δfi + iδ4(pf − pi)Tfi, (32)

Para o cálculo da amplitude T utilizamos as regras de Feynman que serão apre-

sentadas a seguir(GRIFFITHS, 1987; PESKIN; SCHROEDER, 1995). Os diagramas de

interesse são do tipo árvore, que são descritos na forma geral pela expressão:

T ≡ [linhas externas (entrando)]×[vértice 1]×[propagador]×[vértice 2]

×[linhas externas (sáıda)]×δ4
(∑

pe −
∑
ps
)
.

Explicando cada parte da expressão:

❼ Linhas externas: As linhas externas que usaremos são para part́ıculas de spin-1/2

dadas pelas soluções da equação de Dirac para part́ıculas livres espinores: ū(p′) no

sentido de entrada no vértice e u(p) sentido de sáıda, e para as part́ıculas de spin-0

são dadas pelas soluções da equação de Klein-Gordon: 1 para ambos os sentidos;

❼ Vértices: São definidos a partir das lagrangianas de interação (29), (30) e (31),

onde usamos a regra prática em que os campos das part́ıculas representadas nas

lagrangianas são ignorados à exceção de suas derivadas, as quais se transformam no

quadrimomento da part́ıcula de acordo com o campo correspondente, temos então
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Figura 4 - Vértices

Figura 5 - Propagadores

vMBBi
=

gi
2m

/kγ5G
a, (33)

vMBB∗ = g∗

[

kµ − (Z +
1

2
)γµ/k

]

Oa, (34)

vππBB = − 1

4f 2
π

(/k + /k
′
)ǫabcτ

c. (35)

sendo que ∂µφ = kµ é o momento do méson correspondente ao campo φ, /k = γµk
µ,

de acordo com a regra prática anteriormente definida, sendo a, b, c os ı́ndices de

isospin (quando existirem);

❼ Propagador: Os propagadores são as linhas internas dos diagramas como represen-

tadas na Figura 5 para as part́ıculas de spin-0 (∆(q)), spin-1/2 (S(p)) e spin-3/2

(Gµν(p)). Por representarem a propagação de part́ıculas livres os propagadores são

originados das funções de Green para as equações de onda das part́ıculas de acordo

com seus respectivos spins. A forma matemática dos propagadores para part́ıculas

de spin-0, spin-1/2 e spin-3/2 são respectivamente dados por

∆(q) =
i

q2 −m2
k

, (36)

S(p) = i
/p+m

p2 −m2 , (37)

Gµν(p) = −i /
p+m∗

p2 −m2
∗

[

gµν −
1

3
γµγν −

γµpν
3m∗

+
pµγν
3m∗

− 2pµpν
3m2

∗

]

, (38)

aqui mk é a massa do méson, m a massa de uma part́ıcula Bi de spin-1/2, m∗ a

massa de uma part́ıcula de spin-3/2 e /p = γµp
µ.
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Figura 6 - Diagramas spin 1/2 no canal s

❼ Conservação dos momentos: Garantindo que as interações representadas pelos dia-

gramas de Feynman tenham conservação dos quadrimomentos, utilizamos a função

delta de Dirac, onde pe representa os quadrimomentos das part́ıculas que entram no

vértice e ps os quadrimomentos das part́ıculas no sentido de sáıda do vértice.

δ4
(∑

pe −
∑

ps

)

. (39)

2.4 INTERAÇÃO COM ESTADO INTERMEDIÁRIO DE SPIN-1/2

Nesta seção calcularemos a amplitude T para interação méson-bárion considerando

diagramas do tipo árvore com part́ıculas intermediárias de spin 1/2 e esta amplitude pode

ser escrita em função de amplitudes A e B, por conta dos espaços de spin. Este cálculo é

importante, pois diagramas desse tipo fazem parte como subprocessos dos diagramas de

loop a serem considerados no estudos das interações bárion-bárion.

A Figura 6 mostra os diagramas direto e cruzado com estado intermediário (pro-

pagador) de spin-1/2, sendo as linhas externas bárions (linhas cont́ınuas) de spin-1/2 com

quadrimomento p e mésons (linhas tracejadas) de spin-0 (pseudo-escalares) com quadri-

momento k.

Podemos notar que ambos os diagramas na Figura 6 têm seu estado intermediário

no canal s, uma vez que no diagrama cruzado temos o sentido dos mésons contrário ao

usado no diagrama direto, dessa forma, em ambos os casos, a momento da ressonância é a

soma dos momentos do bárion e do méson. Para os diagramas no canal s com part́ıculas

de spin-1/2 no estado intermediário, utilizando os resultados mostrados anteriormente, a
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amplitude de Feynman é dada por

TMB =
g2

4m2
ū(p′)

[

(−/k′)γ5G†
b

][ /p+ /k +m

(p+ k)2 −m2

][

Ga/kγ5

]

u(p), (40)

TMB =
g2

4m2(s−m2)
ū(p′)(G†

bGa)
[

(m+m)(s−m2)− [2m(m+m) + s−m2]
(/k

′
+ /k

2

)]

u(p),

(41)

em que m e m são as massas do bárion inicial e do bárion no estado intermediário (res-

sonância) respectivamente, Gn são matrizes no espaço de isospin, necessárias para as

projeções dos multipletos de isospin (quando houver), e por fim g representa a constante

de acoplamento dos vértices considerados.

Escrevendo na forma compacta e separando as matrizes de isospin de espaço inde-

pendentes, temos a expressão conveniente para os cálculos dos diagramas de 1-loop (troca

de dois mésons)

TMB = (G†
bGa)(A+B), (42)

em que definimos as amplitudes A e B como

A =
g2(m+m)

4m2

[

1 +
m2 −m2

s−m2

]

I, (43)

B =
−g2
8m2

[

1 +
(m+m)2

s−m2

]

/Q, (44)

com

I = ū(p′)u(p), (45)

/Q = ū(p′)Qµγ
µu(p). (46)

Se compararmos a expressão (41) com (42), notamos em primeiro momento que não

correspondem às amplitudes A (43) e B (44). Propositalmente retiramos do numerador

a dependência da variável s que por sua vez depende do momento total Q, eq. (20), uma

vez que, irá simplificar o cálculo das integrais de loop (integração em dQ), quando da

troca de dois mésons.

Para os diagramas com estado intermediário de spin-1/2, mostrados na Figura

7, temos a situação análoga à apresentada para o canal s, porém dessa vez temos as

amplitudes no canal u.

Para o canal u com ressonância de spin-1/2 temos a amplitude de Feynman dada

por
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Figura 7 - Diagramas spin 1/2 no canal u

TMB =
g2

4m2
ū(p′)

[

/k
′
γ5G

†
b

][ /p− /k +m

(p− k)2 −m2

][

Ga(−/k)γ5
]

u(p), (47)

TMB =
g2

4m2(u−m2)
ū(p′)(G†

bGa)
[

(m+m)(u−m2) + [2m(m+m) + u−m2]
(/k

′
+ /k

2

)]

u(p).

(48)

Escrevendo novamente na forma compacta

TMB = (G†
bGa)(A+B), (49)

temos as amplitudes A e B nesse caso determinadas por

A =
g2(m+m)

4m2

[

1 +
m2 −m2

u−m2

]

I, (50)

B =
g2

8m2

[

1 +
(m+m)2

u−m2

]

/Q. (51)

Os cálculos dos diagramas de Feynman para a troca de dois mésons entre dois

bárions com ressonâncias de spin-1/2, se resume na prática em encontrar as amplitudes

A e B em ambos os canais s e u.

2.5 INTERAÇÃO COM RESSONÂNCIA DE SPIN-3/2

Para a troca de dois mésons produzindo ressonâncias de spin-3/2 encontramos

cálculos mais extensos e além disso, o número de diagramas de loop aumenta considera-

velmente (combinações de ressonâncias com spins 1/2 e 3/2). Dessa forma vamos então

estudar a interação méson-bárion com part́ıculas de spin-3/2 no estado intermediário,

calculando suas amplitudes de Feynman.

Para os diagramas com estado intermediário de spin-3/2 mostrados nas figuras 8

e 9 do canal s e canal u, respectivamente, temos que usar os vértices dados por (34), e o

propagador (38), com os parâmetros adequados.

A amplitude de Feynman para o canal s é dada genericamente por
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Figura 8 - Diagramas spin 3/2 no canal s

TMB∗ = ū(p′)
[

g∗

(

(−k′ν)− (Z +
1

2
)γν(−/k′)

)

O†
b

][

− /p+ /k +m∗

(p+ k)2 −m2
∗

(

gµν −
1

3
γµγν −

γµ(p+ k)ν
3m∗

+
(p+ k)µγν

3m∗
− 2(p+ k)µ(p+ k)ν

3m2
∗

)][

g∗

(

kµ − (Z +
1

2
)γµ/k

)

Oa

]

u(p), (52)

onde o sub́ındice de T representa o méson ”M” e a ressonância no estado intermediário de

spin-3/2 ”B∗”. Escrevendo de forma compacta

TMB∗ = (O†
bOa)(D + E), (53)

em que On são matrizes do espaço de isospin.

As amplitudes D e E são dadas por

D =
g2∗
6

{[

Â+
3

2
(m+m∗)t

][
2

m2
∗ − s

]

−

a0
︷ ︸︸ ︷

(m+m∗)

m2
∗

(2m2
∗ +mm∗ −m2 + 2m2

k)

−

as
︷ ︸︸ ︷

− 4

m2
∗

[

(m∗ +m)Z + (2m∗ +m)Z2
]

(s−m2)

}

I, (54)

E =
g2∗
6

{[

B̂ +
3

2
t

][
2

m2
∗ − s

]

−

bs
︷︸︸︷

4Z2

m2
∗
(s−m2)

+

−b0
︷ ︸︸ ︷

−(m+m∗)
2

m2
∗

− 8

m2
∗

[

(m2 +mm∗ −m2
k)Z + (2mm∗ +m2)Z2

]
}

/Q, (55)

em que m é a massa do bárion inicial de spin-1/2, m∗ a massa do bárion de spin-3/2 no

estado intermediário, mk é a massa do méson, g∗ é constante de acoplamento entre os



33

Figura 9 - Diagramas para part́ıculas de spin 3/2 no canal u

bárions de spin-1/2 e spin-3/2 e o méson. As demais quantidades são definidas como

Â = 3(m+m∗)(~q∗)
2 + (m∗ −m)(E∗ +m)2, (56)

B̂ = 3(~q∗)
2 − (E∗ +m)2, (57)

(~q∗)
2 = E2

∗ −m2 = (E∗ +m)(E∗ −m), (58)

(E∗ ±m) =
(m∗ ±m)2 −m2

k

2m∗
. (59)

sendo E∗ e ~q∗, a energia e o momento no ponto correspondente ao valor numérico da massa

m∗ da ressonância de spin-3/2 no referencial do centro de massa, respectivamente.

Escrevendo as amplitudes D e E de modo ainda mais compacto, temos

D = −g
2
∗
6

[ D̂

s−m2
∗
+ a0 + as(s−m2)

]

I, (60)

E = −g
2
∗
6

[ Ê

s−m2
∗
+ b0 + bs(s−m2)

]

/Q, (61)

sendo

D̂ = 2Â+ 3(m+m∗)t (62)

Ê = 2B̂ + 3t (63)

Os parâmetros a0, as, b0 e bs são os mostrados nas relações (54) e (55).

Para os diagramas no canal u conforme a Figura 9, seguimos o mesmo procedimento

adotado no estudo do canal s. Dessa forma o canal u com uma ressonância de spin-3/2,

fica

TMB∗ = ū(p′)
[

g∗

(

(k′ν)− (Z +
1

2
)γν(/k

′
)
)

O†
b

][

− /p− /k +m∗

(p− k)2 −m2
∗

(

gµν −
1

3
γµγν −

γµ(p− k)ν
3m∗

+
(p− k)µγν

3m∗
− 2(p− k)µ(p− k)ν

3m2
∗

)][

g∗

(

− kµ − (Z +
1

2
)γµ(−/k)

)

Oa

]

u(p).
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Escrevendo a expressão compactamente em termos das amplitudes D e E, temos

TMB∗ = (O†
bOa)(D + E). (64)

As amplitudes, similarmente à (54) e (55), são definidas como

D =
g2∗
6

{[

Â+
3

2
(m+m∗)t

][
2

m2
∗ − u

]

−

a0
︷ ︸︸ ︷

(m+m∗)

m2
∗

(2m2
∗ +mm∗ −m2 + 2m2

k)

−

au
︷ ︸︸ ︷

− 4

m2
∗

[

(m∗ +m)Z + (2m∗ +m)Z2
]

(u−m2)

}

I,

E =
g2∗
6

{[

B̂ +
3

2
t

][

− 2

m2
∗ − u

]

+

bu
︷︸︸︷

4Z2

m2
∗
(u−m2)

+

b0
︷ ︸︸ ︷

(m+m∗)
2

m2
∗

+
8

m2
∗

[

(m2 +mm∗ −m2
k)Z + (2mm∗ +m2)Z2

]
}

/Q.

Novamente temos a amplitude final dada por uma estrutura compacta

D = −g
2
∗
6

[ D̂

u−m2
∗
+ a0 + au(u−m2)

]

I,

E =
g2∗
6

[ Ê

u−m2
∗
+ b0 + bu(u−m2)

]

/Q.

2.6 VÉRTICE DE CONTATO

Os últimos diagramas a serem considerados na interação méson-bárion são os com

vértice de contato, como os mostrados na Figura 10, novamente temos dois sentidos pos-

śıveis para os mésons a) e b). Nestes casos não temos ressonâncias nos estados interme-

diários, uma vez que, temos somente um vértice em cada diagrama.

Para o primeiro diagrama a), encontramos a seguinte amplitude de Feynman

iTππBB = ū(p′)
g2πγ

µ

4m2

[

ǫabckµ + ǫbac(−k′µ)
]

τ cu(p)

= ū(p′)(ǫbacτ
c)
[

− g2π
2m2

(/k
′
+ /k

2

)]

u(p), (65)
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Figura 10 - Diagramas vértices de contato

que podemos escrever de forma compacta como

iTπB = (ǫbacτ
c)(C), (66)

resultando em

C = − g2π
2m2

/Q, (67)

Por fim, para o segundo diagrama b) da Figura 10, temos a amplitude

iTππBB = ū(p′)
g2πγ

µ

4m2

[

ǫabc(−kµ) + ǫback
′
µ

]

τ cu(p)

= ū(p′)(ǫbacτ
c)
[ g2π
2m2

(/k
′
+ /k

2

)]

u(p), (68)

e compactamente

iTπB = (ǫbacτ
c)(C), (69)

sendo

C =
g2

2m2
/Q. (70)

Os diagramas aqui estudados para a interação méson-bárion no ńıvel de árvore,

serão usados no caṕıtulo 4 para os cálculos dos diagramas de 1-loop, nos quais consi-

deraremos a troca de dois méson entre dois bárions distintos, com ressonâncias em seus

estados intermediários.

2.7 A TROCA DE UM MÉSON

O caso mais simples da interação entre bárions por meio de mésons para aplicação

das regras de Feynman é a troca de um méson, como mostrado na figura 11
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Figura 11 - Diagramas troca de 1 méson

Aplicando as regras de Feynman, encontramos a amplitude

iTMBB = u1(
~p′1)
[

− g1
2m1

/kγ5Gα

]

u1(~p1)
i

m2
k − k2

u2(
~p′2)
[ g2
2m2

/kγ5Gα

]

u2(~p2)

= −ig1g24m1m2

4m1m2

~G1
~G2(~σ

(1).~k)
1

m2
k − k2

(~σ(2).~k),

TMBB = −g1g2 ~G1
~G2

(~σ(1).~k)(~σ(2).~k)

m2
k − k2

, (71)

em que ui(~p
′
i)/kγ5ui(~pi) = −2mi(~σ

(i).~k), essa relação está demostrada no Apêndice G.

2.8 O POTENCIAL DA TROCA DE UM MÉSON NO ESPAÇO DE MOMENTOS

Para encontrar o potencial da troca de uma méson no espaço de momentos, consi-

deramos a aproximação não relativ́ıstica em (71) do tipo Ei = mi e E
′
i = Ei, que implicam

na energia nula do méson (k0 = Ei − E ′
i = 0). Dessa forma encontramos que o potencial

no espaço de momentos para a troca de um méson (GROSS, 1999) é

VMBB =
TMBB
4m1m2

= − g1g2
4m1m2

~G1
~G2

(~σ(1).~k)(~σ(2).~k)

~k2 +m2
k

. (72)

No caṕıtulo 4 passaremos este potencial para o espaço de configurações, isso é, o

potencial em função da distância entre os centros dos bárions interagentes. Usaremos os

casos do ṕıon e do méson eta como um parâmetro de comparação com os potenciais pela

troca de dois mésons.
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3 O FORMALISMO PARA O POTENCIAL BÁRION-BÁRION

Nesta tese iremos fazer a formulação de um potencial nuclear a partir do cálculo de

diagramas da teoria quântica de campos de modo que, seja aplicável na equação de Schrö-

dinger devemos observar que esse tipo de cálculo não tem uma formulação exata ou única

e assim, com esse objetivo usaremos a primeira aproximação de Born (GRIFFITHS, 2004;

GROSS, 1999) para estados intermediários com massas maiores que a soma do bárion e

do méson trocado no mesmo vértice e a generalização de Partovi e Lomon (PARTOVI;

LOMON, 1970) para estados intermediários com massas menores ou iguais ao bárion e

mésons no mesmo vértice, que é o mesmo procedimento adotado nos trabalhos de Rocha,

Riga e Robilotta (ROCHA, 1993; HIGA, 2003).

Nesse presente trabalha iremos então apresentar a formulação geral para o poten-

cial, em que a única restrição é a condição necessária de que os Bárions de entrada do

diagrama de Feynman sejam os mesmo de sáıda (espalhamento elástico), do contrário

precisaŕıamos de uma generalização ainda maior. No entanto não teremos prejúızos uma

vez que esse tipo de interação B1B2 → B1B2 é bastante importante ficando o caso mais

geral para trabalhos futuros.

Começamos pela dedução do potencial pela primeira aproximação de Born que é

a mais simples e não precisa de correções de estados não f́ısicos (energias negativas), uma

vez que considera somente ressonâncias no diagrama com massas maiores que a soma do

bárion inicial e do méson trocado. Em seguida em outra seção desenvolveremos o caso

generalizado da prescrição de Partovi e Lomon que considera diagramas que podem ter

estados não f́ısicos, exigindo assim algumas considerações.

3.1 POTENCIAIS PELA PRIMEIRA APROXIMAÇÃO DE BORN

Este é o caso mais simples de potencial, usado para estados intermediários com

ressonâncias de massas maiores que a soma do bárion e do méson quem se conectam no

mesmo vértice do diagrama de Feynman. Essa condição já nos garante que não existirá

estados de energia negativas, isso é estado não f́ısicos de interação.

Queremos relacionar o potencial não relativ́ıstico associado a equação de Schrödin-

ger, com as matrizes de transição T relativ́ısticas que serão calculadas pelos diagramas de

Feynman. Dessa forma faremos a conexão entre os dois regimes de energia.

Começamos pela forma integral da equação de Schrödinger, passando pela teoria

de espalhamentos ate finalmente chegando ao potencial não relativ́ıstico por meio da

aproximação de Born.
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3.1.1 Espalhamento e equação de Schrödinger

A equação de Schrödinger pode ser escrita na forma integral (GRIFFITHS, 2004;

GROSS, 1999) como (Fig. 12)

Ψ(~r) = Ψ0(~r)−
m

2π~2

∫
eik|~r−~r0|

|~r − ~r0|
V (~r0)Ψ(~r0)d

3~r0, (73)

sendo Ψ(~r), Ψ0(~r) as funções de onda total e livre (sem ação do potencial), m é a massa

da part́ıcula ou a massa reduzida do sistema, k é o número de onda associada ao momento

da part́ıcula livre, ~r0 é o raio de atuação do potencial, ~r é o raio da onda espalhada e

V (r0) é o potencial que causa o espalhamento da onda incidente.

Para distâncias grandes em relação à atuação do potencial V (r0), podemos fazer

as aproximações

eik|~r−~r0|

|~r − ~r0|
≈ eikr

r
e−i

~k.~r0 , |~r| >> |~r0|, (74)

aqui consideramos |~r − ~r0| ≈ r − r̂.~r0 ≈ r, ~k = kr̂ e eik|~r−~r0| ≈ eikre−i
~k~r0 .

Substituindo na equação (73) e sabendo que Ψ0(~r) = eikz representa a onda inci-

dente na direção do eixo z, encontramos para r suficientemente grande

Ψ(~r) ≈ eikz − m

2π~2
eikr

r

∫

e−i
~k.~r0V (~r0)Ψ(~r0)d

3~r0. (75)

Da teoria de espalhamento sabemos que a onda total é dada por

Ψ(r, θ) = eikz + f(θ)
eikr

r
, (76)

em que a primeira relação do lado direito da igualdade representa a onda incidente e o

segundo termo a onda esférica espalhada (Fig. 12), sendo f(θ) conhecida como a amplitude

de espalhamento.

Comparando a relação (75) com (76), conclúımos que

f(θ) = − m

2π~2

∫

e−i
~k.~r0V (~r0)Ψ(~r0)d

3~r0. (77)

3.1.2 Primeira aproximação de Born

A primeira aproximação de Born consiste em considerar que o potencial não afeta

substancialmente a onda incidente, de tal forma que podemos fazer a aproximação

Ψ(~r0) ≈ Ψ0(~r0) = eikz0 = ei
~k′~r0 , (78)
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Figura 12 - Espalhamento de ondas

em que ~k′ = kẑ.

Substituindo a aproximação de Born em (77), temos que

f(θ) ≈ − m

2π~2

∫

ei(
~k′−~k).~r0)V (~r0)d

3~r0

≈ − m

2π~2

∫

ei~q.~r0V (~r0)d
3~r0

≈ − m

2π~2
F [V (~r0)]

≈ − m

2π~2
V (~q), (79)

sendo que F [V (~r0)] representa a transformada de Fourier do potencia no espaço de confi-

gurações (espacial), transformando o potencial para o espaço de momentos. ~q é o momento

transferido.

Desta maneira conseguimos relacionar a amplitude de espalhamento com o poten-

cial não relativ́ıstico no espaço de momentos.

3.1.3 O potencial não relativ́ıstico em função da amplitude relativ́ıstica

Podemos relacionar o potencial da equação de Schrödinger com a matriz de tran-

sição T relativ́ıstica que é calculada diretamente dos diagramas de Feynman por meio da
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seção de choque diferencial. Sabemos da teoria de espalhamentos que a seção de diferen-

cial no referencial do centro de massa (cm) pode ser escrita em função de f(θ) da seguinte

maneira

dσ

dΩ

∣
∣
∣
cm

= |f(θ)|2 =
∣
∣
∣
m

2π~2
V (~q)

∣
∣
∣

2

. (80)

De posse da relação da seção de choque diferencial com a matriz relativ́ıstica T

dσ

dΩ

∣
∣
∣
cm

=
∣
∣
∣
T

8πW

∣
∣
∣

2

,

encontramos que o potencial no espaço de momentos é em relação a amplitude T relati-

v́ıstica

V (q) =
T

2mW
=

T

4µW
, (81)

aqui fizemos m = 2µ, em que µ é a massa reduzida dos bárions externos incidentes (m1 e

m2) e é definida como µ = m1m2

m1+m2
. No regime relativ́ıstico utilizamos unidades naturais,

dessa forma fazemos a aproximação ~ → 1.

Na equação (81) temos o potencial não relativ́ıstico no espaço de momento em

função da amplitudes relativ́ısticas T , essas amplitudes serão calculadas por meio dos

diagramas de Feynman. O cálculo do tipo caixa será feito no próximo caṕıtulo (os dia-

gramas do tipo cruzado, triângulo, nabla e bolha (Fig.14) serão calculados no Apêndice

J de acordo com o tipo de méson e ressonâncias).

3.2 POTENCIAIS PELA PRESCRIÇÃO DE PATOVI E LOMON

No caso de o estado intermediário ter massa menor que a soma do bárion externo

e o méson trocado no mesmo vértice, poderá ocorrer estados de energia negativa, que por

sua vez é um estado não f́ısico e não pode ser considerado no cálculo do potencial. Para

resolver o problema de estados de energia negativa fazemos uso da prescrição de Partovi

e Lomon (PARTOVI; LOMON, 1970), que é a extensão para part́ıculas de spin 1/2 da

prescrição de Blankernbercler e Sugar (BLANKENBECLER; SUGAR, 1966).

Começamos por uma breve introdução de um espalhamento não relativ́ıstico a

partir da equação de Lippmann-Schwinger, passando para o espalhamento relativ́ıstico

com o uso da equação de Bethe-Salpeter e por fim, demostrando a maneira de encontrar o

potencial Bárion-Bárion pela troca de dois mésons, considerando ressonâncias bariônicas

de spin-1/2 e ou spin-3/2.
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3.2.1 Espalhamento não relativ́ıstico

Na teoria quântica do espalhamento a interação entre duas part́ıculas é determinada

pela matriz de espalhamento chamada de S, a qual depende da matriz de transição T̄

que relaciona-se diretamente com o potencial V (nosso objetivo). A matriz S para o

espalhamento não relativ́ıstico é definida como

Sfi = δfi + iδ(Ef − Ei)T̄fi, (82)

sendo Ei,f as energias inicial e final do sistema.

Na mecânica quântica não relativ́ıstica relacionamos a matriz de espalhamento S

com o potencial por meio da equação integral de Lippmann-Schwinger (SCADRON, 2006),

a qual conecta diretamente a matriz de transição T̄ com o potencial de Schrödinger, V

T̄fi(
~l′,~l|W ) = Vfi(

~l′,~l|W ) +

∫
d3ξ

(2π)3
Vfi(

~l′, ~ξ|W )
2µ

~p 2 − ~ξ2 + iǫ
T̄fi(~ξ,~l|W ), (83)

em que,2 µ = m1m2

m1+m2
a massa reduzida do sistema de part́ıcula e o fator 2 é inclúıdo

para que haja a correta correspondência com a equação de Lippmann-Schwinger para

part́ıculas iguais.

Usamos a parte espacial dos quadrimomentos W , l, l′ e ξ, sendo respectivamente o

quadrimomento total, quadrimomentos relativos dos bárions iniciais e finais, e o quadri-

momento do estado intermediário da interação. Definimos os quadrimomentos como

l =
p2 − p1

2
=
q − z

2
, (84)

l′ =
p′2 − p′1

2
= −q + z

2
, (85)

ξ = k + l. (86)

que no referencial do centro de massa (cm) conforme mostrado na seção 2.1 do caṕıtulo

2 A expressão

GSch =
m

~p 2 − ~ξ2 + iǫ
,

é o propagador de Schrödinger de uma part́ıcula com massa m.
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Figura 13 - Diagramas do tipo caixa

anterior encontramos

p1 = (E, ~p), (87)

p2 = (E,−~p), (88)

p′1 = (E, ~p ′), (89)

p′2 = (E,−~p ′). (90)

3.2.2 Equação de Bethe-Salpeter

A equação análoga à equação de Lippmann-Schwinger no regime relativ́ıstico é a

equação de Bethe-Salpeter (SALPETER; BETHE, 1951), uma equação covariante que

descreve o espalhamento de dois bárions. A equação de Bethe-Salpeter foi deduzida a

partir de diagramas de Feynman, de modo que a amplitude de espalhamento elástica

relativ́ıstica M entre dois bárions é dada pela equação integral

M(l′, l|W ) = K(l′, l|W ) +

∫
d4ξ

(2π)4
K(l′, ξ|W )G(ξ|W )M(ξ, l|W ), (91)

sendo K definido como o kernel da interação (amplitude relativa à diagramas de dois

bárions não redut́ıveis) e G é o propagador relativ́ıstico de dois bárions de spin-1/2 ou

spin-3/2 com massas mA e mB. Considerando propagadores de spin-1/2 de um diagrama

do tipo caixa (Fig. 13) com ressonâncias A em (1) e B em (2), G terá a forma

G(k|P ) = i
[ 1
P
2
+ k −mA + iǫ

](1)[ 1
P
2
− k −mB + iǫ

](2)

= i
[ /P

2
+ /k +mA

(P
2
+ k)2 −m2

A + iǫ

](1)[ /P
2
− /k +mB

(P
2
− k)2 −m2

B + iǫ

](2)

, (92)

em que P = p1 + p2 é o quadrimomento total e k o quadrimomento dos mésons trocados.

Essa já é a forma generalizada de G para o caso de bárions de spin-1/2 quaisquer.

A equação de Bethe-Salpeter por ser uma equação integral de quatro dimensões
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se torna muito dif́ıcil de ser resolvida, dessa maneira usaremos o procedimento adotado

por Blankenbecler e Sugar (BLANKENBECLER; SUGAR, 1966) que posteriormente foi

generalizado no trabalho de Partovi e Lomon (PARTOVI; LOMON, 1970). O objetivo

deste procedimento é reduzir a dimensão da integral de quatro para três, considerando

somente as part́ıculas de energia positiva. Para tanto reescrevendo o propagador G da

seguinte maneira

G = g + (G − g), (93)

em que g é o propagador covariante tridimensional de uma part́ıcula não relativ́ıstica com

as mesmas singularidades (parte imaginaria) de G para região f́ısica (energias positivas).

Definimos um kernel efetivo U relativo ao propagador g e reescrevemos a equação

de Bethe-Salpeter na notação de operadores como

M = U + UgM. (94)

Reescrevendo a Eq. (91) na forma covariante

M = K +KGM, (95)

e aplicando para G dado na relação (93), encontramos

M = K +K(G − g)M+KgM, (96)

agora para o segundo termo à relação (94), temos que

M = K +K(G − g)U +
[
K +K(G − g)U

]
gM, (97)

comparando com (94), conclúımos finalmente que

U = K +K(G − g)U . (98)

No referencial do centro de massa definimos

T = u(1)(~p ′)u(2)(−~p ′)M(~l′,~l|W )u(1)(~p)u(2)(−~p), (99)

V = u(1)(~p ′)u(2)(−~p ′)U(~l′,~l|W )u(1)(~p)u(2)(−~p), (100)

logo a partir das ultimas relações e de (94), encontramos

T (l′, l|W ) = V(l′, l|W ) +

∫
d4ξ

(2π)4
V(l′, ξ|W )g(ξ|W )T (ξ, l|W ). (101)
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Observando a expressão (98) notamos que U é dado perturbativamente como

U (2) = K(2), (102)

U (4) = K(4) +K(2)(G − g)K(2), (103)

aqui U (4) e U (2) são os potenciais efetivos devido a troca de dois e um méson respectiva-

mente, K(4) representa os diagramas irredut́ıveis da troca de dois mésons, K(2)GK(2) é um

diagrama do tipo caixa e K(2)gK(2) é a troca de um méson não relativ́ıstico.

Por fim a equação de Bethe-Salpeter na forma de operadores é perturbativamente,

no cm, dada por

T (2) = K(2), (104)

T (4) = K(4) +K(2)GK(2). (105)

Substituindo (104) e (105) em (103) encontramos a relação final no cm

V (4) = T (4) − T (2)gT (2), (106)

essa ultima relação significa que o potencial efetivo da troca de dois mésons U (4) é igual

às amplitudes dos diagramas de troca de dois mésons (T (4)) menos as amplitudes que

representam a troca de um méson não relativ́ıstico (T (2)gT (2)). Essa subtração ocorre

para evitar dupla contagem.

3.2.3 Potencial Generalizado para Bárions quaisquer

Para estabelecermos a forma final geral do potencial não relativ́ıstico (Schrödinger),

para part́ıculas intermediarias de massa menor que a soma das massas do bárion inicial e

da massa do méson trocado, iremos aplicar o método de Partovi e Lomon, isso implica em

resolver a equação (101), para bárions iniciais de spin-1/2 e bárions de spin-1/2 e spin-3/2

nos estados intermediários.

Trabalhando com a parte imaginária (região não f́ısica) de G (que deve ser igual

à de g) pela regra de Cutkosky (PARTOVI; LOMON, 1970), temos para ressonância de

spin-1/2 (para spin-3/2 será mostrado mais adiante)

ℑ[G(k|P )] = −2π2
[ /P

2
+ /k +mA

](1)[ /P

2
− /k +mB

](2)

×δ(+)[(P/2 + k)2 −m2
A]δ

(+)[(P/2− k)2 −m2
B]

= ℑ[g(k|P )], (107)



45

resolvendo as expressões contendo as funções delta de Dirac (j = A,B)

(P/2± k)2 −m2
j = (P0/2± k0)

2 − (~P/2± ~k)2 −m2
j = 0

(P0/2± k0) = ±
√

~P/2± ~k +mj

aplicando agora na parte positiva da energia, a propriedade δ[f(x)] = δ(x−xi)
|f ′(xi)| , encontramos

que

ℑ[g(k|P )] = −2π2
[ /P

2
+ /k +mA

](1)[ /P

2
− /k +mB

](2) δ(P0/2 + k0 − EA)δ(P0/2− k0 − EB)

4EAEB
,

(108)

sendo as energias dos estados intermediários dadas por EA =

√

(~P/2 + ~k)2 +m2
A e EB =

√

(~P/2− ~k)2 +m2
B.

Se P0/2 + k0 = EA e P0/2− k0 = EB, podemos reescrever

δ(P0/2 + k0 − EA) = δ(P0 − EA − EB), (109)

δ(P0/2− k0 − EB) = δ(k0 − EA/2 + EB/2). (110)

Sabendo que a energia total é a soma das energias das ressonâncias ET = EA +EB e que

s = P 2 = P 2
0 − ~P 2, fazemos para (319)

δ(P0 − (EA + EB)) = δ(P0 − ET ) = δ
[(P0 − ET )(P0 + ET )

P0 + ET
] = (P0 + ET )δ(s− E2

T + ~P 2)

= 2Eδ(s− E2
T + ~P 2). (111)

Desses resultados encontramos

ℑ[g(k|P )] = −2π22(EA + EB)

4EAEB

[ /P

2
+ /k +mA

](1)[ /P

2
− /k +mB

](2)

×δ[s− (EA + EB)
2 + ~P 2]δ[k0 − EA/2 + EB/2]. (112)

Da relação de dispersão constrúımos o propagador g(k|s) a partir da sua parte

imaginária ℑ[g(k|P )],

g(k|s) = 1

π

∫ ∞

0

ds′

s′ − s− iǫ
ℑ[g(k|P )], (113)
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e a integração resulta em

g(k|s) = −π (EA + EB)

EAEB

[
/P
2
+ /k +mA

](1)[
/P
2
− /k +mB

](2)

(EA + EB)2 − ~P 2 − s− iǫ
δ[k0 − EA/2 + EB/2]

= π
(EA + EB)

EAEB

[
/P
2
+ /k +mA

](1)[
/P
2
− /k +mB

](2)

(E1 + E2)2 − (EA + EB)2 − iǫ
δ[k0 − EA/2 + EB/2], (114)

aqui usamos s + ~P 2 = ET = (E1 + E2)
2, com E1 =

√

~p2 +m2
1 e E2 =

√

~p2 +m2
2, as

energias dos bárions externos (iniciais) com momentos ~p.

No referencial do centro de massa observando a conservação de energia do sistema

EA + EB = E1 + E2, temos

g(k|s) = π
(E1 + E2)(~k)
EA(~k)EB(~k)

[/k +mA]
(1)[−/k +mB]

(2)

(E1 + E2)2(~p) − (E1 + E2)2(~k) − iǫ
δ[k0 − EA/2 + EB/2], (115)

sendo que os sub́ındices (~p) e (~k) representam os momentos das part́ıculas quando externas

e quando nos estados intermediários (ressonâncias).

Queremos que a expressão (115) tenha uma forma similar à equação de Lippmann-

Schwinger, para isso usaremos um truque válido para quando os bárions externos estão

camada de massa. Definimos uma “massa média” (m̄) e energia média E que satisfaça a

relação para os bárions externos com momentos no centro de massa ~q,

E1m1
+ E2m2

= E1m̄ + E2m̄ = 2E, (116)
√

~q2 +m2
1 +

√

~q2 +m2
2 =

√

~q2 + m̄2 +
√

~q2 + m̄2,
√

~q2 +m2
1 +

√

~q2 +m2
2 = 2

√

~q2 + m̄2. (117)

Na camada de massa (quando o momento é nulo), temos que

√

m2
1 +

√

m2
2 = 2

√
m̄2, (118)

portanto

m̄ =
m1 +m2

2
. (119)

Este resultado é válido para construir o potencial, uma vez que os bárinos externos devem

estar na camada de massa, de acordo com a prescrição seguida. O uso da massa média

m̄ é uma aproximação que nos permite fazer uso da equação de Lippmann-Schwinger, do

contrario não conseguiŕıamos seguir a prescrição de Partovi e Lomon.

Utilizando as relações (116) e (119) em (115), conseguimos modificar o denomi-

nador do propagador na forma necessária para comparar com a equação de Lippmann-
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Schwinger

g(k|s) = π
(E1 + E2)(~k)
4EA(~k)EB(~k)

[/k +mA]
(1)[−/k +mB]

(2)

~p2 − ~k2 + iǫ
δ[k0 − EA/2 + EB/2]. (120)

Precisamos ainda escrever os termos [/k± + mA,B]
(i) na forma de espinores dos

bárions externos, assim fazemos

[/k± +mA,B]
(i) = [/k± +mi +mA,B −mi]

(i)

=
∑

s

ui(±~k, s)ūi(±~k, s) +mA,B −mi

=
∑

s

ui(±~k, s)ūi(±~k, s) +
mA,B −mi

4mi

∑

s

ui(±~k, s)ūi(±~k, s)

=
mA,B + 3mi

4mi

∑

s

ui(±~k, s)ūi(±~k, s), (121)

sendo /k +mi =
∑

s ui(
~k, s)ūi(~k, s) e

∑

s ui(
~k)ūi(~k) = 4mi para i = 1, 2.

Considerando g dado por (141), integramos (101) em relação a dk0, o qual, atua

sobre o termo δ[k0 − EA/2 + EB/2], então

T (~l′,~l|W ) = V(~l′,~l|W )

+

∫
d3k

(2π)3
V(~l′, ~k|W )

mA + 3m1

4m1

mB + 3m2

4m2

1

4µ

(E1 + E2)(~k)
4EA(~k)EB(~k)

2µ

~p2 − ~k2 + iǫ
T (~k,~l|W )

= V(~l′,~l|W )

+

∫
d3k

(2π)3
V(~l′, ~k|W )

(mA + 3m1)(mB + 3m2)(E1 + E2)(~k)
256m1m2µEA(~k)EB(~k)

2µ

~p2 − ~k2 + iǫ
T (~k,~l|W ).

(122)

Vemos aqui a implicação direta da prescrição de Partovi e Lomon, uma vez que nesse

ponto, reduzimos a integral quadridimensional, para uma tridimensional, que é o primeiro

passo para a solução da equação de Bethe-Salpeter.

A equação de Lippmann-Schwinger relaciona o potencial associado à equação de

Schrödinger com a matriz de transição T̄ (não relativ́ıstica), porém a matriz de transição T

aqui definida é relativ́ıstica, a qual é calculada diretamente da teoria quântica de campos

por meio dos diagramas de Feynman. A maneira de resolver esse problema é o uso de

algum observável.

Vamos então relacionar a equação de Lippmann-Schwinger (T̄ ) com a equação de

Bethe-Salpeter (T ), por meio de um observável, a seção de choque diferencial, uma vez

que, observáveis são independentes da teoria e dos modelos usados.

A seção de choque diferencial não relativ́ıstica se relaciona com a equação de
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Lippimann-Schwinger através da relação

dσ

dΩ

∣
∣
∣
cm

=
4µ2

16π2
|〈~l′|T̄ |~l〉|2 = µ2

4π2
|T̄ |2. (123)

A seção de choque diferencial relativ́ıstica no referencial do centro de massa deve ser

dσ

dΩ

∣
∣
∣
cm

=
∣
∣
∣α

T

8πW

∣
∣
∣

2

. (124)

aqui o fator α é necessário para que seja posśıvel fazer a correspondência entre V e V ,
como será demostrado.

A seção de choque diferencial nos dois casos deve ser igual já que se trata de um

observável, então temos que

µ2

4π2
|T̄ |2 = α2 |T |2

64π2W 2
,

T̄ = α
T

4µW
. (125)

Comparando (122) com (83) por meio de (125),

V (~l′,~l|W ) +

∫
d3k

(2π)3
V (~l′, ~k|W )

2µ

~p2 − ~k2 + iǫ
T̄ (~k,~l|W )

=
α

4µW
V(~l′,~l|W )

+
α

4µW

∫
d3k

(2π)3
V(~l′, ~k|W )

(mA + 3m1)(mB + 3m2)(E1 + E2)(~k)
256m1m2µEA(~k)EB(~k)

2µ

~p2 − ~k2 + iǫ
T (~k,~l|W ),

(126)

observamos que somente podemos encontrar um relação direta entre o potencial não-

relativ́ıstico V com o “potencial” V se,

α

4µW
=

(mA + 3m1)(mB + 3m2)(E1 + E2)(~k)
256m1m2µEA(~k)EB(~k)

, (127)

então encontramos o valor de α

α =
(mA + 3m1)(mB + 3m2)(E1 + E2)

2
(~k)

64m1m2EA(~k)EB(~k)

. (128)

Chegamos então a relação final entre o potencial não-relativ́ıstico e relativ́ıstico generali-

zado de acordo com a prescrição de Partovi e Lomon,

V (~l′,~l|W ) =

√
√
√
√

(mA + 3m1)(mB + 3m2)(E1 + E2)(~l′)
256m1m2µEA(~l′)

EB(~l′)

V(~l′,~l|W )

√

(mA + 3m1)(mB + 3m2)(E1 + E2)(~l)
256m1m2µEA(~l)EB(~l)

.

(129)
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Mais adiante iremos encontrar o valor das energias EA e EB.

Para o caso particular de somente considerar nucleons na camada de massa e

ṕıons, o qual foi originalmente concebido o método (tal como o usado em (HIGA, 2003)),

recuperamos o mesmo resultado, isso é

E = E1 = E2 = EA = EB = m, (130)

µ =
m2

m+m
=
m

2
, (131)

α = 1, (132)

T̄ =
T

4mE
, (133)

V =
1

√

4E(~l′)m
V 1
√

4E(~l)m
. (134)

em que m é a massa do nucleon N e usamos a aproximação (130) que será justificada

mais a diante.

3.2.3.1 As energias das ressonâncias A e B

Para que possamos fazer uso de (129), necessitamos encontrar os parâmetros de

energia das ressonâncias EA e EB. Para isso, usamos o fato de que (129) no espaço de

configurações (será definido no caṕıtulo 2) só é válido quando os bárions externos estão

na camada de massa, o que implica em E1 = m1 e E2 = m2.

Porém, o mesmo não vale para as ressonâncias, ou seja, devemos calcular as energias

EA e EB de alguma maneira. Fazemos isso por meio da conservação de energia E1+E2 =

EA + EB, em que a energia total do sistema deve ser a mesma enquanto bárions iniciais

e enquanto ressonâncias.

No referencial do centro de massa temos que

E2
A = ~k2 +m2

A → ~k2 = E2
A −m2

A, (135)

E2
B = (−~k)2 +m2

B → ~k2 = E2
B −m2

B, (136)

então da igualdade de (135) e (136),

E2
A −m2

A = E2
B −m2

B,

(EA + EB)(EA − EB) = m2
A −m2

B,

(EA − EB) =
m2
A −m2

B

E1 + E2

,

EA =
m2
A −m2

B

E1 + E2

+ EB. (137)
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Ainda, a partir da conservação da energia, podemos fazer

(E1 + E2)
2 = (EA + EB)

2

= E2
A + E2

B + 2EAEB

= 2~k2 +m2
A +m2

B + 2EAEB

= 2(E2
B −m2

B) +m2
A +m2

B + 2EAEB

= 2E2
B +m2

A −m2
B + 2EAEB

= 2E2
B +m2

A −m2
B + 2

m2
A −m2

B

E1 + E2

EB + 2E2
B, (138)

e resolvendo para EB, encontramos as ráızes

EB± =
1

4

{

− m2
A −m2

B

E1 + E2

±
√
(m2

A −m2
B

E1 + E2

)2

+ 4
[
(E1 + E2)2 +m2

B −m2
A

]
}

, (139)

e como a raiz deve ser sempre positiva então, EB+ deve ter valor positivo.

Com o uso de (137), encontramos as energias das ressonâncias

EA =
1

4

{√
(m2

A −m2
B

E1 + E2

)2

+ 4
[
(E1 + E2)2 +m2

B −m2
A

]
+ 3

m2
A −m2

B

E1 + E2

}

, (140)

EB =
1

4

{√
(m2

A −m2
B

E1 + E2

)2

+ 4
[
(E1 + E2)2 +m2

B −m2
A

]
− m2

A −m2
B

E1 + E2

}

. (141)

Esse resultado parece razoável, e o caso particular em que temos somente nucleons e ṕıons,

as energias das ressonâncias serão E = E1 = E2 = EA = EB = m, como deveŕıamos

esperar.

As relações (140) e (141) usadas em (129) resulta no potencial que procuramos para

ressonância de spin-1/2. Porém ainda temos interesse no caso em que as ressonâncias ′′A′′

e ′′B′′, sejam de spin-3/2.

3.2.3.2 Ressonância spin-3/2

É de fundamental interesse desse presente trabalho considerar bárions no estado

intermediário com spin-3/2, quando combinado com outro estado intermediário no mesmo

diagrama que pode estar em uma região não f́ısica (massa menor que a soma da massas

do bárion inicial e do méson trocado), que têm grande relevância em interações como por

exemplo o caso do ∆ na interação NN . Para esse objetivo faremos uso do propagador

para part́ıculas de spin-3/2 definido como

Gµν(p) =
/q +mi

q2 −m2
i

[

gµν −
1

3
γµγν −

γµqν
3mi

+
qµγν
3mi

− 2qµpν
3m2

i

]

, (142)
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em que q descreve o momento da ressonância no vértice e mi é a massa de um bárion B∗

de spin-3/2.

Esse propagador possui muitos parâmetros e é interessante escrevê-lo em uma forma

mais próxima posśıvel do caso de spin-1/2 para que possamos aplicar a prescrição de

Partovi e Lomon. Fazemos então o truque de multiplicar um fator conveniente, assim, se

a ressonância esta no canal “1”,

[ /q +mA

q2 −m2
A + iǫ

(

gµν −
1

3
γµγν −

γµqν
3mA

+
qµγν
3mA

− 2qµqν
3m2

A

)](1) pµ1p
ν
1

√

p21
√

p21

=
[ /q +mA

q2 −m2
A + iǫ

(

p21 −
1

3
/p1 /p1 −

/p1q.p1

3mA

+
q.p1 /p1

3mA

− 2q.p1q.p1
3m2

A

)](1) 1

m2
1

=
[ /P

2
+ /k +mA

(P
2
+ k)2 −m2

A + iǫ

1

m2
1

(

m2
1 −

m2
1

3
− 2(p1 + k)p1(p1 + k)p1

3m2
A

)](1)

=
[ /P

2
+ /k +mA

(P
2
+ k)2 −m2

A + iǫ

1

m2
1

(

m2
1 −

m2
1

3
− 2m2

1s

3m2
A

)](1)

=
[ /P

2
+ /k +mA

(P
2
+ k)2 −m2

A + iǫ

2

3

(

1− W 2

m2
A

)](1)

. (143)

Para o canal “2”, procedemos de forma similar

[ /q +mB

q2 −m2
B + iǫ

(

gµν −
1

3
γµγν −

γµqν
3mB

+
qµγν
3mB

− 2qµqν
3m2

B

)](2) pµ2p
ν
2

√

p22
√

p22

=
[ /P

2
− /k +mB

(P
2
− k)2 −m2

B + iǫ

1

m2
2

(

m2
2 −

m2
2

3
− 2(p2 − k)p2(p2 − k)p2

3m2
B

)](2)

=
[ /P

2
− /k +mB

(P
2
− k)2 −m2

B + iǫ

1

m2
2

(

m2
2 −

m2
2

3
− 2m2

2u

3m2
B

)](2)

=
[ /P

2
− /k +mB

(P
2
− k)2 −m2

B + iǫ

2

3

(

1− z2

m2
B

)](2)

. (144)

Observando (143) e (144), nota-se que o propagadores têm a mesma forma dos

propagadores de spin-1/2 multiplicados por um fator que não interfere no espaço de es-

pinores, atuando somente como constantes de correção. Portanto o procedimentos feito

anteriormente para o caso spin-1/2, pode ser feito para spin-3/2.

Por conveniência escrevemos em uma única expressão o potencial considerando

ressonâncias de spin 1/2 e 3/2 definindo o parâmetro ζ

ζ =







1, spin = 1
2
,

4
9

(

1− W 2

m2
A

)(

1− z2

m2
B

)

, spin = 3
2
, canais 1 e 2,

2
3

(

1− W 2

m2
A

)

, spin = 3
2
, canal 1,

2
3

(

1− z2

m2
B

)

, spin = 3
2
, canal 2.

(145)
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Na forma geral temos que

g(k|s) = πζ
(E1 + E2)(~k)
EA(~k)EB(~k)

[/k +mA]
(1)[−/k +mB]

(2)

(E1 + E2)2(~p) − (E1 + E2)2(~k) − iǫ
, (146)

então a igualdade (126) é reescrita como

V (~l′,~l|W ) +

∫
d3k

(2π)3
V (~l′, ~k|W )

2µ

~p2 − ~k2 + iǫ
T̄ (~k,~l|W )

=
α

4µW
V(~l′,~l|W )

+
α

4µW

∫
d3k

(2π)3
V(~l′, ~k|W )

(mA +m1)(mB +m2)(E1 + E2)(~k)
64m1m2µEA(~k)EB(~k)

2ζµ

~p2 − ~k2 + iǫ
T (~k,~l|W ),

(147)

o novo valor de α fica

α =
ζ(mA +m1)(mB +m2)(E1 + E2)

2
(~k)

16m1m2EA(~k)EB(~k)

. (148)

Finalmente o potencial não-relativ́ıstico de Partovi e Lomon generalizado para

ressonâncias de spin-1/2 e 3/2, é dado por

V (~l′,~l|W ) =

√
√
√
√
ζ(mA + 3m1)(mB + 3m2)(E1 + E2)(~l′)

256m1m2µEA(~l′)
EB(~l′)

V(~l′,~l|W )

√

ζ(mA + 3m1)(mB + 3m2)(E1 + E2)(~l)
256m1m2µEA(~l)EB(~l)

.

(149)

Ainda considerando a relação (106), temos que o potencial geral é explicitamente uma

função das amplitudes relativ́ısticas T expressa por

V (~l′,~l|W ) = Γ̄
[
T (4) − T (2)gT (2)

]
Γ̄.

(150)

sendo

Γ̄ =

√
√
√
√
ζ(mA + 3m1)(mB + 3m2)(E1 + E2)(~l′)

256m1m2µEA(~l′)
EB(~l′)

. (151)

A matriz de transição T (4) representa as amplitudes da troca de dois mésons na

interação entre dois bárions, que serão calculadas no próximo caṕıtulo para os diagrama

tipo caixa (os diagramas do tipo cruzado, triângulo, nabla e bolha (Fig.14) serão calculados

no Apêndice J) de acordo com o tipo de méson e ressonâncias. Já T (2)gT (2) representa a

troca de um méson em condições especiais, este cálculo esta demostrado no apêndice E.
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Figura 14 - Tipos de Diagramas
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4 O POTENCIAL NO ESPAÇO DE CONFIGURAÇÕES

Neste caṕıtulo iremos aplicar as regras de Feynman mostradas no caṕıtulo 2, aque-

las relativas aos diagramas de Feynman para troca de dois mésons na interação Bárion-

Bárion, sendo essas representadas no caṕıtulo 3 como T ou como T (4).

Começaremos calculando o diagrama para troca de dois mésons do tipo caixa (�),

o qual, servirá como exemplo para o método de cálculo para os demais diagramas de

interação Bárion-Bárion por meio de dois mésons, esses cálculos serão explicitamente

realizados no Apêndice J.

Em seguida, com uso das componentes spinoriais, calculadas no Apêndice G encon-

traremos as chamadas funções perfil. De posse das funções perfil no espaço de momento,

mostraremos como mudar os operadores espinoriais do espaço de momentos para o espaço

de configurações, obteremos os resultados em função da distancia entre os bárions intera-

gentes. As integrais, o último elemento necessário para a transformação do potencial de

um espaço em outro serão calculadas no Apêndice D.

Na última seção deste caṕıtulo mostraremos para o potencial da troca de um méson

os procedimentos necessários para a transformação dos resultados no espaço de momentos

para o espaço de configurações. Os potenciais assim obtidos serão comparados com nosso

potencial da troca de dois mésons no caṕıtulo 5.

4.1 CALCULO DOS DIAGRAMAS DE TROCA DE DOIS MÉSONS

Nesta seção como um exemplo vamos calcular o diagrama de 1-loop do tipo ”caixa”(�)

considerando somente ressonâncias de spin-1/2 no estado intermediário, uma vez que, os

cálculos são bastantes extensos e tomariam muito espaço, considerando ainda que o pro-

cedimento de calculo dos outros diagramas é essencialmente o mesmo. Os cálculos dos

demais diagramas foram feitos no Apêndice J, onde que consideramos todos os tipos e

ressonâncias de spin-1/2 e 3/2.

O cálculo dos diagramas para a troca de dois mésons é feito a partir das amplitudes

TMB apresentadas no caṕıtulo 2, da seguinte forma

iTMMBB =
1

2

∫
d4k

(2π)4
i

k2 −m2
k

i

k′2 −m2
k

(

iT
(1)↓
MB iT

(2)↓
MB + iT

(1)↑
MB iT

(2)↑
MB

)

, (152)

sendo que os supeŕındices (1) e (2) se referem aos bárions, para os quais desejamos achar

o potencial, sendo definido (1) a ”linha”superior dos diagramas na Fig. 15 e (2) a ”li-

nha”inferior. ↓ e ↑ se referem aos sentidos de entrada e sáıda dos mésons no primeiro

vértice do bárion (1) ( Fig. 15) e o fator 1/2 multiplicando a integral é necessário, já que
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Figura 15 - Diagrama caixa com part́ıcula de spin-1/2 no estado intermediário

estamos considerando ambos os sentidos dos mésons (simetria do diagrama). Considera-

mos os sentidos dos mésons distintamente porque o caso mais geral deve levar em conta

a capacidade do méson estranho K de modificar a estrutura de quarks das ressonâncias

de acordo com o sentido em que interage com o vértice.

Consideramos os sub́ındices 1 e 2 referentes às amplitudes iT
(1)↓
MB iT

(2)↓
MB e os sub́ın-

dices 3 e 4 para as amplitudes iT
(1)↑
MB iT

(2)↑
MB da expressão (152), esses ı́ndices se referem às

ressonâncias, manifestadas a por meio de suas massas (m1, m2, m3, m4) e constantes de

acoplamento (g1, g2, g3, g4) . As matrizes de isospin Gn também devem ser consideradas

como particulares à cada diagrama de loop.

4.1.1 Diagrama caixa (�) com ressonâncias de spin-1/2

Para o diagrama caixa (�) com part́ıculas intermediárias de spin-1/2, temos para

o méson saindo do primeiro vértice da interação do bárion (de acordo com a definição de

notação) com momento p1 (↓) (Figura 15a), a conservação dos quadrimomentos

p̄1 = p1 − k = p′1 − k′, (153)

p̄2 = p2 + k = p′2 + k′. (154)

As amplitudes são, pelas regras de Feynman apresentadas anteriormente,

T
(1)↓
MB =

g21
4m2

1

ū(p′1)
[

/k
′
γ5G

†
b

][ /p1 − /k +m1

(p1 − k)2 −m2
1

][

(−/k)γ5Ga

]

u(p1), (155)

T
(2)↓
MB =

g22
4m2

2

ū(p′2)
[

(−/k′)γ5G†
b

][ /p2 + /k +m2

(p2 + k)2 −m2
2

][

/kγ5Ga

]

u(p2), (156)

observando que em (1) temos o canal u e em (2) o canal s.
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Escrevendo na forma compacta mais conveniente,

T
(1)↓
MB = (G†

bGa)(A
↓
1 +B↓

1), (157)

T
(2)↓
MB = (G†

bGa)(A
↓
2 +B↓

2), (158)

sendo as amplitudes A e B conforme (50) e (51),

A↓
1 =

g21(m1 +m1)

4m2
1

[

1 +
m2

1 −m2
1

u1 −m2
1

]

I(1), (159)

B↓
1 =

g21
8m2

1

[

1 +
(m1 +m1)

2

u1 −m2
1

]

/Q(1), (160)

A↓
2 =

g24(m2 +m2)

4m2
2

[

1 +
m2

2 −m2
2

s2 −m2
2

]

I(2), (161)

B↓
2 = − g22

8m2
2

[

1 +
(m2 +m2)

2

s2 −m2
2

]

/Q(2). (162)

Agora para o caso do méson entrando no primeiro vértice (↑) mostrado na Fig.

15b, encontramos

p̄1 = p1 + k = p′1 + k′, (163)

p̄2 = p2 − k = p′2 − k′. (164)

As amplitudes relativas ao diagrama b) são

T
(1)↑
MB =

g23
4m2

1

ū(p′1)
[

(−/k′)γ5G†
b

][ /p1 + /k +m3

(p1 + k)2 −m2
3

][

/kγ5Ga

]

u(p1), (165)

T
(2)↑
MB =

g24
4m2

2

ū(p′2)
[

/k
′
γ5G

†
b

][ /p2 − /k +m4

(p2 − k)2 −m2
4

][

(−/k)γ5Ga

]

u(p2). (166)

que agora em (1) temos o canal s e em (2) o canal u.

Novamente podem ser escritos na forma compacta

T
(1)↑
MB = (G†

bGa)(A
↑
1 +B↑

1), (167)

T
(2)↓
MB = (G†

bGa)(A
↑
2 +B↑

2), (168)

em que

A↑
1 =

g23(m1 +m3)

4m2
1

[

1 +
m2

3 −m2
1

s1 −m2
3

]

I(1), (169)

B↑
1 = − g23

4m1

[

1 +
(m3 +m1)

2

s1 −m2
3

]

/Q(1), (170)

A↑
2 =

g24(m2 +m4)

2m2

[

1 +
m2

4 −m2
2

u2 −m2
4

]

I(2), (171)

B↑
2 =

g24
4m2

[

1 +
(m4 +m2)

2

u2 −m2
4

]

/Q(2). (172)
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Da relação (152)

iTMMBB =
1

2

∫
d4k

(2π)4
i

k2 −m2
k

i

k′2 −m2
k

(

iT
(1)↓
MB iT

(2)↓
MB + iT

(1)↑
MB iT

(2)↑
MB

)

,

reescrevemos explicitamente como

iT�

MMBB =
1

2

∫
d4k

(2π)4
~G1
~G2

[

(A↓
1 +B↓

1)(A
↓
2 +B↓

2) + (A↑
1 +B↑

1)(A
↑
2 +B↑

2)
] 1

k2 −m2
k

1

k′2 −m2
k

,

=
1

2

∫
d4k

(2π)4

~G1
~G2

(k2 −m2
k)(k

′2 −m2
k)

[

(A1A2 + A1B2 +B1A2 +B1B2)
↓

+(A1A2 + A1B2 +B1A2 +B1B2)
↑
]

, (173)

e assim chegamos a

iT�

MMBB =
1

2

∫
d4k

(2π)4

~G1
~G2

(k2 −m2
k)(k

′2 −m2
k)

{

(
g21g

2
2(m1 +m1)

4m2
1

[

1 +
m2

1 −m2
1

u1 −m2
1

](m2 +m2)

4m2
2

[

1 +
m2

2 −m2
2

s2 −m2
2

]

+
g23g

2
4(m1 +m3)

4m2
1

[

1 +
m2

3 −m2
1

s1 −m2
3

](m2 +m4)

4m2
2

[

1 +
m2

4 −m2
2

u2 −m2
4

])

I(1)I(2)

+

(

− g21g
2
2(m1 +m1)

4m2
1

[

1 +
m2

1 −m2
1

u1 −m2
1

] 1

8m2
2

[

1 +
(m2 +m2)

2

s2 −m2
2

]

+
g23(m1 +m3)

4m2
1

[

1 +
m2

3 −m2
1

s1 −m2
3

] g24
8m2

2

[

1 +
(m4 +m2)

2

u2 −m2
4

])

I(1) /Q(2)

+

(
g21
8m2

1

[

1 +
(m1 +m1)

2

u1 −m2
1

]g22(m2 +m2)

4m2
2

[

1 +
m2

2 −m2
2

s2 −m2
2

]

+
−g23
8m2

1

[

1 +
(m3 +m1)

2

s1 −m2
3

]g24(m2 +m4)

4m2
2

[

1 +
m2

4 −m2
2

u2 −m2
4

])

/Q(1)I(2)

+

(
g21
8m2

1

[

1 +
(m1 +m1)

2

u1 −m2
1

]−g22
8m2

2

[

1 +
(m2 +m2)

2

s2 −m2
2

]

+
−g23
8m2

1

[

1 +
(m3 +m1)

2

s1 −m2
3

] g24
8m2

2

[

1 +
(m4 +m2)

2

u2 −m2
4

])

/Q(1) /Q(2)

}

, (174)

com ~G1
~G2 = (G†

bGa)(G
†
bGa).

Escrevendo agora a amplitude iT�

MMBB em termos de novas amplitudes ℵ, de modo

a deixar expĺıcitos os espaços de spin e isospin, teremos

iT�

MMBB =
( ~G1

~G2)

2(4m1m2)2

{

ℵAAū1u1ū2u2 + ℵνABū1u1ū2γνu2 + ℵµBAū1γµu1ū2u2 + ℵµνBBū1γµu1ū2γνu2
}

.

(175)

Usamos a notação ℵ... para separar as amplitudes proporcionais aos estados de

spin dos bárions externos, com os sub́ındices representando as amplitudes A1, B1, etc. Os
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estados de spin são descritos pelos produtos de espinores ūiui e ūiγαui, i e α representam

ı́ndices genéricos.

As amplitudes ℵ são, para ℵAA

ℵAA =

∫
d4Q

(2π)4
[· · · ]g21g22(m1 +m1)(m2 +m2)

[

1 +
m2

1 −m2
1

u1 −m2
1

][

1 +
m2

2 −m2
2

s2 −m2
2

]

+

∫
d4Q

(2π)4
[· · · ]g23g24(m1 +m3)(m2 +m4)

[

1 +
m2

3 −m2
1

s1 −m2
3

][

1 +
m2

4 −m2
2

u2 −m2
4

]

, (176)

ℵAA = g21g
2
2(m1 +m1)(m2 +m2)

∫
d4Q

(2π)4
[· · · ]

×
[

1 +
m2

1 −m2
1

u1 −m2
1

+
m2

2 −m2
2

s2 −m2
2

+
(m2

1 −m2
1)(m

2
2 −m2

2)

(u1 −m2
1)(s2 −m2

2)

]

+g23g
2
4(m1 +m3)(m2 +m4)

∫
d4Q

(2π)4
[· · · ]

×
[

1 +
m2

3 −m2
1

s1 −m2
3

+
m2

4 −m2
2

u2 −m2
4

+
(m2

3 −m2
1)(m

2
4 −m2

2)

(s1 −m2
3)(u2 −m2

4)

]

, (177)

para ℵνAB,

ℵνAB =

∫
d4Q

(2π)4
[· · · ]

(

− g21g
2
2

2
(m1 +m1)

[

1 +
m2

1 −m2
1

u1 −m2
1

][

1 +
(m2 +m2)

2

s2 −m2
2

]

+
g23g

2
4

2
(m1 +m3)

[

1 +
m2

3 −m2
1

s1 −m2
3

][

1 +
(m4 +m2)

2

u2 −m2
4

])

Qν ,

ℵνAB = −g
2
1g

2
2

2
(m1 +m1)

∫
d4Q

(2π)4
[· · · ]

[

1 +
m2

1 −m2
1

u1 −m2
1

+
(m2 +m2)

2

s2 −m2
2

+
(m2

1 −m2
1)(m2 +m2)

2

(u1 −m2
1)(s2 −m2

2)

]

Qν

+
g23g

2
4

2
(m1 +m3)

∫
d4Q

(2π)4
[· · · ]

[

1 +
m2

3 −m2
1

s1 −m2
3

+
(m4 +m2)

2

u2 −m2
4

+
(m2

3 −m2
1)(m4 +m2)

2

(s1 −m2
3)(u2 −m2

4)

]

Qν ,

(178)

para ℵµBA,

ℵµBA =

∫
d4Q

(2π)4
[· · · ]

(
g21g

2
2

2
(m2 +m2)

[

1 +
(m1 +m1)

2

u1 −m2
1

][

1 +
m2

2 −m2
2

s2 −m2
2

]

−g
2
3g

2
4

2
(m2 +m4)

[

1 +
(m3 +m1)

2

s1 −m2
3

][

1 +
m2

4 −m2
2

u2 −m2
4

])

Qµ,

ℵµBA =
g21g

2
2

2
(m2 +m2)

∫
d4Q

(2π)4
[· · · ]

[

1 +
(m1 +m1)

2

u1 −m2
1

+
m2

2 −m2
2

s2 −m2
2

+
(m1 +m1)

2(m2
2 −m2

2)

(u1 −m2
1)(s2 −m2

2)

]

Qµ

−g
2
3g

2
4

2
(m2 +m4)

∫
d4Q

(2π)4
[· · · ]

[

1 +
(m3 +m1)

2

s1 −m2
3

+
m2

4 −m2
2

u2 −m2
4

+
(m3 +m1)

2(m2
4 −m2

2)

(s1 −m2
3)(u2 −m2

4)

]

Qµ,

(179)
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e finalmente para ℵµνBB,

ℵµνBB =

(

− g21g
2
2

4

[

1 +
(m1 +m1)

2

u1 −m2
1

][

1 +
(m2 +m2)

2

s2 −m2
2

]

−g
2
3g

2
4

4

[

1 +
(m3 +m1)

2

s1 −m2
3

][

1 +
(m4 +m2)

2

u2 −m2
4

])

QµQν ,

ℵµνBB = −g
2
1g

2
2

4

∫
d4Q

(2π)4
[· · · ]

[

1 +
(m1 +m1)

2

u1 −m2
1

+
(m2 +m2)

2

s2 −m2
2

+
(m1 +m1)

2(m2 +m2)
2

(u1 −m2
1)(s2 −m2

2)

]

QµQν

−g
2
3g

2
4

4

∫
d4Q

(2π)4
[· · · ]

[

1 +
(m3 +m1)

2

s1 −m2
3

+
(m4 +m2)

2

u2 −m2
4

+
(m3 +m1)

2(m4 +m2)
2

(s1 −m2
3)(u2 −m2

4)

]

QµQν .

(180)

sendo

[· · · ] = 1

[k2 −m2
k][k

′2 −m2
k]
, (181)

a notação compacta para troca de dois mésons.

As formas expĺıcitas das amplitudes ℵ em (177)-(180), são melhor escritas em

termos das integrais de loop I ···cc , I
···
uc, I

···
sc, I

···
su e I ···us que são calculadas no Apêndice C.

Portanto as amplitudes ℵ ficam determinadas na forma final

ℵAA = g21g
2
2(m1 +m1)(m2 +m2)

[

Icc + (m2
1 −m2

1)Iu1c

+(m2
2 −m2

2)Is2c + (m2
1 −m2

1)(m
2
2 −m2

2)Iu1s2

]

+g23g
2
4(m1 +m3)(m2 +m4)

[

Icc + (m2
3 −m2

1)Is3c

+(m2
4 −m2

2)Iu4c + (m2
3 −m2

1)(m
2
4 −m2

2)Is3u4

]

, (182)

ℵνAB = −g
2
1g

2
2

2
(m1 +m1)

[

Iνcc + (m2
1 −m2

1)I
ν
u1c

+ (m2 +m2)
2Iνs2c + (m2

1 −m2
1)(m2 +m2)

2Iνu1s2

]

+
g23g

2
4

2
(m1 +m3)

[

Iνcc + (m2
3 −m2

1)I
ν
s3c

+ (m2 +m4)
2Iνu4c + (m2

3 −m2
1)(m2 +m4)

2Iνs3u4

]

,

(183)

ℵµBA =
g21g

2
2

2
(m2 +m2)

[

Iµcc + (m1 +m1)
2Iµu1c + (m2

2 −m2
2)I

µ
s2c

+ (m1 +m1)
2(m2

2 −m2
2)I

µ
u1s2

]

−g
2
3g

2
4

2
(m2 +m4)

[

Iµcc + (m3 +m1)
2Iµs3c + (m2

4 −m2
2)I

µ
u4c

+ (m1 +m3)
2(m2

4 −m2
2)I

µ
s3u4

]

,

(184)
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ℵµνBB = −g
2
1g

2
2

4

[

Iµνcc + (m1 +m1)
2Iµνu1c + (m2 +m2)

2Iµνs2c + (m1 +m1)
2(m2 +m2)

2Iµνu1s2

]

−g
2
3g

2
4

4

[

Iµνcc + (m3 +m1)
2Iµνs3c + (m2 +m4)

2Iµνu4c + (m1 +m3)
2(m2 +m4)

2Iµνs3u4

]

.

(185)

Devemos ainda observar que as integrais de loop apresentam divergências. Essas integrais

são regularizadas pelo método da regularização dimensional, conforme apresentado no

Apêndice C

Encontradas as amplitudes ℵ, precisamos agora calcular essas amplitudes junta-

mente com os espinores, e então determinar a amplitude T final com seus componentes

de spin (operadores no espaço de spin) separados.

4.1.1.1 As componentes dos operadores de spin Ω

Ao efetuarmos os cálculos, encontramos diversas possibilidades de produto de es-

pinores e matrizes. Definimos então as reduções de espinores calculadas no Apêndice D

da seguinte maneira

|ū1u1][ū2u2] = a+ b~ΩLS+ + c~ΩLS−, (186)

|ū1γµu1][ū2u2]W µ = w̄1 + w1+
~ΩLS+ + w1−~ΩLS−, (187)

|ū1u1][ū2γνu2]W ν = w̄2 + w2+
~ΩLS+ + w2−~ΩLS−, (188)

|ū1γµu1][ū2u2]zµ = z̄1 + z1+~ΩLS+ + z1−~ΩLS−, (189)

|ū1u1][ū2γνu2]zν = z̄2 + z2+~ΩLS+ + z2−~ΩLS−, (190)

|ū1γµu1][ū2γνu2]W µW ν = w̄w + ww+
~ΩLS+ + ww−~ΩLS−, (191)

|ū1γµu1][ū2γνu2]W µzν = w̄z + wz+~ΩLS+ + wz−~ΩLS−, (192)

|ū1γµu1][ū2γνu2]zµW ν = ¯zw + zw+
~ΩLS+ + zw−~ΩLS−, (193)

|ū1γµu1][ū2γνu2]gµν = ḡ + g+~ΩLS+ + g−~ΩLS− − 2

3
~ΩSS −

1

3
~ΩT , (194)

|ū1γµu1][ū2γνu2]zµzν = z̄z + zz+~ΩLS+ + zz−~ΩLS−, (195)

|ū1γµu1][ū2γνu2]qµqν = 0, (196)

|ū1γµu1][ū2u2]qµ = 0, (197)

|ū1u1][ū2γνu2]qν = 0. (198)

Como podemos observar estas quantidades foram estabelecidas de acordo com as definições

estabelecidas nas seções 1.1 e 2.1, e também no Apêndice G. Para os operadores de spin

Ω, que é uma notação usual para escrever as componentes das forças nucleares, temos que
~ΩC = ~1 (matriz unitária no espaço de spin) e por isso não o escrevemos explicitamente
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nos primeiros elementos das somas anteriores.

Para o primeiro produto de espinores da relação (175), com as amplitudes da

redução de espinorial definidas, temos

[ū1u1ū2u2]ℵAA = g21g
2
2(m1 +m1)(m2 +m2)

i

(4π)2

[

Π(000)
cc + (m2

1 −m2
1)Π

(000)
u1c

+(m2
2 −m2

2)Π
(000)
s2c

+ (m2
1 −m2

1)(m
2
2 −m2

2)Π
(000)
u1s2

]{

a+ b~ΩLS+ + c~ΩLS−

}

+g23g
2
4(m1 +m3)(m2 +m4)

i

(4π)2

[

Π(000)
cc + (m2

3 −m2
1)Π

(000)
s3c

+(m2
4 −m2

2)Π
(000)
u4c

+ (m2
3 −m2

1)(m
2
4 −m2

2)Π
(000)
s3u4

]{

a+ b~ΩLS+ + c~ΩLS−

}

,

(199)

sendo que as integrais Π···
··· estão definidas no Apêndice C.

Separando em função dos operadores Ω,

[ū1u1ū2u2]ℵAA = T C
AA
~ΩC + T LS+

AA
~ΩLS+ + T LS−

AA
~ΩLS− (200)

em que T ···
··· são chamadas de função perfil do potencial. Será a partir dessas amplitudes

que encontraremos as amplitudes T , que por sua vez, determinarão o potencial V .

Comparando (200) com a expressão (199) determinamos as funções perfil TAA

T C
AA =

ig21g
2
2

(4π)2
(m1 +m1)(m2 +m2)a

[

Π(000)
cc + (m2

1 −m2
1)Π

(000)
u1c

+(m2
2 −m2

2)Π
(000)
s2c

+ (m2
1 −m2

1)(m
2
2 −m2

2)Π
(000)
u1s2

]

+
ig23g

2
4

(4π)2
(m1 +m3)(m2 +m4)a

[

Π(000)
cc + (m2

3 −m2
1)Π

(000)
s3c

+(m2
4 −m2

2)Π
(000)
u4c

+ (m2
3 −m2

1)(m
2
4 −m2

2)Π
(000)
s3u4

]

, (201)

T LS+
AA = −2

ig21g
2
2

(4π)2
(m1 +m1)(m2 +m2)b

×
[

Π(000)
cc + (m2

1 −m2
1)Π

(000)
u1c

+ (m2
2 −m2

2)Π
(000)
s2c

+ (m2
1 −m2

1)(m
2
2 −m2

2)Π
(000)
u1s2

]

−2
ig23g

2
4

(4π)2
(m1 +m3)(m2 +m4)b

×
[

Π(000)
cc + (m2

3 −m2
1)Π

(000)
s3c

+ (m2
4 −m2

2)Π
(000)
u4c

+ (m2
3 −m2

1)(m
2
4 −m2

2)Π
(000)
s3u4

]

,

(202)
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e

T LS−
AA = 2

ig21g
2
2

(4π)2
(m1 +m1)(m2 +m2)c

×
[

Π(000)
cc + (m2

1 −m2
1)Π

(000)
u1c

+ (m2
2 −m2

2)Π
(000)
s2c

+ (m2
1 −m2

1)(m
2
2 −m2

2)Π
(000)
u1s2

]

+2
ig23g

2
4

(4π)2
(m1 +m3)(m2 +m4)c

×
[

Π(000)
cc + (m2

3 −m2
1)Π

(000)
s3c

+ (m2
4 −m2

2)Π
(000)
u4c

+ (m2
3 −m2

1)(m
2
4 −m2

2)Π
(000)
s3u4

]

.

(203)

Procedendo da mesma maneira para ℵνAB

[ū1u1ū2γνu2]ℵνAB = −i g
2
1g

2
2

2(4π)2
(m1 +m1)

[

0

+(m2
1 −m2

1)[w̄2 + z̄2 + (w2+ + z2+)~ΩLS+ + (w2− + z2−)~ΩLS−](−Π(010)
u1c

)

+(m2 +m2)
2[w̄2 − z̄2 + (w2+ − z2+)~ΩLS+ + (w2− − z2−)~ΩLS−]Π

(010)
s2c

−(m2
1 −m2

1)(m2 +m2)
2[−w̄2Π

(010)
u1s2

− z̄2Π
(001)
u1s2

−(z2+Π
(001)
u1s2

+ w2+Π
(010)
u1s2

)~ΩLS+ − (z2−Π
(001)
u1s2

+ w2−Π
(010)
u1s2

)~ΩLS−]
]

+i
g23g

2
4

2(4π)2
(m1 +m3)

[

0

+(m2
3 −m2

1)[w̄2 + z̄2 + (w2+ + z2+)~ΩLS+ + (w2− + z2−)~ΩLS−]Π
(010)
s3c

+(m2 +m4)
2[w̄2 − z̄2 + (w2+ − z2+)~ΩLS+ + (w2− − z2−)~ΩLS−](−Π(010)

u4c
)

+(m2
3 −m2

1)(m2 +m4)
2[w̄2Π

(010)
s3u4

+ z̄2Π
(001)
s3u4

+(z2+Π
(001)
s3u4

+ w2+Π
(010)
s3u4

)~ΩLS+ + (z2−Π
(001)
s3u4

+ w2−Π
(010)
s3u4

)~ΩLS−]
]

,

(204)

temos as funções TAB

T C
AB =

ig21g
2
2

2(4π)2
(m1 +m1)

[

(m2
1 −m2

1)(w̄2 + z̄2)Π
(010)
u1c

− (m2 +m2)
2(w̄2 − z̄2)Π

(010)
s1c

+(m2
1 −m2

1)(m2 +m2)
2(w̄2Π

(010)
u1s2

+ z̄2Π
(001)
u1s2

)
]

+
ig23g

2
4

2(4π)2
(m1 +m3)

[

(m2
3 −m2

1)(w̄2 + z̄2)Π
(010)
s3c

− (m4 +m2)
2(w̄2 − z̄2)Π

(010)
u4c

+(m2
3 −m2

1)(m2 +m4)
2(w̄2Π

(010)
s3u4

+ z̄2Π
(001)
s3u4

)
]

, (205)
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T LS+
AB =

ig21g
2
2

2(4π)2
(m1 +m1)

[

(m2
1 −m2

1)(w2+ + z2+)Π
(010)
u1c

− (m2 +m2)
2(w2+ − z2+)Π

(010)
s1c

+(m2
1 −m2

1)(m2 +m2)
2(w2+Π

(010)
u1s2

+ z2+Π
(001)
u1s2

)
]

+
ig23g

2
4

2(4π)2
(m1 +m3)

[

(m2
3 −m2

1)(w2+ + z2+)Π
(010)
s3c

− (m4 +m2)
2(w2+ − z2+)Π

(010)
u4c

+(m2
3 −m2

1)(m2 +m4)
2(w2+Π

(010)
s3u4

+ z2+Π
(001)
s3u4

)
]

, (206)

T LS−
AB =

ig21g
2
2

2(4π)2
(m1 +m1)

[

(m2
1 −m2

1)(w2− + z2−)Π
(010)
u1c

− (m2 +m2)
2(w2− − z2−)Π

(010)
s1c

+(m2
1 −m2

1)(m2 +m2)
2(w2−Π

(010)
u1s2

+ z2−Π
(001)
u1s2

)
]

+
ig23g

2
4

2(4π)2
(m1 +m3)

[

(m2
3 −m2

1)(w2− + z2−)Π
(010)
s3c

− (m4 +m2)
2(w2− − z2−)Π

(010)
u4c

+(m2
3 −m2

1)(m2 +m4)
2(w2−Π

(010)
s3u4

+ z2−Π
(001)
s3u4

)
]

. (207)

Para o caso ℵµBA,

[ū1γµu1ū2u2]ℵµBA = i
g21g

2
2

2(4π)2
(m2 +m2)

[

0

+(m1 +m1)
2[w̄1 + z̄1 + (w1+ + z1+)~ΩLS+ + (w1− + z1−)~ΩLS−](−Π(010)

u1c
)

+(m2
2 −m2

2)[w̄1 − z̄1 + (w1+ − z1+)~ΩLS+ + (w1− − z1−)~ΩLS−]Π
(010)
s2c

−(m2
2 −m2

2)(m1 +m1)
2[−w̄1Π

(010)
u1s2

− z̄1Π
(001)
u1s2

−(z1+Π
(001)
u1s2

+ w1+Π
(010)
u1s2

)~ΩLS+ − (z1−Π
(001)
u1s2

+ w1−Π
(010)
u1s2

)~ΩLS−]

−i g
2
3g

2
4

2(4π)2
(m2 +m4)

[

0

+(m3 +m1)
2[w̄1 + z̄1 + (w1+ + z1+)~ΩLS+ + (w1− + z1−)~ΩLS−]Π

(010)
s3c

+(m2
4 −m2

2)[w̄1 − z̄1 + (w1+ − z1+)~ΩLS+ + (w1− − z1−)~ΩLS−](−Π(010)
u4c

)

+(m2
4 −m2

2)(m1 +m3)
2[w̄1Π

(010)
s3u4

+ z̄1Π
(001)
s3u4

+(z1+Π
(001)
s3u4

+ w1+Π
(010)
s3u4

)~ΩLS+ + (z1−Π
(001)
s3u4

+ w1−Π
(010)
s3u4

)~ΩLS−]
]

, (208)

e TBA são

T C
BA = − ig21g

2
2

2(4π)2
(m2 +m2)

[

(m1 +m1)
2(w̄1 + z̄1)Π

(010)
u1c

− (m2
2 −m2

2)(w̄1 + z̄1)Π
(010)
s2c

+(m2
2 −m2

2)(m1 +m1)
2(w̄1Π

(010)
u1s2

+ z̄1Π
(001)
u1s2

)
]

− ig23g
2
4

2(4π)2
(m2 +m4)

[

(m1 +m3)
2(w̄1 + z̄1)Π

(010)
s3c

− (m2
4 −m2

2)(w̄1 − z̄1)Π
(010)
u4c

+(m2
4 −m2

2)(m1 +m3)
2(w̄1Π

(010)
s3u4

+ z̄1Π
(001)
s3u4

)
]

, (209)



64

T LS+
BA = − ig21g

2
2

2(4π)2
(m2 +m2)

[

(m1 +m1)
2(w1+ + z1+)Π

(010)
u1c

− (m2
2 −m2

2)(w1+ + z1+)Π
(010)
s2c

+(m2
2 −m2

2)(m1 +m1)
2(w1+Π

(010)
u1s2

+ z1+Π
(001)
u1s2

)
]

− ig23g
2
4

2(4π)2
(m2 +m4)

[

(m1 +m3)
2(w1+ + z1+)Π

(010)
s3c

− (m2
4 −m2

2)(w1+ − z1+)Π
(010)
u4c

+(m2
4 −m2

2)(m1 +m3)
2(w1+Π

(010)
s3u4

+ z1+Π
(001)
s3u4

)
]

, (210)

T LS−
BA = − ig21g

2
2

2(4π)2
(m2 +m2)

[

(m1 +m1)
2(w1− + z1−)Π

(010)
u1c

− (m2
2 −m2

2)(w1− + z1−)Π
(010)
s2c

+(m2
2 −m2

2)(m1 +m1)
2(w1−Π

(010)
u1s2

+ z1−Π
(001)
u1s2

)
]

− ig23g
2
4

2(4π)2
(m2 +m4)

[

(m1 +m3)
2(w1− + z1−)Π

(010)
s3c

− (m2
4 −m2

2)(w1− − z1−)Π
(010)
u4c

+(m2
4 −m2

2)(m1 +m3)
2(w1−Π

(010)
s3u4

+ z1−Π
(001)
s3u4

)
]

. (211)
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Por fim, a última amplitude ℵµνBB

[ū1γµu1ū2γνu2]ℵµνBB = − ig21g
2
2

4(4π)2

[1

2
[ḡ + g+~ΩLS+ + g−~ΩLS− − 2

3
~ΩSS −

1

3
~ΩT ]Π̄

(000)
cc

+(m1 +m1)
21

2

{

(ḡ + g+~ΩLS+ + g−~ΩLS− − 2

3
~ΩSS −

1

3
~ΩT )Π̄

(000)
u1c

+[w̄w + z̄z + w̄z + ¯zw + (ww+ + zz+ + wz+ + zw+)~ΩLS+

+(ww− + zz− + wz− + zw−)~ΩLS−]Π
(020)
u1c

}

+(m2 +m2)
21

2

{

(ḡ + g+~ΩLS+ + g−~ΩLS− − 2

3
~ΩSS −

1

3
~ΩT )Π̄

(000)
s2c

+[w̄w + z̄z − w̄z − ¯zw + (ww+ + zz+ − wz+ − zw+)~ΩLS+

+(ww− + zz− − wz− − zw−)~ΩLS−]Π
(020)
s2c

}

+(m1 +m1)
2(m2 +m2)

2
{

(ḡ + g+~ΩLS+ + g−~ΩLS− − 2

3
~ΩSS −

1

3
~ΩT )Π̄

(000)
u1s2

+(w̄w + ww+
~ΩLS+ + ww−~ΩLS−)Π

(020)
u1s2

+ (z̄z + zz+~ΩLS+ + zz−~ΩLS−)Π
(002)
u1s2

+[w̄z + ¯zw + (wz+ + zw+)~ΩLS+ + (wz− + zw−)~ΩLS−]Π
(011)
u1s2

}]

− ig23g
2
4

4(4π)2

[1

2
[ḡ + g+~ΩLS+ + g−~ΩLS− − 2

3
~ΩSS −

1

3
~ΩT ]Π̄

(000)
cc

+(m1 +m3)
21

2

{

(ḡ + g+~ΩLS+ + g−~ΩLS− − 2

3
~ΩSS −

1

3
~ΩT )Π̄

(000)
s3c

+[w̄w + z̄z + w̄z + ¯zw + (ww+ + zz+ + wz+ + zw+)~ΩLS+

+(ww− + zz− + wz− + zw−)~ΩLS−]Π
(020)
s3c

}

+(m2 +m4)
21

2

{

(ḡ + g+~ΩLS+ + g−~ΩLS− − 2

3
~ΩSS −

1

3
~ΩT )Π̄

(000)
u4c

+[w̄w + z̄z − w̄z − ¯zw + (ww+ + zz+ − wz+ − zw+)~ΩLS+

+(ww− + zz− − wz− − zw−)~ΩLS−]Π
(020)
u4c

}

+(m1 +m3)
2(m2 +m4)

2
{

(ḡ + g+~ΩLS+ + g−~ΩLS− − 2

3
~ΩSS −

1

3
~ΩT )Π̄

(000)
s3u4

+(w̄w + ww+
~ΩLS+ + ww−~ΩLS−)Π

(020)
s3u4

+ (z̄z + zz+~ΩLS+ + zz−~ΩLS−)Π
(002)
s3u4

+[w̄z + ¯zw + (wz+ + zw+)~ΩLS+ + (wz− + zw−)~ΩLS−]Π
(011)
s3u4

}]

.

(212)
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Separando as funções perfil

T C
BB = − ig21g

2
2

8(4π)2

[

ḡΠ̄(000)
cc + (m1 +m1)

2[ḡΠ̄(000)
u1c

+ (w̄w + z̄z + w̄z + ¯zw)Π(020)
u1c

]

+(m2 +m2)
2[ḡΠ̄(000)

s2c
+ (w̄w + z̄z − w̄z − ¯zw)Π(020)

s2c
]

+2(m1 +m1)
2(m2 +m2)

2[ḡΠ̄(000)
u1s2

+ w̄wΠ(020)
u1s2

+ z̄zΠ(002)
u1s2

+ (w̄z + ¯zw)Π(011)
u1s2

]
]

− ig23g
2
4

8(4π)2

[

ḡΠ̄(000)
cc + (m1 +m3)

2[ḡΠ̄(000)
s3c

+ (w̄w + z̄z + w̄z + ¯zw)Π(020)
s3c

]

+(m2 +m4)
2[ḡΠ̄(000)

u4c
+ (w̄w + z̄z − w̄z − ¯zw)Π(020)

u4c
]

+2(m1 +m3)
2(m2 +m4)

2[ḡΠ̄(000)
s3u4

+ w̄wΠ(020)
s3u4

+ z̄zΠ(002)
s3u4

+ (w̄z + ¯zw)Π(011)
s3u4

]
]

,

(213)

T LS+
BB = − ig21g

2
2

8(4π)2

[

ḡΠ̄(000)
cc + (m1 +m1)

2[g+Π̄
(000)
u1c

+ (ww+ + zz+ + wz+ + zw+)Π
(020)
u1c

]

+(m2 +m2)
2[g+Π̄

(000)
s2c

+ (ww+ + zz+ − wz+ − zw+)Π
(020)
s2c

]

+2(m1 +m1)
2(m2 +m2)

2[g+Π̄
(000)
u1s2

+ ww+Π
(020)
u1s2

+ zz+Π
(002)
u1s2

+ (wz+ + zw+)Π
(011)
u1s2

]
]

− ig23g
2
4

8(4π)2

[

ḡΠ̄(000)
cc + (m1 +m3)

2[g+Π̄
(000)
s3c

+ (ww+ + zz+ + wz+ + zw+)Π
(020)
s3c

]

+(m2 +m4)
2[g+Π̄

(000)
u4c

+ (ww+ + zz+ − wz+ − zw+)Π
(020)
u4c

]

+2(m1 +m3)
2(m2 +m4)

2[g+Π̄
(000)
s3u4

+ ww+Π
(020)
s3u4

+ zz+Π
(002)
s3u4

+ (wz+ + zw+)Π
(011)
s3u4

]
]

,

(214)

T LS−
BB = − ig21g

2
2

8(4π)2

[

ḡΠ̄(000)
cc + (m1 +m1)

2[g−Π̄
(000)
u1c

+ (ww− + zz− + wz− + zw−)Π
(020)
u1c

]

+(m2 +m2)
2[g−Π̄

(000)
s2c

+ (ww− + zz− − wz− − zw−)Π
(020)
s2c

]

+2(m1 +m1)
2(m2 +m2)

2[g−Π̄
(000)
u1s2

+ ww−Π
(020)
u1s2

+ zz−Π
(002)
u1s2

+ (wz− + zw−)Π
(011)
u1s2

]
]

− ig23g
2
4

8(4π)2

[

ḡΠ̄(000)
cc + (m1 +m3)

2[g−Π̄
(000)
s3c

+ (ww− + zz− + wz− + zw−)Π
(020)
s3c

]

+(m2 +m4)
2[g−Π̄

(000)
u4c

+ (ww− + zz− − wz− − zw−)Π
(020)
u4c

]

+2(m1 +m3)
2(m2 +m4)

2[g−Π̄
(000)
s3u4

+ ww−Π
(020)
s3u4

+ zz−Π
(002)
s3u4

+ (wz− + zw−)Π
(011)
s3u4

]
]

,

(215)

T SS
BB =

ig21g
2
2

8(4π)2
2

3

[

Π̄(000)
cc + (m1 +m1)

2Π̄(000)
u1c

+ (m2 +m2)
2Π̄(000)

s2c

+2(m1 +m1)
2(m2 +m2)

2Π̄(000)
u1s2

]

+
ig23g

2
4

8(4π)2
2

3

[

Π̄(000)
cc + (m1 +m3)

2Π̄(000)
s3c

+ (m2 +m4)
2Π̄(000)

u4c

+2(m1 +m3)
2(m2 +m4)

2Π̄(000)
s3u4

]

, (216)



67

T T
BB =

ig21g
2
2

8(4π)2
1

3

[

Π̄(000)
cc + (m1 +m1)

2Π̄(000)
u1c

+ (m2 +m2)
2Π̄(000)

s2c

+2(m1 +m1)
2(m2 +m2)

2Π̄(000)
u1s2

]

+
ig23g

2
4

8(4π)2
1

3

[

Π̄(000)
cc + (m1 +m3)

2Π̄(000)
s3c

+ (m2 +m4)
2Π̄(000)

u4c

+2(m1 +m3)
2(m2 +m4)

2Π̄(000)
s3u4

]

. (217)

4.1.1.2 A amplitude de transição final

De posse das funções perfil de todos ℵs, sintetizamos e escrevemos a amplitude de

transição T para o tipo � com ressonâncias de spin-1/2, da seguinte maneira

iT�

MMBB =
( ~G1

~G2)

2(4m1m2)2

{

T �

C
~ΩC + T �

LS+
~ΩLS+ + T �

LS−
~ΩLS− + T �

SS
~ΩSS + T �

T
~ΩT

}

.

(218)

com as definições

T �

C = T C
AA + T C

AB + T C
BA + T C

BB, (219)

T �

LS+ = T LS+
AA + T LS+

AB + T LS+
BA + T LS+

BB , (220)

T �

LS− = T LS−
AA + T LS−

AB + T LS−
BA + T LS−

BB , (221)

T �

SS = T SS
BB , (222)

T �

T = T T
BB. (223)

4.1.2 Considerações finais

É importante observar que tanto as amplitudes calculadas neste caṕıtulo como as

calculadas no Apêndice J, estão representados no espaço de momentos. O potencial que

procuramos é aquele em função da distancia entre os bárions interagentes, ou seja, no

espaço de configurações, de forma que precisamos ainda manipular as integrais I ······ , os

operadores do espaço de spin Ω, as variáveis q, W e z, e também as energias E1 e E2 para

obtermos os resultados na forma desejada. Para tanto faremos algumas considerações e

aproximações importantes na próxima seção.
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4.2 AMPLITUDE T NO ESPAÇO DE CONFIGURAÇÕES

Observamos3 que as amplitudes T são funções dos momentos p1, p
′
1, p2, p

′
2, por

meio das variáveis q, W e z. Nas condições estabelecidas na seção 2.1, no referencial do

centro de massa essas variáveis são q = (0, ~q), W = (E1 + E2, 0) e z = (E1 − E2, ~z). A

condição dos bárions externos na camada de massa implica que E1 = m1 e E2 = m2.

Notamos portanto que as funções perfil dependem diretamente das variáveis de momento

~q e ~z, e por consequência o potencial V também dependerá.

O nosso objetivo neste trabalho é estabelecer um potencial geral entre dois bárions

de spin-1/2, que dependa somente da distancia radial entre ambos. Essa mudança de

variáveis, é na verdade uma mudança de espaços, isso é, passa do espaço de momentos

para o chamado espaço de configurações e pode ser realizada essa mudança por meio

da transformação de Fourier. Matematicamente definimos o operador potencial V̂ e da

condição de normalização da mecânica quântica4

〈~r′|V̂ |~r〉 =
∫

d3p

(2π)3
d3p′

(2π)3
〈~r′|~p′〉〈~p′|V̂ |~p〉〈~p|~r〉 =

∫
d3p

(2π)3
d3p′

(2π)3
ei(

~p′.~r′−~p.~r)〈~p′|V̂ |~p〉, (226)

em que ~r = ~r1 − ~r2 e ~r′ = ~r′1 − ~r′2 são as posições dos bárions inciais e finais relativos a

um dado referencial, respectivamente e essa extensão pode ser reescrita como

〈~r′|V̂ |~r〉 = 1

8

∫
d3z

(2π)3
d3q

(2π)3
ei~q.

~
r′+~r
2 ei~z.

~
r′−~r

2

〈~z + ~q

2

∣
∣
∣V̂
∣
∣
∣
~z − ~q

2

〉

. (227)

Se o operador V̂ não depender de ~z, temos da condição de normalização que o

potencial no espaço de configurações é dado por

〈~r′|V̂ |~r〉 = δ3(~r′ − ~r)

∫
d3q

(2π)3
ei~q.

~
r′+~r
2 〈~q|V̂ |~q〉 = δ3(~r′ − ~r)V (~r), (228)

aqui utilizamos a integração

1

8

∫
d3z

(2π)3
ei~z.

~
r′−~r

2 = δ3(~r′ − ~r). (229)

3 Essa seção é baseada em (HIGA, 2003)
4 São as condições de normalização da mecânica quântica

∫
d3p

(2π)3
〈x′|p〉〈p|x〉 = δ3(x′ − x), (224)

∫

d3x〈p′|x〉〈x|p〉 = δ3(p′ − p). (225)

Sendo também 〈x|p〉 = eip.x as ondas planas normalizadas.
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O potencial no espaço de configurações em (228) é o mais simples e esperado, uma vez

que o potencial no espaço de momentos deve depender somente do momento transferido

~q, que pela transformação de Fourier torna-se dependente somente da distancia ~r.

No entanto para nosso modelo, essa dependência somente do momento transferido

não ocorre naturalmente, havendo também a dependência de ~z, isso origina aos chamados

termos não-locais. Para contornar esse problema fazemos uma aproximação local em

torno da variável ~z. Consideraremos a expansão somente até a dependência linear de ~z e

(~z)2 → 0, sendo essa uma boa aproximação para baixas energias apesar de não haver um

formalismo rigoroso. Esta aproximação até ~z na primeira ordem está presente somente

nos operadores ~ΩLS.

A partir de (227) considerando a dependência linear ~z, isso é um operador potencial

do tipo
〈
~z+~q
2

∣
∣
∣V̂
∣
∣
∣
~z−~q
2

〉

= ~z. ~F (~q), fazemos

〈~r′|V̂ |~r〉 =
1

8

∫
d3z

(2π)3
d3q

(2π)3
ei~q.

~
r′+~r
2 ei~z.

~
r′−~r

2 ~z. ~F (~q)

=

∫
d3q

(2π)3
ei~q.

~
r′+~r
2 .(2i~∇r)

1

8

∫
d3z

(2π)3
ei~z.

~
r′−~r

2

= f
(~r′ + ~r

2

)

.(2i~∇r)δ
3(~r′ − ~r), (230)

sendo considerada a transformação

~f(~R) =

∫
d3q

(2π)3
ei~q.

~RF (~q). (231)

com ~R =
~r′+~r
2

De posse da relação (225) podemos escrever

〈~r′|V̂ |ξ〉 =
∫

d3r〈~r′|V̂ |~r〉〈~r|ξ〉 = V (~r′, ~r)ξ(~r), (232)

assim fazemos

〈~r′|V̂ |ξ〉 =

∫

d3rξ(~r)~f
(~r′ + ~r

2

)

.(2i~∇r)δ
3(~r′ − ~r)

= 2i~∇r

{∫

d3r[ξ(~r)~f(~R)δ3(~r′ − ~r)]
}

−
∫

d3rδ3(~r′ − ~r)(2i~∇r).
[

ξ(~r)~f(~R)
]

= −2i

∫

d3rδ3(~r′ − ~r)
[

~f(~R).~∇rξ(~r) +
1

2
ξ(~R)~∇r. ~f(~R)

]

, (233)

na segunda linha e primeira integral é nula quando derivada, uma vez que ocorre a mu-

dança de variável ~r → ~r′.
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Resolvendo a integral

〈~r′|V̂ |ξ〉 = −2i
[

~f(~r′)~∇r′ξ(
~r′) +

1

2
ξ(~r′)~∇r′

~f(~r′)
]

= −i
[

2~f(~r′)~∇r′ξ(
~r′)− ~f(~r′)~∇r′ξ(

~r′) + ~∇r′ [~f(
~r′)ξ(~r′)] + ξ(~r′)~∇r′

~f(~r′)
]

= −i
[

~f(~r′)~∇r′ξ(
~r′) + ~∇r′ [~f(

~r′)ξ(~r′)] + ξ(~r′)~∇r′
~f(~r′)

]

, (234)

definindo ~P = −i~∇r′ , chegamos a

〈~r′|V̂ |ξ〉 =
[

~f(~r′). ~P + ~P. ~f(~r′)
]

ξ(~r′). (235)

Usaremos essa relação para a parte spin-orbita (LS) do potencial, tal componente do

potencial é a única não-local a ser considerada.

4.2.1 O operadores Ω no espaço de configurações

Usaremos as ideias até aqui desenvolvidas para realizar a transformação dos ope-

radores espinoriais Ω do espaço de momentos para o espaço de configurações.

Fazemos a transformada de Fourier para as funções perfil associadas com seus

operadores do espaço de spin Ω

U(x)ω = m3
k

∫
d3k

(2π)3
ei
~k.~xTω(k), ω = C,LS+, LS−, SS, T, (236)

em que ~k = ~q/mk, x = mk~r. U(x) é a função perfil no espaço de configurações, a qual,

depende de x = |~x|.
A função perfil mais simples é a do tipo ω = C, em que temos a correspondência

direta

V (r)
∣
∣
C
= UC(x)ΩC = UC(x) (237)

uma vez que ΩC = 12×2, isso é, é igual a unidade no espaço de spin (Apêndice G).

V (r)
∣
∣
ω
= U(x)Ωω é interpretada como a componente do potencial associada ao estado de

spin Ωω.

O próximo operador com transformação mais direta é do tipo spin-spin (SS) defi-

nido como

ΩSS = m2
k(
~k)2~σ(1).~σ(2), (238)
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de (236), temos

V (r)
∣
∣
SS

= m3
k

∫
d3k

(2π)3
ei
~k.~xTSS(k)[m2

k
~k2~σ(1).~σ(2)]

= m2
k~σ

(1).~σ(2)(−∇2
x)m

3
k

∫
d3k

(2π)3
ei
~k.~xTSS(k)

= −m2
k

[ ∂2

∂x2
+

2

x

∂

∂x

]

USS(x)~σ
(1).~σ(2), (239)

uma vez que estamos trabalhando em coordenadas esféricas, sendo portanto o Laplaciano

nessas coordenadas.

A componente tensorial é dada por

ΩT = (~q)2~σ(1).~σ(2) − 3(~σ(1).~q)(~σ(2).~q), (240)

assim

V (r)
∣
∣
T

= m3
k

∫
d3k

(2π)3
ei
~k.~xTT (k)m2

k

[
~k2~σ(1).~σ(2) − 3(~σ(1).~k)(~σ(2).~k)

]

= m2
k

[
− δij~σ

(1).~σ(2) + 3σ
(1)
i σ

(2)
j

] ∂

∂xi

∂

∂xj
UT (x)

= m2
k

[
− ~σ(1).~σ(2) + 3(~σ(1).x̂)(~σ(2).x̂)

][ ∂2

∂x2
− 1

x

∂

∂x

]

UT (x)

= m2
k

[ ∂2

∂x2
− 1

x

∂

∂x

]

UT (x)
[
3(~σ(1).r̂)(~σ(2).r̂)− ~σ(1).~σ(2)

]
, (241)

aqui usamos as relações

∂

∂xi
U(x) =

xi
x

∂

∂x
U(x), (242)

∂

∂xi

∂

∂xj
U(x) =

[

δij
1

x

∂

∂x
+
xixj
x2

( ∂2

∂x2
− 1

x

∂

∂x

)]

U(x). (243)

Para a componente spin-órbita, temos o operador

ΩLS± =
i

2
~s±.(~q × ~z) =

i

2
~z.(~s± × ~q) (244)

sendo ~s± = (~σ(1) ± ~σ(2))/2. Observamos que este operador tem uma dependência linear

em ~z, logo devemos utilizar a relação (235). Fazemos primeiro

~fLS± = m3
k

∫
d3k

(2π)3
ei~q.~rTLS±(k)mk

i

2
(~s± × ~k)

=
mk

2
(~s± × ~∇x)ULS±(x)

=
m2
k

2
(~s± × ~r)

1

x

∂

∂x
ULS±(x) (245)
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usamos a relação (242) na ultima linha. De (235) temos

1

2

[
(~s± × ~r). ~P + ~P.(~s± × ~r)

]
=

1

2
ǫijk[sjrkPi + Pisjrk]

=
1

2
ǫijk[sirjPk + Pksirj]

=
1

2
siǫijk[rjPk + Pkrj]

= ~L.~s± (246)

encontramos explicitamente o vetor momento angular orbital ~L. O potencial no espaço

de configuração resulta em

V (r)LS± = m2
k

[1

x

∂

∂x
ULS±

]

~L.~s±. (247)

Como podeŕıamos esperar os operadores Ω no espaço de configurações são

ΩC = 12×2, (248)

ΩSS = ~σ(1).~σ(2), (249)

ΩT = 3(~σ(1).r̂)(~σ(2).r̂)− ~σ(1).~σ(2), (250)

ΩLS± = ~L.~s±, (251)

com acordo ao potencial total

V (r) = VCΩC + VLS±ΩLS± + VSSΩSS + VTΩT , (252)

então resumindo encontramos

VC(r) = UC(x), (253)

VLS±(r) = m2
k

[1

x

∂

∂x

]

ULS±(x), (254)

VSS(r) = −m2
k

[ ∂2

∂x2
+

2

x

∂

∂x

]

USS(x), (255)

VT (r) = m2
k

[ ∂2

∂x2
− 1

x

∂

∂x

]

UT (x). (256)

Conseguimos fazer a mudança de variáveis nos operadores de spin Ω, no entanto

não calculamos as transformações de Fourier das novas funções perfil U(x)ω, sendo este

o último passo para a construção do potencial no espaço de configuração. Essas trans-

formações dadas as suas extensões foram realizadas no Apêndice D, em que o processo

realizado é basicamente aplicar a transformações de Fourier nas integrais Π···
··· do espaço

de momentos para integrais chamadas S···
··· no espaço de configurações, completando todos

os passos para a mudança de espaços.

Para finalizar, das definições sobre a interação, devemos então ressaltar que os
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resultados estão sendo consideradas em relação ao centro de massa e que os bárions inciais

e finais estão na camada de massa considerando agora também a aproximação local, temos

que as variáveis cinemáticas são W = (E1 + E2, 0) = (m1 + m2, 0), z = (E1 − E2, 0) =

(m1 − m2, 0) e q = (0, ~q), em que considera-se −(~q)2 = m2
k∇2

x. Essas derivações em

coordenadas esféricas serão demonstradas na última seção do Apêndice D.

4.3 POTENCIAL DA TROCA DE UM MÉSON NO ESPAÇO DE

CONFIGURAÇÕES

O potencial da troca da troca de um méson no espaço de configurações é obtido

também pela transformada de Fourier, no entretanto para esse caso devemos tomar o

cuidado com a igualdade ~k = ~q, ou seja, o momento do méson trocado é o mesmo que o

momento transferido.

Dessa maneira escrevemos o potencial para troca de um méson

VMBB(q) = − g1g2
4m1m2

~G1
~G2

(~σ(1).~q)(~σ(2).~q)

~q2 +m2
k

. (257)

Temos que a transformada de Fourier resulta em

F
[ 1

~q2 +m2
k

]

=
1

4π

e−mkr

r
, (258)

e nos termos proporcionais ao momento transferido que sobrem deve ser feita a substitui-

ção ~q = −i~∇r, a qual atua sobre a integral.

Para encontrar os componente no espaço de spin, fazemos a manipulação

(~σ(1).~q)(~σ(2).~q) =
1

3
[~q2(~σ(1).~σ(2))− ΩT ]

=
1

3
[ΩSS − ΩT ]. (259)

Assim escrevemos

VMB(r) = ~G1. ~G2[VSS(r)ΩSS + VT (r)ΩT ], (260)

sendo x = mkr, então

VSS =
g1g2m

3
k

48πm1m2

e−x

x
, VT = − g1g2m

3
k

48πm1m2

(
x2 + 3x+ 3

)e−x

x3
. (261)

dados pela substituição ~q = −i~∇r, e com os operadores no espaço de configuração

ΩSS = ~σ(1).~σ(2), (262)

ΩT = 3(~σ(1).r̂)(~σ(2).r̂)− ~σ(1).~σ(2). (263)
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Quando consideramos a troca de um ṕıon chamamos esse potencial de OPEP (One

Pion Exchange Potential), quando consideramos a troca de um méson eta de OEEP

(One Eta Exchange Potential) e quando a troca de um méson kaon de OKEP (One

Kaon Exchange Potential) . Usaremos esses potenciais em comparação com os potenciais

obtidos a partir da troca de dois mésons, quando permitidos pela conservação de isospin.
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5 AS INTERAÇÕES MÉSON-BÁRION E SUAS RESSONÂNCIAS

Para que possamos calcular os potenciais por meio dos diagramas de Feynman,

precisamos determinar quais part́ıculas considerar supondo diversos processos posśıveis,

no estudo das interações bárion-bárion diversos bárions e mésons podem ter contribuições

significativas e por consequência devemos encontrar as constantes de acoplamentos à eles

associadas.

Neste caṕıtulo apresentaremos de modo resumido um estudo que desenvolvemos

extensivamente para as interações méson-h́ıperon. Inicialmente como um exemplo mos-

traremos esse procedimento utilizando a interação KΣ, resultados que foram publica-

dos em Santos e Barros (2019), Nogueira-Santos e Barros (2020c). Outras interações

foram consideradas em trabalhos posteriores (NOGUEIRA-SANTOS; BARROS, 2020b;

NOGUEIRA-SANTOS; BARROS, 2020a; NOGUEIRA-SANTOS; BARROS, 2023b; NOGUEIRA-

SANTOS; BARROS, 2023a), baseados inicialmente em Barros e Hama (2001).

As ressonâncias consideradas são aquelas que apresentam maior seção de choque

total (276) (SANTOS; BARROS, 2019), isso evidencia sua maior contribuição para a

interação.

Determinadas as ressonâncias que serão consideradas, utilizamos dados experi-

mentais na relação de Breit-Wigner (281), a qual, comparada com o phase shift (277)

da interação, permite encontrar a constante de acoplamento para o melhor ajuste. Já

quando a ressonância esta abaixo da camada de massa, utilizamos as simetrias de SU(3)

(Apêndice J) para determinar a constante de acoplamento.

A seguir apresentaremos o formalismo básico para o estudo de uma interação

méson-bárion (MB) para o cálculos dos observáveis: seção de choque diferencial e to-

tal e phase shifts. Na ultima seção desse capitulo mostraremos a tabela completa para

todas as interações méson-bárion de interesse para esse trabalho, de acordo com suas

ressonâncias.

5.1 AMPLITUDE DE ESPALHAMENTO PARA UM ESTADO DE ISOSPIN

De maneira conveniente podemos escrever qualquer interação méson-bárion (MB)
da seguinte forma

TMB =
∑

I

u(p′)
[

AI +
1

2
(/k + /k

′
)BI

]

u(p)PI , (264)
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sendo PI os projetores dos estados de isospin (I). Definimos

TI = u(p′)
[

AI +
1

2
(/k + /k

′
)BI

]

u(p), (265)

que é a amplitude para um determinado estado de isospin.

Por sua vez podemos decompor a amplitude TI de acordo os estados de spin, fI

(Spin-non-flip) e gI (Spin-flip) de tal maneira que temos

TI
8πW

= fI1+ gIi~σ.n̂. (266)

sendo

fI =
1

8πW

{

(E +m)
[

AI + (W −m)BI

]

+ (E −m)
[

− AI + (W +m)BI

]

cos θ

}

,(267)

gI =
(E −m)

8πW

[

− AI + (W +m)BI

]

sin θ. (268)

As amplitudes fI e gI são calculadas por meio de onda parciais

fI(k, θ) =
∞∑

l=0

[

(l + 1)aIl+(k) + laIl−(k)
]

Pl(θ), (269)

gI(k, θ) =
∞∑

l=1

[

aIl−(k)− aIl+(k)
]

P
(1)
l (θ). (270)

Usando as relações de ortogonalidade dos polinômios de Legendre, as amplitudes de ondas

parciais são dadas por

aIl± =
1

2

∫ 1

−1

[

Pl(θ)f
I
1 (k, θ) + Pl±1(θ)f

I
2 (k, θ)

]

dθ, (271)

sendo

f I1 (k, θ) =
(E +m)

8π
√
s

[AI + (
√
s−m)BI ], (272)

f I2 (k, θ) =
(E −m)

8π
√
s

[−AI + (
√
s+m)BI ], (273)

em que E é a energia do bárion inicial, e
√
s = W é a energia total do sistema no

referencial do centro de massa. Neste trabalho iremos considerar nessas expansões somente

as primeiras ondas parciais S e P , o que é uma boa aproximação para baixas energias.

Essas ondas são representadas pelos sub́ındice l (l = 0 e l = 1, respectivamente), contudo

este formalismo pode ser utilizado em cálculos para qualquer valor de l sem maiores

problemas.
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Como as amplitudes de ondas parciais são reais em cálculo de diagramas do tipo

árvore, temos que unitarizar as amplitudes para que não ocorra a violação de unitariedade

da matriz de espalhamento S. Fazemos então

aUl± =
aI±

1− i|~k|aI±
. (274)

Definimos os observáveis como segue. Para a seção de choque diferencial no centro

de massa

dσ

dΩ
= |fI |2 + |gI |2, (275)

e integrando em relação ao angulo sólido em todo o espaço, encontramos a seção de choque

total

σT = 4π
∑

l

[

(l + 1)|aUl+|2 + l|aUl−|2
]

. (276)

Outro observável de nosso interesse é o phase shifts, dado por

δl± = tan−1(|~k|a±). (277)

Usamos a notação espectroscópica para os momentos angulares com a correspon-

dência de notação l± ≡ l2J para l = 0, 1, 2..., tal qual

l = 0, 1, 2, ... ≡ l+ = S, P3, D5, ...

l = 1, 2, ... ≡ l− = P1, D3, ... (278)

Escrevemos as amplitudes fI e gI em termos da notação espectroscópica explicita-

mente como

fI =
∞∑

l=0

[

(l + 1)fl+ + lfl−

]

Pl(x)

= fS + (2fP3 + fP1)P1 + (3fD5 + 2fD3)P2 + ..., (279)

gI =
∞∑

l=1

[

f Il− − f Il+

]

P
(1)
l (x)

= (fP3 − fP1)P
(1)
1 + (fD5 − fD3)P

(1)
2 + ..., (280)

nos cálculos dos observáveis fazemos a expansão até os de termos l = 1 (P ).
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Figura 16 - Determinação da constante de acoplamento

KΞΩ(2012) pela expressão de Breit-Wigner

Fonte: Nogueira-Santos e Barros (2020a)

5.2 EXPRESSÃO DE BREIT-WIGNER E AS CONSTANTES DE ACOPLAMENTO

A expressão relativ́ıstica de Breit-Wigner é determinado em termos de quantidades

experimentais, é definida como (RATCLIFF, 2016)

δl± = tan−1

[
Γ0

(
|~k|
|~k0|

)2J+1

2(mr −
√
s)

]

, (281)

em que Γ0 (dado experimentalmente) é a largura média da curva de interação no ponto

correspondente ao momento do méson de valor |~k0| da ressonância de massa mr e de

momento angular (spin) J . Essa relação quando comparada com o phase shift (277)

correspondente ao estado da ressonância é capaz de estimar a constante de acoplamento.

Na Figura 16 temos o exemplo de determinação da constante de acoplamento para

a ressonância Ω(2012) da interação KΞ análogo ao realizado em Barros e Hama (2001).

Para bárions intermediários abaixo da camada de massa, não é posśıvel utilizar a

expressão de Breit-Wigner, uma vez que a valor de |~k0| não tem valor maior que zero. Para

essa situação usamos as relações de simetria do SU(3), que baseadas em algumas contantes

de acoplamentos conhecidas experimentalmente pode-se estimar o valor das constantes

constantes de acoplamento de para interações do tipo méson-bárion. As relações entre as

constantes de acoplamento e parte de seu formalismo serão apresentadas no Apêndice J.
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Figura 17 - Interação KΣ

Fonte: Autor

5.3 A INTERAÇÃO KΣ

Consideraremos nessa seção a interação KΣ, utilizamos diagramas do tipo árvore

direto e cruzado, como mostrado na Figura 17, com ressonâncias de spin-1/2 a) e d), de

spin-3/2 b), c) e e). Mostraremos primeiro a combinação de estados das part́ıculas associ-

adas aos canais de isospin 1/2 e 3/2, em seguida apresentamos o formalismo matemático

para os observáveis utilizando como exemplo as ressonâncias de spin e isospin 1/2. Por

fim serão exibidos os resultados gráficos e os parâmetros do espalhamento KΣ.

5.3.1 Combinação de estados

Para determinar quais part́ıculas que combinadas aparecem em certo canal de

isospin, fazemos uso dos multipletos de part́ıculas. No caso da interação KΣ temos os

seguintes multipletos, para o méson kaon e os bárions núcleon, xi, sigma e delta

K =

(

K+

K0

)

, N =

(

N+

N0

)

, Ξ =

(

Ξ0

Ξ−

)

, Σ =






Σ+

Σ0

Σ−




 , ∆ =









∆++

∆+

∆0

∆−









.

(282)

Sabendo-se que para 2, 3 e 4 estados, correspondem aos isospin 1/2, 1 e 3/2, respectiva-

mente. As combinações posśıveis de acordo com a composição de quarks deste caso são

apresentadas na Tabela 1.

Os estados combinados antes e após o espalhamento são determinados pelas regras
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Tabela 1 - Multipleto de part́ıculas

da interação KΣ

Composição Ressonâncias Isospin
K+Σ+ ∆++ 3/2
K0Σ− ∆− 3/2
K0Σ+ N+, ∆+ 1/2
K+Σ0 N+, ∆+ 1/2
K0Σ0 N0, ∆0 1/2
K+Σ− N0, ∆0 1/2
K−Σ+ Ξ0 1/2
K−Σ0 Ξ− 1/2

Fonte: Autor

de Clebsch-Gordon. Desse modo podemos relacionar os diversos espalhamentos com as

amplitudes T 3
2
e T 1

2
de acordo com seus isospins.

Os estados de Clebsch-Gordon (GRIFFITHS, 2004; PARTICLE DATA GROUP

(PDG); PATRIGNANI et al., 2016) para isospin 3/2 são

∣
∣
∣
3

2
,
3

2

〉

= |K+Σ+〉, (283)

∣
∣
∣
3

2
,
1

2

〉

=

√

1

3
|K0Σ+〉+

√

2

3
|K+Σ0〉, (284)

∣
∣
∣
3

2
,−1

2

〉

=

√

2

3
|K0Σ0〉+

√

1

3
|K+Σ−〉, (285)

∣
∣
∣
3

2
,−3

2

〉

= |K0Σ−〉, (286)

e para isospin 1/2,

∣
∣
∣
1

2
,
1

2

〉

=

√

2

3
|K0Σ+〉 −

√

1

3
|K+Σ0〉, (287)

∣
∣
∣
1

2
,−1

2

〉

=

√

1

3
|K0Σ0〉 −

√

2

3
|K+Σ−〉. (288)

Sendo T a amplitude de espalhamento elástico da interação KΣ e z a projeção dos

isospins, escrevemos que

T 3
2
=
〈3

2
, z
∣
∣
∣T
∣
∣
∣
3

2
, z
〉

, (289)

T 1
2
=
〈1

2
, z
∣
∣
∣T
∣
∣
∣
1

2
, z
〉

. (290)

Combinando as relações (283-288), temos as reações que respeitam a conservação
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de carga e de isospin,

C1 ≡
〈
K+Σ+|T |K+Σ+

〉
=
〈
K0Σ−|T |K0Σ−〉 = T 3

2
, (291)

C2 ≡
〈
K0Σ+|T |K0Σ+

〉
=
〈
K+Σ−|T |K+Σ−〉 =

1

3
T 3

2
+

2

3
T 1

2
, (292)

C3 ≡
〈
K0Σ0|T |K0Σ0

〉
=
〈
K+Σ0|T |K+Σ0

〉
=

2

3
T 3

2
+

1

3
T 1

2
, (293)

C4 ≡
〈
K0Σ0|T |K+Σ−〉 =

〈
K0Σ+|T |K+Σ0

〉

=
〈
K+Σ−|T |K0Σ0

〉
=
〈
K+Σ0|T |K0Σ+

〉
=

√
2

3

(

T 3
2
− T 1

2

)

. (294)

Nos resultados para a interação KΣ iremos fazer uso dessas combinações utilizando a

notação ′′C ′′.

5.3.2 Amplitude de espalhamento elástico TKΣ

A amplitude de espalhamento elástica da interação KΣ é descrita genericamente

pela equação (264) juntamente com os projetores de isospin (1191-1192) (Apêndice I).

Então TKΣ pode ser escrita como

T baKΣ = Σ(p′)
{[

A+ +
1

2
(/k + /k

′
)B+

]

δba +
[

A− +
1

2
(/k + /k

′
)B−

]

iǫbacτc

}

Σ(p), (295)

aqui Σ(p) e Σ(p′) representam os espinores dos bárions Σ externos inicial e final, respec-

tivamente.

Como exemplo iremos mostrar o caso de uma part́ıcula intermediária N(Ξ) no

canal s(u) de isospin 1/2, com massa mN(mΞ) e de spin-1/2 (Figura 17 a), d)), os demais

caso são feitos de forma análoga. Assim temos que as amplitudes A± e B±, são dadas por

A+
N(Ξ) =

g2ΣKN
4m2

Σ

(mN +mΣ)

(
s−m2

Σ

s−m2
N

)

+
g2ΣKΞ

4m2
Σ

(mΞ +mΣ)

(
u−m2

Σ

u−m2
Ξ

)

, (296)

B+
N(Ξ) =

g2ΣKΞ

4m2
Σ

[
2mΣ(mΣ +mΞ) + u−m2

Σ

u−m2
Ξ

]

− g2ΣKN
4m2

Σ

[
2mΣ(mΣ +mN) + s−m2

Σ

s−m2
N

]

,(297)

A−
N(Ξ) =

g2ΣKN
4m2

Σ

(mN +mΣ)

(
s−m2

Σ

s−m2
N

)

− g2ΣKΞ

4m2
Σ

(mΞ +mΣ)

(
u−m2

Σ

u−m2
Ξ

)

, (298)

B−
N(Ξ) = −g

2
ΣKΞ

4m2
Σ

[
2mΣ(mΣ +mΞ) + u−m2

Σ

u−m2
Ξ

]

− g2ΣKN
4m2

Σ

[
2mΣ(mΣ +mN) + s−m2

Σ

s−m2
N

]

.(299)

No caso da amplitude de espalhamento iremos considerar ambos os diagramas, o direto

(N) e o cruzado (Ξ). As constantes de acoplamento g2ΣKN e g2ΣKΞ são calculas pela simetria

do SU(3) ou por meio da expressão de Breit-Wigner, conforme foi discutido anteriormente.
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5.3.3 Amplitudes de ondas parciais

A ressonância N(Ξ) possui isospin 1/2, desse modo devemos utilizar (1200) para

este canal de isospin, assim

A
1
2

N(Ξ) = A+
N(Ξ) + 2A−

N(Ξ), (300)

B
1
2

N(Ξ) = B+
N(Ξ) + 2B−

N(Ξ). (301)

Substituindo as relações (296-299) nas expressões acima, encontramos as amplitudes A e

B no canal 1/2 de isospin

A
1
2

N(Ξ) = 3
g2ΣKN
4m2

Σ

(mN +mΣ)

(
s−m2

Σ

s−m2
N

)

− g2ΣKΞ

4m2
Σ

(mΞ +mΣ)

(
u−m2

Σ

u−m2
Ξ

)

, (302)

B
1
2

N(Ξ) = −g
2
ΣKΞ

4m2
Σ

[
2mΣ(mΣ +mΞ) + u−m2

Σ

u−m2
Ξ

]

− 3
g2ΣKN
4m2

Σ

[
2mΣ(mΣ +mN) + s−m2

Σ

s−m2
N

]

.

(303)

Para calcularmos os observáveis (275-277) o próximo passo é determinarmos os

valores de f
1
2
1 (272) e f

1
2
2 (273), os quais, serão aplicadas na relação de ortogonalidade

(271), encontrando assim valores de a
1
2
l±. Mostraremos o procedimento de cálculo somente

da amplitude f
1
2
1 , sendo que para f

1
2
2 o cálculo é feito de modo semelhante.

Em (272), aplicamos (302) e (303), então

f
1
2
1 =

(E +mΣ)

32πm2
ΣW

{

3g2ΣKN
s−m2

N

[

(mN + 2mΣ −W )(s−m2
Σ) + 2mΣ(mΣ +mN)(mΣ −W )

]

− g2ΣKΞ

u−m2
Ξ

[

2mΣ(mΣ +mΞ)(W −mΣ) + (mΞ +W )(u−m2
Σ)

]}

. (304)

Separando os termos em função do ângulo de espalhamento x = cos θ, temos

f
1
2
1 =

(E +mΣ)

32πm2
ΣW

{

a′1 +
b′1 + c′1x

γΞ + 2~k2x

}

, (305)

em que

a′1 = 3g2ΣKN [
(mN + 2mΣ −W )(s−m2

Σ) + 2mΣ(mΣ +mN)(mΣ −W )

s−m2
N

],

b′1 = g2ΣKΞ[2mΣ(mΣ +mΞ)(W −mΣ) + (mΞ +W )(m2
K − 2Ek0)],

c′1 = −2~k2g2ΣKΞ(W +mΞ),

γΞ = m2
Ξ −m2

Σ −m2
K + 2Ek0, (306)
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assim aplicando em (271) até a expansão de ondas parciais P3, encontramos que

a
1
2
S =

1

2

∫ 1

−1

[f
1
2
1 P0 + f

1
2
2 P1]dx, (307)

a
1
2
P1

=
1

2

∫ 1

−1

[f
1
2
1 P1 + f

1
2
2 P0]dx, (308)

a
1
2
P3

=
1

2

∫ 1

−1

[f
1
2
1 P1 + f

1
2
2 P2]dx, (309)

sabendo que os polinômios de Legendre são

P0 = 1, P1 = x, P2 =
1

2
(3x− 1), (310)

chegamos às amplitudes

a
1
2
(N)

S =
1

64πm2
ΣW

{

2(E +mΣ)a
′
1 + (E +mΣ)b

′
1I0

+
[

(E +mΣ)c
′
1 + (E −mΣ)b

′
2

]

I1 + (E −mΣ)c
′
2I2

}

, (311)

a
1
2
(N)

P1
=

1

64πm2
ΣW

{

2(E −mΣ)a
′
2 + (E −mΣ)b

′
2I0

+
[

(E +mΣ)b
′
1 + (E −mΣ)c

′
2

]

I1 + (E +mΣ)c
′
1I2

}

, (312)

a
1
2
(N)

P3
=

1

128πm2
ΣW

{

(mΣ − E)b′2I0 +
[

2(E +mΣ)b
′
1 + (mΣ − E)c′2

]

I1

+
[

3(E −mΣ)b
′
2 + 2(E +mΣ)c

′
1

]

I2 + 3(E −mΣ)c
′
2I3

}

. (313)

As integrais I0, I1, I2 e I3 estão definidas no Apêndice K.

5.3.4 Resultados para KΣ

Do formalismo exposto temos os resultados mostrados na Figura 18 para a seção

de choque total (276) e na Figura 19 para os phase shifts (277). Na Tabela 2 podemos

observar todas as ressonâncias consideradas nos cálculos juntamente com suas constantes

de acoplamento calculadas.

Pode-se notar por meio da seção de choque total quais ressonâncias são mais re-

levantes para a interação. Dessa forma de acordo com a massa (energia) da ressonância

podemos observar o efeito dessas ressonâncias no gráfico como função de k (mais preci-

samente pegamos o valor de
√
s que depende de k). Observando a Figura 18 verificamos

que a maior seção de choque corresponde ao bárion N(1710).

Os bárions Ξ e Ξ(1820) não tem picos de seção de choque correspondentes uma
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Tabela 2 - Part́ıculas consideradas

na interação KΣ

J I Massa (MeV ) gMB
N 1/2 1/2 938 6.9
N(1710) 1/2 1/2 1710 8.4
N(1875) 3/2 1/2 1875 0.7*
N(1900) 3/2 1/2 1900 1.3*
∆(1920) 3/2 3/2 1920 1.7*
Ξ 1/2 1/2 1320 13.4
Ξ(1820) 3/2 1/2 1820 1.8*

*MeV −1

Fonte: Santos e Barros (2019)

Figura 18 - Seção de choque total (σT ) para KΣ

Fonte: Santos e Barros (2019)
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Figura 19 - Phase shifts (δl±) para KΣ

Fonte: Santos e Barros (2019)

vez que participam da interação no canal cruzado u. Também o bárion N não apresenta

um pico, já que esta abaixo da camada de massa. Na Figura 19, os gráficos para os phase

shifts correspondentes ás ressonâncias também apresentam efeito.

5.4 TABELA DAS INTERAÇÕES DE INTERESSE

Utilizamos como exemplo para interações do tipo méson-bárion o caso de KΣ e

seus resultados. Usando estes procedimentos de forma análoga para demais interações

chegamos à Tabela 4, em que consideramos todas a interações de nosso interesse e suas

ressonâncias, posśıveis de serem encontradas, elas são as combinações entre o mésons

pseudo-vetoriais π, η, K e K (Tabela 3) e quando posśıvel com os bárions N , Λ, Σ, Ξ,

Λc, Σc e Λb.

Para esse trabalho definimos para as constantes de acoplamento para as ressonân-

cias de spin-3/2 a forma

g∗ =
gMBB∗

2mB
, (314)
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Tabela 3 - Mésons considerados

Méson Massa (MeV ) Spin Isospin
π 140 0 1
η 548 0 0
K 496 0 1/2
K 496 0 1/2

Fonte: PARTICLE DATA GROUP

(PDG), Patrignani et al.

(2016)

análogo ao caso de ressonâncias de spin-1/2, desta forma são adimensionais.

Na Tabela 4, consideramos também se a ressonâncias pertence ao canal s, u ou

ainda a ambos, consideração importante para a correta descrição dos diagramas. Usaremos

os dados da tabela para os cálculos dos potenciais bárion-bárion no próximo caṕıtulo.
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Tabela 4 - Interação méson-Bárions e suas Ressonâncias

Interação Ressonância Spin I Massa (MeV ) gMBB/B∗ Canal
πN N 1/2 1/2 938 13.4 s, u
πN ∆(1232) 3/2 3/2 1232 33.0 s, u
πN N(1440) 1/2 1/2 1440 4.8 s, u
ηN N 1/2 1/2 938 0.32 s, u
ηN N(1535) 1/2 1/2 1535 12.8 s, u
ηN N(1700) 3/2 1/2 1700 8.0 s, u

K̄N/KN Λ 1/2 0 1116 11.5 s/u
K̄N/KN Σ 1/2 1 1190 6.9 s/u
K̄N/KN Λ(1520) 3/2 0 1520 8 s/u
K̄N/KN Σ(1670) 3/2 1 1670 3.5 s/u

πΛ Σ 1/2 1 1190 11.7 s, u
πΛ Σ(1385) 3/2 1 1385 24.0 s, u
ηΛ Λ 1/2 0 1116 6.45 s, u
ηΛ Λ(1670) 1/2 0 1670 21.0 s, u

KΛ/K̄Λ N 1/2 1/2 938 11.5 s/u
KΛ/K̄Λ N(1650) 1/2 1/2 1650 9.9 s/u
KΛ/K̄Λ Ξ 1/2 1/2 1320 0.24 u/s
KΛ/K̄Λ Ξ(1820) 3/2 1/2 1820 4.3 u/s
πΣ Λ 1/2 0 1116 11.7 s, u
πΣ Σ 1/2 1 1190 6.7 s, u
πΣ Λ(1520) 3/2 0 1520 3.0 s, u
ηΣ Σ 1/2 1 1190 -6.0 s, u
ηΣ Σ(1750) 1/2 1 1750 57.0 s, u

KΣ/K̄Σ N 1/2 1/2 938 6.9 s/u
KΣ/K̄Σ N(1710) 1/2 1/2 1710 6.85 s/u
KΣ/K̄Σ Ξ 1/2 1/2 1320 13.4 u/s
KΣ/K̄Σ Ξ(1820) 3/2 1/2 1820 7.7 u/s
πΞ Ξ 1/2 1/2 1320 4.0 s, u
πΞ Ξ(1530) 3/2 1/2 1530 25.0 s, u
ηΞ Ξ 1/2 1/2 1320 3.36 s, u

KΞ/K̄Ξ Λ 1/2 0 1116 0.2 s/u
KΞ/K̄Ξ Σ 1/2 1 1190 13.4 s/u
KΞ/K̄Ξ Ω 3/2 0 1672 4.3 u/s
πΛc Σc 1/2 1 2455 21.0 s, u
πΛc Σc(2520) 3/2 1 2520 38.0 s, u
πΣc Λc(2595) 1/2 0 2592 35.0 s, u
πΣc Λc(2625) 3/2 0 2625 5.0 s, u
πΛb Σb 1/2 1 5812 40.0 s, u
πΛb Σb(5832) 3/2 1 5832 90.0 s, u

Fonte: Autor, PARTICLE DATA GROUP (PDG), Patrignani et al. (2016), Santos e Barros

(2019), Nogueira-Santos e Barros (2020b), Nogueira-Santos e Barros (2020a), Barros e

Hama (2001), Nogueira-Santos e Barros (2023b), Nogueira-Santos e Barros (2023a)
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6 RESULTADOS

Neste caṕıtulo apresentaremos os resultados dos cálculos para os potenciais da troca

de dois ṕıons, etas e kaons. Os resultados dos potenciais são comparados quando posśıvel

com o potencial da troca de um ṕıon (OPEP ), com o potencial da troca de um kaon

(OKEP ) e com o potencial da troca de um eta (OEEP ) de acordo com suas componentes

de spin (C, LS±, SS e T ) e dos estados de isospin que são diversos (0,1/2,1,3/2).

Neste trabalho calcularemos alguns casos posśıveis de interação, sendo eles: NN ,

NΞ (NX), ΞΞ (XX), NΛ (NL), NΛc (NLc), NΛb (NLb), ΛΛ (LL), ΛcΛc (LcLc), ΛbΛb

(LbLb), NΣ (NS), NΣc (NSc), ΣΣ (SS) e ΣcΣc (ScSc). Faremos algumas considerações

gerais e em seguida apresentaremos as análises para esses casos agrupados em termos de

seus isospins totais.

6.1 CONSIDERAÇÕES GERAIS

Para os potenciais mostrados nas próximas seções iremos apontar algumas consi-

derações gerais.

As ressonâncias utilizadas são as mesmas das identificadas na Tabela 4 do caṕıtulo

5.

De modo geral, em todos os potenciais consideramos os diagramas do tipo � e ×
para todas as trocas de dois mésons idênticos. Para casos envolvendo ṕıons e nucleons foi

considerado o vértice de contato (ππNN), o qual permite calcular os diagramas do tipo

△, ▽ e o () que só pôde ser utilizado no potencial NN . O valor das combinações das

matrizes de isospins desses vértices são mostrados nas seções I.2.4, I.2.5 e I.2.6.

Os mésons K e K são considerados com a mesma massa, assim resultam nos mes-

mos valores para os potenciais, por isso foram misturados e somados. Também ressaltamos

que embora os diagramas da troca de dois mésons tenham sido calculados e apresentados

analiticamente separados de acordo com o sentido do méson no vértice, uma vez que para

os kaons resultam em ressonâncias diferentes, não foram necessárias essas separações, por-

que muitos desses diagramas não produzem ressonâncias e as integrais de loop não fazem

distinções entre canais s e u. Dessa maneira teremos por exemplo para o caso cruzado

ressonâncias nos canais uu para o K iguais ao diagrama cruzado ss para o K, os quais,

foram somados e divididos por 2.

Os valores válidos são aqueles acima de 0.7fm, em que consideramos o raio mı́nimo

para o potencial, a região para valores < 0.7fm é a região de repulsão próxima do raio

dos bárions.

Foram considerados para todos o diagramas tipo caixa e todos os tipos de mésons
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a subtração do diagrama da troca de um méson SOMEP , conforme a prescrição para

potencial trocando dois mésons. Esse procedimento é obrigatório e foi realizado para

todos os potenciais calculados nesse trabalho.

Para o cálculo final do potencial, utilizamos a relação 81 para quando ambas as

ressonâncias do diagramas tem cada uma massa maior que a soma das massas do bárion

externo e do mésons em suas respectivas ”linhas”(superior (1) ou inferior (2)) do diagrama.

No caso de haver ao menos uma ressonância com massa inferior às massas do bárions

externo e do méson trocado, a relação 150 deverá ser usada.

6.1.1 Tipos de diagramas de troca de dois mésons e as ressonâncias consideradas nos

cálculos

Para cada cálculo de potencial utilizamos diferentes tipos de diagramas (caixa,

cruzado, triangulo, nabla e bolha), diferentes mésons com dois tipos de sentido em relação

ao primeiro vértice (ver caṕıtulo 4). Dessa maneiras teremos diferentes ressonâncias e suas

combinações.

Os tipos de diagramas são mostrados na figura 20 com seus respectivos nomes. As

linhas finas cont́ınuas representam bárions de spin 1/2 e as linhas grossas bárions de spin

3/2 (tp(2), tp(3) e tp(4))5. R1 e R2 representam as ressonâncias na linha superior e inferior

do diagramas respectivamente, assim como B1 e B2 os bários incidentes e emergentes

externos.

Para cada interação bárion-bárion os mésons π e η tem para ambos o sentido em

relação ao primeiro vértice superior do diagramas de loop ↑ e ↓ (conforme explicado no

caṕıtulo 4) as mesmas ressonâncias. No entanto para o kaons K e K dependerá do tipo

de diagramas e dos bárions externos.

As tabelas dos potenciais considerados neste trabalho que contém as informações

dos tipos de diagramas, sentidos dos mésons e as combinações de ressonâncias são as

Tabelas de 5 até a 17.

6.2 POTENCIAIS NN , NΞ E ΞΞ

Para estes potenciais temos que a soma dos isospins 1/2 e 1/2 das partes que

interagem resulta nos canais de isospin totais 0 e 1, cujas projeções são dadas pelas

expressões (1204) e (1205), resultando nas relações de amplitudes para cada canal (1209)

5 tp é uma forma abreviada da palavra tipo.
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Figura 20 - Tipos de diagramas considerados nos cálculos

Fonte: Autor

e (1210) dadas no Apêndice I. As amplitudes das matrizes de isospin dos vértices são

mostradas na seção I.2.1 de acordo com o tipo de méson.

6.2.1 Potencial NN

A troca de dois ṕıons é apresentada na figura 21 em seus canais de isospin 0 e 1,

com os seguintes estados intermediários N1=N , D=∆(1232) e N2=N(1440), até r = 3fm

onde suas contribuições se tornam despreźıveis. Os tipos de diagramas e as combinações

de ressonâncias para interação NN são apresentados na Tabela 5.

Na figura 22 mostramos a troca de dois etas, com os estados intermediários N1=N ,

N3=N(1535) e N4=N(1700), em ambos os canais de isospin. Observamos que a troca de

dois etas não contribuem para o potencial NN , pasśıveis de serem desconsiderados nesse

processo. Isso ocorre devido ao isospin nulo do eta, de tal forma que a contribuição dos

diagramas caixa e cruzado cancelam-se para valores acima de 0.7fm.

A contribuição da troca de dois kaons, apresentadas na figura 23, para os canais de

isospin, com as trocas de L1=Λ, S1=Σ, L2=Λ(1520) e S2=Σ(1670). Para esse caso é im-

portante algumas explicações, a considerável quantidade de combinações de ressonâncias
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ocorre devido aos diagramas caixa com os canais su ou us e cruzados com canais iguais

ss ou uu, que foram combinados de tal maneira a ter ressonâncias.

Observamos que as ressonâncias em todos os casos na região > 0.7fm são de

spin 3/2. Acreditamos que isso se deve à dependência dessas ressonâncias aos termos

proporcionais ao momento transferido que resultam em potências maiores para x.

Nas figuras 24 (isospin 0) e 25 (isospin 1) são mostrados nos gráficos superiores a

soma de todas as contribuições para a troca de dois mésons e comparadas aos potenciais

da troca de um ṕıon (OPEP ) e um eta (OEEP ), nos gráficos inferiores realizamos a

soma total considerando as trocas de um e dois mésons.

Das figuras 24 e 25 notamos que para raios por volta de > 1.8fm o potencial de

um ṕıon domina a interação, ficando a troca de dois mésons como uma correção, o que

está de acordo com nosso conhecimento da interação nuclear atual. Tal resultado nos

indica que nosso modelo parece razoável. Outra obervação interessante para o potencial

NN é a dominância da ressonância ∆(1232), mesmo considerando as ressonâncias da

troca de kaons, esse resultado também se encontra de acordo com nosso conhecimento das

interações NN .

Como era de se esperar, a troca de dois mésons tem grandes contribuições para

raios menores 0.7 < r < 1.8fm, servindo como correção para distancias maiores.

Tabela 5 - Ressonâncias e diagramas considerados no cálculo do potencial NN

mésons R1 R2 Diagramas mésons R1 R2 Diagramas

2π ↓↑ N N �tp(1), ×tp(1) 2K ↓ e 2K ↑ Λ Λ ×tp(1)

2π ↓↑ N N(1440) �tp(1), ×tp(1) 2K ↓ e 2K ↑ Λ Λ(1520) ×tp(2)

2π ↓↑ N(1440) N(1440) �tp(1), ×tp(1) 2K ↓ e 2K ↑ Λ(1520) Λ(1520) ×tp(4)

2π ↓↑ N ∆(1232) �tp(2), ×tp(2) 2K ↓ e 2K ↑ Λ Σ ×tp(1)

2π ↓↑ ∆(1232) N(1440) �tp(3), ×tp(3) 2K ↓ e 2K ↑ Λ Σ(1670) ×tp(2)

2π ↓↑ ∆(1232) ∆(1232) �tp(4), ×tp(4) 2K ↓ e 2K ↑ Λ(1520) Σ ×tp(3)

2π ↓↑ N − ▽tp(1) 2K ↓ e 2K ↑ Λ(1520) Σ(1670) ×tp(4)

2π ↓↑ − N △tp(1) 2K ↓ e 2K ↑ Σ Σ ×tp(1)

2π ↓↑ N(1440) − ▽tp(1) 2K ↓ e 2K ↑ Σ Σ(1670) ×tp(2)

2π ↓↑ − N(1440) △tp(1) 2K ↓ e 2K ↑ Σ(1670) Σ(1670) ×tp(4)

2π ↓↑ ∆(1232) − ▽tp(2) − − − −
2π ↓↑ − ∆(1232) △tp(2) − − − −
2π ↓↑ − − () − − − −
2η ↓↑ N N �tp(1), ×tp(1) 2η ↓↑ N N(1700) �tp(2), ×tp(2)

2η ↓↑ N N(1535) �tp(1), ×tp(1) 2η ↓↑ N(1535) N(1700) �tp(2), ×tp(2)

2η ↓↑ N(1535) N(1535) �tp(1), ×tp(1) 2η ↓↑ N(1700) N(1700) �tp(4), ×tp(4)

Fonte: Autor
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6.2.2 Potencial NΞ

Na troca de dois ṕıons e dois etas foram considerados as seguintes part́ıculas nos

estados intermediários (ver Tabela 6): N1 = N , X1 = Ξ, D = ∆(1232), X2 = Ξ(1530),

N4 = N(1700). Os resultados para a troca de ṕıons são mostrados na figura 26 em que

notamos o domı́nio das ressonâncias ∆ e Ξ(1530) combinadas, sendo o único caso com

ambas as ressonâncias de spin 3/2. Para a troca de dois etas (figura 27) não ocorreu

combinações relevantes.

Para a troca de dois kaons (figura 28) utilizamos as ressonâncias L1 = Λ, L2 =

Λ(1520), S1 = Σ, S2 = Σ(1670), O1 = Ω, em que tivemos duas combinações relevantes

mas muito próximas do raio limite a L2O1 = Λ(1530)Ω e a S2O1 = Σ(1670)Ω, ambos os

casos envolvendo somente spin 3/2.

Os resultados finais para cada canal de spin da troca de dois mésons são mostrados

na figura 29 para isospin 0 e na figura 30 para isospin 1, comparados com os potenciais

OPEP de grande relevância e o OEEP menos relevante e também as somas de todas as

contribuições para o potencial de cada canal spin-isospin.

Tabela 6 - Ressonâncias e diagramas considerados no cálculo do potencial NΞ

mésons R1 R2 Diagramas mésons R1 R2 Diagramas

2π ↓↑ N Ξ �tp(1), ×tp(1) 2K ↓ e 2K ↑ Λ(1520) Λ �tp(3)

2π ↓↑ N Ξ(1530) �tp(2), ×tp(2) 2K ↓ e 2K ↑ Λ(1520) Σ �tp(3)

2π ↓↑ ∆(1232) Ξ �tp(3), ×tp(3) 2K ↓ e 2K ↑ Σ(1670) Λ �tp(3)

2π ↓↑ ∆(1232) Ξ(1530) �tp(4), ×tp(4) 2K ↓ e 2K ↑ Σ(1670) Σ �tp(3)

2π ↓↑ − Ξ △tp(1) 2K ↓ e 2K ↑ Λ(1520) Ω ×tp(4)

2π ↓↑ − Ξ(1530) △tp(2) 2K ↓ e 2K ↑ Σ(1670) Ω ×tp(4)

2η ↓↑ N Ξ �tp(1), ×tp(1) − − − −
2η ↓↑ N(1700) Ξ �tp(3), ×tp(3) − − − −

Fonte: Autor

6.2.3 Potencial ΞΞ

Para a troca de ṕıons e etas consideramos as part́ıculas X1 = Ξ, X2 = Ξ(1530)

e para a troca de kaons, L1 = Λ, S1 = Σ, O1 = Ω, detalhes sobre os diagramas e

combinações são mostradas na Tabela 7. Na troca de dois ṕıons (figura 31) temos a

combinação relevante Ξ(1530)Ξ(1530). Para a troca de kaons na figura 33 vemos que

ΩΩ domina o potencial. A troca de dois etas (figura 32) não teve contribuições para o

potencial.

Nas figuras 34 e 35 são mostrados o potencial da troca de dois mésons comparados

aos potenciais OPEP e OEEP, e as somas de todas as contribuições para os canais de
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isospin 0 e 1, respectivamente. Para este caso a troca de mésons se mostrou mais que

uma correção à troca de um ṕıon.

Tabela 7 - Ressonâncias e diagramas considerados no cálculo do potencial ΞΞ

mésons R1 R2 Diagramas mésons R1 R2 Diagramas

2π ↓↑ Ξ Ξ �tp(1), ×tp(1) 2K ↑ e 2K ↓ Λ Ω �tp(2)

2π ↓↑ Ξ Ξ(1530) �tp(2), ×tp(2) 2K ↑ e 2K ↓ Σ Ω �tp(2)

2π ↓↑ Ξ(1530) Ξ(1530) �tp(4), ×tp(4) 2K ↑ e 2K ↓ Λ Λ ×tp(1)

2η ↓↑ Ξ Ξ �tp(1), ×tp(1) 2K ↑ e 2K ↓ Λ Σ ×tp(1)

− − − − 2K ↑ e 2K ↓ Σ Σ ×tp(1)

− − − − 2K ↓ e 2K ↑ Ω Ω ×tp(4)

Fonte: Autor

6.3 POTENCIAIS NΛ, NΛC , NΛB, ΛΛ, ΛCΛC E ΛBΛB

Para os potenciais envolvendo bárions Λ, Λc e Λb, part́ıculas de isospin 0, teremos

sempre um único estado de isospin total. Os casos de potenciais de interação destas

part́ıculas com N temos o isospin total 1/2, para os demais casos isospin total 0. O valor

da projeção de isospin nos vértices destas interações é igual a 1.

6.3.1 Potencial NΛ

Consideramos para a troca de dois ṕıons e dois etas nas figuras 36 e 37 as part́ıculas

N1 = N , D = ∆(1232), N4 = N(1700), S1 = Σ, S2 = Σ(1385), L1 = Λ, L2 = Λ(1670),

não ocorrendo nenhuma contribuição relevante para o potencial. Na troca de dois kaons

(figura 38) consideramos as part́ıculas N1 = N , N2 = N(1650), L2 = Λ(1520), S2 =

Σ(1670), X1 = Ξ, X2 = Ξ(1820), que deram origem a uma contribuição pequena, somente

em uma região muito próxima do raio mı́nimo da combinação L2X2 = Λ(1520)Ξ(1820)

nos canais de spin LS+, SS e T (detalhes na Tabela 8).

Os resultados finais são apresentados na figura 39 e comparados aos potenciais

OKEP e OEEP. Fica claro que a troca de um kaon é a contribuição mais relevante e as

demais trocas somente fornecem correções próximas ao raio limite.
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Tabela 8 - Ressonâncias e diagramas considerados no cálculo do potencial NΛ

mésons R1 R2 Diagramas mésons R1 R2 Diagramas

2π ↓↑ N Σ �tp(1), ×tp(1) 2K ↓ e 2K ↑ Λ(1520) N �tp(3)

2π ↓↑ ∆(1232) Σ �tp(3), ×tp(3) 2K ↓ e 2K ↑ Σ(1670) N �tp(3)

2π ↓↑ N Σ(1385) �tp(2), ×tp(2) 2K ↓ e 2K ↑ Λ(1520) N(1650) �tp(3)

2π ↓↑ ∆(1232) Σ(1385) �tp(4), ×tp(4) 2K ↓ e 2K ↑ Σ(1670) N(1650) �tp(3)

2π ↓↑ − Σ △tp(1) 2K ↓ e 2K ↑ Λ(1520) Ξ ×tp(3)

2π ↓↑ − Σ(1385) △tp(2) 2K ↓ e 2K ↑ Λ(1520) Ξ(1820) ×tp(4)

− − − − 2K ↓ e 2K ↑ Σ(1670) Ξ(1820) ×tp(4)

2η ↓↑ N Λ �tp(1), ×tp(1) 2η ↓↑ N Λ(1670) �tp(1), ×tp(1)

2η ↓↑ N(1700) Λ �tp(3), ×tp(3) 2η ↓↑ N(1700) Λ(1670) �tp(3), ×tp(3)

Fonte: Autor

6.3.2 Potenciais NΛc e NΛb

Os potenciais NΛc e NΛb envolvem somente a troca de dois ṕıons (figuras 40 e 41,

respectivamente) com as part́ıculas N1 = N , D = ∆(1232) Sc1 = Σc, Sc2 = Σc(2520),

Sb1 = Σb, Sb2 = Σb(5832), diagramas e combinações de ressonâncias mostradas nas

Tabelas 9 e 10.

Por envolverem bárions muito massivos, não originaram contribuições muito rele-

vantes, ainda que próximo de r = 0.7fm sejam não nulas. Para o potencial NΛb tivemos

uma maior contribuição entre 0.7 e 1.5fm (figura 42 parte inferior). Já para o potencial

NΛc (figura 42 parte superior) tivemos uma contribuição quase nula.

Tabela 9 - Ressonâncias e diagramas considerados no cálculo do potencial NΛc

mésons R1 R2 Diagramas
2π ↓↑ N Σc �tp(1), ×tp(1)

2π ↓↑ N Σc(2520) �tp(2), ×tp(2)

2π ↓↑ ∆(1232) Σc �tp(3), ×tp(3)

2π ↓↑ ∆(1232) Σc(2520) �tp(4), ×tp(4)

2π ↓↑ − Σc △tp(1)

2π ↓↑ − Σc(2520) △tp(2)

Fonte: Autor

6.3.3 Potenciais ΛΛ, ΛcΛc e ΛbΛb

Para o potencial ΛΛ consideramos as ressonâncias S1 = Σ e S2 = Σ(1385) para a

troca de dois ṕıons (figura 43), L1 = Λ e L2 = Λ(1670) para troca de dois etas (figura

44) e N1 = N , N2 = N(1650), X1 = Ξ, X2 = Ξ(1820) para troca de dois kaons (figura
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Tabela 10 - Ressonâncias e diagramas considerados no cálculo do potencial NΛb

mésons R1 R2 Diagramas
2π ↓↑ N Σb �tp(1), ×tp(1)

2π ↓↑ N Σb(5832) �tp(2), ×tp(2)

2π ↓↑ ∆(1232) Σb �tp(3), ×tp(3)

2π ↓↑ ∆(1232) Σb(5832) �tp(4), ×tp(4)

2π ↓↑ − Σb △tp(1)

2π ↓↑ − Σb(5832) △tp(2)

Fonte: Autor

45), conforme observado na Tabela 11. Não houveram contribuições muito relevantes.

Para os potenciais ΛcΛc e ΛbΛb consideramos para troca de dois ṕıons (figuras 46

e 47, respectivamente) as ressonâncias Sc1 = Σc, Sc2 = Σc(2520), Sb1 = Σb, Sb2 =

Σb(5832) (ver Tabelas 12 e 13), também não houveram contribuições relevantes.

A figura 48 mostram a soma de todas as contribuições. Para esses potenciais não

é permitida a troca de mésons pseudo-vetoriais como os ṕıons, etas e kaons.

Tabela 11 - Ressonâncias e diagramas considerados no cálculo do potencial ΛΛ

mésons R1 R2 Diagramas mésons R1 R2 Diagramas

2π ↓↑ Σ Σ �tp(1), ×tp(1) 2K ↑ e 2K ↓ N Ξ �tp(1)

2π ↓↑ N Ξ(1820) �tp(2), ×tp(2) 2K ↑ e 2K ↓ N Ξ �tp(1)

2π ↓↑ Σ(1385) Σ(1385) �tp(4), ×tp(4) 2K ↑ e 2K ↓ N(1650) Ξ �tp(1)

2η ↓↑ Λ Λ �tp(1), ×tp(1) 2K ↑ e 2K ↓ N(1650) Ξ(1820) �tp(2)

2η ↓↑ Λ Λ(1670) �tp(2), ×tp(2) 2K ↓ e 2K ↑ Ξ Ξ ×tp(1)

2η ↓↑ Λ(1670) Λ(1670) �tp(4), ×tp(4) 2K ↓ e 2K ↑ Ξ Ξ(1820) ×tp(2)

− − − − 2K ↓ e 2K ↑ Ξ(1820) Ξ(1820) ×tp(4)

− − − − 2K ↑ e 2K ↓ N N ×tp(1)

− − − − 2K ↑ e 2K ↓ N N(1650) ×tp(1)

− − − − 2K ↑ e 2K ↓ N(1650) N(1650) ×tp(1)

Fonte: Autor

Tabela 12 - Ressonâncias e diagramas considerados no cálculo do potencial ΛcΛc

mésons R1 R2 Diagramas
2π ↓↑ Σc Σc �tp(1), ×tp(1)

2π ↓↑ Σc Σc(2520) �tp(2), ×tp(2)

2π ↓↑ Σc(2520) Σc(2520) �tp(4), ×tp(4)

Fonte: Autor
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Tabela 13 - Ressonâncias e diagramas considerados no cálculo do potencial ΛbΛb

mésons R1 R2 Diagramas
2π ↓↑ Σb Σb �tp(1), ×tp(1)

2π ↓↑ Σb Σb(5832) �tp(2), ×tp(2)

2π ↓↑ Σb(5832) Σb(5832) �tp(4), ×tp(4)

Fonte: Autor

6.4 POTENCIAIS NΣ E NΣC

Esses potenciais têm isospins resultantes 3/2 e 1/2, uma vez que N tem isospin

1/2 e Σ (Σc) tem isospin 1. Utilizamos os canais de isospin dados pelas relações (1198) e

(1199) e as amplitudes dos vértices dos diagramas apresentadas na seção I.2.2 do Apêndice

I.

6.4.1 Potencial NΣ

Para as trocas de dois ṕıons (figura 49) e dois etas (figura 50) consideramos as

part́ıculas: N1 = N , S1 = Σ, L2 = Λ(1520), D = ∆(1232), N4 = N(1700), S2 =

Σ(1750). O caso mais relevante foi a combinação DL2 = ∆(1232)Λ(1520) para a troca

de dois ṕıons no canal de isospin 3/2.

Na troca de dois kaons (figura 51) foram consideradas as part́ıculas N1 = N ,

N2 = N(1710), L2 = Λ(1520), S2 = Σ(1670), X1 = Ξ, X2 = Ξ(1820). As contribuições

relevantes foram L2X2 = Λ(1520)Ξ(1820) e S2X2 = Σ(1670)Ξ(1820). Os diagrama e a

combinações de ressonâncias são apresentadas na Tabela 14.

A figura 52 mostra o potencial da troca de dois mésons e comparado aos potenciais

OPEP, OEEP e OKEP, em seus canais de spin-isospin. O potencial total da somas de

todos os potenciais é mostrado na figura 53.

6.4.2 Potencial NΣc

Para o cálculo deste potencial temos somente a troca de dois ṕıons (figura 54) e

foram consideradas as part́ıculasN1 = N , D = ∆(1232), Lc1 = Λc(2595), Lc2 = Λc(2625)

como na Tabela 15, sendo a contribuição mais relevante a DLc2 = ∆(1232)Λc(2625) no

canal de isospin 3/2. O potencial resultante é mostrado na figura 55.
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Tabela 14 - Ressonâncias e diagramas considerados no cálculo do potencial NΣ

mésons R1 R2 Diagramas mésons R1 R2 Diagramas

2π ↓↑ N Σ �tp(1), ×tp(1) 2K ↓ e 2K ↑ Λ(1520) N �tp(3)

2π ↓↑ ∆(1385) Σ �tp(3), ×tp(3) 2K ↓ e 2K ↑ Σ(1670) N �tp(3)

2π ↓↑ N Λ(1520) �tp(2), ×tp(2) 2K ↓ e 2K ↑ Λ(1520) N(1710) �tp(3)

2π ↓↑ ∆(1385) Λ(1520) �tp(4), ×tp(4) 2K ↓ e 2K ↑ Σ(1670) N(1710) �tp(3)

2π ↓↑ − Σ △tp(1) 2K ↓ e 2K ↑ Λ(1520) Ξ ×tp(3)

2π ↓↑ − Λ(1520) △tp(2) 2K ↓ e 2K ↑ Σ(1670) Ξ ×tp(3)

2η ↓↑ N Σ �tp(1), ×tp(1) 2K ↓ e 2K ↑ Λ(1520) Ξ(1820) ×tp(4)

2η ↓↑ N(1700) Σ �tp(3), ×tp(3) 2K ↓ e 2K ↑ Σ(1670) Ξ(1820) ×tp(4)

2η ↓↑ N Σ(1750) �tp(1), ×tp(1) − − − −
2η ↓↑ N(1700) Σ(1750) �tp(3), ×tp(3) − − − −

Fonte: Autor

Tabela 15 - Ressonâncias e diagramas considerados no cálculo do potencial NΣc

mésons R1 R2 Diagramas
2π ↓↑ N Λc(2595) �tp(1), ×tp(1)

2π ↓↑ N Λc(2625) �tp(2), ×tp(2)

2π ↓↑ ∆(1232) Λc(2595) �tp(3), ×tp(3)

2π ↓↑ ∆(1232) Λc(2625) �tp(4), ×tp(4)

2π ↓↑ − Λc(2595) △tp(1)

2π ↓↑ − Λc(2625) △tp(2)

Fonte: Autor

6.5 POTENCIAIS ΣΣ E ΣCΣC

Estes potenciais envolvem bárions com isospin 1, logo temos canais de isospin 0,1

e 2. Fazemos uso dos canais de isospin (1224-1226) e das amplitudes das combinações de

matrizes de isospins da seção I.2.3.

6.5.1 Potencial ΣΣ

Consideramos para a troca de dois ṕıons (figura 56) e dois etas (figura 57) as

part́ıculas L1 = Λ, L2 = Λ(1520), S1 = Σ e S2 = Σ(1750) com pequena contribuição da

combinação L2L2 = Λ(1520)Λ(1520) para a troca de ṕıons.

Para a troca de dois kaons (figura 58), foram consideradas as part́ıculas N1 = N ,

N2 = N(1710), X1 = Ξ e X2 = Ξ(1820), sendo a combinação X2X2 = Ξ(1820)Ξ(1820)

a mais relevante. Diagramas e combinações estão na Tabela 16.

As figuras 59, 60 e 61 mostram os potenciais das trocas de dois mésons comparados

aos OPEP e OEEP e também à soma dos potenciais para os canais de isospin 0, 1 e 2,
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respectivamente.

Tabela 16 - Ressonâncias e diagramas considerados no cálculo do potencial ΣΣ

mésons R1 R2 Diagramas mésons R1 R2 Diagramas

2π ↓↑ Λ Λ �tp(1), ×tp(1) 2K ↓ e 2K ↑ Ξ Ξ ×tp(1)

2π ↓↑ Λ Σ �tp(1), ×tp(1) 2K ↓ e 2K ↑ Ξ Ξ(1820) ×tp(2)

2π ↓↑ Λ Λ(1520) �tp(2), ×tp(2) 2K ↓ e 2K ↑ Ξ(1820) Ξ(1820) ×tp(4)

2π ↓↑ Σ Σ �tp(1), ×tp(1) 2K ↑ e 2K ↓ N N ×tp(1)

2π ↓↑ Σ Λ(1520) �tp(2), ×tp(2) 2K ↑ e 2K ↓ N N(1710 ×tp(1)

2π ↓↑ Λ(1520) Λ(1520) �tp(4), ×tp(4) 2K ↑ e 2K ↓ N(1710) N(1710) ×tp(1)

2η ↓↑ Σ Σ �tp(1), ×tp(1) − − − −
2η ↓↑ Σ Σ(1750) �tp(1), ×tp(1) − − − −
2η ↓↑ Σ(1750) Σ(1750) �tp(1), ×tp(1) − − − −

Fonte: Autor

6.5.2 Potencial ΣcΣc

Para esta interação temos o único caso descrita pela troca de dois ṕıons mostrado

na figura 62 para os canais de isospin 0, 1 e 2, em que consideramos as ressonâncias Lc1 =

Λc(2595), Lc2 = Λc(2625) de acordo com a Tabela 17. O potencial final é apresentado na

figura 63, e como podemos observar não houveram contribuições relevantes.

Tabela 17 - Ressonâncias e diagramas considerados no cálculo do potencial ΣcΣc

mésons R1 R2 Diagramas
2π ↓↑ Λc(2595) Λc(2595) �tp(1), ×tp(1)

2π ↓↑ Λc(2595) Λc(2625) �tp(2), ×tp(2)

2π ↓↑ Λc(2625) Λc(2625) �tp(4), ×tp(4)

Fonte: Autor

Neste caṕıtulos mostramos então os resultados para os potenciais de diversas inte-

rações Bárion-Bárion de interesse. Decidimos não nos estender muito na discussão desses

resultados, pois estudamos muitos casos e tentamos evitar que esta exposição se tornasse

tediosa.
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Figura 21 - Potencial NN devido a troca de dois ṕıons

Fonte: Autor
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Figura 22 - Potencial NN devido a troca de dois etas

Fonte: Autor
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Figura 23 - Potencial NN devido a troca de dois kaons

Fonte: Autor
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Figura 24 - Potencial NN devido a troca de dois mésons, OPEP, OEEP e o potencial total somadas

todas as contribuições no canal de isospin 0

Fonte: Autor
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Figura 25 - Potencial NN devido a troca de dois mésons, OPEP, OEEP e o potencial total somadas

todas as contribuições no canal de isospin 1

Fonte: Autor
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Figura 26 - Potencial NΞ devido a troca de dois ṕıons

Fonte: Autor
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Figura 27 - Potencial NΞ devido a troca de dois etas

Fonte: Autor
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Figura 28 - Potencial NΞ devido a troca de dois kaons

Fonte: Autor
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Figura 29 - Potencial NΞ devido a troca de dois mésons, OPEP, OEEP e o potencial total somadas

todas as contribuições no canal de isospin 0

Fonte: Autor
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Figura 30 - Potencial NΞ devido a troca de dois mésons, OPEP, OEEP e o potencial total somadas

todas as contribuições no canal de isospin 1

Fonte: Autor
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Figura 31 - Potencial ΞΞ devido a troca de dois ṕıons

Fonte: Autor
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Figura 32 - Potencial ΞΞ devido a troca de dois etas

Fonte: Autor
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Figura 33 - Potencial ΞΞ devido a troca de dois kaons

Fonte: Autor
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Figura 34 - Potencial ΞΞ devido a troca de dois mésons, OPEP, OEEP e o potencial total somadas

todas as contribuições no canal de isospin 0

Fonte: Autor
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Figura 35 - Potencial ΞΞ devido a troca de dois mésons, OPEP, OEEP e o potencial total somadas

todas as contribuições no canal de isospin 1

Fonte: Autor
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Figura 36 - Potencial NΛ devido a troca de dois ṕıons

Fonte: Autor
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Figura 37 - Potencial NΛ devido a troca de dois etas

Fonte: Autor
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Figura 38 - Potencial NΛ devido a troca de dois kaons

Fonte: Autor
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Figura 39 - Potencial NΛ devido a troca de dois mésons, OKEP, OEEP e o potencial total somadas

todas as contribuições

Fonte: Autor
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Figura 40 - Potencial NΛc devido a troca de dois ṕıons

Fonte: Autor
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Figura 41 - Potencial NΛb devido a troca de dois ṕıons

Fonte: Autor
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Figura 42 - Potenciais NΛc e NΛb finais

Fonte: Autor
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Figura 43 - Potencial ΛΛ devido a troca de dois ṕıons

Fonte: Autor
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Figura 44 - Potencial ΛΛ devido a troca de dois etas

Fonte: Autor
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Figura 45 - Potencial ΛΛ devido a troca de dois kaons

Fonte: Autor
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Figura 46 - Potencial ΛcΛc devido a troca de dois ṕıons

Fonte: Autor
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Figura 47 - Potencial ΛbΛb devido a troca de dois ṕıons

Fonte: Autor
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Figura 48 - Potenciais ΛΛ, ΛcΛc e ΛbΛb finais

Fonte: Autor
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Figura 49 - Potencial NΣ devido a troca de dois ṕıons

Fonte: Autor
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Figura 50 - Potencial NΣ devido a troca de dois etas

Fonte: Autor
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Figura 51 - Potencial NΣ devido a troca de dois kaons

Fonte: Autor
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Figura 52 - Potencial NΣ devido a troca de dois mésons total, OPEP, OKEP e OEEP

Fonte: Autor
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Figura 53 - Potencial NΣ total pela somadas todas as contribuições

Fonte: Autor
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Figura 54 - Potencial NΣc devido a troca de dois ṕıons

Fonte: Autor
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Figura 55 - Potencial NΣc final

Fonte: Autor
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Figura 56 - Potencial ΣΣ devido a troca de dois ṕıons

Fonte: Autor
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Figura 57 - Potencial ΣΣ devido a troca de dois etas

Fonte: Autor
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Figura 58 - Potencial ΣΣ devido a troca de dois kaons

Fonte: Autor
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Figura 59 - Potencial ΣΣ devido a troca de dois mésons, OPEP, OEEP e o potencial total somadas

todas as contribuições no canal de isospin 0

Fonte: Autor
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Figura 60 - Potencial ΣΣ devido a troca de dois mésons, OPEP, OEEP e o potencial total somadas

todas as contribuições no canal de isospin 1

Fonte: Autor
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Figura 61 - Potencial ΣΣ devido a troca de dois mésons, OPEP, OEEP e o potencial total somadas

todas as contribuições no canal de isospin 2

Fonte: Autor



140

Figura 62 - Potencial ΣcΣc devido a troca de dois ṕıons

Fonte: Autor
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Figura 63 - Potencial ΣcΣc devido a troca de dois mésons total nos canais de isospin 0,1 e 2

Fonte: Autor
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7 CONCLUSÃO

Neste trabalho encontramos a forma geral para um potencial para interação do tipo

bárion-bárion de spin-1/2, por meio de diagramas de Feynman trocando até dois mésons

pseudovetoriais, e entre esses ressonâncias bariônicas de spin-1/2 e 3/2. Foram utilizado

dois formalismo para o potencial de acordo com a massa do estado intermediário quando

comparado com as massas do bárion incidente e do méson trocado em um mesmo vértice,

a fim de evitar estados não f́ısicos.

Para estados intermediários com massas maiores que a soma das massas do bárion

e do méson utilizamos o formalismo da primeira aproximação de Born que faz uso das

equação de Schrödinger na forma integral e do formalismo da teoria de espalhamento

quântico. No caso de quando a massa do estado intermediário é menor que a soma das

massas do bárion e do méson, utilizamos para o potencial o formalismo da prescrição de

Partovi e Lomon. Este potencial tem como ponto de partida a equação de Bethe-Salpeter,

a versão relativ́ıstica da equação de Lippmann-Schwinger, cuja solução não é única e é

muito complexa de obter. Encontramos solução para a equação de Bethe-Salpeter por

meio da solução de Partovi e Lomon, a qual é a generalização da solução de Blankenbecher

e Sugar, consistindo na redução das soluções de quatro para três dimensões para energias

positivas.

O Potencial utilizado neste trabalho pode ser considerado como uma generaliza-

ção dos resultados anteriores e é por si só um resultado inédito, uma vez que, considera

ressonâncias de spin-1/2 e 3/2 exigindo modificações para se manter consistente com as

ideias originais. As ressonâncias de spin-3/2 descritas por lagrangianas e propagadores

mais complexos, necessitaram de novas integrais de loop no espaço de momentos e de con-

figurações, fazendo com que a quantidade de cálculos e sua complexidade aumentassem

proporcionalmente. Tal demanda também ocorre com ressonâncias de spin-1/2 generali-

zadas, porém menos complexas. O desafio foi vencido por meio de procedimentos análogos

aos feitos nos trabalhos do Brazil group (ou Sao Paulo group)(ROCHA, 1993; ROCHA;

ROBILOTTA, 1994; ROBILOTTA, 1995; ROCHA; ROBILOTTA, 1995; ROBILOTTA;

ROCHA, 1997; ROBILOTTA, 2001; HIGA, 2003; HIGA; ROBILOTTA, 2003; HIGA;

ROBILOTTA; ROCHA, 2004; ROCHA; HIGA; ROBILOTTA, 2007a; ROCHA; HIGA;

ROBILOTTA, 2007b) .

Para que se possa considerar múltiplas ressonâncias e mésons nos diagramas de

Feynman e então calcular o potencial para a interação entre os bárions externos de inte-

resse, é preciso conhecermos as constantes de acoplamento dos vértices envolvidos. Para

o cálculo das constantes de acoplamento de cada caso, utilizamos a simetria do SU(6)

quando abaixo da camada de massa, e o phase shift das ressonâncias consideradas, fitadas

em relação à expressão de Breit-Wigner que faz uso do spin e dos dados experimentais
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dessas ressonâncias. Muitas dessas constantes de acoplamento calculadas neste trabalho,

são resultados inéditos.

Calculamos numericamente os potenciais: NN , NΞ, ΞΞ, NΛ, NΛc, NΛb, ΛΛ,

ΛcΛc, ΛbΛb, NΣ, NΣc, ΣΣ e ΣcΣc. Consideramos a troca de um e dois ṕıons, mésons eta e

kaons quando permitidos. É notório dos resultados numéricos obtidos que as ressonâncias

de maiores contribuições são aquelas de spin 3/2, sobretudo quando em ambos os canais

de ressonância. Isso ocorre devido à estrutura das lagrangianas que leva a propagadores

com muitos termos e consequencialmente maior dependência do momento transferido “q”

no espaço dos momentos. Esse resultado é bastante interessante e parece ser um padrão

em todas as interações envolvendo bárions externos de spin-1/2 trocando dois ṕıons ou

dois kaons, e está de acordo com a grande amplitude da interações NN , quando da troca

de ressonâncias ∆.

Quando comparados com os potenciais devidos à troca de um méson, de modo

geral os potenciais da troca de dois mésons são de alcances pequenos e intermediários,

dessa forma sendo correções de energias mais altas e de curto alcance do potencial, ficando

a troca de um méson em geral como a contribuição mais importante para baixas energias

e grandes alcances. Este resultado está de acordo com as observações e é esperado de

qualquer bom modelo de potencial nuclear.

Observamos que para a troca de dois etas, não houveram contribuições relevantes

para nenhum dos potenciais. Também observamos que potenciais envolvendo os bárions

externos Λ, Λc e Λb não obtiveram contribuições devidas a esse tipo de interação, o motivo

desses resultados é que ao considerar a simetria de isospin, todos esses casos têm um único

canal de isospin, a soma direta sem fatores dos diagramas caixa e cruzado, os quais para

esses casos têm iguais valores ou próximos, porém com sinais contrários, resultam em

valores nulos ou muito pequenos.

Obtivemos resultados interessantes para os potenciais envolvendo bárions externos

Ξ nos canais de isospin 0 e 1, apesar de ser o h́ıperon de maior massa tivemos consideráveis

contribuições de ressonâncias na troca de dois mésons para o potencial total. Para os

bárions super pesados Λc, Σc e Λb, obtivemos pequenas contribuições e muito próximas do

limite de 0.7fm, mesmo quando envolvendo ressonâncias de spin-3/2 em ambos os canais

de ressonância. Este resultado é esperado já que envolvem elevadas massas bariônicas.

Os potenciais desenvolvidos neste trabalho têm considerável complexidade o que

dificulta o seu uso em outros trabalhos e aplicações, desta forma perfaz imperativo o

desenvolvimento de funções que parametrizem estes potenciais o que é uma continuação

imediata desse trabalho. A versão parametrizada em relação à distancia dos centros dos

bárions externos envolvidos poderá ser utilizada em modelos que necessitem de um poten-

cial no espaço de configurações de maneira direta e simples. Os potenciais parametrizados

seriam expansões de potenciais do tipo de Yukawa em diferente ordens, e deverão ser feitas

para cada um dos canais spin-isospin. Além dos potencias considerados neste trabalhos
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nosso formalismo permite quaisquer outras combinações do bárions de spin-1/2 e conse-

quentemente de acordo com cada interesse sua versão parametrizada para aplicações.

O potencial parametrizado também é útil para o cálculo de observáveis como seção

de choque total e diferencial, úteis para comparação com dados experimentais. Estes

observáveis também poderiam ser calculados diretamente do formalismo das integrais no

espaço de momento aqui desenvolvidos, apesar de um processo um pouco mais complexo.

Outra perspectiva futura é a extensão deste potencial para casos ainda mais gerais

como as interações, que envolveriam bárions inciais e finais distintos, e troca de dois

mésons diferentes. Também outra possibilidade de extensão é o cálculo de potenciais

considerando part́ıculas de spin-3/2 externas, um caso interessante é a do bárion ∆, em

que alguns modelos de estrelas de nêutrons consideram contribuir para a estabilidade da

sua massa gravitacional.

Durante o desenvolvimento desses projeto cinco artigos foram publicados pelo au-

tor: Santos e Barros (2019), Nogueira-Santos e Barros (2020c), Nogueira-Santos e Barros

(2020b), Nogueira-Santos e Barros (2020a), Nogueira-Santos e Barros (2023b) e um em

produção Nogueira-Santos e Barros (2023a).
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REFERÊNCIAS

BANDO, M.; KUGO, T.; YAMAWAKI, K. Nonlinear realization and hidden local
symmetries. Physics Reports, Elsevier, v. 164, n. 4-5, p. 217–314, 1988.

BARROS, C. C.; HAMA, Y. Low energy pion-hyperon interaction. Physical Review C,
APS, v. 63, n. 6, p. 065203, 2001.

BASSALO, J. M. F. Teoria de Grupos. [S.l.]: Livraria da F́ısica, 2008. ISBN
9788578610005.

BERNARD, V.; KAISER, N.; MEISSNER, U.-G. Chiral dynamics in nucleons and
nuclei. International Journal of Modern Physics E, World Scientific, v. 4, n. 02, p.
193–344, 1995.

BJORKEN, J. D.; DRELL, S. D. Relativistic Quantum Fields. [S.l.]: McGraw-Hill
College, 1965. ISBN 0070054940.

BLANKENBECLER, R.; SUGAR, R. Linear integral equations for relativistic
multichannel scattering. Physical Review, American Physical Society (APS), v. 142, n. 4,
p. 1051–1059, feb 1966.

CHENG, T.-P.; LI, L.-F. Gauge Theory of elementary particle physics. [S.l.]: Oxford
University Press, 1988. ISBN 0198519613.

COLEMAN, S.; WESS, J.; ZUMINO, B. Structure of phenomenological lagrangians. i.
Physical Review, APS, v. 177, n. 5, p. 2239, 1969.

DOVER, C.; GAL, A. Hyperon-nucleus potentials. Progress in Particle and Nuclear
Physics, Elsevier BV, v. 12, p. 171–239, 1984.

ENTEM D. R.; MACHLEIDT, R. From Nuclei to Stars: Festschrift in Honor of Gerald
E Brown; Chapter 14, Chiral Symmetry and the Nucleon-Nucleon Interaction. [S.l.]:
World Scientific Publishing Company, 2011. ISBN 978-9814329088.

ERICSON, T.; WEISE, W. Pions and Nuclei. [S.l.]: Oxford University Press, 1988.
ISBN 0-19-852008-5.

FINELLI, P. Chiral symmetry. Nuclear Physics Course, 2011.
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APÊNDICE A – Formalismo Quiral

Neste capitulo introduziremos a base teórica necessária à construção das lagrangi-

anas efetivas quirais. Começando pelos prinćıpios da teoria quântica de campos, passando

pelos conceitos básicos de simetria e quebra de simetria, chegando ao modelo sigma não-

linear, concluindo-se com a dedução das lagrangianas para a interação Nπ, sendo este,

nosso modelo de base, que nessa tese são estendido para interação do tipo KY .

A.1 FUNÇÃO LAGRANGIANA

Nos estudos da teoria quântica de campos (BJORKEN; DRELL, 1965; KAKU,

1993; PESKIN; SCHROEDER, 1995; ZEE, 2003; MCMAHON, 2008), utilizamos uma

ferramenta matemática muito comum, aplicável em qualquer teoria f́ısica fundamental.

Esta ferramenta é conhecida como função lagrangiana, sendo frequentemente identificada

como a diferença entre as energias cinética e potencial (LEMOS, 2007). No contexto da

teoria quântica de campos, temos que usar lagrangianas generalizadas para campos rela-

tiv́ısticos, para tanto, temos primeiro que considerar os conceitos básicos da lagrangiana

clássica não relativ́ıstica.

Matematicamente,

L = T − V (315)

onde L é a função lagrangiana clássica, T e V são as energias cinética e potencial respec-

tivamente.

A.1.1 Ação e as equações de movimento

Integrando a lagrangiana (315) em função do tempo, definimos uma quantidade

chamada ação (S),

S =

∫

Ldt. (316)

À S damos o nome de funcional, uma vez que, transforma uma função (neste caso

L) em um número. Entre dois pontos (posição no eixo x em dois instantes diferentes) x(t1)

e x(t2), temos infinitos caminhos posśıveis para uma mesma part́ıcula, através prinćıpio

de Hamilton, a trajetória real (mantidos os pontos inicial e final fixos) da part́ıcula será
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aquela na qual, a ação é mı́nima. Assim, para encontrarmos o caminho real temos de usar

o prinćıpio variacional, isto é, a variação da ação deve ser nula, logo

S → S + δS, (317)

δS = 0. (318)

Calculando a variação δS nula, chegaremos à equação do movimento da part́ıcula. Para

isso, considera-se o caso geral onde L depende de, N coordenadas generalizadas qi(t),

derivadas primeiras em relação ao tempo q̇i(t), onde i = 1, ..., N e do tempo t. Assim,

temos a variação da ação

δS = δ

∫ t2

t1

L(qi, q̇i, t)dt = 0 (319)

com os pontos inicial e final mantidos fixos, isto é,

δqi(t1) = δqi(t2) = 0

e considerando que

δ(q̇i) =
d

dt
(δqi). (320)

Como L depende das variáveis qi e q̇i, temos

δS =

∫ t2

t1

∑

i

[
∂L

∂qi
δqi +

∂L

∂q̇i
δq̇i

]

dt

aplicando a relação (320),

δS =

∫ t2

t1

∑

i

[
∂L

∂qi
δqi +

∂L

∂q̇i

d

dt
(δqi)

]

dt

a integração por partes fornece

δS =

∫ t2

t1

∑

i

[
∂L

∂qi
− d

dt

(
∂L

∂q̇i

)]

δqidt+
∑

i

∂L

∂q̇i
δqi

∣
∣
∣
∣

t2

t1

sendo a segunda soma nula, pois os pontos inciais e finais são fixos. Fazendo δS = 0,

achamos

δS =

∫ t2

t1

∑

i

[
∂L

∂qi
− d

dt

(
∂L

∂q̇i

)]

δqidt = 0.



151

Como δqi é arbitrário, a última relação será satisfeita se,

∂L

∂qi
− d

dt

(
∂L

∂q̇i

)

= 0, (321)

esta é a equação de Euler-Lagrange (i = 1, ..., N), da qual, obtemos as equações de

movimento da part́ıcula.

A.1.2 Teoria de campos na forma lagrangiana

Agora estamos interessados em um sistema f́ısico cujas coordenadas não dependam

mais de finitos graus de liberdade (discretos), os quais, são descritos pelas coordenadas

generalizadas qi(t) e suas derivadas em relação ao tempo, mas sim, de um sistema com

infinitos graus de liberdade, cujas coordenadas são continuas e dependem agora, não só

do tempo mas, também do espaço. Esse novo sistema é então descrito pela função ϕ(xk, t)

com k=1,2,3 e de suas derivadas temporais e espaciais. Desse modo, temos a descrição

de um campo.

Análoga à lagrangiana do sistema discreto, a qual soma todos os graus de liberdade

(i = 1, ..., N), a lagrangiana de um sistema cont́ınuo deverá fazer a soma sobre todo o

espaço de interesse, ou seja, uma integração espacial sobre uma densidade lagrangiana

(L).
Em śıntese podemos fazer a transição do discreto para o cont́ınuo (campo) da

seguinte forma:

q(t) → ϕ(xk, t), (322)

q̇(t) → ∂µϕ(x
k, t) ≡ ∂

∂xµ
ϕ(xk, t), (323)

L =
∑

i

Li →
∫

d3xL
(
ϕ(xk, t), ∂µϕ(x

k, t), t
)
, (324)

sendo sua ação,

S =
∑

i

∫

Lidt→
∫

d4xL
(
ϕ(xk, t), ∂µϕ(x

k, t), t
)
. (325)

A notação Li se refere às energias cinéticas e potenciais relativas a cada coordenada

generalizada com ı́ndice i, isso é, Li = T (qi, q̇i)− V (qi, q̇i).

Aqui podemos estabelecer a caracteŕıstica relativ́ıstica da lagrangiana de campo,

impondo que ϕ, S e L sejam invariantes sob transformação de Lorentz (escalares de
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Lorentz), para tanto temos que definir,

∂µ ≡ ∂

∂xµ
=

(
1

c

∂

∂t
,
∂

∂x
,
∂

∂y
,
∂

∂z

)

=

(
∂

∂x0
,∇
)

, (326)

d3x = dx dy dz, (327)

d4x = cdt dx dy dz, (328)

x0 = ct, x1 = x, x2 = y, x3 = z, (329)

sendo ∂µϕ(x
k, t) um quadrivetor covariante e c a constante da velocidade da luz no vácuo.

A equação de Euler-Lagrange para a lagrangiana de campo é deduzida de modo

análogo ao caso discreto já feito, resultando

∂L
∂ϕ

− ∂µ

(
∂L

∂[∂µϕ]

)

= 0. (330)

Na situação em que há mais de um campo, tal como é o caso do ṕıon, o qual, tem

três tipos diferentes (triplete), temos a mesma equação anterior, porém agora os campos

devem ter ı́ndice (l) para identificar os diferentes campos considerados. Assim, temos

∂L
∂ϕl

− ∂µ

(
∂L

∂[∂µϕl]

)

= 0. (331)

As lagrangianas de campo relativ́ısticas não podem ser derivadas de forma simples

como no caso clássico (L = T − V ), assim L deve usualmente ser encontrada de forma

axiomática.

A.1.2.1 Exemplo equação de Klein-Gordon

Para um campo bosônico (spin-0), usamos a lagrangiana

L =
1

2
∂µφ∂

µφ− m2

2
φ2, (332)

onde m é a massa da part́ıcula e consideramos c = ~ = 1.

Como o campo bosônico φ é um campo escalar, então L é um invariante sob

transformação de Lorentz (relativ́ıstico). Obtemos a equação de movimento deste campo,

através das relações

∂L
∂[∂µφ]

=
∂

∂[∂µφ]

(
1

2
gνλ∂νφ∂λφ

)

=
1

2

[

gνλδµν ∂λφ+ gνλ∂νφδ
µ
λ

]

=
1

2

[

gµλ∂λφ+ gνµ∂νφ

]

= ∂µφ, (333)

∂L
∂φ

= −m2φ, (334)
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onde em (333) usamos a relação ∂
∂(∂µφ)

∂νφ = ∂
∂(∂xν)

∂xµ ≡ δµν e a regra da cadeia.

Aplicando (333) e (334) em (330) chegamos então, à equação (de movimento) de

Klein-Gordon,

(∂µ∂
µ +m2)φ = 0. (335)

A.1.2.2 Exemplo: equação de Dirac

Outra lagrangiana relativ́ıstica muito usada é a de Dirac para férmions (spin-1/2),

L = iψγµ∂µψ −mψψ, (336)

onde novamente m é a massa da part́ıcula, γµ são as matrizes de Dirac6 e novamente

c = ~ = 1.

Os ψ e ψ são espinores (espinor e espinor adjunto, respectivamente), os quais,

consideramos como independentes. Aplicando a equação de Euler-Lagrange em relação à

ψ, temos

∂L
∂[∂µψ]

= 0,
∂L
∂ψ

= iγµ∂µψ −mψ,

logo, a equação do movimento para ψ é,

iγµ∂µψ −mψ = 0. (337)

Aplicando a equação de Euler-Lagrange para ψ, encontramos a outra equação de

movimento,

iγµ∂µψ −mψ = 0. (338)

A equação de movimento (337) se refere à part́ıcula de massa m, spin-1/2 e carga

positiva, já (338) e a equação de movimento da anti-part́ıcula de mesma massa e spin,

mas com carga negativa. Estas são as equações de Dirac.

6 As matrizes de Dirac são definidas mais adiante em (378), não definimos nesse ponto do texto, uma vez
que estamos interessados na aplicação da equação de Euler-Lagrange e não nos detalhes da lagrangiana
em si.
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Tabela 18 - Grupos

Grupo Dimensão Propriedade Matriz

U(n) n× n unitária (Ũ∗U = 1)
SU(n) n× n unitária com detU = 1

O(n) n× n ortogonal (ÕO = 1)
SO(n) n× n ortogonal com detO = 1

Fonte: Griffiths (1987)

A.2 SIMETRIA

Simetria existe quando, fazendo uma transformação em relação à um determinado

parâmetro, não se altera o sistema (invariância). Em um sistema f́ısico isso pode ser visto

com uma mudança nas variáveis da lagrangiana (coordenadas generalizadas (qi) ou no

campo (ϕ)), sem que se modifiquem, sua lagrangiana ou sua equação do movimento (321,

330). Por exemplo, essas mudanças poderiam ser uma translação no espaço, no tempo,

rotações, etc.

As simetrias podem ser classificadas das seguintes formas:

❼ externa −→ depende de mudanças no espaço-tempo;

❼ interna −→ não tem dependência do espaço-tempo;

❼ discreta −→ depende de um ou mais parâmetros descont́ınuos;

❼ continua −→ depende de um ou mais parâmetros cont́ınuos.

A.2.1 Transformação de calibre (gauge)

Transformação de calibre é uma extensão do conceito de invariância (simetria),

quando fazemos uma mudança no campo, de forma a deixar a lagrangiana invariante,

matematicamente

ϕ→ Uϕ, (339)

aqui consideramos U como uma transformação (BASSALO, 2008; NETO, 2010).

A Tabela 18 mostra os grupos mais comumente usados na f́ısica de part́ıculas onde,

os grupos unitários U podem ser complexos e não depende do espaço-tempo (simetria

interna).

As transformações de calibre podem ser de dois tipos:

❼ global −→ não depende do espaço-tempo;
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❼ local −→ depende do espaço-tempo.

Na teoria de campos, a transformação de calibre local desempenha papel muito

importante, pois é através dessas transformações que são constrúıdas as lagrangianas re-

lativ́ısticas com interações (i.e. a soma das lagrangianas de part́ıcula livre e de interação),

algo análogo aos termos cinético e potencial da lagrangiana clássica não relativ́ıstica (315).

Logo, esta transformação permite deduzir de forma formal, as lagrangianas de

interação para campos relativ́ısticos. Esta interação aparace de forma natural devido à

transformação do campo, campo este que, não é mais constante em relação à derivada

(∂µ), fazendo aparecer um termo extra na lagrangiana, quebrando sua invariância. Para

restabelecer novamente a invariância da lagrangiana temos de acrescentar um novo campo

capaz de descrever uma interação com a part́ıcula livre.

Um exemplo da transformação de calibre local é a equação de Dirac para o elétron

com interação eletromagnética

Le = iψγµ∂µψ −meψψ
︸ ︷︷ ︸

L0

− eψγµψAµ
︸ ︷︷ ︸

L1

em que:

me → massa do elétron;

e → carga elétrica do elétron;

Aµ → é o quadrivetor do potencial eletromagnético;

L0 → é a lagrangiana da part́ıcula livre;

L1 → é a lagrangiana de interação.

A equação de movimento fica neste caso

(iDµγ
µ −me)ψ = 0,

sendo

Dµ ≡ ∂µ + ieAµ.

Este exemplo deixa clara a necessidade de somar um termo na derivada, a fim de manter a

invariância da lagrangiana. Essa equação do movimento é chamada de equação de Dirac

de acoplamento mı́nimo com o campo eletromagnético. Assim, podemos simplesmente

fazer, ∂ → D diretamente na equação de movimento.

Uma forma geral de representar uma transformação unitária U e sua adjunta U †

é,

U = eiθ, U † = e−iθ, (340)
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devido à essas formas de transformação, para θ teremos dois casos:

❼ θ como uma constante ou matriz, que não dependem do espaço-tempo → transfor-

mação global;

❼ θ(x) como uma função ou matriz que dependem do espaço-tempo (x = xµ é o

quadrivetor no espaço-tempo)→ transformação local.

A.2.2 Correntes: Teorema de Noether

Podemos associar simetrias com conservação de correntes e de leis do sistema, isso

é conseguido através do teorema de Noether (PESKIN; SCHROEDER, 1995; LEMOS,

2007). Tal teorema consiste em uma transformação cont́ınua no campo do sistema sem

que a lagrangiana mude de forma (invariante). Aplicando uma variação ao campo φ,

φ→ φ′ = φ+ δφ. (341)

Com a variação no campo (341), temos uma variação na lagrangiana do sistema

da forma

L → L′ = L+ δL. (342)

Mas, nosso interesse é em um sistema que não sofra mudanças, ou seja, a lagran-

giana do sistema tenha exatamente a mesma forma após a variação do campo, assim,

impomos que

δL = 0. (343)

Daqui procedemos como fizemos na seção (A.2.3.1) para a variação da lagrangiana

assim

δL =
∂L
∂φ

δφ+
∂L

∂[∂µφ]
∂µ(δφ), (344)

com φ e ∂µφ tratadas como variáveis independentes.

Usando a equação de Euler-Lagrange (330)

∂L
∂φ

= ∂µ

(
∂L

∂[∂µφ]

)

(345)
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e substituindo (345) em (344), temos

δL = ∂µ

(
∂L

∂[∂µφ]

)

δφ+
∂L

∂[∂µφ]
∂µ(δφ) = ∂µ

(
∂L

∂[∂µφ]
δφ

)

, (346)

em que usamos a regra do produto de derivadas na última igualdade.

Igualando (343) com (346), chegamos à expressão

∂µ

(
∂L

∂[∂µφ]
δφ

)

= 0, (347)

identificamos o termo entre parênteses como a corrente do sistema,

Jµ =
∂L

∂[∂µφ]
δφ, (348)

logo, (347) é a condição de conservação da corrente (equação da continuidade) análoga à

usada no eletromagnetismo

∂µJ
µ = 0. (349)

Assim definimos o teorema de Noether, que determina que a variação do campo não

modifica a lagrangiana, levando à uma corrente conservada do sistema. Tal conservação

de corrente implica em leis de conservação associadas ao sistema em consideração.

Quanto à expressão (348) é usual escrever a corrente relativa a um dado parâmetro

constante (ǫa), da seguinte maneira (KAKU, 1993)

Jµa =
∂L

∂[∂µφ]

δφ

ǫa
. (350)

Nota-se a motivação em usar uma transformação do tipo (340), pois, podemos

escrever a transformação como uma soma,

φ→ eiθ
aΛaφ = (1− iθaΛa)φ,

onde expandimos a função em relação ao parâmetro constante θa para pontos próximos

de zero, o parâmetro Λa pode ser uma matriz ou uma função. Comparando a última

igualdade com (341) conclúımos que,

δφ = −iθaΛaφ.

Finalmente, escrevendo a corrente (350) em relação ao parâmetro constante θa,
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temos

Jµa = −i ∂L
∂[∂µφ]

θaΛaφ

θa
= −i ∂L

∂[∂µφ]
Λaφ.

Não nos preocupamos com a forma da lagrangiana L, somente consideramos que ela deva

ser invariante em relação à transformação do tipo U = eiθ
aΛa .

A.2.3 Quebra espontânea de simetria

Consideremos a lagrangiana de um campo escalar real

L =
1

2
∂µϕ∂

µϕ− µ2

2
ϕ2, (µ ∈ R), (351)

podemos facilmente ver que esta lagrangiana (351) é invariante sob a transformação ϕ→
−ϕ, dado que os campos aparecem aos pares.

Ao adicionar um novo termo a esta lagrangiana (sem nos preocupar com sua rea-

lidade f́ısica), encontramos

L =
1

2
∂µϕ∂

µϕ− µ2

2
ϕ2 − γ

3
ϕ3, (γ ∈ R), (352)

essa nova lagrangiana sob a transformação ϕ → −ϕ, não é invariante, pois, teremos um

sinal trocado no ultimo termo (+γ
3
ϕ3). A esta não invariância, chamamos de quebra de

simetria em relação à ϕ→ −ϕ (CHENG; LI, 1988; PESKIN; SCHROEDER, 1995; ZEE,

2003; JEGERLEHNER, 2009).

Estamos interessado em um tipo especifico de quebra de simetria, que está vin-

culada ao estado fundamental do sistema. Para mostrar isso, vamos usar novamente a

lagrangiana (351) e adicionar um novo termo,

L =
1

2
∂µϕ∂

µϕ− µ2

2
ϕ2 − λ2

4
ϕ4, (λ ∈ R). (353)

De forma análoga à relação clássica (315), iremos separar a lagrangiana de tal forma, que

seja igual à L = T − V , assim

T (ϕ) =
1

2
∂µϕ∂

µϕ, (354)

V(ϕ) = µ2

2
ϕ2 +

λ2

4
ϕ4, (355)

são as energias cinética e potencial respectivamente.

Vamos agora encontrar a forma gráfica do potencial (355) para tanto, temos que
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calcular os pontos de mı́nimo

dV
dϕ

= µ2ϕ+ λϕ3 = 0, (356)

resolvendo essa equação achamos:

(i) ϕ = 0;

(ii) ϕ = ±
√

−µ2
λ2

.

Se considerarmos λ2 > 0, a solução (ii) não pode ser uma solução (potencial real)

se µ2 > 0, logo, vamos separar em 2 casos a solução de (356):

a) µ2 > 0, solução (i);

b) µ2 < 0, soluções (i) e (ii).

Calculando a derivada segunda de (355), achamos quais são os mı́nimos ou máximos

d2V
dϕ2

= µ2 + 3λϕ2. (357)

Para o caso (a),

d2V
dϕ2

∣
∣
∣
∣
ϕ=0

= µ2 > 0,

logo temos um só ponto de mı́nimo em ϕ = 0.

Para o caso (b),

d2V
dϕ2

∣
∣
∣
∣
ϕ=0

= µ2 < 0,
d2V
dϕ2

∣
∣
∣
∣
ϕ=±

√

−µ2

λ2

= −2
µ2

λ2
> 0,

portanto, temos um máximo em ϕ = 0 e mı́nimos em ϕ = ±
√

−µ2
λ2

.

Finalmente, na Figura 64 temos a forma dos gráficos posśıveis de V . Como podemos

notar o caso (b) tem 2 mı́nimos, isto é, tem o estado fundamental degenerado.

Mas, afinal o que tudo isso significa? Se compararmos (353) com a equação de

Klein-Gordon (332) somada com o termo −λ2

4
ϕ4, vemos que para a condição µ2 < 0 a

massa (termo que multiplica ϕ2) fica com o sinal negativo. Isso acontece porque estamos

inicialmente considerando que o mı́nimo do potencial é em ϕ = 0. A massa negativa

reflete uma instabilidade neste ponto.

Para resolver esse problema e achar o verdadeiro valor da massa para a situação
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Figura 64 - Formas posśıveis do potencial.

Fonte: Jegerlehner (2009)

em que µ2 < 0, vamos deslocar a função de forma que um novo campo (η) corresponda

ao V(η) = 0, quando η = 0. O que vamos fazer afinal, é uma expansão em relação a um

dos mı́nimos do potencial (Figura 64 (b)). Ao escolhermos o mı́nimo direito, temos

ϕ = ϕ0 + η, ϕ0 =

√

−µ2

λ2
, (358)

podemos escrever deixando esse novo campo (η) em evidência

η = ϕ− ϕ0,

ficando claro o deslocamento da função para a esquerda.

Substituindo (358) em (353), temos

L =
1

2
∂µη∂

µη − µ2

2
(ϕ0 + η)2 − λ2

4
(ϕ0 + η)4, (359)

fazendo a expansão de Taylor de V(η) em torno do ponto η = 0 chegamos a

L =
1

2
∂µη∂

µη + µ2η2 −
√

−µ2λη3 − λ2

4
η4, (360)

agora podemos ver que a massa é (comparando com (332)) m2 = −2µ2 > 0 (lembrando:

µ2 < 0), sendo agora positiva, logo o ponto η = 0 é estável.

Aqui chegamos ao ponto que nos interessa a respeito da simetria que consideramos

no começo dessa seção (ϕ→ −ϕ) imposta à (353), pois, se aplicarmos na lagrangiana (360)
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a mesma transformação no novo campo (η → −η), teremos não mais uma invariância

(observando o termo ı́mpar η3), ocorrendo uma quebra de simetria. Essa quebra de

simetria leva o nome de quebra espontânea de simetria, porque esta relacionada ao vácuo

(estado fundamental ou de menor energia) que não mais tem simetria, isto é, tem mais de

um valor mı́nimo do potencial (estados degenerados). Portanto, para uma expansão em

torno do estado de mı́nima energia teŕıamos de escolher um dos dois mı́nimos.

Se analisarmos essa situação do ponto de vista da mecânica quântica a quebra

espontânea de simetria não ocorre, uma vez que pode-se tunelar [barreira dada por V (0)−
V (±ϕ0)] de um mı́nimo para o outro, sendo assim, é desnecessário escolher um ou outro

mı́nimo, pois, têm igual possibilidade de estar à esquerda ou à direita. Portanto, a simetria

η → −η continua válida na lagrangiana (360). Porém, na teoria quântica de campos, a

barreira a ser tunelada é [V(0) − V(±ϕ0)]
∫
d4x, isso é, tal barreira integra-se em todo o

espaço, sendo portanto, uma barreira infinita, assim, a probabilidade de tunelar de um

mı́nimo para outro será zero. Nesse caso, haverá a quebra espontânea de simetria, uma vez

que o sistema não possui iguais probabilidades de estar à direita ou à esquerda, teremos

então que escolher qual dos mı́nimo usar, a transformação η → −η não será mais válida.

Matematicamente, a simetria η → −η na mecânica quântica não pode ser aplicada

diretamente em (360), já que esta lagrangiana foi calculada para o estado particular

de ϕ0 =
√

−µ2/λ2 (mı́nimo direito). Neste caso teŕıamos que levar em conta também

a segunda solução (mı́nimo esquerdo) ϕ0 = −
√

−µ2/λ2, assim combinando ambas as

soluções para o potencial a parte η3 desaparecerá, mantendo válida a simetria η → −η.
Essa escolha particular de um estado fundamental na teoria quântica de campos está de

acordo com o formalismo dos diagramas de Feynman (ZEE, 2003).

É chamada de quebra ”espontânea”de simetria, porque não foi causada por um

agente externo (interações). Um exemplo da quebra de simetria seria uma tira ŕıgida de

plástico, que ao espremer suas extremidades uma contra à outra, aparece uma curvatura

em relação à posição inicial (Figura 65), essa curvatura poderia tanto ser para o lado

direito quanto para o esquerdo, assim, dois estados de mı́nima energia (estáveis). Ambos os

estados de energia não existem fisicamente ao mesmo tempo, logo, resulta em uma quebra

de simetria, uma vez que teremos que escolher uma das duas configurações (GRIFFITHS,

1987).

A.2.3.1 Quebra de simetria continua

Até aqui consideramos a quebra de simetria discreta (também interna), mas a

simetria que realmente nos interessa é a simetria cont́ınua.

Para isso vamos considerar a mesma lagrangiana (353), agora com dois campos,

isto é, ϕ = ϕ1 + ϕ2, vamos trocar o sinal de µ2, sendo este o caso em que a quebra de
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Figura 65 - Quebra espontânea de

simetria em uma tira de

plastico.

Fonte: Griffiths (1987)

simetria ocorre (µ < 0). De modo que temos,

L =
1

2
∂µϕ1∂

µϕ1 +
1

2
∂µϕ2∂

µϕ2 +
µ2

2
(ϕ2

1 + ϕ2
2)−

λ2

4
(ϕ2

1 + ϕ2
2)

2, (361)

considerando a condição de ortogonalidade, ϕ1ϕ2 = 0. Por envolver a somas dos quadrados

dos campos, essa lagrangiana é invariante sob rotações (SO(2)) no espaço de ϕ1, ϕ2. Isso

é (BASSALO, 2008; NETO, 2010),

(

ϕ′
1

ϕ′
2

)

=

(

cos θ sin θ

− sin θ cos θ

)(

ϕ1

ϕ2

)

, (362)

resultando nas transformações

ϕ1 → ϕ′
1 = ϕ1 cos θ + ϕ2 sin θ,

ϕ2 → ϕ′
2 = −ϕ1 sin θ + ϕ2 cos θ.

fazendo diretamente a soma dos quadrados, temos

ϕ′2
1 + ϕ′2

2 = (ϕ′
1, ϕ

′
2)

(

ϕ′
1

ϕ′
2

)

=

(

cos θ sin θ

− sin θ cos θ

)(

cos θ − sin θ

sin θ cos θ

)

(ϕ1, ϕ2)

(

ϕ1

ϕ2

)

= ϕ2
1 + ϕ2

2.
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O potencial é o mesmo que (355), mas com as mudanças já mencionadas, assim

(Figura 67 a))

V(ϕ) = −µ
2

2
(ϕ2

1 + ϕ2
2) +

λ2

4
(ϕ2

1 + ϕ2
2)

2. (363)

Fazendo o mesmo que foi feito para o caso discreto, encontramos o ponto de mı́nimo do

potencial

ϕ2
10 + ϕ2

20 =
µ2

λ2
, (364)

isso significa que o mı́nimo está localizado em uma circunferência de raio (com a origem

no eixo do potencial) igual à µ/λ, já que a relação é exatamente a equação de uma

circunferência.

De acordo com a teoria quântica de campos temos de escolher um mı́nimo em torno

do qual, possamos fazer uma expansão (pertubação). Portanto vamos deslocar a função

na direção ϕ1 (ou equivalentemente deslocar a origem), para o ponto

ϕ10 =
µ

λ
; ϕ20 = 0. (365)

Introduzimos novos campos deslocados em função dos antigos, tal que

η = ϕ1 − ϕ10; ξ = ϕ2 − ϕ20 = 0. (366)

Nestes novos campos, a lagrangiana (361) tem a forma (GRIFFITHS, 1987; PESKIN;

SCHROEDER, 1995),

L =

[
1

2
∂µη∂

µη − µ2η2
]

(1)

+

[
1

2
∂µξ∂

µξ

]

(2)

+

[

µλ(η3 + ηξ2)− λ2

4
(η4 + ξ4 + 2η2ξ2)

]

(3)

+

[
µ4

4λ2

]

(4)

, (367)

aqui temos:

(1)→ Lagrangiana de Klein-Gordon (332) com massa mη =
√
2µ;

(2)→ Lagrangiana do campo livre ξ sem massa mξ = 0;

(3)→ Lagrangiana com cinco acoplamentos (Figura 66);

(4)→ Uma constante, podendo ser desprezada.
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Figura 66 - Cinco acoplamentos

Fonte: Griffiths (1987)

Figura 67 - Quebra de simetria

Fonte: Adaptado de Iliopoulos (2013)

A lagrangiana (367) não tem invariância sob rotações, como era de se esperar

quando escolhemos o ponto de mı́nimo. As mesmas explicações dadas à lagrangiana (360)

para caso discreto valem aqui, porém, agora o campo η representa oscilações na direção

radial e o novo campo ξ oscilações na direção tangencial (Figura 67 b)) (ILIOPOULOS,

2013).

A caracteŕıstica importante deste caso é a separação entre o campo sem massa

(η) e o campo massivo (ξ) automaticamente na lagrangiana. Esse resultado é previsto

pelo teorema de Goldstone, que veremos mais adiante. Este teorema estabelece que toda

quebra de simetria cont́ınua é acompanhada por um ou mais campos sem massa que

descrevem part́ıculas de spin-0 chamados bósons de Goldstone.

Podemos ainda generalizar para N campos (ϕi). Assim a lagrangiana (361) será

escrita como

L =
1

2
∂µϕ

i∂µϕi +
µ2

2
(ϕi)2 − λ2

4
[(ϕi)2]2. (368)
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Esta lagrangiana é simétrica sob a transformação

ϕi −→ Ri
jϕ

j, (369)

onde Ri
j é qualquer matriz ortogonal N ×N (grupo O(N)), sendo ϕi ortogonais entre si.

Fazendo os mesmos procedimentos temos que para um dos campos ϕi o potencial

será mı́nimo no ponto, como antes

ϕi0 =
µ

λ
. (370)

Estabelecendo que a direção de ϕi0 é a N -ésima, temos

ϕi0 = (0, 0, . . . , 0, µ/λ). (371)

Representando ϕi em função de novos campos πk e σ,

ϕi = (πk, σ + µ/λ), k = 1, . . . , N − 1 (372)

a lagrangiana (369) terá a forma

L =

[
1

2
∂µσ∂

µσ − µ2σ2

]

(1)

+

[
1

2
∂µπ

k∂µπk
]

(2)

+

[

µλ(σ3 + σ(πk)2)− λ2

4
(σ4 + (πk)4 + 2σ2(πk)2)

]

(3)

+

[
µ4

4λ2

]

(4)

. (373)

Novamente temos que: (1) é um campo massivo; (2) é associado aos N − 1 campos sem

massa; (3) o conjunto de interações; (4) uma constante a ser desprezada.

A.2.4 Simetria Quiral

Estamos hábeis enfim, para introduzir a simetria que de fato nos interessa a Si-

metria Quiral. A palavra quiral vem do grego, cujo significado é ”mão”, nome bastante

apropriado, pois, é análoga à simetria de espelho, isso é, o objeto e sua imagens devem ser

diferentes, exatamente como as são, as mãos direita e esquerda (Figura 68). Assim todos

os objetos que se comportam dessa forma, são invariantes quirais (ERICSON; WEISE,

1988; PESKIN; SCHROEDER, 1995; BERNARD; KAISER; MEISSNER, 1995; KOCH,

1997; FINELLI, 2011).

A relação da simetria quiral com a f́ısica de part́ıculas se dá através da helicidade.

Helicidade é o alinhamento paralelo ou anti-paralelo do spin (caso dos férmions) com

a direção de movimento da part́ıcula. Quando é paralelo (mesmo sentido, helicidade
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Figura 68 - Simetria Quiral

Fonte: Finelli (2011)

positiva) dizemos que é de mão-direita e quando anti-paralelo (sentidos opostos, helicidade

negativa), mão-esquerda (Figura 69).

A helicidade não é um invariante de Lorentz para o caso de part́ıculas fermiônicas

massivas, isto é, existem referenciais inerciais nos quais as part́ıculas podem ter outra

helicidade. Para entendermos isso vamos imaginar uma part́ıcula viajando para a direita

com seu spin paralelo (mesmo sentido) à velocidade v (v < c) e um observador movendo-

se também para a direita com velocidade V , então se v < V , veŕıamos no referencial do

observador a part́ıcula se mover para a esquerda (V − v) sem alterar seu spin, logo seu

spin passa agora a ser anti-paralelo, ou seja, sua helicidade mudou (GRIFFITHS, 1987).

Para que a helicidade seja então bem definida, ela deve ter uma velocidade v = c,

portanto ter massa nula, mas podemos impor que a massa de uma part́ıcula em relação a

determinados regimes de energias seja aproximadamente zero.

Os estados de helicidade de uma part́ıcula sem massa são desacoplados, isso quer

dizer que ou são de mão-direita ou de mão-esquerda. Então para que a simetria quiral seja

satisfeita, temos que o estado da part́ıcula (ψ) deve ser a soma dos dois estados posśıveis

de helicidade direita (ψR) e esquerda (ψL),

ψ = ψR + ψL, (374)
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Figura 69 - Helicidade

Fonte: Griffiths (1987)

sendo na verdade espinores, que escrevemos como

(

ψR

ψL

)

︸ ︷︷ ︸

ψ

=

(

ψR

0

)

︸ ︷︷ ︸

ψR

+

(

0

ψL

)

︸ ︷︷ ︸

ψL

. (375)

Vamos definir projetores que, aplicados à ψ resultem em ψR e ψL. Como estamos

considerando férmions, então o estado ψ deve satisfazer a equação de Dirac (1175) para

uma part́ıcula sem massa

i/∂ψ = 0, (376)

aqui usamos a forma compacta através da notação slash, /∂ = γµ∂µ.

Definimos convenientemente uma nova matriz γ5 a partir das matrizes de Dirac,

tal que

γ5 = iγ0γ1γ2γ3 =

(

12×2 0

0 −12×2

)

, (377)

onde são as matrizes de Dirac definidas como

γ0 =

(

0 12×2

12×2 0

)

, γi =

(

0 −σi
σi 0

)

, (378)
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sendo σi as matrizes de Pauli7 e i = 1, 2, 3. A partir dessa definição achamos o anti-

comutador

{γµ, γ5} = 0 −→ γµγ5 = −γ5γµ. (380)

Desta forma, temos uma outra posśıvel solução para (1175),

i/∂γ5ψ = −iγ5/∂ψ = 0. (381)

Por fim, conclúımos que quaisquer combinações lineares de (376) e (381) são tam-

bém soluções de (1175). Consideramos as seguintes combinações

i/∂
1

2
(1± γ5)ψ = 0, (382)

temos explicitamente na forma matricial que

1

2
(1 + γ5) =

(

12×2 0

0 0

)

,
1

2
(1− γ5) =

(

0 0

0 12×2

)

, (383)

quando aplicados à 8ψ,

1

2
(1 + γ5)ψ =

(

12×2 0

0 0

)(

ψR

ψL

)

=

(

ψR

0

)

= ψR, (384)

1

2
(1− γ5)ψ =

(

0 0

0 12×2

)(

ψR

ψL

)

=

(

0

ψL

)

= ψL. (385)

7 As matrizes de Pauli de ordem 2× 2, são definidas como (GRIFFITHS, 1987)

σ1 =

(
0 1
1 0

)

, σ2 =

(
0 −i
i 0

)

, σ3 =

(
1 0
0 −1

)

. (379)

8 Podemos considerar que ψR,L são auto-estados da helicidade dados pelo operador ĥ, o qual, é igual
neste caso (sem massa) à quiralidade dada pelo operador γ5

ĥψR,L = ±1ψR,L ≡ γ5ψR,L = ±1ψR,L.
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Achamos então os projetores quirais de mãos direita (PR) e esquerda (PL)
9

PR =
1

2
(1 + γ5), PL =

1

2
(1− γ5), (386)

de fato respeitam as relações para projetores

PRPL = PLPR = 0, P 2
L = PL, P 2

R = PR, PR + PL = 1. (387)

A.2.4.1 Quarks up e down e a simetria quiral

Neste trabalho estamos interessados em descrever interações entre hádrons a baixas

energias, para tanto, vamos utilizar a simetria quiral, que deverá ser invariante nas intera-

ções fortes. Porém, como vimos, a simetria não é bem definida para part́ıculas massivas,

logo, teŕıamos de considerar part́ıculas não massivas para intermediar (bósons de Golds-

tone) a interação entre hádrons. Sabemos experimentalmente que tais bóson não existem

mas, podeŕıamos considerar as part́ıculas bosônicas mais leves conhecidas, os mésons-π

(triplete) compostos pelos quarks (férmions) up (u) e down (d).

Assim, buscamos uma forma de conservar a simetria quiral de forma aproximada

(parcial) utilizando do argumento que, as massas dos quarks (mu,md) considerados e por

consequência a massa dos ṕıons (mπ) são despreźıveis comparadas às energias tipicas das

interação fortes MH ≈ 1GeV (BERNARD; KAISER; MEISSNER, 1995), os valores das

massas (PARTICLE DATA GROUP (PDG); PATRIGNANI et al., 2016) são

mu = 2.3+0.7
−0.5 MeV,

md = 4.8+0.7
−0.3 MeV,

mπ = 139.57MeV. (388)

Para isso, é necessário encontrar através da lagrangiana para o dubleto de quarks

(dubleto de isospin), uma transformação de gauge, achando assim as correntes referentes

à simetria quiral. Usamos então a lagrangiana de Dirac (336)

L = iψ/∂ψ − m̂ψψ, (389)

9 Até aqui consideramos o caso de férmions sem massa, porém este operados são validos para o caso
massivo, mas, não dão a helicidade exata.
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onde os espinores dos dubletos são10 (os super ı́ndices se referem aos quarks up (u) e down

(d))

ψ =

(

ψu

ψd

)

, ψ = (ψd
†
, ψu†), (390)

e as massas são descritas pela matriz

m̂ =

(

mu 0

0 md

)

≈ 0, (391)

que neste caso vamos desprezar.

Vamos usar neste primeiro momento, espinores que levam em conta o sabor (u, d)

e a quiralidade (mãos direita (R) e esquerda (L)), para explicitarmos os procedimentos

dos cálculos, os quais serão escritos mais adiante de forma compacta, assim

ψ =









ψuR
ψuL
ψdR
ψdL









. (392)

Aplicando (392) e seu adjunto em (389), considerando (391), temos explicitamente

iψ/∂ψ = i(ψdR
†
, ψdL

†
, ψuR

†, ψuL
†)

×









(

02×2 12×2

12×2 02×2

)

︸ ︷︷ ︸

γ0

∂0 +

(

02×2 −σi
σi 02×2

)

︸ ︷︷ ︸

γi

∂i

















ψuR
ψuL
ψdR
ψdL









= i(ψuR
†∂0ψ

u
R + ψuL

†∂0ψ
u
L + ψdR

†
∂0ψ

d
R + ψdL

†
∂0ψ

d
L)

+i(ψuR
†σi∂iψ

u
R + ψuL

†σi∂iψ
u
L − ψdR

†
σi∂iψ

d
R − ψdL

†
σi∂iψ

d
L),

multiplicando ambos os parênteses por 1 = (γ0)2 e o segundo parênteses por 1 = (γ5)
2 na

10 O adjunto do espinor é calculado da seguinte forma

ψ = ψ†γ0 = (ψu†, ψd
†
)

(
0 1
1 0

)

= (ψd
†
, ψu†),

onde † representa o adjunto do estado.
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ordem apropriada,11 para que os espinores à esquerda tomem a forma adjunta

iψ/∂ψ = i(ψ
u

Rγ
0∂0ψ

u
R + ψ

u

Lγ
0∂0ψ

u
L + ψ

d

Rγ
0∂0ψ

d
R + ψ

d

Lγ
0∂0ψ

d
L)

+i(ψ
u

Rγ
i∂iψ

u
R + ψ

u

Lγ
i∂iψ

u
L + ψ

d

Rγ
i∂iψ

d
R + ψ

d

Lγ
i∂iψ

d
L),

onde usamos γ0σiγ5 = γi e γ5ψ
d
R,L = −ψdR,L.

Logo,

iψ/∂ψ = iψ
u

R
/∂ψuR + iψ

u

L
/∂ψuL + iψ

d

R
/∂ψdR + iψ

d

L
/∂ψdL. (393)

Escrevendo (393) de forma compacta, deixando a quiralidade expĺıcita

iψ/∂ψ = iψ
j

R
/∂ψjR + iψ

j

L
/∂ψjL, (394)

onde j = u, d (válido também para o quark estranho (s)). Podemos considerar os espinores

tendo somente duas componentes ψjR,L.

Queremos que a lagrangiana (394) seja invariante sob a transformação de gauge do

tipo (global),

U = e−iH (395)

onde H é uma matriz 2 × 2 12Hermitiana (H† = H). A forma mais geral de escrever H

é,

H = α12×2 +
~τ

2
.~θ (396)

11 Consideremos como exemplo de cálculos os espinores

ψuR =







ψuR
0
0
0






, ψdR =







0
0
ψdR
0






,

multiplicados pelas matrizes γ0 e γ5 de forma conveniente, temos

ψuR
†

1

︷︸︸︷

γ0γ0 σi
1

︷︸︸︷
γ5γ5 ∂iψ

u
R = ψ

u

Rγ
i∂iψ

u
R, −ψdR

†
γ0

︸ ︷︷ ︸

ψ
d

R

γ0σiγ5
︸ ︷︷ ︸

γi

∂i γ5ψ
d
R

︸ ︷︷ ︸

−ψd

R

= ψ
d

Rγ
i∂iψ

d
R,

onde

γ0σiγ5 =

(
02×2 −σi
σi 02×2

)

= γi.

12 Pois temos dois sabores de quarks (j = u, d).
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sendo ~τ as matrizes de Pauli (τ1, τ2, τ3), ~θ e α são parâmetros reais arbitrários (θ1, θ2, θ3)

e o produto ~τ.~θ = τ1θ1 + τ2θ2 + τ3θ3.
13

Separamos essa transformação em duas partes: parte de mão-direita (R) e parte

de mão-esquerda (L)14

ψjR → ψ′j
R = e−

~τ
2
. ~θRψjR, (397)

ψjL → ψ′j
L = e−

~τ
2
. ~θLψjL. (398)

Este é o grupo de simetria SU(2)R × SU(2)L (a lagrangiana deve satisfazer ambas as

transformações neste grupo de simetria).

Fazendo uma expansão de (397) e (398) para pequenos valores de θR,L e então,

aplicando à (394), temos

ψ
′j
R
/∂ψ′j

R = ψ
j

R(1 + i
τ k

2
θkR)/∂(1− i

τ k

2
θkR)ψ

j
R,

= ψ
j

R
/∂ψjR +O(θ2R), (399)

ψ
′j
L
/∂ψ′j

L = ψ
j

L(1 + i
τ k

2
θkL)/∂(1− i

τ k

2
θkL)ψ

j
L

= ψ
j

L
/∂ψjL +O(θ2L). (400)

Foi usada a relação de comutação [~τ, γµ] = 0, pois, ~τ tem espaço de atuação diferente de

γµ e o ı́ndice k = 1, 2, 3 é relativo ao isospin.

Vemos de (399) e (400) que a lagrangiana (394) é em primeira ordem invariante

sob as transformações (397) e (398). Esta é a chamada Simetria Quiral.

As correntes associadas à estas transformações podem ser encontradas usando a

relação (350)

Jaµ =
∂L

∂[∂µψ]

δψ

ǫa
,

13 Aqui são as matrizes de Pauli relacionadas aos isospin e θ são os ângulos de rotação no espaço dos
isospin.

14 A parte da transformação dada por

e−iα,

também pode ser separadas na partes R e L e ser consideradas do grupo UR(1) × UL(1) (para cada
sabor u e d separadamente). Mas não temos interesse nesse trabalho nestas transformações ainda que
façam parte da simetria quiral, pois, estão associadas à férmions únicos livres.
Estão associados a correntes de conservação do número de férmions e da chamada anomalia axial.
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resulta em

JkµR(L) = ψR(L)γ
µ τ

k

2
ψR(L), (401)

onde usamos ǫa = iθkR(L) e δψ = i τ
k

2
θkR(L).

A simetria é mantida, quando a corrente (401) é conservada

∂µJ
kµ
R(L) = 0. (402)

A.2.4.2 Correntes: Vetor e Vetor-axial

Vamos definir duas novas correntes a partir das corretes calculadas em (401),

Corrente vetor:

V kµ = JkµR + JkµL . (403)

Corrente vetor-axial:

Akµ = JkµR − JkµL , (404)

sendo ainda k = 1, 2, 3.

Para calcularmos essas correntes temos de fazer uso das relações (384), (385) e seus

adjuntos

ψR =
1

2
(1 + γ5)ψ, ψL =

1

2
(1− γ5)ψ, (405)

ψR = ψ
1

2
(1− γ5), ψL = ψ

1

2
(1 + γ5), (406)

substituindo essas relações em (401), (403) e (404) chegamos a 15

V kµ = ψγµ
τ k

2
ψ, (407)

Akµ = ψγµγ5
τ k

2
ψ. (408)

15 Uma quantidade matemática pode ser classificada de acordo com sua transformação à paridade P
(GRIFFITHS, 1987). As mais comuns e do nosso interesse são:
Escalar : P (s) = s
Pseudoescalar : P (p) = −p
V etor : P (~v) = −~v
Pseudovetor (ou vetor axial): P (~a) = ~a
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A transformações associadas são das seguintes formas (fazendo o caminho inverso)

ΛV : ψ → ψ′ = e−i
~τ
2
.~θψ, (409)

ΛV : ψ → ψ
′
= ψe+i

~τ
2
.~θ, (410)

ΛA : ψ → ψ′ = e−iγ5
~τ
2
.~θψ, (411)

ΛA : ψ → ψ
′
= ψe−iγ5

~τ
2
.~θ. (412)

Estas transformações quando aplicadas à lagrangiana (394) se transformam de

forma similar ao feito em (399) e (400) 16. Logo esta lagrangiana de férmions livres e não

massivos é invariante sob ΛV e ΛA, os quais são uma nova forma de representar a simetria

quiral.

A.2.4.3 Quebra de simetria: termo da massa

Mas, o que acontece se utilizarmos a lagrangiana para férmions com massa? Como

já foi discutido, a massa impede a definição precisa da helicidade da part́ıcula.17 Portanto,

esperamos que o formalismo constrúıdo até aqui, nos mostre explicitamente como o termo

da massa afeta as transformações ΛV e ΛA, e assim, a quebra da simetria quiral.

Usando a lagrangiana (389),

L = iψ/∂ψ − m̂ψψ,

já sabemos que o primeiro termo é invariante sob ΛV e ΛA, logo, temos somente que fazer

as transformações para o termo da massa.

ΛV : −m̂ψψ = −ψ(1 + i
~τ

2
~θ)m̂(1− i

~τ

2
~θ)ψ

= −m̂ψψ +O(θ2R)

= −m̂ψψ, (413)

16 Levando em conta as relações de comutação

[γ0, γ5] = 0, [γµ, γ5] = 0.

17 O termo da massa mistura os espinores: m̂ψψ = m̂(ψRψL + ψLψR).
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ΛA : −m̂ψψ = −ψ(1− iγ5
~τ

2
~θ)m̂(1− iγ5

~τ

2
~θ)ψ

= −m̂ψψ − 2im̂ψγ5
~τ

2
~θψ +O(θ2R)

= −m̂ψψ − 2im̂ψγ5
~τ

2
~θψ. (414)

Notamos que não alcançamos o mesmo termo em primeira ordem para ΛA. Assim,

a simetria foi quebrada e o vetor-axial não é uma boa simetria para o caso de férmions

massivos.

Porém, como a massa do quarks considerados (u, d) são pequenos relativos a ordem

de energia das interações fortes, podemos dizer que a simetria ΛA é aproximadamente

conservada (parcial).

Escrevemos essa quebra de simetria, em termos da divergência da corrente Akµ, a

qual, é proporcional ao termo não simétrico (termo extra)

∂µA
kµ = 2im̂ψγ5

τ k

2
ψ = iψ

{

m̂,
τ k

2

}

γ5ψ. (415)

A.2.5 Decaimento do ṕıon e a relação PCAC

O processo de decaimento do ṕıon é do tipo: π− → l + ν l, isto é, o ṕıon decai em

um lépton e um anti-neutrino à este lépton associado (l = e, µ).

A partir do diagrama de Feynman desse decaimento (Figura 70), podemos deduzir

que a amplitude de espalhamento desse processo deve ter a forma geral

M =
g2W
M2

W

[ψl(p3)γµ(1− γ5)ψνl(p2)]F
µ, (416)

onde ψl(p3) e ψνl(p2) são os espinores dos léptons, o termo
g2W
M2

W

γµ(1 − γ5) é o fator do

vértice da interação entre os léptons e o bósonW (interação fraca) e por fim temos o fator

de forma F µ. O fator de forma descreve a interação entre o π e o W o qual, deve ser

um quadrivetor para que (416) seja um invariante (escalar) de Lorentz (transformações

relativ́ısticas). Porém o ṕıon é um pseudo-escalar18 (spin 0), isso é, seu estado (φ) não

tem parte vetorial (claro é um pseudoescalar).

O único quadrivetor associado ao ṕıon é o seu quadrimomento (pµ), relacionado ao

estado do ṕıon através de sua derivada (pµ = ∂µφ). Então o fator de forma deve ser igual

18 Ver a nota de rodapé número 15.
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Figura 70 - Decaimento do ṕıon

Fonte: Adaptado de Griffiths (1987)

a

F µ = fπp
µ, (417)

sendo fπ um número chamado constante de decaimento do ṕıon. Seu valor definido expe-

rimentalmente é fπ = 93MeV (GRIFFITHS, 1987; PESKIN; SCHROEDER, 1995).

Da teoria de Fermi para interações fracas (estabelecida antes da teoria de gauge),

temos um modelo com lagrangiana do tipo corrente-corrente chamada de efetive four-

fermion19, a qual, já incluem as interações entre os bósons (intermediadores da interação)

W e Z com os léptons e hádrons. A lagrangiana tem a forma geral

Leff =
GF√
2

∑

J†
µJ

µ, (418)

onde GF/
√
2 é a constante efetiva de interação que usaremos como ≈ g2W/M

2
W .

A corrente fraca Jµ é a soma entre a parte leptônica e hadrônica:

Jµ = Jµlept + Jµhad. (419)

A parte leptônica é dada por

Jµlept = ψeγ
µ(1− γ5)ψνe + ψµγ

µ(1− γ5)ψνµ , (420)

19 Fermi propôs esse modelo nos anos de 1960, quando não se conhecia ainda a terceira geração de léptons,
isso é, não era descoberta ainda a part́ıcula tau (τ) e seu neutrino. Por isso nesse primeiro momento
só se levou em conta os 4 léptons da primeira e segunda geração do modelo padrão.
Como temos interesse somente na primeira geração, no nosso estudo, não temos a pretensão de apro-
fundar questões da teoria da interação fraca.



177

e a parte hadrônica é dado pela combinação linear das corrente vetor e vetor-axial

Jµhad = V µ − Aµ. (421)

Podemos separar em três partes da lagrangiana (418), que representam as intera-

ções: lépton-lépton, lépton-hádron e hádron-hádron.

Leff =
g2W
M2

W

∑

(Jlept + Jhad)
†
µ(Jlept + Jhad)

µ. (422)

A parte de nosso interesse é a interação entre lépton-hádron, a qual, pode descrever

o decaimento do ṕıon (Figura 70). Usando a primeira parte de (420) e a segunda de (421),

temos

Lπ =
g2W
M2

W

[ψeγµ(1− γ5)ψνl ]A
µ, (423)

usamos vetor Aµ, uma vez que o ṕıon é descrito por um campo pseudo-vetorial (axial) .

Não poderia ser diferente, já que a relação (416) tem exatamente a mesma forma.

Logo, conclúımos que

Aµ = F µ = fπp
µ. (424)

A.2.5.1 A relação PCAC

Justificada a relação entre o decaimento do ṕıon com o vetor-axial Aµ, vamos

proceder de uma outra forma para descrever o decaimento do ṕıon (ERICSON; WEISE,

1988; CHENG; LI, 1988; KOCH, 1997; ZEE, 2003; FINELLI, 2011).

Considerando que |0〉 (vácuo) e |π〉 (estado do ṕıon) são auto-estados do operador

quadrimomento Pµ, com auto-valores, 0 e pµ respectivamente. Podemos descrever o de-

caimento do ṕıon através do elemento de matriz 〈0|Aµ(x)|π〉, isto é, a transição do estado

de ṕıon para o estado de vácuo.

Levando em conta a equação de movimento de Heisenberg na forma relativ́ıstica

[Pλ, Aµ(x)] = −i∂λAµ(x) (425)

fazemos,

〈0|PλAµ(x)− Aµ(x)Pλ|π〉 = −i∂λ〈0|Aµ(x)|π〉
−pµ〈0|Aµ(x)|π〉 = −i∂λ〈0|Aµ(x)|π〉, (426)
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integrando no intervalo [0, x] 20 chegamos a 21

〈0|Aµ(x)|π〉 = 〈0|Aµ(0)|π〉e−ip.x. (427)

Utilizando a mesma justificativa para (417), sendo o momento pµ vetor22 para o

ṕıon, temos

〈0|Aaµ(0)|πb〉 = −ifπpµδab, (428)

onde impomos a conservação de isospin através de δab, sendo a, b = 1, 2, 3 ı́ndices dos

estados de isospin, −i é convencional.

Desta forma com (427), chegamos ao elemento de matriz para o decaimento do

ṕıon

〈0|Aµ(x)a|πb〉 = −ifπpµδabe−ip.x, (429)

o divergente desta relação será

〈0|∂µAµ(x)a|πb〉 = −fπp2δabe−ip.x = −fπm2
πδ

abe−ip.x. (430)

Sabendo-se que δabe−p.x = 〈0|φa(x)|πb〉 é a normalização dos estados de isospin do ṕıon,

que aplicada à expressão anterior resulta em

∂µAaµ = −fπm2
πφ

a(x), (431)

esta relação é conhecida como relação PCAC 23 24 .

De posse da equação de Klein-Gordon sabemos que −m2
πφ(x) = ∂µ∂

µφ(x) quando

aplicada à (431) conclui-se

Aaµ = fπ∂µφ
a(x). (432)

20 Lembrando que

∂λ = ∂/∂xλ.

21 Essa expressão reflete a invariância por translação.
22 Uma vez que Aµ é um pseudovetor e |π〉 um psuedoescalar, o produto de ambos só pode resultar em

um vetor.
23 As relações (430) e (432) são as vezes também reconhecidas como relação PCAC.
24 PCAC é a sigla para Partially Conserved Axial Current.
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Da relação (431) relacionamos a massa do ṕıon com a divergência do vetor-axial,

deixando expĺıcita a quebra da simetria quiral pela massa do ṕıon. Podeŕıamos pensar

que deveŕıamos usar a relação (415), para relacionar a massa do ṕıon com a divergência

do vetor-axial, porém a questão é que a corrente Aµ é definida através dos campos de

espinores, (part́ıculas com spin 1/2) dos quarks que compõem o ṕıon. Assim como o ṕıon

é uma combinação de quarks, todos os hádrons também o são, logo é de se esperar que,

será posśıvel encontrar relações entre as correntes quirais e os hádrons.

Observamos também que a massa do ṕıon é considerada pequena em relação as

escalas de energias da interação forte, assim a simetria quiral é aproximadamente (parcial)

conservada. Esta é a essência da hipótese PCAC.

A.2.6 Relação de Goldberger-Treiman

Vamos encontrar uma relação para a interação ṕıon-nucleon. Esse método pode

ser usado para relacionar diferentes processos de interação (ERICSON; WEISE, 1988;

KOCH, 1997; FINELLI, 2011).

Como o Aµ é em função de espinores, podemos então relacionar com o nucleon

(ψN = (proton, neutron))

ANµ = gaψNγµγ5
τ

2
ψN . (433)

onde ga = 1, 25 é um fator de normalização do nucleon (extráıdo do decaimento β do

nêutron).

Com aux́ılio da equação de Dirac achamos a divergência de (433),

∂µANµ = igamNψNγ5τψN , (434)

a qual, certamente não é nula.

Pelo fato do nucleon interagir fortemente com o ṕıon, podemos escrever o vetor-

axial como a soma das partes do ṕıon (PCAC)(432) e do nucleon (433)

Aµ = gaψNγµγ5
τ

2
ψN + fπ∂µΦ(x). (435)

Agora tirando sua divergência e igualando a zero para que o sistema ṕıon-nucleon seja

invariante quiral

∂µAµ = igamNψNγ5τψN + fπ∂
µ∂µΦ = 0. (436)
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Deixando o campo escalar (ṕıon) em evidencia

∂µ∂µΦ = −iga
mN

fπ
ψNγ5τψN . (437)

Chegamos a uma relação entre equação de Klein-Gordon (ṕıon) sem massa, acoplada ao

nucleon.

Da condição PCAC e da conservação da corrente-axial (∂µAµ = 0), conclúımos que

o ṕıon deveria ter uma massa nula. Porém, a massa do ṕıon, por ser pequena, pode ser

considerada, assim reescrevemos (437) como

(∂µ∂µ +m2
π)Φ = −iga

mN

fπ
ψNγ5τψN . (438)

Então, temos um ṕıon massivo interagindo com um nucleon, a constante de aco-

plamento ṕıon-nucleon é

gπNN = ga
mN

fπ
≈ 12.5, (439)

esta é a relação de Goldberger-Treiman.

A relação PCAC obteve grande sucesso, quando da dedução da relação de Goldberger-

Treiman, pois o valor experimental para o acoplamento ṕıon-nucleon é

gexpπNN = 13.4. (440)

Tal concordância é bastante impressionante, já que a interação forte ṕıon-nucleon

contém fatores da interação fraca (ga e fπ). Isso só foi posśıvel devido à simetria quiral,

a qual, através do vetor-axial pode relacionar partes f́ısicas diferentes.

A.3 LAGRANGIANAS QUIRAIS

A.3.1 Modelo sigma-linear

O modelo sigma-linear (GELL-MANN; LÉVY, 1960; KOCH, 1997; FINELLI,

2011), tem por objetivo sistematizar as interações hadrônicas em baixas energias, usando

da simetria quiral e sua ligação com as relações até aqui estabelecidas, que está de acordo

com o modelo de quarks. Este modelo foi proposto antes da teoria de interações fortes

atual, a QCD.

Vamos deduzir a seguir um modelo simples para a interação ṕıon-nucleon, cons-

truindo uma lagrangiana que seja um invariante de Lorentz assim como invariante das

transformações da simetria quiral: vetor (ΛV ) e vetor-axial (ΛA).
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Figura 71 - Quebra de simetria quiral para os mésons π e σ

Fonte: Adaptado de Koch (1997)

De acordo com o modelo de quarks, podemos combiná-los de forma a descrever os

campos dos mésons: ~π e σ. Assim temos um campo triplete pseudo-escalar e um campo

singlete escalar, respectivamente

~π = iψ~τγ5ψ, σ = ψψ. (441)

Logo suas tramações são,

para o ṕıon:

ΛV : πi −→ πi + ǫijkθjπk, ΛA : πi −→ πi + θiσ, (442)

para o sigma:

ΛV : σ −→ σ, ΛA : σ −→ σ − θiπi. (443)

Vemos que a transformação vetorial (ΛV ) rotaciona o ṕıon no espaço do isospin

(triplete) em um angulo θ. Por σ ser um singlete de isospin, não sofre mudanças. A

transformação vetor-axial (ΛA) rotacionam um campo no outro e vice-versa, o que implica

que os mésons devem ter massas iguais. Aqui encontramos um problema, pois, os mésons

π e σ possuem massas diferentes, logo, vemos que a transformação (ΛA) não é uma boa

simetria. Então, temos aqui uma quebra espontânea de simetria. Para entender o que

isso significa, vamos voltar à seção (A.2.3.1), na qual, tratamos da quebra espontânea

de simetria para duas variáveis. Vamos considerar que os campos πi e σ são os campos

da lagrangiana (361) em que ocorre a quebra da simetria radial, mas mantém válida a

simetria de rotação (sem considerar um ponto em particular). Lembramos também que
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esta lagrangiana tem a si associada o teorema de Goldstone, o qual diz que toda quebra

espontânea de simetria tem um campo massivo e os demais (caso com mais de duas

variáveis) sem massa (bósons de Goldstone).

Assim, escolhemos o ṕıon como o campo não massivo, cujo estado exitado equivale

a rotações e o sigma como o campo massivo (por ter o numero quântico do vácuo diferente

de zero 〈σ〉 = σ0, mı́nimo do potencial), o qual adquire massa quando varia na direção

radial (estado exitado), causando a quebra a simetria (Figura 71).

Vemos na Figura 71 que a direção do ṕıon é exatamente a direção do vetor rotação

(talvez não tão claro na figura), e que na direção do sigma temos o vetor da direção radial,

considerando que a esfera é a origem deslocada devida a quebra de simetria. Quando

da transformação vetor-axial, o ṕıon (π) é rotacionado para a direção do sigma (σ),

adquirindo massa causada pela quebra de simetria, assim os mésons têm massa diferentes,

isso esta de acordo com o experimento.

Precisamos encontrar uma relação entre os campos, tal que, consigamos um in-

variantes da simetria, e assim construir um modelo. A transformação ΛV provoca uma

rotação de isospin, logo essa transformação do quadrado do campos dever ser invariante,

isto é

ΛV : π2 −→ π2, σ2 −→ σ2, (444)

já no caso de ΛA temos

ΛA : π2 −→ π2 − 2σθiπi, σ2 −→ σ2 + 2σθiπi. (445)

Notemos que a soma dos campos ao quadrado deve ser invariante em relação a

ambas as transformações

ΛV,A : (π2 + σ2) −→ (π2 + σ2), (446)

sendo também invariante de Lorentz.

A partir de (446) podemos achar os termos de interações entre o nucleon e os

mésons considerados. Fazemos isso combinando o espinores do nucleon (ψN) de forma

a ter os mesmos números quânticos do ṕıon e do sigma, isto é, um pseudo-escalar e um

escalar. Dessa forma quando multiplicados por π e σ respectivamente, obtemos os mesmo

números quânticos de π2 e σ2.

Para a interação com o ṕıon (pseudo-escalar) temos

gπ(iψNγ5~τψN) · ~π (447)

onde gπ = gπNN é a constante de acoplamento ṕıon-nucleon.
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A interação mais simples com o sigma (escalar) é

gπ(ψNψN)σ (448)

Essas interações são invariantes quirais quando somadas (446), fazendo isso temos final-

mente a lagrangiana de interação mais simples

Lint = −gπ[(iψNγ5~τψN) · ~π + (ψNψN)σ] (449)

O próximo elemento intuitivo que o modelo deve conter, são os termos cinéticos

do nucleon e dos mésons

Lcin = iψN /∂ψN +
1

2
∂µ~π · ∂µ~π +

1

2
∂µσ∂

µσ (450)

Esse termo é composto por termos invariantes de Lorentz e quirais, logo é também um

invariante. O primeiro termo é um férmion sem massa e os demais têm a mesma estrutura

da relação invariante quiral (446).

Mas onde estão os termos de massa? Estamos procurando um modelo o mais

realista posśıvel, logo, deveŕıamos esperar que os termos de massa do nucleon e dos mésons

apareçam de alguma forma no modelo. E de fato, podemos fazer isto.

Primeiro vamos tratar da massa do nucleon e mais adiante voltaremos às massas dos

mésons. A massa do nucleon quebra a explicitamente simetria quiral e é consideravelmente

grande para que se possa fazer qualquer aproximação do tipo PCAC.

Se repararmos na relação (448) e lembrando a relação de Goldberger-Treiman (439)

temos

gπ(ψNψN)σ = ga
mN

fπ
(ψNψN)σ (451)

se consideramos ga ≈ 1 e lembrando que o temo de massa das part́ıculas estão sempre

relacionadas ao termo ψNψN nas lagrangianas, então conclúımos

σ → 〈σ〉 = σ0 = fπ. (452)

Esta relação nos diz que o valor de vácuo25 do campo σ deve ser diferente de zero,

o que de fato já sab́ıamos, esse termo é o ponto de mı́nimo do potencial, que para conter

a massa do nucleon dever ter o valor fπ. Portanto conclúımos a massa do nucleon aparece

25 A massa está relacionado ao valor de vácuo do campo, pois, quando não temos energia cinética e
estamos no valor mı́nimo do potencial, tudo o que resta é a part́ıcula em si, ou seja, sua massa de
repouso.
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no modelo como resultado da interação entre o nucleon com σ e não aparece no modelo

explicitamente. Seu valor é

MN = gπσ0 = gπfπ. (453)

Como sabemos que o mı́nimo do potencial não nulo, logo temos uma quebra de

simetria, portanto temos um potencial invariante (446) descrito por (Figura 71)

V = V (~π2 + σ2) =
λ

4

(
(~π2 + σ2)− f 2

π

)2
(454)

com o mı́nimo no ponto ~π = 0, σ = fπ.

Tudo até aqui está consistente com nossos objetivos e resumimos escrevendo a

lagrangiana do modelo sigma linear

LLS =
[
iψN /∂ψN

]

(1)
+
[1

2
∂µ~π · ∂µ~π

]

(2)
+
[1

2
∂µσ∂

µσ
]

(3)

+
[
− gπ(iψNγ5~τψN · ~π + ψNψNσ)

]

(4)

−
[λ

4

(
(π2 + σ2)− f 2

π

)2
]

(5)
(455)

aqui temos:

(1)→ Termo cinético do nucleon;

(2)→ Termo cinético do ṕıon;

(3)→ Termo cinético do sigma;

(4)→ Termos de interação π - σ - nucleon, com a massa do nucleon impĺıcita;

(5)→ Potencial do sistema π - σ.

E então, onde estão os termos de massa dos mésons? A reposta é simples, estão de

alguma forma relacionadas ao potencial (5). Vamos então expandir os campos do potencial

para valores próximos do mı́nimo (~π0 = 0, σ0). Temos, portanto, pequenas pertubações

dos campos

σ = σ0 + δσ, ~π = 0 + δ~π. (456)

As pertubações δσ e δ~π são de fato os campos relacionados a part́ıculas reais (observáveis).

O potencial expandido em relação a ambos os campos fica

V (σ, ~π)
∣
∣
∣
π0,σ0

= λf 2
π(δσ)

2 +O(δ)3. (457)
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Figura 72 - Massas na quebra de simetria quiral

Fonte: Adaptado de Finelli (2011)

Como os termos de massa estão sempre relacionados com os termos quadráticos do

campos, achamos finalmente, as massas dos mésons comparando com a lagrangiana para

bósons

m2
π = 0, (458)

m2
σ = 2λf 2

π 6= 0 (459)

a massa do ṕıon está de acordo com o teorema de Goldstone, como hav́ıamos assumido.

A.3.1.1 Quebra expĺıcita de simetria

Se ainda neste modelo quisermos considerar o ṕıon como massivo, mesmo que com

pequena massa de acordo com a relação PCAC, temos que adicionar um termo de quebra

explicita de simetria. Essa quebra expĺıcita não é o mesmo que quebra espontânea de

simetria.

A quebra espontânea de simetria quebra a simetria radial, mas ainda é invariante

por rotações, já a quebra expĺıcita de simetria quebra também a simetria por rotações.

Para tanto, adicionamos um termo ao potencial, isso equivale a inclinar (”afundar”) o

potencial em qualquer direção, escolhemos a direção σ (Figura 73).

Sabemos que o termo de massa dos quarks quebra a simetria, portanto esperamos

que o fator de quebra expĺıcita de simetria, seja da forma

Lquebra = −mψψ (460)

Podemos escrever esse fator em função de σ, assim

Lquebra = ǫσ (461)

onde ǫ é o parâmetro de quebra e deve ser de valor pequeno, uma vez que a quebra

explicita de simetria é pequena (como deveŕıamos esperar, de acordo com PCAC).
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Figura 73 - Quebra expĺıcita de simetria quiral

Fonte: Adaptado de Finelli (2011)

Adicionando ao potencial fica

V (σ + ~π) =
λ

4

(
(π2 + σ2)− ν20

)2 − ǫσ (462)

o termo fπ foi trocado pelo fator genérico ν0, pois queremos que o mı́nimo do potencial

ainda seja o mesmo (fπ). E deve satisfazer ν0 = fπ quando ǫ→ 0.

Calculando o mı́nimo de forma a manter σ0 = fπ e considerando que ǫ2 → 0 26 por

ser muito pequeno, temos para ν0

ν0 = fπ −
ǫ

2λf 2
π

. (463)

Se observarmos a Figura 73, notamos que (463) está de acordo com essa pequena

inclinação do potencial, logo ν0 é o valor do mı́nimo no eixo σ, enquanto o mı́nimo do

potencial permanece sendo fπ.

De posse desse novo potencial vamos novamente expandir o potencial em torno dos

mesmos mı́nimos (π0, σ0), como fizemos em (457), assim as novas massas proporcionais às

segundas derivadas (que multiplicam os termos δπ2 e δσ2) são

m2
σ =

∂2V

∂σ2

∣
∣
∣
∣
π0,σ0

= 2λν20 = 2λf 2
π +

ǫ

fπ
, (464)

m2
π =

∂2V

∂~π2

∣
∣
∣
∣
π0,σ0

=
ǫ

fπ
6= 0. (465)

Constatamos que as massas ficaram maiores, a massa do ṕıon como queŕıamos não é mais

26 O detalhe aqui é que no potencial ν0 está ao quadrado, logo isolando-o tivemos que completar quadrado,
sobrando um termo proporcional à ǫ2.
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nula, e daqui tiramos o valor do parâmetro de quebra

ǫ = fπm
2
π, (466)

era de se esperar que este parâmetro fosse proporcional à massa do ṕıon, afinal quando

ǫ→ 0 temos mπ = 0.

Como o termo σ0 = fπ continua o mesmo, a massa do núcleo continua a mesma

(453). Porém a quebra expĺıcita de simetria tem parte nessa massa, usando a relação

(463) chegamos a

MN = gπσ0 = gπ

(

ν0 +
ǫ

2λf 2
π

)

(467)

onde temos o termo sigma-nucleon-ṕıon 27

ΣπN = gπ
ǫ

2λf 2
π

≈ gπfπ
m2
π

m2
σ

. (468)

Esse termo é medido experimentalmente.

A.3.2 Modelo sigma não-linear

Nosso interesse é em um modelo que descreve a interação entre ṕıon e o nucleon.

Então queremos que o σ saia de cena, deixando a lagrangiana do modelo somente em

termos do ṕıon e do nucleon (WEINBERG, 1968).

Se considerarmos uma escala de energia bem abaixo da massa do σ, podermos

deixar o modelo em função do campo de ṕıons, que têm massa menor.28 Assim, conside-

ramos a condição mσ → ∞, que significa de acordo com (459) fazer o parâmetro λ→ ∞
mantendo o mesmo mı́nimo do potencial. Mudando o parâmetro λ e também o potencial

(454), de forma que ele fique infinito, isso implica que a forma do potencial ficou muito

mais ”profunda”com ”paredes”em volta do mı́nimo (Figura 74).

Isso implica que toda a dinâmica do modelo fica restrita aos pontos de mı́nimo,

isto é, ao circulo com centro no eixo do potencial e raio fπ (Figura 75). Assim temos a

condição que deve ser repeitada nesse novo modelo

σ2 + ~π2 = f 2
π . (469)

27 Tradução livre do nome em inglês ṕıon-nucleon sigma-term.

28 Estamos novamente considerando o ṕıon como um bóson Goldstone, isto é, massa zero.
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Figura 74 - Potencial λ→ ∞

Fonte: Adaptado de Koch (1997)

Figura 75 - Dinâmica restrita ao ćırculo

Fonte: Finelli (2011)
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Essa condição remove um grau de liberdade, agora temos somente a liberdade de

rotação do ṕıons (excitações). Podemos definir funções para σ e ~π que satisfaçam a relação

(469) e dependam somente do angulo de rotação ~Φ(x)

σ(x) = fπ cos

(
Φ(x)

fπ

)

= fπ +O(Φ2), (470)

~π(x) = fπΦ̂ sin

(
Φ(x)

fπ

)

= ~Φ(x) +O(Φ3). (471)

onde Φ = |~Φ| =
√
~Φ~Φ e Φ̂ = ~Φ/Φ. Fazendo uma expansão podemos identificar como

sendo o campo de ṕıon o ângulo de rotação.

Vamos definir a transformação unitária em termo do angulo ~Φ

U(x) = ei
~τ ·~Φ(x)

fπ = cos

(
Φ(x)

fπ

)

+ i~τ · Φ̂ sin

(
Φ(x)

fπ

)

=
1

fπ
(σ + i~τ · ~π), (472)

sendo U uma matriz 2× 2.

Tirando o traço29 desta relação, temos

1

2
Tr(U †U) =

1

f 2
π

(σ2 + ~π2) = 1, (473)

essa transformação é unitária e satisfaz a relação (469).

Vamos construir a partir de (472) os termos cinéticos dos campos ṕıon e sigma.

Fazendo suas derivadas temos

∂µU =
1

fπ
(∂µσ + i~τ · ∂µ~π), (474)

∂µU
† =

1

fπ
(∂µσ − i~τ · ∂µ~π). (475)

Multiplicando essas derivadas e tirando o traço, chegamos a

1

2
∂µ~π · ∂µ~π +

1

2
∂µσ∂

µσ =
f 2
π

4
Tr(∂µU

†∂µU) (476)

29 O traço é a soma da diagonal e é usada aqui para sair da forma matricial para a forma escalar.
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Para o termo de interação (449) usamos (470) e (471), assim

−gπ[(iψNγ5~τψN) · ~π + (ψNψN)σ] = −gπψNfπ
[

cos

(
Φ(x)

fπ

)

+ iγ5~τ · Φ̂ sin

(
Φ(x)

fπ

)]

ψN

= −gπfπψN
(

eiγ5
~τ ·~Φ(x)

fπ

)

ψN

= −gπfπψNΛΛψN , (477)

sendo aqui definido

Λ ≡ eiγ5
~τ ·~Φ(x)
2fπ . (478)

Reescrevemos o campo do nucleon como

ΨN = ΛψN , (479)

ΨN = ψ†
NΛ

†γ0 = ψ†
Nγ

0Λ = ψNΛ, (480)

onde na última relação usamos {γ0, γ5} = 0. Então (477) fica em relação a estes campos

(ga = 1)

−gπfπψNΛΛψN = −gπfπΨNΨN = −mNΨNΨN . (481)

Desse modo, todo o termo de interação neste novo campo do nucleon se resume à massa

do nucleon.

Vamos escrever o termo cinético do nucleon nesse novo campo. Sabendo que Λ†Λ =

ΛΛ† = 1, fazemos

iψN /∂ψN = iψNΛΛ
†/∂Λ†ΛψN = iΨNΛ

†/∂Λ†ΨN . (482)

Aqui usamos a relação {γµ, γ5} = 0, chegamos à

iΛ†/∂Λ† = iγµΛ∂
µΛ†. (483)

Vamos escrever Λ em função de um campo auxiliar ξ definido por

ξ = ei
~τ ·~Φ(x)
2fπ , U(x) = ξ2, (484)

explicitamente temos

ξ = cos

(
Φ(x)

2fπ

)

+ i~τ · Φ̂ sin

(
Φ(x)

2fπ

)

, (485)

ξ† = cos

(
Φ(x)

2fπ

)

− i~τ · Φ̂ sin

(
Φ(x)

2fπ

)

. (486)
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Finalmente combinando linearmente o campo, encontramos

Λ =
1

2

(
ξ + ξ†

)
+

1

2
γ5
(
ξ − ξ†

)
, (487)

Λ† =
1

2

(
ξ + ξ†

)
− 1

2
γ5
(
ξ − ξ†

)
. (488)

Voltando a (482) passando por (483) e sabendo que Λ(Φ(x)), chegamos a

iΨNΛ
†/∂(Λ†ΨN) = ΨN(i/∂ + γµVµ + γµγ5Aµ)ΨN , (489)

onde temos a corrente vetor

Vµ =
i

2

(

ξ†∂µξ + ξ∂µξ
†
)

, (490)

e a corrente axial-vetor

Aµ =
i

2

(

ξ†∂µξ − ξ∂µξ
†
)

. (491)

Expandindo essas correntes e a relação (476) para pequena flutuações ~Φ/fπ ≪ 1,

temos 30 31

Vµ ≈ −
~τ ·
(

~Φ× ∂µ~Φ
)

4f 2
π

, (492)

Aµ ≈ −~τ · ∂µ
~Φ

2fπ
, (493)

f 2
π

4
Tr(∂µU

†∂µU) ≈ 1

2
(∂µ~Φ)

2. (494)

Não precisamos de um potencial nesse modelo, uma vez que, toda a dinâmica ocorre

no ćırculo da condição (469). Então, já temos todas a partes para escrever a lagrangiana

30 Expandindo os campos:

ξ ≈ 1 + i
~τ · ~Φ
2fπ

,

ξ† ≈ 1− i
~τ · ~Φ
2fπ

.

31 Usamos as relações de comutação e anti-comutação:

[(~a · ~τ), (~b · ~τ)] = 2i(~a×~b) · ~τ ; {(~a · ~τ), (~b · ~τ)} = 2(~a ·~b).
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Figura 76 - Vértices de interação

Fonte: Finelli (2011)

sigma não-linear

LSNL =
[

ΨN

(
i/∂ −mN

)
ΨN

]

(1)
+
[1

2
(∂µ~Φ)

2
]

(2)

+
[ 1

2fπ

(
Ψγµγ5~τΨN

)
· ∂µ~Φ

]

(3)

+
[ 1

4f 2
π

(
Ψγµ~τΨN

)
·
(

~Φ× ∂µ~Φ
)]

(4)
(495)

aqui temos:

(1)→ Termo cinético do nucleon;

(2)→ Termo cinético do ṕıon;

(3)→ Termo de interação entre ṕıon-nucleon, vértice do tipo πNN (Figura 76 (b));

(4)→ Termo de interação entre ṕıon-nucleon, vértice do tipo πNπN (Figura 76(a)).

Notamos que o campo σ de fato desapareceu, e os termos de interação dependem

do momento do ṕıon (∂µ~Φ) e descrevem dois tipos de vértices. Mais tipos de interação

podem aparacer se considerarmos termos de ordens maiores na expansão do campo ~Φ.

Ambos o modelos sigma linear e não-linear obtiveram resultados similares. Podeŕıamos

também adicionar a massa do ṕıon neste ultimo modelo, fazendo novamente uma quebra

expĺıcita de simetria.

A.3.3 Lagrangianas quirais

A.3.3.1 LπNN

Neste trabalho nosso interesse são as lagrangianas de interação, de onde iremos

tirar os vértices para os diagrama de Feynman, assim no caso do modelo sigma não-
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linear deduzimos a lagrangiana do vértice πNN (COLEMAN; WESS; ZUMINO, 1969;

WEINBERG, 1979).

Fazendo as substituições (BANDO; KUGO; YAMAWAKI, 1988): ΨN → N ; ~Φ →
~φ; mN →M ; gπ → g e fπ →M/g, temos do termo (3) de (495)

LπNN =
g

2M

(
Nγµγ5~τN

)
· ∂µ~φ, (496)

sendo aqui ~τ uma matriz de isospin que combina um π e um N em um N , tal como

1 + 1/2 → 1/2.

A.3.4 LππNN

O terceiro termo de (495) descreve a interação de dois nucleons com dois ṕıons,

conhecido também como termo de contato, dessa forma podemos escrever a lagrangiana

LππNN =
g2

4m2
N

(
Nγµ~τN

)
·
(

~φ× ∂µ~φ
)

, (497)

aqui fizemos as substituição da mesma forma que no caso anterior.

A.3.4.1 LπN∆

Para interação com part́ıcula com spin-3
2
, vamos recorrer às equações de Rarita-

Schwinger (LOVAS; SAILER; GREINER, 1998),

(/∂ −m∆)ψ
µ = 0, (498)

γµψ
µ = 0, (499)

onde m∆ é a massa do ∆ a qual, representa nossa part́ıcula de spin-3/2 e ψµ é o espinor-

vetorial, que contem quatro espinores de ı́ndice µ.

Sabendo que part́ıculas de spin-3
2
tem também projeções de spin-1

2
(HABER-

ZETTL, 1998) e que lagrangiana de Rarita-Schwinger é invariante sob a transformação

ψµ −→ ψ
ν
[gµν + (Z + 1/2)γµγν ], (500)

onde gµν é o tensor métrico e Z um parâmetro a ser determinado associado à possibilidade

de que ∆, fora da camada de massa, possuir spin-1
2
, uma vez que esta projeção de spin

não respeita as equação (499).
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Sendo assim, podemos construir uma interação do tipo π∆N , respeitando a trans-

formação (500) e o parâmetro Z (NATH; ETEMADI; KIMEL, 1971; OLSSON; TURNER;

OSYPOWSKI, 1973), da seguinte forma

LπN∆ = g∆

{

∆
µ[
gµν − (Z +

1

2
)γµγν

]
~MN

}

· ∂ν~φ, (501)

onde g∆ é a constante de acoplamento, ∆
µ
é o campo da part́ıcula de spin-3

2
e ~M é a

matriz de combinação de isospin do tipo 1 + 1/2 → 3/2, combinando um π e um N em

um ∆. A matriz ~M respeita a seguinte propriedade

M †
bMa =

2

3
δba +

i

3
ǫbacτc. (502)

A.3.5 Considerações finais

Convém lembrar que, o objetivo é utilizarmos as lagrangianas quirais para as inte-

rações entre káons e h́ıperons, porém até aqui emergem do modelo somente ṕıons, nucleons

e méson-ρ através do dubleto de quarks u e d, ou seja do grupo SU(2).

Podemos utilizar do mesmo argumento feito em (A.2.4.1) para as massa do u, d

e do π, as quais são aproximadamente desprezadas quando comparadas com a escala de

energias tipicas das interações fortes (1GeV ) (BERNARD; KAISER; MEISSNER, 1995),

dando origem a uma simetria aproximadamente conservada. Portanto, se considerarmos

a massa do quark estranho (s) de aproximadamente ≈ 100MeV (PARTICLE DATA

GROUP (PDG); PATRIGNANI et al., 2016), podemos incluir em um modelo SU(3)

(STOKS; RIJKEN, 1997) os mésons estranhos K e K (káons), como também os bárions

estranhos e os h́ıperons (LACROIX, 2010).
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APÊNDICE B – Cálculo dos Diagramas de troca de dois mésons

Neste apêndice vamos calcular os diagramas de Feynman para a troca de dois

mésons, considerando estados intermediários de bárions com spin-1/2 e spin-3/2. Tal

consideração aumenta consideravelmente o número de diagramas.

A seguir vamos calcular os diagramas de loop trocando dois mésons do tipo caixa

(�), cruzado (×), triangulo (∆), nabla (∇) e do tipo bolha (()), considerando primeiro

estados intermediários com spin-1/2 (o caso � foi realizado como exemplo no caṕıtulo 3)

e em seguida com estados intermediários com spin-3/2.

O procedimento é o mesmo do feito para o tipo � para spin-1/2 feito no caṕıtulo

3. Mostraremos algumas passagens, maiores detalhes aumentariam consideravelmente o

número de páginas. Usamos as relações estabelecidas nos Apêndices F, G. As integrais Π

são determinadas no Apêndice C.

B.1 DIAGRAMA CRUZADO (×) COM RESSONÂNCIAS DE SPIN-1/2

Para o diagrama do tipo cruzado (×) com part́ıculas intermediárias de spin-1/2,

temos para o primeiro diagrama da Figura 77 no sentido ↓ do méson (relativo ao primeiro

vértice superior do diagrama a)) a conservação de momentos é dada por

p̄1 = p1 − k = p′1 − k′, (503)

p̄2 = p2 − k′ = p′2 − k. (504)

Figura 77 - Diagrama cruzado considerado



196

Suas amplitudes de transição são

T
(1)
MB =

g21
4m2

1

ū(p′1)
[

/k
′
γ5G

†
b

][ /p1 − /k +m1

(p1 − k)2 −m2
1

][

Ga(−/k)γ5
]

u(p1),

T
(2)
MB =

g22
4m2

2

ū(p′2)
[

/kγ5G
†
a

][ /p2 − /k
′
+m2

(p2 − k′)2 −m2
2

][

(−/k′)γ5Gb

]

u(p2),

de forma mais compacta temos

T
(1)↓
MB = (~G1)(A

↓
1 +B↓

1), (505)

T
(2)↓
MB = (~G2)(A

↓
2 +B↓

2), (506)

assim para o primeiro diagrama

A↓
1 =

g21(m1 +m1)

4m2
1

[

1 +
m2

1 −m2
1

u1 −m2
1

]

I(1), (507)

B↓
1 =

g21
8m2

1

[

1 +
(m1 +m1)

2

u1 −m2
1

]

/Q(1), (508)

A↓
2 =

g22(m2 +m2)

4m2
2

[

1 +
m2

2 −m2
2

u2 −m2
2

]

I(2), (509)

B↓
2 =

g22
8m2

2

[

1 +
(m2 +m2)

2

u2 −m2
2

]

/Q(2). (510)

Para o segundo diagrama no sentido ↑ do méson (diagrama b)) as conservações de

momentos são

p̄1 = p1 + k = p′1 + k′, (511)

p̄2 = p2 + k′ = p′2 + k, (512)

suas amplitudes são

T
(1)
MB =

g23
4m2

1

ū(p′1)
[

(−/k′)γ5G†
b

][ /p1 + /k +m3

(p1 + k)2 −m2
3

][

Ga/kγ5

]

u(p1),

T
(2)
MB =

g24
4m2

2

ū(p′2)
[

(−/k)γ5G†
a

][ /p2 + /k
′
+m4

(p2 + k′)2 −m2
4

][

/k
′
γ5Gb

]

u(p2),

de forma que

T
(1)↑
MB = (~G1)(A

↑
1 +B↑

1), (513)

T
(2)↑
MB = (~G2)(A

↑
2 +B↑

2), (514)
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então

A↑
1 =

g23(m1 +m3)

4m2
1

[

1 +
m2

3 −m2
1

s1 −m2
3

]

I(1), (515)

B↑
1 = − g23

8m2
1

[

1 +
(m3 +m1)

2

s1 −m2
3

]

/Q(1), (516)

A↑
2 =

g24(m2 +m4)

4m2
2

[

1 +
m2

4 −m2
2

s2 −m2
4

]

I(2), (517)

B↑
2 = − g24

8m2
2

[

1 +
(m4 +m2)

2

s2 −m2
4

]

/Q(2). (518)

A amplitude final para os diagramas da Figura 77, será de forma geral

iT×
MMBB =

~G1
~G2

2(4m1m2)2

{

ℵAA× ū1u1ū2u2 + ℵνAB× ū1u1ū2γνu2

+ℵµBA× ū1γµu1ū2u2 + ℵµνBB× ū1γµu1ū2γνu2

}

, (519)

em que as funções ℵ serão determinadas nas próximas seções.

B.1.1 ℵAA×

ℵAA× = g21g
2
2(m1 +m1)(m2 +m2)

[

Icc + (m2
1 −m2

1)Iu1c + (m2
2 −m2

2)Iu2c

+(m2
1 −m2

1)(m
2
2 −m2

2)Iu1u2

]

+g23g
2
4(m1 +m3)(m2 +m4)

[

Icc + (m2
3 −m2

1)Is1c + (m2
4 −m2

2)Is2c

+(m2
3 −m2

1)(m
2
4 −m2

2)Is1s2

]

. (520)

Encontramos, de acordo com a redução de espinores (componentes C e LS±) as ampli-

tudes TAA× = ℵAA× ū1u1ū2u2,

T C
AA× =

ig21g
2
2

(4π)2
(m1 +m1)(m2 +m2)

[

a
][

Π(000)
cc + (m2

1 −m2
1)Π

(000)
u1c

+(m2
2 −m2

2)Π
(000)
u2c

+ (m2
1 −m2

1)(m
2
2 −m2

2)Π
(000)
u1u2

]

+
ig23g

2
4

(4π)2
(m1 +m3)(m2 +m4)

[

a
][

Π(000)
cc + (m2

3 −m2
1)Π

(000)
s1c

+(m2
4 −m2

2)Π
(000)
s2c

+ (m2
3 −m2

1)(m
2
4 −m2

2)Π
(000)
s1s2

]

, (521)
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T LS+
AA× =

ig21g
2
2

(4π)2
(m1 +m1)(m2 +m2)

[

b
][

Π(000)
cc + (m2

1 −m2
1)Π

(000)
u1c

+(m2
2 −m2

2)Π
(000)
u2c

+ (m2
1 −m2

1)(m
2
2 −m2

2)Π
(000)
u1u2

]

+
ig23g

2
4

(4π)2
(m1 +m3)(m2 +m4)

[

b
][

Π(000)
cc + (m2

3 −m2
1)Π

(000)
s1c

+(m2
4 −m2

2)Π
(000)
s2c

+ (m2
3 −m2

1)(m
2
4 −m2

2)Π
(000)
s1s2

]

, (522)

T LS−
AA× =

ig21g
2
2

(4π)2
(m1 +m1)(m2 +m2)

[

c
][

Π(000)
cc + (m2

1 −m2
1)Π

(000)
u1c

+(m2
2 −m2

2)Π
(000)
u2c

+ (m2
1 −m2

1)(m
2
2 −m2

2)Π
(000)
u1u2

]

+
ig23g

2
4

(4π)2
(m1 +m3)(m2 +m4)

[

c
][

Π(000)
cc + (m2

3 −m2
1)Π

(000)
s1c

+(m2
4 −m2

2)Π
(000)
s2c

+ (m2
3 −m2

1)(m
2
4 −m2

2)Π
(000)
s1s2

]

. (523)

B.1.2 ℵνAB×

ℵνAB× = g21g
2
2

(m1 +m1)

2

[

Iνcc + (m2
1 −m2

1)I
ν
u1c

+ (m2 +m2)
2Iνu2c + (m2

1 −m2
1)(m2 +m2)

2Iνu1u2

]

−g23g24
(m1 +m3)

2

[

Iνcc + (m2
3 −m2

1)I
ν
s1c

+ (m2 +m4)
2Iνs2c + (m2

3 −m2
1)(m2 +m4)

2Iνs1s2

]

.

(524)

Sendo as amplitudes TAB× ,

T C
AB× = − ig21g

2
2

2(4π)2
(m1 +m1)w̄2

[

(m2
1 −m2

1)Π
(010)
u1c

+ (m2
2 +m2

2)Π
(010)
u2c

+(m2
1 −m2

1)(m2 +m2)
2Π(001)

uu

]

− ig23g
2
4

2(4π)2
(m1 +m3)w̄2

[

(m2
3 −m2

1)Π
(010)
s3c

+ (m2
4 +m2

2)Π
(010)
s4c

+(m2
3 −m2

1)(m2 +m4)
2Π(001)

ss

]

, (525)
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T LS+
AB× = − ig21g

2
2

2(4π)2
(m1 +m1)

[

(m2
1 −m2

1)(w2+ + z2+)Π
(010)
u1c

+ (m2
2 +m2

2)(w2+ − z2+)Π
(010)
u2c

+(m2
1 −m2

1)(m2 +m2)
2(z2+Π

(010)
uu + w2+Π

(001)
uu )

]

− ig23g
2
4

2(4π)2
(m1 +m3)

[

(m2
3 −m2

1)(w2+ + z2+)Π
(010)
s3c

+ (m2
4 +m2

2)(w2+ − z2+)Π
(010)
s4c

+(m2
3 −m2

1)(m2 +m4)
2(z2+Π

(010)
ss + w2+Π

(001)
ss )

]

, (526)

T LS−
AB× = − ig21g

2
2

2(4π)2
(m1 +m1)

[

(m2
1 −m2

1)(w2− + z2−)Π
(010)
u1c

+ (m2
2 +m2

2)(w2− − z2−)Π
(010)
u2c

+(m2
1 −m2

1)(m2 +m2)
2(z2−Π

(010)
uu + w2−Π

(001)
uu )

]

− ig23g
2
4

2(4π)2
(m1 +m3)

[

(m2
3 −m2

1)(w2− + z2−)Π
(010)
s3c

+ (m2
4 +m2

2)(w2− − z2−)Π
(010)
s4c

+(m2
3 −m2

1)(m2 +m4)
2(z2−Π

(010)
ss + w2−Π

(001)
ss )

]

. (527)

B.1.3 ℵµBA×

ℵµBA× = g21g
2
2

(m2 +m2)

2

[

Iµcc + (m1 +m1)
2Iµu1c + (m2

2 −m2
2)I

µ
u2c

+ (m1 +m1)
2(m2

2 −m2
2)I

µ
u1u2

]

−g23g24
(m2 +m4)

2

[

Iµcc + (m3 +m1)
2Iµs3c + (m2

4 −m2
2)I

µ
s4c

+ (m1 +m3)
2(m2

4 −m2
2)I

µ
s3s4

]

.

(528)

As amplitudes TBA×

T C
BA× =

−ig21g22
2(4π)2

(m2 +m2)
{

(m1 +m1)
2(w̄1 + z̄1)Π

(010)
u1c

+ (m2
2 −m2

2)(w̄1 − z̄1)Π
(010)
u2c

+(m1 +m1)
2(m2

2 −m2
2)
[
w̄1Π

(001)
u1u2

+ z̄1Π
(010)
u1u2

]}

+
−ig23g24
2(4π)2

(m2 +m4)
{

(m1 +m3)
2(w̄1 + z̄1)Π

(010)
s3c

+ (m2
4 −m2

2)(w̄1 − z̄1)Π
(010)
s4c

+(m1 +m3)
2(m2

4 −m2
2)
[
w̄1Π

(001)
s3s4

+ z̄1Π
(010)
s3s4

]}

, (529)
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T LS+
BA× =

−ig21g22
2(4π)2

(m2 +m2)
{

(m1 +m1)
2(w1+ + z1+)Π

(010)
u1c

+ (m2
2 −m2

2)(w1+ − z1+)Π
(010)
u2c

+(m1 +m1)
2(m2

2 −m2
2)
[
w1+Π

(001)
u1u2

+ z1+Π
(010)
u1u2

]}

+
−ig23g24
2(4π)2

(m2 +m4)
{

(m1 +m3)
2(w1+ + z1+)Π

(010)
s3c

+ (m2
4 −m2

2)(w1+ − z1+)Π
(010)
s4c

+(m1 +m3)
2(m2

4 −m2
2)
[
w1+Π

(001)
s3s4

+ z1+Π
(010)
s3s4

]}

, (530)

T LS−
BA× =

−ig21g22
2(4π)2

(m2 +m2)
{

(m1 +m1)
2(w1− + z1−)Π

(010)
u1c

+ (m2
2 −m2

2)(w1− − z1−)Π
(010)
u2c

+(m1 +m1)
2(m2

2 −m2
2)
[
w1−Π

(001)
u1u2

+ z1−Π
(010)
u1u2

]}

+
−ig23g24
2(4π)2

(m2 +m4)
{

(m1 +m3)
2(w1− + z1−)Π

(010)
s3c

+ (m2
4 −m2

2)(w1− − z1−)Π
(010)
s4c

+(m1 +m3)
2(m2

4 −m2
2)
[
w1−Π

(001)
s3s4

+ z1−Π
(010)
s3s4

]}

. (531)

B.1.4 ℵµνBB×

ℵµνBB× =
g21g

2
2

4

[

Iµνcc + (m1 +m1)
2Iµνu1c + (m2 +m2)

2Iµνu2c + (m1 +m1)
2(m2 +m2)

2Iµνu1u2

]

+
g23g

2
4

4

[

Iµνcc + (m3 +m1)
2Iµνs1c + (m2 +m4)

2Iµνs2c + (m1 +m3)
2(m2 +m4)

2Iµνs1s2

]

.

(532)

As amplitudes TBB× de acordo com a redução de espinores (componetes C, LS±,

SS e T ), são

T C
BB× =

ig21g
2
2

8(4π)2

{

ḡΠ̄(000)
cc + (m1 +m1)

2
[
ḡΠ̄(000)

u1c
+ (w̄w + z̄z + w̄z + ¯zw)Π(020)

u1c

]

+(m2 +m2)
2
[
ḡΠ̄(000)

u2c
+ (w̄w + z̄z − w̄z − ¯zw)Π(020)

u2c

]

+2(m1 +m1)
2(m2 +m2)

2
[
ḡΠ̄(000)

u1u2
+ w̄wΠ(002)

u1u2
+ z̄zΠ(020)

u1u2
+ (w̄z + ¯zw)Π(011)

u1u2

]}

+
ig23g

2
4

8(4π)2
2
{

ḡΠ̄(000)
cc + (m1 +m3)

2
[
ḡΠ̄(000)

s3c
+ (w̄w + z̄z + w̄z + ¯zw)Π(020)

s3c

]

+(m2 +m4)
2
[
ḡΠ̄(000)

s4c
+ (w̄w + z̄z − w̄z − ¯zw)Π(020)

s4c

]

+2(m1 +m3)
2(m2 +m4)

2
[
ḡΠ̄(000)

s3s4
+ w̄wΠ(002)

s3s4
+ z̄zΠ(020)

s3s4
+ (w̄z + ¯zw)Π(011)

s3s4

]}

,

(533)
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T LS+
BB× =

ig21g
2
2

8(4π)2

{

g+Π̄
(000)
cc + (m1 +m1)

2
[
g+Π̄

(000)
u1c

+ (ww+ + zz+ + wz+ + zw+)Π
(020)
u1c

]

+(m2 +m2)
2
[
g+Π̄

(000)
u2c

+ (ww+ + zz+ − wz+ − zw+)Π
(020)
u2c

]

+2(m1 +m1)
2(m2 +m2)

2
[
g+Π̄

(000)
u1u2

+ ww+Π
(002)
u1u2

+ zz+Π
(020)
u1u2

+ (wz+ + zw+)Π
(011)
u1u2

]}

+
ig23g

2
4

8(4π)2

{

g+Π̄
(000)
cc + (m1 +m3)

2
[
g+Π̄

(000)
s3c

+ (ww+ + zz+ + wz+ + zw+)Π
(020)
s3c

]

+(m2 +m4)
2
[
g+Π̄

(000)
s4c

+ (ww+ + zz+ − wz+ − zw+)Π
(020)
s4c

]

+2(m1 +m3)
2(m2 +m4)

2
[
g+Π̄

(000)
s3s4

+ ww+Π
(002)
s3s4

+ zz+Π
(020)
s3s4

+ (wz+ + zw+)Π
(011)
s3s4

]}

,

(534)

T LS−
BB× =

ig21g
2
2

8(4π)2

{

g−Π̄
(000)
cc + (m1 +m1)

2
[
g−Π̄

(000)
u1c

+ (ww− + zz− + wz− + zw−)Π
(020)
u1c

]

+(m2 +m2)
2
[
g−Π̄

(000)
u2c

+ (ww− + zz− − wz− − zw−)Π
(020)
u2c

]

+2(m1 +m1)
2(m2 +m2)

2
[
g−Π̄

(000)
u1u2

+ ww−Π
(002)
u1u2

+ zz−Π
(020)
u1u2

+ (wz− + zw−)Π
(011)
u1u2

]}

+
ig23g

2
4

8(4π)2

{

g−Π̄
(000)
cc + (m1 +m3)

2
[
g−Π̄

(000)
s3c

+ (ww− + zz− + wz− + zw−)Π
(020)
s3c

]

+(m2 +m4)
2
[
g−Π̄

(000)
s4c

+ (ww− + zz− − wz− − zw−)Π
(020)
s4c

]

+2(m1 +m3)
2(m2 +m4)

2
[
g−Π̄

(000)
s3s4

+ ww−Π
(002)
s3s4

+ zz−Π
(020)
s3s4

+ (wz− + zw−)Π
(011)
s3s4

]}

,

(535)

T SS
BB× = − ig21g

2
2

12(4π)2

[

Π̄(000)
cc + (m1 +m1)

2Π̄(000)
u1c

+ (m2 +m2)
2Π̄(000)

u2c

+2(m1 +m1)
2(m2 +m2)

2Π̄(000)
u1u2

]

− ig23g
2
4

12(4π)2

[

Π̄(000)
cc + (m1 +m3)

2Π̄(000)
s3c

+ (m2 +m4)
2Π̄(000)

s4c

+2(m1 +m3)
2(m2 +m4)

2Π̄(000)
s3s4

]

, (536)

T T
BB× = − ig21g

2
2

24(4π)2

[

Π̄(000)
cc + (m1 +m1)

2Π̄(000)
u1c

+ (m2 +m2)
2Π̄(000)

u2c

+2(m1 +m1)
2(m2 +m2)

2Π̄(000)
u1u2

]

− ig23g
2
4

24(4π)2

[

Π̄(000)
cc + (m1 +m3)

2Π̄(000)
s3c

+ (m2 +m4)
2Π̄(000)

s4c

+2(m1 +m3)
2(m2 +m4)

2Π̄(000)
s3s4

]

. (537)
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Figura 78 - Diagrama do tipo nabla

B.2 DIAGRAMA NABLA (∇)

Para o caso do diagrama nabla (∇) com part́ıcula intermediária de spin-1/2, vamos

considerar que os mésons trocados serão somente ṕıons, isso se deve aos vértices de contato

que por sua vez dependem dos três estados de isospin do ṕıon.

Os momentos conservados para os sentidos ↓ e ↑ são respectivamente

p̄1 = p1 − k = p′1 − k′; (538)

p̄1 = p1 + k = p′1 + k′. (539)

As amplitudes de transição para ↓ são

iT
(1)↓
πB =

g21
4m2

1

ū(p′1)
[

/k
′
γ5G

†
b

][

i
/p1 − /k +m1

(p1 − k)2 −m2
1

][

Ga(−/k)γ5
]

u(p1),

iT
(2)↓
ππBB = ū(p′2)

g22
4m2

2

γµ
[

ǫabckµ + ǫbac(−k′µ)
]

τ cu(p2).

Assim

iT
(1)↓
πB = (~G1)(A1 +B1)

↓, (540)

iT
(2)↓
ππBB = (~G2)(C2)

↓, (541)

em que ~G2 = ǫbacτ
c, a, b, e c são os estados isospin dos ṕıons. G1 depende dos tipos de

bárions e ressonâncias referentes à ”linha 1”do diagrama.

As amplitudes A, B e C são

A↓
1 =

g21(m1 +m1)

4m2
1

[

1 +
m2

1 −m2
1

u1 −m2
1

]

I(1), (542)

B↓
1 =

g21
8m2

1

[

1 +
(m1 +m1)

2

u1 −m2
1

]

/Q(1), (543)

C↓
2 = − g22

2m2
2

/Q(2). (544)
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No outro sentido do méson ↑, temos

iT
(1)↑
πB =

g23
4m2

1

ū(p′1)
[

(−/k′)γ5G†
b

][

i
/p1 + /k +m3

(p1 + k)2 −m2
3

][

Ga/kγ5

]

u(p1),

iT
(2)↑
ππBB = ū(p′2)

g24
4m2

2

γµ
[

ǫabc(−kµ) + ǫback
′
µ

]

τ cu(p2),

e

iT
(1)↑
πB = (~G1)(A1 +B1)

↑, (545)

iT
(2)↑
ππBB = (~G2)(C2)

↑, (546)

sendo

A↑
1 =

g23(m1 +m3)

4m2
1

[

1 +
m2

3 −m2
1

s1 −m2
3

]

I(1), (547)

B↑
1 = − g23

8m2
1

[

1 +
(m3 +m1)

2

s1 −m2
3

]

/Q(1), (548)

C↑
2 =

g24
2m2

2

/Q(2). (549)

A amplitude resultante final do diagramas da Figura 78 será

iT∇
ππBB =

~G1
~G2

2(8)(m1m2)2

{

ℵνAC ū1u1ū2γνu2 + ℵµνBC ū1γµu1ū2γνu2
}

. (550)

B.2.1 ℵνAC∇

ℵνAC∇ = −g21g22(m1+m1)
[

Iνcc+(m2
1−m2

1)I
ν
u1c

]

+g23g
2
4(m1+m3)

[

Iνcc+(m2
3−m2

1)I
ν
s3c

]

. (551)

As amplitudes TAC∇

T C
AC∇ =

ig21g
2
2

(4π)2
(m1 +m1)(m

2
1 −m2

1)(w̄2 + z̄2)Π
(010)
u1c

+
ig23g

2
4

(4π)2
(m1 +m3)(m

2
3 −m2

1)(w̄2 + z̄2)Π
(010)
s3c

, (552)

T LS+
AC∇ =

ig21g
2
2

(4π)2
(m1 +m1)(m

2
1 −m2

1)(w2+ + z2+)Π
(010)
u1c

+
ig23g

2
4

(4π)2
(m1 +m3)(m

2
3 −m2

1)(w2+ + z2+)Π
(010)
s3c

, (553)
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T LS−
AC∇ =

ig21g
2
2

(4π)2
(m1 +m1)(m

2
1 −m2

1)(w2− + z2−)Π
(010)
u1c

+
ig23g

2
4

(4π)2
(m1 +m3)(m

2
3 −m2

1)(w2− + z2−)Π
(010)
s3c

. (554)

B.2.2 ℵµν
BC∇

ℵµν
BC∇ =

−g21g22
2

[

Iµνcc + (m1 +m1)
2Iµνu1c

]

− g23g
2
4

2

[

Iµνcc + (m3 +m1)
2Iµνs1c

]

. (555)

Então as amplitudes TBC∇ são,

T C
BC∇ =

−ig21g22
4(4π)2

{

ḡΠ̄(000)
cc + (m1 +m1)

2
[
ḡΠ̄(000)

u1c
+ (w̄w + z̄z + w̄z + ¯zw)Π(020)

u1c

]}

− ig23g
2
4

4(4π)2

{

ḡΠ̄(000)
cc + (m1 +m3)

2
[
ḡΠ̄(000)

s3c
+ (w̄w + z̄z + w̄z + ¯zw)Π(020)

s3c

]}

, (556)

T LS+
BC∇ =

−ig21g22
4(4π)2

{

g+Π̄
(000)
cc + (m1 +m1)

2
[
g+Π̄

(000)
u1c

+ (ww+ + zz+ + wz+ + zw+)Π
(020)
u1c

]}

− ig23g
2
4

4(4π)2

{

g+Π̄
(000)
cc + (m1 +m3)

2
[
g+Π̄

(000)
s3c

+ (ww+ + zz+ + wz+ + zw+)Π
(020)
s3c

]}

,

(557)

T LS−
BC∇ =

−ig21g22
4(4π)2

{

g−Π̄
(000)
cc + (m1 +m1)

2
[
g−Π̄

(000)
u1c

+ (ww− + zz− + wz− + zw−)Π
(020)
u1c

]}

− ig23g
2
4

4(4π)2

{

g−Π̄
(000)
cc + (m1 +m3)

2
[
g−Π̄

(000)
s3c

+ (ww− + zz− + wz− + zw−)Π
(020)
s3c

]}

,

(558)

T SS
BC∇ =

ig21g
2
2

4(4π)2
2

3

[

Π̄(000)
cc + (m1 +m1)

2Π̄(000)
u1c

]

+
ig23g

2
4

4(4π)2
2

3

[

Π̄(000)
cc + (m1 +m3)

2Π̄(000)
s3c

]

, (559)

V T
BC∇ =

ig21g
2
2

4(4π)2
1

3

[

Π̄(000)
cc + (m1 +m1)

2Π̄(000)
u1c

]

+
ig23g

2
4

4(4π)2
1

3

[

Π̄(000)
cc + (m1 +m3)

2Π̄(000)
s3c

]

. (560)
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Figura 79 - Diagrama do tipo triângulo

B.2.3 Diagrama triângulo (∆)

O diagrama do tipo triângulo (∆) com part́ıcula intermediária de spin-1/2, tem

analogamente o mesmo procedimento feito para o diagrama ∇, com os momentos da

Figura 79 dados por

p̄2 = p2 − k′ = p′2 − k, (561)

p̄2 = p2 + k′ = p′2 + k. (562)

Assim, temos para o diagrama b) que

iT
(1)↑
ππBB = (~G1)(C1)

↑, (563)

iT
(2)↑
πB = (~G2)(A2 +B2)

↑, (564)

em que ~G1 = ǫabcτ
c e as amplitudes

C↑
1 =

g21
2m2

1

/Q(1), (565)

A↑
2 =

g22(m2 +m2)

4m2
2

[

1 +
m2

2 −m2
2

u2 −m2
2

]

I(2), (566)

B↑
2 =

g22
8m2

2

[

1 +
(m2 +m2)

2

u2 −m2
2

]

/Q(2). (567)

Para o outro caso, o diagrama a), encontramos

iT
(1)↓
ππBB = (~G1)(C1)

↓, (568)

iT
(2)↓
πB = (~G2)(A2 +B2)

↓, (569)
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com

C↓
1 = − g23

2m2
1

/Q(1), (570)

A↓
2 =

g24(m2 +m4)

4m2
2

[

1 +
m2

4 −m2
2

s2 −m2
4

]

I(2), (571)

B↓
2 =

−g24
8m2

2

[

1 +
(m4 +m2)

2

s2 −m2
4

]

/Q(2). (572)

A amplitude final será

iT∆
ππBB =

~G1
~G2

2(8)(m1m2)2

{

ℵµCAū1γµu1ū2u2 + ℵµνCBū1γµu1ū2γνu2
}

. (573)

B.2.3.1 ℵµ
CA∆

ℵµ
CA∆ = g21g

2
2(m2+m2)

[

Iµcc+(m2
2−m2

2)I
µ
u2c

]

− g23g
2
4(m2+m4)

[

Iµcc+(m2
4−m2

2)I
µ
s2c

]

. (574)

Encontramos por comparação as amplitudes TAC∇ de acordo com seus operadores

de spin

T C
CA∆ = − ig21g

2
2

(4π)2
(m2 +m2)(m

2
2 −m2

2)(w̄1 − z̄1)Π
(010)
u2c

− ig23g
2
4

(4π)2
(m2 +m4)(m

2
4 −m2

2)(w̄1 − z̄1)Π
(010)
s4c

, (575)

T LS+
CA∆ = − ig21g

2
2

(4π)2
(m2 +m2)(m

2
2 −m2

2)(w1+ − z1+)Π
(010)
u2c

− ig23g
2
4

(4π)2
(m2 +m4)(m

2
4 −m2

2)(w1+ − z1+)Π
(010)
s4c

, (576)

T LS−
CA∆ = − ig21g

2
2

(4π)2
(m2 +m2)(m

2
2 −m2

2)(w1− − z1−)Π
(010)
u2c

− ig23g
2
4

(4π)2
(m2 +m4)(m

2
4 −m2

2)(w1− − z1−)Π
(010)
s4c

. (577)
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B.2.3.2 Caso ℵµν
BC∆

ℵµν
CB∆ =

g21g
2
2

2

[

Iµνcc + (m2 +m2)
2Iµνu2c

]

+
g23g

2
4

2

[

Iµνcc + (m4 +m2)
2Iµνs4c

]

. (578)

Então as amplitudes TCB∆ ficam

T C
CB∆ =

ig21g
2
2

4(4π)2

{

ḡΠ̄(000)
cc + (m2 +m2)

2
[
ḡΠ̄(000)

u2c
+ (w̄w + z̄z − w̄z − ¯zw)Π(020)

u2c

]}

+
ig23g

2
4

4(4π)2

{

ḡΠ̄(000)
cc + (m2 +m4)

2
[
ḡΠ̄(000)

s4c
+ (w̄w + z̄z − w̄z − ¯zw)Π(020)

s4c

]}

, (579)

T LS+
CB∆ =

ig21g
2
2

4(4π)2

{

g+Π̄
(000)
cc + (m2 +m2)

2
[
g+Π̄

(000)
u2c

+ (ww+ + zz+ − wz+ − zw+)Π
(020)
u2c

]}

+
ig23g

2
4

4(4π)2

{

g+Π̄
(000)
cc + (m2 +m4)

2
[
g+Π̄

(000)
s4c

+ (ww+ + zz+ − wz+ − zw+)Π
(020)
s4c

]}

,

(580)

T LS−
CB∆ =

ig21g
2
2

4(4π)2

{

g−Π̄
(000)
cc + (m2 +m2)

2
[
g−Π̄

(000)
u2c

+ (ww− + zz− − wz− − zw−)Π
(020)
u2c

]}

+
ig23g

2
4

4(4π)2

{

g−Π̄
(000)
cc + (m2 +m4)

2
[
g−Π̄

(000)
s4c

+ (ww− + zz− − wz− − zw−)Π
(020)
s4c

]}

,

(581)

T SS
CB∆ = − ig21g

2
2

6(4π)2

[

Π̄(000)
cc + (m2 +m2)

2Π̄(000)
u2c

]

− ig23g
2
4

6(4π)2

[

Π̄(000)
cc + (m2 +m4)

2Π̄(000)
s4c

]

, (582)

T T
CB∆ = − ig21g

2
2

12(4π)2

[

Π̄(000)
cc + (m2 +m2)

2Π̄(000)
u2c

]

− ig23g
2
4

12(4π)2

[

Π̄(000)
cc + (m2 +m4)

2Π̄(000)
s4c

]

. (583)

B.3 DIAGRAMA BOLHA (())

O diagrama do tipo bolha (()) é o mais simples e não conta com estado interme-

diário. Entretanto por completude consideramos o mesmo procedimento supondo ṕıons

nos dois sentidos ↓ e ↑ como mostrado na Figura 80.
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Figura 80 - Diagrama do tipo bolha

Analisando ambos os sentidos do ṕıon, podemos notar uma certa simetria entre

sinais e os estados de isospin do ṕıon

iT
(1)↓
ππBB = ū(p′1)

g21
4m2

1

γµ
[

ǫbac(−kµ) + ǫabck
′
µ

]

τ cu(p1), (584)

iT
(2)↓

ππBB = ū(p′2)
g22
4m2

2

γµ
[

ǫabckµ + ǫbac(−k′µ)
]

τ cu(p2), (585)

iT
(1)↑
ππBB = ū(p′1)

g21
4m2

1

γµ
[

ǫbackµ + ǫabc(−k′µ)
]

τ cu(p1), (586)

iT
(2)↑
ππBB = ū(p′2)

g22
4m2

2

γµ
[

ǫabc(−kµ) + ǫback
′
µ

]

τ cu(p2), (587)

de tal maneira que podemos escrever de uma só vez as amplitudes na forma compacta

como

iT
(1)↓↑
ππBB = (~G1)(C1)

↓↑, (588)

iT
(2)↓↑
ππBB = (~G1)(C2)

↓↑, (589)

sendo ~G1 = ǫabcτ
c, e por fim

C↓↑
1 = ± g21

2m2
1

/Q(1), (590)

C↓↑
2 = ± g22

2m2
2

/Q(2). (591)

Logo a amplitude final resulta em

iT
()
ππBB =

g21g
2
2
~G1
~G1

(2m1m2)2

{

ℵµνCC ū1γµu1ū2γνu2
}

, (592)

em que

ℵµνCC =

∫
d4Q

(2π)4
[· · · ]QµQν = Iµνcc , (593)
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Figura 81 - Diagrama ressonância na “linha” 2

[ū1γµu1ū2γνu2]ℵµνCC =
i

(4π)2
1

2
[ḡ + g+~ΩLS+ + g−~ΩLS− − 2

3
~ΩSS −

1

3
~ΩT ]Π̄

(000)
cc .

Logo encontramos

T C
CC =

i

2(4π)2
ḡΠ̄(000)

cc , (594)

T LS+
CC =

i

2(4π)2
g+Π̄

(000)
cc , (595)

T LS−
CC =

i

2(4π)2
g−Π̄

(000)
cc , (596)

T SS
CC = − i

3(4π)2
Π̄(000)
cc , (597)

V T
CC = − i

6(4π)2
Π̄(000)
cc . (598)

B.4 DIAGRAMA � COM RESSONÂNCIA DE SPIN-3/2 NA POSIÇÃO 2

Vamos agora calcular os casos de diagramas um pouco mais extensos onde conside-

ramos o diagrama caixa com um bárion de spin-1/2 no estado intermediário na “linha” 1,

e um bárion de spin-3/2 no estado intermediário na “linha” 2, como mostrado na Figura

81.

Os momentos intermediários são para o primeiro e segundo diagramas respectiva-

mente

p̄1 = p1 − k = p′1 − k′, p̄1 = p1 + k = p′1 + k′,

p̄2 = p2 + k = p′2 + k′, p̄2 = p2 − k = p′2 − k′.
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De acordo com a forma compacta das amplitudes de espalhamento

T
(1)
MB = (~G1)(A1 +B1), (599)

T
(2)
MB∗ = (~G2)(D2 + E2), (600)

temos para este caso as seguintes amplitudes de acordo com o sentido dos mésons (primeiro

e segundo diagramas respectivamente)

A↓
1 =

g21(m1 +m1)

4m2
1

[

1 +
m2

1 −m2
1

u1 −m2
1

]

I(1), (601)

B↓
1 =

g21
8m2

1

[

1 +
(m1 +m1)

2

u1 −m2
1

]

/Q(1), (602)

D↓
2 = −g

2
∗2
6

[ D̂2

s2 −m2
∗2

+ a02 + as2(s2 −m2
2)
]

I(2), (603)

E↓
2 = −g

2
∗2
6

[ Ê2

s2 −m2
∗2

+ b02 + bs2(s2 −m2
2)
]

/Q(2), (604)

A↑
1 =

g23(m1 +m3)

4m2
1

[

1 +
m2

3 −m2
1

s1 −m2
3

]

I(1), (605)

B↑
1 =

−g23
8m2

1

[

1 +
(m3 +m1)

2

s1 −m2
3

]

/Q(1), (606)

D↑
2 = −g

2
∗4
6

[ D̂4

u2 −m2
∗4

+ a04 + au4(u2 −m2
2)
]

I(2), (607)

E↑
2 =

g2∗4
6

[ Ê4

u2 −m2
∗4

+ b04 + bu4(u2 −m2
2)
]

/Q(2). (608)

Desta forma a amplitude de espalhamento final, é dada por

iT
�[2]
MMB∗B =

~G1
~G2

2(6)(2m1)2

{

ℵADū1u1ū2u2 + ℵνAEū1u1ū2γνu2

+ℵµBDū1γµu1ū2u2 + ℵµνBEū1γµu1ū2γνu2
}

. (609)

Para a amplitude ℵAD, encontramos os resultados em termos das integrais de loop.
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B.4.1 Caso ℵ�[2]
AD

ℵ�[2]
AD = −g21g2∗2(m1 +m1)

{

D̂2Is2c + (a02 − as2q
2/4)Icc + as2(I

2
cc + (W − z)ρI

ρ
cc)

+(m2
1 −m2

1)
[

D̂2Iu1s2 + a02Iu1c + as2

(

Icc − (m2
1 −m2

1)Iu1c + 2WρI
ρ
u1c

)]}

−g23g4∗4(m1 +m3)

{

D̂4Iu4c + (a04 − au4q
2/4)Icc + au4(I

2
cc − (W − z)ρI

ρ
cc)

+(m2
3 −m2

1)
[

D̂4Is3u4 + a04Is3c + au4

(

Icc − (m2
1 −m2

3)Is3c − 2WρI
ρ
s3c

)]}

. (610)

Encontramos por comparação as amplitudes VAD�[2]

T C
AD�[2] =

−ig2∗1g22
(4π)2

(m1 +m1)a

{

D̂2Π
(000)
s2c

+ (a02 − as2
q2

4
)Π(000)

cc + as2(−Π̄(000)
cc +

q2

2
Π(200)
cc )

+(m2
1 −m2

1)
[

D̂2Π
(000)
u1s2

+ a02Π
(000)
u1c

+as2

(

Π(000)
cc + (m2

1 −m2
1)Π

(000)
u1c

− 2(W 2 +Wz)Π(010)
u1c

)]}

− ig
2
∗3g

2
4

(4π)2
(m1 +m3)a

{

D̂4Π
(000)
u4c

+ (a04 − au4
q2

4
)Π(000)

cc + au4(−Π̄(000)
cc +

q2

2
Π(200)
cc )

+(m2
3 −m2

1)
[

D̂4Π
(000)
s3u4

+ a04Π
(000)
s3c

+au4

(

Π(000)
cc + (m2

3 −m2
1)Π

(000)
s3c

− 2(W 2 +Wz)Π(010)
s3c

)]}

, (611)

T LS+
DA�[2] =

−ig2∗1g22
(4π)2

(m1 +m1)b

{

D̂2Π
(000)
s2c

+ (a02 − as2
q2

4
)Π(000)

cc + as2(−Π̄(000)
cc +

q2

2
Π(200)
cc )

+(m2
1 −m2

1)
[

D̂2Π
(000)
u1s2

+ a02Π
(000)
u1c

+as2

(

Π(000)
cc + (m2

1 −m2
1)Π

(000)
u1c

− 2(W 2 +Wz)Π(010)
u1c

)]}

− ig
2
∗3g

2
4

(4π)2
(m1 +m3)b

{

D̂4Π
(000)
u4c

+ (a04 − au4
q2

4
)Π(000)

cc + au4(−Π̄(000)
cc +

q2

2
Π(200)
cc )

+(m2
3 −m2

1)
[

D̂4Π
(000)
s3u4

+ a04Π
(000)
s3c

+au4

(

Π(000)
cc + (m2

3 −m2
1)Π

(000)
s3c

− 2(W 2 +Wz)Π(010)
s3c

)]}

, (612)
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T LS−
AD�[2] =

−ig2∗1g22
(4π)2

(m1 +m1)c

{

D̂2Π
(000)
s2c

+ (a02 − as2
q2

4
)Π(000)

cc + as2(−Π̄(000)
cc +

q2

2
Π(200)
cc )

+(m2
1 −m2

1)
[

D̂2Π
(000)
u1s2

+ a02Π
(000)
u1c

+as2

(

Π(000)
cc + (m2

1 −m2
1)Π

(000)
u1c

− 2(W 2 +Wz)Π(010)
u1c

)]}

− ig
2
∗3g

2
4

(4π)2
(m1 +m3)c

{

D̂4Π
(000)
u4c

+ (a04 − au4
q2

4
)Π(000)

cc + au4(−Π̄(000)
cc +

q2

2
Π(200)
cc )

+(m2
3 −m2

1)
[

D̂4Π
(000)
s3u4

+ a04Π
(000)
s3c

+au4

(

Π(000)
cc + (m2

3 −m2
1)Π

(000)
s3c

− 2(W 2 +Wz)Π(010)
s3c

)]}

. (613)

B.4.2 Caso ℵ�[2]ν
AE

ℵ�[2]ν
AE = −g21g2∗2(m1 +m1)

{

Ê2I
ν
s2c

+ (b02 − bs2q
2/4)Iνcc + bs2(I

2ν
cc + (W − z)ρI

ρν
cc )

+(m2
1 −m2

1)
[

Ê2I
ν
u1s2

+ b02I
ν
u1c

+ bs2

(

Iνcc − (m2
1 −m2

1)I
ν
u1c

+ 2WρI
ρν
u1c

)]}

+g23g
4
∗4(m1 +m3)

{

Ê4I
ν
u4c

+ (b04 − bu4q
2/4)Iνcc + bu4(I

2ν
cc − (W − z)ρI

ρν
cc )

+(m2
3 −m2

1)
[

Ê4I
ν
s3u4

+ b04I
ν
s3c

+ bu4

(

Iνcc − (m2
1 −m2

3)I
ν
s3c

− 2WρI
ρν
s3c

)]}

. (614)

Encontramos por comparação as amplitudes VAE�[2]ν

T C
AE�[2] = − ig

2
∗1g

2
2

(4π)2
(m1 +m1)

{

Ê2(w̄2 − z̄2)Π
(010)
s2c

+ bs2
1

2
(w̄2 − z̄2)Π̄

(000)
cc

−(m2
1 −m2

1)
[

Ê2(w̄2Π
(010)
u1s2

+ z̄2Π
(001)
u1s2

) + [b02 + bs2(m
2
1 −m2

1)](w̄2 + z̄2)Π
(010)
u1c

−bs2[w̄2Π̄
(000)
u1c

+ (w̄2 + z̄2)(W
2 +Wz)Π(020)

u1c
]
]}

− ig
2
∗3g

2
4

(4π)2
(m1 +m3)

{

Ê4(w̄2 − z̄2)Π
(010)
u4c

+ bu4
1

2
(w̄2 − z̄2)Π̄

(000)
cc

−(m2
3 −m2

1)
[

Ê4(w̄2Π
(010)
s3u4

+ z̄2Π
(001)
s3u4

) + [b04 + bu4(m
2
3 −m2

1)](w̄2 + z̄2)Π
(010)
s3c

−bu4[w̄2Π̄
(000)
s3c

+ (w̄2 + z̄2)(W
2 +Wz)Π(020)

s3c
]
]}

, (615)
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T LS+
AE�[2] = − ig

2
∗1g

2
2

(4π)2
(m1 +m1)

{

Ê2(w2+ − z2+)Π
(010)
s2c

+ bs2
1

2
(w2+ − z2+)Π̄

(000)
cc

−(m2
1 −m2

1)
[

Ê2(w2+Π
(010)
u1s2

+ z2+Π
(001)
u1s2

) + [b02 + bs2(m
2
1 −m2

1)](w2+ + z2+)Π
(010)
u1c

−bs2[w2+Π̄
(000)
u1c

+ (w2+ + z2+)(W
2 +Wz)Π(020)

u1c
]
]}

− ig
2
∗3g

2
4

(4π)2
(m1 +m3)

{

Ê4(w2+ − z2+)Π
(010)
u4c

+ bu4
1

2
(w2+ − z2+)Π̄

(000)
cc

−(m2
3 −m2

1)
[

Ê4(w2+Π
(010)
s3u4

+ z2+Π
(001)
s3u4

) + [b04 + bu4(m
2
3 −m2

1)](w2+ + z2+)Π
(010)
s3c

−bu4[w2+Π̄
(000)
s3c

+ (w2+ + z2+)(W
2 +Wz)Π(020)

s3c
]
]}

, (616)

T LS−
AE�[2] = − ig

2
∗1g

2
2

(4π)2
(m1 +m1)

{

Ê2(w2− − z2−)Π
(010)
s2c

+ bs2
1

2
(w2− − z2−)Π̄

(000)
cc

−(m2
1 −m2

1)
[

Ê2(w2−Π
(010)
u1s2

+ z2−Π
(001)
u1s2

) + [b02 + bs2(m
2
1 −m2

1)](w2− + z2−)Π
(010)
u1c

−bs2[w2−Π̄
(000)
u1c

+ (w2− + z2−)(W
2 +Wz)Π(020)

u1c
]
]}

− ig
2
∗3g

2
4

(4π)2
(m1 +m3)

{

Ê4(w2− − z2−)Π
(010)
u4c

+ bu4
1

2
(w2− − z2−)Π̄

(000)
cc

−(m2
3 −m2

1)
[

Ê4(w2−Π
(010)
s3u4

+ z2−Π
(001)
s3u4

) + [b04 + bu4(m
2
3 −m2

1)](w2− + z2−)Π
(010)
s3c

−bu4[w2−Π̄
(000)
s3c

+ (w2− + z2−)(W
2 +Wz)Π(020)

s3c
]
]}

. (617)

B.4.3 Caso ℵ�[2]µ
BD

ℵ�[2]µ
BD = −g

2
1g

2
∗2

2

{

D̂2I
µ
s2c

+ (a02 − as2q
2/4)Iµcc + as2(I

2µ
cc + (W − z)ρI

ρµ
cc )

+(m1 +m1)
2
[

D̂2I
µ
u1s2

+ a02I
µ
u1c

+ as2

(

Iµcc − (m2
1 −m2

1)I
µ
u1c

+ 2WρI
ρµ
u1c

)]}

+
g23g

2
∗4

2

{

D̂4I
µ
u4c

+ (a04 − au4q
2/4)Iµcc + au4(I

2µ
cc − (W − z)ρI

ρµ
cc )

+(m3 +m1)
2
[

D̂4I
µ
s3u4

+ a04I
µ
s3c

+ au4

(

Iµcc − (m2
1 −m2

3)I
µ
s3c

− 2WρI
ρµ
s3c

)]}

.

(618)
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As amplitudes VBD�[2]µ são dadas por

T C
BD�[2] = − ig2∗1g

2
2

2(4π)2

{

D̂2(w̄1 − z̄1)Π
(010)
s2c

+ as2
1

2
(w̄1 − z̄1)Π̄

(000)
cc

−(m1 +m1)
2
[

D̂2(w̄1Π
(010)
u1s2

+ z̄1Π
(001)
u1s2

) + [a02 + as2(m
2
1 −m2

1)](w̄1 + z̄1)Π
(010)
u1c

−as2[w̄1Π̄
(000)
u1c

+ (w̄1 + z̄1)(W
2 +Wz)Π(020)

u1c
]
]}

− ig2∗3g
2
4

2(4π)2

{

D̂4(w̄1 − z̄1)Π
(010)
u4c

+ au4
1

2
(w̄1 − z̄1)Π̄

(000)
cc

−(m1 +m3)
2
[

D̂4(w̄1Π
(010)
s3u4

+ z̄1Π
(001)
s3u4

) + [a04 + au4(m
2
3 −m2

1)](w̄1 + z̄1)Π
(010)
s3c

−au4[w̄1Π̄
(000)
s3c

+ (w̄1 + z̄1)(W
2 +Wz)Π(020)

s3c
]
]}

, (619)

T LS+
BD�[2] = − ig2∗1g

2
2

2(4π)2

{

D̂2(w1+ − z1+)Π
(010)
s2c

+ as2
1

2
(w1+ − z1+)Π̄

(000)
cc

−(m1 +m1)
2
[

D̂2(w1+Π
(010)
u1s2

+ z1+Π
(001)
u1s2

) + [a02 + as2(m
2
1 −m2

1)](w1+ + z1+)Π
(010)
u1c

−as2[w1+Π̄
(000)
u1c

+ (w1+ + z1+)(W
2 +Wz)Π(020)

u1c
]
]}

− ig2∗3g
2
4

2(4π)2

{

D̂4(w1+ − z1+)Π
(010)
u4c

+ au4
1

2
(w̄1 − z̄1)Π̄

(000)
cc

−(m1 +m3)
2
[

D̂4(w1+Π
(010)
s3u4

+ z1+Π
(001)
s3u4

) + [a04 + au4(m
2
3 −m2

1)](w1+ + z1+)Π
(010)
s3c

−au4[w1+Π̄
(000)
s3c

+ (w1+ + z1+)(W
2 +Wz)Π(020)

s3c
]
]}

, (620)

T LS−
BD�[2] = − ig2∗1g

2
2

2(4π)2

{

D̂2(w1− − z1−)Π
(010)
s2c

+ as2
1

2
(w1− − z1−)Π̄

(000)
cc

−(m1 +m1)
2
[

D̂2(w1−Π
(010)
u1s2

+ z1−Π
(001)
u1s2

) + [a02 + as2(m
2
1 −m2

1)](w1− + z1−)Π
(010)
u1c

−as2[w1−Π̄
(000)
u1c

+ (w1− + z1−)(W
2 +Wz)Π(020)

u1c
]
]}

− ig2∗3g
2
4

2(4π)2

{

D̂4(w1− − z1−)Π
(010)
u4c

+ au4
1

2
(w1− − z1−)Π̄

(000)
cc

−(m1 +m3)
2
[

D̂4(w1−Π
(010)
s3u4

+ z1−Π
(001)
s3u4

) + [a04 + au4(m
2
3 −m2

1)](w1− + z1−)Π
(010)
s3c

−au4[w1−Π̄
(000)
s3c

+ (w1− + z1−)(W
2 +Wz)Π(020)

s3c
]
]}

. (621)
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B.4.3.1 Caso ℵ�[2]µν
BE

ℵ�[2]µν
BE = −g

2
1g

2
∗2

2

{

Ê2I
µν
s2c

+ (b02 − bs2q
2/4)Iµνcc + bs2(I

2µν
cc + (W − z)ρI

ρµν
cc )

+(m1 +m1)
2
[

Ê2I
µν
u1s2

+ b02I
µν
u1c

+ bs2

(

Iνcc − (m2
1 −m2

1)I
ν
u1c

+ 2WρI
ρµν
u1c

)]}

−g
2
3g

2
∗4

2

{

Ê4I
µν
u4c

+ (b04 − bu4q
2/4)Iµνcc + bu4(I

2µν
cc − (W − z)ρI

ρµν
cc )

+(m3 +m1)
2
[

Ê4I
µν
s3u

+ b04I
µν
u3c

+ bu4

(

Iµνcc − (m2
1 −m2

3)I
µν
s3c

− 2WρI
ρµν
s3c

)]}

.

(622)

Para as amplitudes VBE�[2]µν

T C
BE�[2] = − ig2∗1g

2
2

4(4π)2

{

Ê2

[
ḡΠ̄(000)

s2c
+ (w̄w + z̄z − w̄z − ¯zw)Π(020)

s2c

]

+(b02 − bs2
q2

4
)ḡΠ̄(000)

cc + bs2ḡq
2Π̄(200)

cc

+(m1 +m1)
2
[

2Ê2(ḡΠ̄
(000)
u1s2

+ w̄wΠ(020)
u1s2

+ z̄zΠ(002)
u1s2

+ (w̄z + ¯zw)Π(011)
u1s2

) + bs2ḡΠ̄
(000)
cc

+[b02 + bs2(m
2
1 −m2

1)][ḡΠ̄
(000)
u1c

+ (w̄w + z̄z + w̄z + ¯zw)Π(020)
u1c

]

−2bs2
[
(ḡ(W 2 +Wz) + w̄w)Π̄(010)

u1c
+ (w̄w + w̄z + ¯zw)[Π̄(010)

u1c
+ 2(W 2 +Wz)Π(030)

u1c
]

+2(W 2 +Wz)z̄zΠ(030)
u1c

]]
}

− ig2∗3g
2
4

4(4π)2

{

Ê4

[
ḡΠ̄(000)

u4c
+ (w̄w + z̄z − w̄z − ¯zw)Π(020)

u4c

]

+(b04 − bu4
q2

4
)ḡΠ̄(000)

cc + bu4ḡq
2Π̄(200)

cc

+(m1 +m3)
2
[

2Ê4(ḡΠ̄
(000)
s3u4

+ w̄wΠ(020)
s3u4

+ z̄zΠ(002)
s3u4

+ (w̄z + ¯zw)Π(011)
s3u4

) + bu4ḡΠ̄
(000)
cc

+[b04 + bu4(m
2
3 −m2

1)][ḡΠ̄
(000)
s3c

+ (w̄w + z̄z + w̄z + ¯zw)Π(020)
s3c

]

−2bu4
[
(ḡ(W 2 +Wz) + w̄w)Π̄(010)

s3c
+ (w̄w + w̄z + ¯zw)[Π̄(010)

s3c
+ 2(W 2 +Wz)Π(030)

s3c
]

+2(W 2 +Wz)z̄zΠ(030)
s3c

]]
}

, (623)
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T LS+
BE�[2] = − ig2∗1g

2
2

4(4π)2

{

Ê2

[
g+Π̄

(000)
s2c

+ (ww+ + zz+ − wz+ − zw+)Π
(020)
s2c

]

+(b02 − bs2
q2

4
)g+Π̄

(000)
cc + bs2g+q

2Π̄(200)
cc

+(m1 +m1)
2
[

2Ê2(g+Π̄
(000)
u1s2

+ ww+Π
(020)
u1s2

+ zz+Π
(002)
u1s2

+ (wz+ + zw+)Π
(011)
u1s2

)

+bs2g+Π̄
(000)
cc + [b02 + bs2(m

2
1 −m2

1)][g+Π̄
(000)
u1c

+ (ww+ + zz+ + wz+ + zw+)Π
(020)
u1c

]

−2bs2
[
(g+(W

2 +Wz) + ww+)Π̄
(010)
u1c

+ (ww+ + wz+ + zw+)[Π̄
(010)
u1c

+ 2(W 2 +Wz)Π(030)
u1c

]

+2(W 2 +Wz)zz+Π
(030)
u1c

]]
}

− ig2∗3g
2
4

4(4π)2

{

Ê4

[
g+Π̄

(000)
u4c

+ (ww+ + zz+ − wz+ − zw+)Π
(020)
u4c

]

+(b04 − bu4
q2

4
)g+Π̄

(000)
cc + bu4g+q

2Π̄(200)
cc

+(m1 +m3)
2
[

2Ê4(g+Π̄
(000)
s3u4

+ ww+Π
(020)
s3u4

+ zz+Π
(002)
s3u4

+ (wz+ + zw+)Π
(011)
s3u4

)

+bu4g+Π̄
(000)
cc + [b04 + bu4(m

2
3 −m2

1)][g+Π̄
(000)
s3c

+ (ww+ + zz+ + wz+ + zw+)Π
(020)
s3c

]

−2bu4
[
(g+(W

2 +Wz) + ww+)Π̄
(010)
s3c

+ (ww+ + wz+ + zw+)[Π̄
(010)
s3c

+ 2(W 2 +Wz)Π(030)
s3c

]

+2(W 2 +Wz)zz+Π
(030)
s3c

]]
}

, (624)

T LS−
BE�[2] = − ig2∗1g

2
2

4(4π)2

{

Ê2

[
g−Π̄

(000)
s2c

+ (ww− + zz− − wz− − zw−)Π
(020)
s2c

]

+(b02 − bs2
q2

4
)g−Π̄

(000)
cc + bs2g−q

2Π̄(200)
cc

+(m1 +m1)
2
[

2Ê2(g−Π̄
(000)
u1s2

+ ww−Π
(020)
u1s2

+ zz−Π
(002)
u1s2

+ (wz− + zw−)Π
(011)
u1s2

)

+bs2g−Π̄
(000)
cc + [b02 + bs2(m

2
1 −m2

1)][g−Π̄
(000)
u1c

+ (ww− + zz− + wz− + zw−)Π
(020)
u1c

]

−2bs2
[
(g−(W

2 +Wz) + ww−)Π̄
(010)
u1c

+ (ww− + wz− + zw−)[Π̄
(010)
u1c

+ 2(W 2 +Wz)Π(030)
u1c

]

+2(W 2 +Wz)zz−Π
(030)
u1c

]]
}

− ig2∗3g
2
4

4(4π)2

{

Ê4

[
g−Π̄

(000)
u4c

+ (ww− + zz− − wz− − zw−)Π
(020)
u4c

]

+(b04 − bu4
q2

4
)g−Π̄

(000)
cc + bu4g−q

2Π̄(200)
cc

+(m1 +m3)
2
[

2Ê4(g−Π̄
(000)
s3u4

+ ww−Π
(020)
s3u4

+ zz−Π
(002)
s3u4

+ (wz− + zw−)Π
(011)
s3u4

)

+bu4g−Π̄
(000)
cc + [b04 + bu4(m

2
3 −m2

1)][g−Π̄
(000)
s3c

+ (ww− + zz− + wz− + zw−)Π
(020)
s3c

]

−2bu4
[
(g−(W

2 +Wz) + ww−)Π̄
(010)
s3c

+ (ww− + wz− + zw−)[Π̄
(010)
s3c

+ 2(W 2 +Wz)Π(030)
s3c

]

+2(W 2 +Wz)zz−Π
(030)
s3c

]]
}

, (625)
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Figura 82 - Diagrama com ressonância spin-3/2 na linha 1

T SS
BE�[2] =

−ig2∗1g22
4(4π)2

2

3

{

Ê2Π̄
(000)
s2c

+ (b02 − bs2
q2

4
)Π̄(000)

cc + bs2q
2Π̄(200)

cc + (m1 +m1)
2
[

2Ê2Π̄
(000)
u1s2

+bs2(Π̄
(000)
cc + 2(W 2 +Wz)Π̄(010)

u1c
) + [b02 + bs2(m

2
1 −m2

1)]Π̄
(000)
u1c

]}

− ig2∗3g
2
4

4(4π)2
2

3

{

Ê4Π̄
(000)
u4c

+ (b04 − bu4
q2

4
)Π̄(000)

cc + bu4q
2Π̄(200)

cc + (m1 +m3)
2
[

2Ê4Π̄
(000)
s3u4

+bu4(Π̄
(000)
cc − 2(W 2 +Wz)Π̄(010)

s3c
) + [b04 + bu4(m

2
3 −m2

1)]Π̄
(000)
s3c

]}

, (626)

T T
BE�[2] =

−ig2∗1g22
4(4π)2

1

3

{

Ê2Π̄
(000)
s2c

+ (b02 − bs2
q2

4
)Π̄(000)

cc + bs2q
2Π̄(200)

cc + (m1 +m1)
2
[

2Ê2Π̄
(000)
u1s2

+bs2(Π̄
(000)
cc − 2(W 2 +Wz)Π̄(010)

u1c
) + [b02 + bs2(m

2
1 −m2

1)]Π̄
(000)
u1c

]}

− ig2∗3g
2
4

4(4π)2
2

3

{

Ê4Π̄
(000)
u4c

+ (b04 − bu4
q2

4
)Π̄(000)

cc + bu4q
2Π̄(200)

cc + (m1 +m3)
2
[

2Ê4Π̄
(000)
s3u4

+bu4(Π̄
(000)
cc − 2(W 2 +Wz)Π̄(010)

s3c
) + [b04 + bu4(m

2
3 −m2

1)]Π̄
(000)
s3c

]}

. (627)

B.5 DIAGRAMA � COM RESSONÂNCIA DE SPIN-3/2 NA POSIÇÃO 1

Para esse caso a ressonância de spin-3/2 é agora considerada na“linha”1 de acordo

com a Figura 82.
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Temos para o primeiro diagrama da Fig. 82 as amplitudes na forma compacta

D↓
1 = −g

2
∗1
6

[ D̂1

u1 −m2
∗1

+ a01 + au1(u1 −m2
1)
]

I(1), (628)

E↓
1 =

g2∗1
6

[ Ê1

u1 −m2
∗1

+ b01 + bu1(u1 −m2
1)
]

/Q(1), (629)

A↓
2 =

g22(m2 +m2)

4m2
2

[

1 +
m2

2 −m2
2

s2 −m2
2

]

I(2), (630)

B↓
2 =

−g22
8m2

2

[

1 +
(m2 +m2)

2

s2 −m2
2

]

/Q(2), (631)

e para o segundo diagrama

D↑
1 = −g

2
∗3
6

[ D̂3

s1 −m2
∗3

+ a03 + as3(s1 −m2
1)
]

I(1), (632)

E↑
1 = −g

2
∗3
6

[ Ê3

s1 −m2
∗3

+ b03 + bs3(s1 −m2
1)
]

/Q(1), (633)

A↑
2 =

g24(m2 +m4)

4m2
2

[

1 +
m2

4 −m2
2

u2 −m2
4

]

I(2), (634)

B↑
2 =

g24
8m2

2

[

1 +
(m4 +m2)

2

u2 −m2
4

]

/Q(2). (635)

A amplitude da troca de dois mésons final é dada por

iT
�[1]
MMBB∗B =

~G1
~G2

2(6)(2m2)2

{

ℵDAū1u1ū2u2 + ℵνDBū1u1ū2γνu2

+ℵµEAū1γµu1ū2u2 + ℵµνEBū1γµu1ū2γνu2
}

. (636)

B.5.1 Caso ℵ�[1]
DA

ℵ�[1]
DA = −g2∗1g22(m2 +m2)

{

D̂1Iu1c + (a01 − au1q
2/4)Icc + au1(I

2
cc − (W + z)ρI

ρ
cc)

+(m2
2 −m2

2)
[

D̂1Iu1s2 + a01Is2c + au1

(

Icc − (m2
2 −m2

2)Is2c − 2WρI
ρ
s2c

)]}

−g2∗3g24(m2 +m4)

{

D̂3Is3c + (a03 − as3q
2/4)Icc + as3(I

2
cc + (W + z)ρI

ρ
cc)

+(m2
4 −m2

2)
[

D̂3Is3u4 + a03I[u4c] + as3

(

Icc − (m2
2 −m2

4)Iu4c + 2WρI
ρ
u4c

)]}

.(637)
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Encontramos por comparação as amplitudes VDA�[1]

T C
DA�[1] = − ig

2
∗1g

2
2

(4π)2
(m2 +m2)a

{

D̂1Π
(000)
u1c

+ (a01 − au1
q2

4
)Π(000)

cc + au1(−Π̄(000)
cc +

q2

2
Π(200)
cc )

+(m2
2 −m2

2)
[

D̂1Π
(000)
u1s2

+ a01Π
(000)
s2c

+au1

(

Π(000)
cc + (m2

2 −m2
2)Π

(000)
s2c

− 2(W 2 −Wz)Π(010)
s2c

)]}

− ig
2
∗3g

2
4

(4π)2
(m2 +m4)a

{

D̂3Π
(000)
s3c

+ (a03 − as3
q2

4
)Π(000)

cc + as3(−Π̄(000)
cc +

q2

2
Π(200)
cc )

+(m2
4 −m2

2)
[

D̂3Π
(000)
s3u4

+ a03Π
(000)
u4c

+as3

(

Π(000)
cc + (m2

4 −m2
2)Π

(000)
u4c

− 2(W 2 −Wz)Π(010)
u4c

)]}

, (638)

T LS+
DA�[1] = − ig

2
∗1g

2
2

(4π)2
(m2 +m2)b

{

D̂1Π
(000)
u1c

+ (a01 − au1
q2

4
)Π(000)

cc + au1(−Π̄(000)
cc +

q2

2
Π(200)
cc )

+(m2
2 −m2

2)
[

D̂1Π
(000)
u1s2

+ a01Π
(000)
s2c

+au1

(

Π(000)
cc + (m2

2 −m2
2)Π

(000)
s2c

− 2(W 2 −Wz)Π(010)
s2c

)]}

− ig
2
∗3g

2
4

(4π)2
(m2 +m4)b

{

D̂3Π
(000)
s3c

+ (a03 − as3
q2

4
)Π(000)

cc + as3(−Π̄(000)
cc +

q2

2
Π(200)
cc )

+(m2
4 −m2

2)
[

D̂3Π
(000)
s3u4

+ a03Π
(000)
u4c

+as3

(

Π(000)
cc + (m2

4 −m2
2)Π

(000)
u4c

− 2(W 2 −Wz)Π(010)
u4c

)]}

, (639)

T LS−
DA�[1] = − ig

2
∗1g

2
2

(4π)2
(m2 +m2)c

{

D̂1Π
(000)
u1c

+ (a01 − au1
q2

4
)Π(000)

cc + au1(−Π̄(000)
cc +

q2

2
Π(200)
cc )

+(m2
2 −m2

2)
[

D̂1Π
(000)
u1s2

+ a01Π
(000)
s2c

+au1

(

Π(000)
cc + (m2

2 −m2
2)Π

(000)
s2c

− 2(W 2 −Wz)Π(010)
s2c

)]}

− ig
2
∗3g

2
4

(4π)2
(m2 +m4)c

{

D̂3Π
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s3c

+ (a03 − as3
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4
)Π(000)
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cc +
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2
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cc )
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[
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(
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2)Π
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)]}

. (640)
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B.5.2 Caso ℵ�[1]ν
DB

ℵ�[1]ν
DB =

g2∗1g
2
2

2

{

D̂1I
ν
u1c

+ (a01 − au1q
2/4)Iνcc + au1(I

2ν
cc − (W + z)ρI

ρν
cc )

+(m2 +m2)
2
[

D̂1I
ν
u1s2

+ a01I
ν
s2c

+ au1

(

Iνcc − (m2
2 −m2

2)I
ν
s2c

− 2WρI
ρν
s2c
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−g
2
∗3g

2
4

2

{

D̂3I
ν
s3c

+ (a03 − as3q
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ρν
cc )
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2
[
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ν
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ν
u4c
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(
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4)I
ν
u4c

+ 2WρI
ρν
[u4c

)]}

.

(641)

Por comparação VDB�[1]ν resulta

T C
DB�[1] = − ig2∗1g

2
2

2(4π)2

{

D̂1(w̄2 + z̄2)Π
(010)
u1c

+ au1
1

2
(w̄2 + z̄2)Π̄
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2
[

D̂1(w̄2Π
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2
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2)](w̄2 − z̄2)Π
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s2c
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]
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2
4
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{
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2
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2
[
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2
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u4c

+as3[w̄2Π̄
(000)
u4c
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u4c
]
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, (642)

T LS+
DB�[1] = − ig2∗1g

2
2

2(4π)2

{

D̂1(w2+ + z2+)Π
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u1c
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1

2
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2
[
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2
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s2c
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2
4
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{
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s3c
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1

2
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2
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2
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(000)
u4c

+ (w2+ − z2+)(W
2 −Wz)Π(020)

u4c
]
]}

, (643)
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T LS−
DB�[1] = − ig2∗1g

2
2

2(4π)2

{

D̂1(w2− + z2−)Π
(010)
u1c

+ au1
1

2
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2
2 −m2

2)](w2− − z2−)Π
(010)
s2c

+au1[w2−Π̄
(000)
s2c
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s2c
]
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− ig2∗3g
2
4

2(4π)2

{

D̂3(w2− + z2−)Π
(010)
s3c

+ as3
1

2
(w2− + z2−)Π̄
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2
[

D̂3(w2−Π
(010)
s3u4

+ z2−Π
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2
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2)](w2− − z2−)Π
(010)
u4c

+as3[w2−Π̄
(000)
u4c

+ (w2− − z2−)(W
2 −Wz)Π(020)

u4c
]
]}

. (644)

B.5.3 Caso ℵ�[1]µ
EA

ℵ�[1]µ
EA = g2∗1g

2
2(m2 +m2)

{

Ê1I
µ
u1c

+ (b01 − bu1q
2/4)Iµcc + bu1(I

2µ
cc − (W + z)ρI

ρµ
cc )

+(m2
2 −m2

2)
[

Ê1I
µ
u1s2

+ b01I
µ
s2c

+ bu1

(

Iµcc − (m2
2 −m2

2)I
µ
s2c
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s2c
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{

Ê3I
µ
s3c

+ (b03 − bs3q
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ρµ
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Ê3I
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u4c
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(
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4)I
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u4c

+ 2WρI
ρµ
u4c

)]}

. (645)

As amplitudes VEA�[1]µ são

T C
EA�[1] =

−ig2∗1g22
(4π)2

(m2 +m2)

{

Ê1(w̄1 + z̄1)Π
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u1c
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2
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s2c
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− ig
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2
4

(4π)2
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{
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(010)
s3c

+ bs3
1

2
(w̄1 + z̄1)Π̄
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]
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, (646)
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T LS+
EA�[1] =

−ig2∗1g22
(4π)2

(m2 +m2)

{
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1

2
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2)](w1+ − z1+)Π
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2
4

(4π)2
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{
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s3c
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1

2
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2
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]
]}

, (647)

T LS−
EA�[1] =

−ig2∗1g22
(4π)2

(m2 +m2)

{

Ê1(w1− + z1−)Π
(010)
u1c

+ bu1
1

2
(w1− + z1−)Π̄

(000)
cc

+(m2
2 −m2

2)
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Ê1(w1−Π
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u1s2
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(001)
u1s2
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2
2 −m2

2)](w1− − z1−)Π
(010)
s2c

+bu1[w1−Π̄
(000)
s2c

+ (w1− − z1−)(W
2 −Wz)Π(020)

s2c
]
]}

− ig
2
∗3g

2
4

(4π)2
(m2 +m4)

{

Ê3(w1− + z1−)Π
(010)
s3c

+ bs3
1

2
(w1− + z1−)Π̄

(000)
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[

Ê3(w1−Π
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2
4 −m2
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u4c

+bs3[w1−Π̄
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u4c

+ (w1− − z1−)(W
2 −Wz)Π(020)

u4c
]
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. (648)

B.5.4 Caso ℵ�[1]µν
EB

ℵ�[1]µν
EB = −g

2
∗1g

2
2
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Ê1I
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+ (b01 − bu1q
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2µν
cc − (W + z)ρI
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2
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Ê1I
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−g
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2
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s1c

+ (b03 − bs3q
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cc + (W + z)ρI

ρµν
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)]}

.

(649)



223

As amplitudes VEB�[1]µν são

T C
EB�[1] = − ig2∗1g

2
2

4(4π)2

{

Ê1
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Ê3
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+ (w̄z + ¯zw)Π(011)
s3u4

) + bs3ḡΠ̄
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T LS+
EB�[1] = − ig2∗1g

2
2

4(4π)2
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2Ê3(g+Π̄
(000)
s3u4

+ ww+Π
(020)
s3u4

+ zz+Π
(002)
s3u4

+ (wz+ + zw+)Π
(011)
s3u4

)

+bs3g+Π̄
(000)
cc + [b03 + bs3(m

2
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T LS−
EB�[1] = − ig2∗1g

2
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(002)
u1s2

+ (wz− + zw−)Π
(011)
u1s2

) + bu1g−Π̄
(000)
cc

+[b01 + bu1(m
2
2 −m2

2)][g−Π̄
(000)
s2c

+ (ww− + zz− − wz− − zw−)Π
(020)
s2c

]

−2bu1
[
(g−(W

2 −Wz) + ww−)Π̄
(010)
s2c

+ (ww− − wz− − zw−)[Π̄
(010)
s2c

+ 2(W 2 −Wz)Π(030)
s2c

]

+2(W 2 −Wz)zz−Π
(030)
s2c

]]
}

− ig2∗3g
2
4

4(4π)2

{

Ê3
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2Ê3(g−Π̄
(000)
s3u4

+ ww−Π
(020)
s3u4

+ zz−Π
(002)
s3u4

+ (wz− + zw−)Π
(011)
s3u4

) + bs3g−Π̄
(000)
cc

+[b03 + bs3(m
2
4 −m2

2)][g−Π̄
(000)
u4c

+ (ww− + zz− − wz− − zw−)Π
(020)
u4c

]

−2bs3
[
(g−(W

2 −Wz) + ww−)Π̄
(010)
u4c

+ (ww− − wz− − zw−)[Π̄
(010)
u4c

+ 2(W 2 −Wz)Π(030)
u4c

]

+2(W 2 −Wz)zz−Π
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, (652)
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Figura 83 - Diagrama caixa com ressonância em ambas as linhas

B.6 DIAGRAMA � COM RESSONÂNCIAS DE SPIN-3/2

O último diagrama do tipo caixa é o que considera ressonâncias de spin-3/2 em

ambas as linhas dos diagramas (Fig. 83).

As amplitudes compactas são

D↓
1 = −g

2
∗1
6

[ D̂1

u1 −m2
∗1

+ a01 + au1(u1 −m2
1)
]

I(1), (655)

E↓
1 =

g2∗1
6

[ Ê1

u1 −m2
∗1

+ b01 + bu1(u1 −m2
1)
]

/Q(1), (656)

D↓
2 = −g

2
∗2
6

[ D̂2

s2 −m2
∗2

+ a02 + as2(s2 −m2
2)
]

I(2), (657)

E↓
2 = −g

2
∗2
6

[ Ê2

s2 −m2
∗2

+ b02 + bs2(s2 −m2
2)
]

/Q(2), (658)

D↑
1 = −g

2
∗3
6

[ D̂3

s1 −m2
∗3

+ a03 + as3(s1 −m2
1)
]

I(1), (659)

E↑
1 = −g

2
∗3
6

[ Ê3

s1 −m2
∗3

+ b03 + bs3(s1 −m2
1)
]

/Q(1), (660)

D↑
2 = −g

2
∗4
6

[ D̂4

u2 −m2
∗4

+ a04 + au4(u2 −m2
2)
]

I(2), (661)

E↑
2 =

g2∗4
6

[ Ê4

u2 −m2
∗4

+ b04 + bu4(u2 −m2
2)
]

/Q(2). (662)

Para esse caso temos a amplitude final

iT
�[1][2]
MMBB∗BB∗ =

~G1
~G2

2(36)

{

ℵDDū1u1ū2u2 + ℵνDEū1u1ū2γνu2 + ℵµEDū1γµu1ū2u2 + ℵµνEEū1γµu1ū2γνu2
}

.

(663)
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B.6.1 Caso ℵ�[1][2]
DD

[ū1u1ū2u2]ℵ�[1][2]
DD = g2∗1g

2
∗2

{

D̂1D̂2Iu1s2 + αDDcc Icc + αDDu1c Iu1c

+αDDs2c Is2c + 2as2D̂1WρI
ρ
u1c

− 2au1D̂2WρI
ρ
s2c

+αDD2cc I
2
cc − au1as2

[
(W + z)ρ(W − z)θI

ρθ
cc − I22cc

]
}

[a+ b~ΩLS+ + c~ΩLS−]

+g2∗3g
2
∗4

{

D̂3D̂4Is3u4 + βDDcc Icc + βDDs3c Is3c

+βDDu4c Iu4c − 2au4D̂3WρI
ρ
s3c

+ 2as3D̂4WρI
ρ
u2c

+βDD2cc I
2
cc + as3au4

[
− (W + z)ρ(W − z)θI

ρθ
cc + I22cc

]
}

[a+ b~ΩLS+ + c~ΩLS−].

(664)

Para facilitar os cálculos fazemos as definições

[
as2D̂1 + au1D̂2 + a01a02 − (a01as2 + au1a02)t/4 + au1as2(t/4)

2
]
= αDDcc , (665)

[
a02D̂1 − as2D̂1(m

2
1 −m2

∗1)
]
= αDDu1c , (666)

[
a01D̂2 − au1D̂2(m

2
2 −m2

∗2)
]
= αDDs2c , (667)

[
au1a02 − au1as2t/2 + a01as2

]
= αDD2cc , (668)

[
au4D̂3 + as3D̂4 + a03a04 − (a03au4 + as3a04)t/4 + as3au4(t/4)

2
]
= βDDcc , (669)

[
a04D̂3 − au4D̂3(m

2
1 −m2

∗3)
]
= βDDs3c , (670)

[
a03D̂4 − as3D̂4(m

2
2 −m2

∗4)
]
= βDDu4c , (671)

[
as3a04 − as3au4t/2 + a03au4

]
= βDD2cc . (672)

Dessa maneira temos (resolvemos as integrais I ······ ).

Separando nas componentes de spin:

T C
DD�[1][2] =

ig2∗1g
2
∗2

(4π)2
a

{

D̂1D̂2Π
(000)
u1s2

+ αDDcc Π(000)
cc + αDDu1cΠ

(000)
u1c

+ αDDs2c Π
(000)
s2c

−2as2D̂1(W
2 +Wz)Π(010)

u1c
− 2au1D̂2(W

2 −Wz)Π(010)
s2c

+αDD2cc (−Π̄(000)
cc +

q2

2
Π(200)
cc )− au1as2

[1

2
(W 2 − z2)Π̄(000)

cc − q4Π(400)
cc

]
}

+
ig2∗3g

2
∗4

(4π)2
a

{

D̂3D̂4Π
(000)
s3u4

+ βDDcc Π(000)
cc + βDDs3c Π

(010)
s3c

+ βDDu4c Π
(000)
u4c

−2au4D̂3(W
2 +Wz)Π(010)

s3c
− 2as3D̂4(W

2 −Wz)Π(000)
u4c

+βDD2cc (−Π̄(000)
cc +

q2

2
Π(200)
cc )− as3au4

[1

2
(W 2 − z2)Π̄(000)

cc − q4Π(400)
cc

]
}

, (673)
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T LS+
DD�[1][2] =

ig2∗1g
2
∗2

(4π)2
b

{

D̂1D̂2Π
(000)
u1s2

+ αDDcc Π(000)
cc + αDDu1cΠ

(000)
u1c

+ αDDs2c Π
(000)
s2c

−2as2D̂1(W
2 +Wz)Π(010)

u1c
− 2au1D̂2(W

2 −Wz)Π(010)
s2c

+αDD2cc (−Π̄(000)
cc +

q2

2
Π(200)
cc )− au1as2

[1

2
(W 2 − z2)Π̄(000)

cc − q4Π(400)
cc

]
}

+
ig2∗3g

2
∗4

(4π)2
b

{

D̂3D̂4Π
(000)
s3u4

+ βDDcc Π(000)
cc + βDDs3c Π

(010)
s3c

+ βDDu4c Π
(000)
u4c

−2au4D̂3(W
2 +Wz)Π(010)

s3c
− 2as3D̂4(W

2 −Wz)Π(000)
u4c

+βDD2cc (−Π̄(000)
cc +

q2

2
Π(200)
cc )− as3au4

[1

2
(W 2 − z2)Π̄(000)

cc − q4Π(400)
cc

]
}

, (674)

T LS−
DD�[1][2] =

ig2∗1g
2
∗2

(4π)2
c

{

D̂1D̂2Π
(000)
u1s2

+ αDDcc Π(000)
cc + αDDu1cΠ

(000)
u1c

+ αDDs2c Π
(000)
s2c

−2as2D̂1(W
2 +Wz)Π(010)

u1c
− 2au1D̂2(W

2 −Wz)Π(010)
s2c

+αDD2cc (−Π̄(000)
cc +

q2

2
Π(200)
cc )− au1as2

[1

2
(W 2 − z2)Π̄(000)

cc − q4Π(400)
cc

]
}

+
ig2∗3g

2
∗4

(4π)2
c

{

D̂3D̂4Π
(000)
s3u4

+ βDDcc Π(000)
cc + βDDs3c Π

(010)
s3c

+ βDDu4c Π
(000)
u4c

−2au4D̂3(W
2 +Wz)Π(010)

s3c
− 2as3D̂4(W

2 −Wz)Π(000)
u4c

+βDD2cc (−Π̄(000)
cc +

q2

2
Π(200)
cc )− as3au4

[1

2
(W 2 − z2)Π̄(000)

cc − q4Π(400)
cc

]
}

. (675)

B.6.2 Caso ℵ�[1][2]ν
DE

Para facilitar os cálculos fazemos as definições

[
b02D̂1 − bs2D̂1(m

2
1 −m2

∗1)
]
= αDEu1c , (676)

[
a01Ê2 − au1Ê2(m

2
2 −m2

∗2)
]
= αDEs2c , (677)

[
b04D̂3 − bu4D̂3(m

2
1 −m2

∗3)
]
= βDEs3c , (678)

[
a03Ê4 − as3Ê4(m

2
2 −m2

∗4)
]
= βDEu4c . (679)
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E assim (resolvemos para Iνcc e I
2ν
cc , I

ρθν
cc e I22νcc := 0 )

[ū1u1ū2γνu2]ℵ�[1][2]ν
DE = g2∗1g

2
∗2

{

D̂1Ê2I
ν
u1s2

+ 0 + αDEu1c I
ν
u1c

+ αDEs2c I
ν
s2c

+ 2bs2D̂1WρI
ρν
u1c

−2au1Ê2WρI
ρν
s2c

+ au1bs2t/2zρI
ρν
cc − au1b02(W + z)ρI

ρν
cc

+a01bs2(W − z)ρI
ρν
cc − au1bs2

[
2zρI

2ρν
cc

]
}

[ū1u1ū2γνu2]

−g2∗3g2∗4
{

D̂3Ê4I
ν
s3u4

+ 0 + βDEs3c I
ν
s3c

+ βDEu4c I
ν
u4c

− 2bu4D̂3WρI
ρν
s3c

+2as3Ê4WρI
ρν
u4c

− as3bu4t/2zρI
ρν
cc + as3b04(W + z)ρI

ρν
cc

−a03bu4(W − z)ρI
ρν
cc + as3bu4

[
2zρI

2ρν
cc

]
}

[ū1u1ū2γνu2]. (680)

Logo:

T C
DE�[1][2]ν = − ig

2
∗1g

2
∗2

(4π)2

{

D̂1Ê2[w̄2Π
(010)
u1s2

+ z̄2Π
(001)
u1s2

] + αDEu1c (w̄2 + z̄2)Π
(010)
u1c

− αDEs2c (w̄2 − z̄2)Π
(010)
s2c

−2bs2D̂1[w̄2Π̄
(000)
u1c

+ (w̄2 + z̄2)(W
2 +Wz)Π(020)

u1c
]

+2au1Ê2[w̄2Π̄
(000)
s2c

+ (w̄2 − z̄2)(W
2 −Wz)Π(020)

s2c
]− au1bs2

q2

2

1

2
z̄2Π̄

(000)
cc

+au1b02
1

2
(w̄2 + z̄2)Π̄

(000)
cc − a01bs2

1

2
(w̄2 − z̄2)Π̄

(000)
cc + au1bs2q

2z̄2Π̄
(200)
cc

}

− ig
2
∗3g

2
∗4

(4π)2

{

D̂3Ê4[w̄2Π
(010)
s3u4

+ z̄2Π
(001)
s3u4

] + βDEs3c (w̄2 + z̄2)Π
(010)
s3c

− βDEu4c (w̄2 − z̄2)Π
(010)
u4c

−2bu4D̂3[w̄2Π̄
(000)
s3c

+ (w̄2 + z̄2)(W
2 +Wz)Π(020)

s3c
]

+2as3Ê4[w̄2Π̄
(000)
u4c

+ (w̄2 − z̄2)(W
2 −Wz)Π(020)

u4c
]− as3bu4

q2

2

1

2
z̄2Π̄

(000)
cc

+as3b04
1

2
(w̄2 + z̄2)Π̄

(000)
cc − a03bu4

1

2
(w̄2 − z̄2)Π̄

(000)
cc + as3bu4q

2z̄2Π̄
(200)
cc

}

, (681)



229

T LS+
DE�[1][2]ν = − ig

2
∗1g

2
∗2

(4π)2

{

D̂1Ê2[w2+Π
(010)
u1s2

+ z2+Π
(001)
u1s2

] + αDEu1c (w2+ + z2+)Π
(010)
u1c

−αDEs2c (w2+ − z2+)Π
(010)
s2c

− 2bs2D̂1[w2+Π̄
(000)
u1c

+ (w2+ + z2+)(W
2 +Wz)Π(020)

u1c
]

+2au1Ê2[w2+Π̄
(000)
s2c

+ (w2+ − z2+)(W
2 −Wz)Π(020)

s2c
]− au1bs2

q2

2

1

2
z2+Π̄

(000)
cc

+au1b02
1

2
(w2+ + z2+)Π̄

(000)
cc − a01bs2

1

2
(w2+ − z2+)Π̄

(000)
cc + au1bs2q

2z2+Π̄
(200)
cc

}

− ig
2
∗3g

2
∗4

(4π)2

{

D̂3Ê4[w2+Π
(010)
s3u4

+ z2+Π
(001)
s3u4

] + βDEs3c (w2+ + z2+)Π
(010)
s3c

−βDEu4c (w2+ − z2+)Π
(010)
u4c

− 2bu4D̂3[w2+Π̄
(000)
s3c

+ (w2+ + z2+)(W
2 +Wz)Π(020)

s3c
]

+2as3Ê4[w2+Π̄
(000)
u4c

+ (w2+ − z2+)(W
2 −Wz)Π(020)

u4c
]− as3bu4

q2

2

1

2
z2+Π̄

(000)
cc

+as3b04
1

2
(w2+ + z2+)Π̄

(000)
cc − a03bu4

1

2
(w2+ − z2+)Π̄

(000)
cc + as3bu4q

2z2+Π̄
(200)
cc

}

,

(682)

T LS−
DE�[1][2]ν =

ig2∗1g
2
∗2

(4π)2

{

D̂1Ê2[w2−Π
(010)
u1s2

+ z2−Π
(001)
u1s2

] + αDEu1c (w2− + z2−)Π
(010)
u1c

−αDEs2c (w2− − z2−)Π
(010)
s2c

− 2bs2D̂1[w2−Π̄
(000)
u1c

+ (w2− + z2−)(W
2 +Wz)Π(020)

u1c
]

+2au1Ê2[w2−Π̄
(000)
s2c

+ (w2− − z2−)(W
2 −Wz)Π(020)

s2c
]− au1bs2

q2

2

1

2
z2−Π̄

(000)
cc

+au1b02
1

2
(w2− + z2−)Π̄

(000)
cc − a01bs2

1

2
(w2− − z2−)Π̄

(000)
cc + au1bs2q

2z2−Π̄
(200)
cc

}

− ig
2
∗3g

2
∗4

(4π)2

{

D̂3Ê4[w2−Π
(010)
s3u4

+ z2−Π
(001)
s3u4

] + βDEs3c (w2− + z2−)Π
(010)
s3c

−βDEu4c (w2− − z2−)Π
(010)
u4c

− 2bu4D̂3[w2−Π̄
(000)
s3c

+ (w2− + z2−)(W
2 +Wz)Π(020)

s3c
]

+2as3Ê4[w2−Π̄
(000)
u4c

+ (w2− − z2−)(W
2 −Wz)Π(020)

u4c
]− as3bu4

q2

2

1

2
z2−Π̄

(000)
cc

+as3b04
1

2
(w2− + z2−)Π̄

(000)
cc − a03bu4

1

2
(w2− − z2−)Π̄

(000)
cc + as3bu4q

2z2−Π̄
(200)
cc

}

.

(683)

B.6.3 Caso ℵ�[1][2]µ
ED

Com as definições

[
a02Ê1 − as2Ê1(m

2
1 −m2

∗1)
]
= αEDu1c , (684)

[
b01D̂2 − bu1D̂2(m

2
2 −m2

∗2)
]
= αEDs2c , (685)

[
a04Ê3 − au4Ê3(m

2
1 −m2

∗3)
]
= βEDs3c , (686)

[
b03D̂4 − bs3D̂4(m

2
2 −m2

∗4)
]
= βEDu4c . (687)
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Para esse caso temos (resolvemos para Iµcc e I
2µ
cc , I

ρθµ
cc e I22µcc := 0 )

[ū1u1ū2γνu2]ℵ�[1][2]µ
ED = −g2∗1g2∗2

{

Ê1D̂2I
µ
u1s2

+ αEDu1c I
µ
u1c

+ αEDs2c I
µ
s2c

+ 2as2Ê1WρI
ρµ
u1c

− 2bu1D̂2WρI
ρµ
s2c

+bu1as2t/2zρI
ρµ
cc − bu1a02(W + z)ρI

ρµ
cc + b01as2(W − z)ρI

ρµ
cc

−bu1as2
[
2zρI

2ρµ
cc

]
}

[ū1γµu1ū2u2]

+g2∗3g
2
∗4

{

Ê3D̂4I
µ
s3u4

+ βEDs3c I
µ
s3c

+ βEDu4c I
µ
u4c

− 2au4Ê3WρI
ρµ
s3c

+ 2bs3D̂4WρI
ρµ
u4c

−bs3au4t/2zρIρµcc + bs3a04(W + z)ρI
ρµ
cc − b03au4(W − z)ρI

ρµ
cc

+bs3au4
[
2zρI

2ρµ
cc

]
}

[ū1γµu1ū2u2]. (688)

Assim:

T C
ED�[1][2] =

ig2∗1g
2
∗2

(4π)2

{

Ê1D̂2[w̄1Π
(010)
u1s2

+ z̄1Π
(001)
u1s2

] + αEDu1c (w̄1 + z̄1)Π
(010)
u1c

− αEDs2c (w̄1 − z̄1)Π
(010)
s2c

−2as2Ê1[w̄1Π̄
(000)
u1c

+ (w̄1 + z̄1)(W
2 +Wz)Π(020)

u1c
]

+2bu1D̂2[w̄1Π̄
(000)
s2c

+ (w̄1 − z̄1)(W
2 −Wz)Π(020)

s2c
]

−bu1as2
q2

2

1

2
z̄1Π̄

(000)
cc + bu1a02

1

2
(w̄1 + z̄1)Π̄

(000)
cc

−b01as2
1

2
(w̄1 − z̄1)Π̄

(000)
cc + bu1as2q

2z̄1Π̄
(200)
cc

}

+
ig2∗3g

2
∗4

(4π)2

{

Ê3D̂4[w̄1Π
(010)
s3u4

+ z̄1Π
(001)
s3u4

] + βEDs3c (w̄1 + z̄1)Π
(010)
s3c

− βEDu4c (w̄1 − z̄1)Π
(010)
u4c

−2au4Ê3[w̄1Π̄
(000)
s3c

+ (w̄1 + z̄1)(W
2 +Wz)Π(020)

s3c
]

+2bs3D̂4[w̄1Π̄
(000)
u4c

+ (w̄1 − z̄1)(W
2 −Wz)Π(020)

u4c
]

−bs3au4
q2

2

1

2
z̄1Π̄

(000)
cc + bs3a04

1

2
(w̄1 + z̄1)Π̄

(000)
cc

−b03au4
1

2
(w̄1 − z̄1)Π̄

(000)
cc + bs3au4q

2z̄1Π̄
(200)
cc

}

, (689)
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T LS+
ED�[1][2] =

ig2∗1g
2
∗2

(4π)2

{

Ê1D̂2[w1+Π
(010)
u1s2

+ z1+Π
(001)
u1s2

] + αEDu1c (w1+ + z1+)Π
(010)
u1c

−αEDs2c (w1+ − z1+)Π
(010)
s2c

− 2as2Ê1[w1+Π̄
(000)
u1c

+ (w1+ + z1+)(W
2 +Wz)Π(020)

u1c
]

+2bu1D̂2[w1+Π̄
(000)
s2c

+ (w1+ − z1+)(W
2 −Wz)Π(020)

s2c
]

−bu1as2
q2

2

1

2
z1+Π̄

(000)
cc + bu1a02

1

2
(w1+ + z1+)Π̄

(000)
cc

−b01as2
1

2
(w1+ − z1+)Π̄

(000)
cc + bu1as2q

2z1+Π̄
(200)
cc

}

+
ig2∗3g

2
∗4

(4π)2

{

Ê3D̂4[w1+Π
(010)
s3u4

+ z1+Π
(001)
s3u4

] + βEDs3c (w1+ + z1+)Π
(010)
s3c

−βEDu4c (w1+ − z1+)Π
(010)
u4c

− 2au4Ê3[w1+Π̄
(000)
s3c

+ (w1+ + z1+)(W
2 +Wz)Π(020)

s3c
]

+2bs3D̂4[w1+Π̄
(000)
u4c

+ (w1+ − z1+)(W
2 −Wz)Π(020)

u4c
]

−bs3au4
q2

2

1

2
z1+Π̄

(000)
cc + bs3a04

1

2
(w1+ + z1+)Π̄

(000)
cc

−b03au4
1

2
(w1+ − z1+)Π̄

(000)
cc + bs3au4q

2z1+Π̄
(200)
cc

}

, (690)

T LS−
ED�[1][2] =

ig2∗1g
2
∗2

(4π)2

{

Ê1D̂2[w1−Π
(010)
u1s2

+ z1−Π
(001)
u1s2

] + αEDu1c (w1− + z1−)Π
(010)
u1c

−αEDs2c (w1− − z1−)Π
(010)
s2c

+ 2as2Ê1[w1−Π̄
(000)
u1c

+ (w1− + z1−)(W
2 +Wz)Π(020)

u1c
]

+2bu1D̂2[w1−Π̄
(000)
s2c

+ (w1− − z1−)(W
2 −Wz)Π(020)

s2c
]− bu1as2

q2

2

1

2
z1−Π̄

(000)
cc

+bu1a02
1

2
(w1− + z1−)Π̄

(000)
cc − b01as2

1

2
(w1− − z1−)Π̄

(000)
cc + bu1as2q

2z1−Π̄
(200)
cc

}

+
ig2∗3g

2
∗4

(4π)2

{

Ê3D̂4[w1−Π
(010)
s3u4

+ z1−Π
(001)
s3u4

] + βEDs3c (w1− + z1−)Π
(010)
s3c

−βEDu4c (w1− − z1−)Π
(010)
u4c

− 2au4Ê3[w1−Π̄
(000)
s3c

+ (w1− + z1−)(W
2 +Wz)Π(020)

s3c
]

+2bs3D̂4[w1−Π̄
(000)
u4c

+ (w1− − z1−)(W
2 −Wz)Π(020)

u4c
]− bs3au4

q2

2

1

2
z1−Π̄

(000)
cc

+bs3a04
1

2
(w1− + z1−)Π̄

(000)
cc − b03au4

1

2
(w1− − z1−)Π̄

(000)
cc + bs3au4q

2z1−Π̄
(200)
cc

}

.

(691)
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B.6.4 Caso ℵ�[1][2]µν
EE

ℵ�[1][2]µν
EE = −g2∗1g2∗2

{

Ê1Ê2I
µν
u1s2

+
[
bs2Ê1 + bu1Ê2 + b01b02 − (b01bs2 + bu1b02)t/4 + bu1bs2(t/4)

2
]
Iµνcc

+
[
b02Ê1 − bs2Ê1(m

2
1 −m2

∗1)
]
Iµνu1c +

[
b01Ê2 − bu1Ê2(m

2
2 −m2

∗2)
]
Iµνs2c

+
[
2bs2Ê1Wρ

]
Iρµνu1c

−
[
2bu1Ê2Wρ

]
Iρµνs2c

+
[
bu1bs2t/2zρ − bu1b02(W + z)ρ + b01bs2(W − z)ρ

]
Iρµνcc

+
[
bu1b02 − bu1bs2t/2 + b01bs2

]
I2µνcc

−bu1bs2
[
(W + z)ρ(W − z)θI

ρθµν
cc + 2zρI

2ρµν
cc − I22µνcc

]
}

−g2∗3g2∗4
{

Ê3Ê4I
µν
s1u2

+
[
bu4Ê3 + bs3Ê4 + b03b04 − (b03bu4 + bs3b04)t/4 + bs3bu4(t/4)

2
]
Iµνcc

+
[
b04Ê3 − bu4Ê3(m

2
1 −m2

∗3)
]
Iµνs1c +

[
b03Ê4 − bs3Ê4(m

2
2 −m2

∗4)
]
Iµνu2c

−
[
2bu4Ê3Wρ

]
Iρµνs1c

+
[
2bs3Ê4Wρ

]
Iρµνu2c

+
[
− bs3bu4t/2zρ + bs3b04(W + z)ρ − b03bu4(W − z)ρ

]
Iρµνcc

+
[
bs3b04 − bs3bu4t/2 + b03bu4

]
I2µνcc

+bs3bu4
[
− (W + z)ρ(W − z)θI

ρθµν
cc + 2zρI

2ρµν
cc + I22µνcc

]
}

. (692)

Seguindo as definições

[
bs2Ê1 + bu1Ê2 + b01b02 − (b01bs2 + bu1b02)t/4 + bu1bs2(t/4)

2
]
= αEEcc , (693)

[
b02Ê1 − bs2Ê1(m

2
1 −m2

∗1)
]
= αEEu1c , (694)

[
b01Ê2 − bu1Ê2(m

2
2 −m2

∗2)
]
= αEEs2c , (695)

[
bu1b02 − bu1bs2t/2 + b01bs2

]
= αEE2cc , (696)

[
bu4Ê3 + bs3Ê4 + b03b04 − (b03bu4 + bs3b04)t/4 + bs3bu4(t/4)

2
]
= βEEcc , (697)

[
b04Ê3 − bu4Ê3(m

2
1 −m2

∗3)
]
= βEEs3c , (698)

[
b03Ê4 − bs3Ê4(m

2
2 −m2

∗4)
]
= βEEu4c , (699)

[
bs3b04 − bs3bu4t/2 + b03bu4

]
= βEE2cc , (700)
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encontramos as componentes de ℵ�[1][2]µν
EE

T C
EE�[1][2] =

−ig2∗1g2∗2
(4π)2

{

Ê1Ê2

[
ḡΠ̄(000)

u1s2
+ w̄wΠ(020)

u1s2
+ z̄zΠ(002)

u1s2
+ (w̄z + ¯zw)Π(011)

u1s2

]
+ αEEcc

1

2
ḡΠ̄(000)

cc

+αEEu1c
1

2

[
ḡΠ̄(000)

u1c
+ (w̄w + z̄z + w̄z + ¯zw)Π(020)

u1c

]

+αEEs2c
1

2

[
ḡΠ̄(000)

s2c
+ (w̄w + z̄z − w̄z − ¯zw)Π(020)

s2c

]

−bs2Ê1

[
(ḡ(W 2 +Wz) + w̄w)Π̄(010)

u1c
+ (w̄w + w̄z + ¯zw)[Π̄(010)

u1c
+ 2(W 2 +Wz)Π(030)

u1c
]

+2(W 2 +Wz)z̄zΠ(030)
u1c

]

+bu1Ê2

[
(ḡ(W 2 −Wz) + w̄w)Π̄(010)

s2c
+ (w̄w − w̄z − ¯zw)[Π̄(010)

s2c
+ 2(W 2 −Wz)Π(030)

s2c
]

+2(W 2 −Wz)z̄zΠ(030)
s2c

]
+ αEE2cc

1

2
ḡq2Π̄(200)

cc

+bu1bs2
[
− 1

4
[(W 2 − z2)ḡ + 2(w̄w + z̄z)] ¯̄Π(000)

cc +
1

2
ḡ(3Π̇(000)

cc + 2q2 ¯̄Π(200)
cc + q4Π̄(400)

cc )
]
}

− ig
2
∗3g

2
∗4

(4π)2

{

Ê3Ê4

[
ḡΠ̄(000)

s3u4
+ w̄wΠ(020)

s3u4
+ z̄zΠ(002)

s3u4
+ (w̄z + ¯zw)Π(011)

s3u4

]
+ βEEcc

1

2
ḡΠ̄(000)

cc

+βEEs3c
1

2

[
ḡΠ̄(000)

s3c
+ (w̄w + z̄z + w̄z + ¯zw)Π(020)

s3c

]

+βEEu4c
1

2

[
ḡΠ̄(000)

u4c
+ (w̄w + z̄z − w̄z − ¯zw)Π(020)

u4c

]

−bu4Ê3

[
(ḡ(W 2 +Wz) + w̄w)Π̄(010)

s3c
+ (w̄w + w̄z + ¯zw)[Π̄(010)

s3c
+ 2(W 2 +Wz)Π(030)

s3c
]

+2(W 2 +Wz)z̄zΠ(030)
s3c

]

−bs3Ê4

[
(ḡ(W 2 −Wz) + w̄w)Π̄(010)

u4c
+ (w̄w − w̄z − ¯zw)[Π̄(010)

u4c
+ 2(W 2 −Wz)Π(030)

u4c
]

+2(W 2 −Wz)z̄zΠ(030)
u4c

]
+ βEE2cc

1

2
ḡq2Π̄(200)

cc

+bs3bu4
[
− 1

4
[(W 2 − z2)ḡ + 2(w̄w + z̄z)] ¯̄Π(000)

cc +
1

2
ḡ(3Π̇(000)

cc + 2q2 ¯̄Π(200)
cc + q4Π̄(400)

cc )
]
}

,

(701)
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T LS+
EE�[1][2] =

−ig2∗1g2∗2
(4π)2

{

Ê1Ê2

[
g+Π̄

(000)
u1s2

+ ww+Π
(020)
u1s2

+ zz+Π
(002)
u1s2

+ (wz+ + zw+)Π
(011)
u1s2

]
+ αEEcc

1

2
g+Π̄

(000)
cc

+αEEu1c
1

2

[
g+Π̄

(000)
u1c

+ (ww+ + zz+ + wz+ + zw+)Π
(020)
u1c

]

+αEEs2c
1

2

[
g+Π̄

(000)
s2c

+ (ww+ + zz+ − wz+ − zw+)Π
(020)
s2c

]

−bs2Ê1

[
(g+(W

2 +Wz) + ww+)Π̄
(010)
u1c

+ (ww+ + wz+ + zw+)[Π̄
(010)
u1c

+ 2(W 2 +Wz)Π(030)
u1c

]

+2(W 2 +Wz)zz+Π
(030)
u1c

]

+bu1Ê2

[
(g+(W

2 −Wz) + ww+)Π̄
(010)
s2c

+ (ww+ − wz+ − zw+)[Π̄
(010)
s2c

+ 2(W 2 −Wz)Π(030)
s2c

]

+2(W 2 −Wz)zz+Π
(030)
s2c

]
+ αEE2cc

1

2
g+q

2Π̄(200)
cc

+bu1bs2
[
− 1

4
[(W 2 − z2)g+ + 2(ww+ + zz+)]

¯̄Π(000)
cc +

1

2
g+(3Π̇

(000)
cc + 2q2 ¯̄Π(200)

cc + q4Π̄(400)
cc )

]
}

− ig
2
∗3g

2
∗4

(4π)2

{

Ê3Ê4

[
g+Π̄

(000)
s3u4

+ ww+Π
(020)
s3u4

+ zz+Π
(002)
s3u4

+ (wz+ + zw+)Π
(011)
s3u4

]
+ βEEcc

1

2
g+Π̄

(000)
cc

+βEEs3c
1

2

[
g+Π̄

(000)
s3c

+ (ww+ + zz+ + wz+ + zw+)Π
(020)
s3c

]

+βEEu4c
1

2

[
g+Π̄

(000)
u4c

+ (ww+ + zz+ − wz+ − zw+)Π
(020)
u4c

]

−bu4Ê3

[
(g+(W

2 +Wz) + ww+)Π̄
(010)
s3c

+ (ww+ + wz+ + zw+)[Π̄
(010)
s3c

+ 2(W 2 +Wz)Π(030)
s3c

]

+2(W 2 +Wz)zz+Π
(030)
s3c

]

−bs3Ê4

[
(g+(W

2 −Wz) + ww+)Π̄
(010)
u4c

+ (ww+ − wz+ − zw+)[Π̄
(010)
u4c

+ 2(W 2 −Wz)Π(030)
u4c

]

+2(W 2 −Wz)zz+Π
(030)
u4c

]
+ βEE2cc

1

2
g+q

2Π̄(200)
cc

+bs3bu4
[
− 1

4
[(W 2 − z2)g+ + 2(ww+ + zz+)]

¯̄Π(000)
cc +

1

2
g+(3Π̇

(000)
cc + 2q2 ¯̄Π(200)

cc + q4Π̄(400)
cc )

]
}

,

(702)
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T LS−
EE�[1][2] =

−ig2∗1g2∗2
(4π)2

{

Ê1Ê2

[
g−Π̄

(000)
u1s2

+ ww−Π
(020)
u1s2

+ zz−Π
(002)
u1s2

+ (wz− + zw−)Π
(011)
u1s2

]
+ αEEcc

1

2
g−Π̄

(000)
cc

+αEEu1c
1

2

[
g−Π̄

(000)
u1c

+ (ww− + zz− + wz− + zw−)Π
(020)
u1c

]

+αEEs2c
1

2

[
g−Π̄

(000)
s2c

+ (ww− + zz− − wz− − zw−)Π
(020)
s2c

]

−bs2Ê1

[
(g−(W

2 +Wz) + ww−)Π̄
(010)
u1c

+ (ww− + wz− + zw−)[Π̄
(010)
u1c

+ 2(W 2 +Wz)Π(030)
u1c

]

+2(W 2 +Wz)zz−Π
(030)
u1c

]

+bu1Ê2

[
(g−(W

2 −Wz) + ww−)Π̄
(010)
s2c

+ (ww− − wz− − zw−)[Π̄
(010)
s2c

+ 2(W 2 −Wz)Π(030)
s2c

]

+2(W 2 −Wz)zz−Π
(030)
s2c

]
+ αEE2cc

1

2
g−q

2Π̄(200)
cc

+bu1bs2
[
− 1

4
[(W 2 − z2)g− + 2(ww− + zz−)]

¯̄Π(000)
cc +

1

2
g−(3Π̇

(000)
cc + 2q2 ¯̄Π(200)

cc + q4Π̄(400)
cc )

]
}

− ig
2
∗3g

2
∗4

(4π)2

{

Ê3Ê4

[
g−Π̄

(000)
s3u4

+ ww−Π
(020)
s3u4

+ zz−Π
(002)
s3u4

+ (wz− + zw−)Π
(011)
s3u4

]
+ βEEcc

1

2
g−Π̄

(000)
cc

+βEEs3c
1

2

[
g−Π̄

(000)
s3c

+ (ww− + zz− + wz− + zw−)Π
(020)
s3c

]

+βEEu4c
1

2

[
g−Π̄

(000)
u4c

+ (ww− + zz− − wz− − zw−)Π
(020)
u4c

]

−bu4Ê3

[
(g−(W

2 +Wz) + ww−)Π̄
(010)
s3c

+ (ww− + wz− + zw−)[Π̄
(010)
s3c

+ 2(W 2 +Wz)Π(030)
s3c

]

+2(W 2 +Wz)zz−Π
(030)
s3c

]

−bs3Ê4

[
(g−(W

2 −Wz) + ww−)Π̄
(010)
u4c

+ (ww− − wz− − zw−)[Π̄
(010)
u4c

+ 2(W 2 −Wz)Π(030)
u4c

]

+2(W 2 −Wz)zz−Π
(030)
u4c

]
+ βEE2cc

1

2
g−q

2Π̄(200)
cc

+bs3bu4
[
− 1

4
[(W 2 − z2)g− + 2(ww− + zz−)]

¯̄Π(000)
cc +

1

2
g−(3Π̇

(000)
cc + 2q2 ¯̄Π(200)

cc + q4Π̄(400)
cc )

]
}

,

(703)

T SS
EE�[1][2] =

−ig2∗1g2∗2
(4π)2

2

3

{

Ê1Ê2Π̄
(000)
u1s2

+ αEEcc
1

2
Π̄(000)
cc + αEEu1c

1

2
Π̄(000)
u1c

+ αEEs2c
1

2
Π̄(000)
s2c

−bs2Ê1(W
2 +Wz)Π̄(000)

u1c
+ bu1Ê2(W

2 −Wz)Π̄(000)
s2c

+ αEE2cc

1

2
q2Π̄(200)

cc

+bu1bs2
[
− 1

4
(W 2 − z2) ¯̄Π(000)

cc +
1

2
(3Π̇(000)

cc + 2q2 ¯̄Π(200)
cc + q4Π̄(400)

cc )
]
}

− ig
2
∗3g

2
∗4

(4π)2

{

Ê3Ê4Π̄
(000)
s3u4

+ βEEcc
1

2
Π̄(000)
cc + βEEs3c

1

2
Π̄(000)
s3c

+ βEEu4c
1

2
Π̄(000)
u4c

−bu4Ê3(W
2 +Wz)Π̄(010)

s3c
− bs3Ê4(W

2 −Wz)Π̄(010)
u4c

+ βEE2cc

1

2
q2Π̄(200)

cc

+bs3bu4
[
− 1

4
(W 2 − z2) ¯̄Π(000)

cc +
1

2
(3Π̇(000)

cc + 2q2 ¯̄Π(200)
cc + q4Π̄(400)

cc )
]
}

, (704)
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Figura 84 - Diagrama × com ressonância de spin-3/2

T T
EE�[1][2] =

−ig2∗1g2∗2
(4π)2

1

3

{

Ê1Ê2Π̄
(000)
u1s2

+ αEEcc
1

2
Π̄(000)
cc + αEEu1c

1

2
Π̄(000)
u1c

+ αEEs2c
1

2
Π̄(000)
s2c

−bs2Ê1(W
2 +Wz)Π̄(000)

u1c
+ bu1Ê2(W

2 −Wz)Π̄(000)
s2c

+ αEE2cc

1

2
q2Π̄(200)

cc

+bu1bs2
[
− 1

4
(W 2 − z2) ¯̄Π(000)

cc +
1

2
(3Π̇(000)

cc + 2q2 ¯̄Π(200)
cc + q4Π̄(400)

cc )
]
}

− ig
2
∗3g

2
∗4

(4π)2

{

Ê3Ê4Π̄
(000)
s3u4

+ βEEcc
1

2
Π̄(000)
cc + βEEs3c

1

2
Π̄(000)
s3c

+ βEEu4c
1

2
Π̄(000)
u4c

−bu4Ê3(W
2 +Wz)Π̄(010)

s3c
− bs3Ê4(W

2 −Wz)Π̄(010)
u4c

+ βEE2cc

1

2
q2Π̄(200)

cc

+bs3bu4
[
− 1

4
(W 2 − z2) ¯̄Π(000)

cc +
1

2
(3Π̇(000)

cc + 2q2 ¯̄Π(200)
cc + q4Π̄(400)

cc )
]
}

. (705)

B.7 DIAGRAMA × COM RESSONÂNCIAS

Os diagrama do tipo cruzado (×) com ressonâncias de spin-3/2 são calculados de

forma análoga aos casos anteriores para o tipo caixa (�) com resultados similares, também

para ressonâncias de spin-3/2 em ambos os sentidos de propagação dos mésons por sua

considerável grande extensão, não serão mostrados. Os diagramas considerados neste caso

são mostrados na Figura 84.

B.8 DIAGRAMA ∇ RESSONÂNCIA DE SPIN-3/2 NA POSIÇÃO 1

O diagrama do tipo ∇ com uma ressonância de spin-3/2 na posição 1 e mostrando

na Figura 85.
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Figura 85 - Diagrama ∇ com ressonância com spin-3/2

A amplitude da troca de dois mésons para esse caso é dado por

iT∇
MMB(B∗)B =

( ~G1. ~G2)

2(12)m2
2

{

ℵνDC ū1u1ū2γνu2 + ℵµνEC ū1γµu1ū2γνu2
}

. (706)

.

B.8.1 Caso ℵ∇ν
DC

ℵ∇ν
DC = g2∗1g

2
2

[

D̂1I
ν
u1c

+ (a01 − au1t/4)I
ν
cc + au1I

2ν
cc − au1(W + z)ρI

ρν
cc

]

−g2∗3g24
[

D̂3I
ν
s3c

+ (a03 − as3t/4)I
ν
cc + as3I

2ν
cc + as3(W + z)ρI

ρν
cc

]

. (707)

Então as componentes no espaço de spin

T C
DC∇ = − g2∗1g

2
2

(4π)2

{

D̂1(w̄2 + z̄2)Π
(010)
u1c

+ au1
1

2
(w̄2 + z̄2)Π̄

(000)
cc

}

− g2∗3g
2
4

(4π)2

{

D̂3(w̄2 + z̄2)Π
(010)
s3c

+ as3
1

2
(w̄2 + z̄2)Π̄

(000)
cc

}

, (708)

T LS+
DC∇ = − g2∗1g

2
2

(4π)2

{

D̂1(w2+ + z2+)Π
(010)
u1c

+ au1
1

2
(w2+ + z2+)Π̄

(000)
cc

}

− g2∗3g
2
4

(4π)2

{

D̂3(w2+ + z2+)Π
(010)
s3c

+ as3
1

2
(w2+ + z2+)Π̄

(000)
cc

}

, (709)

T LS−
DC∇ = − g2∗1g

2
2

(4π)2

{

D̂1(w2− + z2−)Π
(010)
u1c

+ au1
1

2
(w2− + z2−)Π̄

(000)
cc

}

− g2∗3g
2
4

(4π)2

{

D̂3(w2− + z2−)Π
(010)
s3c

+ as3
1

2
(w2− + z2−)Π̄

(000)
cc

}

. (710)
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B.8.2 Caso ℵ∇µν
EC

ℵ∇µν
EC = − g2∗1g

2
2

(4π)2

[

Ê1I
µν
u1c

+ (b01 − bu1t/4)I
µν
cc + bu1I

2µν
cc − bu1(W + z)ρI

ρµν
cc

]

− g2∗3g
2
4

(4π)2

[

Ê3I
µν
s1c

+ (b03 − bs3t/4)I
µν
cc + bs3I

2µν
cc + bs3(W + z)ρI

ρµν
cc

]

. (711)

Com as componentes

T C
EC∇ = − g21g

2
∗2

(4π)2

{

Ê1
1

2
[ḡΠ̄(000)

u1c
+ (w̄w + z̄z + w̄z + ¯zw)Π(020)

u1c
]

+(b01 − bu1q
2/4)

1

2
ḡΠ̄(000)

cc + bu1
q2

2
ḡΠ̄(200)

cc

}

− g23g
2
∗4

(4π)2

{

Ê3
1

2
[ḡΠ̄(000)

s3c
+ (w̄w + z̄z + w̄z + ¯zw)Π(020)

s3c
]

+(b03 − bs3q
2/4)

1

2
ḡΠ̄(000)

cc + bs3
q2

2
ḡΠ̄(200)

cc

}

, (712)

T LS+
EC∇ = − g21g

2
∗2

(4π)2

{

Ê1
1

2
[g+Π̄

(000)
u1c

+ (ww+ + zz+ + wz+ + zw+)Π
(020)
u1c

]

+(b01 − bu1q
2/4)

1

2
g+Π̄

(000)
cc + bu1

q2

2
g+Π̄

(200)
cc

}

− g23g
2
∗4

(4π)2

{

Ê3
1

2
[g+Π̄

(000)
s3c

+ (ww+ + zz+ + wz+ + zw+)Π
(020)
s3c

]

+(b03 − bs3q
2/4)

1

2
g+Π̄

(000)
cc + bs3

q2

2
g+Π̄

(200)
cc

}

, (713)

T LS−
EC∇ = − g21g

2
∗2

(4π)2

{

Ê1
1

2
[g−Π̄

(000)
u1c

+ (ww− + zz− + wz− + zw−)Π
(020)
u1c

]

+(b01 − bu1q
2/4)

1

2
g−Π̄

(000)
cc + bu1

q2

2
g−Π̄

(200)
cc

}

− g23g
2
∗4

(4π)2

{

Ê3
1

2
[g−Π̄

(000)
s3c

+ (ww− + zz− + wz− + zw−)Π
(020)
s3c

]

+(b03 − bs3q
2/4)

1

2
g−Π̄

(000)
cc + bs3

q2

2
g−Π̄

(200)
cc

}

, (714)
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Figura 86 - Diagrama ∆ com ressonância de spin-3/2

T SS
EC∇ =

g21g
2
∗2

(4π)2
2

3

{

Ê1
1

2
Π̄(000)
u1c

+ (b01 − bu1q
2/4)

1

2
Π̄(000)
cc + bu1

q2

2
Π̄(200)
cc

}

+
g23g

2
∗4

(4π)2
2

3

{

Ê3
1

2
Π̄(000)
s3c

+ (b03 − bs3q
2/4)

1

2
Π̄(000)
cc + bs3

q2

2
Π̄(200)
cc

}

, (715)

T T
EC∇ =

g21g
2
∗2

(4π)2
1

3

{

Ê1
1

2
Π̄(000)
u1c

+ (b01 − bu1q
2/4)

1

2
Π̄(000)
cc + bu1

q2

2
Π̄(200)
cc

}

+
g23g

2
∗4

(4π)2
1

3

{

Ê3
1

2
Π̄(000)
s3c

+ (b03 − bs3q
2/4)

1

2
Π̄(000)
cc + bs3

q2

2
Π̄(200)
cc

}

. (716)

B.9 DIAGRAMA ∆ COM RESSONÂNCIA DE SPIN-3/2 NA POSIÇÃO 2

Na Figura 86 temos o diagrama do tipo ∆ com ressonância de spin-3/2 na posição

2.

Dessa forma a amplitude final é dada por

iT∆
MMB(B∗)B =

~G1
~G2

2(12)m2
1

{

ℵνCDū1γµu1ū2u2 + ℵµνCEū1γµu1ū2γνu2
}

. (717)

B.9.1 Caso ℵ∆µ
DC

ℵ∆µ
DC = g21g

2
∗2

{

D̂2I
µ
s2c

+ (a02 − as2t/4)I
µ
cc + as2I

2µ
cc + as2(W − z)ρI

ρµ
cc

}

−g23g2∗4
{

D̂4I
µ
u2c

+ (a04 − au4t/4)I
µ
cc + au4I

2µ
cc − au4(W − z)ρI

ρµ
cc

}

. (718)
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Achando suas componentes

T C
DC∆ =

g21g
2
∗2

(4π)2

{

D̂2(w̄1 − z̄1)Π
(010)
s2c

+ as2
1

2
(w̄1 − z̄1)Π̄

(000)
cc

}

(719)

+
g23g

2
∗4

(4π)2

{

D̂4(w̄1 − z̄1)Π
(010)
u4c

+ au4
1

2
(w̄2 − z̄2)Π̄

(000)
cc

}

, (720)

T LS+
DC∆ =

g21g
2
∗2

(4π)2

{

D̂2(w1+ − z1+)Π
(010)
s2c

+ as2
1

2
(w1+ − z1+)Π̄

(000)
cc

}

(721)

+
g23g

2
∗4

(4π)2

{

D̂4(w1+ − z1+)Π
(010)
u4c

+ au4
1

2
(w2+ − z2+)Π̄

(000)
cc

}

, (722)

T LS−
DC∆ =

g21g
2
∗2

(4π)2

{

D̂2(w1− − z1−)Π
(010)
s2c

+ as2
1

2
(w1− − z1−)Π̄

(000)
cc

}

(723)

+
g23g

2
∗4

(4π)2

{

D̂4(w1− − z1−)Π
(010)
u4c

+ au4
1

2
(w̄2 − z̄2)Π̄

(000)
cc

}

. (724)

B.9.2 Caso ℵ∆µν
EC

ℵ∆µν
EC = g21g

2
∗2

[

Ê2I
µν
s2c

+ (b02 − bs2t/4)I
µν
cc + bs2I

2µν
cc + bs2(W − z)ρI

ρµν
cc

]

+g23g
2
∗4

[

Ê4I
µν
u2c

+ (b04 − bu4t/4)I
µν
cc + bu4I

2µν
cc − bu4(W − z)ρI

ρµν
cc

]

. (725)

E suas componentes

T C
EC∆ =

g21g
2
∗2

(4π)2

{

Ê2
1

2
[ḡΠ̄(000)

s2c
+ (w̄w + z̄z − w̄z − ¯zw)Π(020)

s2c
]

+(b02 − bs2q
2/4)

1

2
ḡΠ̄(000)

cc + bs2
q2

2
ḡΠ̄(200)

cc

}

+
g23g

2
∗4

(4π)2

{

Ê4
1

2
[ḡΠ̄(000)

u4c
+ (w̄w + z̄z − w̄z − ¯zw)Π(020)

u4c
]

+(b04 − bu4q
2/4)

1

2
ḡΠ̄(000)

cc + bu4
q2

2
ḡΠ̄(200)

cc

}

, (726)
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T LS+
EC∆ =

g21g
2
∗2

(4π)2

{

Ê2
1

2
[g+Π̄

(000)
s2c

+ (ww+ + zz+ − wz+ − zw+)Π
(020)
s2c

]

+(b02 − bs2q
2/4)

1

2
g+Π̄

(000)
cc + bs2

q2

2
g+Π̄

(200)
cc

}

+
g23g

2
∗4

(4π)2

{

Ê4
1

2
[g+Π̄

(000)
u4c

+ (ww+ + zz+ − wz+ − zw+)Π
(020)
u4c

]

+(b04 − bu4q
2/4)

1

2
g+Π̄

(000)
cc + bu4

q2

2
g+Π̄

(200)
cc

}

, (727)

T LS−
EC∆ =

g21g
2
∗2

(4π)2

{

Ê2
1

2
[g−Π̄

(000)
s2c

+ (ww− + zz− − wz− − zw−)Π
(020)
s2c

]

+(b02 − bs2q
2/4)

1

2
g−Π̄

(000)
cc + bs2

q2

2
g−Π̄

(200)
cc

}

+
g23g

2
∗4

(4π)2

{

Ê4
1

2
[g−Π̄

(000)
u4c

+ (ww− + zz− − wz− − zw−)Π
(020)
u4c

]

+(b04 − bu4q
2/4)

1

2
g−Π̄

(000)
cc + bu4

q2

2
g−Π̄

(200)
cc

}

, (728)

T SS
EC∆ = − g21g

2
∗2

(4π)2
2

3

{

Ê2
1

2
Π̄(000)
s2c

+ (b02 − bs2q
2/4)

1

2
Π̄(000)
cc + bs2

q2

2
Π̄(200)
cc

}

+
g23g

2
∗4

(4π)2
2

3

{

Ê4
1

2
Π̄(000)
u4c

+ (b04 − bu4q
2/4)

1

2
Π̄(000)
cc + bu4

q2

2
Π̄(200)
cc

}

, (729)

T T
EC∆ = − g21g

2
∗2

(4π)2
1

3

{

Ê2
1

2
Π̄(000)
s2c

+ (b02 − bs2q
2/4)

1

2
Π̄(000)
cc + bs2

q2

2
Π̄(200)
cc

}

+
g23g

2
∗4

(4π)2
1

3

{

Ê4
1

2
Π̄(000)
u4c

+ (b04 − bu4q
2/4)

1

2
Π̄(000)
cc + bu4

q2

2
Π̄(200)
cc

}

. (730)

B.10 CONSIDERAÇÕES FINAIS

Após mostradas todas as amplitudes escritas em função de integrais de loop (I ···ij ) é

importante lembrarmos que cada diagrama foi calculado independentemente dos demais

diagramas, portanto a notação usada é genérica e não particular a cada diagrama, desta

forma iremos posteriormente, caso necessário, estabelecer uma notação única e particular

para não haver redundâncias.

Outro ponto importante a ser considerado refere-se aos tipos de mésons que pode-

remos utilizar nos diagramas calculados: devem ser análogos aos ṕıons, isto é, que sejam

descritos por campos pseudo-escalares, como os káons e o eta. Foi pensando na posśıvel

inclusão do káon que separamos os canais s e u nos cálculos dos diagramas que por sua

vez produzem ressonâncias diferentes para cada canal.

No próximo Apêndice C as integrais I ···ij serão calculadas.
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APÊNDICE C – Integrais de Loop

Neste caṕıtulo vamos mostrar como calcular as integrais de loop (I ···ij ) necessárias

para calcular as amplitudes dos diagramas da troca de dois mésons. Utilizamos para isso

a parametrização de Feynman e a regularização dimensional das integrais para lidar com

as divergências do ultravioleta. As expressões resultantes para as integrais de loop foram

obtidas em função de integrais parametrizadas no espaço de momentos reapresentadas

por Π
(··· )
ij que cujas soluções podem ser determinadas por métodos numéricos.

C.1 PARAMETRIZAÇÃO DE FEYNMAN

Para o cálculo de integrais com múltiplos fatores no denominador (Di), podemos

utilizar a ideia da parametrização de Feynman, que podemos escrever para quatro fatores

como

1

D1D2

= Γ(2)

∫ 1

0

da
1

[(1− a)D1 + aD2]2
, (731)

1

D1D2D3

= Γ(3)

∫ 1

0

da

∫ 1

0

db
a

[(1− a)D1 + a(1− b)D2 + abD3]3
, (732)

1

D1D2D3D4

= Γ(4)

∫ 1

0

da

∫ 1

0

db

∫ 1

0

dc
a2b

[(1− a)D1 + a(1− b)D2 + ab(1− c)D3 + abcD4]4

= Γ(4)

∫ 1

0

da

∫ 1

0

db
1

2

∫ 1

−1

dc

× a2b

[(1− a)D1 + a(1− b)D2 + ab(1 + c)D3/2 + ab(1− c)D4/2]4
, (733)

onde Γ é a função gama, a, b e c são as chamadas variáveis auxiliares de Feynman.

Os fatores no denominador Di para o nosso caso são como visto nos cálculos dos

diagramas de loop do tipo cc representando a troca de dois mésons, sc ou uc representando

a troca de dois mésons com um estado intermediário no canal s ou u ou ainda combinações

de estados intermediários bariônicos nos canais s e u, como ss, uu e su.

Para descrever as integrais de loop na forma das variáveis auxiliares de Feynman

vamos escrever convenientemente os denominadores das integrais da seguinte maneira

si −m2
i = Q2 +Q.(W ± z)− q2

4
+m2

i −m2
i , (734)

ui −m2
i = Q2 −Q.(W ± z)− q2

4
+m2

i −m2
i , (735)

onde mi é a massa da ressonância relativo ao ı́ndice i. O ı́ndice i pode assumir valores 1

ou 2 de acordo com o bárion inicial, sindo o sinal ′′+′′ para i = 1 e ′′−′′ para i = 2.
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Lembrando da equação (19) podemos escrever pela parametrização de Feynman os

denominadores do tipo bolha (cc), nabla (u1c), triangulo (u2c), caixa (uu) e cruzado (us),

dados por:

Bolha:

1

[k2 −m2
k][k

′2 −m2
k]

=
1

[(Q− q
2
)2 −m2

k][(Q+ q
2
)2 −m2

k]

= Γ(2)

∫ 1

0

da
1

[Q2 + 2Pcc.Q− Σ2
cc]

2
, (736)

onde temos os parâmetros

P µ
cc = Caq

µ, (737)

Σ2
cc = −q2/4 +m2

k, (738)

Ca = (2a− 1)/2; (739)

Nabla:

1

[k2 −m2
k][k

′2 −m2
k][u1 −m2

1]
= Γ(3)

∫ 1

0

da

∫ 1

0

db
a

[Q2 + 2Pu1c.Q− Σ2
u1c

]3
, (740)

onde

P µ
u1c

= Cqq
µ − Cb(W + z)µ, (741)

Σ2
u1c

= (2ab− 1)q2/4 + (1− ab)m2
k − ab(m2

1 −m2
1), (742)

Cq = (2a− 1− ab)/2 = Ca − Cb, (743)

Cb = ab/2; (744)

Triângulo:

1

[k2 −m2
k][k

′2 −m2
k][u2 −m2

2]
= Γ(3)

∫ 1

0

da

∫ 1

0

db
a

[Q2 + 2Pu2c.Q− Σ2
u2c

]3
, (745)

com

P µ
u2c

= Cqq
µ − Cb(W − z)µ, (746)

Σ2
u2c

= (2ab− 1)q2/4 + (1− ab)m2
k − ab(m2

2 −m2
2); (747)

Cruzado:

1

[k2 −m2
k[k

′2 −m2
k][u1 −m2

1][u2 −m2
2]

= Γ(4)

∫ 1

0

da

∫ 1

0

db
1

2

∫ 1

−1

dc
a2b

[Q2 + 2Puu.Q− Σ2
uu]

4
,

(748)
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sendo

P µ
uu = Cqq

µ − CbW
µ − Ccz

µ, (749)

Σ2
uu = (2ab− 1)q2/4 + (1− ab)m2

k − ab[m2
1 +m2

2 −m2
1 −m2

2]/2

−abc(m2
1 −m2

2 +m2
2 −m2

1)/2, (750)

Cc = abc/2; (751)

Caixa:

1

[k2 −m2
k][k

′2 −m2
k][u1 −m2

1][s2 −m2
2]

= Γ(4)

∫ 1

0

da

∫ 1

0

db
1

2

∫ 1

−1

dc
a2b

[Q2 + 2Pus.Q− Σ2
us]

4
,

(752)

sendo

P µ
us = Cqq

µ − Cbz
µ − CcW

µ, (753)

Σ2
us = (2ab− 1)q2/4 + (1− ab)m2

k − ab[m2
1 +m2

2 −m2
1 −m2

2]/2

−abc(m2
1 −m2

2 +m2
2 −m2

1)/2 = Σ2
uu. (754)

Da mesma forma podemos construir outras combinações de interesse.

C.2 INTEGRAIS REGULARIZADAS

Agora podemos escrever de fato as integrais de loop para a ordem Q0 resultando

nas integrais:

Bolha:

∫
d4Q

(2π)4
1

[k2 −m2
k][k

′2 −m2
k]

= Γ(2)

∫ 1

0

da

∫
d4Q

(2π)4
1

[Q2 + 2Pcc.Q− Σ2
cc]

2
; (755)

Nabla:

∫
d4Q

(2π)4
1

[k2 −m2
k][k

′2 −m2
k][u1 −m2

1]
= Γ(3)

∫ 1

0

da

∫ 1

0

db

∫
d4Q

(2π)4
a

[Q2 + 2Pu1c.Q− Σ2
u1c

]3
;

(756)

Triângulo:

∫
d4Q

(2π)4
1

[k2 −m2
k][k

′2 −m2
k][u2 −m2

2]
= Γ(3)

∫ 1

0

da

∫ 1

0

db

∫
d4Q

(2π)4
a

[Q2 + 2Pu2c.Q− Σ2
u2c

]3
;

(757)
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Cruzado:
∫

d4Q

(2π)4
1

[k2 −m2
k][k

′2 −m2
k][u1 −m2

1][u2 −m2
2]

= Γ(4)

∫ 1

0

da

∫ 1

0

db
1

2

∫ 1

−1

dc

∫
d4Q

(2π)4
a2b

[Q2 + 2Puu.Q− Σ2
uu]

4
; (758)

Caixa:
∫

d4Q

(2π)4
1

[k2 −m2
k][k

′2 −m2
k][u1 −m2

1][s2 −m2
2]

= Γ(4)

∫ 1

0

da

∫ 1

0

db
1

2

∫ 1

−1

dc

∫
d4Q

(2π)4
a2b

[Q2 + 2Pus.Q− Σ2
us]

4
. (759)

As integrais de loop integradas na variável Q têm suas divergências resolvidas

através da regularização dimensional, definida da seguinte forma

∫
d2ωQ

(2π)2ω
1

[Q2 + 2P.Q− Σ2]A
=

i

(4π)2
1

Γ(A)

(−i)AΓ(A− ω)

[P 2 + Σ2]A−ω
=

i

(4π)2
1

Γ(A)
FA(P

2,Σ2),

(760)

onde as integrais em 4 dimensões são consideradas em dimensão 2ω. Faze-se uma expanção

de 2ω em trono de ω = 2 e depois toma-se o limite ω → 2. Nas expressões ω e A são

inteiros e por definição

FA(P
2,Σ2) =

(−i)AΓ(A− ω)

[P 2 + Σ2]A−ω
. (761)

Considerando o limite ω → 2 temos que

F−1 = (P 2 + Σ2)3
[

ρ3 −
1

6
ln
(P 2 + Σ2

Λ2

)]

, (762)

F0 = (P 2 + Σ2)2
[

ρ2 −
1

2
ln
(P 2 + Σ2

Λ2

)]

, (763)

F1 = (P 2 + Σ2)
[

ρ1 − ln
(P 2 + Σ2

Λ2

)]

, (764)

F2 = ρ0 − ln
(P 2 + Σ2

Λ2

)

, (765)

F3 = − 1

P 2 + Σ2
, (766)

F4 =
1

(P 2 + Σ2)2
, (767)

onde ρ0,1,2,3 são as constantes que absorvem as divergências ultravioletas dos momentos

externos e Λ é a escala de energia da regularização dimensional.

As soluções das integrais com grau do momento Qn, com n > 0 no numerador, são
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obtidas através do uso de derivações

∫
d2ωQ

(2π)2ω
Qρ1 · · ·Qρn

[Q2 + 2P.Q− Σ2]A
=

i

(4π)2
1

Γ(A)

(

− 1

2

∂

∂P ρ1

)

· · ·
(

− 1

2

∂

∂P ρn

)

FA−n(P
2,Σ2),

(768)

onde utilizamos as seguintes derivações

∂

∂Pρi
(P ρj) = gρiρj , (769)

(
∂

∂α

)m

Fn(α,Σ
2) = Fn+m, (770)

(
∂

∂Pρi

)1

Fn(P
2,Σ2) = 2(gρiρj)PρjFn+1 = 2P ρiFn+1, (771)

em que gρiρj é tensor métrico de Minkowski.

C.2.1 Integral proporcional a Q1

O caso mais simples com n = 1, encontramos

Iρ1A =

∫
d2ωQ

(2π)2ω
Qρ1

[Q2 + 2P.Q− Σ2]A
= − i

(4π)2
1

Γ(A)
(P ρ1)FA(P

2,Σ2). (772)

C.2.2 Integrais proporcionais a Q2

Para n = 2, temos para o caso geral

Iρ1ρ2A =

∫
d2ωQ

(2π)2ω
Qρ1Qρ2

[Q2 + 2P.Q− Σ2]A
=

i

(4π)2
1

Γ(A)

1

2

[

gρ1ρ2FA−1(P
2,Σ2) + P ρ1P ρ2FA(P

2,Σ2)
]

.

(773)

No caso particular do produto entre os momentos Q, encontramos

I2A =

∫
d2ωQ

(2π)2ω
Qρ1Qρ1

[Q2 + 2P.Q− Σ2]A

=

∫
d2ωQ

(2π)2ω
Q2

[Q2 + 2P.Q− Σ2]A

=
i

(4π)2
1

Γ(A)

[

− FA−1 +
P 2

2
FA

]

. (774)
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C.2.3 Integrais proporcionais a Q3

O caso geral com n = 3, tem a forma

Iρ1ρ2ρ3A =

∫
d2ωQ

(2π)2ω
Qρ1Qρ2Qρ3

[Q2 + 2P.Q− Σ2]A

= − i

(4π)2
1

Γ(A)

{
1

2

[

gρ2ρ3P ρ1 + gρ1ρ3P ρ2 + gρ1ρ2P ρ3
]

FA−1

+P ρ1P ρ2P ρ3FA

}

, (775)

e contraindo os dois primeiros ı́ndices temos o caso

I2ρ3A =

∫
d2ωQ

(2π)2ω
Qρ1Qρ1Q

ρ3

[Q2 + 2P.Q− Σ2]A

=

∫
d2ωQ

(2π)2ω
Q2Qρ3

[Q2 + 2P.Q− Σ2]A

= − i

(4π)2
1

Γ(A)

{

P 2P ρ3FA

}

. (776)

C.2.4 Integrais proporcionais a Q4

Com n = 4 encontramos o caso geral

Iρ1ρ2ρ3ρ4A =

∫
d2ωQ

(2π)2ω
Qρ1Qρ2Qρ3Qρ4

[Q2 + 2P.Q− Σ2]A

=
i

(4π)2
1

Γ(A)

{
1

4

[

gρ1ρ2gρ3ρ4 + gρ2ρ3gρ1ρ4 + gρ1ρ3gρ2ρ4
]

FA−2

+
1

2

[

gρ1ρ2P ρ3P ρ4 + gρ2ρ4P ρ1P ρ3 + gρ3ρ4P ρ1P ρ2 + gρ1ρ3P ρ2P ρ4

+gρ2ρ3P ρ1P ρ4 + gρ1ρ4P ρ2P ρ3
]

FA−1

+P ρ1P ρ2P ρ3P ρ4FA

}

. (777)

Novamente contraindo os dois primeiros ı́ndices dos momentos, para o caso pro-

porcional à n = 4 resulta

∫
d2ωQ

(2π)2ω
Qρ1Qρ1Q

ρ3Qρ4

[Q2 + 2P.Q− Σ2]A
=

i

(4π)2
1

Γ(A)

{
1

4

[

gρ1ρ1g
ρ3ρ4 + gρ3ρ1g

ρ1ρ4 + gρ1ρ3gρ4ρ1

]

FA−2

+
1

2

[

gρ1ρ1P
ρ3P ρ4 + gρ4ρ1P

ρ1P ρ3 + gρ3ρ4P ρ1Pρ1 + gρ1ρ3Pρ1P
ρ4

+gρ3ρ1P
ρ1P ρ4 + gρ1ρ4Pρ1P

ρ3
]

FA−1 + P ρ1Pρ1P
ρ3P ρ4FA

}

,
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logo

I2ρ3ρ4A =

∫
d2ωQ

(2π)2ω
Q2Qρ3Qρ4

[Q2 + 2P.Q− Σ2]A

=
i

(4π)2
1

Γ(A)

{[

P ρ4P ρ3 +
P 2

2
gρ3ρ4

]

FA−1 + P 2P ρ3P ρ4FA

}

. (778)

A partir da última integral podemos achar facilmente o caso com os pares de ı́ndices

contráıdos, isso é

I22A =

∫
d2ωQ

(2π)2ω
Q2Q2

[Q2 + 2P.Q− Σ2]A
=

i

(4π)2
1

Γ(A)

{

P 2P 2FA

}

. (779)

C.2.5 Integrais proporcionais a Q5

O penúltimo caso geral, o proporcional a n = 5, temos que

Iρ1ρ2ρ3ρ4ρ5A =

∫
d2ωQ

(2π)2ω
Qρ1Qρ2Qρ3Qρ4Qρ5

[Q2 + 2P.Q− Σ2]A

= − i

(4π)2
1

Γ(A)

×
{
1

4

[

(gρ1ρ2gρ3ρ4 + gρ2ρ3gρ1ρ4 + gρ1ρ3gρ2ρ4)P ρ5 + (gρ1ρ2gρ3ρ5 + gρ2ρ3gρ1ρ5 + gρ1ρ3gρ2ρ5)P ρ4

+(gρ1ρ2gρ4ρ5 + gρ2ρ4gρ1ρ5 + gρ1ρ4gρ2ρ5)P ρ3 + (gρ1ρ4gρ3ρ5 + gρ3ρ4gρ1ρ5 + gρ1ρ3gρ4ρ5)P ρ2

+(gρ2ρ4gρ3ρ5 + gρ3ρ4gρ2ρ5 + gρ2ρ3gρ4ρ5)P ρ1
]

FA−2 +
1

2

[

gρ1ρ2P ρ3P ρ4P ρ5 + gρ2ρ4P ρ1P ρ3P ρ5

+gρ3ρ4P ρ1P ρ2P ρ5 + gρ1ρ3P ρ2P ρ4P ρ5 + gρ2ρ3P ρ1P ρ4P ρ5 + gρ1ρ4P ρ2P ρ3P ρ5

+gρ1ρ5P ρ2P ρ3P ρ4 + gρ2ρ5P ρ1P ρ3P ρ4 + gρ3ρ5P ρ1P ρ2P ρ4 + gρ4ρ5P ρ1P ρ2P ρ3
]

FA−1

+P ρ1P ρ2P ρ3P ρ4P ρ5FA

}

. (780)

Seguindo o mesmo procedimento feito até aqui, temos as integrais com os momentos

contráıdos dadas por

I2ρ3ρ4ρ5A =

∫
d2ωQ

(2π)2ω
Q2Qρ3Qρ4Qρ5

[Q2 + 2P.Q− Σ2]A

= − i

(4π)2
1

Γ(A)

{
1

2

[

gρ4ρ5P ρ3 + gρ3ρ5P ρ4 + gρ3ρ4P ρ5
]

FA−2

+
[

2P ρ3P ρ4P ρ5 +
P 2

2
(gρ4ρ5P ρ3 + gρ3ρ5P ρ4 + gρ3ρ4P ρ5)

]

FA−1

+
[

P 2P ρ3P ρ4P ρ5
]

FA

}

, (781)
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e por fim

I22ρ5A =

∫
d2ωQ

(2π)2ω
Q2Q2Qρ5

[Q2 + 2P.Q− Σ2]A

= − i

(4π)2
1

Γ(A)

{[

2P 2P ρ5
]

FA−1 +
[

P 2P 2P ρ5
]

FA

}

. (782)

C.2.6 Integrais proporcionais a Q6

Nosso caso geral são as integrais proporcionais ao grau 6, dessa forma

Iρ1ρ2ρ3ρ4ρ5ρ6A =

∫
d2ωQ

(2π)2ω
Qρ1Qρ2Qρ3Qρ4Qρ5Qρ6

[Q2 + 2P.Q− Σ2]A

=
i

(4π)2
1

Γ(A)

×
{
1

8

[

gρ1ρ2gρ3ρ4gρ5ρ6 + gρ2ρ3gρ1ρ4gρ5ρ6 + gρ1ρ3gρ2ρ4gρ5ρ6 + gρ1ρ2gρ3ρ5gρ4ρ6 + gρ2ρ3gρ1ρ5gρ4ρ6

+gρ1ρ3gρ2ρ5gρ4ρ6 + gρ1ρ2gρ4ρ5gρ3ρ6 + gρ2ρ4gρ1ρ5gρ3ρ6 + gρ1ρ4gρ2ρ5gρ3ρ6 + gρ1ρ4gρ3ρ5gρ2ρ6

+gρ3ρ4gρ1ρ5gρ2ρ6 + gρ1ρ3gρ4ρ5gρ2ρ6 + gρ2ρ4gρ3ρ5gρ1ρ6 + gρ3ρ4gρ2ρ5gρ1ρ6 + gρ2ρ3gρ4ρ5gρ1ρ6
]

FA−3

+
1

4

[

(gρ1ρ2gρ3ρ4 + gρ2ρ3gρ1ρ4 + gρ1ρ3gρ2ρ4)P ρ5P ρ6 + (gρ1ρ2gρ3ρ5 + gρ2ρ3gρ1ρ5 + gρ1ρ3gρ2ρ5)P ρ4P ρ6

+(gρ1ρ2gρ4ρ5 + gρ2ρ4gρ1ρ5 + gρ1ρ4gρ2ρ5)P ρ3P ρ6 + (gρ1ρ4gρ3ρ5 + gρ3ρ4gρ1ρ5 + gρ1ρ3gρ4ρ5)P ρ2P ρ6

+(gρ2ρ4gρ3ρ5 + gρ3ρ4gρ2ρ5 + gρ2ρ3gρ4ρ5)P ρ1P ρ6 + (gρ2ρ3gρ1ρ6 + gρ1ρ3gρ2ρ6 + gρ1ρ2gρ3ρ6)P ρ4P ρ5

+(gρ2ρ4gρ1ρ6 + gρ1ρ4gρ2ρ6 + gρ1ρ2gρ4ρ6)P ρ3P ρ5 + (gρ3ρ4gρ1ρ6 + gρ1ρ4gρ3ρ6 + gρ1ρ3gρ4ρ6)P ρ2P ρ5

+(gρ3ρ4gρ2ρ6 + gρ2ρ4gρ3ρ6 + gρ2ρ3gρ4ρ6)P ρ1P ρ5 + (gρ2ρ5gρ1ρ6 + gρ1ρ5gρ2ρ6 + gρ1ρ2gρ5ρ6)P ρ3P ρ4

+(gρ3ρ5gρ1ρ6 + gρ1ρ5gρ3ρ6 + gρ1ρ3gρ5ρ6)P ρ2P ρ4 + (gρ3ρ5gρ2ρ6 + gρ2ρ5gρ3ρ6 + gρ2ρ3gρ5ρ6)P ρ1P ρ4

+(gρ4ρ5gρ1ρ6 + gρ1ρ5gρ4ρ6 + gρ1ρ4gρ5ρ6)P ρ2P ρ3 + (gρ4ρ5gρ2ρ6 + gρ2ρ5gρ4ρ6 + gρ2ρ4gρ5ρ6)P ρ1P ρ3

+(gρ4ρ5gρ3ρ6 + gρ3ρ5gρ4ρ6 + gρ3ρ4gρ5ρ6)P ρ1P ρ2
]

FA−2

+
1

2

[

gρ1ρ2P ρ3P ρ4P ρ5P ρ6 + gρ2ρ4P ρ1P ρ3P ρ5P ρ6 + gρ3ρ4P ρ1P ρ2P ρ5P ρ6 + gρ1ρ3P ρ2P ρ4P ρ5P ρ6

+gρ2ρ3P ρ1P ρ4P ρ5P ρ6 + gρ1ρ4P ρ2P ρ3P ρ5P ρ6 + gρ1ρ5P ρ2P ρ3P ρ4P ρ6 + gρ2ρ5P ρ1P ρ3P ρ4P ρ6

+gρ3ρ5P ρ1P ρ2P ρ4P ρ6 + gρ4ρ5P ρ1P ρ2P ρ3P ρ6 + gρ1ρ6P ρ2P ρ3P ρ4P ρ5 + gρ2ρ6P ρ1P ρ3P ρ4P ρ5

+gρ3ρ6P ρ1P ρ2P ρ4P ρ5 + gρ4ρ6P ρ1P ρ2P ρ3P ρ5 + gρ5ρ6P ρ1P ρ2P ρ3P ρ4
]

FA−1

+P ρ1P ρ2P ρ3P ρ4P ρ5P ρ6FA

}

. (783)

A integral que efetivamente nos interessa é a com os quatro primeiros termos con-
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tráıdos, reduzindo consideravelmente o número de termos

I22µνA =

∫
d2ωQ

(2π)2ω
Q2Q2QµQν

[Q2 + 2P.Q− Σ2]A

=
i

(4π)2
1

Γ(A)

{
3

2

[

gµν
]

FA−3 +
[

5P µP ν + P 2gµν
]

FA−2

+
[

4P 2P µP ν +
1

2
P 2P 2gµν

]

FA−1 +
[

P 2P 2P µP ν
]

FA

}

. (784)

Nos casos contráıdos que calculamos até agora, utilizamos as identidades dos ten-

sores métricos, tais como

gijgij = 4, gji g
i
j = 4, gii = −2.

A partir das integrais calculadas podemos agora encontrar as integrais I ···ij , nos

permitindo calcular todas as amplitudes dos diagramas de Feynman para a troca de dois

mésons.

C.3 INTEGRAIS DE LOOP

Utilizaremos a integral Iρ1cc para demostrar o procedimento para o cálculo das in-

tegrais de loop em função das variáveis de Feynman, a partir da relações (736), (772) e

(765). Fazemos

Iρ1cc = Γ(2)

∫ 1

0

da

∫
d4Q

(2π)4
Qρ1

[Q2 + 2Pcc.Q− Σ2
cc]

2
= Γ(2)

∫ 1

0

da
[

− i

(4π)2
1

Γ(2)
(P ρ1

cc )F2

]

= − i

(4π)2

∫ 1

0

da(P ρ1
cc )
[

ρ0 − ln
(P 2

cc + Σ2
cc

Λ2

)]

=
i

(4π)2

∫ 1

0

da(−Ca)qρ1
[

ρ0 − ln
(P 2

cc + Σ2
cc

Λ2

)]

,

resultando em

Iρ1cc =
i

(4π)2

[

qρ1Π(100)
cc

]

, (785)

onde utilizamos as expressões

P µ
cc = Caq

µ,

Σ2
cc = −q2/4 +m2

k,

Ca = (2a− 1)/2,

Π(100)
cc =

∫ 1

0

da(−Ca)1
[

ρ0 − ln
(P 2

cc + Σ2
cc

Λ2

)]

.
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C.3.1 Integrais cc

As integrais do tipo bolha (cc), são as mais simples, porém é necessário considerar

integrais até a sexta ordem de Q. Assim temos que

Icc =
i

(4π)2

{

Π(000)
cc

}

, (786)

Iρ1cc =
i

(4π)2

{

qρ1Π(100)
cc

}

, (787)

Iρ1ρ2cc =
i

2(4π)2

{

gρ1ρ2Π̄(000)
cc + qρ1qρ2Π(200)

cc

}

, (788)

Iρ1ρ2ρ3cc =
i

(4π)2

{
1

2

[

gρ2ρ3qρ1 + gρ1ρ3qρ2 + gρ1ρ2qρ3
]

Π̄(300)
cc + qρ1qρ2qρ3Π(300)

cc

}

, (789)

Iρ1ρ2ρ3ρ4cc =
i

(4π)2

{
1

4

[

gρ1ρ2gρ3ρ4 + gρ2ρ3gρ1ρ4 + gρ1ρ3gρ2ρ4
]
¯̄Π(000)
cc

+
1

2

[

gρ1ρ2qρ3qρ4 + gρ2ρ4qρ1qρ3 + gρ3ρ4qρ1qρ2

+gρ1ρ3qρ2qρ4 + gρ2ρ3qρ1qρ4 + gρ1ρ4qρ2qρ3
]

Π̄(200)
cc

+qρ1qρ2qρ3qρ4Π(400)
cc

}

, (790)

I2cc =
i

2(4π)2

{

− 2Π̄(000)
cc + q2Π(200)

cc

}

, (791)

I2ρ3cc =
i

(4π)2

{
1

2

[
3qρ3

]
Π̄(300)
cc + q2qρ3Π(300)

cc

}

, (792)

I2ρ3ρ4cc =
i

(4π)2

{[

qρ3qρ4 +
q2

2
gρ3ρ4

]

Π̄(200)
cc + q2qρ3qρ4Π(400)

cc

}

, (793)

I22cc =
i

(4π)2

{

q2q2Π(400)
cc

}

, (794)

I2ρ3ρ4ρ5cc =
i

(4π)2

{
1

2

[

gρ4ρ5qρ3 + gρ3ρ5qρ4 + gρ3ρ4qρ5
]

Π(100)
cc

+
[

2qρ3qρ4qρ5 +
q2

2
[gρ4ρ5qρ3 + gρ3ρ5qρ4 + gρ3ρ4qρ5 ]

]

Π̄(300)
cc

+
[

q2qρ3qρ4qρ5
]
¯̄Π(500)
cc

}

, (795)

I22ρ5cc =
i

(4π)2

{[

2q2qρ5
]

Π̄(300)
cc +

[

q2q2qρ5
]
¯̄Π(500)
cc

}

, (796)

I22µνcc =
i

(4π)2

{
3

2

[
gµν
]
Π̇(000)
cc +

[

5qµqν + q2gµν
]
¯̄Π(200)
cc

+
[

4q2qµqν +
1

2
q2q2gµν

]

Π̄(400)
cc +

[

q2q2qµqν
]

Π(600)
cc

}

, (797)
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onde definimos as integrais

Π(n00)
cc =

∫ 1

0

da(−Ca)n
[

ρ0 − ln
(P 2

cc + Σ2
cc

Λ2

)]

, (798)

Π̄(n00)
cc =

∫ 1

0

da(−Ca)n(P 2
cc + Σ2

cc)
[

ρ1 − ln
(P 2

cc + Σ2
cc

Λ2

)]

, (799)

¯̄Π(n00)
cc =

∫ 1

0

da(−Ca)n(P 2
cc + Σ2

cc)
2
[

ρ2 −
1

2
ln
(P 2

cc + Σ2
cc

Λ2

)]

, (800)

Π̇(000)
cc =

∫ 1

0

da(P 2
cc + Σ2

cc)
3
[

ρ3 −
1

6
ln
(P 2

cc + Σ2
cc

Λ2

)]

. (801)

C.3.2 Integrais de loop uc

Integrais do tipo uc são um pouco mais complicadas, porém só necessitamos até o

terceiro grau de Q, dessa forma temos

Iuic =
i

(4π)2

{

Π(000)
uic

}

, (802)

Iρ1uic =
i

(4π)2

[

qρ1Π(100)
uic

− (W ± z)ρ1Π(010)
uic

]

, (803)

Iρ1ρ2uic
=

i

2(4π)2

{

gρ1ρ2Π̄(000)
uic

+ qρ1qρ2Π(200)
uic

+ (W ± z)ρ1(W ± z)ρ2Π(020)
uic

−
[
qρ1(W ± z)ρ2 + qρ2(W ± z)ρ1

]
Π(110)
uic

}

, (804)

Iρ1ρ2ρ3uic
=

i

(4π)2

{
1

2

[

gρ2ρ3qρ1 + gρ1ρ3qρ2 + gρ1ρ2qρ3
]

Π̄(100)
uic

−1

2

[

gρ2ρ3(W ± z)ρ1 + gρ1ρ3(W ± z)ρ2 + gρ1ρ2(W ± z)ρ3
]

Π̄(010)
uic

+
[

qρ1qρ2qρ3
]

Π(300)
uic

−
[

(W ± z)ρ1(W ± z)ρ2(W ± z)ρ3
]

Π(030)
uic

−
[

qρ1qρ2(W ± z)ρ3 + qρ1(W ± z)ρ2qρ3 + (W ± z)ρ1qρ2qρ3
]

Π(210)
uic

+
[

qρ1(W ± z)ρ2(W ± z)ρ3 + (W ± z)ρ1qρ2(W ± z)ρ3

+(W ± z)ρ1(W ± z)ρ2qρ3
]

Π(120)
uic

}

, (805)

onde definimos

Π(lmn)
uic

= −
∫ 1

0

da

∫ 1

0

db(−Cq)l(−Cb)n+m
[ a

P 2
uic

+ Σ2
uic

]

, (806)

Π̄(lmn)
uic

=

∫ 1

0

da

∫ 1

0

db(−Cq)l(−Cb)n+ma
[

ρ0 − ln
(P 2

uic
+ Σ2

uic

Λ2

)]

. (807)
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C.3.3 Integrais de loop uu

Para as integrais do tipo cruzado uu é necessário calcular até o segundo grau de

Q, então

Iuu =
i

(4π)2

[

Π(000)
uu

]

, (808)

Iρ1uu =
i

(4π)2

{

qρ1Π(100)
uu −W ρ1Π(001)

uu − zρ1Π(010)
uu

}

, (809)

Iρ1ρ2uu =
i

(4π)2

[

gρ1ρ2Π̄(000)
uu + qρ1qρ2Π(200)

uu + zρ1zρ2Π(020)
uu +W ρ1W ρ2Π(002)

uu

−
[
qρ1W ρ2 +W ρ1qρ2

]
Π(101)
uu −

[
qρ1zρ2 + zρ1qρ2

]
Π(110)
uu

+
[
W ρ1zρ2 + zρ1W ρ2

]
Π(011)
uu

]

, (810)

que definimos

Π(lmn)
uu =

∫ 1

0

da

∫ 1

0

db
1

2

∫ 1

−1

dc(−Cq)l(−Cc)m(−Cb)n
[ a2b

(P 2
uu + Σ2

uu)
2

]

, (811)

Π̄(lmn)
uu = −

∫ 1

0

da

∫ 1

0

db
1

2

∫ 1

−1

dc(−Cq)l(−Cc)m(−Cb)n
[ a2b

P 2
uu + Σ2

uu

]

. (812)

C.3.4 Integrais de loop us

De forma muito similar ao tipo cruzado são as integrais de loop do tipo caixa, isto

é

Ius =
i

(4π)2

[

Π(000)
us

]

, (813)

Iρ1us =
i

(4π)2

{

qρ1Π(100)
us − zρ1Π(001)

us −W ρ1Π(010)
us

}

, (814)

Iρ1ρ2us =
i

(4π)2

[

gρ1ρ2Π̄(000)
us + qρ1qρ2Π(200)

us +W ρ1W ρ2Π(020)
us + zρ1zρ2Π(002)

us

−
[
qρ1zρ2 + zρ1qρ2

]
Π(101)
us −

[
qρ1W ρ2 +W ρ1qρ2

]
Π(110)
us

+
[
zρ1W ρ2 +W ρ1zρ2

]
Π(011)
us

]

, (815)

onde

Π(lmn)
us =

∫ 1

0

da

∫ 1

0

db
1

2

∫ 1

−1

dc(−Cq)l(−Cc)m(−Cb)n
[ a2b

(P 2
us + Σ2

us)
2

]

, (816)

Π̄(lmn)
us = −

∫ 1

0

da

∫ 1

0

db
1

2

∫ 1

−1

dc(−Cq)l(−Cc)m(−Cb)n
[ a2b

P 2
us + Σ2

us

]

. (817)

As variações das integrais de loop, como por exemplo o caso ss são calculadas da
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mesma maneira, e não serão mostradas aqui.

É interessante notar que devido à inclusão de ressonâncias com spin-3/2 nos dia-

gramas de loop, foi necessário calcular as integrais do tipo bolha até a sexta ordem do

momento Q tornando as integrais desse tipo muito variadas e extensas. O mesmo poderia

ter ocorrido com os demais tipos com mais termos em P ··· tornando as integrais muito mais

complicadas e extensas, evitamos isso quando simplificamos as amplitudes de Feynman

com ressonâncias de spin-1/2 eliminando a dependência de Q (variáveis de Mandelstam)

do numerador.
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APÊNDICE D – Integrais de Loop no Espaço de Configurações

A transformação das integrais de 1-loop do espaço de momentos para o espaço de

configurações é feita por meio da transformação de Fourier

S =
1

m3
k

∫
d3q

(2π)3
ei~q.~rΠ =

∫
d3k

(2π)3
ei
~k.~xΠ, (818)

representando por S as integrais de loop no espaço de configuração, ~x = mk~r e ~k = ~q/mk.

Realizamos a integração angular em k2 = ~k2, resultando

S =
2

(2π)2x

∫ ∞

0

k sin (kx)dkΠ. (819)

Sabemos que as integrais Π advém das relações Fn, as quais, são apresentadas no Apêndice

C. Definimos a função

fA(x, θ
2, λ2) =

2

(2π)2x

∫ ∞

0

k sin (kx)dkFA(β, θ
2, λ2). (820)

em que β = k2. As variáveis θ, λ são definidas como segue. Evidenciando o momento q,

o qual, deve ser transformado para o espaço de configurações, fazemos

P 2 + Σ2 = λ2
(

− q2

m2
k

+ θ2
)

= λ2
( ~q2

m2
k

+ θ2
)

= λ2(~k2 + θ2). (821)

Para cada tipo de diagrama temos θ e λ diferentes, definiremos estas variáveis uma a uma

mais adiante.

Calculando para A = 5, encontramos

f5(x, θ
2, λ2) =

1

i(2π)2x

∫ ∞

0

k(eikx − e−ikx)dkFA(k
2, θ2, λ2)

=
1

i(2π)2x

∫ ∞

−∞
dk

−2keikx

[λ2(k2 + θ2)]3

= − e−θx

16πλ6θ3
(1 + θx), (822)

aqui foi usado o método dos reśıduos.

Reescrevemos a integral (820),

fA(x, θ
2, λ2) =

1

(2π)2x

∫ ∞

0

k sin (
√

βx)dβFA(β, θ
2, λ2), (823)
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e da modificação da relação (770)

( 1

λ2
∂

∂β

)m

Fn(β, θ
2, λ2) = Fn+m(β, θ

2, λ2), (824)

encontramos que

fA−1(x, θ
2, λ2) =

(2λ2

x

∂

∂x

)

fA(x, θ
2, λ2). (825)

Aplicando esta última relação em (822), encontramos as demais amplitudes f , assim

f4(x, θ
2, λ2) =

e−θx

8πλ4θ
, (826)

f3(x, θ
2, λ2) = − 1

4πλ2
e−θx

x
, (827)

f2(x, θ
2, λ2) =

θ

2πλ2
e−θx

x2

(

1 +
1

θx

)

, (828)

f1(x, θ
2, λ2) = −θ

2λ2

π

e−θx

x3

(

1 +
3

θx
+

3

(θx)2

)

, (829)

f0(x, θ
2, λ2) =

2θ3λ4

π

e−θx

x4

(

1 +
6

θx
+

15

(θx)2
+

15

(θx)3

)

, (830)

f−1(x, θ
2, λ2) = −4θ4λ6

π

e−θx

x5

(

1 +
10

θx
+

45

(θx)2
+

105

(θx)3
+

105

(θx)4

)

. (831)

De posse dessas relações fazemos a substituição FA(P
2,Σ2) → fA(x, θ

2, λ2) nas

integrais Π, assim conclúımos a passagem do espaço dos momentos para o espaço de

configurações.

Nas próximas seções calcularemos os θ e λ para cada tipo de diagrama.

D.1 BOLHA

O caso mais simples, em que temos as integrais de loop

1

[k2 −m2
k][k

′2 −m2
k]

=
1

[(Q− q
2
)2 −m2

k][(Q+ q
2
)2 −m2

k]
= Γ(2)

∫ 1

0

da
1

[Q2 + 2Pcc.Q− Σ2
cc]

2

P µ
cc = Caq

m
k ,

Σ2
cc = −q2/4 +m2

k,

Ca = (2a− 1)/2.
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Nas novas váriaveis

P 2
cc + Σ2

cc = −a(1− a)q2 +m2
k,

λ2cc = a(1− a)m2
k, (832)

θ2cc =
1

a(1− a)
. (833)

As integrais no espaço de configurações para cc, ficam

S(n00)
cc =

∫ 1

0

da(−Ca)n
θcc

2πλ2cc

e−θccx

x2

(

1 +
1

θccx

)

, (834)

S̄(n00)
cc = −

∫ 1

0

da(−Ca)n
[θ2ccλ

2
cc

π

e−θccx

x3

(

1 +
3

θccx
+

3

(θccx)2

)]

, (835)

¯̄S(n00)
cc =

∫ 1

0

da(−Ca)n
[2θ3ccλ

4
cc

π

e−θccx

x4

(

1 +
6

θccx
+

15

(θccx)2
+

15

(θccx)3

)]

, (836)

Ṡ(000)
cc = −

∫ 1

0

da
[4θ4ccλ

6
cc

π

e−θccx

x5

(

1 +
10

θccx
+

45

(θccx)2
+

105

(θccx)3
+

105

(θccx)4

)]

. (837)

D.2 NABLA

Da integral

1

[k2 −m2
k][k

′2 −m2
k][u1 −m2

1]
= Γ(3)

∫ 1

0

da

∫ 1

0

db
a

[Q2 + 2Pu1c.Q− Σ2
u1c

]3

P µ
u1c

= Cqq
µ − Cb(W + z)µ,

Σ2
u1c

= (2ab− 1)q2/4 + (1− ab)µ2 − ab(m2
1 −m2

1),

Cq = (2a− 1− ab)/2 = Ca − Cb,

Cb = ab/2,

fazemos

P 2
u1c

+ Σ2
u1c

= C2
q q

2 + C2
b (W

2 + z2 + 2W.z) + Σ2
u1c
,

= −a(1− a)(1− b)q2 + (1− ab)m2
k + a2b2(E2

1 + E2
2 + E2

1 − E2
2)/2− ab(m2

1 −m2
1),

resultando nos parâmetros

λ2u1c = a(1− a)(1− b)m2
k, (838)

θ2u1c =
(1− ab)m2

k + a2b2(E2
1)− ab(m2

1 −m2
1)

a(1− a)(1− b)m2
k

. (839)
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Portanto,

S(lmn)
u1c

= −
∫ 1

0

da

∫ 1

0

db(−Cq)l(−Cb)n+m
[ a

4πλ2u1c

e−θu1cx

x

]

, (840)

S̄(lmn)
u1c

=

∫ 1

0

da

∫ 1

0

db(−Cq)l(−Cb)n+m
[ aθu1c
2πλ2u1c

e−θu1cx

x2

(

1 +
1

θu1cx

)]

. (841)

D.3 TRIÂNGULO

Para a integral

1

[k2 −m2
k][k

′2 −m2
k][u2 −m2

2]
= Γ(3)

∫ 1

0

da

∫ 1

0

db
a

[Q2 + 2Pu2c.Q− Σ2
u2c

]3

P µ
u2c

= Cqq
µ − Cb(W − z)µ,

Σ2
u2c

= (2ab− 1)q2/4 + (1− ab)m2
k − ab(m2

2 −m2
2),

e

P 2
u2c

+ Σ2
u2c

= C2
q q

2 + C2
b (W

2 + z2 − 2W.z) + Σ2
u2c
,

= −a(1− a)(1− b)q2 + (1− ab)m2
k + a2b2(E2

1 + E2
2 − E2

1 + E2
2)/2− ab(m2

2 −m2
2),

então

λ2u2c = a(1− a)(1− b)m2
k, (842)

θ2u2c =
(1− ab)m2

k + a2b2(E2
2)− ab(m2

2 −m2
2)

a(1− a)(1− b)m2
k

. (843)

Resultando nas integrais

S(lmn)
u2c

= −
∫ 1

0

da

∫ 1

0

db(−Cq)l(−Cb)n+m
[ a

4πλ2u2c

e−θu2cx

x

]

, (844)

S̄(lmn)
u2c

=

∫ 1

0

da

∫ 1

0

db(−Cq)l(−Cb)n+m
[ aθu2c
2πλ2u2c

e−θu2cx

x2

(

1 +
1

θu2cx

)]

. (845)
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D.4 CRUZADO

Este é um dos casos com maior número de parâmetros, temos a integral de loop

dada por

1

[k2 −m2
k][k

′2 −m2
k][u1 −m2

1][u2 −m2
2]

= Γ(4)

∫ 1

0

da

∫ 1

0

db
1

2

∫ 1

−1

dc
a2b

[Q2 + 2Puu.Q− Σ2
uu]

4

P µ
uu = Cqq

µ − CbW
µ − Ccz

µ,

Σ2
uu = (2ab− 1)q2/4 + (1− ab)m2

k − ab[m2
1 +m2

2 −m2
1 −m2

2]/2− abc(m2
1 −m2

2 +m2
2 −m2

1)/2,

Cc = abc/2,

em que

P 2
uu + Σ2

uu = C2
q q

2 + C2
bW

2 + C2
c z

2 + 2CbCcW.z + Σ2
uu,

= −a(1− a)(1− b)q2 + (1− ab)m2
k + a2b2[(m2

1 +m2
2)/2 + (E2

1 − E2
2)c/2− (1− c2)z2/4]

−ab[m2
1 +m2

2 −m2
1 −m2

2]/2− abc(m2
1 −m2

2 +m2
2 −m2

1)/2,

λ2uu = a(1− a)(1− b)m2
k, (846)

θ2uu =
1

a(1− a)(1− b)m2
k

[

(1− ab)m2
k + a2b2[(m2

1 +m2
2)/2 + (E2

1 − E2
2)c/2− (1− c2)z2/4]

−ab/2[(m2
1 −m2

1)(1 + c) + (m2
2 −m2

2)(1− c)
]

. (847)

Fizemos a substituição W 2 = 2(m2
1 +m2

2)− q2 − z2, encontrada nas relações cinemáticas.

Temos assim

S(lmn)
uu =

∫ 1

0

da

∫ 1

0

db
1

2

∫ 1

−1

dc(−Cq)l(−Cc)m(−Cb)n
[ a2b

8πλ4uuθuu
e−θuux

]

, (848)

S̄(lmn)
uu = −

∫ 1

0

da

∫ 1

0

db
1

2

∫ 1

−1

dc(−Cq)l(−Cc)m(−Cb)n
[ a2b

4πλ2uu

e−θuux

x

]

. (849)

D.5 CAIXA

Para o diagrama do tipo caixa, o qual é dos mais importantes, fazemos

1

[k2 −m2
k][k

′2 −m2
k][u1 −m2

1][s2 −m2
2]

= Γ(4)

∫ 1

0

da

∫ 1

0

db
1

2

∫ 1

−1

dc
a2b

[Q2 + 2Pus.Q− Σ2
us]

4

P µ
us = Cqq

µ − Cbz
µ − CcW

µ,

Σ2
us = (2ab− 1)q2/4 + (1− ab)m2

k − ab[m2
1 +m2

2 −m2
1 −m2

2]/2− abc(m2
1 −m2

2 +m2
2 −m2

1)/2.
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A soma

P 2
us + Σ2

us = C2
q q

2 + C2
b z

2 + C2
cW

2 + 2CbCcW.z + Σ2
us

= −
[

a(1− a)(1− b)
]

q2 + (1− ab)m2
k + a2b2[c2(m2

1 +m2
2)/2 + (E2

1 − E2
2)c/2 + (1− c2)z2/4]

−ab[m2
1 +m2

2 −m2
1 −m2

2]/2− abc(m2
1 −m2

2 +m2
2 −m2

1)/2,

assim

λ2us =
[

a(1− a)(1− b)
]

m2
k, (850)

θ2us =
1

[

a(1− a)(1− b)
]

m2
k

[

(1− ab)m2
k + a2b2[(m2

1 +m2
2)/2 + (E2

1 − E2
2)c/2 + (c2 − 1)W 2/4]

−ab/2[(m2
1 −m2

1)(1 + c) + (m2
2 −m2

2)(1− c)
]

. (851)

Fizemos a substituição z2 = 2(m2
1+m

2
2)− q2−W 2, para evitar a variável c em λus, termo

que pode causar divergências na integração numérica, o mesmo cuidado foi tomado no

caso cruzado em λuu.

As integrais ficam

S(lmn)
us =

∫ 1

0

da

∫ 1

0

db
1

2

∫ 1

−1

dc(−Cq)l(−Cc)m(−Cb)n
[ a2b

8πλ4usθus
e−θusx

]

, (852)

S̄(lmn)
us = −

∫ 1

0

da

∫ 1

0

db
1

2

∫ 1

−1

dc(−Cq)l(−Cc)m(−Cb)n
[ a2b

4πλ2us

e−θusx

x

]

. (853)

Para os demais casos de diagramas com méson em outro sentido, temos a correspondência

de termos,

P 2
uic

= P 2
sic
, i = 1, 2 (854)

P 2
uu = P 2

ss, (855)

P 2
us = P 2

su, (856)

Σ2
uic

= Σ2
sic
, i = 1, 2 (857)

Σ2
uu = Σ2

ss = Σ2
us = Σ2

su, (858)

uma vez que temos termos quadrático retirando os sinais negativos. Portanto valem as

mesmas expressões para θ e λ para as trocas do tipo u↔ s.

D.6 DERIVADAS ESPACIAIS

Quando da passagem do espaço de momentos para o espaço de configurações, falem

das transformações de Fourier, feitas nos operadores de spin Ω e nas integrais de loop Π,
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utilizamos também o fato de a interação ser no referencial do centro de massa e os bárions

externos na camada de massa. Essas considerações, juntamente com a aproximação local

já discutida no caṕıtulo 3, temos que W = (E1 +E2, 0), z = (E1 −E2, 0) e (0, ~q), em que

fazemos a aproximação local −~q2 = m2
k∇2

x.

Sabemos que t = q2 e que, para os cálculos envolvendo ressonâncias de spin-3/2,

encontramos termos proporcionais a até t4 → q8. Sendo assim, precisamos realizar a

derivação em coordenadas esféricas até o grau 8.

As derivadas parciais em x são, para as funções do tipo potencial de Yukawa,

∂

∂x

(e−θx

xα

)

= −θe
−θx

xα
− α

e−θx

xα+1
(859)

∂

∂x

[ ∂

∂x

(e−θx

xα

)]

= −θ
(

− θ
e−θx

xα
− α

e−θx

xα+1

)

− α
(

− θ
e−θx

xα+1
− (α + 1)

e−θx

xα+2

)

= θ2
e−θx

xα
+ 2αθ

e−θx

xα+1
+ α(α + 1)

e−θx

xα+2
, (860)

Daqui tiramos dois resultados diretos, o termo do operador tensorial

[ ∂2

∂x2
− 1

x

∂

∂x

]e−θx

xα
= θ2

e−θx

xα
+ 2αθ

e−θx

xα+1
+ α(α + 1)

e−θx

xα+2
+ θ

e−θx

xα+1
+ α

e−θx

xα+2

= θ2
e−θx

xα
+ θ(2α + 1)

e−θx

xα+1
+ α(α + 2)

e−θx

xα+2
, (861)

e o laplaciano em coordenadas esféricas definindo como

∇2 ≡
( ∂2

∂x2
+

2

x

∂

∂x

)

, (862)

então

∇2
(e−θx

xα

)

=
( ∂2

∂x2
+

2

x

∂

∂x

)[e−θx

xα

]

= θ2
e−θx

xα
+ 2αθ

e−θx

xα+1
+ α(α + 1)

e−θx

xα+2
− 2θ

e−θx

xα+1
− 2α

e−θx

xα+2

∇2
(e−θx

xα

)

= θ2
e−θx

xα
+ 2θ(α− 1)

e−θx

xα+1
+ α(α− 1)

e−θx

xα+2
. (863)

Para ∇4 fazendo o mesmo procedimento, encontramos

∇2
[

∇2
(e−θx

xα

)]

=
[

θ4
]e−θx

xα
+
[

4(α− 1)θ3
] e−θx

xα+1
+
[

6α(α− 1)θ2
] e−θx

xα+2

+
[

4(α + 1)α(α− 1)θ
] e−θx

xα+3
+
[

(α + 2)(α + 1)α(α− 1)
] e−θx

xα+4
. (864)
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Para ∇6

∇2
(

∇2
[

∇2
(e−θx

xα

)])

=
[

θ6
]e−θx

xα
+
[

6(α− 1)θ5
] e−θx

xα+1
+
[

15α(α− 1)θ4
] e−θx

xα+2

+
[

20(α + 1)α(α + 1)θ3
] e−θx

xα+3
+
[

15(α + 2)(α + 1)α(α− 1)θ2
] e−θx

xα+4

+
[

6(α + 3)(α + 2)(α + 1)α(α− 1)θ
] e−θx

xα+5

+
[

(α + 4)(α + 3)(α + 2)(α + 1)α(α− 1)
] e−θx

xα+6
. (865)

Finalmente temos que ∇8 é

∇2
{

∇2
(

∇2
[

∇2
(e−θx

xα

)])}

=
[

θ8
]e−θx

xα
+
[

8(α− 1)θ7
] e−θx

xα+1
+
[

28α(α− 1)θ6
] e−θx

xα+2

+
[

56(α + 1)α(α− 1)θ5
] e−θx

xα+3
+
[

70(α + 2)(α + 1)α(α− 1)θ4
] e−θx

xα+4

+
[

56(α + 3)(α + 2)(α + 1)α(α− 1)θ3
] e−θx

xα+5

+
[

28(α + 4)(α + 3)(α + 2)(α + 1)α(α− 1)θ2
] e−θx

xα+6

+
[

8(α + 5)(α + 4)(α + 3)(α + 2)(α + 1)α(α− 1)θ
] e−θx

xα+7

+
[

(α + 6)(α + 5)(α + 4)(α + 3)(α + 2)(α + 1)α(α− 1)
] e−θx

xα+8
.

(866)



263

APÊNDICE E – Potencial pela Troca Especial de um Méson (SOMEP)

E.1 SOMEP (SPECIAL ONE MESON EXCHANGE POTENTIAL)

Seguindo o trabalho de higa (HIGA, 2003), e considerando acoplamentos pseudo-

escalar, a troca de um méson é representada por

T (2)gT (2) = ~G1
~G2Tit (867)

em que são ~G1
~G2 matrizes de isospin. Temos a matriz de transição

Tit = −g21g22
∫

d4k

(2π)4
ū(1)ū(2)γ5γ5g(k|W )γ5γ5u(1)u(2)

[(k − l)2 −m2
k][(k − l′)2 −m2

k]

= −g21g22ζ
∫

d4k

(2π)4
[ū(/k− +mA)u]

(1)[ū(/k+ +mB)u]
(2)

[(k − l)2 −m2
k][(k − l′)2 −m2

k]

×π
(E1 + E2)(~k)
EA(~k)EB(~k)

δ[k0 − EA/2 + EB/2]

(E1 + E2)2(~p) − (E1 + E2)2(~k) + iǫ

=
g21g

2
2

2
ζ

∫
d3k

(2π)3
[ū(γ0EA + ~γ.~k −mA)u]

(1)[ū(γ0EB − ~γ.~k −mB)u]
(2)

[(~k −~l)2 −m2
k][(

~k − ~l′)2 −m2
k]

Ē

ĒAĒB(Ē2 − E2 + iǫ)
,

(868)

em que 2Ē = E1(~k) + E2(~k) = ĒA(~k) + ĒB(~k) e 2E = E1(~p) + E2(~p) (externos). A e B

representam as ressonâncias na linha 1 e na linha 2, respectivamente.

Podemos escrever convenientemente

~k −~l = ~Q− ~q/2, (869)

~k −~l′ = ~Q+ ~q/2, (870)

~Q = ~k + ~z/2, (871)

ĒA =

√

( ~Q− ~z/2)2 +m2
A, (872)

ĒB =

√

( ~Q− ~z/2)2 +m2
B, (873)

(ūγ0u)
(1) =

m1

E1

[

ūu+ ū
~γ.~z

2m1

u
](1)

, (874)

(ūγ0u)
(2) =

m2

E2

[

ūu− ū
~γ.~z

2m2

u
](2)

, (875)

sabendo que, pela equação de Dirac para os bárions externos, temos /pi = mi e /p
′
i
= mi
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então ~pi = ~p′i e ~pi = (~p′i + ~pi)/2 = ±~z/2. Encontramos

[ū(γ0ĒA + ~γ.~k −mA)u]
(1) =

{

ū
[

ĒA
m1

E1

(

1 +
~γ.~z

2m1

)

+ ~γ.
(

~Q− ~z

2

)

−mA

]

u
}(1)

= m1

{

ū
[(ĒA
E1

− mA

m1

)

+ ~γ.
( ~Q

m1

+
(ĒA
E1

− 1
) ~z

2m1

)]

u
}(1)

,

(876)

[ū(γ0ĒB − ~γ.~k −mB)u]
(2) =

{

ū
[

ĒB
m2

E2

(

1− ~γ.~z

2m2

)

− ~γ.
(

~Q− ~z

2

)

−mB

]

u
}(2)

= m2

{

ū
[(ĒB

E2

− mB

m2

)

− ~γ.
( ~Q

m2

+
(ĒB
E2

− 1
) ~z

2m2

)]

u
}(2)

.

(877)

Escrevemos

Tit = −ig
2
1g

2
2

2
ζ

∫
d3Q

(2π)3
im1m2

[( ~Q− ~q/2)2 −m2
k][(

~Q+ ~q/2)2 −m2
k]

[ Ē

ĒAĒB(Ē2 − E2 + iǫ)

]

×
{

ū1u1ū2u2

(ĒA
E1

− mA

m1

)(ĒB
E2

− mB

m2

)

− ū1u1ū2γju2

(ĒA
E1

− mA

m1

)(Qj

m2

+
(ĒB
E2

− 1
) zj

2m2

)

+ū1γiu1ū2u2

(ĒB
E2

− mB

m2

)(Qi

m1

+
(ĒA
E1

− 1
) zi

2m1

)

−ū1γiu1ū2γju2
[ QiQj

m1m2

+
(ĒB
E2

− 1
) Qizj

2m1m2

+
(ĒA
E1

− 1
) ziQj

2m1m2

+
(ĒA
E1

− 1
)(ĒB

E2

− 1
) zizj

4m1m2

]}

, (878)

Tit = −ig
2
1g

2
2

2
ζ

{

ū1u1ū2u2

(

I12 −
mA

m1

IA2 −
mB

m2

IB1 +
mAmB

m1m2

[

IA + IB

])

−ū1u1ū2γju2
( 1

m2

[

IjB1 −
mA

m1

{

IjA + IjB

}]

+
[

I12 − IB1 −
mA

m1

{

IA2 − IA − IB

}] zj

2m2

)

+ū1γiu1ū2u2

( 1

m1

[

I iA2 −
mB

m2

{

I iA + I iB

}]

+
[

I12 − IA2 −
mB

m2

{

IB1 − IA − IB

}] zi

2m1

)

−ū1γiu1ū2γju2
( 1

m1m2

[

I ijA + I ijB

]

+
[

I iA2 − I iA − I iB

] zj

2m1m2

+
[

IjB1 − IjA − IjB

] zi

2m1m2

+
[

I12 − IA2 − IB1 + IA + IB

] zizj

4m1m2

)}

. (879)
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Encontramos assim 5 tipos de integrais no caso geral a serem resolvidas

I12 = i

∫
d3Q

(2π)3
1

[( ~Q− ~q/2)2 −m2
k][(

~Q+ ~q/2)2 −m2
k]

Ē

E1E2(Ē2 − E2)

= i

∫
d3Q

(2π)3
1

[( ~Q− ~q/2)2 −m2
k][(

~Q+ ~q/2)2 −m2
k]

1

E1E2

[ Ē2

Ē(Ē2 − E2)

]

, (880)

IA2 = i

∫
d3Q

(2π)3
1

[( ~Q− ~q/2)2 −m2
k][(

~Q+ ~q/2)2 −m2
k]

Ē

ĒAE2(Ē2 − E2)

= i

∫
d3Q

(2π)3
1

[( ~Q− ~q/2)2 −m2
k][(

~Q+ ~q/2)2 −m2
k]

1

2E2

[ 1

Ē2 − E2
+

ĒB
ĒA(Ē2 − E2)

]

= i

∫
d3Q

(2π)3
1

[( ~Q− ~q/2)2 −m2
k][(

~Q+ ~q/2)2 −m2
k]

1

2E2

[ 1

Ē2 − E2
+

ĒA + α

ĒA(Ē2 − E2)

]

,

=
1

2E2

[
2I0 + αIA

]
, (881)

IB1 = i

∫
d3Q

(2π)3
1

[( ~Q− ~q/2)2 −m2
k][(

~Q+ ~q/2)2 −m2
k]

Ē

ĒBE1(Ē2 − E2)

= i

∫
d3Q

(2π)3
1

[( ~Q− ~q/2)2 −m2
k][(

~Q+ ~q/2)2 −m2
k]

1

2E1

[ 1

Ē2 − E2
+

ĒA
ĒB(Ē2 − E2)

]

= i

∫
d3Q

(2π)3
1

[( ~Q− ~q/2)2 −m2
k][(

~Q+ ~q/2)2 −m2
k]

1

2E1

[ 1

Ē2 − E2
+

ĒB + β

ĒB(Ē2 − E2)

]

,

=
1

2E1

[
2I0 + βIB

]
, (882)

IA = i

∫
d3Q

(2π)3
1

[( ~Q− ~q/2)2 −m2
k][(

~Q+ ~q/2)2 −m2
k]

1

ĒA(Ē2 − E2)
, (883)

IB = i

∫
d3Q

(2π)3
1

[( ~Q− ~q/2)2 −m2
k][(

~Q+ ~q/2)2 −m2
k]

1

ĒB(Ē2 − E2)
, (884)

sendo

α =
m2
B −m2

A

E1 + E2

, (885)

β =
m2
A −m2

B

E1 + E2

, (886)

em que usamos a relação ĒA =
m2

A−m2
B

E1+E2
+ ĒB.

E.1.1 Integral I0

Para as integrais mais simples do tipo I0.
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E.1.1.1 I0

I0 = i

∫
d3Q

(2π)3
1

[( ~Q− ~q/2)2 −m2
k][(

~Q+ ~q/2)2 −m2
k]

1

Ē2 − E2

= i

∫
d3Q

(2π)3
1

[( ~Q− ~q/2)2 −m2
k][(

~Q+ ~q/2)2 −m2
k]

1

( ~Q− ~z/2)2 + m̄2 − E2

= iΓ(3)

∫ 1

0

da

∫ 1

0

db

∫
d3Q

(2π)3
a

[ ~Q2 + 2~P ~Q+ Σ2
0]

3

= iΓ(3)

∫ 1

0

da

∫ 1

0

db

∫ ∞

0

dQ

2π2

aQ2

[Q2 + Σ2
0 − ~P 2]3

, (887)

sendo

~P = Cq~q − Cb~z, (888)

Σ2
0 = (1− ab)(~q2/4 +m2

k) + ab(~z2/4 + m̄2 − E2), (889)

aqui Cq = (2a− 1− ab)/2, Cb = ab/2, Fazemos a integração angular em todo o espaço

∫
d3Q

(2π)3
1

[ ~Q2 + 2~P ~Q+ Σ2]3
=

∫
d3Q

(2π)3
1

[ ~Q2 + 2~P ~Q+ ~P 2 + Σ2 − ~P 2]3

=

∫
d3Q

(2π)3
1

[Q2 + Σ2 − ~P 2]3

=

∫ 2π

0

dϕ

∫ π

0

sin θdθ

∫ ∞

0

Q2dQ

(2π)3
1

[Q2 + Σ2 − ~P 2]3

=

∫ ∞

0

dQ

2π2

Q2

[Q2 + Σ2 − ~P 2]3
.

Então encontramos na forma compacta

I0 =
i

(4π)2
Π

(000)
0 , (890)

em que

Π
(000)
0 = 16

∫ 1

0

da

∫ 1

0

db

∫ ∞

0

dQ
aQ2

[Q2 + Σ2
0 − ~P 2]3

. (891)
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E.1.1.2 I i0

Para I i0, encontramos

I i0 = iΓ(3)

∫ 1

0

da

∫ 1

0

db

∫
d3Q

(2π)3
aQi

[ ~Q2 + 2~P ~Q+ Σ2
0]

3

= −iΓ(3)3− 1

Γ(3)

∫ 1

0

da

∫ 1

0

db

∫
d3Q

(2π)3
(−P i)

a

[ ~Q2 + 2~P ~Q+ Σ2
0]

3

= −iΓ(3)3− 1

Γ(3)

∫ 1

0

da

∫ 1

0

db

∫ ∞

0

dQ

2π2
(−P i)

aQ2

[Q2 + Σ2
0 − ~P 2]3

= i

∫ 1

0

da

∫ 1

0

db(Cqq
i − Cbz

i)

∫ ∞

0

dQ

π2

aQ2

[Q2 + Σ2
0 − ~P 2]3

I i0 =
i

(4π)2

[

qiΠ
(100)
0 + ziΠ

(010)
0

]

, (892)

com

Π
(100)
0 = 16

∫ 1

0

da

∫ 1

0

db

∫ ∞

0

dQ(Cq)
aQ2

[Q2 + Σ2
0 − ~P 2]3

, (893)

Π
(010)
0 = 16

∫ 1

0

da

∫ 1

0

db

∫ ∞

0

dQ(−Cb)
aQ2

[Q2 + Σ2
0 − ~P 2]3

. (894)

E.1.1.3 Π
(mn0)
0

Temos,

Π
(mn0)
0 = 16

∫ 1

0

da

∫ 1

0

db

∫ ∞

0

dQ(Cq)
m(−Cb)n

aQ2

[Q2 + Σ2
0 − ~P 2]3

. (895)

Sabendo que

∫ ∞

0

Q2dQ

[Q2 + Σ2
Y − ~P 2]n

=
Γ(n− 1)

2Γ(n)

∫ ∞

0

dQ

[Q2 + Σ2
Y − ~P 2]n−1

, (896)

então

Π
(mn0)
0 = 4

∫ 1

0

da

∫ 1

0

db

∫ ∞

0

dQ(Cq)
m(−Cb)n

a

[Q2 + Σ2
0 − ~P 2]2

, (897)

com a substituição Q = (abET/2)c e sabendo que Cc = abc/2,

Q2 − ~P 2 = C2
cE

2
T − C2

q~q
2 − C2

b ~z
2 = C2

cW
2 + C2

q q
2 + C2

b z
2 − C2

b (E1 − E2)
2 = P 2

su − C2
b (E1 − E2)

2.

(898)
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Por fim temos a integral na forma geral

Π
(mn0)
0 = 4

∫ 1

0

da

∫ 1

0

db

∫ ∞

0

dc
a2b(Cq)

m(−Cb)n
[P 2
su + Σ2

0 − C2
b (E1 − E2)2]2

. (899)

E.1.1.4 Integrais I i....

Para lidarmos com os termos Qi fazemos as derivações

∫
d3Q

(2π)3
Qi

[ ~Q2 + 2~P ~Q+ Σ2
A]
n

=
(

− 1

2

∂

∂P

) 1

Γ(n)

∫

d3Q
1

[ ~Q2 + 2~P ~Q+ Σ2
A]
n−1

= −n− 1

Γ(n)

∫

d3Q(−P i)
1

[ ~Q2 + 2~P ~Q+ Σ2
A]
n
,

I i(Q) = −n− 1

Γ(n)
(−P i)

∫ ∞

0

dQ
4πQ2

[Q2 + Σ2
A − ~P 2]n

, (900)

e
∫

d3Q

(2π)3
QiQj

[ ~Q2 + 2~P ~Q+ Σ2
A]
n

=
(

− 1

2

∂

∂P i

)(

− 1

2

∂

∂P j

) 1

Γ(n)

∫

d3Q
1

[ ~Q2 + 2~P ~Q+ Σ2
A]
n−2

= −n− 2

Γ(n)

(

− 1

2

∂

∂P i

)∫

d3Q(−P j)
1

[ ~Q2 + 2~P ~Q+ Σ2
A]
n−1

= − n− 2

2Γ(n)

∫

d3Q(gij)
1

[ ~Q2 + 2~P ~Q+ Σ2
A]
n−1

+
(n− 1)(n− 2)

Γ(n)

∫

d3Q(−P i)(−P j)
1

[ ~Q2 + 2~P ~Q+ Σ2
A]
n
,

I ij(Q) = −gij n− 2

2Γ(n)

∫ ∞

0

dQ
4πQ2

[Q2 + Σ2
A − ~P 2]n−1

+
(n− 1)(n− 2)

Γ(n)
(−P i)(−P j)

∫ ∞

0

dQ
4πQ2

[Q2 + Σ2
A − ~P 2]n

,

(901)

sendo Γ(n) = (n−1)!. O fator (-1/2) multiplicando o operador derivada é para compensar

o fator 2 e o sinal negativo do expoente no denominador na derivação.

Sabendo que

P i = Cqq
i − Cbz

i, (902)

P iP j = (Cqq
i − Cbz

i)(Cqq
j − Cbz

j) = C2
q q

iqj − CqCbq
izj − CbCqz

iqj + C2
b z

izj, (903)

e também

Π(lmn) ∝ (−Cq)l(−Cb)m+n, (904)
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encontramos de maneira geral as integrais na forma

I =
i

(4π)2
Π(000), (905)

I i =
i

(4π)2

[

qiΠ(100) + ziΠ(010)
]

, (906)

I ij =
i

(4π)2

[

qiqjΠ(200) + (qizj + ziqj)Π(110) + zizjΠ(020) + gijΠ̄(000)
]

. (907)

E.1.1.5 S
(mn0)
0

Aqui faremos o procedimento para encontrar as integrais SOMEP no espaço de

configurações, representadas por S.

Fazemos a mudança de variáveis

P 2 + Σ2 = λ2
(

− q2

m2
k

+ θ2
)

= λ2(~k + θ2), (908)

com a transformada de Fourier

S =
1

m3
k

∫
d3q

(2π)3
ei~q.~rΠ =

∫
d3k

(2π)3
ei
~k.~xΠ, (909)

sendo ~x = mk~r e ~k = ~q/mk. Sabendo que fA e a transformada de Fourier de FA, tem-se

a relação

fA−1 =
2λ2

x

∂

∂x
fA, (910)

e por reśıduos

f5 = − e−θx

16πλ6θ3
(1 + θx), (911)

com F5 = − 2
(P 2+Σ2)3

.

Com o uso de (910) encontramos as demais relações

F4 =
1

(P 2 + Σ2)2
→ f4 =

e−θx

8πλ4θ
, (912)

F3 = − 1

(P 2 + Σ2)
→ f3 = − e−θx

4πλ2θx
. (913)

Do exposto a proposta é encontrarmos para as integrais SOMEP o correspondente entre

os P 2 + Σ2 e os parâmetros λ e θ, mantendo a forma das integrais.
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De posse da integral

Π
(mn0)
0 = 4

∫ 1

0

da

∫ 1

0

db

∫ ∞

0

dc
a2b(Cq)

m(−Cb)n
[P 2
su + Σ2

0 − C2
b (E1 − E2)2]2

. (914)

encontramos

P 2
su + Σ2

0 − C2
b (E1 − E2)

2 = C2
cW

2 + C2
q q

2 + C2
b z

2 + (1− ab)(~q2/4 +m2
k)

+ab(~z2/4 + m̄2 −W 2)− C2
b (E1 − E2)

2

= C2
b (2(m

2
1 +m2

2)− q2 −W 2) + C2
q q

2 + C2
cW

2 + (1− ab)(~q2/4 +m2
k)

+ab(~z2/4 + m̄2 − E2)− C2
b (E1 − E2)

2

= C2
b (−q2) + C2

q q
2 + C2

cW
2 + (1− 2ab)~q2/4 + (1− ab)m2

k

+Cb((E1 − E2)
2/2 + 2 ∗m1m2 − m̄2), (915)

aqui usamos a relação

~z2 = (E1 − E2)
2 − z2 = (E1 − E2)

2 + 4E2 − ~q2 − 4(2m̄2 −m1m2), (916)

a qual vem da identidade

q2 +W 2 + z2 = q2 + 4E2 + z2 = 4(2m̄2 −m1m2) = 2(m2
1 +m2

2). (917)

Dessa maneira temos as novas variáveis correspondentes

λ2c = a(1− a)(1− b)m2
k, (918)

θ2c =
C2
c (E1 + E2)

2 + (1− ab)m2
k + Cb((E1 − E2)

2/2 + 2m1m2 − m̄2)

a(1− a)(1− b)m2
k

.

(919)

Assim a integral final no espaço de configurações correspondente a F4 fica

S
(mn0)
0 =

∫ 1

0

da

∫ 1

0

db

∫ ∞

0

dc(Cq)
m(−Cb)n(a2b)

e−θcx

2πλ4cθc
. (920)

E.1.2 Integrais IY , Y = A,B

Vamos considerar o caso com o fator 1/ĒY na integral, em que A e B representam

as ressonâncias nos estados intermediários.
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E.1.2.1 IY

IY = i

∫
d3Q

(2π)3
1

[( ~Q− ~q/2)2 −m2
k][(

~Q+ ~q/2)2 −m2
k]

1

ĒY (Ē2 − E2)

= i

∫
d3Q

(2π)3
1

[( ~Q− ~q/2)2 −m2
k][(

~Q+ ~q/2)2 −m2
k]

1

( ~Q− ~z/2)2 + m̄2 − E2

× 1

π

∫ ∞

−∞

Edǫ

( ~Q− ~z/2)2 +m2
Y + E2ǫ2

= iΓ(4)
E

π

∫ 1

0

da

∫ 1

0

db

∫ 1

0

dλ

∫ ∞

−∞
dǫ

∫
d3Q

(2π)3
a2b

[ ~Q2 + 2~P ~Q+ Σ2
Y ]

4

= iΓ(4)
E

2π3

∫ 1

0

da

∫ 1

0

db

∫ 1

0

dλ

∫ ∞

−∞
dǫ

∫ ∞

0

dQ
a2bQ2

[Q2 + Σ2
Y − ~P 2]4

, (921)

sendo

~P = Cq~q − Cb~z; (922)

Σ2
Y = (1− ab)(~q2/4 +m2

k) + ab(~z2/4 + m̄2 − E2) + abλE2(1 + ǫ2) + abλ(m2
Y − m̄2).

(923)

Temos na forma compacta que

IY =
i

(4π)2
Π

(000)
Y , (924)

sendo a integral

Π
(000)
Y =

48E

π

∫ 1

0

da

∫ 1

0

db

∫ 1

0

dλ

∫ ∞

−∞
dǫ

∫ ∞

0

dQ
a2bQ2

[Q2 + Σ2
Y − ~P 2]4

. (925)

E.1.2.2 I iY

Temos para I iY , usando a derivação mostrada no caso anterior

I iY = −iΓ(4)4− 1

Γ(4)

E

2π3

∫ 1

0

da

∫ 1

0

db

∫ 1

0

dλ

∫ ∞

−∞
dǫ

∫ ∞

0

dQ(−P i)
a2bQ2

[Q2 + Σ2
Y − ~P 2]4

= i
3E

2π3

∫ 1

0

da

∫ 1

0

db

∫ 1

0

dλ

∫ ∞

−∞
dǫ

∫ ∞

0

dQ(Cqq
i − Cbz

i)
a2bQ2

[Q2 + Σ2
Y − ~P 2]4

,

I iY =
i

2(4π)2

[

qiΠ
(100)
Y + ziΠ

(010)
Y

]

, (926)
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com

Π
(100)
Y =

48E

π

∫ 1

0

da

∫ 1

0

db

∫ 1

0

dλ

∫ ∞

−∞
dǫ

∫ ∞

0

dQ(Cq)
a2bQ2

[Q2 + Σ2
Y − ~P 2]4

, (927)

Π
(010)
Y =

48E

π

∫ 1

0

da

∫ 1

0

db

∫ 1

0

dλ

∫ ∞

−∞
dǫ

∫ ∞

0

dQ(−Cb)
a2bQ2

[Q2 + Σ2
Y − ~P 2]4

. (928)

E.1.2.3 I ijY

Para I ijY com a dupla derivação

I ijY = iΓ(4)
E

2π3

∫ 1

0

da

∫ 1

0

db

∫ 1

0

dλ

∫ ∞

−∞
dǫ

[

− gij
4− 2

2Γ(4)

∫ ∞

0

dQ
a2bQ2

[Q2 + Σ2
Y − ~P 2]3

+
(4− 1)(4− 2)

Γ(4)
(P i)(P j)

∫ ∞

0

dQ
a2bQ2

[Q2 + Σ2
Y − ~P 2]4

]

,

= i
E

2π3

∫ 1

0

da

∫ 1

0

db

∫ 1

0

dλ

∫ ∞

−∞
dǫ

[

− gij
∫ ∞

0

dQ
a2bQ2

[Q2 + Σ2
Y − ~P 2]3

+6(C2
q q

iqj − CqCbq
izj − CbCqz

iqj + C2
b z

izj)

∫ ∞

0

dQ
a2bQ2

[Q2 + Σ2
Y − ~P 2]4

]

,

=
i

(4π)2

[

qiqjΠ
(200)
Y + (qizj + ziqj)Π

(110)
Y + zizjΠ

(020)
Y + gijΠ̄

(000)
Y

]

, (929)

sendo portanto

Π̄
(000)
Y = −8E

π

∫ 1

0

da

∫ 1

0

db

∫ 1

0

dλ

∫ ∞

−∞
dǫ

∫ ∞

0

dQ
a2bQ2

[Q2 + Σ2
Y − ~P 2]3

, (930)

Π
(200)
Y =

48E

π

∫ 1

0

da

∫ 1

0

db

∫ 1

0

dλ

∫ ∞

−∞
dǫ

∫ ∞

0

dQ(C2
q )

a2bQ2

[Q2 + Σ2
Y − ~P 2]4

, (931)

Π
(110)
Y =

48E

π

∫ 1

0

da

∫ 1

0

db

∫ 1

0

dλ

∫ ∞

−∞
dǫ

∫ ∞

0

dQ(−CqCb)
a2bQ2

[Q2 + Σ2
Y − ~P 2]4

, (932)

Π
(020)
Y =

48E

π

∫ 1

0

da

∫ 1

0

db

∫ 1

0

dλ

∫ ∞

−∞
dǫ

∫ ∞

0

dQ(C2
b )

a2bQ2

[Q2 + Σ2
Y − ~P 2]4

. (933)

E.1.2.4 Π
(mn0)
Y e Π̄

(000)
Y

As formas gerais das integrais são dadas por

Π̄
(000)
Y = −8E

π3

∫ 1

0

da

∫ 1

0

db

∫ 1

0

dλ

∫ ∞

−∞
dǫ

∫ ∞

0

dQ
a2bQ2

[Q2 + Σ2
Y − ~P 2]3

, (934)

Π
(mn0)
Y =

48E

π

∫ 1

0

da

∫ 1

0

db

∫ 1

0

dλ

∫ ∞

−∞
dǫ

∫ ∞

0

dQ(Cq)
m(−Cb)n

a2bQ2

[Q2 + Σ2
Y − ~P 2]4

. (935)
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Usando a relação

∫ ∞

0

Q2dQ

[Q2 + Σ2
Y − ~P 2]n

=
Γ(n− 1)

2Γ(n)

∫ ∞

0

dQ

[Q2 + Σ2
Y − ~P 2]n−1

, (936)

temos

Π̄
(000)
Y = −2E

π

∫ 1

0

da

∫ 1

0

db

∫ 1

0

dλ

∫ ∞

−∞
dǫ

∫ ∞

0

dQ
a2b

[Q2 + Σ2
Y − ~P 2]2

, (937)

Π
(mn0)
Y =

8E

π

∫ 1

0

da

∫ 1

0

db

∫ 1

0

dλ

∫ ∞

−∞
dǫ

∫ ∞

0

dQ(Cq)
m(−Cb)n

a2b

[Q2 + Σ2
Y − ~P 2]3

, (938)

com

Σ2
Y = (1− ab)(~q2/4 +m2

k) + ab(~z2/4 + m̄2 − E2) + abλE2(1 + ǫ2) + abλ(m2
Y − m̄2),

= Σ2
0 + abE2λ((E2 +m2

Y − m̄2)/E2 + ǫ2),

= Σ2
0 + abE2λ(d2 + ǫ2), (939)

aqui d2 = (E2 +m2
Y − m̄2)/E2.

Para o caso geral

∫ ∞

0

dQ

∫ ∞

−∞
dǫ

∫ 1

0

dλ
1

[Q2 + Σ2
Y − ~P 2]n

=
Γ(n− 1)

Γ(n)

∫ ∞

0

dQ

∫ ∞

−∞

dǫ

abE2(d2 + ǫ2)

[
1

[Q2 + Σ2
0 − ~P 2]n−1

− 1

[Q2 + Σ2
0 + abE2(d2 + ǫ2)− ~P 2]n−1

]

=
Γ(n− 1)

Γ(n)abE2

{[∫ ∞

0

dQ
π

d[Q2 + Σ2
0 − ~P 2]n−1

]

I

−
[ ∫ ∞

0

dQ

∫ ∞

−∞

dǫ

(d2 + ǫ2)

1

[Q2 + Σ2
0 + abE2(d2 + ǫ2)− ~P 2]n−1

]

II

}

.

Usamos a relação na segunda igualdade

∫ ∞

−∞

dǫ

(d2 + ǫ2)
=

1

d
arctan

(u

d

)∣
∣
∣

∞

−∞
=

1

d

[π

2
−
(

− π

2

)]

=
π

d
. (940)

Na integração I, fazemos a substituição Q = (abE/2)c, (lembrando que E =

E1 + E2),

Q2 − ~P 2 = C2
cE

2 − C2
q~q

2 − C2
b ~z

2 = C2
cW

2 + C2
q q

2 + C2
b z

2 − C2
b (E1 − E2)

2 = P 2
su − C2

b (E1 − E2)
2,

(941)
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I =

∫ ∞

0

dQ
π

d[Q2 + Σ2
0 − ~P 2]n−1

=

∫ ∞

0

dc
abEπ

2d[P 2
su − C2

b (E1 − E2)2 + Σ2
0]
n−1

. (942)

Para a integração de II,

II =

∫ ∞

0

dQ

∫ ∞

−∞

dǫ

(d2 + ǫ2)

1

[Q2 + Σ2
0 + abE2(d2 + ǫ2)− ~P 2]n−1

=
1

2

∫ ∞

−∞
dQ

∫ ∞

−∞

dǫ

(d2 + ǫ2)

1

[Q2 + Σ2
0 + abE2(d2 + ǫ2)− ~P 2]n−1

,

realizando a substituição Q =
√
abEσ, encontramos

II =

√
abE

2

∫ ∞

−∞
dσ

∫ ∞

−∞

dǫ

(d2 + ǫ2)

1

[Q2 + Σ2
0 + abE2(d2 + ǫ2)− ~P 2]n−1

,

passando para coordenadas polares σ = y sin θ e ǫ = y cos θ, sendo y o raio polar, então

II =

√
abE

2

∫ ∞

0

ydy

∫ 2π

0

dθ

(d2 + y2 cos2 θ)

1

Dn−1
, (943)

sendo

DY = abE2y2 sin2 θ + Σ2
0 + abE2(d2 + y2 cos2 θ)− ~P 2,

= Σ2
0 + abE2(d2 + y2)− ~P 2,

= Σ2
0 + abE2(d2 + y2)− C2

q~q
2 − C2

b ~z
2,

= Σ2
0 + abE2(d2 + y2) + C2

q q
2 + C2

b z
2 − C2

b (E1 − E2)
2. (944)

Como D não depende de θ, temos então que resolver a integral por reśıduos

∫ 2π

0

dθ

(d2 + y2 cos2 θ)
=

∮

|z|=1

dz

iz

1

d2 + y2(z + z−1)2/4
, (945)

em que z = eiθ, dθ = dz/(iz) e cos θ = (z + z−1)/2, assim

∮

|z|=1

dz

iz

4z2

(4z2d2 + y2(z4 + 2z2 + 1))
=

∮

|z|=1

dz

i

4z

y2z4 + 2(2d2 + y2)/y2z2 + y2

=

∮

|z|=1

dz

i

4z

y2(z4 + 2γz2 + 1)
=

2πi

i

∑

Resz± = 4π(f(z±)/g
′(z±)), (946)

o denominador tem ráızes dentro do |z| = 1, z± = ±
√
√

γ2 − 1− γ

f(z±)

g′(z±)
=

4z±
y2(4z3± + 4γz±)

=
1

y2(z2± + γ)
=

1

y2(
√

γ2 − 1− γ + γ)
=

1

y2[(
√

(2d2 + y2)2 − y4)/y2]

=
1

√

4d4 + 4d2y2 + y4 − y4
=

1

2d
√

d2 + y2
, (947)
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portanto

∫ 2π

0

dθ

(d2 + y2 cos2 θ)
=

2π

d
√

d2 + y2
, (948)

o resultado é razoavel, uma vez que, d = 1 quando mY = m̄. Então para II

II =
√
abEπ

∫ ∞

0

ydy

d
√

d2 + y2
1

Dn−1
,

e

∫ ∞

0

dQ

∫ ∞

−∞
dǫ

∫ 1

0

dλ
1

[Q2 + Σ2
Y − ~P 2]n

=
πΓ(n− 1)

Γ(n)E

{[∫ ∞

0

dc
1

2d[P 2
su − C2

b (E1 − E2)2 + Σ2
0]
n−1

]

I

−
[ ∫ ∞

0

ydy

d
√
ab
√

d2 + y2
1

Dn−1

]

II

}

. (949)

De todos os passos anteriores encontramos o resultado final

Π̄
(000)
Y = −2

∫ 1

0

da

∫ 1

0

db

[
∫ ∞

0

dc
a2b

2d[P 2
su + Σ2

0 − C2
b (E1 − E2)2]

−
∫ ∞

0

dy
ay

√
ab

d
√

d2 + y2
1

DY

]

,

(950)

Π
(mn0)
Y = 4

∫ 1

0

da

∫ 1

0

db

[
∫ ∞

0

dc
(Cq)

m(−Cb)na2b
2d[P 2

su + Σ2
0 − C2

b (E1 − E2)2]2
−
∫ ∞

0

dy
(Cq)

m(−Cb)nay
√
ab

d
√

d2 + y2
1

D2
Y

]

.

(951)

Escrevendo convenientemente

Π̄
(000)
Y = Π̄

(000)
Y c + Π̄

(000)
Y y , (952)

Π
(mn0)
Y = Π

(mn0)
Y c +Π

(mn0)
Y y , (953)

em que

Π̄
(000)
Y c = −

∫ 1

0

da

∫ 1

0

db

∫ ∞

0

dc
a2b

d[P 2
su + Σ2

0 − C2
b (E1 − E2)2]

, (954)

Π̄
(000)
Y y = 2

∫ 1

0

da

∫ 1

0

db

∫ ∞

0

dy
ay

√
ab

d
√

d2 + y2
1

DY

, (955)

Π
(mn0)
Y c = 2

∫ 1

0

da

∫ 1

0

db

∫ ∞

0

dc
(Cq)

m(−Cb)na2b
d[P 2

su + Σ2
0 − C2

b (E1 − E2)2]2
, (956)

Π
(mn0)
Y y = −4

∫ 1

0

da

∫ 1

0

db

∫ ∞

0

dy
(Cq)

m(−Cb)nay
√
ab

d
√

d2 + y2
1

D2
Y

. (957)

Utilizando a relação (908) (construção do denominador cuja potencia varia entre
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as integrais), encontramos

λ2c = a(1− a)(1− b)m2
k, (958)

θ2c =
C2
c (E1 + E2)

2 + (1− ab)m2
k + Cb((E1 − E2)

2/2 + 2m1m2 − m̄2)

a(1− a)(1− b)m2
k

.

(959)

como feito para a integral I0 e,

DY = Σ2
0 + abE2(d2 + y2) + C2

q q
2 + C2

b z
2 − C2

b (E1 − E2)
2

= C2
q q

2 + C2
b z

2 + (1− ab)(~q2/4 +m2
k) + ab(~z2/4 + m̄2 − E2)

+abE2(d2 + y2)− C2
b (E1 − E2)

2

= C2
b (2(m

2
1 +m2

2)− q2 −W 2) + C2
q q

2 + abE2(d2 + y2) + (1− 2ab)~q2/4

+(1− ab)m2
k − C2

b (E1 − E2)
2 + Cb((E1 − E2)

2 +m1m2 − m̄2)/2,

resultando em

λ2y = a(1− a)(1− b)m2
k, (960)

θ2y =
(1− ab)m2

k + Cb((E1 − E2)
2/2 +m1m2 − m̄2) + abE2(d2 + y2)

a(1− a)(1− b)m2
k

. (961)

Então temos as integrais no espaço de configurações

S̄
(000)
Y c = −

∫ 1

0

da

∫ 1

0

db

∫ ∞

0

dc
a2b

d

e−θcx

4πλ2cθcx
, (962)

S̄
(000)
Y y =

∫ 1

0

da

∫ 1

0

db

∫ ∞

0

dy
ay

√
ab

d
√

d2 + y2
e−θyx

2πλ2yθyx
, (963)

S
(lm0)
Y c =

∫ 1

0

da

∫ 1

0

db

∫ ∞

0

dc
(Cq)

l(−Cb)ma2b
d

e−θcx

4πλ4cθc
, (964)

S
(lm0)
Y y = −

∫ 1

0

da

∫ 1

0

db

∫ ∞

0

dy
(Cq)

l(−Cb)may
√
ab

d
√

d2 + y2
e−θyx

2πλ4yθy
. (965)
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E.1.3 Integral I12

Agora para o caso da integral com um termo 1/Ē adicional, temos

ID = i

∫
d3Q

(2π)3
1

[( ~Q− ~q/2)2 −m2
k][(

~Q+ ~q/2)2 −m2
k]

1

Ē(Ē2 − E2)

= i

∫
d3Q

(2π)3
1

[( ~Q− ~q/2)2 −m2
k][(

~Q+ ~q/2)2 −m2
k]

1

( ~Q− ~z/2)2 + m̄2 − E2

× 1

π

∫ ∞

−∞

Edǫ

( ~Q− ~z/2)2 + m̄2 + E2ǫ2

= iΓ(4)
E

π

∫ 1

0

da

∫ 1

0

db

∫ 1

0

dλ

∫ ∞

−∞
dǫ

∫
d3Q

(2π)3
a2b

[ ~Q2 + 2~P ~Q+ Σ2
D]

4

= iΓ(4)
E

2π3

∫ 1

0

da

∫ 1

0

db

∫ 1

0

dλ

∫ ∞

−∞
dǫ

∫ ∞

0

dQ
a2bQ2

[Q2 + Σ2
D − ~P 2]4

, (966)

sendo

~P = Cq~q − Cb~z, (967)

Σ2
D = (1− ab)(~q2/4 +m2

k) + ab(~z2/4 + m̄2 − E2) + abλE2(1 + ǫ2). (968)

Considerando Ē2 = ( ~Q− ~z/2)2 + m̄2 e que I12 = ID.Ē
2

I12 = iΓ(4)
E

2π3

∫ 1

0

da

∫ 1

0

db

∫ 1

0

dλ

∫ ∞

−∞
dǫ

[

− gii
4− 2

2Γ(4)

∫ ∞

0

dQ
a2bQ2

[Q2 + Σ2
D − ~P 2]3

+
(4− 1)(4− 2)

Γ(4)
(P i)(Pi)

∫ ∞

0

dQ
a2bQ2

[Q2 + Σ2
D − ~P 2]4

+

∫ ∞

0

dQ
(~z2/4 + m̄2)a2bQ2

[Q2 + Σ2
D − ~P 2]4

−4− 1

Γ(4)
(P i)(zi)

∫ ∞

0

dQ
a2bQ2

[Q2 + Σ2
D − ~P 2]4

]

, (969)

usando as relações

gii = 3, (970)

~P 2 = C2
q~q

2 + C2
b ~z

2 → C2
q q

2, (971)

~P.~z = Cb~z
2 → 0, (972)

∫ ∞

0

Q2dQ

[Q2 + Σ2
Y − ~P 2]n

=
Γ(n− 1)

2Γ(n)

∫ ∞

0

dQ

[Q2 + Σ2
Y − ~P 2]n−1

, (973)
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temos

I12 = i
E

2π3

∫ 1

0

da

∫ 1

0

db

∫ 1

0

dλ

∫ ∞

−∞
dǫ

[

− 3

4

∫ ∞

0

dQ
a2b

[Q2 + Σ2
D − ~P 2]2

+(C2
q~q

2 + C2
b ~z

2)

∫ ∞

0

dQ
a2b

[Q2 + Σ2
D − ~P 2]3

+
1

6

∫ ∞

0

dQ
(~z2/4 + m̄2)a2b

[Q2 + Σ2
D − ~P 2]3

−Cb~z
2

2

∫ ∞

0

dQ
a2b

[Q2 + Σ2
D − ~P 2]3

]

, (974)

escrevendo de maneira conveniente

I12 =
i

(4π)2

[

q2Π
(200)
12 + ~z2

(

Π
(020)
12 +

1

2
Π

(010)
12 +

1

24
Π

(000)
12

)

+
m̄2

6
Π

(000)
12 + Π̄

(000)
12

]

, (975)

então

Π̄
(000)
12 = −6E

π

∫ 1

0

da

∫ 1

0

db

∫ 1

0

dλ

∫ ∞

−∞
dǫ

∫ ∞

0

dQ
a2b

[Q2 + Σ2
D − ~P 2]2

, (976)

Π
(mn0)
12 =

8E

π

∫ 1

0

da

∫ 1

0

db

∫ 1

0

dλ

∫ ∞

−∞
dǫ

∫ ∞

0

dQ(Cq)
m(−Cb)n

a2b

[Q2 + Σ2
D − ~P 2]3

. (977)

As integrais têm a mesma parte dada por

∫ ∞

0

dQ

∫ ∞

−∞
dǫ

∫ 1

0

dλ
1

[Q2 + Σ2
D − ~P 2]n

=
πΓ(n− 1)

Γ(n)E

{[∫ ∞

0

dc

2[P 2
su − C2

b (E1 − E2)2 + Σ2
0]
n−1

]

I

−
[ ∫ ∞

0

ydy√
ab
√

1 + y2
1

Dn−1

]

II

}

, (978)

com

D12 = abE2y2 sin2 θ + Σ2
0 + abE2(1 + y2 cos2 θ)− ~P 2

= Σ2
0 + abE2(1 + y2) + C2

q q
2 + C2

b z
2 − C2

b (E1 − E2)
2. (979)

Encontramos então

Π̄
(000)
12 = −6

∫ 1

0

da

∫ 1

0

db

[ ∫ ∞

0

dc
a2b

2[P 2
su + Σ2

0 − C2
b (E1 − E2)2]

−
∫ ∞

0

dy
ay

√
ab

√

1 + y2
1

D12

]

, (980)

Π
(mn0)
12 = 4

∫ 1

0

da

∫ 1

0

db

[ ∫ ∞

0

dc
(Cq)

m(−Cb)na2b
2[P 2

su + Σ2
0 − C2

b (E1 − E2)2]2

−
∫ ∞

0

dy(Cq)
m(−Cb)n

ay
√
ab

√

1 + y2
1

D2
12

]

.

(981)
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Definindo

Π̄
(000)
12 = Π̄

(000)
12c + Π̄

(000)
12y , (982)

Π
(mn0)
12 = Π

(mn0)
12c +Π

(mn0)
12y , (983)

em que

Π̄
(000)
12c = −3

∫ 1

0

da

∫ 1

0

db

∫ ∞

0

dc
a2b

P 2
su + Σ2

0 − C2
b (E1 − E2)2

, (984)

Π̄
(000)
12y = 6

∫ 1

0

da

∫ 1

0

db

∫ ∞

0

dy
ay

√
ab

√

1 + y2
1

D12

, (985)

Π
(mn0)
12c = 2

∫ 1

0

da

∫ 1

0

db

∫ ∞

0

dc
(Cq)

m(−Cb)na2b
[P 2
su + Σ2

0 − C2
b (E1 − E2)2]2

, (986)

Π
(mn0)
12y = −4

∫ 1

0

da

∫ 1

0

db

∫ ∞

0

dy
(Cq)

m(−Cb)nay
√
ab

√

1 + y2
1

D2
12

. (987)

Podemos determinar todas as amplitudes neste caso.

E.1.3.1 S̄
(000)
12 e S

(mn0)
12

Fazemos o mesmo procedimento do caso Y (seção E.1.2.4), porém com a igualdade

d = 1, resultando em

λ2y′ = a(1− a)(1− b)m2
k, (988)

θ2y′ =
(1− ab)m2

k + Cb((E1 − E2)
2/2 +m1m2 − m̄2) + abE2(1 + y2)

a(1− a)(1− b)m2
k

. (989)

Com esse novo θ, temos

S̄
(000)
12c = −3

∫ 1

0

da

∫ 1

0

db

∫ ∞

0

dc(a2b)
e−θcx

4πλ2cθcx
, (990)

S̄
(000)
12y = 3

∫ 1

0

da

∫ 1

0

db

∫ ∞

0

dy
ay

√
ab

√

1 + y2
e−θy′x

2πλ2yθy′x
, (991)

S
(lm0)
12c =

∫ 1

0

da

∫ 1

0

db

∫ ∞

0

dc(Cq)
l(−Cb)ma2b

e−θcx

4πλ4cθc
, (992)

S
(lm0)
12y = −

∫ 1

0

da

∫ 1

0

db

∫ ∞

0

dy
(Cq)

l(−Cb)may
√
ab

√

1 + y2
e−θy′x

2πλ4yθy′
. (993)
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E.1.4 Reescrevendo Tit

De posse de

Tit = −ig
2
1g

2
2

2
ζ

{

ū1u1ū2u2

(

I12 −
mA

m1

IA2 −
mB

m2

IB1 +
mAmB

m1m2

[

IA + IB

])

−ū1u1ū2γju2
( 1

m2

[

IjB1 −
mA

m1

{

IjA + IjB

}]

+
[

I12 − IB1 −
mA

m1

{

IA2 − IA − IB

}] zj

2m2

)

+ū1γiu1ū2u2

( 1

m1

[

I iA2 −
mB

m2

{

I iA + I iB

}]

+
[

I12 − IA2 −
mB

m2

{

IB1 − IA − IB

}] zi

2m1

)

−ū1γiu1ū2γju2
( 1

m1m2

[

I ijA + I ijB

]

+
[

I iA2 − I iA − I iB

] zj

2m1m2

+
[

IjB1 − IjA − IjB

] zi

2m1m2

+
[

I12 − IA2 − IB1 + IA + IB

] zizj

4m1m2

)}

, (994)

podemos reescrever a amplitude na forma

Tit = −i
{

ū1u1ū2u2T − ū1u1ū2γju2T
j + ū1γiu1ū2u2T

i − ū1γiu1ū2γju2T
ij

}

, (995)

sendo

T =
g21g

2
2

2
ζ

{

I12 −
mA

m1

IA2 −
mB

m2

IB1 +
mAmB

m1m2

[

IA + IB

]}

, (996)

T j =
g21g

2
2

2
ζ

{
1

m2

[

IjB1 −
mA

m1

{

IjA + IjB

}]

+
[

I12 − IB1 −
mA

m1

{

IA2 − IA − IB

}] zj

2m2

}

,

(997)

T i =
g21g

2
2

2
ζ

{
1

m1

[

I iA2 −
mB

m2

{

I iA + I iB

}]

+
[

I12 − IA2 −
mB

m2

{

IB1 − IA − IB

}] zi

2m1

}

,

(998)

T ij =
g21g

2
2

2
ζ

{
1

m1m2

[

I ijA + I ijB

]

+
[

I iA2 − I iA − I iB

] zj

2m1m2

+
[

IjB1 − IjA − IjB

] zi

2m1m2

+
[

I12 − IA2 − IB1 + IA + IB

] zizj

4m1m2

}

. (999)
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Para encontramos as relações T , usamos a relações

IA2 =
1

2E2

[
2I0 + αIA

]
=

i

2(4π)2E2

[

2Π
(000)
0 + αΠ

(000)
A

]

=
i

2(4π)2E2

[

2Π
(000)
0 + α

(
Π

(000)
Ac +Π

(000)
Ay

)]

, (1000)

IB1 =
1

2E1

[
2I0 + βIB

]
=

i

2(4π)2E1

[

2Π
(000)
0 + βΠ

(000)
B

]

=
i

2(4π)2E1

[

2Π
(000)
0 + β

(
Π

(000)
Bc +Π

(000)
By

)]

, (1001)

I iA2 =
1

2E2

[
2I i0 + αI iA

]
=

i

2(4π)2E2

[

qi(2Π
(100)
0 + αΠ

(100)
A ) + zi(2Π

(010)
0 + αΠ

(010)
A )

]

=
i

2(4π)2E2

[

qi
{

2Π
(100)
0 + α

(
Π

(100)
Ac +Π

(100)
Ay

)}

+ zi
{

2Π
(010)
0 + α

(
Π

(010)
Ac +Π

(010)
Ay

)}]

,

(1002)

IjB1 =
1

2E1

[
2Ij0 + βIjB

]
=

i

2(4π)2E1

[

qj(2Π
(100)
0 + βΠ

(100)
B ) + zj(2Π

(010)
0 + βΠ

(010)
B )

]

=
i

2(4π)2E1

[

qj
{

2Π
(100)
0 + β

(
Π

(100)
Bc +Π

(100)
By

)}

+ zj
{

2Π
(010)
0 + β

(
Π

(010)
Bc +Π

(010)
By

)}]

,

(1003)

e também

I0 =
i

(4π)2
Π

(000)
0 , (1004)

I i0 =
i

(4π)2

[

qiΠ
(100)
0 + ziΠ

(010)
0

]

, (1005)

IY =
i

(4π)2
Π

(000)
Y =

i

(4π)2
(
Π

(000)
Y c +Π

(000)
Y y

)
, (1006)

I iY =
i

2(4π)2

[

qiΠ
(100)
Y + ziΠ

(010)
Y

]

=
i

2(4π)2

[

qi
(
Π

(100)
Y c +Π

(100)
Y y

)
+ zi

(
Π

(010)
Y c +Π

(010)
Y y

)]

,

(1007)

I ijY =
i

(4π)2

[

qiqjΠ
(200)
Y + (qizj + ziqj)Π

(110)
Y + zizjΠ

(020)
Y + gijΠ̄

(000)
Y

]

=
i

(4π)2

[

qiqj
(
Π

(200)
Y c +Π

(200)
Y y

)
+ (qizj + ziqj)

(
Π

(110)
Y c +Π

(110)
Y y

)

+zizj
(
Π

(020)
Y c +Π

(020)
Y y

)
+ gij

(
Π̄

(000)
Y c + Π̄

(000)
Y y

)]

, (1008)

I12 =
i

(4π)2

[

q2Π
(200)
12 + ~z2

(

Π
(020)
12 +

1

2
Π

(010)
12 +

1

24
Π

(000)
12

)

+
m̄2

6
Π

(000)
12 + Π̄

(000)
12

]

=
i

(4π)2

[

q2
(
Π

(200)
12c +Π

(200)
12y

)
+
m̄2

6

(
Π

(000)
12c +Π

(000)
12y

)
+
(
Π̄

(000)
12c + Π̄

(000)
12y

)

+~z2
((

Π
(020)
12c +Π

(020)
12y

)
+

1

2

(
Π

(010)
12c +Π

(010)
12y

)
+

1

24

(
Π

(000)
12c +Π

(000)
12y

))]

, (1009)
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em que

Π̄
(000)
12 = Π̄

(000)
12c + Π̄

(000)
12y , (1010)

Π
(mn0)
12 = Π

(mn0)
12c +Π

(mn0)
12y , (1011)

Π̄
(000)
Y = Π̄

(000)
Y c + Π̄

(000)
Y y , (1012)

Π
(mn0)
Y = Π

(mn0)
Y c +Π

(mn0)
Y y . (1013)

Encontramos então que

T =
g21g

2
2

2
ζ

{

I12 −
( mA

m1E2

+
mB

E1m2

)

I0 +
(mAmB

m1m2

+
mAα

2m1E2

)

IA +
(mAmB

m1m2

+
mBβ

2E1m2

)

IB

}

=
g21g

2
2

2
ζ

i

(4π)2

{[

q2Π
(200)
12 + ~z2

(

Π
(020)
12 +

1

2
Π

(010)
12 +

1

24
Π

(000)
12

)

+
m̄2

6
Π

(000)
12 + Π̄

(000)
12

]

−
( mA

m1E2

+
mB

E1m2

)

Π
(000)
0 +

(mAmB

m1m2

+
mAα

2m1E2

)

Π
(000)
A +

(mAmB

m1m2

+
mBβ

2E1m2

)

Π
(000)
B

}

,

(1014)

T j =
g21g

2
2

2
ζ

{
1

m2

[ 1

E1

Ij0 −
mA

m1

IjA +
( β

2E1

− mA

m1

)

IjB

]

+
zj

2m2

[

I12 −
( 1

E1

+
mA

m1E2

)

I0 +
mA

m1

(

1− α

2E2

)

IA +
(mA

m1

− β

m1

)

IB

]}

=
g21g

2
2

2
ζ

i

(4π)2

{
qj

m2

[ 1

E1

Π
(100)
0 − mA

2m1

Π
(100)
A +

1

2

( β

2E1

− mA

m1

)

Π
(100)
B

]

+
zj

2m2

[

q2Π
(200)
12 + ~z2

(

Π
(020)
12 +

1

2
Π

(010)
12 +

1

24
Π

(000)
12

)

+
m̄2

6
Π

(000)
12 + Π̄

(000)
12

−
( 1

E1

+
mA

m1E2

)

Π
(000)
0 +

mA

m1

(

1− α

2E2

)

Π
(000)
A +

(mA

m1

− β

m1

)

Π
(000)
B

+
2

E1

Π
(010)
0 − mA

m1

Π
(010)
A +

( β

E1

− mA

m1

)

Π
(010)
B

]}

, (1015)

T i =
g21g

2
2

2
ζ

{
1

m1

[ 1

E2

I i0 +
( α

E2

− mB

m2

)

I iA − mB

m2

I iB

]

+
zi

2m1

[

I12 −
( 1

E2

+
mB

E1m2

)

I0 +
(mB

m2

− α

2E2

)

IA +
mB

m2

(

1− β

2E1

)

IB

]}
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=
g21g

2
2

2
ζ

i

(4π)2

{
qi

m1

[ 1

E2

Π
(100)
0 +

1

2

( α

2E2

− mB

m2

)

Π
(100)
A − mB

2m2

Π
(100)
B

]

+
zi

2m1

[

q2Π
(200)
12 + ~z2

(

Π
(020)
12 +

1

2
Π

(010)
12 +

1

24
Π

(000)
12

)

+
m̄2

6
Π

(000)
12 + Π̄

(000)
12

−
( 1

E2

+
mB

E1m2

)

Π
(000)
0 +

(mB

m2

− α

2E2

)

Π
(000)
A +

mB

m2

(

1− β

2E1

)

Π
(000)
B

+
2

E2

Π
(010)
0 +

( α

2E2

− mB

m2

)

Π
(010)
A − mB

m2

Π
(010)
B

]}

, (1016)

T ij =
g21g

2
2

2
ζ

{
1

m1m2

[

I ijA + I ijB

]

+
zi

2m1m2

[ 1

E1

Ij0 − IjA +
( β

2E1

− 1
)

IjB

]

+
zj

2m1m2

[ 1

E2

I i0 +
( α

2E2

− 1
)

I iA − I iB

]

+
zizj

4m1m2

[

I12 −
( 1

E1

+
1

E2

)

I0 +
(

1− α

2E2

)

IA +
(

1− β

2E1

)

IB

]

=
g21g

2
2

2
ζ

i

(4π)2m1m2

{

gij(Π̄
(000)
A + Π̄

(000)
B ) + qiqj(Π

(200)
A +Π

(200)
B )

+qizj
[Π

(100)
0

2E2

+Π
(110)
A +Π

(110)
B +

1

4

( α

2E2

− 1
)

Π
(100)
A − 1

4
Π

(100)
B

]

+ziqj
[Π

(100)
0

2E1

+Π
(110)
A +Π

(110)
B − 1

4
Π

(100)
A +

1

4

( β

2E1

− 1
)

Π
(100)
B

]

+
zizj

4

[

q2Π
(200)
12 + ~z2

(

Π
(020)
12 +

1

2
Π

(010)
12 +

1

24
Π

(000)
12

)

+
m̄2

6
Π

(000)
12 + Π̄

(000)
12 + 4Π

(020)
A + 4Π

(020)
B

+2
( 1

E1

+
1

E2

)(

Π
(010)
0 − 1

2
Π

(000)
0

)

+
( α

2E2

− 2
)

Π
(010)
A +

( β

2E1

− 2
)

Π
(010)
B

+
(

1− α

2E2

)

Π
(000)
A +

(

1− β

2E1

)

Π
(000)
B

]}

. (1017)

Usando as relações abaixo

ū1γ
iqiu1 = ū1/qu1 = 0, (1018)

~z2 → 0, (1019)

temos

[u(p′)u(p)](1)[u(p
′)u(p)](2) =

[

2m1 +
Q(1)

4m1

][

2m2 +
Q(2)

4m2

]

= 4m1m2 +
[ m2

2m1

+
m1

2m2

]

(~q)2 +
(~q)4

16m1m2

−2
[ m2

2m1

+
m1

2m2

+
(~q)2

8m1m2

]

~ΩLS+ + 2
[

− m2

2m1

+
m1

2m2

]

~ΩLS−

= a+ b~ΩLS+ + c~ΩLS−, (1020)
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[u(p′)~γ~zu(p)](1)[u(p
′)u(p)](2) =

[

Q(1)
][

2m2 +
Q(2)

4m2

]

= 2m2Q(1) +
Q(1)Q(2)

4m2

= 2m2(~q)
2 +

(~q)4

4m2

−
[

4m2 +
(~q)2

m2

]

~ΩLS+ − 4m2
~ΩLS−

= z̄1O + z1O+
~ΩLS+ + z1O−~ΩLS−, (1021)

[u(p′)u(p)](1)[u(p
′)~γ~zu(p)](2) =

[

2m1 +
Q(1)

4m1

][

−Q(2)
]

= −2m1Q(2) − Q(1)Q(2)

4m1

= −2m1(~q)
2 − (~q)4

4m1

+
[

4m1 +
(~q)2

m1

]

~ΩLS+ − 4m1
~ΩLS−

= z̄2O + z2O+
~ΩLS+ + z2O−~ΩLS−, (1022)

[u(p′)~γ~zu(p)](1)[u(p
′)~γ~zu(p)](2) =

[

Q(1)
][

−Q(2)
]

= −Q(1)Q(2)

= −(~q)4 + 4(~q)2~ΩLS+

= z̄zO + zzO+
~ΩLS+, (1023)

[ūγiu]
(1)[ūγju]

(2)gij = (~z + i~σ(1) × ~q)(~z + i~σ(2) × ~q)

= i~σ(1)(~q × ~z) + i~σ(2)(~q × ~z)− (~σ(1) × ~q)(~σ(2) × ~q)

= 4~ΩLS+ − 2

3
~ΩSS −

1

3
~ΩT , (1024)

e comparando com (995) encontramos cada um de seus termos.

E.1.4.1 ū1u1ū2u2T

Neste caso escrevemos

ū1u1ū2u2T =
i

(4π)2
(a+ b~ΩLS+ + c~ΩLS−)

{[

q2Π
(200)
12 +

m̄2

6
Π

(000)
12 + Π̄

(000)
12

]

−
( mA

m1E2

+
mB

E1m2

)

Π
(000)
0 +

(mAmB

m1m2

+
mAα

2m1E2

)

Π
(000)
A

+
(mAmB

m1m2

+
mBβ

2E1m2

)

Π
(000)
B

}

, (1025)

sendo

ū1u1ū2u2T = T C
O
~ΩC + T LS+

O
~ΩLS+ + T LS−

O
~ΩLS−, (1026)
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então

T C
O =

g21g
2
2

2
ζ

ia

(4π)2

{[

q2Π
(200)
12 +

m̄2

6
Π

(000)
12 + Π̄

(000)
12

]

−
( mA

m1E2

+
mB

E1m2

)

Π
(000)
0

+
(mAmB

m1m2

+
mAα

2m1E2

)

Π
(000)
A +

(mAmB

m1m2

+
mBβ

2E1m2

)

Π
(000)
B

}

, (1027)

T LS+
O =

g21g
2
2

2
ζ

ib

(4π)2

{[

q2Π
(200)
12 +

m̄2

6
Π

(000)
12 + Π̄

(000)
12

]

−
( mA

m1E2

+
mB

E1m2

)

Π
(000)
0

+
(mAmB

m1m2

+
mAα

2m1E2

)

Π
(000)
A +

(mAmB

m1m2

+
mBβ

2E1m2

)

Π
(000)
B

}

, (1028)

T LS−
O =

g21g
2
2

2
ζ

ic

(4π)2

{[

q2Π
(200)
12 +

m̄2

6
Π

(000)
12 + Π̄

(000)
12

]

−
( mA

m1E2

+
mB

E1m2

)

Π
(000)
0

+
(mAmB

m1m2

+
mAα

2m1E2

)

Π
(000)
A +

(mAmB

m1m2

+
mBβ

2E1m2

)

Π
(000)
B

}

. (1029)

E.1.4.2 ū1u1ū2γju2T
j

Para o produto de espinores com a matriz γ, fazemos

ū1u1ū2γju2T
j =

g21g
2
2

2
ζ

i

(4π)2
(z̄2O + z2O+

~ΩLS+ + z2O−~ΩLS−)

{
1

2m2

[

q2Π
(200)
12 +

m̄2

6
Π

(000)
12 + Π̄

(000)
12

−
( 1

E1

+
mA

m1E2

)

Π
(000)
0 +

mA

m1

(

1− α

2E2

)

Π
(000)
A +

(mA

m1

− β

m1

)

Π
(000)
B

+
2

E1

Π
(010)
0 − mA

m1

Π
(010)
A +

( β

2E1

− mA

m1

)

Π
(010)
B

]}

, (1030)

sendo

ū1u1ū2γju2T
j = T C

Oj
~ΩC + T LS+

Oj
~ΩLS+ + T LS−

Oj
~ΩLS−, (1031)

temos

T C
Oj =

g21g
2
2

2
ζ

i

(4π)2

{
z̄2O
2m2

[

q2Π
(200)
12 +

m̄2

6
Π

(000)
12 + Π̄

(000)
12 −

( 1

E1

+
mA

m1E2

)

Π
(000)
0

+
mA

m1

(

1− α

2E2

)

Π
(000)
A +

(mA

m1

− β

m1

)

Π
(000)
B

+
2

E1

Π
(010)
0 − mA

m1

Π
(010)
A +

( β

2E1

− mA

m1

)

Π
(010)
B

]}

, (1032)
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T LS+
Oj =

g21g
2
2

2
ζ

i

(4π)2

{
z2O+

2m2

[

q2Π
(200)
12 +

m̄2

6
Π

(000)
12 + Π̄

(000)
12 −

( 1

E1

+
mA

m1E2

)

Π
(000)
0

+
mA

m1

(

1− α

2E2

)

Π
(000)
A +

(mA

m1

− β

m1

)

Π
(000)
B

+
2

E1

Π
(010)
0 − mA

m1

Π
(010)
A +

( β

2E1

− mA

m1

)

Π
(010)
B

]}

, (1033)

T LS−
Oj =

g21g
2
2

2
ζ

i

(4π)2

{
z2O−
2m2

[

q2Π
(200)
12 +

m̄2

6
Π

(000)
12 + Π̄

(000)
12 −

( 1

E1

+
mA

m1E2

)

Π
(000)
0

+
mA

m1

(

1− α

2E2

)

Π
(000)
A +

(mA

m1

− β

m1

)

Π
(000)
B

+
2

E1

Π
(010)
0 − mA

m1

Π
(010)
A +

( β

2E1

− mA

m1

)

Π
(010)
B

]}

. (1034)

E.1.4.3 ū1γiu1ū2u2T
i

Similar ao caso anterior porem a matriz γ no produto de espinores relativos à

part́ıculas “1”, temos

ū1γiu1ū2u2T
i =

g21g
2
2

2
ζ

i

(4π)2
(z̄1O + z1O+

~ΩLS+ + z1O−)

{
1

2m1

[

q2Π
(200)
12 +

m̄2

6
Π

(000)
12 + Π̄

(000)
12

−
( 1

E2

+
mB

E1m2

)

Π
(000)
0 +

(mB

m2

− α

2E2

)

Π
(000)
A +

mB

m2

(

1− β

2E1

)

Π
(000)
B

+
2

E2

Π
(010)
0 +

( α

2E2

− mB

m2

)

Π
(010)
A − mB

m2

Π
(010)
B

]}

, (1035)

sendo

ū1γiu1ū2u2T i = V C
Oi
~ΩC + V LS+

Oi
~ΩLS+ + V LS−

Oi
~ΩLS−, (1036)

encontramos que

T C
Oi =

g21g
2
2

2
ζ

i

(4π)2

{
z̄1O
2m1

[

q2Π
(200)
12 +

m̄2

6
Π

(000)
12 + Π̄

(000)
12

−
( 1

E2

+
mB

E1m2

)

Π
(000)
0 +

(mB

m2

− α

2E2

)

Π
(000)
A +

mB

m2

(

1− β

2E1

)

Π
(000)
B

+
2

E2

Π
(010)
0 +

( α

2E2

− mB

m2

)

Π
(010)
A − mB

m2

Π
(010)
B

]}

, (1037)



287

T LS+
Oi =

g21g
2
2

2
ζ

i

(4π)2

{
z1O+

2m1

[

q2Π
(200)
12 +

m̄2

6
Π

(000)
12 + Π̄

(000)
12

−
( 1

E2

+
mB

E1m2

)

Π
(000)
0 +

(mB

m2

− α

2E2

)

Π
(000)
A +

mB

m2

(

1− β

2E1

)

Π
(000)
B

+
2

E2

Π
(010)
0 +

( α

2E2

− mB

m2

)

Π
(010)
A − mB

m2

Π
(010)
B

]}

, (1038)

T LS−
Oi =

g21g
2
2

2
ζ

i

(4π)2

{
z1O−
2m1

[

q2Π
(200)
12 +

m̄2

6
Π

(000)
12 + Π̄

(000)
12

−
( 1

E2

+
mB

E1m2

)

Π
(000)
0 +

(mB

m2

− α

2E2

)

Π
(000)
A +

mB

m2

(

1− β

2E1

)

Π
(000)
B

+
2

E2

Π
(010)
0 +

( α

2E2

− mB

m2

)

Π
(010)
A − mB

m2

Π
(010)
B

]}

. (1039)

E.1.4.4 ū1γiu1ū2γju2T
ij

Para o caso com a matriz γ em ambos os produtos de espinores, encontramos

ū1γiu1ū2γju2T
ij =

g21g
2
2

2
ζ

i

(4π)2m1m2

{

(4~ΩLS+ − 2

3
~ΩSS −

1

3
~ΩT )(Π̄

(000)
A + Π̄

(000)
B )

+
(z̄zO + zzO+

~ΩLS+)

4

[

q2Π
(200)
12 +

m̄2

6
Π

(000)
12 + Π̄

(000)
12 + 4Π

(020)
A + 4Π

(020)
B

+2
( 1

E1

+
1

E2

)(

Π
(010)
0 − 1

2
Π

(000)
0

)

+
( α

2E2

− 2
)

Π
(010)
A +

( β

2E1

− 2
)

Π
(010)
B

+
(

1− α

2E2

)

Π
(000)
A +

(

1− β

2E1

)

Π
(000)
B

]}

, (1040)

sendo

ū1γiu1ū2γju2T
ij = T C

Oij
~ΩC + T LS+

Oij
~ΩLS+ + T LS−

Oij
~ΩLS− + T SS

Oij
~ΩSS + T T

Oij
~ΩT , (1041)

então temos

T C
Oij =

g21g
2
2

2
ζ

i

(4π)2m1m2

{
z̄zO
4

[

q2Π
(200)
12 +

m̄2

6
Π

(000)
12 + Π̄

(000)
12 + 4Π

(020)
A + 4Π

(020)
B

+2
( 1

E1

+
1

E2

)(

Π
(010)
0 − 1

2
Π

(000)
0

)

+
( α

2E2

− 2
)

Π
(010)
A +

( β

2E1

− 2
)

Π
(010)
B

+
(

1− α

2E2

)

Π
(000)
A +

(

1− β

2E1

)

Π
(000)
B

]}

, (1042)
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T LS+
Oij =

g21g
2
2

2
ζ

i

(4π)2m1m2

{

4(Π̄
(000)
A + Π̄

(000)
B )

+
zzO+

4

[

q2Π
(200)
12 +

m̄2

6
Π

(000)
12 + Π̄

(000)
12 + 4Π

(020)
A + 4Π

(020)
B

+2
( 1

E1

+
1

E2

)(

Π
(010)
0 − 1

2
Π

(000)
0

)

+
( α

2E2

− 2
)

Π
(010)
A +

( β

2E1

− 2
)

Π
(010)
B

+
(

1− α

2E2

)

Π
(000)
A +

(

1− β

2E1

)

Π
(000)
B

]}

, (1043)

T LS−
Oij = 0, (1044)

T SS
Oij =

g21g
2
2

2
ζ

i

(4π)2m1m2

{

− 2

3
(Π̄

(000)
A + Π̄

(000)
B )

}

, (1045)

T T
Oij =

g21g
2
2

2
ζ

i

(4π)2m1m2

{

− 1

3
(Π̄

(000)
A + Π̄

(000)
B )

}

. (1046)

E desse modo temos todas as amplitudes de interesse.

E.1.5 Considerando duplo sentido do méson (káon)

Considerando os dois posśıveis sentidos da troca simultânea de dois mésons, faze-

mos

T ···
total =

T ···
AB,12

2
+
T ···
CD,34

2
, (1047)

resultando assim em

T ···
total =

T ···
AB,12···
2

+
T ···
CD,34···
2

, (1048)

em que AB e CD representa os sub́ındices das massas dos bárions intermediários, 12 e 34

representam os sub́ındices dos bárions externos, a representação “· · · ” é relativa aos vários

tipos de tensores.
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APÊNDICE F – Relações de Integrais com Redução Espinorial

Estabelecemos as definições necessárias para as nossas reduções de espinores (re-

lações entre diversas combinações de espinores que aparecem no cálculo das amplitudes),

com a aproximação local (~z2 = 0). Escrevemos, em apoio ao Apêndice J a lista de todas

as integrais e quando necessárias suas contrações com as variáveis cinemáticas, q, W e z.

Usamos as seguinte definições:

|ū1u1][ū2u2] = a+ b~ΩLS+ + c~ΩLS−,

|ū1γµu1][ū2u2]W µ = w̄1 + w1+
~ΩLS+ + w1−~ΩLS−,

|ū1u1][ū2γνu2]W ν = w̄2 + w2+
~ΩLS+ + w2−~ΩLS−,

|ū1γµu1][ū2u2]zµ = z̄1 + z1+~ΩLS+ + z1−~ΩLS−,

|ū1u1][ū2γνu2]zν = z̄2 + z2+~ΩLS+ + z2−~ΩLS−,

|ū1γµu1][ū2γνu2]W µW ν = w̄w + ww+
~ΩLS+ + ww−~ΩLS−,

|ū1γµu1][ū2γνu2]W µzν = w̄z + wz+~ΩLS+ + wz−~ΩLS−,

|ū1γµu1][ū2γνu2]zµW ν = ¯zw + zw+
~ΩLS+ + zw−~ΩLS−,

|ū1γµu1][ū2γνu2]gµν = ḡ + g+~ΩLS+ + g−~ΩLS− − 2

3
~ΩSS −

1

3
~ΩT ,

|ū1γµu1][ū2γνu2]zµzν = z̄z + zz+~ΩLS+ + zz−~ΩLS−,

|ū1γµu1][ū2γνu2]qµqν = 0,

|ū1γµu1][ū2u2]qµ = 0,

|ū1u1][ū2γνu2]qν = 0.

Considerando A um fator qualquer, todas as integrais I ······ têm um fator i
(4π)2

), assim temos

as relações mais simples

AIcc =
iA

(4π)2
[Π(000)

cc ], (1049)

AIuic =
iA

(4π)2
[Π(000)

uic
], (1050)

AIsic =
iA

(4π)2
[Π(000)

sic
], (1051)

AIus =
iA

(4π)2
[Π(000)

us ] , (1052)

AIsu =
iA

(4π)2
[Π(000)

su ]. (1053)
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Para termos com ı́ndice ν, o mesmo do sandúıche de espinores [ū2γνu2], temos as relações

AIνs1c =
iA

(4π)2
[w̄2 + z̄2 + (w2+ + z2+)~ΩLS+ + (w2− + z2−)~ΩLS−]Π

010
s1c
, (1054)

AIνs2c =
iA

(4π)2
[w̄2 − z̄2 + (w2+ − z2+)~ΩLS+ + (w2− − z2−)~ΩLS−]Π

010
s2c
, (1055)

AIνu1c =
iA

(4π)2
[w̄2 + z̄2 + (w2+ + z2+)~ΩLS+ + (w2− + z2−)~ΩLS−](−Π010

u1c
), (1056)

AIνu2c =
iA

(4π)2
[w̄2 − z̄2 + (w2+ − z2+)~ΩLS+ + (w2− − z2−)~ΩLS−](−Π010

u2c
), (1057)

AIνs1u2 =
iA

(4π)2
[w̄2Π

(010)
s3u4

+ z̄2Π
(001)
s3u4

+ (z2+Π
(001)
s3u4

+ w2+Π
(010)
s3u4

)~ΩLS+

+(z2−Π
(001)
s3u4

+ w2−Π
(010)
s3u4

)~ΩLS−], (1058)

AIνu1s2 =
−iA
(4π)2

[w̄2Π
(010)
u1s2

+ z̄2Π
(001)
u1s2

+ (z2+Π
(001)
u1s2

+ w2+Π
(010)
u1s2

)~ΩLS+

+(z2−Π
(001)
u1s2

+ w2−Π
(010)
u1s2

)~ΩLS−], (1059)

AIνs1s2 =
iA

(4π)2
[w̄2Π

(001)
ss + z̄2Π

(010)
ss + (z2+Π

(010)
ss + w2+Π

(001)
ss )~ΩLS+

+(z2−Π
(010)
ss + w2−Π

(001)
ss )~ΩLS−], (1060)

AIνu1u2 =
−iA
(4π)2

[w̄2Π
(001)
uu + z̄2Π

(010)
uu + (z2+Π

(010)
uu + w2+Π

(001)
uu )~ΩLS+

+(z2−Π
(010)
uu + w2−Π

(001)
uu )~ΩLS−]. (1061)

Termos de ı́ndice µ, como [ū1γµu1] podem ser escritos como

AIµs1c =
iA

(4π)2
[w̄1 + z̄1 + (w1+ + z1+)~ΩLS+ + (w1− + z1−)~ΩLS−]Π

010
s1c
, (1062)

AIµs2c =
iA

(4π)2
[w̄1 − z̄1 + (w1+ − z1+)~ΩLS+ + (w1− − z1−)~ΩLS−]Π

010
s2c
, (1063)

AIµu1c =
iA

(4π)2
[w̄1 + z̄1 + (w1+ + z1+)~ΩLS+ + (w1− + z1−)~ΩLS−](−Π010

u1c
), (1064)

AIµu2c =
iA

(4π)2
[w̄1 − z̄1 + (w1+ − z1+)~ΩLS+ + (w1− − z1−)~ΩLS−](−Π010

u2c
), (1065)
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AIµs1u2 =
iA

(4π)2
[w̄1Π

(010)
s1u2

+ z̄1Π
(001)
s1u2

+ (z1+Π
(001)
s1u2

+ w1+Π
(010)
s1u2

)~ΩLS+

+(z1−Π
(001)
s1u2

+ w1−Π
(010)
s1u2

)~ΩLS−], (1066)

AIµu1s2 =
−iA
(4π)2

[w̄1Π
(010)
u1s2

+ z̄1Π
(001)
u1s2

+ (z1+Π
(001)
u1s2

+ w1+Π
(010)
u1s2

)~ΩLS+

+(z1−Π
(001)
u1s2

+ w1−Π
(010)
u1s2

)~ΩLS−], (1067)

AIµs1s2 =
iA

(4π)2
[w̄1Π

(001)
ss + z̄1Π

(010)
ss + (z1+Π

(010)
ss + w1+Π

(001)
ss )~ΩLS+

+(z1−Π
(010)
ss + w1−Π

(001)
ss )~ΩLS−], (1068)

AIµu1u2 =
−iA
(4π)2

[w̄1Π
(001)
uu + z̄1Π

(010)
uu + (z1+Π

(010)
uu + w1+Π

(001)
uu )~ΩLS+

+(z1−Π
(010)
uu + w1−Π

(001)
uu )~ΩLS−]. (1069)

Agora para termos de ı́ndices µν, ou seja, [ū1γµu1][ū2γνu2],

AIµνcc =
iA

2(4π)2
[ḡ + g+~ΩLS+ + g−~ΩLS− − 2

3
~ΩSS −

1

3
~ΩT ]Π̄

(000)
cc , (1070)

AIµνp1c =
iA

2(4π)2
{(ḡ + g+~ΩLS+ + g−~ΩLS− − 2

3
~ΩSS −

1

3
~ΩT )Π̄

(000)
p1c

+[w̄w + z̄z + w̄z + ¯zw + (ww+ + zz+ + wz+ + zw+)~ΩLS+

+(ww− + zz− + wz− + zw−)~ΩLS−]Π
(020)
p1c

}, (1071)

AIµνp2c =
iA

2(4π)2
{(ḡ + g+~ΩLS+ + g−~ΩLS− − 2

3
~ΩSS −

1

3
~ΩT )Π̄

(000)
p2c

+[w̄w + z̄z − w̄z − ¯zw + (ww+ + zz+ − wz+ − zw+)~ΩLS+

+(ww− + zz− − wz− − zw−)~ΩLS−]Π
(020)
p2c

}, (1072)

AIµνs1u2 =
iA

(4π)2
{(ḡ + g+~ΩLS+ + g−~ΩLS− − 2

3
~ΩSS −

1

3
~ΩT )Π̄

(000)
s3u4

+(w̄w + ww+
~ΩLS+ + ww−~ΩLS−)Π

(020)
s1u2

+ (z̄z + zz+~ΩLS+ + zz−~ΩLS−)Π
(002)
s1u2

+[w̄z + ¯zw + (wz+ + zw+)~ΩLS+ + (wz− + zw−)~ΩLS−]Π
(011)
s3u4

}, (1073)

AIµνu1s2 =
iA

(4π)2
{(ḡ + g+~ΩLS+ + g−~ΩLS− − 2

3
~ΩSS −

1

3
~ΩT )Π̄

(000)
u1s2

+(w̄w + ww+
~ΩLS+ + ww−~ΩLS−)Π

(020)
u1s2

+ (z̄z + zz+~ΩLS+ + zz−~ΩLS−)Π
(002)
u1s2

+[w̄z + ¯zw + (wz+ + zw+)~ΩLS+ + (wz− + zw−)~ΩLS−]Π
(011)
u1s2

}, (1074)

AIµνs1s2 =
iA

(4π)2
{(ḡ + g+~ΩLS+ + g−~ΩLS− − 2

3
~ΩSS −

1

3
~ΩT )Π̄

(000)
ss

+(w̄w + ww+
~ΩLS+ + ww−~ΩLS−)Π

(002)
ss + (z̄z + zz+~ΩLS+ + zz−~ΩLS−)Π

(020)
ss

+[w̄z + ¯zw + (wz+ + zw+)~ΩLS+ + (wz− + zw−)~ΩLS−]Π
(011)
ss }, (1075)

AIµνu1u2 =
iA

(4π)2
{(ḡ + g+~ΩLS+ + g−~ΩLS− − 2

3
~ΩSS −

1

3
~ΩT )Π̄

(000)
uu

+(w̄w + ww+
~ΩLS+ + ww−~ΩLS−)Π

(002)
uu + (z̄z + zz+~ΩLS+ + zz−~ΩLS−)Π

(020)
uu

+[w̄z + ¯zw + (wz+ + zw+)~ΩLS+ + (wz− + zw−)~ΩLS−]Π
(011)
uu }. (1076)
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Para as integrais encontradas nos diagramas com ressonâncias de spin-3/2, temos

as seguintes relações:

Iµ/νcc = 0 (1077)

I2µ/νcc = 0, (1078)

Iρθµ/νcc = 0 , (1079)

I22µ/νcc = 0 (1080)

WρI
ρ
sic

=
i

(4π)2
(W 2 ±Wz)Π(010)

sic
, (1081)

WρI
ρ
uic

= − i

(4π)2
(W 2 ±Wz)Π(010)

uic
, (1082)

zρI
ρ
uic

= − i

(4π)2
(Wz ± z2)Π(010)

uic
, (1083)

zρI
ρ
sic

=
i

(4π)2
(Wz ± z2)Π(010)

sic
, (1084)

(W + z)ρ(W − z)θI
ρθ
cc =

i

2(4π)2
(W 2 − z2)Π̄(000)

cc , (1085)

WρI
ρµ
cc =

i

2(4π)2
(w̄1 + w1+

~ΩLS+ + w1−~ΩLS−)Π̄
(000)
cc , (1086)

WρI
ρν
cc =

i

2(4π)2
(w̄2 + w2+

~ΩLS+ + w2−~ΩLS−)Π̄
(000)
cc , (1087)

2WρI
2ρµ
cc =

i

(4π)2
q2(w̄1 + w1+

~ΩLS+ + w1−~ΩLS−)Π̄
(200)
cc , (1088)

2WρI
2ρν
cc =

i

(4π)2
q2(w̄2 + w2+

~ΩLS+ + w2−~ΩLS−)Π̄
(200)
cc , (1089)

zρI
ρµ
cc =

i

2(4π)2
(z̄1 + z1+~ΩLS+ + z1−~ΩLS−)Π̄

(000)
cc , (1090)

zρI
ρν
cc =

i

2(4π)2
(z̄2 + z2+~ΩLS+ + z2−~ΩLS−)Π̄

(000)
cc , (1091)

2zρI
2ρµ
cc =

i

(4π)2
q2(z̄1 + z1+~ΩLS+ + z1−~ΩLS−)Π̄

(200)
cc , (1092)

2zρI
2ρν
cc =

i

(4π)2
q2(z̄2 + z2+~ΩLS+ + z2−~ΩLS−)Π̄

(200)
cc , (1093)

(W ± z)ρI
ρµ
cc =

i

2(4π)2
[
w̄1 ± z̄1 + (w1+ ± z1+)~ΩLS+ + (w1− ± z1−)~ΩLS−

]
Π̄(000)
cc ,

(1094)

(W ± z)ρI
ρν
cc =

i

2(4π)2
[
w̄2 ± z̄2 + (w2+ ± z2+)~ΩLS+ + (w2− ± z2−)~ΩLS−

]
Π̄(000)
cc ,

(1095)
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2WρI
ρµ
pic

=
i

(4π)2
{
w̄1Π̄

(000)
pic

+ (w̄1 ± z̄1)(W
2 ±Wz)Π(020)

pic

+[w1+Π̄
(000)
pic

+ (w1+ ± z1+)(W
2 ±Wz)Π(020)

pic
]~ΩLS+

+[w1−Π̄
(000)
pic

+ (w1− ± z1−)(W
2 ±Wz)Π(020)

pic
]~ΩLS−

}
, (1096)

p = s, u; i = (1, 2) → ±(+,−)

2WρI
ρν
pic

=
i

(4π)2
{
w̄2Π̄

(000)
pic

+ (w̄2 ± z̄2)(W
2 ±Wz)Π(020)

pic

+[w2+Π̄
(000)
pic

+ (w2+ ± z2+)(W
2 ±Wz)Π(020)

pic
]~ΩLS+

+[w2−Π̄
(000)
pic

+ (w2− ± z2−)(W
2 ±Wz)Π(020)

pic
]~ΩLS−

}
, (1097)

p = s, u; i = (1, 2) → ±(+,−)

2zρI
ρµ
pic

=
i

(4π)2
{
z̄1Π̄

(000)
pic

+ (w̄1 ± z̄1)(Wz ± z2)Π(020)
pic

+[z1+Π̄
(000)
pic

+ (w1+ ± z1+)(Wz ± z2)Π(020)
pic

]~ΩLS+

+[z1−Π̄
(000)
pic

+ (w1− ± z1−)(Wz ± z2)Π(020)
pic

]~ΩLS−
}
, (1098)

p = s, u; i = (1, 2) → ±(+,−)

2zρI
ρν
pic

=
i

(4π)2
{
z̄2Π̄

(000)
pic

+ (w̄2 ± z̄2)(Wz ± z2)Π(020)
pic

+[z2+Π̄
(000)
pic

+ (w2+ ± z2+)(Wz ± z2)Π(020)
pic

]~ΩLS+

+[z2−Π̄
(000)
pic

+ (w2− ± z2−)(Wz ± z2)Π(020)
pic

]~ΩLS−
}
, (1099)

p = s, u; i = (1, 2) → ±(+,−)

(W ± z)ρI
ρµν
cc = 0, (1100)

2WρI
ρµν
pic

=
oi

(4π)2
{
(ḡ(W 2 ±Wz) + w̄w)Π̄(010)

pic
+ (w̄w ± w̄z ± ¯zw)(Π̄(010)

pic
+ 2(W 2 ±Wz)Π(030)

pic
)

+2(W 2 ±Wz)z̄zΠ(030)
pic

+[(g+(W
2 ±Wz) + ww+)Π̄

(010)
pic

+ (ww+ ± wz+ ± zw+)(Π̄
(010)
pic

+ 2(W 2 ±Wz)Π(030)
pic

)

+2(W 2 ±Wz)zz+Π
(030)
pic

]~ΩLS+

+[(g−(W
2 ±Wz) + ww−)Π̄

(010)
pic

+ (ww− ± wz− ± zw−)(Π̄
(010)
pic

+ 2(W 2 ±Wz)Π(030)
pic

)

+2(W 2 ±Wz)zz−Π
(030)
pic

]~ΩLS−

−2

3
(W 2 ±Wz)Π̄(010)

pic
~ΩSS −

1

3
(W 2 ±Wz)Π̄(010)

pic
~ΩT

}
, (1101)

p = s, u; o = (+,−) → p = (s, u); i = (1, 2) → ±(+,−).
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2zρI
ρµν
pic

=
oi

(4π)2
{
(ḡ(Wz ± z2) + z̄z)Π̄(010)

pic
+ (z̄z ± w̄z ± ¯zw)(Π̄(010)

pic
+ 2(Wz ± z2)Π(030)

pic
)

+2(Wz ± z2)w̄wΠ(030)
pic

+[(g+(Wz ± z2) + zz+)Π̄
(010)
pic

+ (zz+ ± wz+ ± zw+)(Π̄
(010)
pic

+ 2(Wz ± z2)Π(030)
pic

)

+2(Wz ± z2)ww+Π
(030)
pic

]~ΩLS+

+[(g−(Wz ± z2) + zz−)Π̄
(010)
pic

+ (zz− ± wz− ± zw−)(Π̄
(010)
pic

+ 2(Wz ± z2)Π(030)
pic

)

+2(Wz ± z2)ww−Π
(030)
pic

]~ΩLS−

−2

3
(Wz ± z2)Π̄(010)

pic
~ΩSS −

1

3
(Wz ± z2)Π̄(010)

pic
~ΩT

}
, (1102)

p = s, u; o = (+,−) → p = (s, u); i = (1, 2) → ±(+,−).

(W + z)ρ(W − z)θI
ρθµν
cc =

i

4(4π)2
{
(W 2 − z2)ḡ + 2(w̄w + z̄z)

+[(W 2 − z2)g+ + 2(ww+ + zz+)]~ΩLS+

+[(W 2 − z2)g− + 2(ww− + zz−)]~ΩLS−

−2

3
(W 2 − z2)~ΩSS −

1

3
(W 2 − z2)~ΩT

} ¯̄Π(000)
cc , (1103)

I2µνcc =
i

2(4π)2
q2[ḡ + g+~ΩLS+ + g−~ΩLS− − 2

3
~ΩSS −

1

3
~ΩT ]Π̄

(200)
cc , (1104)

I22µνcc =
i

2(4π)2
[ḡ + g+~ΩLS+ + g−~ΩLS− − 2

3
~ΩSS −

1

3
~ΩT ][3Π̇

(000)
cc + 2q2 ¯̄Π(200)

cc + q4Π̄(400)
cc ].

(1105)
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APÊNDICE G – Redução Espinorial

Neste apêndice faremos as reduções espinoriais, as quais, são fundamentais para a

correta separação dos componentes que são usados na formulaççao dos potenciais, sendo

esses o Central, o Spin-Órbita, o Spin-Spin e o Tensorial.

G.1 REDUÇÕES ESPINORIAIS PARA TROCA DE UM MÉSON

Utilizando os espinores para part́ıculas de spin 1/2 na forma

ui(~pi) =
√

Ei +mi

(

1
~σ.~pi

Ei+mi

)

χ, (1106)

ui(
~p′i) =

√

E ′
i +m′

iχ
†

(

1,
−~σ.~p′i
E ′
i +m′

i

)

, (1107)

com

χ† =
1√
2

(

1, 0
)

+
1√
2

(

0, 1
)

, (1108)

χ =
1√
2

(

1

0

)

+
1√
2

(

0

1

)

. (1109)

Sendo

/k = kµγ
µ =

(

k0 −~σ.~k
~σ.~k −k0

)

, (1110)

γ5 =

(

0 1

1 0

)

, (1111)

e que ~σ = σxı̂ + σy ̂ + σkk̂ são as matrizes de Pauli no espaço cartesiano. Calculamos o

sandúıche de espinores

ui(
~p′i)/kγ5ui(~pi) =

√

(E ′
i +m′

i)(Ei +mi)χ
†

(

1,
−~σ.~p′i
E ′
i +m′

i

)(

k0 −~σ.~k
~σ.~k −k0

)(

0 1

1 0

)(

1
~σ.~pi

Ei+mi

)

χ

=
√

(E ′
i +m′

i)(Ei +mi)χ
†

(

1,
−~σ.~p′i
E ′
i +m′

i

)(

−~σ.~k k0

−k0 ~σ.~k

)(

1
~σ.~pi

Ei+mi

)

χ

=
√

(E ′
i +m′

i)(Ei +mi)χ
†

(

1,
−~σ.~p′i
E ′
i +m′

i

)(

−~σ.~k + k0
~σ.~pi

Ei+mi

−k0 + (~σ.~k)(~σ.~pi)
Ei+mi

)

χ , (1112)
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ui(
~p′i)/kγ5ui(~pi) =

√

(E ′
i +m′

i)(Ei +mi)χ
†
[

− ~σ.~k + k0
~σ.~pi

Ei +mi

+ k0
~σ.~p′

E ′
i +m′

i

− (~σ.~k)(~σ.~pi)(~σ.~p
′
i)

(Ei +mi)(E ′
i +m′

i)

]

χ . (1113)

Por meio da conservação dos 4-momentos temos que k = pi − p′i e portanto k0 =

Ei − E ′
i. Consideramos a aproximação não relativ́ıstica, de tal forma que E ′

i = Ei, logo

encontramos que k0 = 0.

Da regra (~σ.~a)(~σ.~b) = (~a.~b)I + i(~a × ~b).~σ, de mi = m′
i e portanto (~pi)

2 = (~p′i)
2,

fazemos

(~σ.~k)(~σ.~pi)(~σ.
~p′i) = ~σ.(~pi − ~p′i)(~σ.~pi)(~σ.

~p′i)

= (~σ.~pi)(~σ.~pi)(~σ.
~p′i)− (~σ.~p′i)(~σ.~pi)(~σ.

~p′i)

= (~pi)
2(~σ.~p′i)− (~p′i)

2(~σ.~pi)

= (~pi)
2~σ.(~p′i − ~pi)

= (E2
i −m2

i )(−~σ.~k)
= (Ei −mi)(Ei +mi)(−~σ.~k) . (1114)

Então

ui(
~p′i)/kγ5ui(~pi) = (Ei +mi)χ

†
[−(Ei +mi)(~σ.~k) + (Ei −mi)(~σ.~k)

(Ei +mi)

]

χ

= (Ei +mi)χ
†
[−2mi(~σ.~k)

(Ei +mi)

]

χ

= −2miχ
†(~σ.~k)χ

= −2mi(~σ
(i).~k) , (1115)

sendo ~σ(i) = χ†(~σ.~k)χ.

G.2 A REDUÇÃO DOS ESPINORES U(P ′)U(P )

Da equação de Dirac para uma part́ıcula com energia E, massa m e momento ~p,

temos a sua solução dada por

uα(~p) =
1√

E +m

(

E +m

~σ.~p

)

χα, (1116)
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sendo explicitamente escritos como (χα são os estados de spin e ~σ as matrizes de Pauli e

matriz unitária 2× 2 impĺıcita para a correta dimensão das matrizes)

u(p) =
1√

E +m









E +m 0

0 E +m

~σ.~p 0

0 ~σ.~p









[

1√
2

(

1

0

)

+
1√
2

(

0

1

)]

, (1117)

para quando a part́ıcula é incidente e para a part́ıcula espalhada temos

u(p′) =
1√

E +m

[

1√
2

(

1, 0
)

+
1√
2

(

0, 1
)
](

E +m 0

0 E +m

−~σ.~p′ 0

0 −~σ.~p′

)

. (1118)

Juntando ambas as soluções encontramos a relação de espinores

u(p′)u(p) =
1

E +m

[

1√
2

(

1, 0
)

+
1√
2

(

0, 1
)
](

E +m 0

0 E +m

−~σ.~p′ 0

0 −~σ.~p′

)

×









E +m 0

0 E +m

~σ.~p 0

0 ~σ.~p









[

1√
2

(

1

0

)

+
1√
2

(

0

1

)]

,

u(p′)u(p) =
1

2(E +m)

[
(

1, 0
)

+
(

0, 1
)
](

(E +m)2 − (~σ.~p′)(~σ.~p) 0

0 (E +m)2 − (~σ.~p′)(~σ.~p)

)

×
[(

1

0

)

+

(

0

1

)]

,

u(p′)u(p) =
1

2(E +m)

[
(

(E +m)2 − (~σ.~p′)(~σ.~p), 0
)

+
(

0, (E +m)2 − (~σ.~p′)(~σ.~p)
)
][(

1

0

)

+

(

0

1

)]

. (1119)

Assim encontramos

[u(p′)u(p)] =
2

2(E +m)

(

(E +m)2 − (~σ.~p′)(~σ.~p)
)

. (1120)

Da relação de energia relativ́ıstica E2 = m2 + ~p2 e da identidade das matrizes de
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Pauli, fazemos

[u(p′)u(p)] =
E2 + 2Em+m2 − (~σ.~p′)(~σ.~p)

E +m

=
~p2 +m2 + 2Em+m2 − ~p′.~p− i~σ(a).(~p′ × ~p)

E +m

=
2m(E +m)− ~p(~p− ~p′)− i~σ(a).(~p′ × ~p)

E +m

= 2m− ~p(~p− ~p′)− i~σ(a).(~p′ × ~p)

E +m
.

Para os espinores relativos à part́ıcula a, temos

[u(p′)u(p)]a = 2ma +
~q2 − i~σ(a).(~q × ~z)

2Ea +ma

, (1121)

aqui usamos as relações ~p.(~p′ − ~p) = − (~q)2

2
e ~p′ × ~p = ~q×~z

2
.

G.3 CÁLCULO DE U(P ′)/ZU(P )

O caso em que usamos ambas as componentes do quadrivetor no nosso trabalho, é

o caso do quadrivetor z, por isso usaremos este cálculo como padrão para os demais.

O quadrimomento zµ slashed é dado por

/z = zµγ
µ =

(

z0 −~σ.~z
~σ.~z −z0

)

. (1122)



299

Procedendo da mesma maneira do caso anterior, temos explicitamente

[u(p′)a/zu(p)]a =
1

(E +m)a

[

1√
2

(

1, 0
)

+
1√
2

(

0, 1
)
](

(E +m)a 0

0 (E +m)a

−~σ.~p′a 0

0 −~σ.~p′a

)

×









z0 0 −~σ.~z 0

0 z0 0 −~σ.~z
~σ.~z 0 −z0 0

0 ~σ.~z 0 −z0

















(E +m)a 0

0 (E +m)a

~σ. ~pa 0

0 ~σ.~pa









×
[

1√
2

(

1

0

)

+
1√
2

(

0

1

)]

,

[u(p′)/zu(p)]a =
1

(E +m)a

[

1√
2

(

1, 0
)

+
1√
2

(

0, 1
)
](

B 0 C 0

0 B 0 C

)

×









(E +m)a 0

0 (E +m)a

~σ.~pa 0

0 ~σ.~pa









[

1√
2

(

1

0

)

+
1√
2

(

0

1

)]

,

[u(p′)/zu(p)]a =
1

(E +m)a

[

1√
2

(

1, 0
)

+
1√
2

(

0, 1
)
](

A 0

0 A

)[

1√
2

(

1

0

)

+
1√
2

(

0

1

)]

sendo

A = (E +m)2az0 − (E +m)a(~σ
~p′a)(~σ~z) + z0(~σ

~p′a)(~σ~pa)− (E +m)(~σ~z)(~σ~pa), (1123)

B = (E +m)az0 − (~σ~p′a)(~σ~z), (1124)

C = z0(~σ
~p′a)− (E +m)a(~σ~z). (1125)

Desenvolvendo mais as expressões

ua(p
′)/zu(p)a =

(E +m)2az0 − (E +m)a(~σ~p
′
a)(~σ~z) + z0(~σ~p

′
a)(~σ~pa)− (E +m)a(~σ~z)(~σ~pa)

(E +m)a

= (E +m)az0 − (~σ~p′a)(~σ~z) +
z0

(E +m)a
(~σ~p′a)(~σ~pa)− (~σ~z)(~σ~pa). (1126)

Sabendo que a = 1, 2 então:

p1 = (E1, ~p), p′1 = (E ′
1,
~p′), (1127)

p2 = (E2,−~p), p′2 = (E2,−~p′), (1128)

~p1 = ~p, ~p′1 =
~p′, (1129)

~p2 = −~p, ~p′2 = −~p′, (1130)
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para os os termos proporcionais a ~z

(~σ.~p′)(~σ.~z) = ~p′.~z + i~σ.(~p′ × ~z) = ~p′.(~p+ ~p′) + i~σ.(~p′ × ~p+ ~p′ × ~p′) = ~p′2 + ~p′~p+ i~σ.(~p′ × ~p)

= E ′2 −m′2 + ~p′~p+ i~σ.(~p′ × ~p)

= E ′2 −m′2 + (~σ~p′)(~σ~p), (1131)

(~σ.~z)(~σ.~p) = ~p.~z + i~σ.(~z × ~p) = ~p.(~p+ ~p′) + i~σ.(~p× ~p+ ~p′ × ~p) = ~p2 + ~p′~p+ i~σ.(~p′ × ~p)

= E2 −m2 + ~p′~p+ i~σ.(~p′ × ~p)

= E2 −m2 + (~σ~p′)(~σ~p). (1132)

De (1126), usando as últimas relações

u(p′)/zu(p) = (E +m)z0 +
z0

E +m
(~σ~p′)(~σ~p)± 2[E2 −m2 + (~σ~p′)(~σ~p)]

=
z0[(E +m)2 + (~σ~p′)(~σ~p)]± 2(E +m)[(E2 −m2) + (~σ~p′)(~σ~p)]

E +m

=
1

E +m

{

z0[2E
2 − (~p2 +m2) + 2Em+m2 + ~p′~p+ i~σ(~q × ~z)/2]

±2(E +m)[2E2 − ~p2 −m2 −m2 + ~p′~p+ i~σ(~q × ~z)/2
}

=
1

E +m

{

z0[2E
2 − ~p2 + 2Em+ ~p′~p+ i~σ(~q × ~z)/2]

±2(E +m)(2E2 − 2m2 − [~q2 − i~σ(~q × ~z)]/2)
}

=
1

E +m

{

z0[2E(E +m)− [~q2 − i~σ(~q × ~z)]/2]

±2(E +m)(2E2 − 2m2 − [~q2 − i~σ(~q × ~z)]/2)
}

= 2Ez0 −
[z0 ± 2(E +m)][~q2 − i~σ(~q × ~z)]

2(E +m)
,

[u(p′)/zu(p)]a = 2Eaz0 −
z0 ± 2(Ea +ma)

2(Ea +ma)
[~q2 − i~σ(a)(~q × ~z)], (1133)

em que usamos o sinal − para a = 1 e + para a = 2.

G.4 CÁLCULO DO CASO U(P ′) /WU(P )

A componente espacial de W pela definição do tipo de interação é nula, dessa

maneira, podemos pegar de (1133) os termos proporcionais a z0 e fazer z0 → W0

[u(p′) /Wu(p)](a) = W0

[

2Ea −
~q2 − i~σ(a)(~q × ~z)

2(Ea +ma)

]

. (1134)
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G.5 RESULTADOS GERAIS

G.5.1 Definições

Escrevemos de maneira mais conveniente a redução espinorial utilizando a definição

Q(a) = (~q)2 − i~σ(a).(~q × ~z), (1135)

as definições dos operadores de spin e momento angular são

~ΩC = 1̂ (1136)

~ΩSS = (~q)2~σ(1).~σ(2), (1137)

~ΩLS+ =
i

4
(~σ(1) + ~σ(2)).(~q × ~z), (1138)

~ΩLS−
=
i

4
(~σ(1) − ~σ(2)).(~q × ~z), (1139)

~ΩT = (~q)2~σ(1).~σ(2) − 3(~σ(1).~q)(~σ(2).~q), (1140)

~ΩQ = ~σ(1).(~q × ~z)~σ(2).(~q × ~z), (1141)

sabendo que 1̂ é a matriz unidade no espaço de spin, e que

i~σ(1).(~q × ~z) = 2(~ΩLS+ + ~ΩLS−
), (1142)

i~σ(2).(~q × ~z) = 2(~ΩLS+ − ~ΩLS−
), (1143)

reescrevemos (1135) em função de a = 1, 2

Q(1) = (~q)2 − 2(~ΩLS+ + ~ΩLS−
), (1144)

Q(2) = (~q)2 − 2(~ΩLS+ − ~ΩLS−
), (1145)

Q(1)Q(2) = [(~q)2]2 − 4(~q)2~ΩLS+ − ~ΩQ. (1146)

De modo geral a redução de espinores usa a igualdade

a+ bQ(1) + cQ(2) + dQ(1)Q(2) = a+ b
[

(~q)2 − 2(~ΩLS+ + ~ΩLS−
)
]

+c
[

(~q)2 − 2(~ΩLS+ − ~ΩLS−
)
]

+ d
[

[(~q)2]2 − 4(~q)2~ΩLS+ − ~ΩQ

]

= a+
(
b+ c

)
(~q)2 + d[(~q)2]2 + 2

[
− b− c− 2(~q)2d

]
~ΩLS+ + 2

[
− b+ c

]
~ΩLS−

+
[
− d
]
~ΩQ.

No nosso trabalho o operador ~ΩQ não é utilizado, uma vez que, é proporcional a ~z2.

Portanto consideraremos ~ΩQ → 0.

Nas próximas seções calcularemos cada combinação de redução espinorial, em que
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usaremos de acordo com a redução local definida nesse trabalho

E1 = m1, E2 = m2, (1147)

W0 = E1 + E2 = m1 +m2, (1148)

z0 = E1 − E2 = m1 −m2, (1149)

~z2 = 0. (1150)

G.5.2 [uu](1)[uu](2)

Utilizando a relação (1121) e as definições anteriores calculamos diretamente

[u(p′)u(p)](1)[u(p
′)u(p)](2) =

[

2m1 +
Q(1)

4m1

][

2m2 +
Q(2)

4m2

]

= 4m1m2 +
[ m2

2m1

+
m1

2m2

]

(~q)2 +
(~q)4

16m1m2

−2
[ m2

2m1

+
m1

2m2

+
(~q)2

8m1m2

]

~ΩLS+ + 2
[

− m2

2m1

+
m1

2m2

]

~ΩLS−.

(1151)

G.5.3 [u /Wu](1)[uu](2)

De (1134), a = 1 e (1148), encontramos

[u /Wu](1)[uu](2) = (m1 +m2)
[

2m1 −
Q(1)

4m1

][

2m2 +
Q(2)

4m2

]

= (m1 +m2)
{

4m1m2 +
[

− m2

2m1

+
m1

2m2

]

(~q)2 − (~q)4

16m1m2

+2
[ m2

2m1

− m1

2m2

− (~q)2

8m1m2

]

~ΩLS+ + 2
[ m2

2m1

+
m1

2m2

]

~ΩLS−

}

. (1152)

G.5.4 [uu](1)[u /Wu](2)

Da mesma maneira que o caso anterior com a = 1

[uu](1)[u /Wu](2) = (m1 +m2)
[

2m1 +
Q(1)

4m1

][

2m2 −
Q(2)

4m2

]

= (m1 +m2)
{

4m1m2 +
[ m2

2m1

− m1

2m2

]

(~q)2 − (~q)4

16m1m2

+2
[

− m2

2m1

+
m1

2m2

− (~q)2

8m1m2

]

~ΩLS+ − 2
[ m2

2m1

+
m1

2m2

]

~ΩLS−

}

. (1153)
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G.5.5 [u /Wu](1)[u /Wu](2)

Aplicando (1134) para a = 1 e a = 2

[u /Wu](1)[u /Wu](2) = (m1 +m2)
2
[

2m1 −
Q(1)

4m1

][

2m2 −
Q(2)

4m2

]

= (m1 +m2)
2
{

4m1m2 −
[ m2

2m1

+
m1

2m2

]

(~q)2 +
(~q)4

16m1m2

+2
[ m2

2m1

+
m1

2m2

− (~q)2

8m1m2

]

~ΩLS+ + 2
[ m2

2m1

− m1

2m2

]

~ΩLS−

}

. (1154)

G.5.6 [u/zu](1)[uu](2)

Para o sandúıche de espinores com o quadrivetor zmu utilizamos a relação (1133),

(1147) e (1149), resultando na relação

[u(p′)/zu(p)](1) = 2m1(m1 −m2) +
3m1 +m2

4m1

Q(1).

Então

[u(p′)/zu(p)](1)[u(p
′)u(p)](2) =

[

2m1(m1 −m2) +
3m1 +m2

4m1

Q(1)
][

2m2 +
Q(2)

4m2

]

= 4m1m2(m1 −m2)

+
[m2(3m1 +m2)

2m1

+
m1(m1 −m2)

2m2

]

(~q)2 +
(3m1 +m2)

16m1m2

(~q)4

−2
[m2(3m1 +m2)

2m1

+
m1(m2 −m1)

2m2

+
(3m1 +m2)(~q)

2

8m1m2

]

~ΩLS+

+2
[

− m2(3m1 +m2)

2m1

+
m1(m1 −m2)

2m2

]

~ΩLS−. (1155)
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G.5.7 [uu](1)[u/zu](2)

Da mesma forma que do caso anterior encontramos

[u(p′)u(p)](1)[u(p
′)/zu(p)](2) =

[

2m1 +
Q(1)

4m1

][

2m2(m1 −m2)−
3m2 +m1

4m2

Q(2)
]

= 4m1m2(m1 −m2)

+
[m2(m1 −m2)

2m1

− m1(3m2 +m1)

2m2

]

(~q)2 − (3m2 +m1)

16m1m2

(~q)4

−2
[m2(m2 −m1)

2m1

− m1(3m2 +m1)

2m2

− (3m2 +m1)

8m1m2

(~q)2
]

~ΩLS+

−2
[m2(m2 −m1)

2m1

+
m1(3m2 +m1)

2m2

]

~ΩLS−. (1156)

G.5.8 [ūγµu]
(1)[ūγνu]

(2)zµzν

Para esse caso temos que considerar explicitamente as componentes tensoriais,

reescrevendo de forma separada (1133) e manipulando a parte vetorial, encontramos

[ūγ0u]
(a) = 2Ea − 1

2(Ea+ma)
Q(a) (1157)

[ūγju]
(a) = s(a)[~z + i~σ(a) × ~q]j (1158)

em que s(1) = 1 e s(2) = −1, para a = 1, 2. Isso se faz necessários pois de outra maneira

a aproximação ~z2 = 0 não aparece explicitamente. Assim

[ūγµu]
(1)[ūγνu]

(2)zµzν =
[

z0
(

2E1 −
Q(1)

2(E1 +m1)

)

− ~z(~z + i~σ(1) × ~q)
]

×
[

z0
(

2E2 −
Q(2)

2(E2 +m2)

)

+ ~z(~z + i~σ(2) × ~q)
]

= z0
2
(

2E1 −
Q(1)

2(E1 +m1)

)(

2E2 −
Q(2)

2(E2 +m2)

)

+z0
(

2E1 −
(~q)2

2(E1 +m1)

)

i~σ(2).(~q × ~z)

−z0
(

2E2 −
(~q)2

2(E2 +m2)

)

i~σ(1).(~q × ~z) (1159)
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= 4E1E2z
02 − z0

2
( E1

E2 +m2

+
E2

E1 +m1

)

(~q)2 + z0
2 [(~q)2]2

4(E1 +m1)(E2 +m2)

+2z0
2
[ E1

E2 +m2

+
E2

E1 +m1

− 2(~q)2

4(E1 +m1)(E2 +m2)

+
1

z0

(

2E1 −
(~q)2

2(E1 +m1)

)

− 1

z0

(

2E2 −
(~q)2

2(E2 +m2)

)]

~ΩLS+

−2z0
2
[ E1

E2 +m2

+
E2

E1 +m1

+
1

z0

(

2E1 −
(~q)2

2(E1 +m1)

)

+
1

z0

(

2E2 −
(~q)2

2(E2 +m2)

)]

~ΩLS−
.

(1160)

Logo

[ūγµu]
(1)[ūγνu]

(2)zµzν = (E1 − E2)
2
[

4E1E2 −
( E1

E2 +m2

+
E2

E1 +m1

)

(~q)2

+
[(~q)2]2

4(E1 +m1)(E2 +m2)

]

+2(E1 − E2)
2
[ E1

E2 +m2

+
E2

E1 +m1

+
2(E1 − E2)

(E1 − E2)

−
( 2

4(E1 +m1)(E2 +m2)
+

1

2(E1 − E2)(E1 +m1)

− 1

2(E1 − E2)(E2 +m2)

)

(~q)2
]

~ΩLS+

−2(E1 − E2)
2
[ E1

E2 +m2

+
E2

E1 +m1

+
2(E1 + E2)

(E1 − E2)

−
( 1

2(E1 − E2)(E1 +m1)
+

1

2(E1 − E2)(E2 +m2)

)

(~q)2
]

~ΩLS−
.

(1161)

Podemos também usar as igualdades E1 = m1 e E2 = m2.

G.5.9 [u /Wu](1)[u/zu](2)

Procedendo de mesma maneira que nos caso anteriores

[u /Wu](1)[u/zu](2) = (m1 +m2)
[

2m1 −
Q(1)

4m1

][

2m2(m1 −m2) +
5m2 −m1

4m2

Q(2)
]

= (m1 +m2)
{

4m1m2(m1 −m2)

+
[

− m2(m1 −m2)

2m1

+
m1(5m2 −m1)

2m2

]

(~q)2 − (5m2 −m1)

16m1m2

(~q)4

+2
[m2(m1 −m2)

2m1

− m1(5m2 −m1)

2m2

+
(5m2 −m1)(~q)

2

8m1m2

]

~ΩLS+

+2
[m2(m1 −m2)

2m1

+
m1(5m2 −m1)

2m2

]

~ΩLS−

}

. (1162)
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G.5.10 [u/zu](1)[u /Wu](2)

De mesma forma,

[u(p′)/zu(p)](1)[u(p
′) /Wu(p)](2) =

[

2m1(m1 −m2) +
3m1 +m2

4m1

Q(1)
]

(m1 +m2)
[

2m2 −
Q(2)

4m2

]

= (m1 +m2)
{

4m1m2(m1 −m2)

+
[m2(3m1 +m2)

2m1

− m1(m1 −m2)

2m2

]

(~q)2 − (3m1 +m2)

16m1m2

(~q)4

+2
[

− m2(3m1 +m2)

2m1

+
m1(m1 −m2)

2m2

+
(3m1 +m2)(~q)

2

8m1m2

]

~ΩLS+

−2
[m2(3m1 +m2)

2m1

+
m1(m1 −m2)

2m2

]

~ΩLS−

}

. (1163)

G.5.11 [ūγµu]
(1)[ūγνu]

(2)gµν

O último caso de redução espinorial, aqui fazemos o mesmo procedimento feito

para o caso da seção G.5.8.

Fazemos a multiplicação das componentes temporal e espacial de ūγµu, assim (lem-

brando do sinal do espaço de Minkowiski)

[ūγµu]
(1)[ūγνu]

(2)gµν =
[(

2E1 −
Q(1)

2(E1 +m1)

)

, (~z + i~σ(1) × ~q)
]

×
[(

2E2 −
Q(2)

2(E2 +m2)

)

,−(~z + i~σ(2) × ~q)
]

=
(

2E1 −
Q(1)

2(E1 +m1)

)(

2E2 −
Q(2)

2(E2 +m2)

)

+(~z + i~σ(1) × ~q)(~z + i~σ(2) × ~q)

=
(

2E1 −
Q(1)

2(E1 +m1)

)(

2E2 −
Q(2)

2(E2 +m2)

)

+[i~σ(1)(~q × ~z) + i~σ(2)(~q × ~z)− (~σ(1) × ~q)(~σ(2) × ~q)] .

Usando a identidade: ( ~A× ~B)( ~C × ~D) = ( ~A. ~C)( ~B. ~D)− ( ~A. ~D)( ~B. ~C), fazemos

(~σ(1) × ~q)(~σ(2) × ~q) = (~σ(1).~σ(2))(~q.~q)− (~σ(1).~q)(~σ(2).~q)

=
2

3
(~q)2(~σ(1).~σ(2)) +

1

3

[

(~q)2(~σ(1).~σ(2))− 3(~σ(1).~q)(~σ(2).~q)
]

, (1164)

(~σ(1) × ~q)(~σ(2) × ~q) =
2

3
~ΩSS +

1

3
~ΩT . (1165)
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Então encontramos a redução

[ūγµu]
(1)[ūγνu]

(2)gµν = 4E1E2 −
( E1

E2 +m2

+
E2

E1 +m1

)

(~q)2 +
[(~q)2]2

4(E1 +m1)(E2 +m2)

+2
[ E1

E2 +m2

+
E2

E1 +m1

− 2(~q)2

4(E1 +m1)(E2 +m2)
+ 2
]

~ΩLS+

+2
[ E2

E1 +m1

− E1

E2 +m2

]

~ΩLS−
− 2

3
~ΩSS −

1

3
~ΩT . (1166)



308

APÊNDICE H – Formalismo e observáveis

A matriz de espalhamento para a interação méson-Bárion pode ser escrito na forma

M =
TπΛb

8π
√
s
= f(k, θ) + g(k, θ)i~σ.n̂, (1167)

em que é decomposta nas amplitudes spin-non-flip e spin-flip f(k, θ) e g(k, θ) respectiva-

mente. Essas amplitudes de spin são calculadas pela expansão em ondas parciais

f(k, θ) =
∞∑

l=0

[

(l + 1)al+(k) + lal−(k)
]

Pl(θ),

g(k, θ) =
∞∑

l=1

[

al−(k)− al+(k)
]

P
(1)
l (θ). (1168)

Usando as relações de ortogonalidade dos polinomios de Legendre, as amplitudes de ondas

parciais são

al± =
1

2

∫ 1

−1

[

Pl(θ)f1(k, θ) + Pl±1(θ)f2(k, θ)
]

dθ, (1169)

sendo

f1(k, θ) =
(E +m)

8π
√
s

[A+ (
√
s−m)B],

f2(k, θ) =
(E −m)

8π
√
s

[−A+ (
√
s+m)B], (1170)

E é a energia do bárion inicial, e
√
s = W é a energia total do sistema no referencial

do centro de massa. Muitas vezes são consideradas nessas expansões somente as primei-

ras ondas parciais S e P , uma boa aproximação para baixas energias. Essas ondas são

representadas pelos sub́ındice l (l = 0 and l = 1, respectivamente)

Como as amplitudes de ondas parciais obtidas em diagramas do tipo árvore são

reais, temos que unitarizar as amplitudes para que não ocorra a violação de unitariedade

da matriz de espalhamento S, fazemos então

aUl± =
a±

1− i|~k|a±
. (1171)

Definimos os observáveis como segue. Para a seção de choque diferencial no centro

de massa

dσ

dΩ
= |f |2 + |g|2, (1172)
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integrando em relação ao angulo sólido em todo o espaço, encontramos a seção de choque

total

σT = 4π
∑

l

[

(l + 1)|aUl+|2 + l|aUl−|2
]

. (1173)

Outro observável de nosso interesse é o phase shift, dado por

δl± = tan−1(|~k|a±). (1174)

H.1 BREIT-WIGNER EXPRESSION

A expressão relativ́ıstica de Breit-Wigner é determinada em termos de quantidades

experimentais, e é definida como

δl± = tan−1

[
Γ0

(
|~k|
|~k0|

)2J+1

2(mr −
√
s)

]

, (1175)

em que Γ0 é a largura média da ressonância no ponto correspondente ao momento do

méson de valor |~k0| relativo ao pico da curva correspondente à ressonância de massa mr e

com momento angular (spin) J . Essa relação é útil para quando comparada com (1174)

conseguirmos estimar, comparados com dados experimentais as constantes de acoplamento

de interesse.
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APÊNDICE I – Projetores e Estados de Isospin

Neste apêndice mostraremos como encontrar os canais de isospin e as matrizes de

isospin associados aos vértices dos vários diagramas considerados.

I.1 PROJETORES DE ISOSPIN

I.1.1 Estados de Isospins 1
2
e 3

2

A partir de um operador e de seus autovalores, podemos estabelecer um operador

de projeção de forma geral como

Pi =
∏

j 6=i

O − ωj
ωi − ωj

, i 6= j, (1176)

em que O é um operador com autovalores ωi. O operador atua como

Pi|d〉 = δid|d〉, (1177)

sendo que Ω|d〉 = ωd|d〉.
Para a combinação de isospin 1 e 1/2, fazemos

~I =
1

2
~τ + ~t, (1178)

onde ~t = (t1, t2, t3) é o operador de isospin 1, ~τ são as matrizes de Pauli que descrevem

operador de isospin 1/2.

Elevando I ao quadrado temos

I2 =
(τ

2

)2

+ ~τ · ~t+ t2, (1179)

e aplicando na relação

I(I + 1)ψ =
[1

2
(
1

2
+ 1) + ~τ · ~t+ 1(1 + 1)

]

ψ, (1180)

isolando ~τ · ~t e aplicando em uma auto estado ψ chegamos a

(~τ · ~t)ψ =
[

I(I + 1)− 11

4

]

ψ = ωIψ. (1181)

Desse modo obtemos para os canais de isospin 1/2 e 3/2 respectivamente, os se-
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guintes autovalores

I =
1

2
→ ω 1

2
= −2, (1182)

I =
3

2
→ ω 3

2
= 1. (1183)

Considerando o operador Ω = ~τ · ~t e usando a definição (1176) chegamos aos

operadores projeção de isospin

P 1
2
=

1− ~τ · ~t
3

, (1184)

P 3
2
=

2 + ~τ · ~t
3

. (1185)

O operador ~t atuando em seus estados (a, b, c) resulta em

〈b|tc|a〉 = −iǫbac, (1186)

ou

〈b|~t|a〉 = −iǫbacêc, (1187)

sendo êc versor na direção c. O operador Ω atuando nos estados de isospin 1 resulta em

〈b|~τ · ~t|a〉 = −iǫbacτc, (1188)

então

〈b|P 1
2
|a〉 =

1

3
〈b|1− ~τ · ~t|a〉 = 1

3
[δba + iǫbacτc], (1189)

〈b|P 3
2
|a〉 =

1

3
〈b|2 + ~τ · ~t|a〉 = 1

3
[2δba − iǫbacτc]. (1190)

Os operadores de projeção de isospin neste caso podem então ser escritos como

(P 1
2
)ba =

1

3
δba +

i

3
ǫbacτc, (1191)

(P 3
2
)ba =

2

3
δba −

i

3
ǫbacτc. (1192)

A amplitude de transição T pode ser decomposta em seus canis de isospin

T = T 1
2
P 1

2
+ T 3

2
P 3

2
. (1193)
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Substituindo (1191) e (1192) em (1193),

〈b|T |a〉 = T 1
2

1

3
[δba + iǫbacτc] + T 3

2

1

3
[2δba − iǫbacτc]

=
1

3
(T 1

2
+ 2T 3

2
)δba +

1

3
(T 1

2
− T 3

2
)iǫbacτc, (1194)

definimos

T ba = T+δba + T−iǫbacτc =
[

A+ +
1

2
(/k + /k

′
)B+

]

δba +
[

A− +
1

2
(/k + /k

′
)B−

]

iǫbacτc, (1195)

logo

T+ =
1

3
(T 1

2
+ 2T 3

2
), (1196)

T− =
1

3
(T 1

2
− T 3

2
), (1197)

dessa maneira encontramos os canais de isospin de T

T 1
2

= T+ + 2T−, (1198)

T 3
2

= T+ − T−. (1199)

Por fim por comparação, conclúımos que

A
1
2 = A+ + 2A−, B

1
2 = B+ + 2B−, (1200)

A
3
2 = A+ − A−, B

3
2 = B+ − B−. (1201)

I.1.2 Estados de Isospin 0 e 1

Para a interação de duas part́ıculas com isospin 1/2, temos

~I =
~τ1
2
+
~τ2
2
, (1202)

sendo que o sub́ındice 1 e 2 distinguem as part́ıculas. Fazendo o mesmo procedimento

para o caso anterior, temos

(~I)2 =
( ~τ1
2

)2

+
~τ1 · ~τ2
2

+
( ~τ2
2

)2

, (1203)

e

P0 =
1− ~τ1 · ~τ2

4
, (1204)

P1 =
3 + ~τ1 · ~τ2

4
. (1205)
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com ω0 = −3 e ω1 = 1.

De

T = T0P0 + T1P1, (1206)

encontramos

T =
T0 + 3T1

4
+
T1 − T0

4
~τ1 · ~τ2. (1207)

Definindo

Tδ =
T0 + 3T1

4
, Tτ =

T1 − T0
4

, (1208)

e então

T0 = Tδ − 3Tτ , (1209)

T1 = Tδ + Tτ . (1210)

Para as amplitudes A e B são

Tδ = Aδ +
/k + /k

′

2
Bδ (1211)

Tτ = Aτ +
/k + /k

′

2
Bτ (1212)

logo

T0 = Aδ − 3Aτ +
/k + /k

′

2
(Bδ − 3Bτ ) (1213)

T1 = Aδ + Aτ +
/k + /k

′

2
(Bδ +Bτ ) (1214)

Assim conclúımos que as amplitudes para cada canal de isospin são dadas por

A0 = Aδ − 3Aτ , B0 = Bδ − 3Bτ , (1215)

A1 = Aδ + Aτ , B1 = Bδ +Bτ . (1216)

I.1.3 Estados de Isospin 0, 1 e 2

A interação entre duas part́ıculas com isospin 1 é dada pela relação

~I = ~t1 + ~t2 (1217)
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logo

I2 = t21 + 2~t1.~t2 + t22 (1218)

resultando nos projetores

P0 =
δd∆δbβ

3
, (1219)

P1 =
δdbδ∆β − δdβδ∆b

2
, (1220)

P2 =
3δdbδ∆β + 3δdβδ∆b − δd∆δbβ

6
. (1221)

Considerando o caso da interação entre o méson π e o bárion Σ ambos de isospin 1, então

a mistura de todos os estados é dada por

TΣΣ = 〈ΣbΣβ|T |ΣdΣ∆〉 = ū(~p′)
{

A(δbβδd∆) + B(δbdδβ∆) + C(δβdδb∆)
}

u(~p). (1222)

O canal de interação direto é dado pela combinação de estados δαβδγδ e o cruzado por

δαδδβγ . Comparando com as amplitudes de acordo com os operadores de projeção de

isospin, escrevemos

TΣΣ = ū(~p′)
{

T0P0 + T1P1 + T2P2

}

u(~p)

= ū(~p′)
{

T0

(δαβδγδ
3

)

+ T1

(δdbδ∆β − δdβδ∆b
2

)

+ T2

(3δdbδ∆β + 3δdβδ∆b − δd∆δbβ
6

)}

u(~p)

(1223)

dessa forma por correspondência temos que as amplitudes de acordo com o canal de isospin

são

T0 = 3A+B + C, (1224)

T1 = B − C, (1225)

T2 = B + C. (1226)

I.2 MATRIZES DE ISOSPIN PARA A TROCA DE DOIS MÉSONS

Nesta seção mostraremos como calcular as matrizes de isospin representadas por

G1G2 para todos os casos considerados neste trabalho.
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I.2.1 Combinação de dois bárions externos com Isospin 1/2

I.2.1.1 Trocando dois ṕıons, casos: ππNN , ππΞΞ e ππNΞ

As matrizes de isospin para o diagrama tipo caixa são dadas por

G1G2 = (τ †b τa)(τ
†
b τa)

= δabδab − 2δαβτ
ατβ

= δaa − 2~τ1.~τ2

= 3− 2~τ1.~τ2. (1227)

Matrizes de isospin para o diagrama tipo cruzado

G1G2 = (τ †b τa)(τ
†
aτb)

= δabδab + 2δαβτ
ατβ

= δaa + 2~τ1.~τ2

= 3 + 2~τ1.~τ2. (1228)

I.2.1.2 Trocando dois kaons, casos: KKNN , KKNΞ e KKΞΞ

Matrizes de isospin para os diagramas dos tipos caixa e cruzado

G1G2 = (τ †aτa)(τ
†
b τb)

= δaaδbb

= 9. (1229)

I.2.2 Combinações de dois bárions externos com isospin 1/2 e isospin 1

I.2.2.1 Trocando dois ṕıons, casos: ππNΣ, ππNΣc, ππΞΣ, e ππΞΣc

Considerando a interação do tipo 〈NπαΣβ|T |NπγΣ∆〉 trocando dois ṕıons πα e πγ,

temos que os operadores de isospin em relação aos ṕıons, são:
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Diagrama do tipo caixa

G1G2 = (τ †ατγ)(t
†
αtγ)

= (δαγ + iǫγαkτ
k)(−iǫcβα)(−iǫ∆cγ)

= (δαγ + iǫγαkτ
k)(δβ∆δαγ − δβγδα∆)

= 3δβ∆ − δβ∆ − iǫβ∆kτ
k

= 2δβ∆ − iǫβ∆kτ
k. (1230)

Diagrama do tipo cruzado

G1G2 = (τ †ατγ)(t
†
γtα)

= (δαγ + iǫγαkτ
k)(−iǫcβγ)(−iǫ∆cα)

= (δαγ + iǫγαkτ
k)(δβαδγ∆ − δβ∆δαγ)

= −3δβ∆ + δβ∆ + iǫβ∆kτ
k

= −2δβ∆ + iǫβ∆kτ
k. (1231)

I.2.2.2 Trocando dois kaons, casos: KKNΣ, KKΞΣ)

Diagrama do tipo caixa

G1G2 = (τ †aτa)(τ
†
b τc)

= δaa(δbc + iǫbckτ
k)

= 3(δab + iǫbacτ
c). (1232)

Diagrama do tipo cruzado

G1G2 = (τ †aτa)(τ
†
c τb)

= δaa(δbc − iǫbckτ
k)

= 3(δab − iǫbacτ
c). (1233)

I.2.3 Combinações de dois bárions externos com isospin 1

I.2.3.1 Trocando dois ṕıons, casos: ππΣΣ e ππΣcΣc

Sendo
〈
A|tB|C

〉
= −iǫACB para a interação do tipo 〈ΣbΣβ|T |ΣdΣ∆〉 com ṕıons nos

estados πα nos primeiros vértices e πγ no segundo, teremos:
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Diagrama do tipo caixa

~G1 = 〈a|tα|b〉 〈d|tγ|a〉 = (−iǫabα)(−iǫdaγ), (1234)

~G2 = 〈c|tα|β〉 〈∆|tγ|c〉 = (−iǫcβα)(−iǫ∆cγ). (1235)

Sabemos que ǫijkǫimn = δjmδkn − δjnδkm, então

(ǫabα)(ǫadγ)(ǫcβα)(ǫc∆γ) = (δbdδαγ − δbγδαd)(δβ∆δαγ − δβγδα∆)

= 3δbdδβ∆ − δbdδβ∆ − δbdδβ∆ + δbβδd∆

G1G2 = δbdδβ∆ + δbβδd∆. (1236)

Temos por definição que a forma geral é: 〈ΣbΣβ|T |ΣdΣ∆〉 = A(δbβδd∆)+B(δbdδβ∆)+

C(δβdδb∆). Assim para o tipo caixa temos

〈ΣbΣβ|T |ΣdΣ∆〉 = A(δbβδd∆) + B(δbdδβ∆). (1237)

Diagrama do tipo cruzado

~G1 = 〈a|tα|b〉 〈d|tγ|a〉 = (−iǫabα)(−iǫdaγ), (1238)

~G2 = 〈c|tγ|β〉 〈∆|tα|c〉 = (−iǫcβγ)(−iǫ∆cα). (1239)

Então

(ǫabα)(ǫadγ)(ǫcβγ)(ǫc∆α) = (δbdδαγ − δbγδαd)(δβ∆δαγ − δβαδγ∆)

= 3δbdδβ∆ − δbdδβ∆ − δbdδβ∆ + δdβδb∆

G1G2 = δbdδβ∆ + δβdδb∆. (1240)

Logo para o tipo cruzado

〈ΣbΣβ|T |ΣdΣ∆〉 = B(δbdδβ∆) + C(δβdδb∆). (1241)

I.2.3.2 Trocando dois kaons, caso: KKΣΣ

Diagramas do tipo caixa e cruzado

G1G2 = (τ †b τd)(τ
†
βτ∆)

= δbdδβ∆ + (termos ∝ τ) · · · (1242)

Logo

〈ΣbΣβ|T |ΣdΣ∆〉 = B(δbdδβ∆). (1243)
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I.2.4 Diagrama nabla (∇)

Para esse tipo de diagrama, não sabemos quais são as lagrangianas para os mésons

η e K. Desta maneira consideramos somente ṕıons nos diagrama com vértices de contato

com nucleon. Logo

(iτ †b τa)(ǫbacτ
c) =

[

δab + iǫbaατ
α
][

iǫbaθτ
θ
]

=

=0
︷ ︸︸ ︷

δabiǫbaθτ
θ−

2δαθ
︷ ︸︸ ︷
ǫbaαǫbaθ τ

ατ θ

(τ †b τa)(iǫbacτ
c) = −2~τ (1).~τ (2). (1244)

I.2.5 Diagrama triângulo (∆)

Para o caso geral do diagrama triângulo (∆) com ṕıons e nucleons

(iτ †aτb)(ǫabcτ
c) =

[

δab + iǫabατ
α
][

iǫabθτ
θ
]

=

=0
︷ ︸︸ ︷

δabiǫabθτ
θ−

2δαθ
︷ ︸︸ ︷
ǫabαǫabθ τ

ατ θ

(τ †aτb)(iǫabcτ
c) = −2~τ (1).~τ (2). (1245)

I.2.6 Diagrama bolha (())

Dois vértices de contato com ṕıons e nucleons

(ǫabατ
α)(ǫbaθτ

θ) = −
2δαθ

︷ ︸︸ ︷
ǫabαǫabθ τ

ατ θ = −2~τ (1).~τ (2). (1246)
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APÊNDICE J – Constantes de Acoplamento e o SU(3)

Neste apêndice iremos generalizar as lagrangianas quirais através do modelo sigma

não-linear, apresentado para o caso ṕıon-nucleon (SU(2)) no Apêndice A, de forma a

encontramos, através do conceito de simetria, relações entre constantes de acoplamento

dos diversos tipos de vértices. Nesta generalização iremos incluir todos os bárions de spin-

1/2, mésons pseudo-escalares e vetoriais, que contenham os quarks u, d e s (ver A.3.5),

estendendo assim o modelo para o caso SU(3) (SWART, 1963; PILKUHN et al., 1973;

STOKS; RIJKEN, 1997).

Reescrevemos a relação (452), para um novo estado mı́nimo de energia generalizado

(f0),

〈σ〉 = f0, (1247)

com isso modificamos a transformação unitária (472), dada por

U(x) =
1

fπ
(σ + i~τ · ~π),

da seguinte forma

U(x) =
1

f0
(σ + iλaπ

′
a), (1248)

onde a = 0, ..., 8, λa são as matrizes de Gell-Mann e πa representa o octeto de mésons

pseudo-escalares (~π,K,K, η).

A transformação do campo do núcleon ΨN (479), dá lugar à transformação gene-

ralizada para bárions de spin-1/2 (ΨB)

ΨB = ΛψBΛ
†, (1249)

em que agora temos o fator,

Λ = e
i
λaπ′

a
2f0 . (1250)

O octeto de mésons pseudo-escalares é dado pela matriz

λaπ
′
a√
2

=







π0√
2
+ η8√

6
π+ K+

π− − π0√
2
+ η8√

6
K0

K− K0 −2η8√
6






, (1251)

o campo octeto η8 juntamente com o campo singleto η0, quando misturados originam os
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mésons η e η′. O octeto de bárions de spin-1/2, fica

ΨB =







Σ0√
2
+ Λ√

6
Σ+ p

Σ− −Σ0√
2
+ Λ√

6
n

Ξ− Ξ0 − 2Λ√
6






. (1252)

Como estendemos o modelo sigma não-linear para o SU(3), e modificamos tanto o

campo dos mésons pseudo-escalares e também dos bárions é natural esperar que o campo

dos mésons σ precise ser generalizado da mesma forma. Isso se mostra evidente pois, f0

por mais que seja generalizado, prediz que as massas do octeto dos bárions ΨB, sejam as

mesmas. Vamos então, encontrar uma nova expressão para (1248), tal que

U(x) = F + λ0σ0 + λaσ
′
a + iλaπ

′
a, (1253)

onde λ0 =
√

2/3, λaσa representa o octeto dos mésons escalares e F é o novo valor mı́nimo

da energia (vácuo), dado por

F =






f1 0 0

0 f1 0

0 0 f2




 , (1254)

sendo f1 e f2 funções do valor esperado dos campos isoescalares singleto (σ0) e octeto

(σ8). Portanto,

f1 =

√

2

3
〈σ0〉+

√

1

3
〈σ8〉 , f2 =

√

2

3
〈σ0〉 − 2

√

1

3
〈σ8〉 . (1255)

Apresentadas todas as matrizes com os campos de bárions e mésons e sabendo que

todas as matrizes dos mésons se transformam da mesma forma que a matriz dos bárions,

podemos definir para as interações as seguinte combinações invariantes quirais

[
ΨBΨBΦ

]

F
= Tr(ΨBΦΨB)− Tr(ΨBΨBΦ), (1256)

[
ΨBΨBΦ

]

D
= Tr(ΨBΦΨB) + Tr(ΨBΨBΦ)−

2

3
Tr(ΨBΨB)Tr(Φ), (1257)

[
ΨBΨBΦ

]

S
= Tr(ΨBΨB)Tr(Φ), (1258)

em que Φ = λcφc representa as matrizes de mésons com c = 0, .., 8. Os octetos de mésons

tem traço nulo, logo podemos escrever
[
ΨBΨBΦ

]

F
= Tr(ΨB[Φ,ΨB]) e

[
ΨBΨBΦ

]

D
=

Tr(ΨB{Φ,ΨB}).
Definindo a constante de acoplamento do tipo bárion-bárion-méson(octeto) como

goct e do tipo bárion-bárion-méson(singleto) como gsin, definimos a forma geral da lagran-
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giana de interação como

LI = −goct
√
2
{

α
[
ΨBΨBΦ

]

F
+ (1− α)

[
ΨBΨBΦ

]

D

}

− gsin
√

1

3

[
ΨBΨBΦ

]

S
, (1259)

sendo α = F/(F + D) onde F e D são proporcionais às constantes de acoplamento

dos octetos de bárions simétrico e antissimétricos (PARTICLE DATA GROUP (PDG);

PATRIGNANI et al., 2016), as ráızes são colocadas por conveniência.

Considerando a interação dos mésons pseudo-escalares, a qual, deve ter um aco-

plamento pseudo-vetorial (PV ) (ERICSON; WEISE, 1988), a lagrangiana de interação

será

LPV = L{1}
PV + L{8}

PV . (1260)

Não levando em conta o caráter de Lorentz das interações (ex.: γ5γµ∂
µ para mésons

pseudo-escalares), a lagrangiana singlete é dada pela amplitude do tipo-S de (1259) e

resulta em

L{1}
PV = −gNNη0(NN)η0 − gΞΞη0(ΞΞ)η0

−gΣΣη0(~Σ.~Σ)η0 − gΛΛη0(ΛΛ)η0, (1261)

em que as constantes de acoplamentos adimensionais,32 são

gNNη0 = gΞΞη0 = gΣΣη0 = gΛΛη0 = gsinPV . (1262)

As lagrangianas de interação para o octeto dos mésons são do tipo-F e -D de (1259),

assim temos

L{8}
PV = −gNNπ(NN~τ).~π − gΞΞπ(ΞΞ~τ).~π − gΛΣπ(Λ~Σ).~π

+igΣΣπ(~Σ× ~Σ).~π − gNNη8(NN)η8 − gΞΞη8(ΞΞ)η8

−gΛΛη8(ΛΛ)η8 − gΣΣη8(~Σ.~Σ)η8 − gΛNK(NK)Λ

−gΞΛK̄(ΛΞ)K̄ − gΣNK(~Σ.~τN)K

−gΞΣK̄(~Σ.~τΞ)K̄. (1263)

Considerando os multipletos de quarks, encontramos as seguintes relações para as

32 Estamos aqui considerando um caso geral, pode haver a necessidade de multiplicarmos algum fator à
lagrangiana, a fim de garantir a adimensionalidade das constantes.
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constantes de acoplamento

gNNπ = f, gNNη8 =
1√
3
f(4α− 1), gΛNK = − 1√

3
f(1 + 2α),

gΞΞπ = −f(1− 2α), gΞΞη8 = − 1√
3
f(1 + 2α), gΞΛK̄ = − 1√

3
f(4α− 1),

gΛΣπ =
2√
3
f(1− α), gΛΛη8 = − 2√

3
f(1− α), gΣNK = f(1− 2α),

gΣΣπ = 2fα, gΣΣη8 =
2√
3
f(1− α), gΞΣK̄ = f,

sendo f ≡ goctPV . De posse das constantes de acoplamentos gNNπ = 13, 4 e gΛΣπ = 11, 7

(PILKUHN et al., 1973) encontramos o valor α = 0, 244, o valor das constantes das demais

interações de interesse são mostradas nas tabelas do Caṕıtulo 5.
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APÊNDICE K – Integrais In

No desenvolvimentos dos cálculos das amplitudes de ondas parciais utilizamos in-

tegrais da forma geral dada por

In =

∫ 1

−1

xndx

γ + 2k2x
. (1264)

Sendo γ definido para cada caso de espalhamento, temos explicitamente

I0 =

∫ 1

−1

dx

γ + 2k2x
=

1

2k2
ln

(
γ + 2k2

γ − 2k2

)

, (1265)

I1 =

∫ 1

−1

xdx

γ + 2k2x
=

2

2k2
− γ

(2k2)2
ln

(
γ + 2k2

γ − 2k2

)

, (1266)

I2 =

∫ 1

−1

x2dx

γ + 2k2x
= − 2γ

(2k2)2
+

γ2

(2k2)3
ln

(
γ + 2k2

γ − 2k2

)

, (1267)

I3 =

∫ 1

−1

x3dx

γ + 2k2x
=

2(2k2)2 + 6γ2

3(2k2)3
− γ3

(2k2)4
ln

(
γ + 2k

γ − 2k2

)

. (1268)

As variáveis x e k foram definidas de forma a serem as mesmas para todos os casos

de espalhamento, são respectivamente o cosseno do angulo de espalhamento e o momento

do méson no centro de massa.
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