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Resumo

O comportamento biomecanico de tecidos moles envolve uma série de fendomenos bioquimi-
cos que se relacionam diretamente com as estruturas que compoem o tecido, bem como o
meio em que este permeia. Os tendoes sao tecidos moles altamente hidratados e pouco
vascularizados. Em sua composicao observa-se a presenca de uma matriz extracelular
formada por uma combinacao de fibras (coldgeno e elastina), além de uma substancia
base constituida por um conjunto de macromoléculas hidrofilicas. Dentre estas moléculas,
encontram-se as cadeias denominadas de glicosaminoglicanos e proteoglicanos, caracteriza-
das por possuirem carga eletroquimica negativa. Devido a presenca destas macromoléculas,
quando um tecido mole é submergido em solugdes hipotonicas, um desequilibrio eletroqui-
mico é estabelecido, dando origem a uma pressao osmotica que influencia a resposta
biomecanica do continuo. Nesse contexto, o presente estudo possui como objetivo principal
utilizar um modelo bifasico poroelastico para investigar o fendomeno de inchaco observado
em tecidos tendinosos quando submetidos a solicitagoes quimicas. Para tal, desenvolveu-se
um modelo poroelastico considerando o fendmeno de pressao osmética originado pela
solicitagdo quimica. O modelo proposto foi implementado em uma rotina laboratorial de
elementos finitos e aplicado a uma simulagao de validagao, comparando seus resultados
diretamente com o programa de analise biomecanica FEBio. O modelo implementado
apresentou resultados satisfatérios em comparacao ao o programa de simulacao referén-
cia, permitindo a continuidade das investigacoes relacionadas ao fenémeno de inchago
observado experimentalmente em tendoes. Adicionalmente, o estudo de caso investigado
permitiu a expansao de conhecimentos relacionados a ocorréncia do fenémeno de osmose
em tecidos moles, bem como o esclarecimento quanto a influéncia das propriedades fisico

quimicas do tecido em sua resposta mecanica.

Palavras-chave: Pressao osmética, pororelasticidade, tendao, biomecanica, método de

elementos finitos.






Abstract

The biomechanical behavior of soft tissues evolves a series of biochemical phenomena that
are directly related to the structures that compose the tissue, as well as the environment
that it permeates. Tendons are highly hydrated and poorly vascularized connective tissues.
Its morphological composition is mainly composed of an extracellular matrix formed by a
combination of fibers (collagen and elastin) together with a ground substance constituted
by a set of hydrophilic macromolecules. These molecules include glycosaminoglycans and
proteoglycans. In addition to have various properties and performing different morphological
functions, these molecules are also responsible for providing tissues with a negative
electrochemical charge called fixed charge density. This property is directly related to a
series of biochemical phenomena that influences the chemical and mechanical response of
the tissue. Due to the presence of these macromolecules, an electrochemical imbalance is
established, creating a potential difference called osmotic pressure. This osmotic pressure
imposes a mechanical loading on the tissue, affecting on its kinematic responses and acting
directly on the fluid flow. In many studies, triphasic models are commonly used to describe
the biomechanical behavior of soft tissues under chemical loading. However, these models
are quite complex and computationally costly. Alternatively, poroelastic biphasic models
have been modified to include electrochemical effects in research where the variable of
interest does not include the ionic field. In this case, instead of considering a third field
(ionic), the models incorporate the osmotic pressure phenomenon through a local update
of the total pressure term. In this context, the main objective of the present study is to
use a poroelastic biphasic model to study the swelling phenomenon observed in tendon
tissues when subjected to chemical stimuli. For this purpose, a poroelastic model has
been developed considering the osmotic pressure caused by chemical solicitation based on
Donnan’s equation. The proposed model was implemented in an in-house finite element
code and the results and accuracy of the model were compared with the FEBio software.
Moreover, a sensitivity analysis of the constitutive parameters was performed to investigate

into what extent such parameters influence the overall mechanical response of the model.

Keywords: Soft tissues biomechanics, biphasic formulation, poroelasticity, osmotic pres-

sure, finite element method
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1 Introducao

1.1 Contexto

A engenharia de tecidos compdée um campo multidisciplinar foco de intensas
pesquisas durante as ultimas décadas. O interesse da comunidade cientifica justifica-
se pelo grande potencial deste campo em contribuir no desenvolvimento de técnicas e
aplicagoes relacionadas a questoes clinicas. Quando condigoes patologicas comprometem a
funcionalidade de tecidos ou 6rgaos do corpo humano, o tratamento geralmente aplicado
consiste em transplantes de origem natural ou desenvolvidos artificialmente. No entanto, a
aplicagao destes tratamentos cirirgicos encontra uma série de dificuldades. Transplantes de
orgaos naturais deparam-se com escassez de doadores e casos de rejeicao pelo sistema imune
receptor. Em contrapartida, érgaos (ou tecidos) artificiais ainda enfrentam problemas de
biocompatibilidade e funcionalidade, isto é, sua capacidade de imitar o comportamento

das estruturas naturais do corpo humano (IKADA, 2006).

Nesse contexto, a engenharia de tecidos possui como objetivo principal investigar
o comportamento biomecanico de tecidos ou 6rgaos do corpo humano visando construir
estruturas capazes de suportar solicitagdes e desempenhar fun¢oes de forma idéntica, subs-
tituindo por completo ou estimulando a regeneracao de érgaos e tecidos comprometidos por
alguma condigao patologica (GROUNDS, 2018). Como forma alternativa aos tratamentos
clinicos convencionais, a medicina regenerativa surge como um campo de aplicagao direta
da engenharia de tecidos no tratamento de condigoes patolégicas que comprometam a

funcionalidade de érgaos e tecidos do corpo humano (ATALA, 2012).

Sendo assim, visando prover embasamento cientifico continuo para o desenvolvi-
mento de tratamentos clinicos, observou-se nos tultimos anos uma grande quantidade de
pesquisas destinadas a investigar o comportamento biomecanico de tecidos conectivos
moles. Abrangendo tendoes, cartilagens ou ligamentos, esse tipo de tecido possui como
principais fungoes fisioldgicas conectar, suportar e revestir os demais érgaos e estruturas
do corpo humano. Ademais, diferentemente de tecidos epiteliais, musculares e nervosos que
sao compostos majoritariamente por células, os tecidos conectivos sao estruturas altamente
hidratadas e pouco vascularizadas, caracterizados pela presenca de uma matriz extracelular
formada por uma combinagao de fibras (coldgeno e elastina) e por uma substancia base,
constituida por um conjunto de macromoléculas, muitas dessas hidrofilicas (MESCHER,
2018).

A matriz extracelular constitui uma base para o tecido, realizando a conexao entre

as células presentes na estrutura e outros tecidos ou 6rgaos. O fluido intersticial presente
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na substancia base atua diretamente nas atividades metabdlicas das células presentes
no tecido, provendo um meio de difusdo para nutrientes e outros solutos. As fibras de
colageno presentes na matriz sao responsaveis por prover resisténcia mecanica, constituindo
estruturas como tenddes, aponeuroses e membranas que efetuam o encapsulamento e
sustentacao dos 6rgaos. As fibras de elastina possuem caracteristicas variaveis, oferecendo
elasticidade ou rigidez aos tecidos. A substancia base é composta por macromoléculas
anibnicas (glicosaminoglicanos e proteoglicanos) e por glicoproteinas multiadesivas, que
permitem a efetuacao de ligagoes com proteinas receptoras de outras células, fornecendo
rigidez e forca ténsil a matriz extracelular. (MESCHER, 2018; JUNQUEIRA; CARNEIRO,
2013).

Os fibroblastos sao as células mais comumente presentes nos tecidos conectivos sendo
responsaveis por sintetizar e secretar diversos componentes da matriz. Adipocitos sao células
de armazenamento de gordura presentes em todos os tecidos conectivos (especialmente nos
tecidos adiposos). Macréfagos sao células temporarias presentes nos tecidos conectivos, as
quais desempenham o papel de fagocitar (englobar) células mortas, residuos ou antigenos
que adentrem ao tecido visando evitar infec¢oes. Plasmécitos sao células presentes na
maioria dos tecidos conectivos, sua funcao consiste em sintetizar anti-corpos. Mastocitos sao
células que se originam na médula dssea, circulam pela corrente sanguinea e adentram nos
tecidos conectivos como uma resposta anti-inflamatéria ou para estimular a regeneragao
do tecido. Finalmente, alguns tecidos conectivos também contam com a presenca de

leucécitos que contribuem em sua resposta imunoldgica e regeneragao (MESCHER, 2018;
JUNQUEIRA; CARNEIRO, 2013).

Existem diversos tecidos moles no corpo humano, essas estruturas possuem com-
posicoes que variam em relagdo a densidade de células, fibras e substancia base presente.
Isso permite que cada tipo de tecido conectivo apresente funcionalidades e respostas
biomecanicas distintas. Entretanto, as diferencas caracteristicas dos tecidos conectivos
moles também faz com que estas estruturas estejam sujeitas a diferentes patologias e
mecanismos de dano (MESCHER, 2018; JUNQUEIRA; CARNEIRO, 2013). Além de uma
composicao morfolégica heterogénea, os tecidos conectivos moles também apresentam uma
complexa organizacao estrutural. As fibras que compdem a matriz extracelular possuem
dire¢oes preferenciais de deformacao, caracterizando um comportamento biomecanico
essencialmente anisotréopico. Ademais, quando submetidos a tracao, os tecidos conectivos
podem sofrer grandes deformagoes, apresentando um comportamento mecanico nao linear
e viscoso. Adicionalmente, as caracteristicas mecanicas gerais destes tecidos também sao
influenciadas por diversos fatores, como por exemplo, morfologia, idade, espécie, tempera-
tura, pressao osmotica, pH, taxa de deformacao, entre outros. Condigoes de carregamento
também podem ocasionar respostas mecanicas distintas, bem como alteracoes estruturais
ocasionadas por agentes patologicos (HOLZAPFEL et al., 2001).
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Outra importante caracteristica morfologica dos tecidos conectivos moles provém da
substancia base. Este meio aquoso é rico em glicosaminoglicanos (GAGs), proteoglicanos e
glicoproteinas multiadesivas. Os GAGs sao macromoléculas eletronegativamente carregadas
que desempenham fungoes fisioldgicas e estruturais (MESCHER, 2018). Devido a suas
dimensoes, essas moléculas permanecem retidas na matriz extracelular do tecido, conferindo
a esta uma densidade de carga fixa (FCD). Quando o tecido é submetido a um banho
ionizado, a presenca das cadeias internas de GAGs atrai ions contrarios como forma de
manter a eletro-neutralidade. Isso ocasiona um fendmeno de osmose que resulta em um
aumento da concentracao de soluto interna ao tecido em relacao ao banho externo. O
desequilibrio de cargas, origina uma pressao no fluido intersticial que se sobrepde a pressao
do banho externo. A pressao osmética (conhecida como pressao de Donnan) contribui
diretamente para a ocorréncia do fenémeno de inchaco observado no tecido, influenciando

em sua resposta biomecénica, além de suas caracteristicas quimicas e morfolégicas (LAI;
HOU; MOW, 1991).

1.2 Motivacao

Conforme descrito na contextualizacao supracitada, o comportamento biomecanico
dos tecidos conectivos moles esta associado a diversos fatores construtivos e morfolégicos
destas estruturas. Sendo assim, fica evidente que a caracterizagao das diversas variaveis, bem
como dos aspectos fenomenologicos e morfoldgicos, contribui diretamente na modelagem
computacional destes tecidos, aproximando o modelo cientifico do comportamento real da
estrutura. Nesse contexto, considerar os efeitos eletroquimicos da concentracao de carga
nos tecidos e a pressao osmotica resultante, proporciona um aumento de representatividade
em relacao aos modelos classicos utilizados na modelagem computacional dos tecidos
conectivos. Adicionalmente, do ponto de vista de aplicagoes clinicas, considerar os efeitos
da pressao osmotica mostra-se relevante, ja que esta variavel influencia diretamente nas
respostas biomecanicas do fluxo de fluido intersticial e no campo de deformagoes sofrido
pelo tecido (GALBUSERA et al., 2011).

Retomando a argumentacao prévia, a pressao osmotica ocorre nos tecidos moles
devido a um desequilibrio entre as concentragoes dos meios interno e externo ao tecido (LAIT;
HOU; MOW, 1991). Essa pressao exerce grande influéncia na resposta biomecénica do
tecido, caracterizando um fenémeno de inchaco, evidenciado quando o tecido absorve grande
quantidade de fluido, alterando suas caracteristicas volumétricas e respostas mecanicas,
como por exemplo, sua rigidez a compressao e taxa de deformacao quando submetido a
um ensaio de relaxacao (GU; YAO, 2003). Tendo em vista a relevancia clinica das suas
consequéncias fenomenoldgicas, o efeito de inchago tem sido objeto de estudo em diversas
pesquisas referentes a tecidos moles. O trabalho de Lai, Hou e Mow (1991) surge como

um dos pioneiros deste tipo de investigagao, analisando os efeitos desse fendmeno em
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cartilagens articulares por meio de uma teoria trifasica. Outra exemplificacao relacionada
a investigacao do fendmeno de inchago em tecidos moles foi realizada no trabalho de Gu,
Lai e Mow (1998) que utilizou uma modelagem trifisica para estudar o transporte passivo

de cargas do tecido e seus efeitos de inchago e fluxo de fluido em tecidos moles.

Apesar da assertividade cientificamente comprovada do modelo trifasico na descrigao
da resposta biomecanica dos tecidos moles, a complexidade destes modelos, aliada ao seu
alto custo computacional, estimularam o desenvolvimento de abordagens mais simplistas
que também permitem a inclusao de fendmenos eletroquimicos na resposta do tecido. Desta
maneira, visando investigar os efeitos da pressao osmética por meio de uma formulacao de
menor complexidade (se comparada a trifisica), mas que simultaneamente proporcione uma
previsibilidade comportamental precisa, desenvolveram-se abordagens bifasicas incluindo as
variaveis relacionadas a pressao osmotica. Esse tipo de trabalho foi realizado por Galbusera
et al. (2011) e Wilson, Donkelaar e Huyghe (2005), que incluem o efeito de osmose em
uma formulagao bifasica considerando a densidade de carga fixa (FCD) do tecido como

uma funcao da deformacao.

As pesquisas supramencionadas aplicam a teoria bifdsica (incluindo os efeitos da
pressao osmotica) para investigar o fendmeno de inchago em tecidos cartilaginosos e discos
intervertebrais. No entanto, dados teéricos e experimentais (SCREEN et al., 2006; MASIC
et al., 2015), evidenciaram a ocorréncia deste fen6meno também em tecidos tendinosos,
constituindo uma tematica pouco investigada na literatura atual. Neste contexto, pode-se
questionar a aplicabilidade das formulagoes bifasicas (considerando o efeito de pressao

osmotica) na simulagdo da resposta biomecénica de tecidos tendinosos.

1.3 Objetivos

Tendo como principal motivacao a problematica abordada, esta pesquisa almeja
investigar o efeito da pressdo osmotica e seu consequente fendomeno de inchago em tecidos
tendinosos por meio da implementagao computacional de uma formulacao bifasica, consi-
derando os efeitos eletroquimicos de forma andloga as pesquisas de Galbusera et al. (2011)
e Wilson, Donkelaar e Huyghe (2005). Anélises qualitativas do modelo implementado
e estudos de caso envolvendo o fendmeno de inchago em tendoes também fazem parte
do escopo deste trabalho. Por fim, comparam-se os resultados obtidos com dados experi-
mentais, utilizando a formulacao proposta juntamente com métodos de otimizacao como
forma de ajustar a representatividade do modelo aplicado a tecidos tendinosos. Com base
na motivagao supracitada (Se¢ao 1.2), propde-se o cumprimento dos seguintes objetivos

principais e especificos.



1.4. Organizagao do texto 39

1.3.1 Objetivo geral

O objetivo principal desta pesquisa consiste em investigar efeito da pressao osmética
e seu consequente fenémeno de inchaco em tecidos tendinosos por meio de uma formulagao
bifasica, considerando a variavel de pressao osmotica conforme o equacionamento ideal de
Donnan via método de elementos finitos, de forma semelhante aos modelos utilizados por
Galbusera et al. (2011) e Wilson, Donkelaar e Huyghe (2005).

1.3.2 Objetivos especificos

Para alcancar o objetivo geral, um conjunto de objetivos especificos sao elencados

na sequeéncia.

1. Implementar um modelo computacional com formula¢ao bifasica considerando a

variavel de pressdo osmoética conforme o equacionamento ideal de Donnan.

2. Validar o modelo implementado por meio de comparagao direta dos resultados das

simulagoes com programa de elementos finitos FEBio.

3. Aplicar o modelo implementado na investigacao dos efeitos da pressao osmotica no
comportamento biomecanico dos tenddes utilizando dados de entrada obtidos na

literatura e por experimentos laboratoriais.

1.4 Organizacdo do texto

O contetudo desta dissertacao esta disposto da seguinte maneira.

o No Capitulo 1, retrata-se uma contextualizacao da tematica relacionada ao presente
trabalho de dissertacao, apresentando ao leitor aspectos morfolégicos e comporta-
mentais dos tecidos biolégicos moles, bem como a motivacao para execucao desta

pesquisa.

o No Capitulo 2, um estado da arte relacionado a aplicagoes de modelos hidro-
mecanicos-quimicos em tecidos moles é apresentado. Posteriormente, o aborda uma

fundamentagao tedrica relacionada aos modelos bifasicos e de pressao osmotica.

» No Capitulo 3, sao retratados os conceitos fundamentados anteriormente, demons-
trando a formulacao bifasica no continuo incluindo a variavel de pressao osmotica,
as equagoes constitutivas envolvidas, a formulacao discreta incluindo etapas de
linearizacao, discretizagdo temporal e espacial (via método de elementos finitos) e a

estratégia de solugao.
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No Capitulo 4, apresenta-se o procedimento de validacao da formulagao implementada
por meio da execugao de simulagoes com o cédigo elaborado e comparacgao direta
com resultados obtidos utilizando o programa de elementos finitos desenvolvido para

aplicacoes biomecanicas, FEBio.

No Capitulo 5, um estudo de caso é realizado por meio de ensaios experimentais de
osmose livre semiconfinada e aplicacao da técnica de ajuste de parametros, seguida

por uma andalise de sensibilidade para os casos avaliados.

No Capitulo 6, relatam-se as conclusoes obtidas a respeito dos resultados desta

pesquisa, propondo ideias para novos trabalhos desta tematica.

Finalmente, as paginas finais desta dissertagao retratam Referéncias e Apéndices,
onde encontram-se célculos e informacgoes pertinentes & um maior compreendimento

do texto principal.
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2 Revisao Bibliografica

2.1 Breve estado da arte sobre modelos hidro-mecanico-quimicos

em tecidos moles

Historicamente, o comportamento biomecanico dos tecidos biolégicos moles tornou-
se alvo de estudo em diversas areas de pesquisa. Os primeiros trabalhos dedicados a
investigar esta teméatica surgiram por volta da década de sessenta. Inicialmente, os tecidos
moles eram modelados como estruturas de comportamento elastico ou viscoelastico, com
respostas nao lineares e anisotrépicas. Tal abordagem é exemplificada pela pesquisa de
Fung (1967), onde o autor, utilizando dados experimentais obtidos em ensaios de tragao
da artéria mesentérica de coelhos, propoe um modelo matematico para a resposta nao
linear de tecidos moles quando submetidos a grandes deformacoes. O trabalho supracitado
enfatiza o comportamento viscoelastico dos tecidos moles ao destacar a forte dependéncia

do campo de tensdes com o histérico de deformacoes sofridas pelo tecido.

Outras pesquisas utilizaram abordagens analogas para investigar o comportamento
dos tecidos moles. Nesse contexto, o artigo de Hayes ¢ Mockros (1971) investigou o com-
portamento viscoelastico de articulagoes cartilaginosas, bem como o efeito da degeneracao
destas estruturas. Os autores utilizaram ensaios de relaxacao em torcao e deformacao
uniaxial para determinar os parametros viscoelasticos destes tecidos e avaliar o efeito
de agentes patolégicos na sua resposta mecanica. Adicionalmente, o trabalho de Wu e
Yao (1976) examinou o comportamento do anel fibroso de discos intervertebrais quando
submetidos a deformagoes finitas. Assumindo o tecido como um material incompressivel e
elastico nao-linear, os autores apresentaram um equacionamento para a funcao de ener-
gia de deformacao dos anéis fibrosos, considerando duas dire¢oes para as fibras em sua

estrutura.

Uma abordagem bifésica na descricdo do comportamento biomecanico dos tecidos
moles foi apresentada por Mow et al. (1980) ao investigar o comportamento viscoeldstico
de articulagoes cartilaginosas. Os autores modelaram o tecido composto por uma matriz
incompressivel e linearmente elastica, completamente saturada por um fluido também
incompressivel. Nesse contexto, o comportamento dissipativo do tecido resulta do movi-
mento relativo entre a fase sélida e fluida. Os autores utilizaram o modelo matemaético
desenvolvido para descrever o comportamento de relaxacao obtido experimentalmente
em amostras de tecido cartilaginoso femoral bovino e da patela humana. Adicionalmente,
Mow et al. (1980) enfatizaram que o modelo bifdsico de permeabilidade nao linear apa-

renta ser o mais adequado para descrever precisamente o comportamento biomecanico
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da cartilagem das articulacées. No trabalho supracitado, os autores evidenciaram que os
efeitos dissipativos decorrentes do movimento entre as fases compoem um fator de extrema

relevancia quanto as propriedades viscoelasticas deste tipo de tecido.

Apobs a década de 80, devido a representatividade comprovada na previsao da
resposta biomecéanica dos tecidos moles, aliada ao grande potencial em investigar fenémenos
de alta complexidade, a teoria bifasica passou a ser imensamente aplicada na investigacao
comportamental dos tecidos moles. A exemplo, o trabalho de Myers, Lai e Mow (1984)
propds uma extensao do modelo, incorporando deformacoes induzidas pelas cargas idnicas
presentes no tecido. A investigacdo de Myers, Lai e Mow (1984) incrementou o modelo
matematico previamente descrito por Mow et al. (1980), visando estudar o fenémeno de
inchago anisotrépico e nao homogéneo observado experimentalmente em cartilagens de
articulacoes quando submetidas a uma diferenca de concentragao quimica. A pesquisa de
Myers, Lai e Mow (1984) demonstrou o alto potencial de aplica¢ao da teoria bifésica ao
incorporar fenémenos eletroquimicos no comportamento biomecanico dos tecidos moles.
Ademais, apds expandir o modelo matematico e desenvolver uma série de experimentacoes,
os autores enfatizaram a contribuicdo do fluxo de fluido na resposta mecanica deste tipo

de tecido, especialmente em casos de compressao.

As pesquisas de Mak (1986a) e Mak (1986b) também desenvolveram uma extensao
da teoria bifasica (poroelastica) inicialmente proposta por Mow et al. (1980). O autor
investigou o comportamento viscoelastico do tecido como consequéncia de dois mecanismos
de dissipacao: o movimento relativo entre as fases e a viscoelasticidade intrinseca da
matriz solida. Nessa pesquisa duas modelagens distintas foram desenvolvidas, a primeira
considerando a propriedade de resisténcia ao cisalhamento como uma func¢ao linearmente
viscoelastica e a resisténcia volumétrica puramente eldstica. Posteriormente, a segunda
abordagem considerou o comportamento viscoelastico no tecido em deformagoes volu-
métricas e cisalhantes. O autor evidenciou que o comportamento viscoelastico do tecido
associa-se a ambos os mecanismos dissipativos, ressaltando que a teoria de poroviscoelasti-
cidade proporciona maior precisao quanto a previsibilidade do fluxo de fluido intersticial
no tecido. Adicionalmente, o autor finaliza sua discussao sugerindo que para maior pre-
cisao do modelo poroviscoelastico, novas pesquisas devem considerar a dependéncia da

permeabilidade do tecido com a deformacao.

Com o desenvolvimento dos modelos analiticos de poroelasticidade (MOW et al.,
1980) e poroviscoelasticidade (MAK, 1986a; MAK, 1986b) surgiram estudos que utilizam
as modelagens supracitadas como base para aplicacao do método de elementos finitos na
investigagao comportamental de tecidos biologicos com geometrias de alta complexidade.
A exemplo disso, a pesquisa de Spilker, Suh e Mow (1988) utilizou a teoria bifésica
para aplicagdo do método de elementos finitos juntamente com a técnica dos residuos

ponderados. O trabalho em questao assumiu o tecido composto por um fluido inviscido e
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incompressivel juntamente com uma fase solida isotrépica e elastica. Efeitos de viscosidade
foram incorporados por uma forca de corpo proporcional a velocidade relativa entre as fases,
enquanto a permeabilidade do modelo foi considerada como uma fun¢ao exponencial da
deformacao. Com sua pesquisa, os autores ressaltaram a importancia do desenvolvimento
de modelos numéricos para solucao de problemas representativos quanto ao comportamento
biomecanico dos tecidos moles, bem como as potenciais contribuigoes clinicas e tecnologicas

potencializadas por esses modelos.

Outra aplicacdo do método de elementos finitos para investigacao da resposta
biomecanica dos tecidos moles foi proposta no trabalho de Spilker e Suh (1990). Os
autores descreveram uma formulagao de elementos finitos utilizando a teoria bifasica
com permeabilidade linear. O método de residuos ponderados foi aplicado nas equagoes
de conservacao de momento e condigoes de contorno para ambas as fases do tecido.
Adicionalmente, a equagdo de continuidade para misturas incompressiveis foi introduzida
na formulagao através de um método de penalizagao. Para solucdo do equacionamento
integral, os autores utilizaram a técnica de diferencas finitas, obtendo os valores nodais de
deslocamento da fase solida e velocidade da fase fluida. A formulagao foi aplicada utilizando
um elemento axissimétrico, visando investigar a resposta de relaxacao sofrida por amostras
de tecido em compressao livre e confinada. Adicionalmente, foram investigados efeitos
de malha e parametros de simulacao, como distorcao de malha, nimero de penalizagao e
discretizacao temporal. Conforme destacado pelos proprios autores, a pesquisa de Spilker e
Suh (1990) contribuiu diretamente na solugdo de problemas de interesse clinico envolvendo
tecidos moles, servindo como base para o desenvolvimento e aprimoramento da formulacao,
incluindo analises tridimensionais e nao linearidades no problema, como por exemplo, a

dependéncia da permeabilidade com a deformacao e o efeito de deformagoes finitas.

A alta complexidade morfologica dos tecidos moles ocasiona uma grande variedade
de processos fenomenologicos que interferem em sua resposta mecéanica. Em virtude disso,
as teorias que visam investigar o comportamento destes tecidos tornaram-se cada vez mais
complexas e abrangentes. A exemplo disso, a investigagao de Lai, Hou e Mow (1991) surgiu
como uma formulacao de maior abrangéncia em relagdo a teoria bifasica. Considerando o
tecido como uma mistura terciaria, os autores incluiram em sua formulacao, além das fases
solida e fluida, uma fase ionica diretamente relacionada aos efeitos fisico-quimicos baseados
na teoria de Donnan (1924). A inclusao desta fase ocorre por meio da dependéncia da
funcao de energia livre de Helmholtz com a densidade de cargas presente no tecido. Visando
contabilizar nos campos de deformacao e tensao, os efeitos ocasionados por solicitagoes
quimicas e mecénicas, Lai, Hou e Mow (1991) investigaram o comportamento de deformagao
e inchaco em articulagoes cartilaginosas, analisando quantitativamente a contribuicao
fenomenolégica da pressao osmotica de Donnan e do efeito de repulsao eletrostatica
das cargas internas presentes no tecido. Em suas conclusoes, os autores evidenciaram a

capacidade da modelagem trifasica na obtencao dos campos de tensao e deformacao da
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matriz solida, pressao e fluxo do fluido intersticial e distribuicdao de fons internos ao tecido.
Os resultados demonstraram que o efeito de inchago das cartilagens é consequéncia do
fendmeno de pressdo osmotica e da expansao quimica das cargas internas. Adicionalmente,
a teoria trifasica demonstrou-se capaz de obter todos os campos relacionados as variaveis

das trés fases presentes no tecido quando submetido a solicitagoes quimicas e mecanicas.

Considerando a alta complexidade relacionada as teorias de multiplas fases, surgem
uma variedade de problemas de valor de contorno (envolvendo tecidos moles) cuja solugao
analitica torna-se inviavel. Sendo assim, aplicagoes de métodos numéricos, como por exem-
plo, o método de elementos finitos (MEF), tornam-se uma ferramenta de extrema relevancia
na resolucao destes problemas. Nesse contexto, a pesquisa de Sun et al. (1999) exemplifica
a alta aplicabilidade dos métodos numéricos na aplicacao das teorias de multiplas fases
para investigacao comportamental de tecidos moles. Neste trabalho, os autores propuseram
um modelo matematico modificado para a teoria trifdsica, por meio de uma formulagao
mista de elementos finitos que possui como graus de liberdade o deslocamento da fase
sélida e os potenciais eletroquimicos/quimicos modificados das demais fases. Os autores
utilizaram a formulagao para investigar o comportamento de relaxacao e inchaco em
tecidos moles, resolvendo problemas de compressao confinada com deformagao infinitesimal
do tecido e comparando diretamente os resultados obtidos (via MEF) com respostas
calculadas analiticamente pelo método de diferencas finitas e dados experimentais. Em sua
discussao Sun et al. (1999) evidenciaram a concordancia entre a formulagdo desenvolvida e
os resultados analiticos/experimentais para casos unidimensionais, ressaltando a potencial

aplicagao do método numérico em casos tridimensionais com geometrias complexas.

Investigagoes relacionando a teoria trifasica ao método de elementos finitos con-
tinuaram sendo amplamente utilizadas na biomecanica, sendo aprimoradas e aplicadas
no contexto de problemas cada vez mais complexos e representativos quando ao com-
portamento fenomenoldgico dos tecidos moles. A titulo de exemplo, o trabalho de Chen,
Chen e Hisada (2006) expandiu a representatividade da teoria trifisica para a investigagao
comportamental de tecidos moles considerando o caso de grandes deformagoes. Para tal,
os autores consideraram em sua formulagao uma configuracao referencial para o tecido
com base no estado material da matriz sélida e aplicacao da transformacgao de Piola da
velocidade relativa das fases fluida e ionica do tecido. Posteriormente, os autores aplicaram
a formulacdo em uma andlise de elementos finitos nao linear, investigando variaveis, como
por exemplo, o deslocamento da matriz sélida, fluxo de fluido, fluxo de ions, pressao
hidrostatica e potencial elétrico. Adicionalmente, apds validar a formulacdo proposta com
resultados de problemas lineares com deformacgoes infinitesimais em compressao confinada
(ja esclarecidos na literatura), os autores investigaram o fenémeno de inchago em cartila-
gens de articulagoes considerando trés dimensoes para o deslocamento, nao linearidades
(variacao de porosidade com deformagao) e grandes deformagoes. Os resultados obtidos

foram comparados diretamente com experimentos in vitro, onde amostras do tecido foram
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submetidas a variacoes de concentracao do banho externo, ocasionando o fenémeno de
inchago. Em suas conclusoes, os autores ressaltaram que os efeitos locais de deformacao e
nao linearidades desempenham um papel relevante no comportamento do tecido, devendo

portanto ser considerados para maior precisao do modelo.

Outro importante objeto de estudo comumente abordado em investigagoes de
aplicagao da teoria trifasica consiste nos discos intervertebrais (IVD). Por exemplo, o
trabalho de Yao e Gu (2007) utilizou a teoria trifisica aliada ao método de elementos
finitos para formular um modelo nao homogéneo de um disco intervertebral, composto
respectivamente por um nucleo pulposo, anel fibroso e por revestimentos cartilaginosos
superior e inferior (endplate). Os autores utilizaram um modelo numérico tridimensional
para investigar os aspectos fenomenolégicos relacionados a mecanica e eletroquimica do
disco intervertebral quando submetido a compressao axial ndo confinada. Como resultados,
o modelo computacional permitiu a obtencao dos campos de pressao de fluido, tensao efetiva
no solido e potencial eletroquimico em cada uma das estruturas do disco sob compressao,
bem como as respostas na interface nticleo/anel. Adicionalmente, foi investigada a influéncia
da permeabilidade do revestimento cartilaginosos em relagao ao transporte de soluto e
concentragao de ions no disco. Como principais conclusoes, os autores constataram que
alteragoes em propriedades do nicleo como porosidade, densidade de carga fixa e modulo

de elasticidade afetam diretamente as respostas mecanicas e eletroquimicas do disco.

Pesquisas mais recentes como a de Hatano et al. (2015), utilizaram a teoria trifasica
e o método de elementos finitos para investigar fendomenos eletroquimicos em tecidos moles
cardiacos (cardiomiécitos). No trabalho supracitado os autores propuseram um modelo
tridimensional em micro-escala considerando efeitos eletroquimicos na contragao cardiaca.
Como variaveis de interesse, a formulacao visou a obtencao dos campos de fluxo de fluido
intracelular (citosol), movimento relativo de fons e o gradiente elétrico interno. Para tal, o
modelo trifasico utilizado considerou os cardiomiécitos como um tecido mole composto
por uma fase sélida denominada citoesqueleto, uma fase fluida representada pelo citosol e
uma fase idnica descrita pelo movimento de fons. Para validar a formulagdo os autores
desenvolveram um modelo tridimensional representando um quarto do cardiomiécito e
reproduziram uma série de simulacoes verificadas em estudos prévios. Posteriormente,
o modelo foi utilizado na investigacdo do comportamento biomecanico de um tiubulo
transverso, permitindo a realizacao de andlises comportamentais do tecido relacionadas
a variaveis como o coeficiente de difusao, distribuicao de ions, movimento de fluido e

gradiente elétrico.

Conforme exemplificado anteriormente, existe uma ampla aplicagdo da formulacao
trifdsica na investigagao de tecidos moles cartilaginosos (LAI; HOU; MOW, 1991; CHEN;
CHEN; HISADA, 2006), discos intervertebrais (YAO; GU, 2007) e cardiomiécitos (HA-

TANO et al., 2015). A alta abrangéncia da teoria na representatividade fenomenolégica de
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diferentes tecidos moles possibilita o aprimoramento continuo de modelos computacionais,
capazes de contribuir diretamente no desenvolvimento de técnicas relacionadas a medicina
regenerativa e sintetizacao de tecidos moles. No entanto, além da alta representatividade,
os modelos trifiasicos caracterizam-se por uma grande complexidade, o que dificulta sua
formulagao e aumenta o custo computacional na aplicacdo de métodos numéricos. Nesse
contexto, modelos bifdsicos embasados na formulagdo de Mow et al. (1980) tém sido
modificados para contabilizar fendmenos eletroquimicos relevantes ao comportamento
mecanico de tecidos moles, permitindo uma analise simplificada quando o fluxo de ions

nao é objeto de estudo na investigacao.

Seguindo a proposta supramencionada, o trabalho de Wilson, Donkelaar e Huyghe
(2005) surgiu como um dos primeiros modelos bifasicos a incorporar o fendmeno eletroqui-
mico de inchago que ocorre em tecidos moles. Com base na hipétese de Lanir (1987), os
autores apresentaram um modelo bifasico em elementos finitos, incorporando o fenémeno
de inchago por meio da introducao de uma variavel de pressao osmoética diretamente de-
pendente da deformacao do tecido. Para avaliar a representatividade do modelo proposto,
os autores compararam os resultados obtidos numericamente pela formulacao bifasica
com a validagao realizada por Frijns, Huyghe e Janssen (1997) para discos intervertebrais.
Adicionalmente, os autores investigaram a correlagao entre o modelo bifasico de inchago
com modelos mecanicos-eletroquimicos visando avaliar a aplicabilidade de cada um para
diferentes tecidos moles. Em suas conclusoes, os autores enfatizaram que o modelo bifasico
de inchago aproxima-se de uma formulagao trifasica de acordo com as propriedades do
material investigado, podendo ser aplicado para descrever o comportamento mecanico de
tecidos moles quando submetidos a solicitagdes mecéanicas e quimicas. Portanto, devido a
alta complexidade dos modelos trifasicos, a formulagao bifasica de inchaco aparece como

uma alternativa para estudos onde o fluxo de ions nao é variavel de interesse.

Uma abordagem semelhante foi apresentada no trabalho de Ehlers, Karajan e Mar-
kert (2009). Por meio de uma extensao da formulagao bifésica, os autores incorporaram
a influéncia de fendmenos eletroquimicos basicos na resposta biomecanica dos tecidos
moles. Em sua formulagao, os autores descreveram o tecido composto por uma matriz
solida carregada, de caracteristica anisotrépica e intrinsecamente viscoelédstica, comple-
tamente saturada por uma fase fluida. Adicionalmente, o modelo também incluiu nao
homogeneidades, como por exemplo, a dependéncia da porosidade com a deformagao do
tecido, o alinhamento das fibras de colageno e o efeito de osmose ocasionado pela variagao
das cargas do tecido com a deformagao. Os autores utilizaram o modelo para reproduzir
computacionalmente a resposta viscoelastica do ntcleo pulposo sob cisalhamento e o com-
portamento de inchaco observado experimentalmente nestes tecidos quando submetidos a
uma variagdo na concentracao de soluto do banho externo. Como principais conclusoes, os
autores destacaram a capacidade do modelo em reproduzir o comportamento mecanico

viscoelastico, elastico e anisotrépico dos tecidos e, simultaneamente, incorporar fenémenos
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basicos de osmose, adequando-se para aplicagoes em simulagoes envolvendo geometrias

complexas com um tempo de processamento adequado.

Além das expansao da teoria bifdasica para incorporar os efeitos eletroquimicos,
abordagens mais simples para inclusao dos fenomenos de osmose foram investigadas
anteriormente na literatura. Nesse contexto, o trabalho de Galbusera et al. (2011) realizou
uma analise comparativa entre formula¢oes numéricas bifasicas utilizadas para incorporar
o fendmeno de inchago em tecidos moles. Por meio de um modelo poroelastico de elementos
finitos da regiao lombar de uma coluna vertebral, os autores compararam a formulagao
de Wilson, Donkelaar e Huyghe (2005) com outras duas abordagens para representacao
do efeito da pressdo osmoética, aplicadas respectivamente nas pesquisas de Schmidt et al.
(2010) e Olsen e Oloyede (2002). Trés algoritmos distintos foram propostos: o primeiro
com uma pressao de poro fixa nos contornos (FBP); o segundo com pressao osmética
fixa em todo disco ou apenas no nicleo (FOP/FOP-N); o terceiro considerando a pressao
osmotica dependente da densidade de carga fixa e, portanto, da deformacao sofrida pelo
tecido (BS). Os modelos foram submetidos a dois ciclos de solicitagoes, representando o
fendmeno de inchago livre e cargas fisioldgicas que simulam atividades cotidianas. Como
principais resultados, os autores verificaram diferencas minimas ao caracterizar o efeito de
osmose como pressao de poro no contorno (FBP) ou uma parcela volumétrica fixa (FOP).
Em contrapartida, o modelo bifasico de inchago (BS) apresentou-se como uma formulagao
promissora, descrevendo de forma mais precisa os fendmenos fisioldgicos que ocorrem
no tecido. Finalmente, os autores concluiram que modelos simples (FBP e FOP/FOP-
N) adequam-se em investigacoes onde o objeto de estudo consiste na cinemética do
tecido, enquanto o modelo bifasico de inchago (BS) pode ser aplicado em casos onde hé
conhecimento das propriedades do material e necessita-se de uma descri¢gao fenomenologica

mais assertiva.

A teoria bifasica de inchago apresentou-se como uma formulacao alternativa, per-
mitindo um equilibrio entre representatividade do modelo e custo computacional para
execucao de analises em geometrias de grande complexidade, ao mesmo tempo em que
proporciona resultados similares aos obtidos por teorias trifasicas em diversos casos de soli-
citagao (WILSON; DONKELAAR; HUYGHE, 2005). Neste &mbito, o trabalho de Jacobs
et al. (2014) utilizou um equacionamento constitutivo de hiperelasticidade, juntamente com
a formulagao bifasica de inchaco, para desenvolver um modelo representativo em relacao
as diferentes respostas biomecanicas observadas em discos intervertebrais submetidos a
multiplas condigoes de solicitacao. Para tal, os autores utilizaram o método signed distance
functions para criar uma geometria tridimensional de alta complexidade, onde cada ponto
¢ definido conforme um padrao obtido via imagens amostrais de alta resolugao da estrutura
a ser modelada. Utilizando propriedades de material otimizadas para a teoria bifasica de
inchaco, o modelo foi validado através de comparagoes entre resultados experimentais e

numéricos. Adicionalmente, foram investigados os papéis do nticleo pulposo (NP), anel
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fibroso (AF) e da placa terminal cartilaginosa (CEP) na resposta geral do disco quando
submetido a solicitacoes quimicas e mecanicas. Finalmente, em suas conclusoes, os autores
ressaltaram a aplicabilidade dos modelos numéricos para andlises quantitativas sob as
estruturas que compoem os tecidos moles, permitindo a obtencdo de variaveis de interesse,
aumentando a previsibilidade comportamental do tecido e, consequentemente contribuindo

para o desenvolvimento das técnicas de medicina regenerativa.

2.2 Fundamentacao Tedrica

2.2.1 Modelagem bifasica

A mecanica do continuo utilizada para a descricdo do modelo bifasico é apresentada
nesta segdo com base nas literaturas classicas relacionadas a tematica (HOLZAPFEL, 2000;
GURTIN; FRIED; ANAND, 2010; BONET; WOOD, 2008). Enfatiza-se que o objetivo
desta Secao consiste em apresentar os principios e hipoteses relevantes da formulagao

bifésica.

2.2.1.1 Conceitos gerais da mecanica do continuo em um meio bifasico

Um continuo bifasico composto por uma fase sélida e uma fluida é ilustrado na

Figura 1 em suas configuragoes material (ou referencial) e espacial (ou deformada).

Figura 1 — Configuracao material e espacial de continuo bifasico.

Xom

X3 z3

Fonte: Autoria proépria.
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O eixo maitsculo {X;, X5, X3} representa a configuracdo material, enquanto o
minusculo {1, x9, 23} representa a configuracao espacial do continuo. Os superindices s e
[ associam-se, respectivamente, as fases solida e fluida do material. O contorno 9f2% e a
regido (2% referem-se a cada fase i do continuo na configuragio material. Ja o contorno 92,
e meio interno {2, relacionam-se a configuracao espacial do continuo (fases homogeneizadas).
Finalmente, QL define um Elemento de Volume Representativo (EVR) que representa o
continuo em uma microescala da sua configuracao espacial, podendo distinguir as regides

pertencentes a cada fase: (2] e Q/Jj .

A posicao espacial x’ de cada uma das fases que compdem o continuo é dada por
x' = XX ). (2.1)

onde as varidveis t e X' representam o tempo e a posicdo na configuracao material,

respectivamente. O termo X* consiste na funcdo de mapeamento de cada fase i.

O modelo bifasico homogeneizado nao distingue a posi¢ao das fases na macroescala
da configuragao espacial. Sendo assim, mesmo que cada uma das fases possua uma fungao

de mapeamento distinta, considera-se que sua posicao espacial x* é coincidente, ou seja

x* =x/ =x. (2.2)

Com a posicao espacial mapeada, pode-se definir o campo de deslocamento u’ na

configuragao espacial de cada fase conforme
u =x'— X' = XX t) - X" (2.3)

Os campos espaciais de velocidade v' e aceleracdo a’ sao obtidos por meio da

primeira e segunda derivada temporal do campo de deslocamento. Logo,

vi(x't) = au’(x’,t) = X' (X" 1), (2.4)
a'(x’,t) = avl(xl,t) = X' (X" 1), (2.5)

onde as notagoes () e () representam a primeira e segunda derivada temporal, respectiva-

mente.

No modelo bifdsico homogeneizado, ambas as fases (fluida e sélida) do continuo
ocupam a mesma posi¢ao x em um determinado instante de tempo ¢, independentemente
de sua posicao na descricio material X* e da sua respectiva funcao de mapeamento.
Portanto, uma fungao inversa de mapeamento, que retorna os pontos situados na descri¢ao

espacial para a configuracao material também pode ser definida para cada fase conforme

X' = [xix, 0] =[] (2.6)
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Vale ressaltar que, apesar de ambas as fases ocuparem a mesma posi¢ao na descri¢ao
espacial, suas fungdes de mapeamento nao sao necessariamente idénticas, isto é, a seguinte
relacao pode ser valida:

X £ X7

O gradiente de deformacao de cada fase F? é definido conforme

; 0X'(x,t)  Ox
R (2.7)

Através do gradiente de deformagao, pode-se definir o Jacobiano volumétrico de

cada fase J*, como sendo o determinante do gradiente de deformacao

J' = det (F). (2.8)

A transformacgao volumétrica material para espacial é relacionada através do
Jacobiano volumétrico. Portanto, utilizando elementos diferenciais, tem-se que o volume
de cada fase i na configuracio espacial dv’, relaciona-se com o volume na configuragio

material AV} por meio da seguinte relagao:

dvl = JidVE. (2.9)

No entanto, ambas as fases ocupam o mesmo volume na configuragao espacial, logo

a Eq. (2.9) pode ser escrita sem o indice i no termo espacial,

dv, = J'dVi.. (2.10)

Outra propriedade importante do continuo consiste na densidade aparente p' de
cada fase. Essa ¢ definida como o diferencial de massa da fase dm?, dividido pelo diferencial
de volume ocupado pela fase dv,, ambos na configuracao espacial. Desta maneira, tem-se
que a densidade aparente para cada fase é dada por
B dm?,

du,

%

p

(2.11)

Pode-se relacionar a densidade aparente da configuracao espacial de cada fase ¢

com sua configuragao material, obtendo a expressao:

p= ?pr% =[] . (2.12)

Observando o EVR na sua configuragao espacial (ver Fig. 1), pode-se distinguir o
volume ocupado por cada fase (sélida e fluida) que compoem o continuo. Desta forma,
pode-se calcular a densidade intrinseca pL de cada fase conforme

dm?

I



2.2. Fundamentacao Teorica 51

onde dvz é o elemento diferencial de volume ocupado pela fase i no EVR (microescala).

Em relagao as variaveis volumétricas do continuo, o volume total de um EVR na
configuragao espacial v,, é definido pelo somatério do volume intrinseco de cada fase .

Portanto, na forma diferencial, tem-se que:

dv, =Y dv!, = dv’, + dv}. (2.14)

Para cada ponto espacial, pode-se definir uma respectiva fracado volumétrica como
sendo a razao entre o volume intrinseco da fase presente no EVR e o volume do elemento
analisado na escala macroscépica. Desta maneira, tem-se a definicdo das grandezas de

solidez v* e porosidade v/, respectivamente,
dv?

v— o, (2.15)
duf
= d%“. (2.16)

Adicionalmente, pode-se estabelecer uma relacdo entre a densidade aparente e

intrinseca de cada fase ¢ em sua configuracao espacial, dada por

pl(x,t) = v'pl(x,1). (2.17)

2.2.1.2 Hipéteses do modelo bifasico

Na descricao finita do modelo bifasico considerado neste trabalho, as seguintes

hipoteses sao consideradas:

1. Incompressibilidade das fases:

pi, = 0. (2.18)
2. Mistura saturada:
v+l =1 (2.19)
3. Tensao efetiva total aditiva:
o=0'+tol, (2.20)

onde o representa o tensor de tensdes de Cauchy como uma soma da tensao efetiva

da fase sélida o® com a fase fluida o/.
4. Tensao hidrostatica no fluido, i.e:
ol = —pl, (2.21)
onde p representa a pressao de poro.
5. Forcas inerciais p‘a’ e forcas de corpo by nulas:
pla’ =0, (2.22)
by = 0. (2.23)
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2.2.1.3 Equacdes de estado

Considerando o modelo bifasico e as hipdteses apresentadas previamente, pode-se
desenvolver o equacionamento referente as conservagoes de momento linear e angular, bem
como o balango de massa relacionado ao fluxo de fluido. O desenvolvimento matematico

detalhado destes equacionamentos sdo demonstrados nos Apéndices B, C e D.

Sendo assim, por meio dos equacionamentos de balango mecanico e conservagiao de
massa, pode-se estruturar o modelo bifasico homogeneizado como um problema de valor

de contorno (PVC), submetido as condigbes gerais ilustradas pela Figura 2.

Figura 2 — Condig¢oes de Contorno do Modelo Bifasico.

A

T3

Fonte: Autoria proépria.

Portanto, considerando as equagoes de estado referentes ao balan¢co mecéanico,
conservagao de massa, velocidade relativa do fluido, tensao efetiva e de poro (apresentadas
nos Apéndices B, C e D), juntamente com as condi¢oes de contorno referentes a forga,

deslocamento, pressao e fluxo de fluido (ilustradas na Figura 2), obtém-se a formulagao
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forte do meio bifasico dada por,

dive =0, onde o =o' Conservacao de momentos,
div (v +w) =0, Conservacao de massa,
o=0'+0", onde o/ = —pI Decomposicio da tensdo efetiva,
w=v(vl —v*), Velocidade relativa do fluido,
(2.24)
u=nu, em 09|, CC Dirichlet sélido,
t=on, em 09| CC Neumann sdélido,
p=7, em 00|, CC Dirichlet fluido,
q=w-n, em 00 |g CC Neumann fluido.

2.2.2 Modelo de pressao osmdtica

A equacao constitutiva escolhida para representar o efeito de inchago em tecidos
moles consiste no modelo de pressao osmotica de Donnan, assumindo condi¢oes quimicas
ideais. O modelo foi escolhido devido ao fato de ser uma formulagao ja bem estabelecida e
investigada na literatura (WILSON; DONKELAAR; HUYGHE, 2005; GALBUSERA et al.,
2011; CORTES et al., 2014), além permitir uma validagao direta entre os resultados obtidos
por meio do cédigo desenvolvido neste trabalho com aqueles fornecidos pelo programa
comercial de elementos finitos FEBio (MAAS et al., 2012).

2.2.2.1 Pressiao osmética de Donnan

A teoria do equilibrio de membranas de Donnan (1924) apresenta o caso onde uma
solucao i6nica composta por duas fases é separada por uma membrana que é permeavel ao
solvente e ions, porém restringe o movimento de cargas internas constituidas por moléculas
maiores. Esta situagao ocasiona fenémenos eletroquimicos dados por uma distribuicao
heterogénea de ions, bem como o surgimento de uma pressao osmotica e diferenca de
potencial eletroquimico entre as fases (OVERBEEK, 1956).

Nesse contexto, a teoria de Donnan adequa-se ao fenémeno de inchago observado
em tecidos moles. Esse comportamento ocorre devido a presenca de cargas negativamente
carregadas fixas na matriz extracelular (GAGs). Estas cargas representam a chamada
densidade de cargas fixas do tecido (FCD), que por sua vez, estabelece um fluxo de fons entre
a matriz solida e fluido intersticial, visando neutralizar o desequilibrio eletroquimico entre as
fases (LAL; HOU; MOW, 1991; HUYGHE; JANSSEN;, 1997). Entretanto, essa redistribuicao
de cargas torna a concentragao de ions internos a matriz sélida maior que a concentracao
do banho externo. Este desequilibrio i6nico ocasiona a denominada pressao osmoética de

Donnan no fluido intersticial, constituindo um mecanismo fenomenolégico que contribui
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diretamente para o comportamento de inchago observado no tecido (GALBUSERA et al.,
2011; WILSON; DONKELAAR; HUYGHE, 2005; LAI; HOU; MOW, 1991).

Em condigoes hipertonicas, ou seja, em um meio onde a concentracao externa de
fons é muito maior que a densidade de carga fixa interna ao tecido, a pressao osmotica
de Donnan torna-se negligenciavel. Por outro lado, em condigoes hipotonicas, a pressao
osmdtica assume um valor a ser considerado na tensao volumétrica (LAIL; HOU; MOW,
1991; ZIMMERMAN et al., 2021). O modelo matemético da pressao osmotica de Donnan
satisfaz este comportamento e, adicionalmente, estabelece uma dependéncia entre carga
interna do tecido e a deformacao. Esta relagao é relevante, ja que a concentragao interna
de ions varia com o fluxo de fluido, que por sua vez é diretamente afetado pela deformacao
no tecido. Portanto, considerar uma parcela que compoe a pressao de poro como um termo
dependente da densidade de carga fixa no tecido e da deformagao volumétrica aumenta a
representatividade da formulacao bifasica quanto ao fendémeno eletroquimico de inchaco e

ao comportamento biomecanico geral dos tecidos moles.

Ademais, o modelo bifasico de inchago (com pressao osmética de Donnan) é uma
teoria macroscopica, ou seja, nao considera a influéncia de estruturas e campos elétricos
a nivel molecular (ZIMMERMAN et al., 2021). Sendo assim, a teoria ndo considera o
fendmeno de repulsdo quimica entre cadeias de glicosaminoglicanos internas ao tecido,
que também contribui diretamente com o comportamento de inchaco observado nos
tecidos (LAI; HOU; MOW, 1991). Apesar disso, investigagdes na literatura, mostram
adequacao entre teoria bifasica de inchaco e a formulacao trifisica (que considera os
campos moleculares) na representagao do comportamento de inchago em tecidos moles
sob solicitagoes mecénicas e quimicas (WILSON; DONKELAAR; HUYGHE, 2005).

Sendo assim, considerando a teoria de Lanir (1987) no comportamento biomecanico
dos tecidos, pode-se assumir que o movimento de ions ocorre muito mais rapido que o
fluxo de fluido ou deformagoes da fase sélida, fazendo com que as cargas méveis internas
ao tecido entrem em equilibrio quimico com o banho externo praticamente de forma
instantdnea (LANIR, 1987; WILSON; DONKELAAR; HUYGHE, 2005; GALBUSERA
et al., 2011). Seguindo esta hipétese, amplamente utilizada por investigagoes recentes
(WILSON; DONKELAAR; HUYGHE, 2005; GALBUSERA et al., 2011; CORTES et al.,
2014; ZIMMERMAN et al., 2021), o presente trabalho utiliza uma formulagao bifésica de
inchago com uma forma simplificada da equagao de pressao osmética de Donnan descrita

por Huyghe e Janssen (1997):

+ 2
A’]T = gbzntR,I;mg\l C%—' —|— 4. (fyej:ft> Cg — 2¢ea7tRTea:t087 (225)

int
onde A7 representa a diferenca de pressdo osmotica interna e externa ao tecido, ¢, e

Qert SA0 0s coeficientes de osmose interno e externo, R é a constante universal dos gases
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perfeitos, T;,; e T.,; consistem na temperatura interna e externa respectivamente, ;..
€ Yert Tepresentam os coeficientes de atividade externa e interna respectivamente, c. €

concentragao do banho externo e cp é densidade de carga fixa (FCD).

Neste modelo, a pressao osmotica no tecido depende diretamente da deformacao

volumétrica, por meio da densidade de carga fixa (FCD), dada por

vl
CF = CFo lyf—((l)—J)] ; (2.26)

onde Vg ¢ a fragao volumétrica de fluido inicial presente no tecido, cpg a densidade de

carga fixa na referéncia e J o Jacobiano volumétrico.

Como forma de facilitar o calculo da pressao osmoética, serd considerado um cendrio
fisico-quimico ideal de osmose. Sendo assim, assume-se as seguintes simplificagoes em

relagao as varidveis da Eq. (2.25).

1. Coeficientes de osmose (P, € ¢eqr): €ssas varidveis sao fungoes que representam
desvios do cenario fisico-quimico ideal. Elas podem depender da concentracao do
banho externo, da quantidade de ions no tecido e a densidade de carga fixa. A
exemplo de outras investigacoes encontradas na literatura (LAL; HOU; MOW, 1991;
ZIMMERMAN et al., 2021), a formulac¢ao deste trabalho nao fara distingao entre
valores internos e externos do coeficiente de pressao osmotica, considerando condigoes

fisico-quimicas ideais.

¢int = gbext = ¢ = 1. (227)

2. Coeficientes de atividade do meio (v, e vZ,): de forma semelhante aos coeficientes
de osmose, os parametros de atividade do meio também representam condicoes ideais
de osmose. Quando considerado um cenario fisico-quimico ideal, a razao entre essas
varidveis torna-se unitaria (ATESHIAN et al., 2009). Essa simplificagao foi utilizada
para investigacao do efeito de inchaco em cartilagens submetidas a um banho isotoénico
de NaCl (0.15M) (LAL, HOU; MOW, 1991; WILSON; DONKELAAR; HUYGHE,
2005; GALBUSERA et al., 2011; ZIMMERMAN et al., 2021). Adicionalmente, essa
simplificacao é suportada por resultados experimentais de Maroudas e Evans (1972),
na pesquisa os autores analisaram o coeficiente de atividade do cloreto de sédio na
cartilagem (interno) e identificaram variagoes de baixa magnitude em funcao da
concentragao do sal no banho externo. Ademais, os autores também constataram
que esses coeficientes assumem valores relativamente préximos quando a solugao

externa possui a concentragao de 0.15M NaCl.

ot _ . (2.28)



o6 Capitulo 2. Revisao Bibliogrifica

3. Temperatura interna e externa (7;,; e Ti,¢): considera-se que as temperaturas interna

e externa do tecido sao equivalentes.

Tyt = Tows = T. (2.29)

4. Osmolaridade do banho (¢): representando a concentragao total de solutos presentes
no banho externo, a osmolaridade do banho sera incluida na formulagao analogamente
a aproximagao implementada no programa de simulagao numérica biomecéanica FEBio
(MAAS et al., 2012). Sendo assim, a osmolaridade do banho é aproximada para o

dobro da concentragdo externa em massa de soluto por volume.

G = 2en- (2.30)

Finalmente, levando em consideragio as simplificagoes das Eq. (2.27), Eq. (2.28),
Eq. (2.29) e Eq. (2.30), tem-se a equagao da pressao osmética de equilibrio de Donnan em

condigoes fisico-quimicas ideais:
Am = RT (\/c% + 2 — c) : (2.31)

Este modelo sera utilizado na formulagao bifasica de inchago como forma de incluir
o fendbmeno na simula¢do biomecéanica de um tecido mole sobre solicitagoes quimicas e

mecanicas.
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3 Modelagem bifasica em deformacoes finitas
considerando o fenbmeno de pressao osmo-

tica de Donnan

3.1 Formulacao no continuo

A formulagao no continuo utilizada para descrever o modelo bifasico considerando
a pressao osmotica de Donnan é analoga ao equacionamento descrito previamente na Se¢ao
2.2.1, necessitando apenas a insercao da variavel de pressao osmotica como uma parcela da
pressao de poro, alteracdo das condigoes de contorno nas equagoes de governo (formulagao
forte) e a posterior execugao dos cédlculos de linearizagdo para obtencao da formulagao

integral.

Sendo assim, primeiramente considera-se um continuo bifasico composto por uma
matriz sélida incompressivel, completamente saturada por um fluido inviscido e também

incompressivel, submetido a condi¢oes de contorno ilustradas na Figura 3.

Figura 3 — Condigoes de Contorno do Modelo Bifasico de Inchaco.

A

€3

Fonte: Autoria proépria.

Apesar de similar a formulacao bifasica apresentada na Secao 2.2.1, o modelo

bifasico de inchago diferencia-se da formulagao classica primeiramente nas condic¢oes de
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contorno referentes a fase fluida. A condigao de Dirichlet do fluido nao mais refere-se a
pressao de poro total p, e sim a uma parcela dessa, denominada potencial quimico da
agua p/. Desta maneira, a pressdo de poro total da fase fluida passa a ser composta por
duas parcelas distintas. A primeira referente ao potencial quimico da fase, e a segunda
representada pela pressao osmética Am, originada pela diferenca entre a concentracao do
meio externo e a presenca de cargas fixas internas ao tecido. Portanto, tem-se a seguinte

relagao para a pressao de poro

p=pl +Am. (3.1)

Segundo Sandler (2017), a energia molar parcial de Gibbs em uma determinada
solugao é denominada de potencial quimico e comumente designada pela letra u. Sendo
assim, no contexto da teoria bifdsica de inchaco, o potencial quimico da dgua p/ representa,
uma medida de pressao hidrostatica relacionada a energia livre de Gibbs contida em cada
molécula da fase fluida. Por outro lado, conforme exposto anteriormente na Secc¢ao 2.2.2,
a pressao osmotica é ocasionada devido a um desequilibrio quimico induzido pela presenca
de cargas negativas na matriz sélida do tecido, podendo ser obtida por meio de equagoes
constitutivas, como por exemplo, a equacao da pressao osmoética de Donnan em condigoes

ideias representada pela Eq (2.31).

Portanto, analogamente a modelagem bifasica classica apresentada na Secao 2.2.1,
a formulagao forte (ou diferencial) no continuo representando o modelo bifésico de inchago
pode ser definida por meio de um problema de valor de contorno (PVC) composto pelas
equagoes constitutivas que governam o comportamento das fases solida e fluida, juntamente

com o seguinte conjunto de equacoes:

dive =0, onde o =o' Conservacao de momentos,

div (v +w) =0, Conservagao de massa,

o=0°+0", onde o/ = —(uf + An)I Decomposicio da tensdo efetiva,
w=1v(v —v*, Velocidade relativa do fluido,

u=nu, em 90|y CC Dirichlet sélido, (3.2)
t=on, em 09| CC Neumann sdélido,

u =7, em O/ \Mf CC Dirichlet fluido,

d=w:-n, em 00 |4 CC Neumann fluido.

Para resolver o PVC definido pelo conjunto de Egs. (3.2) utilizando o método de
elementos finitos, é necessario conhecer as condigoes de contorno e estabelecer as relagoes

constitutivas que governam o comportamento de ambas as fases. Adicionalmente, deve-se
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obter a forma integral do problema, também denominada como formulacao fraca, para

posterior solugao numérica.

Sendo assim, para obtencao do equacionamento integral, pode-se utilizar o Principio
dos Trabalhos Virtuais (PTV) na formulagao forte. Aplicando o PTV no equacionamento
diferencial, conforme detalhado no Apéndice E, obtém-se a seguinte formulacao fraca para

o modelo bifdsico de inchaco

I

s s . _ f _ F. — u
SW :/cr :dedv /(,u + Am)tr(de) dv 8!2& duds =0 Véu e

2 2

(3.3)
sw :/ div(v®)op’ dv — /w Vo dv + / Pplds =0 Voul € K

2 2 082

b

f ~ . . s .
onde K" e KM sdo, respectivamente, os espacos de deslocamento e potencial quimico

admissiveis para o modelo.

3.2 Equacoes constitutivas

Para permitir a solugdo do PTV apresentado pelo conjunto de Egs. (3.3) é necessario,
além de conhecer as condigoes de contorno, complementar os equacionamentos de balango
mecéanico (Eq. B.7) e conservagao da massa (Eq. D.21) com relagbes que governem o
comportamento de deformagao da fase solida e o fluxo da fase fluida. Sendo assim, nesta
secao sao apresentadas algumas equagoOes constitutivas ja estabelecidas na literatura
(BONET; WOOD, 2008; HOLZAPFEL, 2000) e comumente utilizadas para modelagens
bifédsicas (MAAS et al., 2023)

3.2.1 Modelos constitutivos para a fase sélida

A energia livre de Helmholtz ou energia de deformacao W representa a energia
armazenada no material apés a deformagao e pode ser definida pelo trabalho realizado
pelas solicitagoes de tensao P para deformar o material em um determinado intervalo de
tempo [to, t]:

v= ["wa (3.4)

to
Considerando a derivada temporal do potencial energético, pode-se obter um tensor de
segunda ordem representando uma grandeza de tensdao na configuracao material, isto é,
o primeiro tensor de Piola-Kirchhoff. Para tal, inicia-se com a derivada temporal de 3.4
considerando o potencial elastico como funcao da deformagao. Sendo assim, pela regra da

cadeia:
. 1 F v oo
i 0 . 0 B 0 o

_ov ot _ 0¥ n (3.5)
OF 9t  OF
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Da Eq. (3.5) define-se o primeiro tensor de Piola-Kirchhoff P como fungao da a

energia da deformacao do continuo:

OV (F)

P=—F

(3.6)

A partir da Eq. (3.6) pode-se utilizar as relagoes estabelecidas pela mecénica do
continuo para modelos conservativos visando obter outras grandezas de tensao, como por
exemplo, o segundo tensor de Piola Kirchhoff e o tensor de Cauchy.

3.2.1.1 Neo-Hookean compressivel

O modelo de Neo-Hookean consiste em um continuo eldstico cuja energia de

deformacao é descrita por,
A
U= %(11 ~3) — plnJ + Z(InJ), (3.7)

onde o Jacobiano volumétrico J é calculado conforme a Eq. (2.8). O invariante I; é obtido

conforme o seguinte equacionamento:
I, =trC = tr(F'F). (3.8)

E os coeficientes de Lamé 1 e A sao calculados por meio do médulo de elasticidade E e do

coeficiente de Poisson v, conforme:

vE
A= 1+v)(1—2v) (3:9)
= 2(1E+V), (3.10)

O segundo tensor de Piola-Kirchhoff S é calculado por meio da Eq. 3.6, resultando em:
(HOLZAPFEL, 2000; GURTIN; FRIED; ANAND, 2010; BONET; WOOD, 2008)

S=puI-CH+AInJ)C . (3.11)

Utilizando a transformagao de Piola (HOLZAPFEL, 2000; GURTIN; FRIED;
ANAND, 2010; BONET; WOOD, 2008), verifica-se que o tensor de tenses de Cauchy é
obtido conforme:

g =

0 A
j(b -0+ j(ln J)1L. (3.12)

3.2.2 Modelos constitutivos para a fase fluida

3.2.2.1 Lei de Darcy

A lei de Darcy governa o fluxo do fluido estabelecendo uma relacao linear entre

este e a grandeza que gera o movimento relativo interno ao continuo poroso (COUSSY,
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2004). Sendo assim, a presente formulacao utiliza a lei de Darcy conforme implementado

nas investigagoes de Wilson, Donkelaar e Huyghe (2005) e Galbusera et al. (2011)
W= —kx Vst (3.13)

onde relaciona-se linearmente a velocidade relativa da fase fluida presente no meio poroso
com o gradiente espacial do potencial quimico. Essa relagdo é construida por meio de um
tensor espacial de segunda ordem que representa a permeabilidade k, do meio poroso de

acordo com um modelo constitutivo pré-determinado.

3.2.2.2 Modelo de permeabilidade Isotrépica Constante

O modelo de permeabilidade isotropica constante assume que a permeabilidade do
meio poroso nao sofre alteragoes na configuracao espacial do continuo (HOLMES; MOW,
1990; MAAS et al., 2023; CARNIEL et al., 2023). Desta maneira, o equacionamento para

o tensor de segunda ordem de permeabilidade consiste em

onde kg é a propriedade de permeabilidade hidraulica do meio.

3.3 Formulacao discreta

3.3.1 Discretizacao temporal e método de linearizacao

Considerando um intervalo temporal [t,,t,41], onde cada tempo ¢, consiste no
instante anterior t,, somado a um incremento At, pode-se reescrever a formulacao integral
do problema bifasico de inchago apresentada pela Eq. (3.3), discretizando-a no tempo

conforme:

SWE,, :/ o, 0eydv — /(,ufl+1 + Amppq)tr(de,y ) dv — / to1 - 0w, ds =0,
02y 2y 082,

(5Wr{+1 :/ div(vfl+1)5MTfL+1 dv — /wn-‘rl : Vx(é,ufwrl) dv + / qn+15:u£+1 ds =0.
foR 2 92,

(3.15)

Com o objetivo de resolver o equacionamento incremental do equilibrio de momento

e massa, utiliza-se o método de solucao numérica de Newton-Raphson. Portanto, é neces-
sario obter as derivadas direcionais da formulacao integral em relacdo aos incrementos de
potencial quimico Auf e deslocamento Au. O desenvolvimento matemético relacionado &
obtencao das derivadas de Gateaur para a formulacao integral de inchaco é apresentado

no Apéndice F.

Conhecendo as derivadas direcionais supramencionadas, pode-se utilizar uma série

de Taylor, truncada nos termos de primeira ordem, a partir dos campos virtuais de
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deslocamento e potencial quimico para descrever o problema na configuragao espacial, isto

€,

9 9
Wit 5 [0W ] - A + 0w |- Aptiy =0
Un+1 lunJrl
5 ) 5 f f (3.16)
oW W] - Ay + —— [oW], | - Al =0,
w1 Oup 1 [ nH] o Nfz+1 [ nH} i

onde as derivadas direcionais sao elencadas abaixo,

e A derivada direcional de 6], ; em relacao ao deslocamento u,; na diregao do

incremento Au,,
0

aunJrl

[sWe,] - Augys = / Sens1: Ca ) Aepyr du
+ / ot ¢ [VEAU Vo] do
_ / iy + AT )L | VEAW, 1 Vit | do
— /(u,’zﬂ + ATyp1 + NP ) divou,yr divAu,, do

+ / 24l oy + Ampy) (L T) Aepyy : desy do.
(3.17)

e A derivada direcional de 6], ; em relagdo ao potencial quimico da fase fluida un 1
na dire¢do do incremento Aun 1

0 ;
8u {5Wn+1} Au£+1 = — / Au£+1 tr(de,41) do. (3.18)
Qz

n+

o A derivada direcional de 5W7f +1 em relacao ao potencial quimico da fase fluida u,’; 41

na direcao do incremento Auﬁ 11

8,uaf {5W +1} Aﬂn+1 /V §,un+1 (nx : VXA/L,J;_H) dv. (3.19)
n+1

« A derivada direcional de 6W. 241 em relagao ao deslocamento u,4; na direcao do

incremento Au,,

0

aun—l—l

)
{5W +1} Au, —/ M"HdlvAunH dv

T

— /5u£+1tr {VXVZHVXAunH} dv
{2 (3.20)
+ / (divv, ;)(div Ay, y1)0pl | dv

+ / V 5Mn+1 (Kxn+1 : Aen+1) VX/'Ln"rl d/U'
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3.3.2 Discretizacdo espacial via método de elementos finitos

Com o objetivo de obter uma solugao aproximada para a formulacao incremental
demonstrada na Eq. (3.15), um método numérico de aproximacao por elementos finitos
(MEF) é empregado de forma anéloga aos trabalhos de Klahr (2022) e Thiesen (2021). Sendo
assim, utiliza-se uma discretizagao espacial com elementos finitos mistos, contendo graus de
liberdade relacionados ao deslocamento nodal do sélido u e ao potencial quimico do fluido
u! . Enfatiza-se, também, que o sistema acoplado pode ser formulado de forma monolitica,
isto é, ambos as equagoes sao resolvidas simultaneamente, ou de forma sequencial, onde a

solugao dos equacionamentos integrais é realizada de forma separada.

O passo inicial para discretizar espacialmente a formulacao bifasica de inchago
consiste na construcao de vetores dos campos de deslocamento e potencial quimico
aproximados por fungoes de interpolacao definidas localmente em cada elemento e presente

na malha de elementos finitos

MONN
n+1 NnJrl 7(’L+17 (321)
(o) ORI
M£+1 = Z-ﬁ-l lifn+1- (322)

Considerando elementos isoparamétricos, utilizam-se as mesmas fungoes de interpo-
lagao para aproximar os campos virtuais de deslocamento e potencial quimico, bem como

seus respectivos campos incrementais

(5un+1 NZ?& 1(121’ (3.23)
5%{(;1 Nﬁfj) 5’J’f£Le-i)-1’ (3.24)
Al = N Aq, (3.25)
Aﬂﬁ)l Nﬁﬁ) AN n+17 (3.26)

onde qffll e pt (J)rl sao vetores que contém os valores nodais de deslocamento e potencial

quimico. Considerando um cenario tridimensional, cada né de deslocamento do elemento
possui trés graus de liberdade, enquanto os nés referentes a fase fluida sdo compostos por

um grau de liberdade.

u nLl nu T
q7(’L-i)-1 [qwl q$2 qx; Qxl sz ng ancLl q$2 qwg} ) (327)

T
(e) 1 2 3 !
ufnﬂ—luf AT AT ] : (3.28)

, . f . ,
onde n" representa o numero de nos referentes ao deslocamento, e n*" consiste no niimero

de nos relacionados ao potencial quimico do elemento.
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Analogamente, a construcao dos campos virtuais e incrementais de deslocamento e

potencial quimico é realizada conforme:

5qn+1 [(5%1 oqs, 6qs, OG>, OG>, 0Go, ... Oqr, (5qx3} : (3.29)
2 3 u T
spt n+1 lé,uf spl” opt oout” ] , (3.30)
u u u T
Aq\), = [Agk, Aqy, Agh, A¢ A, A . At Ag Agh| . (3.31)
F‘f T
Aufffil = lApJfl Ap” A AR ] : (3.32)

(@
(@
Sendo assim, as matrizes N\ | e Nn 41 que contém as fungoes de interpolagao sao

construidas conforme,

Nu Ny .. Ny,
N“Y = Nu Ny N, , (3.33)
Nu N Ny,
(e) T
Ne =N N Ny L N (3.34)

Considerando as rela¢oes de variacao do tensor de deformacao de Euler Almansi
dos resultados da Eq.(A.14) e Eq.(A.15), pode-se obter uma aproximagao destes tensores

em uma forma matricial com notacao de Voigt conforme:

e w(e) e
57351411 Bn+15q7(l+)17 (3.35)
e wle) e
Ael), =B Aql),, (3.36)
onde os tensores @gl, @ﬁl consistem em
T
5en+1 [(5611 5622 (5633 25613 25623 25613} 5 (337)
e T
&;ll = [Aell AGQQ Aegg 2A€13 2A623 2A613:| . (338)

Consequentemente, para que as operagOes matriciais correspondam as tensoriais,
¢é necessario que a matriz Bn +17 que contém as derivadas relacionadas as fungoes de

interpolagao &, seja construida da seguinte forma:s:

oM ]
-
oo
3x2
Ni(€)
o _ 0 0 el
T ONE) ONE) ' (339
8x2 6x
IAC aN1<s>
3x3
omE) oNTe)
| Oxs 0z, [6x3n1]
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Outra operagao necessaria para a aproximacgao por elementos finitos consiste no
calculo do traco da variacao da deformacgao de Euler- Almansi de. Sendo assim, para essa

aproximacao por calculo matricial é definida a matriz hn H, cuja operacao fica,

w®T e
(5en+1> — hn+1 Aq’EL-‘y)-:l? (340)
onde
o7 _ [ON{ aN{D oN{ N
81’1 3x2 81'3 8%3 [1x3nY]

Retomando a aproximagao do campo de deslocamentos globais do elemento, dado
pela Eq. (3.21), pode-se obter uma relagdo similar referente ao campo de velocidades do
solido por meio da taxa temporal do campo de deslocamentos e das mesmas fungoes de
interpolacao.

v = Nk, (3.42)

onde qﬁﬁil ¢ o campo de velocidades nodais da fase sélida.

Outras operagoes necessarias a discretizacao por elementos finitos consistem nos
gradientes dos campos virtuais de deslocamento e potencial quimico, bem como os campos
incrementais destas grandezas. Sendo assim, essas operagoes sao aproximadas por meio

das seguintes equagoes:

V.ol = Guliogl,, (3.43)

VxAung)rl GZ(ﬁA 7(:3-&)-17 (3.44)
(e) £ e

Vool = Hiy opd, (3.45)
J0! A 1O

v Aun-l-l Hn-‘rl AlJ’n—Hu (346)

onde os gradientes dos deslocamentos virtuais e seus incrementos podem ser representados

em cada elemento por tensores de segunda ordem, em notagao de Voigt, conforme

douy  Oduy Odu; Odus Odus Odugy OAdus Odus 85U3r (3.47)
6.131 6@ 8I3 8ZE1 (91‘2 8903 8901 81'2 81'3 ' ’

V5 n+1 [

v Au [8Au1 8Au1 8Au1 8Au2 8Au2 8Au2 8Au3 8AU,3 8AU3:| T

8x1 8x2 8%3 8ZE1 8x2 8x3 8x1 8x2 8x3
(3.48)
Ja os gradientes espaciais em relagdo ao potencial quimico e ao seu incremento sao

representados conforme,

o [86u osu’ osuf]"
Vol = |20 COR o 3.49
A [ axl 81’2 81‘3 ( )
. NV NN A
V.Aul = [T O O (3.50)
8x1 8x2 81‘3
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Aplicando a operagao de gradiente espacial nas matrizes N +1 e Nn 41, obtém-se

)
() (
as matrizes G} e Hn +1 conforme:

rON} 0 0 ONY 0 0 .
ox ox
O .o INY .o
! 0 0 2 0 0
891:3 aNU 8173 aNU
0 ! 0 0 2 0
G:=1 0 L o0 0 20 .. , (3.51)
ox ox
ONt ONG
0 o 0 0 o 0
3 3
N N
0 0 88351 0 0 %332
0 0 ONY 0 0 8N15L
0 0 L 0 0 2 .
L Ox3 O3 < [9%x3ny)

oNt aNg any
8:151 8351 ai[)lf

(e) nf nt I3
Hy, - | 9 O (3.52)
(91'2 (9(E2 81'2
Nt any ony’

L Oz3 O3 Org [3xni]

Os gradientes transpostos do campo virtual de deslocamentos e seu incremento sao

respectivamente,

05u1 85%2 85U3 86U1 85U2 85U3 85U1 85U2 05U3 T
8ZL‘1 8x1 8:701 8902 81’2 61’2 61'3 8[E3 8ZE3

VT5 n+1 = |:

. (3.53)

VTALI(:)_I _ |:8AU1 8Au2 8Au3 8Au1 8Au2 8Au3 8Au1 8Au2 8Au3}T

8x1 8$1 81’1 81’2 81’2 81’2 81’3 81’3 8133
(3.54)

sendo que esses tensores de segunda ordem podem ser aproximados por

VT5un+1 Q"6q"),, (3.55)

wle) e
VTAun+1 Qn+15q7(w)rla (3-56)
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onde a matriz de mapeamento QU +1 ¢ definida como:

Ny, A S . 1
O, O, "
. oM A
1 o 1 o
1 2
0 0 Gor O 0 a
Nt O R .
(%2 8]\/'“ 8x2 8]\/'“
=10 L o 0 2 0 .. (3.57)
2 o 02 o
1 2
0 0 Gr O 0 o
Ny . N .
6.733 81:3
. oM . N
8:63 85(:3
. Nt , oV
L O3 Org [9x3nu].

O gradiente transposto do campo de velocidade também pode ser aproximado por

meio da matriz Qn +1> conforme:
T s ul® . (e)
vx Vax Yntl T Qn+1 n+1 (358)

A operacao de divergente do campo virtual de deslocamentos e do campo incre-

mental sdo aproximados por:

divou', = b2 5%, (3.59)
divAul), = b Aqy, (3.60)

. T . . - . ~ s
onde a matriz by, , obtlda por meio da operacgao de divergente em relagao as coordenadas

espaciais na matriz Nn +1, ¢ estabelecida como

L@ _pu” _ [ON{? ON{T oN(® N

n+1 n+1

o (3.61)
8951 81’2 8373 81'3 [1x3nY]

Adicionalmente, a matriz b" +)1 também pode ser utilizada para mapear a operagao

de divergéncia da velocidade do s6lido, obtendo a seguinte aproximagao:
div V;(j)l bii(ﬁl n—f)—l (3.62)

Considerando a formulagao incremental da Eq. (3.15), pode-se discretizar espacial-

mente a forma fraca do problema da seguinte maneira:

s /0';(46-)1 n+1 dv — /(M{L:-)l + Aﬁnﬂ)tr(‘segﬁ)rl) dv / tq(z€+1 5un+1 ds =0,

n+1 -
082,

NG
5W1{i1) :/ div(vy41)0 f+1 dv — /wn+1 n+1 ) dv + / qn+15ﬂn+1 ds =0,
o3 092,
(3.63)
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onde o termo de pressao osmobtica Awff_zl consiste em um campo escalar calculado direta-
mente no ponto de Gauss, conforme o modelo apresentado na Segao (2.2.2), e somado ao

potencial quimico como componente da pressao de poro total atuante no tecido.

Sendo assim, considerando as aproximacoes desenvolvidas nesta se¢ao, pode-se
escrever a formulagao bifasica de inchago discretizada em elementos finitos de forma que as
operacoes matriciais, em notagao de Voigt, equivalem-se as relagdes tensoriais que definem

0 equacionamento incremental:

NONE (e)T w®T s
OWyi1 =401 B, o, dv

)T () O (o)
salily | [ BN i Al dv (3.64)

e)T u(6>
- {5(]24).1 / Nn+1 n+1 ds =0,

062
T (e u(e) )
5Wf = / Ny b n+1 qn+1 dv
f(e)T ,uf( ) e ,uf( e) f(e
+ 901 1 /Hn+1 K/zn+1Hn+1 nt1 dv (3.65)

(E)T f( e)
+op / N1 qn+1 ds| »=0.

Considerando a arbitrariedade dos campos virtuais contidos nos vetores 5q,(21 e

) uf nt1, Pode-se definir as parcelas do equacionamento discretizado no seguinte sistema:

R" =Fi — Feg,
S (3.66)
- int ext»
com
nel u(© s(e) u(e) O (e)
Fi = /Bn+1 n+1 /hn+1 Nn+1 Mf 1+A7T ) dv] (3.67)
nel u )T ()
/ Ny il ds| (3.68)
f nel u(e) ) e f(e) (6)
T /Nn+1 br a), do + / HY,, kO HYL 6! dol (3.69)
2
P-4 / N# ), ds (3.70)
ext — o1 n+1 qn+1 ) .
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() : - i
onde o, consiste no tensor de tensoes de Cauchy da fase solida, ﬁgﬁi , representa o tensor

nel

de permeabilidade de Darcy relacionado ao continuo e .A1 ¢ um operador de superposicao
e=

utilizado pelo método de elementos finitos.

Discretizando o equacionamento linearizado apresentado pelas Eq. (3.17 - 3.20)

obtém-se os componentes necessarios para construcao da matriz tangente utilizada no

método numérico de Newton-Raphson conforme,

0 s nel u©7 u(©)
8 [5W } Aun-‘rl = .—Al 5qn+1 /Bn—H Caﬁn+1Bn+1 dv Aanrl
Up+1 = o E—
nel w©T AS u®
+ eéi 5qn+1 /Gn+1 0,,41Goyr dv Aqnﬂ
nel w©T A @
_e-él 5qn+1 /Gn+1 011G dv Aqn+1
nel )T w(®) (e) u(e)
- eﬁtl 6q7(1-i)-1 /bn+1 (Nn—‘rl :u’fn+1 + Aﬂ—n—i-l + )‘n—i-l) bn+1 dv
€22
nel
(e) u@®” u(®
-+ eéll {5qn+1 / 2 (Nn—H p,fn+1 -+ A7Tn+1> Bn+1 (I ® I)]_:’)nJrl dv
2
(3.71)
0 < f nel u© T £(e)
[5W } “Apip g = —4 5qn+1 /hn+1Nn+1 dv| Ap’, oy ¢ (3.72)
a:un—l-l -
0 R TCH sOF (0
7 [(5W7{+ } Aﬂnﬂ ’41 5.Ufn+1 /HZH ko Hyyy dv Al’l‘fn-l—l , (3.73)
8/Ln+1 - o
a ! f(e)
" (e)T ntl pu®’
(540 [(5W +1] cAu,y = fat 5an+1 / + bn+1 dv Aan
nel T (e)
(e) f u(6> . (e u
_6‘241 fn—i—l /NZ—FI 7’L+1q£L—‘1)-1> G n+1 dU Aqn+1

Aot / NE B 4@ e g A
fa n+1 n4+1 Pny1 Aot +1 qn+1
2.
nel f(e)T Mf(e)T A (e) u©
+e'é1 op n+1 / n+1 n+1Krn+1Bn+1dU Aanrl )
2

(3.74)

Aqn-‘rl

Aqr(i)rl



Capitulo 3. Modelagem bifdsica em deformagées finitas considerando o fendmeno de pressao osmdtica de
70 Donnan

S
com a matriz én 41 sendo definida pelo tensor de Cauchy da fase sélida

. o3 0 0
Gon=| 0 (o550 (3.75)
5@
O 0 [Un+1] [9><9].

onf . . < : )
A matriz o, , ¢ construida por meio da tensdo total na fase fluida, ou seja, a soma

do potencial quimico e pressao osmotica:

a1 0 0
A © _ 5 (@
Opi1 = 0 [pn+1I] 0 ,onde p,iq = g + AT, (3.76)
(e)
0 0 [P ]] [9%9]
A (€)

A matriz T, ; ¢ mapeada pelos componentes do vetor obtido pela operacao de

gradiente do potencial quimico da fase fluida.

Vepu{ 0
0 Veud 0
Ale) 0 0 Vaui Vx,ui O o
T = f f ,onde | Vg | =Hi Ly pyy (3.77)
Vs Vg 0 F
b f vz,u?)
0 Vapiz Vi
_vml’l’g 0 vml’l’{_ [6><3]

Finalmente, o tensor de quarta ordem K,,,, ¢ mapeado em notacao de Voigt
conforme descrito em Jog e Hutter (2003) para tensores de quarta ordem com simetria

menor.

Devido a arbitrariedade dos campos virtuais, as componentes da matriz tangente

para a solugao numérica monolitica sao, respectivamente,

w 4 u®” u(®
Kn+1 =4 Bn+1 Cwn+1Bn+1 dv
ul©) ul©)
/Gn+1 n+1Gn+1 dv
ul©) ul®
- /Gn+1 O'n+1Gn+1 dv (3.78)

u(® u(e)
/bn+1 <Nn+1 p! n—l—l + Amp + )\n—i-l) b, dv

e) € e e
+/ (Nn-‘rl l'l'fiﬂrl + AWnJrl) B;LLEF)l o I)BZ(+)1 dv o,
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upt nel ) g T
Ko, = / hiONEL, du, (3.79)
K~ A [ g
n+1 :ezl / n+1 Ky n+1 v ) (380)
2y

fle)
¥ nel N# 7
wu n+l 1 u
Ko = 6»’51 / by dv
25

At

(e (e . (e)
M u 6) u
—/ n+1 (Qn+1Qn+1) Gy do

2

3.81
/ N B @) T g 51
+ n+1 “n+1 n+1 n+1 v

f(e AN (6 o)
+/Hn+1 n+1KIn+1Bn+ld

Desta maneira, o equacionamento linearizado referente a formulacao bifasica de

inchago pode ser sumarizado no seguinte sistema discreto:

u uu u, f
R" = K" Aqu1 + K% Apl .,

(3.82)
R = KgiulAqul’l + KZi’ifAlﬁﬁH-

onde pode-se substituir as relagoes da Eq. (3.66) e reescrever o problema na forma matricial,

F _ [ RY ] (3.83)

ext

F~

ext

F’LL

int

- |F

int

Adpi1

AM£+1 R+

f fuf
pwlu w
Kn+1 Kn+1

f
uu up
[KnJrl Kn+1

3.3.3 Estratégia de solucao

Conforme mencionado previamente, pode-se obter uma solug¢ao aproximada do
problema de valor de contorno representado pela Eq. (3.2) por meio da utilizagdo do
método numérico de Newton-Raphson no equacionamento acoplado discretizado da Eq.
(3.63). Neste Ambito, o trabalho de Thiesen (2021) realizou uma investigagao a respeito
da eficiéncia de algoritimos para solucdo de problemas bifasicos no contexto de tecidos
moles. O método monolitico de solucao foi uma das técnicas investigadas pelo autor, o qual
consiste em resolver ambas as equacgoes da formulagao integral simultaneamente, sendo
este o método utilizado na solugao do equacionamento proposto neste trabalho. Sendo
assim, faz-se necessaria a obtencao das derivadas cruzadas de linearizagao apresentadas
nas Eq. (3.17 - 3.20) para posterior construgao e solugdo numérica (via Newton-Raphson)

do sistema matricial demonstrado na Eq. (3.83).

O método de Newton-Raphson aplicado ao sistema matricial consiste em um

processo iterativo que, apés um valor inicial arbitrario, atualiza os vetores compostos pelas
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varidveis de interesse u e pu/ conforme,

k+1 _ _k k+1
A1 = Apy1 T Aqn+17

e (3.84)

IJ’n—i—l = l‘l’n-l—l + All’n—i—l 9
onde k representa o nimero de iteragoes do método de Newton-Raphson. Para este método
de solucao, o critério de convergéncia estabelecido consistiu na comparacao direta entre a
norma infinita de cada vetor residual com um valor de tolerancia igual a 107°. O valor de
tolerancia foi determinado visando garantir uma maior precisao do resultados obtidos na
formulacao desenvolvida e maior concordancia com o programa de simulacao referéncia

FEBio.
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4 Verificacao do modelo

A formulagao bifasica de inchago apresentada nas se¢oes anteriores foi implementada
em um codigo laboratorial de elementos finitos, intitulado de CEOS e desenvolvido na
linguagem FORTRAN. Posteriormente, a fim de validar o modelo implementado, um caso
simples envolvendo o fendmeno de pressao osmética foi comparado com resultados obtidos
do FEBio, o qual consiste em um programa de elementos finitos com foco em simulagoes

relacionadas & biomecanica.

4.1 Parametros de simulacao

O modelo de validacao desenvolvido para esta analise inicial consiste em uma
amostra numérica de formato ciibico, com arestas de 5mm. Para solucionar o problema
bifasico é necessario definir condigoes de contorno referentes a cada uma das fases que
compoem o modelo numérico. Sendo assim, para a simulacao de validacao, foram con-

sideradas condigoes de contorno para a fase solida e fluida, ilustradas na Figura 4. As

Figura 4 — Condic¢oes de contorno do modelo de validacao.

B u=20
O u/ =0
Yy
2z 2

Fonte: Autoria propria.

restricoes relacionadas a fase sélida consistem no deslocamento nulo em todos os graus de
liberdade da base do cubo, ou seja, no plano y = 0. Ja a condi¢do de contorno referente a
fase fluida, consiste na pressiao nula (potencial quimico do fluido / = 0) imposta em todas
as faces do cubo exceto a face no plano y = 0. Adicionalmente, o modelo é submetido
a uma variagao de concentragao do banho externo, caracterizando um experimento de

inchago (free swelling).
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Para a simulagao de validagdo, a matriz solida foi modelada por meio do equaciona-
mento constitutivo de Neo Hookean (Eq. 3.12). De forma conjunta, foi utilizado o modelo
de pressao osmotica ideal de Donnan (Eq. 2.31). Em relagdo a permeabilidade, utilizou-se
o modelo isotrépico e constante (Eq. 3.14). Os pardametros constitutivos utilizados sao

descritos na Tabela 1. Os parametros do modelo de Donnan {u{ , cky, ¢, Re T } con-

Tabela 1 — Parametros do modelo de validagao.

E v 1/({ cFy c R T ko
[MPa] - -  [mM] [mM] [mJ/nmolK] [K] [mm®*/Ns]|
2 0,4 08 300 150 8,3145e-6 310 0,001

Fonte: Autoria prépria.

sistem, respectivamente, na fragao volumétrica de fluido do tecido, densidade de carga
fixa inicial, osmolaridade do banho, coeficiente de osmose, constante ideal dos gases e
temperatura do tecido. Finalmente, kg representa a permeabilidade hidraulica utilizada no

modelo constante.

Como consequéncia da diferenca de concentragao interna e externa ao tecido, uma
pressao osmotica instantanea surge no inicio da andlise, podendo ocasionar problemas
de instabilidade numérica (dependendo da sua magnitude). Para contornar esta questao,
adotou-se uma estratégia que consiste em prescrever uma curva de crescimento para a
densidade de carga fixa cFy. O modelo de Donnan impde que a pressao osmoética é nula
nos casos onde a densidade de carga fixa inicial é nula ou a osmolaridade do banho é
muito maior que a densidade de carga. Sendo assim, prescrever um valor pequeno para a
densidade de carga fixa inicial gera uma pressao osmotica de baixa magnitude no inicio
da analise. Pode-se entao utilizar a curva de crescimento para o cFj até o valor desejado,
aumentando a pressao osmoética gradativamente e facilitando a convergéncia do problema.
Para a simulacao de validagao adotou-se uma curva linear de crescimento para o cFj
durante os primeiros dez segundos de simulagdo. A curva supracitada é ilustrada em escala

logaritmica na Figura 5.

Quanto aos aspectos de simulacao relacionados ao método de elementos finitos,
foram utilizados elementos quadraticos hexaédricos em todas as simulagoes. Cada um
dos elementos contém vinte nos associados aos graus de liberdade do deslocamento u e
oito nés para aproximacdo do campo de potencial quimico da fase fluida p/ (elemento
misto). Em relagdo a malha, foram realizadas duas simula¢oes com malhas uniformes e
distintas, a primeira contendo 1000 elementos, e a segunda malha sendo composta por 8000
elementos. A Figura 6 apresenta uma ilustragdo de ambas as malhas utilizadas, detalhando
o elemento quadratico hexaédrico quanto a sua disposicao dos nés de deslocamento e

potencial quimico.
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Parametros de simulagdo

4.1.

Figura 5 — Curva logaritmica de crescimento do cFj.

10° |
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Fonte: Autoria propria.

Figura 6 — Malha e elemento do modelo.
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Fonte: Autoria propria.

Para verificar a eficacia do modelo, quatro pontos foram selecionados de forma

que representem a mesma posi¢ao espacial em ambas as malhas. Sendo assim, para esses

da

analise: magnitude de deslocamento u e potencial quimico p/. A Figura 7 apresenta a

’

as variaveis primais

N

pontos especificos foram capturados os resultados relacionados

7

-0OS COIMO OS Nos

disposicao de cada um destes pontos na amostra numeérica, representando
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(A, B) para anédlise de deslocamento, e (C, D) para verificagdo do potencial quimico. As
coordenadas materiais dos pontos de andlise ilustrados na Figura 7 sdo dispostas na Tabela
2, o ponto de origem e os eixos do sistema de coordenadas material também sao dispostos

na Figura supracitada.

Figura 7 — Disposicao dos nés analisados.

No6 B

Fonte: Autoria prépria.

Tabela 2 — Coordenadas materiais dos nos inspecionados.

N6 x [mm] y[mm] z [mm]

A 50 5,0 5,0
B 25 5,0 2,5
C 05 0,0 2.5
D 25 0,0 2,5

Fonte: Autoria prépria.

4.2 Resultados e discussoes

As curvas da magnitude de deslocamento dos pontos A e B (ilustrados na Figura 7)
obtidas com a formula¢ao implementada no cédigo laboratorial de elementos finitos (CEOS)
e simulagoes no programa FEBio sao apresentadas nas Figuras 8 e 9. Analogamente, as
curvas referentes ao potencial quimico dos pontos C e D (também ilustrados na Figura 7)

sao dispostas nas Figuras 10 e 11.

Analisando o comportamento de cada uma das curvas apresentadas percebe-se
uma boa correlagao entre a formulacao desenvolvida e os resultados obtidos pelo programa

FEBio. Apés atingir a magnitude nominal da densidade de carga fixa inicial cFp, os valores
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Figura 8 — Curvas de magnitude de deslocamento do né A a) Malha 1; b) Malha 2.
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Fonte: Autoria propria.

Figura 9 — Curvas de magnitude de deslocamento do né B a) Malha 1; b) Malha 2.

0.3 0.3

0.2+ 0.2

0104 0.1

Magnitude de deslocamento u[mm]

Magnitude de deslocamento u[mm)]

0 ‘ ‘ ‘ 0 ‘ ‘ ‘
0 1000 2000 3000 0 1000 2000 3000
Tempo [s] Tempo |s]
a) b)

Fonte: Autoria propria.

de deslocamento e potencial quimico obtidos em cada um dos codigos tornam-se proximos,
demonstrando concordancia entre a formulacao implementada e os resultados ja validados

no programa FEBio.

Pode-se verificar a conformidade entre as formulagoes por meio da analise dos
campos da magnitude de deslocamento e potencial quimico apresentados nas Figuras 12 e
13. Nestas, nota-se para ambas as malhas uma ampla correspondéncia no comportamento
dos campos obtidos através da formulacdo proposta com os resultados apresentados pelo
programa numérico FEBio. A Figura 12 apresenta a magnitude de deslocamento da
amostra numérica no tempo de 3600 segundos. Neste instante a geometria apresenta o

deslocamento maximo em suas arestas superiores. O campo de deformagao estabelecido
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Figura 10 — Curvas de potencial quimico do n6 C a) Malha 1; b) Malha 2.
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Fonte: Autoria prépria.

Figura 11 — Curvas de potencial quimico do né D a) Malha 1; b) Malha 2.
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Fonte: Autoria prépria.

consiste no fendomeno de inchago que é ocasionado pelo gradiente de potencial quimico,
demonstrado na Figura 13 para o mesmo instante de tempo. Na campo supracitado pode-se
perceber que o potencial quimico da amostra torna-se negativo, fazendo com que o fluxo

de fluido se estabeleca de fora para dentro da amostra numérica.

Uma divergéncia de valores pode ser percebida nas curvas, sobretudo na fase inicial
da simulacao durante os primeiros dez segundos. Em relacao esta divergéncia inicial de
resultados obtidos por ambos os cédigos, percebe-se uma maior adequacao de valores
quando utiliza-se uma malha com maior refinamento. Para verificar essa hipétese, pode-se
analisar os gréficos de cada uma das curvas dos pontos {A, B, C e D} para os primeiros

100 segundos de simulacao conforme ilustrado pelas Figuras 14, 15, 16 e 17. Analisando as
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Figura 12 — Campos da magnitude de deslocamento a) CEOS - Malha 1; b) FEBio - Malha
1; ¢) CEOS - Malha 2; d) FEBio - Malha 2.
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Fonte: Autoria propria.

curvas de magnitude de deslocamento (Ponto A e B) nota-se que a formulagao proposta
adequa-se de forma mais assertiva aos resultados do programa numérico FEBio com a
Malha 2 (de maior refinamento). Em relagdo ao potencial quimico, ou seja, pontos C e D,
percebe-se que a malha de maior refinamento também apresenta resultados com menor
diferenca entre ambos os métodos de solugao. Conforme demonstrado previamente, o
refinamento de malha influéncia diretamente na precisao dos valores obtidos pela formulacgao
proposta, aproximando os resultados do c6digo laboratorial (CEOS) e do programa FEBio.

Para explicar a divergéncia entre resultados nos casos onde utiliza-se uma malha de
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Figura 13 — Campos de potencial quimico a) CEOS - Malha 1; b) FEBio - Malha 1; c)
CEOS - Malha 2; d) FEBio - Malha 2.
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menor refinamento, levanta-se a hipdtese de que a discretizagdo temporal (que difere em
cada um dos c6digos), exerce influéncia nos valores calculados. Adicionalmente, questoes
numéricas inerentes a cada codigo (e.g., erros de truncamento e o nimero de pontos de
Gauss aplicados ao potencial quimico) também aparecem como potenciais contribuidores
para estas divergéncias. Sendo assim, levando em consideragao a influéncia das diferentes
estratégias utilizadas em cada um dos métodos de solucao (CEOS e FEBio), pode-se
considerar que o erro relativo entre os resultados apresentados torna-se aceitavel, ja que a
formulagao desenvolvida e implementada mostrou-se capaz de representar o fenémeno de

inchaco de forma andloga ao programa referéncia nos casos onde o refinamento da malha



4.2. Resultados e discussoes 81

Figura 14 — Curvas de magnitude de deslocamento nos 100 segundos iniciais - N6 A a)
Malha 1; b) Malha 2.
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Figura 15 — Curvas de magnitude de deslocamento nos 100 segundos iniciais - N6 B a)
Malha 1; b) Malha 2.
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foi realizado de forma adequada.
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Figura 16 — Curvas de potencial quimico nos 100 segundos iniciais - N6 C a) Malha 1; b)
Malha 2.
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Fonte: Autoria propria.

Figura 17 — Curvas de potencial quimico nos 100 segundos iniciais - N6 D a) Malha 1; b)

Malha 2.
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5 Estudo de caso: Inchaco em tendoes

Nesta secdo um estudo de caso envolvendo o fendmeno de inchago em tendoes
¢é investigado. Como embasamento para essa investigacao, utilizou-se os resultados ex-
perimentais de osmose livre semiconfinada em amostras de tendao bovino, realizados
no trabalho de Carniel et al. (2023), em parceria com a Universidade Comunitaria da
Regiao de Chapeco - Unochapecod. Contudo, como os experimentos nao fazem parte do
escopo dessa dissertacao, o detalhamento experimental se limita apenas na descrigdo dos
procedimentos e materiais, bem como a utilizacao dos resultados para ajuste da curva de
deformacao volumétrica sofrida pela amostra e analise de sensibilidade dos pardmetros

constitutivos utilizados no modelo numérico.

5.1 Descricao do experimento laboratorial

Para a execucao dos experimentos foram utilizadas amostras de tendao flexor bovino
coletadas logo apds o abate do animal, dissecadas e conservadas a uma temperatura de -20
°C. No dia anterior ao ensaio de inchaco, as amostras foram submetidas a temperatura de
20 °C, mantida constante durante todo o experimento. A Figura 18 apresenta um tendao
flexor bovino e uma amostra retirada com 10 mm de comprimento longitudinalmente a

secao.

O dispositivo utilizado no experimento consiste em uma caixa de acrilico (poli-
metilmetacrilato - PMMA) composta por placas com 10mm de espessura. Em relacao a
construcao, utilizou-se a operacao de corte a laser para confec¢ao de cada componente e cola
acrilica como método de fixacao. O dispositivo final é capaz de comportar a amostra supra-
citada submersa em uma solucao tampao Tris-HCI] com Polietileno Glicol 8%, permitindo
apenas deslocamentos transversais ao eixo do tendao, ou seja, restringindo o movimento
da face frontal e traseira da amostra. A Figura 19 apresenta o setup experimental utilizado,

com a amostra ja dentro do dispositivo e submersa no banho.

Para realizar o ensaio de inchago livre, uma camera industrial foi posicionada em
frente ao dispositivo capturando imagens da amostra a cada 60 segundos por aproximada-
mente 24 horas. Como a densidade de carga interna do tecido é maior que a concentragao
de cargas presente no banho externo, surge uma pressao osmoética que determina o fluxo de
fluido para o interior do tecido. Apods as 24 horas de experimento, observou-se um aumento
volumétrico na amostra. No entanto, o procedimento nao apresentou estabilizacao quanto

a deformagao volumétrica sofrida pelo tecido.
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Figura 18 — a) Tendao flexor bovino inteiro b) Amostra retirada para experimentacao.

Fonte: Autoria proépria.

5.1.1 Descricao do experimento numérico

A simulagdo numérica do fend6meno investigado é ilustrada na Figura 20. A amostra
de tecido submetida ao banho teve deslocamento prescrito nulo (u = 0) no eixo X3. J4 em
relagdo a condicao de contorno da fase do fluido, devido a baixa velocidade do fenémeno de
osmose, a condicdo de fluxo livre (u/ = 0) foi imposta em todas as dire¢des nos contornos
da amostra. Simultaneamente o banho externo impde uma diferenga de concentracao em
relacdo a densidade de carga fixa interna ao tecido, originando o fendmeno de osmose e,

consequentemente, o surgimento da pressao osmotica e deformagao volumétrica no tecido.

A malha numérica desenvolvida para o ajuste de pardmetros e investigacao do
estudo de caso é constituida por 1096 elementos quadraticos hexaédricos, idénticos ao
elemento ilustrado na Figura 6. A malha foi construida com um tamanho de elemento de 1
mm, conforme demonstrado na Figura 21. Os modelos constitutivos utilizados para simular
o fendmeno de osmose investigado consistem respectivamente, no modelo elastico de Neo
Hookean (matriz sélida) descrito pela Eq. (3.12). O modelo de permeabilidade que governa
o fluxo de fluido juntamente com a lei de Darcy (Eq. 3.13) consiste no equacionamento
isotrépico constante descrito na Eq. (3.14). Finalmente, em relagao a pressao osmética,
utilizou-se o modelo constitutivo ideal de Donnan descrito na Eq. (2.31). Os pardmetros
constitutivos aplicados em cada um destes modelos podem ser divididos em dois conjuntos:
(i) medidos ou impostos experimentalmente e (ii) definidos por ajuste de curva para

otimizagdo do modelo numérico. O primeiro destes conjuntos contempla a grandezas
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Figura 19 — a) Dispositivo para o experimento de inchago b) Restrigdes de deformagao
aplicadas pelo dispositivo.
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Fonte: Autoria propria.

fixas {J =0,8; ¢=111 [mM]; ¢ =1; R =8,3145-10"° [mJ/nmolK]; T = 293 [K]},
onde o parametro de osmolaridade do banho ¢ foi medido experimentalmente utilizando
um osmoémetro em parceria com o Departamento de Bioquimica do Programa de Pés
Graduagao da Universidade Federal de Santa Catarina. JA o conjunto de parametros
ajustados é constituido por {F; v; cFy; ko; test}, onde o pardmetro t.q representa o
tempo de simula¢ao em que cFy (que cresce linearmente a partir do inicio do experimento

numérico) atinge o seu valor nominal.

5.2 Ajuste de parametros

Apo6s modelar a geometria e malha do problema numérico, utilizou-se a curva
volumétrica obtida no experimento laboratorial para aplicar o método de otimizagao
de ajuste de curva (curve fitting) visando aproximar o modelo numérico do resultado
experimental. A identificacdo dos pardmetros do conjunto {E, v, cFy, ko, tes} foi
realizada por meio da utilizagao de um coédigo em Matlab desenvolvido na pesquisa de
Lanzendorf (2023), que promove uma interface entre a simulagdo numérica efetuada no
programa FEBio e o algoritmo de ajuste de curva. A identificacao destes parametros seguiu
o modelo classico nao linear de ajuste de curva entre os dados experimentais e numéricos,

podendo ser descrito pelo seguinte problema de otimizacao:
p?' = arg min f(p),ondep € S' (i =1,2), (5.1)

sendo p o conjunto de pardmetros supramencionados e S¢ espacos definidos, que impoe a

cada um dos conjuntos de parametros as restricoes demonstradas na Tabela 3 para cada
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Figura 20 — Tlustragao do procedimento numérico.
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Fonte: Autoria prépria.

conjunto S’. As restrigoes impostas para cada um dos conjuntos foram definidas com base

Tabela 3 — Conjuntos de restricdes impostas aos pardmetros constitutivos no problema de
ajuste de curva.

Si Sl 82

E [MPa] 0< E < 02 0< E < 03

v 0< v < 040 0< v < 049
cFy [mM] cky > 111 cFy > 111

ko [mm*/Ns] 0.000001 < ko < 0.001 0.00001 < ky < 0.001
test [S] test > 0 test > O

Fonte: Autoria prépria.

em medigoes experimentais da osmolaridade do banho ¢ e nas investigagoes de Lanzendorf
(2023) e Safa et al. (2020).

O ajuste de curva possui como objetivo identificar conjuntos de parametros que
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Figura 21 — Malha do modelo numérico do estudo de caso.

Fonte: Autoria propria.

permitem ao modelo adequar-se ao resultado experimental da curva volumétrica. Para
tal, foram utilizadas duas estratégias de otimizagdo numérica, primeiramente o algoritmo
de Particle swarm optimization (PSO) foi utilizado aplicando as restri¢des do espago S*,
este procedimento permitiu a obtencao de valores iniciais dos parametros constitutivos
para aplicacao do préximo método de otimizacao, aproximando a fungao objetivo do
algoritmo a um minimo local. Posteriormente, a segunda estratégia de otimiza¢ao numérica
utilizada consistiu na aplicacao do algoritmo Nelder-Mead, permitindo a obtencao dos

valores otimizados dispostos na Tabela 4.

5.3 Resultados e discussao

5.3.1 Conjuntos ajustados

Os parametros otimizados supracitados consistem nos dois conjuntos dispostos na
Tabela 4, onde p°" representa um conjunto de pardmetros otimizados que aproximam o

modelo numérico do fenémeno de inchago observado experimentalmente.

A Figura 22 apresenta a curva volumétrica experimental juntamente com os resul-
tados numéricos obtidos utilizando o conjunto de parametros p!. Nesse caso, observa-se
que o método de otimizacgao utilizado proporcionou um ajuste adequado entre as duas
curvas, permitindo ao modelo numérico reproduzir o fendmeno observado durante o ensaio

experimental. Entretanto, observam-se algumas divergéncias entre as curvas, especialmente
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Tabela 4 — Parametros constitutivos do estudo de caso.

popt E 4 CFO kO Zfest
- [MPa] - [mM]  [mm*/Ns] [s]
1 0.151 0.395 123.595 1.869e-6  207.099
2 0276 0484 130.725 1.956e-5  35.416

Fonte: Autoria prépria.

durante a fase inicial da simulagao, onde a curva numérica apresenta um crescimento
sensivelmente maior que o registrado experimentalmente durante a fase de crescimento da
variavel densidade de carga fixa inicial cFy. Apesar disso, durante o prosseguimento do

experimento numérico, os resultados tornam-se proximos, apresentando pouca variagao.

Figura 22 — Curva volumétrica experimental e numérica p'.
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Analogamente, a Figura 23 apresenta a curva volumétrica experimental juntamente
com os resultados numéricos obtidos utilizando o conjunto de parametros p2. Neste outro
caso, observou-se um ajuste mais preciso entre o procedimento numérico e experimental,

descrevendo um comportamento semelhante durante toda a simulagao.

Apesar disso, ambos os conjuntos foram capazes de descrever o experimento de
forma adequada. Sendo assim, evidencia-se uma nao unicidade de solugao decorrente do

fato de que alguns parametros de material para o tendao flexor bovino, como por exemplo,
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Figura 23 — Curva volumétrica experimental e numérica p?.
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Fonte: Autoria propria.

o modulo de elasticidade E e o coeficiente de Poisson v possuem uma ampla faixa de
valores possiveis, dependendo da aplicagao e fendmeno investigado. Ademais, a densidade
de carga fixa inicial cFy e a permeabilidade do tecido ky no experimento investigado
também compodem propriedades materiais ainda nao bem estabelecidas na literatura.
Adicionalmente, ndo obteve-se estabilizacao em relacao a deformacao volumétrica sofrida
pela amostra durante o experimento laboratorial. Esses os fatores apresentam-se como
potenciais contribuidores para a nao unicidade de solugao do procedimento de otimizacao,
tornando possivel a obtengao de diversos conjuntos de parametros capazes de ajustar as

curvas experimental e numérica, e representar o fenémeno observado.

5.3.2 Andlise de sensibilidade de parametros

As Figuras 24 a) e b) apresentam a curva de volume obtida nos experimentos
numéricos, variando o médulo de elasticidade E de cada um dos conjuntos p°?* em 10% e

mantendo fixos os demais parametros dispostos na Tabela 4.

Conforme evidenciado, os graficos demonstram que a diminui¢do do moédulo de
elasticidade provoca uma maior deformacao no tecido, deslocando a curva volumétrica para
cima. Simultaneamente, valores maiores de £ aumentam a rigidez do tecido, reduzindo
a deformacao sofrida. Adicionalmente, percebe-se que a sensibilidade fenomenologica do

pardmetro investigado aumenta para maiores valores de F, onde a variagao de 10% do
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Figura 24 — Variacdo de modulo de Elasticidade em 10% para o conjunto a) p' e b) p*.
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Fonte: Autoria propria.

pardmetro no conjunto p? ocasiona uma diferenca maior que 6% das curvas volumétricas
modificadas em relacdo a curva numérica otimizada. Apesar da maior sensibilidade do
modulo de elasticidade no conjunto p? ao final da simulacao, notou-se uma maior estabi-
lidade no inicio do experimento numérico, fato que pode ser observado comparando as
curvas de diferenca percentual supracitadas, onde o conjunto p' apresentou uma diferenca

superior a 40% entre as curvas nos instantes iniciais da simulagao.

Em relacdo ao coeficiente de Poisson v, percebeu-se que valores maiores deste
parametro diminuem o efeito poroelastico, reduzindo a entrada de fluido no tecido e,
consequentemente, sua deformagao volumétrica. A Figura 25 a) apresenta uma variacao de
10% deste pardmetro enquanto mantém os demais fixos no conjunto p'. Neste caso, nota-se
que valores menores do parametro deslocam a curva para cima (aumentando a deformacao),
enquanto valores mais baixos ocasionam o efeito oposto. Em relacao a sensibilidade deste
pardmetro, percebe-se que valores mais altos exercem uma grande influéncia na deformacao
volumétrica do tecido, conforme demonstrado na Figura 25 b). Neste tltimo caso, uma
variacao de apenas 3% do parametro desloca a nova curva numérica em relagao a ajustada
para uma diferenca de aproximadamente 90%. Ademais, de forma andloga a anélise de
sensibilidade do médulo de elasticidade, o conjunto p? mostrou-se mais estével no inicio
da simulagao, nao apresentando picos na diferenca percentual calculada entre as curvas
durante o inicio das simulagoes numéricas.

Tratando-se da densidade de carga fixa inicial cFjp, destaca-se a relacao direta deste

parametro com a solicitagao de pressao osmotica estabelecida no tecido. Nos casos de banho

externo hipertonico ou densidade de carga fixa nula, a pressao osmotica também assume

10

Diferenca [%)
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Figura 25 — Variagao de coeficiente de Poisson em a) 10% para o conjunto p' e b) 3%

para o conjunto pZ.
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valor nulo. Entretanto, conforme ilustrado pela Figura 26, quando a densidade de carga fixa
assume valores superiores a osmolaridade do banho, uma solicitagdo de pressao osmotica é
gerada, provocando o fenémeno de inchago no tecido. Em relacao a sensibilidade deste
Figura 26 — Variagdo da densidade de carga fixa inicial em 10% para o conjunto a) p' e b)
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Fonte: Autoria propria.

parametro, ambos os conjuntos demonstram proporgoes semelhantes ao aumentar o cFy,
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ocasionando uma maior deformagao volumétrica e deslocando a curva para cima em uma
diferenca entre 13 a 17%. Em contrapartida, diminuir este pardmetro faz com que o inchago
tenha menor magnitude, deslocando a curva volumétrica para baixo e produzindo uma
diferenca semelhante nas curvas, variando entre 13 e 16% para os conjuntos investigados.
Adicionalmente, na analise de sensibilidade deste pardmetro, nota-se novamente uma
maior instabilidade do conjunto de pardmetros p', onde observaram-se valores de diferenca

percentual superiores a 50% nos instantes iniciais da simulacao.

O parametro de permeabilidade também relaciona-se diretamente com o fenémeno
de inchago ocasionado no tendao. Maiores valores de kg desencadeiam um fluxo maior de
fluido para dentro do tecido, aumentando sua deformacao e deslocando a curva numérica
de volume para cima. De forma oposta, diminuir a permeabilidade altera diretamente o
fluxo de fluido para o interior do tecido, resultando em um inchago de menor magnitude.

Conforme pode ser observado nas curvas demonstradas pela Figura 27 a) e b), uma variagao

Figura 27 — Variagao da permeabilidade hidraulica em 10% para o conjunto a) p' e b) p%.
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Fonte: Autoria prépria.

de 10% do pardmetro otimizado de permeabilidade exerce pouca alteracao da nova curva
volumétrica em relacdo a curva otimizada para ambos os conjuntos p! e p?, ocasionando
uma diferenca percentual inferior a 5% para o primeiro caso e 3% no segundo. Isso ocorre
devido a baixa magnitude dos valores de permeabilidade hidrostatica otimizados para
este experimento. No entanto, comparando a variagao em ambos os conjuntos, nota-se
que os valores mais altos de permeabilidade utilizados no conjunto p? apresentam maior
sensibilidade, ocasionando uma diferenga percentual mais subita entre as curvas. Apesar
disso, a diferenca percentual da variacdo do conjunto p? apresentou menor magnitude

em comparacao & diferenca calculada para este pardmetro no conjunto p', demonstrando

o
Diferenca [%)]

[\
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novamente uma maior adequacdo numérica para o fendmeno experimental investigado.

Finalmente, analisando o parametro de tempo de estabilizacao t.s; da densidade de
carga fixa inicial, verificou-se uma baixa sensibilidade para ambos os conjuntos. As Figuras
28 a) e b) apresentam, respectivamente, as curvas numéricas obtidas para os conjuntos p'
e p?, variando o pardmetro t., em mais ou menos 10% e mantendo os demais fixos. Devido
a maior magnitude do parametro no primeiro conjunto, a Figura 28 a) apresentou uma
maior sensibilidade no inicio da simulagao, resultando em uma diferenga percentual entre
as curvas proxima a 60% nos instantes iniciais da simulacao. No caso do segundo conjunto,
representado pela Figura 28 b), o parametro mostrou-se pouco sensivel a variagdo aplicada,

ocasionando uma diferenca percentual praticamente nula entre as simulagoes.

Figura 28 — Variacao do tempo de crescimento de cFy em 10% para o conjunto a) p' e b)
2
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6 Conclusao

6.1 Consideracoes finais

A presente dissertacao investigou o fendémeno de inchacgo observado em tenddes
quando submetidos a solicitacao quimica ocasionada por um desequilibrio de concentracao
de soluto do tecido em relagao ao banho externo. Para este fim, um modelo poroelastico
bifasico foi utilizado, incluindo em sua formulagdo um equacionamento constitutivo para a
pressao osmoética de Donnan. Para solucionar o equacionamento utilizou-se uma discretiza-
¢ao em elementos finitos de forma analoga as investigagoes referéncia Wilson, Donkelaar e
Huyghe (2005) e Galbusera et al. (2011).

Para verificar a representatividade do modelo em relacao ao fendomeno investigado,
utilizou-se um c6digo numérico laboratorial de elementos finitos desenvolvido na linguagem
FORTRAN. No codigo supramencionado, os modelos constitutivos referentes a matriz
solida, fluxo de fluido e pressao osmotica foram implementados e utilizados para solucionar
um problema teste, validado em seguida por meio da utilizacao de um programa de
elementos finitos de simulagoes biomecanicas (FEBio). Posteriormente, tendo como base os
resultados experimentais obtidos em pesquisas prévias (CARNIEL et al., 2023), um estudo
de caso foi proposto e investigado. Para tal, utilizou-se o programa FEBio juntamente com
um c6digo em Matlab desenvolvido na pesquisa de Lanzendorf (2023), visando reproduzir

numericamente o experimento laboratorial e ajustar seus parametros constitutivos.

Com as investigagoes executadas, verificou-se uma concordancia entre a formulacao
implementada no cédigo laboratorial (CEOS) e o programa referéncia (FEBio) utilizado
para comparacao direta de resultados. Adicionalmente, o estudo de caso investigado
permitiu um maior esclarecimento a respeito dos parametros constitutivos e sua relacgao
com o fendomeno observado. Evidenciou-se a influéncia direta do médulo de elasticidade e
do coeficiente de Poisson com a deformagcéao sofrida pelo tecido. A baixa velocidade de fluxo
envolvida no fendmeno investigado (evidenciada pelos valores de permeabilidade hidrdulica
resultantes do modelo de otimizagao), e também a relagdo diretamente proporcional entre

a densidade de carga fixa interna ao tecido e a magnitude da pressao osmotica gerada.

Ademais, devido ao fato do ensaio experimental nao ter atingido um ponto de
estabilizagdo na deformacao volumétrica da amostra, a curva experimental nao foi capaz
de descrever o fendomeno completo de inchago, limitando os dados experimentais utilizados
na otimizacao. Além disso, a ampla faixa de possiveis valores referentes ao parametros
constitutivos identificados na literatura para o tecido e fendomeno investigado (E, v, cFq,

ko) também contribuem para a falta de unicidade de solu¢ao em relagdo a curva numérica



96 Capitulo 6. Conclusao

otimizada e os dados experimentais. Sendo assim, os métodos de otimizacao aplicados
permitiram a obtencao de mais de um conjunto solucao para o ajuste entre as curvas
volumétricas experimental e numérica. Adicionalmente, observou-se a obtencao de valores
de baixa magnitude em relacao a permeabilidade e a densidade de carga fixa. De acordo com
a literatura investigada, a faixa de valores utilizada para estes parametros nao possui uma
definicao precisa, variando de acordo com a amostra utilizada e o fené6meno investigado.
Como a amostra experimental trata-se de um tendao flexor bovino, constatou-se que
valores mais altos do modulo de elasticidade E e coeficiente de Poisson v adequam-se
melhor na descricao comportamental deste tecido. Em relacao a densidade de carga fixa
inicial c¢Fy, nao foram encontrados estudos envolvendo o mesmo tipo de tecido e fendmeno
investigado, permanecendo portanto uma incerteza em relacao a faixa de valores esperada

para este parametro constitutivo.

Como conclusao final, embora tenham sido observadas discrepancias na fase inicial
das simulagoes executadas no em cédigo laboratorial e programa referéncia, observou-se
ampla concordancia quando utilizados métodos de refino da malha numérica. Sendo assim,
conclui-se que a formulagao implementada é capaz de representar o fendmeno investigado
de forma satisfatéria, permitindo a expansao do codigo laboratorial (CEOS) e continuidade
de investigagoes que envolvem o fendmeno de inchaco em tecidos moles. Em relagao
ao estudo de caso, verificou-se que os modelos constitutivos utilizados sao capazes de
descrever o fenoémeno, obtendo uma maior assertividade em conjuntos de parametros
constitutivos com valores mais altos de rigidez e coeficiente de Poisson para o tecido e
fenomeno investigado. Também evidenciou-se uma baixa velocidade do fluxo de fluido
envolvida no fenémeno investigado. Esta caracteristica fenomenoldgica foi constatada
(numericamente e experimentalmente) pela baixa magnitude de permeabilidade hidraulica
otimizada para a simulacao e pela nao estabilizacao do ensaio experimental no periodo
de 24 horas. Finalmente, constatou-se a relacdo direta entre a densidade de carga fixa
cFy e a magnitude de pressao osmotica gerada no tecido, evidenciando a importancia de

investigagoes deste parametro e obtengao de valores mais precisos em proximos estudos.

6.2 Sugestoes para trabalhos futuros

Visando dar continuidade as investigacoes iniciadas na presente dissertacao, destacam-

se pontos importantes para consideracao em trabalhos futuros:

« Expandir a formulagao bifasica poroelastica implementada incluindo novas equagoes

constitutivas para a pressao osmotica.

« Realizar ensaios experimentais envolvendo o fenémeno de inchago em tenddes até
a obtencao de uma estabilizacao em relagao a deformagao volumétrica sofrida pelo

tecido, permitindo a realizacao de um ajuste de curva com unicidade de solugao.
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« Executar investigagoes relacionadas a bioquimica dos tenddes, permitindo uma
identificacdo mais precisa em relagao ao parametro constitutivo de densidade de

carga fixa inicial interna ao tecido (e.g., quantificagdo de glicosaminoglicanos).

o Utilizar diferentes modelos constitutivos para obten¢ao na resposta mecanica da
matriz sélida (e.g. Holmes-Mow, Mooney-Rivlin, etc.) e avaliar sua influéncia com-

portamental no tecido.

» Utilizar modelos de permeabilidade nao linear, a fim de obter uma maior adequacao
relacionada ao fluxo de fluido na dire¢ao interna ao tecido em decorréncia da pressao

osmotica estabelecida.
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APENDICE A — Operacdes auxiliares

Neste apéndice sao desenvolvidas operacoes de derivadas direcionais de algumas
grandezas da mecanica do continuo. Essas operagoes sao tteis para a formulagao desenvol-

vida neste trabalho.

A.1 Derivada direcional do gradiente de deformacao

Conforme Holzapfel (2000) o gradiente de deformagao F é definidor por,

AX (X, 1)

F(X.t) =~

. (A.1)

O gradiente de deformacao F depende do tempo t e da posicao material X. Sendo

assim, pode-se relacionar este tensor ao deslocamento u.

Ainda conforme Holzapfel (2000), primeira variagao do gradiente de deformagao
F(u) na diregao de du é denominada por 0F(u, du) e é equivalente a diferenciagao ordinéria
de F(u,0u) em relagdo ao pardmetro e. Portanto, calcula-se a variagao do gradiente de

deformagao F na dire¢do do campo de deslocamentos virtuais du da seguinte maneira:
d
OF (u,du) = 2 F(u,ou)|__,, (A.2)
€

considerando a defini¢ao do gradiente de deformagao demonstrada pela Eq. (2.7) tem-se:

d[o
(SF = & -87X<u+ 6611)] -
_d [0u 0u
Tde |0X X ||, (A.3)
d -
= |Vxu+ eVxou||
= deu,

onde o operador V() representa o gradiente da varidvel argumento e¢ o subscrito X

representa que a operagao é realizada em configuracao material.

De forma anéloga, obtém-se que a variagao do gradiente de deformacao F na direcao

do incremento de deslocamento virtuais Au, denominada por AF é definida como:

AF = VxAu. (A.4)
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A.2 Derivada direcional do Jacobiano volumétrico

A derivada direcional do Jacobiano na dire¢cao de du e Au é calculada aplicando a

regra da cadeia, de forma que:

_a ~ 0J(F(u))
0J = 0711 u= ou -ou
_os [or
OF * | Ou (A.5)
= JF T :Vxdu
=JI: VX5uF’1,

considerando que a relacao entre um gradiente espacial e material de um campo vetorial é
(HOLZAPFEL, 2000):
VXV = VXVF_I, (A6)

reescreve-se a Eq. (A.5) da seguinte maneira:

0J = JI:Vyiu
= Jtr(Vyou) (A7)
= Jdivoiu.

De forma andloga, a derivada direcional do Jacobiano na dire¢do do incremento de

deslocamento Au é: 33
AJ = 7 Au = Jdiv Au. (A.8)
u

A.3 Derivada direcional do tensor de deformacao de Green-Lagrange

Considerando a defini¢ao do tensor de deformacao de Green-Lagrange,

E = ; F'F-1], (A.9)

e utilizando o operador variacional, obtém-se
L
(5E:(5{2 F F—I]}
1
= — |(6F")F + F"(6F) — o1

%[< JF + FT(6F) — ol (A10)
=3 [VX(0u)F + F"Vx (du)]
= sym [FTVX((Su)} :

De forma semelhante a utilizada na obtencao das relagcdes demonstradas pela Eq.

(A.10), obtém-se a derivada direcional do tensor de deformagao de Green-Lagrange na



A.4. Derivada direcional do tensor de deformagdo de Euler-Almansi 107

direcao do incremento de deslocamento Au conforme:

AE = a—E'Au
Ju
D .
I T
1 8LF—|—FT8—F -Au
1 [(OF7 . (OF
1 -
=5 (VXAWF + F(VxAu)|

= sym [FT(VxAu)] :

A.4 Derivada direcional do tensor de deformacao de Euler-Almansi

Para obter a variacdo do tensor de deformacao de Euler-Almansi de, utiliza-se
o resultado demonstrado na Eq. (A.10) juntamente com a operagao de push-foward do

tensor de deformagao de Green Lagrange descrita por Holzapfel (2000) conforme:

e=x.(E)=F TEF (A.12)

Sendo assim, tem-se que a varia¢ao do tensor de deformacao de Euler-Almansi de

¢é calculada conforme
se=F T(SE)F!

=F Tsym [FTVX((Su)} F!
= sym [F"F"Vx(du)F |
= sym [Vx(éu)F_l} :

(A.13)

Novamente, aplicando a relacao da Eq. (A.6), obtém-se que a variacao do tensor
de deformacao de Euler-Almansi é equivalente a parcela simétrica do gradiente espacial de

varia¢ao do deslocamento virtual

de = sym [Vyou] . (A.14)

Analogamente, obtém-se a derivada direcional do tensor de deformagao de Euler-
Almansi na direcao do incremento Au conforme:
Ae =F T(AE)F!
=F Tsym [FT(VXAu)} F!
= sym [F"F"(VxAu)F ]
= sym [VxAu].

(A.15)
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A.5 Derivada direcional dos campos virtuais de deformacao

Pode-se também calcular a derivada direcional das variagoes 0E e de na direcao do

incremento de deslocamento Au. Sendo assim, obtém-se as seguintes relagoes:

AE = OB - Au
gu
=% {sym (FTVX(Su)} - Au (A16)
= sym [6;?1 (FTvxéu)] - Au

= sym {V%Auvxéu} .

Novamente, utilizando a operacao de push-foward (A.12), pode-se obter esta mesma

derivada em relacao ao campo virtual de deformacao de Euler-Almansi,

Aée:@-Au

ou
O0E

=F7 l 5 Au] F!
u

=F Tsym {V%Auvxéu} F! (A17)
= sym [F~" Vi AuVx (5u)F |
T
= sym [(VXAuFl) deuFl] )
Aplicando o conceito da Eq. (A.6), obtém-se que:
Ade = sym [V AuV,du] . (A.18)

A.6 Derivada direcional do segundo tensor de tensoes de Piola-
Kirchoff

A derivada direcional do segundo tensor de tensoes de Piola-Kirchoff referente a

fase solida S® na diregdo ao incremento Au é obtida conforme:

st = PUEW) (a]i(“)) . Au
o A (A.19)
TOE ou T
utilizando o resultado da Eq. (A.11), tem-se:
s aSs . T
AS* = oo sym [F"(VxAu)], (A.20)

onde a derivada parcial do tensor de tensoes S° em relagdo ao tensor de deformagao E

é definida como o mddulo tangente consistente material Cx relacionado a fase sélida do
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continuo

oS
- OE’

Cx (A.21)

Considerando as propriedades de simetria deste tensor de quarta ordem, obtém-se

a seguinte relagdo para a derivada direcional de S® na direcao de Au:

AS*® = Cx : F'(VxAu). (A.22)
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APENDICE B - Conservacio do momento

linear

A conservacao da quantidade de movimento linear na configuracao espacial é

/p\'fdv: /bxdv—i— /fds, (B.1)
[ (o 092,

descrita conforme,

onde {2, representa o interior do dominio ocupado pelo corpo na configuracao espacial, 012,
representa a fronteira do dominio supramencionado e dv e ds representam os elementos

diferenciais de volume e superficie, também na configuragao espacial.

Aplicando o teorema de Cauchy, que relaciona o tensor de tensdes com a forga por

unidade de érea t, aplicada na fronteira do corpo na dire¢ao normal n

t=on, (B.2)
pode-se reescrever a Eq. (B.1) como:
/dev = /bxdv+ / onds. (B.3)
2 2 902,

Aplicando o teorema da divergéncia na Eq. (B.3), obtém-se:
/pv dv = /bx dv + /divadv. (B.4)
2 2 2

Unindo as integrais de mesmo dominio da Eq. (B.4), tem-se:

/ [pV — by — dive]dv =0, (B.5)
Qz

como o elemento diferencial de volume na configuragao espacial é necessariamente nao

nulo, pode-se concluir a partir da Eq. (B.5), que a seguinte relagao é valida:
pv — by —dive = 0. (B.6)

Considerando a hipdtese 5 descrita na Secao 2.2.1.2, obtém-se a equagao de governo da

conservacao de momento linear da formulagao,
dive =0, (B.7)

adicionalmente, considerando a hipdtese 3 e 4 da Se¢ao 2.2.1.2, pode-se reescrever a Eq.
(B.7) como:
div (0* + o) =0, (B.8)
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div (e — pI) = 0. (B.9)

Na Eq. (B.9) a tensao efetiva do modelo bifasico é composta por duas parcelas,
sendo uma referente a fase sélida (calculada através de modelos constitutivos) e outra

referente a fase fluida (obtida por meio da pressdao de poro atuante no tecido).
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APENDICE C - Conservacio do momento

angular

De forma analoga a conservagao do momento linear, pode-se obter o equacionamento
relacionado a conservagao do momento angular para a descricao espacial do modelo, de

forma que:

p(rxv)dv= [ rxbydv+ [ rxtds, (C.1)
/ / /

N 2 082,
onde r é um vetor definido pela diferenca entre a posicao atual do ponto analisado com a

sua posicao em um instante anterior.

Aplicando o teorema de Cauchy demonstrado na Eq. (B.2), pode-se reescrever a

Eq. (C.1) conforme:

/p(rxV) dv:/rxbxdv+ / r x onds. (C.2)
1o} o3 092,

Pelo teorema da divergéncia, pode-se reescrever a Eq. (C.2) como:

/p(r X V) dv = /r X by dv + / [r x dive + € : (gradr) O'T} dv, (C.3)
o3 oA 2

onde € ¢é o tensor de permutacao de terceira ordem.

Rearranjando os termos da Eq. (C.3) em uma tnica integral, tem-se:

/ [r X (pv — by —dive) + € : (gradr) O'T} dv = 0. (C4)

Por balango mecanico (Eq. B.6), tem-se que:
(pv — by —dive) =0, (C.5)
logo, a Eq. (C.4) se reduz a

/ [(—: : (grad r) O'T} dv =0. (C.6)

Como o elemento diferencial de volume ¢é diferente de zero, a seguinte relacao é

valida:
€: (gradr)o’ =0. (C.7)
A relagao demonstrada na Eq. (C.7) gera como consequéncia o resultado final da conservagao

de momento angular conforme,

€: (gradr)o’ =0 = €0k =0..0 = ol. (C.8)
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APENDICE D - Conservacio da massa

Para obter a expressao local de conservagao de massa na configuracao espacial para
cada fase do modelo bifasico, primeiramente considera-se a definicdo da massa total de

cada fase m' conforme:

m' = /dmi = /pidvi. (D.1)
o2 u

Pode-se reescrever a Eq.(D.1) através da relagdo da densidade aparente com a densidade

intrinsica de cada fase como indicado na Eq. (2.17), de maneira que:

m' = /pi dv’ = /,ozyi dv’. (D.2)
2 2

Utilizando a Eq. (2.9) reescreve-se a Eq. (D.2) na configuracao material:

m' = /pLUiJidVi. (D.3)
N2x

Como nao existem fontes nem sumidouros, a massa se conserva durante a deformagao.

Desta forma, sua derivada temporal é obrigatoriamente nula. Logo a seguinte relacao é

valida: p
rﬁ:gi/%ﬂﬂ&ﬂzo. (D.4)
2x
m :/a[puyj}dv = 0. (D.5)
N2x

O integrando da Eq. (D.5) pode ser escrito como:

C;i [pZViJz} _ f"fQ (ViJi) _l_pL {I)iji + i, (D.6)

e, dado que (HOLZAPFEL, 2000):

J' = Jidivv', (D.7)
a Eq. (D.6) é reescrita como:
%[pMVJ}:pM[VJ}—i—pM[yJ +VJd1VV]. (D.8)

Considerando a incompressibilidade) da fase, o primeiro termo da Eq. (D.8) se

anula, assim:

(jt {pzy’j%} = pL {z)iJi + VT diviv . (D.9)
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Substituindo o resultado da Eq. (D.9) no integrando em (D.5) tem-se:

= [ CZ ) avi= [ o [0+ v sdivv] avi <o, (D.10)

QX QX

Retornando & configuracao espacial através da relagao (2.9), tém-se que:

m' = /pz [l)i + vidiv Vl} dv' = 0. (D.11)
2

Tanto o elemento diferencial de volume da configuracao espacial dv’, quanto a
densidade da fase na microescala ,o’L sao grandezas obrigatoriamente nao nulas. Por outro
lado, a Eq. (D.11) de ver satisfeita para qualquer dominio €2, ou subparte dele. Assim, o
integrando deve ser nulo:

7'+ vidivv' = 0. (D.12)

A Eq. (D.12) descreve a forma local da conservagao de massa para cada fase i
presente no modelo bifasico em sua configuragao espacial, porém essa relagdo ainda pode
ser escrita de forma geral para o modelo. Para isso, primeiramente aplica-se a seguinte
relagao algébrica: sendo ¢(x,t) um campo escalar qualquer na configuracao espacial, sua
derivada temporal é obtida da seguinte maneira:

0¢ o¢ . ox  0¢

gzﬁ(x,t)zax—l—a—x E:E—i—gradqb-v, (D.13)

b(x,t) = Z(f + div (¢v) — ¢div v, (D.14)

onde v representa o vetor velocidade.

Aplicando a propriedade da Eq. (D.14) na Eq. (D.12), tem-se que:

vt ... o
+ vidivv' =

dt ot

+div (v'v) — V'divv' + vidivv' = 0, (D.15)

logo, para cada fase i a equagao de conservacao de massa na configuracao espacial é,

ot o
U4 div (Vi) = 0. (D.16)
ot
Através da segunda hip6tese (mistura saturada) da Se¢ao 2.2.1.2; pode-se chegar a seguinte
relagao:
o o'
— =0. D.17
ot ot (D-17)

Utilizando a Eq. (D.16) e somando as grandezas de todas as fases referentes ao
modelo, obtém-se a seguinte expressao:
ov® ov'

. S, e . Fol) —
oy + div (v°v*®) + 5 +div (v/v7) = 0. (D.18)
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Aplicando a Eq. (D.17), a expressao de conservagao de massa para o modelo bifasico

fica conforme:

div (v°v* +v/v/) = 0. (D.19)

Considerando a seguinte definicao da velocidade relativa entre as fases fluida e
solida w:
w=v(vl —v%), (D.20)

e utilizando a hipdtese de mistura saturada da Eq. (2.19), pode-se reescrever a Eq. (D.19)
na seguinte maneira:
div (v +w) = 0. (D.21)

A Eq. (D.21) representa a conservagiao de massa do modelo bifdsico na configuracao

espacial, incluindo as varidveis de velocidade do sélido e velocidade relativa entre as fases.
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APENDICE E - Principio dos trabalhos

virtuais

Considerando a rela¢ao de equilibrio espacial definida na Eq. (B.7), pode-se definir

um residuo conforme
ry =dive. (E.1)

Para garantir o balango mecanico do sistema, faz-se necessario que o residuo definido
na Eq. (E.1) seja nulo. Sendo assim, utilizando o principio dos trabalhos virtuais obtém-se
uma solugao aproximada da formulacao forte. Para tal, primeiramente multiplica-se o
residuo por uma fungao arbitraria n definida na configuragao espacial e integra-se o produto

ao longo do dominio €2,

/rx'ndv:/diva~ndv:0. (E.2)
2y 2

Como a fungao vetor 1 é arbitraria, pode-se considera-la como um campo de deslocamentos
virtuais du definido na configuragao atual. Desta maneira, pode-se reescrever a Eq. (E.2)

CcOomao:

/diva -dudv =0, (E.3)
Qz

onde a arbitrariedade do campo de deslocamentos virtuais du garante que a solucao obtida

pela formulacao fraca seja equivalente a resposta do sistema diferencial.

Utilizando a seguinte regra do produto interno descrita em Holzapfel (2000)
divA -a =div(Aa) — A : V,a, (E.4)

onde A e a representam um tensor de segunda ordem arbitrario e um vetor qualquer,

ambos em configuracdo espacial. A Eq.(E.3) é reescrita conforme

/ [div (o6u) — o : V,0u] dv = 0. (E.5)

Para continuar o equacionamento, é necessario utilizar o teorema da divergéncia
conforme descrito em Holzapfel (2000). Para tal, considera-se inicialmente um dominio
espacial €2, de volume v e contornos 0€2,. Tomando um elemento diferencial interno ao
volume, definindo sua normal como o vetor n e sua regiao superficial como ds, o teorema

da divergéncia torna validas as seguintes equivaléncias:

/ u-nds = /divudv, (E.6)
082 25
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/ Auds = /divAdv. (E.7)
92 2

Retomando a Eq. (E.5), aplicando o teorema da divergéncia para vetores e conside-

rando a propriedade de simetria do tensor de tensoes de Cauchy, tem-se,

/0' ssym (V,0u) dv — / on-duds = 0. (E.8)
o3 292

Utilizando a relagdo demonstrada pela Eq. (A.17), pode-se reescrever a expressao
da Eq.(E.8) como:
/a:éedv— /0’1’1-(511(18:0. (E.9)

2 082,

Aplicando o teorema de Cauchy descrito em Holzapfel (2000):
t =on, (E.10)

onde t representa uma forga externa qualquer que age sobre o continuo. A Eq. (E.9) é
reescrita conforme,

/a’:5edv— /f~5uds:0. (E.11)
2 092,

Finalmente, utilizando a decomposigdo do tensor de Cauchy da Eq. (2.20), onde a
tensdo de sélido refere-se a um modelo constitutivo (Segao 3.2) e a parcela da fase fluida

conforme a Eq. (2.21), sendo a pressao de poro descrita na Eq. (3.1), pode-se abrir o

equacionamento demonstrado na Eq. (E.11) conforme,

/Uszéedv—/(uf—{—Aﬁ)I:éedv— /f-éuds:(). (E.12)
I3 292

2

Utilizando a propriedade de trago tensorial (HOLZAPFEL, 2000), tem-se a seguinte

equagao integral referente a parcela sélida dW* do modelo bifasico de inchaco:
IW?* = /a‘s :dedv — / (1! + Ar)tr(de) dv — / t-duds=0 Vdéu eKk", (E.13)
ToN 2 092,

onde € K" é um espacgo de deslocamentos virtuais cinematicamente admissiveis para o

modelo.

Para obter a equacao integral referente a fase do fluido deve-se considerar a relagao
de conservagao da massa do modelo representada pela Eq. (D.21). Sendo assim, aplicando

o0 mesmo principio, define-se o residuo como:

ry =div (v’ +w) = 0. (E.14)
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Multiplicando o residuo por uma fungao escalar () e integrando no dominio do

continuo (€2,) tem-se a seguinte relagao:

/rxn dv = /div (v +w)ndo = 0. (E.15)
Qz

Assumindo a fun¢ao arbitraria 7 como um campo virtual de potencial quimico da

fase fluida du’ reescreve-se a Eq. (E.15) conforme

/div (v 4 w)dpl dv = 0. (E.16)

Distribuindo o produto presente no integrando da Eq E.16, tem-se:

/ [div (v*)op! + div (w)éuf} dv = 0. (E.17)

2
Considerando a seguinte regra do produto descrita conforme Holzapfel (2000):
div (wdp’) = div (w)op! + w - V. (ou), (E.18)
obtém-se o seguinte resultado:

div (w)op! = div(wép!) — w - V. (0uh). (E.19)

Sendo assim, aplicando o resultado da Eq. (E.19) pode-se reescrever a Eq. (E.17)

COIMoO:

/le ! dv+/d1v wép!) dv — /w V. (0pu!) dv = 0. (E.20)
Q2

Considerando o teorema da divergéncia para vetores da Eq. (E.6) tem-se que,

/le 5,ufdv—|—/5uw nds—/w V. (6p!)dv = 0. (E.21)

Finalmente, aplicando a condi¢ao de contorno de Neumann do fluido apresentada
no sistema de Eq. (3.2), obtém-se a equagao integral do modelo bifésico de inchago referente

a fase fluida dW/ conforme:

5Wf—/dlv Nop! dv + / o qu—/w V(0 )ydv=0 Véu' e k', (E.22)

082

onde € K" é o campo de potenciais quimicos virtuais cinematicamente admissiveis para o

modelo.
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APENDICE F - Linearizacdo da formulacio

fraca

F.1 Linearizacao da equacao do sélido

Considerando a equacao relacionada a fase sélida do continuo §W* obtida pelo
principio dos trabalhos virtuais,
IW?® = /0'8 cdedv — /(,uf + Am)tr(de) dv — / t-duds =0, (F.1)
2 2 092,
tem-se que um procedimento de linearizagao consiste em calcular a derivada parcial da Eq.

(F.1) em relagdo ao deslocamento u, na dire¢ao do incremento Au. Sendo assim,

0 s 9 s
a—u[(SW] Au—a—u L/O' dedv| - Au
_9 /(uf + Ar)tr(de) dv| - Au (F.2)
ou J
0 _
~ /t-5uds - Au.
o0
Considerando a primeira derivada da Eq. (F.2):
9 .
a L/cr cdedv| - Au, (F.3)

deve-se primeiramente reescrever o integrando na configuracao material, ja que a espacial
é fun¢ao do deslocamento u. Desta maneira, considerando a Eq. (2.9) e a operagao da
Eq. (A.12), juntamente com a seguinte defini¢do do segundo tensor de tensoes de Piola
Kirchoff (HOLZAPFEL, 2000):

S=JF'oF 7T, (F.4)

a Eq. (F.3) é reescrita como,

0
— o’ : dedv
ou Lz

realizando as operagoes tensoriais, a Eq. (F.5) se reduz para a seguinte forma:

0 .
- L/s . SEAV

0

/ JIFSFT . FT(SE)F'JdV
2x

- Au. (F.6)
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Como a configuracao material ndo se altera, pode-se aplicar a derivada no integrando

utilizando a regra do produto conforme

S S, 8
/au . 0E] - AudV = /[ S Au] 6EdV+/S [513 Au] av, (F.7)

o tensor S® ¢é funcao do deslocamento u. Sendo assim, aplicando a regra da cadeia e

utilizando o resultado da Eq. (A.20), a Eq. (F.7) pode ser reescrita como

/l@x Ig. Au] 6EdV+/SS- laaE Au] av, (F.8)

ou
Nx
utilizando os resultados das Eq. (A.11) e Eq. (A.16), obtém-se,
/ [Cx : sym [FT(VxAu)]] : 6EAV + / S* - sym [VkAuVxéu| dV,  (F.9)
N2x
devido as propriedades de simetria do segundo tensor de tensoes de Piola-Kirchhoff (S*) e

do moédulo tangente (Cx), a Eq. (F.9) é simplificada para,

[ lex: [FT(Vxau)]] :sEav + [ 8°: [VhAuvxou] v, (F.10)

retomando o resultado da Eq. (A.11), obtém-se a equagao linearizada do primeiro termo

na configuracao material conforme,

/ JE: Cx : AEAV + / S*: [VkAuVxsu| v, (F.11)
utilizando as operacoes de push-foward, juntamente com a seguinte definicio do médulo
tangente consistente material (BONET; WOOD, 2008):

Cx=J'[FRF]:Cx:[FKX F] (F.12)
5 Copps = I FoaFopF cFapCx s (F.13)

o primeiro termo da Eq. (F.2) pode ser reescrito na configuragao espacial conforme,

/5e :Cx : Aedv + /JS : {VzAquéu} dv. (F.14)

Tomando em consideracao a segunda parcela da Eq. (F.2) tem-se a seguinte derivada

direcional:

- Au, (F.15)

x

3(?1 {/(/Lf + Am)tr(de) dv

Considerando a defini¢ado de traco tensorial como contragao dupla de um tensor
arbitrario com o tensor identidade I (HOLZAPFEL, 2000), e utilizando a primeira relacao

da Eq.(A.13), reescreve-se a Eq. (F.15) na configuracio material, conforme:

ai{/pI:(Sedv

x

0
. = _— f N =T -1 .
Au /au [J(u + Am): F1SEF } AudV. (F.16)

Nx
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Realizando as operagoes tensoriais, a Eq (F.16) é reescrita conforme,

/ 8811 [T (! + Am)T: F7EF | - AudV = / é?au [J(n! + Am)FIF " GE| - AudV

Ox
0
_ f ST . .
_/(9u [J(u + Am)F'F .5E} AudV.
(F.17)

Considerando a definicao do tensor de Cauchy-Green a direita C (HOLZAPFEL,
2000),

C=F'F , (F.18)

verifica-se que,

C'=F'F7"T . (F.19)
Portanto, pode-se reescrever a Eq. (F.17) da seguinte maneira,

/aau (! + Am)C!: 6E] - AudV = / ;u (8" : 6E] - AudV (F.20)

onde o tensor S’ representa o segundo tensor de tensdes de Piola-Kirchoff obtido ao aplicar
a transformacdo de Piola (HOLZAPFEL, 2000) na tensdo da fase fluida o/ da formulagao
bifasica,
S’ =JF 'e/F "

= JFIpIFT

= JpF'FT

= Jp(F'F) "

= JpC~!

= J(p' + Am)C!

(F.21)

Sendo assim, considerando a Eq. (F.15) na configuragdo material e aplicando a

regra do produto, tem-se:

[ guls 0w swav < [|s ] somar [0 fomsu) av

(F.22)
onde as derivadas direcionais do segundo tensor de Piola-Kirchoff da fase fluida Sf e da

variacgao virtual do tensor de deformacao de Green-Lagrange JE na dire¢do do incremento
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de deslocamento Au sdo, respectivamente,

0 0
i < - f -1,
auS Au 5 {J(u + Anm)C } Au
0
= |—J - A LA -1
auJ u] (u' 4+ Am)C
' 1 (F.23)
— Ar) - A -
—l—J[au(u + Am) u]C
+ J(u! 4+ A7) 961 Au
ou ’
ﬁaE-Au:sym [VkAuVxou| (F.24)
Ju X

Sendo assim, necessita-se calcular as derivadas presentes na Eq. (F.23). Conforme
demonstrado anteriormente na Eq. (A.8) a derivada direcional do Jacobiano .J na diregao

do incremento de deslocamento Au é dada por,

0 :
a—uJ - Au = Jdiv Au. (F.25)

Ademais, com a decomposi¢ao da pressao de poro p da formulacao bifasica, pode-se

simplificar a seguinte operagao conforme,

) )
Ta W+ Ar| - Au= oo 1A - Au, (F.26)

pois o potencial quimico da fase fluida independe do deslocamento u.

Sendo assim utilizando o modelo de pressao osmética descrito pela Eq. (2.31) e

aplicando a regra da cadeia a Eq. (F.26) é calculada como,

_ ;J {QﬁRT\/C% - 5} [JdivAu]

(cro mo)? ( Cro Mo )2 ) .
= —¢RT JdivA
¢ (n0—1+J)3 n0—1—|—J +C [ 1V u]

= 2\ [divAu].

(F.27)

NI

onde A°? é uma constante originada pela derivada da equacao constitutiva do modelo ideal

de Donnan da pressao osmética, conforme:

AP — _JéRT(nE)ciolT_));)g [( Cro Mo )2 i 52]2 . (F.28)

Para obter o resultado da Eq. (F.23) ainda é necessario calcular a derivada relacio-
nada & inversa do tensor de Cauchy-Green & direita C~!. Sendo assim, utilizando a regra

da cadeia tem-se,
—1
0 C_l-Au:aC 8C‘

it (F.29)
ou 0C Ou
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Conforme Holzapfel (2000), pode-se definir a primeira derivada parcial da Eq. F.29

COINO: .
aacc =-(ctec™), (F.30)
L—(ctec) = —; (Cod Cod + Cod 1) - (F.31)

Calculando a derivada direcional do tensor de Cauchy-Green a direita C na direcao

do incremento de deslocamento Au, tem-se que,

0 0 ror
0 9,
=(+—F -Au|F+F'| —~F-A
[our” o) ror (e o)
= VX AUF + F'VxAu
— [FTVXAU}T + FTVXAU (F32)
= 2sym [FTVXAU}
OE
= 27 . A
gu Y
= 2AE.
Sendo assim, a Eq. (F.29) é reescrita da seguinte maneira,
9~ -1 -1
——C'-Au=-2(C'OC)AE. (F.33)
Ju

Substituindo os resultados das Eq. (F.25), Eq. (F.26) ¢ Eq. (F.33) na Eq. (F.23),
tem-se que a derivada parcial do segundo tensor de Piola-Kirchoff da fase fluida S/ na

configuragao material é dada por,

;usf - Au = [Jdiv Au] (uf + Am)C™!
+ A\ [JdivAu] C (F.34)

—2J( + Ar) (C'© C™') AE.

Utilizando o resultado da Eq. (F.34) e Eq. (A.16), a Eq. (F.22) é reescrita conforme,

u
N2x

/ 36 {Sf : 6E} -AudV = / [JdiVAu(Mf +A7T)C_1} SEdV
2x
+ / AP [JdivAu] C~' : SE AV
o (F.35)
- / 2J(4 + Ar) (C'© C™') AE : 6EdV
2x

+ / S/ : sym [V AuVxdu dv.
2x
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Utilizando as seguintes relagoes pull-back demonstradas em Holzapfel (2000),

AE = F”(Ae)F, (F.36)
SE = FT(de)F, (F.37)
0 )
a—uéE -Au=F [81156 : Au] F, (F.38)

juntamente com os resultados das Eq. (2.9), Eq.(F.19) e a definigdo da Eq. (F.31), pode-se

reescrever a Eq. (F.35) na configuragao espacial como

ou

2x

/ o {Sf : 5E] -AudV = /(uf + Am 4+ A?) div Autr(de) dv
2y
- /2(M+A7r) (Io1)Ae : ded (F.39)

2

+ / (1 + AT [vauvxau} dv.
24

Portanto, o segundo termo da Eq. (F.2) é escrito na forma espacial como,

8811 {/(uf + Am)tr(de) dv

x

-Au = /div Au (pf + Am 4 AP) tr(de) dv
Qa:
- / o0 + AT) (I T)Ae] : dedv . (F.40)
‘Q(L'

+ /(pf + Am)I: [VzAuvxéu] dv
2

A terceira parcela da Eq. (F.2) é nula, ou seja,

0 _
082,

pois a formulacao utilizada considera que a solicitacao aplicada t nao possui dependéncia

-Au =0, (F.41)

em relacao ao deslocamento u.

Sendo assim, com os resultados dispostos pela Eq. (F.14), Eq. (F.40) e Eq. (F.41),
a equacao linearizada da fase sélida na configuracao espacial, representada pela derivada

direcional de W na direcao de Au disposta pela Eq. (F.2), é reescrita na configuragao
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espacial conforme:
9w Au—/de-@ . Aed
Tu = : Cx v
ch
+ /0'8: {VZAquéu} dv
- /(,uf + Am)I: [VzAuV,ﬁu} dv (F.42)

_ /(uf + A+ AP) divéu div Audy
Qz

+ /2(,ﬁ+m) (Io1)Ae: dedo.
Qz

Outro procedimento de linearizacao da Eq. (F.2) é calcular a sua derivada direcional

em relacdo ao potencial quimico do fluido p/ na direcao do incremento Ap/, conforme

0 0
. s] . F—_= s . . f
o [OW?] - Ap o Q/0’ cdedv| - Ap
0
"ot /(,uf + An)tr(de) dv| - Ap’ (F.43)
2,
0 _
— . At
o7 d/t ouds| - Ap’.
9422

Como as entidades tensoriais e vetoriais o®, de, { e ju presentes no primeiro e
terceiro termo da Eq. (F.43) independem da variavel de pressdo de potencial quimico u/, as
derivadas destes termos assumem o valor nulo. Desta maneira, a Eq. (F.43) é simplificada

para a seguinte derivada:

o . 0
gy V7] 7 = = / (4 + Am)tr(de) dv| - Al (F.44)
Qz

Adicionalmente, o modelo de pressao osmética também nao depende do potencial

quimico, sendo assim a Eq. (F.44) é reescrita como:

0 0
a7 [SW*] - Apd = ~ ol /,uftr(ée) dv| - Apf. (F.45)
2y

Para calcular a derivada presente na Eq. (F.45), primeiramente deve-se reescrever
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a integral no dominio material conforme,

— 2| [ W tgeydo / o ! (I FTER)FY)] Jav - Apf
2 (F.46)

:—/— S (C:6E) Jav] - A,
nxa”fu ) } H

Como as grandezas C™!, E e J também independem do potencial quimico, a Eq. (F.46)

é simplificada para

-/ [;ﬂf’ Auf] (C':6E) Jav. (F.47)
N2x

Calculando a derivada do potencial quimico p/ em relacdo a si mesmo na direcio

do incremento A/, a Eq. F.47 simplifica-se para:

- / Ap! (C7 2 6E) Jav. (F.48)

Passando o integrando da Eq. (F.48) para configuragao espacial, tém-se a lineariza-

¢ao da equacao do sélido 0W* na direcao do incremento Ap como:

0

a7 (W] - Apf = /Auf tr(de) dw. (F.49)

F.2 Linearizacdo da equacao do fluido

Considerando a equacdo integral referente & fase fluida do continuo W/ obtida

pelo principio dos trabalhos virtuais tem-se,

SWi = /le )ou! dv — /w Vop! dv — / gop’ ds = 0. (F.50)
012,

De forma andloga a lineariza¢ao do sélido, a linearizagdo da Eq. (F.50) pode ser
realizada com duas abordagens distintas. Uma tomando a derivada direcional da equacao
em relacdo a variavel ;i na direcao do incremento de pressio Ap/, e outra por meio da

derivada direcional em relagdo ao deslocamento u na direcdo do incremento Au.

Considerando a primeira abordagem, a linearizacao consiste no calculo da seguinte

derivada:

ai {5Wf} At /le Youd dv — /w Vyopd dv — / qgou’ ds|-Ap'. (F.51)

B
8/1 02
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Distribuindo a derivada nos termos da Eq. (F.51), tem-se:

;Zf [5Wf] AR = ngg/ {div(vs)épf} dv - Apf
_ aifgz [w- V'] do- Apf (F.52)
9] _
- aﬂf@([z [qé,uf ds} ds- Apt,

como a velocidade relativa do sélido v®, o fluxo de fluido e o campo de potenciais
quimicos virtuais 4/ independem do potencial quimico p/, o primeiro e o dltimo termo
da Eq. (F.52) assumem valor nulo. Sendo assim, reescreve-se a equagao de linearizacao da
seguinte maneira,

(98/# [(mﬂj CAp = _fflvbjcg [w . Vxéuf} dv-Ap/. (F.53)

A lei de Darcy (Eq. 3.13), estabelece uma relagao linear entre a velocidade relativa

do fluido w e o gradiente espacial do potencial quimico, ou seja,
W= —Kyx Vi, (F.54)

onde Ky é um tensor de segunda ordem relacionado a permeabilidade do meio na configu-

ragao espacial.

Sendo assim, a Eq. (F.53) é reescrita como:

9 oW A =

o7 /I‘«',XVX,LLf SVyxop! dv| - Apt. (F.55)

oul

Utilizando a seguinte relagao de Holzapfel (2000)
V6 = FTVxo, (F.56)

onde ¢ representa um escalar qualquer, pode-se reescrever a Eq. (F.55) no dominio material

conforme,
i[awf]A f—/ i[K-,F*Tv PR TVxop!] - Ap! b Jdv (F.57)
2x

Analogamente a operacao realizada na Eq. (F.21), pode-se utilizar a transformacao
de Piola Kirchhoff obter uma relagdo entre o tensor espacial de permeabilidade do meio e

sua configuracao material, conforme:

kx = JF 'k, BT (F.58)
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Sendo assim, a Eq. (F.57) é reescrita conforme;:

aif {5Wf] : A,Uf :Q/ {aif {Vxélif . Iﬂ:xVXLLf} . A,uf} dVv. (F.59)
X

Utilizando a regra do produto, a Eq. (F.59) é calculada como,

0

0
S0 W] Apf = / <vaaﬂf~Aﬂf> ckxVxp! AV

o (F.60)

0
—l—/VX(S,uf- —kxVxp! - Apf ) dV,
7} o
X

pela arbitrariedade do campo virtual de potencial quimico du/, a primeira derivada
presente na Eq. (F.60) assume valor nulo. Ademais, levando em consideracao que o tensor
de permeabilidade do meio na configuracado material também independe do potencial

quimico pf, para obter o resultado da Eq. (F.60) deve-se calcular a seguinte derivada

direcional:
iv N fzi[v (1 + €A f)}
ouf x/ W= ge LY XV A "
d
_ 2 f F.61
= Vx [de (u +eAp )6:0] ( )
- VXA/Lf.

Aplicando este resultado, a Eq. (F.60) é reescrita como:

8(Zf [(5Wf} -Apt :Q[ Vxdop! - (%XVXAMJC) dv. (F.62)

Finalmente, utilizando as relagoes da Eq. (F.56) e Eq. (F.58), pode-se reescrever a
linearizacdo da equacdo da fase fluida W/ na direcio do incremento de potencial quimico

Ap/ na configuracdo espacial, conforme:

ﬁ . f— ' f
ol W] Ap !{Vx@i (kxViAp) do. (F.63)

Outra forma de linearizacao da fase fluida consiste em obter a derivada direcional

de §W7 em relacdo ao deslocamento u, na direcdo do incremento Au, conforme:

0 0
i fl. - ; s ! _ . f _ =5, f .
{5W } Au = /dlv(v )5u dv /w Vxéu dv 8/ qéu ds| - Au. (F.64)
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Distribuindo a derivada direcional, obtém-se:

0 0
_ fl. - (v S .
a [(5W } Au Ta Q/dW(V Jou' dv| - Au
_ 9 /w~V opl dv| - Au (F.65)
ou *
2
0
_ asu’ .
7a / qop’ ds| - Au.
062

Para calcular a derivada referente ao primeiro termo da Eq (F65)
1 vl - .
9 p )

deve-se primeiramente reescrever o integrando na configuracao referencial, ja que o dominio
da integral varia de acordo com a varidvel u. Para isso, utiliza-se a relagao da Eq. (2.9)

juntamente com a seguinte propriedade:
diva =tr(V,a), (F.67)

onde a representa uma grandeza vetorial qualquer (HOLZAPFEL, 2000). Sendo assim, a

Eq. (F.66) é reescrita como,

0
— \Ns 1, .
8u9/ tr (Vyv®)op’ JdV - Au. (F.68)

Aplicando seguinte relagdo do gradiente de um vetor qualquer a na configuracao

espacial com material conforme Holzapfel (2000):
Via = VxaF (F.69)
a Eq. (F.68) é reescrita na forma material como,

a s—1 f
auQ/ tr (Vxv F~1)dud JdV - Au. (F.70)

Com o resultado da Eq. (F.70), pode-se passar a derivada para dentro do integrando

e utilizar a regra do produto, conforme:

. X (F.71)

D
+Q£I (VxvF ) o [/ J] - Auav,
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Calculando a derivada contida no primeiro termo da Eq. (F.71), tem-se:

a . s—1 o . 8 S -1
a—u[I.(vaF )}-Au_I.[au[va]-AuF ]

(F.72)
I A [F'] - Au

: 7a )

Para calcular a derivada direcional do gradiente material da velocidade do sélido,

é necessario discretizar essa grandeza no tempo. Sendo assim, utilizando a seguinte

discretizacao temporal da velocidade do sélido:

s Up+1 — Uy
Vil =T A (F.73)
onde At representa o incremento temporal entre o tempo t,, e t,,1. Tem-se que:
0 0 W, — Uy, 1
Vxvi|l-Au=V } - Au,, = —VxAu,;1. F.74
O, 4 Vxv] X {8un+1 At = R VXA (F7Y)

Ademais, a derivada da inversa do gradiente de deformagao em relacao ao desloca-

mento u na direcdo do incremento Au é obtida utilizando a seguinte estratégia:

0

-1 _ -1] . _
FF'=T— - [FF'|-Au=0, (F.75)
aplicando a regra do produto na Eq. (F.75) obtém-se
0 . 0 1
5o [F]- AuF ™'+ F [F']-Au=o, (F.76)
utilizando o resultado da Eq. (A.4) na Eq. (F.76) tem-se,
Fo [F'] - Au=—VxAuF™' (F.77)
Ju ’
aplicando a relagao da Eq. (F.69), a Eq. (F.77) é reescrita em termos espaciais,
9 1 -1
Ta [F']-Au=-F'V,Au, (F.78)

Desta maneira, com os resultados da Eq. (F.74) e Eq. (F.78) a Eq. (F.72), ja

discretizada no tempo, torna-se:

0 o 1 .
[T (VX F ] Aol ) = (/)T KNVXAunH) F.!,

(F.79)
+ (Spf T [VXVZH (—F;ilvaunH)} )

convertendo as grandezas materiais remanescentes para configuracao espacial por meio da
relagdo da Eq. (F.69), a Eq. (F.79) torna-se,
0

a {I : (VXVSF_l)} Au(0p J) = (6pd  Jui)T [

1
At
- (5/%];+1Jn+1)1 : {VXVZHVxAunH} .

V.Au, }
! (F.80)
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Calculando a derivada contida no segundo termo da Eq. (F.71), tem-se:

0 0
5u [5u J} Au=du 7u [J] - Au, (F.81)

utilizando o resultado da Eq. (A.8), a Eq. (F.81) torna-se,
0

™ op7J] - Au = 5pf Jdiv Au. (F.82)
Aplicando o resultado das derivadas demonstrados na Eq. (F.80) e Eq. (F.82) nos
termos da Eq. (F.71), tem-se:

B .
/ A= [t (TxvF ol Jav] - Au = / (Spid 1y T )T - { Tl Aunﬂ} av

2x

— / (61th 1 T )L+ [Vivi sy Vit | AV

N2x

+ / 1 (Vv F D (6pl ) Jordiv Au,.y) dV,

(F.83)
convertendo os termos materiais remanescentes para a configuragao espacial a Eq. (F.83)
¢é reescrita como:

{/ div(v®)op dv

1
. Au— / (Sl )1 {Atvxmnﬁ dv

. / Sl )L [Vovi Vidu,] do (F84)

+ /I (5un+1d1VAun+1)dv

aplicando a relacao da Eq. (F.67), tem-se o primeiro termo da Eq. (F.65), ja discretizado

no tempo, conforme:

A,y = / M"H —=div Au,4q dv

x

— /6un+1tr {vxvz+1vaun+1:| dv (F.85)
Qz

+ /(div vy ) (div Al y1)0pd L dv.
Qz

div(v®)op' d
311n+1 {/ 1V ,LL v

Considerando o segundo termo da Eq. (F.65),

0
_ . f
{/ w - Vyou' dv

- Au, (F.86)
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Para calcular a derivada deve-se primeiramente passar o dominio da integral para
a configuragao material. Para isso, utiliza-se a relacao da Eq. (2.9) e da Eq. (F.56) para

reescrever a Eq. (F.86) como

0
a L/w - Vyopdv

Utilizando o mapeamento da velocidade relativa do fluido na descricado material
(HOLZAPFEL et al., 2001)

- Au. (F.87)

_ 9 T 7
-Auau{/w-F Vxop! JAV

wx = JF 'w, (F.88)

a Eq. (F.87) torna-se

p— { / w - FTVysu! JdV Au—aa / JFw - Vxop dV | - Au
(F.89)
/[wx Vxéuf Au} dv.
Aplicando a regra do produto, a Eq. (F.89), é simplificada para,
9 f 9 f
/ 9 ok - Vxdu! - Aul AV = / ok -Au| - Vxdu! av, (F.90)
3 Ju 3 Ju

pois a derivada parcial de Vxdéu/ em relacdo a u é nula.

Reescrevendo a lei de Darcy da Eq. (3.13) na configuragdo material, tem-se

Wwx = —I‘.',va/ubf. (Fgl)
Desta forma, a Eq. (F.90) pode ser reescrita como,

0 0
i . f _ e fy. . f
/ [ wx - Au] Vx(s,u dV = / l (&va,u ) Au} VX(SM dVv. (F.92)

Aplicando a regra do produto na Eq. (F.92), obtém-se o seguinte resultado:

_ / [ (kxVxi!) - Au] Vxopd AV = — / K;ﬁx Au) vxuf] Vxdud AV
Qx u
(F.93)
Como o tensor de permeabilidade kx é funcao do deslocamento u utiliza-se a regra

da cadeia para reescrever a Eq. (F.93) conforme,

E
. / [KX : gu - Au] Vxp! - Vxop! AV, (F.94)
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onde Kx é o médulo tangente da fase fluida, conforme definido em Bonet e Wood (2008),

. aﬁix

Kx = -2, (F.95)

e a derivada do tensor de deformacoes de Green-Lagrange em relagdo ao deslocamento na

diregao do incremento Au é o resultado da Eq. (A.11).

Sendo assim, considerando a simetria do tensor Kx e retomando o resultado da Eq.
(A.11), a linearizacao da segunda parcela da Eq. (F.65) na configuracao material consiste

na seguinte integral:

ai / w - V! dv| - Au= — / Vxu! Kx : [FT(VxAu)| - Vxéu! dV
[ Nx (F96)
_— / V! [Kx : AE] - Vxdp! AV
Nx

Para, escrever a Eq. (F.96) na configuracao espacial, é considerada a seguinte

defini¢ao de Ateshian e Weiss (2010) referente ao médulo tangente da fase fluida Ky
Ky=J'[FRF]:Kx : [F"RF], (F.97)

que implica em

Koy, = J ' FuaFusFec FanKx o (F.98)

Tabed

Sendo assim, obtém-se que a linearizagdo do segundo termo da Eq. (F.65) na

configuragao espacial é,

0
— w- Vo dv| - Au=— [ Vyopu' - (Ky : Ae) Vi do. (F.99)

Para finalizar a linearizagao, deve-se calcular a derivada contida na terceira parcela
da Eq. (F.65)

0
s /q sul ds| - Au (F.100)
ou
092,
porém, como o fluxo G e o campo de potenciais quimicos virtuais du/ independem do

deslocamento u, tem-se que:

o)
— q 6pl ds|-Au =0. (F.101)
ou 8(4

Desta forma, com os resultados das Eq. (F.85), Eq. (F.99) e Eq. (F.101), a derivada

direcional da formulacdo integral do fluido W/ em relacdo ao deslocamento u, na direcdo
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do incremento Au demonstrada pela Eq. (F.65) assume o seguinte resultado (ja discretizado

no tempo),
0 Sulr .
aun+1 |:5WT{+1:| . Aun+1 = / Tﬂdlv Aun+1 dv

2

— /5u£+1tr [VXVZ+IVXAUH+1} dv
2 (F.102)
[ (v V)i At )oud, dv
0,

[ Fadttr (K Aensn) Visthy o
2y
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