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start afresh from the bottom."

(Otto Neurath)

"il faut imaginer Sisyphe heureux."

(Albert Camus)



Resumo

Neste trabalho, realizamos um estudo das equacgoes de Klein-Gordon e de Dirac no
espaco-tempo de Bonnor-Melvin com constante cosmologica. Obtivemos o espectro de
energia em cada caso, levando em conta condi¢es de contorno nas solugoes. Além disso,
investigamos o efeito Casimir no espaco-tempo de Bonnor-Melvin com constante cosmo-
légica para um campo escalar quantico e calculamos a energia de Casimir regularizada.
Também generalizamos a solucao da corda negra com quintesséncia, adicionando carga
a solugao, e determinamos a temperatura Hawking para os casos estatico e em rotacao,
considerando o método de tunelamento de particulas.

Palavras-Chave: 1.Relatividade Geral. 2. Particulas. 3. Campos Quanticos.



Abstract

In this work, we conducted a study of the Klein-Gordon and Dirac equations in the
Bonnor-Melvin spacetime with a cosmological constant. We obtained the energy spectrum
in each case, taking into account boundary conditions in the solutions. Additionally,
we investigated the Casimir effect in the Bonnor-Melvin spacetime with a cosmological
constant for a quantum scalar field and calculated the regularized Casimir energy. We
also generalized the solution of the black string with quintessence, adding charge to the
solution, and determined the Hawking temperature for the static and rotating cases,
considering the particle tunneling method.

Keywords: 1.General Relativity. 2. Particles. 3. Quantum Fields.
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1 Introducao

No quesito de descrigoes e entendimento das teorias fundamentais, a gravitacao nao
pode ser deixada de lado, pois é considerada uma condi¢ao de existéncia, afinal, tudo o
que existe gravita [1, 2]. A pesquisa em espagos curvos representa uma area da fisica que
oferece um vasto campo para a exploracao e avanco cientifico. Além de ser altamente
relevante em regimes cosmoldgicos e astrofisicos, ela possui numerosas interconexoes com
outras areas da fisica, como por exemplo com a fisica da matéria condensada, por meio de
modelos andlogos [3, 4], e teorias fortemente interagentes, por meio da correspondéncia
Gauge/Gravity [5, 6, 7].

O estudo das equagoes de Einstein da relatividade geral e suas generalizagoes continua
sendo um campo de pesquisa muito ativo [8, 9]. Dentro das solugoes possiveis, destacam-
se aquelas que apresentam regimes de gravidade forte e/ou singularidades, que podem
levar a consideracoes sobre efeitos quanticos em gravitagao. Nesse contexto, trés classes
de espacgos-tempo sao especialmente importantes: os buracos negros, estrelas de néutrons
e os modelos de universo primorial. Além disso, as solucoes exatas tém desempenhado um
papel crucial na compreensao do funcionamento mais profundo da fisica do espago-tempo,
permitindo-nos construir nossa intuicao sobre situacoes mais realistas da natureza.

Dentro do campo de solugoes exatas, a simetria cilindrica tem desempenhado um papel
importante na discussao da consisténcia interna da prépria Relatividade Geral [10, 11]. No
contexto de buraco negros vale mencionar a solugao de Kerr-Newman que ¢ a solugao mais
geral das equacoes de Einstein-Maxwell assintoticamente plana, descrevendo um buraco
negro estaciondrio com carga, massa e momento angular [11]. As solugdes para buracos
negros sao de grande relevancia, pois podem refletir a maneira como o espago-tempo se
estabelece apos a ocorréncia do colapso gravitacional por exemplo, o colapso de estrelas
ou aglomerados de estrelas. Nesse sentido, investigagoes com respeito a solugao de um
buraco negro cilindrico, também conhecido de corda negra [10, 12] se mostram bastante
interessantes.

Em um contexto astrofisico, um exemplo interessante de aplicagao da simetria cilin-
drica se d4 no estudo das cordas césmicas [13] que, por sua vez, oferece uma compreensao
do papel que as singularidades conicas e os defeitos topologicos do espago-tempo desem-
penham no campo gravitacional. Ainda nesse contexto, devemos levar em conta que os
campos magnéticos desempenham um papel importante na descricdo de muito objetos,
como estrelas, discos de acrecao até nucleos galacticos. Entao solucoes das equagoes de
campo da relatividade geral que envolvam campos magnéticos se mostram bastante inte-
ressantes. Uma das solucoes exatas da relatividade geral contendo campo magnético que

chama nossa atengao é a solugao de Bonnor-Melvin com constante cosmolégica [14] que
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é uma generalizacdo da conhecida solucao cilindricamente simétrica de Bonnor-Melvin,
envolvendo um campo magnético alinhado com o eixo de simetria. Essa é uma solugao
auto-consistente das equacgoes de Einstein-Maxwell que descreve campos magnéticos em
equilibrio com seu préprio campo gravitacional.

Os efeitos quanticos em espacos curvos podem ser abordados de diversas maneiras,
como a mecanica quantica relativistica em espagos curvos, que descreve bosons e férmions
em métricas de interesse [15, 16, 17, 18], teoria quantica de campos em espagos curvos,
que introduz a quantizacao dos campos em fundos fixos [19, 20, 21, 22|, e até a gravitagao
quantical, que busca quantizar o campo gravitacional ou o préprio espago-tempo [24, 23,
25].

Um resultado de grande importancia proveniente da interse¢ao entre a fisica quantica
e a gravitacional é a radiacao Hawking, originalmente obtida diante da nao unicidade do
vacuo em teorias quanticas de campos no espago-tempo curvo. Esse resultado também é
obtido na mecanica quantica relativistica por meio do processo de tunelamento através
do horizonte de eventos [26, 27, 28|, e em teorias de gravitagdo quantica ao se considerar
limites semicldssicos [29, 25].

Nesta dissertagao temos entao o interesse em estudar efeitos quanticos na gravitacao,
tanto no quesito de mecanica quantica relativistica em espagos curvos quanto no sentido de
teoria quantica de campos em espacos curvos. Para isso, devemos fazer uso das equacoes
de campo, explicitamente a equacio de Klein-Gordon para bdsons de spin 0 e a equacao
de Dirac para férmions de spin % no espago-tempo curvo. Quando implementadas em
espagcos arbitrarios, ambas as equacoes apresentam resultados bastante interessantes. Por
exemplo, descobriu-se que, além dos efeitos da geometria, a topologia do espago-tempo
desempenha um papel importante no espectro de energia de um atomo [30, 31].

No que diz respeito aos campos quanticos, a incessante criacao e aniquilacao de pa-
res virtuais de particulas introduz o fenémeno de flutuagdo do vécuo [32, 20, 21]. Sob
essa perspectiva, o efeito Casimir se apresenta como um fenoémeno bastante interessante,
explicitamente podemos mostrar que a flutuacao do vacuo eletromagnético entre placas
metalicas paralelas difere da flutuacao nas regioes externas e isso resulta em uma forga
atrativa entre as placas metalicas, independentemente do material que as compoe. Vale
mencionar que as flutuagoes do vacuo, em especifico a energia de Casimir pode ser afetada
pela topologia e curvatura do espago-tempo[33, 34, 35, 36, 37, 38], o que nos motiva a
estudar o fendmeno nas métricas de interesse mencionadas.

Temos entao o objetivo de estudar particulas quanticas e campos quanticos no espago-
tempo de Bonnor-Melvin com constante cosmoldgica [14], buscando solugoes para as equa-

¢oes de Klein-Gordon e Dirac, uma caracterizagao do espectro de energia e investigar os

1 Embora ainda nio exista uma teoria de gravitacdo quintica consistente, preditiva e amplamente aceita

pela comunidade cientifica, podemos encontrar varias abordagem e tentativas de quantizacao do campo
gravitacional[23].
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efeitos do campo magnético e da constante cosmoldgica com respeito a flutuagoes do va-
cuo e a energia de Casimir. Generalizar a solucao de corda negra imersa em um fluido de
quintessencia [39], introduzindo um tensor de energia-momento munido de carga e obter
a temperatura Hawking via método de tunelamento de particulas para a solugao obtida.

Esta dissertacao esta dividida da seguinte forma: no capitulo 2 apresentamos uma
breve revisao da relatividade geral, da formulacao tétrada e das solugdes das equacgoes
de campo da relatividade geral de interesse. No capitulo 3 introduzimos as equacoes de
campos que descrevem bosons e fermions e em seguida efetuamos as devidas generaliza-
¢oes para o formalismo covariante necessario para o desenvolvimento desta dissertacao,
explicitamente introduzimos a derivada covariante e a conexao de spin. No capitulo 4
apresentamos de forma resumida o processo de quantizacdo canonica em espagos curvos,
as transformagoes de Bogoliubov e ilustramos todo o esquema com o efeito Hawking em
duas abordagens distintas e o efeito Casmir em (1+1) dimensdes. No capitulo® 5 resol-
vemos a equacao de Klein-Gordon para um campo escalar massivo no espago-tempo de
Bonnor-Melvin com constante cosmolégica para o caso livre, com potencial e com o ter-
mos de oscilador de Klein-Gordon, em todos os casos obtermos o espectro de energia. No
capitulo 6 resolvemos a equacao de Dirac no espaco-tempo de Bonnor-Melvin-A e obte-
mos o espectro de energia. No capitulo 7 estudamos o efeito Casimir no espago-tempo
de Bonnor-Melvin-A e obtemos a energia de Casimir via regularizagdo dimensional. No
capitulo 8 generalizamos a solucao de corda negra com quintessencia, introduzindo um
tensor de energia-momento associado a carga elétrica e calculamos a temperatura Haw-
king via tunelamento de particulas para o caso estatico e para com caso dotado de rotacao.

Finalmente no capitulo 9 apresentamos as conclusoes e perceptivas futuras.

2 Vale mencionar que os resultados inéditos obtidos durante esse projeto se encontram a partir do

capitulo 5, no caso do leitor estar interessado apenas no resultas os capitulos anteriores que servem
de revisao podem ser pulados.
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2 Relatividade Geral

Neste capitulo, realizamos uma revisao concisa das equacoes de campo da relatividade
geral. Nosso objetivo é tornar explicitos os principais objetos geométricos e estabelecer
as convencoes apropriadas. Além disso, desenvolvemos a formulacao tétrada da rela-
tividade geral, que sera posteriormente aplicada na descricao da equagao de Dirac em
espagos curvos. Também deduzimos o espaco-tempo de Bonnor-Melvin com constante
cosmoldgica, e o espago-tempo da corda negra, que serao utilizados nas préximas etapas
do trabalho. As principais referéncias utilizadas na construcao do presente capitulo sao:

(32, 40, 41, 10, 14, 42, 43].

2.1 Equacoes de Campo da Relatividade Geral

O objetivo principal da Relatividade Geral é generalizar o principio fundamental da
relatividade restrita, que afirma que as leis fisicas sdo invariantes sob transformagoes de
coordenadas entre dois referenciais inerciais. Para deduzir as equac¢oes de movimento do

campo gravitacional, baseadas em principios fisicos, estabelecemos os seguintes axiomas:
1. O espago-tempo ¢ dotado de uma métrica simétrica.
2. As trajetorias de objetos em queda livre seguem geodésicas nessa métrica.

3. Em referenciais locais em queda livre, as leis da fisica seguem a Relatividade Espe-

cial.

Para expressar matematicamente as consequéncias fisicas dos axiomas enunciados, uti-
lizamos o calculo de tensores. Isso nos permite realizar a transformacgao de um referencial

/ . . ~ .
x# para outro x * por meio de uma reparametrizacao do sistema de coordenadas
zH=xt(x). (2.1)

Seguindo o mesmo raciocinio, sob reparametrizacbes o campo escalar e os vetores

contravariantes e covariantes se transformam da seguinte maneira
/

’ ax H ’ a.’EV

QS(.T):QS(I'), dx“:%dxl’, a#:%

Em espagos curvos as operagoes envolvendo derivadas de vetores exigem a introdugao

0. (2.2)

do conceito de transporte paralelo, que nos permite mover um vetor ao longo de uma
curva A de modo que o vetor se mantenha constante. Tomando entao a defini¢do da
derivada de um vetor ao longo de uma curva A
ave . VE(Q) - VH(P)
—— = lim ,
d\ dA—=0 oA

(2.3)
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em que () e P sdo pontos do espago-tempo em A+ 0\ e A respectivamente. O vetor V# (P)
pode ser transportado paralelamente até o ponto () com o auxilio da conexao afim I' da

seguinte forma

VE(P—Q)=VF-TL (P)V"(P)da®, (2.4)
que nos permite estabelecer a derivada covariante

Ve - vr(P = Q)

ox°

V,VH = =0,V 4+ T V", (2.5)

com o qual podemos definir a condi¢dao de transporte paralelo

0x°
O\

V,VH =0. (2.6)

No contexto da relatividade geral, podemos obter uma conexao tinica compativel com
’ . . ~ ’ . ~ )\ . )\ .
a métrica g, assumindo que a conexao ¢ livre de tor¢ao I'), = I') e assumindo que
a métrica respeita a condicao de transporte paralelo V,g,, = 0, essas duas condicoes
possibilitam escrever a conexao da seguinte forma

1
FZZ/ - aggp (augz/p + augp# - 3,39;“/) ) (27)

que é a dita conexao métrica, chamada de simbolo de Christoffel. Uma vez dada a
conexao afim em termos do tensor métrico g,, podemos caracterizar completamente as
quantidades geométricas do espaco-tempo. Em particular, o tensor de Riemann, que surge

da nao comutatividade das derivadas covariantes no espaco-tempo curvo

VoV, V=V, V.V, = AgR’ (2.8)

pow

que é dado explicitamente em termos da conexao por

R o5 =080, — 0l g + 10,00, —TH I (2.9)

ca~ vBr

a partir do qual podemos construir o tensor de Ricci R, = R, e o escalar de Ricci
R=g"R,,.

Enunciados os objetos geométricos de interesse para a descri¢ao da relatividade geral,
temos o objetivo de obter a equagao de Einstein, que descreve o comportamento do campo

gravitacional, para tal partimos da acdo de Einstein-Hilbert na presenca de matérial

1
S= S+ 5n= 5 / &1/ —gR + / &2/ =GL Gy & (2), V ,u8) (2.10)

A equacao de Einstein para o campo gravitacional pode ser obtida a partir da mi-
nimizac¢ao do funcional agao com respeito a métrica S = 0. Definindo entdao o tensor

Y g 5g‘uy

Em que Sy e Sy, sdo respectivamente a agdo gravitacional e a agdo de matéria.

1
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podemos escrever a variacao da acao da seguinte forma?

=5 /d4x5 \/_R /d4x —g71,,09"" (2.12)
e levando em conta a variacdo das seguintes componentes?
OR = g"'0R,, + R,0g"", (2.13)
G SRy =V (9017,) =V, (90T%,) = V, [V, (06™) = 69,0V, (09")]  (2.14)
5V = 5V 00" (215)
A variacao da agao gravitacional adicionada de um termo de matéria fica entao
= 5.3 /d4x\/_< v — 19WR) og" — ;/d4x\/—_gTuy5g“”. (2.16)

Utilizando o principio de extremizagdo 6S = 0 para variagoes arbitraria de dg"”,

obtemos a equacao de campo de Einstein
1 2
R, — iRgW =KTy,. (2.17)

Buscando originalmente solucoes estaticas e homogéneas para as equacoes de campo
da Relatividade Geral, Einstein introduziu na equagao a constante cosmologica A. Nesse
ambito, o sinal da constante cosmoldgica pode ser positivo ou negativo, apresentando
interessantes aplicagoes em ambos os casos [44]. A acgao de Einstein-Hilbert na presenga

de matéria e constante cosmologica fica

= 222/65496@(3— 24) +/d4w\/—_g£ (G ¢ (), V,u0) (2.18)

seguindo o procedimento de minimizac¢ao do funcional agdo feito anteriormente de forma
inteiramente analoga, podemos escrever a equacao de campo de Einstein com constante

cosmologica
1
R, — §ng, +Ag =k TW, (2.19)

que estabelece uma conexao entre a geometria do espago-tempo e a matéria. Em outras
palavras, elas descrevem como a curvatura do espago-tempo é influenciada pela presenca

de energia e momento.

2.2 Formulacao Tétrada

A descri¢ao do campo gravitacional na formulacao métrica ndo permite a descricao de

espinores em geral [45]. Para contornar esse problema, consideramos a formulagao tétrada,

2 H2 87rG

3 Pelo teorema de Stokes fd4a:g*”’1/ goR,, =0
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que consiste em definir em cada ponto X do espaco-tempo um sistema de coordenadas
locais §§?) de modo que nesse sistema de coordenadas o intervalo assume a forma do espaco
plano de Minkowski

ds? = ey déS e, (2.20)

com 1)) sendo a metrica de Minkowski* e (a), (b) = 0,1,2,3 os indices que se referem

ao espaco plano. Em um referencial nao inercial arbitrario a métrica fica

g = € () €D () niayv). (2.21)

em que el(f) é um conjunto de quatro tensores covariantes indexados por (a), esse conjunto

¢ comumente chamado de vierbein ou tétrada, e é dado explicitamente por

. % e 0T
eL) (x) = ( 8:;‘ : eﬂ( ) = 7@:17'“6’(’ ), (2.22)
=X

Para um tensor contravariante V* (x) podemos usar a tétrada para fornecer as com-

ponentes do tensor no sistema de coordenadas localmente inerciais §§?)

V@ =eAr Vg = el Ay (2.23)

em que as seguinte propriedades sao validas
elyy = 9" ael,  efyel? =3k, el el =, (2.24)

Podemos determinar as componentes tétradas do tensor de Riemann (2.9) para V,, =
€y Utilizando a notagao de ponto virgula para a derivada covariante V,V, = V..,
obtemos

Cla)pria — Ela)masy = efa)Rﬂ,uaz/ = R(a)pav; (2.25)
de modo que as componentes no refencial inercial local do tensor de Riemann sao dadas
por

Ry o)) = (e(am;u;a - e(a)u;a;l/) €(5)€(e) €(a)- (2.26)
Nos capitulos posteriores usaremos os resultados desta secao na construgao da conexao

de spin e na descricao da equacgao de Dirac em espagos curvos.

2.3 Universo de Bonnor-Melvin-A

Temos interesse em uma solucao gerada por um campo magnético na dire¢do z. Par-

tindo entao da acao de Einstein-Maxwell com constante cosmoldgica em unidade geomé-

tricas®

— L 4 — _ L 4 — v
S =1 / d'ay/=g (R—20) + 1 / d'zy/—gF,, F (2.27)

O uso de parenteses é bastante conveniente afim de evitar confusdo entre as quantidades do espago

plano e espaco curvo
5 ¢c=1=G

4
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em que F,, =V,A, -V,A, =0,A, —0,A, é o tensor de Faraday [46] e A, o potencial

eletromagnético. Efetuando a variacdo da acao 6S = 0, obtemos®

1
R, — §9WR + Agy, = 87T, (2.28)
1 1
_ ap
T,uzx - E (F/fFl/p - Zg,uuFaﬁF ) ) (229)
V, " = (. (2.30)

Assumindo simetria cilindrica para campo gravitacional, tomamos o seguinte elemento
de linha em coordenadas cilindricas [41, 14]

ds® = —eAP g2 4 dp? + eBP) 22 4 C0) g2 (2.31)

emquet,z €R peRTepe[0,27). Expressamos as fungoes em termos de exponenciais
para que as assinatura da métrica seja preservada [40]. Tomando um campo puramente

magnético com linhas de campo paralelas ao eixo de simetria z
F,,=H(p), F,F"=2H%%=2f (2.32)

em que f é um valor escalar que caracteriza o campo e independentemente do sistema
de coordenadas, por esse motivo, exigimos que f = constante [41, 14]. Podemos agora

escrever o tensor de energia-momento correspondente

_1A—CQ _1—02 _13—02 _12
Tu= ¢ OH  T,= e W, T.=- PO, T, = Wfi2.33)

Substituindo (2.33) em (2.28) e (2.29) e levando em conta as defini¢oes dadas em (2.32),

podemos escrever as equacdo de campo da relatividade geral para o caso em questio
2(B"+C") + (B')2 + (C')2 + B'C' 4+ 4A +4f2 =0,

2(A"+C") + (A’)2 + (C')2 +AC +4N+4f2 =0,

2(A 4 B') 4 (A) 4 (B) + AB 141 - 4f> =0,

AB +AC +BC +4A—4f% =0,

(2.34)

!’ . . ~ . ~ . . .
em que X = %—)ff. Buscando uma simplificacao para esse sistema de equagoes diferenciais

de segunda ordem acopladas, implementamos a equacao de Maxwell (2.30)

A+B-C A+B

VaF? =0, (V=gF?) =0, (e" = F,) ==0,(e* f) =0, (2.35)

que implica e 5 f = cte, e portanto devemos considerar A + B = constante. Essas

condigbes simplificam substancialmente as equagoes (2.34)
1 1 !
¢ +3C 244N =0, (2.36)
A=A (2.37)

Resolvendo” a equacdo para a componente C(p) e substituindo no elemento de linha

6 A equacdo (2.30) em conjunto com a identidade de Bianchi V[/\F;w} =VoFu +V, P\, +V, Fuy=0
caracterizam as equagoes de Maxwell no espago-tempo curvo.

7 Nesse processo redefinimos a componente angular do elemento de linha: (2A)7% =P



Capitulo 2. Relatividade Geral 21

obtemos a solugdo de Bonnor-Melvin com constante cosmolégica obtida em [14]
ds* = —dt* 4+ dp* + dz* + o* sin® (\/ 2Ap> do?, (2.38)

em que o é uma constante de integracdo. A partir da (2.32) determinamos o campo
magnético

H (p) = VAo sin (\/ﬂp) : (2.39)

Nos capitulos posteriores iremos investigar o comportamento de particulas e campos

no espacgo-tempo obtido nessa secao.

2.4 Buraco Negro Cilindrico: Corda Negra

Buscamos uma solucao das equacoes de campo da relatividade geral com constante
cosmolégica que represente um buraco negro estético com simetria cilindrica® [10]. Par-
tindo entao da equacao de Einstein com constante cosmologica em unidade geométricas,

na auséncia de matéria 7, = 0

1
R,uzz - iRg,ul/ + Ag;w = 07 (24())
assumindo agora uma constante cosmoldgica negativa A = —l%, em que [ é definido como

sendo o raio de curvatura em AdS®. Respeitando a simetria escolhida, tomamos o seguinte

elemento de linha com f () a determinar

2 2

.
+ rd¢* + Z—deQ, (2.41)

dr
f(r)

em que —00 <t <00, 0 < r<oo 0< ¢ <2me —00 < 2z < 0o. Substituindo

ds* = —f (r)dt* +

os coeficientes da métrica (2.41) em (2.40), podemos escrever as equagoes de campo de

Einstein da seguinte forma

1. 1 3
GRS (2.42)
1. 1. 3
) =0 (2.43)
derivando (2.42) e substituindo em (2.43), obtemos
/ 1 3
)+ fr)—pr= (2.44)
cuja solucao ¢ dada por
r?  2m
fr)= PR (2.45)

8 Que é substanciosamente diferente do Buraco negro de Schwarzschild que por sua vez possui simetria

esférica.
9 anti-de Sitter (A < 0)
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em que m é uma constante de integragao. Portanto o elemento de linha (2.41) é dado por
2 9 2 9 -1 2
ds* = — (r - m) dt* + (T - m) dr® +r?d¢® + %sz. (2.46)
r

Para adicionar momento angular ao espaco-tempo, realizamos a seguinte transforma-

¢ao de coordenadas [10]
a

5t (2.47)

t— M — ao, O — Ao —

que resulta em

2 2 2 2 9
A

2 9 hY 2 9 -1 2
T | Py 2d¢dt + L I S )
r {2 [2 r [2

(2.48)

Neste capitulo, apresentamos de forma concisa os principais objetos geométricos de
interesse. A equacao de Einstein é introduzida e estabelece uma relagao entre o com-
portamento do campo gravitacional e sua matéria subjacente. Em seguida, abordamos
a formulacao de tétradas, que nos permitira trabalhar com espinores em espagos curvos
nos proximos capitulos. Por fim, derivamos as duas solugoes de campo da Relatividade

Geral, as quais serao analisadas quanto aos efeitos quanticos.
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3 Campos em Espacos Curvos

Neste capitulo derivamos as equacoes de onda da mecanica quantica relativistica em
um espacotempo arbitrario. Escrevemos a equacao de Klein-Gordon e a equacgao Dirac
no espago plano e em seguida efetuamos as devidas generalizagoes para um espago-tempo
arbitrario diante a introducao da derivada covariante para a equacao de Klein-Gordon
e da conexao de spin para a equacao de Dirac. As principais referéncias utilizadas na

construgao do presente capitulo sao: [32, 47, 48, 20, 49]

3.1 Equacao de Klein-Gordon

Afim de efetuarmos uma descricao de particulas quéanticas relativisticas, devemos con-

siderar o quadrimomento p* = (po, 7), que satisfaz a seguinte equagao
P'p, = m*c?. (3.1)

Para efetuarmos a quantizagdo para uma particula relativistica tomamos a generali-

zacao do quadrivetor de momento para um operador diferencial

0

que resulta na equacao de Klein-Gordon
2.2
8,0,V + ";7(3\1/ ~0 (3.3)

em que 1, ¢ o tensor métrico de Minkowski e ¥ o campo escalar, em unidades naturais’
—n"9,0,V + m*¥ = 0. (3.4)

A equagdo (3.4) pode ser derivada diretamente através do principio variacional §S = 0

a partir da seguinte acao
4 1 v 2
S = /d o5 (10,90, +m*v) (3.5)

Vale mencionar que a equacao de Klein-Gordon apresenta a possibilidade de energia
negativa e também solucdes com densidade de probabilidades negativas, que podem ser
atribuidas a existéncia de antiparticulas?. Dessa forma, a equacao de Klein-Gordon pode
ser considerada uma equagao de onda relativistica de segunda ordem no espago-tempo, e

suas solucoes representam particulas, os chamados bésons de spin zero®.

c=1=h.
Para mais detalhes veja [47].
Exemplos interessantes sao o béson de Higgs e o Pion.

2
3
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3.2 Equacao de Klein-Gordon em Espacos Curvos

Dado que temos o objetivo de descrever particulas quanticas relativisticas de spin
ZEro em espagos Curvos, seguimos a prescricdo para escrever a equagao (3.3) na forma
covariante. Generalizando a métrica de Minkowski 7,4 para uma métrica arbitraria g,,,
as derivadas ordindrias 0, para derivadas covariantes V, e o elemento de volume no espago

de Minkowski d*z para o elemento de volume covariante d*z\/—g a equacdo (3.4) se torna
—g"'V, NV, +m*U =0, (3.6)

levando em conta que a derivada covariante atuando em um escalar ¥ é dada por V,¥ =
0,V e utilizando a identidade V ,V#* = ﬁ@u (v/—gV*) para V* = 9", obtemos

1
———0, (¢"'V/=90,¥) + m*¥ = 0. (3.7)
Lo, (gv=ia.v)
Comparando (3.7) com (3.4) devemos notar que a presenga da métrica g"” e do seu
determinante /—g tornam a particula descrita pela equagao de Klein-Gordon sensivel aos
efeitos do campo gravitacional. Podemos ainda introduzir mais um tipo de acoplamento

na equagao (3.7) proporcional ao escalar de curvatura
1
————0, (¢"'/—=g0,¥) + (Mm* +ER) ¥ =0 3.8
0, (¢#=g0,) + (s + €1) 39

em que ¢ é uma constante de acoplamento, nesse caso a agao associada a (3.8) é dada por
1
S=3 / d'z\/lgl (9" VUV, T +m’T? + ERV?) | (3.9)

Uma vez dada a equacao de Klein-Gordon em sua forma covariante, nos proximos ca-
pitulos iremos introduzir a quantizacdo do campo escalar e aplicaremos esses formalismos

no espacgo-tempo de Bonnor-Melvin com constante cosmologica e na corda negra.

3.3 Equacao de Dirac

Com o intuito de tentar solucionar os problemas mencionadas anteriormente associados
a equacao de Klein-Gordon, Dirac efetuou uma fatoragdo da equagido de Klein-Gordon
obtendo uma equacao diferencial para um novo objeto matematico ¥ que foi chamado de

espinor. Partindo entdo da equacao (3.1) e propondo

P, — m2c® = (B*py + me) (v p, — me) (3.10)

em que S e v¥ sao tomados como matrizes 4 X 4 a serem determinadas, expandindo entao

o lado direito da equagao obtemos

(8P +me) (7'py — me) = By pupy — (B — ") pume — m*c”. (3.11)
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Para que a igualdade (3.10) seja satisfeita, devemos impor 5* = v* e pp, = v*v"p.p..

Levando em conta a propriedade de simetria do quadrimomento p,p, = p,p,,

v 1 v v 1 v v
VA Pupe = 5 (V=) P+ 5 () Pups (3.12)
=0
que implica na seguinte algebra para as matrizes? v*
VA A =20 (3.13)

Vale mencionar que as matrizes gama y* podem ser escritas em termos das matrizes
de Pauli

01 1 0
ol = : o’ , (3.14)
10 0 -1
da seguinte forma
. 0 ¢ 0 Iy 0
gl ( I ) g ( 0 (3.15)
Uma representacao alternativa comum na literatura consiste em

_]2><2
I 0
B=A"= "2 ,  a=py= , (3.16)
0 _IQXQ

nessa representacio vale y# = v99#74%. Retornando a (3.10), generalizando o quadrivetor

ST
o Q

de momento para um operador diferencial p, — ih0,, obtemos a equacao de Dirac

(thy"0,, — me) ¥ = 0,

(3.17)
cuja funcao de onda ¥ é o dito espinor de Dirac
(4
v
v=| *|. (3.18)
L
vy

Assim a equagao de Dirac pode ser vista com uma equacao de onda para o espinor

de Dirac envolvendo quatro equagoes acopladas cujas solugoes descrevem um férmion de
spin meio.

4

As ditas matrizes gama.
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3.4 Equacao de Dirac em Espacos Curvos

Nosso objetivo é descrever particulas quanticas relativisticas de spin meio em espagos
curvos. Para alcancar isso, aplicaremos o formalismo da base tétrada discutido anterior-
mente para realizar o transporte paralelo em um sistema de coordenadas locais. Partimos

entao do transporte paralelo em um sistema de coordenadas arbitrario (3.19)

Vi (x+dx) =VF(x) —TE (z) V" (x)da”, (3.19)
e tomamos sua generalizacao para o sistema de coordenadas locais

V(2 4+ dz) =V (2) — wlf), (2) VO da”, (3.20)
em que W((Z))V ¢ a conexao de spin cuja funcao é codificar os efeitos do espago plano no
espaco curvo e vice-versa. Para determinar a conexao de spin, tomamos a projecao do

sistema local através da base tétrada V# (x) = e’(‘a)V(a) (x) e transportamos V*(z) do

ponto x para x + dx
Vi (z — 2 +dz) = e, (v + d) V@ (z =z +dx). (3.21)
Tomando a expansao em até primeira ordem em dx na base tétrada
el (x4 da) = el (z) + 0, (el (x)) da”, (3.22)
substituindo (3.20) em (3.21) e efetuando algumas manipulagoes, podemos escrever
VI (z = 2+ da) = VP (z) — (efy () wiiy) (2) — Dvelyy () PV (2) da”.  (3.23)

Comparando com (3.19), obtemos a conexao de spin em termos da base tétrada e do

simbolo de Christoffel
Wl (@) = el () €]y (@) Tl + el (2) D, el (2) . (3.24)

abaixando o indices com a métrica do espaco plano, podemos mostrar a seguinte propri-
edade da conexao de spin w)p) = —We)@a)y- Usando a conexao de spin, podemos obter

a derivada covariante para os espinores
VU () = (0 + D (1)) ¥ (2) (3.25)

em que 2, é o coeficiente da conexao que ¢ definida de modo analogo ao caso tensorial

através do transporte paralelo para espinores
V(r—=z+dr)=V(z)—Q,(z)V(z)dz" (3.26)

Para determinar (2, podemos usar o fato de que S(z) = U (z) ¥ (z) e V@ (z) =
U (2) 7@ () devem se transformar como um escalar e como um vetor respectivamente,

em que ¥ (z) = Ut (2)4®. Efetuando o transporte paralelo para o termo escalar

S(x—x+dr)=S8(z) -V (z) (Q” (x) + V(O)QL (x) 7(0)> U (x) dzt, (3.27)
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buscando uma transformacao adequada para uma quantidade escalar, devemos impor

seguinte condi¢ao para o coeficiente de conexao de spin
O, (2)40 = ~Q, (). (3.28)
Por sua vez, efetuando o transporte paralelo para o termo vetorial
VO (@ =z +dr) = V@ (2) = T (2) 4, Q, (2)] ¥ (2) da*, (3.29)

para uma transformacao vetorial adequada, devemos impor seguinte condi¢ao para o

coeficiente de conexdo de spin

(7, (2)] = w7 (3.30)

analisando a igualdade (3.30) podemos considerar que 2, (x) deve ser dado como alguma

combinagao linear do produto de matrizes gama. Notando agora que
a _bc| _ o a,ba b, _ca bczé b ~c
[7,0}—%(777 777), o —2[%7], (3.31)
podemos tomar a seguinte proposta
Q= Wity oo (3.32)
e substituindo em (3.30) obtemos ¢ = -, portanto

q — & @@ _ 1

n =T W@ ®0 St (1

). (3.33)
Reescrevendo as matrizes gama em um sistema de coordenas arbitrario v* = eé‘a)fy(“),

podemos entdo escrever a equagdo de Dirac em espagos curvos
(iv*V, —m) ¥ =0, (3.34)

e comparando com (3.17) podemos notar a influencia da espago-tempo diante a presenca
do coeficiente da conexao de spin presente na equacao. A acgdo associada a equagao de

Dirac no espago-tempo curvo é dada por

S = / V=gd' s [(/"V, + m] ¥ (3.35)

Apresentamos de forma sucinta as equagoes de campo que descrevem bodsons de spin
zero e férmions de spin meio no espago-tempo plano e em seguida efetuamos a respectivas
generalizagdes para o espago-tempo curvo, nos proximos capitulos iremos estudar ambas
as equacgoes nos espagos de interesse, especificamente o espaco-tempo de Bonnor-Melvin

com constante cosmolodgica e a corda negra.
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4 Quantizacao dos Campos em Es-

pacos Curvos

Neste capitulo formulamos de forma geral o procedimento de quantizacao de campos
escalares em espacos curvos arbitrarios e a criagao de particulas como consequéncia da nao
unicidade do vacuo. Ilustramos em seguida essa discussao com o efeito Hawking para um
buraco negro de Schwarzschild em (141) dimensoes, utilizando dois métodos distintos, o
primeiro sendo a quantizacdo do campo e o segundo via tunelamento de particulas. Por
fim tratamos do efeito Casimir no espago-tempo de Minkowski em (141) dimensdes e
calculamos a energia de Casimir regularizada. Vale mencionar que nao temos a ambigao
de fazer um tratado sobre os temas aqui expostos. Além de ser um assunto extenso
e complexo, isso fugiria do objetivo da dissertacao. Portanto, o tratamento aqui sera
feito de forma bastante sintética e breve, apresentando os principais métodos e objetos
que serao utilizados posteriormente no trabalho. As principais referencias utilizadas na

construgao do presente capitulo sao:[32, 20, 50, 21, 51, 52, 53]

4.1 Quantizacao Canoénica

A construcao de uma teoria quantica de campos envolve uma lagrangiana', um pro-
cedimento de quantizacgdo, a caracterizacao dos estados quanticos e a interpretacao fisica
dos estados e observaveis. Vamos comegar definindo a agao para um campo escalar na
forma covariante. Em seguida, escreveremos a expressao associada ao tensor de energia-
momento desse campo e procederemos com a quantizagao candnica. Por fim, exploraremos
as transformagoes de Bogoliubov e suas consequéncias.

Em um espaco-tempo plano a invariancia de Lorentz é crucial na construcao de uma
teoria quantica de campos, permitindo a identificacdo de um tinico estado de vacuo. No
espago-tempo curvo, sob as devidas adaptagoes a simetria de Lorentz nao estd presente,
sendo substituida pela simetria por transformacoes gerais de coordenadas. Como veremos
a nao unicidade do vacuo contesta a interpretacao fisica usual do conceito de particula.
Dado que estamos interessados na quantizacao do campo escalar real no capitulo 7 no
qual estudamos o efeito Casimir, vamos considerd-lo como um modelo para esta discussao.

De forma geral, tomamos a acao de um campo escalar no espaco-tempo curvo

1 4 v 21,2 2
S:ifdw@(gﬂ VUV, 0+ mP 4 ERT?), (4.1)

1" Em contraste com descrigdes axiomdticas [54, 55
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cuja equagao covariante associada é representada por
(V. V" +m? +ER) W =0, (4.2)

em que R é o escalar de Ricci para o espaco-tempo de fundo e £ é o parametro de

acoplamento da curvatura. O tensor de energia-momento (2.11) para (4.1) tem a forma

2 0S 1 1
Ty=———=n—=V, UV, — —9,V, V¥ — —m?g,, V?
v /—_g agwj V,U v 29# Vﬂ V Qm gﬂ (43)

1
+¢ (RW - 29uuR> v+ § (gWVpr - VMVV) \I’2>

que para o caso em que estamos interessados é dado pelo chamado acoplamento minimo

& =0, que resulta em
1 o 1, 9
T, =V, VYV, — §ngp\IJV U — g™ GV (4.4)

O produto escalar entre duas solugoes da equacao de campo é generalizado como sendo
[20]

(1) = i [ d2flgs] (01 (2) 0,3 (2) = (9,01 (2)) W5 (1)) (45)
em que Y ¢ uma hipersuperficie espacial, d>* = n*dY com n* sendo o vetor unitario
orientado para o futuro normal a ¥. Pode-se mostrar que o produto escalar é independente
de X [32]. Para o caso em que® gy = 0, tomando a hiper-superficie com ¢ = constante

tem-se n* = (n°,0,0,0), goon® = 1. Nesse caso especial, o produto escalar assume a forma

(U, Wy) =i /E d'a/lglg® (W10005 — W06, ) . (4.6)

No esquema de quantizagdo canoénica, de forma anéloga ao espago-tempo plano o pri-
meiro passo consiste em construir um conjunto completo de modos {V; (z), V7 ()}, que
sdo as solugbes para a equagao de campo (4.2) obedecendo as condigbes de ortonormali-
Zagao:

(U3, V) = dij, (‘I/;k, q;;) = —dy, (‘I’z‘a q;;) =0, (4.7)

em que indice ¢ representa o conjunto de niimeros quanticos que rotulam os modos e o
simbolo d;; deve ser entendido como o delta de Kronecker para nimeros quanticos discretos
e como a funcao delta de Dirac para niimeros quanticos continuos.
De forma equivalente ao caso do espago-tempo plano, a quantizacao é feita diante a
expansao do campo quantico em modos diante os operadores de criacao a; e aniquilacao
t

a;

v=3 (@0, (z) + al W] ()] . (4.8)

O indice 7 representa o conjunto de ntimeros quanticos que rotulam os modos, isto é,

o sfimbolo ¢;; deve ser entendido como uma delta de Kronecker para ntimeros quanticos

2 k=1,23.
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3

discretos e como a funcao delta de Dirac para os continuos®. As seguintes relagoes de

comutacgao sao validas

[ai,aH = 0ij, la;, a;] =0, [aT aT} = 0. (4.9)

i Yy

A construgao posterior do espaco de estados de quanticos é a mesma descrita para o
espaco de Minkowski, no entanto no espaco-tempo curvo, em geral, a escolha dos modos
W, ndo é unica. Como consequéncia, nao existe uma noc¢ao unica do estado de vacuo e a
noc¢ao de “particula” torna-se ambigua, essa nao unicidade é uma caracteristica essencial
da teoria quantica de campos espacos curvos com consequéncias fisicas, por exemplo, o

fendomeno da criagdo de particulas oriundo de campos gravitacionais.

4.2 Transformacao de Bogoliubov

Nessa secao iremos utilizar as transformacgoes de Bogoliubov buscando entender as
implicacoes da nao unicidade do vacuo em espagos curvos, para tal, iremos calcular o
valor esperado do nimero de particulas para os estados de vicuo [32]. Além dos modos

{Wi(2), U7 (2)}, (4.10)

consideramos um segundo conjunto ortonormal completo de modos

{U; (@), (2)}, (4.11)

que nos permite efetuar a seguinte expansao
v=3 @9, () + @V (v)] (4.12)
J

tal que um novo estado de vacuo é definido por @; |0) = 0 e um novo espago de estados

quanticos pode ser construido pela atuacao do operador de criacao 6} no estado de vacuo.

Podemos relacionar as bases (4.10) e (4.11) com respeito a uma expansao em termos
dos coeficientes aj; = (@j, \I/Z) e B =— (@j, \I/;*)

)

De maneira similar podemos relacionar as bases (4.11) e (4.10) com respeito a uma
expansdo em termos dos coeficientes @;; = (\Pi,ﬁj) e By =— (%,@;)

U = (@, + B, V), (4.14)

J

3 Naturalmente para niimeros quanticos continuos a soma sobre os modos deve ser encarada como uma

integral adequada.
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notando que
(0, 7)) = (7}, 9;) = (T, \11) (0, 75) = - (7;, %), (4.15)
obtemos as relagoes entre os coeficientes em modos distintos
Qij = a;iﬂ Bij = —Bji, (4.16)
de modo que podemos reescrever (4.14) da seguinte forma

U, =Y (a5 - B,,7;). (4.17)
j
Inserindo (4.13) nas relagoes de ortonormalizagao (@j, Wl) = d; e (@j, @;) =0,
obtemos respectivamente
Z (ajiog; — BjilB) = dji, Z (ejiBu — Bjioui) = 0. (4.18)
De forma anéloga, agora podemos considerar as relagoes entre os operadores de aniqui-

lagdo e criagao nas duas bases (4.10) e (4.11). Expandido os dois conjuntos de operadores

de criagao e aniquilagao em relagao um ao outro

a; = (\I’, ‘;[/l) = Z ([ﬁj@j + E}L@H ,\I/j) = Z (Ozjlaj + Bj*l@;r) , (419)
a, = (111,@[) = Z (|:aj\:[jj + aT\I/ﬂ ,@j) = Z (al*jaj — Bf}a}) , (4.20)

temos as transformacoes de Bogoliubov, representadas pelas relagoes (4.19) e (4.20), que
descrevem as relagoes entre dois conjuntos de operadores de criagao e aniquilacao. Nesse
contexto, os coeficientes «;; e 8 sao denominados coeficientes de Bogoliubov.

A partir de dois conjuntos de modos, temos dois estados de vacuo diferentes: |0) e |0),
que definem conjuntos de espacos de estados quantico distintos. Para entender a relagao
entre esses conjuntos, analisamos a agao do operador de aniquilacao no novo estado de

vacuo |0).

J

a;i 0) = 3 (ay@; + pjal) [0) = 3 65 1) # 0 (421)

isso implica que se [3;; # 0 entao o estado |0) ndo é um estado de vacuo para os modos

(4.10). Para o valor esperado do ntmero de particulas obtemos

(0| N; [0) = (0] ala; |0) = Zﬁh = (LT5) Zyﬁﬂ (4.22)

. . ’ T, / 2 ’
que evidencia que o vicuo dos modos W; contém >=; |3;;|” particulas no modo ;.
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4.3 Radiacao Hawking

Estamos interessados em ilustrar as consequéncias da implementacao dos campos
quanticos no espago-tempo curvo, como discutido na se¢ao anterior 4.1. Para isso, consi-
deramos um exemplo canonico: a temperatura de Hawking. Em outras palavras, diante
da implementacao dos efeitos quanticos na gravitagdao, podemos demonstrar que os bura-
cos negros emitem radiacdo cujo espectro possui uma temperatura bem definida, a qual
é inversamente proporcional & massa do buraco negro [20]. Por simplicidade tomamos

entdo a solugao de Schwarzschild em (1+1) dimensoes?* [50]

2
ds? = (1 - :9> ar— (4.23)

em que 2M = r,, com M sendo a massa do buraco negro®. Introduzindo as coordenadas
dr

1-Tg9>
T

tartatuga no cone de luz & =t — r* e v = t + r*, podemos reescrever a métrica (4.23) da

de tartaruga r* = r —r, +1ryln (TL — 1) e dr* = e em seguida as coordenadas de
g

seguinte forma

,
ds® = (1 — —2— | dudv 4.24

= (1= ) e o
que ¢ definida apenas na regiao fora do horizonte do buraco negro. Por outro lado,

podemos considerar as coordenadas do cone de luz de Kruskal-Szekeres,

u = —2r, exp <_2u> , v = 2r, exp (;) (4.25)
r r

g g

de modo que a métrica (4.23) assume a seguinte forma

ds? = 9 exp (1 _rwv)
r (u,v)

) dudv, (4.26)
Ty

que por sua vez é definida no espaco todo. Afim de efetuarmos a quantizagao, tomando
a acdo de um campo escalar minimamente acoplado ¢ = 0 nao massivo m = 0 em (1+1)

dimensdes para a agao (4.1)

1
S=3 / 1\ =ggP 9, VU, (4.27)

e levando em conta ambas as descrigoes (4.24) e (4.25), para a agao (4.27), obtemos as

equagoes de movimento 9,0,V = 0 e 9;0;¥ = 0. Para os nossos objetivos é suficiente

wu o efzﬂu

tomar as solugoes na forma ¥ o e~ em que w e §2 sdo os modos de

frequéncia positiva. Efetuando entao a quantizagao via expansao em modos
0 dw 1 . . oo 4O 1 A v A
U= / — |7 a,, +e“Mal | = / e g, 4 Mg | (4.28
» IV | I= ) Gepvam e et e (429

(1 dimensao temporal + 1 dimenséo espacial).
5 G=h=c=k=1.
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em que os operadores de criacdo e aniquilacao satisfazem as regras de comutacgao

[aw, aw =0 (w — wl) , {bg, bH =4 (Q — Ql) , (4.29)

w

e definimos respectivamente o vacuo de Kruskal |0x) e o vicuo de Boulware |0g), como
sendo
a, |0k) =0, bol|0g) =0. (4.30)

Relacionando os operadores {aw, ai)} e {bQ, b}z}, diante a transformacao de Bogoliubov
(4.19)

bo = /OOO dw (agwaw - ﬁgwal) : b, = /Ooo dw (a;}wal - 5;gwaw) , (4.31)

e substituindo a transformacao Bogoliubov na regra de comutagao (4.29), obtemos a

condicao de normalizacao para os coeficientes
(- :/Ood 05— BauBi ). 4.32
( ) 0 w (aQ RO BQ ﬁQ w) ( )

Substituindo (4.31) na expansao que define o campo em ambos os referenciais (4.28),
e utilizando (4.32), apds alguma &lgebra encontramos que
2 210 2
lagul” = e |Baul” (4.33)
Associando a nomenclatura de a-particulas e b-particulas ao conjunto de operadores
a, € bg, podemos agora calcular o niimero de b-particulas em a-vicuo tomamos o valor

esperado do operador nimero de b-particulas Ng = b})bg
(Na) = (0k| bhba |0x) = (0] /O dws | B * aval, |0k) = /O dwlBoul®.  (4.34)

Utilizando a regra de normalizacao (4.32) para {2 = Q) e a relacdo entre os coeficientes

da transformacio de Bogolyubov (4.33), podemos escrever®

/0°° d |Bou? = [ = 1] 6 (0) (4.35)

portanto, o nimero de ocupacao pode ser escrito da seguinte forma

. x —1
(No)y=[e —1] 40, (4.36)
que pode ser identificando como uma distribuicao de Bose-Einstein, e assim podemos

atribuir um banho térmico ao observador de Boulware, que é da dita temperatura Hawking

[50]

Portanto o observador de Boulware é acoplado as flutuagoes quéanticas do vacuo e

T (4.37)

essas flutuacoes o excitam como se o observador estivesse em um banho térmico com

temperatura inversamente proporcional a massa do buraco negro.

6 _ 1
I{—TM.
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4.4 Tunelamento de Particulas

Embora a quantizacdo dos campos quanticos em espacos curvos tenha sido o mé-
todo inicialmente considerado na obtengdo da temperatura Hawking [56, 57], diversos
métodos foram desenvolvidos para calcular as propriedades termodindmicas de buracos
negros. Dentre eles podemos considerar o método de tunelamento quéantico [52]. O mé-
todo consiste em obter solugdes das equagoes que descrevem as particulas quanticas, como
por exemplo, as equagoes de Klein-Gordon e a equacao Dirac, utilizando a aproximacao
WKB, e calcular a probabilidade de tunelamento dessas particulas através do horizonte
de eventos do buraco negro em questao. Esse método apresenta intimeras vantagens em
comparagao ao método anterior, como por exemplo a simplicidade nos cédlculos.

Dado que iremos utilizar o método de tunelamento de particulas para calcular a tem-
peratura Hawking da corda negra no capitulo 8, temos o objetivo de efetuar sua ilustracao,
com esse proposito estabelecemos também um paralelo com a secao anterior 4.3 e toma-
mos um campo escalar ¥ descrito no espaco-tempo de um buraco negro de Schwarzschild
em (141) dimensoes [58]

dr?
(=)

Utilizando a equacao de Klein-Gordon na forma covariante (3.6)

ds* = — (1 _ 7“9) di® + (4.38)

r

2 2
—8,?\1/+<1—T9> 83\If+6r( —”)8&—”1( _7”9)\1;:0 (4.39)
r r h? r
e assumindo a seguinte proposta de solucao’

U (t,7) = exp <—;I (t,r)) , I(t,r)=—-Et+W(r), (4.40)

em que F é a energia da particula escalar. Substituindo a proposta (4.40) em (4.39), e
isolando W ()

d
Wy (r) = i/< : )\/E2 - (1 - Tg) m2, (4.41)
_Tg r
resolvendo a integral via teorema de residuos para o polo simples r = r, temos [59]
Wy (r) = £2miEr,,. (4.42)

A probabilidade de tunelamento de uma particula de dentro para fora do horizonte com

energia E ¢é dada por I' = exp [-4ImW, ] [60], que resulta em

I' = exp (—4nryE) , (4.43)

7 Que é aproximacao utilizada no método WKB [52].
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e comparando com I' = exp[—BE] , em que 8 = (Ty') identificamos a temperatura
Hawking
K

Ty = —. 4.44
=g (4.44)

Podemos observar que a temperatura de um buraco negro depende exclusivamente dos
parametros da métrica. Embora essa temperatura coincida com a obtida anteriormente,
¢ importante ressaltar que os conceitos e técnicas envolvidos sao substancialmente dife-
rentes. No primeiro tratamento, a temperatura de Hawking é uma consequéncia da nao
unidade do vacuo em espagos curvos, enquanto no segundo tratamento, a temperatura
pode ser obtida através do fendmeno de tunelamento de particulas quanticas através do

horizonte de eventos dos buracos negros.

4.5 Efeito Casimir

O efeito Casimir é uma previsao da teoria quantica de campos que foi experimental-
mente verificada. Pode ser compreendido como um fenémeno de sensibilidade do vacuo
quantico em relagao as condigoes de contorno. Fisicamente, as flutuagoes do vacuo entre
duas placas metalicas paralelas e infinitas descarregadas resultam em uma forca atrativa
entre elas, que é independente do material que as constitui [61].

Uma descricao realista do efeito Casimir requer a quantizagao do campo eletromagné-
tico com condigoes de contorno que simulem as placas condutadoras, porém o estudo de
campos escalares se mostra uma ferramenta bastante interessante para entender esse tipo
de fendmeno, pois requer um tratamento mais simples ainda assim mantém as principais
caracteristicas do efeito.

Dado que estudamos esse efeito com respeito a métrica (7.1), isto é, estudamos o
efeitos das condigoes de contorno e do espago-tempo de fundo na flutuacao do vacuo,
temos o interesse de ilustrar o efeito Casimir no espaco-templo plano. Tomamos entao
um campo escalar ¥ sem massa em (141) dimensoes entre duas placasem z =0e x = L

que satisfaz as seguinte condi¢bes de contorno
U(t,x)|,_o=Y(ta),_, =0, (4.45)

considerando a equagio 9?¥ — §2¥ = 0, e impondo as condigoes de contorno (4.45),

obtemos

U, (t,x) = (Ane_i“"t + Bneiw"t) sin (w,x) , W, ]nll;r (4.46)

efetuando a quantizagao (4.8)

1 & sin (wya) ,
W (t 2 lape et 4 af eont (4.47)
=IX o | )

tal que
{an,a ,} =0, (4.48)
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Afim de determinar o valor esperado da energia com respeito ao estado fundamental,

devemos considerar o hamiltoniano do sistema que é dado por

(%) +(%)

em que Ty é a contrapartida quéantica de (4.4) e W é o campo quéntico (4.47). Calculando

1 L
Too = H = 5/ dz (4.49)
0

o valor esperado [50], podemos escrever

1 1 & f—
= _(0|H|0) = — = ) 4.
€0 =7 (0| H[0) = 5= > wn QLQ;n (4.50)

Devemos notar que a principio a densidade de energia de Casimir é divergente, pois se
trata se uma soma infinita em n, a forma usual de contornar esse problema se da diante

um procedimento de regularizacdo. Especificamente identificamos da fungio zeta (A.1)

oo 1 o e

((@)=> —=>n (4.51)

n=1 n n=1
e efetuando a continuacdo analitica®, que nos permite obter um valor finito para x = —1

[50]
1

—1)=—— 4.52
(1) =5, (452)

e portanto um valor finito pra a densidade e energia de Casimir

oo
24172

€) =

(4.53)

Desenvolvemos, de forma geral, o procedimento de quantizagdo candnica para um
campo escalar em um espago curvo arbitrario. Demonstramos o fenémeno de produgao
de particulas devido a nao unicidade do vacuo e abordamos a temperatura de Hawking
como exemplo em duas abordagens distintas. Calculamos também a densidade de energia
de Casimir. Pretendemos utilizar a discussao realizada aqui no estudo do efeito Casi-
mir no Espago de Bonnor-Melvin com constante cosmoldgica, bem como na obtencao da

temperatura de Hawking via tunelamento de particulas para a corda negra.

8 Chamamos esse procedimento de regularizacio via funcio zeta de Riemann.
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5 Equacao de Klein-Gordon em

Bonnor-Melvin-A

Neste capitulo, analisamos a influéncia do campo gravitacional produzido pela solu-
¢ao de Bonnor-Melvin com constante cosmologica sobre campos escalares massivos, ou
seja, o efeito do campo magnetico e da constante cosmologica. Obtemos uma solugao
exata da equacao de Klein-Gordon e, em seguida, tratamos do caso assintotico da solucao
supondo a constante cosmologica suficientemente pequena. Por outro lado encontramos
uma solugao para o caso em que a constante cosmolégica seja suficientemente pequena e,
sob a condicao de contorno da parede dura, obtemos o espectro de energia da particula
escalar. Além disso, com relagdo ao caso da constante cosmoldgica ser suficientemente
pequena, introduzimos um potencial escalar do tipo Coulomb e obtemos a solugao ade-
quada e o espectro de energia para a particula escalar. Em seguida tratamos do oscilador
de Klein-Gordon sujeito a um potencial escalar do tipo Coulomb. Resolvemos a equa-
¢ao relativistica no regime em que a constante cosmologica é suficientemente pequena e

obtivemos o espectro de energia.

5.1 Equacao de Klein-Gordon: Solucao Exata

Sistema fisicos com campos magnéticos intensos tem despertado bastante interesse da
comunidade cientifica nos ultimos anos, por esse motivo vamos nos dedicar ao estudo de
bésons no espago-tempo de Bonnor-Melvin com constante cosmolégica [14], que é uma

solugao exata das equacoes de Einstein-Maxwell com simetria cilindrica dada por

H2
ds® = —dt* + dp® + A<'0)d<p2 +dz?, (5.1)

em que H (p) = VAo sin (\/ 2Ap> é campo magnético, A é a constante cosmoldgica positiva

e 0 uma constante de integracao. O tensor métrico pode ser escrito da seguinte forma

10 0 0 -1 0 0 0
0 1 0 0 0 1 0 0
= 7 wy (5.2
(9p) 0 o2sin? (\/2Ap) 0 (g) 0 0 a2sm2%\/ﬁp) 0 5:2)
0 0 1 0 0 0 1

e 0 nosso objetivo € investigar o comportamento dos campos escalares nesta métrica. Para
alcangar esse objetivo, é necessario resolver a equacao de Klein-Gordon na sua forma

covariante, que pode ser escrita como:

Ou 9" V/=g0,¥| — m*¥ =0, (5.3)

-
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Substituindo os coeficientes da métrica, o determinante g = det (g,,) = —o? sin® (\/ 2Ap)
e em seguida efetuando algumas manipulagoes, a equacao de Klein-Gordon no espago-

tempo de Bonnor-Melvin com constante cosmoldgica assume a seguinte forma:

- S B R N S
Ot*  tan (\/ 2Ap> dp  Op*  0z*  42sin? (\/ 2Ap) dp?

Tomando uma proposta de solucdo que poderia ser obtida a através da separagao

m2> =0 (54)

variaveis da equacao de Klein-Gordon
U (t,p,p.2) = e R (p), (5.5)

em que os numeros quanticos €, [ e p, estao associados, respectivamente, a energia, mo-
mento angular em torno de ¢ e momento na direcao z. E importante observar que o
numero quantico [ estd associado a um setor peridédico da solugao e, portanto, assume os

seguintes valores: [ = 0,41, 42,43, ---. Definindo ¢* = € — m? — p?, obtemos a equagio

T S .
dp2 tan (\/QAP) dp 0'2 sin2 (\/ 2Ap

Para resolver a equacao radial, fazemos a seguinte mudanca de variavel, u = cos (\/ 2Ap),

radial

) - 42) R(p) = 0. (5.6)

que resulta em

o A*R (u dR (u ¢? 1 12
(1-?) dug)—zu di)+<2A—(1_u2)2A02>R(u):0. (5.7)

1
Identificando pu = \/2LAU eV = (% + i) 7 — %, a equacao toma a forma da equacgao

associada de Legendre para p e v

N PR dR(w) ! )
(1—u) T2 —2u T +<V(V+1)—1_UQ>R(u)—0, (5.8)

cujas solugoes para u,v € R e u € (—1,1) sdo as ditas fungoes de Ferrer de primeiro e
segundo tipo, que sao respectivamente denotadas por: P¥ (u), Q¥ (u). No caso em que os
parametros sao reais, ambas as solugoes sao dadas em termos da fungao hipergeométrica
F(a,b;¢;2)

F (a,b;c;2) = T

(5.9)

para mais detalhes veja o apéndice A. Dado que P¥ (u) é bem definida para quaisquer

1, v, a solucao fica

1+z
11—z

R(u)szj(u)z( >5F<V—i—1,—y+1;1—u;;—;u), (5.10)

recuperando os parametros, podemos escrever a solugao para a componente radial

R(u):P‘/ZLA" (u) = <1+u)mF(a,b;c;;(1—u)>; (5.11)

1—u
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1 1
¢? 1 ¢? * 3 ]
= —. = —: =1- . 5.12
“= <2A+4 Ty 2A+ Ty ¢ Ve 01
Podemos ainda investigar o comportamento assintético da solucao radial, levando em

conta que A seja Suﬁcientemente pequena que implica em v suficientemente grande tal

2
solucao radial, nesse caso podemos escrever

que nesse regime vale v = f — 2. Tomando entao a expressao assintética (A.17) para a

[l

pY2he (COS (\/ﬁp)) ~ (sm\(/Q_\//;_f\p)) J I (Cp) ~ J\/%U (Cp) - (5.13)

Portanto, obtemos uma solucao exata na equacao de Klein-Gordon. Além disso, con-

V2A 2

seguimos identificar o caso assintético para uma constante cosmoldgica pequena. De-
monstramos que a solugao radial, nesse limite, é expressa por uma funcao de Bessel do

primeiro tipo.

5.2 Niveis de Landau

Podemos assumir que a constante cosmolégica é muito pequena [62, 63], de fato em
unidades naturais', temos que A = pyac (S@”) = 5.06 x 10~%4GeV?, em que Pyac = 3 X
D

10~*"GeV* é a densidade de energia do vacuo e m, = \/E ¢ a massa de Planck. Sob esse

H?(p)
A

dado, podemos considerar em uma expansao em que somente o primeiro termo é

significativo. Nessa aproximagao a métrica (5.1) assume uma forma conica?:
ds® = —dt? + dp® + 2Ao?pPde?® + d22. (5.14)

Procedendo de forma inteiramente analoga ao feito para a obtenc¢ao da equagao (5.6),
obtemos a equacao radial nessa aproximacao

*R(p)  1dR(p) 2 r _
i Toa T (( -~ 2A02p2>R(p)—0. (5.15)

Tomando a seguinte mudanga de variavel p = (p, a equagao radial (5.15) assume a
forma da equagao de Bessel (A.3)

d*R  1dR 12
-—— 1l— — =0 5.16
dp? + p dp + ( 2A02p2> k=0, (5.16)

cuja solucao geral é expressa em termos das funcoes de Bessel de primeiro tipo Jy e

segundo tipo Y), em que A\ = % de modo que a componente radial pode ser escrita

CO1mo:

R(p)=c1d_u_ (Cp) + Yy . (Cp), (5.17)

oV 2A oV2A

1
c=1=h

Um importante exemplo de métrica conica é a métrica da corda césmica, que pode ser obtida através

de considerac¢bes sobre a quebra espontanea do potencial de Higgs e possui implicagbes bastante

interessantes em cendrios cosmoldgicos e astrofisicos, para detalhes veja [64, 65, 66, 67).
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a funcao Y, diverge na origem e portanto, tomamos c; = 0, 0 que mostra consisténcia
entre a aproximacao feita e o tratamento assintético da solugao exata.

Afim de determinar o espectro de energia, podemos impor a condi¢do de contorno de
parede dura® que consiste em assumir que a funciao de onda se anula em algum p = p,,

que é um raio arbitrario e distante da origem [68]. Utilizando entao expansao assintética

2 I m™ =
J\/LLMT(Cp)~1/WCOS<§p—\/2_/\(72—4>. (5.18)

Impondo a condigdo de parede dura na expansao assintética

2 I T
/ o T_T) o, 1
— cos (Cp 5% 2 4) 0 (5.19)

e observando que a fungao cosseno ¢é peridédica obtemos a seguinte expressao

(A.6), ficamos com

i =~ = =
o T T T o 5.20
e kg2 4 2 >:20)

em que n é um numero inteiro. Lembrando da definicao ¢? = €2

— m? — p?, obtemos o

espectro de energia

+ (3+ >2+(3+> ! + . 7T2+ 2+ p2 (5.21)
€4 = —+n - +n —4+m : )
= 4 4 V2Ao  8Ac?| p? Pz

Buscando uma aplicagao, consideramos como um exemplo o espectro de energia asso-
ciado a massa de um pion [63]. Em relacdo a amplitude do campo magnético, levamos
em conta valores comparaveis aos valores estimados de campos magnéticos resultantes da

colisdo de fons pesados altas energias Hy = v/Ao ~ 101G [69, 70].

3

“hard-wall condition”
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Figura 1 — Gréfico do espectro de energia em GeV, para n variando de —3 até 3 e [ variando
de 1 até 6. Em unidades naturais, p, ~ m ~ 0.134 GeV e p_! ~ 0.134 GeV.
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Figura 2 — Gréfico do espectro de energia em GeV, para n variando de —20 até 20 e [
variando de 0 até 20. Em unidades naturais, p, ~ m ~ 0.134 GeV e p,! ~
0.134 GeV.
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Figura 3 — Gréfico do espectro de energia em GeV, para n variando de —3 até 3 e [ variando
de 1 até 6. Em unidades naturais, p, ~ m ~ 0.134 GeV e p_' ~ 0.0134 GeV.
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Figura 4 — Gréfico do espectro de energia em GeV, para n variando de —20 até 20 e [
variando de 0 até 20. Em unidades naturais, p, ~ m ~ 0.134 GeV e p! ~
0.0134 GeV.

Nas figuras acimas plotamos o espectro de energia variando os ntimeros quanticos n
e | e fixando o momento na direcdo z, a massa, a intensidade do campo e a componente
radial. Esses resultados indicam que campos magnéticos dessa ordem possuem efeitos

apreciaveis no espectro de energia de particulas.

5.3 Potencial Escalar Tipo-Couloumb

Nessa secao temos o objetivo de introduzir um pontencial escalar, especificamente
um potencial do tipo-Couloumb na equacao de Klein-Gordon. Tomando a prescricao de
incorporar um potencial escalar na equacao de Klein-Gordon através da modificacdo do
termo de massa?, isto é m — m + V (p), de forma geral, podemos escrever:

1
V=9

Essa prescricao é compativel com introduzir o acoplamento com potenciais eletromagnéticos via aco-
plamento minimo [47].

Ou 9" V=90, %] — (m +V (p))* ¥ = 0. (5.22)

4
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Consideramos o caso de um potencial do tipo-Couloumb V (p) = %, com 7 sendo um
uma constante de acoplamento real, que implica na seguinte modificacdo® da equacao

radial para a métrica de Bonnor-Melvin com constante cosmoldgica (5.1)

R(p)=0. (5.23)

PR() VI _dR() [, 2 L, 2
dp? tan (\/ 2Ap) dp o2 sin? (\/ 2Ap> p? p

Levando em conta a aproximagao para constante cosmologica suficientemente pequena

(5.14) ficamos com

d’R(p) 1dR(p) o  2mm 1 I? 5
- — I A T = 24
2 o £+ PR ACTvER R(p) =0, (5.24)

¢ devemos notar ainda que para n = 0, recuperamos (5.15). Assumindo R (p) = p~2® (p),

a equagao radial pode ser escrita como uma equagao de Schrodinger efetiva

d*® 9
7 Ve + & @ =0, (5.25)
em que o potencial efetivo é dado por
1 12 1 2mm
Vig = | —— 2 - 4+ =1 5.26
i <4+022A+77>p2+ = (5.26)

que determina a existéncia de estados ligado para 1 negativo, como podemos bem ver nos

graficos abaixo.

Vit (GeV)?

2000 4000 6000 8000 0 p(GeV)™

W =0
i mi=1
=2

Figura 5 — Gréfico do potencial efetivo V.g com respeito a p, para l =0,1,2 e n = —0.3.
Em unidades naturais, m = 0.135 ¢ Hy = 0.195 GeVZ.

b2 =—e2+m?+pl
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Figura 6 — Gréfico do potencial efetivo Vg com respeito a p e n, para [ = 1. Em unidades
naturais, m = 0.135 e Hy = 0.195 GeV>.

Analisando o comportamento da equacao efetiva de Schrodinger em relacao a variavel

radial na origem e no infinito [47, 71|, tomamos

 (p) = p (#577) a0 (), (5.27)

substituindo (5.27) em (5.24) e tomando a mudanga de varidvel: p = 2i(p na equagio

radial obtemos

2102
1 M2+ — | -7
<+ 77+A02)

Definindo os parametros

1 / 2(? mn
= | = 2 - !
a_[2(1+ 4n +A02>+ ¢

temos a equagao de Kummer (A.8)

2
Pd—ﬁg+

dF

— — F=0.(52
i 0. (5.28)

1 212 mn
“ 1 An2 4+ adds
2(+ 77+AU2)+5

b= 1+1/4 >y 28 (5.29)
) - 77 A0_2 ) *

d*F dF

de modo que a solucao geral é dada por (veja o apéndice A.3)

F (p) =aM (CL, b, 2§p) + U (a'7 b, 2§p) ) (531)
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e dado que U (a, b, 2£p) diverge na origem, tomamos ¢; = 0. Com o objetivo de obter uma
solugdo bem definida para (5.27) e também obter o espectro de energia de um bdson sujeito
a um potencial escalar do tipo-Couloumb na métrica em questao, podemos impor em
(5.31) o caso de solugbes polinomiais [31], a = —n em que n = 0,1,2,3,---. Substituindo

o pardmetro (5.29) na condicao, podemos escrever o espectro de energia

212
ex ==+ |— i 5 +m?2 4 p2. (5.32)

<n+§+\/n2+$)

Como feito anteriormente, a modo de exemplo, plotamos o espectro de energia para a

massa de um pion [63], com intensidades de campos magnéticos comparéaveis aos campos

magnéticos resultantes das colisdes de fons pesados Hy = v Ao ~ 109G (69, 70].

0.1909188000
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€, (GeV)
0

0.1909184000

0.190918
0.190918
0.190917

0.1909182000

0.1909180000
0

0.1909178000

Figura 7 — Gréfico do espectro de energia em GeV, para n variando de 1 até 6 e [ variando
de 1 até 6. Em unidades naturais, p, ~ m ~ 0.134 GeV, n = (47)710.303.
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Figura 8 — Gréfico do espectro de energia em GeV, para n variando de 1 até 6 e [ variando

de 1 até 6. Em unidades naturais, p, ~ 0.134 GeV, m ~ 1.34 GeV, n =

(47)~10.303.

Plotamos o espectro de energia nas figuras acima de modo que efetuamos a variagao

dos ntimeros quanticos n e [ e fixamos o momento na dire¢do z, a massa, a intensidade do

campo, o acoplamento com o potencial e a componente radial. Esses resultados indicam

que campos magnéticos dessa ordem possuem efeitos pouco apreciaveis no espectro de

energia de particulas.
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Figura 9 — Gréafico do espectro de energia em GeV.

GeV e Hy ~ 0.195GeV2.

Em unidades naturais p, ~ m ~ 0.134
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Figura 10 — Grafico do espectro de energia em GeV. Em unidades naturais p, ~ m ~ 0.134
GeV e n = 239
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Além disso, plotamos o espectro de energia em termos do pardmetro de acoplamento
n e em termo da intensidade de campo magnético Hj, fixando a massa, o momento na
direcdo z e [l = 1,5,10 para n = 1,2,3. Ambos os plots indicam a existéncia de estados

ligados.

5.4 Oscilador de Klein-Gordon com Potencial Esca-

lar

Consideremos a métrica (5.14), temos agora o objetivo de estudar o comportamento de
campos escalares, em especifico o dito oscilador de Klein-Gordon com potencial escalar do
tipo-Couloumb [72]. Para alcancgar esse objetivo, partimos da equacao de Klein-Gordon

em espagos curvos introduzindo o acoplamento minimo [73, 74, 75]

P — (pu +imOX,), (5.33)
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em que §) é a frequéncia de oscilagdo e X, = (0, p,0,0). Introduzindo o potencial escalar
[76, 30, 77] m — m + V, ficamos com

1 v 2
= (0 +mOX,,) (6"V=9 (0, — mOX,) W) = (m + V)* W =0, (5.34)

e substituindo os coeficientes da métrica em questao

_672 + iQ [ '2A + mS g + 672
o " 9 \tan (Varp) ) Op 02

1 o? 9 V2AmSQp
+ — MmO+ (m+ V) +m*QPp*+ ————< || ¥ =0
o2 sin? (\/ 2Ap> dp? ( ( ) g tan (\/ 2Ap)
(5.35)

Levando em conta a simetria axial do sistema, podemos considerar a seguinte proposta
de solucao
(1, p,p,2) = P> R (p), (5.36)

que resulta na equacao radial associada ao oscilador de Klein-Gordon com potencial es-

calar no espago-tempo de Bonnor-Melvin com constante cosmoldgica

d*R (p) V2A dR (p)
dp? - (tan (\/ﬁp) * me) dp

12 V2AmSQp
+leE=—p2—(m+V) —mQ— —m?Q?p? — ———— L | R(p) =0.
( ( ) o2 sin? (\/ 2Ap) P tan (\/ 2Ap) (v)

(5.37)

Tomando um potencial escalar do tipo-Couloumb V' = % e definindo ¢? = €2 —p? —m?,

a equacao radial fica

d2R(p)+< V2A >+m9p) dR (p)
tan

dp? (V2Ap dp
12 2mn  n? V2AmQp
+ Q_mQ_ _ _7_m2922—7 R =0.
(< 02 sin? (\/ 2A,0) p p? a tan (\/ 2Ap> (v)

(5.38)

Analisando a equacao podemos notar que uma mudanca de varidvel do tipo u =
cos(\/ﬂp) nao é capaz de simplificar a equacao. Buscando entdo uma solugao para a
equacao radial, vamos tomar a aproximacao para A pequena na proxima se¢ao. Tomando
a aproximacdo em que a constante cosmoldgica é suficientemente pequena, a equacao
radial pode ser escrita como

’R(p) (1 dR (p)
— Q
2 + p + milp 7

12 1 2m
+ <<C2 — 2mQ) —m*Q%p* — [21\02 +772] — 77) R(p) =0,
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e para obter a solugao de (5.39), primeiro tomamos uma transformacao na coordenada

radial s = p?, que resulta em

a1,

S 2

N <(§2 —2mQ)  m2*Q*  my B ( 12 +772> 1

(5.40)
2A0? 452> E(s)=0.

4s 4 + 245

As autofungoes normalizaveis podem ser obtidas diante a seguinte proposta de solucao

1 [o2, 12
R(s) = s2 V" o cmams g () (5.41)
que resulta em
d*G (s) b\ dG (s) c d
_ e R = 42
ds? * CH_S ds * S+3% G(s)=0 (542)
em que definimos
Qm V2 [2An20? + 12
= — b= —\/————F— +1 4
“= 9 2 Aoz (5.43)
QOm 12 & nm
= |20 2 > = 44
¢ T T T 1E (5.44)
Retornando & mudanca de varidvel s = p? e em seguida tomando uma nova trans-
formagdo para a varidvel radial p = —y/ap obtemos a equagdo de Heun Biconfluente
(A.18)
d*G 1+« dG 1 1
—B—=2p| — —a—2)—=[0+(1 — = 4
e (- a-2) e fo-amn - Jpraraiile = G

cujos parametros sao dados por,

2ab + 4
0=2%-2 « f=0 =i 5

. \8/% (5.46)

Escrevemos entao explicitamente a equacao

0°G 2b—-1 _ \ 0G 4c 8d

que por sua vez, possui a seguinte solucao geral
G (p) = c;HeunB (a, 0,7, 0, —\/5,0) + cop~ 2 HeunB (—04, 0,7, 0, —\/ap) , (5.48)

em que ¢; e ¢y sao constante arbitrarias. Diante a divergéncia apresentada na origem
do segundo termo, tomamos ¢ = 0. Buscando uma solu¢ao bem definida e também

com objetivo de determinamos o espectro de energia, tomamos a condicao de solucao
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polinomial a fun¢ado de Heun bicofluente (A.20), dada por v — a — 2 = 2n, com n sendo

um inteiro positivo, que nos permite obter o espectro de energia

2
er =+ [Qm (n—l—\/n2+2A02) + m? + p2. (5.49)

Tomamos o exemplo para a massa de um pion [63] e levamos em conta campos mag-
néticos da ordem da colisiao de fons Hy = VAo ~ 10"°G [69, 70], para obter resultados

numéricos.

Figura 11 — Gréfico do espectro de energia em GeV, para n variando de 1 até 6 e [ variando
de 1 até 6. Em unidades naturais, p, ~ m ~ Q ~ 0.134 GeV, n = (47)~'0.303.
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Figura 12 — Grafico do espectro de energia em GeV, para n variando de 0 até 20 e [
variando de 0 até 20. Em unidades naturais, p, ~ m ~ Q ~ 0.134 GeV,
n = (47)~10.303.
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Figura 13 — Grafico do espectro de energia em GeV, para n variando de 1 até 6 e [ variando
de 1 até 6. Em unidades naturais, p, ~ 0.134 GeV, m ~ 1.34 GeV, (2 ~ 0.134
GeV e n = (47)710.303.
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3.5

Figura 14 — Grafico do espectro de energia em GeV, para n variando de 0 até 20 e [
variando de 0 até 20. Em unidades naturais, p, ~ 0.134 GeV, m ~ 1.34 GeV,
Q0 ~0.134 GeV e n = (47)710.303.

Obtemos nas figuras acima os espectros de energia para a variagdo dos nimeros quan-
ticos n e | e fixamos o momento na direcdo z, a massa, a intensidade do campo, o
acoplamento com o potencial, o parametro de amortecimento 2 e a componente radial.
Esses resultados indicam que campos magnéticos dessa ordem possuem efeitos apreciaveis
no espectro de energia de particulas.

Nesse capitulo estudamos a equagdo de Klein-Gordon na métrica (5.1) em diversos
cenarios, obtemos solucao exata, estudamos o caso assintético para constante cosmoldgica
pequena, introduzimos o potencial escalar e o termo de oscilador. Obtemos o espectro de
energia e analisamos o exemplo para pion em todos os casos mencionados. No préximo

capitulo temos interesse de efetuar a analise da equacao de Dirac em (5.1).



o7

6 Equacao de Dirac em Bonnor-
Melvin-A

No presente capitulo, analisamos a influéncia do campo gravitacional produzido pela
solugao de Bonnor-Melvin com constante cosmoldgica sobre campos fermionicos massivos.
Em especial, escolhendo uma base tétrada apropriada, resolvemos a equagao de Dirac no
regime em que a constante cosmoldgica seja suficiente pequena e, sob a condicao de

contorno da parede dura, obtemos o espectro de energia da particula espinorial.

6.1 Equacao de Dirac

Nesta segao consideramos a métrica de Bonnor-Melvin com constante cosmoldgica [14].
Temos o objetivo de estudar o comportamento de campos fermionicos nesse espago-tempo,
como discutido anteriormente, devemos definir uma base tétrada eff) que conecte o espago

plano e o espaco curvo
g (2) = €l (2) e () iy w) (6.1)

em que g, ¢ a métrica do espago curvo e 7, ¢ a métrica do espago plano. Tomamos a

seguinte escolha de base tétrada

10 0 0 10 0 0
(@( ) 01 0 0 ‘() 0 1 0 0 6.2)
e r) = o sin(V2A ) € a r) = :
g 0 o 7Y ” 00 vy ¢
0 0 0 1 0 0 0 1
Dado que estamos interessados na equacgao de Dirac em espagos curvos
(V"0 + 1y, —m) U =0 (6.3)

devemos determinar os coeficientes da conexao de spin €2,. Esses coeficientes, por sua
vez, nos permitem determinar o seguinte termo #(),, presente na equacao. Que a partir

de (3.33) fornece a relacao

P, = VQA,Y(,D).
4 tan (\/ 2Ap>

Substituindo entao os coeficientes da base tétrada e da conexao de spin na equacao de

(6.4)

Dirac em espacos curvos obtemos a equacao

0 0 V2A 0 P o .
(ORI [P Sais— R € ——] N o7y I - )
(7 ot K (80 4 tan (\/ 2Ap) ) ! 0z gsin (\/ 2Ap) K dp
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Explicitando as matrizes gamma em coordenadas cilindricas
10 0 O 0 0 01
O 01 0 O ’ o 0O 0 1 0 | (6.6)
00 -1 0 0 —1 0 0
00 0 -1 -1 0 0 0
01 0 0 00 —
A& = 00 -1 ’ ~®) = = 00 , (6.7)
-1 00 O pl 0 2 O
0 1.0 O -1 0 0
e tomando a seguinte proposta de solugao para o espinor ¥(¢, p, ¢, z) de Dirac
Ry (p)
o R
U (t,p,p,2) = e "elei= 2 () ; (6.8)
R (p)
Ry (p)

obtemos o seguinte conjunto de equagoes diferenciais acopladas de primeira ordem para

Ri(p), Ra(p), Rs(p) e Ra(p)

i p<p> 4 4tan%p) " sin (lmp) R (p) +ip-Rs (p) — i (e +m) Ry (p) =0,
dRc?p(p) 4tan¢(2¢_Am) " gsin (lmp) R (p) — ip=Ra (p) =i (e +m) Ra (p) = 0,
diﬁp) 4tan¢(?m) s (lmp) Ry (p) + ip:Ra (p) — i (¢ —m) Ry (p) = 0,
= p(pu 4tan€m)‘gsm(lmp) Ry (p) = ip-Fa (p) i (€ = m) Ra (p) = 0.

(6.9)

Isolando as componentes Ri(p) e Rs (p) respectivamente da primeira e da segunda

equagao de (6.9)

1 [dRi(p) V2R l Z, ]
R (p) = ietm) _ 0 + (4tan (ﬂp) + e (ﬂp)) Ry (p) + ip.R3 (P)_ ;

1 [dRs(p) VoA l . ]
B0 =evm | (4tan (Vakp) osin (\/2_1\/))) Tl =i o))

(6.10)

e substituindo devidamente R;(p) e Ry (p) na terceira e quarta equagao de (6.9), renome-

ando R3 = R, Ry = R_ e definindo ¢? = €2 — m? — p?, obtemos uma equacio diferencial
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radial de segunda ordem que codifica a solugao para equagao Dirac

d*R+ (p) L VA dR:(p)
dp? 2tan (V2Ap)  dp

1 3, 1 IV2A A
+ LmQ(\/ﬂp) (—SA—szzgcos(\/ﬂpD —i—CQ—g

Uma mudanga de variavel do tipo u = cos(v/2Ap) nao é capaz de simplificar a equagao

(6.11)
Ry (p) =0.

radial, entao, afim de resolver a equagao buscamos o caso em que a constante cosmoldgica

é pequena.

6.2 Equacao de Dirac: A <1

Supondo que a constante cosmoldgica é suficientemente pequena, a equagao (6.11) se

torna

@PRe(p) | 1 dRs(p) [(

A 13 P z
> Ay _ L (3 — 0. (6.12
d? " 2p dp ¢ 8) p2<16+16A02:F\/_2A0>1Ri(p) 0. (6.12)

Afim de resolver a equagio (6.12) efetuamos a transformacao Ry = piFy (p) e defini-

mos os seguintes parametros

a’ = gté 2=ty ’ : (6.13)
N 8 )’ =7 \4 16A02:F\/2A0 .

de modo que obtemos a equagao de Bessel (A.3)

d*F dF
p2 i2(/?) iy + (P)
dp dp

cuja solucao geral é dada em termos da funcao de Bessel de primeiro tipo .J, de da funcao

+(a?p* = 1) Fi (p) =0, (6.14)

de Bessel de segundo tipo Y,

Fy (p) = crduy (ap) + e2Y, (ap), (6.15)

em que c¢; e ¢y sao constantes reais arbitrarias. Dado que o segundo termo apresenta

divergencia na origem, tomamos ¢y = 0 e a solugdo entao fica

(1+L¢4> ((CQ B /8\>2 p) : (6.16)

Afim de determinar o espectro de energia, podemos impor a condi¢do de contorno de

Fo(p)=cJ

[N

parede dura que consiste em assumir o espinor se anula em algum p = p,, que é um raio
arbitrario e distante da origem [68]. Utilizando entdo expansdo assintética para (A.6),

ficamos com

Jy. (ap) ~ #COS <C2—A>2 —1<1+ ’ F l >z7r—17r
ve (0P (-0 s) P72 47 16A02 T V2o 4
(6.17)

NI
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entao, impondo a condi¢ao de parede dura na expansao assintotica temos

2 (( ) A)é 1 (1 I? l )é 1 )
—cos | |CC—=| po—=(-+ F 7—-n] =0 (6.18)
2 8 2\4  16Ac2 4
7T(<2_%) Puw 7 2Ao

dado que a fungao cosseno é periddica

N

A2 1/1 12 [ 1 T
2 " e T
(g 8) pe 2<4+16A02:F\/ﬂg> TTAT T (6.19)

2

em que n é um nimero inteiro. Lembrando da defini¢io ¢* = € — m? — p?, obtemos o

espectro de energial

2 1

=+ (3+ >+1 - + + 2 g (6.20)
T 17 ") T aVa T A0 T VRAg| 2 8T ‘

Como era de se esperar, embora mais geral, o espectro de energia? obtido se assemelha

ao espectro obtido no estudo da equacao de Klein-Gordon. Como feito anteriormente, to-

mamos o exemplo da massa de um pion [63], levando em consideragdo campos magnéticos
da ordem de Hy = /Ao ~ 10"G [69, 70].

0.0175
0.0150
0.0125
0.0100

0.0075

0.0050

Figura 15 — Grafico do espectro de energia e em GeV, para n variando de —3 até 3
e | variando de 1 até 6. Em unidades naturais, p, ~ m ~ 0.0005 GeV,
pot ~0.0005 GeV e A ~ 0.

1 Os elétrons em geral existem apenas em estados de energia positiva [47].

2 Devemos notar que €, s6 é bem definido para 8 — %, / % >1> % (80 + v 6322).
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0.05

0.04

0.03

0.02

0.01

Figura 16 — Grafico do espectro de energia €. em GeV, para n variando de —20 até 20
e | variando de 0 até 20. Em unidades naturais, p, ~ m ~ 0.0005 GeV,
p5t ~0.0005 GeV e A ~ 0.
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Figura 17 — Grafico do espectro de energia €, em GeV, para n variando de —3 até 3
e | variando de 1 até 6. Em unidades naturais, p, ~ m ~ 0.0005 GeV,
p5t ~ 0.0005 GeV e A ~ 0.
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Figura 18 — Grafico do espectro de energia €, em GeV, para n variando de —20 até 20
e [ variando de 0 até 20. Em unidades naturais, p, ~ m ~ 0.0005 GeV,
pot ~0.0005 GeV e A ~ 0.

Plotamos nas figuras acima o espectro de energia e_ e e, respectivamente. Variado
os numeros quanticos n e [ e fixamos o momento na dire¢do z, a massa, a intensidade do
campo, o acoplamento com o potencial, o parametro de amortecimento {2, a componente
radial e constante cosmolégica. Esses resultados indicam que campos magnéticos dessa
ordem possuem efeitos apreciaveis no espectro de energia de particulas.

No presente capitulo estudamos a equagao de Dirac na métrica (5.1) considerando a
constante cosmoldgica pequena e obtemos o espectro de energia. Isto é, até o momento
investigamos a influencia do campo gravitacional (5.1) com respeito ao comportamento
de particulas, o préximo passo de interesse consiste em investigar o comportamento de
do campo gravitacional (5.1) com respeito aos campos quanticos. No proximo capitulo

trataremos entao o efeito Casimir para campos escalares.
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7 Efeito Casimir no Espaco-Tempo

de Bonnor-Melvin-A

Nos capitulos anteriores estudamos a equacao de Klein-Gordon e a equagao de Dirac
que descrevem particulas quanticas, um caminho natural consiste em estudar o campos
quanticos no espago-tempo de interesse. Portanto neste capitulo, analisamos a influéncia
do campo gravitacional produzido pela solu¢ao de Bonnor-Melvin com constante cosmo-
logica sobre o campo escalar quantizado no regime em que a constante cosmoldgica seja
suficientemente pequena. Obtemos os modos escalares resolvendo a equacgdo de Klein-
Gordon, normalizamos a solu¢do pelo produto interno de Klein-Gordon, efetuamos a
quantizagao canonica, implementamos a condigdo de contorno que codifica as placas con-

dutores e obtemos a energia de Casimir regularizada.

7.1 Espaco-Tempo de Bonnor-Melvin-A

Tomando a métrica (5.1), podemos considerar o caso em que constante cosmologica é

suficientemente pequena, que resulta em
ds® = —dt* + dr* + 2Ao*p*dp* + dz*. (7.1)

Afim de respeitar a configuracao das placas, vamos considerar um referencial cartesiano
local descrito pelo sistema de coordenadas cartesianas [78], tomando entdo a seguinte

transformagao p = /22 + y? e p = arctan (g) a métrica (7.1) assume a seguinte forma

ds? — —di?+ [wQ + 2A02y2] 9 [y2 + 2Ao%a? 1 —2A0?

(22 +y?) (z2 +9?) (z2 +9?)

Devemos notar a métrica de Minkowski s6 ¢ recuperada para o caso em que H =

] dy* +xy [ 1 2dxdy+dz*. (7.2)

2A0? = 1, que é uma condicdo bastante especifica. Isso mostra que por mais simples que
essa métrica seja, ela pode ser capaz e exibir efeitos nao triviais diante a intensidade do

campo magnético.

7.2 Modos Escalares

No processo de quantizagao canonica descrito anteriormente em 4.1, o primeiro passo
consiste em obter os modos escalares que sao solugoes da equacao de Klein-Gordon. Uma
vez obtidos os modos, procedemos efetuando a sua normalizacao e finalmente efetuamos

a quantizacao diante a expansao do campo quantico em termos dos modos escalares e dos
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operadores de criagdo e aniquilagao, para tanto tomamos entao a equacao de Klein-Gordon
em sua forma covariante, ou seja em espacos curvos
1
Vo’

Por simplicidade, escolhemos o caso nao massivo m = 0. Levando em conta que o

O [V=99"0,¥| — m*¥ =0, (7.3)

espacamento entre as placas seja pequeno, devemos considerar que as componentes da

métrica sejam constantes [35], que resulta em
GO}V + ¢gTTOIW + gW LW + g7 0TV + 20,0,V = 0. (7.4)
Tomando a seguinte proposta de solucao para os modos escalares
U (t,x,y,2) = e @y (x) eFrveths= (7.5)

que quando substituindo na equacao de Klein-Gordon resulta na seguinte equacao para a

componente x(x)

X ()

€T N dXx 4
XD g i) PO 4 gt — gk — gk v @) =0 (76)

dx

Assumindo agora que y (z) = xoe®”, a equagao diferencial se reduz a uma equagao

algébrica para « cuja solucao é dada por

gxy s \/_ <gmy>2 k; + g2 (gttw2 + gyykg + gzzkg)
g go®

a = —ik, (7.7)

e substituindo ¢** e g** podemos escrever a solugao para x (z)

: 2—gY¥k2 k2 oy 2 w2 gYYE2 k2

; gTYN\2 9 L s T i 9%y 2 97 Ry Rz

—Zky giz T 7/\/( gTT ) ky+ 9ZT T 7 <qrr ) ky+ 9%T x
cie + coe

g

X () = xoe

(7.8)

Implementando as condigoes de contorno de Dirichlet em (), dadas por

x (0) =x (L) =0, (7.9)

que fisicamente falando codificam as placas e significa o que as placas estao estao alinhadas

no eixo x. Obtemos a seguinte condigdo para coeficientes da solugdo ¢; = —cy € para
2,2 ] 2

LS A
L2 ga:m Y

X (z) = Xoefikyzﬁx sin (T:U) , (7.11)

w? = w? com n inteiro

+ g%k + K (7.10)

que resulta em
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e por consequéncia, os modos podem ser escritos da seguinte forma

Y
Uy, (t, 2,1, 2) = Nye “rtelhveihez =iy gz gy (Lx) . (7.12)

Os modos escalares devem ser normalizadas de acordo com o produto escalar de Klein-
Gordon [20]

(U, 0,0) = z/ 0gs 008 40 nAds (7.13)

em que! d¥ = dxdydz é o elemento de volume, gs = 2Ac? é o determinante induzido

métrica na hipersuperficie espacial ¥ e n = (¢, 0,0,0). Impondo entdo a condicio de

ortogonalidade
(Uk, W) = 0,00 (ky — k) 0 (ke — k) (7.14)
ficamos com
(U, W) = NZ (27)? <§> 20iV/2h0 8,06 (k, — k) 6 (k. — K.)]. (7.15)

que nos permite obter a constante de normalizacao para os modos

1
(27)? Wi LV2Ao

e com isso a solugao para os modos escalares fica

e—iwkteikyyeikzz i nm
Uy = e e Tsin (—ua ) . (7.17)

2m\ wi LV 2Ao L

Uma vez dados os modos normalizados, podemos efetuar a quantizagao via expansao

NE =

(7.16)

do campo em termos dos modos e dos operadores de criagao e aniquilacao.

7.3 Energia de Casimir

Dado que estamos interessados na energia de Casimir, efetuamos a quantizacao via
expansao em modos, que consiste em efetuar a soma sobre todos os modos associados ao

problema, que resulta em

U (t,z,y, 2 Z / dk, / dky (Vo ey + Vg b i) (7.18)

Levando em conta as regra de comutacao para os operadores de criacao e aniquilagao

(4.9), podemos escrever o valor esperado da densidade de energia da seguinte forma

(0] Tp [0) = Ty [V, U] - (7.19)
k

<=
U w0y =y (0407 ) - (0405) @
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Isso significa que o valor esperado do operador tensor de energia-momento é dado
diante a integragao sob modos com respeito ao tensor de energia-momento classico. Con-

siderando o caso nao massivo, de forma geral temos

1
Et = —§gttgpoap\1’k(%\112 + 8t\118t\:[/7;, (720)
e substituindo os modos, os coeficientes da métrica e atuando as derivadas obtemos
N2
T, = 7"3 [fk sin® (Tz) + G, cos? (Tmﬂ (7.21)
em que definimos
zy\2 2,2
9" VT
Fi = <w,§ +gVk2 — ( mx) k> + k:f) , Gi=yg 7z (7.22)

A densidade de energia de Casimir é obtida através da expressao

1 BN
Eone = %/\/|gg|w“w (0] T, |0) dS (7.23)

gt

em que wh = o e V, = [x/|gs|d¥ é o dito volume préprio [37]. Apds algumas
g

manipulacoes obtemos
1
fae = 5 / dk, / dk, N2 (7.24)
substituindo a constante de normalizacao (7.16)

fue = (2L2m)*V2Ao) S / dk, / dkwr, (7.25)

Lembrando da expressao para wy em (7.10), devemos notar que a densidade de energia
de Casmir (7.25) é uma quantidade divergente diante a soma em n. Buscando uma

quantidade finita, devemos entao introduzir um processo de regularizacao.

7.4 Regularizacao

A densidade de energia (7.25) é divergente com respeito a soma e integragdo, para
calcular um valor finito para a energia do vacuo podemos tomar o processo de regularizagao
dimensional que consiste em efetuar uma integracao em s dimensoes e em seguida efetuar a
continuagao analitica para soma em n, identificando a funcao zeta de Riemann. Definindo

a parte divergente como

n2m? s 3
T, = / dk, / dk.wy = / dk, / dk, (gm 5 +Aky+k:z> (7.26)
em que A = {gyy — (g;%)z]' Tomando /%z = Ak; e l%z = k? e em seguida definindo

=2 22 =2
ky =k, + k,, podemos escrever

1 27, T
In—\/z/dkT<g

n’m? .2\ 2
72 +kT> (7.27)
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utilizando o resultado [79]

| dPrr ) = s [P ) (7.28)
0 r (g) 0
para o caso de D = 2, ficamos com
2w - - TL27T2 5\ ?
L= / - ( o+ kT> , (7.29)

temos entao o objetivo de calcular a seguinte integral [80]

S
2

7, / dk:Tk:T< s +1§:> , (7.30)

que recupera (7.29) para s = —1, Tomando u = g”" = 4 /{:T, obtemos
S s 2r 1 n2r2]' 2
I, = —/ duu™2 = e 7.31
VA Ju(o) VA (s —2) lg L? ] (7:31)

e substituindo (7.31) na densidade de energia de Casimir (7.25) temos

Cwe = ((2m) 2LV2RGVA (s — 2)) " (¢7)' (Z)H S 62, (7.32)

Identificando a funcao zeta de Riemann (A.1)

oo 1 o0 e
g(m):Z—gC:Zn (7.33)
n=1 i n=1
ficamos com
_ s 2—s
fae = ((2m) 2LV2R0VA (s — 2)) ' (g)' (2) C(s—2). (7.34)
Efetuando a continuacao analitica da fungdo zeta, de modo que para s = —1 vale a

seguinte igualdade ¢ (—3 podemos escrever a energia de Casimir regularizada®

>: 1207

w2 1

€vac = — T .
1440L% \2ho

(7.35)

Neste capitulo efetuamos a quantizagdo canonica do campo escalar nao massivo com
condigoes de contorno que simulam placas metéalicas no espago-tempo (5.14). Obtivemos
a energia de Casimir regularizada e analisando a expressao (7.35) podemos constatar que

a densidade de energia ¢ inversamente proporcional a intensidade do campo magnético.

2 Definindo Lf, =L/ gf,z.
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8 Corda Negra de Kiselev Car-
regada em Rotacao e Radiacao

Hawking via Tunelamento

No presente capitulo generalizamos a solucao das equacoes de campo da relatividade
geral obtida em [39], introduzindo um tensor de energia-momento com carga elétrica para
a corda negra com quintesséncia de Kiselev. Vale mencionar que a corda negra é vista
como um buraco negro cilindrico e a quintesséncia de Kiselev como um fluido anisotrépico
proposto como modelo para a descricao da energia escura. Efetuamos também a imple-
mentagao do momento angular na solucao obtida [10] e em seguida estudamos os efeitos
quéanticos nesse espago-tempo. Analisamos o comportamento de particulas escalares des-
critas pela equacao de Klein-Gordon, obtemos a probabilidade de tunelamento através do
horizonte de eventos e a temperatura Hawking pelo método de tunelamento de particulas

discutido anteriormente.

8.1 Equacao de Campo e Solucoes

Observagoes de supernovas sugerem que o universo se encontra atualmente em es-
tagio de expansao acelerada [81]. Uma das formas de explicar esse fato, é efetuando a
introducao de algum tipo de energia que provoque tal aceleracao, energia essa que ficou
conhecida como energia escura!. Um modelo de energia escura bastante estudado em
cendrios cosmologicos é o de quintesséncia que é descrito por um campo escalar [82].

A possivel existéncia de energia escura deve ser capaz de alterar a geometria do espaco-
tempo e portanto deve ser capaz de afetar as propriedades de objetos compactos. A
primeira descrigao envolvendo quintesséncia e buracos negros conhecida na literatura foi
feita por Kiselev [83, 84]. Recentemente a quintesséncia de Kiselev foi estudada no &mbito
da corda negra [39], temos entdo o interesse em generalizar tal resultado adicionando
carga elétrica na solucao obtida, isto €, temos interesse em um solug¢ao do tipo corda
negra carregada e cercada por um fluido de quintessencia anisotrépico. Partimos entao

das equagoes de campo da relatividade geral na presenca de constante cosmologica

1
R, — iRg‘W + Ag = 87T, (8.1)
assumindo a constante cosmoldgica negativa A = —l%, em que [ é raio de curvatura em

AdS, e duas fontes de matéria que nao interagentes entre si 7}, = Tlgll,) +T 1512,), em que Tﬁ)

1 A natureza da energia escura se mantem como uma questdo em aberto na comunidade fisica.
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¢ dado como o tensor de energia-momento eletromagnético

1 1
1 e}
T;Ey) = E <F5Fl/p - Zg;wFaﬁF ﬂ) ; (82)
F/J,I/ - 8;LA1/ - aI/A/.M (83)
A, =—h(r)é), (8.4)

e Tﬁ) é o tensor de energia-momento de quintesséncia, cujas componentes invariantes sao

dadas por [83, 39]

T} =17 = —pq, (8.5)
.1
TS =T = py (Buy + 1), (8.6)
e a equacao de estado ¢ dada por?
1 1
P= 50 (Bwy + 1), —1<w, < -3 (8.7)

Buscando entao uma solucao com simetria cilindrica, tomamos a métrica da corda

negra com f (r) a determinar

G

em que em que —00 < t <00, 0 <r<o0,0< ¢ <2me —00 <2z < oo. Substituindo

ds®* = —f (r)dt* + +r2d¢? + = (8.8)

l2

os coeficientes da métrica (8.8) em (8.1) com (8.2), (8.5) e (8.6), podemos escrever as

equacgoes de campo de Einstein da seguinte forma

if/ (r) + :2f (r) — l?; =— (h/ (r)>2 — 8mp, (8.9)
1f” (r) + if' (r) — z?; = (h’ (r)>2 + 87qu; (3w, +1). (8.10)

Afim de determinar A (r), recorremos as equagoes de Maxwell

V=gF". =0, <\/_Ff“’) =rh" (r)+2h (r) =0, (8.11)

que resulta em

21
h(r) rQ (8.12)
de modo que as equagoes de campo da relatividade geral se tornam
1 4l2Q2
)+ f ) -5t =g, (513
1 . 1., 3 4r2Q* 1
*f (r) + ;f (r) — 2 4~ gl (Bwg +1). (8.14)

2 Note a existéncia de pressdao negativa.
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Substituindo (8.13) em (8.14), obtemos

1

r2f(r) + 3rf (r) (wg + 1)+ f(r) Bwy + 1) + (3w, — 1)

finalmente resolvendo a equagao (8.15), obtemos

r2  2m N,
f(r):ﬁ_ :

r r3wg+1

4l2Q2 B
5 90 %r% (w, + 1) = 0,
(8.15)
Z2Q2
E (8.16)

Portanto determinamos uma generalizagao da solu¢ao dada em [39], diante o termo

de carga (). Devemos notar que a carga influencia significativamente o comportamento

da solucao, e pode evitar a existéncia do horizonte de eventos:
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Figura 19 — Graficos de ¢"" por w, com [ = 100, N, = —=0.1, m =1 e @ = 0.1,0.01,0.001.
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9 =100, Ng=0.1, Q=0.1, m=1
15+
1
10 W w,=--
s
2
W wg=-=
Wg=-1
5 q
\M | 0 I | Lr
5 10 15 20 25 30
g
g

1=100, N¢=0.1, Q=0.01, m=1

15}

10+

9 =100, Ny=0.1, Q=0.001, m=1
151
10
1
W w,=-=
5 ) s
] wq——2
P Wg=-1
P 5 10 15 20 25 30
-5t
-10+ r

Figura 20 — Graficos de ¢"" por r com [ = 10, N, = 0.1, m =1 e @ = 0.1,0.01, 0.001.

Obtemos entao a métrica de uma corda negra carregada imersa em um fluido de
quintessencia que é dada por
2 202 2
r 2m N, [ dr
ds? = — | & — — + —L- + © dt* + s
12 r r3wg+1 72 (ﬁ _2m N 2Q )

2 r FBwgTT 2

2
+ r?de* + %sz,

(8.17)
em que m e N, sao constantes de integragao. A contraparte rotativa da métrica da corda
negra carregada com quintessencia (8.17) pode ser obtida usando as transformagoes [10]
a

il (8.18)

t— M — ao, O — A\ —

2 , A ~ ..
em que A = 4/1+ % e a é o parametro de rotagao, explicitamente podemos escrever
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er
2

e r2  2m N, 12Q)?
- re Qﬂ + + 2Q 2)
l2 dwq+1 (

e s i S ) (At — ado)® + ( -

2

+ 7 (addt — N2 ds)” + de

l

A transformagado que implementa a rotagao introduz uma rotacao no potencial eletro-

magnético dada por

Ay = =Xh(r) &), + Pah(r) &5, (8.20)

O horizonte de eventos de ambas as solugoes (8.17) e (8.19) se dé para o caso em que

g =0, que leva a
Pt _ omPp3te 4 3 1lQ? 1 PN, = 0. (8.21)

Diante as dificuldades de resolver a equagao (8.21) analiticamente, tomamos o caso

extremo em que w, = —1, que resulta em uma equacao algébrica de quarto grau
1
(12 + N, > rt o+ 2mr — PQ* = 0, (8.22)

cuja solugao é dada por [85]

NI 2 2ml?
r= ) _5$\/3(1+12Nq>’ (8.23)

Vom2i? | s \/ 16 11Q° ¢ 16 14Q6
=2 1+l — 1+12N,) + 41— /1 — —— (1 + 2N,
1+ 12N, * 27 mt (L+EN) + 27 m* (L+EN) )

(8.24)
0 que mostra a existéncia de horizontes de eventos bem definimos para a corda negra que

estamos considerando.

8.2 Particulas Escalares na Corda Negra e Efeito Haw-
king

Para calcular a probabilidade de tunelamento de particulas escalares através do do
horizonte de eventos no espacgo-tempo de uma corda negra carregada imersa em um fluido
de quintesséncia, utilizaremos a forma covariante da equacao de Klein-Gordon. Apds
obtermos uma solu¢ao usando a aproximacao do método WKB, poderemos calcular a
probabilidade de tunelamento através das probabilidades de emissao e absor¢ao. Para
isso, consideraremos a equacao de Klein-Gordon para um campo escalar ¥, que é dada

por

\/1__g <3a n ZEAQ [\/_—ggozﬁ (aﬂ - i;AB> qf} - ﬁqf =0, (8.25)
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em que e é a carga da particula escalar. Aplicando a aproximacdo WKB, e assumindo a

seguinte proposta [86]

Wt 62) = exp | 1T (4.7,6,2)] (3.26)
a equacao assume a seguinte forma?
9% (0a1051 + €2 AaAg — 2eAadpT) +m? = 0. (8.27)

Substituindo os coeficientes da métrica (8.17) e explicitando a soma
g (DT — eA)? + g [0.1)7 + g% [051)° + 977 [0.1)7 +m? = 0, (8.28)

levando em conta a simetria cilindrica do espago-tempo de fundo (8.17), assumimos a

seguinte forma da solugdo da equacgao (8.28)
I = —Et+W(T) + qub—i— JQZ (829)

em que F, J; e Jy sdo respectivamente os nimeros quanticos associados a energia, ao

momento angular e ao momento na diregao z. Substituindo (8.29) e isolando W (r)

JE+eA) + f (r) (990T2 + g7=J3 + m?)
) ’

utilizando o teorema de residuos podemos efetuar a integracdo em torno do polo no

Wi (r) = + / dr (8.30)

horizonte de eventos r, [88]

Wi(r)= ﬂ:f,?ir) (E - 62;?) : (8.31)

Agora, as probabilidades de cruzar o horizonte de dentro para fora e de fora para

dentro sao dadas por
2 2
Pnissio OC €XP (—ﬁImW+> , Pibsorgio X €XP (—hImW_) , (8.32)

assim, podemos obter a probabilidade de tunelamento de uma particula de dentro para

fora do horizonte da corda negra, que é dada por [52]

Pemisséo 4
'« ——— =exp (—ﬁlml> = exp (—4ImW, ) (8.33)

P, absorcao

que resulta em

2ry 2m (Bwg+1) Ny 212Q2
2 72 B3wgt2 3
¥ . ¥

['=exp |— in <E - eZZQ> . (8.34)
( )

3 Também chamada de equagdo relativistica de Hamilton—Jacobi [87].
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Comparando a (8.34) com I' = exp[—BE] , em que* 8 = (T") identificamos a tempe-

ratura Hawking

Ty =

1<2r+ 2m 3wy +1) N 2l2@2>_ (8.35)

m\e tE T e T3
A temperatura (8.35) depende explicitamente do raio do horizonte de eventos, do
parametro da constante cosmoldgica, da massa da corda negra, dos parametros da quin-

tessencia e da carga.

8.3 Particulas Escalares na Corda Negra em Rotacao

e Efeito Hawking

Temos agora o interesse em calcular a probabilidade de tunelamento através do hori-
zonte de eventos para a métrica (8.19), que descreve uma corda negra munida de carga,
rotacao e imersa em um fluido de quintessencia. Entdo de forma inteiramente analoga a
se¢ao anterior, partimos da equacao de Klein-Gordon na forma covariante para um campo

escalar U

j_—g(@a ){rgaﬁ( ﬂ_ﬁAﬁ) \p} —ﬁqf—o (8.36)

em que e € a carga da particula escalar. Aplicando a aproximacao WKB, substituindo os

coeficientes da métrica e assumindo a seguinte proposta [86]

U (t,r 0, )—exp{ I(t,r o, )}, (8.37)

h

podemos escrever a equagao de Klein-Gordon da seguinte forma

m? + ¢" (9,1 — eAt)2 +4q" [8,,1]2 + ¢ (Op] — eA¢)2 + g** [831]2

(8.38)
+29' (01051 + A Ay — eAdyl — eAyD,T) =0
levando em conta a simetrias cilindrica do espago-tempo de fundo, tomamos
I=—Et+W(r)+ J1¢p+ Joz (8.39)

em que F, J; e Jy sdo respectivamente os nimeros quanticos associados a energia, ao

momento angular e ao momento na diregdo z. Substituindo (8.39) e isolando W (r)

i/d \/l4 - 51 0)

22

¢¢> 22 ¢> 2
X \/(E + eAt)2 + i}“ (Ji — eAy)? + 972 + 2? (eAs — J1) (eAi + E) + Zﬁt
(8.40)

4 Tomamos a constante de Boltzmann k = 1.
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levando em conta o teorema de residuos podemos efetuar a integragao em torno do polo

no horizonte de eventos r, [88]

. 9 2 2 o
W () = j:z7r\/(E +eA)” + l?? ({1 —eAy) —i—jz—/\ (eAy — J1) (€A + E)
[ (re) (>\ - l%)

Assim, podemos obter mais uma vez a probabilidade de tunelamento de uma particula

(8.41)

de dentro para fora do horizonte da corda negra, que é dada por [52]
I' = exp [-4ImW,] (8.42)

que resulta em

Am\ /(B + eAy)’ + 155 (Ji — eAy)’ + 2 (eAy — Jy) (A, + E)

o 2 (Bwg+1)N, 2202 2 (843)
(l;‘FTZL_ ngwq+2q_ 3 )( _l%i)j

I'=exp |—

+ + T+

Comparando com I' = exp[—3E] , em que 8 = (T}') identificamos a temperatura

Hawking para este caso

H (8.44)

- 2 2 3we+2 3
AT \ 1 T i T

1 <2T+ 2m (Bw,+ 1) N, 2l2Q2>

Portanto, devemos notar que a temperatura (8.44) depende explicitamente do raio do
horizonte de eventos, do parametro da constante cosmologica, da massa da corda negra,
dos parametros da quintessencia, da carga e também do parametro de rotacao introduzido

no espaco-tempo.
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9 Conclusoes

Em conclusao, nessa dissertagao abordamos a influéncia do campo gravitacional em
particulas e campos, assim como as solugoes de campo para as equagoes da relativi-
dade geral. No capitulo 5, resolvemos a equacao de Klein-Gordon no espaco-tempo de
Bonnor-Melvin com constante cosmoldgica. Nesta andlise, obtivemos uma solucao exata
inicialmente e, considerando a constante cosmoldgica suficientemente pequena, resolve-
mos as equagoes tanto para o caso livre quanto para o caso com um potencial escalar do
tipo-Coulomb. Em seguida resolvemos a equagao do oscilador de Klein-Gordon sujeito a
um potencial do tipo-Coulomb no espaco-tempo em questao, e considerando a constante
cosmoldgica suficientemente pequena, obtivemos o espectro de energia e verificamos que
o mesmo depende dos parametros do problema.

No capitulo 6 resolvemos a equacao de Dirac no espaco-tempo de Bonnor-Melvin com
constante cosmoldgica, considerando a constante cosmolégica suficientemente pequena,
calculamos o espectro de energia diante a implementagdao da condicao de contorno de
parede dura.

No capitulo 7 obtivemos os modos escalares para o espaco-tempo de Bonnor-Melvin
com constante cosmoldgica, considerando a constante cosmologica suficientemente pe-
quena e efetuamos a quantizacao do campo escalar via quantiza¢ao canonica, e obtemos a
energia de Casimir regularizada, mostrando que ela depende explicitamente da intensidade
do campo.

No capitulo 8 generalizamos a solugao de corda negra com quintessencia ja conhecida
na literatura introduzindo um termo de carga na solugao e calculamos a temperatura
Hawking pelo método de tunelamento de particulas, mostramos entao que a temperatura
depende explicitamente dos parametros do problema, explicitamente o raio AdS, a carga
da corda, os parametros de quintessencia e por fim o parametro de rotacao.

No quesito de perspectivas futuras, as técnicas obtidas no desenvolvimento do presente
trabalho sao bastante poderosas, e portanto todos os resultados obtidos sao passiveis de
generalizacao, a modo de exemplo, podemos investigar novas solugoes das equagoes de
campo da relatividade geral, podemos estudar outros tipo de potenciais nas equacoes de
campo, investigar o efeito Casimir no espago-tempo da corda negra e também considerar

campos quanticos fermionicos.
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APENDICE A - Funcées

Especiais

Este apéndice tem por objetivo apresentar as fungoes especiais utilizadas neste tra-
balho, juntamente com suas respectivas caracteristicas. As definigbes completas dessas

fungoes podem ser encontradas em [89, 59, 90, 91]

A.1 Funcao Zeta de Riemann
A funcao zeta de Riemann é definida por
()= —=> n" (A.1)

que converge para todo x > 1. Uma continuacao analitica estende esta funcao para todo

z € C, exceto x = 1 em que ((z) possui um polo. A fungao ((z) obtida via continuagao

analitica ¢, no entanto, finita em x = —1 cujo valor é dada por
(D=1 (A2)
A.2 Funcao de Bessel
A equacao de Bessel é dada por
226525 + z(f;; + (22 — V2) w =0 (A.3)

cuja solugoes padrao sio as fungoes de Bessel de primeiro tipo J, (2) e segundo tipo Y, (2),

dadas respectivamente por

k
1.2
2\Y k (ZZ )
y =\ = —1 A4
/ (2) g;;( ) ET (v +k+1) (8.4)
Y, (2) = Jy (2) cos.(mr) —J_,(2) (A.5)
sin (v7)
para v fixo, e z suficientemente grande, temos as expressoes assintoticas
2 1 1 o

Jy (z) ~ — (cos (z — VT - 47T) + €l¥lo (1)) : (A.6)

Y, (2) ~ \/Z (Sin (z - ;wr - iﬂ) + €|sz|0(1)> . (A.7)
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A.3 Funcao de Kummer

A equagao de Kummer ¢é dada por

d*w dw
zp—i-(b—z)%—aw—O (A.8)
cujas solugoes padrao sao a fungdo de Kummer de primeiro tipo M (a, b, z) e de segundo
tipo U (a, b, z)

o0

M (a,b,z) = 1Fy (a;b; 2) (A.9)
s:O
r'(1-0) ro—-1) 4.,
b,z) = ———M(a,b —_— Ma—b+1,2—-0 Al
em geral U (a,b, z) diverge na origem e M (a,b, z) se torna polinomial para a = —n com
n=0,1,23--.

A.4 Funcao de Legendre Associada

A equacao de Legendre associada é dada por

(1-a )M—2xm+< (u+1)—“2)w: . (A.11)

dz? dx 1— 22
Para o caso em que p,v € Re x € (—1,1), temos com solugoes as funcoes de Ferrer,

respectivamente a fungao de Ferrer de primeiro tipo P (x) e a fungao e Ferrer de segundo
tipo Q¥ (x), dadas por:

PH (1) — (1—|—:1:>

1—=x

SIS

1 1
F<y+1,—1/+1;1—,u;2—23:>, (A.12)

Qﬁ(x)zQSinﬂ(mr)[cos(uw)(i+x>2F(u+1 Vil — ,,L,; ix) (A.13)
T(v+p+1) /1—az\2 ‘ 11
_F(V—u+1)<1 ) F('/H_”’H“’z_ﬁ”)]
em que
o :F(a,b;c;z)
F (a,b;c; z) 71“(0) , (A.14)
Flabes) = ' (c) °°F(a+s)l“(b+s). (A15)

F(a)F(b)Sz:;) I'(c+s)s!
As fungoes de Ferrer também sdo conhecidas como as fungoes associadas de Legendre
com corte. PH(z) existe para quaisquer valor de pu,v € R e Q¥ (x) é indefinida para

w+v=-—1,-2 -3 ---. Para v suficientemente grande e u fixo a expressao assintética é

b (os _ I'(v+p+1) [sin(vr) —sin(um) | 1 o \? , 1
Py (cos (6)) F(v—p—1)| sin((v—p)n) ] VM (sin (9)) I (( * 2) 9)<A'16)
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desprezando os fatores numéricos que podem ser absorvidos em constantes de normaliza-

¢ao a seguinte relagao de proporcionalidade ¢é valida

P (cos (0)) ~ <sm€w)> : 7, <<u 4 ;) 9) | (A.17)

A.5 Funcao Biconfluente de Heun

A equacao de Heun biconfluente é dada por

dw

dz

d*w <1+a
+
X

dx? +{(7—a—2)—;[5+(1+a)6]1}w=0 (A.18)

—B—Qw)

T

em que w (x) = HeunB («, 5,7, d; x) é a fungdo biconfluente de Heun. Podemos assumir
w(z) = i s’ (A.19)
s=0
de modo que para solu¢oes polinomiais devemos tomar
v —a—2=2n, A1 =0 (A.20)
emquen=20,1,2,3,---, ¢
sl (s+ 14+ a)cs

A, =s(1+a),c = Fita) (A.21)
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