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RESUMO

O objetivo deste estudo é propor um estudo da eficacia do método de Monte Carlo na
solugdo numeérica de integrais ndo elementares. O método de Monte Carlo foi imple-
mentado computacionalmente em Spyder 3.9 que é uma IDE (/ntegrated Development
Environment) do Python gratuita e de livre acesso. Apds a implementacdo computa-
cional do método de Monte Carlo e sua validacao com a solucéo exata de algumas
integrais elementares foi realizado um estudo comparativo do método de Monte Carlo
com a Regra do Trapézio Mdultipla e a Regra 1/3 de Simpson Multipla afim de verificar
se este método pode ser utilizado com uma alternativa para solugéo de integrais nao
elementares. Verificou-se pelos resultados obtidos para as integrais estudadas que
o método de Monte Carlo é uma alternativa para o calculo de integrais, entretanto o
método requer um elevado tempo computacional para obter um estimativa satisfatéria
do valor da integral quando comparado com a Regra do Trapézio e a Regra 1/3 de
Simpson Multipla impossibilitando assim a sua efetiva utilizagao.

Palavras-chave: Integrais ndo elementares. Solugdo Numérica. Método de Monte
Carlo.



ABSTRACT

The objective of this study is to propose a study of the effectiveness of the Monte Carlo
method in the numerical solution of non-elementary integrals. The Monte Carlo method
was computationally implemented in Spyder 3.9 which is a free and open source Python
IDE (Integrated Development Environment). After the computational implementation of
the Monte Carlo method and its validation with the exact solution of some elementary
integrals, a comparative study of the Monte Carlo method with the Multiple Trapezoidal
Rule and the Multiple Simpson’s 1/3 Rule was carried out in order to verify if this method
can be used as an alternative for solving non-elementary integrals. It was verified by the
results obtained for the studied integrals that the Monte Carlo method is an alternative
for the calculation of integrals, however the method requires a high computational time
to obtain a satisfactory estimate of the value of the integral when compared with the
Trapezoid Rule and the 1/3 Rule of Multiple Simpson, thus making its effective use
impossible.

Keywords: Non-elementary integrals. Numerical solution. Monte Carlo method.
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1 INTRODUGAO

A literatura moderna atribui que os inventadores do calculo foram sir Isaac
Newton (1643-1727) e Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716). Entretanto sabemos que
as ideias basicas por tras da integracao foram investigados ha mais de 2500 anos
pelos antigos gregos, tais como Eudoxio e Arquimedes e que os métodos de encontrar
as tangentes foram inventados por Pierre Fermat (1601-1665) e Issac Barrow (1630-
1677), entre outros. Barrow foi professor na University of Cambridge, Inglaterra, e teve
uma grande influéncia sobre Newton, pois foi 0 primeiro a entender a relacao inversa
existente entre a derivagéo e integracao. O que Leibniz e Newton fizeram foi usar essa
relagédo, na forma do Teorema Fundamental do Calculo, para desenvolver o calculo de
uma forma mais sistematica e é nesse sentido que é atribuida a Leibniz e Newton a
invencao do calculo (STEWART, 2010).

O Teorema Fundamental do Calculo afirma que dado uma fungéo continua f em
um intervalo [a,b]:

1. Se g(x) = [Xf(t)dt, entdo g (x) = F(X);

2. fabf(x) dx = F (b)—F (a), quando F for qualquer primitiva de f, isto &, F = f.

Essa versédo afirma que se tomarmos uma fungéao F, a derivarmos e depois
integrarmos o resultado, chegaremos de volta a funcao original F, mas na forma F (b)—
F(a).

O Teorema Fundamental do Calculo é inquestionavel o mais importante do
calculo e realmente é um dos grandes feitos da mente humana. Antes de sua
descoberta, desde os tempos de Eudodxio e Arquimedes até os de Galileu e
Fermat, os problemas de encontrar areas, volumes e comprimento de curva
eram tao dificeis que somente um génio poderia fazer frente ao desafio. Agora,
porém armado com o método sistematico que Leibniz e Newton configuraram
a partir do Teorema Fundamental do Célculo estes problemas desafiadores
se tornaram mais acessiveis para todos nés (STEWART, 2010).

A segunda parte de Teorema Fundamental do Calculo fornece um método muito
poderoso para calcular integral definida de uma funcéo, desde que possamos encon-
trar uma primitiva desta funcdo. Porém a tarefa de encontrar primitivas de fungdes
nao é trivial, em alguns casos, € impossivel determinar primitivas em termos de fun-
cbes elementares como polinbmios, senos e cossenos, logaritmos e exponenciais, ou
combinagdes e composicdes destas fungdes.

Quando nao é possivel calcular uma integral definida com uma primitiva, ou seja
quando temos uma integral ndo elementar que n&o pode ser avaliada na forma de uma
funcédo elementar, uma solucao € recorrer a série de Taylor, desde que a funcao seja
infinitamente derivavel, caso contrario segundo Guidorizzi (2013) ndo se pode gerar
uma série de Taylor.
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Na situagdo em que nao é possivel aplicar a série de Taylor uma alternativa é
recorrer a integracao numérica, seja pela Regra do Trapézio ou Regras 1/3 de Simpson.
De acordo com Almeida (2010) para uma funcéo f(x) a ser integrada entre os limites
“‘a’ até “b”, a Regra do Trapézio calcula a média da funcado nessas extremidades e
multiplica pelo comprimento do intervalo. Como essa aproximacgao fica muito longe
da curva original, a Regra do Trapézio melhora o resultado dividindo o intervalo em
varios subintervalos e realizando o mesmo calculo em cada um deles e, portanto, a
aproximacao do valor da integral € igual a soma dos calculos feitos em cada intervalo.

Ja a Regra 1/3 de Simpson de acordo com Press e colaboradores (1988) é con-
siderada mais precisa do que a Regra do Trapézio, pois ela consiste na aproximagao
da curva formada da funcao continua f(x) a ser integrada entre os limites “a” até “b”,
por uma funcédo de segunda ordem, criando uma parabola e a aproximando de uma
curva. Logo na Regra do Trapézio, os pontos “a” até “b” sdo interligados por uma linha
reta e na Regra 1/3 de Simpson, esses pontos sao ligados por uma parabola, que pode
se aproximar mais da curva da fungéo a ser integrada.

Alternativamente a série de Taylor e as Regras do Trapézio e Simpson pode-se
utilizar segundo Press et al. (2011) o método de Monte Carlo para a solucao numérica
de integrais. De acordo com IBM Cloud Learn Hub (2020) o método de Monte Carlo
ou uma simulacao de probabilidade mdultipla, € uma técnica matematica, que é usada
para estimar os possiveis resultados de um evento incerto. O método de Monte Carlo
foi inventado por John von Neumann e Stanislaw Ulam durante a Segunda Guerra
Mundial para melhorar a tomada de decisdo em condi¢des incertas. Foi nomeado em
homenagem a uma conhecida cidade de cassinos, chamada Ménaco, uma vez que o
acaso é principal elemento da abordagem de modelagem, semelhante a um jogo de
roleta.

O método de Monte Carlo tipicamente envolve a geracédo de observacdes de
alguma distribuicdo de probabilidades e o uso da amostra obtida para aproximar a
funcao de interesse. A ideia geral do método é escrever a integral que se deseja calcu-
lar como um valor esperado. Na estimativa da integral o método de Monte Carlo gera
aleatoriamente, usando uma distribuicao de probabilidade uniforme, valores aleatérios
para a variavel independente (x) em um certo intervalo [a, b]. O método preenche todo
intervalo [a, b] com pontos aleatérios e através de mudanga de variavel na fungéo
f(x) a ser integrada obtém se uma nova funcao g(y). Para se obter uma estimava
para a integral basta calcular o valor médio da fung¢ao g(y) calculada para os pontos
aleatorios gerados da variavel x.

Neste contexto este trabalho tem como objetivo estudar a solugdo numérica de
integrais nao elementares pelo método de Monte Carlo comparando a eficiéncia deste
método com e a Regra do Trapézio Mdltipla e a Regra 1/3 de Simpson Multipla.
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1.1 OBJETIVOS

1.1.1 Objetivo Geral

Estudar a solugdo numérica de integrais nao elementares pelo método de Monte
Carlo

1.1.2 Objetivos Especificos

» Problematizar a dificuldade de encontrar solugdes para integrais nao elemen-
tares;

» Descrever o método de Monte Carlo e sua fundamentacéo tedrica entorno
da Lei dos Grandes Numeros e conceitos probabilisticos;

» Implementar computacionalmente o método de Monte Carlo em Spyder;

* Validar o algoritmo de Monte Carlo em Spyder com solug¢des de integrais
definidas elementares;

* Avaliar a eficiéncia do método de Monte Carlo em relacao a Regra do Trapé-
zio Multipla e a Regra 1/3 de Simpson Multipla.
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2 REVISAO BIBLIOGRAFICA

A revisao bibliografica desta monografia abrange duas grandes areas da ma-
tematica que sao o calculo e a probabilidade. Inicialmente trataremos de uma forma
muito sucinta dos principais resultados do céalculo de integrais, seja por meio de forma
exata ou de forma numérica. Em seguida iremos nos dedicar a alguns conceitos im-
portantes de probabilidade. A ideia no final é juntar estas duas grandes areas no
desenvolvimento tedrico no que tange o método de Monte Carlo para o célculo de
integrais impréprias.

2.1 INTEGRAL

O conceito da integral surgiu a partir da necessidade de se calcular a area de
uma regido curva ndo simétrica e de problemas de distancias. Essas foram algumas
das situacdes para o surgimento da integral, mas a integral possui varias aplicagdes
além dessas, como o calculo de areas, volumes e suas aplicacdes na fisica e na
biologia.

2.1.1 Integral Definida

Nesta secao sera definido a integral definida a partir da soma de Riemann.

Definicao 1. Se é uma f fungdo continua definida em a < x < b, dividimos o intervalo
[a,b] em n subintervalos de comprimentos iguais Ax = (b—a)/n. Sejam xy (= a), X1, Xo,
..., Xn(= b) as extremidades desses subintervalos, e sejam pontos amostrais arbitrarios
nesses subintervalos, de forma que x; esteja no i-esimo subintervalo [x;_1,X;] . Entdo a
integral definida de f de a até b é

/bf(x) dx = lim ¥ 7 (x;) Ax. (1)
a i
A soma
i f(x)Ax (2)
i

€ chamada de soma de Riemann, em homenagem ao matematico Bernhard Riemann
(1826-1866). Em outras palavras a Definicdo 1 diz que a integral definida de uma
funcao integravel pode ser aproximada com qualquer grau de precisao desejado por
uma soma de Riemann.
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2.1.2 O Teorema Fundamental do Calculo

O Teorema Fundamental do Calculo estabelece uma conexao entre os dois
ramos do calculo: o célculo diferencial e o célculo integral, ou seja, ele da a relagéo
inversa precisa entre a derivada e a integral. Issac Barrow (1630-1677) professor
na University of Cambridge na Inglaterra foi o primeiro a entender a relagao inversa
existente entre a derivagéo e integragdo. Porém foram Leibniz e Newton que exploraram
essa relagdo e usaram-na para desenvolver o célculo de uma forma mais sistematica
(STEWART, 2010).

O Teorema Fundamental do Calculo costuma-se ser dividido em duas partes,
em que a primeira parte é:

Teorema 1. (O Teorema Fundamental do Calculo, Parte 1) Se f for continua em
[a,b], entédo a fungdo g definida por

X
g)= [ fpat  asx<b 3)
a
é continua em [a,b] e derivavel em (a, b) e g’ (x) = f(x).

Se uma integral definida tiver um limite de integracdo superior variavel, um limite
de integracao inferior constante e um integrando continuo, entdo a derivada da integral
em relacdo ao seu limite superior € igual ao integrando calculando no limite superior
(ANTON, BIVENS, DAVIS, 2014).

Ja a segunda parte do Teorema Fundamental do Célculo, que segue da primeira
parte, nos fornece um método muito mais simples para o calculo de integrais.

Teorema 2. (O Teorema Fundamental do Calculo, Parte 2) Se f for continua em
[a, b], entédo

b
/ f(x)dx=F(b)—F(a) a<x<b (4)
a

onde F é qualquer primitiva de f(x), isto é, uma fungéo tal que F' = f(x).

A segunda parte do Teorema Fundamental afirma que se conhecermos uma
primitiva F de f(x), entdo poderemos calcular fff(x) dx simplesmente subtraindo os
valores de F nas extremidades do intervalo [a, b] (STEWART, 2010).

Teorema 3. (O Teorema Fundamental do Calculo) Suponha que f(x) seja continua
em um intervalo [a, b]:
1. Seg(x) = [Xf(t)dt, entdo g (x)=F(x);

2. f f(x)dx = F (b)—F (a), quando F for qualquer primitiva de f, isto é, F = f(x).
Essa versao afirma que se tomarmos uma fungéao F, a derivarmos e depois

integrarmos o resultado, chegaremos de volta a fungéo original F, mas na forma F (b)—
F(a).
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2.1.3 Integrais Nao-Elementares

Integrais ndo-elementares sao integrais onde nao é possivel encontrar uma pri-
mitiva em termos elementares, ou seja, a sua solugao ndo pode ser escrita como uma
composigao finita fungdes elementares como polinbmios, senos e cossenos, logarit-
Mos e exponenciais, ou combinagdes e composi¢coes destas fungdes. A seguir sao
apresentados alguns exemplos de func¢des deste tipo:

« f(x)=V1-x* « f(x)=e®

* f(x)=In[In(x)] . fx)=e %
FT0=% + £(x)=sin (x?)
. f(x)=67x » f(x) =cos (x?)

Quando nao é possivel calcular uma integral definida com uma primitiva, ou
seja quando temos uma integral nao elementar que ndo pode ser avaliada na forma de
uma funcao elementar, uma solugéo é recorrer a série de Taylor, desde que a fungéo
seja infinitamente derivavel, caso contrario segundo Guidorizzi (2013) nao se pode
gerar uma série de Taylor. Ja na situacao em que néo é possivel aplicar a série de
Taylor uma alternativa é recorrer a integracdo numerica, seja pela Regra do Trapézio
ou Regras de Simpson.

2.2 INTEGRACAO NUMERICA

A ideia basica da integracdao numérica é a substituicao da funcao f(x) por uma
funcao que a aproxime razoavelmente no intervalo [a,b] e que sua integral seja de facil
determinacao.

2.2.1 Foérmulas de integracao de Newton-Cotes

As formulas de Newton-Cotes, também chamadas de Regras de Quadratura
de Newton-Cotes, sdo 0os esquemas mais comuns de integracdo numérica (CHAPRA,
CANALE, 2008). A ideia basica por tras dessas férmulas é substituir a funcao original
que se deseja integrar por uma funcédo aproximadora simples, de facil integracao, e
avalia-la em pontos igualmente espacgados:

I=/abf(x)dx§/abfk(x)dx (5)

em que fx (x) € um polinémio da forma
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fx(X)=ag+ai X+ +ak_q x4+ g xk (6)

em que k é o grau do polinémio.

As formulas de Newton-Cotes sao classificadas, segundo as informagdes nos
extremos do intervalo de integracao, em formulas fechadas, que utilizam os valores
de f nos extremos de integragao, e férmulas abertas, que nao utilizam os valores de
f pelo menos em um dos extremos de integragdao (SPERANDIO, MENDES E SILVA,
2003). Vamos enfatizar nesta secao as férmulas fechadas mais importantes como as
Regras do Trapézio e Simpson e suas variagoes.

2.2.1.1 As Regras do Trapézio

A Regra do Trapézio é a primeira férmula de integragdo de Newton-Cotes, ou
seja a mais simples, pois ela corresponde ao caso em que o polindmio na Eq. (6) € de
primeiro grau:

b b
/=/ f(x)dx’é/ f, (x) dx 7)
a a
Podemos representar uma reta pela seguinte equagao:
_ f(b)—f(a),
flx)=f(a)+ =, — = (x-a) (®)

A &rea sob essa reta € uma estimativa para a integral de f(x) entre os extremos
ae b, conforme pode ser observado na Figura 1.

Figura 1 — Descricao grafica da regra do trapézio.

fix)

-

Fonte: Adaptado de Chapra e Canale, 2008.
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A estimativa da integral de f(x) entre os extremos ae b é:

/;/b [f(a)+%(x—a) dx 9)

O resultado da integracao é

f(a)+f(b)
2
que € chamada regra do trapézio. Observe geometricamente que a regra do trapézio

€ equivalente a aproximar a integral pela a area do trapézio sob a reta ligando f(a) e
f(b).

Observe quando empregamos a integral sob um segmento de reta para apro-
ximar a integral sob a curva, conforme podemos observar na Figura 1, obviamente
incidimos em um erro que pode ser consideravel. Uma estimativa para o erro de trun-
camento local de uma unica aplicacao da regra do trapézio é

I= (b—a) (10)

1
T 12
em que § esta em algum ponto do intervalo entre a e b. Observe que se a fungao que
esta sendo integrada for linear, a regra dos trapézios sera exata. Caso contrario, para
funcdes com derivadas de segunda ordem e de ordem superior nao-nulas pode ocorrer
algum erro.

Como podemos observar, tanto pela Figura 1 quanto pela expresséo de erro,
Eq. (11), se o intervalo de integracéo € grande, a regra do trapézio fornece resultados
que pouco tém a ver com o valor da integral exata. Neste caso, o que podemos fazer
para melhor a acuracia da regra do trapézio é dividir o intervalo de integracado ae b
em segmentos de igual tamanho e aplicar a regra a cada segmento. Por fim basta,
somar as areas correspondentes de todos os segmentos. Este procedimento também
€ conhecido como Regra do Trapézio Composta.

Considerando que existem m segmentos de largura igual, a férmula geral da
Regra do Trapézio Composta é dada por:

Er=1"(&)(b-a)° (11)

f(X0) + 2L £ () + f (Xm)
2m
Como a soma dos coeficientes de f(x) no numerador dividido por 2m é igual a
1, a altura média representa uma média ponderada dos valores da funcao. De acordo
com a Equacédo (12), os pontos interiores tém um peso duas vezes maior do que as
extremidades f(xp) e f(xm). Um erro para a aplicagcdo multipla da regra do trapézio
pode ser obtido pela soma dos erros individuais em cada segmento, o que da

I~ (b-a) (12)

(b—a)®
12m?3

Et=- Y (&) (13)
i=1
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em que f’(&;) é a segunda derivada em um ponto &; no segmento /. Esse resultado
pode ser simplificado por uma estimativa do valor médio da segunda derivada no
intervalo todo como

2 L (&)

o =00 (14)

Portanto, Y./, /(&) = nf e podemos reescrever
_(b-a)®
1ome | (15)

Logo, se o numero de segmentos for dobrado, o erro de truncamento sera
dividido por quadto.

Ea=

2.2.1.2 As Regras de Simpson

Uma alternativa eficaz a regra do trapézio, mesmo para a forma composta, para
obter uma estimativa mais acurada de uma integral é usar polinébmios de grau mais
alto para ligar os pontos. Por exemplo de acordo com (Chapra e Canale, 2008) se usar
o ponto médio entre f(a) e f(b), os trés pontos podem ser ligados por uma parabola,
conforme pode ser observado na Figura 2. Se existirem dois pontos igualmente espa-
cados entre f(a) e f(b), os quatro pontos podem ser ligados por um polinémio de 3°
grau. As férmulas que resultam de tomar as integrais desses polindmios sao chamadas
de regras de Simpson.

Figura 2 — Descrigao grafica: (a) regra 1/3 de Simpson; (b) regra 3/8 de Simpson.

filx) 4 filx)

“n

Fonte: Adaptado de Chapra e Canale, 2008.

A segunda formula fechada de Newton-Cotes é obtida quando um polinémio
interpolador de segundo grau € substituido na Eq. (5):
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I=/bf(x)dx§/bfg(x)dx (16)

Se a e b forem designados por xg € x» e se fh(x) for representado por um
polinbmio de Lagrange de segundo grau, a integral se torna através de manipulacoes
algébricas na seguinte férmula:

f(xo) +4f (x1) + f (X2)
6
em que a= Xg, b= Xxo € x; € 0 ponto medio entre a e b, o qual é dado por (b—a)/a.

Essa equacéo € conhecida como regra 1/3 de Simpson.
A regra 1/3 de Simpson para um unico segmento tem um erro de truncamento

= (b-a)

(17)

de

_\5
== g g) (18)

observe que a regra 1/3 de Simpson é mais acurada do que a regra do trapézio. A

comparagado com a Equacéao (11) indica que ela é mais acurada do que o esperado.
Em vez de ser proporcional a terceira derivada, o erro € proporcional a quarta derivada.
Além disso, de acordo com Burden e Faires (2008) a maior precisao da regra de
Simpson, em relacdo a regra dos Trapézio, é intuitivamente explicada pelo fato de que
a regra de Simpson inclui um célculo de ponto médio, que oferece um melhor equilibrio
a aproximagao.

Do mesmo modo como no caso da regra do trapézio, a regra 1/3 de Simpson
pode ser melhorada dividindo-se o intervalo de integracdo em diversos segmentos de
mesmo comprimento, h=(b—a)/m, e apds algumas manipulacdes algébricas a integral
se torna:

f(x0) +4 X551 (x)+ 22;';5,24,6 f (X)) + 1 (Xm)
3m
A estimativa do erro para a aplicacdo multipla da regra 1/3 de Simpson € ob-

tida da mesma forma que para a regra do Trapézio composta, somando-se 0S erros
individuais para os segmentos e fazendo a média da derivada, resultando em:

1~ (b-a) (19)

__(b-a°-4
27 180m4
em que 74 € o valor médio da quarta derivada no intervalo.
De maneira andloga a regra do Trapézio e a regra 1/3 de Simpson, podemos ob-
ter a terceira féormula fechada de Newton-Cotes, ajustando um polinémio de Lagrange
de quarta ordem a quatro pontos e depois integrando, ou seja a integral resultante fica:

(20)

/=/bf(x)dxs/bf3(x)dx (21)
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e fornece a formula geral
3h
8
em que h=(b—a)/3 e essa equacao é chamada de regra 3/8 de Simpson por que h

=

[f (x0) +3f (x1) + 3f (x2) +  (x3)] (22)

€ multiplicada por 3/8. Através de algumas manipulacdes algébricas a regra 3/8 de
Simpson pode ser expressa como:

[f(x0) +3f (x1) +3f (x2) +  (X3)]

I= (b-a) 3 (23)
A regra 3/8 de Simpson tem um erro de
__(b=3° 4
t=—gag0 [ © (24)

Observe que como o denominador da Equagéo (25) € maior do que o da Equa-
cao (20), a regra 3/8 de Simpsom é mais precisa do que a regra de 1/3 de Simpson.
Entretanto de acordo com Chapra e Canale, (2008) a regra 1/3 de Simpson é usu-
almente o método preferido, pois alcanga uma acuracia de terceira ordem com trés
pontos em vez dos quatro pontos necessarios para a versao 3/8. Porém, a regra 3/8
tem utilidade quando o numero de segmentos € impar.
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2.3 PROBABILIDADE

A Teoria da Probabilidade € o Ramo da Matematica que cria, desenvolve e
em geral pesquisa modelos que podem ser utilizados para estudar experimentos ou
fendmenos aleatérios (MORGADO, 2006). Nesta secéo iremos ver nogdes e conceitos
basicos sobre a Teoria de Probabilidade. Detalhes e demonstracdes dos teoremas
apresentados podem ser encontradas em BARBETTA (2010) e MORGADO (2006).

2.3.1 Espaco Amostral e Eventos

Seja um experimento aleatério qualquer.

Definicao 2. O conjunto de “todos” os possiveis resultados do experimento é chamado
de espaco amostral e é denotado pela letra grega Q.

Exemplos Seguem alguns experimentos aleatérios com os respectivos espacos
amostrais:

a) lancamento de um dado e observacdo da face voltada para cima: Q =
{1,2,3,4,5, 6}

b) retirada de uma carta de um baralho comum (52 cartas) e observagao do
naipe: Q) = {copas, espadas, ouros, paus};

c) o numero de mensagens que sao transmitidas corretamente por dia em uma
rede de computadores: Q:{0, 1, 2, 3,---}

d) a observagao do diametro, em mm, de um eixo produzido em uma metalur-
gica: QO ={d, tal que d > 0}

O espaco amostral pode ser:

1. finito, formado por um numero limitado de resultados possiveis, como nos
exemplos (a) e (b);

2. infinito enumeravel, formado por um numero infinito de resultados, como no
exemplo (c);

3. infinito, formado por intervalos de numeros reais, como no exemplo (d).

Definicao 3. Um evento é qualquer subconjunto do espaco amostral finito: A é um
evento < AC Q.

Exemplos Seja o experimento do langcamento de um dado. Temos Q={1, 2, 3, 4, 5, 6}.
Sao exemplos de eventos:

a) A= numero par dado ={2, 4, 6};
b) B = numero maior que 3 do dado = {4, 5, 6};

c) C=numero 1={1};
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Como um evento é um subconjunto do espago amostral, entdo todos os con-
ceitos da teoria de conjuntos podem ser aplicados aos eventos. Consideremos Ae B
eventos quaisquer, podemos observar na Tabela 1 que:

Tabela 1 — Principais operagdes da teoria dos conjuntos

Operacao Notacdo Conjunto Evento

a) uniao AUB relne os elementos de am- ocorre quando ocorrer pelo me-
bos os conjuntos nos um deles (A, B ou ambos)

b) intersegao ANB formado somente pelos ele- ocorre quando ocorrer ambos 0s

mentos que estdoem Ae B eventos (Ae B)

c) complementar A formado pelo elementos que ocorre quando nao ocorrer 0
nao estdo em A evento A (ndo A

Definicao 4. Eventos s4o ditos mutualmente exclusivos se e sé se eles ndo puderem
ocorrer simultaneamente, ou seja, para dois eventos quaisquer, A e B, temos que A e
B sdo mutuamente exclusivos se somente se ANB=go

2.3.2 Definicoes de Probabilidade
2.3.2.1 Definigao cléassica de probabilidade

Se um experimento aleatério tem n resultados igualmente provaveis, e n des-
ses resultados pertencem a certo evento A, entdo a probabilidade de ocorréncia do
evento A sera:

P(A) = ”—: (25)

Exemplo: Qual é a probabilidade de obtermos uma face “par” no langamento
de um dado se seis faces perfeitamente simétrico?

Solugéo: Vejaque Q={1, 2, 3, 4, 5, 6} donde j=6e A={2, 4, 6} em que ny = 3.
3 1
L P(A)=—==—.
090, P(A)=¢=5

2.3.2.2 Definicao experimental de probabilidade

Muitas vezes, a alocacao de probabilidade baseia-se em observacdes do pas-
sado. Seja um experimento aleatério com espaco amostral QQ e um evento A de inte-
resse. Suponha que esse experimento seja repetido k vezes e 0 evento A ocorreu k (A)
vezes. A frequéncia relativa do evento A é dada por:

f(A) = —— (26)
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A medida que o experimento é repetido mais e mais vezes, sob as mesmas
condigdes, a frequéncia relativa do evento A tendera a ficar cada vez mais préximo da
probabilidade de ocorréncia do evento A, ou seja

k(A)

PUA = i 4= o @)

2.3.3 Axiomas e propriedades da probabilidade

Independentemente de como séo obtidas, usando a definicdo classica ou expe-
rimental, as probabilidades atendem a alguns axiomas.

Definicao 5. Seja Q um espagco amostral finito. Uma funcdo P definida para todos os
subconjuntos de Q) é chamada uma probabilidade se

a) 0<P(A) <1, paratodo evento AC Q);
b) P(Q)=1;
c) Se A e B sdo eventos disjuntos, entdo P (A) = P(A)+ P(B)

O axioma (a) afirma que uma probabilidade é sempre um nimero entre 0 e 1.
O axioma (b) afirma que, ao realizar o experimento, sempre vai ocorrer algum dos
resultados possiveis, razdo pela qual o espago amostral € chamado de evento certo.
Ja o axioma (c) afirma que, ao unir eventos formados por resultados diferentes, a
probabilidade de ocorrer essa unidao é dada pela soma das probabilidades de cada
evento.

Com base nos axiomas apresentados, é possivel escrever algumas proprieda-
des da probabilidade:

1. Dado que o experimento é realizado, algum resultado certamente vai ocorrer.
Assim, a probabilidade de um evento impossivel € nula:
P(2)=0 (28)

2. Sejam A e A eventos do espaco amostral w. Como a probabilidade de ocor-
réncia de Q) é igual a 1, a probabilidade de ocorréncia do evento complemen-
tar a A, pode ser escrita como:

P(A)=1-P(A) (29)

3. Sejam A e B eventos quaisquer, entao:

P(AUB) = P(A)+P(B)-P(ANB) (30)

Para trés eventos quaisquer, a regra da adicao € dada por:
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P(AUBUC) = P(A)+P(B)+P(C)-P(ANB)-P(ANC)-P(BNC)+ P(ANBNC) (31)

2.3.4 Probabilidade Condicional

Muitas vezes, ha interesse em calcular a probabilidade de ocorréncia de um
vento A, dada a ocorréncia de um evento B. Exemplos:

a) Qual a probabilidade de chover amanha em Balneario Camboriu, sabendo
qgue choveu hoje?

b) Qual é a probabilidade de um dispositivo eletrénico funcionar sem problemas
por 200 horas consecutivas, sabendo que ele ja funcionou por 100 horas?

Em outras palavras, queremos calcular a probabilidade de ocorréncia de A
condicionada a ocorréncia prévia de B. Essa probabilidade é representada por P (A|B)
(lé-se probabilidade de A dado B) e é definida por:

Definicao 6. Sejam A e B eventos quaisquer, sendo P (B) > 0. Definimos probabilidade
condicional de A dado B por:

P(AN B)

PAB)=—F 5

(32)

2.3.5 Regra do Produto

Como consequéncia da probabilidade condicional, pode-se definir a Regra do
Produto, obtida ao isolar a probabilidade da interseccao. A regra do produto possibilita
calcular a probabilidade de ambos os eventos A e B ocorrerem:

P(ANB)

P(A|B) = PB) = P(AnB)=P(B)-P(A|B) (33)
P(B|A) = % = P(ANnB)=P(A)- P(B|A) (34)

ou seja,
P(ANnB)=P(BNA)=P(B)- P(AB)= P(A)- P(B|A) (35)

Para trés eventos, a regra do produto € dada por:

P(ANBNC) = P(A)-P(BA)- P(C|ANB) (36)

E importante que seja observada a sequencia légica dos eventos para montar
as expressoes precedentes.
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2.3.6 Independéncia entre Eventos

Dois eventos sdo considerados independentes se a probabilidade de ocorréncia
de um n&o influencia na probabilidade de ocorréncia do outro. Se A e B s&o indepen-
dentes, entdo temos que:

P(ANB)=P(A)-P(B) (37)
P(ANB) P(A)-P(B)

PAB)=—55 = p@ = PAB=PA (38)
P(ANB) P(A)-P(B)

PBA=—pa = pa = PEA=P®B) (39)

Para P(A)>0¢e P(B)>0.

2.3.7 Teorema da Probabilidade Total

Na Teoria de Probabilidade, a lei da probabilidade total € uma regra fundamental
que relaciona probabilidades marginais e probabilidades condicionais. Ela expressa a
probabilidade total de um resultado que pode ser realizado através de varios eventos
distintos. Portanto o Teorema da Probabilidade Total pode ser enunciado da seguinte
forma:

Teorema 4. Suponha que A+, Ao, ---, Ax Sejam k eventos mutuamente exclusivos e
exaustivos do espaco amostral Q). Entdo para qualquer evento B deste espago amostral,
a probabilidade de ocorréncia de B sera dada por:

P(B)=P(AiNB)+P(AoNB)+---+ P(AcN B) (40)

Por meio da Regra do Produto , podemos reescrever cada uma destas intersec-

coes:
P(B) = P(A1)- P(B|A1)+P(Az)- P(B|Ag) +---+ P(Ax) - P(B|A) (41)
ou
P(B)=) P(A)-P(BIA) (42)
i=1

Observe, que algumas P (B|A;) poderdao assumir valor zero por ndo haver inter-
seccao entre B e A,. Logo, o Teorema da Probabilidade Total pode ser interpretado
fisicamente como uma medida do peso de cada um dos eventos A;, na contribuicao
para formar o evento B.
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2.3.8 Teorema de Bayes

O Teorema de Bayes esta intimamente relacionado ao Teorema da Probabili-
dade Total. Observe:

Teorema 5. Suponha que A+, Ao, ---, Ax sejam k eventos mutuamente exclusivos
e exaustivos do espaco amostral S. O Teorema de Bayes (em referéncia a Thomas
Bayes) permite calcular a probabilidade de que um dos eventos A; ocorra, sabendo
que o evento B ocorreu:

P(AiNB) P(Aj) - P(Bl|Ai)
P(B) P(B)

Em que, P(B) se refere ao Teorema da Probabilidade Total, dado pela Equagéo
(41) ou Equagéo (42).

P(AilB) = < P(AjB) =

(43)

2.4 VARIAVEIS ALEATORIAS

Um conceito de fundamental importancia para a estatistica indutiva é o de
variaveis aleatdrias, ou seja, de uma forma informal uma variavel aleatoria pode ser
entendida como uma variavel quantitativa, cujo resultado (valor) depende de fatores
aleatérios. Além disso, ela pode ser pensada como uma fungéo com valores numéricos
utilizada para expressar os resultados de um experimento aleatério. Formalmente uma
variavel aleatéria pode ser definida como:

Definicao 7. Variavel aleatéria é uma fungéo real definida no espacgo Q tal que [X < x]
é evento aleatdrio para todo x € R.

As variaveis aleatérias pode ser divididas entre:
* Discreta: Os possiveis resultados estao contidos em um conjunto finito ou
enumeravel;

» Continua: Os possiveis resultados abrangem o intervalo de numeros reais.

2.4.1 Funcao de probabilidade

Definida uma variavel aleatoria discreta, temos a descricdo do que pode ocorrer
no experimento aleatério. Em alguns casos e sob certas suposicoes, temos duas
informagoes:

a) quais resultados podem ocorrer;
b) qual é a probabilidade de cada resultado ocorrer.

Dessa forma, a distribuicao de probabilidades de uma variavel aleatoria X é
a descricdo do conjunto de probabilidades associadas aos possiveis valores de X.
Podemaos definir funcao de probabilidade para uma variavel aleatéria discreta como:
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Definicao 8. Se X for discreta, com possiveis valores {x1, X», ---} entao a distribuicao
de probabilidades de X pode ser apresentada pela chamada funcao de probabilidade,
que associa a cada valor possivel x; a sua probabilidade de ocorréncia p(x;), ou seja:
p(x)=P(X=x) (1, 2,-) (44)
Uma funcgio de probabilidade deve satisfazer:
a) p(x) =0
b) Lip(x)=1
2.4.2 Funcao de probabilidade acumulada
Outra forma de representar uma distribuicdo de probabilidade de uma variavel
aleatéria € através da de sua fungao de distribuicao acumulada, que € definida por:
F(x)=P(X<x), VxeR (45)
Observe, que para qualquer x € R, a fungao de distribuicdo acumula descreve
a probabilidade de ocorrer um valor até x.
2.4.3 Valor esperado e variancia

O Valor Esperado de uma variavel aleatoria (X) é a média tedrica (ou média
populacional) de uma variavel aleatéria.

E(X)=PX=ZXi‘p(Xi) (46)

A Varidncia € uma medida de dispersao ou variabilidade em uma varidvel alea-
téria (X). E a média dos desvios quadraticos em torno da média, ou seja

V(X)=0% =¥ (—px)? - p(x) ou V(X) = E (X?) -[E(X)P (47)

O Desvio Padrdo de uma variavel aleatéria (X) € uma medida de propagacéo
da distribuicao de probabilidade

Ox=\/0§(

2.4.3.1 Propriedades do Valor Esperado

Sendo ¢ uma constante e X uma variavel aleatéria, as seguintes relagées sao
vélidas:
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1. O valor esperado de uma constante é a propria constante.

E(c)=c
2. Somando-se ou subtraindo-se uma constante a variavel X, seu valor espe-
rado ficara somado ou subtraido pela constante.
E(X+c)=E(X)+cC
3. Multiplicando-se uma variavel X por uma constante, seu valor esperado
ficara multiplicado por essa constante.
E(c-X)=c-E(X)

4. O valor esperado da soma ou subtracao de duas variaveis aleatérias quais-
quer é igual a soma ou a subtragdo dos valores esperados das duas varia-
veis.

E(X+Y)=E(X)+E(Y)
E(X-Y)=E(X)-E(Y)

2.4.3.2 Propriedades da Variancia

Sendo ¢ uma constante e Y uma variavel aleatéria, as seguintes relagcoes sao
validas:
1. A variancia de uma constante é igual a zero.
V(c)=0

2. Somando-se ou subtraindo-se uma constante a variavel X, sua variancia nao
se altera.

V(X+c)=V(X)

3. Multiplicando-se uma variavel X por uma constante, sua variancia fica multi-
plicada pelo quadrado da constante.

V(ic-X)=c?-V(X)
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4. A variancia da soma ou da subtracao de duas variaveis aleatorias indepen-
dentes € igual a soma das variancias das duas variaveis.

V(X+Y)=V(X)+V(Y)
V(X=Y)=V(X)+V(Y)

2.5 DISTRIBUICOES DE PROBABILIDADE DISCRETAS

Nesta secédo, serdo apresentados alguns modelos de distribuicdo de probabi-
lidade discretas padrbées, como a Distribuicdo de Bernoulli, Distribuicdo Binomial e
Distribuicdo de Poisson.

2.5.1 Distribuicao de Bernoulli

Considere uma Unica tentativa de um experimento aleatério em que podemos
ter sucesso ou fracasso (falha) nesta tentativa. Veja alguns exemplos:

a) Lancar um dado e, ao cair, e observar se ocorreu a face seis ou nao;

b) Selecionar ao acaso uma pessoa de uma populacao e verificar se possui ou
Nao possui hipertens&o;

c) Selecionar ao acaso um produto em uma linha de produgéo e observar se é
ou nao é defeituoso.

Se a variavel aleatoria X € dada pelo numero de sucessos em uma unica
tentativa, entdo X pode assumir os seguintes valores:

X =0, se for fracasso (falha)
X =1, se for sucesso

Portanto, a variavel X tera distribuicdo Bernoulli dada por:

P(X=x)=p*-(1-p)"™* (48)

O valor esperado e variancia de uma distribuicdo de Bernoulli podem ser calcu-
lados por:

E(X)=p (49)
V(X)=p-(1-p) (50)



Capitulo 2. Revisdo Bibliografica 33

2.5.2 Distribuicao Binomial

Considere que vamos repetir um ensaio de Bernoulli “n vezes” e que as repe-
ticoes sejam independentes, isto é, o resultado de um ensaio ndo tem influéncia no

resultado de qualquer outro. A probabilidade de ocorrer x sucessos em “v” tentativas
sera dada por:

P =x)= (1) 0" (1=p)™ 1)

para x=0,1,2,...,n. Diz-se que a variavel aleatéria X segue uma Distribuicdo Binomial
com parametros n e p. Dessa forma, podemos denotar:

X~ B(n.p) (52)

Para utilizar uma Distribuicdo Binomial, algumas propriedades sao necessarias,
como:

1. NUumero de tentativas fixas;

2. Cada tentativa deve resultar num sucesso ou fracasso (falha), ou seja a
ocorréncia ou ndo-ocorréncia de um determinado evento;

3. As probabilidades de sucesso devem ser iguais para todas as tentativas;

4. Todas as tentativas devem ser independentes.

Se X tem uma Distribuicdo Binomial e parametros n e p, entdo seu valor espe-
rado e sua variancia podem ser calculados por:

E(X)=n-p (53)
V(X)=n-p-(1-p) (54)

2.5.3 Distribuicao de Poisson

A distribuicdo de Poisson, sob certas condicdes, modela o nUmero de ocorrén-
cias de um evento num intervalo de tempo, de comprimento, de area ou de volume.
Por exemplo:

a) Numero de chamadas recebidas por uma central telefénicas por hora;

b) Numero de bactérias encontradas em uma superficie por milimetro qua-
drado;

¢) Numero de defeitos num fio de cobre num determinado intervalo de compri-
mento.
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Seja X o numero de ocorréncias de um evento por unidade de tempo, compri-
mento, area ou volume e A a taxa média de ocorréncias do evento no intervalo, as
probabilidades associadas a ocorréncia de Y podem ser calculadas pela distribuicao
de Poisson, dada por:

e—)\ X

P(X=x)=—— (55)

para x=0,1,2,.... Diz-se que a variavel aleatéria X segue uma distribuicdo de Poisson
com parametros A e pode ser denotado por:

X~ P(Q) (56)

Para utilizar uma Distribuicdo de Poisson, algumas condi¢cdes sdo necessarias:

1. Independéncia entre as ocorréncias dos eventos no intervalo considerado;

2. Os eventos devem ocorrer de forma aleatéria, de forma que néo haja tendén-
cia de aumentar ou diminuir o numero de ocorréncias no intervalo conside-
rado;

3. A média de ocorréncia do evento é a constante para todo o intervalo consi-
derado.

Pode-se calcular o valor esperado e a variancia de uma Distribuicao de Poisson

por:

2.6 DISTRIBUICOES DE PROBABILIDADE CONTINUAS

Nesta secao, serao apresentados dois modelos de distribuicdo de probabilidade
continuas bastante conhecidos, como a Distribuicdao Uniforme e Distribuicdo Normal.

2.6.1 Distribuicao Uniforme
A distribuicao Uniforme representa variaveis com probabilidade constante. Diz-
se que a variavel aleatéria X segue uma Distribuicao Uniforme com parametros a e b,
sendo b > a. Podemos denotar:
X ~ U(a,b) (59)

Pode-se especificar a sua fungdo densidade por:
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1

—, asx<b

f(x)={ b-a (60)
0, X<aoux>b

Em consequéncia sua fungéo de distribuicdo acumulada é dado por:

0, xX<a
F(x) = Z%Z, a<x<b (61)
1, X>b

O valor esperado e a variancia de uma distribuicdo uniforme podem ser calcula-
dos por:

E(x)= 2P (62)
(b—a)°
V(X)="75 (63)

Note que o valor esperado da distribuicao uniforme é exatamente o ponto médio
do intervalo [a,b].

2.6.2 Distribuicao Normal

A distribuicdo Normal é caracterizada por uma distribuigcdo simétrica, em forma
de sino, em que ha maior probabilidade de a variavel aleatéria assumir valores centrais.
Essa distribuicao Normal também ¢é distribuicdo de DeMoivre-Laplace-Gauss e € com
certeza a mais importante das distribuicoes de probabilidade. Além de permitir mo-
delar muitos fendmenos naturais e, além disso, possibilita realizar aproximacdes para
calcular probabilidades de muitas variaveis aleatérias que tém outras distribuicoes, ou
seja, ela é a base da inferéncia estatistica.

A funcao densidade de probabilidade da distribuicido Normal € dada por:

Fx) = . e_% (%)2 (64)

para o < X < . Podemos denotar:

X~N (p,02> (65)

em que u é a média e o € o desvio padrao.
O valor esperado e a variancia de uma Distribuicado Normal podem ser calcula-
dos por:

E(Y)=p (66)
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V(X)=0? (67)
Algumas caracteristicas da distribuicdo Normal podem-ser destacadas, como:

1. a curva é simétrica em torno de y, em consequéncia, os valores da média
(u) e da mediana s&o iguais, e também (P(X <uy—a) = P(X > p+a)), Va € R;

2. teoricamente, a curva prolonga-se de — a +o0, sendo limy_, .+ f(x) = 0;
3. a area total sob a curva é igual a 1, ou seja, [*2 f(x)dx =1;

4. qualquer combinacao linear de variaveis aleatorias normais é também uma
variavel aleatéria normal; em especial, se X; e X> sdo variaveis aleatérias
independentes e X : N (u1,0%) e Xo: N (u2,03), entdo Va, be R, Y = aXj +
bX> tem uma distribuicdo Normal com

E(Y)=aus+buz (68)

V(Y) = 8%0% + b%03 (69)

5. afastamentos da média, em unidades de desvio padréo, preservam a mesma
area sob a curva, independentemente dos valores de u e o.

2.7 DISTRIBUICAO AMOSTRAIS

Quando a amostragem ¢é aleatéria simples, ou seja a amostra de elementos
retirados ao acaso da populacéao, véarias estatisticas apresentam distribuicdo amostrais
que se aproximam de distribuicdes continuas conhecidas a medida que o tamanho da
amostra aumenta. Isso é o caso da média e da proporcao que apresentam distribuicdes
amostrais aproximadamente Normal.

2.7.1 Distribuicao Amostral da Média

Seja uma amostra aleatoria simples {Xi, Xo, ..., Xn}. A variavel aleatéria X repre-
senta a média dessas n observagoes:

n
Entdo podemos associar a variavel aleatéria X a uma distribuicido de proba-
bilidade, que é o que chamamos de distribuicdo amostral de X (da média), ou seja
distribuicao da média amostral.
A distribuicado da média amostra apresenta as seguintes propriedades:

X = (70)
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1. o valor esperado de média amostral € igual a média da populacao, ou seja:

E(X)=p (71)

2. a variancia da média amostral é inferior & variancia da populacédo (0?) e a
relacdo é dada por:

— 0'2
V(X)=— (72)
n
3. (Teorema Central do Limite) Sejam Xi, Xo, ---, X, variaveis aleatorias inde-
pendentes com a mesma distribuicdo (n&do necessariamente Normal). Se
n for suficientemente grande, em geral para n > 30, a variavel aleatéria X

segue aproximadamente uma distribuicdo Normal:

X~N (/JX;§> (73)

2.7.2 Distribuicao Amostral da Proporcao

Considere que o interesse € estudar a proporcéo (p) de um determinado evento
na populagao. Neste caso, devemos tomar uma amostra aleatéria, representativa da
populagao para calcular a estimativa p.

X

P= ~ (74)

em que X representa o nUmero de casos da amostra que apresentam a caracteristica
de interesse e n representa o numero de casos totais da amostra.

A distribuicao da populacao pode ser representada por uma variavel aleatoria
de Bernoulli, do tipo 0—1. Considerando as observag¢des como:

X 0, se o elemento ndo apresenta a caracteristica de interesse
I' —
1, se o elemento apresenta a caracteristica de interesse

e dessa forma podemos denotar por:

X; ~ Ber(p). (75)

Verificamos que:

ou seja, podemos também denotar que:
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P ~ Bin(n,p) (77)

em que a soma de n variaveis aleatorias Bernoulli’s segue uma distribuigdo Binomial.
Por isso, a proporcao equivale a uma média aritmética de uma variavel do tipo 0—1, e
as propriedades da distribuicdo amostral da média também séo aplicadas a distribuicao
amostral da proporc¢ao.

O valor esperado e a variancia da distribuicao amostral da Proporcdo podem
ser calculados por:

E (P) —p (78)
v (P) - w (79)

Portanto, se a variavel aleatéria discreta X tem distribuicdo Bernoulli, com mé-
dia p e variancia p(1—p), entdo, a distribuicdo amostral da proporcdo P pode ser
aproximada pela distribuicdo Normal quando o n for suficientemente grande:

P~N (,;M)

n

2.8 LEI DOS GRANDES NUMEROS

A Lei dos Grandes Numeros é um dos teoremas mais importantes no ramo da
probabilidade, assim como de outras areas. De uma forma geral, a lei diz que quanto
maior 0 numero de amostras, mais ela tendera ao valor esperado, ou seja, tende para
a probabilidade tedrica, conforme pode ser observado na definigdo a seguir (Lei Forte
dos Grandes Numeros):

Teorema 6. Considere a variavel aleatéria X, com valor esperado u e varidncia o®, que
ira representar o valor de um experimento aleatorio e seja um conjunto X1, Xo, ..., Xn
uma amostra aleatoria, seque que:

/n=1Xi N = o
n

X =

(80)

Portanto, a Lei dos Grandes Numeros afirma que a média assintética dos valores
das amostras converge para a o valor esperado da variavel aleatéria. Como consequén-
cia, se fizermos a média de n amostras com n suficientemente grande podemos obter
uma aproximagéao do valor esperado de X tdo boa quanto pretendemos.

Outro resultado importante é a Lei Fraca dos Grandes Numeros considerando
que Xi,Xo,..., X, seja n amostras aleatérias igualmente distribuidas e independentes,
onde cada uma possui uma média y e variancia o2. Ao definirmos essa séria da forma
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X, = X1+ Xo+ Xz+---+ X
n

temos que o valor esperado dessa variavel é E (X) =p

Em resumo, o resultado diz que quanto maior o n, ou seja, quando n tende para
infinito, a média amostral coincidira com a média populacional y. O que nos resume a
dizer que escolhido uma constante qualquer € > 0 a probabilidade de que a diferenca
entre a média amostral e a média populacional seja maior que essa constante tendera
a zero, ou seja

(81)

lim P X1+X2+X3+"'+Xn

N—soo n

=1 (82)

Observe que a Lei dos Grandes Numeros, que tem grande importancia na
probabilidade e estatistica, tem uma ideia bem simples e intuitiva. Podemos usar como
exemplo o langamento de um dado de 6 faces nao viciado onde cada lado tem uma
chance igual de ser sorteado (1/6). Se langarmos esse dado poucas vezes, poderemos
ver que alguns lados podem sair mais vezes do que 0s outros, mas a medida que
aumentamos o n (numero de langamentos), a Lei dos Grandes Numeros afirma que
a média aritmética dos valores observados tendem a 1/6, ou seja, tendem ao valor
esperado da variavel aleatéria.

2.9 NUMEROS ALEATORIOS

O propésito dos geradores de numeros aleatorios € produzir uma sequéncia
de numeros que aparentam ser gerados aleatoriamente de uma distribuicdo de proba-
bilidade especifica. Usualmente, um gerador de numeros aleatérios basico uniforme
produz nameros que imitam variaveis aleatérias independentes da distribuicdo uni-
forme sobre o intervalo [0,1]. As variaveis aleatérias de outras distribui¢gdes (normal,
qui-quadrado, exponencial, Poisson, etc.) sdo simuladas empregando- se transforma-
cdes apropriadas aos numeros aleatorios uniformes (LECUYER, 2001).

Os geradores de numeros aleatérios sao programas de computador cujo obje-
tivo € imitar ou simular o comportamento tipico de uma sequéncia de variaveis alea-
torias independentes. Sao algoritmos especificos, sequenciais e deterministicos. Os
nuameros gerados sao, portanto, apenas pseudo-aleatérios, mas com um leve abuso
de linguagem sdo chamados de aleatérios. E importante entdo diferenciar:

* NUmero aleat6rio - definido como exibindo aleatoriedade verdadeira;

» Numero pseudoaleatério - definido como possuindo a aparéncia de aleatori-
edade, contudo exibindo um padrao de repeti¢cdo especifico.
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Portanto, um gerador de nimeros aleatérios pode ser definido como como uma
estrutura (S,u, f, U, g), em que S & um conjunto finito de estados, p € uma distribuicao
de probabilidade em S usada para selecionar o estado inicial s; € S, 0 mapeamento
f:S— S é uma funcao de transicao, U € um conjunto finito de simbolos de saida e
g: S — U é uma fungdo de saida.

O gerador opera da seguinte maneira: inicia-se do estado inicial s e faz-se
Up = 9(Sp). Procede-se entdo de acordo com a recorréncia s, = f(sp—1), paran>1. A
saida no passo n é up = g(sp) € U . Assume-se que existam procedimentos eficientes
para calcular f e g e para gerar a sy de acordo com p. As variaveis sdo os numeros
aleatérios (ou observacgdes) produzidos pelo gerador. Espera-se que as observacoes

uy, Uo, ..., Up cOomportem-se como variaveis aleatorias uniformemente distribuidas
sobre o conjunto U. O conjunto U é frequentemente um conjunto de inteiros da forma
0, 2, ..., nou um conjunto finito de valores entre 0 e 1 para aproximar a distribuicao

U[0,1]. Como S é finito, o gerador eventualmente retornara a um estado ja visitado,
isto € s;,; para algum /,j > 0. Entao, sy, = up paratodo n>i. O menor j >0 para o qual
isso acontece € chamado de periodo p. O periodo ndo pode exceder a cardinalidade
de S. Um gerador de numeros aleatérios bem projetado normalmente possui o periodo
p préximo |S| , isto €, p ~ 2b se cada estado € representado por b bits.

Os tipos de geradores de numeros aleatérios mais comumente utilizados séo:

1. Geradores Congruentes Lineares;
2. Geradores de Atraso de Fibonacci;
3. Geradores de Registradores de Deslocamento;

4. Geradores Hibridos.

Portanto, os geradores de numeros aleatorios sdo ingredientes cruciais para
uma grande faixa de aplicacoes, tais como experimentos estatisticos, simulagcédo de
sistemas estocésticos, analises numéricas como o método de Monte Carlo, algoritmos
probabilisticos, jogos de computador e criptografia, entre outros .

2.10 METODO DE MONTE CARLO

Suponha que se quer estimar 6, o valor esperado e a variancia de alguma
variavel aleatéria X sao:

0= E(X) (83)
0% =V (X) (84)

Suponha, além disso, que possam ser gerados valores de variaveis aleatérias
independentes com a mesma distribuicdo de probabilidade de X. Cada vez que for
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gerado um novo valor, diz-se que uma simulagao foi concluida. Suponha que vao ser
realizadas n simulagdes, assim, serao gerados Xi, Xo, ---, Xn. Se

1 n
=Y X (85)
i=1

for sua média, entdo pela lei forte dos grandes numeros, X, sera usado como um
estimador para 6. Seu valor esperado sdo dados a seguir:

f E (X)) = (86)

ou seja,

V(X) = - (87)

Além disso, decorre do Teorema Central do Limite que, para n grande, X, tera
uma distribuicdo normal aproximada. Assim, se o/y/n é pequeno, entdo X, tende a
estar proximo de 6 e, quando n for grande, X, sera um bom estimador para 6. Esta
abordagem para estimar um valor esperado é conhecida como a simulagcdo de Monte
Carlo. Mais detalhes podem ser vistos em (ROSS, 2011) e (RUBINSTEIN, 1981).

2.10.1 Método de Monte Carlo para o calculo de integrais

Os métodos de Monte Carlo tipicamente envolvem a geracao de observacoes
de alguma distribuicdo de probabilidades e o uso da amostra obtida para aproximar
a funcao de interesse. A ideia geral do método € escrever a integral que se deseja
calcular como um valor esperado.

Seja uma fungao f(x) e suponha que se quer calcular 6, ou seja:

0= /01 f (x) dx (88)

Para isso, considere Y uma variavel aleatéria distribuida no intervalo (0,1) entéao
pelo Método de Monte Carlo:

]
e=/ F(x)dx = E[f(Y)] (89)
0
Se Yy, Yo, .-+, Yy sdo variaveis aleatérias uniformes independentes, tem-se que
as variaveis aleatorias (Y1), f(Y2), ---, f(Yn) sd@o variaveis aleatérias independentes

e identicamente distribuidas entorno da média 6. Portanto, pela lei forte dos grandes
nameros, segue, com probabilidade 1, que

y 9 Erg(v) (90
i=1

em que N — .
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Assim, pode-se aproximar 6 gerando uma grande quantidade de numeros alea-
torios y; e tomar como aproximacao o valor médio de g(y;).
2.10.1.1 Método de Monte Carlo para o calculo de integrais definidas

Para calcular a integral definida da forma fa X) dx basta realizar uma mudanca
de variavel y = (x—a)/(b—a) e dy = dx/(b—a). Assim, obtém-se:

1 i
e=/o f[a+<b—a)y](b—a)dy=/0 g(y)dy (91)

em que g(y) = fla+(b—a) y](b—a). Desse modo é possivel aproximar 6 gerando con-
tinuamente numeros aleatérios para x e tomando o valor médio de g(y) calculado
nesses numeros.

2.10.1.2 Método de Monte Carlo para o calculo de integrais imprdprias

Se o interesse é calcular [y f(x)dx basta realizar uma mudanca de variavel
y=1/(x+1) e dy=—dx/(x+1)% = yzdx. Assim, obtém-se:
1
6/f1/y1d /g (92)
f(1/y—1) L ] , : .
em que g(y) = —— 5. Assim € possivel aproximar 6 gerando continuamente nume-

ros aleatérios para x e tomando o valor médio de g(y) calculado nesses numeros.

2.10.1.3 Método de Monte Carlo para o calculo de integrais multiplas

O Método de Monte Carlo também pode ser utilizado para o calculo de integrais
multiplas. Seja a funcdo de mdltiplas variaveis f(xq,x>--- ,Xn) € suponha que se quer
calcular 6, ou seja:

1 1 1
0 JO 0

Tem-se que 6 pode ser expresso como 6 = E[Uq,Us,--- ,Up], onde Uy, ---, U, s@0
variaveis aleatérias uniformes (0,1) independentes. Portanto, para calcular 6 é preciso
gerar k conjuntos independentes, cada um consistindo de n variaveis uniformes (0,1)
independentes:

ui,---,up
uz,... U2

Uk, UK.
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Assim, as variaveis g (U], --- U;,) i=1,---,k sdo todas independentes e identi-
camente distribuidas com média p. Pode-se estimar 6 por YX . 7 (U],---,U}) /k
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3 RESULTADOS E DISCUSSOES

Os resultados e discussdes apresentados neste capitulo compreendem inicial-
mente a aplicacdo do método de Monte Carlo na solugdo de uma integral definida que
possui primitiva. Neste ponto a ideia é verificar se 0 método é efetivo para determinar
uma solucao aproximada da integral estudada e assim validar o método e o algoritmo
desenvolvido. Apos a validacao do método e do algoritmo este sera aplicado na so-
lugdo de algumas integrais nao elementares mais conhecidas e para comparacao da
eficiéncia do método sera utilizado a Regra do Trapézio Mdltipla e a Regra 1/3 de
Simpson Multipla.

Todas os calculos apresentados neste capitulo foram realizados em computador
Intel(R) Core(TM) i7-4500U CPU @1,80 GHz, 8 GB de RAM com sistema operacional
Windows 10 Home Single Language com 64 bits. Além disso, a implementacao dos
algoritmos para o método de Monte Carlo, Regra do Trapézio Multipla e a Regra 1/3
de Simpson Mudltipla, e geracao de gréficos foi realizada no Spyder que € uma IDE do
Python 3.9 voltada especialmente para o calculo numérico.

3.1 VALIDACAO DO METODO DE MONTE CARLO

Para validacdo do método de Monte Carlo sera utilizado a integral da funcéao
f(x) = x2 no intervalo [0, 3]. Calculando a integral:

3

3 33

=/ x2dx =
0

Portanto, a solucao da integral é 9, ou seja f03 x%dx =09.

O primeiro passo para a solucao de uma integral pelo método de Monte Carlo
€ gerar pontos aleatérios para a variavel x dentro do intervalo [a, b] com base na
distribuicao Uniforme. Para isto foi utilizado uma fungéo interna do Python definida por
“x = np.random.uniform(a,b)”, maiores detalhes sobre esta funcdo podem ser encon-
trados nas documentacdes do Spyder.

Na Figura 3 pode-se observar a representacéo grafica da fungéo f(x) = x° no
intervalo [0, 3] para diferentes geragdes de numeros aleatorios para variavel x, tal como
N =10, N=1.000, N=10.000 e N =1.000.000 pontos. Pode-se observar, conforme
ja era esperado, que a os pontos gerados seguem uma distribuicao Uniforme e isso é
confirmado pela Figura 4 (a) que apresenta o grafico da distribuicdo de probabilidade
em funcdo da variavel x e a Figura 4 (b) que apresenta o grafico quantil-quantil, também
conhecido como Q-Q plot, mostrando claramente que os dados gerados ndao seguem
uma distribuicado normal, mas uma distribuicdo Uniforme. Dessa forma concluisse que
o método funciona bem para geragao de pontos aleatérios da variavel x dentro do
intervalo pré-determinado.

3 0% 27 3
3 3-3 3 °°0°°
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Figura 3 — Grafico de f(x) = x2 para x < [0,3] gerado por a) N = 10, b) N = 1000, c)
N =10000 e d) N =1000000 pontos.
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Fonte: Autor

Na Tabela 1 sdo exibidos os resultados obtidos para a estimativa da integral da
funcéo f(x) = x? no intervalo [0, 3] para diferentes N (nimero de pontos gerados a
variavel x). Observa-se que na medida que o numero pontos gerados aumenta mais
proxima € a estimativa da integral em relagdo ao seu valor verdadeiro, pois 0 Ep
(Erro Relativo Percentual Verdadeiro) diminui significativamente. Isto também pode-ser
observado na Figura 5 (a) que apresenta uma comparagao entre o E,; com o0 nimero
de pontos gerados para a variavel x;

Analisando a assertividade do método em relacéo ao valor verdadeiro da integral
na Tabela 2, pode-se observar por exemplo que para N = 100000000 que a estimativa
para a integral é correta em pelo menos 4 algarismos significativos, ou seja, pode-se
garantir uma assertividade de pelo menos 4 algarismos significativos, garantindo assim
que o método de Monte Carlo pode-ser utilizado como uma estratégia para estimar
integrais. Entretanto um ponto que merece atencéo € o que pode ser observado na
Tabela 3 e principalmente na Figura 5 (b), que apresenta o tempo de simulagdo em
relacdo ao numero de pontos gerados da variavel x. Observa-se que para N grandes,
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Figura 4 — a) Distribuicdo Uniforme da varidvel x no intervalo [0, 3] para N = 1000
pontos; b) Grafico Quantil-Quantil do ajuste dos pontos gerados da variavel

x no intervalo [0, 3].
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Tabela 2 — Estimativa da integral da fungéo f(x) = x no intervalo [0, 3] para diferentes
N (nimero de pontos gerados a variavel x) pelo Método de Monte Carlo.

N Aproximacao Ept (%) Tempo (s)
0 0,000000 100,0000 0,000000
10 9,334218 3,713538 0,000999
100 8,767192 2,586754 0,000999
1000 9,131770 1,464109 0,003996
10000 8,962276 0,419159 0,048972
100000 8,994132 0,065196 0,422199
1000000 9,001893 0,021030 5,655761
10000000 8,999348 0,007240 49,99046
100000000 8,999650 0,003889 507,8830

Fonte: Autor

como por exemplo N =100000000 pontos, o tempo computacional é elevado, indicando
assim que o método € caro computacionalmente.
O numero de algarismos significativos foi obtida através de uma modificacao
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Figura 5 — a) Comparagéo do E; (%) em relagdo ao nimero de pontos gerados da
variavel x; b) Comparacao do tempo de simulagéo (segundos) em relagcéo
ao numero de pontos gerados da variavel x.

a) b)

Empo (segundos)
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Fonte: Autor

no critério de Scarborought, desenvolvido por Scarborought (1955), que comparava a
Relacao do Erro com Algarismos significativos dada por

Epr=(05x102")% <« n=2+log(Ep). (94)

Originalmente o critério de Scarborought é dada por

Eppara = (0,5 X 102—”) % (95)

e ela é utilizada como Critério de Parada em processos iterativos, ou seja Ept < Eppara,
em que Eppara € um critério pré-estabelecido.

3.2 APLICACAO DO METODO DE MONTE CARLO PARA ESTIMATIVA DE INTE-
GRAIS NAO-ELEMENTARES

A seguir sdo apresentados os resultados do emprego do método de Monte
Carlo na estimativa da integral da fungéo f(x) = vV'1—x4 no intervalo [-1, 1] e da fungéo
f(x)= e‘é no intervalo [-4, 4]. Os demais exemplos de fun¢des que possuem integrais
nao elementares que foram introduzidas na revisédo bibliografica deste trabalho séo
apresentados numa forma compilada em uma tabela no final desta secéo.

3.2.1 Estimativa para a integral da fungéo f(x) = vV1—x* no intervalo [-1, 1]

A integral da fungédo f(x) = vV1—x* é ndo elementar, ou seja, ndo é possivel
encontrar uma primitiva em termos elementares para essa integral. Na Figura 6 pode-
se observar o grafico da fungdo f(x) = v/1—x* gerado por N = 10.000.000 pontos
aleatdrios da variavel x no intervalo [-1, 1].
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Figura 6 — Gréfico de f(x) = v 1—x* para x € [-1,1] gerado por N = 10000000 pontos
aleatorios para a varlavel X.
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Fonte: Autor

A estimativa da integral da fungdo f(x) = v1—x* no intervalo [-1, 1] para o
método de Monte Carlo, Regra do Trapézio Multlpla e Regra 1/3 de Simpson Multipla
sao apresentados na Tabela 3. Pode-se se observar principalmente que as estimativas
da integral para a Regra do Trapézio Mdltipla e Regra 1/3 de Simpson Mudltipla sao
muito préximas, diferenciando-se somente no quinto algarismo significativo. Além disso,
o tempo de solucao tanto para a Regra do Trapézio Multipla quanto para a Regra 1/3
de Simpson Mdltipla sdo muito parecidos, sendo que a Regra 1/3 de Simpson Multipla
é levemente mais rapida.

Tabela 3 — Estimativa da integral da fungéo f(x) = v1—x* no intervalo [-1, 1] para o
método de Monte Carlo, Regra do Trape2|o Multipla e Regra 1/3 de Simpson

Multipla.
Método de Monte Regrado Trapézio Mul- Regra 1/3 de Simpson
Carlo ' tipla 2 Multipla 2
Estimativa 1,748072 1,747622 1,747677
Tempo (segundos) 636,3373 0,576932 0,457738

TN =10000000 pontos.
2Eppara = 0,5 x 1027, ou seja, aproximagdo com assertividade de 6 algarismos significativos.
Fonte: Autor

Ja o método de Monte Carlo quando comparado com Regra do Trapézio Multipla
e Regra 1/3 de Simpson Multipla mostrou-se bem menos eficiente. Primeira ponto que
vale destaque é que a diferenca da estimativa para a integral esta no terceiro alga-
rismo, ou seja a precisao é baixa frente as regras convencionais. Segundo ponto que
merece também atencéo e de certo modo o mais importante € o tempo de simulagéo
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extremamente elevado. Uma alternativa para melhorar a precisdo do método de Monte
Carlo seria gerar muito mais pontos aleatérios para a variavel x, porém isto certamente
torna o método carro computacionalmente e assim inviabilizando o seu uso.

X2 -
3.2.2 Estimativa para a integral da fungao f(x) = e 2 no intervalo [4, 4]

X2 e
A funcao f(x) = e 2 é uma variagao da funcéo densidade de probabilidade da

distribuicdo normal, que € sem duvidas uma das distribuicbes mais utilizadas para
modelar fenbmenos naturais, entretanto a sua integral é ndo elementar. A Figura 7
apresenta o grafico da funcéo f(x) = e‘% gerado por N = 10000000 pontos aleatérios
da variavel x no intervalo [—4, 4]. Observe que o grafico da fungdo tem a forma de
um sino e que esta em concordancia com os graficos das funcdes de densidade de
probabilidade da distribuigdo normal.

x2
Figura 7 — Gréfico de f(x) = e 2 para x € [-4,4] gerado por N = 10000000 pontos
aleatorios para a variavel x.
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Fonte: Autor

Na Tabela 4 é apresentada a estimativa da integral da funcao f(x) = e‘é no
intervalo [-4, 4] para o método de Monte Carlo, Regra do Trapézio Multipla e Regra 1/3
de Simpson Multipla. Os resultados sdo muito similares aos observados para a estima-
tiva da integral da funcéo f(x) = vV'1—x* no intervalo [-1, 1]. Em que as estimativas da
Regra do Trapézio Multipla e Regra 1/3 de Simpson Multipla se diferenciam no quinto
algarismo significativo e os tempos de simulagao sao bastante baixos para essas re-
gras, entretanto para a estimativa da integral desta funcao a Regra do Trapézio Multipla
foi levemente mais rapida do que a Regra 1/3 de Simpson Multipla. Quando comparado
a estimativa do método de Monte Carlo com a Regra do Trapézio Multipla e Regra 1/3
de Simpson Multipla observa-se que a distincao esta no terceiro algarismo significa-
tivo, mostrando novamente a baixa precisdo do método de Monte Carlo. Além disso,
novamente o tempo computacional € bastante elevado e confirmando novamente que
o0 método é extremamente caro computacionalmente.
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X2 .
Tabela 4 — Estimativa da integral da fungdo f(x) = € 2 no intervalo [4, 4] para o
método de Monte Carlo, Regra do Trapézio Multipla e Regra 1/3 de Simpson

Multipla.
Método de Monte Regrado Trapézio Mul- Regra 1/3 de Simpson
Carlo ' tipla 2 Multipla 2
Estimativa 2,506191 2,506409 2,506411
Tempo (segundos) 536,6293 0,004000 0,015992

TN = 10000000 pontos.
2E,o,oara =0,5x 10278, ou seja, aproximacdo com assertividade de 6 algarismos significativos.
Fonte: Autor

3.2.3 Aplicacao do método de Monte Carlo para outras integrais nao-elementares

Na Tabela 5 sdo apresentados um compilado das demais fungbes com integrais
nao elementares apresentadas na revisao bibliografica deste trabalho.

Tabela 5 — Estimativa das integrais ndo-elementares pelo método de Monte Carlo.

Integral Regra 1/3 de Simp- Método de Monte N Ept (%)
son Multipla ' Carlo

6

J; In[In(x)] dx 1,170941 1,171962 10000000 0,087180
4

£ mdx 1,921347 1,922355 10000000 0,052460
4 e

£ de 14,66166 14,679582 10000000 0,122239
0 X

I 4 e dx 5,293867 5,299503 10000000 0,106462
VT

sin (x?) dx 0,894751 0,894924 10000000 0,019280

4 cos (x?) dx  0,977771 0,977649 10000000 0,012483

'E ara=0,5 x 102 6, ou seja, aproximacao com assertividade de 6 algarismos significativos
op.
Fonte: Autor

Para avaliar o método de Monte Carlo utilizou-se somente as estimativas da
Regra 1/3 de Simpson Mdltipla com uma precisdo de seis algarismos significativos.
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Assumiu-se para efeito de comparacao a estimativa obtida pela Regra 1/3 de Simpson
Multipla como um valor verdadeiro afim de comparar com a estimativa do método
de Monte Carlo. Conforme ja era esperado o Ep; (%) foi elevado indicando a baixa
precisao do método de Monte Carlo, mesmo com a gerag¢ao de N = 10000000 para a
variavel x dentro do intervalo de integracao pré-especificado para cada fungéo.
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4 CONCLUSAO

O método de Monte Carlo é uma técnica alternativa interessante para estimar
um valor esperado de alguma variavel aleatoria. A ideia do método é gerar observagdes
de alguma distribuicdo de probabilidade e observar o comportamento da estatistica
sobre as amostras. O método possui muitas aplicacdes e, neste trabalho o método de
Monte Carlo foi utilizado para calcular integrais ndo elementares.

De uma maneira geral a utilizacdo do método de Monte Carlo para o calculo de
integrais € uma alternativa, pois o0 método é de simples implementacao. Além disso
ele é abrangente, pois pode ser aplicado na estimativa de integrais com quaisquer
limites de integracéo, e adaptativo, pois pode ser aplicado, além do célculo de integrais
definidas, para integrais improprias e multiplas.

Porém o método de Monte Carlo requer um elevado tempo computacional para
gerar as estimativas das integrais e além disso conforme foi observado as estimativas
sao pouco satisfatérias quando comparado com as estimativas da Regra do Trapézio
Multipla e Regra 1/3 de Simpson Multipla impossibilitando assim a sua efetiva utilizagao.
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5 SUGESTAO DE TRABALHOS FUTUROS

Algumas questbes podem ser melhor exploradas, consistindo um caminho para
pesquisas futuras, dentre elas merecem destaque:

» Desenvolver um método para determinar quando parar de gerar novos dados
para o método de Monte Carlo baseado em técnicas de reducao de variancia;

* Avaliar a eficiéncia do método de Monte Carlo para o calculo de integrais
improprias;

* Avaliar a eficiéncia do método de Monte Carlo para o calculo de integrais
multiplas.
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Apéndices



APENDICE A - ROTINAS ESCRITAS EM PYTHON UTILIZADAS NA
ELABORACAO DO TRABALHO

A.1 ROTINA: METODO DE MONTE CARLO

# Importando as bibliotecas
import numpy as np

import math

import time

print ("Método de Monte Carlo")
# Fungao: f(x) = x**2

# Intervalo:a=0ab=3

# Integral: int(f(x)) x**3/9 = 9

# Intervalo
a=0
b=3

valor_verdadeiro = 9
# Definindo o numero de pontos
N = int(1e6)
# Definindo um contador
k=0
variavel =[]
inicio = time.time()
for iin range(1,N):
K=K+ 1
# Gerando um valor aletaério de x entreae b
x = np.random.uniform(a,b)
# Calculando y = (x-a)/(b-a) para cada x gerado
y = (x-a)/(b-a)
xx = a + (b-a)*y
g_XX = XxX**2
# Calculando h(y) = (b-a)g(a+[b-aly)
h = (b-a)*(g_xx)
# Calculando Theta = int(0,a)g(x)dx
theta=h
variavel.insert(k,theta)
# Calculando a média de theta
aproximacao = sum(variavel)/N
fim = time.time()
erro_absoluto = abs(valor_verdadeiro - aproximacao)
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erro_relativo_verdadeiro = abs((valor_verdadeiro - aproximacao)/valor_verdadeiro)
erro_relativo_percentual_verdadeiro = abs((valor_verdadeiro -
aproximacao)/valor_verdadeiro)*100

print ("Tempo de execugao:",%.6f" % (fim - inicio), "segundos")

print("Resultado da Integral:";%.6f" % aproximacao)

print("Erro Absoluto:",%.6f % erro_absoluto)

print("Erro Relativo Verdadeiro:",%.6f" % erro_relativo_verdadeiro)

print("Erro Relativo Percentual Verdadeiro:",%.6f" % erro_relativo_percentual_verdadeiro)

(
(
(
(

A.2 ROTINA: REGRA DO TRAPEZIO MULTIPLA

# Importando as bibliotecas

import numpy as np

import math

import time

print ("Regra do Trapézio Multipla")
# Funcgao: f(x) = x**2

# Intervalo:a=0ab=3

# Integral: int(f(x)) x**3/9 = 9

# Intervalo
a=0
b=3

valor_verdadeiro = 9
# Definindo o numero de subintervalos n = int(1e6)
# Intervalo
a=0
b=4
# Definindo a funcao
def f(x):
y = math.sqrt(1 - x**4)
returny
# Calculando o comprimento do intervalo
h=(b-a)/n
# Realizando um célculo auxiliar
s0 = f(a) + f(b)
# Definindo um contador
s1=0
inicio = time.time()
for iin range(0,n-2):
X=a+i*h
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s1 =s1 +1(x)
aproximacao = (h/2)*(s0 + 2*s1)
fim = time.time()
erro_absoluto = abs(valor_verdadeiro - aproximacao)
erro_relativo_verdadeiro = abs((valor_verdadeiro - aproximacao)/valor_verdadeiro)
erro_relativo_percentual_verdadeiro = abs((valor_verdadeiro -
aproximacao)/valor_verdadeiro)*100
print ("Tempo de execugao:",%.6f" % (fim - inicio), "segundos")
print("Resultado da Integral:";%.6f" % aproximacao)
print("Erro Absoluto:",%.6f % erro_absoluto)
print("Erro Relativo Verdadeiro:",%.6f % erro_relativo_verdadeiro)
print("Erro Relativo Percentual Verdadeiro:",%.6f % erro_relativo_percentual_verdadeiro)

A.3 ROTINA: REGRA 1/3 DE SIMPSON MULTIPLA

# Importando as bibliotecas

import numpy as np

import math

import time

print ("Regra do 1/3 de Simpson Mdltipla")
# Fungao: f(x) = x**2

# Intervalo:a=0ab=3

# Integral: int(f(x)) x**3/9 = 9

# Intervalo
a=0
b=3

valor_verdadeiro = 9
# Definindo o numero de subintervalos n = int(1e6)

# Intervalo

a=0

b=4

# Definindo a funcgao

def f(x):
y = math.sqrt(1 - x**4)
returny

# Calculando o comprimento do intervalo

h=(b-a)/n

m = n/2

s0=0

inicio = time.time()
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ifn% 2 ==0:
for i in range(1,n-1,2):
X =a+ 2%*h
s0 = s0 + 2*f(x)
foriin range(2,n-2,2):
y=a+(i-1)*h
s1 =s1 +1(y)
aproximacao = (h/3)*(f(a) + 4*s0 + 2*s1+ + f(b))
else:
print("Regra de Simpson necessita n par!")
fim = time.time()
erro_absoluto = abs(valor_verdadeiro - aproximacao)
erro_relativo_verdadeiro = abs((valor_verdadeiro - aproximacao)/valor_verdadeiro)
erro_relativo_percentual_verdadeiro = abs((valor_verdadeiro -
aproximacao)/valor_verdadeiro)*100
print ("Tempo de execucao:", %.6f" % (fim - inicio), "segundos")
print("Resultado da Integral:",%.6f" % aproximacao)
print("Erro Absoluto:",%.6f % erro_absoluto)
print("Erro Relativo Verdadeiro:",%.6f % erro_relativo_verdadeiro)
print("Erro Relativo Percentual Verdadeiro:",%.6f" % erro_relativo_percentual_verdadeiro)
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