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Resumo

O teorema de Gauss-Bonnet é um dos resultados mais importantes da geometria dife-
rencial classica. Sua importancia e relevancia advém do resultado, que relaciona dois
invariantes de naturezas distintas: geométrica local e topoldgica geral. Para chegar ao
resultado, percorremos uma série de resultados necessarios e caracterizacoes curiosas. Da-
mos inicio com algumas nocoes da geometria de superficies, entendendo o conceito e o
ferramental imbuido em seu estudo, como as parametrizagoes, aplicagoes entre superficies,
o campo normal e a segunda forma fundamental. Isto nos permite chegar ao primeiro
invariante: a curvatura gaussiana. Logo apds, nos dedicamos a parte topoldgica, utili-
zando simplexos na construcao de complexos de cadeia a fim de obtermos os grupos de
homologia, de onde conseguimos descobrir a caracteristica de Euler de uma superficie.
Tal resultado nos permite chegar a resultados interessantes, como a teoria de classificagao
de superficie de acordo com sua caracteristica. Tendo tais invariantes, partimos para a
parte analitica do estudo da integral de superficies utilizando formas diferenciais, para
tal, passando por tensores alternados, pela pullback, pelo estudo da diferencial exterior
e a forma volume para, por fim, obtermos a integral de formas diferenciais bem como
em simplexos. Voltamos entao a geometria, utilizando do colchete de lie para a cons-
trucao da derivada covariante e obtermos o tensor curvatura, mostrando que a curvatura
seccional de uma superficie coincide com a curvatura gaussiana a fim de demonstrarmos
o teorema egregium de Gauss. Por fim, através do teorema do indice de Rotacao, ob-
temos o teorema de Gauss—Bonnet em sua forma local e global. O resultado, inovador
para a época, gera corolarios elegantes e generalizacoes interessantes como o teorema de

Gauss-Bonnet-Chern e o teorema de Gauss-Bonnet para hipersuperficies.

Palavras-chave: Teorema de Gauss—Bonnet; Superficies; Caracteristica de Euler; Cur-

vatura; Geometria diferencial.



Abstract

The Gauss—Bonnet theorem is one of the most important results in classical differential
geometry. The importance and relevance came from the result, which relates two invari-
ants of different natures: local geometric and general topology. To arrive at the result, we
go through a series of results and curious characterizations. Beginning with some notions
of surface geometry, understanding the concept and the tools imbued in the study, such
as parameters, differentiable functions between surfaces, the normal field and the second
fundamental form. This allows us to arrive at the first invariant: the Gaussian curvature.
Soon after, we dedicate ourselves to the topological part, using simplex in the construction
of chain complexes in order to obtain the homology groups, from which we can discover
the Euler characteristic of a surface. Such a result allows us to arrive at interesting re-
sults, such as the theory of surface classification according to the characteristic number
of the surface. We move on to the analytical part of the study of integral in surfaces. For
this, going through alternating tensors, the pullback, the study of the exterior derivative
and the volume form to, finally, obtain the integral of differential forms as well as in
simplex. We then return to geometry, using the lie derivative to construct the covari-
ant derivative and obtain the curvature tensor, showing that the sectional curvature of a
surface coincides with the Gaussian curvature in order to demonstrate Gauss’s theorem
egregium. Finally, through the Rotation Index Theorem, we obtain the Gauss-Bonnet
Theorem in local and global form. The result, innovative for the time, generates elegant
corollaries and interesting generalizations such as the Gauss—-Bonnet—Chern theorem and

the Gauss—Bonnet Theorem for hypersurfaces.

Keywords: Gauss—Bonnet theorem; Surfaces; Euler charecteristic; Curvature; Differen-

tial geometry.
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Introducao

O teorema de Gauss—Bonnet é um dos mais famosos resultados da geometria Di-
ferencial classica das curvas e superficies. O teorema nos diz que a integral da curvatura
gaussiana de uma superficie é igual a sua caracteristica de Euler multiplicado por 27. Isto
surpreende uma vez que relaciona um conceito que depende da sua posicao e vizinhanga
em uma superficie com um numero resultante de uma caracterizagao topologica, inerente
a uma superficie e as suas superficies homeomorfas. Para chegar até o resultado e rea-
lizarmos a demonstragao, optamos por seguir um caminho diferente do usual, passando

por conceitos mais amplos e utilizando ferramental mais recente.

O histérico deste estudo remonta ao proprio desenvolvimento do calculo, no século
XVII, por Isaac Newton e Gottfried Wilhelm Leibniz, que j& investigavam curvas bidi-
mensionais (BOYER; MERZBACH| [2019). Leonhard Euler e Gaspard Monge resolveram
ampliar estes conceitos para as superficies, mas somente com Carl Friedrich Gauss em
seu “Disquisitiones circa superficies curvas’ que o mundo obteve um livro que compilou
e se dedicou apenas a tal tema. Neste livro, Gauss discute a obra de Christiaan Huy-
gens e Alexis Claude de Clairaunt sobre a curvatura de uma curva e a transfere para a
curvatura de uma superficie, utilizando o conceito de curvatura normal, que chamamos
também de curvatura gaussiana. Além disso, Gauss foi o responsavel pelo inicio do uso
de equacOes paramétricas introduzidas por Euler. Através delas, ele consegue chegar,
utilizando segundas derivadas, em propriedades que nao dependem da parametrizacao es-
colhida e apenas da geometria intrinseca da superficie. Dentre as propriedades invariantes
descobertas, se destaca a ja mencionada curvatura gaussiana. Neste livro ainda é publi-
cado a primeira versao do resultado em sua forma local, traduzido de maneira livre como
“A soma total da curvatura de um triangulo geodésico é igual ao excesso sobre ™ da soma
de seus angulos.”(GAUSS, [1828)). A nocao de que a curvatura é intrinseca a superficie
ficou famosa como o Theorema Egregium de Gauss. Bernhard Riemann, orientando de
Gauss, consegue posteriormente generalizar as nogoes iniciadas por Gauss e fundamenta o
que hoje é conhecido como geometria Riemanniana, provendo uma linguagem matemaética

mais apropriada para tratar tais objetos intrinsecos, inclusive, em dimensoes maiores.

Por outro lado, apesar de obter seu nome, a caracteristica de Euler nao foi com-
pletamente compreendida pelo proprio. Ele notou essa caracteristica para poliedros e
falou sobre ela em uma carta dirigida a seu amigo Christian Goldbach em 1750. Em
1813, Simon Antoine Jean L’Huillier chama a atencao que para poliedros nao convexos,
a caracteristica de Euler nao valia 2 como aos outros poliedros. A nogao mais concreta
do que seria essa caracteristica e como ela estava vinculada a cada superficie s6 veio anos

depois, com Jules Henri Poincaré. Mais tarde, esse invariante foi relacionado ao trabalho
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de Amalie Emmy Noether, que foi responsavel por introduzir os grupos de homologia e

cohomologia, fundamentando uma parte importante da topologia algébrica.

O nosso principal resultado, o teorema de Gauss-Bonnet, também nao foi resul-
tado tnico e exclusivo de Gauss. Gauss de fato escreveu uma versao geral de tal teorema,
mas nunca chegou a publica-lo. Pierre Ossian Bonnet, com quem Gauss divide o titulo
do teorema, generalizou-o para uma area conectada da regiao da superficie em 1848. Por
sua vez, a criacao do conceito de formas diferenciais e sua inclusao a geometria se deve a
Elie Joseph Cartan, ja no final do século XIX e inicio do XX, sendo ele responsavel pela
modernizagao e generalizagao da geometria diferencial, em um trabalho que influenciou e

ainda influencia varios matemaéticos até os dias atuais.

Para uma melhor leitura, recomendamos que o leitor ja esteja familiarizado com
nocoes de calculo, algebra linear e algebra. No entanto, esperamos que os conceitos basicos
estejam acessiveis a alunos de matematica e interessados ao tema. Nos desenhos e gravuras
presentes neste trabalho utilizamos as paletas encontradas na plataforma Colorbrewer que

permite a distincao de cores para daltonicos e em impressoes.

Para compreendermos o teorema em sua extensao precisamos passar por varias
definicoes e resultados. Comecamos definindo o objeto sobre o qual o teorema versa: a
superficie. Para isto, o primeiro capitulo trata da definicao e discorre sobre como definir
parametrizacoes e aplicacoes entre superficies, bem como deriva-las, apresentamos o con-
ceito de plano tangente, retas e campos normais, culminando na definicdo da curvatura
gaussiana. Cabe ressaltar que uma fungao ser diferenciavel, neste trabalho, é sinonimo
de ser C'°. Para tal, utilizamos como principais referéncias (MONTIEL; ROS| 2009) e
(CARMO;, [2010).

Chegando ao segundo capitulo, voltamos os olhos a caracteristica de Euler, apre-
sentando de maneira simples e depois decorrendo sobre a sua obtencao utilizando com-
plexos de cadeia e grupos de homologia, conforme (HATCHER; [2002). Além disso, apre-
sentamos a tabela de classificacdao de superficies através de seu nimero de Euler. Aos que
se interessarem sobre o assunto indicamos (UENO et al| 2003) e (BARROS| 2010).

No capitulo seguinte discutimos a nocao de integral sobre uma superficie. Ocorre
que os objetos adequados a integrar nao sao simples fungoes reais, e sim objetos mais so-
fisticados: as formas diferenciais. Introduzimos esses objetos nesse capitulo de discutimos
seus aspectos principais. Em particular, definimos a chamada forma volume, permitindo a

definicao da integral via formas diferenciais e a integral restrita a simplexos. As principais
referéncias se encontram em (LIMA/ 2004), (LEE, 2012) e (GUILLEMIN; HAINE, 2019).

Ja no quarto capitulo, continuamos estudando a parte da geometria intrinseca,
isto é, propriedades calculadas sem sair da superficie. A partir disto, definimos o col-

chete de Lie, a derivada covariante, de modo a obter o tensor curvatura e encontramos



Introdugao 16

a curvatura seccional, chegando ao Theorema Egregium de Gauss, tendo como principal
referéncia (LEE, 2012).

No quinto e ultimo capitulo, apresentamos o teorema do Indice de Rotacao e
reunimos todas as nogoes anteriores, chegando ao esperado teorema de Gauss-Bonnet em
sua versao local e global e realizando suas demonstragoes. Isto permite obtermos corolarios
dignos de atencao e logo apds discutimos sobre generalizagoes do teorema, em particular,
para hipersuperficies e a de Chern—Gauss—Bonnet. Um dos corolarios obtidos do teorema
¢ hoje conhecido como Theorema Elegantissimum de Gauss, o que Gauss considerava “ao

que hd de mais elegante na teoria das superficies curvas.”(GAUSS| 1828)).
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1 Geometria das superficies

Para entendermos o teorema de Gauss—Bonnet em toda a sua extensao, se faz
necessaria a construcao de uma série de conceitos e resultados, que faremos neste traba-
lho. Comecamos nossa aventura buscando compreender o objeto no qual o teorema esté

definido: a superficie.

1.1 Superficie no espaco euclidiano

Uma superficie é um conjunto de pontos de R*® que, localmente, se parecem
com o R2. Podemos também pensi-lo como o resultado de uma unido de pedacos de
planos deformados e colados, de modo que nao haja pontas ou arestas. Olhando ainda de
maneira intuitiva, podemos entender que uma superficie se trata do conjunto de pontos
em R3 onde uma formiguinha poderia andar tranquilamente, sem precisar fazer pulos e

sem cair (supondo que exista gravidade neste objeto).

Definigao 1.1.1 (Superficie). Uma superficie no R® ¢ um conjunto nio vazio S C R3?
onde, para cada p € S, existe um conjunto aberto U C R?, uma vizinhanca aberta
V de p em S e uma funcao diferencidvel X : U — R3 com X sendo C'*°, chamada de
parametrizacao, tal que os seguintes itens sao satisfeitos:

1. X(U) =V,

2. X :U — V é um homeomorfismo;

3. (dX), : R* — R? é injetiva, para todo q € U.

Observagao 1.1.2. Podemos ainda escrever X (x1,z2) em termos de suas componentes,
isto é, X (z1,x9) = (Xq(21,22), Xo(21,22), X3(21,22)). Neste caso, dizemos que X é dife-
renciavel se, e somente se, cada componente possui derivadas parciais de todas as ordens

continuas, ou seja, é de classe C'*°.

Observagao 1.1.3. Se X ¢ diferenciavel e satisfaz o primeiro item, entao X : U — V ¢
continua e sobrejetora. Logo, para checar que X é um homomorfismo, basta verificar que

ela é injetiva e que possui inversa continua.

Observagao 1.1.4. O fato que (dX), é injetiva para todo ¢ € U é equivalente a dizer que

os vetores a seguir sao linearmente independentes:

_ox 0X

(q) = a—xl(Q) e a(q) = a—xg(Q)-

Veja que cada item determina alguma propriedade intrinseca do objeto. O item

1 determina que, caso uma formiga esteja na superficie, ela possui um “mapa” para
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guia-la em sua proximidade. O item 2 nos garante que, deste mapa, conseguimos nos
localizar na superficie e vice-versa, e que seu caminho é realizado de maneira suave e que
ela nao possua, localmente, autointersecgoes. J& o item 3 determina nao haver pontas ou
arestas na superficie: um caminho suave da formiga na superficie corresponde a uma curva
suave no mapa. Isso servird para assegurar a existéncia dos chamados planos tangentes
a superficie. Tendo isto definido, podemos verificar alguns exemplos de superficies que

encontramos em nosso cotidiano matematico.

Exemplo 1.1.5 (Graficos de fungoes diferencidveis). Seja U C R? um conjunto aberto, e

seja f : U — R uma funcao diferencidvel. O gréfico de f se trata do conjunto de R?:

S={(z,y,2) eR*| (z,y) €U, 2= f(z.y)}.

Nessa situagao, a funcao X : U — S dada por X (x1,x2) = (21, 29, f(21,22)) é uma para-
metrizagao com X (U) = S. Como a fungao em si é diferenciavel, e, portanto, continua, X
é continua. A sua inversa é dada pela projegao f~!(xy, xa, f(x1,22)) = (71, 22), apenas re-
tirando a terceira coordenada, também continua. Logo, X é homeomorfismo. Além disso,
como f é diferenciavel, entao (dX), é injetiva. Portanto, graficos de funcoes diferenciaveis

sao superficies.

Exemplo 1.1.6 (Uniao de superficies). Seja S C R? tal que S = AUISZ‘, onde cada S; é um
1€

conjunto aberto de S. Se S; é uma superficie, para todo ¢ € I, entao S é uma superficie.

Exemplo 1.1.7 (Esferas). Seja S* = {p € R? | |p|> = 1}, ou seja, a esfera centrada na
origem cujo raio é uma unidade. Denotemos por D = {(u,v) € R? | uv? +v* < 1} o

disco unitario do plano euclidiano e por f : D — R a funcao diferenciavel definida por

fu,v) = V1 —u?— 02

Para w € §?, considere a vizinhanga Figura 1.1.1 — Esfera como grafico de funcao.

aberta de w em S? dada por A

Vi ={peS*| {p,w) > 0}.

Escolhendo o sistema de coordenadas de
R? de forma que o vetor w tenha com-
ponentes (0,0, 1), temos que V,, é grafico
da funcao f, entao, pelo exemplo [1.1.5]
V,, € superficie. Veja ainda que a esfera
¢é resultado da uniao de tais conjuntos,
S? = U V,, segue pelo exemplo [1.1.6

weS?
que a esfera é uma superficie. Fonte: Autora, 2023

Exemplo 1.1.8 (Cone sem a origem). Se retiramos o ponto de origem O = {0,0,0}, o

cone, descrito por C* = {(z,y,2) € R3\ {O} | 22 = 2? + y?} se torna uma superficie.
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Seguindo o exemplo da esfera, a parte positiva de um cone pode ser descrita como:

0t = {50, 1(0.0)) € B\ 0} | S(a) = Vi H 7}

enquanto a parte negativa:

¢ = {(ev.~f ) € RN} | Flay) = V)

Nesse caso, o cone C* é resultado da uniao de dois gréaficos de funcoes, logo, uniao de

duas superficies, que pelo exemplo é uma superficie.

Para nao verificarmos todos os passos e obtermos exemplos mais interessantes,

desenvolvamos um pouco mais a teoria.

Definigao 1.1.9 (Imagens inversas de um valor regular). Sejam U C R?® um conjunto
aberto, f : U — R uma aplicacao diferencidavel e a € R. Dizemos que a é um valor regular
de f se para cada p € U com f(p) = a, (df), é sobrejetiva. Podemos ainda dizer que isso
é equivalente a (df), # 0 ou ainda grad f(p) # 0.

Teorema 1.1.10 (Teorema da fungao implicita). Seja A um conjunto aberto de R?, o
ponto p = (x,y,2z) € A e f: A— R uma funcao diferencidvel. Suponha que f(p) = a e
%(p) # 0. Entao, existe uma vizinhanga aberta U tal que (z1,72) em R?, uma vizinhanga

aberta 'V de x3 em R e uma funcao diferencidvel g : U — V tal que (U x V) C A, com
9(x,y) = z.

Em outras palavras, o que o teorema nos afirma é que, se f(p) = a e %(p) # 0, entao

podemos resolver a equagao f(x,y,z) = a para um ponto z préximo de p.

Proposigao 1.1.11. Seja a € R um valor reqular de uma funcao diferencidvel f : A — R,
onde A é um conjunto aberto de R®. Entdo, se S = f~*({a}) difere de vazio, S é uma

superficie.

Ideia da prova. Segue diretamente do teorema da funcao implicita e da definicao de

imagem inversa de valor regular.

Exemplo 1.1.12 (Hiperboldide de duas folhas). O hiperboldide de duas folhas, descrito
usualmente pela equacao —22 + y? + 22 = 1 é uma superficie, uma vez que é valor regular
da funcao diferencidvel f(z,y,2) = —2? — y* + 2% — 1, conforme a proposicao [1.1.11]

Podemos ainda escrever a superficie em seu formato matricial:
-1

S=<{peR? (1 Ty z)

oS O = O
o = O O
o O
N e 8
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Exemplo 1.1.13 (Quéadricas). Generalizando o exemplo|1.1.12] seja A uma matriz simétrica

de ordem 4. Consideramos a quadrica associada:

()4

Suponhamos que S é ndo vazio e que, para cada p € R3, nds temos (1 pt> A # 0. Entao,

S:{pGR?’

nesse caso, S é uma superficie. Para ver isso, definimos a funcao diferencidvel f : R® — R

- (1) ()

por

Para cada p,v € R3, nés temos

(), =2(1 p) A (0>

Queremos verificar que 0 é valor regular de f, ou seja, que a diferencial (df), é sempre

diferente de zero para p € S. De fato, se (df), = 0 para algum p € S, ent@o para todo

0
v e RS 2 (1 pt> A ( ) = 0. Logo, para que tal equacao se verifique para todo vetor
v

v, é necessario e suficiente que 2 <1 pt> A seja da forma <)\0 O), para algum Ay € R.
Como, porém, para p € S, f(p) = 0 entao

()al) -5 0 (!) o

Sendo assim, Ao = 0, o que implica que (1 pt> A = 0, contradizendo nossa hipdtese.
Portanto, pela proposicao [1.1.11} S é uma superficie, e lembramos que as quadricas reais

sao formadas por elipsoides, hiperboldides, paraboldides e cilindros.

Exemplo 1.1.14 (Toro de revolugao). Seja S'(r) um Figura 1.1.2 — Toro de revolucao
circulo de raio » > 0. Se rotacionarmos este circulo
em torno de uma reta no mesmo plano ao qual ele
pertence e a uma distancia R (com R > r) do centro
do circulo, nés geramos um lugar geométrico chamado
de toro de revolucdo, denotado por T?2.

Mais explicitamente, consideremos que, em R? o
circulo S'(r) se encontra no plano z = 0 com cen-
tro no ponto (0, R,0) e que o eixo de rotagao ¢é o eixo
Oz, entao o toro de revolucao sera dado por

A

_ 3 2 2 2 2 _ 2
S = {(37’.%2’) eR(Va?+y? —R)" + 2" =r } Fonte: Autora, 2023.

Considere a fungao diferencidvel f : R® — {eixo z} — R definida por

fla,y,2) = (Va2 +y* — R)* + 2%
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Entao S = f~1({r?}). Além disso,

[ 22(\/224+y%2-R) 2y(4/22+y?—R)
gradf - ( \/:1:2+y2 \/x2+y2 22)

Como a tunica forma de zerar todas as entradas seria se x = y = z = 0, sendo assim,

r?2 > 0 é valor regular, e, pela proposicao [1.1.11] T? é uma superficie.

Definigao 1.1.15 (Curvas simples). Utilizamos o termo curva simples para objetos uni-
dimensionais no espaco euclidiano R? (ou do plano R?) andlogos & superficie. Ou seja,
um subconjunto nao vazio C' de R® é uma curva simples quando, para cada ponto p € C
existe uma vizinhanga aberta V' em C' de forma que exista uma aplicagao diferenciavel
a: I — R®onde o/(t) # 0, para todo t € S, a(I) = V.

Teorema 1.1.16. Qualquer componente de uma curva simples de R® ou R? € um home-

omorfismo ou para um circulo ou para o R, dependendo se € ou nao compacto.

Ideia da prova. Toda curva simples C' é a imagem de uma curva o : I C R — R3 utilizando
a parametrizacao correta. Se a curva é compacta, a pode ser escolhida de modo a ser

periddica. Se nao for, a pode ser escolhida de como a ser um homeomorfismo de I para

C.

Assim, linhas retas e circulos sao os “tnicos” exemplos de curvas simples.

1.2 Mudanca de parametrizacio

Se um ponto p de uma dada superficie pertence a imagem de duas parame-
trizagoes, existem dois sistemas de coordenadas préximo a este ponto. Haveria alguma

forma de transitarmos entre as parametrizagoes?

Lema 1.2.1. Seja S uma superficie e X : U — S uma parametriza¢ao. Seja py € U
p = X(po). Entao, existe uma vizinhanca aberta V' de py e uma projecio ortogonal
7 : R* = R? com relagdo a uma das trés coordenadas de R de modo que W := (w0 X)(V)

¢ um aberto em R? e mo X : V — W € um difeomorfismo.

Demonstracao. Escrevamos explicitamente as componentes da parametrizacao X como
X (1, 22) = (X1(21, 72), Xo(71, 72), X3(21, 2)).
Entao, pela hipdtese de que dX é injetiva em todo ponto, obtemos que a matriz

ale(po) h Xy (po)
81X2(p0) 82X2(P0)
81X3(p0) 02X3(p0)
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tem posto 2. Sendo assim, ela admite uma submatriz 2 x 2 inversivel, que supomos, sem
perda de generalidade, ser formada pelas duas primeiras linhas. Seja entdo 7 : R? — R?
a projecao ortogonal para o plano xy, a qual é dada por 7(x,y,z) = (x,y). Assim, a

composta 7o X é uma funcao diferencidvel de U para R? e

01 X1(po) 02X, (Po))

d(?T o X)p() = <8ng(po) 82X2<p0)

é inversivel. Aplicando o teorema da fungao inversaﬂ, encontramos um conjunto aberto

V' c U verificando o enunciado. ]

Observacio 1.2.2. Veja que Y = X o (ro X)™' : W — S é uma parametrizagiao de S que
cobre p e em que mo Y é a funcao identidade de W. Isto é, vocé sempre consegue cobrir
um dado ponto de uma superficie por uma parametrizacao que é a funcao inversa de uma

projecao ortogonal para um plano de coordenadas.

Proposicao 1.2.3. Seja S uma superficie e tome um ponto p € S. Podemos encontrar
uma parametrizacao de S perto de p cuja imagem € o grdfico de uma fungao diferencidvel

definida em um dos trés planos de coordenadas de R3.

Exemplo 1.2.4 (Cone). O cone descrito por C = {(z,y,z) € R3 | 22 = 2% + 4*} ndo
¢ uma superficie. De fato, se C fosse uma superficie, poderiamos tomar uma vizinhanca
qualquer da origem O = (0,0, 0) que seria o grafico de uma fungao =z = f(y, 2),y = g(x, 2)

ou z = h(z,y). No entanto, todas as proje¢oes de C' nos planos nao sao injetivos.

Seja S uma superficie e X : Uy — S, Y : Uy — S duas parametrizagoes tais que
A = X(Uy) NY(Uy) seja diferente de vazio. Entao a fungao

h=Y"oX:X"(A) =Y (A)

é um homeomorfismo que leva coordenadas com respeito a X em coordenadas com res-
peito a Y. Dizemos que h é uma mudancga de parametros ou mudanca de coordenadas.

Intuitivamente, seria como se a formiga que habita a superficie trocasse de mapa.

Exemplo 1.2.6 (Toro de revolucao). Como vimos, o toro de revolugao de raio r pode ser
descrito como foi feito no exemplo [I.1.14] mas existem outras formas de descrevé-lo. Uma
das mais famosas se trata da mudanca de parametrizacao para fungoes trigonométricas,
utilizando as coordenadas paramétricas. Para isto, a circunferéncia de raio r pode ser
descrita por x = rcos(f) e y = rsen(f). Em seguida, rotacionamos esta circunferéncia a
uma distancia R do eixo z, com R —r > 0 e assim, para — 71 <0 <nme —7< ¢ <m0

toro de revolucao é descrito como

X(0,9) = <[R + 7 cos(6)] cos(¢), [R+ rcos()]sen(¢), r sen(G)) :
1 Disponfvel em (LIMA,|2004)
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Teorema 1.2.5. Mudangas de parametros Figura 1.2.1 -~ Mudanca de parametrizacio
sao difeomorfismos.

Demonstracao. Seja  a  mudanca  de
parametros h uma funcao bijetiva em que
sua inversa é outra mudanca de parametros,
para mostrar o teorema ¢é suficiente ver >
que h é diferenciavel em cada ponto do seu

dominio X~!(A). Sejape S, 1 € X 1(A) e [~

g2 € X71(A) tais que X(q1) =peY(q) = p. / T~
Aplicando o lema [1.2.1] nés encontramos o

conjunto aberto V' C Y71(A) e a projecio }

7, a qual assumimos ser sobre o plano xy, X, Xo
tal que ToY V. — (moY)(V) é um s
difeomorfismo. Entao h~'(V) é uma vizi-
nhanca aberta de ¢; e, em sua vizinhanca,
h = (roY)loroX. Assim, h é dife-
rencidvel em A1 (V') desde que a composi¢ao ’

X :h (V) CR - R 7 : R® — R?, e T
(mo Y)_l (moY)(V) C R2 - V C R? faca
sentido. O Fonte: Autora, 2023

1.3 Aplicacdes diferenciaveis

Vimos que as parametrizacoes levam conjuntos abertos do R? para o R? de ma-
neira continua e diferencidvel. No entanto, pode ser de nosso interesse definir aplicacoes
em uma superficie para descobrirmos mais coisas a seu respeito. Como poderiamos de-

terminar se uma aplicagao é continua e diferenciavel?

Defini¢ao 1.3.1 (Aplicagao diferenciavel). Sejam S; e Sy duas superficies, uma fungao
f 81 — Sy é dita uma aplicagcao diferencidvel se, para quaisquer duas parametrizagoes
X:U, = VieY :Uy— Vi, com f(V}) C Vyafuncao fyy : Uy — Uy dadapor Y tofoX

¢é diferencidvel.

Observagao 1.3.2. Podemos ainda definir aplicacoes diferencidveis entre R” e uma su-
perficie S. Seja A C R™ um conjunto aberto.

1. A aplicacao f: S — R™ ¢é dita diferenciavel se, para qualquer parametrizacao,

X :U — Sde S, acomposicao fo X : U — R™ é diferenciavel.

2. A aplicacao f : A — S sera diferencidvel se i o f : A — R3 ¢ diferencidvel, onde
i: S — R3¢ a funcdo inclusao, ou seja, sua imagem fica identificada com seu
dominio.

3. A aplicacao f : S; — S, é diferencidvel se io f : S — R? é diferencidvel, no sentido
do item [1} sendo i : Sy — R? a inclusao.
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Figura 1.3.1 — Aplicacao diferenciavel

4 N fxy

v

Fonte: Autora, 2023.

Observagao 1.3.3. Se f,g: S — R" sao funcoes diferenciaveis e temos A € R, entao f +g,
f—g, Af:S—=R" (f,g):S— R sao diferencidveis, e se, g : S — R com g(p) # 0 para

todo p, entao % ¢é também diferenciavel.

Podemos encontrar abaixo alguns exemplos de funcoes diferenciaveis definidas

em (ou que tomam os valores de) uma superficie e que aparecem com frequéncia.

Exemplo 1.3.4 (Restrigoes). Seja A C R? um conjunto aberto e seja F': A — R™ uma
funcao diferenciavel no sentido do célculo. Se S C A é uma superficie, nés imediatamente
vemos que o mapa f : S — R™ definido por f = F|g é diferencidvel pela prépria definigao
que fizemos acima. Com isso obtemos que a funcao inclusao i : S — R?, a funcao
identidade id|s : S — S, e a func@o constante definida em S sdo diferencidveis, ja que sao

restricoes de fungoes diferenciaveis.

Exemplo 1.3.5 (Quadrado da distancia). Se py ¢ um ponto qualquer em R? e S é uma

superficie, entao a funcao f : S — R é dada por

f()=|lp—poll>, VpeS,

dado o quadrado da distancia euclidiana dos pontos de S para py. Como € restricao de S

para uma funcao diferencidvel definida no R3, f é diferencidvel.
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Exemplo 1.3.6 (Funcgio distancia). Pegue py € R?\ S, onde S é uma superficie. Entao
a funcao f : S — R, dada por

fp)=Ilp—poll, Vpe S

mede a distancia euclidiana dos pontos da superficie S para o ponto pg e ¢é diferenciavel,
uma vez que é uma restrigao da superficie S para a funcao diferencidvel ||p — po|| definida

no conjunto aberto R3\ {py} incluindo S.

Exemplo 1.3.7 (Curva diferencidvel em uma superficie). Se o : I — R? é uma curva
diferencidvel em R3 cujo traco pertence a uma superficie S, entdo o mapa a : [ — S é
diferenciavel, pelo item [2| da definicao. Dizemos que « : I — S é uma curva diferenciavel

na superficie S

Lema 1.3.8. Seja S uma superficie e f : S — R™ uma funcao definida em S. Se,
para cada p € S, existe uma parametriza¢io X, : U, — S tal que p € X,(U,) onde
foX,:U, = R™ ¢ diferencidvel, entao, f € diferencidvel conforme a definigao[1.3.5

Demonstracao. Seja X : U — S uma parametrizacao qualquer de S. Queremos provar
que fo X : U — R™ é diferenciavel. Mostraremos entao que a composta é derivavel
em qualquer ponto ¢ € U. Por hipdtese, para o ponto p = X(q) € S, existe uma
parametrizacao X, : U, — S tal que p € X,(U,) e fo X, : U, — R™ é diferencidvel.
Seja A = X(U) N X,(U,), que ndo é vazio, uma vez que contém p. Sendo assim, a
mudanca de parametrizagao h : X '(A) — X '(A) é um difeomorfismo. Logo, temos
que foX = (foX,)oh,em X 1(A), e acabamos. O

Teorema 1.3.9. Suponha que f : S7 — Sy e g : Sy — S3 sdo aplicagoes diferencidveis,
onde Sy, 5,53, sao ou superficies, ou conjuntos abertos de espacos euclidianos. Entdo, a

aplicagao composta go f .Sy — S3 é também diferencidvel.

Demonstracdo. Se Sy é um conjunto aberto euclidiano, o resultado é uma consequéncia
direta da defini¢ao [1.3.2] Se, porém, Sy é uma superficie, basta mostrar que, no caso
onde S; = A é um conjunto aberto de R™ e S3 = R™ é um espaco euclidiano. Os casos
restantes podem ser derivados desta ou de outras definicoes ja feitas anteriormente. Seja
g€ Ae X :U — Sy uma parametrizacao cobrindo p = f(q) tal que m o X = I|y, onde
7R3 — R? é a projegio ortogonal para algum plano de coordenadas. Entao, f~1(X(U))

¢ uma vizinhanga aberta de ¢ onde

gof=I(goX)omo f,

¢ uma composicao de aplicagoes diferenciaveis entre conjuntos abertos euclidianos. Por-
tanto, g o f é diferenciavel para cada ponto ¢ € A e, portanto, chegamos no resultado
desejado. O]
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Este teorema diz ainda que a colecao de todas as superficies forma uma catego-
ria. Nesse caso, os objetos sao as superficies, os morfismos sao dados pelas aplicagoes
diferenciaveis, a identidade constitui-se da aplicacao identidade idg e, conforme vimos, as

aplicacoes respeitam a composicao.

Exemplo 1.3.10 (Curva entre superficies). Seja o : [ — S; é uma curva em uma su-
perficie S; e seja f : .57 — S5 seja uma aplicagao diferenciavel de S; para uma superficie
ou um conjunto aberto euclidiano Sy. Entao foa : I — Sy é uma curva diferenciavel em
Ss.

Exemplo 1.3.11 (Restrigdo de dominio). Se f : .S — R™ é uma aplicagao diferenciavel
definida em uma superficie S e S; C S é aberto, entao f|s, : S; — R™ é diferencidvel.
Exemplo 1.3.12 (Uniao de superficies). Suponha que a superficie S é a uniao S = (JS;,
i€l
onde S; é aberto. Se f : S — R™ é uma funcao tal que para cada flg, : S; — R™ é

diferenciavel, entao f é diferenciavel.

Exemplo 1.3.13. Seja U C R? um conjunto aberto do plano. Identificando o R? como
um plano do R3, nés podemos pensar no R? como uma superficie, bem como U. Tomando

a funcao f: U — R™, entdo, f é diferencidvel, no sentido da[1.3.2] e no sentido usual.

Conhecida a nocao de uma aplicagao diferencidvel entre superficies, podemos de-
finir ainda o conceito de “equivaléncia”’ diferenciavel. A nocao de aplicagoes continuas
entre espagos topologicos determina que exista um homeomorfismo entre eles. De ma-
neira parecida, um difeomorfismo entre duas superficies S; e Sy serd, por definicao, uma
aplicacao bijetiva e diferencidvel ¢ : S; — S, cuja aplicacao inversa ¢! : Sy — S} também

é diferenciavel.

Por exemplo, a aplicagao identidade id|gs : S — S de uma dada superficie é um
difeomorfismo, e, se ¢ : S — S5 é um difeomorfismo entre superficies, entao sua inversa,
¢~ 1: Sy, — S é um difeomorfismo de igual modo. Duas superficies sao ditas difeomorfas
quando existe um difeomorfismo entre elas. Nesse caso, nds imediatamente vemos que
elas sao homeomorfas. De fato, um resultado profundo da topologia diferencial afirma

que duas superficies homeomorfas devem ser, necessariamente, difeomorfaf].

1.4 Plano tangente

Queremos agora definir, para qualquer ponto de uma dada superficie, o melhor
objeto para aproximar linearmente a superficie proxima a um certo ponto. Como podemos

tornar mais precisa esta nogao utilizando nosso conhecimento do célculo?

2 Aos leitores interessados, sugerimos a leitura do capitulo 1 do (HIRSCH, [1994)
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Definigao 1.4.1 (Plano tangente). Seja S uma superficie e seja p € S um ponto. Diremos
que um vetor v € R? é tangente a S passando por p se podemos encontrar uma curva
a:(—ge) = S, e>0, tal que a(0) = p e &/ (0) = v. O conjunto que consiste em todos

os vetores tangentes a S no ponto p serd representado por 7},S.

Lema 1.4.2. Seja S uma superficie ep € S, e X : U — S a parametrizacao de S com
p € X(U). Entao
T,S = (dX)x-1()(R?).

Demonstragdo. Tomemos w € R?. Considere o segmento 3 : (—¢,e) — U, para um &
pequeno, dado por B(t) = ¢ + tw, onde ¢ = X (p). A curva 8 satisfaz 5(0) = q e
B'(0) = w. Entao, se definirmos « : (—¢,&) — S como a composta & = X o /3, obtemos
que a(0) = p e o/(0) = (X o B)(0) = (dX),(w). Entao, (dX),(R* c T,S, j4 que «
toma valores em S. Por outro lado, tome um vetor v tangente a S por p. Por definicao,
existe uma curva «a : (—¢,¢) — S tal que «(0) = p e o/(0) = v. Tomando ¢ pequeno o
suficiente, podemos assumir, pela continuidade de «, que o traco estd contido em X (U).
Definimos entao a curva em U por 3 = X' oa. Temos que 3(0) = ge a = X of3.
Entao, v = o/(0) = (X 0 5)'(0) = (dX),(5(0)), isto é, qualquer vetor tangente a S por p
se projeta na imagem de (d.X),. O

Observac¢ao 1.4.3. Uma primeira consequéncia do Lema é que o conjunto 7},S for-
mado por todos os vetores tangentes a um dado ponto é um subespaco linear de dimensao

2 de R? é o que chamaremos de plano tangente a superficie S ao ponto p.

Observagio 1.4.4. Se X : U — S ¢ uma parametrizacao de S que cobre p e ¢ = X 1(p),
entdo, pelo Lema [1.4.2] vimos que (dX),(R?) ndo depende de X e entao {0;(q),da(q)} ¢
base de 7T},S.

Exemplo 1.4.5. (Imagens inversas). Se A C R3 ¢ aberto, f : A — R é uma fungao
diferenciavel, e a é um valor regular de f pertencendo a sua imagem, entao sabemos, pelo
exemplo que S = f~1({a}) é uma superficie. Para todo p € S, nés vemos que

T,S = Ker((df), : R* = R).

De fato, se v € T,S, entdo existe uma curva a : (—e,&) — S tal que a(0) = p e
a/(0) = v. Por isso, (f o a)(t) = a para todo t e, ao derivarmos no ponto ¢ = 0,
(df )p(v) = (foa)'(0) = 0. Entao, v esta no nicleo de (df),. Uma vez que T,,S e Ker(df),
sao subespacos lineares de dimensao dois e um deles inclui o outro, eles devem coincidir,

como queriamos.

Exemplo 1.4.6 (Planos). Seja P = {p € R* | (p — py,a) = 0}, com pp,a € R® e |a|] =1,
isto é, o plano que passa pelo ponto py e é normal a a. Se definimos f : R® — R por

f(p) = (p — po,a) = 0, entdo temos que, para cada p € P,

T,P = Ker(df), = {v € B* | (p— py,v) = 0}.
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Ou seja, o plano tangente de P a qualquer ponto coincide com seu plano diretor.

Exemplo 1.4.7 (Esferas). Seja S*(r) = {p € R® | ||p — po||* = r?} a esfera de centro py e
raior > 0. Entao S?(r) = f~'({r*}) para a fungdo f : R® — R, dada por f(p) = ||p—pol|*.
Portanto, T,,S*(r) = Ker(df), = {v € R* | (p — po,v) = 0}. Assim T,S*(r) é um plano

linear ortogonal ao vetor posicao p — py relativo a py.

Exemplo 1.4.8 (Conjuntos abertos). Se S; é um conjunto aberto de uma superficie S e
p € S, entao 1,51 =1T,S.

1.5 Diferencial de aplica¢des diferenciaveis

Vimos que uma superficie esta definida por meio de uma parametrizagao dife-
renciavel e que podemos descrever aplicacoes diferenciaveis sob essa superficie. Nos resta
perguntar: como calcular a diferencial de uma funcao entre superficies? Quais regras de

diferenciacao valem?

Definig¢ao 1.5.1 (Diferenciavel de f). Seja S uma superficie e seja f : S — R™ seja uma
funcao diferenciavel vetorial. Para um ponto p € S, nés definimos a diferencidvel de f
em p, a qual denotaremos por (df),. Dado v € T,,5, escolha uma curva a : (—¢,e) = S
tal que a(0) = p e &/(0) = v, e entdo temos:
d
(@) = 5| (Foa)(t) = (foa)(0)
Se f: S — S é diferenciavel, entao é claro que (df),(v) € Ty()S2, e definimos

a diferencial de f como a restri¢do (no contradominio) (df), : T,S1 — Ty (p)So-

Para o caso de uma aplicacao f : A — S, entre um aberto A C R" e uma
superficie S, dados p € A e v € R", a curva a(t) = p + tv, para t € (—¢,¢), satisfaz
a(0) = p e d/(0) = v. Entao foa é uma curva em S C R® com f o a(0) = f(p) e
(f o) (0) = (df)p(v), ou seja, (df)p(v) € Ty S, e veremos também a diferencial de f

como a restricdo no contradominio (df), : R™ — Ty(,)S.

Lema 1.5.2. (df), : T,S — R™ é uma funcgao bem definida, isto €, (df),(v) nao depende

da curva escolhida e, mais ainda, € uma aplicacao linear.

Demonstragao. Seja X : U — S uma parametrizagdo com p € X (U). N6s sabemos que
T,S = (dX),(R?), onde ¢ = X (p) e entao (dX), : R* — T,,S é um isomorfismo linear.
Pegando e pequeno o suficiente, nés podemos assumir que a((—¢,¢)) C X(U). A curva
X1 oa satisfaz (X' o)(0) = ¢. Entao X o (X! oa) = a, diferencidvel em ¢ = 0, nés
temos d(X)y[(X " oa)(0)] = v, isto é, (X" oa)'(0) = (dC),*(v). Entao, usando a regra
da cadeia, obtemos que:

(Foa)(0)= o] (Foa)t)=(foX)o(X " on)
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= d(f o X)y(X™" 0)'(0)) = d(f 0 X)g 0 (dX), " (v),

de onde segue a igualdade

(df)p=d(foX)0 (dX);l’
que ¢é o resultado desejado. O

Exemplo 1.5.3. Seja S uma superficie contida em um conjunto aberto A C R? e seja
F : A — R™ uma aplicacao diferenciavel. Denotamos por f : S — R™ uma restrigao
f = F|s. Dado um p € S e seja v € 1,5, para cada curva a : (—,e) — S tal que

a(0) =p e /(0) = v, nds temos

(df)p(v) = (f 0 @)(0) = (F o a)/(0) = (dF),(v).
Entao (df), é uma restri¢ao a 7,,S de (dF'), : R* — R™.

Exemplo 1.5.4. Seja S uma superficie, p € S,v € T),S, e seja a : (—¢,¢) — S uma curva
tal que a(0) =p e /(0) = v.
1. (Funcao altura) Se py € R® e a € R® — {0}, entdo a diferencial da altura h: S — R
dada por h(p) = (p — po, a) é

d

(dh)p(v) = % —0 <a<t) —po,(l) = <U>a> .

2. (Funcao do quadrado da distancia) Se p, € R3, entao a fungio f : S — R que é o

quadrado da distancia do ponto pg, tem como diferencial
d
(@) = 2| llat) = poll* = 2(/(0),a(0) = po) =2 {v,p = po) .

3. (Fungao distancia) Se py € R®— S, entao a diferencial da funcao distancia f : S — R

para o ponto py é dada por

d (v,p — po)
4Np(v) = = | t) = pof| = =P
(@) = .., lat) =l = =0
4. (Quadrado da distancia a uma linha reta) Para cada py,a € R® com |a| = 1, a
diferencial da fungao f : S — R é definida por f(p) = |p — po|*> — (p — po, a)? é dado
por:

(df )p(v) = 2[{v,p = po) — (P — po, @) (v, a}].

Teorema 1.5.5 (Regra da cadeia). Sejam f : Sy — Sy e g : Sy — S3 aplicagoes di-
ferencidveis, onde Sy, S, 53 sao ou superficies ou conjuntos euclidianos abertos. Dado

p € S1, nos temos

d(go f)p=(dg) ) o (df)p-
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Demonstragdo. Primeiramente, pontuemos que as aplicacoes (df), : 1,51 — Ty(p)So,
(d9) 5w * TrS2 = TigopSs € d(g o [y = TpS1 = Tigop)p)Ss, onde T;5; = R”, onde
S; € um conjunto aberto de R", temos dominios e intervalos os quais nos permitem
fazer as composi¢oes necessarias. Se v € 1,5, escolhemos a curva «a : (—e,e) = 54
satisfazendo a(0) = p e o/(0) = v. Entao f o« é uma curva em Sy com (f o «)(0) = f(p)

e (foad)(0) = (df),(v). Mais ainda,

d(go flp(v) =[(go f)oal'(0) =I[go (foa)](0) = (dg) s ((df)p(v)). 0

Dada uma funcao diferenciavel f : S — R definida em uma superficie e um
ponto p € S, nés diremos que p é um ponto critico de f quando (df), nao é sobrejetiva.
Em especial, quando R é o nosso contradominio, temos (df), = 0. A proposicao abaixo

relaciona algumas propriedades de funcoes diferencidveis relativas a seus pontos criticos.

Proposicao 1.5.6. Seja S uma superficie. As duas afirmacoes a sequir sao verdadeiras:

1. Se f: S — R™ € diferencidvel, S € conexa e (df), = 0 para todo p € S, entio f €
constante.

2. Se f: S — R é diferencidvel e em p € S temos um extremo local de f, entao p é

um ponto critico de f.

Demonstracao. De acordo com cada item:

1. Tomemos a € f(S). Entao o conjunto A = {p € S| f(p) = a} é um conjunto nao
vazio fechado de S. Checamos também que ele é aberto. Escolhemos p € A e seja
X : U — S uma parametrizagao tal que p € X(U) para um U conexo. Para cada
q € U temos, pela regra da cadeia (teorema [1.5.5), d(f o X), = (df)s,, o (dX), = 0.
Entao, do cdlculo, fo X é constante em U e, portanto, f = (foX)oX ! é constante
em X (U). Entao f(p) =aep e X(U), nés temos que X (U) C A, isto é, A é aberto.
Uma vez que S é conexa, nés deduzimos que A = S, i.e., f é constante.

2. Seja p um ponto em S tal que f contém um ponto de extremo local. Entao v € T),S
ea: (—ee) — S éuma curva tal que a(0) = p e &/(0) = v, entdo, a aplicagao
diferencial t — (f o «)(t) tem um extremo local em ¢ = 0. Consequentemente,
(df)p(v) = (f o )’(0) = 0, Entao, p é um ponto critico de f. O

A nocao entre a diferencial e uma funcao diferencial definida em uma superficie
e a regra da cadeia nos permitem obter um teorema da funcao implicita no contexto de

teoria das superficies.

Teorema 1.5.7. Seja S uma superficie, f : S — R uma funcao diferencidvel, p € S e
a € R. Suponhamos que f(p) = a e (df), # 0, isto €, p nao € um ponto critico de f.
Entao, existe uma vizinhanca aberta V de p em S e um numero real € > 0 e uma curva

injetiva e reqular o : (—e,e) — R que é um homeomorfismo com sua imagem tal que
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a(0)=pe [T ({a}) NV =a((-¢,2)).
Entao, se a pertence a imagem de f, entio o conjunto f~'({a}) é uma curva simples.

Demonstragdo. Seja U um conjunto aberto do R? contendo a origem e seja X : U — S
uma parametrizacdo de S com X(0,0) = p. Defina f : U — R por f = f o X, entdo
f ¢ diferencidvel com f(0,0) = f(X(0,0)) = f(p) = a assim, pela regra da cadeia,
(df)00) # 0, isto &, (01 f,02f)(0,0) # (0,0). Assumindo que 9»f(0,0) # 0. Aplicando
o teorema da funcao implicita, temos a existéncia de dois niimeros reais €,0 > 0 e uma

funcao diferencidvel h : (—e,e) — (—4,0) tal que
(—e,e) x (=46,0) C U, h(0)=0,
e mais ainda,
{(z1,15) € (—e,6) x (=0,6) |f(z1,22) = a} = {(x1, h(x1)) € R?* | 21 € (—&,¢)}. (1.5.1)

Mantendo isso em mente, considere a vizinhanca V = X ((—¢,¢) x (=4,9)) de (0,0) e a
curva « : (—¢,e) — R? dada por a(t) = X(t,h(t)), sendo um homeomorfismo em sua
imagem. Entao a(0) = X(0,h(0)) = p, &/(t) = (dX)@ne) (1, (t)), o qual ndo é nulo,
uma vez que (dX)gne)) ¢ injetiva. Além disso, se usarmos a aplicacdo X a igualdade
, obtemos

{peV] flp) =a} ={a(t) eR| t € (—¢,e)},

que é f~1({a}) NV é também o trago de a. O

Uma aplicagao geométrica imediata é o teorema da fungao implicita aplicado na
interseccao de superficies préximas a um ponto comum. Se S; e Sy sao duas superficies e
p € S1N Sy é um ponto de interseccao, nés diremos que S; e Sy sdo tangentes em p quando
os planos tangentes 7,S; e T),5; coincidem. Ou seja, isto é, quando 7,5 # 1,5, diremos
que as duas superficies se intersectam transversalmente ou que elas sao transversais em

p. Nessa ultima situagao, nés podemos afirmar que a interseccao é o traco de uma curva.

Proposicao 1.5.8. Se as superficies S1 e Sy intersectam transversalmente em um ponto
p entdo hd uma vizinhanca aberta V- de p em R3, um intervalo aberto I C R e uma curva

reqular o : I — R?, que é um homeomorfismo em sua imagem, tal que o(I) = VNS NSs.

Demonstracao. Pelo teorema 77, sabemos que existe uma vizinhanca aberta A de p em
R3 e uma funcao diferencidvel g : A — R tal que 0 é um valor regular de g e tal que
SoN A= g 1({0}). Definimos f : SN A — R por f = g|s,na, a qual é diferencidvel na
superficie S; N A contendo o ponto p. Mais ainda, f(p) = g(p) = 0 e (df), = (dg)p|1,s,-
Se p é um ponto critico de f, entdo devemos ter 7,5, C Ker(dg), = T1,5. Mas isso
¢ impossivel, ja que S; e Sy se encontram transversalmente. Logo, podemos aplicar o
teorema [L.5.7] O
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1.6 Campo Normal e Orientacdo

Agora, a formiga que habita a superficie ja sabe caminhar por ela e mudar de
mapas, calcular a sua velocidade no caminho que esta percorrendo e também encontrar
todos os caminhos que ela poderia seguir. Como serd que a formiga perceberia “o céu”

nesta superficie?

Definigao 1.6.1 (Reta normal). Dado um ponto p em uma superficie S, nés chamaremos

a reta que passa por p e que ¢é perpendicular a 7,5 de reta normal a S por p.

Exemplo 1.6.2 (Reta normal ao plano). Através da definigao, é intuitivo perceber que
todas as retas normais a um plano sao paralelas. Basta voltarmos ao exemplo para

ver que para qualquer ponto p em um plano, teremos a mesma reta normal.

Defini¢ao 1.6.3 (Campo tangente e campo normal). Seja S uma superficie. Um campo
vetorial suave em S é uma aplicacao diferencidvel £ : S — R3. Em especial, dizemos que
um campo é:
e tangente a uma superficie se os valores tomados por £ pertencem ao plano tangente
de S, isto é, £(p) € T,,S, para todo p € S,
e normal a uma superficie se os valores de £ : S — R? pertencem as retas normais a
S, isto é, £(p) L 1,5, para todo p € S.

O espaco vetorial dos campos suaves tangentes a S serd denotado por X(S).

Definicao 1.6.4 (Campo normal N). Seja V' um campo normal a superficie S. Se
||V (p)|| = 1 para cada ponto p de S, V serd chamado de campo normal unitdrio e seré

denotado por N. Por sua vez, a aplicacao normal vai tomar um ponto p e associa-lo a um

E intuitivo ver que, para qualquer ponto p € S, existem exatos dois vetores
unitdrios de R® perpendiculares ao plano tangente 7,S. Mais precisamente, localmente
temos campos normais suaves unitarios. Para construi-los, vamos precisar do seguinte:
Seja X : U — V uma parametrizacao de S. Para cada ¢ € U, os vetores 01(q) e 0:2(q)
formam uma base para o plano tangente T, S. De fato, d; e 0, sdao campos suaves
tangentes, definidos localmente (em U C S). Pelo processo de Gran-Schmidt, podemos
ainda obter, localmente, campos suaves F; e Ey que formam uma base ortonormal em
cada 7,5, para p € U. Campos com essa propriedade sao usualmente chamados de

referenciais ortonormais.

Lema 1.6.5. Seja S uma superficie e X : U — R? uma parametrizacdo de S. Entao,

existe um campo normal unitdrio definido em um conjunto aberto V.= X (U).

Demonstragdo. Se q € U, o vetor N¥(q) de R?, dada por

81((]) A\ 62(q) (91 A\ 82
19,

T6:(0) A o)l 115 A oal] "

N¥(q) =
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é um vetor normal e tinico a superficie no ponto X (¢). Entao, podemos definir a aplica¢ao

diferencidvel N¥ : u — R3 tal que
N¥(q) L Tx@S e [IN* (@I =1

para todo ¢ € U. Finalmente, nés denotamos por N : V = X(U) — R3 a aplicacio

composta N = NX o X~!. Entao, N é o campo normal unitario. O

Lema 1.6.6. Se S é uma superficie conexa onde Ny e Ny sao dois campos unitarios em

S, entao N1 = Ny ou N1 = —Ns.

Demonstragao. De fato, se p € S temos que Ni(p) e Na(p) sdo dois vetores unitérios
perpendiculares ao mesmo plano 7,,S. Entao eles coincidem, ou eles sao contrarios. Entao,
S=AUB,onde A={pe S| Ni(p) =Nap)}eB={peS| Ni(p)=—Nas(p)}, com
A e B conjuntos disjuntos de S que sao fechados, uma vez que N; e Ny sao continuos.
Entao, se S é conexo, temos queou A=SeB=JouA=0e B=S. O]

Definigao 1.6.7 (Superficies orientaveis). Se, em uma dada superficie S, existe um campo
normal unitario definido em toda a superficie diremos que S é orientavel. Cada campo

normal unitario em uma superficie orientavel S serd chamado orientacao de S.

O Lema nos mostra que qualquer superficie é localmente orientavel e, quando
a superficie é conexa e orientavel e o Lema garante que existem apenas duas ori-
entacoes possiveis. A superficie orientavel S sera dita orientada quando uma orientacao

tiver sido escolhida.

Relembremos que, em um espaco vetorial de dimensao finita qualquer V', uma ori-
entacao consiste de uma escolha de uma classe de equivaléncia de bases ordenadas, sendo
que duas bases (vy,...,v,) e (wy,...,w,) sdo declaradas equivalentes quando a aplicacao
linear induzida por v; — w; preserva orientacdao, isto é, a sua matriz correspondente

nessas bases (a matriz mudanga de base) tem determinante positivo.

No caso de uma superficie com uma escolha de um campo normal, temos uma
orientagao induzida em cada plano tangente 7,,S de S, isto é, podemos definir que uma
base ordenada (e, es) de 1,5 é declarada positivamente orientada quando (eq, e2, N(p))
for base de R3 com a orientacdo canonica. Isso captura a ideia de estarmos orientando
cada T,S de forma continua (em relacdo a p). Se S tem uma orientac¢ao, podemos entao
escolher sempre parametrizacoes orientadas para S, isto é, parametrizacoes tais que a
diferencial dX, : T,U — TxyV preserva orientacao. De fato, comecando com uma
parametrizacao qualquer Y, se Y nao satisfaz isso, podemos compo-la com uma reflexao

em uma das suas coordenadas para obter uma parametrizacao orientada.
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1.7 Aplicacdo Normal de Gauss e Curvatura Gaussiana

Quando pensamos em geometria, logo pensamos em angulos, figuras e areas. No
entanto, no mundo das superficies, um conceito importante que interfere nestes aspectos é
o da curvatura. Intuitivamente, nao é razoavel imaginar que, por exemplo, as propriedades

de um triangulo na esfera sejam as mesmas de um triangulo no plano euclidiano.

Definigao 1.7.1 (Aplicacdo Normal de Gauss). Seja S uma superficie e N o campo
normal unitario de S. Veja que |[|N(p)||> = 1 para todo p € S. Seja S? a esfera centrada
na origem de R3 com raio 1. Temos que N(S) C S? e, consequentemente, cada campo
normal unitario N em S pode ser pensado como uma aplicacao diferencidvel N : S — S?
da superficie na esfera de raio unitdrio S?. Esta aplicacio que leva cada ponto da superficie

a um unico vetor ortogonal a superficie é chamada Aplicacio Normal da Gauss em S.

Exemplo 1.7.2 (Normal da Esfera). Figura 1.7.1 — Esfera e seu plano tangente
Seja S%*(r) a esfera com centro em py
e raio r > 0. Seja p € S? arbitrério.
Entao, como vimos em , T,S? é um
plano ortogonal ao vetor posi¢ao p — py.
Logo, por construcao, um vetor perpen-
dicular a T,S? é o préprio vetor posi¢ao,
v(p) = (p — po). Encontramos em ve-
tor normal a esfera que passa no ponto
p, basta o normalizarmos para encon-
tramos a aplicacao normal da esfera no
ponto. Para isto, basta dividimos o ve-
tor pela sua norma, isto é,

A

p—p 1
N(p) = ﬁ = ;(P—po)-
P —Do Fonte: Autora, 2023.

E natural esperarmos que a aplicagao Gaussiana N varie na superficie S conforme
nos movemos em uma vizinhanga de um dado ponto, sendo de nosso interesse entender
como se d4 essa variacao e medi-la. Para calcular este valor, podemos utilizar a diferencial
(dN), : T,S — TnpS®. No entanto, veja que o plano tangente a esfera S* no ponto
N(p) é o complemento ortogonal do vetor N(p), ou seja, podemos fazer a identificacao

Tn)S* = T,S. Sendo assim, (dN), : T,,S — T,S ¢ um endomorfismo do plano tangente.

Sendo o endomorfismo de um espago vetorial de duas dimensoes, (dNV), tem duas
variaveis associadas: seu determinante e o seu trago. Uma forma natural de considerar

as duas fungoes definidas na superficie se trata de, para p € .S,

K(p) = det(dN), e H(p) = — tr(dN),,
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onde det é o determinante e tr é o traco da aplicagao linear. Estes valores sao chamados,
respectivamente, a Curvatura de Gauss e a Curvatura Média de uma superficie neste

ponto. Como estamos em um mundo bidimensional, e por se tratar do determinante,

Figura 1.7.2 — Aplicagao Normal de Gauss

em um Hiperboloide de uma Figura 1.7.3 — Aplicagao  Normal de
folha Gauss em uma Esfera

A
N(py)

'S \\g\"(inz)
-
L e ;N(PZJ
~
Nipy) ;
- /1\.‘1“\‘ /
/ Mip3) v

Fonte: Autora, 2023.

T

Fonte: Autora, 2023.

a Curvatura de Gauss (K) nao muda seu valor quando mudamos a orientagdo da su-
perficie e assim, serd definida globalmente até em superficies nao orientaveis. Entretanto,
a Curvatura Média (H) depende da orientacao escolhida na superficie e muda o seu sinal
conforme a invertemos. Intuitivamente, quando a curvatura gaussiana ¢é negativa, existe
uma curva v em S tal que a curva N oy tem “sentido inverso” ao de v como vemos em
[1.7.2] J4 quando a curvatura é positiva, v e N oy tém o “mesmo sentido”, como vemos
em [[L7.3

Exemplo 1.7.3 (Curvatura gaussiana do Toro). Seja T?(r) o Toro de Revolugao de raio
r. Considere a parametrizacao apresentada em [1.2.6] Nesse caso, para o ponto p = (6, ¢),

conforme a observacao [1.4.4] o plano tangente pode ser descrito em termos da base

—rcos(¢) sen(h)
Oi(p) = %—?(9, ¢) = | —rsen(¢)sen(d) |,
rcos(6)
—[R 4+ rcos(#)] sen(¢)
0ulp) = 5 0.0) = | (R4 cos(0)] cos(0)
0

Nesse caso, a reta normal ao toro de revolugao em p é resultado do produto vetorial

i j k
01 N Oy(p) = | [-(R+rcos(f)]sen(¢) [R + rcos(d)] cos(¢) 0
—rcos(¢) sen(f) —rsen(¢)sen(d)  rcos(f)
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[R + 7 cos(0)] cos(¢)r cos(h)
= [R + 7 cos(0)] sen(¢)r cos(6)
[R + rcos(f)]sen(¢)*rsen(d) + [R + r cos(0)] cos(¢)?r sen(h)
cos(¢) cos(6)
= (R +rcos(0))r | sen(¢) cos(f)
sen(6)

Basta entao normalizarmos o vetor de modo a obtermos a aplicagao N (p),

A1 (p) A Da(p)

N(p) = No X(0.0) = 1 ol

cos(¢) cos(0) )
= [R + COS(Q)}T’ sen(qb) COS(Q) : m
sen(6)
cos(¢) cos(0)
= | sen(¢) cos(#)

sen(d)

Como queremos saber o quanto ela varia, basta diferenciarmos a aplicagao IV,

O — cos(¢) sen(0) ON — sen(¢) cos(6)
20 = |~ sen(¢) sen(f) 0 = | cos(¢)cos(6)
cos(0) 0
Veja entao que o IN o X | 8x
W(P)Z 50 (Q@Z;'W(P):;'al(p),
enquanto
ON ONo X(97¢) _ cos(f) OX cos(0) - (p).

9o 0o R+ rcos(f) 0¢ () = R + rcos(0)

Unindo os resultados, temos a curvatura,
Figura 1.7.4 — Curvatura positiva e

cos(6) .
K(p) = det(dN)p — |7cos(0)+R 0 negativa no Toro
cos(6)
r[R+ rcos(0)]
Note ainda que, se ¢ € [ -5 g], entao cos(#) > 0. K >0

Logo, para tal intervalo, a curvatura K ¢ positiva. No

entanto, se 6 € [g, 32”] entao cos(f) < 0. Nesse caso,

Fonte: Autora, 2023
a curvatura K é negativa.
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1.8 Segunda forma fundamental

Utilizaremos agora uma nova ferramenta para encontrar propriedades em nossa
superficie: o produto interno do R3. No R3 é conhecido que o produto interno entre dois
vetores pode nos dizer o tamanho dos vetores e também o angulo formado por eles. Outra

utilizagao serd para dualizar aplicagoes lineares.

Definicao 1.8.1 (Segunda forma fundamental). Seja (dN), o endomorfismo em 7,5 e
p € S. Considerando o produto escalar euclidiano em espacgos tangentes, podemos escrever

a forma bilinear

IL,: 7,8 x T,S — R
(v, w) = = ((dN)p(v), w) .

Esta é a chamada sequnda forma fundamental da superficie S no ponto p.

O nome da “segunda forma” surgiu historicamente. Era usual chamar a restricao
do produto interno canoénico de R? a 7,5 como “Primeira forma fundamental”. Veremos
p

isso mais adiante na defini¢ao [3.2.1

Lema 1.8.2. A segunda forma fundamental 11, de uma superficie em qualquer ponto
p € S € uma forma bilinear simétrica no plano tangente T,S. Isto pode também ser
expresso por dizer que a diferencial (dN), de uma aplicagio Gaussiana em cada ponto €

um endomorfismo autoadjunto de um plano tangente a este ponto.

Demonstragdo. Seja U um conjunto aberto de R? e seja X : U — S uma parametrizacao
de S. Entao, como sabemos, em cada ponto (z1,x2) € U, os vetores 0y (x1,x2) e Oa(x1, x2)
estao sobre o plano tangente T'x (g, 2,)S, € 0 vetor (IV o X)(x1,22) ¢ perpendicular a este

plano. Obtemos entao as seguintes igualdades de funcoes definidas em U C R?
(NoX,01)=0 e (NoX,d)=0.

Diferenciando com respeito a variavel x5 na primeira igualdade e com respeito a x; na

segunda e subtraindo os resultados das duas expressoes resultantes obtemos

<(NO X)I2781> = <(N OX)I1a82>'

00X 9 0X
8x1 8[E2 N 8x2 8x1

Considerando a igualdade das derivadas mistas , pelo teorema |1.5.5]

I(N o X)

0x1 (z1,m2) =d(N o X)(th)(l, 0)

= (dN)X(SL‘Lm)[(dX)(l‘hxz)] = (dN)X(xth)[al (xh xQ)]



Capitulo 1. Geometria das superficies 38

para todo (x1,23) € U e, similarmente,

ON o X

8—:@(x1’x2) = (dN) (X (21,02))[02(21, 22)].

Entao, pela definicao da segunda forma fundamental, nés vemos que

Ix()(01(q), 02(q)) = Ilx(4)(02(q), 1 (q))

para todo ¢ € U. Como {0:(q),02(q)} forma uma base para Tx(q)S, a forma bilinear

IIx () ¢ simétrica. ]

Um fato importante sobre aplicagoes autoadjuntas é que elas podem ser diago-
nalizadas. Isto nos diz que cada ponto p na superficie S vincula a si, pelo endomorfismo
—(dN),, dois autovalores que denotamos por xi(p) e k2(p). Sem perda de generalidade,
podemos supor que k1(p) < ko(p). Esses sdo chamados Curvaturas Principais de S no
ponto p e sdo as raizes do polinémio caracteristico de —(dN),. As fungoes k; e ko definidas

na superficie devem satisfazer
K = kiky, H= %(mjt/iz), e K—2HK;+K=0, i=1,2.

Uma vez que o discriminante do segundo grau deve ser nao negativo, para que as duas
raizes reais existam, nés temos que K(p) < H(p)?, Vp € S, chegando a igualdade em
um dado ponto se, e somente se, as duas principais curvaturas coincidirem neste ponto.
Tais valores, k1 e Ko, sao também resultado do valor maximo e minimo da curvatura das
curvas obtidas através da intersecao de um plano contendo o vetor normal no ponto com

a superficie em uma vizinhanca compacta.

Quando correlacionamos os dois autovalores do endomorfismo —(dN), temos os
espagos correspondentes, sendo duas retas no plano tangente 7,S ortogonais entre si
quando k1(p) # k2(p). Nesse caso, ndés diremos que as diregoes correspondentes dessas

duas retas tangentes sao as direcoes principais de S no ponto p.

Exemplo 1.8.3 (Esferas). Se S?(r) é uma esfera com centro py € R? e possui raio r > 0,

como vimos em [1.7.2]

1
= —(p—m), Vpe S*(r).

N(p)

Logo, pela definicao de diferencial, segue que
1
(dN),(v) = - Vv € T,8%(r),

e, portanto
1
I, (v,w) = —= (v,w) Yv,w € T,S*(r).
r
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Sendo assim, usando as defini¢coes, obtemos que:

K(p)=— e H(p) = —%, p € $*(r).

Isto é, a curvatura gaussiana de uma esfera é constante e o seu valor é o inverso do
quadrado do raio, enquanto a Curvatura média da esfera relativa ao seu campo normal
é constante e seu valor é exatamente o oposto da inversa do seu raio. Além disso, as

curvaturas principais sao iguais em cada ponto.
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2 Caracteristica de Euler

Neste capitulo faremos um interlidio topolégico e apresentaremos, sob diferentes
perspectivas, o segundo invariante que aparece no teorema de Gauss-Bonnet: a carac-

teristica de Euler.

Facamos uma brincadeira. Cada objeto que pegarmos (.S), vamos dividi-lo em
varios triangulos. As unicas regras sao que estes triangulos nao podem se sobrepujar e os
seus vértices nao devem tocar a lateral de um triangulo. Depois disto, contemos o ntimero
de faces (F), o nimero de arestas (A) e de vértices (V). Entao, realizamos a seguinte
operacao: somamos as faces, diminuimos as arestas e somamos os vértices. O ntumero

obtido é chamado Caracteristica de Fuler, também sendo chamado de Y.
X(S)=V-A+F

Podemos triangular de varias formas uma mesma figura, mas a caracteristica de Euler

atribuida a mesma é sempre o mesmo numero.

2.1 Simplexos

O processo que fizemos acima é normalmente realizado no estudo de poliedros,
caso em que consideramos o numero caracteristica de Euler como 2. Essa inocente brin-
cadeira, no entanto, nos diz importantes informagoes topoldgicas de uma figura. Como

podemos triangularizar uma figura utilizando ferramentas mais precisas?

Chamaremos de simplexos os objetos geométricos “mais simples” em cada di-
mensao. Isto é, um 0-simplexo é um ponto. J& os 1-simplexos sao intervalos fechados.
Um 2-simplexo é um triangulo (com seu interior). Na terceira dimensao, um tetraedro

(com seu interior), e assim por diante. Mais precisamente:

Definigao 2.1.1 (k-simplexo). Um k-simplexo é o fecho convexo de k+1 pontos vy, - - -, v
do R"™ tais que os vetores v; — vg, - - - , Up — Vg Sao linearmente independentes. Nesse caso
0s pontos vy, - - - , v sao chamados de vértices.

Nesse caso, ponto serd representado por [vg], o segmento de reta por [vg, v1], 0

triangulo por [vg, v, v9], e assim por diante. O n-simplexo canénico é o simplexo
AP = {(tg,--- ,t,) € R | Sit; = 1 e t; > 0, para todo i}.

Qualquer outro simplexo [vg, ..., vx] é a imagem de A* por uma aplicacao linear, precisa-
mente aquela definida na base canonica por e; — v;, que chamaremos de aplicacao linear

canénica de [vy, . .., Ugl.
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Veja que se retirarmos um dos k + 1 vértices de um k-simplexo [vy, . .., vg], for-
mamos um k — 1-simplexo, o qual chamamos de face de [vg,...,vx]. A unido das faces é
chamada de bordo de [vy, ..., v, que denotamos por J[vy,...,vg]. J& o simplexo aberto
corresponde ao interior de [vy, ..., v, isto é, [vg, ..., vg] \ Ovo, . .., vg| serd denotado por

int([vo, - .., vk]).

Para transportamos a ideia de “objeto geométrico simples” para um espaco to-
pologico qualquer, utilizamos a seguinte nocao: um n-simplexo singular em um espacgo
topoldgico S é uma aplicacao continua o, : A™ — S. Isso nos permite deixar mais precisa

a ideia de decompor S em partes simples, como segue.

Definigao 2.1.2 (Triangulacao). Uma triangulagdo A em um espago topolégico S é uma,
colecao enumeravel de simplexos singulares o, : A™ — S, com n dependendo do indice «,
tal que:

1. A restrigao o, ¢ injetiva, e cada ponto de S estd na imagem de exatamente
int

Am™)

uma restrigao o,| :
int(A"7)

2. Cada restricdo de o, a uma face de A" é uma das aplicacoes o5 : A" ! — S. Aqui
identificamos cada face de A™ com A" ! pela aplicacao linear candnica.
3. Um conjunto A C S ¢é aberto se, e somente se, o, '(A) é aberto em A™ para cada

Oa-

Observagao 2.1.3. Os familiarizados com o tema poderao perceber que a triangulagao se

trata de uma estrutura de A-complexo.

Exemplo 2.1.4 (Toro). O toro pode ser obtido por Figura 2.1.1 — Toro identificado

meio de um quadrado identificado, conforme a figura
2.1.0 Mas um quadrado, por sua vez, é resultado
da juncao de dois triangulos. Porém, como busca-
mos simplexos abertos, além do interior do triangulo,
também precisaremos das arestas que os compoem e,
além disso, dos vértices, uma vez que o ponto é um
simplexo da dimensao 0.

Fonte: Autora, 2023

Figura 2.1.2 — Decomposicio do Toro em simplexos ~ Note ainda que, pela prépria
construcao do toro, nao conta-

remos com 6 segmentos de reta
como ¢é esperado, uma vez que
os segmentos estao identifica-
dos. Sendo assim, contamos,
na verdade, apenas 3 segmen-
tos. O mesmo vale para os pon-
tos, que pelas identificagoes,
— sendo apenas um unico ponto,
Fonte: Autora, 2023 conforme a Figura [2.1.2
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2.2 Homologia Simplicial

Ja aprendemos a desconstruir uma figura em formas mais simples e como indicar
as relagoes entre elas precisamente, mostrando como podemos colar de modo a obter o

objeto. Que propriedades podemos obter desta relagao?

Definigao 2.2.1 (n-cadeias simpliciais). Seja A = {04}aeca uma triangulagao de S.
Definimos, paran > 0, o grupo das n-cadeias simpliciais desta triangulagao como o grupo
abeliano livre gerado pelos simplexos singulares de dimensao n ocorrendo na triangulacao,

ou seja:

Ca(S) = P z.

a€Ly,
sendo L, C A a familia de indices « cujos respectivos simplexos sao de dimensao n. Isto
é, C,,(S) tem uma cépia de Z para cada simplexo singular de dimensao n que aparece na

triangulacdo. Se n < 0 definimos apenas que C,,(S) := 0.

Exemplo 2.2.2 (Cadeias simpliciais do Toro de revoluc¢ao). Conforme a separagao em
simplexos que fizemos no exemplo 2.1} na dimensao 0, que conta s6 com o vértice vy, temos
apenas um Z, resultando em: Cy(T?) = Z. J4 na dimensao 1, temos C(T?) = ZHZ B Z.
Por fim, na dimensao 2, temos Cy(T?) = Z & Z. Note que para n > 2 temos C,T? = 0.

Definigao 2.2.3 (Morfismo de bordo). Definimos o morfismo 9, uma aplicagao linear
que recebe um n-simplexo e realiza a soma alternada retirando o i-ésimo vértice em cada

interacao. Chamaremos esta aplicacao de morfismo de bordo:
Op : Cp(S) = C,_1(5)

a[UOv"' 7vn] = (_1)i[UOa"' 7272""' 7’Un]
1=0

Note que 0 associa a um simplexo A seu bordo, descrito como soma dos n — 1

simplexos que o formam, mas também considerando uma espécie de orientagao (o sinal.)

Exemplo 2.2.4 (Bordos no Toro de Revolugao). Usando o exemplo visto acima,
podemos tomar um dos triangulos de C5(T?). Veja entao que o operador bordo aplicado
O2([vo, v1,v2]) = [v1,v2] — [vg, V2] + [vo,v1] resulta em segmentos de reta, pertencentes
a (1. Podemos fazer também o mesmo processo para o outro triangulo e obteremos
Oa([wo, wy, we]) = [wy, wa] — [wo, we] + [wo, wy]. Entdo, 0;([ve,v1]) = v1 — vy mas como

possuimos apenas um ponto, essa diferenca ¢ nula.

Sendo assim, temos uma sequéncia de homomorfismos de grupos abelianos, cha-

mada complexo de cadeias:

e O (8) I C(S) 2 O (S) - — Cu(S) 2 Oy(S) 2 0
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81171

Lema 2.2.5. A composicao C,(S) O, Cr_1(S) = C—2(S) zera, isto €, 0,1 0 0, = 0.

an—l

Demonstragao. Seja a composicao Cy,(5) BN Cn-1(S) = Cy—2(S5). Veja que

an,1 o 871,[1)07 T JUn] = Z(_l)ianfl[v(b e 7@1'7 e JUn]

=0
n i—1
= ( (_1)H—][U0a"' » Ujy 7{}27 avn]
i=0 N j=0
n
+ (_1)1+J71[U07 7@i7 : 7@]7 7vn]>
Jj=i+1

- Z(—l)i+j[7’07“' gy Dy U
i<j
+Z(—1)”j*1[vo,"' yOiy e gy, )
i>j

=0,

uma vez que, trocando os papéis de i e j, obteremos os mesmos termos de soma, mas com

sinal invertido. O

Exemplo 2.2.6. Como ja calculamos 0, e 0; do toro, fagamos a composicao para verificar

se o lema ¢é satisfeito:

01 0 0y = 0y 0 Do [wo, wy, ws)) = O ([wy, we] — [wo, wa] + [wo, wi])

= wy — w1 — (w2 — wp) + w1 — Wy = Wy — wy — Wy + Wy + wy — wy = 0.

Uma consequéncia direta desta propriedade é que Im(d,41) C Ker(d,). Isto nos
permite definir o n-ésimo grupo de homologia deste complexo de cadeia como o grupo

quociente

Ha(S) = Izw(a))

Os elementos de Ker(9,) sao chamados de ciclos e os elementos de Im 0,1 sdo bordos.
Desta forma, transferimos o trabalho de compreender todo um complexo de cadeias C,,(.S)

para compreender seus grupos de homologia simplicial.

Os grupos de homologia sao naturalmente Z-modulos, entao, pelo teorema da
Decomposicao,

Ho(S) = Zpy © Ly © -+ Ly - 17

onde este Z" ¢ um resto que nao encaixou nos Z,, anteriores. Definimos entao o rank

de H,(S) como rank H(S) = r. Podemos fazer essa mesma constru¢iao usando R ao
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invés de Z, neste caso, toda a parte de Z,, @ --- @ Z,, seria nula, uma vez que R é um
corpo, portanto, nao tem tor¢ao. H,(S) é entdo um espago vetorial, sendo o rank H,(.S)

simplesmente sua dimensao.

Exemplo 2.2.7 (Grupos homolégicas do toro). No caso do Toro, os seus grupos ho-
moldgicas sao dados por
Hy(T?) = Ker(9p)/Im(0y) = Z Hy(T?) = Ker(0s)/Im(03)
H,(T?) = Ker(0,)/Im(0;) = Z2 H3(T?) = Ker(03)/Im(0y)

1%
1%

Z
0

I

2.3 A carateristica de Euler

Como constatamos no inicio do capitulo, a caracteristica de Euler é resultado da
soma alternada F'— A+ V. Podemos generalizar isso diretamente para uma triangulagao
finita definindo ¥, (—1)"C,, onde C,, é a quantia de n—simplexos abertos em S. Como

podemos reescrever isto em termos da homologia?

Teorema 2.3.1. x(S5) = Z(—l)” rank H,(95).

n
Demonstracao. Essa demonstracao é puramente algébrica. Seja

uma cadeia complexa de grupos abelianos gerada finitamente, com ciclos Z,, = Ker(d,),
bordos B,, = Im(d,,+1) e homologia H, = Z,/B,. Entao, temos as seguintes sequéncias

exatas 0 - 2, - C, - B, 1 —~>0e0— B, —» Z, — H, — 0, logo

rank C,, = rank Z,, + rank B,,_1,
rank Z,, = rank B,, + rank H,,.

Substituindo a primeira equacao na segunda, multiplicando o resultado por (—1)" e so-
mando até k chegamos que
Z(—l)” rank C), = Z(—l)" rank H,,.
m

Exemplo 2.3.2. Seja T? o toro de revolucao. J4 calculamos os seus grupos de homologia

no Exemplo [2.2.7, bastando apenas realizarmos a sua soma alternada

X(TH =1-2+1=0.
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2.4 Classificacao de superficies através da caracteristica de Euler

Ja vimos a origem da Caracteristica de Euler, como calcula-la através de seus
grupos de homologia. Agora veremos mais resultados que podemos obter com tal invari-

ante.

Definigao 2.4.1 (Soma conexa). Sejam S; e Sy duas superficies disjuntas. Tomemos
um disco D aberto que contido em duas parametrizacoes de S; e Ss, respectivamente, e
consideremos D; e Dy suas imagens em S; e Sy. Entao

S1\ D1 USs \ Dy

~J

S1#Sy =

sendo que ~ é a relacao de equivaléncia que identifica os bordos de Dy e Ds.

De maneira intuitiva, dadas duas superficies disjuntas S; e S, a soma conexa
entre elas S1#55 constitui-se de cortar um disco em ambas e colar as superficies ao longo

da fronteira destes buracos.

Figura 2.4.1 — Soma conexa

A /B

A#B

Fonte: Oleg Alexandrov, 2008

Lema 2.4.2. Sejam S; e Sy duas superficies compactas, entao
X(S1#£52) = x(S1) + x(52) — 2.

Demonstracao. Sejam T e Ty triangulacoes de S e S5 respectivamente. Considere entao
X(S1) =v1 —a1 + f1 e x(S2) = vg — ag + fo. Seja T} = T1 — A{bob1b2} a triangulacao de
Sy —intD?, onde {bobibs} sdo os vértices de um triangulo e Ty = Ty — A{dpd,d>} é uma
triangulacao de S, — intD?, onde {dodydy} sdo os vértices de um triangulo. Tomemos
T= T{%Té onde b; ~d;, 1 =0,1,2 ¢ W ~ M, 1,7 =0,1,2. Como T é uma triangulacao

para x(S1#5S2), entao

X(S1#52) = (v +v2 = 3) — (a1 + a2 = 3) + (fi + f2 = 2) = x(S1) + x(S2) —2. O
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Definigao 2.4.3 (Género). O género ou o genus de uma superficie S, que denotamos por
g, se trata do maior nimero de curvas fechadas e simples em S que nao se intersectam de

modo que o complementar de suas imagens em S é conexo.

Ou seja, o que o género nos diz se trata do nimero de “circulos” (topolégicos)
que podemos remover de S sem desconecta-la. Intuitivamente, se trata da quantidade de

“buracos” que ela possui.

Exemplo 2.4.4. A esfera possui género 0. O toro, possui género 1, uma vez que possui
um buraco central. Um bitoro, isto é, dois toros colados lado a lado, como uma boia
salva-vidas para duas pessoas, possui género 2. Podemos seguir este pensamento até um

T24 - .- #T? n vezes, a boia de salva-vidas para n pessoas.

Teorema 2.4.5. Seja S; uma superficie fechada com nimero de genus g. Entao,
X(Sg) =2 —2g.

Um fato fundamental da teoria de superficies fechadas é que a caracteristica de

Euler e a orientabilidade sao suficientes para classifica-las a menos de homeomorﬁsmcﬂ

Tabela 1 — Classificacao das Superficies Orientaveis

Objeto Simbolo Caracteristica de Euler Género
Esfera S? 2 0
Toro T? 0 1
Bitoro T24T? -2 2
Enésimo toro T2?4---#T2? 2 —2n n

L Para mais detalhes e demonstracdes, sugerimos a leitura dos capitulos 13 até 15 de (BREDON| |2013))
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3 Integrais

Ao falarmos sobre integrais estamos falando, na verdade, em medir volumes ori-
entados. Uma forma de realizar esta medida para blocos é utilizando determinantes.
Por exemplo, em R? tendo definida uma base {e1, e}, dados dois vetores v = (vy, vs) €

w = (wy,wy), ao calcularmos o determinante

det(7, @) = det (”1 wl)

V2 W2

encontramos o volume (neste caso, area) do paralelogramo cujos lados sdo v e w. Além
disso, uma vez que respeita a soma e o produto por escalar, o determinante é uma trans-
formacao linear em cada entrada. No caso de R?, dizemos que ele é bilinear, no caso R3,

trilinear e no caso R", multilinear.

3.1 Tensores

Generalizemos a ideia do pardgrafo anterior para aplicacoes quaisquer entre espacos

vetoriais.

Definigao 3.1.1 (Aplicagoes k-multilineares). Sejam Vi,--- Vi e G espagos vetoriais
reais. Uma aplicagao f : V4 x --- x V. — G é dita k-multilinear quando, para cada
ie{l, -k}

f(vla"' ,Oé'l)l'—i-ﬁyi,"‘ 7Uk):af(vla"' 7’Ui7"'vk)+ﬂf<vla"' yYiy oot 7vk)7

isto é, respeita soma e multiplicagao por escalares.

Denotamos o conjunto das aplicagoes k-lineares por L(Vy, -+, Vi; G). Por sua vez, defi-
nimos a soma e o produto por escalar em L(Vy,---, Vi; G) por,

(f+g)(U1,"' 7Uk) :f(vl,“‘ 7'Uk)+g(vlv"' 7Uk?)
(Af)(vlf" 7vk) :)‘f(vb"' ’Uk’)

desse modo, L(Vi, -+, V,;G) se torna um espago vetorial.

Definigao 3.1.2 (Tensor covariante). No caso em que G = R denotamos L(V3,- -+, Vi; R)

por Vi* ® --- ® V;*. Chamaremos um elemento deste espago de k-tensor (covariante).

Exemplo 3.1.3. Como ja mencionamos anteriormente, o determinante é um exemplo de

aplicacao multilinear. Além dele, no R™, temos o produto vetorial x e o produto escalar

<,>
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Definigao 3.1.4 (Produto Tensorial). Para f €e V' ® -+ @ VFege W/ ® ---@ WS, o
produto tensorial f @ gcom f@ge (V@ ---@ V)o@ (W - @ W) édado por

f@glor, - o, wy, - wg) = flog, -+ ve)g(wy, - -+ wg).

(4) (4)

Suponha que dim(V;) = n; e que (ey”, - , en, 1 my

) ¢ uma base de V;, com base dual (e;), - -+ , £))-

E possivel demonstrar que uma base V;* ® --- @ V* é dada por
{ety@ - @el 1< <nio 1< i <

Ou seja, uma base para o espaco das funcoes multilineares é formada por todas as
possiveis combinagoes de produtos tensoriais de elementos das bases duais (isto é, co-

vetores bésicos).

Definigao 3.1.5 (Produto tensorial). Definimos o produto tensorial dos espagos vetoriais
‘/17 ) Vk’ por

No entanto, como V;** ~ V; canonicamente, denotaremos V" @ --- @ V* =V, ®--- Q@ V.

Exemplo 3.1.6. Em £(R?) tomando como base {ej,es} = {(1,0), (0,1)}, base canonica

do R2. E usual denotar os produtos tensoriais desses elementos como matrizes

. 10 . 0 1 . 0 0 . 0 0
e1 Qe = ,e1 ® ey = , ey ®ep = € ey ®ey = )
T o o) T T \ooo) T T 1 o R VR

Quando todos os V;s sao cépias do mesmo espaco V' denotamos

Vo - aV=QV.
k

Exemplo 3.1.7. A base dual canonica de R™ geralmente é denotada por (dz?!,--- ,dz"),
pois, de fato, é facil ver que o funcional dual e coincide com a diferencial da “funcao

coordenada” (z1,...,x,) — x;. Podemos entao expressar o produto interno usual por
n
(-,) = Zd:{;l ® dx'.
i=1

De fato, se v, w € R", temos

(Z dz' ® dxi) (v,w) = Z dz' (v)dz' (w) = Z VW,

Definigao 3.1.8 (Tensor alternado). Seja V' um espago vetorial de dimensao finita. Di-
zemos que w € @, (V*) é um tensor alternado quando w(vy,---,v,) = 0 sempre que

x; = z; para algum par de indices (3, j).
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Podemos ainda dizer que essa definicao é equivalente a w ser antissimétrico, ou seja,

W('Ul,"‘ y Uiy ooy Uy e 7vn) :—W(Ul,"' yUgy s 3 Uy 7vn>7uma vez que,
C()(U17"' 71)7:7... ,ij’... 7U'r7,) :—w(v17... 7Uj’... 7fUZ.7... 7Un)

QJ(’Ul,"‘ y Uiy mn 3 Ujym ot ,Un)+W(U1,"' yUjy o 3 Vgy s avn):O
W(U1+U1,“‘ 7Ui+vj7"' 7Uj+vi7"' 7Un+vn):07

que zera, tendo v; + vj = V5 + ;.

Denotamos o subespaco de ®),.(V*) dos tensores alternados por A*(V'), alterando
o asterisco que denota o dual por k sobrescrito. Segue diretamente da definicao que, se

dim(V) < k, entdo \"(V) = {0}.

Estamos agora interessados em variar os k elementos para determinar os possiveis
tensores alternados em um espaco, para isto, utilizaremos dos grupos de permutacgoes. O
grupo S, de permutacoes de k elementos age em ®k(V) de forma que, para o € S e
¢ € ®"(V), definimos o € ®"(V) por

op(vL, -, Uk) = A(Vo1)s s Vo(k))-

Isso induz uma projecio alt : ®"(V) — A"(V) definida por

o€Sk
onde sgn(o) se trata do sinal da permutacao, ou seja, sgn(c) = 1 se o é decomposta
como um numero par de transposicoes e sgn(o) = —1 se o é decomposta em um nimero

impar de transposicoes. O subespaco /\k(V) nao é fechado em relacao a ®. Para tanto,

precisaremos uma “versao alternada” desta operacao, conhecida como produto exterior.

Definicio 3.1.9 (Produto exterior). Sejam w € A*(V) e n € A'(V). Definimos entio
fAge AT V), o produto exterior de w e 1 por

(k+1)!

WAN= T

alt(w ® n)

O coeficiente que aparece na definicao acima visa simplificar algumas férmulas que veremos
a frente e que surgem devido as combinacoes de permutacoes. E possivel mostrar que A

é bilinear, associativo e anticomutativo, isto é,
_ kl
wAn=(-1)"nAw.

Dessa forma, (€D, A" (), A) se torna uma dlgebra graduada, conhecida como dlgebra de

Grassmann sobre V.

Lembremos que se ey, - - - , e, é base de V, com base dual {e',--- . "}, entao uma
b ) n b b ) )

base de ), (V*) é dada por

(@ @e™[1<ip <my,-o- 1< <y
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E possivel demostrar também que { A -+ Agi |4y < --- <y, i; € {1,--- ,n}}

¢ uma base para /\k(V) Note que podemos assumir 4, < --- < i pois, se i; > i

ETN - NETN - ANET N NeR =" A AT A ANET A N
Sendo assi ticular, dim A*(V) = (" n
endo assim, em particular, dim = = —
P k) T R — k)
Nosso interesse nos tensores alternados esta na sua ligacao direta com determi-

n
nantes, uma vez que, se dim V' = n, entao dim A" (V*) = ( ) =1 e assim
n

elt(vy) - e (vy,) Vit . i
TN N (v, up) =det | ; = det

SOOI o vl

Portanto, se p = {Mvy + -+ X, |0 <X < 1,3, N =1} ¢ o paralelogramo k dimen-

sional em V, com 0 < k < n = dimV, gerado pelos vetores vy, -+ ,v5, 0 numero

e N ANe"(vg, -+ ,vg) é, a menos de sinal, o volume da projecao de P no subespago
. k

gerado por e;,,- - ,e;. Ou seja, os elementos de A" (V) devem ser pensados como ferra-

mentas algébricas para calculo de volumes orientados.

3.2 Formas diferenciais

Transportaremos agora a construcao dos tensores (alternados) ao contexto das
superficies. Assim como o caso de vetores, nesse contexto estaremos interessados em
“campos suaves” desses objetos, ou seja, tensores em 7,5 que variam suavemente quando

variamos o ponto em S. Sejamos mais precisos. Seja S uma superficie e considere

R's - | |QnS

peS

L . ok . k
Temos uma projecao canonica 7 : QS — S que associa um elemento em Q" 7,5 a p.
Veja ainda que os campos coordenados associados a uma parametrizacao 0;, Js formam
uma base de T,S para cada p € U. Sejam dz',dz? os seus respectivos campos duais.

Entao, pelo que vimos na Secao , qualquer elemento ¢, € ®k T,S se escreve como
G=D Cuin(p)da" ® - @ da'*.
i1, 50k
Uma aplicacao ¢ : S — ®k S satisfazendo mo ¢ = idy;, é um campo de k-tensores em S

quando as fungoes coordenadas (;,. ;, sao suaves, em cada parametrizagao de S.

Definigao 3.2.1 (Tensor da primeira forma fundamental). Com essa linguagem, podemos

“estender” construgoes e objetos da algebra linear a superficies. Por exemplo, o produto
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interno usual (-,-) em R? se restringe a um produto interno em cada 7,,S. Como vimos,
produtos internos sao bilineares, entao podemos encarar tais restricoes como um campo

de tensores em S, que denotaremos por g.
Se X : U — V é parametrizagao de S, temos, em V,
g=> gyde' @ da’,
/L‘?j

para 7,7 = 1,2. E usual pensar em g como uma matriz, que classicamente também é

g 82| _ E F
g21 822 F G

Os coeﬁcientes, é Clal"O, sao dados por g1 = g(é?l, 61) = <01, (91>, 212 = g(@l, 62) = <81, 82>,
8a1 = 8(02,01) = (02, 01) € Za2 = g(0a, 02) = (0s, 0s).

denotada por

Um campo de tensores w é um k-forma diferencial, quando w(p) é um tensor
k-alternado em cada T},S. O espaco vetorial das k-formas diferenciais em S é usualmente
denotado por QF(S). Pelo que vimos, qualquer elemento w € QF(S) se escreve, em

coordenadas X : U — V, como

w= Z Wiy e iy dT™ A -+ A dT'™,

1< <ip

com funcoes coordenadas w;, ;, suaves.

Exemplo 3.2.2. Formas diferenciais também fazem sentido em objetos de outras di-
mensoes, por exemplo:

e Uma forma em R se trata de uma fungao f : {0} — R (ou seja, um niimero real).

e 1-formas em RY nao existem, uma vez que dependeria da existéncia de ao menos
uma dimensao, mas estamos em R°.

e Uma 0—forma em R! é uma funcao suave f : R — R.

e Uma 1-forma em R! é uma aplicacdo que, a cada ponto, associa uma transformacao
linear w(p) de R em R. Uma vez que estamos em R!, temos uma base candnica ey,
que por sua vez, é levada para o seu dual (e;)* = dz'. Logo, w(p) : R = A'(R) =R
é tal que w(p) = A\(p)dz, sendo A : R — R funcao suave.

e Note que
0 0

AR = AR> >R,
Ou seja, uma 0-forma diferencial em R? ¢ uma funcao suave w : R?> — R, ou ainda,
OO(R?) = C°°(R?).
e Fixando {e;,es} a base canonica de R?, temos {dx!,dx?} como base dual corres-
pondente, uma 1-forma no R? se d& por w(p) = wy(p)da' + wo(p)dr?, sendo w; e wy

um par de fungoes suaves.
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2
e Veja que dim (A*R?) = dim o] = 1, entdo, uma 2- forma em R? se trata de uma

funcao suave que possui dz' A dz? como base.

A importancia de utilizarmos tensores ao falarmos de formas diferenciais e in-
tegracao estd na naturalidade com que é feita a alteracoes de parametrizagoes, ja que a

nocao de volume se encontra imbuida em sua prépria constituicao.

Exemplo 3.2.3. Seja w = dz A dy em R?. Pensando na transformacao polar das coorde-
nadas: x = rcos(),y = rsen(f) como uma expressao para uma func¢ao identidade com

respeito as diferentes coordenadas no dominio e no co-dominio, obtemos:

dx AN dy = d(r - cos(0)) A d(r - sen(h))
(87‘(}089 8rcos€d0> A <0Tsen9 8rsen9d0>

o T g o g

= (cos(f)dr — r - sen(0)df) A (sen(0)dr + r - cos(0)d0)
= rcos? Odr A df + rsen® 0d6 A dr

= r(cos? Odr A df + sen® dr A df)

=rdr A\ df

Em analogia com os exemplos anteriores, estando em uma superficie, uma 0-
forma se trata de uma fungao suave. Uma 1-forma se trata de uma combinagao do tipo
widr! + woda?, enquanto 2-forma sao do tipo wiada! A dz?. Além disto, nao existem
k-formas com k > 2 devido & dimensao, uma vez que isto requiriria da! A dz? A dz3, com

Q1,149,103 € {1,2} com iy < iy < i3, 0 que é impossivel.
O seguinte conceito sera 1til posteriormente.

Definicao 3.2.4 (Suporte). O suporte supp(w) de uma k-forma w é o fecho do conjunto
{peS|w#0}

3.3 Pullbacks

E possivel “transportar” formas via fungoes suaves. Mais precisamente, seja
f: S — S, funcao diferencidvel e w € QF(S,). Definimos f*w € Q%(S;), chamada de
forma pullback de w por f, por

Frwp(vr, .. vk) = Wi (dfzvr, - -, dfpvg).
Abaixo vemos algumas proposicoes da pullback que nos interessamE]

Proposicao 3.3.1. Sejam f:S1 — Sy e w € Q(S,), entdo f*w € Q(S52)

1

As demonstragoes podem ser vistas em (LEE] [2012)
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Proposicao 3.3.2. Sejam f:S; — Sy e g: Sy — Ss fungoes suaves e w € Q(S3). Entdo
ffg*w = (go f)'w. Além disso, id" w = w.

3.4 A diferencial exterior

A diferencial usual de funcoes se estende convenientemente para o caso de formas
diferenciais. Mais precisamente, seja S uma superficie e X : U — V uma parametrizacao.

J& vimos que uma forma diferencial w € QF(S) se escreve como
W= E Wiy e ipdx™ N oo A dx™.
1< <ip

Definimos dw € Q**1(S), nessas coordenadas, por

dw=Y" Z%dﬂ/\dﬂl/\m/\dm%.

i1<-<ig j
E possivel mostrar que essa expressao em coordenadas de fato define um elemento global

em QF(S). Além disso, vale o seguinte.

Proposicao 3.4.1. A diferencial exterior tem as sequintes propriedades.
1. A diferencial exterior d : w°(S) — w'(S) coincide com a diferencial usual;
2. dod=0;

3. d comuta com pullbacks.

A titulo de curiosidade, a propriedade d? = 0 que vimos acima nos mostra que
0 — Q*(S) — QYS) — Q°S) — 0

¢ um complexo de cadeias, chamado de complero de De Rham de S. Mais precisamente,
esse trata-se de um complexo de cocadeias, pois as setas vao no sentido oposto. Assim
como no caso da homologia, temos entao grupos de cohomologia

Ker dk
H*(S) = Imde

Surpreendentemente, é possfvel mostrar que H*(.S), assim definido, é isomorfo a (Hy(S))*,
desde que usemos coeficientes em R (no lugar Z) para obter a homologia. Aos leitores

interessados, indicamos como referéncia para tal assunto, indicamos (JUNIORY) 2011)).

3.5 A forma volume

Nessa secao obteremos uma forma que determina o volume de uma superficie S,
a sua forma volume vol. Isso nos permitira, mais tarde, integrar funcoes S — R, além de

formas.
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Proposicao 3.5.1 (Forma volume). Seja S uma superficie orientada. Hd uma tnica

forma diferencial vol € Q*(S), chamada forma do volume, que satisfaz
VOl(El, EQ) =1 (351)

para qualquer referencial ortonormal orientado {Ey, Es}.

Demonstragao. Suponha que tal forma vol exista. Seja {Fi, Fy} referencial ortonormal
orientado em um conjunto aberto U C S e {dz',dx?} as suas 1-formas duais. Podemos
entao escrever vol = fdx' A dz? em U. Mas pela equacao |3.5.1, f = 1, entdo

vol = dx' A da?. (3.5.2)

Isto prova que a forma é determinada unicamente. Para sua existéncia, defina vol conforme
3.5.2lem uma vizinhanga de cada ponto. Basta checarmos que esta definicao independe do
referencial ortonormal. Seja {Ey, F5} outro referencial ortonormal orientado, com formas
duais {dz!,dz?}. Seja
vol = dx! A da?.

Podemos escrever E; = > A{ FE;, para alguma matriz A{ de funcoes diferencidveis. O
fato de ambas as bases serem ortonormais nos diz que A’(p) € O(n), isto é, A? pertence
ao grupo das matrizes ortogonais. Entao, det(Ag ) = 1. No entanto, ambas as bases sao

orientadas, for¢ando o determinante a ser positivo. Dessa forma,
vol(Ey, Ey) = det(da’ (E;)) = det(A?) = 1 = vol(Ey, Es).

Entao vol = vol. O

A forma volume ainda pode ser expressa através dos campos coordenados 0; e 0y

(ndo necessariamente ortonormais)

Proposicao 3.5.2. Seja S uma superficie orientada. Entao, para cada parametrizacao

X :U =V, a forma do volume tem expressao local
vol = y/det(g;;)dx' A da?,

onde g;; sao componentes da forma volume g nessas coordenadas.

Demonstracao. Escrevamos, em coordenadas positivamente orientadas,
_ 1 2
vol = fdx" AN dx

para alguma funcao de coeficientes positivos f. Para calcular f, seja {Ey, Es} um refe-

rencial ortonormal orientado em U e seja {dz', dz*} o seu referencial de 1-formas dual.

J

Escrevamos
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Entao podemos computar
f =vol(0y,05) = &' Ae?(0y,0y) = det(e7(0;)) = det AL,

Por outro lado,

8(9;, ;) (Z A’“Ek,ZAl El> =Y AFAL
k,l
Note que a tltima expressao é a (i, j)-ésima entrada da matriz AT A, portanto
det(g;;) = det(ATA) = det(AT) det(A) = (det(A))?,

donde f = £4/det(g;;). O sinal deve ser positivo, pois ambos os referenciais 0y, 0, e

FE4, E5 sao positivamente orientados. L]

Isto nos permite retornar a uma velha conhecida, a curvatura gaussiana, utili-

zando agora os coeficientes da segunda forma.

Lema 3.5.3. A Curvatura Gaussiana K pode ser reescrita em termos da segunda

forma, como

det II,

(p) = dot dX,’ (3.5.3)

Demonstragao. Seja {e,es} base de T),S e vy, vy € T,S, entao 1L,(v1,v2) = (dN,v1,va).
Para facilitar os célculos, chamaremos A = dN,,, E = (e1,e1) , F = (e1,e2) ¢ G = (e2, €2).

Sendo assim,

(=Aey,er) (—Aei,er)|  [(Aer,er) (Aer,er)
(—Aesg,e1) (—Aes,ea)|  |{Aea,er)  (Ag,en)
Aq(er,e1) + An Ap (e, e2) + Az (€2, €2)
Aoy (e1,e1) + Aoy (e2,e1) Az (1, €2) + Az (€2, €2)
AnE + AP A F + ApG
AnE + ApF  AnF + AnG
= A EAnF + A1 EA»G + A1gF A F 4 A9 F AyG
— AFA)E — A FApFE — AjsGAyE — AjnGAnF

detll, =

Ay A E F
= [ R = det(dN(p)) - det(dX,).
Agr Ap| |F
IT
Ou seja, K = det(dN(p)) = det I, como querfamos. O

det(dX,)’
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3.6 Integracao de formas

Seja U C R™ um aberto e w € Q"(U) uma forma diferencial. Pelo que vimos na

Secao 3.2l w se escreve como
W=wi_,dtt Ao Ada",

Se K C U é compacto, definimos a integral de w em K por

/ w = / wy g, dxt. . dz".
K K

Estamos interessados principalmente no caso n = 2, para integrarmos formas em su-
perficies. Seja entdao S uma superficie orientada e w € Q*(S). Suponhamos que supp(w) é
compacto e fica contido em V' C S, que por sua vez admite uma parametrizacao orientada
X : U — V. Definimos K = X~ !(supp(w)) e

/w:/X*w.
s K

Para generalizarmos isso para uma forma com suporte compacto mas nao necessariamente
contido em um aberto parametrizado, podemos proceder de duas maneiras: ou dividimos
supp(w) em vérias partes com a referida propriedade, integramos em cada uma delas,
e depois somamos o resultado (veremos como fazer isso sistematicamente na proxima

segdo), ou entao usamos o seguinte artificio tedrico.

Definigao 3.6.1 (Partigoes da unidade). Seja S superficie de modo que S = U, V; com
(V;, X;) parametrizagdes. Uma partigdo da unidade subordinada a essa cobertura V; é
uma colegao {&;}; de fungoes suaves &; : V; — R satisfazendo:

L0<&G <

2. supp(&) C Vi

Agora, dada w € Q*(S) com supp(w) C S compacto. Entdo podemos escolher
uma cobertura localmente finita (V;, X;) de supp(w) por abertos parametrizados com
orientacao positiva. Pelas propriedades da particao da unidade, para cada i, o produto

&w é forma diferencial com suporte em uma parametrizagao. Definimos entao

[ e

Definicao 3.6.2 (Area da Superficie). A drea de uma superficie compacta orientével S é

vol(.S) :/dvol.
S
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3.7 Integral via simplexos

Vejamos agora como integrar uma 2-forma w em S usando uma triangulacao A
em S. Se o : A¥ — S ¢ suave (isto é, admite uma extensdao suave a um aberto de R*
contendo A*), e w € QF(S), definimos

/w:/ o*w.
o AF

Estendemos essa definigado para uma combinagdo nyoy + - - - + nyo; € Ck(S) linearmente:

/ w—nl/w+---+nl/w.
ni1o1+-+ngo; o1 4y}

Em particular, fica assim bem definida a integral de uma (k — 1)-forma sobre um bordo
do.

E possivel demonstrar que sempre podemos assumir que cada o : A2 — S de
uma triangulacao para S é uma aplicacao suave. Em outras palavras, qualquer superficie
admite uma triangulacao suave. Além disso, podemos também supor que cada o preserva

orientacao. Assim, se supp(w) é compacto, podemos entao definir

/Sw - za:/aw (3.7.1)

em que « percorre todos os 2-simplexos singulares da triangulagao, sem nos preocuparmos
com questoes de convergéncia. De fato, mesmo que obtenhamos uma quantidade infinita
de termos nao-nulos, a série converge, ja que seu valor precisa coincidir com o obtido
via a definigdo da integral por particdo da unidade. De qualquer modo, sendo supp(w)

compacto, podemos sempre encontrar uma triangulagao de modo a obter uma soma finita
em (3.7.1)).

Como o valor de f g w deve coincidir com aquele obtido via parti¢oes da unidade,

temos:

Proposicao 3.7.1. fsw nao depende da triangularizagao escolhidﬂ.

O proximo resultado, o qual é uma generalizacao do teorema fundamental do

calculo, serd de suma importancia para nos.

Teorema 3.7.2 (Teorema de Stokes em triangulos). Seja o : A¥ — S um triangulo de

uma triangulacdo suave para S e seja w € QF~1(S). Entdo

/dw:/ w.
o oo

A demonstragdo pode ser encontrada na Proposicao 16.8 de (LEE, 2012} p. 408)

2
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A demonstracao de tal resultado pode ser vista em (LEE] 2012)@. Veja, no
entanto, que podemos ver um intervalo [a,b] C R como um “triangulo” em R, via a
restri¢cao da identidade o = id : [a,b] — R. O teorema nesse €aso se resume ao
teorema fundamental do cdlculo, j& que Ofa,b] = —a + b, logo a integral do lado direito

Se resume a

w(b) — w(a).

Mais geralmente, o teorema também abarca em si os teoremas de Green e Stokes do

calculo vetorial cléssico.

Teorema 18.12 de (LEE, 2012, p. 481)
4 Mais precisamente, sua versao levemente diferente que abarca também o caso S = R, que ndo é de

fato uma superficie.



99

4 Geometria intrinseca

Neste capitulo mudaremos o ponto de vista e procuraremos uma maneira de
calcular a curvatura de uma superficie orientada S sem usar elementos que nao fazem parte
dela. Mais precisamente, nossa definicao de K usou a aplicacao de Gauss, e, portanto, o
campo normal unitario N. Perceba que, do ponto de vista da nossa formiguinha habitante
de S, o campo N é algo que esta “fora do seu universo”, algo que ela nao conseguiria
medir. Seria possivel ela chegar a essa medida K de outra maneira? Como veremos, a

resposta € sim, e para isso os protagonistas agora serao os campos tangentes a S.

Esse ponto de vista de se fazer geometria diferencial, chamado de intrinseco, esta
interessado em invariantes que dependem apenas da superficie S em si, e nao da maneira
como ela esteja mergulhada em R3. Mais precisamente, estaremos interessados em estudar
as quantidades geométricas em S que sdo invariantes por isometrias (que chamaremos de

intrinsecas). Nosso objetivo principal é mostrar que a curvatura gaussiana K é intrinseca.

4.1 O colchete de Lie

Seja W € X(S). Dado p € S, queremos ver que existe uma curva integral para
W, isto é, uma curva suave v : (—e,¢) — S tal que v(0) = p e 7/(t) = W(7(¢)) para todo
t € (—¢,e). De fato, se X : U — V é uma parametrizagdo local com p € V, entéo a
diferencial dX ! transporta Wy a um campo de vetores suave em U. Em U C R?, esse
problema se traduz em um sistema de duas equacoes diferenciais ordinarias de primeira
ordem, com condi¢ao inicial determinada por v(0) = p.Usando o teorema de Existéncia
e Unicidade de solugoes, obtemos uma curva integral 7 para o campo em U, e assim
v = X o7 é a curva integral para W. Feito isso, podemos estender (—¢,e) colando
solugoes locais, como é geralmente feito no estudo de EDOs, para o maior intervalo de

definicao possivel.

Mais ainda, usando o fato Figura 4.1.1 — Fluxo
das solugoes variarem suavemente em
relacao aos dados iniciais, é possivel
construir uma aplicagao 6y : D — S,
sendo D C R x .S um aberto contendo
{0} x S, tal que, para cada p € S fixo,
Ow (t,p) é a curva integral de W pas-
sando por p no tempo t = 0 e definida
em seu intervalo maximo. Chamamos

Ow de fluro de W. Fonte: Autora, 2023
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O dominio D do fluxo é, em geral, diferente de R x S. Por exemplo, se tivermos
um campo W para o qual isso vale, e retirarmos de S um ponto p por onde passa uma
curva integral nao constante de W, entao o novo fluxo nao estard definido em todo o
R x S, ja que, para os pontos sobre a curva integral cortada pela remogao de p, as novas
curvas integrais precisarao “terminar” em p. Para simplificar nossa exposicao, no entanto,
trataremos apenas de campos W para os quais D = R x S. Esse é o caso, por exemplo,
de qualquer campo suave em uma superficie compacta (isto é, com S C R? fechado e

limitado).

Para cada t € R fixo, temos um difeomorfismo 6}, = Oy (t,-) : S — S. Isso nos

permite definir o seguinte conceito. Se V' € X(.S) é outro campo, colocamos

VW], = lim (det;})eév(p)(%%(p)) - Vb
9 P .

t—0 t

Perceba que essa definicao tenta imitar a definicao de derivada de campos de vetores em
R™, mas desvia do fato que, para campos em uma superficie .S, quase sempre nao sera
possivel definir incrementos lineares (como se faz em R™), pois, em geral, isso resulta
em um ponto que nao pertence mais a S. A solugao, como vemos acima, é definir um
incremento na diregdo das curvas integrais de outro campo em S. Entao [V, W], é um
novo vetor em 7,5, e de fato, com algum trabalho é possivel mostrar que [V, W] € X(5).

Chamaremos [V, W] de colchete de Lie de V em W.

Figura 4.1.2 — Colchete de Lie

\._

o “_
A0 @) (Vo )

W\~

Fonte: Autora, 2023

Proposicao 4.1.1. O colchete de Lie satisfaz as sequintes p'mpm'edadeaﬂr
1L [V,W]==[W,V],
2. Wy +Wo, V] = [Wh, V] + [W,, V],
3. (W, V], 2]+ [V, Z),W] + [[Z,W],V] = 0.

Podemos interpretar [V, W], geometricamente, conforme visualizamos na figura
4.1.3], como uma medida de o quanto os fluxos de V' e W falham em comutar em p, ou
seja, satisfazer 0%, o 65 (p) = 65, o 6% (p).

1 Corolério 9.39 p 230)
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Figura 4.1.3 — Falha na comutagao dos fluxos

G (p)

9%/ o 9%, (p)

S £
07 ()

V,Wlp

Fonte: Autora, 2023

4.2 Derivada Covariante

J& vimos uma possibilidade de transportar a no¢ao de derivada de campos de R"
para o caso de campos em superficies. No entanto, em R"™ podemos derivar um campo
na direcado de um vetor, e nao de outro campo, como fizemos acima (e de fato, [V, W],
depende dos valores dos campos em toda uma vizinhanga de p). Teria como obtermos
alguma nocao de derivada de campos na direcao de vetores? A resposta também é sim.

Vejamos com mais detalhes.

Seja W € X(S) e v € T,S. Entao podemos escolher v : (—¢,e) — S com
7(0) = p e 7/(0) = v. Assim, consideremos W|,(t) = W(7(¢)) como funcio (—¢,¢) — R?
e derivemos, obtendo
awl,
dt

O tnico problema é que o vetor obtido pode nao ser tangente a S em p. Para sanar isso,

(0) € R®.

fagcamos a projecao ortogonal a 7},S, definindo

vWw AW, \ "
7(o):( - (0)) € T,S.

Esse vetor é chamado de deriwada covariante de W na diregao de v.

Apesar de termos usado o R? e a projecao ortogonal na definicao acima, é possivel
\AL4

provar que ~7- nao depende desses elementos, isto ¢, ¢ algo que depende apenas da
geometria intrinseca de S. De fato, consideremos uma parametrizacao X : U — V e os
referenciais 0y e dy. Com N, temos uma base (01, 0>, N) em cada ponto de V. Escrevamos
0;j = 0*X/0z,0x; nessa base, como

J

Os coeficientes Ffj sao chamados de simbolos de Christoffel de S na parametrizacao X.

O nosso interesse neles é que podemos calcula-los apenas com os dados de S, pois os
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obtemos em funcao dos coeficientes da métrica g. De fato, tomando o produto interno
com 0, e 0 em (4.2.1]), obtemos o sistema

(0;5,01) =T'Lgu + F?jg21

J
(Dij, Op) = Fz‘ljg12 + F?jg22
e, como g é nao degenerada (logo det g;; # 0), podemos resolver esse sistema para Ff;
Sabendo que os simbolos de Chistoffel sao intrinsecos, mostremos que a derivada

covariante também é. Escrevamos y(t) = X (z1(t), z2(t)) e
W, (t) = alzi(t), x2()]01 + blz1(t), 22(t)]02 = a(t)0r + b(t)0:

nas coordenadas X. Entao, pela regra da cadeia,

awl,
dt

Substituindo as expressoes que obtivemos para d,; em termos dos simbolos de Christoffel

= a(@llx'l + 8121'/2) + b(aglflj'll + 822[[/2) + &/81 + b/ag.

acima, e fazendo a projegao ortogonal (isto é, ignorando a componente N), obtemos entao

\Vai4

= [a' + a(T}y @) + Tipah) + b(Tjya! + Thyabh)] 0 (4.2.2)

+ [V + a(T,@) + Thhad) + b(TTya! 4+ [5,a5)] 0s. (4.2.3)

Isso mostra que VIW/dt(0) ¢ intrinseco e depende apenas de v € T,,S, e nao da curva 7y

escolhida.

4.3 Geodésicas

E interessante considerarmos, em particular, %'y’ , ou seja, a derivada covariante

" nao ser um campo definido em toda a S, a

do préprio campo 7’ sobre 7 (apesar de ~y
expressao acima ainda faz sentido, e escolhemos ela como definigdo nesse caso).
As curvas ~ satisfazendo %’y’ = 0 tém um papel importantissimo na geometria de S, pois
elas sao as “linhas retas” da superficie, chamadas de geodésicas. Perceba a interpretacao
geométrica: %7’ , pensado como uma derivada segunda, é a aceleracao de . Entao v é
uma geodésica quando ela nao “acelera” (lembrando que virar para os lados também é
acelerar), a menos da quantidade que a prépria curvatura da superficie S a forga a fazer
(isto é, na componente normal, ignorada por %7’ ). Entdo uma geodésica é o caminho
que a nossa formiguinha habitante de S percorreria se nao “virasse para os lados” em seu

trajeto.

Exemplo 4.3.1. Seja S = R? com a sua métrica usual. Neste caso, como ja vimos, V ¢é
simplesmente a diferenciagao de campos de vetores e a derivada covariante é a derivada
direcional usual. Assim, as geodésicas de R? sdo curvas c satisfazendo 4" = 0, ou seja,
retas y(t) = at + b.
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Exemplo 4.3.2. Considere S = S?. Fazendo a projecao ortogonal da segunda derivada,
temos que 7 é geodésica se, e somente se, 7 (t) L T»S? para todo ¢t. Com isso, vemos
que, as geodésicas tracam circulos méximos em S?. Mais precisamente, nao é dificil checar

que a geodésica determinada por v € T,S* com ||v|| =1 é

Yo(t) = (cost)p + (sent)v.

A expressao (4.2.2)) igualada a 0 nos mostra que determinar as geodésicas de S
corresponde a resolver um sistema de equacoes diferenciais ordinarias nas coordenadas.
Em particular, sabemos que, dadas condicoes iniciais p € S e v € T),5, existe uma tnica

geodésica 7, satisfazendo 7,(0) = p e v,(0) = v, definida num intervalo maximal I C R.

4.4 O tensor de curvatura

Podemos agora definir também a Conexao de Levi-Civita de S como sendo a
aplicacao V : X(5) x X(S) — X(S) dada por

vw

(VvW)y = — -

(0),

sendo que a derivada covariante é em relacao a curva integral de V' passando por p em
t = 0. Nao vamos nos estender aqui mostrando que VW é de fato um campo de vetores
suave em S, mas cabe ressaltar que ja sabemos que VW depende apenas do valor de V
no ponto p e do valor de W sobre a curva integral de V' por esse ponto. Essa é, portanto,
a nocao de derivada de campos que mais se aproxima a uma generalizacao da derivada
usual D que conhecemos do célculo. De fato, no caso S = R? vemos facilmente, pela
definicao, que D = V. E através dessa nocao que mostraremos que a curvatura gaussiana

¢ intrinseca.

De fato, sabemos que a derivada usual D de campos de vetores em R? comuta,
isso é, Dy Dy, = Dy Dy. O essencial e surpreendente para nos aqui é que a curvatura de
uma superficie S se manifesta como uma obstrucao para essa comutatividade. Ou seja, D
comuta justamente porque R? tem curvatura zero. No caso de uma superficie S qualquer,

definimos o campo de tensores R dado por
RW,V)Z =VwVvZ =VyVwZ — Vi Z,

chamado de tensor de curvatura de S, em que W,V,Z € X(S). Mostra-se que R é um
campo de tensores misto, isto é, R, ¢ um elemento de um produto tensorial envolvendo
trés cépias de 1,5 e uma de (7,5)* (ja que o seu resultado R(W,V)Z ¢é novamente um
vetor tangente). Perceba que R(W,V)Z é uma medida de o quanto a conexdo V falha
em comutar: ele é exatamente o comutador Vi Vy — Vi Vyy, menos Vi), que deve ser

subtraido para considerarmos o quanto os proprios campos W e V' falham em comutar.
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4.5 A curvatura seccional

Estamos interessados em relacionar R com a curvatura gaussiana K. Para tanto,

tomaremos uma medida derivada de R, dada da seguinte maneira, para p € S, considere
secs(p) = g(R(E1, E2)Ey, Ey) € R

sendo E7, F5 um referencial ortonormal qualquer em p. Com alguns calculos se mostra
que secg(p) nao depende da escolha do referencial ortonormal, e que de fato pode ser
obtido via uma base qualquer e;, e de 7,5, como

g(R(e1,ez)ez, e1)
leal|?lleal|? = (ex, e2)*

Tal niimero € a curvatura seccional de S em p. Isso determina uma funcao secg : S — R,

secs(p) =

e queremos agora compara-la com K. Para tanto, precisaremos do seguinte.

Lema 4.5.1. Se W,V sao campos em um aberto U C S, entao
(W, V) = (DyW,N).

onde D € a derivada usual de campos em R3.

Demonstragao. Temos (V, N) = 0, logo W (V, N) = (Dy'V, N)+ (Y, DwN) = 0. Ou seja,
(DwV,N) = — (DwN,V) = — (dANW, V) = [I(W, V). 0

A equacao provida pelo do teorema a seguir, conhecida como equacao de Gauss,

também nos ajudara a relacionar secg com K.

Teorema 4.5.2 (Equacao de Gauss). Vale a equagdo
g(ROW, V)Y, Z) = (W, Z) (V. Y) — TL(W, ¥) 11(V, 2)

para quaisquer campos V. WY, Z num aberto U C S.

Demonstragao. Verifica-se que Dy DyY — Dy DyY = DY . Portanto, usando a bili-
nearidade do produto interno,
0= (DwDvY,Z) — (DyDwY,Z) — <D[V7W]Y, Z>
=W {(DvY,Z) —(DvY,DwZ) — V (DwY,Z) + (DwY,DvZ) — (DwY, Z)
Como ViV = (VyW)T = VyW — II(W, V)N, obtemos,
0=W (VyY +1II(Y, V)N, Z) —(VyY +II(V.Y)N,Vw Z + 1II(W, Z)N)
—VA(VwY +1I(Y,W)N,Z) + (VywY + II(W,Y )N, Vv Z + 1I(V, Z)N)
— (V)Y +I(W.V].Y)N. Z)
=W(VWY,Z) —(VyY,Vy2Z) -1I(V,.Y)IIW, Z) — V(VwY, Z)
+(VwY, Vv Z) + LW, Y)IL(V, Z) — (VwY, Z)
= (VwWY,Z) = 1II(V,Y)I(W, Z) = (VyVwY, Z) + (W, Y)ILV, Z) = (VwY, Z)
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Ou seja, (R(W, V)Y, Z) = IV, Y) IL(W, Z) — I[(W, Y) IL(V, Z). O

Por fim, vamos ao nosso objetivo dessa secao.

Teorema 4.5.3. K = secg.

Demonstragao. Seja {0y, 0} referencial de uma parametrizacao X : U — S. Nessa base

IT é representada pela matriz

(0,8) 1(01,0)\ (e f
11(0s,01) 11(0,0.)) \f ¢

De fato, temos que 11(0y,01) = (Dy, 01, N) = <@ N> =: e e analogamente para os

oxq

outros casos. Portanto,

K det dX, = 11(0y, 01) I1(0, 02) — 11(01, 02) 1102, 1)
= (R(01,02)0, 01)
= ([|01][*[182]* = (D1, 05)°) secs
= secg det d X,

Logo, K = sec. O

Como corolario, segue o famoso resultado que K ¢ intrinseca a S.

Corolario 4.5.4 (Teorema egregium de Gauss). A curvatura gaussiana K de uma su-

perficie S € intrinseca.



66

5 Teorema de Gauss-Bonnet

Apoés uma longa jornada, chegamos finalmente ao nosso destino: o famoso teorema
de Gauss—Bonnet. Uma ultima parada é requerida, utilizando o teorema do Indice de
Rotacao, ou Umlaufsatz. Tal teorema foi nomeado e demonstrado inicialmente por Heinz

Hopf, famoso por ser um dos pioneiros da topologia algébrica.

5.1 Teorema do indice de Rotac3o

Seja S superficie e considere C' uma curva simples e fechada e C! por partes

v : [a,b] = S. Definimos seu campo tangente unitario por 7'(t) = % . Num vértice,
9

(isto é, num ponto de nao diferenciabilidade) 7(¢;), teremos apenas uma das possibilidades:

Dizemos que v é um poligono curvo em S quando nao ocorrem vértices do terceiro tipo e
a imagem de v coincide com a fronteira de um aberto pré-compacto w C S cujo fecho fica
inteiramente contido numa vizinhanga coordenada orientada (U, X). Neste caso definimos
o angulo externo €; como sendo 0 se y(¢;) é um vértice do segundo tipo. Ja no caso de
um vértice do primeiro tipo, —m < &; < 7 serd o dngulo orientado formado por T'(t;) e

T(t). O dngulo interno em ~(t;) é 0; := m — &; em qualquer caso.

Considere o referencial ortonormal (Ej, Ey) que obtemos em U aplicando o pro-
cesso de Gram-Schmidt aos campos coordenados (0, 7). Uma fun¢ao angular para 7 é

uma funcdo continua por partes 6 : [a,b] — R tal que:
T(t) = cosO(t) Ex(v(t)) + senb(t) Ex(v(t))

para todo t onde 7/(t) é continua pela direita em cada t;, com 0(t;) = lim_,0(t) + ;.

Podemos entao definir o indice de rotacao de v por

1
21

[6(b) — 6(a)]

p(7)

Podemos dizer que p(v) conta o nimero de voltas que v completa antes de se fechar.
Mas, para tal, precisamos levar em conta a orientacao. Dizemos que 7y € positivamente
orientada quando v/, sempre que definida, é positivamente orientada com a orientacao de
Stokes. Isto é, se N é um campo sobre vy que aponta para dentro de 2 entao (7', N) forma

uma base orientada 7 (com respeito a orientacao de S). Intuitivamente, pensando em uma,
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superficie em R?, se V' é um campo normal em U ser positivamente orientado significa
que sua parametrizagao ¢ no sentido anti-hordrio com relacao a um relégio posicionado

sobre a superficie e virado para a mesma direcao que V.

Teorema 5.1.1. (Umlaufsatz) O indice de rotagio de um poligono curvo positivamente

orientado € +1.

Apesar da simplicidade do enunciado e da intuicao nos inclinar a seu favor, a

demonstragao do teorema ¢é longa e pouco elementarﬂ

5.2 Teorema de Gauss—Bonnet local

De agora em diante assumiremos que o poligono curvo v é parametrizado por
comprimento de arco, e portanto 7/(t) = T'(t). Para um ponto suave (t) definimos a

curvatura orientada de v em t por

k(L) = g(Vey/ (1), N(1)),

sendo que Vv/(t) denota a derivada covariante de 7/(¢) sobre v e N(t) o campo unitério
que aponta para dentro de 2 e é normal a 7. Como v é parametrizado por comprimento
de arco vemos, derivando [|7/(t)[|2 = 1, que V,y/(t) é sempre ortogonal a +'(t). Logo,

podemos escrever
VY (t) = kn (DN ()

o que elucida o significado geométrico de ky(t) : esta quantidade mede o quanto v se
curva, sendo positiva quando a curvatura é na direcao do interior de 2 e negativa caso

contrario.

Teorema 5.2.1. (Fdrmula de Gauss-Bonnet local). Seja S uma superficie e v um

poligono curvo positivamente orientado em S, com interior ). Entao

k
/Kdvol+/liN(t)dt+Zai = 27,
Q g i=1

onde K ¢é curvatura Gaussiana (isto é, seccional) de S, dvol a forma de volume em S e

a1, -+, 08 angulos externos de 7.

Demonstrag¢ao. Usando o teorema [5.1.1] e o teorema fundamental do célculo, podemos

escrever usando 6 a fungao angulo:

21 =0(b) — 0(a) = Zai + Z /tt 0'(t)dt (5.2.1)

1 Uma versdo para uma regiao homeomorfa a um plano pode ser encontrada no capitulo 4.5 do (CARMO,

2010, p 320). Ali também é indicado a demonstragiao para o caso geral.
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Vamos agora relacionar €' (t) com ky(t) e K. Seja (Ey, Es) o referencial ortonormal definido

anteriormente. Por defini¢cao, temos, para t onde v é suave,

V'(t) = cos B(t) E1(v(t)) + sen (1) Ex (1)),
N(t) = —sen0(t)E1(v(t)) + cos 6(t) Ex((t)).

No que segue omitiremos a dependéncia em t para simplificar a notacao. Deri-

vando v obtemos

Viy' = —(sen0)0'E;y + (cos0)V. By + (cos0)0'Ey + (send) V. Ey
=0'N + (cos)V., E; + (send)V., Es.

Como (FE4, Ey) é ortonormal, temos, para qualquer vetor v,

0=V,|E|* =29(V,E, Ey),
0 = V,|Es)? =29(V,Es, Es),
0= V,9(E, Ey) = g(VyEy, Ey) + g(V,Es, Ey).

Em particular V,FE; é multiplo de Fy e V,FE5 é miltiplo de ;. Definindo a 1-forma
w(v) == g(VyEs, By) = —g(V,E1, Es)
podemos entao escrever

VvEl = —CL)(’U)EQ
VvEQ = CL)(’U)El

Note que w define completamente a conexao em U. Usando o que obtivemos podemos

calcular

ry = g(Vey' (), N(1))
= g(W'N,N) + g(VyE1,N)cosf + g(V. Ey, N)senb
=0"— g(w(v')Es, N) cost + g(w(v')Ey, N)senb
=0 —w(v)cos? 0 — w(y)sen?
=0 —w(y)

Substituindo em [(.2.1] temos:

k k t; k t;
2W:Zai+2/ mN(t)dt+Z/ w(v'(t))dt
i=1 i=1 Yti-1 i=1 Yti—1
k
:Zai—l—/m\/dt—l—/w.
i=1 ¥ ¥
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Resta apenas mostramos que fww = fQ Kdvol. Pelo teorema de Stokes temos

f7 wdt = fQ dw. Concluiremos, portanto, se demonstrarmos que dw = Kdvol.

Como (Fy, Es) é referéncia ortonormal, temos dvol(Ey, Ea) = 1. Assim,

KdVOl(El, EQ) =K = g((R(El, EQ)EQ), El)
= Q(VE1VE2E2 — Vg, Vg FEy — V[El,EQ]EQa E1)
= (Ve (w(E2)E1) — Vi, (w(E1) Ey) — Vg, 5y B2 )
= g(E1(w(E2)) By + w(Ee)VE By — Ea(w(Er))Er
—w(E) Vg, Ey —w([E, Es])EL, EY)
= E1(w(E = 2)) — Es(w(E1)) — w([E, B
= dw(El, Eg) ]

Vérios corolarios imediatos sao dignos de mencao.

Corolario 5.2.2. A soma dos angulos internos de um triangulo euclidiano € .

Demonstracao. No caso euclidiano, o triangulo esta contido em um plano. Sendo assim,
K = 0. Além disso, as retas nao possuem curvatura, por construgao, logo, k = 0. Sendo

assim, pelo teorema de Gauss—Bonnet,

3
E Q; = 2.
i=1

Ou seja, a soma dos angulos externos «; é 2. Mas como um angulo interno 6; do triangulo

euclidiano ¢ igual a m — «;, temos que
3 3
2W:Zai:a1+a2+a3: (7T—91)+(7T—62)+(7T—93) :371'—292'.
i=1 i=1
Ou seja,

3
Z@i:37r—27r:7r. O
i=1

Corolario 5.2.3. O comprimento de um circulo euclidiano de raio R é 2nR.

Demonstracao. Como ainda estamos no caso euclidiano, K = 0. No entanto, como esta-
mos considerando um circulo, Ky = %. Além disto, a soma dos angulos externos de um

circulo resulta em 0. Unindo todas essas informacoes e, pelo teorema, chegamos que

1 1
//in(t)dtIQﬂ'/—dtIQﬂ'—/dt:27T/dt:27TR. O
v it R.J, gl
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Corolario 5.2.4 (Theorema Elegantissimum de Gauss). Se temos um triangulo geodésico

B, entao

KdV01:(91+(92+93—7T
v(B)

onde 0; = 7™ — «; € o angulo interior.

Demonstracao. Como B é um triangulo geodésico, isto é, 0B sao segmentos geodésicos,

temos que V7' = 0, ou seja, k,, ¢ nula. Ainda temos que #; = ™ — ;. Sendo assim,

3
27?2/ Kdvol—FZai
~(B) i=1

3

_ / Kdvol + Y (m —6;)

v(B) i=1
—/ Kdvol+7m—0;+7m— 60y + 71— 05.

¥(B)

Isto é,
Kdvol =21+ 6; + 05 + 05 — 37
v(B)

:91+92+93—7T- [

Corolario 5.2.5. A soma dos angulos internos de um triangulo geodésico é:

>0 {=m seK=0

3 {>7r, se K >0
=1 <m, seK <0

Demonstracao. Se K > 0, entao fw(B) Kdvol > 0, logo, do Corolario|5.2.4], Z?:l O;—m >0,
ou seja, 01 + 0, + 03 > .

Por outro lado, se K = 0, entao fw(B) Kdvol = 0, logo Zle 0; — T = 0. Sendo
assim, 0, + 0, + 03 = .

Ainda, se K < 0, entao fw(B) Kdvol < 0, portanto, 3> 6 — 7 < 0. Assim,
91 + (92 + 93 <. ]

Corolario 5.2.6. Se a soma dos angulos internos de um triangulo B € tal que

3 > m, entdo, para algum p € B, K(p) >0
0; {: 7, entdo, para algum p € B K(p
=1

i

)=0
<, entao, para algum p € B K(p) <0
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Demonstracdo. Se a soma dos angulos é maior do que 7, entao, pelo teorema, segue
que | g KdA > 0. Sendo assim, pela continuidade da integral e pelo teorema do valor
intermedidrio, em algum ponto p € B, K(p) > 0. Se, no entanto, a soma dos angulos
é igual a zero, entao, pelo teorema de Gauss-Bonnet, |, 5 KdA = 0. Novamente, pelo
mesmo argumento anterior, em algum ponto p € B, K(p) = 0. Se, por outro lado, a soma
dos angulos é menor que zero, entao a integral da curvatura é menor que zero, logo, em

algum ponto p € B, K(p) <0. ]

5.3 Teorema de Gauss—Bonnet global

Podemos triangular uma superficie como fizemos ja anteriormente e utilizar o
teorema de Gauss—Bonnet localmente para cada triangulo, obtendo o resultado de uma

maneira generalizada.

Teorema 5.3.1 (Gauss-Bonnet). Seja S wma superficie compacta e triangularizada.
Entao

/ Kdvol = 2mx(95)
s

Demonstra¢ao. Podemos supor, sem perda de generalidade, que S é conexa (pois caso
contrario, basta somar o resultado para cada componente conexa). Denotemos por {§2;}1,
o conjunto das faces da triangulacdo e, para cada i, por {7;;};=123 € {6i;}j=1.23 0 conjunto
das arestas e dos angulos internos de €2;, respectivamente. Aplicando o teorema em

cada triangulo e somando em ¢ temos que

F 3
;/QinVOHZZ/_ pndt+) 3

3
i=1 j=1 """ i=1 j=

F
(W—eij) 22271',
i=1

tendo escolhido cada triangulo de maneira a se tornar positivamente orientado. Entao,

1

a integral sobre cada aresta 7;; aparece exatamente duas vezes na expressao acima, mas

com diregoes opostas. Sendo assim, as integrais de ky se cancelam. Ficamos entao com

F 3
/ Kdvol +37F — Y~ "(6);; = 2xF.
s =

i=1 j
Além disso, como cada angulo interno aparece exatamente uma vez e, em cada vértice a
soma dos angulos que se formam neste vértice é 27, a soma dos 0;; totaliza 27V, onde V

¢ o numero de vértices.

/ Kdvol =27V — nF. (5.3.1)
s

Ainda, como cada aresta aparece em dois triangulos e cada triangulo tem trés arestas,

temos que, sendo A o numero de arestas e ' o nimero de faces,

o
3
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Ou seja, 2A = 3F. Mais ainda, podemos escrever F' = 2A — 2F', substituindo em [5.3.1
/ Kdvol =27V — m(2A — 2F) =27V — 2 A + 27 F = 27x(9).
S
]

Corolario 5.3.2. Seja S uma superficie compacta e K sua curvatura gaussiana. Entao
1. Se S é homeomorfa a S?, entdo K > 0 em algum ponto.
2. Se S é homeomorfa a T?, entdo K = 0 ou K atinge valores positivos e negativos.

3. Se S € qualquer outra superficie, entao K < 0 em algum ponto.

Demonstracao. Veja que, se uma superficie é homeomorfa a esfera, entao, como percebe-
mos na tabela , x(S) = 2. Pelo teorema, [ Kdvol = 2rx(S) = 2m-2 = 47w > 0. Entao,
como a superficie é compacta, pelo teorema do valor intermediario, em pelo menos um

ponto p € S, K(p) > 0.

Por outro lado, se uma superficie S é homeomorfa ao toro, x(S) = 0. Logo, pelo
teorema, fs Kdvol = 2mx(S) = 0, e, portanto, deve ter curvatura gaussiana nula em pelo

menos um ponto p € S.

Como qualquer outra superficie restante é homeomorfa a uma soma conexa de
toros, sua caracteristica de Euler serd negativa, conforme discussao do capitulo segue
que a integral da curvatura deve ser negativa, o que implica que a sua curvatura é negativa

em algum ponto na superficie. O

Exemplo 5.3.3 (Toro de revolugio). Seja T? o Toro de revolugao. Pelo Exemplo m
sabemos que a caracteristica de Euler no toro é zero. Por outro lado, pelo Exemplo[1.7.3]

a curvatura gaussiana no toro é conhecida. Isto nos permite dizer que

cos(0) 5
dvol = Kdvol =2 T) =27 -0=0.
/Tz r(R + rcos(6)) Vo T2 Vo m™x(T°) T

54 Teorema de Chern—Gauss—Bonnet

Nesta secao vamos ver, a titulo de curiosidade, generalizacoes do teorema de

Gauss-Bonnet.

Para comecar, existem versoes mais gerais para o teorema de Gauss—Bonnet para
superficies nao compactas. Um exemplo encontrado no famoso livro Geometria diferencial
de curvas e superficies (CARMO)| 2010) sé requer que as curvas que formam a fronteira
sejam fechadas, simples e regulares por partes, além de orientadas positivamente. Isto

implica que tenhamos mais cuidado com os vértices das triangulagoes da superficie.

Outra generalizacao possivel se trata para hipersuperficies, isto é, versoes n-
dimensionais de superficies, como subconjuntos de R™*!. Para tanto, é conveniente de-

notarmos por vol(S”) o volume da esfera n-dimensional S € R™!. E possivel verificar
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que

(n+1)Va"
(n/2)!

sendo que, para qualquer x € [0, 00), estendemos a defini¢ao usual do fatorial por

z! :/ tTet dt.
0

Assim como no caso n = 2, uma hipersuperficie S C R"*! é orientdvel quando

vol(S™) =

admite um campo normal unitario (aqui estd uma dos elementos que simplificam esse
caso: temos apenas uma dimensao sobrando em R"*!. Um tal campo N prové entao uma
aplicacao de Gauss, de maneira inteiramente analoga, e definimos a curvatura Gaussiana
por K(p) = det(dN),. Ja a caracteristica de Euler x(S) pode ser obtida também via

triangulagoes (com triangulos n-dimensionais A™), fazendo-se
XS)=V-A+F—...,

em que a soma prossegue alternadamente percorrendo todas as “faces” k-dimensionais da

triangulacao.

Teorema 5.4.1 (Gauss—Bonnet para Hipersuperficies). Se S € uma hipersuperficie com-

pacta orientdvel e de dimensao par n, entao

/Kdvol = 1VOI(S”)X(S)
g 2

A demonstracao deste teorema se encontra em (GUILLEMIN; POLLACK] 2010,
p. 196). Por fim, cabe citar aqui que existe uma versdo ainda mais geral do teorema de
Gauss—Bonnet para variedades compactas M de dimensao maiores n. Esses objetos sao
generalizagoes de superficies que nao ficam necessariamente contidas em algum espaco
Euclidiano de dimensao n + 1, como o caso das hipersuperficie. Em 1943 houve uma
demonstracao para o caso especifico de variedades extrinsecas e entao em 1944 Shiing-
Shen Chern provou o teorema com maior generalizacao. H& ainda outros dois teoremas
que sao generalizacoes do teorema de Gauss—Bonnet: o de Riemann—Roch e o de Atiyah—

Singer.

Uma primeira observacao se trata que no caso de dimensoes impares nao hé como
esperar esta generalizagdo, ji que, para tais casos (M) é nula, pela chamada dualidade
de Poincaré. Seus elementos sao demasiado complexos para comentarmos aqui, de modo

que nos contentaremos apenas com o enunciado.

Teorema 5.4.2 (Chern—Gauss—Bonnet). Seja M uma variedade orientdvel compacta de
dimensdo par. Para a forma de curvatura e(2) da conexdo de Levi-Civita de qualquer

métrica Riemanniana em M, vale

| e =),
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Apesar de parecer mais simples, o integrando e(£2) é muito mais complicado que
na versao bidimensional. Por exemplo, em 4 dimensoes o teorema pode ser escrito em

termo das normas dos tensores de curvatura de Ricci e da curvatura escalar de M como

/ |R|? — 4|Ric|? + |Scal|*dvol = 3272y (M).
M
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