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Space: the final frontier. These are
the voyages of the starship
Enterprise. Its continuing mission:
to explore strange new worlds, to
seek out new life and new
civilizations, to boldly go where no

one has gone before.
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Resumo

Neste trabalho utilizaremos o modelo Nambu-Jona-Lasinio em sua formulacao SU(3),
que contém os quarks leves u, d e s; com uma interacao de seis pontos dada pelo determi-
nante de 't Hooft; e sob um campo magnético externo. Desejamos com isso calcular, na
aproximacao de campo médio, o valor dos condensados dos quarks em fungao do campo
magnético, além de suas massas efetivas. Além disso, pretendemos calcular a massa polo
dos mésons que compbem o noneto mesdnico pseudoescalar em um meio magnético, o que
podemos alcancar ao utilizarmos o método de autofungoes de Ritus. Obtivemos resultados
numéricos considerando tanto o acoplamento do modelo constante quanto o acoplamento

dependente do campo magnético, e entao comparamos com os resultados da QCD na rede.

Palavras Chave: Modelo Nambu-Jona-Lasinio, Campos magnéticos fortes, Método
de Ritus, Méson.



Abstract

In this work we use the Nambu—Jona-Lasinio model in its SU(3) formulation, which
contains the light quarks u, d and s; with a six-point interaction given by the ’t Hooft
determinant; and under an external magnetic field. With this we intend to calculate, in
the mean field approximation, the value of the quark condensates as a function of the
magnetic field, in addition to their effective masses. Furthermore, we intend to calculate
the pole mass of the mesons of the pseudoscalar mesonic nonet in a magnetic medium,
which we can achieve by using the Ritus eigenfunction method. We obtained numerical
results considering the coupling constant given by the usual parametrization of the model
and a magnetic-field dependent cooupling, and then compared them with the QCD results

on the lattice.

Keywords: Nambu—Jona-Lasinio Model, Strong Magnetic Fields, Ritus Method, Me-

SOo1.
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Introducao

O estudo da matéria na presenga de campos magnéticos fortes tem tido destaque nos
ultimos anos na fisica de altas energias. Isso porque tais campos magnéticos podem
ser encontrados em fendmenos de grande interesse para entendermos o universo. Estes
campos magnéticos possivelmente sao gerados em colisoes nao centrais de fons pesados
ultra-relativisticos realizadas em colisores como o LHC (Large Hadron Collider) [1] e o
RHIC (Relativistic Heavy Ion Collider) [2|, onde se pretende testar o diagrama de fases
da Cromodinamica Quéantica (QCD) no limite de altas temperaturas e baixas densida-
des. Acredita-se que nestes experimentos campos magnéticos da escala de B = 10*°G sao
gerados, provavelmente os mais intensos do universo. Campos magnéticos fortes também
tém um papel importante no estudo dos magnetares, objetos compactos que compoem
uma classe de estrelas de néutrons com campos magnéticos fortes e frequéncia de rotacao
relativamente baixa [3]. A intensidade dos campos nestas estrelas depende da densidade,
sendo que na superficie podem atingir entre 10'G e 10'°G [4]. Finalmente, o fato de
que no universo primordial campos magnéticos foram gerados é consenso, apesar de va-
rios mecanismos para isto serem propostos [5]. Uma forte evidéncia disso sao as atuais

observagoes de campos eletromagnéticos fortes intergalaticos [6].

O Modelo Padrao é a teoria que se propoe a explicar as particulas elementares que
formam toda a matéria do universo e como elas interagem entre si. Segundo esta teoria,
as particulas que compoem a matéria sao os quarks e léptons, que interagem através dos
bosons de calibre e cuja massa é gerada pelo mecanismo de Higgs. A estrutura matemética
do modelo padrao tem como base as teorias de calibre |7], como a EletrodindAmica Quéantica
(QED) e a Cromodinamica Quéantica (QCD). Os quarks compoem a matéria hadronica,
que interage através da forga forte pela troca de gltions, que sao os bésons de calibre desta
teoria, a QCD. Neste trabalho, estamos interessados em estudar fendémenos relacionados

a estas ultimas particulas.

O confinamento e a liberdade assintotica sao duas das principais propriedades da QCD.
Enquanto o confinamento é caracterizado pelo fato de que nao existem quarks livres
na natureza, ja que particulas com carga de cor sempre estao agrupadas em hadrons

com carga de cor nula; o fato de que a intensidade da interacao entre as particulas que
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compoem os hédrons fica mais fraca conforme a distancia diminui é devido a liberdade
assintotica. Estas propriedades sao explicadas de uma forma um pouco mais detalhada
no Capitulo 1, ainda que de forma apenas introdutéria. Uma consequéncia destas duas
propriedades aparentemente contraditorias é o fato da QCD apresentar dois regimes de
energia distintos, um perturbativo, de altas energias; e um nao perturbativo, para baixas

energias, cujo limite é caracterizado pela massa dos nucleons, m,, ~ 1 GeV.

Enquanto o regime de altas energias pode ser resolvido com métodos perturbativos a
partir da teoria da QCD completa, o mesmo nao pode ser feito quando estudamos a QCD
em baixas energias, ji que a constante de acoplamento fica muito alta. Por isso, métodos
alternativos sao necessérios para o estudo da QCD em baixas energias, pois, apesar de
termos uma densidade de lagrangiana que contem toda a dindmica da teoria, nao é possivel
se extrair informacoes tteis dos processos fisicos a partir desta lagrangiana [8]. Alguns
destes métodos sdo o célculo computacional através da QCD na rede (LQCD) ou os

modelos efetivos.

No Capitulo 6 veremos que a LQCD é o tnico método nao perturbativo que resolve
com métodos computacionais as equagoes de movimento da QCD a partir de primeiros
principios [8]. Entretanto, devido ao problema do sinal, ndo é possivel se realizar calculos
da LQCD para sistemas com potencial quimico finito [9]. Neste caso, modelos e teorias

efetivas sao mais uteis.

Como detalhado no Capitulo 1, um modelo efetivo descreve as principais propriedades
de um sistema no regime de energia desejado, mas de forma mais simples que a teoria
completa, no nosso caso, a QCD. Como exemplos de modelos efetivos, podemos citar o
modelo de Skyrme [10,11], o modelo Sigma [12|, 0 MIT bag model [13] e 0 Modelo Nambu—
Jona-Lasinio [14,15]. Além destes, temos teorias efetivas, como a teoria de perturbagao

quiral [16].

Utilizaremos neste trabalho o modelo Nambu-Jona-Lasinio (NJL) em sua formulagao
SU(3), uma versao estendida do SU(2) que contém, além dos quarks u e d, o quark s. Este
modelo foi proposto originalmente para descrever niucleons interagindo através de pions
como uma analogia a teoria BCS da supercondutividade, mas foi mais tarde reformulado
para descrever a matéria de quarks. A principal vantagem deste modelo é o fato dele
reproduzir algumas das principais simetrias da QCD de uma forma mais simples, além
da quebra das mesmas. Uma das caracteristicas do modelo NJL é o fato dele ser nao

renormalizavel, o que requer a escolha de um esquema de regularizacao.

Um esquema de regularizagao ¢ uma forma de remediar infinitos que aparecem em te-
orias e modelos nao renormalizéveis ao se determinar qual a escala desta teoria. Existem
varios esquemas de regularizagao, como o cutoff 3D e 4D, regularizagao de Pauli-Villars,

regularizacao dimensional e regularizacao de tempo proprio; e a escolha do mais apro-
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priado se baseia em critérios fisicos, e nao mateméticos. Sabe-se que a escolha de um
esquema de regularizagao improprio pode resultar no aparecimento de resultados nao fi-
sicos, como destacado em [17]. Assim, o esquema escolhido neste trabalho ¢ o MFIR
(Magnetic Field Independent Regularization) [18,19], em que as contribui¢bes magnéticas
sao separadas das contribuigoes no vacuo do sistema estudado, para entao o modelo ser
regularizado com um cutoff 3D. Embora a presenca de um campo magnético B seja a
principal motivadora da escolha do esquema de regularizacao neste trabalho, resultados
nao fisicos também podem aparecer em outros casos, quando B = 0, como destacado

por [8].

Como ja mencionamos, as colisoes nao centrais de fons pesados sao um dos fendémenos
onde héa a influéncia de campos magnéticos fortes. Em colisdes de fons pesados, dois
feixes de niicleos pesados, geralmente de chumbo ou ouro, sao acelerados a velocidades
ultra-relativisticas e seus feixes sao direcionados um ao outro. Quando alguns dos ntcleos
nestes feixes se chocam, uma fireball (bola de fogo) quente e densa é produzida, onde
quarks e glions sao efetivamente livres, o que chamamos da fase de Plasma de Quarks
e Gluons (Quark-Gluon Plasma - QGP). Esta fireball entdo comega a expandir devido a
sua pressao, e, consequentemente, comeca a esfriar. Assim que esta temperatura atinge
um certo valor, a temperatura critica, a matéria comeca a se hadronizar, ou seja, os
quarks e glions comecam a se combinar para formar hadrons. Esta matéria hadronica
continua a expandir e esfriar, e reagoes inelésticas entre os mésons e bérions ocorrem
nesta etapa da colisao. Quando tais colisoes cessam ocorre o fenémeno chamado chemical
freeze-out, onde a composicao “quimica’ do sistema ¢ fixada. No momento em que as
colisoes elasticas entre os mésons e bérions formados param, o espectro dos momentos
dos hadrons e fixado, fendmeno denominado thermal or kinetic freeze-out. As particulas
resultantes deste processo sao medidas por detectores posicionados ao redor do ponto de

colisao.

Campos magnéticos muito fortes e dependentes

reaction plane

do tempo possivelmente sao criados quando essas

colisbes sao nao centrais, ilustradas na Figura 1.
Acredita-se que isso ocorre pois ao considerarmos
o referencial do centro de massa os dois nticleos que
estao colidindo podem representar correntes elétri-
cas em direcoes opostas, o que, de acordo com as
equagoes de Maxwell, produziria um campo magné-
tico B na direcao perpendicular ao campo de rea-
¢ao [4]. Tais campos dependem da energia dos fons,
do parametro de impacto b, da posi¢ao e do tempo.

_ _ Figura 1: Colisao nao central (Figura
Nestes experimentos, se atingem campos da ordem retirada de [20]).
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de 10G; ou |gB| ~ 6m?%, em que q é a carga elé-
trica do elétron e m, é a massa do pion [4]. Como
neste processo altas temperaturas e densidades sao alcangadas, espera-se que uma fase
localmente desconfinada ocorra, que é hadronizada ao esfriar. O modelo NJL nao prevé o
confinamento, mas pode ajudar a compreender este processo ao gerar algum entendimento

sobre as relagoes da simetria quiral com a temperatura e a densidade [8].

Neste trabalho desejamos mostrar a influéncia que campos magnéticos externos tém
na massa polo dos mésons do octeto mesonico pseudoescalar 0~, ou seja, os pions, os
kdons e o méson 1; além da massa do méson 1n’. Como estamos estudando fenémenos
em um regime de baixas energias da QCD, nao é possivel efetuar os calculos utilizando
métodos perturbativos, e um método alternativo deve ser escolhido. Aqui utilizaremos
um modelo efetivo, o modelo Nambu—Jona-Lasinio na sua formula¢ao SU(3). Para incluir
os efeitos de anomalia quiral, o termo de 't Hooft-Maskawa ¢ introduzido e uma interagao
de seis pontos aparece na lagrangiana do modelo. Este termo é fundamental para que o
acoplamento entre o pion neutro e os mésons 1 e n’ seja evidenciado. Para encontrarmos
a massa polo, precisamos encontrar a funcao de polarizacao para cada méson. Como
utilizaremos os propagadores na forma de Schwinger [5] [21], o propagador dos mésons
carregados apresenta fases de Schwinger, e é necessaria uma forma de lidar com estas
e diagonalizar os propagadores. Isto ¢é realizado através do método de Ritus, onde o
propagador ¢é reescrito numa base em que ¢é diagonal. Finalmente, é necesséria a escolha

de um esquema de regularizagao, que no nosso caso sera o MFIR.

No Capitulo 1 introduziremos alguns conceitos importantes para o desenvolvimento
do trabalho. Uma breve introducao sobre simetria e quebra de simetria é dada, assim
como uma explica¢ao qualitativa de algumas propriedades da QCD. Além disso, um breve
panorama histérico desta teoria é tragado e alguns aspectos fundamentais do diagrama de
fases da QCD sao mostrados. Finalmente, neste capitulo, faremos uma curta discussao
sobre as relagoes entre teorias fundamentais, modelos efetivos e teorias efetivas, mas como

este assunto é extenso e fora do escopo do trabalho, outras referéncias serao indicadas.

O Capitulo 2 dedica-se a explicar a historia do Modelo NJL e a expor algumas de suas
propriedades no SU(2) de maneira sucinta, ja que no Capitulo 3 o assunto é aprofundado
e estendido para o SU(3). No Capitulo 3, além de introduzirmos o modelo NJL na sua
formulacao SU(3), realizaremos a bosonizagao da agao efetiva do mesmo, processo funda-
mental para que as propriedades dos mésons que pretendemos estudar sejam explicitadas.
Também realizaremos a aproximacao de campo médio, para assim encontrar a equacao
de Gap e o condensado de quarks para o modelo. Por tltimo, o calculo é estendido para
a proxima ordem além do campo médio, onde os polarizadores dos mésons aparecem,

necessarios para encontrarmos as massas polo dos mesmos.
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Estes polarizadores sao reescritos no formalismo de Schwinger no Capitulo 4, onde
também sao integrados algebricamente até onde é possivel. Neste capitulo também re-
escrevemos os polarizadores dos mésons carregados utilizando a base de Ritus. Integrais
divergentes sao encontradas no Capitulo 4, e o Capitulo 5 dedica-se a regularizar estas
integrais através do MFIR. Finalmente, o Capitulo 6 dedica-se a demonstrar os resultados

numeéricos obtidos a partir das expressoes obtidas nos capitulos anteriores.



Capitulo 1

Conceltos Basicos

1.1 Simetrias e quebra de simetria

1.1.1 Simetrias

As simetrias tém um papel fundamental na fisica de altas energias, e é nessa area em
que suas consequéncias sao mais evidentes [22]. Da mesma forma, quando estas simetrias
sao quebradas e a forma como isso ocorre é e sempre foi um ponto central no estudo de

particulas elementares.

Principio de Simetria Global

Na mecéanica quantica, os observaveis nao dependem da fase da funcao de onda com-
plexa que descreve o estado do sistema. Entao a fase da fungao de onda pode ser ro-
tacionada por uma quantidade que nao depende do tempo e do espago sem afetar as
consequéncias fisicas da teoria. Assim, a escolha da fase ¢ feita por convengao [23]. Uma
simetria global pode ser utilizada para classificar os estados das particulas de acordo com

algum nimero quantico [24].

Considerando a densidade de lagrangiana'

&L = (0,9)(3"d") — m*P" b, (1.1)

em que ¢ sao campos complexos classicos e m é um parametro, podemos mostrar que ela

¢é invariante sob a transformacao de simetria global

'Por simplicidade, chamaremos a densidade de lagrangiana apenas de lagrangiana. Estas duas podem

ser diferenciadas pelo fato de que a ultima sempre serd denotada por um £ caligrafico.

14
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b — exp(—iQA) b, (1.2)

onde Q é a carga conservada e A é o parametro da transformacao de simetria. Quando

/A é constante no tempo e no espaco, a simetria é global.

Simetria Local

Em simetrias locais, a rotagao da fase da fungao de onda é escolhida de forma indepen-
dente em cada ponto do espago-tempo e entdo ela depende do tempo e da posigao [23].
Considerando a transformagao introduzida anteriormente, em uma simetria local o para-
metro /A dependeria do tempo e do espaco, ou seja, teriamos A(x"). Um problema que
surge dessa formulagao é que a lagrangiana (1.1) ndo é mais invariante quando a trans-
formacao ¢é local. Uma forma de resolver isso é pela introducao de um campo extra, o

campo de calibre A,,. Assim, a lagrangiana deve ser reescrita como

Z = (Du¢)(D"$") —m*$* P, (1.3)

em que D, ¢ a derivada covariante dada por

D, =0, —ieA,, (1.4)

e e ¢ a carga do campo ¢ [25]. Com isso, a lagrangiana (1.3) é invariante sob a transfor-

macgao

¢ — exp[-iQA(XM)] ¢,
Ap— Au+ %aux\, (1.5)

que é chamada de transformagao de calibre [22].

Teoria de Calibre Teorias de calibre dao a fundamentacao teérica para as quatro forcas
fundamentais da natureza. Estas teorias sao baseadas nas simetrias de calibre, um tipo

particular de simetria que se difere das outras em dois pontos [26]:
1. Simetrias de calibre sao simetrias locais;

2. Uma transformacao de calibre deixa o estado fisico invariante.



16

O exemplo mais simples de uma teoria de calibre é o eletromagnetismo [23], cujo grupo

de simetria ¢ o U(1).

Teorias de calibre podem ser abelianas ou nao abelianas. Em uma teoria abeliana, os
campos de calibre sao neutros, ou seja, nao carregam a carga relacionada a teoria, e por
isso sO interagem entre si através dos campos de matéria. JA em uma teoria nao abeliana,
os campos de calibre carregam carga, assim, eles interagem entre si pela troca de outros
campos de calibre [27]. Matematicamente, uma teoria nao abeliana é gerada por simetrias

descritas por uma éalgebra nao comutativa [28].

1.1.2 Quebra de Simetria

Tao importante quanto o conceito de simetria é o conceito de quebra da mesma, ja
que este processo é responséavel por varios fenémenos fisicos de bastante interesse, como
o mecanismo de Higgs, transicoes de fase, entre outros. A simetria de um sistema pode

ser quebrada de duas formas:
¢ Quebra Explicita de Simetria: A lagrangiana nao tem uma simetria exata.

e Quebra Espontanea de Simetria: A lagrangiana é invariante sob a simetria, mas
seu estado fundamental nao é. Em outras palavras, “o sistema quebra a simetria
sozinho” [29].

Quebra Espontanea de Simetria

Como ja falamos, quando ha quebra espontanea de simetria, o vacuo da teoria nao
é invariante sob a simetria. As consequéncias disso sao muitas, dependendo do sistema
estudado. Por exemplo, a quebra de simetria em ferromagnetos é responsével pela magne-
tizagao dos mesmos quando o sistema atinge uma temperatura menor que a temperatura
de Curie. Usualmente a quebra espontanea de simetria esta associada & uma transicao de
fase [30].

Simetria Global Continua Como ji foi mencionado, quando uma simetria global
continua é quebrada espontaneamente algumas relagoes se tornam de longo alcance, como
se originassem da presenga de particulas de massa zero [24]. Isso foi proposto por Nambu
[31] e Goldstone [32,33] no comego da década de 1960 na forma de um dos teoremas mais

importantes para a fisica de altas energias:

Teorema de Nambu-Goldstone. A quebra espontinea de uma simetria global e con-
tinua implica na existéncia de particulas sem massa, chamadas de bosons de Nambu-
Goldstone
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Figura 1.1: Potencial do tipo “chapéu mexicano” (Figura retirada de [34]).

Este fenomeno pode ser melhor visualizado ao se considerar o potencial do tipo “chapéu

mexicano”, na Figura 1.1, que pode ser descrito pela lagrangiana

2= [0§) + e’ -5 (8%) (1.6)

N | —

com o campo real ¢ = Py, b2, cujo potencial é

Vi§) =g+ %(432)2. (1.7)

O minimo desse potencial é

v
e se escolhermos
2
d)l =V = %7
¢)2 — 07

uma direcao preferencial é escolhida, o que quebra a invaridncia rotacional do sistema.
Neste caso, ao se considerar pequenas flutuagoes em torno destes campos, a lagrangiana

pode ser reescrita como [29]

4

=4

b5 [(000)7 + (000 — w2 + 0(07). (19
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Assim, o campo ¢; terd massa my, = V21 e o campo ¢, ndo tera massa. Como
consequéncia, um movimento (ou excitagdo) ao longo do vale do potencial, na diregao
angular, nao requer gasto de energia, ja que na pratica esse movimento vai de ponto
minimo em ponto minimo [24,29]. Por outro lado, uma excitac¢ao na dire¢ao radial requer
gasto de energia. Esse estado de energia zero, ¢o, pode ser identificado com um béson
de Goldstone. Pelo Teorema de Coleman-Mermin-Wagner [35,36], a quebra espontanea
de uma simetria continua é impossivel para duas ou menos dimensoes espaciais, como

demonstrado em [29].

Quebra espontanea de simetria e transicoes de fase

A quebra espontanea de simetria muitas vezes esta associada a transi¢oes de fase.
Quando o sistema estd em uma temperatura muito alta, ou seja, muito maior que o valor
esperado do vacuo da teoria, as flutuagoes do campo ¢ sao grandes. Assim, a elevagao
central do potencial ndo é importante e o estado de equilibrio é simétrico (Figura 1.2a).
Porém, quando a temperatura diminui é menos provavel que o campo iré flutuar acima
da elevagao (Figuras 1.2b e 1.2¢), e ele caira no vale do potencial [37]. Neste tltimo caso,

o vacuo adquire um valor nao nulo (¢) # 0, que é o parametro de ordem da transicao.

V() V(o) V(o)

(a) (b) ()

Figura 1.2: Quebra espontanea da simetria devido & uma transigdo de fase. Figura elaborada

pela autora.

Um exemplo muito claro deste fenomeno é a magnetizacao de um ferromagneto, em
que o estado fundamental espontaneamente quebra a simetria rotacional, j4 que os spins
alinhados “escolhem” uma direcao espacial preferencial. Conforme o sistema é aquecido, o
movimento térmico faz com que a orientacao dos spins comece a ficar aleatoria, até que em
uma temperatura critica (Temperatura de Curie) os spins sao aleatoriamente orientados

e a invariancia rotacional ¢ restaurada [24].
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1.2 Cromodinamica Quantica

A forma como os quarks e glions interagem é estudada pela Cromodindmica Quéntica
(QCD), que é a parte do modelo padrao que descreve as interagoes fortes. Quarks inte-
ragem pela troca de glions, que sao particulas sem massa e com spin 1. A QCD explica
porque os quarks s6 se combinam com configuragoes determinadas para formar hadrons.
Esta teoria tem a estrutura matematica quase idéntica & da Eletrodindmica Quéantica
(QED) e a teoria eletrofraca, ja que todas elas sao descritas por teorias de calibre, o que

indica que futuramente estas interagoes possam ser unificadas a interagao forte [23].

Uma propriedade peculiar da QCD ¢é a de que a interacao forte parece ser uma forga
que age em uma escala de distancias pequenas. Entretanto, esta forca parece aumentar
conforme a distancia aumenta, enquanto em distancias muito curtas esta praticamente
some. Um dos desafios da QCD é explicar uma forga que parece tao contraditéria a
primeira vista. Tais contradi¢goes aparentes sao explicadas pelas propriedades do confina-
mento e da liberdade assintotica. Matematicamente, uma teoria de calibre nao abeliana

¢é necessaria para explicar o comportamento dos quarks e glions.

1.2.1 Quarks

Quarks sao as particulas subatomicas que se combinam de varias formas para gerar
todos os hadrons conhecidos [38]. Como ja falamos, eles interagem entre si através da
forca forte, que tem como bosons de calibre os gliions, particulas eletricamente neutras e
sem massa, mas com carga de cor. Apesar de nao podermos observar quarks diretamente,
ao longo da tltima metade do século XX foram obtidas diversas evidéncias experimentais

independentes da existéncia destas particulas, como delinearemos a seguir.

Pequeno Histoérico

No ano de 1961, Murray Gell-Mann propds que as interagoes nucleares (da forca forte)
poderiam ser descritas pela simetria unitaria SU(3) e que, além disso, todas as particulas
que interagem por essa for¢a poderiam ser classificadas de acordo com padroes estabeleci-
dos por este grupo. Gell-Mann chamou este sistema de “Fighfold Way™ [40], uma alusio
ao Nobre Caminho Octuplo do budismo. No mesmo ano, Yuval Ne’eman propds de forma

independente uma teoria similar [41].

A primeira ideia de que hédrons pudessem ser constituidos por particulas menores
surgiu em 1963, quando Hayim Goldberg e Yuval Ne’eman [42] sugeriram que todas as
particulas conhecidas na época poderiam ser construidas matematicamente a partir dos

mesmos trés blocos de construcao, juntamente com as suas antiparticulas.

2Caminho Octuplo ou Caminho do Octeto [39)].
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Em 1964, M. Gell-Mann [43] e George Zweig [44] propoem independentemente o modelo
de quarks para os hadrons. Zweig chamou estas particulas elementares de “ Aces”, mas o

nome dado por Gell-Mann, quark, foi mais aceito.

As primeiras evidéncias experimentais indiretas da existéncia de quarks surgiram em
1969, quando, através do espalhamento de elétrons em altas energias por protons, se
demonstra pela primeira vez que prétons se comportam como se fossem compostos por
particulas. Este experimento foi realizado no Stanford Linear Accelerator (SLAC) pelo
grupo de Henry W. Kendall, Jerome I. Friedman e Richard E. Taylor [45,46|, e seria
semelhante ao experimento realizado pelo grupo de Rutherfod [24]. Até 1964, um octeto
mesonico e um octeto baridnico ja haviam sido descobertos [38], e se supunha que para
estes hadrons se formarem seriam necessérios trés sabores de quarks - o up, o down e o

strange.

Um novo quark, o charm, é descoberto no ano de 1974 em experimentos no SLAC,
pelo grupo de Burton Richter; [47] e no BNL, pela equipe de Samuel C. Ting [48|. Tal
descoberta se deu pela observagao de um novo méson, o J/{ composto por um charm

e um anticharm (cc). Este quark teria uma massa de m, ~ 1,2 GeV e uma carga de
qc = 2¢/3 [38].

Com a descoberta do lepton tau (T), em 1977 no SLAC pelo grupo de Martin Perl [49], a
existéncia de uma terceira geracao de particulas elementares seria sugerida. Neste mesmo
ano, o méson upsilon (Y') é observado no Fermilab por uma equipe liderada por Leon
Lederman [50], o que evidenciou a existéncia de um novo quark, o bottom, com massa de
aproximadamente my =~ 4,5 GeV. Este méson teria uma massa de my ~ 9,5 GeV e seria

formado por um par quark-antiquark bb [38].

Como cada geracao de particulas deveria ter dois quarks, a existéncia de mais um quark
era especulada desde a descoberta do quark b. Este novo quark foi descoberto em 1995
no colisor de proton-antipréton do Tevatron e foi chamado de quark top [51] [52], com

uma massa de aproximadamente my ~ 175 GeV [38|.

Atualmente conhecemos seis sabores diferentes de quarks: o up (u), o down (d) e o
strange (s), que s@o os quarks mais leves; e o charm (c), o bottom (b) e o top (t). Suas

propriedades estao resumidas na Tabela 1.1.
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Nuamero Quéantico de Sabor
. . Massa
Quark | Carga Spin Isospin Moy
(B Strange | Charm | Bottom | Top

Up 2/3 Lfo 1/ 2.16 0 0 0 0
Down — L 1/2 — 1 4.67 0 0 0 0
Strange —1/3 1/a 0 93.4 =1l 0 0 0
Charm 2 e 0 1275 0 1 0 0
Bottom —1/3 /o 0 4180 0 0 1 0

Top 2/3 1/ 0 172690 0 0 0 1

Tabela 1.1: Propriedades dos Quarks (Os dados para as massas de corrente foram retirados
de [53]).

Geracoes de particulas

Antes mesmo do quark t ser descoberto, foi averiguado teoreticamente que os quarks

devem ser agrupados em trés dupletos

Estes se relacionam com os trés dupletos dos léptons pela forca fraca

o]

Essa conexao é chamada de teoria eletrofraca e descreve como essa forca media o decai-

mento dos quarks [38]. Chamamos cada conjunto de um dupleto de quarks e um dupleto
de léptons de geragao, que contém um lépton carregado, seu neutrino correspondente, um

quark com carga —¢/3 e um quark com carga 2¢/3 [27|, como podemos ver na Figura 1.3.
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Férmions Bosons
I II 111
Massa (2,16 Mev (1,27 Gev Y(172.60 cev [0 h O Quarks
CARGA | 2/3 2/3 2/3 0
SPIN | 1/2 172 e t B g H O Leptons
up charm top glion higgs O Bosons de calibre
A VAN VAN VAN J
(4,67 Mcv V(03,4 Mev (418 ev (o ) D Bosons escalares
—1/3 —1/3 —1/3 0
1/2 d 1/2 1/2 b 1 Y
down strange bottom féton
- VAN J VAN J
(0.511 MeV h (l[)En.b'h' MeV h (1,7768 GeV h (91., 19 GeV h
—1 —1 —1 0
1/2 1/2 1/2 1 Z
elétron muon tau béson Z
(. VAN J J J
' N N\ N Y
< 0,8 eV < 0.19 MeV < 18.2 MeV 80.377 GeV
0 0 0 el
1/2 1/2 1/2 1
Ve VH V¢ W
neutrino neutrino neutrino boson W
| do elétron J|_ domton J{_ dotau JL )

Figura 1.3: Particulas elementares segundo o Modelo Padrao (Dados retirados de [53], figura

elaborada pela autora).

1.2.2 Hadrons

Hédrons sao as particulas que sentem a forca forte e que podem ser observados direta-
mente em laboratorio. A ideia dos quarks surgiu para explicar a regularidade dos estados,
cargas e spins dos hadrons [54]. Existem dois tipos de hadrons, os béarions e os mésons,

que sao classificados de acordo com sua composigao.

Barions

Barions sao particulas que se comportam como férmions, ou seja, particulas com spin
semi-inteiro. Como quarks também tém spin semi-inteiro, barions s6 podem ser formados
por um numero impar de quarks, e as propriedades deles sao consistentes com barions
serem formados por trés quarks (qqq) [24]. Assim, estas particulas s6 podem ter spin
total 1/2 ou 3/2 [38] e carga total ¢ = +2,4+1,0,—1 [55].

Os barions mais leves e mais estaveis sao formados apenas pelos quarks up e down e

sao os chamados niicleons: o préton e o néutron, esbocados na Figura 1.4.
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Néutron

Proéton

. J

Figura 1.4: Nucleons. (Figura elaborada pela autora.)

O proéton tem um tempo de vida maior que 1,6 x 10%° anos, ou seja, é estéavel [38]. Esta
estabilidade do proton é incorporada no modelo de quarks pela introducao de uma nova
quantidade conservada (ou ntimero quantico) em interagoes fortes: o numero barionico.
Quarks tém nitmero bariénico 1/3 e antiquarks tém —!/3, enquanto barions tém nimero

baridnico 1.

Hiperons sao barions que carregam nimero quantico de estranheza. Destes, alguns dos

com estranheza s = —1 sao delineados na Figura 1.5 [24].

FYYY)

Figura 1.5: Hiperons. (Figura elaborada pela autora.)

Além desses, temos os hiperons cascata, com estranheza s = —2, na Figura 1.6

r

&

—
—

~

/

Figura 1.6: Hiperons Cascata. (Figura elaborada pela autora.)

Todos os barions, com exce¢do dos nicleons decaem muito rapido [54]. Os barions
podem ser classificados de acordo com seus ntimeros quanticos em diagramas. O octeto
barionico é o diagrama dos barions compostos pelos quarks mais leves (u,d,s) com spin

1/ (Figura 1.7) e o decupleto pelos barions com spin 3/2 (Figura 1.8).
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Figura 1.8: Decupleto Barionico: Barions com spin 3/2. (Figura elaborada pela autora.)
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Meésons

Mésons sao hadrons que se comportam como boésons, ou seja, sao particulas com spin
inteiro. Como quarks sao férmions, mésons s6 podem ser formados por um ntmero par
de quarks e todos os mésons conhecidos podem ser descritos como um estado ligado de
um quark e um antiquark [24]. Se os spins dos quarks que compoem o méson estiverem
paralelos, o spin total do méson sera S = 1, caso contrario, se os spins estiverem antipa-
ralelos, o spin total serd S = 0 [38]. Como os quarks podem ter carga 2¢/3 ou —¢/3, as

cargas dos mésons s6 podem ser qm = +1,0,—1 [55].

Pions Os pions sao os mésons mais leves, formados por quarks up e down. Foram
previstos em 1935 por Yukawa, que os chamou de mésons pi devido a semelhanca da letra
grega 7t com o caractere chinés /1, que significa mediador [56]. Estas particulas foram os
primeiros mésons observados experimentalmente, em 1947, por Cesar Lattes, Giuseppe

Occhialini, Hugh Muirhead e Cecil Powel em uma colaboragao liderada pelo altimo [57].

Os pions carregados " e 7w~ tém carga q = +1 e q = —1 respectivamente e sao a

antiparticula um do outro. Eles sao esbocados de forma esquemética na Figura 1.9.

el T

Figura 1.9: Pions carregados. (Figura elaborada pela autora.)

O pion neutro poderia ser descrito como o estado ligado de qualquer quark com seu
antiquark, mas como todos os pions pertencem ao mesmo multipleto (de isospin forte),
eles devem ter a mesma estrutura interna [24]. Assim, o pion neutro 71 pode ser descrito

como

0 :% (tu — dd).
Kaons A primeira particula com estranheza foi observada por George Dixon Rochester
e Clifford Charles Butler em 1947 através da observagao de raios cosmicos [58]. Tais par-
ticulas, com massa de aproximadamente myg =~ 500 MeV, foram produzidas por colisoes
em altas energias dos raios cosmicos através da forga forte. O tempo de interacao foi
calculado em aproximadamente 10~2*s, pela divisao do raio de um ntcleo pela veloci-

dade das particulas dos raios césmicos. Estes kdons eventualmente decaem em pions, e
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o tempo deste decaimento é de aproximadamente 10~%. Como estas particulas nao de-
caiam tao rapido quanto elas eram produzidas, foram chamadas de particulas estranhas
(strange particles) [38]. A produgao de particulas estranhas ¢ confirmada no Cosmotron,
no Brookhaven National Laboratory (BNL) em 1953 [59].

Os kéons formam um grupo de quatro particulas que sao compostas pelos quarks u, d
e s, ilustrados na Figura 1.10

K+ K~ KO KO
s )

Figura 1.10: Kaons. (Figura elaborada pela autora.)

Os mésons mais leves podem ser classificados conforme seus niimeros quanticos em um

3

diagrama chamado octeto mesonico’, mostrado na Figura 1.11.

Figura 1.11: Noneto Mesonico. (Figura elaborada pela autora.)

30 octeto mesénico é formado pelos pions, kions e pelo méson n; e o méson 1’ forma um singleto.

Chamaremos estes dois conjuntos de Noneto Mesoénico.
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Mésons D Sao semelhantes aos kdons, mas contém um quark c [24]. Além desses,
temos os mésons D que também carregam nimero quantico de estranheza. Ilustramos

estes mésons na Figura 1.12.

D+ D DY Do
® 060 6
DY Dy
®: 6

Figura 1.12: Mésons D. (Figura elaborada pela autora.)

Mésons B Sao analogos aos kdons, mas com um quark b. Os mésons B que carregam
estranheza tem a propriedade similar ao sistema K — K°, que exibe uma violacao CP em

seu decaimento [24]*. Esbocamos estes mésons na Figura 1.13

s N

Bt B~ BY BY
o> 0 6 &
BY BY
G OX - O

Figura 1.13: Mésons B. (Figura elaborada pela autora.)

1.2.3 Carga de cor

Consideraremos agora o barion A™*, que ¢ uma ressonancia pion-ntcleon. Esta par-
ticula tem carga q = 2e, nao tem estranheza, tem spin total ] = 3/2 e é composto
por [24]

AT =uwuu.

4Este decaimento viola as simetrias discretas de carga (C) e paridade (P). Mais detalhes sobre a
simetria CPT podem ser vistos em [7], [24], [60], [61] e [62]. Mais detalhes sobre a violagdo CP por kdons
podem ser vistos em [63], [64], [65] e [66]. Um pouco da historia da descoberta deste fendomeno pode ser
vista em [67] e [68].
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No estado fundamental, os trés quarks u deveriam ter spins paralelos para que | = 3/2

mas isso viola o principio de exclusao de Pauli, ja que a fungao de onda do estado final,
que representaria trés férmions idénticos, seria simétrica sob a troca de quaisquer dois
quarks [24]. Uma possivel solugao seria considerar um momento angular mais alto para
os quarks, mas isso nao estaria de acordo com a previsao do momento magnético dos
barions baseada na onda S de trés quarks, ou seja, os trés quarks devem estar em estados
S 28].

A solucao mais apropriada para este problema é a introdugdao de um novo grau de
liberdade para os quarks, ou seja, um novo nimero quantico. Assim, o estado final de

AT seria antissimétrico no espago [24].

|A++a ] + 3/2> = Eijk ‘ui Tuu) Ta uk T> )

em que gqjx ¢ o tensor totalmente antissimétrico de Levi-Civita. Este novo nimero quan-
tico é o nimero quantico de cor (ou carga de cor). Sao necessarias pelo menos trés cores
diferentes para diferenciar os trés quarks: vermelho (red), verde (green) e azul (blue) [28].
A cor é o equivalente das interagoes fortes para a carga na forca eletromagnética, ou seja,
é a fonte para os campos [24]. Como a cor é considerada a carga conservada nas interagoes
fortes, é necesséario encontrar uma simetria de calibre que teria a conservacao da carga de

cor como consequéncia. Um candidato 6bvio é o grupo unitario SU(3) [23].

Os mediadores da interacao forte sao oito bésons sem massa e com spin 1, um para
cada gerador do grupo de simetria. Esses bosons sao os glions, que agem como a cola que
mantém os quarks juntos dentro dos hadrons [23]. Quando um quark emite um glaon,
sua carga de cor muda. Assim, o glion emitido tem uma combinagao da carga do quark

antes da emissao e da (anti)carga de depois [54].

A carga de cor nunca foi identificada experimentalmente, mas o numero de cores (3)
pode ser medido indiretamente, como demonstraremos mais adiante. Por isso, todos os
hédrons sdo neutros na carga de cor [54]. Trés fatos sugerem que os quarks deveriam ter

um novo nimero quantico [28|:

1. O problema na construcao de funcoes de ondas dos barions, como ja discutimos

acima;

2. A nao observagao de quarks isolados;



29

3. A discrepancia entre a previsao e os experimentos nas taxas de decaimento para
m° — 2y e na secao de choque total de ete~ — Hadrons.

Explicaremos melhor o terceiro ponto na Subsecao 1.2.13.

1.2.4 Teoria de Yang-Mills

Em 1954, C.N. Yang e R.L. Mills [69] estabeleceram que ¢ possivel utilizar a invariancia
de calibre local para se deduzir uma teoria de forcas nucleares. Inicialmente, foi constatado
que a interacao nuclear é independente da carga elétrica, ou seja, tem a mesma intensidade
quando é entre proton-proton, préton-néutron ou néutron-néutron. Assim, a ideia de
nucleon foi estabelecida: o préton e o néutron podem ser vistos como dois estados da
mesma, particula, de forma semelhante ao spin. Esta nova propriedade foi chamada de
isospin. Um proéton seria um ntucleon com isospin pra cima e o néutron teria o isospin
pra baixo. A independéncia de carga (elétrica) entdo reflete a invariancia das interagoes

fortes sob rotagoes de isospin, cujo grupo de simetria é o SU(2) [23].

Se o isospin é considerado um grupo de calibre, como foi suposto no paragrafo anterior,
a invariancia de calibre local exige que existam trés particulas de calibre sem massa e com
spin 1, que corresponderiam aos trés geradores do SU(2). Uma diferenca dessa teoria de
calibre para o eletromagnetismo é que campos de calibre do SU(2) carregam isospin, e,
consequentemente, interagem entre si, o que nao ocorre com as particulas de calibre do
eletromagnetismo (os fotons). Quando os campos de calibre interagem entre si temos um

grupo de calibre nao abeliano [23].

1.2.5 Acoplamento

O acoplamento o, (Q) da QCD é uma medida da intensidade da forga forte [54], e é
anéalogo a constante de estrutura fina da QED [70]. O acoplamento controla a probabili-
dade de um quark emitir um glion, o que produz a forca entre os quarks, e depende do
momento carregado pelo glion emitido. Ele é grande para momentos baixos e diminui

conforme o momento aumenta, o que caracteriza a liberdade assintotica [54].

Uma forma mais intuitiva de definir o acoplamento é em termos da energia potencial

Uqep entre um quark e um antiquark mantidos afastados por uma distancia r [70]

Uqep(r) =

ashe ( T )
xs =(— U T). 1.10

s = e qcp(T) (1.10)

Assim, g é uma funcao da distancia, propriedade chamada variacao do acoplamento

(running of the coupling). Esta propriedade do acoplamento aumentar com a distancia
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estd relacionada a liberdade assintotica: a carga de cor efetiva de um quark diminui

conforme é medida em distancias menores e aumenta conforme a distancia aumenta [70].

A equagao (1.10) tem origem na troca de um glion entre um quark e um antiquark
separados por uma distancia r, como ilustrado na Figura 1.14a [70]. Tal processo viola
a conservagao da energia devido ao glion (virtual) enquanto este viaja do quark até o

antiquark ou vice-versa,

-
At = —
c

)

o que é permitido, desde que satisfaca a incerteza tempo-energia da mecanica quantica,

Egluon X A_t

A equagao (1.10) denota a energia maxima Ugep(r) de um glion trocado entre um
quark e um antiquark a uma distancia r vezes a probabilidade o (1) do glion ser emitido
[70].

q q q

(a) (b) (c)

Figura 1.14: Diagramas de Feynman para os processos de blindagem e antiblindagem. (Figura

elaborada pela autora.)

Uma outra possibilidade se d4 no processo em que enquanto o glion viaja do quark
até o antiquark ele se separa momentaneamente num par quark-antiquark (Figura 1.14b)
ou num par de glions (1.14c). A variagdo do acoplamento se da pela mistura destes dois

processos [70], como explicaremos mais adiante.

A constante de acoplamento o é medida experimentalmente ao se acelerar particulas

compostas por quarks em colisoes quark-quark ou quark-lepton [70].
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Variacao do Acoplamento

Quando estamos tratando de reacoes onde interacoes fortes estao presentes, devemos
diferencia-las conforme o seu momento Q, devido & propriedade de variacao do acopla-
mento. Em processos com o momento Q alto (reagdes duras - hard reactions), é possivel
se utilizar métodos perturbativos para o célculo, ja que devido & liberdade assintotica
o valor do acoplamento diminui com Q2. Assim, é necessario especificar o valor deste
acoplamento em determinado ponto de referéncia, o que é dificultado pelo confinamento.
Uma solugao para esse problema é a introdugao de uma escala arbitraria 1 como ponto
de referéncia. Por essa escala ser artificial e arbitraria, os observaveis nao podem depen-
der dela. Entao, as expressoes nesta escala sao relacionadas aos observaveis através da
equagao do grupo de renormalizacdo. FEstes processos de Q grande (processos duros -
hard processes) sao separados dos processos de Q baixo (processos moles - soft processes)
através da fatoracdo (factorization). A escala de energia caracteristica que separa tais
processos ¢ de Q ~ Agep ~ 200 MeV, e abaixo desta escala o confinamento ocorre. Em
escalas de energia Q 2 Mpaqron ~ 1 GeV é possivel se utilizar métodos perturbativos.
A parte de baixas energias nao pode ser tratada com métodos perturbativos, mas pode
ser separada e renormalizada em funcoes dependentes da escala. A fatoragdao permite

conectar as previsoes da QCD aos experimentos com aproximagoes razoaveis |71].

Renormalizagao

A predicao da QCD para um observavel em uma escala de energia Q? pode ser expressa

como uma soma de termos perturbativos e nao perturbativos [71].

Quando um observéavel é expandido em uma série perturbativa, ele pode ser escrito

como

P=cio +coo + ...,

e os coeficientes ¢y, Cy,... sao obtidos ao se calcular os diagramas de Feynman corres-
pondentes. Em ordens de corre¢ao mais altas, aparecem diagramas de loop divergentes,
que sao regulados pela introducao de um parametro de cutoff e absorvidos na defini¢ao
da constante de acoplamento, na massa ou na normalizacao do campo, o que é chamado
renormalizacao. Existem varios esquemas de renormalizagao, que dependem de como as

divergéncias sao tratadas |71].
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1.2.6 Screening e Antiscreening

Uma explicagao para o fato da variacao do aco-
plamento ocorrer pode ser dada pela competicao
dos efeitos de blindagem (screening) e antiblinda-

gem (antiscreening). Para entender estes efeitos,

precisamos primeiro compreender como ocorre a

polarizacao de um meio dielétrico. Q @
Polarizagao de um meio dielétrico Pela ele- @ S
trodinamica, se uma carga ¢é colocada em uma ﬁ;@ Q

regiao em que outras cargas sao livres para se

movimentaram, os efeitos desta carga serao mo-

dificados. Se considerarmos um meio dielétrico, a . )
) - Figura 1.15: Blindagem de uma
introducao de uma carga teste farda com que este e e :

carga num meio dielétrico (Figura

seja polarizado, ou seja, os polos de carga oposta baseada em [72] ¢ claborada pela

a particula de teste se alinharao em direcao a autora).

mesma, enquanto os polos de carga igual serao

repelidos, como podemos ver na Figura 1.15.
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€eff

Distancia

(a)

Ceff

Transf. de momento

Figura 1.16: Va-
riagao da carga
efetiva  eerr com
momento e a dis-
tancia para o efeito
de blindagem.
(Figura elaborada
pela autora, base-
ada em [24].)

Polarizagao do vacuo da QCD Neste caso,

Neste caso, a efetividade da carga é diminuida pelo meio que
a cerca, fenomeno chamado de efeito de blindagem (screening
effect). Assim, quando a carga é vista de longe, mas ainda
dentro do meio, sua intensidade parece ser menor do que seria
caso nao houvesse este efeito [23]. Ou seja, sua carga efetiva
depende da distancia em que ela é observada, como podemos
ver na Figura 1.16a. Como a magnitude da carga aumenta
conforme a distancia diminui, apenas assintoticamente, com a
maior transferéncia de momento, podemos obter a carga real da
particula teste, como na Figura 1.16b. Assim, a transferéncia
de momento é inversamente proporcional a distancia em que
a carga é observada. Entao, a carga elétrica efetiva, ou seja,
a intensidade da interacao eletromagnética, aumenta com a

transferéncia de momento.

Polarizacao do vacuo O vacuo da teoria quantica de cam-
pos nao é um espago completamente vazio, e sim um meio
em que pares virtuais carregados de particula-antiparticula se
formam e se aniquilam rapidamente. Estas flutuagoes podem
ser polarizadas, como no exemplo do meio dielétrico. Assim,
as cargas dos elétrons sofrem blindagem em longas disténcias.
Entao, na QED a carga efetiva aumenta conforme a distancia
diminui [23|. Por isso a constante de estrutura fina aumenta
ligeiramente com a transferéncia de momento. Espalhamen-
tos eTe” em altas energias confirmam isso: a constante de
estrutura fina é aproximadamente 7% maior que em baixas

energias [24].

os glions carregam carga de cor, enquanto fétons

sao eletricamente neutros. Assim, além do efeito
de blindagem igual ao da QED, a carga de cor do

\! !o

quark pode ser compartilhada com a nuvem de

glions [23]. Neste sentido, uma particula teste

carregando carga de cor pode polarizar o meio de

duas formas:

1. Criando pares de particulas com cargas de
cor opostas (7, gg, bb);
2. Criando trés particulas com cores distintas,

mantendo a neutralidade de cor (rgb).

Figura 1.17: Efeito de blindagem
na QCD (Figura baseada em 23|

e elaborada pela autora).
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Jeff

Como a carga fica espalhada em vez de estar localizada,
como podemos ver na Figura 1.17, a carga de cor efetiva parece

ser maior a longas distancias e menor em curtas distancias.

Ditinea O resultado da competicao entre blindagem e antiblindagem

(a)

depende do ntimero de tipos de quark que podem blindar a
Gert carga de cor e do nimero de glions que podem compartilhar
a carga de cor. Como o grupo de calibre é o SU(3), o efeito
que ganha ¢é o antiblindagem, desde que hajam menos que 17
sabores de quarks [23]. Entao, muito perto do quark a carga de

cor efetiva fica tdo pequena que é praticamente nula. Assim,

Transf. de Momento quarks préoximos se comportam como se fossem particulas livres
(b) que nao interagem entre si.

Como mostra a Figura 1.18a, a intensidade da interagao

Figura 1.18: Vari- forte diminui com o aumento da transferéncia de momento e

agao da carga efe- tende a zero assintoticamente. Em energias infinitas, os quarks

tiva de cor gefs se comportam como particulas livres porque a intensidade efe-

com momento e a . . ~ N .
tiva do acoplamento da interagao vai a zero neste limite. No

distancia para o . . . , -

. P o regime de energias muito altas, os haddrons sao formados por
efeito de antiblin- ) . L

. quarks que se comportam como particulas livres, e este limite

dagem. (Figura )
da QCD é conhecido como modelo de partons.
elaborada pela au-
tora, baseada em

[24].

Outra forma de entender como acontecem esses fendmenos é analisando os diagramas
das Figuras 1.14b e 1.14c. Quando um glion passa um tempo como um par de quarks,
como na Figura 1.14b, ele tende a blindar a carga do quark original. Quanto maior a
distancia r, a blindagem ocorre por um tempo maior, o que tende a diminuir a carga
conforme r aumenta. Esse é o fendmeno do efeito de blindagem, que é analogo ao dia-
magnetismo. Ja quando o glion passa um tempo como um par de gliions, como na Figura
1.14c, a carga dos glions tende a aumentar a carga do quark original, fenémeno chamado

antiblindagem e analogo ao paramagnetismo [70].

1.2.7 Liberdade Assintotica

Historicamente, a descricao da interacao forte nao pode ser explorada de maneira fun-
damental pois calculos perturbativos em ordens mais baixas nao sao confiaveis devido ao

valor alto do acoplamento da teoria. [23]. Entretanto, em 1973, H. David Politzer [73],
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David J. Gross e Frank Wilczec |74] demonstraram que teorias de Yang-Mills sdo assin-
toticamente livres, ou seja, o acoplamento da interagao nestas teorias vai a zero no limite
de momentos grandes (limite ultravioleta) e tende ao infinito, ou um valor muito alto, no

limite de momentos pequenos (limite infravermelho) [29].

Chamamos de liberdade assintética a propriedade da QCD que garante que em dis-
tancias e tempos curtos o bastante a teoria é descrita por quarks e gliions interagindo
pouco [70]. A liberdade assintotica foi a principal responsével pelo sucesso do modelo
de partons em explicar o fendmeno do espalhamento profundamente elastico, ja que esse
modelo trata as particulas constituintes dos hadrons como particulas livres [71]. A des-
coberta da liberdade assintotica sugere, mas nao prova, que a QCD é capaz de produzir

forgas muito intensas e confinamento em longas distancias [75].

1.2.8 Confinamento

A propriedade da interagao forte de aumentar de intensidade em baixas energias aponta
a possibilidade de que conforme o acoplamento de cor aumenta, os quarks formam estados
ligados sem carga de cor, ou seja, os quarks formam hadrons [24]. No regime de baixas

energias, podemos escrever o potencial entre dois quarks de forma qualitativa como

V(r) o kr.

Podemos imaginar um sistema quark-antiquark qq como se fosse ligado por uma corda.
Conforme o par é forcado a se separar, o potencial entre os dois quarks aumenta e, a uma
determinada separagao entre os dois, ¢ mais favoravel energeticamente para o par qq se
separar em dois pares q. Isso acontece porque a intensidade da forga forte aumenta com
a separacao entre os quarks, o que acaba excluindo a possibilidade de se observar um
quark isolado [24]. Esta propriedade é chamada de confinamento, e por causa dela todas

as particulas observadas sao neutras na carga de cor.

Existem fortes evidéncias de calculos da teoria de calibre na rede de que o confinamento
é uma propriedade dindmica da QCD e tem origem no acoplamento forte e nao linear dos
gliions na lagrangiana [76]. E possivel mostrar que a energia de um par qq estatico cresce

linearmente com a distancia r separando o par [76].

Como a massa dos quarks leves estd muito abaixo da escala Aqcp, em que o acopla-
mento diverge, quarks leves sao criados livremente no vacuo. O processo em que quarks
e glions formam héadrons (barions e mésons) é chamado de hadronizagao. Este é um pro-
cesso nao perturbativo e relativistico, entao é dificil de se calcular as propriedades deste

sistema tanto com métodos perturbativos quanto com simulagoes na rede [75].
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1.2.9 Simetrias da QCD

Por simplicidade, consideraremos apenas dois sabores de quark: o u e o d. Neste caso,

a lagrangiana da QCD pode ser escrita como

1 <o N
L = —QFSVFGHV + lp(lyqu - m)ll), (111)

em que a = u, d sao os indices de sabor, { sao os campos e m é a matriz das massas dos

u N U 0
(o) ()

onde m,, mq sao as massas de corrente dos quarks. D, é a derivada covariante e F}, sao

quarks, dados por

os campos dos gluons.

Quando m,, = my, a lagrangiana ¢ invariante sob a transformagao

P — ey,

e a teoria tem uma simetria SUy/(2) que rotaciona um quark u num quark d, ou seja, a

lagrangiana ¢ invariante sob transformagoes de isospin (de Heisenberg) [29].

Na natureza as massas dos quarks u e d s@o muito proximas, mas nao iguais. Ainda,
como M, € M4 sao muito menores que a escala de energia da interacao forte Aqcp, a
simetria de isospin SUy(2) é uma simetria aproximada [29]. No limite de massa zero,
esta simetria se torna exata em todas as ordens da teoria de perturbacao para qualquer

ntmero finito de glions emitidos ou absorvidos |75].

Quando m, = mg = 0, a lagrangiana é invariante sob transformacoes de simetria
quiral do SUA(2), ou seja,

q — ei(b"ryf) q7

Neste caso, a teoria tem duas simetrias SUa(2) independentes: os quarks de mao
direita e os de mao esquerda sdo totalmente desacoplados [30]. Assim cada multipleto

de isospin deveria estar acompanhado de um um “multipleto espelho” [§8], ou, de outra
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forma, cada hadron deveria ter um “parceiro quiral” aproximadamente degenerado, com
paridade oposta [77]. Entretanto, estes multipletos ndo se manifestam na natureza, o
que sugere que a simetria quiral nao ocorre diretamente no vacuo da QCD. Portanto, a
simetria quiral é espontaneamente quebrada no vacuo, se manifestando através dos modos
de Goldstone. Os bosons de Goldstone desta quebra de simetria sao os pions, hipotese
confirmada pelo fato de que a massa do pion observada experimentalmente ser baixa se

comparada com a massa dos ntcleons [8], com uma razao de 15%°.

Outra simetria importante para a QCD ¢é a simetria axial U (1). Da mesma forma
que a SUa(2), esta simetria ndo se manifesta diretamente na QCD. Esperava-se que
existisse um méson pseudoescalar com I = 0 com aproximadamente a massa do pion, mas
este méson nunca foi observado (8], o que deu origem ao chamado “Ua (1) puzzle”. Este
problema foi resolvido em 1976 por 't Hooft, que sugeriu que a simetria nao se manifesta

fisicamente devido a efeitos de instantons [78].

As simetrias mais importantes para a QCD estao listadas na Tabela 1.2.

s N

Simetria | Transformagao Corrente Nome Manifestacao

,
.

SUv(2) P — e*%"‘“’ﬂ) ]E = II)‘yuTklj) Simetria de Isospin Aproximadamente Conservada

Uy (1) P — e ™ o — J)yplb Simetria Barionica Sempre Conservada
SUA(2) | — e‘%”“eYt’qb ]}fu = 11)}/“‘}/5’(1‘11) Simetria Quiral Modo de Goldstone
Ua(1) P —e Py | g5, = J)yuy51|) Simetria Axial Ua (1) puzzle

Tabela 1.2: Simetrias da QCD (Tabela baseada em [8]).

1.2.10 Vacuo da QCD

O vacuo da QCD nao é um espago com auséncia total de contetdo. Na verdade, este age
como um supercondutor para a QCD. Uma forma de imaginar como o confinamento age
¢ imaginar que o vacuo repele as linhas de for¢a entre os campos dos quarks, da mesma
forma que os campos magnéticos sao repelidos dentro de um supercondutor. Assim,
quanto maior a separacao entre quarks isolados dentro deste supercondutor, maior a
energia necessaria para superar a repulsao. Por isso, ¢ mais vantajoso energeticamente se

criar pares de quark-antiquark quando um par é separado [54].

5Esta precisao é calculada a partir de

my 139 MeV

— =~ ——— ~0,15.
mn 938 MeV
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1.2.11 Condensado de Quarks

De acordo com a hipotese do modelo padrao, no comeco do universo nenhuma particula
tinha massa. Neste cenério, a invariancia de calibre vale para os campos de mao esquerda
e de mao direita independentemente, o que garante que a QCD tenha uma simetria
quiral de calibre baseada nos graus de liberdade de cor e uma simetria quiral global
[SUp(2) x SURr(2)]gavor baseada nos graus de liberdade de sabor (u <> d) [71]. Este
cenario mudou hé 14 bilhGes de anos, quando a temperatura do universo esfriou abaixo
de T. ~ Aqcp, causando uma transicao de fase pela quebra espontanea da simetria quiral.
Neste momento, a energia térmica dos quarks ficou menor que sua energia de ligagao, o

que causou a hadronizagdo do universo [30].

A geracao de massa pela quebra espontanea da simetria eletrofraca quebra a parte
axial das simetrias acima, mas mantém o vetor de corrente diagonal de sabor ©
3. VE(x) = d,u(x)y*ulx) = d,d(x)y*d(x) =0,
ou seja, as simetrias SU(3)color € U(1)gavor 880 conservadas, mas a simetria vetorial V! (x)
e a simetria axial A} nao o sdo [71]

0, VE(x) = 3, (byH 1) = dufu(x)y*d(x)] = Uma — my)u(x)d(x), (1.12)
em que ha a quebra da simetria de isospin, com o grau de quebra da simetria dado por
Am =myg —my; e

AL (%) = 0, (WYY 1) = A [u(x)y*y*d(x)] = i(ma + mu)u(x)y’d(x), (1.13)
em que a simetria quiral é quebrada, com um grau de quebra de my 4 = m, + mq [71].
Como Am ~ my 4, o grau de quebra das duas simetrias ¢ da mesma ordem. Podemos
observar a simetria de isospin aproximada (u <+ d) de forma fenomenolégica

Me+ XMy €0 Myp = My,

mas a simetria quiral (L <+ R) ndo é aparente, ja que nao existem mésons escalares com

massa aproximadamente igual, como acontece com o pion, ou seja’

6Por simplicidade, consideraremos apenas os quarks u e d.
"Aqui denotamos um multipleto de hadrons pela notacio J¥, em que:
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mO0T) > m07) e m(17)>m(1).

A diferenca entre essas duas simetrias é a forma como o vacuo se comporta. A quebra

espontanea da simetria quiral ¢ no modo de Nambu-Goldstone [71].

No lado direito da equagao (1.13) ha um namero quantico de 7+

QAN = f,m2Zd(x), (1.14)

em que f, = 132 MeV® é a constante de decaimento do pion e ¢, é o campo do pion,
que é composto por um estado assintético de ud. No limite m, — 0, o lado direito da
equagao se cancela, fendmeno conhecido como conservacao parcial das correntes axiais

(Partial conservation of the azial current, PCAC).

Para mostrar que a simetria quiral é espontaneamente quebrada, partimos da funcao

de dois pontos’

0°?

T (q) = ijd%c e I (T[AR (x)AY(0)T])
e considerando (1.13) e (1.14), é possivel mostrar que

2m

(i ma) (i + dd), = 2 (14 0 (m2) +. ). (1.15)

Como sabemos a partir dos experimentos que m,,mgq # 0, entdo a equagao (1.15)
é uma forte indicacdo de que <ﬂu+ ad>0 % 0. Assim, a simetria quiral é quebrada
espontaneamente e globalmente na QCD [71]. Pelo teorema de Goldstone, por causa da
simetria quebrada um boson de Nambu-Goldstone sem massa deve aparecer. No SU(2),
esse boson é o pion.

e O J é o spin dos hadrons do multipleto;
e O P é a paridade dos hadrons do multipleto.

Assim, 0~ denota os mésons com spin 0 e paridade negativa, que é o octeto (noneto) mesonico pseudo-
escalar; e 1~ denota os mésons vetoriais (K**, K*0, p* 00 0= w, ¢, K*¥ e K*7) [7].
8Também é comum na literatura ver a constante de decaimento definida como f, = 93.4 MeV, que

seria equivalente a multiplicar o valor definido aqui por v/2
9Estes calculos sao feitos com detalhes em [71]
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A simetria quiral também é quebrada explicitamente pela massa finita dos quarks, que
agem como uma forga externa que quebra a simetria de sabor, o que da massa aos bosons
de Goldstone [71].

A constante de decaimento do kdon é de fx = 157 MeV, bastante proxima da constante
de decaimento do pion. A partir disso, podemos inferir que a mesma dindmica acontece
para os kdons. Assim, a simetria aproximada de sabor do SU(2) pode ser estendida para o
SU(3)gavor, que descreve particulas compostas pelos trés quarks mais leves: u, d e s. Para
este caso, todos os mésons do octeto mesonico pseudoescalar sao bosons de Goldstone da
teoria, o que explicaria porque estes mésons sao tao leves. Nao é viavel qualquer extensao

alem do SU(3), pois as massas dos quarks ¢, b e t estdo acima do limite Aqcp [71].

1.2.12 Massa dos Quarks

O termo de massa aparece na lagrangiana como

mpp = m(Prg + brpr),

entao podemos vé-lo como uma interacao que transforma campos de mao direita em
campos de mao esquerda e vice versa. Assim, ela pode ser vista da mesma forma que a
constante de acoplamento &g, e assim como esta tltima, pode variar com o momento. A
massa ¢ modificada quando correcoes de ordens mais altas sao incluidas, quando ela se

torna uma fungdao do momento Q? [71].

A massa efetiva dos quarks fica menor conforme a energia aumenta, de forma anéloga
ao que acontece com a constante de acoplamento. Para avaliar objetos que variam dessa

forma, é necessario um ponto de referéncia

mq = mq(1GeV) para u,d,s;

my = mgq(mgy) para c,b,t.

No caso dos quarks mais leves, como sua massa € menor que 1 GeV, se usa este ponto
de referéncia, ja que esta é a energia minima em que a liberdade assintotica comeca a
valer. As relagoes entre as massas de quarks de diferentes sabores sao independentes do
esquema de renormalizacao e podem ser fixadas pelo mecanismo de quebra espontanea

da simetria quiral [71].

Na auséncia da massa dos quarks, a QCD respeita a simetria quiral global, mas fenome-

nologicamente esta simetria nao é respeitada |71]. Ela é espontaneamente quebrada pela
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condensacao do par quark-antiquark e os mésons do octeto pseudoescalar sao os bosons
de Goldstone, que nao deveriam ser massivos. Entretanto, estes bosons adquirem massa
pelo mecanismo de Higgs, que age como uma forca externa que quebra explicitamente a

simetria [71].

O valor absoluto (ou seja o valor “real”) das massas dos quarks pode ser estimado por
diferentes métodos, como as regras de soma da QCD [79, 80|, analise do decaimento do
lépton T [81,82]; ou pela QCD na rede [83-85]. As massas determinadas destas maneiras

sao chamadas de massas de corrente.

1.2.13 Evidéncias da existéncia dos quarks

Em 1966, durante a XIII International Conference on High Energy Physics [86], em
Berkeley, Califérnia, Richard Dalitz defende que varias evidéncias sugerem a existéncia
de quarks [55]

e A existéncia de regularidades experimentalmente observadas nas propriedades das

particulas criadas em aceleradores de alta energia;

O fato de que colisoes entre tipos diferentes de particulas sao relacionadas;

O fato de que as propriedades eletromagnéticas de diferentes mésons e barions estao

relacionadas;

A razao experimental dos momentos magnéticos do proton e do néutron;

A aniquilacao de um proéton e um antipréoton quase sempre produz trés mésons.

Todos estes fatos convergem independentemente na mesma conclusao: Mésons e Bari-
ons sao constituidos pelas mesmas particulas elementares [55]. O conceito de convergéncia

independente pode ser descrito de forma resumida como

The scientific community reaches conclusions by a pattern of independent
convergence (a kind of intellecutal triangulation), which is along with accurate
prediction, one of the most powerful confidence-building patterns in scientific
research.

(The Schools we need and why we don’t have them, E.D. Hirsch Jr. [87])

e pode ser visto como uma evidéncia forte para a existéncia dos quarks. Ainda assim, o
modelo de quarks nao foi aceito imediatamente devido ao fato de que as cargas fracionarias

que os quarks teriam nunca haviam sido observadas experimentalmente até entao [55].

Na década de 1970, experimentos de espalhamento de elétrons no SLAC forneceram
a evidéncia indireta da existéncia destas cargas fracionarias [88]. Nestes experimentos,

elétrons com altas energias sao disparados em alvos de prétons e sofrem espalhamento
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pela troca de um féton. O que se observou foi que os elétrons eram espalhados por
objetos puntuais com carga fracionaria dentro dos prétons, como previsto pelo modelo de
quarks [55]. Mas, ainda que os quarks fossem atingidos por elétrons em altas energias,
eles nao eram arrancados do préton, como acontece no espalhamento do elétron pelo
nucleo atoémico, em que os protons e néutrons sao violentamente arrancados do ntcleo
devido a fraca ligacdo entre eles [23]. Ou seja, quarks livres e isolados nunca foram
observados. Quarks sao mantidos dentro dos nucleons por forcas muito fortes que os
mantém confinados, mas, ao mesmo tempo, os dados do espalhamento de elétrons indicam
que os objetos que os espalham transferem energia e momento como se fossem particulas
livres [55].

Além disso, quando a energia é grande o suficiente, o préton atingido se divide em
fragmentos com altas energias, no processo chamado de espalhamento profundamente
inelastico (deep-inelastic scattering), outra evidéncia da existéncia de particulas carrega-
das muito menores que o nicleon [54]. Como as forgas que mantém os quarks unidos em
hédrons sao muito grandes (apenas a longas distancias), a energia para separa-los é muito
grande. Assim, quando um quark dentro de um ntcleon é atingido com energia suficiente
para separéa-lo dos outros quarks, um novo par quark-antiquark é criado. Neste processo,
o antiquark se combina com o quark atingido e cria um méson, enquanto o quark criado se
combina com os outros quarks do nicleon original [55]. Por isso, colisbes em altas energias
produzem muitos estados de ressonancia, equivalentes a particulas com um tempo de vida
curto [27]. Estes estados sao observados em jatos de particulas (particle jets), onde os
pares de quark-antiquark criados se recombinam de varias maneiras e criam uma corrente
de mésons e barions [55]. A espectroscopia destes estados hadroénicos revelou uma ordem
e uma simetria entre os hadrons que poderia ser interpretada em termos de representacoes
do grupo de simetria SU(3) [27].

Como ja mencionado, outra evidéncia (indireta) para a existéncia dos quarks é o mo-
mento magnético anémalo dos nuicleons. O caso do néutron é o mais evidente, ja que
o néutron nao possui carga elétrica. Entretanto, seu momento magnético equivale ao
de uma particula com carga negativa, o que leva a conclusao de que ele é formado por
particulas menores que tém carga elétrica. No caso do proton, seu momento magnético é
maior do que seria caso a particula fosse puntual [24,55]. No fim dos anos 1960, experi-
mentos de espalhamento de elétrons por hidrogénio e deutério, realizadas pelo grupo de
Jerome Friedman, Henry Kendall e Richard Taylor no Stanford Linear Accelerator Center
(SLAC) [45,46] forneceram dados que demonstravam que os nicleons poderiam ser com-
postos por particulas menores com cargas fracionarias, em um experimento semelhante
ao do grupo de Rutherford [24].

Aniquilagao elétron-poésitron



Neste processo, um elétron e um positron colidem
e se aniquilam em um estado virtual de um tnico

foton (Figura 1.19). Este foton se transforma em um

par de qualquer particula-antiparticula com carga
elétrica ndo nula (q) [54]. A sec¢do de choque para
a producao de hadrons nesse processo depende do Figura 1.19:  Aniquilagao elétron-

nimero de maneiras que um f6ton pode produzir um POsitron. (Figura elaborada pela au-

. , . , tora.
par quark-antiquark, e é proporcional ao ntmero )
de cores, e a razao R das se¢oes de choque o de

producao de particulas é dada por

o(e~e™ — hadrons)
oleet - uut)

R= , (1.16)

e também deve ser proporcional ao nimero de cores dos quarks. A producao de héa-
drons nesse processo também depende da carga elétrica dos quarks, e por isso os dados

experimentais deste processo confirmam a carga elétrica fracionaria dos quarks [24].

A aniquilacao elétron-positron em altas energias é a forma mais facil de se estabelecer a
existéncia de novos sabores de quarks. Quando a energia do sistema e~ e passa do limite
para a produgao de hadrons contendo um novo sabor de quark, a razao (1.16) aumenta e
apresenta um degrau naquela energia, como podemos ver na Figura 1.20'°. Assim, uma
vez que estes limites sao ultrapassados, novos hadrons contendo novos sabores de quarks

podem ser observados nos estados finais da colisao [24].

A secao de choque deste processo de aniquilacao é dada por

Amo? |
o(e et — hadrons) = g?SNCZQ%, (1.17)
i=1

em que s é a energia total do centro de massa ao quadrado, Q; é a carga do i-ésimo quark,
N¢ é o nimero de sabores e N. é o numero de cores. Ao considerarmos N. = 3, a equagao
concorda com os dados experimentais [28]. Assim, a teoria s6 descrevera a natureza caso

o ntmero de quantico de cor seja introduzido.

0Esta figura nio é um grafico das equagdes (1.16) e (1.17), mas ilustra bem o processo descrito aqui.
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Figura 1.20: Em cima: Segao de choque para e~ et — hadrons, Em baixo: Razao (1.16) para
e~ e’ — hadrons. Os picos em ambas as figuras estao relacionados aos limites para a produgao

do héadron especificado (Figura retirada de [53]).
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Decaimento ° — 2y

Pode-se calcular a taxa de decaimento total de
m — 2y através de diagramas de Feynman de or-
dem mais baixa (em teoria de perturbagao) (Lowest

Order Feynman diagram),

2.2

o’m?,
I 1.18
647337 (1.18)

M(n® = 2y) = NZ(QL — Qa)

cujas variaveis estao definidas no Quadro 1.2.1. Ex-
perimentalmente, o valor desta taxa de decaimento é
lexp = 4.48 £ 0.33 €V [28]. Considerando que temos
todos os outros valores para calcular (1.18), podemos
substituir N, = 1, para o caso sem graus de liber-
dade de cor, obtemos I'(7® — 2y) = 0.84 €V, o que
nao explicaria os dados experimentais. Entretanto, a
previsao tedrica quando considerarmos N. = 3 é de
Im® — 2y) = 7.6 ¢V, valor muito préximo do que é
obtido experimentalmente. Isto aponta que possivel-
mente quarks e glions devem ter um novo ntimero

quéantico, a carga de cor.

1.3 Diagrama de fases da QCD

Durante a década de 1970, logo ap6s o modelo de quarks
se estabelecer e os primeiros trabalhos sobre liberdade assin-
totica serem publicados, especulou-se que a matéria hadro-
nica teria um comportamento dividido em fases [77]. Um dos
primeiros trabalhos a esbocar um diagrama de fases foi publi-
cado em 1975 por N. Cabbibo e G. Parisi [89]. Este diagrama
seria formado por duas fases: a fase hadronica, onde quarks
e glions estariam confinados dentro de hadrons; e a fase do
plasma de quarks e glions (Quark-Gluon Plasma - QGP),
com as particulas desconfinadas (Figura 1.21) |[77]. No final
da década de 1990 uma fase supercondutora de cor é adici-
onada ao diagrama, apesar de haverem trabalhos falando da
possibilidade de tal fase desde a década de 1970 [90].

e Q,, Qg4 — Carga dos
quarks u e d em unidades

da carga do préton e;
- Qu =2/3
- Qa=-1

e m_o — Massa do pion

neutro;

e x = e2/47 — Constante de

estrutura fina;

e fr =91 MeV — Constante
de decaimento do pion;

e N. — Numero de cores.

t
Figura 1.21: Primeiro dia-

grama de fases da QCD, re-
tirado de [89].

A estrutura de fases da QCD é representada em um diagrama de fases (Figura 1.22)

que geralmente tem como parametros a temperatura T e o potencial quimico bariénico
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up (ou potencial quimico dos quarks), que esté relacionado a conserva¢ao do nimero
barionico [91]. Como o acoplamento da QCD tente & zero em temperaturas ou densidades
muito grandes, quarks e glions estariam desconfinados nestes regimes [92|, formando o
QGP em temperaturas altas e as fases supercondutoras de cor para temperaturas baixas

e densidades altas.

] . N L [ L
N
- Py . ~ o (RO
@ (QQ
- 4 . . .
o @
E zZ e Quark Gluon Plasma
© s ™ L ]
g =] ® o
o z & ™Y [ ]
g < ® F [ ]
Kz m e pf’o ~
.. .Crossove * - S L&J

o Color Superconductor ?

,_If L
Liquid gas-transition @

Photon

‘J‘GQSFJ\/;;

llustration de Carla Martinez Rivera

?
1 Gev Chemical Potential
Atomic Nucleus

Figura 1.22: Diagrama de fases da QCD. Figura retirada de [93].

O estado fundamental da matéria nuclear esta no ponto (T, ug)g = (0,308) MeV, que
marca o inicio da matéria densa [77] (ou seja, para a regido com pg < 308 MeV temos
o vacuo). Este ponto também faz parte do limite de uma transigdo de fase de primeira
ordem que termina num ponto critico em T ~ 15 MeV [77]|. Esta transigao divide a fase
de gas de hadrons para pug < 308 MeV e uma fase de liquido hadronico para pug > 308

MeV [77]. Depois do ponto critico estas duas fases se tornam indistinguiveis [92].

A fase hadronica esta na regiao T < 160 MeV e pug < 350 MeV [92] e a ordem da

transicao desta fase para as fases sem confinamento depende do ntimero de sabores de

quarks considerado e de suas massas.

H4 uma linha de transicao de fase de primeira ordem que separa o QGP da fase
hadronica até o ponto critico (T, ug) ~ (160, 240) MeV, ponto em que a transicao torna-se

um crossover para valores menores de pg [92].

A ordem da transigao de fase quiral em temperaturas finitas e ug < 350 MeV pode
ser deduzida a partir de argumentos de simetria, e depende do niimero de sabores leves
considerado. Quando se considera o quark s pesado (acima do limite Aqcp), a transi-
cao de fase quiral é de segunda ordem quando m, = myg = 0 e torna-se um crossover

suave quando estes quarks adquirem massa. Se o quark s for leve, a transicao sera de
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primeira ordem até o ponto critico. Dados da QCD na rede indicam que essa transicao é

provavelmente um crossover para pug = 0 [77].

O crossover, mesmo nao sendo uma transicao de fase real, acontece réapido o sufici-
ente para que possamos definir uma temperatura de transigao |77]. Pode-se definir tal
temperatura ao calcularmos o méaximo da susceptibilidade quiral, que é proporcional a
curvatura do condensado de quarks, e o valor encontrado é de T ~ 170 MeV. A suscep-
tibilidade relacionada ao loop de Polyakov, que é o parametro de ordem da transi¢ao de
desconfinamento, tem um maximo na mesma temperatura. Assim, a transicao quiral e a

de desconfinamento coincidem para pg pequeno [77].

Para regimes com potencial quimico alto e temperaturas baixas, a transicao de fase
provavelmente é de primeira ordem [77]. Para potenciais quimicos acima desta transicao,
temos as fases supercondutoras de cor. Existem vérias destas fases, que dependem das
simetrias e dos parametros de ordem para a condensagao dos pares de Cooper [92]|. Dentre

estas fases, podemos citar [77|

e CFL - Color-flavor locked condensate: Os quarks u, d e s formam pares de

Cooper num condensado em potenciais quimicos muito altos;

e 2SC: Em densidades mais baixas os quarks s sao suprimidos por sua massa, entao
apenas os quarks u e d formam pares.

A fase 2SC pode ser substituida parcialmente ou totalmente pelas fases |77
e CFL-K: Supercondutor de cor com trés sabores e kdons condensados;
e LOFF phase: Supercondutor de cor cristalino.

O diagrama de fases pode ser generalizado de diversas maneiras, dependendo da situa-
cao fisica que se deseja descrever, como ilustrado na Figura 1.23. Como h& um potencial
quimico para cada quantidade conservada, o diagrama pode ser construido com diver-
sos tipos de potenciais quimicos, podendo inclusive ter mais que duas dimensoes [77].
Pode-se, por exemplo, se utilizar um potencial quimico ps independente para cada sabor
de quark. Para dois sabores de quarks outra possibilidade é definir o potencial quimico
U = Wy + Mg € o potencial quimico de isospin 1 = @, — Wq, 0 que possibilita que novas
fases com condensacao de pions aparega quando p; > m,. Também é possivel adicionar
novos eixos para cada massa de quark [4].
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Temperature

Quark-Gluon

Superconductor
Phases

Figura 1.23: Diagramas de fase da QCD. (a) Retirado de [94]; (b): Retirado de [95].

O diagrama de fase é apenas uma representacao esquematica baseada em argumentos
teoricos, com poucos resultados exatos extraidos da QCD. Assim, calculos utilizando

modelos efetivos poderiam nos dar uma compreensao melhor de como seria tal diagrama.

At the same time, it makes obvious that the issue is not at all settled. Note
that all phase diagrams shown in the figure are only “schematic”,; i.e., educated
guesses, based on certain theoretical results or arguments. In this situation,
and since exact results from QCD are rather limited, model calculations may
provide a useful tool to test the robustness of these ideas and to develop new
ones. (BUBALLA, 2005, p. 205 [77])

1.4 Teorias Efetivas e Modelos Efetivos

Como ja vimos, a QCD é a teoria ‘fundamental’ das interacoes fortes, ou seja, é a teoria
que descreve os mais variados fendmenos que envolvem a forga forte, desde a formacao dos
ntcleos dos atomos até a mecanica de estrelas de néutrons. Entretanto, esta abrangéncia
na descricao de fendémenos pode ser uma desvantagem dependendo do que esperamos
alcangar com a teoria. Como também ja mencionamos, devido ao valor muito alto do
acoplamento da QCD, uma abordagem perturbativa da teoria s6 é possivel para altas
energias e outros métodos sao necessarios quando o sistema estudado nao esta dentro
deste limite. Além da LQCD, pode-se recorrer as teorias efetivas de campos (Effective
Field Theories - EFT) ou aos modelos efetivos. Uma breve descrigao destes métodos seré
dada a seguir, mas uma abordagem e discussao mais aprofundadas fogem do escopo deste
trabalho. Para uma melhor compreensao destes assuntos, os trabalhos de [96], [97], [98],

[99] e [100] podem ser consultados.
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1.4.1 Teorias fundamentais

Uma teoria fundamental pode ser aplicada em um amplo espectro de fenémenos, unifi-
cando véarios deles em um grupo coeso. A QCD, por exemplo, descreve as propriedades e
interacoes entre hadrons; as estrelas de néutrons; as condigoes iniciais do universo; entre
outros fenomenos. Entretanto, teorias nem sempre dao um “entendimento local” do fené-
meno estudado, como se estivéssemos o vendo de longe [100], geralmente necessitando de

um tratamento numeérico.

Theories produce ‘global understanding’ by fitting an object or system under
consideration into a bigger framework, but tend to fall short in their efforts to
produce local understanding. (HARTMANN, 2001, p. 267. [100])

Ainda assim, teorias podem restringir as suposicoes feitas em modelos ja estabelecidos

e sugerir novos modelos.

A QCD como uma teoria ‘fundamental’

Até o desenvolvimento da QCD, haviam apenas modelos fenomenolégicos que descre-
viam as interagoes fortes. Dentre estes modelos, os principais sao o modelo da gota liquida
(liquid drop model) e o modelo nuclear de camadas (nuclear shell model). O modelo da
gota liquida ajuda a entender a fissdo nuclear [101], mas nao consegue demonstrar por-
que algumas configuracoes nucleares sao mais estaveis que outras. Este tltimo fenémeno
é melhor explicado pelo modelo nuclear de camadas. Além destes dois modelos, varios
modelos foram desenvolvidos para descrever as particulas constituintes dos ntcleos, ou
seja, protons, néutrons e pions. Dentre estes estao os modelos de sacola (bag models) [13],
os modelos quirais de quarks [12] [14,15] [10, 11] e regras de soma derivadas da matriz
S [102].

Entretanto, com o estabelecimento da QCD na década de 1970, apenas fendémenos
em altas energias podiam ser descritos pela nova teoria devido ao valor da constante
de acoplamento da mesma. A fisica de baixas energias, do dominio da fisica nuclear e
de hadrons, continuou a se desenvolver de maneira quase independente da QCD [100],
descrevendo os fenomenos a partir de modelos efetivos e EFTs. Enquanto EFTs podem
ser obtidas diretamente a partir da QCD, modelos efetivos levam em conta apenas alguns

aspectos da teoria.

1.4.2 Modelos Efetivos

Uma forma simples de definir um modelo efetivo é como um conjunto de suposigoes
sobre o sistema que se quer descrever [100]. Enquanto algumas suposi¢oes sobre esse

sistema podem ser inspirados pela teoria fundamental, outras suposi¢oes e parametros
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sao colocados ad hoc ou a partir de dados experimentais.

Modelos fenomenologicos se inspiram nas caracteristicas de pelo menos uma teoria e
as adaptam para descrever o fendmeno ou o sistema. Estas teorias nao precisam neces-
sariamente estar relacionadas a teoria que o modelo tenta simplificar, como é o caso do
modelo NJL, que é inspirado na teoria BCS, mas descreve o comportamento de particulas

e interagdes distintas (mas semelhantes) dos supercondutores.

Na QCD em baixas energias, os fendémenos caracteristicos mais relevantes sao o con-
finamento e a quebra dinamica da simetria quiral. Modelos efetivos da QCD geralmente

descrevem uma destas caracteristicas.

O confinamento pode ser descrito pelos modelos de sacola (bag models), sendo o pri-
meiro e mais utilizado o MIT Bag Model [13]. Nestes modelos, o confinamento ¢é incluido
ao se restringir o movimento dos quarks em uma regiao finita do espaco - a sacola (bag).
Para isto, condigoes de contorno sao impostas a funcao de onda do quark, que se presume
que é uma solucao da equagao de Dirac livre. Assim, este modelo nao tem como base uma
teoria quantica de campos (QFT - Quantum Field Theory), mas sim uma teoria quantica

relativistica, que é mais simples para descrever o fenémeno.

A quebra dindmica da simetria quiral geralmente é descrita por modelos quirais. Entre
eles, se destacam o modelo Nambu—Jona-Lasinio e o modelo de Skyrme. O primeiro,
que serd descrito com mais detalhes nos proximos capitulos, leva em conta apenas os
graus de liberdade dos quarks. O modelo de Skyrme [10, 11] descreve os hadrons em
termos de campos escalares e pseudoescalares de mésons, sem graus de liberdade dos
quarks. Boa parte destes modelos foi desenvolvida antes da QCD, e as relacoes entre
as massas dos hadrons foram derivadas apenas a partir de suposi¢oes da simetria quiral,
que posteriormente foram confirmadas em experimentos. O melhor exemplo disto é a
relagdo de Gell-Mann—Oakes—Renner [103], que relaciona as propriedades do pion com

propriedades dos quarks.

O estudo de modelos efetivos é importante pois estes produzem um entendimento local
do fendémeno estudado, ja que levam em conta apenas a fisica “essencial” para explicar
o fenémeno em questdao, a partir de poucas suposi¢oes e poucos parametros [100]. Por
isso, modelos sao mais faceis de lidar matematicamente se comparados com a teoria fun-

damental e produzem resultados de maneira mais eficiente.

Entretanto, modelos efetivos tém limitagoes, ja que as suposicoes feitas pelos modelos
podem nao ter uma fundamentagao tedrica muito profunda. Além disso, muitas vezes os
modelos nao tém uma relacao dedutiva direta com a teoria. Seus parametros podem ser
derivados da teoria, mas com frequéncia sao retirados de dados experimentais, sem um
significado tedrico. Outro problema é que suposi¢coes de um modelo podem contradizer

suposigoes de outros modelos. Entre os modelos efetivos da QCD, o MIT Bag Model viola
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a simetria quiral, enquanto o NJL nao descreve o confinamento'!.

1.4.3 Teoria Efetiva de Campos

Ao contrario de uma teoria fundamental, uma EFT s6 leva em conta os graus de
liberdade relevantes para descrever o sistema estudado em uma dada escala de energia
[100]. Assim, se o fenémeno estudado esta relacionado & como nicleons interagem em
baixas energias, os graus de liberdade da teoria serao os dos pions e niicleons, ja que apenas
estas particulas tomam parte nos processos neste regime. Assim, EFTs sdo aproximacoes
(ou simplifica¢oes) da teoria fundamental em questao [108], o que torna os calculos mais

trataveis e o entendimento intuitivo do fendmeno mais facil [100].

O conceito de EFTs foi sugerido inicialmente em 1979 por S. Weinberg [109, 110],
quando o desenvolvimento de técnicas de grupo de renormalizacao permitiram que teo-
rias tivessem alguns infinitos. Até entao, se uma teoria apresentasse resultados infinitos
(ou divergentes), esta era descartada ou tida apenas como uma solugdo provisoria e sem
resultados confiaveis. As técnicas de grupo de renormalizagao permitiram que estes infi-

nitos fossem tratados, o que reabilitou teorias nao renormalizaveis [100].

Teorema do desacoplamento

Outro fator que contribuiu para o desenvolvi-

mento das EFTs foi a proposicao do teorema do de-

)
sacoplamento (Decoupling theorem) por Appelquist <
e Carazzone em 1975 [112]. Segundo este teorema, ﬁ% :%\
considerando dois sistemas acoplados com escalas =
. . Ll WA o X AN AN
de energia m; e My, My < My, descritos por uma < \-L:ﬁii)r:é%,_
: s ) - R = —
teoria renormalizavel, sempre ha uma condigao de 3| =T 7 >4
renormalizacao em que os efeitos fisicos na escala '5: = =
. . . = \ =
de energia mais alta my possam ser incluidos de ma- w1 U S N N\

neira efetiva na teoria de escala mais baixa m; pela

mudanca dos parametros da teoria correspondente.
Figura 1.24: “Torre de EFTs” (Figura

Assim, ha uma EFT numa escala m; que deixa de _
retirada de [111]).

valer quando se aproxima de my. Com isso, a fi-
sica das energias mais altas pode ser incluida nos
parametros de uma EFT nao renormalizavel, que s6 sera valida até determinado nivel de

energia e este limite superior de energia acabaria com os infinitos indesejados [98].

Uma consequéncia interessante deste teorema é o fato das escalas de energias mais

1O confinamento pode ser introduzido no modelo NJL através de um loop de Polyakov [104-107], mas

aqui estamos considerando o modelo como ele foi proposto originalmente.
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altas se desacoplarem das escalas de energia mais baixa. Isso seria como se existisse um
conjunto de “dominios quase auténomos”’ (quasi-autonomous domains) [100], cada um
descrito por uma EFT que s6 leva em conta as particulas e interagoes relevantes para a

sua escala de energia, como ilustrado na Figura 1.24.

EFTs compartilham papéis tanto com modelos quanto com teorias fundamentais. Da
mesma forma que um modelo efetivo, as EFTs fornecem um entendimento local do fend-
meno, ja que levam em conta apenas os graus de liberdade relevantes para o fenémeno
descrito, tornando-as relativamente mais faceis de lidar. Porém, uma EFT representa
uma parte de um quadro maior, que é a teoria, da qual esta é derivada [100]. Assim,
EFTs ajudam a fazer predicoes e testar a teoria. Entretanto, s6 é possivel derivar uma

EFT se as escalas de energia se separam bem.

1.4.4 Teoria de Perturbacao Quiral

A Teoria de Perturbagao Quiral (Chiral Perturbation Theory - ChPT) é uma teoria
fenomenologica da QCD que lida com os fenémenos de hddrons em baixas energias, ou
seja, na fase hadronica, onde a liberdade assintotica ndo pode ser aplicada [71]. Esta
teoria depende apenas das simetrias da QCD; da forma como o viacuo da QCD quebra a
sua simetria; e de seus graus de liberdade relevantes [4]. Inicialmente se assume que os
mésons escalares leves do octeto pseudoescalar sao os bosons de Goldstone nao massivos,
que sao produzidos pela quebra espontanea da simetria quiral. A massa dos quarks
gerada pela forga eletrofraca age como uma perturbagao externa que quebra a simetria e
produz a massa dos bosons de Goldstone. Os pions e os kions sao tratados como campos

assintoticos que sao induzidos pela condensagao de pares de quarks [71].

A ChPT ¢ uma série infinita de poténcias dos campos dos mésons @ e de 9, D, e por
isso é uma teoria nao renormalizavel, mas pode se tornar finita se tomada até uma dada

ordem. Essa teoria reproduz bem a dindmica dos mésons em baixas energias |71].

Pela expansao da ChPT, as massas dos quarks leves podem ser expandidas quantita-

tivamente [75]

1,5MeV < my, < 4 MeV,
4MeV < mg < 8 MeV,
80MeV < mg < 155 MeV,

que sao massas menores que /A. Para os quarks pesados, temos

me =1 ~1,5 GeV,
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mp =4~ 4,5 GeV,
me ~180 GeV.

1.4.5 Relagoes entre teoria, modelo efetivo e EFT

Nem sempre é possivel se deduzir um modelo a partir da teoria fundamental, mas
mesmo assim teorias podem inspirar modelos: uma caracteristica da teoria é escolhida
e adaptada a um quadro tedérico mais simples. Ainda assim, o modelo pode servir para
sondar como a teoria fundamental se comporta levando em conta apenas um aspecto dela,

o que pode gerar mais entendimento da mesma.

Pode ser dificil de se distinguir um modelo efetivo de uma EFT, ja que as vezes uma
EFT pode ser parecida com um modelo desenvolvido antes. Além disso, uma EFT pode ser
tratada como um modelo efetivo quando nao ha um esforco para se calcular as constantes

de acoplamento e as massas renormalizadas de primeiros principios [100].

Most important are the cases where theories, models and EFTs complement
each other. The establishment of dynamical chiral symmetry breaking as a
feature of QCD, for example, resulted from the interaction of all three appro-
aches. Lattice gauge calculations suggested models, consequences of models
were used to derive an EFT, which in turn inspired other models and allowed

for analytical results. It is this interaction between various tools that makes
scientific research so exciting. (HARTMANN, 2001, p. 267. [100])



Capitulo 2

O Modelo Nambu—Jona-Lasinio

O modelo Nambu-Jona-Lasinio (NJL) foi proposto em 1961 por Yoichiro Nambu e
Giovanni Jona-Lasinio como uma teoria dindmica de particulas elementares [14,15], que
descrevia nucleons interagindo a partir da troca de mésons numa interacao efetiva de
dois corpos. Com o surgimento da QCD, o modelo NJL foi deixado de lado, ja que o
confinamento nao é descrito por esta teoria. Entretanto, na metade da década de 1970
a teoria é reinterpretada como um modelo efetivo de baixas energias em que quarks
interagem através de uma interacao local de quatro pontos, inicialmente no trabalho de
Eguchi e Sugawara [113]. Além deste, foram importantes os trabalhos de Kleinert [114];
Volkov [115]; e Hatsuda e Kunihiro [116].

Como o modelo NJL foi proposto antes da formulacao da QCD, o fenémeno do confi-
namento dos quarks nao era conhecido. Entretanto, ja haviam indicacoes da existéncia
da PCAC, e, assim, da conservagao e quebra da simetria quiral. Por isso, uma teoria mais
simples que descrevesse tal fenomeno era necessaria. Como ja mencionado, a proposta
inicial de Nambu e Jona-Lasinio era descrever a interacao entre niicleons. Para isso, os
autores observaram e estabeleceram uma analogia entre o gap de massa no espectro de
Dirac do ntcleon e o gap de energia da teoria da supercondutividade de Bardeen, Cooper
e Schrieffer (Teoria BCS):

The scheme is motivated by the observation of an interesting analogy between
the properties of Dirac particles and the quasi-particle excitations that appear
in the theory of superconductivity, which was originated with great success
by Bardeen, Cooper, and Schrieffer [117], and subsequently given an elegant
mathematical formulation by Bogoliubov [118]. The characteristic feature of
the BCS theory is that it produces an energy gap between the ground state
and the excited states of a superconductor, a fact which has been confirmed
experimentally. (NAMBU E JONA-LASINIO, 1961, p. 345 [14])

o4
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2.1 Simetrias da QCD e o NJL

Apesar de nao descrever o confinamento, o modelo NJL incorpora a simetria quiral da
QCD de forma muito mais simples do que na teoria fundamental. Assim, este modelo
¢ bastante 1til na descricao desta simetria, assim como na descricao da quebra dina-
mica da mesma' e todos os fendmenos associados & isso. De forma particular, uma das
caracteristicas do modelo é a geracao dinamica da massa dos férmions a partir da que-
bra desta simetria [8]. Como o NJL descreve as simetrias da QCD, algumas relagdes
que sao consequéncias apenas destas simetrias também devem ser mantidas pelo modelo,
como a Relac¢do de Goldberger-Treiman [119] e a Relagdo de Gell-Mann—-Oakes—Renner
(GOR) [103]. De fato, estas relagdes podem ser derivadas explicitamente a partir da

lagrangiana do modelo.

Como ja mencionado, uma consequéncia da quebra espontanea de uma simetria é o
surgimento de bosons de Goldstone, e no caso da simetria quiral para dois sabores de
quarks estes bosons sao os pions. Isto também é observado no modelo NJL, o que é uma
de suas principais vantagens [4]. Outra consequéncia da quebra dindmica da simetria

quiral no modelo ¢ a geracao de um condensado de quarks nao nulo no vacuo.

2.2 Problemas do modelo

Como o NJL é um modelo efetivo, existem limitagoes e problemas em sua aplicacao.

Dentre estes, os principais sao
e Auséncia de Confinamento;
e O modelo é nao renormalizavel.

Cada um destes problemas e suas consequéncias serao brevemente discutidos a seguir.

2.2.1 Auséncia de confinamento

O confinamento é uma das caracteristicas mais peculiares e importantes da QCD, como
ja discutido. Este fenémeno, apesar de nao ser totalmente compreendido, possivelmente
é responsavel pelo fato de nunca podermos observar quarks isolados. Assim, o fato do
modelo NJL nao apresentar confinamento é uma limitacao. Entretanto, o modelo s6 é
valido para baixas energias (abaixo de Aqcp), ou seja, os fendmenos estudados estao

abaixo do limite em que isso passa a ser mais relevante [8].

1A quebra espontanea de uma simetria por um campo dinamicamente gerado s vezes é chamado de
quebra dindmica da simetria.” (ZEE, 2010, [29])
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Ainda assim, consequéncias da auséncia do confinamento no modelo NJL podem apa-
recer no calculo das func¢oes de polarizacao dos mésons estudados, que podem adquirir
uma parte imagindria para q> > 4M?, onde ¢ é o quadrimomento do méson. Ou seja,
mésons com massa maior que 2M tém uma largura finita, e desta forma se tornam ins-
taveis e podem decair em um par quark-antiquark mesmo quando tais decaimentos nao
sao observados experimentalmente ou previstos pela teoria. No caso do pion no vacuo,
isto néo é observado [77], mas quando estamos trabalhando com temperaturas ou campos
magnéticos finitos isso pode se tornar um problema a ser contornado, como veremos com

mais detalhes no Capitulo 5.

2.2.2 Infinitos

Como no modelo NJL as interagoes entre os quarks sao puntuais, integrais divergentes
podem surgir, que nao podem ser remediadas pelo processo de renormalizacao. Desta
forma, o modelo NJL é uma teoria nao renormalizdvel. Por isso, uma parte fundamental
do modelo é a especificagao de um esquema de regularizagao, o que define a escala da
teoria [8]. Esta escala é definida pelo cutoff A no momento dos quarks, que de uma
maneira rudimentar pode ser vista como uma implementacao “artificial” da liberdade
assintotica, ja que A suprime a interacao entre quarks que tem uma transferéncia de

momento muito grande, agindo de forma similar & varia¢do do acoplamento [8].

Como sera visto no Capitulo 5, existem varios esquemas de regularizagao, mas pode-se
destacar que estes esquemas podem ser definidos a partir de duas formas diferentes de
cutoff.

Sharp cutoff A escala de momento A tem um valor fixo, e pode ser interpretada como

um limite superior (ou inferior) para a validade do modelo;

Smooth cutoff Também pode ser chamado de fator de forma F(p), e, como depende

do momento, replica de forma grosseira a liberdade assintética [4]

/\2

= —. 2.1
N2 +p2 ( )

F(p)

2.2.3 Equacao de Gap

Como ja mencionamos, o modelo NJL é uma analogia & teoria BCS para supercondu-
tividade. Uma das principais caracteristicas desta teoria é o surgimento de um gap de
energia ¢ entre o estado fundamental e os estados excitados de um supercondutor. Isto

se da pelo fato de que a interacao atrativa entre os elétrons produz pares de elétrons com
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momentos opostos proximos da superficie de Fermi, chamados de pares de Cooper, e é
necessaria uma quantidade finita de energia para quebrar essa correlagao [14|. Nambu e
Jona-Lasinio sugeriram que, em analogia ao fato deste gap de energia ¢ no supercondutor
ser criado por uma interacao, a massa de uma particula de Dirac seria criada devido a
interagao entre férmions nao vestidos. Enquanto uma quasi-particula no supercondutor
é uma mistura de elétrons nao vestidos com cargas elétricas opostas mas spin igual, uma
particula de Dirac massiva seria uma mistura de férmions nao vestidos com quiralidades
opostas, mas mesma carga ou nimero fermiénico. Sem o gap ¢ ou a massa m, estas

particulas seriam autoestados da carga elétrica ou da quiralidade [14].

Podemos descrever o vacuo da QCD como um meio cheio de flutuagoes quéanticas
responsaveis pela geracao nao perturbativa das massas dos quarks. Quando a matéria
estd em um estado quente e denso os quarks ficam livres, e por isso esperamos que em
algum ponto aconteca uma transicao de fase de um estado com quarks confinados e pesados
para uma fase com quarks leves. Chamamos esta transicao de transicao de fase quiral.
Quando consideramos temperaturas e potenciais quimicos finitos, o parametro de ordem
(aproximado) desta transi¢ao de fase é o condensado de quarks <1]_)1b>, que tem um valor

de aproximadamente (0.24 GeV)? no vacuo [120].

Este fato de que o estado fundamental da QQCD tem uma condensagao de pares quark-
antiquark é analogo ao fato de que o estado fundamental de um supercondutor do tipo
BCS tem condensagao dos elétrons em pares de Cooper [121|. Assim, da mesma forma
que o gap de energia em supercondutores depende do par de Cooper, no nosso caso, a

equacao de gap depende do condensado de quarks <II)1])>

2.3 Lagrangiana do modelo

A lagrangiana original do modelo NJL tinha campos de ntcleons 1 com uma interagao

de quatro pontos e com simetria quiral. No espago de Minkowski, esta lagrangiana é

Dy = WA —m)p + G [(qﬂl))z + @Wﬁﬂ)f]a (2.2)

em que m é a massa nua dos nudcleons, T sao as matrizes de Pauli e G é uma cons-
tante de acoplamento do modelo. Esta lagrangiana foi construida para ter simetria
SUv(2) ® SUA(2) ® Uy (1) ® Ua (1), mas posteriormente a simetria Ua (1) foi excluida
pela introdugao do termo de 't Hooft [8]. O canal de interagao niicleon-antintcleon desta
teoria é atrativo, e, como na teoria BCS, é responséavel pela criagao de andlogos aos pa-
res de Cooper. A auto-energia gerada por essa interacao gera uma massa efetiva muito

maior que a massa nua m dos nucleons, que permanece alta mesmo com m = 0. Assim
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aparecem excitacoes coletivas de nucleons-antinicleons que sao leves e, no limite quiral,

nao tém massa [77|. Tais excitagoes podem ser associadas aos pions, que sao os bosons

de Goldstone da teoria.

Quando reinterpretada para dois sabores de quark, a lagrangiana do modelo NJL é

L (x) = 00 (i = )b (x) + G{ L))" + [bivseex)] ],

onde

e T sao as matrizes de Pauli.

2.3.1 Simetrias

Se considerarmos o limite quiral para a lagrangiana (2.3) [§],
T N 2 T = \2
Ll =bith + G| ()" + (WivsTe)’].
podemos ver que esta ¢ invariante sob a simetria SUa (2)

it-0
2

P — exp(— 5

Ao substituirmos (2.7), podemos reescrever o bilinear P como

_ _ iT.0 iT.0
P — {wexp<—”2 v5)Hexp(—”2 v5>¢]

P — P exp(—iT- O,

€ a0 reescrevermmos a exponencial Ccomo

o 7.0
v5)w, P — xpexp(—” %)-

(2.3)

(2.6)

(2.7)

(2.8)
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exp(—iT-0) =cos® — (1ysT-0)sin0, (2.9)

o bilinear fica

P — (Y1) cos O — (PiysT - O) sin 0 (2.10)

Da mesma forma, podemos substituir (2.7) no bilinear (11_)1.,'}/5Til|)) e ficaremos com

(Wivstip) — (Wiystid) + (W) 0;sin® — (PiysT - 0)0:i(1 — cos0), (2.11)

com @ = 01/4].

Podemos reescrever cada termo de interagao como

(W)* = [(W) cos8 — (DiysT- ) sin6];
= (11_)1.]))2 cos’ 0 — (II)LI)) (J)i‘y5’rit|))2 sin 0 cos 0 + (J)iy5’til|))2 sin? 0,

(WivsTib)® = [(WivsTad) + (W) sin© — (PiysT - O) (1 — cos )],
— (1];1]))2 sin? 0 + () (PYiysTi)2sin O cos 0 + (1[)11/5'&1]))2 cos?0. (2.12)

Substituindo nos termos de interagao de (2.6),

Z =G {(11)1b)2 cos’ 0 — (1[)11)) Divsz: sin 0 cos 0 + (J)1Y5Till))2 sin? 0

+(1|)1|))2 sin® 0 + (11&])) Y57 sin 0 cos 0 + (LI)W5T111))2 cos? 9} ,

=G { (W) [cos0 + sin? 0] + (ivsTi)”[sin? @ + cos0] |

_G [(an)2 n (J)mmﬂ — L, (2.13)
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ou seja, a lagrangiana é invariante sob as transformagoes (2.7) do SUA (2).

Este capitulo tem como objetivo fazer apenas uma breve introdugao sobre o modelo
NJL, ja que pretendemos estuda-lo de forma mais aprofundada no Capitulo 3, onde con-

sideraremos sua formulacao no SU(3).



Capitulo 3

Modelo Nambu—Jona-Lasinio no SU(3)

3.1 O Modelo Nambu—Jona-Lasinio no SU(3)

Neste capitulo, nos concentraremos no estudo do modelo NJL com trés sabores de
quark: u, d e s, ja que sao tais quarks que estao presentes em fenomenos de baixas energias
(abaixo de 1GeV). Quando proposto por Nambu e Jona-Lasinio, o modelo pretendia
descrever apenas dois ntucleons, entao seu grupo de simetria no espaco de sabores era
o SU(2). Assim, é necessaria uma reestruturacao do modelo para representar o SU(3).
Isto foi feito inicialmente por Ebert e Reinhardt [122|; Bernard, Jaffe e Meissner [123]; e
Hatsuda e Kunihiro [124], todos em 1987. Além destes, também foram importantes os
trabalhos de Reinhardt e Alkofer [125], de 1988; de Takizawa, Kunihiro e Kubodera [126];
e de Klimt, Lutz, Vogl e Weise [127], ambos de 1990.

O quark strange é peculiar, ja que sua massa (mg ~ 93.475%MeV [53]) é pequena se
comparada ao limite Agcp, mas grande quando comparada as massas dos quarks up e
down. Assim, nao é mais possivel considerar as massas de todos os quarks do modelo
iguais no limite em que isso era possivel no SU(2), e como consequéncia, alguns aspectos
de simetria do modelo sao alterados. A simetria SU(3) agora é explicitamente quebrada,
além da simetria U5 (1), que é quebrada pela anomalia axial. A mistura destes dois
elementos tem uma influéncia distinta na dindmica do sistema: enquanto a quebra da

simetria SU(3) suprime a mistura de sabor, a anomalia axial a potencializa [121].

61
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3.2 Densidade de Lagrangiana

A densidade de lagrangiana do modelo NJL com Ny = 3 e determinante de 't Hooft,

em coordenadas Euclidianas', é dada por

8

L = V(A + )y — G Y [(WAxd)” + (iysAa)?]

=0

+ K{det [W(1 +vs5)] + det (1 —ys )] }, (3.1)

onde G é a constante de acoplamento de interagao; K é a constante de acoplamento da

interacao de seis pontos; 1 sao os campos fermionicos, dados por

Py
Y=Y |; (3.2)
Yy

™ é a matriz de massa de corrente dos quarks,

m, O 0
m=| 0 mg 0 |[; (3.3)
0 0 mg

e A% sdo as matrizes de Gell-Mann. [} = y*D,, é a derivada covariante, que descreve a

interacao entre os férmions e o campo eletromagnético A,; e é definida como

A

D, =29, —iQA,, (3.4)

com a matriz das cargas dos quarks Q dada por

gu 0 O
0 0 (s

'Por conveniéncia, utilizaremos coordenadas Euclidianas desde o inicio do nosso calculo. Mais detalhes
sdo dados no Apéndice A.2
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em que

2 e e

quzgev qd:_§> s = —%

onde e é a carga do préton.

Podemos separar a lagrangiana (3.1) em trés partes [128]

Ny = Lo + L + L, (3.6)

em que % ¢é a lagrangiana livre de Dirac

Ly =P(—iD + )P, (3.7)

Zn € a lagrangiana de interagao do modelo NJL

8
Lt =G ) [(WAh) + (bivshad)], (38)
=0
e Lt € a lagrangiana da interacao de seis pontos, dada pelo determinante de 't Hooft

Lper = K{det [P(1 +v5)] + det [ (1 —ys)p]}, (3.9)

em que o determinante é sobre os indices de sabor.

3.2.1 Determinante de ’t Hooft

A expressao (3.9), Zie, corresponde ao termo de Kobayashi-Maskawa-"t Hooft, que é
uma interacao de 2N¢ pontos que envolve um quark de cada sabor entrando e outro saindo
[77]. Este termo foi proposto inicialmente em 1970 por Kobayashi e Maskawa [129, 130]

para descrever a propriedade de mistura dos mésons n e 1/, assim como a massa alta do
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méson 1’ ? [121]. Posteriormente, t Hooft encontrou uma forma de solucionar o problema

do U, (1) inserindo instantons® em uma interacao efetiva para os quarks [138,139].

Instantons sao solugoes de energia constante para equacoes de movimento da
mecanica quantica com uma estrutura caracteristica e estével localizada no
tempo. O nome ‘instanton’, cunhada por 't Hooft, reflete a existéncia desta
‘pseudoparticula’™ no tempo, em vez do espaco. Instantons estao associados a

pontos criticos (maximos e minimos locais, pontos de sela) da agao.
(LANCASTER E BLUNDELL, 2014, p. 457 [132])

Esta lagrangiana é simétrica no grupo SU;p (N¢) x SUg(N¢), mas quebra a simetria
Ua(1). Este termo é introduzido para “simular” a anomalia axial, e tem o significado
fenomenoldgico de gerar a separacao correta das massas dos mésons 1 e 1’. Mesmo no
limite quiral (m, = mgq = mg = 0), com este termo a massa do méson 1’ continua

finita |77].

d

Instantons, através da anomalia de Adler- K
Bell-Jackiw [140, 141]|, quebram a simetria o
global Uy (N¢) x Ur(N¢) para quarks sem

%3

massa para a simetria SUp (N¢) x SUr(N¢) x
Uy (1) [125]. Estes instantons induzem uma

interacao efetiva de 2N¢ pontos dada pelo

»

termo do determinante de 't Hooft. No nosso

caso, para Ny = 3, temos uma interacao de ¢

seis pontos, ilustrada na Figura 3.1. Figura 3.1: Interagao de seis pontos.
Figura baseada em [142]| e elaborada

pela autora.

Queremos escrever a lagrangiana (3.9) em termos das densidades escalar e pseudoes-

2Experimentalmente, as massas dos mésons 1 e 1’ sao [53]

my, = 547.862 & 0.017MeV,
My = 957.78 & 0.06MeV.

Para o 1, a massa é maior que a do 7t, mas considerando que o primeiro tem quarks s em sua composicao,
a diferenga faz sentido. Entretanto, para o 11’ a massa ¢ mais alta do que deveria mesmo se considerando
a massa do quark s. Isso é explicado pela presenca da anomalia axial, em que a corrente axial relacionada
a simetria Ua (1) no é conservada mesmo no limite quiral [131].

3 Alguns textos introdutérios sobre instantons podem ser encontrados em [132] e [133]. Para um estudo
um pouco mais avangado, é possivel consultar, por exemplo, [134], [135], [136] e [137].

4 Particle-like” no texto original.
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calar j$, e j®

K iqes e D
Lo = 5 dupy sipiy — 3isikib], (3.10)

em que a densidade escalar é

is = VA, (3.11)

e a densidade pseudoescalar é

% = iysAa, (3.12)

e dopy sd0 as constantes de estrutura totalmente simétricas do SU(3) dadas no Apéndice
B. A passagem de (3.9) para (3.10) é dada no Apéndice C.1 e sua deducao foi baseada
em [143].

3.3 Bosonizacao pela integral de caminho

O processo de bosonizagao de uma teoria fermionica ocorre quando a lagrangiana ori-
ginal desta teoria é transformada em uma lagrangiana equivalente que depende apenas
de graus de liberdade bosonicos. Esta abordagem tem como vantagem o fato de que as
relagoes entre observaveis fisicos” sao mais evidentes [142].

Considerando um modelo com Ny sabores, quando N¢ = 2 a bosonizagao pela integral
de caminho é trivial, porque a integral funcional sobre os campos auxiliares é uma gaus-
siana. Entretanto, para N¢ > 2 precisamos utilizar métodos de aproximagao [125]. No
nosso caso, como o nimero de sabores é Ny = 3, precisaremos de tais métodos. Utilizare-
mos a aproximagcao de fase estacionaria (Stationary Phase Approzimation - SPA)®. Para
isso, precisamos primeiro introduzir os campos auxiliares escalares o, € S, € 0S8 campos

auxiliares pseudoescalares 7y € py, com os vinculos [125]

1= | T 752 7Pa8 (50~ 903 P — bivshah).

= J H Do DT Dsx PP o exp{J A" [0a(8a — WAY) + Mo (P — VivsAa )] }7

(3.13)

5Constante de acoplamento, condensado...
6Para maiores detalhes, pode-se consultar [144,145]
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em que utilizamos as defini¢oes

5(sa — WAa) :J%“ exp U d*x 0 (sa — ﬂmaw)} : (3.14)

§(Ppo — 1Liy57\atl)) = J DTy exXp U d*x Tto (P — 1])11/57\0(11))} . (3.15)

A amplitude de transicao do vacuo é dada pelo funcional

Z= J%p%@esﬁ,

em que Sg ¢é a agao euclidiana. Pela definicao da acao,

Z:J@ﬂ)@ﬁ)exp{—Jd‘lxofN]L}. (316)

Inserindo as identidades (3.13) em (3.16), obtemos

Z= J@wglbgca@ﬁ“@sa@p“exp{—Jd‘ixZ]QIL}, (3.17)

em que

8

n K
L = (=D +m)p -G Z [(s0)?+ (pa)?] + Edam[s(xsﬁ,sy — 354PpPy]

x=0

— Oy (Soc - J)}\oclb> — Tl (ch - 1Li'\/5}\oc1|))~

Reescrevemos £y ;i como

8

gl\/ljl_ = 1L(_1w +m+ }\oco-oc + iy5}\oc7'[oc)¢ -G Z [(Soc)Z + (poc)z}

=0

K
+ Edagy[s“sﬁsy — 35«PpPy] — OaSa — TP, (3.18)

e podemos separar i em duas partes [128]
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Lo =V (=D + 1M+ Moo + TyshaTa) b, (3.19a)

K
Y =—0G Z [(s(x)2 + (p“)ﬂ + Ed(xfgy[s“sﬁsy — 384PpPy) — OaSa — MaPw, (3.19b)

e a amplitude do vacuo fica

Z= J.@q@mb%a@na exp{—Jd4X$q} J @s“@paexp{—Jd4XDfr}. (3.20)

Separar a lagrangiana nestas duas partes facilitara o processo de bosonizacao, como

veremos nas proximas subsegoes.

3.3.1 Integracao da parte fermidnica

Para prosseguir com a bosonizacao da nossa teoria, precisamos integrar os campos
fermionicos presentes no funcional para que este dependa apenas de graus de liberdade

bosonicos. Fazemos isso ao integrar a parte fermidnica do funcional,

Li = J@lb@lb@ﬁaﬁﬂa exp{—Jd‘*xi@}, (3.21)

em 2 e Z1. Para destacar os campos fermionicos, reescrevemos £ como

Ly =P8 (x —x' ), (3.22)

onde 87! ¢ a inversa do propagador efetivo dos férmions, dada por

8§Hx —x') = 8 (x —x') [AD + M + A0 + 1Y5AaTlu] - (3.23)

Assim, Z; fica

Ly = J@tb@lb@mx@ﬂ“ exp{—Jd4x1l)8_1(x—x')1|)}, (3.24)
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e podemos agora integrar os campos fermionicos. Fazemos isso ao considerar as proprie-

dades das varidveis de Grassmann,

J@q)@xp exp{— J d4x1|)811|)} = det {Sl(x —x')

X_X/] . (3.25)

Além disso, precisamos considerar as propriedades do determinante,

det [8_1} = exp [ln (det 8_1)] ;

In[det 871] = Tr [ln 8*1} ,

e ficamos com

L = J DO DT, exp [Tr [ln 8_1H ) (3.26)

O funcional gerador agora nao depende mais dos campos fermiénicos, mas os campos

auxiliares bosonicos s, € P ainda precisam ser integrados [144].

3.3.2 Aproximagao de Fase Estacionaria (SPA)

Como ja mencionamos, se estivéssemos trabalhando com o modelo NJL no SU(2),
a parte bosonica do funcional seria composta por integrais gaussianas, que podem ser

integradas de forma trivial. Entretanto, como a parte bosonica do funcional é

Z. = J Do s DT Ds PP« exp{— J d*x ,Zr},

8

:J@G“@ﬁ“@sa@paexp{—Jd4x Y [—G[(s“)Q—F(p(X)Z}

o, 3,y=0
K
+€d(x(3y[so(s(;,sy — 35aPpPy) — OaSa — TMaPu| ¢ (3.27)
temos integrais divergentes. Para fazer a integracao em s, e p, precisamos utilizar a

aproximacao de fase estacionaria. Para isso, devemos escolher estes campos de forma que

eles minimizem a exponencial em (3.27) [125,128,144]. Assim, ao fazermos
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o
0S4

d

Jd‘lxiﬂr =0 ,
Sp“

Jd‘lxiﬂ =0,

podemos impor as condigoes para 0s campos Sy € Py

1
—2Gsq + §Kda5y(sﬁsy —PpPy) —0x =0, (3.28a)
—2Gpy — Kdupysppy — e =0, (3.28b)
e Sy € P« agora sao consideradas fungoes implicitas de o, e 7t4. Detalhes desta passagem

sao dadas no Apéndice C.2. Considerando as condi¢oes da SPA (3.28), podemos escrever

o funcional gerador (3.20) como

:J@Ga@ﬂa@s“@p“exp{rfr[lns - J [Gi Pa)’]

0

K
+€do((3y(s“56Sy — 3SaPpPy) — OaSa — MaPa ] (3.29)

Pela defini¢gao do funcional gerador

Z= J%a%a@sa@p“ exp(—Se), (3.30)

em que Sg ¢é a acao euclidiana, podemos escrever a a¢ao bosonizada como

8
Sbos — Tr(lnS_l) — Jd4X {G Z [(Soc)2 + (poc)ﬂ

=0
K
—gd(xﬁy[s(xsﬁsy — 354PpPy]l + OaSa + n(xs(x} . (3.31)

3.4 Aproximacao de campo médio

Uma aproximacao de campo médio reduz um sistema de muitos corpos a um sistema
de uma tunica particula que interage com um campo resultante da interagao média de

todos os outros graus de liberdade do sistema [76].
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Numa teoria de muitos corpos, o mé-
todo de aproximacao de campo médio
consiste em substituir pares de operado-
res por seus valores esperados no vécuo.
Outra forma de ver este processo é con-
siderar que quando substituimos um par

(a) (b) por seu valor esperado estamos fechando
um loop de dois quarks, como podemos

Figura 3.2: (a) Interagao efetiva de qua- observar na Figura 3.2. Isso significa que

tro pontos. (b) Interagao efetiva de quatro estamos linearizando a interagao, utili-

pontos linearizada. . - Yy
zando a aproximacao de campo médio

de Hartree [142].

Assim, vamos agora expandir a acao bosonizada em torno dos valores esperados dos

campos Oy € Ty
Ox(x) = 0x(x) + 804(x), (3.32a)
T (x) = 0714 (X). (3.32b)

Pela conservagao de carga, temos a relagao [143]

[Q,As] =0, (3.33)

e como a matriz de carga, dada por (3.5), é diagonal, a relagao (3.33) s6 é verdadeira
para as matrizes Ag, Az e Ag. Por isso, s6 consideraremos os campos escalares 0, 03 € Og.

Reescrevemos os campos bosonicos o como

o, 0 O
0= 0 (OF] 0 = 0'07\0 + 0'3}\3 + 0'8}\8, (334)
0 0 oy

e, como vimos pela expressao (3.28a), s ¢ uma funcdo implicita de o, e por isso podemos

escrever esses campos coimo

Su. 0 0
S = 0 Sa 0 = 807\0 + 83}\3 + 58}\8' (335)
0 0 s
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3.4.1 Inversa do Propagador

Antes de prosseguir com o calculo da aproximacao de campo médio da ac¢ao bosoni-
zada, precisamos calcular a inversa do propagador efetivo dos férmions nesta aproximacao.

Substituindo as equagoes (3.32) em (3.23), o propagador pode ser reescrito como

S x—x") =8 (x—x") —AD + 1+ Ol + 806A + 1V58MeAa | - (3.36)

CAMPO MEDIO FLUTUACOES

Podemos separar a inversa do propagador efetivo dos férmions (3.36) em uma parte de

campo médio e uma de flutuagoes

8§t =8k + 8681 (3.37)

No Apéndice C.3 reescrevemos a parte de campo médio da inversa do propagador

efetivo em termos da base de sabores como

S{AIH(X —x') =8 (x —x") [0 + M¢], (3.38)

em que My = m¢ + 0¢ é a massa efetiva; e a parte de flutuagoes como

Sou +ivs (\/géno + 873 + %67@) V2iysdnt V2iys8KT
58 1 (x—x/) =8 (x —x) VZiyssm— 6Gd+iy5(w/%6no—6n3+%éﬂ8) V3iys8KO
V3iyssK— VZiys5KO S0 +ivs (@fmo - %57‘[3)

(3.39)

3.4.2 Expansao da agao bosonizada

Agora podemos expandir a a¢do bosonizada (3.31) em torno dos valores de campo

médio dos mésons. Por conveniéncia, a separaremos em duas partes

gbos — _gbos_gbos, (3.40)

que calcularemos separadamente.
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Primeiro termo da Ac¢ao bosonizada

Substituindo (3.37) no primeiro termo da agao bosonizada (3.31), obtemos

SeX® =Tr[In8 '] = Tr[In8yfp| + Tr[In(1 + Smrd87)]. (3.41)

Considerando a expansao de In(1 + x) na série de Maclaurin,

In(1+x) = Z —(_1T)Ln+1xn’

n=1

podemos expandir o altimo termo da equagao (3.41)

Tr [ln(l + SMFSS_l)] =Tr

> %wms—lw] , (3.42)

n=1

e a equagao (3.41) fica

> ﬂ(swésl)“] . (3.43)

Tr[In8 '] = Tr[In8jy] + Tr -

n=1
Segundo termo da acao bosonizada

Como o segundo termo da agado bosonizada (3.31) é dado por

Shos — J d*x %, (3.44)

precisamos expandir %, nos campos (3.32). Como demonstrado no Apéndice C.4, ao

realizarmos tal expansao, a parte de campo médio ZMF é obtida e teremos

o K o o
IMF = _Gs.8a + gdamsasﬁsy — 0uS«- (3.45)

Assim, a acao bosonizada de campo médio é

o K o o
Sbos — Ty [1nSMlF}—Jd4x [—Gsasa — EdaﬁyS“SBSy + 0uSo|- (3.46)
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3.4.3 Condicoes da SPA

Como a agao bosonizada tem termos sy, que sao funcoes implicitas de o4 e 7, preci-

samos calcular a aproximagao de campo médio das condigoes da SPA, (3.28).

Condicao (3.28a) Substituindo (3.32) em (3.28a)

_ K - _ ,
—2Gsy —2GOsy + Ed(xﬁy {sﬁsy +sp0s, +5,0sp e 12 Ordem

e 22 Ordem

+.68[36$V. — Iépﬁépyl} — O0n — &‘u =0,

e entao a parte de campo médio é

_ K _ _
—0q + §d(x5ysﬁsy —2Gsy = 0.

Condigao (3.28b) Substituindo (3.32) em (3.28b)

—QGép“ — Kdaﬁygﬁépy — Kdaﬁyésﬁépy — I%I =0.

Esta condigao nao tem parte de campo médio, ou seja,

P =0.

Assim, as condi¢oes da SPA na aproximacao de campo médio sao

_ K _ _
—0q + Edamsﬁsy —2Gs, =0, (3.47a)
Px = 0. (3.47b)

Antes de continuarmos, precisamos reescrever os resultados obtidos até aqui na base

de sabores. Isto é feito no Apéndice C.5. Entao, a acao bosonizada de campo médio pode
ser reescrita como

_ v - K o
Sl]i/(l)Fs =—"Tr [ln Sl\/llF] — T Z |:GSfo + 0¢S¢ — Eefghgfghsfsgsh s (348)
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e as condigoes da SPA sao reescritas como

_ K_ _ _
Oy — §sdss +2Gs, = 0; (3.49a)
_ K_ _ _
04 — §suss +2Gsq =0; (3.49b)
_ K_ _ _
05 — Esusd +2Gss =0, (3.49¢)
ou, de forma compacta
_ _ K _
Of + 2G$f - Zefghefghsgsh = 0, (350)

em que f,g,h =u,d,s e ergn sao os tensores totalmente antissimétricos de Levi-Civita.

3.5 Equacao de Gap

Para encontrar as equagoes de gap utilizamos o principio da minima agao, ou seja

SSRiE

25 =0 Of = Of; fe{u,d,s} (3.51)
60f

Substituindo (3.48) na expressao acima, ficamos com

§Sbos 5 _ Vv#) _ _ K -
66]\-/][; = _5(_)‘f {—Tr [ln SI\/&F} — T |:GSfo + 0¢S¢ — Eﬁfghifghsfsgsh:| } )
5 V(4] ) o _ K - -
= — 5_6}{’111‘ [111 SK/[lF] } — 76_6} |:GSfo + 0S¢ — Eefghefghsfsgsh] : (352)

Ao derivarmos os dois termos separadamente, no Apéndice C.6, reescrevemos (3.52)

como

e entao
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_ 2N, [ d* c
S¢ = V(4) JwtrD SMF‘ (354)

Substituindo a defini¢ao da massa efetiva,

Mf = Mms + (_Yf, (355)

nas condigoes da SPA (3.49), obtemos

K_ _ _

M, =my + Esdss —2Gsy; (3.56a)
K_ _ _

Mg =mgq + Esuss —2Gsyg; (3.56b)
K_ _ _

M, = m, + §susd — 2Gsg, (3.56¢)

que juntamente com (3.54) formam as equagoes de gap (acopladas).

3.6 Condensado de Quarks

Calculamos o condensado de quark utilizando o teorema de Hellmann-Feynman [143],

ou seja, diferenciamos a agao efetiva em relagao a massa de corrente dos quarks

- 1 8Skes
- : 3.57
<1-|)fl-l)f> V(4) 6mf ( )
Substituindo (3.48)

(bebe) = . [In 81 ¢] (3.58)

V(4) Smf aEN

e considerando a equagao (C.89) obtida no Apéndice C.6, obtemos
- 4 % dix _
<‘bf1|ﬁf> =— V@ 5m, |:Nc trp J (2r)t hl(—lmf + Mf) ;
N dx

— V(Z) J 2 trp Shi- (3.59)
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Podemos notar que

<1I’f11)f> = —2sy,

e podemos escrever as massas efetivas dos quarks em termos dos condensados de quarks.

3.7 Acao bosonizada quadratica

Até agora, encontramos uma expressao para a equacao de gap e para o condensado

de quarks, ambas em campo médio. Estas sao importantes para demonstrarmos como a

massa efetiva dos quarks varia com o campo magnético B (no Capitulo 6), assim como

para visualizarmos o fendmeno da catélise magnética. Entretanto, o objetivo principal

deste trabalho é encontrar a massa polo dos mésons pseudoescalares, o que s6 é possivel

ao considerarmos a préxima ordem além do campo médio. Por conveniencia, calcularemos

cada termo da acao bosonizada separadamente.

3.7.1 Primeiro termo

O termo de segunda ordem da expressao (3.43) é

SLoa=— %Tr[(SMFZSS_l)Q],

quad —

e considerando a expressao para as flutuagoes da inversa do propagador,

6871 — 6(4) (X — X/) [5GOL}\OC + 1.,'}/567'(0(Ao(],

reescrevemos (3.60) como

1 1T
Sémaud = _5 Tr [(SMFéo—ocAoc)Q} - 5 Tr [(ISMFYS‘STEOJ\(X)Q

(3.60)

(3.61)

(3.62)

Calcularemos este termo separadamente para o setor escalar e para o setor pseudoesca-

lar nos Apéndices C.7 e C.8. Entretanto, s6 estamos interessados no setor pseudoescalar

SP. ja que queremos calcular a massa polo dos mésons pseudoescalares. O setor pseudo-

escalar do primeiro termo da acao bosonizada de segunda ordem é
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|
St =—5 Tr[(SMFi%STEOJ\“)Q . (3.63)

Ao reescrevermos (3.63) em termos dos campos dos mésons, separamos a expressao
em uma parte para os campos dos mésons carregados e kdons neutros, SM, calculados no
Apéndice C.8.1; e outro em que os campos do ©°, 1 e n’ estdo acoplados, Sf‘ﬁ, calculados

no Apéndice C.8.2. Assim, expressamos S¥ como

Sf==) sM— > s (3.64)
M

ap=0,3,8

em que

1
SM §Jd4xd4x’SM*(X’)éM(X)]M(x,x’), (3.65a)

1
578 =— 2 Jd4x A’ 870 (x')5725 ()] g (3, X). (3.65D)

Podemos escrever ST de forma explicita como

SY = %Jd‘*x d*x {(d7H)* (xS (x) J et (%, X7) + (571 )* (x )87 (%) J e (%, X)
+ (8K (x)8K ™ () i+ (%, %) + (8K )" (x)6K™ (x)J k- (x, x")
+ (8K (x/)8K (%) ko (x, ) + (8K)* (x/)K (%) Jgo (x, )
+ 8710 (x") 8710 (%) Joo (%, X ") 4 8710 (x ") 573 (%) Jo3 (%, X )
+ O73(x") 073 (%) J 33 (%, X ) + 8710 (%) 8718 (%) Jos (%, X)
+67t3(x") 0718 (X) J3s (x, ") + d71s(x ") 8718 (%) T8 (%, X') (3.66)

em que os polarizadores dos mésons sao

Jror (6, %) = 2Nc tr[Siye (x — x)YsSiur (X' — x)v5] = Jau(x, x'); (3.67a)
Jr (%, x") = 2N tr[Siyr(x — X )ys8iar(x" — x)vs] = Jualx, x); (3.67b)
Jr+ (%, x") = 2N tr[8ir (x — x" VY58 (X" — X)) = Joulx, x); (3.67¢c)
Jr—(x,x") = 2N 8T (x — X )vs83p (X — %) v5] = Jus (%, %); (3.67d)
Jio(x,x") = 2N tr[83er (x — X ) Y58 e (X" — x)vs] = Jsa(x, x); (3.67¢)
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Jo(x,x") = 2Ne tr[8{4r (x — X VY58 (X" = x)y5] = Jas (%, X"); (3.67f)

~ JuutJaa +Jss.

Joo(x,x") = 3 , (3.67g)
Jos(x,x) = \/g[luu — Jaal: (3.67h)
Jas(x,x") = w; (3.671)
Jos(x,x) = \/g[luu +Jaa — 2Jss); (3.67j)
Jas(x,x") = %; (3.67K)
Jss(x, %) = ]“”H‘%d_M”. (3.671)

Nestas equagoes, definimos um polarizador genérico para um méson composto por um

quark f e um quark f’ como

Jeer(x,x") = 2N, tr [S,fvlF(x —x"VysSTr(x —x)ys|. (3.68)

3.7.2 Segundo termo

Como ja vimos em (C.51), no Apéndice C.4, o segundo termo da agdo bosonizada

quadratica é

K _ _
Szuad :Jd‘ix {—G[(SS(XZSS(,C — 5pudpal + Edocﬁy[s(x5$[363»y — 548ppdpy]

—80 0S8y — 0T OP ) - (3.69)

Precisamos escrever (3.69) apenas em termos das flutuagoes dos campos do o e do T,

o que ¢é feito em detalhes no Apéndice C.9. Entao, obtemos

—1 —1

S P
Squad = Jd“x dix’ [%ﬁéaa(x)écﬁ(x’) 4 %ﬁén‘x(x)éﬂﬁ(x/) §W(x—x"),  (3.70)

Cco1m

Soqg = QGéoqg, — Kdo(fg,ygy, (3.71&)
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Poc[_z, = 2G60([5 + Kdaﬁygy. (371b)

Calculamos explicitamente cada componente do termo pseudoescalar de (3.70) nos
Apéndices C.10.1 e C.10.2. Nao faremos os célculos para o termo escalar, mas estes sao

semelhantes ao setor pseudoescalar.

Finalmente, podemos escrever a parte pseudoescalar da acao bosonizada quadrética

como

bos,P
squaLd -

N | —

{Z J d*x d*x’ M (x)8M(x) [6™) (x — x") T + Jm (%, x')]
M

+ Z Jd‘lx d*x’ 871, (x") 675 (%) [5(4)(7( —x")Tap + ]“B(x,x/)} } ) (3.72)
B

Definimos os coeficientes de massa como

9M(X7 X/)

S (x —x')Tm + Im(x,x'), (3.73a)
90(6 (X,X/) d

@ (x =%V Tap + Jap (%, X), (3.73b)

em que os termos Ty sao definidos pelas equagoes (C.183) no Apéndice C.10.1 e os termos
Tap pelas equagdes (C.206) no Apéndice C.10.2. Ent@o a parte pseudoescalar da acao

bosonizada quadratica fica

ng:d’p = % {Z Jd4x d*x’ dM* (x")SM (x)Gm (x, x')
M
+> Jd4xd4x' 5na(x’)5nﬁ(x)9aﬁ(x,x/)} : (3.74)
op

Podemos expressar os coeficientes de massa G explicitamente como

—1

G =86 (x—x) (2(3 — g§s> + 2N tr[Spyr (x — X/ JysShr (X" — X)ys); (3.75a)
K\~

G =W (x—x) (QG — ESS> + 2N tr[Shyr (x — X/ JysSir (X" — X)ys); (3.75Db)
K\l

G+ = 6W(x —x") (2G - ESd) + 2N, (SR (x — X ) vsS e (x” — x)vs]; (3.75¢)
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—1
G- =56W(x —x") (2G — g§d) + 2N tr[8iyr (x — X ) y58ip (X" — x)ys); (3.75d)
(4) / K. - s ’ d /
Gxo =0 (x—x") 2G — 5 Su + 2N, tr [SMF(X —x")YsSmp(x’ — x)yg,}; (3.75e)
(4) / K. - d I s /
Ggo =0 (x —x")[ 2G — 5 Su + 2N tr[Spqr (x — X )5S (X" — X)ys); (3.75f)

1 _ _ _ _ _ _
Goo = 6W(x — x’)g—A {48G2 — 8GK(sy + 54+ 55) — K? [susu + (54— S8s)°

—§u(§d+§s)]}+ ]‘“*Hgdﬂss; (3.75¢g)
1 - - - uu
Ga3 = 6W(x — x’)i{?ﬂGQ + 8GKsg — K?(sy, + sd)2} + %; (3.75h)
Geg = 6W(x — x’)i {96@2 + 8GK[2(5y Sy + S4Sa) — SsSs)
K [(gu —5a)? 4 45 (5u + 54) + 4§Sgs] } 4 lun I%d — Vs, (3.750)
Gog = 59 (x — x') (5 — 544G — K(5u + 50— 5] + 1/ 2w — Jaal:  (3.75))
V6A 3 ’
Gos = 6W(x —x") K {4G(§ +54—2s5) —K [(5 —54)° 4 8s(Sy + 54)
3\/§A u S u S u
_2§s§s] } + g[]uu + ]dd - 2]55]; (375k)
Gas = 0 (x —x) K (5w —54)[—8G — K(5y + 54 — 25¢)] + Juuw = Jaa (3.751)

2v/3A
3.7.3 Matriz de Massa

Podemos considerar que os coeficientes
de massa G sdo os termos de uma matriz
9 x 9, ilustrada na Figura 3.3, em que os
termos em azul representam os coeficientes
de massa dos pions carregados; os termos
em verde, os kdons carregados; e os ter-
mos em vermelho, os kdons neutros, todos
na diagonal da matriz. Por sua vez, os ter-
mos em roxo representam os coeficientes de
massa para os mésons 70, 1 e 1’, que estao

acoplados. Isso pode ser visto pelo fato de

V3

Figura 3.3: Matriz de Massa Stor
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existirem coeficientes em roxo fora da dia-

gonal da matriz.

Podemos encontrar a massa polo dos
mésons diagonalizando a matriz e fazendo Gror = 0. Se reorganizarmos os termos
desta matriz, podemos particiona-la e transformé-la em uma matriz diagonal por blocos.

Assim, podemos reescrevé-la como

A parte dos mésons carregados e kdons neutros ja é uma matriz diagonal, j& que nao
hé acoplamento entre estes mésons. Assim, para encontrarmos as massas polo destes, s6
é necessario igualar cada elemento da diagonal de Gy & zero prosseguir com o calculo.
Para isso, precisaremos reescrever os polarizadores de forma que possamos realizar todas
as integragoes. Isto serd feito até onde possivel no Capitulo 4, em que escrevemos os
propagadores dos férmions na forma de Schwinger; e no Capitulo 5, em que regularizamos

as integrais obtidas no capitulo anterior.

Entretanto, ainda precisamos encontrar um meio de diagonalizar a matriz dos mésons
neutros, que possuem elementos fora da diagonal principal. Assim, definimos a matriz de

massa dos mésons neutros como

S0 S0 Sos
M= [gocfs] =190 Y933 Yss |- (3-76>
Sos 938 Iss

Considerando que a matriz M é diagonalizavel, podemos escrever

M=P "Mp?P, (3.77)

em que P é uma matriz de transformacao linear que diagonaliza M [146]. Se tomarmos o

determinante em ambos os lados de (3.77), teremos
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det[M] = det [T’l] det[Mp] det[P],
= det [(P_l} det[P] det[Mpl,

mas det[P] = det[P] ", entdo

det [iP’l] det[P] = =1.

Assim,

det[M] = det[Mp], (3.78)

e se quisermos encontrar as massas polo dos mésons neutros, precisamos apenas encontrar
as raizes de det[M]”

Considerando a expressao (3.76), o determinante de M é

S00 Sos Sos
det[M] = S35 Gs3  Gasls
Sos Gss Tss
= G0G335ss + 290350838 — Ss3(G0s)” — Gss(Gos)® — Goo(Gas)” (3.79)

Podemos separar cada coeficiente de massa G4p em sua parte real e sua parte imagi-

naria,

"Outra forma de mostrar isso: Se a matriz M tem autovalores mq, a = 0, 3,8, entdo

det [M] = MpMms3ms.

Também podemos considerar que quando diagonalizamos a matriz M, os elementos presentes em sua

diagonal principal sao seus autovalores, ou seja

my 0 0
Mp = 0 ms 0
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Gap = RelGupl +iIm(Gapl = G%; +1GL,.

Assim, podemos escrever a parte real do determinante como

Re[det M] = 950 [9?],239;; - 9%395158 - (958)2 + (9§8)2} - 9(1)0 [95395158 + 9;,39;;8 —2 9589§8}
+ 2G5 (98,95 — GhsGh] — 2 Gl [G5Ghs + GhsS%] — 9% | (5%)” — (bs)”]

+2G3,58,hs — 58| (55)” — (Sks)?] + 254555l (3.80)

e a parte imaginéria como

Im[det M] = 9(1)0 [953958 - 9:153951;8 - (9§8)2 + (9%8)2} + 9(])20 [9?]?39%8 + 9111.3958 —2 9?]?89?£8]
+ 268, [98G5% — GhsGhs] +2 % [G5Ghs + 9G] — Gl | (5%)” — (bs)”]
—26%,58.5h — 5L | (95)” — (k)] — 258,559l (3.81)

Para encontrarmos as massas polo dos mésons neutros, mp, e suas larguras de decai-

mento, v, precisamos resolver numericamente o sistema de equagoes

Reldet M](mpm, 'm) =0, (3.82a)

em que cada uma das trés raizes estao associadas a um dos mésons 7°, n e 1’. Para os
dois primeiros mésons, pode-se fazer I'yo = I}, = 0, mas o mesmo nao ocorre para o méson

!/

n.

Os termos presentes em (3.81) e (3.80) ainda precisam ser calculados explicitamente,

o que sera feito nos proximos capitulos.

Neste capitulo, a partir da aproximacao de campo médio, encontramos a equacao de
gap e uma expressao para o condensado de quarks no modelo NJL. Além disso, quando
consideramos a segunda ordem da aproximacao, pudemos expressar as fungoes de pola-
rizacao dos mésons neutros e carregados em termos dos propagadores dos quarks e dos
condensados. Até aqui, apesar de aparecer implicitamente nas expressoes, a influéncia
do campo magnético nao foi vista de forma explicita. No capitulo seguinte, poderemos
observar esse comportamento ao resolvermos algebricamente as integrais que aparecem,

para no Capitulo 5 regularizarmos as integrais divergentes resultantes.



Capitulo 4
Polarizadores

No capitulo anterior encontramos expressoes para as fungoes de polarizador de cada
méson do noneto mesodnico pseudoescalar!, mas estes foram escritos de uma forma mais
genérica. Como estamos interessados em estudar o efeito de campos magnéticos fortes no
comportamento da massa polo dos mésons, assim como na massa efetiva dos quarks e em
seus condensados, precisaremos reescrever nossas expressoes em termos que explicitem
essa influéncia dos campos magnéticos. Assim, consideraremos um campo magnético

estatico e constante na direcao z e utilizaremos o calibre de Landau,

‘AH = 6H2X18. (41)

Além disso, utilizaremos os propagadores na forma de Schwinger e, para os mésons car-

regados, aplicaremos o método de Ritus para eliminarmos as fases de Schwinger.

4.1 Propagador na forma de Schwinger

Vamos utilizar o propagador na forma de Schwinger [21] na sua forma Euclidiana

d*p 5, . /
P felp(X—X) (42>

f _/_'(D(,’)

em que o propagador na forma de Schwinger S{, ¢ dado por [5]

!Chamamos de noneto mesénico o conjunto dos mésons pseudoescalares formados pelo octeto mesénico

pseudoescalar de spin 0, 0~, composto pelos pions, pelos kions e pelo méson n; e pelo singleto do méson
/

n

84
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4.1.1
T B 5 o o tanh(B¢T)
Sp —JO dTexp[ T(Mf —I—pH —i-PJ_—BfT S¢ = 51gn[qu]
. . B =1q¢B
{[_(P “Y))+ Mf] [1 4 iy1yess tanh(Bet)] — %} ) ¢ =larB
o8 (LTB) p1 =(p1,P2)
' P =(p3,P4)
e a fase de Schwinger é dada por
i
O = “3B(x + %) (x2 — X}). (4.4)

2

4.2 Condensado de Quarks

Como vimos no Capitulo 3, na expressao (3.59), o condensado de quarks é dado por

tr SiqF- (4.5)

B 4
(o) == 355 | ot

V4 ] (2m)4

Como agora estamos considerando o campo magnético constante B, precisamos rees-
crever esta expressao em termos do mesmo. Comegamos reescrevendo (4.5) em termos do

propagador na fase de Schwinger, (4.2),

_ NC d*x d4]3 ip(x—x') ,i®@¢(x,x') .. of
<1|)f1bf> o J T (27[)46 P e e e 8 . (4.6)

x=x'

Seguiremos realizando analiticamente todas as integrais possiveis, para entao realizar-

mos a integracao numérica.

4.2.1 Integracao em x

Tomando o limite x — x’, e considerando a fase de Schwinger, (4.4); as exponenciais
de (4.6) ficam

. o s , 0 i
el‘p(x X )el(Df(X,X) — elP 0610 - 1.

Assim, podemos fazer a integracao em x
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e podemos reescrever (4.6) como

- _ Ne [(dY . 5
(Peps) = WJ o tr 8. (4.7)

O termo do trago é calculado no Apéndice D.1.1, e a expressao (4.7) pode ser reescrita

Cco1mo

. N, dip [ tanh(B
Dy :—WALMJ#L dtexp {—T(M?—Fpﬁ#—pi%)} (4.8)

4.2.2 Integracao em p

Para realizarmos a integracao em p, podemos escrever

d'p =d?py d*p_,

em que d*p; = dp; dps e d*pj = dps dps. Entdo a integral (4.8) pode ser expressa como

- N. 4M; [®
<1|)f1|)f> = W (2m) L dtexp(—tM¢) L1y, (4.9)
com
I, = J d*p exp (—Tpﬁ) , (4.10a)
tanh(B
I, = J d*p exp {—Tpi %} : (4.10b)

Calculamos cada uma destas integrais separadamente nos Apéndices D.1.2 e D.1.2

respectivamente e obtemos

Tt

L =— 4.11

1 TJ ( a’)
Bf’T[

= — 4.11b
tanh(Bf’t) ’ ( )

L
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para podermos escrever (4.9) como

- N. 4M; [(*dz
<1|)f1pf> S (27'54 ﬁ Jo = exp(—TM%)Bf’t coth(B¢T). (4.12)
Ao definirmos
1 *dt
I= (27_[)2 JO g exp(—TM%)Bchoth(Bf’t), (413)

podemos finalmente expressar o condensado de quarks em fungao da integral (4.13),

N M
(270)*

(Br) =— L (4.14)

A integral (4.13) contém infinitos que precisam ser tratados, o que faremos na segao
5.2 do Capitulo 5.

4.3 Polarizador para f = f'(Mésons Neutros)

Nos concentraremos primeiro no polarizador mais simples, com apenas um sabor de
quark. No Capitulo 3, encontramos a expressao (3.68) para o polarizador de um méson
genérico composto pelos quarks f e f'. Quando consideramos sabores de quark iguais, ou

seja, f = f’, teremos

Jff = 2Nc tr [S;/“: (X — X/)'Y{)Slfv”:(x, - X)'Y5] . (415)

Novamente iremos calcular essa expressao utilizando os propagadores na forma de

Schwinger. Assim, substituindo (4.2) na equagao (4.15), obtemos

!/

d4 d4 =~ =~ H i H i H I i
Jee(x,x") = 2N, J SP 2P g (8158 5| et Priox et @rlixlgilp=pl et (4 16)

(2m)* (270)*

Como temos f = f’, as fases de Schwinger, dadas por (4.4), se cancelam. Assim,

podemos reescrever a fungao de polarizacao como
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/

d*p d*
Jee(x,x") = QNCJ(—p P

of ., of i(p—p’)(x—x'
27_[)4 (27_[)4 tr [SPY5SPIY5] (& (p=p)( ). (417)

Como na parte espacial o polarizador depende apenas da diferenca (x —x’), entao este

¢ invariante translacional e o momento do méson é conservado.

Queremos calcular a integral

I = J d*x d*x’ 8716 (x)871p (%) 2N tr [Sir (x — X" VysSir (X" — x)v5]]

4 4.1 / d4p d4p/ of of i(p—p’)(x—x")
= | d*xd*x 6T[O((X )57’[[5(7(,) 2NC WW tI‘[Sp'Y5Sp/'Y5]€ . (418)

Para isso, podemos primeiro tomar a transformada de Fourier dos campos dos mésons,

4
s7ea(x) = | %ein6na(q), (4.19)

e a integral (4.18) fica

d4p d4pl d4q .
— 4 4./ igx
bee J ExdX i 2 U 2m)1 5”“(‘”}

d4q/ iq’x/! / of of ip—p/)(x—x")

O momento do méson sé seré conservado se —q’ = @, mas isso aparece naturalmente,

como podemos ver no Apéndice D.2.1. Assim, ao definirmos p4 =p £ & obtemos

d4
I :J ﬁéﬂa(—q)snﬁ(q)eff, (4.21)

onde o polarizador no espago dos momentos é definido como

4

d ~ ~
Gre(q) = 2N, J # tr[8) vsS, Vs)- (4.22)

O trago em (4.22) precisa ser calculado, o que realizamos no Apéndice D.2.2. O pola-

rizador no espaco dos momentos entao é escrito como
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4

d / tanh(Bst
Grelq) = 2NCJ G JdeT exp [—T(M% +p2, +p?u;f))]

BfT
tanh(B¢t’)
exp | (M p2y 92 PN 4 [ oy e
(p+-P-)1 }
1 + tanh(B¢T) tanh (B¢’ , 4.23
1+ tanh(Byv) tanh(Brr')] + cosh?(B¢T) cosh?(Be1’) ( )
onde
pr=p=t g (4.24)
Considerando a expressao (4.24), podemos expressar p% |, como
q q1)? 2>
pespry > M= () ()
. _ ﬂ 9 B B & 2 B % 2
p-=p—35 = pﬂ_(‘” 2>+<p2 2)’
para entao reescrevemos Gye(q)
Gee(q) = 8N d'p drdt’ Mi(t+1)] (4.25)
rrlq) = olN¢ (2m) exXp f .

[_
exp{_T{pin + {(pl + %)2 n <p2+ %ﬂ tanh(BfT)}}

BfT

eXp{—T’{p2| + {<P1 B %)2 N (p2 B %>2} tanh(B¢t’) }}

BfT/

pi+p3+ilai+q3) }
M2 -p_)y] [L + tanh(Bt) tanh(Bt’ : '
{[ ¢+ (p+ - p-) ] [1 + tanh(B¢7) tanh (Bt )]+cosh2(BfT) cosh?(B¢t/)

4.3.1 Integracao em p

Precisamos reescrever o integrando no momento, ja que expressamos p em termos de
pL e p|. Desta forma, teremos

d'p = d*pyd’p.,

e entao
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SN, o e , /
Grelq) = (2)" JdZPL d*p) J dTJ dt’ exp [-MF(T+ T')] exp [—Tpi” —T pQ_”]
0 0
tanh(B¢T) , tanh(B¢t’)
X eXP{—TP?uB—fT —T paLT [MZ+ (p+-p-)y]

’ (P+ ) P—)L
x[1 + tanh(B¢T) tanh(B¢t')] + cosh2(B7) cosh (B 7] } . (4.26)

Precisamos agora fazer a integracao em p| e em p,. Isto é realizado nos Apéndices

D.2.3 e D.2.4 respectivamente, e obtemos

tadl o,

4.2 7'(2 &0 , 2 / 2
fo(q) = 4-—4712;L dtdt exp[—Mf(T-l-T )} exp |:_(TTT/)q|:| €xXp |:_qu:|

y 1 1 B2 { (t—t/)? qi}
(T + 1’) cosh?(B¢t) cosh?(Bet!) (t + t/) (t+t/) 4B¢
Bf 1 2 qﬁ / 1 qi
Mi—— |14+ tt'] —
+ { ( ( oy [T+t 4(T + 1') cosh?(B¢t) cosh?(Bst)

t+rt) ) (t+7)

1 (t—1')? CIﬁ ,
* (T+1)2 (t+7) 4 e 427

Para integrarmos em T e T/, faremos a mudanca de variaveis

T=zy, T/:Z(l_y)a

onde z € [0,00[ e y € [0, 1]. Detalhes desta mudanca de variaveis sao dados no Apéndice

D.2.5. A equagao obtida é reorganizada no Apéndice D.2.6 e finalmente obtemos

Nc oo 1
Gse(q) = QHZBf Jo dzJ0 dy exp{—z[M%%—y(l —y)qﬁ]}

X exp{—Smh(Bszi)j;(lg[fBZ;Z(l o } {Coth(BfZ) [M% + % —y(1—y)qj
_ Bsi [, qfsinh(Bszy)sinh[Bsz(1 —y)]
+Sinh2(sz) |:1 Bf sinh(sz) :| } ) (428>

Esta integral contém divergéncias, mas lidaremos com isso no Capitulo 5.
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4.4 Polarizador dos kadons neutros

Os kaons neutros sao compostos por um quark e um antiquark de sabores diferentes,
entao a sua funcao de polarizacao deve levar isso em conta. Entretanto, como as cargas
destes mésons sao nulas, estes polarizadores sao mais simples. Definimos estas fungoes
em (3.67¢) e (3.67f) como

Jko(x,x") = 2N tr[S3p(x — X )YsS (X’ — x)Ys), (4.29a)
Jro(x,x") = 2nc tr[Siyr (x — X/ VvsSiur (x" — x)ys) (4.29b)

e podemos reescrever estes polarizadores de forma generalizada como

19 (x,x) = 2N¢ tr [sfw(x X )ys8tr(x — x)ys). (4.30)

Queremos calcular integrais do tipo

Im :Jd4x d*x/ SM* (x")dM (x)J ¢4

= 2N, Jd4x dix/ SM* (x")6M(x) tr |81 p (x — X ) Y58 e (x — x)yg,] , (4.31)

e para isto utilizamos o propagador na forma de Schwinger (4.2). Assim, substituindo (4.3)
na equagao (4.31), considerando que as fases de Schwinger se cancelam, como podemos

ver no Apéndice D.3.1, teremos a integral

/

dip d*
Iy, =2ch—p—p

ot o 7 Y80 Jd4" d'x SMC(x)5M(x)et " P, (4.82)

Da mesma forma que fizemos anteriormente, podemos tomar a transformada de Fourier

dos campos dM,

diq diq
(2734equzsmq :J(2ﬂ?4elq’<st(q), (4.33)

dM(x) :J

para reescrever a integral (4.32) como
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Sf. Sf d*x d*x’
f f 4. 947
tr[SpY5Sp/y5]Jd qdiq (21 (2 )46

x el9%et X SM*(q")dM(q).  (4.34)

d4p d4_p/
(2m)* (2m)*

i(p—p")(x—x)

As integragoes em x, x’, p’ e q’ s@o realizadas no Apéndice D.3.2, onde obtemos

dip diq
(2m)* (2m)*

T = 2NCJ tr [S{,%S{,’m] SM* (—q)dM(q), (4.35)

com pr =p £ 3.

Para prosseguir, precisamos definir o polarizador no espago dos momentos como

4

d ~ <
Grer(q) = 2N J (2754 tr [S,E,YsSLYs]- (4.36)

O termo do trago em (4.36) é calculado no Apéndice D.3.3, e entdo o polarizador no

espago dos momentos (4.36) é expresso como

dip

Grr :8N°J 2n)t

,[ dt dT’J dtdt’exp |:—T(M12c +p° ) +p2 .

0 0
tanh(B)
Bf/T/

tanh(Bf’c))]

BfT
exp |:—T/ <M]2c/ + piH + P2+J_
X 4 { [(‘p+ P+ Mfo/} [1 + tanh(B¢T) tanh(Bgt’)]

(p+-P-)1L
cosh?(B¢t) cosh? (B¢ 1) } ‘ (4.37)

E necessario agora realizar a integracao em pj|, o que é feito no Apéndice D.3.4; e em

P, feita no Apéndice D.3.5, e ficamos com

2N, 4m? [* ) ) o, tt’ g%
fo/(q) :@T)ZRJD deT/eXp[—(TMf ‘I‘T/M /):| exXp _mqu €xp _t+t,B_f
{ 1 1 B2 {1+ﬁ(t—t’)2}
T+ T’ cosh?(B¢71) cosh? (B /) (t+ /)2 4B (t+t/)

B¢ 2

1 qi 1 q%
MM — ) (14 gy —
+(t+t’){('t+’t’)< rivis 4>( ) ) cod? (B) cosl (B

! (=4 tt’)}} . (4.38)

+
(T+ 1)

(t+71') 4
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Finalmente, é necessario fazer a mudanca de base de T e T/, cujos detalhes sao dados

no Apéndice D.3.6. A equacao obtida entao é reorganizada no Apéndice D.3.7, e teremos

Ger(q) = %Bff dZJ: dy eXp{—Z[yM? +(1—yM? —y(1 —y)qﬂ }

oy [ sih(Brzy) sinh(Bz(1 —y)] 9’
P sinh(B¢z) By

{ B, [1 % sinh(Bzy) sinh[Byz(1 —y)]}
sinh?(B¢z) 4 sinh(Byz)

Novamente, a integral obtida é divergente, e a regularizamos no Capitulo 5.

4.5 Polarizador dos mésons carregados

Finalmente, iremos calcular os polarizadores escritos de maneira mais generalizada, em
que a carga dos mésons nao é nula e os sabores de quark sao diferentes. Consideraremos
o caso dos mésons com carga positiva, mas o calculo para os mésons com carga negativa
é similar. Assim, os polarizadores para os mésons carregados (com carga (+)), calculados

no Capitulo 3 e dados pelas expressoes (3.67a) e (3.67¢) s@o

Jre (%, %) = 2N tr[Sfpp (x — X )ysShip (X —X)vs)
Jr+ (%, x) = 2N tr[83F (x — X )¥s8 (X" — x)vs5],

que podemos reescrever como

Ja. (x,x') = 2N, tr S;Ams;’”%], (4.41)

em que M representa cada canal mesonico e f e f/ sdo os indices de sabor.

Da mesma forma que anteriormente, queremos resolver integrais do tipo

Im :Jd4xd4x’6M*+(x)IM+6M+,
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=— 2N, Jd4x d*x’ SM* (x) tr [S}C\AF(X —x")ysShr(x — x)ys [ dM (x'). (4.42)

Novamente, podemos calcular a expressao (4.42) usando os propagadores na forma de

Schwinger dados por (4.2). Assim, reescrevemos (4.42) como

d4 d4 ! = =€/ s !/ 3 !/
Im = 2NCJ (2734 (2;)4 tr [SLVE,S{,%] Jd4x dix’ et Pl gt (xx)

e PP XD E M (x)5M, (x/). (4.43)

As fases de Schwinger, dadas por (4.4), ficam

. ’ . / i’ / / / /
iD¢(x,x") +i0p (x',x) = E[qu(Xl +x1)(x2 —x5) + qeB(x] +x1) (x5 — x2)],
B

= E(xl —x1)(x2 —x5)[qr — q¢].

Como qf # qy/, desta vez as fases de Schwinger nao se cancelam, pois os sabores de
quark e suas cargas sao diferentes. Por isso, a invariancia translacional é quebrada e
precisamos de um método para diagonalizar os campos dos mésons carregados. Dentre os

métodos conhecidos, utilizaremos o método que utiliza o formalismo de Ritus [147].

4.5.1 Base de Ritus

Utilizamos a base de Ritus para expandir o campo do méson

q

em que definimos

v [ dg2 dqs daga
Z_L— a ZJ (27r)4 (2m)* (270)4
q

e q = (k,q2,93,94), onde k sdo os niveis de Landau dos mésons carregados. Entao,

podemos escrever a equagao (4.43) como
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d4p d4pl f 4y qix/ 1P (xx")
I = —2Ncij TR [s vsST ,y5} Jd xdix
q.9’

e!®r (N PPN (B () F Y (x) (SME) MY, (4.45)

Podemos definir o polarizador na base de Ritus como

d4p d4.p/ . ,
+ f f/ 4 4.1 1d)f(xx) 1D (x,x)
Gq J(27’()4 (om0 N. tr[S y58 1/5} Jd xd*x e r

elP—p") (x— ')(]Fg(x))*]Fg/(X'), (4.46)

q/

em que definimos as autofungoes de Ritus

como

4.5.1 Base de Ritus

Fj(x) = Nye' 922 1 IMIDy (py ), (4.47)

q
° = /2B, x; —s
onde Dy (p,) s@o as funcgoes parabodlicas ci- AR e \/ B+ B, &
lindricas dadas por e q=(k,q2,93,q4)
4B )"/
e N, = (Ca RS

V!
B, =Bm+ = [qmBl|

Dilpy) =2 fe % Hk(\p/%)

no qual Hy sao os polinémios de Hermite

s+ = sign(qmB)

e suas variaveis estao descritas no Quadro
4.5.1.

Assim, a integral (4.45) fica

Im = j: Gia (BME)"(8M)). (4.48)

Podemos reescrever a equagao (4.46) como

D)
ot

d4 d4 /
— N J p d'p tr[sp%s ,y5] /s (4.49)

em que
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i‘pp’ _ Jd4X d4 ! 1(D (x, )eiCDf/(x’7x)ei(P_p/)(X—x’)(IF__._ (x))*]F}]L,(X'). (450)

O trago da expressao (4.49) ¢ calculado no Apéndice D.4.1, e a integral (4.50) é reescrita

na base de Ritus no Apéndice D.4.2; e apds algumas integragoes, como mostrado em [148],

obtemos
Rl tanh(B
o tr |:SfY5S ,1/5} :J J dtdt’ exp {—T(M?er p{jw)}
0o Jo T
’ 2 /2 tanh(Bf/T )
Xexp[—’r <M/+p|+p T
4 { [(p . p/)H + Mfo/} [1 + S¢S¢r tanh(BfT) tanh(Bf/T’)]
(p-p)L }
) 4.51
cosh?(B¢t) cosh? (B4 1) ( )
~ , 47[ k' —k
o Tpp =55(q—q)5® (pn ol —qn) . — NNy (=1)* 277k
+
{ [(p1— 1)+ (p> —pm] F(pl —pi) . (=P "
X exp|— + S, —————
_ )2 _ )2
% Ll}z’—k [2 [[(Pl P1) ];‘ (P2 — p3) ]” (4.52)
+

onde LK™ ¢ a funcdo associada de Laguerre. Substituindo as equagdes (4.51) e (4.52) na

expressao (4.46),

dip dip’ [[* [ , ) , tanh(B¢T)
=N itz |, aeen (Mt et S 2

tanh(B¢/T
XeXp |:_T/ (M%/ +p “ p/2 #)14{[(1} -p,)H +Mfo/:|

+
Gg

(p-pL }}
X1+ tanh(B¢t) tanh (B¢ ! —+
[1 + s¢se tanh(Byt) tanh(Bert’)] cosh2(B7) cosh2(Brt)
: 47-[ 1k —k
X{%ﬁi(q—q/)ém(m |—Ol||>B NN (— 1)K 2" k!
+

X exp

LS s

Hm—véﬁq {i(m—P{) (pz—pé)]kk
B, VB VB

LK {2 [[(pl —p})’ B++ (P2 —pg)zJH } (4.53)
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Poderemos agora seguir com a integragao em py e pj.

4.5.2 Integragao em p, e p
Antes de integrarmos (4.53), precisamos fazer uma mudanga de variaveis, que mostra-

mos no Apéndice D.4.3. Depois disso, é necessério calcular as integrais em (4.53). Com

isso, obtemos

Gga’ = 5,-45'/G+(k, q||), (454)
com
N, il e 1 5 5 ',
G+(k7 qH) WBfo/ JO J;) dtdt’ (T T T/) exp |:—TMf — T/Mf/ — qu
ck qi 1 (t—1')*q
— 1 MMy — — 1 —
XC&“{[ o 4+(T—|—T’){ +(T—|—T’) 4}
x [1+ s¢sg tanh(Bet) tanh(Bet')] + [1 — tanhQ(BfT)] [1— tanhQ(Bf/T’)}
B¢B¢
—I[C_—k(C, —C_ 4.55
xEerlC ~ (e, - C ), (1.59)
em que dgg' = (2n)6kk/6£§i(q —q’').
4.5.3 Mudanca de variaveis em T e T’
Como feito anteriormente, realizaremos a mudanca de variaveis,
T=12zy T+1' =2 1/t—1
= = y== +1], (4.56)
v =z(1—-y) T—1' =2z(2y—1) 2\t+ 1’

em que z € [0,00[ e y € [0,1]. O jacobiano desta mudanca de variaveis é

‘6(’(, 1)
d(z,y)

Precisamos reescrever alguns termos de (4.55), o que é feito no Apéndice D.4.4. Final-

mente, podemos expressar a equacao (4.55) como
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Nc 00 1
G* (ko qy) == 555 | dz | dyexp[—zyMi 201 —yM — zy(1 —y)qi]
ok 1
X F { [Mfo/ + 2 —y(1 —y)qﬂ [1 4 s¢s¢ tanh(Byrzy) tanh(Bz(1 —y))]

+ [1 — tanhQ(szy)} [1 — tanh?(Byz(1 — y))}

loe_+k(o, — oc_)]} )
(4.57)

oy

Novamente obtemos integrais com divergéncias que precisam ser tratadas. Isso sera

feito no Capitulo 5.



Capitulo 5

Regularizacao das Integrais

Como o modelo que estudamos aqui nao é renormalizével, é necessaria uma forma de
lidarmos com as divergéncias que aparecem no limite ultravioleta. Isto é feito através
da escolha de um esquema de regularizacao, que é feita nao por critérios matematicos,
mas fisicos, ji que alguns destes esquemas podem trazer resultados nao fisicos para o
modelo, como destacado em [8,17]. Uma boa regularizagao deve manter as propriedades
fisicamente esperadas do modelo e as consideracoes de simetria, e para o NJL espera-se

que sejam mantidas [8,149-156].

5.1 MFIR

Neste trabalho, utilizaremos como método de regularizacao o MFIR (Magnetic Field
Independent Regularization) [18,19], em que subtraimos da expressao que desejamos regu-
larizar a integral nao regularizada no limite B = 0, que chamamos de [5_; e a adicionamos

f larizada 10¢9)
na I1orma regu arizada B=0 > (0] que expressamos como

1(req) Igig) 4 [(mag) (5.1)

Esse procedimento é 1til, pois além das contribui¢oes das partes magnética e do vacuo
ficarem analiticamente claras, comportamentos nao fisicos sao evitados quando o calculo
numérico ¢ realizado. No modelo NJL, estes comportamentos ocorrem principalmente no
condensado quiral, na massa dos mésons e em quantidades termodindmicas do modelo,

como discutido em [17].

99
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5.2 Condensado de Quarks

No Capitulo 4, mostramos que o condensado de quarks depende da integral divergente
dada por (4.13),

1 [*dt
1= W JO ? eXp<—TM3)BfTCOth(BfT)- (52>

Para regulariza-la, utilizaremos o MFIR, como mencionado anteriormente. Como a
divergéncia de (5.2) estd na fungao Byt coth(BsT) proxima ao limite inferior de inte-
gragao, expandiremos a funcgao cotangente em torno de T = 0 para podermos separar a

divergéncia,

1 Bit Bit
Breoth(Bet) = = 4+ —— 4+ ——+0(7), (5.3)
T 3 45
DIVERGE

subtraimos e somamos o termo que diverge na integral (5.2) e separamos a parte que

diverge da que converge

1 (*d 1 I (*d 1
I = J _TeTMgT|:Bf coth(B¢t) — ;} + J —TeiTM? T;- (5.4)

(2m)* )y T (2m)? Jo T
' TERMO FINITO ' TErMo QUE DIVERGE
Assim, podemos definir
1 [*d
. 1<mﬂ9>:(2ﬂ)gj T—Ie*TM?[Tchoth(BfT)—l], (5.5a)
0
, L[, e ™i
(div) _
o I = 2 JO dt o (5.5b)

Realizamos a integragao do termo (5.5a) no Apéndice E.1.1 e a integra¢ao do termo

(5.5b) no Apéndice E.1.2 para finalmente podermos reescrever o condensado como

(bebe) = — S f1gea) 4 gimeo)], (5.6)

com
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1
s 2Xf +1— h’l(Xf) (1 - 2_Xf):| ) (57&)
I(reg) _ M?c

M
Y = Ay/A2 + M2+ M21 , 5.7b
B (271){ ! fn(\//\2+lvl%+/\)} (5:70)

I(mag) o QBfo [ln(r(Xf)) 111(27'()
- (2m)?

onde

Mi

= —. 5.8
Xt 2B, (5.8)

Os resultados numéricos obtidos a partir de (5.7) serao analisados no Capitulo 6, em
6.5.

5.3 Fungao de polarizagao para f # f’

No capitulo anterior, encontramos uma expressao para uma func¢ao de polarizacao com

sabores de quark diferentes e sob um campo magnético externo constante. Esta é dada
pela equagao (4.57), reproduzida novamente aqui

O(k

Nc 00 1
Geer(k, qp) = _W L dzJ0 dy exp [—zyM% —z(1 —y)M%, —zy(1 —y)qﬂ

X R

1
" { [Mfo/ + 2 —y(1 —y)qf} [1+ s¢s¢ tanh(Bgzy) tanh(Bez(1 —y))]
+

+[1 — tanh?(Bfzy)] [1 — tanh*(Bsz(1 —y))]

o + k(o — oc_)]} . (5.9)

oy
com

B¢ tanh(B¢zy) 4+ B¢ tanh([Bsz(1 —y)] & Bm tanh(Byzy) tanh[Bsz(1 —y)]
oy = =B . (5.10)
D/

A expressao (5.9) é divergente, e vamos regularizé-la com o MFIR. O primeiro passo
é tomar o limite quando B — 0, e, considerando esta expansao, alguns termos de (5.9)

precisam ser reescritos. Isto é feito no Apéndice E.2, onde a equagao é reescrita como

Nc 00 1
Grelaf B=0) == 25 | "dz | ayexp{—z[yMi+(1-yME +y(1 —u)a] }
1

2
X Z{Mfo/—Fz—y(l—y)qﬂ. (5.11)
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5.3.1 Regularizacao da funcao de polarizacao

Para regularizar a equacao (5.9), consideraremos a fungao de polariza¢ao magnetizada

em campo magnético finito,

G]f3f/(k'7 ﬂ2) - G?f’(k'a ﬂz) — fo’(k7 qﬁ - ”2 - (2k+ 1)BM) - fo’(qﬁ = ﬂz: B = 0)7

em que IT? = qﬁ + (2k + 1)Bpy; e utilizaremos o MFIR para regularizar esta integral,

eXpresso como

Geer =GR (k, qf =T1? — (2k + 1)Bpm) + Geer(qf =TT%,B = 0), (5.12)

em que fo/(qﬁ = T1?,B = 0) ¢ a funcdo de polarizacao nao regularizada do NJL em
B = 0, que sera regularizada com um cutoff 3D. Podemos mostrar que a expressao (5.11)

para a fungao de polarizacao com B = 0 pode ser escrita como

Grr (9% B = 0) = —ANG{ /P + I3 — g2 — (My = MoV’ | Logrr }, (5.13)
com
d*k 1 1 p?
[vee — 4 — dp =—
i 1J (2m)7 k2 — M2 47(2J PE
L [oa ey (ATER
=5 [/\Ef M2 ln( )| (5.14)

em que B = /p2 + M2 e Ef = \/A2Z+ M% e

Ivac _ 2 J d4k 1

26/ = '
(2m)* [(k tap)?— Mg] [(k —ap)?— Mz,]

1 JA p? Ef+Ep

472

dp

. 5.15
0 EfEs q2 — (Ef + Ef/)2 ( )

Na tltima integral, > = M? em que M é a massa do méson. Quando q*> = q2 >

(M¢M;/), a integral tem um polo no eixo real. Esta passagem é feita no Apéndice E.3
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5.4 Funcao de polarizacao para f = f’

Consideraremos agora o caso especifico quando os dois sabores na integral de polariza-
¢ao sao iguais. Neste caso, utilizamos a expressao (4.39). Assim, podemos simplificar a

funcao de polarizagao

Gir(q}) = Gy () + GB(a3). (5.16)
com
Gyoc(qf) = —AN [213¢° — (—qh) e, (5.17)
e
1 A 2 1
Lo _@J d E_ 5 2 ay ’
0 f (p + Mf + T) 2__..2
d4j=mm
1 J/\ p2 1
2 m?2
8¢ Jo " Brp2 <TM - M?)
Como qﬁ =—m3,, entao
IQf = — @ J dp E_ ) 5 mIQ\/l )
0 f (p +Mf_T>
1 J~/\ p2 1
S Jo T B2 (m - m2)

Na tltima integral, quando mp, > 2My aparece um polo no eixo real da integral. Um
canal de decaimento para o méson é aberto quando a massa do méson é maior ou igual a

duas vezes a massa efetiva dos quarks. Este caso é tratado no Apéndice E.4.

Considerando (5.9), quando f = f’ o momento candnico e o cinético sdo iguais, entao

qi =11%
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k =0;
Bm = IqmBl =1(q¢ — q¢)Bl = 0;

Assim, reescrevemos (5.9) como

N

Gelaf) == 5.5 J:o dzJOl dy exp{—z|yMF + M — yM? +y(1 - y)a |}

.
1
+

KMfo + % —y(1 —y)cﬁ) (1 +W1tanh(8fzy) tanh(B¢z(1 —y)])

N [1 — tanhQ(szy)] [1 — tanh?(Bsz(1 — y))]
Oy 0=

[9(‘{—’_ O((X— - OC+]] )

e, considerando apenas o,

L ftanh(Byzy) + tanh[Bsz(1 — y)ll.

*+ =8,
f

entao Gf(qﬁ) fica

oy Ne ro r _ 2 A2
Grlqj) = o2 ). dz Odyexp{ Z|:Mf+y(1 U)ql\”

1 [1 4+ tanh(Bszy) tanh[Bsz(1 — y)]]
B 2 - 1— 2
8 { f (Mf * z ul y)q|> [tanh(Bszy) + tanh[B¢z(1 —y)]]

[1 — ta11112(szy)] [1 — tanh?[Bsz(1 — y)]]
[tanh(B¢zy) 4 tanh[B¢z(1 — y)]]2 '

+B2 (520)

Os termos em destaque sao simplificados no Apéndice E.5, e podemos reescrever (5.20)

cOomo

Gil(q}) = Ne JOO dzJ1 dy exp{—z[Mf +y(1 —U)qﬂ}

)
2m ), 0

1 B2

Precisamos agora encontrar a contribuigao magnética de G¢. Fazemos isso ao subtrair

de (5.21) a expressao (5.11) para f = f’, dada por



105

G (qH,B—O) ;éj:odzﬂdyexp{—z[l\/lf—l—y(l— )q”}} (M —I—g—y(l— )q|2>,

e definindo

o Mi=Mi+y(l—-yqi,
o 2M?—M;=M;—y(l—y)qf,

Assim, obtemos

B R( 2 Ne ™ ' EvERD! 1
Gy EGf(qH):— 2J dzJ dye f 2 choth(sz)—z

2m ), 0
+(2M2 — M?) ( B coth(Brz) — ! + _ B 1
f f sinh?(B¢z) 22

. (5.22)

Fazendo a mudancga de variaveis

d/
2/ =Bz = dz/ =Bydz = dZZB—Z,
f

a expressao (5.22) pode ser expressa como’

NeBe (< (* ZM2] (1 1
Gf’(qﬁ) = 2;; Jo dzJ0 dy exp [— Bff} {Z<coth(z) — Z)

+M (Coth(z) _ l) I l} . (5.23)

B¢ z sinh?(z) 22

Ao definirmos

I5 = 882 [ln Flxe) =5 1n(27r) + X — %(2xf —1) 1n(xf)1 (5.24a)

'Por simplicidade, z’ — z
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B (e, [, = 1
IQf = — m JO dZJO dy e Br (COth(Z) — Z),

1 M2 B¢ M2
— dy (v ([ =£ T p( =
1672 L Y { <2Bf) - M2 n(2Bf)}’

com

M

= 3B, M = Mj —ie —y(1 —y)mi,,

Xt

e podemos reescrever (5.23) como

GP(m3,) =— AN (21F — m}, I3,).

Esta passagem é mostrada no Apéndice E.6.

5.4.1 Parte real e imaginaria da funcao de polarizacao

(5.24b)

(5.25)

Precisamos separar as partes real e imaginaria das func¢oes de polarizacao obtidas an-

teriormente de forma a facilitar o célculo numérico. Por conveniéncia, faremos a mudancga

de variaveis

mm
e entao
A2 2 2
Mi=y" —yp,
com
2
m
2 M 2, s
yO:T—Mf—I—le;

/

dy
mMm '

dy' = dymm = dy =

(5.26)
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Substituindo (5.26) na equagao (5.24b) e considerando que a fungdo no integrando é

par, temos?

1 /2 y? Y2 B¢ Y2 —y;
B - . 0 . J J0
= o J ay Mzsf 23) " m( o )] (5.27)

A funcao digama tem polos em Z_ (nimeros inteiros nao positivos). Podemos ver isso

na expansao da funcao digama?® [158]

1 < z

Consideraremos o caso yo > 0 (mpm = 2My). A funcdo digama na equagao (5.27)

diverge quando

2

Yo
€0,1,2,---
2Bf Y ? ? ?

entao temos n + 1 polos, com n dado por

Y3 o
pu— p— .2
n {2BfJ { 2B, | (5:29)

em que |x] é a fungao piso, ou seja, | x| é o maior nimero inteiro menor ou igual & x. Uma

forma préatica de calcular numericamente a equagao (5.24b) é isolar de forma apropriada

os polos da fun¢ao ¥. Temos a rela¢ao de recorréncia da fungao digama [157]

L (5.30)

X

W(x+1) =¥(x) +

entao, por iteragao ficamos com

1

Yix)=¥Y(x+n+1)— Z rm

m=0

(5.31)

2Por simplicidade, consideraremos y’ — y.
3A Constante de Euler-Mascheroni ¢ dada por y = 0, 577215664901 [157].
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Considerando

2 _ 2
x =Y 907
2B¢
podemos reescrever (5.27) como
I G Y* — Y5
B 0
= dy |V 1
27 Jm L Y < B, T

_|_

n 1 B 2 4.2
-5 - Lm0 (5.32)
oo (Gp) +m o VS 2B;
f

Considerando g, = 2 — 80, reescrevemos (5.32) como

TR Y% —yo
B __
Loy = 812mpm L dy {W( 2By e 1)
- gm B¢ y?—y3
_ (Yo 5.33
o U Y5 +2Bym n( 2B (533)

Para continuar, precisamos considerar a continuacao analitica da tltima expressao, pois
isso é conveniente para o célculo numérico. A expressao (5.33) tem os seguintes termos

com polos ou infinitos:
e Denominador do segundo termo do integrando;
e Termo com o logaritmo.

Estes termos sao tratados no Apéndice E.7, e podemos reescrever (5.33) como

1 mm /2 2 n mB mm m
B—=_ J dyw(Y Y0 1) oy Py (2 7Y
8mmm | Jo 2B+ o0 2Ym L+ Ym

B
Ly O (M)
2Ym

m=0

—2yoln(TTy0) +imyo + % 1n(2Bf)] . (5.34)
f

Separando a parte real da parte imaginéria, teremos
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1 mm /2 y2_yo 1 L g Bf M_ym
Ble—— dy ¥ 1) - —In{
Re{ 2f 87T2mM JO Y ( 2B¢ T 87T2m]\/[ 0 2ym N % +Ym
1 T Yo\ mm
— S, _mM In(M¢) — mpm + 2yp hl( M, ) Ty ln(QBf)} )
(5.35a)
Tt & Qme
m{1h} = g | 3 SaPe (5.35)

Com as expressoes obtidas neste capitulo, podemos calcular numericamente as massas
polo dos mésons, ao considerarmos as expressoes (3.75) para os coeficientes de massa G

obtidas no Capitulo 3. Estes resultados serao mostrados no Capitulo 6.



Capitulo 6

Resultados Numéricos

Apresentaremos neste Capitulo os resultados obtidos a partir do cilculo numérico rea-
lizado com as expressoes obtidas nos capitulos anteriores. Todos os resultados referentes

a essa tese foram publicados em [159].

6.1 QCD na Rede

Como ja falamos, nao se pode utilizar métodos perturbativos para célculos da QCD
em baixas energias. Uma das alternativas para o estudo deste regime de energia ¢ a QCD
na rede (Lattice QCD - LQCD), em que, entre outras coisas, as equagdes de movimento
da QCD podem ser resolvidas a partir de primeiros principios utilizando métodos com-
putacionais [8]. Assim, a LQCD é a forma mais fundamental de se calcular propriedades

termodinamicas da matéria que interage sob a forga forte [92].

Na LQCD, os campos dos quarks sao posicionados em pontos individuais de uma rede,
ou seja, a QCD ¢é formulada ao se discretizar o espago-tempo Euclidiano em uma rede

(lattice), sem a introducdo de novos parametros ou variaveis de campos [160].

Numericamente, as simulagoes da LQCD sao feitas através a integragao de integrais
de caminho Euclidianas a partir do método de Monte Carlo, desenvolvido na mecéanica
estatistica. Assim, além dos erros sistematicos devido a discretizacao da rede, os resultados
das simulagbes também possuem erros estatisticos [160]. Outro problema da LQCD é
chamado de problema do sinal, em que célculos com potencial quimico finito nao sao
possiveis. Assim, célculos da LQCD normalmente sao feitos para potenciais quimicos
nulos [92] [161].

110
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6.1.1 A rede

Os calculos da LQCD sao nao perturbativos e

realizados ao se utilizar o método das integrais de

caminho de Feynman. Nesta formulacao, a fun- e V — Volume
¢ao de particao da teoria no espago-tempo Eucli- e T — Temperatura
diano,

e a, — Espacamento da

rede na direcao espacial
7= J @Au@q)@ﬂ)efd“"f(zw’ e a. — Espacamento da
rede no tempo KEuclidi-

é discretizada numa rede definida por ano

e N, — Numero de pon-
1 L

V x = = (agNg)*a:Nx, tos djcm rede na diregao
T espacial

com e N. — Numero de pon-
tos da rede na direcao

1 temporal

= -
CYNG

cujas variaveis sao definidas no Quadro 6.1.1. Os pontos nessa rede sao parametrizados

como

—

xM = (a.l, asl, agj, ask) <

<1< N,
< i‘?]?k < NG?

e ¢ comum que a rede seja definida de forma simétrica, ou seja, a, = ar = a [92]. O
espagamento da rede a ¢ a menor escala de comprimento da rede, que corresponde a

escala de momento maxima Ayy ~ a L.

E esta escala de momento que faz com que a
LQCD nao contenha divergéncias ultravioletas comuns em teorias de campo, ja que ela
serve como um cutoff que regulariza a teoria [92]. A extensdo da rede, aN, é a maior

escala de comprimento, que determina a menor escala de momento, Arg ~ (aNy) 1.

6.2 Catalise Magnética e Catalise Magnética Inversa

Um dos principais fendomenos que fundamentam os resultados deste trabalho é a Ca-
talise Magnética (Magnetic Catalysis - MC). Este fendmeno esta associado a quebra da
simetria quiral e a transicao de fase que ocorre devido a essa quebra. No limite quiral, o

parametro de ordem desta transicao de fase é o condensado de quiral <1T)1|)>, que se torna
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um parametro aproximado quando consideramos a massa de corrente nao nula para os
quarks. Este condensado apresenta um comportamento caracteristico quando exposto a
campos magnéticos externos: seu valor aumenta conforme este campo também aumenta,
fenomeno que chamamos de Catalise Magnética. Como mencionado em [5] e em [162],
este fendmeno é observado em diversos modelos e teorias efetivas, assim como em simula-
¢oes na LQCD. Mais especificamente, a catalise magnética costuma ser bem reproduzida
em modelos efetivos na aproximacgao de campo médio, como o modelo NJL, modelo de

Gross-Neveu, modelo sigma linear, inclusive em altas temperaturas.

Entretanto, quando sao consideradas altas temperaturas e campos acima de eB ~
0,2 GeV?, a LQCD prevé um comportamento ndo monétono para o condensado de quarks,

conhecido como catalise magnética inversa (Inverse magnetic catalysis - IMC) [162], como
observado na Figura 6.1a.

i T T T I T T T l T T T l T T T ] T T T -I T T T T I T T T T ] T T T T I T T T I—

1+ mT1=0 "o .

[ ZZ T=130 MeV B e & ]

o~ F = T=148 MeV s --«:----~-u----~W:-:'-:-;-:--%T%m,,,_1 =
i T=153 MeV I o el

~ T IO T=163 MeV ~ - ? o T
¥ 05 7 T=176 Mev > i g e
¥ i + 0.5 |- lattice xPT PNJL gﬂ_ ]
W [ 2 : B=0.3 GeV2 : :
T 0§ e L @ == B=02Ge? 3 |
F L b - B=0.1 Gevz 2 1

L L. § e o B=0 i

3 0 o4

PR T N W R T N TN TN T NN T SN T N TN N oo b b v by vy
0.2 0.4 0.6 0.8 0 50 100 150
eB (Gev?) T (MeV)

(a) (b)

Figura 6.1: (a) Média do condensado de quarks em fungao do campo magnético eB para varios

valores de T. (b) Média do condensado de quarks em fungao da temperatura T. Figuras retiradas
de [162].

Na Figura 6.1a, retirada de [162], podemos ver estes dois efeitos. Nela, o a média do
condensado é esbocada em funcao do campo magnético eB para temperaturas diferentes.
Pode-se observar que para baixas temperaturas (T < 130 MeV) a média do condensado
aumenta com o campo magnético até que em temperaturas entre T = 148 MeV e T =
153 MeV a média do condensado apresenta um comportamento nao mondtono. Quando
temperaturas mais altas (T = 163 MeV) sao atingidas, a média do condensado diminui
com o campo magnético. Para temperaturas acima do limite T 2 190MeV, a média do

condensado volta a aumentar com o campo magnético.

Podemos observar, a partir do comportamento da média do condensado de quarks

em funcao da temperatura, o efeito da IMC na Figura 6.1b. Nesta figura, podemos ob-
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servar que a temperatura pseudocritica diminui conforme o campo magnético aumenta,
outro efeito da IMC além do comportamento nao monoétono observado na Figura 6.1a.
Entretanto, resultados recentes da LQCD indicam que este decréscimo observado da tem-
peratura pseudocritica somente ocorre quando uma determinada faixa de valores para a

massa dos pions ¢ utilizada nas simulagoes [163].

O estudo de modelos efetivos sob um campo magnético externo demonstrou que este
tem a tendéncia de quebrar a simetria, o que nao era esperado, ja que na teoria BCS ocorre
o oposto. Uma possivel explicagao (e primeira) para o este comportamento do condensado
é dada em [§8], em que se argumenta que o efeito do campo magnético esta relacionado
ao fato das particulas do par de quarks que forma o condensado terem cargas opostas,
diferente do que ocorre em um supercondutor, onde as particulas do par de Cooper - os

elétrons - tém a mesma carga.
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6.3 Parametrizacao

Para obter os dados numéricos, utilizamos os
parametros dados no Quadro 6.3.1, que foram re-
tirados de [164]. Para se obter tais parametros,
foram utilizados os dados apresentados no Qua-
dro 6.3.2 para campos magnéticos nulos. Com
tal parametrizagao, é possivel se obter a massa
do méson n, m,, = 514.8 MeV, que é préxima
do valor fisico mﬂhys = 548.8 MeV. Além disso, é
possivel se obter <1I)1j)>;/3 = —242 MeV.

Apesar do modelo NJL local reproduzir bem
o fendmeno da Catalise Magnética, ele nao tem
tanto sucesso ao reproduzir a Catélise Magnética
Inversa. Uma solugao foi proposta em [165, 166],
onde os autores sugerem que a constante de aco-
plamento do modelo varie com o campo mag-
nético, ja que este comportamento é observado
no acoplamento da QCD, que diminui com o au-
mento do campo magnético. Assim, estes auto-
res introduzem através de um ansatz um acopla-
mento G que depende da temperatura e do campo
magnético para o modelo NJL no SU(2). Uma so-
lucao semelhante, mas para o SU(3), é proposta
por [167]|, onde um acoplamento dependente do

campo magnético B é definido como

1+ a(eB/AQQCD)2 + b(eB/A?L)CD)g

G(B)=G 2
1+ C(eB/A%QCD) + d(eB/AEQCD)

6.1)

cujos parametros sao dados no Quadro 6.3.3.
Viu-se que um tratamento semelhante para a
constante de acoplamento de 't Hooft, K, e para
o cutoff A nao é necessario. Este acoplamento es-
calar ¢ ajustado para reproduzir as temperaturas

pseudocriticas da transicao quiral na LQCD.

6.3.1 Parametrizagao

m, = mg = 5.5MeV
me = 140.7 MeV

A = 602.3 MeV
GA?% = 1.835
KA® = 12.36

6.3.2

m,, = 135 MeV

my = 497.7 MeV
My = 957.8 MeV

f. = 92.4 MeV
6.3.3

a= 0.018805

b= —1.0133 x 107*

c = 0.02228

d = 1.84558 x 10—4

AQCD = 300 MeV
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6.4 Massa Efetiva dos Quarks

Na Figura 6.2 apresentamos os resultados para a massa efetiva dos quarks em fungao
do campo magnético eB. Podemos notar que quando consideramos um acoplamento G
constante, a massa de todos os quarks aumenta conforme o campo magnético aumenta.
Entretanto, quando aplicamos o acoplamento dependente do campo magnético, a massa
efetiva dos quarks adota um comportamento nao monétono. Para os quarks d e s, a massa
efetiva inicialmente diminui com o campo magnético, mas quando este atinge valores
proximos & 0.6 — 0.7 GeV?, as massas efetivas comecam a subir. Para o quark u o
comportamento é o oposto: para valores baixos de eB a massa efetiva sobe, mas para

valores mais altos a massa efetiva decresce.

0.9

M; [GeV]

0.2 " 1 " 1 " 1 " 1 "
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

B [GeV?]

Figura 6.2: Massa efetiva dos quarks em fungdo do campo eB. As linhas solidas representam
valores para G constante enquanto a linha tracejada representa valores para G(eB). A massa
do quark u estd em preto, a do quark d em vermelho e a do quark s em azul. (Figura retirada
de [159])

Estes resultados sao consistentes com os obtidos em [168] para a massa constituinte
dos quarks, como podemos ver na Figura 6.3. Neste trabalho, as massas constituintes
dos quarks sao calculadas a partir do calculo das massas dos barions na LQCD numa

aproximacao baseada no modelo da massa constituinte dos quarks.
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Figura 6.3: Massa constituinte dos quarks em fun¢do do campo eB. Figura retirada de [168]

6.5 Condensados

O efeito de catalise magnética é observado tanto para calculos com o acoplamento
constante quanto para G(B). Isto pode ser visto na Figura 6.4, em que usamos a defini¢ao
do condensado normalizado dos quarks leves dada em [162]

me

=i

[pFE(B) 4+ d7#(0)] + 1, (6.2)

em que D = (86 MeV x 135MeV)"/? ¢ uma constante de normalizacio e m¢ é a massa
de corrente dos quarks. Esta normalizacao, D, é introduzida para que o valor obtido em
(6.2) seja adimensional, e ela é calculada ao se considerar o primeiro termo da relagao
de Gell-Mann—Oakes—Renner, D = M2F?, onde M,, = 135 MeV ¢ a massa do pfon para
um campo magnético nulo e F = 86 MeV é a constante de decaimento do pion no limite
quiral [162]. A partir disso, no lado esquerdo da figura esbogamos o condensado médio
Af_, dado por

Ai:(zu—gzd)_l;

e no lado direito esbogamos a diferenca dos condensados ¥~ =X, — X4.
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Figura 6.4: Na esquerda: Média do condensado AL em funcdo do campo magnético eB. Na
direita: Diferenca do condensado X~ em funcao do campo magnético eB. Em ambas as figuras,
as linhas so6lidas vermelhas representam os valores com o acoplamento constante G, as linhas
tracejadas azuis representam valores com o acoplamento dependente do campo G(B) e as faixas
cinzas sao os resultados obtidos na LQCD em [162|. (Figura retirada de [159])

A partir disso, podemos observar que as previsoes para G constante sao mais proximos
dos resultados obtidos na LQCD, mas as previsoes para G(B) também sao boas. Outras
formas de se definir o acoplamento dependente do campo magnético tém tendéncias si-
milares aos resultados que obtivemos, como em [150] e [168|, como podemos observar na

Figura 6.5.
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Figura 6.5: Média do condensado de quarks. (a) Resultados calculados no NJL SU(2) para
G constante e G(B) comparados aos dados da LQCD. Figura retirada de [150]. (b) Média do
condensado calculada na LQCD. Figura retirada de [168].

6.6 Massa polo dos mésons

Na Figura 6.6, mostramos nossos resultados das massas polo para o noneto mesonico,

ou para o estado de mais baixa energia no caso dos mésons carregados, dada por!

Eme = /M + (2k + 1)eB + g2

=/ mm= + eB.

q3=0
k=0

(6.3)

Podemos notar que para os mésons neutros, com excecao don’, a dependéncia do campo

é fraca, enquanto as massas dos mésons carregados crescem bastante com o aumento do

campo B. Discutiremos estes dois casos com mais detalhes mais adiante.

!Tanto mp+ quanto Ep= dependem do campo B.
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Figura 6.6: Massa polo dos mésons neutros e estados de mais baixa energia dos mésons car-
regados em funcao do campo magnético eB. Na esquerda, estes valores com o acoplamento
constante G; e na direita, com acoplamento dependendo do campo magnético G(B). (Figura
retirada de [159])

O caso do 1’ é especial, ja que mesmo em B = 0, a massa polo deste ja esta acima do
limite para o decaimento de Py Assim, o diagrama de polarizacao associado a Py
tem uma parte imaginaria nao fisica. Segundo [164], isso é inevitavel no modelo NJL.
Entéao, a massa polo de 1’ ¢ definida como a parte real do polo correspondente no plano

complexo.

Devido aos problemas mencionados acima, as previsoes para a massa do 1’ sao menos
confidveis, e isso se torna pior quando campos magnéticos externos sao considerados. Isso
ocorre devido ao surgimento de novas divergéncias em campos magnéticos fracos causadas
pela existéncia de limiares associados aos niveis de Landau de estados intermediérios de
quarks. Tais divergéncias sao ao longo do eixo real e geram o comportamento oscilatorio
para eB < 0,2 GeV2. Ao se incluir a parte imaginaria da funcao de polarizacio no
calculo, estas divergéncias se tornam menos danosas. Esta contribui¢ao nao é considerada

em [121], o que torna a determinacao de m,s cheia de ambiguidades.

Outro problema é que, enquanto a largura I' de 1’ para B = 0 ja é consideravel (FT?,ZO =
269 MeV), quando um campo magnético finito ¢ adicionado, esta cresce ainda mais, o que

podemos observar na Figura 6.7. Para um acoplamento G constante, o valor médio da

B,mean
ry

largura perto do vacuo é de = 332 MeV, enquanto em campos intermediarios este
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valor pode chegar a FT?, ~ 590 MeV. Ja quando um acoplamento dependente do campo
G(B) ¢é considerado, T cresce ainda mais rapido e em eB ~ 0,5 GeV? pode chegar a
Y ~ 1,46 GeV, maior que a massa don’. O aumento da largura I'’, e a diminuigao de
G(B) com o aumento do campo magnético faz com que para eB < 0,5 GeV? nao existam
solucoes para a equacao (3.76) que nao estejam associadas & 7T° e 1. Acima destes campos,

a for¢a do acoplamento nao é suficiente para formar uma ressonancia do n’ no continuo

ST

G Constante G(B)
14l —my(eB) 12 imn‘(eB) ;_,-
e rn-(eB) I(eB) i

0 012 Oj4 Oi6 018 ‘; 0 Ot‘l OjZ Oj3 014 OiS
eB[GeV?] eB[GeV?]
Figura 6.7: Massa polo do Méson 1’ (linha continua) e seu comprimento de decaimento I}/

(linha tracejada). (Figura elaborada pela autora.)

6.6.1 Mésons Neutros

Vamos agora nos concentrar na massa polo dos mésons neutros, esbocados na Figura
6.8. Nesta figura, comparamos nossos resultados com valores obtidos em célculos da
LQCD, que correspondem & uma massa nao fisica para o pion para B =0 de m, = 415
MeV em [169] e m, = 220 MeV em [170]. Nestes calculos, a massa do 7° tem um
decréscimo acentuado com o crescimento do campo magnético B. Este decréscimo mais
acentuado é observado nos nossos calculos com G(B), enquanto um acoplamento constante
nao apresenta uma diminuicao tao grande da massa. Um comportamento semelhante foi
observado em [150], em que os céalculos, que foram feitos no SU(2), sdo mostrados na
Figura 6.9. Isso corrobora a hipotese da relacao entre o efeito de IMC e a redugao da

massa do 7° em campos magnéticos finitos, o que também é mencionado em [170].
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Figura 6.8: Massa polo dos mésons neutros em fungdo do campo magnético eB. As linhas
solidas vermelhas representam valores com acoplamento G constante, as linhas azuis tracejadas
representam valores com acoplamento G(B) dependente do campo magnético. As faixas cinza
representam resultados da LQCD obtidos em [169] e os circulos magenta representam resultados

da LQCD obtidos em [170]. (Figura retirada de [159])

Para os kdons neutros, apenas existem calculos de sua massa na LQCD em [170].

Novamente, os nossos resultados [159] que mais concordam sao aqueles para G(B).
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Figura 6.9: Massa polo do pion neutro calculada para o modelo NJL no SU(2). Figura retirada
de [150].

Finalmente, podemos observar que o méson 1 tem um comportamento semelhante ao

de KO e KO.

6.6.2 Meésons carregados

Por ltimo, consideraremos as massas polo dos mésons carregados e seus estados de
mais baixa energia, mostradas na Figura 6.10. Na parte inferior da figura, apresentamos

a diferenga do estado de mais baixa energia, dada por

AE = E?*(B) —E*(B =0),

na esquerda para os pions e na direita para os kidons carregados. Podemos notar que
quando consideramos um acoplamento G constante, AE cresce mais que os mésons pun-
tuais, representados pela linha pontilhada verde. Entretanto, quando um acoplamento
G(B) dependente do campo magnético é considerado, estes valores ficam mais proximos

dos mésons puntuais.
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Figura 6.10: Em cima: Massa polo dos mésons carregados em fun¢ao do campo magnético eB.
Embaixo: Diferenca do estado de mais baixa energia dos mésons carregados em funcao do campo
magnético eB. Na esquerda, estes valores para os pions carregados e na direita para os kidons
carregados. As linhas s6lidas vermelhas representam valores com o acoplamento G constante e as
linhas azuis tracejadas para o acoplamento G(B) dependente do campo magnético. A linha verde
pontilhada representa mésons carregados puntuais. Quadrados pretos mostram valores obtidos

na rede em [169] e os circulos magenta, valores obtidos em [170]. (Figura retirada de [159])

Considerando os dados da LQCD obtidos em [169], apenas foram obtidos resultados
para os pions que correspondem a um valor maior e nao fisico para a massa destes mésons
em B = 0, com uma barra de erro grande, mas nossos resultados para os pions sao mais
proximos. O trabalho de [170] mostra um comportamento ndo mondtono para o AE de

ambos os mésons carregados, diferente do que obtemos.

Uma ultima observagao que podemos fazer é de que o momento magnético anémalo
dos quarks, obtidos em [171] para o SU(2), ndo parece afetar a tendéncia da massa do

pion carregado que obtivemos.



Consideracoes Finais

Neste trabalho conseguimos encontrar como as massas polo dos mésons do noneto
mesonico se comportam com um campo magnético externo a partir do modelo Nambu—
Jona-Lasinio em sua formula¢ao no SU(3). Apesar de nao termos introduzido tempera-
turas e densidades finitas nos calculos, o que obtemos aqui é um passo importante para a

introducao destes posteriormente.

Para um melhor embasamento do trabalho, tentamos esbocar de forma qualitativa
alguns aspectos tedricos e fenomenoloégicos ligados aos fenémenos que pretendiamos es-
tudar, no Capitulo 1. Além de dar um contexto ao que estudamos, este Capitulo pode
servir de ponto de partida a quem pretende iniciar os estudos nesta area. O Capitulo 2
também pretende dar o contexto historico do modelo que utilizamos, além de algumas

propriedades fundamentais do modelo.

Para encontrarmos as expressoes para as massas polo dos mésons do noneto mesonico,
primeiramente tivemos que encontrar expressoes de campo médio para a equacao de Gap
do modelo, que fornece o valor das massas efetivas dos quarks, assim como do condensado
de quarks. Quando consideramos o calculo em segunda ordem, pudemos encontrar ex-
pressoes para as funcoes de polarizacao dos mésons, cujos polos constituem a massa polo

dos mesmos. Estes célculos sao apresentados no Capitulo 3.

Entretanto, para conseguirmos resultados numeéricos das expressoes encontradas no
Capitulo 3, precisamos primeiro reescrevé-las. Isso é realizado no Capitulo 4, onde rees-
crevemos nossas expressoes para o condensado de quarks e para as funcgoes de polarizacao
no formalismo de Schwinger. Embora as fun¢des de polarizagao para os mésons neutros
possam ser reescritas de forma direta, é necessario um cuidado especial com os mésons
carregados, ja que fases de Schwinger aparecem em seus polarizadores. Isso é realizado
através do formalismo da base de Ritus, em que uma mudanca de base é feita para que

as fases de Schwinger se cancelem.

As expressoes encontradas no Capitulo 4 possuiam divergéncias que precisavam ser
resolvidas através de um esquema de regularizagao. Fizemos isso no Capitulo 5, onde

utilizamos o MFIR para separar as contribui¢oes magnéticas das contribuicoes do vacuo,
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para em seguida poder regularizar as divergéncias a partir de um cutoff 3D do momento.
Como ja mencionado, a escolha do esquema de regularizacao foi fundamental para que

nao encontrassemos resultados nao fisicos.

Os resultados numéricos obtidos a partir das expressoes encontradas no Capitulo 5
e no Capitulo 3 sao apresentados no Capitulo 6. Neste capitulo, demonstramos que as
previsoes de como a massa efetiva dos quarks se comporta quando sujeita a um campo
magnético externo a partir no modelo NJL apresentam uma boa concordancia com os
dados da LQCD, que usamos como parametro experimental. Estes resultados sao mais
proximos da LQCD quando consideramos que a constante de acoplamento do modelo, G,
depende do campo magnético, o que se provou real para praticamente todos os outros
dados obtidos.

Ao considerarmos a média do condensado de quarks para os sabores u e d, pudemos
notar que, além de concordar com os dados da LQCD, o comportamento de Catalise Mag-
nético pode ser observado. Apesar do comportamento do condensado ser mais préximo
da LQCD quando consideramos G(B), um comportamento semelhante é observado para

um acoplamento constante.

Por fim, quando calculamos a massa polo dos mésons em fung¢ao do campo magné-
tico, de forma geral nossos resultados concordam com os dados da rede, além de outros
trabalhos no mesmo sentido. A massa polo do pion e dos kdons neutros apresentam um
decréscimo acentuado quando os calculos sao feitos com um acoplamento G(B), o que
estd mais proximo dos dados da rede, enquanto que para G constante essa tendéncia é
menos acentuada. Para os mésons carregados, observou-se um comportamento crescente

da massa com o campo magnético.

Um caso que deve ser considerado a parte é o da massa polo do méson nn’. Como ja
mencionamos, a massa deste méson ja esté acima do limite do nosso modelo mesmo quando
consideramos B = 0. Sua largura de decaimento também tem valores nao despreziveis
mesmo para o caso de campos magnéticos nulos, de aproximadamente um terco do valor
da massa polo do /. Quando consideramos G(B), esta largura chega a ultrapassar os
valores de massa para campos magnéticos suficientemente grandes. Além disso, hd um
comportamento nao mondtono e nao fisico na regiao de campos magnéticos baixos causado
por divergéncias. Assim, os resultados obtidos para esse méson sao menos confidveis e

devem ser considerados com cuidado.

Os calculos feitos aqui podem ser estendidos para o caso em que a temperatura ou
a densidade nao sao nulas, assim com para quando os mésons vetoriais também sao
considerados. O primeiro caso pode ser importante para que possamos estudar melhor
o diagrama de fases da QCD), especialmente quando consideramos densidades barionicas

nao nulas, ja que célculos da rede falham para esses regimes devido ao problema do sinal.



Apéndice A
Definicoes e Convencoes

Neste texto adotamos a notagao de unidades naturais

h=c=1, (A.1)
onde h é a constante de Planck e ¢ é a velocidade da luz.
Um comutador é denotado por
[A,B] = AB — BA, (A.2)

enquanto um anticomutador ¢ denotado por

{A,B} = AB + BA. (A.3)

Por convencgao, denotamos o traco maitusculo Tr como o traco em todos os espacos,
enquanto o trago minisculo tr é apenas no espago de Dirac, a menos que seja especificado

diferente.

A.1 Meétrica de Minkowski

Primeiramente, precisamos considerar a métrica de Minkowski, dada por
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1 0 0 0

y 0 —1 0 0
gl‘L —= g}JV _= 0 0 _1 0 s (A4)

0 0 0 —1

Em nossa convencao, indices gregos sao definidos como w, v =0, 1,2, 3 e indices latinos

como 1,j = 1,2, 3. Vetores contravariantes sao definidos como

x* = (x%x) = (t,x,y,2), (A.5)

enquanto os vetores covariantes sao dados por

XH = guvxv = (X()u _X) = (tv —X, Y, _Z)‘ (A6>

O produto escalar entre dois quadrivetores é dado por

ab = a"b, = g, a"bY = a’b’ —a-b, (A.7)

onde utilizamos a notagao de Einstein, em que indices repetidos indicam uma soma im-
plicita em relacao a estes. A generalizacao quadridimensional da derivada espacial é, para

o caso em relagao a um quadrivetor contravariante, em que a derivada ¢é covariante,

0 o o0 o0 0
0 = — : A8
M Oxm (axo’ ox!’ ox2’ ax3) (A.8)

Ja a derivada contravariante, que ¢ uma derivada em relagao a um quadrivetor covari-

ante, é

0 0 0 0 0
ot = = — — — ) A.
(67(0 ’ ax1 ’ aX2 ’ ) ( 9)

Para denotar uma funcgao em relacao a um quadrivetor, utilizamos a seguinte notagao:

f(x) = f(t,x). (A.10)
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A.2 Meétrica Euclidiana

Neste trabalho, utilizaremos a métrica Euclidiana, dada por

, (A.11)

T]“V =MNuv =

o O O =
o O = O
S = O O
_ o O O

e para reescrever nossas expressoes no espaco euclidiano, consideramos

X0 — ixy
dx  —  id%
Minkowski Euclidiano
x2 - —x?
Minkowski Euclidiano

A.3 Matrizes de Pauli e de Dirac

As matrizes de Pauli o, ou indicadas por T quando estao relacionadas & simetrias de
isospin, sao dadas por

0'1:<0 1>, 0'2:<(.) _l>, 0—3:<1 O) (A12)
10 i 0 0 —1

As matrizes de Dirac y no espaco Euclidiano sao dadas por [172]
0 1 . 0 —ioy
‘= N S (A.13)
1 0 104 0
tém a propriedade

Y=y = (v (A.14)

e obedecem a relagao
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€

¢}

{y*, y"=20""14.

A matriz y® é definida como

Ys =YYy,

tem como propriedades

(v} =0;

¥»r=1 )=y

Algumas propriedades de contragao das matrizes y sao [173]

Y?\’y)\ = 4a
oA A )
YAy = =27,
YAy YPYt = 48P 1,
YAYYPYYY = =2y Yy Py,

Y YRV =2y Y By + vy By ),

algumas propriedades do trago destas matrizes sao

tr [V“VB...V“YV] = (), para um ntmero impar de matrizes y,

(A.15)

(A.16)

(A.17)

(A.18)

(A.19a)

(A.19b)

(A.19¢)

(A.19d)

(A.19e)

(A.20a)
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o tr[y®yP] =45%P1,, (A.20b)
o tr[y*yP vy = te[y vty Py, (A.20c)

o u[y’] =[] =ulyy Yy =uly’yyPy] =0 (A.20d)



Apéndice B

Matrizes de Gell-Mann

As oito matrizes de Gell-Mann formam uma base para o SU(3), e sdo dadas pelo

conjunto completo de matrizes Hermitianas e sem traco

01 0 —1 0 1 0
A= 0 Ay = 0 As=10 —1 0
0 0 0 0 O 0 O
1 —1
AM=10 0 0 As=10 0 O
10 i 0 0
0 0 0 O : 10
7\6 = 01 }\7 = 0 —1 }\8 = g
10 i 0 0 0 —2
que sao normalizadas de forma que
tr[?\aAb] = 26ab~ (Bl)
Estas matrizes obedecem as relacoes de comutacao e anticomutacao
[}\a; Ab] = 2ifabc)\c; (B2a)
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4
{}\aa )\b} - géab + 2dabc}\m

ou, consequentemente,

2
}\a}\b = H:abc + géab + dabc}\c‘

Também podemos definir, a partir de (B.1) e (B.2),

tr {Aaa }\b})\c - 4dabc>
tr D\aa Aol = 4if gpe.

(B.2b)

(B.4a)
(B.4b)

Nestas ultimas expressoes, dqpe Sa0 as constantes de estrutura simétricas, mostradas

na Tabela B.1; e fgpe sao as constantes de estrutura antissimétricas, mostradas na Tabela

B.2.

Além destas, devemos também considerar a matriz

2100
?\025010,
0 01

com as constantes de estrutura

2 1
dooo = \/;7 dove = _%6130

(B.5)
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B.1 Constantes de estrutura

Tabela B.1: Constantes de Estrutura Simétricas.

Tabela B.2: Constantes de Estrutura Antissimétricas.



Apéndice C

Calculos do Capitulo 3

C.1 Prova da expressao (3.10)

Queremos reescrever a expresséo

Lot = K{det [Ib(l +’Y5)‘q)} + det [1-])(1 _YE)).[I)} }7

em funcio da densidade escalar j5 e da densidade pseudoescalar j¥, dadas por

35, = WA,
].E = PiysAL).

Para isso, seguiremos a dedugao de [143]. Definimos d* como

d* = (1 Fvs),

e podemos reescrever a expressao (3.9) como

Lot = K{det(d™) +det(d™)}.

(C.1)

(C.4)

(C.5)

Precisamos reescrever os determinantes de (C.5) de forma que eles fiquem mais trata-

veis. Para isso, primeiro utilizaremos a formula de Newton e Girard
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dot(a%) = ¢ (tra*)° = J (tr @) [[(@*)?]] + 3 r[(@*)), (C.6)

| =

onde o traco é apenas no espaco de sabor.

Como a base deste espago é composto pelas matrizes de Gell-Mann juntamente com

matriz Ag = \/g 1, e cujas propriedades sao descritas no Apéndice B, podemos escrever!

d* =) ciae & tr{AdF}=2cL (C.7)

Considerando que tr[AqAg] = 2845, teremos

tr[Agd*] Z cE26p4;

= 2c[3,
e podemos escrever
+ 1 +
Co = §tr[7\(xd ] (08)
Pela definicdo de d*, teremos
1 " 1q - i
B tr P\cxd ] = B [(ll)}\octp) + 1(¢IY5}\all))]a
e, substituindo em (C.8),
1 <.
= 5 (@A) & ilbivsAa)]. (C.9)

Tendo em conta as definigdes de (C.2) e (C.3),

'Podemos verificar esta tltima expressdo ao multiplicarmos ambos os lados da primeira expressdo por

Ap e tomarmos o trago.
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o = 5% £ 1R, (C.10)

e entao teremos

jo =2(cy +cg), b =2ileq —cg). (C.11)
Voltando a formula de Newton e Girard (C.6), calcularemos cada termo separadamente.

Primeiro Termo O primeiro termo fica

e como apenas o trago de Ay é diferente de zero,

tr(d*) = 2\/§cg€ (C.12)

Segundo Termo O segundo termo fica

tr[(d%)2] = tr[(cEAa) (cEAg )],
= ciﬁcg tr(AaAp),
= cycp(28ap),

entao

tr[(d*)’] = 2cEcs. (C.13)
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Terceiro Termo O terceiro termo fica

tr[(d%)*] = tr[(cEAs) (cEAs) (cEA,)].,

e assim,

tr[(d¥)?] = cxeged tr(AadpAy ). (C.14)

Substituindo estes resultados em (C.5),

3 _ 3 o
Lo =K {Q\E[(ca)?’ +(cg )] — 2\@[630% +Co CoCorl
1
+= [czcgcqf + c?;cfgc;f] tr()on\B?\y)} : (C.15)

3

+

Antes de continuarmos, vamos escrever cada termo com cg

em termos de j$ e jb.

Termo (coi)?’ Pela expressao (C.10), teremos

(cg)® = = {[G5)* = 335 GE)?] +i[3G5)%8 — G§)*] }- (C.16)

Considerando

(cd)? + (cg)? = ¢} +1ic) + ¢} —ic) = 2c3, (C.17)

podemos escrever

(cg)? + (cg)® =2Re [(cg)?] =2Re[(cy)?]. (C.18)

Entao

jo)? —3(38)7] (C.19)
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Termo cicEet Novamente, pela definicio (C.10)

Lorigias o5 s s s TossiSap | AP (ss s
€6 CaCa = 331 03 05)° =608 — 2i5d638] + H2jieik +38 (G5)° -8 GR)°] ;- (C.20)
De forma semelhante a (C.18), podemos escrever
cgelel +ege e, =2Relefclcell, (C.21)
e substituindo (C.20) em (C.21) ficamos com
Liisriss : (s s
€4 CaCa € CaCo = 7 {151 (2)" — GB)*] — 25035} (C.22)
Termo c§ cfgt c$ Como os indices sao simétricos, podemos escrever
L ofrigises  osssps TS issp  apaps
caccy = o3t [i53p35 — 3iLiRib] +i[3i%3R3Y — Wik - (C.23)
De forma semelhante a (C.18), podemos escrever
chefel +egege, =2Re[chefer]. (C.24)
Entao
S
chegel +cpcgey = 1 15385 — 3i%ikib] (C.25)
Agora podemos substituir (C.19), (C.22) e (C.25) em (C.15)
L 3. 5r:s . L /3 rrsr ss . s P
Lo = K —\/j]o [Go)* = 30G8)] — 51/ 5 (5165 = G8)*] — 2554638 ]]
2V 2 2V 2
Lorgises  oisaps
+ [iadpiy — 3Ry tr(M?\Mﬂ} : (C.26)

12
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Ainda precisamos calcular o trago tr(AgAgA, ). Pela algebra do SU(3), temos

[}\a;Ab] = 2ifqpcAc; (CQ?a)

4
{}\ay 7\b} = géab + 2dabc}\c, (C27b)

em que dgpe € a constante de estrutura simétrica e fqp. € a constante de estrutura
antissimétrica do SU(3), com a,b,c =1, ..., 8, definidas no Apéndice B. Somando (C.27a)
e (C.27b), temos

2
AaAp = fgpe + §5ab + dabcAc. (C.28)

Os indices das matrizes A do trago vao de 0 a 8, enquanto os indices da relagao (C.28)

vao de 1 a 8. Por isso, precisamos reescrever o traco

tr(AaApAy) = tr(AoAoo) + 3 tr(AohaAs) + 3 tr(AoAoha) + tr(AaApAc). (C.29)

Simplificando cada termo de (C.29) separadamente, ficamos com

tr(7\07\07\0) = 2\/?, (C30a)

2
tr(Aohahs) = 24/ SBan: (C.30b)
tr(7\07\07\a) = 0, (C?)OC)
tr(7\a7\b7\c) = 2ifabc + 2dabc; (CSOd)

e substituindo estes resultados em (C.29), teremos

> 2
r(AaApA,) = 2\@ +3. 2\@5(1b + 2ifape + 2dape. (C.31)

Assim, o terceiro termo de (C.26) pode ser escrito como

| 2 [27,. o repr2
75 UadBiy = 3iadRiY] trtadedy) = 75 3 [(18)3 —3j5(36)
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6 /2. . . 2
+ E\géab(léﬁai —Jjoibib —2jeibib) + 15 dave(ajbic - 3jednif). (C.32)

Considerando (C.32), a lagrangiana (C.26) pode ser expressa como

3 2, ., 32 i e
Lot =K {1\@[(30)3 —3j5(8)%] — ;l\@boloaa —i5iRR — 25338 ih!

2 2. s 6 /20 iieie ceipporsips
+E\/;[()3)3 —335G8)°] + E\@éab oiais —3oiein — 2Jaitit]

2 (Sisis  ossiPs
+Edabc[)alb)c - SJGJEJE]} . (Cg?))

Ainda precisamos reescrever os dois primeiros termos,

3 /2., 32 s e s 320 .
1\@[00)3 — 310(18)2}—1\[3[1())“1“ —J5iRih — 25330k = Z\@W
3 /2, . . 3 /2 ciii emen esins
— 1\@&1@%— Z\@bo)a]a —joibik — 2§38k,

3 /2

2 2555 +S

=—1\/ 30alisidis —ioiaie — 2ajoil; (C.34)

e entdo (C.33) fica

12, . 2 1
Lt = K {5\@[00)3 —3j5G0)%] + (Z) (—%) Sab[§3iSis —isitibh — 25iit]
+5dabcba1b1c —3JaJEJE’]}- (C.35)

Para finalmente escrever (C.35) em termos dos indices no espago-tempo a,b,c, ...,

precisamos ainda definir as constantes de estrutura simétrica para termos que envolvem
a parte temporal,

2 Sab
dooo = /=, doap = —-22.
000 \/; ) Oab \/6

Devemos tomar cuidado no segundo termo. Note que, ja que dpqp ¢ totalmente simé-
trico, teremos para a,b = 1 (por exemplo)
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a,b=1
doab — do11 + dio1 + diio,

ou seja

1 L L
(——)5ab]0)a]b =C doablojaibs

——)Joh)l = C[do11joj1j1 + dio1j1ioir + dirojijiiol,

1 1 1\, ..
———= joj1j1 =C —%—%—% Jo)1)1,

6
()

1
C=-.
6

Finalmente, podemos reescrever (C.35) como

1 s s
o = K { o[58~ 5360)7) +

S

—doanljcicit —icibit — 255303t

6

+ gdabc[)a]ch - 3](1]5]13]} ’

e ao juntar os indices temporais e espaciais, ficamos com

K s isss s
Lo = 5 dapy i%ipis — 3isibin].

C.2 Condicoes da SPA

C.2.1 Para s,

Queremos calcular a derivada

8
% Jd‘lxofr = % Jd4x {—G Z [(s0)? + (Pa)?]

x=0

(C.36)
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K
+€dfxﬁv[3fxsﬁsv — 38aPpPy] — a0« —Poﬂ(x} )

d 3 d

6 6

K
=—2Gs4 + _daﬁva(sasﬁsv) - —Kdaﬁya(scxpﬁpv) — O«

Vamos calcular separadamente as derivadas do terceiro e do quarto termos

Terceiro Termo O terceiro termo de (C.37) é

o 0Sy dsp dsy
g(s“sﬁsy): 5. SRSy + S« Ss. Sy + S«Sp 55 )

= $BSy + Sa0apSy + SaSpdy«,

=SpSy T SSy + SaSy,
= 35BSy

Quarto Termo O quarto termo de (C.37) é

0 0

i( )— 65_0‘ + 5]9 + 6]3
550 SaPpPy) = 550 PpPy T S« - Py T SaPp o )

= PPy

(C.37)

Substituindo o resultado acima em (C.37), ficamos com

1
—2Gsy + éKdo(M(sBsY —PpPy) — 0 =0.

C.2.2 Para pqy

Precisamos encontrar a derivada
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04 04 x=0

) 4 d 4 . 2 2
Wjd X% :Wjd x{—GZ [(sa)” + (Po)?]

K
+gd(xf5y[8“353‘y —38aPpPy] — S0 — p(xﬁ(x}

3 )
=—2Gpa + —échvaép_“(scxPﬁpv) — Ty

Calculando separadamente a derivada no segundo termo

0

d ds opg dopy
_(Scx ) :% +S(x(_) + S« (_
P PPy - PPy P Py Ps 5P

= SaPyOap + SaPpday
= SpPy T SyPsp

= 255Dy

Entao ficamos com

—2Gpy — KdgpySppy — Ta = 0.

C.3 Aproximacao de Campo Médio e Flutuacoes da In-

versa do Propagador Efetivo

C.3.1 Parte de campo médio

A parte de campo médio da inversa do propagador efetivo dos férmions é dada por

Spir(x —x') =8 (x — x/) [l + h + 0y (C.38)

Podemos escrevé-la como uma matriz diagonal®

2Por que esta matriz é diagonal?
e Os termos I3 e 1h sdo diagonais por definicao;

e Os tnicos termos nao nulos de o4A® sao diagonais.
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Svi. 00
Snir = 0 SKAIF,d 0 ) (C.39)
00 S
onde cada componente da matriz é
Smrs(x—x') = S (x —x")[ADD + m¢ + o], (C.40)

em que 0y sao os elementos diagonais da matriz 0. Podemos definir a massa efetiva como

M.f = ms + 6'f, (C41>

e reescrevemos a inversa do propagador como

Sitr.e(x —x') =W (x — x') [—ilB + My]. (C.42)

C.3.2 Parte de flutuagoes

A parte de flutuacoes é dada por

8871 =6 (x —x")[60aAq + 1Y507aA . (C.43)
Vamos calcular explicitamente os elementos das matrizes 80 Ay € 8Ty A

Para 80, Como ja vimos, apenas consideraremos os termos 0y, 03 € 0g. Assim, teremos

doy, O 0
60'“}\“ = 60'07\0 + 6(737\3 + 668}\8 = 0 60’d 0 . (044)
0 0 b0,
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Para 87, Temos que abrir o produto 87y Ay

Ot A = OTToAg + O7TT1 A1 + 8710 As + d713A3 + d7TyAy + OTT5A5 + OTt6Ag + OTT7 A7 + OTTtgAg

5 67'[0 0 0 0 67’[1 0 0 —167'(2 0
=\/3 0 &1 O |+ |dm O O]+ 16712 0 0
0 0 d&m 0O 0 0 0
Ot 0 0 0 0 omy —16715
+1 0 —bém O+ O O O |+
0 0 0 omy 0 O 157t5 0
0 0 0 0 0 0 )
+10 0 57'[6 +10 0 —iéTﬁ + % 0 67'[8 0 y
0 dmg O 0 idm, 0 0 0 —20mg
e somando as matrizes
/270 + b + Lo 57y — 16, 57, — 1675
STt Ao = b7ty + 1671, 251y — 713 + \%6718 d7tg — 10717 . (C.45)
57, + 15715 5 + id7t7 V2o — 2o
Associamos os 71, aos mésons fisicos
5y T 101y = V28, (C.46a)
57ty F 16715 = V26K, (C.46b)
§mtg — 1071, = V/25K°, (C.46¢)
57 + 16717 = V/28K?, (C.46d)
e entdo podemos escrever (C.45) como
5070 + 873 + 287y Vol V28K*
SN = V26 5871 — 8713 + =87 V/26K° . (CA4T)

V26K0

V2o — 2o
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A parte de flutuagdes da inversa do propagador é

S50y +iys (\/gmo + by + %57‘[8) V2iyssnt V2iygsK+
68—1(X —X/) — 6(4) (X_X/) V2iygdm dogq +iy5(\/g871075713+%5718) V2iy56K0
V2iys5K— V3iy55K0 50 +ivs <\/§5n0 - %571’8)
(C.48)

C.4 Parte de Campo Médio de ZMF

Substituindo (3.32a) e (3.32b) em (3.19b)

8
Zr=—G ) [(Su+055)(Sa+ 55a) + 5pa) (5pa)]

=0
+ 5 dapy [+ 850) (55 + 859) (5, + 85y) — 3(5 + 552 (5pp) (5py )

— (6a + 6006)(504 + 68“) - (67Toc)(6poc)-

Ao abrirmos os produtos, teremos

L= G [gag(x + 280050 + 58088 + I&paspa‘] ) .

K o _ _
+ gdaﬁy [s“sﬁsy + 5xSp0sy + 5408p8,

+§(x68558y + 63a§5§y + 65“§[363y + ésaésﬁgy

e 12 Ordem

e 22 Ordem

+.68°‘6365$V. — I3§(x6p[56pyl — ?Ssaépﬁépyl e 32 Ordem

— O0xSq + .6"‘53“. — .60“§°‘. — Iécaésal — 0 Opu. (C.49)

Os termos de campo médio sao

T

o K _ _
PMF G55, + gd(xﬁysasﬁsY — O0xSw, (C.50)

e os termos quadraticos sao

K _ _
L) = _G[65405q — OPadPel + Edafgy[saésﬁésy — $48ppdp,]

T

—00,084 — 0T 0P «- (C.51)



147

C.5 Mudanca de Base

Precisamos reescrever os resultados obtidos na base de sabores. Como ja vimos em

(3.34), podemos escrever 04\, COMO

o, 0 O
0= 0 (O] 0 = 0'0)\() + 0'37\3 + 0'8}\8.
0 0 o
Abrindo a matriz
5 1 00 1 0 0 ) 1 0 O
= - 1 0 -1 0 —10 0
(0} (o)) 3 0 0] +o3 1 +(78\/§ 1 y
0 01 0 0 O 0 0 —2
e entao
oo 0 0\ [Vicotosts 0 0
0 o4 0= 0 \/gao_og+;_s§ 0 . (C52)
0 0 Os 0 0 %O‘Q—%Gg

Assim, teremos as relagoes de mudanca de base

2 Og
O‘uZ\/;O'o"f—O‘g,—f—%,
2 (OF}
=G0+ 5

O-_\/EO- 20_
5_30 \/58‘

Precisamos agora encontrar a mudanga de base inversa, ou seja, precisamos escrever

0p, 03 € 0y em funcao de oy, 04 € 0.

Campo oy Para expressarmos 0y em termos de of, consideramos a soma

G+G+G—\/§G+G+08+\/§U G+US+\/§U 20
uw d S 30 3\/§ 30 3\/§ 30 \/387
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1 /2
= 0g = 5\/;(0—11, + (OF] + Gs).

Campo o3 Ao realizarmos a subtragao o, — 04, podemos encontrar uma expressao

para 03 como

2 (OF} 2 (O
Oy —0gq = (\/;0'04‘0'34‘%) _(\/;0—0_0—3+ﬁ)7

= 20—37

1
= 03 = 5(% — 04)-

Campo og Finalmente, para expressarmos og em termos de o, consideramos a expres-

Sao

oy+ 0 20, = \/§G+G+68 + \/50 0+68 2\/50 20
u d s 30 3\/§ 30 3\/§ 30 \/387

— 2\/50-87

= 0y = Oy + 04 —20).

L1
23

Assim, teremos seguintes relagoes para a mudanca de base de 0, — 0f € 0f — Oy

O3 1 /2
Ou \/;GO + O3 + \/—7 (C53a) Og = 5\/g(o—u —+ (OF] =+ 0'5), (C54a)
2 (OF 1
—/Z0g—oy+ & C.53b 1o -
(OF] \/;0—0 03 + \/gu ( ) O3 Q(Gu O—d)a (C54b)
05 = 20 — io (Ch3c) o li(G + 04 — 205) (C.54c)
s — 3 0 \/g 8 . 8 — 2 \/§ u d s)s .

Da mesma forma, levando em conta (3.35), podemos escrever a mudanga de base de

Sa para Sf como
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2

\/;50 tTS3+ —= ek (C.55a) So = %\/g(su + 84+ Ss), (C.56a)
2 1

\/;So — 834+ —= 3 (C.55b) 83 = 5(3u —$4), (C.56b)

V/gs (C.55c¢) S —-1—}—(3 + 54 — 2s5) (C.56¢)
3 0 3 . 8 — 9 \/g u d s/ .

Na agao bosonizada e nas condi¢oes da SPA, temos termos do tipo
® OxSqs

® S,Sp,

® dypySxSpSy-

A seguir iremos mostrar como estes produtos ficam separadamente para «, 3,y =0, 3,8

Produto o454 Utilizando as relagoes (C.54) e (C.56), apds algumas manipulagoes

algébricas obtemos

1
0pSo = é(o-usu + 03Sq + 0sSs + 0ySq + 0gSy + OySs + O0sSy + 0gSs + USSd), (C57a)
1
0383 = Z(O-usu + 0484 — OuSqa — 0aSu), (C.57b)
1
OgSg = E(Gusu + 04S8q + 40585 + 0uSa + 0aSy — 20ySs — 208y, — 204Ss — 20S4).
(C.57c)
Produto s4spg Considerando (C.56), obtemos
1
so&)::é(susu—%sdsd—%ssss%—QSusd—k2suss4—25dssL (C.584a)
1
$383 = Z(S“S“ + 84Sa — 284S4), (C.58b)
1
SgSg = E(susu + 5aSa + 48585 + 254 Sq — 45y Ss — 454Ss), (C.58¢)

e para os termos cruzados

1 /2
SpS3 = Z—l\/;(susu—sdsd—|—susS —S4Ss), (C.59a)
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2
S0Sg = g(susu + SaSa — 28sSs + 254,Sq — SuSs — SaSs), (C.59Db)

1
$388 = ——
398 4\/§

(SuSu — SasSa — 2SuSs + 254Ss)- (C.59c¢)

Produto dpgyS«SgSy Por tltimo, considerando as equagoes (C.56) e as defini¢oes das

constantes de estrutura simétrica, podemos encontrar

1
doooSoSoSo = E (SuSuSw + S3aSaSa + SsSsSs + 3SuSuSa + 3SuSuSs + 3SuSaSa

+ 353SaSs + 3SuSsSs + 35qSsSs + 6SuSass), (C.60a)
doo3S0S0s3 = 0, (C.60Db)
doosSoSoss = 0, (C.60c)

1
do33508383 = — 5.3.4 (SuSuSu + SdaSasd — SuSuSd + SuSuSs — SuSdSa
+ 83S8dSs — 2Su.SdSs) , (C.60d)
1
dpssSoSsSs = — 6 1o (SuSuSu + SaSaSa + 48sSsSs + 3SuSuSd — 3SuSuSs

+ 35uSaSa — 3S4SaSs — 6SuS4Ss), (C.60e)
do3ssossss = 0, (C.60f)
d333838383 = 0, (C.60g)

1
d338535388 = m (SuSuSu +SdaSaSa — SuSuSd — 25uSuSs — SuSdSd
— 254S54Ss +48,S4Ss) , (C.60h)
dsss3ssss = 0, (C.601)
1
dgsgSgSgSs = — 610 (SuSuSu + SaSaSd — 8SsSsSs + 3SuSuSa — 6SuSuSs + 3SuSasSa
— 653SaSs + 12548585 + 125458585 — 128,545 (C.60j)

Agora que encontramos cada termo dos produtos, precisamos encontrar as suas somas.

Na agao bosonizada de campo médio (3.46) temos somas do tipo

S(XSOCJ (061)
SaOc; (C.62)
depySaSpSy, (C.63)
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e na condigdo da SPA em campo médio (3.47a), temos a soma

dopySpSy. (C.64)

Precisamos reescrever estas somas na nova base. O célculo é simples para (C.61)-
(C.63), mas nao podemos calcular (C.64) da mesma forma, ji que « nao estd somado.
Consideramos os casos mais simples primeiro agora, e mais adiante consideraremos (C.64)

mais adiante. Para (C.62), teremos

OxSx = 00So + 0383 + 03Ss, (C.65)

e substituindo (C.57)

_ _ _ 1 _ _ _ _
00So + 0383 + 0gSg = E(Gusu + 04Sq + 0sSs). (C.66)

Da mesma forma que fizemos para (C.66), substituindo (C.58), teremos

_ o _ 1 _ _ _ _
S0So + S3S3 + SgSg = 5(8“5“ +S4Sq + SsSs)- (C.67)

Por fim, queremos ver como ¢ a soma dypgyS«SpSy

dapySaSpSy = doooSoSoSo + dsssSsSsSs + dos3S0S3S3 + dossSoSsSs + d3ssssssss, (C.68)

e, substituindo (C.60a), (C.60d), (C.60e), (C.60h) e (C.60))

dapySaSpSy = =SuSdSs. (C.69)

Com estas expressoes podemos encontrar a mudanca de base da agao bosonizada de

campo médio.
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C.5.1 Mudanca de base da agao bosonizada de campo médio

Finalmente podemos reescrever a a¢ao bosonizada de campo médio (3.46) na base de
sabores. Substituindo (C.66), (C.67) e (C.69) em (3.46)

K/3_ _ _
Shr =—Tr[In8yy] — [ ( (0uSy + 0484 + OsS )) —E(;susdss)
1 _
+ G<2(susu+sdsd+s S ))]
e entao
bos —1 4 1 < = — = 3.,
SMF = —TI‘[]IISMF} —|d X§ Z (GSfo + O'fo) - éKsuSdss . (C?O)
f,g,h

Podemos reescrever a eXpreSSéo acima como

1 o K o
Sk/(l)é =—"Tr [ln SKAIF} — Jd4x 5 ngh |:GSfo + OS¢ — E€fgh€fgh8f595h:| R (071)

e integrando o segundo termo no volume

v - K
SR/?S =-—"Tr [IHSKAlF} — T Z |:GSfo + O0fSf — 19 EfghﬁfgthS Sh} (072)

f,g,h

C.5.2 Mudanca de base da condicao (3.47a) da SPA

Precisamos reescrever a equagao (3.47a) na base de sabores. Reescrevemos explicita-

mente estas equagoes e isolamos 0y

K

60 = §d0[3y§[5§y — 2G§0, (C73a)
_ K _ _
03 = §d3[3y8[5$y — 2GS37 (C73b>
_ K _ _
0g = §d8[3y5|?,8y — 2G58. (C?SC)

Podemos substituir estas expressoes nas equagoes (C.53) e teremos
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_ K 2 ds _ _

g (ﬁdwv +dapy ¢ 7@)& £265 =0 (O
_ K 2 dg _ _

Oa— 75 (\/;dorsv —dspy + %) $pSy +26Gsa =0 (C.74b)
_ K 2 2 S _

o5 (3o~ i Jsos 4205~ (C740)

Como ja encontramos a mudanca de base de sgs,, seguiremos o célculo para cada

sabor separadamente

Para o, Definimos

2 1
Ugy = \/;dorsv + dapy + = dspy, (C.75)

entao podemos escrever (C.74a) como

_ K o _
Oy — §u(3y8[38y + 2GSu = 0. (C?6>
Como cada Ug,, €

2 2

Upy = = Uy = 0 Ugg = — -

00 37 33 ) 88 37

1 V2 1
Ugp = — — Ugy = — 22 Ugs = —
30 \/67 80 6 ) 38 \/g;

o segundo termo de (C.74a) fica

2_ _ o 2_ 2 __  2v/2_ _ 2 _ _
Ug, = 35050 + 0s383 — 35858 — %5033 g Soss + ﬁszass- (C.77)

Substituindo (C.58) e (C.59),

UpySpSy = SaSs, (C.78)
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finalmente, podemos escrever (C.74a) como

K_ _ _
Oy — Esdss +2Gs, = 0.

Para o4 Definimos

2 1
Dgy = \/;doﬁv —dspy + ﬁd%v’ (C.79)

entao podemos escrever (C.74b) como

_ K _ _
04 — EDB,VSBSy +2Gsq = 0.

Cada Dg,, €
2 2
Do = - Dy = 0 Dgs = — =
0 =3 33 = U, 88 3’
1 V2 1
D3p = T Dgo = — B D3sg = — T
0= 80 G 38 73
e o segundo termo de (C.74b) fica
D —2§§ 2§§+2§§ 2\/_§§ 2§§
By = 35050 = g8 TES0Ss T g S0ss — Uassss.
Substituindo (C.58) e (C.59),
DgySpSy = SuSs, (C.80)

e podemos escrever (C.74b) como

_ K_ _ _
Oq — EsusS +2Gsgq = 0.
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Para og Definimos

2 2
Spy =1/ =dopy — —=d C.81
By \/; 0By \/§ 8By ( )
entdo podemos escrever (C.74c¢) como
_ K. _ _ _
05 — §Sﬁysﬁsy +2Gss = 0.
Cada Sgy €
2 1
So0 == Szz=—1 Sgs = =
00 37 33 ) 88 37
V2
S30 =0, Sso = 3 S3s =0,
e o segundo termo de (C.74c) fica
2_ _ __ 1__ 2v2_ _
Sgy = 55030 — S3S3 + 53858 + %—8088.
Substituindo (C.58) e (C.59)
SeySpSy = SuSa; (C.82)
podemos escrever (C.74c¢) como
_ K_ _ _
05 — Esusd +2Gsg = 0.
As condigbes impostas aos campos pela SPA (na base de sabores) sao
_ K_ _ _
Oy — Esdss +2Gs, =0, (C.83a)



156

_ K_ _ _
04 — §suss +2Gsq =0, (C.83b)
_ K_ _ _
Os — Esusd +2Gss =0, (C.83c)
ou, de forma compacta
_ _ K _
Of + 2GSf — Zsfghefghsgsh = O, (C84>

com f,g,h =1u,d,s, onde g4 sdo os tensores de Levi-Civita.

C.6 Derivadas da equacao de gap

Segundo termo O segundo termo de (3.52) é

v g K ___} VW{ d _
2

_ - _ o
— |G (0 — —& 3 G— — I\ O
9 507 S¢St 1+ OfS¢ 1o Efon fghSfSgSh 6O_f(5f3f) + 50f( £S¢)

—Ka 13 6(333)
12 fgh fgh66_f fogoh)| -

Aplicando a regra da cadeia

vers o 0s¢g O _ _ 0s¢ 0 _ _ K 0s¢g O _ _ _
_ — — [ — GT_, - T _ [ —
5 |:6O_f(0—f5f) + 5o, asf(Ufo) + 5o, asf(Sfo) 12£fgh€fgh60_f asf(SngSh)}
e entao
0

v e GSSs -+ OrSr — eraneransrsas v s+ 21 (5, 1 2Gs
—_— S¢S Sf— — S£S4S = —3 S e S =

5 o £S¢f £8f = 75 Efgn€rgnStSgSh 5 f 5o f f )

em que o segundo termo é igual a zero devido a condicao (3.50) da SPA em campo médio.

Assim, o segundo termo da derivada fica

v _ K o v _
76_(_)—1: GSfo + 0¢Ss — E(‘nghﬁfgthsgSh = TSf. (C85)
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Primeiro Termo Antes de prosseguirmos com a derivacao do primeiro termo, precisa-

mos calcular o traco de sabor e de cor do mesmo

d4
Te[nSyh] = Ne 3 tro J i n(Sxdr ). (C.86)
f

Pela expressao (3.38), SKAIH ¢ definida como

SK/[lF,f = [—1wf + ms + 6—f:| .

Definindo a massa efetiva como

Mf = mys + 6—f, (C87)

ficamos com

Snir.s = —1D¢ + M. (C.88)

Assim, podemos reescrever (C.86) como

Tr[In8yfe] =N ) tr Jﬂln(—im + M) (C.89)
MF] — Ve - D (2m)4 f f) .

e ao derivarmos (C.89) em relac¢do a oy, obteremos

N 8 dx ,
- [TTIHSNEFVJ = 6_(_)‘f{NC ; trp J W ln(—lwf + Mf)},

Aplicando a regra da cadeia

d*x 8M; &
(27’[)4 66—1-" My

i [Tr In SKAlF’f} = N. trp J

5% [In(—ild; + My)],
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estas derivadas ficam

dM¢ d

- = —— 0 =1;
. 56, 56, (ms + of) ;
o 1 o 1
. In(—ild; + M¢) = — —il¢ + M) = ———r,
6Mf ( f f) —lDf + Mf 6Mf ( f f) —lw]c + Mf
e a derivada do primeiro termo fica
2 sy, =N J I ! (C.90)
50 MEAE= 0 | om)t P | i, + M | '
Ao definirmos o propagador efetivo dos férmions como
Shir = _ (C.91)
MET i+ M
podemos reescrever (C.90) como
5 B dx
6_(7)} |:TI' In Sl\/llF,f} = Nc l[ (27)4 tI'D Slf\/lF
Por fim, podemos escrever a derivada que queriamos calcular como
5Shos v d*x
—ME 5 — N¢ | —trp 8§ = 0. C.92
d0¢ 2 °f J (27)4 D OMF ( )
1
C.7 Setor escalar de S,
Considerando (C.39), podemos escrever Spr como
NIV 0
SMF = 0 84 0 |, (C.93)
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e entao, substituindo (C.44) e (C.93) no primeiro termo de (3.62) teremos

SMpdOuS Oy 0 0
Sy =— 5 Ir 0 8¢, 16048604 0
0 0 83r00sS3 00

Efetuando o traco de sabor e de cor

S? = —%Jd‘lxd‘LX’ Z Sa¢(x"){Netr[Shyr(x —x" )8R (x" —x)] }oo¢(x).  (C.94)

f=u,d,s

Definimos o polarizador do ¢ como

Jo(x,x") = Netr[Sfr(x —x" )81 (x —x)], (C.95)
entdo a expressao (C.94) fica

sz—%Jd4xd4x’ Z 50 (x")]o(x,x")00¢(x). (C.96)

f=u,d,s

O complexo conjugado de do¢ é ele mesmo

507 (x) = 507 (x),

entao

Sf:—%Jd4xd4x/ Z 80F(x")] o (x,x")00¢(x). (C.97)

f=u,d,s

1

C.8 Setor pseudoescalar de S,.q

O termo pseudoescalar de (3.62) é

1
S = —5 Tr[ (Swmriysomaa)?). (C.98)
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e considerando (C.47), o produto das matrizes dentro do trago é

S pivsV25KT

8¢, rivsvV26K0

SkAFiyg,( /%57‘[0+6ﬂ3+%5n8) S¥y pivsv2emt

d s — d s 2 1
SMFlys\/iérr SMF1Y5(1/§5T[0757T3+%5718)
5 sk 0 3 2 2
SS)\/[FVYSﬂbK S?\AFIY5(1/~357T07%57T8)

(C.99)

(SMFLY58TaAG)? =

834Fivs V25K

Podemos escrever o quadrado de uma matriz 3 x 3 como

C AA+BD+CG AB+BE+DH AC+BF+CI
F|| =|DA+ED+FG DB+EE+FH DC+EF+FI|, (C.100)
I GA+HD+IG GB+HE+IH GC+HF+II

o g >
T m ™

Assim, cada termo da diagonal matriz (C.99) é

2 1
SII\L/”;i’Y5 (\/;67[0 + 67'[3 + %67{8)

+ Shiptys V20K 83ty V28K,

2
2 1
84 1 \/j(ST[ — 87ty + —67t
MFY5< 3 0 3 \/3 s)]

2

A= + S piys V26t 8S, Liys V26

E = 8¢ piysV20m S¥ypiysvV20mt +

+ 8%, piy5 V26K 83 iy vV25KP,

I = 83,piys V20K~ 8Y piys V20K + 831ivs V20K 84S, riysv/26K°

2
. 2 2
SMELYs (\/;57[0 — ﬁéﬂfg)] )

Como queremos calcular um traco, apenas os elementos da diagonal principal nos

+

interessam. Vamos separar essa matriz em matrizes diagonais para os pares de mésons

KO/KO, K*/K~, mt* /m e para ©°/n/n’

0 0

2
d s 25 1
[S;‘\AFly5<,/§b7r0757r3+ﬁﬁng)]
2
s . /2 2 5
0 [S?\AF”%( §5n0—ﬁbﬂ8>]

(C.101)

2
8% ~iys 2570 + 573 + —==5mg
MF V3 V3

MWOT]T]’ = Y
0

0
Y
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0 0 0
21283, V50K 83, pys0K™ 0 0
M= = 0 0 0 : (C.103)
0 0 21283, Y50K 8t pys0K™
0 0 0
Mo = | 0 2i28%, -y55K83,ry50K° 0 : (C.104)
0 0 21283, Y50K°84, 1y50K°

Podemos agora encontrar os polarizadores para os mésons pseudoescalares

C.8.1 Meésons carregados e Kaons neutros

Mésons Tt e

O termo que corresponde aos pions carregados é

. —28% r Y50 S FYs 0T 0 0
ST = 5 I 0 284 ysdm S pysdmt 0| . (C.105)
0 0 0

Pela expressao (C.46a), temos que

Oty F 07y = \/567’(*,

entao podemos ver que

(6nF)" = ont. (C.106)

Substituimos isso na expressao (C.105)

1 —QSIKAFY5(6T[_)*8%4FY56W_ 0 0
S{‘i:§Tr 0 284 s (8T8, rysomt 0] |, (C.107)
0 0 0

e podemos separar as matrizes do " e do 7.
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Méson tt A matriz para " é

1 0 " ’
ST = 5 Tr| ] 0 —284rys(0mt ) *S¥rysdmt 0
0 0 0

Efetuando o traco de sabor e de cor

+ 2 / () / u /
ST :—§N0Jd4xd4x (O ) (x") tr [Sfyr (x — X )ys8ir (x” — x)ys] 167" (x).

Se definimos o polarizador do 7t como

Jrr (6, x") = 2Nc tr [Sar (x — X VYs8jr (X" = x)v5],

a expressao (C.109) fica

ST = —%Jd‘lxd‘lx’ (BT )  (x) ] e (x, X" ) 07T (x).

Méson T~ A matriz para o m é

. —28% rys (8 ) 8 pysdmn 0 0
871—[7 = —5 Tr 0 0 0
0 0 0

Efetuando o trago de sabor e de cor

2
ST == 3N jd‘*x dix (570)" (%) tr[Sfr (x — X )yaSur (X' —x)ys] om0 (x),

podemos definir o polarizador do 7t~ como

Jro (6, X") = 2Ne tr [Sr (x — X VY58 r (" = X)v5)

(C.108)

(C.109)

(C.110)

(C.111)

(C.112)

(C.113)

(C.114)
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e a expressao (C.113) fica

ST = —% Jd‘*x d*x (570 ) T (x, X/ )0 (x). (C.115)

Mésons K+ e K—

A matriz para os kdons carregados é

, —28% 58K T8, rys0K™ 0 0
Sk = 5 I 0 0 0 . (C.116)

Considerando a expressao (C.46b), temos que

8714 F 1675 = V25K,

entao podemos ver que

(6K*)* = 5K T. (C.117)

Substituimos isso na expressao (C.116)

(S K S vssk 0 0
She 5 0 0 0 :
0 0 —283¢Ys5 (0K )*STyrys0K™
(C.118)
e podemos separar as matrizes do K™ e do K.
Méson Kt A matriz para KT ¢
. 0 0 0
sk = STl oo 0 : (C.119)
0 0 —283FY5(0KT)*SFys0K™
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Efetuando o traco de sabor e de cor

+ 2 / ) (! s / u /
S =~ 3N | dbxdbe’ (5K () tlSar (x = x5S (x' = xIyalSK (x),

definimos o polarizador do K* como

Jr+ = 2N tr[8Rp (x — X )¥s8 (X" — x)vs],

entdo a expressao (C.120) fica

Sk = —% J d*x d*’ (6KH)*(x )]k (x, x")8K ™ (x).

Méson K~ A matriz para K~ é

1 —28\rYs (8K )* S rys8K™ 0 0
S = 5 Tr 0 00
0 00
Efetuando o traco de sabor e de cor
- 2
Sk = —§NC Jd4x d*x (8K )* (%) trlSiyr (x — X )ys8 e (X" — x)y5]0K™ (%),

podemos definir o polarizador do K~ como

i (x,X') = 2N 6283y (x — X' )ysSiar () — X3,

entao a expressao (C.124) fica

Sk = —% J d*x d*x’ (8K )* (x")Jk- (x, x/)6K ™ (x).

(C.120)

(C.121)

(C.122)

(C.123)

(C.124)

(C.125)

(C.126)
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Mésons K° e K°

A matriz para os kdons neutros é

0 0 0
1 _
Sk’ = 5T [0 —28rysOK 83 pys0K 0 . (Ca27)
0 0 —2818\AF'Y56KOS§AF'Y56KO
Considerando as expressoes (C.46¢) e (C.46d), temos
5716 — 16717 = V25K°;

57'[6 + iéTC7 = \/55]20,

entao podemos ver que

(6KO)* = 6K° ; (8K%)* = K", (C.128)

Substituimos (C.128) na expressao (C.127)

0 0 0
1 _ _
s‘f°=§Tr 0 —284 1y5(8K®)*8%,ry50K° 0 . (C.129)
0 0 —283,rY50(K)*84, y58K°

e podemos separar as matrizes do K% e do K°

Meéson K°® A matriz para K° é

, 00 0
s}<°:§Tr 00 0 . (C.130)
0 0 —28%,ry50(K")*8, y55K°

Efetuando o traco de sabor e de cor

0 2 / * / s / /
Sk :—éNch“xd‘lx (SKO)*(x') tr[8jar (x — X/ VysSiur (x" —x)y5| 0K (x),  (C.131)
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definimos o polarizador do K° como

Jo(x,x") = 2N tr[83r (x — X )ys8pmr (X" — x)vs], (C.132)

entao a expressao (C.131) fica

SKY = —% Jd4x A’ (8K°)* (x)Jko (x, x") 8K (x). (C.133)

Méson K Finalmente, a matriz para K° é

0 0 0
_ 1 _ _
s‘f°=§Tr 0 —28%1y5(6K2)*83,ry50K® 0| (C.134)
0 0 0

Efetuando o traco de sabor e de cor

_ 2 _ _
S}(O = _§NC Jd4x d*x (6K * (x') tr [SQAF(X —x")Vs8ir (X — x)y5] 8K (x).  (C.135)

Definimos o polarizador do K° como

Jo = 2Nc tr[S{yr(x — X )ys83r (X’ — x)vs], (C.136)

entdo a expressao (C.135) fica

SK _ _% J d'x d'x’ (5K°) T (x, x')5KO (x). (C.137)

C.8.2 Termo com acoplamento (Pion neutro/n/n’)

Queremos calcular o trago da matriz (C.101). Precisamos primeiro abrir os quadrados

de seus elementos nao nulos
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2
2 1
A= [ 1]\LAF"LY5 (\/;6710—{-57134‘%67'[8)] ,

2 2 2+/2
= — SMrYsSMEYs [géﬂoéﬂo + 2\/;67106713 + 07130713 + T\/_éﬂoéﬂg

2 1
+—67T367T8 + 557’(857'(8

V3

01— _ 1

2
2 1
E= [Sz(\lAFi% (\/;57% —0m3 + %67[8)] :

2 2 2v2
= — S%AF‘Y5SZ(3/[F‘Y5 [géﬂoéﬂo — 2\/;67’(067'(3 + 67'[367'[3 + T\/_éﬂoé’ng

, (C.138a)

2 1
——67'[367'(8 + —67'[867'[8 R (C138b)
V3 3
I
2 2 ’
1= [STS\AFI‘Y5 (\/;67'[0 — ﬁéTES)] s
2 42 4
= — S]S\AF']/5S]S\AF']/5 [géﬂoéﬂo — T\/_é’f[oé’ffg + 367'(867(8] . (ClSSC)

Vamos separar a matriz em seis matrizes, uma para cada combinacao de pares de 71,
73 e Tig. Precisamos primeiro definir um polarizador de um méson pseudoescalar genérico,

composto por um par de quark/antiquark f e f’

Jeer(x,x") = 2Ng tr [S,fvlF(x — x5St (x —x)ys|. (C.139)

Termos com 77, Consideramos os termos sublinhados em laranja em (C.138),
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— 38 Mr Y58 rY 5870870 0 0
0 —%S&FV5S&FV557T057T0 0 ; (C140)

0 0 —2854rY583r Y5808

1
SP=-T
1 5 r

e ao Efetuar o trago de sabor e de cor, teremos

1 2
SP — 5 §N° Jd‘*x d*x’ 87 (x") 5710 (X) {tr[S}\*AF(x —x")ysS8r (x" — x)ys]

+tr [ (x — X )YsSpr (X" — x)vs] + trlSjar(x — x ) ys8ir(x’ — x)vsl} -

Considerando (C.139)

s = —Hd“x dtx’ §7m0(x )70 () [ (6, X') + Jaa b ) + Jos e X)L | (C.141)

Termos com 773 Considerando os termos em vermelho de (C.138),

1 —2, /28Y45 Y58 Yar V0708 0 0
S =5 Tr 0 2, /288 vsSiurvsomomy 0|, (C.142)
0 0 0

e efetuando o trago de sabor e de cor

1 /2
SB=—2. 5\/;Nc Jd‘*x d*x’ 61y (x")d7t5(x) {tr[S}\*AF(x —x")YsSr (x" — x)ys]

—tr[Sfr(x — X )ysSie (X" — x)vs) } -

Considerando (C.139)

P =53 | 4 87 () ) (0 ) = Jaa (X)L (C.143)
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Termos com 73713 Considerando os termos em rosa de (C.138),

1 —S}\l/“:'}/551]<'/”:'}/567'f367'f3 0 0
S¥ = 5 Tr 0 —8& rYsSYrYsdmsdms 0| |, (C.144)
0 0 0

ao efetuar o trago de sabor e de cor teremos

1
S¥ = — §N° Jd4x dx/ &m5(x")dmr3(%) { tr[Sip(x — X" )ysShe(x" — x) sl

88 (x — X JysSr (x — s}

Considerando (C.139),

S = _i Jd4x At Juae (6, %) + Jaa (6, x")]. (C.145)

Termos com 7y Levando em conta os termos em roxo de (C.138),

L[ [EESstrsStrvssmodms 0 !
S0 — 5 Tr 0 — Y284 58, 1y 0moTs 0
0 0 D283 V58 jr V50087

(C.146)

Efetuando o trago de sabor e de cor teremos

S¥ = - TN, Jd‘lx d*x/ 7ty (x")07tg(x) {2 tr[Shyr (x — X' )5S iyr (X" — x)ys]

2 e[S (x — X Vs8¢ —x)ys) — 4 rl8{ar (x — X 1¥sSiur (¢ —x)ysl}

e considerando (C.139),

SP° = —%\g JdA‘x d*x” 871 (x") 87t (%) [Juw (%, X') + Jaa(x, %) — 2] 55 (x,x")]. | (C.147)
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Termos com 737ty Levando em conta os termos em azul de (C.138),

1 _\/lgSKAFY5SKAFY557[357[8 0 0
S‘;’s = 5 Tr 0 %SSAFYE}SSAFYE’)ST(BST(S 0 . (0148)
0 0 0

Efetuando o trago de sabor e de cor

1 2
N §7N Jd4x d*x’ 65 (x") o8 (%) { tr[Sip(x — X )ysShe (x" — x)vsl(x, x")

—tr [SMF(X —x)Ys8pmp(x’ — X)Vﬂ (x, X/)} ,

e, considerando (C.139),

5= _2_\1/5 J dtx dix’ 8715 (x)8715 (06) [ (%, X') — Jaa (). (C.149)

Termos com g7 Os termos em verde de (C.138) sao

1 — 28N FY5SRr Y5078y 0 0
SP = 3 Tr 0 — 188 V58 LrYs 0TSO 0
0 0 7%8?\4F’Y58]S\AF’Y567T867T8
(C.150)
Efetuando o traco de sabor e de cor
e § . —Nc Jd“ d*x" 87ts (x") 8715 (x) { trlShyr(x — X" )vsShyr (X" — x)ys5)

+ T[S&F X = )V5SMF(X —X)Ys} — 4 tr[8{ar (x — X' ) Y58 (X —X)YEJ}

Considerando (C.139)

5P = J At ' 5715 ()87 () [ (6, ') + Jaa (%, %) + 4T (e, X)), | (C.151)

Por simplicidade, definimos os polarizadores
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Joo(x,x") = I“‘*Hgdﬂss, (C.152a)  Jos(x,x") = ‘f[}uuﬂdd—m”], (C.152d)
Joz(x,x") = \/EUW —Jaal, (C.152b)  Jas(x,x') = I““\;;dd (C.152¢)
J33(x,x") = W (C.152¢)  Jss(x,x) = I”“H%d_““. (C.152f)

C.9 Passagem de (3.69) para (3.70)

Queremos escrever (3.69) apenas em termos das flutuagoes dos campos do ¢ e do .
Entretanto, a forma mais simples para fazer isso ¢ inicialmente escrever a expressao apenas
em termos de s, € p, para depois poder reescrever a expressao da forma desejada. Para
isso, precisamos dos termos de primeira ordem da expansao das condi¢oes da SPA. Estes

termos sao

—2Gos, + Kdaﬁygfgésy — 004, =0;
—2G0py — KdwpySpdpy — 8714 = 0,

e isolando 804 e 07, nestas equacgoes teremos

50'“ :—2G580¢+Kd(xfgy§368y, (C153a)
57t = — 2G5Pu — Kdwpy S0Py (C.153b)

Substituindo (C.153) em (3.69), teremos

1 _ 1 _
SZiad :Jd4x {5[266“5 — KdapySyldsadsp + 5[2(36045 + Kdaﬁysy]épaépﬁ} . (C.154)

Definimos

Sch = 2G6(xﬁ — Kd(x(g,ygy, (Cl55&)
Pup = 2G8up + Kdapy Sy, (C.155b)

entdo podemos reescrever (C.154) como
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1 1
Souad = Jd4x {55%«556%5 + §5Pa5pﬁpcxﬁ : (C.156)

Precisamos escrever (C.156) em termos das flutuagoes dos campos o e 7. Para isso,

podemos reescrever (C.153) como

60'“ = — [26606(3 — Kd“ﬁy%]ésﬁ,
570 = — [2G8ap + Kdapy5y18pg,

e assim podemos substituir (C.155) nas tltimas expressoes

—66“ = S“BSSB; (C157a)
—67’[0c = Poqgép'g. (Cl57b)
Multiplicando o primeiro e os segundo termo de (C.156) por 1 = % el = E—T

respectivamente, e substituindo (C.157), teremos

—1 —1

506(3 / POCB ’ (4) ’
TSGa(X)éﬁfg(X ) + —=0my (%) 07 (%) | 8 (x —x').|  (C.158)

Squad = J d*x d*x’ 5

C.10 Segundo termo da parte pseudoescalar da acao

bosonizada quadratica

C.10.1 Mésons carregados e kdons neutros
Pions carregados

Os campos de 77 e 71 estao associados as matrizes de Gell-Mann A; e Ay. Ou seja,

consideraremos os termos com «, 3 = 1,2. Teremos

5 (x —x/)

S3 = Jd“x d*x’ (5711870 Py + 8728715 Poy!

+071 870, Py + S0 Py (C.159)

Precisamos encontrar Pyg
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P11 = 26611 + Kdllygy-

Como di;y # 0 somente quando y = 0,8, consideraremos apenas as constantes de

estrutura simétricas

1
dio = —%, dis = —=,

B

e entao Py fica

1 \_ 1 \_
Py =26+ K[ —— )50+ K[ — )5,
H <\/6>° (\/5)8

K _ 2 _
:26—5<\/;so—%58>.

Considerando (C.55¢), podemos reescrever a expressao acima como

K_
Pll =2G — 585 = PT[:k. (C160)

As constantes de estrutura simétrica sao iguais as de Py; para o Py, entao

PH — P22 — Pﬂi.

Para os termos cruzados P15 e Po; nao existem constantes de estrutura nao nulas, entao

P12 = Py; = 0. Entao podemos reescrever (C.159) como

0 X e o () + S IPL (C.161)

s

ST = J d*x d*x’

Precisamos escrever esta expressao em termos dos campos do 7t e do 7t~. Considerando
(C.46a), teremos

dmy = —= (6" + 81 ), (C.162a)

-
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Sty = —(dntt — &), (C.162Db)

5

entao

22

S 87ty + O 07y = — (87t + 6 ) (St 4+ 6 ) + %(67{+ — o ) (6t — 67 ),

1
2
=6t o + om omt.

Considerando (C.106)

ST 07y + 017y = (87 ) ¥ + (o) * o, (C.163)

a expressao (C.161) fica

5 (x —x)

STt = Jd4x d'x’ [(57)* (x)8m (x) + (677 )* (x/)6m (x)]P=L.  (C.164)

Definimos

—1
T =T =P L = <2G — _ss> , (C.165)

entao

4 /

S§+:Jd4xd4x’6 (’; X () () () T (C.166a)
4 /

S;‘_:Jd4xd4x/6 (XQ X oy (ot () T (C.166b)

Kéons carregados

Os campos de KT e K™ estao associados as matrizes de Gell-Mann A4 e A5. Ou seja,

consideraremos os termos com «, 3 = 4,5. Temos

§W(x —x')

S';i = Jd4x d*x’ (871,87, P ! + 87158715 P!

+07u 875 P + 75 dmaPyy' | (C.167)
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mas ainda precisamos encontrar Pyp

P44 - 26644 + Kd44y§y.
Como djz, # 0 quando vy = 0, 3,8, entao consideraremos as constantes de estrutura

simétricas

d440 = d443 ) d448 =

\/67 9 2\/57

e Py fica

Considerando (C.55b),

K_
P44 =2G — §Sd = PKi. (C168)

Para o P55 as constantes de estrutura simétricas sao iguais as de Py, entao

P55 = P44 = PK:\:.

Nao existem constantes de estrutura nao nulas para os termos cruzados Py5 e P54, entao

P45 = P54 = 0. Podemos reescrever (C.167) como

5 (x —x)

SK* = Jd“x d*x’ (6714 (%) 874 (x) + 87t5(x) 8715 (% )] Py - (C.169)

Precisamos escrever essa expressao em termos dos campos do K™ e do K—. Conside-
rando (C.46D),



176

Sy = (5K+ + 5K, (C.170a)

575 = (5K+ — 5K, (C.170b)

Sl

entao

2

1
5708 + 705875 = 3 (8K 48K ™) (K" 4 8K ™) + %(zsw — 5K)(5KT — 5K,
= 5K*6K ™ + 6K 8K™.

Considerando (C.117),

ST,OT + 75075 = (5K~ ) 6K~ 4 (8KT)*8K ™, (C.171)
e (C.169) fica
Ki 4 4 /6 4) (X /) —\ k(! — + 4+ 1
S5 d*x d*x [(KT)*(x")dK™ (x) + (6K )" (x")8K™ (x)]Prs.  (C.172)
Definimos
. Ko\
TK+ — TK, e PKi et 2G . 58(1 s (0173)
entao
4 o~
sk :Jd4xd4x/ 2 (XQ X (5K (x)5K (x) T (C.174a)
4 /
sk :Jd4xd4 b (XQ X (5K ) (x)5K- (x) T (C.174b)

Kaons Neutros

Os campos de KO e KO estdao associados as matrizes de Gell-Mann Ag e A7. Ou seja,

consideraremos os termos com «, 3 = 6, 7. Teremos
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L8 (x —x

/
S]2<O = Jd4X d4X ) [67[667[6])6_61 + 67'[767'[7])7_71

+67T667T7Pg71 + 6’7'[76’7'[6])7_61} . (C].?E))

Precisamos encontrar Pyp

P66 == 26666 + Kd66y§y~

Uma vez que dggy 7 0 apenas quando y = 0, 3,8, entao consideraremos as constantes

de estrutura simétricas

d660 = ) d663 = _57 d668 = T =

sl

entao Pgg fica

1\ 1\_ 1 \_
Pes = 2G + K| ——= |)so + K| —2 )s3 + K| ———= | s,
o =20 k(g k() k()
K 2. _ 1 _
:ZG_E[ gSo—FSg—FﬁSg].

Considerando (C.55a)

K_
P66 =2G — §Su = PKO. (C176)

Para o P77, as constantes de estrutura simétricas sao iguais as de Pgg, entao

P77 = P66 = PK07

e para os termos cruzados Pg; e P7g nao existem constantes de estrutura nao nulas, entao

Ps7 = P76 = 0. Podemos reescrever (C.175) como

5@ (x —x)

Sk = Jd‘lx d*x’ (57168716 + 87178717 P - (C.177)
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Precisamos escrever esta expressao em termos dos campos do K° e do K°. Considerando
(C.46¢) e (C.46d)

1

§mg = — (8K° + 86K°), C.178
6 \/i( ) ( a’)
i _
o, = — (8K® — 5K°), C.178b

entao

1 _ 2 _ _
707t + O7ezdrey = (6K + SK) (8K + 6K”) + %(51@ _ 5K)(5K® — 5KO),
= 5KO8K" + 5KO5KP.
Considerando (C.128)
87687 + 871,87, = (5K°)* 6K + (8K°)* 5K, (C.179)
(C.177) fica
§W(x —x')

SK* = J d*x d*x’ [(8K)* (x")8K (x) + (8K%)* (x/)8K (x)] Pya.  (C.180)

Definimos

-1
Tio = Tpo =Py = (26 — ggu) : (C.181)

entao

) (4 (x — x/

55" = | xS 0 (K T (C.1820)
- 4 (v —~x") — _

sk :Jd4xd4x’MéK”)*(x’)éKo(x) 2. (C.182b)

Finalmente, podemos expressar explicitamente cada Ty como
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Ko\ Ko\

Tor = <2G —~ Ess) . (C.183a) Tx- = (2@ — Egd) . (C.1834)
Ko\ Ko\

T7r* = (2G — ESS> s <C183b) TKO = (QG - §§u) 5 (0183e)
Ko\ ! Ko\

C.10.2 Mésons neutros

Os campos do 7i°, do n e do 1’ estdo relacionados as matrizes de Gell-Mann Ag, Az e

Ag. Ou seja, consideraremos «, 3 = 0, 3,8. Temos

§W(x —x')

S0 — Jd4x i’ S b ()8 (0P b (C.184)

Ao abrirmos a matriz Pg, obtemos

Poo Po3 Pos
P11
Pas
Pos P33 P3s
Pyg = Pay
Pss
Pes
Pz
Pos P3s Pss

Como podemos ver na matriz acima, para os outros mésons, todos os elementos nao
nulos da matriz Pyp fazem parte da diagonal principal. Entretanto, para o m°, on e o
1’ existem elementos nao nulos fora da diagonal principal. Podemos escrever a matriz

reduzida (simétrica)

POO P03 P08 POO P03 P08
PZXB =Puap = | Pso Pss Pss| = | Pos Pss Pss|. (C.185)
P80 P83 P88 P08 P38 P88

Antes de encontrar os termos da acao bosonizada quadratica, precisamos encontrar a

inversa da matriz Pypg. Primeiro iremos escrever explicitamente os elementos desta matriz

na base de sabores.
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Elemento Pyy Temos

POO — 26600 + KdOOy§y7

Os coeficientes simétricos sao dggp, 7 0 apenas quando y = 0. Entao consideraremos a

constante de estrutura simétrica

d000 = o

Assim, Py fica

2_
POO =2G + K\/;Sg.

Considerando (C.56a),

211 /2 _ _ _
Poo = 2G + K/ = | =1/ 2 (5 .
00 G+ \/;[2\/;(8 +Sd+8)

Y

K _ _ _
POO =2G + g(su + Sa + Ss).

Elemento P33 Temos

Pgs = 2G83 + Kdazy 5y -

Como ds3y # 0 somente quando y = 0,8, consideraremos as constantes de estrutura

simétricas

)

Sl

1
d = -, d =
330 \/6 338

e P33 fica
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1\ 1\
Pas = 2G + K[ ———= )50 + K[ — ) 5s,
o =26k~ Jaor (75 )

K _ 2 _
:26—5<\/;so—%58>.

Considerando (C.55¢),

K_
P33 =2G — ESS

Elemento Pgg Considerando

ng — 26688 + Kdggygy,

temos que dsg, # 0 apenas quando y = 0,8. Entao consideraremos as constantes de

estrutura simétricas

1
d880 - _%, dggg = —ﬁ.

Entao Pgg fica

%8:2GK<_i%>§r+<_j%>%7

e considerando (C.56a) e (C.56¢),
1
4 3 2

1 2 _ _
P88:2G—K{—-—(su+sd+ss)+

K _ _ _
ng =2G — E(Zsu + 28d — SS).
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Elemento Py3 Temos

0
P03 ZQGM‘F Kd03y,

e como dgzy # 0 quando y = 3, entao consideraremos a constante de estrutura simétrica

1
dosz3 = ———,
033 \/6
Entao Pys fica
K _
Pos = ——=s3

Considerando (C.56b),

Elemento Pys Levando em conta

0 _
Pog = ZG%‘F KdogySy,

temos que dggy # 0 quando Yy = 8. Entao consideraremos a constante de estrutura

simétrica

d088 =

el

Entao Pyg fica

Considerando (C.56¢)

(Su +5a —2ss).

K
Pos = ———
08 6\/§
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Elemento P3g Considerando

0 _
P38 = QG%‘F Kdggysy,

temos que dsg, # 0 quando y = 3. Entao consideraremos a constante de estrutura
simétrica
1
dsgs = —=.
V3

Entao Psg fica

e considerando (C.56b),

Como Pyp ¢é simétrico,

PO3 = P307 POS = P807 P38 = P837

os elementos da matriz Pyp (C.184) sao

K _ _ _ K _ _
POO =2G + g(Su + Sq + Ss), (C186a) P03 = —ﬁ(su — Sd), (0186(1)
K K _ _ _
Pax: = 2G — __57 .186b Pos = —F—= uw —2 s/ 1
33 G 28 (C 86 ) 08 6\/5(8 + Sa S ) (C 866)
K _ _ K _
Pggs = 2G — —(2sy + 254 — ss), (C.186 Psgs = —— (s, — S4). C.186f
88 6( d ), ( c) 38 2\/5( a) ( )
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Inversa da matriz

Podemos encontrar a inversa de uma matriz 3 x 3 com [174,175]

1
Al = Wadj(A), (C.187)

em que a adjunta’ da matriz A é
Q22 Q23 iz ag2 a2 a3
az2 a3z asz3 a3z Qg2 Q23

. Qg3 Qg a;; as a;z A
adj(A) = , (C.188)
asz3 a3 as;  ass Qg3 Q21

Qg1 Qa2 a2 Ay a;; Qg2

az; as2 a3z Aa31 Qg1 Qg2

em que cada elemento dessa matriz 3 X 3 ¢ um dos menores da mesma®*. O determinante
da matriz (C.185) é

det Pog = PooPssPss + 2PosPosPss — P3sPhs — PssPhs — PooPig, (C.189)

e cada termo é dado por

. 2. _ 2_ _ 7. _ 4_ _ 1_ _ 1_ _
PooP33Pss = 8G? + GK? [—gsusu — gSaSa — gSsSs — gSuSa — §SuSs — SaSs
+K? i§§§ +i§§§ +i§§§ +i§§§
18uus 36uss 18dds 36555

_ 1__ _

+-84,84Ss — —SsSsSs | , (C.190a)
36
3

2Po3PosPss = = [S1.SuSu + SaSaSd — SuSuSd — SuSdaSd — 25uSuSs

2848455 + 45.845s) , (C.190D)

3Esta matriz adjunta é a transposta da matriz dos cofatores. Nao confundir com a adjunta hermitiana.
4Considerando uma matriz A m x m, seus menores de grau (m —k), k < m, sdo os determinantes das

submatrizes k x k de A [146]. Aqui calcularemos os primeiros menores, ou menores de grau 1
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1_ _ 1_ 1 _ 1_ 1. 1. _
P33P5g = GK? {%susu + 355484 + g 558 + TgSuSa — gSuSs — g8ass

1 - _ _ 1 _ _ | 1_ - _
+ K3 {—msususs + %susssS — mSanSs + %sdssss

1_ _ _ 1__ _
—5susdsS — %ssssss} , (C.190c)

1_ _ 1_ _ 1_ _ 1_ _ _
P88P(2)3 =GK? [Esusu - asusd + Esdsd:| +K? |:_ﬁsususu — ESdeSd
1_ _ _ 1_ _ _ 1 - _ _ 1___}

S

+ﬁ§u§u§d + iSuSde — ﬁsusdss + msususs + deSdS

1. _ 1. _ 1. _ o 1 _
PooP3s =GK? {gsusu + GSasa— §Su3d:| + K3 {—sususLL + —545454
1 - 1 1_ _ _ 1 _ 1

+ —%sususd — %susdsd%sususs + %sdsdss — 1—85usd351 . (C.190e)

Juntando as expressoes (C.190) podemos escrever o determinante de Pypg como

GK? _ K3 A

det P‘XB = 8G3 - [Sugu + gdgd + gsgs] + Igugdgs = Z (0191)

Precisamos agora encontrar os menores da matriz (C.185) para encontrar a sua adjunta,

e, em seguida, sua inversa.

Elemento too O menor tyy é

P33 P38

"
too = Pgy’ = PP
38 Pss

= P33Ps8 — P582, (C.192)

entao

2

2 _ _ _ Ker_ _ _ _ _ _
too = 4G? — §GK[SLL + 84+ 8] — D SuSu+ (54 —5s) —25u(54 + 56| (C.193)
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Elemento t33 Este menor é

- Poo P
tys =Pyl = | " %) = PoyPgs — P, (C.194)
Pos  Pss
entao
tss = 4G% + GKs, + K3(5, 4 54)% (C.195)
Elemento tgg O menor tgg é
. Poo P
tes = Py = OB = PogPy — P33, (C.196)
Po3 P33
e entao
GK, _ _ _ o _ K2r _ _ o _ _
tgs = 4G2 + ?[2(susu +54S4) — SsSs) — o [(su —54)° 4+ 45,(5u +54) + 45555] )
(C.197)
Elemento ty3 Este menor é
. |Pys Py
tog = Posl = | ® | = PygPag — Py3Pss, (C.198)
P Psg
e assim
fos = — (50 — 54)AG — K(5u + 54 — 5] (C.199)
= —F—=8u— - u — Ss)l- .
03 WG d d
Elemento tys Este menor é
~ Pos P
tog - ngd] - 03 08 - P03P38 - P08P33, (CQOO)
P33 Psg

logo

K _ _ _ _ _ _ _ _
tog = m{zl@(su +54 —2ss) — K [(su —84)% +55(Su +54) — 25555} } (C.201)
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Elemento tss Este menor é

. |Pog P
tas = Pol = | % "% = PpgPys — PooPas, (C.202)
P3s  Pos
e assim
fas = (50 — 54)[-8G — K(5u + 54 — 25,)] (C.203)
= ——=Su — - - uw - s)l. .
38 83 d a
A inversa da matriz Pyg é dada pela matriz simétrica Typ
Too Tos Tos
Toap = [ Tos Tss Tis (C.204)
Tos Tas Tss
em que cada elemento é dado por
tap  Atap
TOC = — =
B Ay A
com o determinante de Pyg dado por
A = 32G® — 2GK?(5, 8y + SaSa + 8s8s) + K*sy 5455 (C.205)
Entao, cada elemento de Typ €
Top = ox {4867 — 8GK(5, 454 + 5.)
00 — 3A u d s
K2 [gugu 4 (5q—585)% — 25u(5q + 55)] } , (C.206a)
1 _ _ _
Ty — i{SQGQ + 8GKS, — K2(5u + sd)Q}, (C.206b)
1 _ _ _
Tes = A {96G2 + 8GK[2(5 5y + SaSa) — SsSs)
—K2[(§u —5q)? + 45, (50 + 54) +4§S§S} } (C.206¢)
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K o

Tos = ——(su —8q)[4G — K(sy + Sq — Ss)], C.206d

03 \/EA( d) ( d ) ( )

Tos = 3\/_A{4G Sut 54— 25,) —K[(5u = 50)” + 5. (5u+50) — 25,5, |, (C.2060)
K o

Tss = (Su —5a)[—8G — K(sy + 54 — 25,)]. (C.206f)

2v/3A



Apéndice D

Calculos do Capitulo 4

D.1 Condensado

D.1.1 Calculo do traco no condensado

Precisamos calcular o termo do trago. Considerando (4.3), ficamos com

5 © tanh(BT)
tr 87 :L dtexp [—T(Mf + i +piTTf>] tr{[—(p ¥+ My]

. (p-v)L }
1 tanh(B —— . D.1
X[1 4 ty1ysss tanh(Bet)] o’ (Br1) (D.1)
Definimos o termo do trago de (D.1) como

t=tr { [—(p . 'Y)” + Mf:| [1 + i’Yl'YQSf tanh(BfT)] — &} , (D2)

cosh?(By1)

entao

~ °° tanh(B¢T)
trS]‘; :J dTexp{—T(M?—l—pf—i—piB—Tf)] x t
0 f

(D.3)

Calculando o trago (D.2), teremos

0 0 . 0 WO
t=tr {—M— (P - ¥rvivaiss tanh(B,t) + My + Myiyyysse tanh(B,t) — cosh?(B,7) [
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em que consideramos que tr[y,y~Yy...] =0 quando temos um nimero impar de matrizes

Y (em azul) e tr[y,y+] =0 quando p # v (em vermelho). Assim, o trago fica

Substituindo (D.4) em (D.3)

~ o tanh(B¢T)
JEI‘S{j :JO dTGXp |:—T(M12c +pﬁ —l—piT;)}le, (D5)

e substituindo (D.5) em (4.7)

- N, dip [ 5 o o tanh(BT)

0

D.1.2 Integrais em p do condensado
Integral [; do condensado

A integral I, é dada por

I, = J d*p exp (—’tpﬁ) :

Podemos escrever

d’p = dpsdpa,
pi =p3 + P,

e entao a integral fica

L :J dps dps exp[—T(ps + pa)l,
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= J dps exp(—Tp3) Jdm exp(—Tp3).

Temos a integral gaussiana

entao

L

A1

Integral I, do condensado

tanh(B¢T)
IZ = J dQPJ_ exp |:—TP2L T’tf] .

Considerando

dQPL = dp; dp2;

pl = pi+pi;

a integral fica

o0 tanh(B¢t o0 tanh(B¢t
I, :J dp; exp {—;ﬂp?] J dpa exp [—#Pi]-

B¢ By

—00 —0o0

Novamente temos integrais do tipo (D.8), entao

Bfo

Lh=— "
2 tanh(B¢T)

(D.7)

(D.10)

(D.11)
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D.2 Polarizador para f = f’

D.2.1 Integracao em x,x',p’ e q’

Temos a integral

dp d4p/ d4q d4q
I — 4 4.1 /
1 Jd"d" )t (2t (2m) (2t o400 )
x 2N tr[8T 58T 5] el (PP egtaxgta™’, (D.12)

Organizando as exponenciais,

4 4 4
J dfx d_xlei(P*P/)(X*X/)efiqxeiq'xl :J d'x d™x’ ei‘pxefip’xefipx’eip’x’efiqxeiq’x’
(2m)* (270) (2m)4 (27)* :
4 4.,/
— dx d'x ex(P—p'=q) X (p'—p+q’)
(2m)* (27)* ’

e integrando em x e x’

etPPImemtaxeta™ = W’ + (p — q)IsWp’ — (p —q')],

=5Whp'—(p—q"). (D.13)

dix dx’
J (271)* (270)*

Substituindo na integral (D.12)

L. — d4p d4q a4 /d4 'S ng N 8fysSt
0= | Gyt oyt 4P 40’ 57a(@)375 ()2Ne r[8}v587, 73]
x 8Wp'—(p—q)sWp' — (p—q).

Integrando em p’ e em q’

dp d* f
tr = [ e a5 (12N 557585 (D.14)

e fazendo a substituicao

P=p’+g, =  p-g=p -1 (D.15)

podemos reescrever a integral (D.14) como’

L Por simplicidade, faremos p — p’
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d'p d'q 2 2
Iff = W (27_[)467'[0((—q)67'([5(q)2thr Sp+%’Y58p7%’y5 . (D16)
Definindo
_ q
P+ =P+5, (D.17)
temos
diq
Ier = W&ta(—q)éﬂs(q)fo, (D.18)
com
Grelq) 2N, [P i [87 57 D.19
rr(q) =2N¢ (2)" r| p. V5 p775}' (D.19)
D.2.2 Calculo do traco
Substituindo (4.3) no trago em (4.22), temos
o . , tanh(B¢T)
tr [8£+'}/5S;7'}/5:| :JdeT exp |:—T(M$ +p2+|| +p2J‘B—fT>:|
, tanh(B¢t’)
exp l—’t (M?c +p2,H +p2lT’CT>}
: (p+-¥)L }
t — . M¢| 1 — tanh(B -
f{{[ (p+-v)y + f][ iy1Yvass tanh(B¢1)] cosh? (B 1) 5

[[—(P . y)” + Mf:| [1 —iy1y2ss tanh(Bet’)] — C(()ls)}:T];/f)Tl’)} V5} :

Definimos o termo que envolve as matrizes y como

cosh?(B¢T)

t=tr { [[—(m Y)| + M¢|TTe (1) — &]%
|

[—(p_ . y)” —+ Mf} ﬂf(’r') — CSS)T];/:TL/)} YS} s (DQO)
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onde

”f(T) =1- i’yl'YQSf tanh(Bf’r).
Considerando
Ys(P-Y))=—P-V)vs,

Ys(p-v)e=—(p-v)LYs,
YsITe(T) = TTe(T)ys,

reescrevemos a equagao (D.20) como

t=tr { {[—(m V) + M (1) — %]
x [[—(P— <Y+ Mf]”f(’f,) — CSSDT];/:;J } ) (D.21)

e, abrindo os produtos,

t=tr ¢ —(py V) Te(T)(p— - v)TTe(t)) — (P4 - ¥) e (')

0

~ P Vo) B +W+ T (EM T ()

0
+W/(W (p+ 'Y)J_ (p_ . ‘Y)H”f(’r/) . C(p—!— 'Y)J_ . f(T/)

cosh?(B¢t’)  cosh? (B¢7) £T)

0

(p+-¥)e (p—-v)1
cosh?(B¢t) cosh?(B¢t’)

Y

em que consideramos que tr[y,y+Yyp...] = 0 para um nimero impar de matrizes y (em

vermelho). Entdo, podemos expressar t como

t=1 +ty+t3+ 1ty + ts, (D.22)
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com

ty =—tr[(ps - ¥) e (T) (p— - v) TTe ()],

==t () ) B
tyg = tr[MeTTe(T)MITe(T')],
t4=:—41_E%;%i%%ijfp—'W@HTH(Tq_
o= o] PV (Y

° | cosh?(Byt) cosh?(Bet’) |

Calcularemos estes tragos separadamente. Nestes calculos consideraremos a proprie-

dade

(p-

Termo t; Temos

V) Te(t) =TTe(T) (P - V-

ty =—tr[(py - v) e (D) (p— - v) ()],
=—tr[(ps - ) (p— - v) T (OTTe ()]

Calculando cada produto separadamente teremos

P+ Y)ilp—-v)y=—(ps - P

)+ (PsP3 — P3Py )VaYs

(D.23)

1
”f(T)ﬂf(T/) = {1 —i—}y{tanh(Bf’C) tanh(Bf’t') + sf[tanh(BfT) + tanh(BfT')]iylyg}.

Substituindo em t;

(D.24)

t1 = 4(p+ - p—)[1 + tanh(B¢1) tanh(Bet)],

em que consideramos as propriedades
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tr(yiy;) =0 se i#0,
tr(vaysy2y1) = tr(—ys) = 0.

Termo t, Temos

1

ty=——————
? cosh? (B¢ t’)

tr[(p - ) TTe(0)(p" - ¥) L]

Podemos continuar o célculo de duas formas

1. Pela propriedade ciclica do trago

1

tp=——
2 cosh?(B¢ ')

tr[TTe() (p - ¥)(p" - ¥)L].

2. Pela equagao (D.124)

1

ty=———
2 cosh?(B¢t!)

tr[TTe(T)].

Precisamos ver qual a relacao de comutacao entre (p -y)) e (p’-v).L. Apos algumas

manipulacoes, obtemos

Py -v)L=—p"-v)lp-v)

entao podemos reescrever to como

—1

—1
ty = - -
2 cosh? (B¢ ')

~ cosh?(Byt’) tr [ﬂf(_l)(P Y)p' Y)L],

tr[Te(p"-v)Llp-v)y] =

e o argumento do trago fica

(D)’ - v)(p-v)y=—T(t)p - v)Llp V)

o que s6 pode ser verdade quando o argumento ¢é igual a zero. Entao

023
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Termo t; Temos

ty = M% tr[ﬁf(T)ﬂf(T’)] .

Pela equagao (D.24),

t3 = 4M2[1 + tanh(B7) tanh(B,')].

Termo t; Considerando o mesmo argumento de t; em D.2.2,

ty = —tr {%(P— 'Y)|”f(T/)} =0.

Termo t; Temos

ot {(m-vh (p—-v)L }
5 = — I 2 p) )
cosh”(B¢T) cosh”(B¢t’)
—1
~ cosh?(B¢1) cosh?(Bst!)

trl(py - v)(p—-v)oLl

Considerando

trl(py - v)olp— - v)il = —4(py -p) L,

entao

4lp+ - p-)1

ts = .
° cosh?(B¢7) cosh?(Bst’)

Finalmente, podemos escrever o traco t como

t=4 { [(er ’ P—)H + Mﬂ [1 + tanh(B¢T) tanh(B¢t')] + (p+-p- )L } '

cosh?(B¢t) cosh?(B¢t’)

(D.26)
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D.2.3 Integragao em p

Antes de comegarmos a integracao, devemos levar em conta que

2

q
(py-p )y =pj+ 7”

Temos integrais do tipo

Jd2p| exp [—(Pi||’t+p2,”’c’)] [, pjl =
2 2
Jd2p|| exp{—{(m + %) T+ (p” — %) T’] }[1,p|2] =1,,, (D.27)

ou seja,

L =sz19| exp{— [(Pn + %>2Tj (Pn - %>2T! }
I ZJd2P| Pi exp{—{(m + %) T+ <PH - %) T'} }

Integral I,

A primeira integral que precisamos calcular é

I :Jd%n eXp{— [(m + %)21 + (Pu - %)21’} } (D.28)

Para expressarmos a integral em coordenadas polares, precisamos reescrever as variaveis

Cco1mo

. Jd2p|| = Jdpg dp, = Jdej lpy| dpy = Jdejduu,

o u=(p2+p)i= P

)

Ps = ‘p||| cos© =ucos0,

Ps= ‘p||| sin® =usin 0,
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o q)=|d]=(a3+qD?,

e entao a integral fica

I :J duuexp{— }
0

A parte angular desta expressao é resolvida ao utilizarmos a integral notavel?

q2
WA(T 4+ 1) + —L (1 + 1)

27t
0 J d6 exp[—(T — T')uq cos 8].

0

27
J d@ e 9 = 2mI(A), (D.29)
0

em que Iy é a funcao de Bessel modificada de primeira espécie. Assim, I; fica

o0 T— T/
L :L duwexp|[—(t+ ) u?]2nlo[(T — ') uqyl exp {—( 7 )qﬂ.
Esta integral é tabelada®
JOO dxxe P Io(ex) = A2 = L ow(S (D.30)

entao

/

exp (—qu) (D.31)

I, = p
T+

(t+ 1)

Integral I,

A segunda integral que queremos encontrar é

I ZJd2P| Pi exp{— {(m + %)QT + <PH - %)QT'l } (D.32)

2Equacao 3.339, p.340 de [158].
3Pagina 306, [176].
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Da mesma forma que fizemos com Iy, reescrevemos I, em coordenadas polares e inte-

gramos em 0 usando a expressao (D.29) para obtermos

N ‘ T+
I, = L duu® exp[—(t+ v/ )u?]2nlpl(T — T/ )uqyl exp {—( T qﬁ] .
Utilizamos a propriedade
JOO dxx*e P I(cx) = 9 JOO dxxe P Ty (cx) = 1 1+ < e (D.33)
0 ~ ST T ap2 |t Tap) '
entao
Tt (t—1')? , .,
I, = 14— _ ) D.34
2 (’t—i—’c’)?[ + 4(T+T/)qll exXp (T+T/)qll (D.34)

Substituindo (D.31) e (D.34) na equagao (4.26),

8NC / / '
Girlq) = - Jd%aLJdewemp{—AAﬂT—kT)}exp{——¥35——qi]

2m)t" (t+ )
tanh(B¢T) , tanh(B¢t’)
X exp{—[’rpiJ T’ff +7T PELTJ}
1 dj (ps - p-)
— | M2= 1|1 + tanh(B¢t) tanh(Bst’ P

. {(T+T’)2 [( oy >[ + tanh(By) tanh(B,v')] + cosh?(B¢t) cosh?(B¢t)

1 N2 q2 ,
teron ((TT +TT/)) “L| [+ tanh(B) tanh (Bt )]}. (D.35)

D.2.4 Integracao em p,

Da mesma forma que fizemos pra p, temos integrais da forma

|
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onde definimos

t = tanh(B¢T), t’ = tanh(B¢t’).

Integral I;

A primeira integral que queremos calcular é

I :Jde exp{— {(m + %>2t + (pu - %)Qt/} } (D.36)

Expressando a integral em coordenadas polares,

JdQPL ZJdpldm zjdejlmldm :JdGJVd\’;

com
o v=(pi+p3)? =lp.l,
e p1=Ipilcos® =vcosb,
e py=|pilsin® =vsinb,
e q.=1Gl=1(q]+ q%)%-
Entao

> 2 N, 41 : o (t—t)
I3=| dvvexpq—|vi(t+t)+——(t+1) dBexp|— vq, cosB|.
0 4B 0 B

A parte angular é dada pela integral notavel (D.29), assim

0 t+t/ (t—1t') (t+t)
L=| d — 2 oml — 2,
3 JO VVeXp|: Bf V:| 7T 0|: Bf VqL eXp 4Bf qJ_

Como vimos em (D.30), essa integral ¢ tabelada. Entao

7By q3 tt’
I = S AR D.37
s (t+t’)eXp< Bf t+t/ (D-37)
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Integral I,

Queremos resolver a integral

I, :Jdei P exp{— {(m + %>2t + (pL - %)2@ } (D.38)

Da mesma forma que fizemos com I, obteremos

[ 3 (4t (t—t') C(t+t)
I4—J0 dvv exp[ B, V}Qﬂlo[ B, v(q | exp 1B, qil-

e pela propriedade (D.33),

_ mBj (t—t)?% q* q. tt’
L= (t+t)? {1 T hr) 4BJ eXp {_B_f(tth')}' (D-39)

Substituindo (D.37) e (D.38) na equagao (D.35),

4.2 (% , ) , o, o,
Gre(q) BB Jo drdt’ exp[—Mj(T + T')] exp {_—(T—l-’t’) q”1 exp {——(’H— ) qL}
1 1 B2 (t—t)%q7
X 3 5 1+
(T + T/) cosh?(B¢t) cosh?(Bet!) (t+ 1) (t+1t/) 4B

Bf 1 2 ﬁ / qi
—— |1+ tt'] —
+ (t+1t) {(T%—’U) ( oy [T+t 4(T 4+ 1') cosh?(B¢t) cosh?(Bst)

N9 A2
=)y +tt’]}}. (D.40)

D.2.5 Mudanga de variaveis de Tt e 1’

1
i (T+1)?

(t+71/) 4

Focaremos agora na mudanca de variaveis

T=zy, T/:Z(l_y)a

onde z € [0,00[ e y € [0,1]. O jacobiano desta mudanga é
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a(T,T’): o1 g—g |y z
ozy) |5 55| |-y —z

2
° %:z(%—l),

ot tanh(B¢z) [1 — tanhQ(szy)}
[ et
[1 — tanh(B¢z) tanh(Bfzy)] ’

v 2tanh(Bezy) — [1 + tanh®(Bszy)] tanh(Byz)
[ ] —_ =

1 — tanh(B¢z) tanh(Byzy)

tanh(Byz) — tanh(Bzy)

tt’ = tanh(B
y anh(Byzy) 1 — tanh(B¢z) tanh(B — fzy) |’

tt’  sinh(Bfzy) sinh[Bsz(1 —y)]
t+t/ sinh(B¢z) ’

1 — tanh?(Bszy)

1+tt') =

o (1+tt) 1 — tanh(B¢z) tanh(Bszy)’
1+ tt’

° v :COth(BfZ),

1 [1 — tanhQ(szy)] 2 [1 — tanhQ(sz)}

=|—zy—(1—y)z| =z

Y

cosh?(Bszy) cosh?[B¢z(1 — y)] [1 — tanh(B¢z) tanh(szy)]2

(D.41)

(D.42)

(D.43)

(D.44)

(D.45)

(D.46)

(D.47)

(D.48)

(D.49)

(D.50)

(D.51)

(D.52)
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1 1 1
cosh?(Bszy) cosh?[Bsz(1 —y)] (t +t/)2  sinh?(Bsz)’

(D.53)

D.2.6 Mudanga de variaveis em T e T/ - Organizagao da integral

Antes de substituir os termos calculados até aqui em G¢¢(q), precisamos organiza-los.
A equagao (4.27) fica

2NC o / tt, 2
Gre(q) = J drdt’ exp[-M}(t + 1')] exp [_L)qf] exp {__q_L}

472 0 (t+7 t+t’ By
1 1 By N 1 B (t—t')? g2
(t+71') | cosh?(Bst) cosh?(Bet!) (t+t)2  cosh?(B¢t) cosh?(Byt/) (t+t/)2 (t+t/) 4Bf
M2 — q|| (1+tt)  (t+t) 1 a9t
4 ) (t+t)  (t+t)2cosh?®(Bst) cosh?(Bet!) 4
1 (t—1)24df | (14 tt)
+ —
(T+ 1) T+T 4| t+t 7
© tadd tt’ q 1
dtd M ' —L
fL T Texp[ f(t+1) — T+T,¢l|} [ t+t’BJ(T+T’)
B 1 1 2 [(t—t)?
2 2 f/2+ 2 2 /2q_l|:( /) _(t+t/)
cosh”(BT) cosh (B¢t/) (L4 t7) cosh®(B¢t) cosh®(Bet/) (t+t/)2 4 | t+t

(1+tt 1 —1)2q;
+—) M% _ ﬂ |1+ uﬂ ]
t+t/ 4 T+ T/ T+1 4
Considerando
t+1t/)? 4tt’
t+t/ t+t/
entao

Ne ~ , T’ tt’ g2
0

X

1 1 B [ _qi tt’ ]
(t+71') | cosh?(B¢t) cosh?(Bet) (t+ /)2 Brt+t/

(1+ tt") ) qi 1 (t—1)%q]
(Mf 4 +(T+T’) + T+1 4 ’

t+t/
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em que deixamos em destaque as expressoes que precisam ser substituidas. Ao conside-
rarmos (D.42), (D.44), (D.45), (D.49), (D.51) e (D.53), teremos

Nc 00 1
Gre(q) :27_[2ij0 dZZL dy exp|—M#z — zy(1 —y)qf |

y sinh(Bzy) sinh[Bsz(1 —y)] g%
ol aL
CXp sinh(B¢z) B¢

2
X ; {Coth(sz) [(M% — %) + %

N { B [1 B g% sinh(Byzy) sinh[Bsz(1 — y)]} }
sinh?(B — fz) B¢ sinh(B¢z) ’

2
1+2z(2y — 1)%”

entao

Gre(q) = NZBfJ: dZJ1 dy eXp{—Z[M? +y(1 —y)qﬂ } eXp{

_sinh(szy) sinh[B¢z(1 —y)]
27T 0

sinh(B¢z)
X {coth(sz) {M% + % —y(1 —U)qﬂ

B¢ [1 g? sinh(Byzy) sinh[Byz(1 —y)]} } '

|1 22 :
sinh?(B¢z) B sinh(B¢z)

(D.54)

D.3 Polarizador dos kdons neutros

D.3.1 Fase de Schwinger

Podemos escrever as fases de Schwinger de (4.31) como

/ / I’B / !
De(x,x") + Dp(x',x) = 7(X1 +x1)(x2 —x3) (g — q¢/).

Apesar de f # ') as cargas s@o iguais, ja que

da = (s :_57

em que e é a carga do proton. Assim, as fases de Schwinger se cancelam, e ficamos com

eid)f(x,x/)eid)f/(x/,x) —1.
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D.3.2 Integragao em x, x’, p’ e q’

Integrando em x e x’, utilizando a defini¢ao do delta de Dirac, temos

J d*x d*x’

(27-[)4 (27-[)4ei(P—p/)(X—x/)eineiq/x/ _ 6(4)[p/ . (p + q)]6(4)[q/ o (p __pl)] <D55>

Substituindo na integral (4.34) e integrando em p’ e q’

dip d'q s sp
T :2NCJ (2784 (2734 tr [s;y58{,+qy5] SM*(—q)5M(q). (D.56)

Faremos a substituicao

p=p'+ g
o ﬂ 7 ﬂ
pra=p —5+q=p"+,
entao*
dip d? . L
Iy = 2NCJ (2734 (2734 tr[81_4v587, 4v5]SM*(~q)5M(q). (D.57)
Definindo
pr=p=* g (D.58)
teremos
d'p d'q Sf o, af x
Ty = 2NCJ o2 [sp%smyg,]zsm (—q)5M(q). (D.59)

4Por simplicidade p’ — p
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D.3.3 Calculo do Trago

Substituindo (4.3) no trago em (4.36), obtemos

tr |:S'];,Y5S-1;/+y5:| =tr { |:J dt exXp |:—T (M? + p2_H + pZ_J_
0

tanh(BfT)
Bt )}

{[_(p “ )| + M¢][1 — y1Yass tanh(Be1)] — %H Vs

o tanh(B¢/t’)
J, e (gt ot 2 )
0 f

[[—(P+ Y+ Mf/} [1 —Y1Y2S¢ tanh(Bf’T/)] - %H Y5} .

Definimos

ﬂf(’t) =1+ i’]/l']/QSf tanh(BfT), <D60)

entao

S gt ” tanh(B¢t
tr [8{,71’55;‘}/5} :J dtdtexp {—T<M$ + P2—u + pQL%)]
f

0
tanh(ch’))]

2 2 2
exp [_T/ (Mf’ TPy T PiL BT/

o { [Hp— “Y)j + MlTTe(t) — %]%

(p+-v)L
— . + M T (7)) — ———— ) D.61
{[ (P ¥+ Moo - BV, (D.61)
Definimos o termo que envolve as matrizes y como

t= tr { [[—(p =V + Myl () — %}%

=ty Moo - e (D.62)

Considerando

Ys(p v =— P ¥)vs, (D.63)
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Ys(P-Y)L=— (P v)LVs (D.64)
YsITe(T) = TTe(T)ys, (D.65)

entao

0
t=tr {(P V)T (D) (P = V)T (/) — (p— - y)1I T (T')

0

- (p— : Y)Hﬂf('f)(pg;m +W+ Mfﬂf("f) Mf/”f/(T/)
cosh*(B¢/t/)

0
+W(W ~ PV it~ P Y )

cosh?(Byt/)  cosh?(B¢t) T)

(P—-v)L (p+-V¥)L
cosh?(B¢t) cosh?(Be /) [

em que consideramos a propriedade tr[ysypYy-..] = 0 para um nimero impar de matrizes

v. Podemos escrever t como

t:t1+t2—|—t3—|—t4+t5, (D66>

em que

ty =—tr[(p— - v) e (T) (p - ) T (T')],
(py-v)L |

cosh?(B¢t’) |

ty = tr[MTTe(T)Mp T (T)],

(- Y1 (

| cosh?(B¢T)

[ (p—-v)L (ps-v)L
| cosh?(B¢t) cosh?(Bet!) |

ty =—tr|(p_ - v)ITs(7)

ty=—tr P YT (')

t5:—tr

Calculando cada termo separadamente, ficamos com

Termo t;

ty =—tr[(p— - v) e (D) (ps - v) T (T))], (D.67)
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=—tr[(p— - v)y(p+ - V) TTe(D)Te ()]

Considerando o produto (p_ -v)(p+ - v)|°,

(P— - V)p+ V) =— (P+ - P + (PsP3 — P53 P4 )YaYs (D.68)

e o produto TT¢(T)TTe (T/)°

ﬂf(’t)ﬂf/(’t') =1+ tanh(BfT) tanh(Bf/’C’) + iSf’YlYg [tanh(BfT) + tanh(Bf/T')], (D69)

podemos escrever t; como

==t { = (pu p)y — (p- +p- )y tanh(Br) o (B )

0

0
—i(py - p)seyays” [tanh(B¢t) + tanh(Bet')] + (pr s — Ps Pa )¥aYs™
0
— (p1P3 — P53 P Jvays tanh(Bet) tanh(Bet')

0
+(PiP3 — P3Py )YaysyTY2 is¢ltanh(Bet) + tanh(Bf’Tl)]} :

em que utilizamos as propriedades

o tr(yiy;) =0 se i#], (D.70a)
o tr(ysysyrve) = tr(—ys) =0. (D.70Db)

Entao
t1 = 4(ps - p-)y[1 + tanh(B¢t) tanh(Bet')]. (D.71)

Termo t; Considerando o mesmo argumento que utilizamos para ts em D.2.2,

(1) (py - v)L

D.72
cosh?(B¢ ') ( )

ty = —tr{(p_-v)TTs

5Consideramos a propriedade yoYo = —1
6F facil mostrar que S¢Sfr = s% =1.
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Termo t; Temos

t3 :tr[Mfﬂf(T) Mf/”f/(T/)], (D73)
e pela equagao (D.69),
t3 = 4Mfo/[1 + tanh(Bf’c) tanh(Bf/’t')]. <D74>
Termo t; Pelo mesmo argumento de ts,
(p, ) Y)J_ / :|
ty=—tr| ——— <y) e (Th).] = 0. D.75
4 r|:COSh2(BfT) (p+ - v) e () (D.75)
Termo t5 O ultimo termo do traco é
£ :_tr[ (sz- YL (pg-vh } (D.76)
cosh”(B¢T) cosh®(B¢t/)
e apos algumas manipulagoes algébricas, obtemos
4 .
___ Aperp . (D.77)
cosh”(B¢T) cosh”(B¢/t/)
Assim, podemos escrever o trago t como
t=14 { [(er . p,)H + Mfo/} [1 + tanh(BfT) tanh(Bf/T’)]
(P+ - P-)1L } . (D.78)

cosh?(B¢t) cosh?(B¢ /)

Substituindo (D.78) em (D.61),



211

tr |:g]f37'}/5gg+'}/5:|

o tanh(B
:J dtdt’ exp |:—T<M]% + ‘p2,H + sz_—an ( fT))‘|
0 Bt
tanh(B /T/
Bf/T

X 4 { [(P+ . p_)” + Mfo/] []_ + tanh(BfT) tal’lh(Bf/T/)]
(p+-p-)1L } '

cosh?(B¢t) cosh? (B4 1)

D.3.4 Integragao em p

Nos proximos calculos, devemos levar em conta que

entao

e podemos escrever os

NN}

p+=p+

po=[(ps+ L) (pa+3)] =gy + 2L,

pa=[(0-2) Gr-$)] -2

termos p| como

2

(p+ - P-)) =P — %,
=G 2 o 2

= ) )

Reescrevemos G¢/(q), dado por (4.37), como

(D.79)
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d4
Ger(q) = 8NCJ (2734 Jd'cd’cexp [—TM} —1t'M}]
" Cn? tanh(B¢T) g tanh(B¢t’)
eXp p—L BfT ‘p—O—L B /T/
q q q
X exp[ (pH ——”) —T <p| + ”) :| {lp% ” ‘f‘Mfo/]
(p+-P-)L
1 + tanh(B¢t) tanh(Be1')] + . D.80
[1 4 tanh(B¢t) tanh(Bst')] cosl?(B 1) cosl2 (B o] (D.80)
Considerando
d'p = d*pyd’p.,
entao
Ger(q) = SNe JdeTJdQPL exp[—TM} — T'M7}/]
(270)* !
o tanh(Bgtr) 5, tanh(Byt')
X exXp _TP_LB—fT_Tp B =

X {U d2P|I exp {T<p| — q2>2 (PH %) }p| 1 + tanh(B¢t) tanh (B¢t )]}
Jd2p| exp |:’['<p| _ (]2||>2 7T/<p” . (]2)2} [[Mfo/ — lﬁ]

) (p+-p-)1L
x [1 + tanh(B¢t) tanh(Bet’)] + cost2 (B, 7] coshQ(Bf/T’)” } . (D.81)

Vamos fazer a integracao em pj. Temos integrais do tipo

'(py+ q”) H (D.82)

. 11:Jd2p”exp{—x{ (v _%) i
%) ( P+ ”)ZH. (D.83)

. IQZJd2p||pﬁeXp{— { (Pn—
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Integral I,

A primeira integral que queremos calcular é

I :Jd2p|| exp{—’t{’t(p” — %)2 +T’(p\| + %)2} }

Em coordenadas polares

27T 00 27t o0
Jd2p| :Jdpgdp4 :J deJ Ipy | dpy :J dGJ duu, (D.84)
0 0 0 0
(6]0) 811
1
o u=(p;+pi):=|pyl.
o p3= ‘p||| cos® =ucos0
e py= ‘p||| sin©® = usin 0,
= 1
o q)=q|=(q3+q32.
Entao’

27 0 ) qﬁ ) Qﬁ /
Li=| 8| dpy[pylexpq—[|Pi—Pi-ai+—o |t |Pi+pi-ar+—4 |t
0 0
:J duuexp{— }
0

2

27T
uZ(T—I—T/)—I-%(T—I—T/) J d6 exp[—(T" — T)uq cos 8].

0

(D.85)

"Escrevemos o produto P| * q) como

Produto Escalar
1
p| - dy = [pyajcost,

=uq) cos 0.



214

A parte angular é a integral notavel®

27
J d@ e % = 2mI(A), (D.86)
0

em que Iy é a funcao de Bessel modificada de primeira espécie. Entao

2

b= dwuep e 7)) oo [‘%“ﬂ’) olofug(¥ —v]. (D87

0

Essa integral é tabelada’

o 2 1 C2
dxxe P Ij(cx) = A2 = — exp(—), (D.88)
Jo ° " 2p 4p
entao!’
qi 1 qf (v/ — 1)
[ =2 —— N =——— —_ D.89
! nexp[ 4(T+T) 2(t+ 1) P17y (t+1) |’ ( )
e organizando o argumento do exponencial,
T,

Integral I,

A segunda integral que precisamos calcular é

I :Jd%” P exp{—’t[’c(p| — %)2 + T’<pH + %)1 }

Da mesma forma que fizemos para I, fazemos a mudanca de varidveis para coordenadas

polares e integramos a parte angular. Assim, temos

8Equagao 3.339, p.340 de [158].
9Pagina 306, [176].
Consideramos p — T+ 1’ e ¢ — q (' —1).



215

0 2
I :J duu® exp[—(T+ 1/ )u’] exp [—%(T + 1) 20l [(T" — T)uqy]. (D.91)

0

Utilizamos a propriedade

o0 . a o0
J dxx3e P’ Iy(cx) = — a—J dx xe P*Iy(cx),

0 P Jo
1 27 2
e entao
T (t—)2 4] m
I, = -— ——dqi. D.93
2Tt 1) * (t+7) 4 |7P . (D-93)

Substituindo (D.90) e (D.93) em (D.81),

o0 TTI
nJ drdr’ J d*p | exp[—TM} — "M} ] exp {—T g qﬂ

, tanh(B¢T) , o tanh(Bgt’)
exp —TPﬂB—fT _TerJ_T
T+1 4

1
8 {(T+T’)2 b
i

(Mfo/ — Z) []. + tanh(BfT) tanh(Bf/T’)]

(t—1")2dj

[1 + tanh(B¢T) tanh(Bs1')]

(t+ 1)

(p+-P-)L
cosh?(B¢T) cosh2(Bf,T)] } ‘ (D.94)

D.3.5 Integracao em p,

Reescrevemos (D.94) como
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8N, (% !
Grola) = fymem | v exp e~ M2 exp |t
2 Ayt qu)?_t
Al oo oo~ 2) g 7 (p+ %) g

1
(t+1/)?

( T')?
T+ T

1+ tt'] 4+ L MM,—GI—ﬁ 1+ tt']
( —f—T/) f f

ai
4 4
2t 2t/
ol n oy Lexp{[ P ) et (e 5 g )

1
(T+T') cosh? (BfT) cosh? (B¢ 1/ )] } 7

mas, da mesma forma que fizemos para p),

2
(pep)=pi+ oL, (D.95)

entao

8N,
(2m)*

ovicof -7 -6

1 (T—f—T) qH
(T4 1/)? T+1 4

Geer(q) =

nJ drdt exp[—(—TM} + T'M})) exp[
0

ot

X (14 tt']

1 qi il
MM — 1+tt'] — L
N (t+7) [( . 4 > [+t cosh?(B¢t) cosh?(B¢ 1)

Jerrtenf-(0o- )5+ (%) 5]

1 1
(T+ ') cosh®(B¢7) cosh2(Bf/T’)} } ' (D.96)

com

t = tanh(B¢T), t’ = tanh(B¢1'). (D.97)

Da mesma forma que fizemos com p)|, temos integrais do tipo
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.Igzjdmexp{ { (L—— +Bf/ p. % ” (D.98)

L e P Tk S T (IR S | S X

Integral I3

A primeira integral é

= [ onf [ (- )+ o+ )]

que quando é reescrita em coordenadas polares fica

27 00 27 00
Jd2PL = Jdpl dps = J dGJ dpyilpil = J dBJ dvv,
0

0 0 0

com

e v=(p2+pdi=Ip.l,

1
2

e q. =1q.l=(q]+q3)2,

e p;=Ipilcos® =vcosb,

e py=|p.|sin® =vsinb,

e P, -G, =vq, cosb.

Podemos escrever I3 como

27 o0 t/
IgZJ dGJ dvvexp{—Kv —qucose—i-qL) +(V +qucose+qL> ]}
0 0 4 Bf Bf/

(D.100)

Como q¢ = q¢ € By =|q¢BJ, entédo
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B = By, (D.101)

e I fica

00 2 27t I
ISZL dvvexp{ [Ef(t+t)+f—§f(t+t)”L deexp{_(tht)qucose}-

A parte angular é dada por (D.86)

00 2 2 !
I3 :J dvvexp {—]\;—(t + t')] exp {—q—l} 2mly [(t thL] )

0 f

e considerando (D.88), podemos integrar I3 em v'!

T[Bf tt/ qi
Iy — _ i) D.102
3 (t+t/)eXp[ t+t By (D-102)

Integral I,

A segunda integral que queremos resolver é

I :JdQPLpi eXp{—[B%(m — %)2 + Bt; (m + %) ] }

Da mesma forma que fizemos para I3, efetuaremos a mudanca de varidveis para coor-

denadas polares e integraremos a parte angular. Assim, ficamos com

0 2 I __
14:J v exp| - (¢ 4 t)] exp | 9L (t+t)}2n10{(t t)qu} (D.103)
. B, 2B, B,

Para integrarmos em v utilizamos a propriedade (D.92)

TiB? g3 (t—1t')? tt’ g%
=_2f 11 - - dL) D.104
Ls (t-l—t’)?[ LTI R ey (D-104)

" Consideramos p — (t+t Lec— Tt —t).
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Substituindo (D.102) e (D.104) em (D.96), ficamos com

2

Tt g
q”} * { t+t’BJ

2Ne 47TJ drdt’ exp[— (TM%—FT’MQ,)]eXp[—T_l_T,

fo/(q) e )2 47-[2

(2
T—l—T’ cosh?(B¢T) cosh?(Bet/) (t+t) 4By (t+ 1)
By 1 qH
MM; — 14+ tt
ey {(T+T)< Mpr = 0+ )
1 2 1 _ 12 2
4(t 4+ 1') cosh®(B¢1) cosh?(Bet/) (T4 1/)? (t+7) 4
(D.105)
D.3.6 Mudanca de variaveis de Tt e T
Faremos a mudanca de variaveis
o T=2zy, (D.1064a)
o T =2z(1—v), (D.106b)
com z € [0,00[ e y € [0,1]. O jacobiano desta mudanca de variaveis é
o(t,t’) % g—; y z
— =5 Y= =|—zy—z(l—y)l=z (D.107)
a(Z;U) %_Z aa_y 1— Yy —z
Vamos reescrever alguns termos separadamente
o T+1 =z, (D.108)
o T—1 =2z(2y—1), (D.109)
(D.110)

ot tanh(B¢z) [1 — tanhQ(szy)]
° —
1 — tanh(Bzy) tanh(Bsz) ’

12Consideramos que By = By



220

,: 2tanh(Bszy) — tanh(Bsz)qty[l — tanh?(Byzy)]

t—1t D.111
¢ 1 — tanh(B¢z) tanh(Bszy) ’ ( )
tanh(B¢z) — tanh(Byzy)
tt’ = tanh(B D.112
* anh(B,zy) 1 — tanh(B¢z) tanh(Bszy) |’ ( )
, . .
. tt’  sinh(Bszy) sinh[Bsz(1 —y)] (D.113)

t+t sinh(B¢z) ’

1 — tanh?(Byzy)
14+ tt' = D.114
° .t 1 — tanh(B¢z) tanh(Bszy)’ ( )

. 1t++ Ect// — coth(Bs2), (D.115)
* COShQ(BfT)lCOShz(BfT/) - - zltinil;f}i(zgjzEla;hili};zﬁzﬂﬂ> (D.116)
) COShQ(BfT)EOShQ(BfT') (t +1t’)2 B sinth(sz)7 (D.117)
* TT+T/T/ =yl -y, (D.118)

((FEC:-—TL'I'); =2y -1z (D.119)

D.3.7 Mudancga de variaveis em T e T/ - Organizacao da Integral

Antes de fazer a substituigao em Gy (), precisamos organizar seus termos. A equagao

(4.38) fica
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2N,
(271)?

Gre(q) = BfJ deT’exp[_(TM%+T/M%/)]exp{_ T qﬂ

0 T+ 1

[ tt’ qi] 1 1 B
exXp|— IR / 2 2 N2
t+1t' B | (t+7') | cosh®(B¢t) cosh®(Bet/) (t+t/)
. 1 B ql (t—t)
cosh?(B¢T) cosh? (B /) (t+t/)24Bf (t +t/)
_jﬁ)(y+uq (t+1t) 1 @

4 ) (t+1t)  (t+1t)2cosh®(Bst) cosh(Bpt/) 4

(14 tt)
(t+t) |’

+(Mfo,

b
(t+ 1)

L, (=Tl

* (t+7/) 4

N, [ i
B (2ﬂ)zBfL drdt exp[—(TM] + T'M3) ] exp [__qﬂ

tt’ ¢ 1 1 B
exp | — L > 5 5
t+t' 4 |(t+7') | cosh®(B¢t) cosh®(Bet/) (t+ t7
N 1 1 ﬂirt—ﬂﬁ
cosh?(B¢t) cosh?(Bpt/) (t+1)2 4 | t+t/)
qi\ (1 + tt") 1 (t— )2 4]
MM — — —
+< o (t+t) ' (t+T)

)

—H+Vﬂ

(

4 (

1+ttt
(t+71) 4| (t+t) [

Reorganizando o termo

E=t) )= (t—t)?— (t+ )

t+t (t+1t/)
-2ttt -t - 2tt — t1?
B t+t
At
Sttt

Entao
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2N *° TT/ tt/ 2
0= B [t ] e

1 1 1 tt’ g2
T+ 7' | cosh?(Bst) cosh®(Bet/) (t+ /)2 t+t’ Bf

2 2
1 N2
(Mfo/ - %) |1 e ﬂ” } , (D.120)

(t+7T) 4
onde destacamos os termos que precisam ser substituidos. Considerando (D.106a), (D.106b),
(D.108), (D.113), (D.115), (D.117), (D.118) e (D.119), reescrevemos (D.120) como,

14 tt’
t+t/

+

0 1
Grrla) =TorpsBr | ez | dyesp{—[syMi + 201 )M ] bexp[—2y(1 —y)d]

ox _ sinh(Byzy) sinh[Bsz(1 —y)] ﬁ
P sinh(B¢z) B

1 1 B { _ﬁsinh(szy)sinh[sz(l—y)]]
Z | sinh?(Bsz) 4 sinh(Byz)

qi

1 qi
+eoth(Byz) [(Mfof - Z) + -1+ (2y - 1)27,?””

Reescrevendo o termo em destaque

q2 2 q2 q2
(Mfof—z”>+ 1+(2y—1)z—'] = MMy =+ 2 (ay* —dy + 1) 5
r 1 4, 5, 4 qj
= MMy f +z+4q”y IR
1

Finalmente, podemos escrever o polarizador G¢¢/(q) como

Geer(q) = %Bfﬁo dZJ: dy exp{—z[yM? +(1—yME —y(1 —U)qﬂ}

_sinh(szy) sinh[B¢z(1 —y)] ﬁ
eXp sinh(B¢z) B¢
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{ Bf‘ |:1 . ﬁsinh(szy) Sinh[sz(l — y)]:|
sinh?(B¢z) 4 sinh(Byz)

+ coth(Bsz) {Mfo/ + % —y(1 —y)qﬂ } ) (D.121)

D.4 Polarizador para f # f’

D.4.1 Calculo do Traco

Precisamos calcular o trago na expressao (4.46). Para isso, utilizamos a expressao (4.3)

e obtemos

|:SfY5S Ys :J J d’rd’r'exp[—'r M:+p)°>+pL

0 Jo
tanh(B¢/t’)
MZ/ 12
( | +pJ_ B T/

o tanh(B¢T)
Byt )}

eX

|
tr { [ (p - ¥)| + My][L + iyryase tanh(Byt)] — CO(SZZ—P&LT)] e

[[—(P’ -¥)| + Mg][L 4 ty1y2se tanh(Bet')] — %] w} .

(D.122)
Definimos o termo que envolve as matrizes y como
t=tr { {[—(P -¥)) + M¢]TTe (1) — ﬂ}ﬁ’s
cosh?(B¢1)
(P -v)s
—(p’- M T (T)) — ——"— , D.123
X[[ Py + f] v () cosh? (B¢ ') Y5 ( )

em que definimos

”f(T) =1+ in'YQSf tanh(Bf’t).

Precisamos reescrever separadamente alguns termos que envolvem a matriz ys,

o vs(p-v))=—pP -V)vs,
o v5lTe(t) =TI¢(T)Ys5,
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o Ys(p-v)L=—(p-v)LYs,

e a equagao (D.123) fica

t:tr{[[_(p'Y)|+Mf}ﬂf(T)_ P~ ¥)s ]

cosh?(ByT)

{[—(P' =Y+ Mo [T () — %bﬁ} '

em que consideramos que y;2 = 1. Efetuando o produto

0
t=1tr {—(P V)T (p" - ¥) e (7)) — (p - ¥) 1T el Te(T)

0
—(p- Y)Ilﬂf(’f)% +W+ MTT (T) Mg TTer (T')

/

0
+W(p' . p-¥)s (10’-v)||”ff(T/)—C(p;—wl 1T (')

cosh? (B¢ ') B cosh?(By1) T)

ey v
cosh?(B¢t) cosh?(Bet/) [

0

onde utilizamos tr[y,y+Y, - - -] = 0 para um nimero impar de matrizes y. Reescrevemos

t como

t=ti+tot+t3+t+t;5

onde

ty=—tr[(p-y) () (P’ - v) e ()],

to=—tr|(p -v)ﬂdﬂ%},

tg = tr[MeMeTTe(T)Te (T)],

I I
= tr_COSh2(BfT),(p ViTe (T )]
PN I 0 0 PR i O }
> | cosh?(B¢t) cosh?(Bet!) |
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Antes de calcular estes tragos devemos notar que como

(P3vs) « (iv1ve) = 1p3y1YsY2 = 1Y1Y2PsYss

entao

(p - y)yTT(T) =TTe(D)(p - v)y- (D.124)

Termo t; O primeiro termo do trago é

ty=—tr[(p - Y)LTTe (D) (p" - ¥) e ()], (D.125)
=—tr[(p-y)L(p” =) Te (DT ()],

Ao calcular os produtos (p - v)(p"-v)| e Me(T)TTe (T’) separadamente, obtemos

(P ¥ (P" - ¥) = —=(p - Py + (Paps — PsP1)Vays, (D.126)

TTe(T)TTe (') = 1 + s¢se tanh(Bet) tanh(Bsrt')
+ i’Yl'YQ [Sf tanh(Bf’t) + S¢/ tanh(Bf/T,)]. (D127)

Substituindo (D.126) e (D.127) em t;

t, = 4(]3 . pl)” [1 + S¢S tanh(Bf’r) tanh(Bfﬂt')]. (D128)

Termo t; Considerando o mesmo argumento que utilizamos em D.2.2

(p"-v)L

R g D.129
cosh? (B¢ t') ( )

ty =—tr|{(p-v) (1)
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Termo t; O terceiro termo de t é

ty = tr[Mfo/ﬂf(T)ﬂf/ (T/)].

Usando a equagao (D.127)

t3 = 4Mfo/[1 + S¢Sy tanh(BfT) tanh(Bf/T/)].

Termo t; Utilizando o mesmo raciocinio que usamos para to,

Termo t5 O ultimo trago que precisamos calcular é

p-v)e ((p'-v)

t; = — .
i cosh?(B¢t) cosh? (B¢ /)

Apos alguma manipulagao algébrica, encontramos

_ Alp-p')L
cosh?(B¢t) cosh? (B /)’

(D.130)

(D.131)

(D.132)

(D.133)

(D.134)

Finalmente, podemos reescrever o trago da equacao (D.123) como

t=4(p-p')ll + s¢s + ' tanh(Byt) tanh(Bet')] + 0
L ] [H ]
1t ta

4p-p)L

+ AMMy/[1 + s¢s¢e tanh(Bet) tanh(Bet’)] + 0 +

t3 t4

1w IcoshQ(Bf’r)coshQ(Bf,’t’)

e, manipulando alguns termos,

ts
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t= 4[(p . p/)H + Mfo/} [1 + S¢S¢ tanh(Bf’t) tanh(Bf/Tl)]
Ap-p) L
cosh?(B¢t) cosh! (Byt/)

(D.135)

Substituindo (D.135) na equagao (D.122),
Sf S/ - o oo 9 9 9 tanh(BfT)
tr |:Sp'Y58p/'Y5:| = JO L dtdt’ exp {—T (Mf + PH + 'PJ_B—fT
tanh (B¢ T’)
cexp| (M3 41 PR
X 4 { [(p . p/)” + Mfo/} [1 + S¢Sy tanh(BfT) tanh(Bf/T/)]

(p-p')L
COSh2(BfT) COSh2(Bf/T’) } ) (D.136)

D.4.2 Base de Ritus

Podemos reescrever a equagao (4.46) como

d4p d4p/ _ -, 5
+ fy, &f
Caa = _N°J ot o (Y855 T (D-137)
em que
ipp/ _ Jd4x d4X/ eiq)f(x’xl)eiq)f/(X,rx)ei(p_p/)(x_xl) (]Fa_ (X))*]Fg/(x/)- (D138)

Como j4 vimos, as fases de Schwinger ficam

. / . / i’B / !/
iD¢(x,x") +i0p (x',x) = (q¢ — le/)?(xl +x7) (X2 — xg).

Ao definirmos

em que g € a carga do méson, entao a soma das fases de Schwinger fica

iB
iDe(x,x") +10p(x',x) = 1TQ(X1 + %) (xg — x5). (D.140)
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D.4.3 Mudanga de variaveis em p, e p/

Precisamos fazer a mudanca de variaveis

+

— /. _ P1TP — u; . [ u
U =p1—Py; Vi=-"5 Pi=Vi+355 Pr=Vi—
_ /. _ p2+ps _ us . r U,
Uy =P2—Pg; Vo= "75" P2=Vo+ T Py =V — %

Alguns termos de (4.53) precisam ser reescritos,

JdQPJ_ d*p/ = Jdp1 dpo dp; dp), = Jdvl duy dvs du, = Jd2uL d*v, ,

U2 Uz 2
pﬁ=p12+p22=<vl+—1> +(v2+—2> ,

2 2
up 2 Usg )\ 2
e P P=plps = (- 5) ()
u u u u
i ) ) () ),
u? u’ u? 4+ u3
R (—1 : 2),
. Jd4p d*p’ = szp” d’pj d’p. d®p) = Jde” d’pjdPuy d?v, .
e podemos expressar G, como
1672 Wk d2p, d*py
Gyar == 3 Nedia(d — 4 NN (—1)'2" | o g s 08 (=9 )
+

X J J dtdt’ exp(—Mit — M, T')

0 JO

conffoe () (3] 50
conforoit (03" (-3 250 )

v+ v —1(u +ul) }
cosh?(B¢t) cosh? (B¢ 1)

X { [Mfo/ + (p . p/)H} [1 + S¢S¢ tanh(Bf’c) tanh(Bf/T')] +

W] i sl o 2,
— L — . D.141
e M| [ S (D14

D.4.4 Mudanca de variaveis em T e T’

Faremos a mudanca de variaveis
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T =2y, (D.142)
v =z(1-y), (D.143)

mas precisamos reescrever alguns termos

(t—1)
=2y—1 D.144
° T+ 1) Y ) ( )
Tt
= 1— D.14
¢ -yl (D.145)
1 1 (r—1)? )
— = —1). D.14
¢ q|| 4+T+T,4(T—|—T’) qHU(U ) ( 6)
Definindo
oy = Cs
7 BBy’

_ By tanh(B¢t) + B¢ tanh(B¢t') £ B, tanh(B¢1) tanh(Be 1)
B BBy ’

(D.147)

entao

Ci = Bfo/(Xi.



Apéndice E

Calculos do Capitulo 5

E.1 Integral (5.4)

E.1.1 Termo finito da integral

O termo finito da integral (5.4) é dado por

1 * dt _ 2
el = (2m)2 L 2°¢ “Mi (1B coth(Bgt) — 1].

Ao fazermos a mudanca de variaveis

d
us =1Bf = duf =B¢dt = dT:%’
P
teremos
B ® du M?
[(mag) :—(27;)2J u—;exp (_ufB_f) [us coth(ue) — 1. (E.1)
o U f

Como a divergéncia esta em 1/u2, somamos o valor infinitesimal € em seu exponente e
f

tomamos o limite ¢ — 0

(271)2 e—0 B¢

(o) M2
— J dusexp| —up—— Ju2¢. (E.2)
0 By

B > M2
[(mag) — 2 iy {J dus exp (—uf—f>u£_1 cothuy
0

230
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Temos as integrais tabeladas!

o ":0 dxx*te P*cothx = I'(u) [THC(H, g) — [3”] Rep > 1, (E.3)
Re 3 > 0,

. :o dxx¥le Px = %r(v) Rev >0 (E.4)
Ref3 > 0,

entao (E.2) fica’

[(mag) f

-amfrele()-() )
@)

Consideramos as propriedades da funcao gama

1
o I'(—1+¢) :—(E+1—VE+O(£)), (E.6a)
1
o I'(e) :E—YE'FO(E), (E.6b)
e IMe+1)=1—yge, (E.6¢)
e as propriedades da fungao zeta de Hurwitz-Riemann

o (1+ea)=lm +yola) (B.7a)
e ('(0,a) =In(T(a)) — % In(27), (E.7b)
b C(Ou (1) = % —a, (E7C>
além de

e a“=1—¢hna (E.8)

LA integral (E.3) ¢ a equagdo 3.551.3 de [158] e a integral (E.4) é a equacio 3.381.4 de [158].

. M2
2Consideramos @ — ¢, p — B eV Ee— 1.
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Expandimos a fungao ¢ até primeira ordem

M2 M2 M2
C(ﬁ) C(“ ﬁ) el (0 ﬁ) (E.9)

Reescrevendo (E.5),

na B¢ . M2 M2
[(mag) _ 22 hr%{r( )[2 2” C( 28) (Bf) ]

M2\ M2
(Bf> Bfr( 1)}. (E.10)

Considerando (E.6), (E.7) e (E.9),

B 1 M?2
(mag) _ _2f o _ Vi
: (27)? 112%{(5 YE) [2(1 eln2) {C(O’ QBf)
2 M2 2 M¢ 2 M2
e R [ 2y g (22
[ En(23f>H QBf[ €n<23f)

w<< (035,
)]}

Definimos
_ M
Xf = 2—Bf7 (E12)
entao
B 1
mes) = = 57 lim { (g - vE) 2(1— e In2)[C(0,x¢) + £¢(0, x¢)] — [1 — e In(2x,)]
+2Xf[1 — & 1I1(2Xf)] (% +1— YE) } . (E13)

Considerando (E.7b) e (E.7¢)

B¢
(27)% €
e[—2In2In(I"(x¢)) + In21In(27w) — ve In(T'(x¢)) + ve In(27)
—ve In(x¢) — 2x¢ In 2 — 2x¢ In(x¢) + 2x¢yE In(x¢)]
+ €2y In2In(T(x¢)) — ve In2In(27)] } (E.14)

[(mag) — 11m{[2 In(T(x¢)) — In(271) + In(x¢) (1 — 2x¢) + 2x¢]
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Tomando o limite, podemos considerar

lim ae =0, (E.15)
e—0
lim be? = 0. (E.16)
e—0

Substituindo (E.15) e (E.16) em (E.14),

[imag) _ 2BrXs 1n(r(xf))_ln(zmﬂ_ln(xf)(l_;)}. (B.17)

(27'[)2 Xt 2Xf Xt

E.1.2 Termo divergente da integral

O termo divergente da integral (5.4) é

Faremos a mudanca de variaveis

4
2
M=z => 1= "=
f M

29
f
dz = M#dr,
e entao
, M: [* e ®
) — fJ —. E.1
(27)2 Jo ZZQ (E.18)

Como a integral diverge em z~2, entao introduzimos um termo infinitesimal ¢ e calcu-

lamos a integral no limite ¢ — 0

2 00
[(div) — Mf2 limJ dze #z°72 (E.19)
(27)2 e=0 g

Podemos definir a fungao gama como
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I'(z) :J dtt* e, (E.20)
0
entao 109V fica
(@iv) _ M{
14 = Sl Pe = 1) (E.21)

Podemos mostrar que a integral (E.21) equivale & integral no vacuo (com B = 0)

1 |
po=— |dp - E.22
B=0 (27:)4J P2~ M2tie (E:22)

Prova da relagao (E.22) Precisamos primeiro fazer a integragao em poy. Considerando

d'p _ d% dpy

(2m)*  (2m)3 (2m)

p® —M; = pip’ — M? = pj — E, (E.23)

—

em que E2 = p? + M3. Entao reescrevemos (E.22) como

dBp [* dpo 1
Ig_o = . E.24
B=0 J(zm?) J_oo (27) p2 — E2 + e (E-24)

Reescrevemos o denominador para evidenciar os polos

dB3p [ dpg 1
Ip_g = . - . E.25
B0 J 2n)? Lo o) (o~ Er e (pa T Er 1) (E.25)

Temos polos em +(Ef — ie’). Escolhemos o contorno de integragao dado pela Figura
E.1
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Im(z)

'Ef*i&l

Figura E.1: Contorno de integragao T.

Considerando o contorno de integracdo, apenas o polo —iE; + ie¢’ contribui com a

integral. Pelo teorema dos residuos, ficamos com

I J’ d3p 1
B=0 = 1
2 3(p + M)

ou, em coordenadas polares

(I[N

1 (® p?
Is_ :—J dp ——M.
B0 T 02me Jy P lpr M)

Para facilitar o calculo, reescrevemos (E.27) como

1
1 [e'e] p2 -2
Ig—o = -~ +1 L
B0 (2n)2L dp (Mf) M

e fazemos a mudanca de variaveis

entao®

N

M2 [
Igo=—1| dp(p?+1) zp2
B=0 =902 L p(p"+1)2p

3Por simplicidade, p’ — p.

(E.26)

(E.27)

(E.28)

(E.29)
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Como temos uma divergéncia no denominador, somamos € no seu exponente e tomamos

B =( 1m 2 . .

Como a funcgao beta é definida como

1 o
(5 1v=) =) et (£.31)

comparando com (E.30), podemos escrever

.1 /3
IB:0 = lim QB (5, £ — 1) . (E32)

e—0

Pela propriedade da fungao beta,

(E.33)

podemos escrever (E.32) como

M2 T(3AR)T(e—1)
IB:O_(%S? g Mle+1p) (E-34)

Ao calcularmos o limite separadamente, considerando as propriedades da fun¢ao gama,

obtemos

CTER) TR 1T 1
llgtl) I'(e+1/) Toorlrilglrilio r() 2Tk 2 (E-35)
entao (E.34) fica
Lo = =M e 1), (F.36)

2 (270)2 50
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Comparando com (E.21),

14w — 975, (E.37)

entao

2
I(div) - I(TQQJ _ 2Mf
B —

00 p2
3 = e, P M) (139

[N

A integral (E.38) diverge, mas podemos definir uma regulariza¢do. Escolhemos um
cutoff 3D A

I(""eg) _ 2M12” JAd p2

B=0 (27_[)2 %7 (E39)

0 P (p? + M2)

e integrando em p ficamos com

M? M
159 = L0 AV A2+ M2+ M2 J . E.4
0 (2n){ FMit ”‘(\/WM (1:40)

E.2 Expansao da Integral (5.9) para B =0

Consideraremos

Nc 00 1
Gre(k, q) = _W Jo dz‘[0 dy exp [—zyM% —z(1 —y)M%, —zy(l —y)qﬂ

ok 1

X o=y { {Mfo/ + 2 —y(1 —y)qﬂ [1 4 s¢s¢ tanh(Bzy) tanh(Bz(1 —y))]
+

+[1 — tanh*(Bfzy)] [1 — tanh®*(Bsz(1 — y))] — [+ Kk(oy — oc)]} . (EA41)

+ S—
com
x B¢ tanh(Byszy) + By tanh([Bz(1 —y)] & Bpm tanh(Byzy) tanh[Bz(1 — y)]
+ = .

BB
(E.42)
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Precisamos expandir a tangente hiperboélica em torno de x =0 [15§]

(e.¢]

Bond™(4™ —1) 91
tanh(x) = E X
— (2n)!
x3 2xd
—x— Lo E.43
x— 2 + 5 + 0(x7), ( )

em que By, sao os numeros de Bernoulli, dados por

1
82267

Substituindo (E.43) em (E.42) até primeira ordem,

Xy = Z. (E.44)

Precisamos ainda reescrever os outros termos que dependem da tangente hiperbolica,

k

ot 1
° o =2 (E.45)
e tanh(Bszy)tanh[Bsz(1 —y)] = (Bszy)[Bz(1 —y)] =0, (E.46)

0

_ [~ tanh?Brzy)ill — tanh? BT —y)l) _ 1 (B.A7)

e z?’

[ + k(o — )] =[z+ k(z—2)] =z, (E.48)

em que cancelamos os termos de segunda ordem. Ao substituirmos estas expressoes em
(5.9), obtemos (E.43).

E.3 Passagem (5.11)-(5.13)

Considerando o polarizador J¢ no vacuo
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1 d'k MMy — K2 + a2/
Jrr(a) = =N, — :
it J@m4ﬁk+wm?—mﬂﬁk—qhﬁ—mﬁi

faremos a mudanca de variaveis

q q
=k—= = k=p+-
q2
:>k2: 2+pq+27
9_ 99 .9 _
k+2—(p+2)+2 P+q,

entao o polarizador fica

1
7 Iff/(qQ) =—4N,

Jd% MM —p(p +q)
(2m)* [(p + q)% — Ml[p2 — M3.]

Precisamos reescrever o integrando

1 1 —2[MtM¢ —p(p + q)] q* — (M¢ — My)?

p+aq?—M P —MZ] [p+qP—MIp?— M2 [(p+q)?— M2 — M2]'

entao

MM —p(p +q) B

I g = (Me— M) 1 1
(p+ a2 —Milp>=Mi]  2lllp+q)-MAP>—ML]  [(p+qP?-MI [p>—Mi]]’

e a integral fica

(%%}m+qP—Mﬂﬁ—N@f}@+qP—Mﬂ_ﬁﬂ—Mﬂ 

! / i
I Lt Lo

1 , 4NCJ<¥p q% — (M2 — M) 1 1

Vamos calcular os termos em destaque separadamente
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E.3.1 Integral I;

A primeira integral que queremos calcular é

—= =—2N J 4 q2_(M%_Mf')2
i ) 2t (p 4+ q)2 — MZ][p2 — M3

Temos a relagao

em que consideramos

A=(p+q)?—Mj
B:p2_M%/,

e entao I} fica

OdyJ (d4p q2_(Mf_Mf/)2

1
—Ié:—2NCJ 9 1 9 9 9 2 2 2"
s m) {(p? = M%) + 2pq + ¢*> — (M§ — M3))]y}

0

Podemos reescrever o denominador como

(P> —=MP) + [2pq + ¢° — (M?—M3) ]y = (p +yq)* + q’y(1 —y) — My — ML (1 —y),

entao

R

1 4 2 . )2
11§:—2NCJ dyJ °P a M= Mol
i 0 2m)* {(p +yq)? + q2y(1 —y) — M2y — M2,(1 —y)}

Fazemos a mudancga de variaveis

k=p+yq = p=k—yq,
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entao

1 1 4 2 _ /2
0

Mudando para o espaco euclidiano

ko — iky
d*c = id%
Minkowski Euclidiano
k2 - —k?
Minkowski Euclidiano
2 5 2
Minkowski Euclidiano
entao
1 4 2 2
d*k —1g°— (M; — My
I§:2NCJ dyJ . g — (M — My 3
0 (270)* [k2 + q2y(1 —y) + M2y + M2,(1 —y)]

Pela expressao

podemos reescrever 1) como

(27)* [k2 + q2y(1 —y) — M2yM2,(1 —y)I*’
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00 n+1
° J dkkne—zk2 — r( )
0 2272

entao podemos fazer a integragao em k

00 2
2712J dkkPe=* = |

0 z?
Reescrevemos a integral
/ Ne [ *dz 2 2 2 2
I =— 32 dy Zexp{—z[q y(1—y) + My +Mp(1—y)] }[a® + (Me —Mp)?],
0 0
e definimos

1 (! *© dz
Loyepr = ﬂj dyJ —exp{—z[qzy(l —y) +Miy+Mp(1 _U)] },
™ Jo 0o Z

e finalmente teremos

I; = —N¢ [q2 + (Mf — Mf’)2] Lofgr.

E.3.2 Integral Ij;

Queremos resolver

dp 1
(2m)* [(p + q)2 — M’

Fazemos a mudanca de varidveis

p+q=p =p,

entao

dip 1
1, — 2NCJ TN




243

E.3.3 Integral I},

Finalmente, precisamos encontrar

dp 1
(2m)* [p? — ME]

I{f/ — 2NC J

Para I{; e I{;,, podemos escrever

I, = 2N Ijf,

com

vac J d4p 1
L™ = 452 2
(27)* p? — M5

Assim, temos

Jr(q®) = —2NC [ITFC + T — [q° — (Mg — Mg )? ] Toge .

E.4 Integral IJ¢€

Queremos resolver a integral

va L(r P 1
12f°:—@J R S C Y (E-49)
0 fp —<T—Mf>

quando mpq = 2M¢. Para isso, usamos a formula de Sokhotski-Plemelj,

lim ——— =P imd (p — xo), E.50
e=0p —Xo i€ (p—xo) F 70 (p = xo) ( )
em que P é o valor principal de Cauchy. Assume-se que a férmula (E.50) é multiplicada
por uma funcao de p e integrada em relagao a p, com x( dentro do intervalo de integragao.
O wvalor principal de Cauchy de uma funcao arbitraria com um polo de primeiro ordem

em Py, com Py € [a, b], pode ser escrito como
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Considerando py = 4/ mT?“ — M2, a equagao (E.49) fica

IVC(C

Substituindo (E.50) em (E.

2

1 A
=——| d
g7t Jo P

52),

ol e ()
pec—— | 4 P
2 82 )y P Ep+po) \p— o

Podemos dividir a integral em uma parte real e em uma imaginaria

com

° Re{IvaC

E.4.1 Parte Real

A parte real da integral (E.

A
Re{l3f¢} =— —J d

p’ 1
E¢(p+Po)P—Po

Iy8¢ = Re{I3¢) + i Im{I30¢),

d P
J pEf P-H?o) (

A
o Im{Iyec :—J dp ————
872 Jo  Ee(p—po)

53) &

1

2
87 o

1

2

P 5(p—po).

2
P 1
P
P E¢(p + po) (P —Po

A fungao de p que esta multiplicando o polo é

P —Po

Jb f(p) —f(po) . f(po) ln<b —po)_

a P —Po Po—a

)

)

A p2
i dp—P 5 —po).
SWQJ PE (i) PP

(E.51)

(E.52)

(E.53)

(E.54)

(E.55)

(E.56)



245

Avaliando f(p) em p = pg temos

f(py) =2 (E.57)

Substituindo (E.51) em (E.55) e considerando (E.57),

1 A Po 1 Po ) 1 Po (/\ - p0>:|
Re{l¥¢€) = ———— d — — + In .| (E.B8
b 82 Uo P (Ef (p+po) mm/(p—po) mm Po ( )

E.4.2 Parte Imaginaria

A parte imaginaria da integral (E.53) é

L P sp )
Im{Ivac — J' d §(p — ’
XI5 ), PEp—py) T P
e considerando (E.57),
Im{Iyee} = — PO (E.59)
f 87’[mM

E.5 Simplificagao dos termos de (5.20)

Simplificando os termos em destaque da expressao (5.20) separadamente,

E.5.1 Primeiro termo

O primeiro termo que queremos simplificar é

[1 4+ tanh(B¢zy) tanh[Bsz(1 — y)]]
[tanh(B¢zy) + tanh[Bsz(1 —y)]]

Usando a féormula de adig¢ao

_ tanh(x) + tanh(y)

tanh(e+Y) =1 (o) tanh(y)’
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teremos

[1 4+ tanh(Bszy) tanh[Bsz(1 — y)]]

[tanh(Brzy) + tanh[Brz(1 —y)l] coth(Bsz).

E.5.2 Segundo termo

O segundo termo que queremos reescrever €

[1 — tanh2(szy)} [1 — tanh?[Bsz(1 — y)]}
[tanh(Bfzy) + tanh[Bsz(1 — y)]]2 .

Podemos reescrever como

[1 — tanhZ(szy)} [1 — tanh?[Bsz(1 — y)]} [1 — tanhQ(a)] [1 — tanhQ(b)]

[tanh(Bszy) + tanh[Bsz(1 — y)]]? [tanh(a) + tanh(b)]?

I

e considerando a relacdo sech?(x) = 1 — tanh?(x), entéo

[1 — tanhz(a)} [1 — tanhQ(b)}
[tanh(a) + tanh(b)]”

= {[cosh(b) sinh(a) + cosh(a) sinh(b)]Q}_l.

Pela relagao de adigao

sinh(a 4+ b) = sinh(a) cosh(b) + cosh(a) sinh(b),

temos

[1 —tanh*(a)][1 —tanh®(b)] 1
[tanh(a) + tanh(b)]? “sinh?(a+b)’

Como a = Bfzy e b — B¢z(1 —y), o argumento do seno sera

a—i—b:sz.
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Assim,

[1 — tanhQ(szy)} [1 — tanh?[Bsz(1 — y)]} 1

[tanh(B¢zy) 4 tanh[Bsz(1 — y)]]2  sinh?(Bsz)’

E.6 Prova da expressao (5.25)

Definimos x = M3/B,, entao (5.23) fica’

NBe (. (F, m? 1 1
GE(q?) = — 27T2fj dzJ dye Kx—2y(1—y)B—f+z) (coth(Z)——)

0 0 z

(5w 7]
sinh®(z) 22"

Counsiderando

I= J~oo dze ** [coth(z) — 1} ,

0 z

podemos integrar I por partes, com

du =xe #*dz, v = coth(z) — 2,
u=e dv = _(Sin1112(z) — %) dz,
entao
U o 1 1
= e (oo = )| = | e (- )
e assim

J dze ** [coth(z) — 1] = _J dz e #* (% _ i)
0 z 0 sinh®(z)  z?

40s calculos desta secio foram baseados em notas enviadas por Norberto N. Scoccola.
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GP fica
N.Bs [~
GB( 2) - c J
£ L) o2 |,
Definindo
entao
N.B
B[ 2 cPf
Grlqy) =— o2
Considerando

integraremos I por partes

dze Br

M3 1\ (! m?
(coth(z) — —) J dy ey(l_y)BZ(
z/J Jo

1

0

S ZM%
J dze Br

(

m2

1\ [2m? 1
coth(z) — —) [£(11 —1o) + Lol

z Bf

2
du = dy, v=e><p{y(1—y)3},

Bs

zm2 2
u=uy, dy = ——(1—-2y)exp|y(l —y)5—z| dy.
B¢ B¢
Assim,
2 |*® 1 2 2
o= ye¥"VVE —J dyy——(1—2y)e’VEE,
0 0 f
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entao

N By [ =M} 1\ [2m? 1 zm?
GE(qQ) I 2‘;(2f dze Bf (COth( ) Z) —(11—12)+ Z(l—B—f(Il—212)>:|
Jo L

N B¢ [® =M 1\ [m? 1
S f dze Br (Coth( ) — Z> 1]131—(211 —%— L +;-)/I§) +2}7
| bt

27-[2 JO

N.Bf [~ _=ME 1 2 1
=— f J dze B (coth(z) — —) [311 + —] ,
0

2712 z) | B z

N:B¢ d 1 _=Mf
=— = J & coth(z) — - e B¢
272 0 Z z

(0] ZM?2 1 1 2
B¢ Jo z) )y

Usando
Jldyye‘-’( U zljldy VY, ;
0 2 Jo
temos
N B¢ dz 1\ _=Mf
B _ (¢
Gy =— o2 {L . (coth( ) — Z)e By
1 o0 [M (1—y)m ] 1
&= [Mi—y(1—y)m _ =
2BfJ dy L dze Br <coth(z) z)}’
e definindo

ficamos com

N.B > dz 1 ! o0 . 1
B __ cPf —2zx ——2zx
Gy =— 52 {L ~ (coth(z) — Z) e 4 — 3B, Jo dyJ dze (coth(z) — Z) } .
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Considerando as integrais

o 1 1
° J dze **- <COth(Z) — Z) =2InT(x¢) — In(27) + (1 — 2x¢) Inx¢ + 2x5,

entao
B2 —NcBy
Gf (qH) = — [QIHF(Xf) —IH(QT[) -+ (1—2Xf) lan—|—2Xf]
272
m (! _ 1 _
— —VY(x)— —+1
+2]3f L dy [ (x) 7% + nx] } ,
B In(27 1
62 (ah) = 1Ne {205 [T xa) = 257 4+ 01— 20 i) 1
m [ B 1 _
o 2w}
Definindo
B In(27t) 1
1113 :8_7:2 |:111 F(Xf) - 9 + 5(1 - 2Xf) ln(xf) + Xf:| ,

I 1 _
B_ L 4
L5 T L dy [‘P(x) + 5= lnx] ,

podemos escrever

GP(qf) = —AN [2If —m’I7].

E.7 Polos da Expressao (5.33)

Queremos reescrever a expressao
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1 /2
PR

87'[2111;\4 0 QBf

2 _
qJ(uMH)

gm By y? —y(%)
_ —1 . E.60
—y>—yj+2Bm n( 2By (E.60)

Ao separarmos as integrais com polos ou infinitos na expressao acima, podemos escre-

vé-la como
1 mM/Q yg _yo
B ___ - dyV¥ 1
2 Smm UO Y¥ Tgg, T
n mM/2
=Y gnBila—Lot | dyl(zBo)|. (E.61)
m=0 0
com
mM/2 1
I, = d , E.62
JO Y 92 — y% + QBfTTL ( a)
mM/2
Iy :J dy In(y® — y3). (E.62b)
0

E.7.1 Integral I,

Definimos um novo parametro positivo y2,

s _ My 2
entao
y? —yi +2Bym =y? —y? —ie. (E.64)

O termo com singularidades no denominador é
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mM/Q 1

:Jo T (Y +ym)lly —ym) —ieT’ (E-65)

e, usando a férmula de Sokhotski-Plemelj, teremos

mm /2 1 ™M /2 5 _
I, = PJ dy ———— + mJ dy 2~ Ym) (E.66)
0 (y* —y&) 0 Y+ Ym

O valor principal no primeiro termo é

mM/2 1 mM/2 1 mM/2 1
PJ dy—:PJ dy —PJ dy ,
( 0 2YmY —Ym 0 2Yym Y+ Ym

- Il - 12.
Calcularemos cada integral separadamente.

Integral I,

A primeira integral é

mM/Q
11:PJ dy 1
0 2YmY—Ym

Fazemos a mudanca de varidveis

y—0 = X—=0—Ym = —Ym,
y%% = X_>_m_ym )
entao
mm
1 3 —Ym 1
I __J dx L
2Ym Jy,. X

e—0 —UYm X e=0 Jote X

1 | |
z—lnmJ dx—+limJ2 dx—],
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Integral I,

mM/2 1
I = PJ dy ,
0 2YmY+ym

"1 1 TN — (—yp
:J + ln< 2 =y )>,
0 Yt+tYm 2ym —Ym — 0

1 mm m
I, = ln( 2 Y >

O termo do valor principal de Cauchy de I, é

1nM/2 1
PJ dy———— =1, — I,
0 (

1 mm m
ln{m%v[ K }H—.
= TYm 2Ym

E.7.2 Integral Iy

O outro termo de (5.33) que é divergente é o termo com o logaritmo

mM/2

I = j dyIn(y® —y2).
0

mM/2

Yo
J dy In(y* —y3) +J dyIn(y® —y3).

0 Yo

(E.67)

(E.68)
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No primeiro termo do lado direito de (E.68), o A Im(z)
argumento do logaritmo é negativo. Assim, é pre-
ciso fazer uma continuacao analitica da funcao para
o plano complexo. A funcao logaritmo complexo

assume infinitos valores, ou seja, é uma func¢ao mul-

=
Ve
o

tivalorada® [177]. Esta fungao tem como ponto de
ramificagdo z = 0 e a linha de corte (ou corte de
ramificagdo) é o eixo real negativo, como podemos

ver na Figura E.2. Esta funcao pode ser definida

como

Figura E.2: Ramo principal da fungao

logaritmo.

In(z) = In(r) 4+ i(0 + 2nm), (E.69)

com z=r1e'® v =|z| e 0 € ] — 7, m]. Entdo, considerando a ramificacao principal, quando

n = 0, podemos escrever a func¢ao como

w = In(z) = In(r) + 16. (E.70)

Quando z é um nimero real negativo, podemos reescrever a fungao logaritmo de duas

formas

liir%) [In(—r +ie)] =In(re'™) = In(r) + i, (E.71a)
liir(l) [In(—r —ie)] =In(re'™) = In(r) —im (E.71b)

Se reescrevermos o primeiro termo de (E.68) considerando a defini¢ao de yo,

Yo Yo m2
J dyln(y* —vy3) = J dyln {yQ - (TM — M3+ is)} : (E.72)
0 0

entdo veremos que a expressao corresponde a (E.71b). Assim,

Yo 5 9 Yo ) .
L dy In(y _UO)ZL dy [In |y® —yo| — in],

50u funcao multivalente, multivoca, polidroma...
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Logo, podemos reescrever I, como

Yo mm/2
I, = J dyln(yg —y?) + J dy In(y* —yg) — imyo. (E.73)
0 Yo
Como
de In(y? —yj) = de In(y§ —y?), (E.74)

resolvendo a integral indefinida podemos encontrar os valores das duas integrais definidas

de (E.73). Entdo, integrando por partes,

teremos (sem considerar a constante de integracao)

2

2
de In(yg —y®) =yIn(ys —y?) —de v (B.75)

Y2 —ys

Agora, podemos reescrever o integrando do lado direito de (E.75) como

2y2 2u2

2U S =2+ 2902,

Y”—Yo Y” —Yo
94 Yo Yo
Y—Yo Y-+yo

e entao

2

Yy _J [ Yo Yo
d =|dy |2+ - :
Jy -3 b Y—Yo Y-+Yyo
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_ J d
Yo Yo y+yo
=2y +yolnly —yol —yolnly + yol,

dy
=2y+y J
0 y_

U Yo

=2y —ypln
" Y —Yol|

Logo

de In(ys—y*) =yn(ys—y*) —2y +yoln 'y Y,
Y~—Yo
e podemos reescrever (E.73) como
+ Yo
Ib:[ymwg—yﬂ—2y+yﬂny Yo
Y—Yo 0
mM/Q
+ .
+ {y In(y3 —y?) — 2y +yoln | 20| — iy,
_yo Yo

mm mi 2 mM’%UU
—Mip( =M _ In|-2_ 2"
+ 5 n( 1 Uo) mm + In My, —Ys
2
+ —Yoln — 171Yo),
290 — Yo To—u,| YO
e assim
mm
—M y .
LT I S
2 Yo

Pela definicao de yp, podemos reescrever os termos com os logaritmos como

2 2

I [Tyl o [T e | oy
4 1 A
Y i D Gl ) D Gt ) P B ot L

Y

(E.76)

(E.77)

(E.78)
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e, finalmente, a integral I, pode ser expressa como

75+ Yo

Ib = Mm 1H|Mf| —mm + 21J01I1

Agora podemos escrever 5. em termos das integrais que calculamos

1 e Y — o — gmBr (B —Ym
dyvy| Z—= 1) — ULl | 2

0 m=0 Ym 2
= igm BT M 4y

m=0

iy, + % 1n(213f)} . (E.80)
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