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RESUMO

Neste trabalho apresentamos a caracterizacdo, devida a Rokhlin e Sinai, dos K-automorismos
em termos de sua entropia relativamente a particGes mensuraveis finitas.

Palavras-chave: Entropia, K-automorfismos, espacos de probabilidade separaveis.



ABSTRACT

In this work we present the characterization, due to Rokhlin and Sinai, of the K-automorphisms
in terms of its entropy relatively to finite measurable partitions.

Keywords: Entropy, K-automorphisms, separable probability spaces.
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INTRODUCAO

Na natureza, muitos fendmenos podem ser descritos utilizando-se o formalismo de um
sistema dinamico. Geralmente, em tais fen6menos naturais hd um niimero muito grande de
particulas envolvidas, o que torna impraticavel escrever e resolver as equacdes diferenciais cor-
respondentes. Por outro lado, quando hd uma medida finita (por exemplo, uma probabilidade)
invariante pela acdo do sistema, pode-se obter informacdes de longo prazo sobre o sistema
de um ponto de vista estatistico que prescinde da resolucao das equacdes diferenciais envol-
vidas. Este é o caso nos sistemas hamiltonianos, os quais descrevem a evolucdo de sistemas
conservativos em mecanica newtoniana.

No presente trabalho um sistema dindmico é uma quédrupla (X,X,u,T), onde (X, X )
é um espaco de probabilidade e 7" : X — X é uma transformacao mensuravel bijetiva cuja
inversa também é mensurével e (T 'A) = u(A) para cada A € X. Em outras palavras, a
acdo de T deixa invariante a medida y, ou ainda, p é T-invariante.

Em nosso trabalho abordaremos o importante conceito de entropia, originalmente
introduzido pelo fisico e matematico alem3o Rudolf Clausius em 1854, no contexto da Termo-
dinAmica, como uma medida da "desordem" do sistema.

Em 1948 o engenheiro elétrico americano Claude Shannon iniciou um estudo matematico
sistematico sobre transmissdo de informacdo e o conceito principal utilizado foi a entropia de
uma fonte emissora de informacao, desta vez como uma medida de incerteza sobre a informacao
emitida por tal fonte.

Cerca de uma década depois do trabalho de Shannon, o matematico russo Andrey
Kolmogorov introduziu o conceito de entropia em Teoria Ergddica como um invariante de
sistemas isomorfos (isto é, equivalentes). Com tal invariante a disposicdo, Kolmogorov foi
capaz de mostrar que o 2-deslocamento de Bernoulli e o 3-deslocamento de Bernoulli ndo sao
isomorfos, o que consistia em um problema bésico da Teoria Ergdédica que resistiu mesmo aos
métodos espectrais de von Neumann e Halmos.

E importante salientar que o matematico russo (e aluno de Kolmogorov) Yakov Sinai,
entre outras enormes contribuicoes, simplificou e sistematizou o conceito de entropia em Teoria
Ergddica e, apds isto, tal conceito ficou conhecido como entropia de Kolmogorov-Sinai.

Essa dissertacao possui quatro capitulos. No primeiro capitulo apresentamos alguns
preliminares da Teoria da Medida e Integracao que sao necessarios a leitura do presente trabalho.
N3o apresentamos as demonstracoes de todos os fatos preliminares, uma vez que isso tornaria
o texto muito longo e, além disso, existem boas referéncias para as demonstracdes que nao
apresentamos, as quais indicamos ao longo do texto. No capitulo 2, o mais curto, apresentamos
a construcao do sistema dindmico com entropia positiva mais importante da Teoria Ergddica: o
deslocamento de Bernoulli. Dada a sua relevancia, apresentamos a sua construcao matematica
completa. No capitulo 3 apresentamos os elementos da Teoria de Entropia de Kolmogorov-

Sinai que s3o fundamentais para o entendimento do Gltimo capitulo. Aqui cabe salientar que
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alguns resultados classicos importantes da Teoria de Entropia, por ndo serem indispensaveis ao
andamento do texto, ficaram de fora da presente exposicdo; o mais notavel deles talvez seja
o Teorema de Shannon-McMillan-Breiman, resultado fundamental da teoria que fornece uma
interpretacao da entropia de sistemas ergddicos em termos combinatoriais. No quarto capitulo,
o ultimo do presente trabalho, apresentamos os K-automorfismos e uma demonstracdo para
o belo Teorema de Rokhlin-Sinai, o qual fornece uma caracterizacdo para tais transformacdes
em termos de sua entropia relativa a particoes mensuraveis finitas do espaco sobre o qual
elas agem. Mais precisamente, o Teorema de Rokhlin-Sinai garante que um sistema dinamico
(X,X,11,T) é um K-automorfismo se, e somente se, a entropia de T relativa a qualquer particdo
mensuravel finita do espaco X é positiva. Por fim observamos que, por questdes de espaco,

as propriedades de mistura dos K-automorfismos ndo constam na presente exposicao.
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1 PRELIMINARES

Neste capitulo apresentaremos a terminologia basica que sera utilizada neste trabalho.

1.1 MEDIDAS E TRANSFORMACOES MENSURAVEIS

No que segue (X,X 1) denotara um espaco de probabilidade. Para esta e demais no¢cdes
bésicas sobre a Teoria da Medida, veja por exemplo (RUDIN, 1987) ou (HALMOS, Paul, 1974).
Para as nocoes basicas sobre espacos métricos e também espacos topoldgicos recomendamos
(DUGUNDJI, 1966).

Definicdo 1.1 . Dizemos que uma transformacdo T : X — X é mensurdvel se T~'(A) € X

sempre que A € X.

Definicao 1.2 . Dizemos que uma transformacdo mensuravel T': X — X preserva a medida

1 ou, equivalentemente, que p é T-invariante, se p (T 1(A)) = u(A) para todo A € X.
Definicdo 1.3 . Um automorfismo sobre (X, X i) é uma bijecdo mensurdvel T : X — X
que preserva i cuja inversa 7! também é mensuravel (e preserva p).

Definicdo 1.4 . Um sistema dindmico é uma quadrupla (X,X,u,T), onde (X, X, 1) é um
espaco de probabilidade e 7: X — X é um automorfismo.

Definicao 1.5 . Uma medida de Borel sobre um espaco métrico X é uma medida pu defi-
nida sobre uma o-algebra que contém todos os subconjuntos abertos (ou, equivalentemente,

fechados) do espaco X.

Vamos agora enunciar um resultado que remonta ao inicio do estudo das transformacoes
que preservam uma dada medida. Tal resultado mostra, em particular, que é possivel encontrar

uma infinidade dessas transformacdes.

Teorema 1.6 . (Liouville) Seja F': U — R™ campo vetorial de classe C'! definido no aberto
U C R™. Considere a equacdo diferencial auténoma 2/ = F(x) e denote por ¢' : U — U o
fluxo de classe C'! associado. Suponha que ¢' esteja definido para todo ¢ € R.

Entdo, o fluxo (¢");cr preserva o volume em U se, e somente se, div F'(z) = 0 para
todo z € U. Ou seja, se 1 denota a medida de volume (isto é, a medida de Lebesgue), entdo
(@' (A)) = u(A) para todo conjunto Lebesgue mensurédvel A C U e para todo ¢ € R.

Em particular, a transformacdo de tempo um ¢! : U — U preserva o volume sempre

que div F' é identicamente nulo em U.

Demonstracdo. Veja a pagina 149 de (NADKARNI, 2013).
O

Definicdo 1.7 . Dizemos que uma algebra A de subconjuntos de X gera a o-algebra X se
X é a menor o-algebra de subconjuntos de X que contém A. Neste caso, denotamos isso por
o(A) = X. Mais geralmente, dada qualquer colecdo C de subconjuntos de X denotamos por

o(C) a menor o-algebra sobre X que contém C.
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Abaixo temos um resultado que nos permite verificar a invariancia de uma probabilidade

no caso em que existe uma algebra geradora.

Proposicao 1.8 . Sejam (X,X ;) um espaco de probabilidade e A uma algebra que gera X.
Se T : X — X é uma transformacdo mensuravel tal que (T 'A) = u(A) para todo A € A,
entdo u(T~'B) = u(B) para todo B € X.

Demonstracdo. Veja o Lemma 1.3.1 da péagina 11 de (VIANA; OLIVEIRA, 2016). O]

Definicao 1.9 . Agora recorde que, dados dois conjuntos A e B, sua diferenca simétrica é
dada por AAB := (A\ B)U(B\ A).

Seja (X,X,1) um espaco de probabilidade e defina d(A,B) := u(AAB) (A,B € X).
Usando a identificacdo A ~ B <= u(AAB) = 0 n3o é dificil verificar que d é uma métrica
sobre X. Ou seja, neste caso, (X,d) é um espaco métrico. Também usaremos a notac3o
A = B (mod p) quando pu(AAB) = 0 e, mais geralmente, dadas duas sub-o-algebras A e B,
escreveremos A C B (mod i) quando para cada A € A existir B € B tal que u(AAB) = 0.
Além disso, escreveremos A = B (mod p) quando A C B (mod u) e B C A (mod ). Nao
havendo perigo de confusdo, usaremos apenas o simbolo de inclusdo ou de igualdade em lugar

do simbolo de inclusdo ou igualdade (mod ).

Definicdo 1.10 . Dizemos que um espaco de probabilidade (X, X', ) é separavel se o espaco
métrico (X',d) é separavel.

Exemplo 1.11 . Dados o conjunto [0,1], £ a o-algebra dos subconjuntos Lebesgue mensuraveis
de [0,1] e A a medida de Lebesgue sobre [0,1], tem-se que ([0,1],£,A) é um espaco de
probabilidade separavel.

Mais geralmente, suponha que (X,X ;) é um espaco de probabilidade para o qual
existem subconjuntos mensuraveis Xy C X e Ly C [0,1] com pu(Xo) =1 e A(Lg) =1, e um
automorfismo ¢ : Xy — Lo que satisfaz A(¢(A)) = p(A) para todo subconjunto mensuravel
A C Xgeu(¢p~'(B)) = \(B) para todo subconjunto mensurdvel B C Lg. Neste caso, dizemos
que (X,X,u) é isomorfo mod 0 a ([0,1],£,)), ou ainda, um espaco de Lebesgue. Observe que,
como ([0,1],£,)\) é um espaco de probabilidade separavel, segue que todo espaco de Lebesgue
é um espaco de probabilidade separavel.

O proximo resultado garante que a maioria dos espacos de probabilidade com os quais

trabalhamos s3o espacos de probabilidade separaveis.

Teorema 1.12 . Se X é um espaco métrico separavel completo, X' é a o-algebra de Borel
sobre X e ;1 é uma medida de Borel probabilistica ndo-atdmica, entdo (X, X', i) é um espaco

de Lebesgue.
Demonstracdo. Veja o Theorem 8.5.4 na pagina 237 de (VIANA; OLIVEIRA, 2016). O

Abaixo temos um importante resultado que nos garante que, no caso de um espaco de
probabilidade é possivel aproximar, na métrica d, um conjunto mensuravel qualquer por um

conjunto de uma algebra geradora. Mais precisamente, vale:
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Teorema 1.13 . Sejam (X,X,1) um espaco de probabilidade e A uma algebra geradora.
Entdo, para cada B € X e ¢ > 0 existe A € A tal que u(BAA) < e.

Demonstracdo. Veja Teorema D na pagina 56 de (HALMOS, Paul, 1956). [
Seja (A,)%, uma sequéncia de conjuntos mensuraveis. Entdo, definimos
liminf A, = U ﬂ Ap elimsup A4, = ﬂ U Ap.
n=1k=n n=1k=n

Proposicdo 1.14 . Sejam (X,X’, ;1) espaco de probabilidade e (A,,)5° ; sequéncia de conjuntos
mensuraveis. Ent3o,

lim sup p(A4,) < p(limsup A,).

Demonstracdo. Defina F,, = U A;. Pela definicdo tem-se, F,,1 C F}, paratodon > 1, donde

=n

a sequéncia (F},)>2; é mondtona decrescente. Dai, como i é medida finita,

p(limsup A,) = p( ~ 129
O (1)
= lim u(F,).

n—o0

Seja x, = sup pu(A4,,) (n > 1). Note que (z,,),>1 é uma sequéncia monétona decres-
m>=n
cente e, portanto,

limsup p(A4,) = 1nf sup p(A,)

nz1 m>=n (2)
= lim z,.
n—oo
Note que u(F,) = u U A A,,) para todo m > n e, portanto, z, < u(F,)

para todo n > 1. Disto e das relacoes (1) e (2) obtém-se:

limsup p(4,) = lim z,

n—oo

< lim p(F,)

n—oo
= p(limsup A,,).
0

Proposicdo 1.15 . Sejam (X,X,u) um espago de probabilidade e (A,)%°, uma sequéncia de

conjuntos mensuraveis tal que Z,u(An) < oo. Entdo, p(limsup A,) = 0.

n=1

Demonstracdo. Dado € > 0 arbitrario existe ng > 1 tal que,

Z w(4,) <e.

nzno
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[e.o]
Seja F,,, = U A,,. Note que a sequéncia (F,)°_; é mondtona decrescente. Como p € finita,

n=m
temos:

p(limsup A,) = p( ) Fa)
m=1

= lim p(F,,)
m—00

= lim_y( U A,)

<D (A
nz=ngo

<e.

]

Proposicdo 1.16 . Se (X,X,u) é um espaco de probabilidade, B € X e {A4,}>°, C X sdo
tais que u(BAA,) < 27" para todo n > 1, entdo

u(BAliminf A,) = 0.

Demonstracdo. Escreva A = U ﬂ A, = liminf A,,.

n=1k=n

Note que B\ A = ﬂ U(B \ Ax) e B\ A, C BAA, para todo k > 1. Portanto,

n=1k=n

w(B\ Ay) < 27" para todo k > 1,

Dai, segue da Proposicdo 1.15 que u(B\ A) = u(limsup(B \ 4,,)) = 0.
Por outro lado, temos A\ B = U ﬂ(Ak \ B) e p(A,AB) < 27" para todon > 1,

n=1k=n

donde novamente pela Proposicao 1.15 temos
u(A\ B) = p(liminf(A4, \ B)) < p(limsup(A4, \ B)) = 0.

Concluimos que u(BAA) = 0, como desejado.
0

Definicao 1.17 . Dadas duas o-algebras A; e As definimos A; V Ay := 0(A; U Ay) e, mais
geralmente, dada (A, ),>1 uma sequéncia de o-algebras, definimos

SZAH:O—(UA,L)

n=1
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1.2 PARTICOES E 0-ALGEBRAS

Em nossa exposicao a nocao de particio desempenhara um papel crucial. Vejamos sua
definicao:
Definicao 1.18 . Uma particdo do espaco de probabilidade (X,X ;) é uma colecido P C X

que satisfaz:
(i) u(P) > 0 para cada P € P;

(i) u(PN Q) =0 para cada P,QQ € P com P # Q;
(i) 1(Upep P) = 1.

Observacao 1.19 . Se P é uma particdo de um espaco de probabilidade, entdo P é necessa-
riamente uma colecdo enumeravel. Portanto, ao excluirmos um conjunto com medida nula, se
necessario, podemos supor que P N Q) = & sempre que P # () sdo elementos de P.
Observacao 1.20 . Se P é uma particdo do espaco de probabilidade (X, X ) e T: X — X
é uma transformacdo que preserva a medida y, entdo T-'P := {T~(P) : P € P} é uma
particdo de (X,X,u). Além disso, se T' é um automorfismo, entdo TP := {T(P) : P € P}
também é uma particdo de (X, X, ).
Definicao 1.21 . Seja P uma particao. Dizemos que P € P é um atomo da particdo P. Além
disso, denotamos por P a menor o-algebra que contém os atomos de P. Ou seja, pP= a(P).
Observacao 1.22 . Se P é uma particdo, entao P é precisamente a colecdo de todas as
unides de dtomos de P (incluindo o conjunto vazio &).
Definicao 1.23 . Sejam P e Q particSes. Dizemos que P é mais fina do que Q, o que
denotaremos por Q < P, quando todo atomo de Q puder ser escrito, a menos de um conjunto
de medida nula, como uma unifo de atomos de P. Note que Q < P <= Q C P (mod p).
Denotamos por PV Q a colecao de todos os elementos da forma PN (@ com P € P e
Q € Q tais que (P N Q) > 0. Neste caso, PV Q é uma particdo, dita o menor refinamento

comum de P e O.
Mais geralmente, dadas particdes P4y, ..., P, definimos similarmente a particao

k
\/,Pz =P V...VP..
=1

Proposicao 1.24 . Sejam (X,X' 1) um espaco de probabilidade, P e Q particese T': X —
X uma transformacdo que preserva p. Valem:
() PvQ=PVvQ;
(i) T-1P = TP,
(i) T (PVQ) =T (PVQ) =T"'"PVT'Q
Além disso, se T' é um automorfismo, ent3o TP =TPe T(PV Q)= T(P/\/\Q) — TPV T@.

Demonstracgo. (i): Como P C PeQcCQ, temos PUQ C PU Q. Dai, como oc(PUQ) =

—~

o(PV Q)= m e 0(7/5U Q)= PV /Q\ concluimos que PV Q C PV /Q\ Reciprocamente,
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tome R € 7/7\U /Q\ arbitrario, digamos R € 7/7\ Como 73\ C PVQ, temos R € PV Q.
Consequentemente, como R € PU @ é arbitrario, temos PV /Q\: 0(73U /Q\) C m

(ii): Apenas note que TP = o(T'P) = T-Yo(P)) = T~'P. Se T é um au-
tomorfismo, entdo aplicamos o que acabamos de ver com 7! em lugar de T e obtemos
TP =TP.

(iii): Usando (i) e (ii) obtém-se:

r-Y(PvQ)

©

“(PVQ)
PV Q)
(e(PUQ)
o(T7'(PUQ))
=o(TT'PUT'Q)
—T'PvT 'O

< <
l©>

P
5

[
’ﬂ%*ﬂ

Novamente, se T' é um automorfismo, entdo aplicando o que acabamos de ver com
T~ em lugar de T obtemos T(PV Q) = T(PV Q) = TP vV TO. O

Seja (P,)n>1 uma sequéncia de particdes. Definimos \/Pn = 0( UP"> Como

n>1 n=1

o~

P, é precisamente a colecdo de todas as unides de atomos de P, (incluindo o conjunto

vazio &), segue que \/ P, = a( U Pn> = a< U 7/7;> \/ P,.. Dai, embora \/ P,, nao
n=1 n=1 n>1

= 7’L>1
necessariamente seja uma particdo no sentido da Definicdo 1. 18 usaremos o seguinte abuso de
—_— /\
notacao: \/ P, = \/ P, = \/ P... Em outras palavras, \/ P,, denotara a menor o-algebra
n>1 n=1 n=1 n>1

que contém os atomos de P, para todo n > 1.
Além disso, se 7" : X — X é uma transformacdo que preserva u, entdo 7P, é uma
particdo para cada n > 1, donde pelo abuso de notacdo acima e de (ii) da proposicdo anterior

obtemos:

Il
Q

I
Q
/N VRS VRS
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((Ur.))

n

(V7

n=1

(V)

n>1

||
v
NA

Consequentemente, como \/ T—1P,, denota a menor o-algebra que contém os dtomos
n>1
de TP, para todo n > 1, também usaremos o seguinte abuso de notac3o:

T*l( \/ Pn) - T*(W) - \7;1\7%
n=1 nx1 nz1

Similarmente, se T' é um automorfismo, entdo

w(Vr)=1(V7) =V .

n>1 n>1 n=1

Definicao 1.25 . Sejam (X,X,u) um espaco de probabilidade, (\A,)22, uma sequéncia de
sub-o-élgebras e A uma sub-o-algebra. Escrevemos A, 1+ A se A, C A,.1 C A para todo

n}leA:\/An (mod p).
=1

Observacdo 1.26 . Sejam (X, X',11) um espaco de probabilidade, P uma particidoe 7' : X —

X uma transformacdo que preserva p. Como \/ T—JP é a menor o-algebra que contém os
j= 1

atomos de T~7P para cada j > 1, segue que \/T P \/T‘JP Além disso, se 7" é um

Jj=1 Jj=1

k 0
automorfismo, ent3o também vale \/ ﬁ? 0 \/ ﬁ?

j=1 j=1
Proposicao 1.27 . Sejam (X,X,u) um espaco de probabilidade, (\A,)7°, uma sequéncia de
sub-o-algebras e A uma sub-o-algebra tais que A, C A, .1 C A para todo n > 1. Ent3o,
A, 1 A se, e somente se, dados A € A e e > 0 existe £ > 1 tal que u(AAA;) < ¢ para

algum Ay € A,.

Demonstracdo. Suponha A,, 1 A. Pelas definicoes, temos A = \/ A, = (7< U A, ) Como

n>1
A, C A, para todo n > 1, segue que U A, é uma algebra. Logo segue do Teorema 1.13
n=1
que, dados A € A e e > 0 existe B € U A, tal que u(AAB) < . Portanto, B € A, para
n=1

algum k > 1 e u(AAB) < ¢
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Reciprocamente, fixe A € A arbitrario. Vamos mostrar que A € \/ A, (mod p). Por
n=1

hipStese, para cada j > 1 existe k; > 1 tal que u(AAA,) < 277 para algum A, € Ay,. Da,
segue da Proposicao 1.16 que j(AA liminf A,) = 0.

Logo, como liminf A, € \/ A,., segue que A € \/ A,, (mod p), como queriamos.

n=1 n=1

UJ
Proposicdo 1.28 . Se A, 1t Ae B, 1B, entdio A, VB, T AV EB.

Demonstracdo. Suponha que A, T Ae B, 1+t B.Como A, C A,,1 CAeB,CB,,1CB
para todon > 1, temos A,V B, C A,;1V B,;1 C .A\/ B para todo n > 1. Além disso,

para todo n > 1 temos A, UB, C AU B e, portanto, \/ A,V B, C AV B. Por outro lado,

n=1

note que A = \/ A, C \/(.An V B,) e, similarmente, B C \/ A, V B,,, donde obtemos
n=1 n=1 n=1
AV B C \/An\/Bn. Portanto, A, VB, T AV B. O

n=1
Proposicao 1.29 . Se A, t AeT : X — X preserva yu, entdo para cada 57 > 1 fixado
tem-se 77 A, + T~7.A. Além disso, se T é um automorfismo, entdo para cada j > 1 fixado

também tem-se TV A, 1+ T7 A.

Demonstracdo. Fixe 7 > 1 arbitrario. Como A, C A,;; C A para todo n > 1, temos

T7A,CT7 A,y CT77A paratodon > 1. Agora, fixe T7A € T3 A e ¢ > ( arbitrarios.
Como A, 1 A, pela Proposicdo 1.27 existe n, > 1 tal que pu(AAA,,) < € para algum
Ay € Apy- Mas, como T preserva pi, temos u(T7AANT 7 A,,) = u(AAA,,) < e. Portanto,
novamente pela Proposicio 1.27 temos T/ A, t T~7A. Por fim, se T' é um automorfismo,

aplicando o que acabamos de ver para 7! em lugar de 7' também obtemos T7 A, 1+ TV A. [
Proposicdo 1.30 . Sejam (X,X 1) um espaco de probabilidade, T': X — X uma transfor-
macdo que preserva [ e (An)n>1 uma sequenua de sub-o-algebras tais que A, C A, para

cadan > 1. Entao, T (\/ A ) = \/ Tt A,. Além disso, se T' é um automorfismo, ent3o

n=1

também tem-se T( \/ An> = \/ TA,.
n=1

Demonstracdo. Primeiro, recorde que \/ A, = a( U A, ) donde tem-se T_1< \/ An> =
n=>1

n>=1
- (O’( U .An)) Agora, tome A =T 'B € T~ (\/ A, > arbitrario. Como A,, C A,+1
n=1
para todo n > 1, segue que U A, é uma algebra que gera \/ A,. Dai, pelo Teorema 1.13
n>1 n=1

existe uma sequéncia crescente de nlimeros naturais n; — oo tal que u(BAB,;) < 277 para
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algum B, € A, (j > 1). Como T preserva p, temos u(AAT™1(B,,)) < 277 para todo
j = 1, donde pela Proposicdo 1.16 segue que A = lim inf Tfl(an) € \/ T7'A,. Isso mostra

n>1
que T’1< \/ An> C \/ T'A,.
n=1 n=1

Reciprocamente, tome A € \/ T7'A, = a< U T_l.An> arbitrario. Como 7' A,, C
n>1 n>1
T A, para todo n > 1, segue que U T7'A, é uma algebra que gera \/ T7'A,. Dai,
n=1 n=1
novamente pelo Teorema 1.13 existe uma sequéncia crescente de nimeros naturais n; — oo

tal que p(AAA,,) < 277 para algum A, € T7'A, (j > 1). Mas, como T A, C
T‘1< \/ .An> para cada j > 1, vemos que A, € T‘1< \/ .An> para cada j > 1, donde pela

n>1 n=1

Proposicdo 1.16 obtemos A = liminf A,, € T‘l( \/ An>. Isso mostra que \/ T A, C

n>1 n>1
T_1< \/ An). Por fim, se T' é um automorfismo, entao aplicando o que acabamos de ver com
n>1
T—! em lugar de T' também obtemos T( \/ An> = \/ T A,,. Isso conclui a demonstracdo. [
n=1 n=1
Proposicao 1.31 . Sejam (X,X ;) um espaco de probabilidade separavel e A uma sub-o-
algebra. Entdo, existe uma sequéncia (P,,)2, de particdes finitas de X tal que P, C A para
todon)le@T.A.

Demonstracdo. Como A C X, segue que (A,d) é separavel, donde existe uma sequéncia
(An)ee, C A densaem (A,d).

Defina P, := {A;, X \ A;}. E claro que pelo menos um dos conjuntos de P, tem
medida positiva. Agora, defina Py := {A; N Az, A1\ (A1NAs), As\ (A1 NAy), X\ (A1 UAy)}.
Novamente, pelo menos um dos conjuntos de P, tem medida positiva. Mais geralmente, para

n > 3 vamos definir recursivamente os elementos de P,, através de n passos, a saber:

(1) Escreva (ji,...,j) = (1,...,n) e considere o conjunto A; N---N A,.
(2) Para cada escolha j2,...,72 , € {j},...,j.} considere o conjunto
n—1 n
2 _ 1
A iz = ﬂ A\ ﬂ Aj,.
i=1 i=1
(3) Para cada escolha j3,... 53 , € {j%,...,72_,} considere o conjunto

n—2 n—1
3 _ ) 2
Al = AN 45
=1 =1

(n — 1) Para cada escolha j7',j5 ™! € {j7 2,75 2,752} considere o conjunto

2 3
n—1 _ n—1 n—2
Aa‘{‘*l,jfl N ﬂ A5 m A
i=1 i=1

(n) Para cada j € {1,...,n} considere o conjunto
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n
A\ A
=1
i#]
A particao P, é a particao de X cujos atomos sdo precisamente os conjuntos de medida
n
positiva que pertencem a colecdo formada pelo conjunto X\U A; e os conjuntos dados nesses
i=1
N passos.

Note que Aq,...,A, € 7/3\ e P, < P,.1 para cada n > 1. Portanto, segue que
P C Pn+1 C A para todo n > 1, donde \/ P, C A

n>1

Por fim, seja A € A arbitrario. Para cada | > 1 existe 4,, € (A,);, tal que
u(ANA,,) < 27! donde, pelo Teorema 1.16, temos

A =liminf 4,, = UﬂAn] € \/73 (mod p).

i=1j=1

—~

Portanto, P,, 1 A.
O

Proposicao 1.32 . Sejam (X,X 1) um espaco de probabilidade separavel e A uma élgebra
tais que o(A) = X. Entdo, existe uma sequéncia (P,)°, de particdes finitas de X tal que
CAparatodon leP, 1T X.

Demonstracdo. Seja (B,,)>°; C X uma sequéncia densa. Como o(A) = X, segue do Teorema

1.13 que, para todos m,n > 1 existe A" € A tal que
u(B,AAY) < (1/m)27".

Sejam e >0e A€ X arbitrarios. Existe n > 1 tal que u(AAB,) < £/2. Existe também

> 1 tal que u(B,AA) < ¢/2 e, portanto, u(AAA) < e. Vemos assim que a colegdo
{Am :n,m > 1} C A é enumerével e densa em X', donde podemos aplicar o processo recursivo
da demonstracdo da Proposicdo 1.31 para o obter uma sequéncia (P,)52, de particdes finitas

de X tal que 73 C Aparatodon>1e 73 1T X. Isso conclui a demonstracao

O

O préximo resultado nos dd uma condicao suficiente para que uma sequéncia crescente
o0

de particdes (P,),>1 satisfaca \/ P, = X, no caso em que i é uma medida de Borel
n=1

probabilistica sobre um espaco métrico X.

Lema 1.33 . Suponha (X,X,u) um espaco de probabilidade, onde X é metrizavel, X’ é a
o-algebra de Borel, ;1 é uma medida de Borel probabilistica e P; < P, < P3 < ... é uma
sequéncia de particdes. Para cada x € X denote por P,(z) o elemento da particdo P, que

contém z. Se para p-q.t.p. * € X tem-se diam P, (x) — 0, entdo \/ P, =X.

n=1
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Demonstracdo. Sejam U um aberto ndo-vazio e x € U arbitrarios. A hipétese garante que
o0

existem n, > 1e P, € P, tais que xz € P, C U. E imediato que P, € A( U Pn> =: A.
n=1

Agora, como os elementos de .4 sdo unides finitas de elementos das particdes P,, juntamente
com o complementar dessas unides, segue que A é enumeravel. Em particular, a aplicacido

¢ : X — A definida por ¢(x) = P,, tem imagem enumeravel. Portanto, U = U P,, ¢ uma
zelU
unido enumeravel, donde U € o(A). Isso mostra que o(.A) contém os abertos. Dessa forma,

X C o(A). Por fim, como cada elemento de A esta contido em X, temos X' = o(A) = \/ P,
n=1

o que conclui a demonstracao. [

O proximo resultado exemplifica uma ideia importante que serd bastante utilizada em
nosso trabalho e que justifica o fato de trabalharmos em espacos de probabilidade separaveis,
a saber: um resultado valido no contexto de particGes finitas pode valer também no contexto

de sub-o-algebras gerais.

Proposicao 1.34 . Sejam (X, X, ;) um espaco de probabilidade separavel, A4; e Ay duas
sub-o-algebras e 7' : X — X uma transformacdo que preserva p. Entdo, T71(A; V Ay) =
TrA, VT 1 A,. Além disso, se T' é um automorfismo, entdo T(A; V As) = T A, V T As.

Demonstracdo. Como o espaco (X,X,u) é separavel, segue da Proposicdo 1.31 a existéncia
de duas sequéncias de particdes finitas (P,)°2; e ()%, tais que P, 1 A; e Q, 1 As.
Pelas Proposicao 1.28 e Proposicao 1.29 temos

73; V é; TA VA

TP T A

TQ 1 T A

TP, vT 10, + T A VT ' A,
TPV Q) 1 T ALV Ay).

Além disso, pela Proposicio 1.24 tem-se T*1(75; V @;) — TP vT-1Q, para todo

n > 1. Portanto, conclui-se:

T U ANV A) =\ T U PV Q) = /(TP VT1Q,) = T A VT A,
n=1 n=1

Por fim, se T' é um automorfismo, aplicando o que acabamos de ver para 7! em lugar

de T também obtemos T'(A; V Ay) = T A; VT A,.
O

Finalizamos esta secao com a importante nocao de independéncia, tanto no contexto

de particoes como também no contexto de sub-o-algebras gerais.
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Definicdo 1.35 . Sejam (X AX',u) um espaco de probabilidade e P e Q particdes. Dizemos
que P e Q sdo independentes se, u(P N Q) = u(P)u(Q) para todo P € P e todo Q € Q.
Similarmente, dadas duas sub-o-algebras A; e A,, dizemos que A; e A sdo independentes
se (A N Ay) = pu(Ay)p(Az) para todo Ay € A; e todo Ay € As.

Observacao 1.36 . Dadas P e Q particdes, temos que P e Q sdo independentes se, e

somente se, P e Q sdo independentes.

1.3 INTEGRACAO

Nessa secao apresentamos os resultados da Teoria de Integracdo que serdao necessarios
a nossa exposicao.
Teorema 1.37 . Seja f: X — [0,00] mensuravel. Existe uma sequéncia de funcdes simples

ndo-negativas (s,)n>1 tal que 0 < s, < s,41 < f paratodon > 1 e s, — f pontualmente.
Demonstracdo. Veja o 1.17 Theorem na pagina 15 de (RUDIN, 1987). H

Teorema 1.38 . (Teorema da Convergéncia Monétona) Suponha que (f,),>1 é uma

sequéncia de fun¢des mensuraveis tal que 0 < f,,(z) < fo41(x) para todo n > 1, para todo

x € X e fu(r) — f(x) para cada z € X. Ent3o, f é mensuravel e / fdu = lim [ f,du.
X n—oo X
Demonstracdo. Veja o 1.26 Theorem na pagina 21 de (RUDIN, 1987). O

Teorema 1.39 . (Teorema da Convergéncia Dominada) Suponha que (f,),>1 é uma
sequéncia de funcdes mensuraveis tal que lim f,(x) = f(x) existe para cada x € X e para
n—oo

a qual existe uma funcdo g € L'(X,X,u) satisfazendo |f,(z)| < g(x) para todo n > 1, para
todo z € X. Entdo, f € L'(X,X,u), lim / |fn— fldu=0¢e / fdp = lim / fndpt.

Demonstracdo. Veja o 1.34 Theorem na pagina 26 de (RUDIN, 1987). O

Definicdo 1.40 . Sejam (X,X") um espaco mensuravel e i e v duas medidas sobre (X, X).

Dizemos que v é absolutamente continua com respeito a i se v(A) = 0 sempre que p(A) = 0.

O proximo resultado é fundamental em muitas aplicacdes da Teoria de Integracdo,

particularmente na Teoria das Probabilidades.

Teorema 1.41 . (Radon-Nikodym) Sejam (X,X) espaco mensuravel, ;1 e v duas medidas

o-finitas sobre (X,X) tais que v é absolutamente continua com respeito a . Entdo, existe

f e LYX, X u) tal que v(A) = /fd,u para todo A € X e f é essencialmente (nica
A

no seguinte sentido: se g € L'(X,X u) satisfaz v(A) = /gdu para todo A € X, entdo
A
f(z) = g(x) para p-q.t.p. z € X.

Demonstracdo. Veja Teorema B na pégina 128 de (HALMOS, Paul, 1956). O
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Sejam (X,X 1) um espaco de probabilidade e A C X uma sub-o-algebra. Dada uma
funcdo f € LY(X,X,u) definimos uma medida v sobre o espaco de medida (X,.A) por

- /A fdu.

Note que a restricdo 1, e v sdo medidas sobre (X,A) e, além disso, v é absolutamente
continua com respeito a u. Dai, pelo Teorema 1.41 existe essencialmente uma Gnica funcao
g€ L'(X,Ap,) tal que

v(A) = / gdp para todo A € A.
A

Definicao 1.42 . A funcdo g dada acima é dita fungdo valor esperado de f dada A e é
denotada por E(f|.A). Além disso, definimos a probabilidade condicional de A € X dada A
por pu(AJA) == E(14]A).

Observacdo 1.43 . Sejam A C X uma sub-o-4lgebra e f € L'(X,X 1u). Ent3o, decorre do

Teorema 1.41 que E(f|.A) fica completamente caracterizado pelas seguintes propriedades:

(i) E(f|.A) é A-mensuravel;
ii £ dp = d do A :
(i) /A (flA)dp /Af u para todo A € A

Mais especificamente: se h € L'(X,X,u) satisfaz (i) e (i), entdo h = E(f|A) p-q.t.p. Neste

caso, uma tal h é dita uma versdo de E(f|A).

Proposicdo 1.44 . Sejam f € L'(X,X,u) e A C X uma sub-o-algebra. Valem as seguintes

propriedades:
(i) Se f > 0 p-q.t.p. entdo E(f|A) > 0 p-q.t.p.;
(ii) Se f é A-mensurdvel, entdo E(f|A) = f u-q.t.p.;
(i / E(E(f]A)[A)dy — / E(f|A)dp = / fdyu para todo A € A:
A A
(iv) E(-]A): LY X, X ) — L' (X,X,1) é um operador linear limitado;
(v) Se g: X — R é uma funcdo A-mensuravel tal que gf € L'(X,X,u), entdo E(gf|A) =
gE(fIA) p-q.tp.

Demonstracdo. (i): Suponha que f > 0 para p-q.t.p. e considere A = {z € X : E(f|A) < 0}.

i)
)
)
)

Como E(f|.A) é A-mensuravel, segue que A € A. Agora, como

0> /A E(f|A)dps = /A fdp,

temos p(A) =0, o que implica que E(f|.A) = 0 p-q.t.p.
(ii): Por definicdo, para todo A € A tem-se:

/ fdp = / (f]A)dp
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Dai, pela Observacdo 1.43 segue que E(f|A) = f p-q.t.p.
(iii): Decorre imediatamente do item (ii) juntamente com a Observacdo 1.43.
(iv): Sejam f.g € L*(X,X,u) e X € R arbitrérios. Dado A € A, temos:

/A ECFIA) + AE(glA)]dps = / E(f|A)dp + A / E(glA)dy

—/fd,u+)\/gd,u
A A

= /(f+Ag)du-
A

Logo, pela Observacdo 1.43 tem-se E(f + Ag|A) = E(f|.A) + AE(g|.A).
Por fim, observe que ||E(f|A)|| = / E(flA)dp = / fdu = ||f]l-
X

b
Portanto, E(-|.A) é um operador linear limitado.

(v): Suponha inicialmente que g = 1 para algum E € A, ou seja, g(z) = 1sex € E e
g(x) = 0 caso contrério, para algum F € A. Ent3o, g é A-mensurdvel tal que gf € L' (X, X 1)
e, para cada A € A tem-se:

/ GE(fIA)du = / 1E(f|A)dy
A A
- /E E(fAYn

_ /A L fdp
= /A gfdp.

Dai, segue da Observacdo 1.43 que E(gf|A) = gE(f|A) p-q.t-p.
k

Agora, suponha que g = Zci]‘Ei é uma funcao mensuravel simples n3o-negativa
i=1
A-mensurdvel, ou seja, ¢; > 0 e E; € A para todo 1 < i < k. Entdo, gf € L' (X, X ) e,

para cada A € A, pela parte ja provada obtém-se:

k

[oeuan= [ (S es et
k
=3 [ 1eE (A
= zf: Ci /A lg, fdu

- /A (icilﬂ.)fdu
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_ /A ofdp.

Agora, suponha que g é uma funcdo real A-mensuravel ndo-negativa tal que gf €

L'(X,X,u) e suponha também que f > 0. Pelo Teorema 1.37 existe uma sequéncia crescente
(Sn)n>1 de funcdes A-mensuréveis simples ndo-negativas tal que s, T g pontualmente. Pela

parte ja provada, para cada A € A temos

/ spE(f]A)dp = / Spfdp para todo n > 1.
A A

Como f > 0, segue do item (i) que E(f|.A) > 0 u-q.t.p. Dai, segue que s,E(f].A) T gE(f|.A)
pontualmente, donde tomando o limite quando n — oo em ambos os lados, o Teorema 1.38

(Teorema da Convergéncia Monétona) nos da:

/ gE(f|A)dp = / gfdp.
A A
Como A € A é arbitrério, pela Observacdo 1.43 segue que E(gf|.A) = gE(f|.A) p-q.t.p.,

no caso em que g,f = 0.

Para o caso geral, decompomos ¢ = gt — ¢~ e f = ft — f~ através de suas
partes positiva e negativa (recorde que h* := max{h,0} e h~ := max{—h,0}). Dai, como
gT,97,f T,/ sd3o n3o-negativas, pela parte ja provada juntamente com a linearidade do valor

esperado condicional dada no item (iv), para cada A € A temos:
[ 1A= [ (7 =g G 1A
~ [ A= [ g e A

A

- [ e [ oEuam
:Ag+f+du—[49+f_dﬂ
_/Agﬁdqu/Agfdu
:/A(g+_g—)f+du—/A(g+—g‘)f‘du

=/Agf+du—/Agfdu

= /Ag(f+ — f7)du

= /A gfdp.

Como A € A é arbitrario, pela Observacdo 1.43 segue que E(gf|A) = gE(f|A) p-q.t.p.

Isso conclui a demonstracao.
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Observacao 1.45 . Segue de (iii) e (iv) da Proposicdo 1.44 que o operador E(-|.4) é uma
projecdo limitada de L'(X,X ).
Proposicdo 1.46 . Sejam (X,X 1) um espaco de probabilidade, G C X uma sub-o-algebra,
A uma lgebra que gera G, g € L'(X,X,11) ndo-negativae C € X.

Se g é G-mensuravel e /Agdu = pu(C' N A) para todo A € A, entdo g é uma versdo

de p(C|G).

Demonstracdo. Primeiro, observe que as funcdes

AEQI—>/gd,u
A

A€ Gr—s u(CNA)

sao medidas sobre G. Por hipétese, elas coincidem sobre a algebra A, donde elas tém de

coincidir sobre G = o(A). Ou seja, para cada G € G tem-se:

/ngu = u(CNG)

= / ]-Cd/'b:
G

donde o resultado segue da Observacdo 1.43. O]

Teorema 1.47 . Sejam (X,X 1) um espaco de probabilidade, 7 C X uma sub-o-algebra e

P uma particdo. Para cada C' € X, tem-se:

u(C' N P|F)

w(C|PV F) = > 1A ) P17

pPepP

u-q.t.p.

Demonstracdo. Seja A a colecao de todas as uniGes disjuntas finitas de elementos da forma
PNF com PePeF € F. Nio é dificil verificar que A é uma algebra que gera PV F.

Consequentemente, pela Proposicdo 1.46 é suficiente mostrar que

P/
/ le,'u(om—/|‘7:)d,u:,u(C'umF)7
pr o T (PP

para cada P € P ecada F' € F. Fixemos P € P e F € F arbitrarios. Pela Observacao 1.19

podemos supor que os P’ € P sdo dois a dois disjuntos. Portanto,

M(Cﬂpl|f) / [E(lCmP|F)
Ip———dpy = | 1lp———Ldp
/ Z; " u(PF) r E(1p|F)

= )

[ E(lens|F)
= [ ey B
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= [ leapardp
=u(CNPNF),

como queriamos demonstrar.
m

Teorema 1.48 . (Desigualdade de Jensen) Sejam (X,X,u) um espaco de probabilidade,
¢ : [0,1] — R uma func3o cbncava, ou seja, tal que s¢(a) + tp(b) < ¢(sa + tb) para todos
abef01],0<st<lcoms+t=1 e fe LY(X,X,u)tal que 0 < f(z) < 1 para todo
x € X. Entdo, para qualquer sub-c-dlgebra G C X tem-se E(¢ o f|G) < ¢(E(f|G)) u-q.t.p.

Demonstracdo. Veja o 4. Theorem na pagina 35 de (PARRY, 1981). O

Teorema 1.49 . (Teorema de Convergéncia de Martingale) Sejam (X,X’,1) um espaco

de probabilidade, (A,)S°, uma sequéncia de sub-o-lgebras e f € L! (X, \/ Amu). Valem:
n=1

n=1

(i) Se A, C A,+1 para todo n > 1, entdo

E(f|An) T [E(f! (7 An> p1-q.t.p.

n=1

(i) Se A,, D A, 41 para todo n > 1, entdo

E(F1A) LE(FI ) An) meatp.

n>1

Demonstracdo. Veja o Theorem 4.3 na pagina 331 de (DOOB, 1990). O

Terminamos este capitulo de preliminares com dois fatos simples de analise na reta que
serdo fundamentais em nossa exposicdo. O primeiro deles sera usado de forma extensiva no
altimo capitulo e o segundo sera utilizado no capitulo 3 para garantir a existéncia da entropia

de um sistema dinamico.

S
n=1

Proposicao 1.50 . Sejam (s,,)>°; uma sequéncia em R e s € R tais que s, — s.

Entao,

1n71
— E S$; — S.
njzl
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Demonstracdo. Uma vez que a sequéncia (s,,)7°, converge para s € R, dado € > 0 existe

ng > 1 tal que |s,, — s| < € sempre que n > ng. Tome M > 0 tal que |s,, — s| < M para todo
s | + M(no — 1)
€

n > 1. Note que, fixado n; > max {no, } arbitrariamente, se n > n;, ent3o

1n71 1 n—1
EES%‘ﬂzﬂEZ%—M)
=1 =1
= —\Zsﬂ »

k=1

;K(gy%—ﬂ>+ﬁ0 ()
1 no—1

=—|\+Z\83—8\ lez—é’!

zno

(M+ﬂﬂm—1»+%dn—%)

N

3

S|

< 2e.
O]

Definicao 1.51 . Uma sequéncia (a,),>1 C R é dita subaditiva se a1, < ap, + a, para

todos m,n > 1.
Lema 1.52 . (Lema de Fekete) Se (a,),>1 C R é uma sequéncia subaditiva, entdo

a .
lim = = inf =
n n n n

onde a existéncia do limite é parte da conclus3o.

Demonstracdo. Escreva vy := inf(an/n) e suponha inicialmente que v > —oo. Dado € > 0

existe & > 1 tal que a;, < (7+5)k Pela subaditividade da sequéncia (ay,),>1, para cadan > 1
temos a,; < nay < nk(y+e), ouseja, (ank/nk) < y+e. Dai, vemos que lim inf(a,, /n) < y+e.
donde

Portanto, como ¢ > 0 é arbitrario, concluimos que lim inf(an/n) <y = inf(an/n),
lim mf(an/n) = . Agora, dado m > 1 arbitrario podemos escrever m = nk—i—j com0<j <k,

donde novamente pela subaditividade obtemos:

A, = Opk+j
Qnk + a;

<
< k ;
<(v+en +52?<>§€a1

Dividindo em ambos os lados por m > 1 e fazendo m — oo obtém-se lim sup(am/m) <v+e.
Como ¢ > 0 é arbitrario, concluimos que limsup(a,,/m) < v = lim inf(am/m). Portanto,

lim(a,/n) = igg(an/n) no caso em que ir>1f1’(an/n) > —00.
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Por fim, suponha que }Lgfl’(an/n) = —oo. Dado M > 0 arbitrério, existe £k > 1
tal que ay < —Mk. Pela subaditividade da sequéncia (a,),>1, para cada n > 1 temos
ane, < nag < nk(—M), ou seja, (a,,/nk) < —M. Dai, vemos que liminf(a,/n) < —M.
Como M > 0 é arbitrario, obtemos limninf(an/n) = —o00. O resto da dgmonstrac;éo segue

exatamente os mesmos passos do caso anterior com —A em lugar de v + €. [
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2 O DESLOCAMENTO DE BERNOQOULLI

Considere um experimento aleatério com um nimero finito de resultados igualmente
provaveis, digamos a > 2. Por exemplo, girar uma roleta “honesta” com a > 2 saidas
possiveis. Denotamos por {1,2,...,a} o conjunto de todos os resultados possiveis e por X =
{1,2,...,a}% o conjunto de todas as sequéncias bilaterais infinitas z = ... x oz 1707125 . . .
de resultados possiveis. E comum denotarmos por z(i) a i-ésima coordenada de z (i € Z).

Agora, considere a transformacido T : {1,...,a}? — {1,...,a}? dada por

T((2())iez) = (@(i +1))icz.

Ou seja, a transformacdo T desloca a esquerda cada coordenada de todo elemento
(x(7))icz € X. Claramente, T' é invertivel e sua inversa é precisamente a transformacdo de
deslocamento & direita T~ ((2(4))icz) = (x(i — 1));ez.

Vamos mostrar que existem uma o-algebra X sobre X e uma medida de probabilidade
i sobre X' que é invariante pela transformacdo 7. Em outras palavras, (X, X,u,T) é um
sistema dindmico, dito deslocamento de Bernoulli. O deslocamento de Bernoulli fornece um
modelo matematico para o experimento aleatério que consiste em girar uma roleta com um

numero finito de saidas igualmente provaveis, “desde o passado remoto até o eterno futuro”.

Considere o conjunto {1,...,a} munido da métrica discreta, ou seja, dados z,y €
{1,...,a}, tem-se d(x ,y)—Osex—yed( ,y)—lsex#y

Observe que a métrica p(x Z 9l |d y(i)) é compativel com a topologia
produto de X = {1,...,a}? e, além disso, X é compacto pelo Teorema de Tychonoff (veja o

item (4) do 1.4 Theorem na pagina 224 de (DUGUNDJI, 1966)).
Suponha que z(i) = y(i) e x(—i) = y(—1) para todo 0 < i < k. Ent3o,

p(xy) = > 27Md(x(i)y(i))

= > 27 Md(a(i)y(i) + Y27 Md(x(i),y(i))

i<—k i>k (4)
=) 27d(x (=) + > 27"d(x(i) y(i)

i>k i>k
<2 ) 27 =20

i=k+1

Por outro lado, se z(i) # y(i) ou x(—i) # y(—i) para algum 0 < i < k, entdo

plry) = Y 27 Md((i) (i) = 27",

1=—00

Em outras palavras, se p(z,y) < 27%, entdo

z(i) = y(i) e x(—1) = y(—i) para todo 0 < 7 < k. (5)
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Agora, considere n = min{i > 0: x() # y(i) ou x(—i) # y(—i)} e a métrica p'(x,y) := 27"

Note que, se x(i) = y(i) e x(—i) = y(—i) para todo 0 < i < k, entdo tem-se
n=min{i > 0: z(i) # y(i) ou z(—i) # y(—i)} > k, o que nos d4 p'(z,y) < 27*. Dali, por
(5) vemos que p(z,y) < p(z,y).

Por outro lado, se p/(x,y) = 27" com n > 0, entdo x(i) = y(i) e x(—i) = y(—i) para
todo 0 < i < n — 1. Logo, por (4) segue que p(r,y) < 272 = 4p'(z,y). Além disso, se
P (z,y) =27% =1, entlo é claro que p(x,y) < 4.

Portanto, em qualquer caso temos p'(z,y) < p(z,y) < 4p'(z,y) (v.y € {1,...,a}%).

Isso mostra que p e p’ s3o uniformemente equivalentes sobre {1,... a}Z.

Afirmacao: 7' é continua.

De fato, se p'(z,y) = 27° = 1, entdo p/(T(z),T(y)) < 1 = p'(z,y). Além disso, se
Pley)=2"em=min{i >0:2(i+1)#yli+1)ouz(—(G+1)) #y(—(i+1))} entdo
m >n — 1, donde p/(T(z),T(y)) =27™ < 27" =20/ (z,y).

Isso mostra que 1" é continua e, similarmente, vemos que 7~! é continua. Portanto, T

e T~! sdo funcdes mensuraveis com respeito a o-algebra de Borel de X, a qual denotaremos

por X.

Vamos agora mostrar que existe uma medida de Borel probabilistica © que é T-
invariante.

Com efeito, dados i € Z e j € {1,...,a}, considere o conjunto A’ := {z : z(i) = j}.

Note que, se k € N é suficientemente grande tal que |i| < k, entdo segue de (5) que
y(i) = z(i) = j sempre que p(z,y) < 27*. Ou seja, A7 é um conjunto aberto. Além disso,
note que {1,...,a}?\ A} = U A7 Ou seja, A? também é um conjunto fechado.

Recorde que um conjljn;fcjo que é simultaneamente aberto e fechado é dito clopen.

Dados m < nem Z e (Up,...,u,) € {1,...,a}" ™", dizemos que o conjunto A =
{xe{l,....a}?: (z(m),...,.x(n)) = (um,...,u,)} é um cilindro elementar de comprimento

r=n-—m-+ L

Afirmacao: O conjunto de todos os cilindros elementares forma uma base para a
topologia de {1, ...,a}Z.

Com efeito, note inicialmente que todo cilindro elementar é clopen. Reciprocamente,
considere uma bola aberta B,(x;r) arbitraria e fixe k& € N suficientemente grande tal que
B,(z;27%) C B,(x;7).

Considere y € B,(z;27") qualquer. Por (5) acima vemos que z(i) = y(i) e z(—i) =
y(—1) para todo 0 < ¢ < k. Considere o seguinte cilindro elementar

A={ze{l,....a}?: (z(=k—=1),...2(k+ 1) = (y(=k = 1),....y(k+1))}.

Entdo, z € A e, por (4), obtemos A C B,(z;27%) C B,(z;r); isto conclui a demons-

tracao da afirmacdo.

Agora, dados m <nmem Ze U C {1,...,a}" ™", dizemos que o conjunto
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A={ze{l,...,a}?: (z(m),...,x(n)) € U} & um cilindro de posto r =n —m + 1.

Note que todo cilindro elementar de comprimento » = n — m + 1 é um cilindro de
posto r =n —m + 1 e, reciprocamente, todo cilindro de posto r =n —m + 1 é uma uniao
disjunta finita de cilindros elementares de comprimento r =n — m + 1.

Seja C, a colecdo de todos os cilindros de posto > 1 e considere a colecdo & =
{otUCiUCU...

Afirmacdo: S é uma algebra de subconjuntos de {1,...,a}%.

Observe que {1,....a}? ={z € {l,...,a}:2(0) € {1,...,a}} €S.

Sejam C = {z € {1,...,a}* : (z(m),...,x(n)) € U} com U C {1,...,a}"™,
m<neD={xe{l,. . . a}?: (xk),....x()) €U} comV C {1,...,a} " k <
cilindros arbitrarios. Sejam o = min{m.k} e § = max{n,l}.

Considere U’ o conjunto de todas as sequéncias em {1,...,a}?~**! cuja restricdo a
{1,... a}"~™"! pertencem a U e, similarmente, considere V’ o conjunto de todas as sequéncias
em {1,...,a}’~*"! cuja restricdo a {1,...,a}'"**! pertencem a V.

Entdo, C = {z: (z(a),...,x(B)) € U'} e D ={z: (z(«),...,x(8)) € V'}.
Dai, CUD ={z: (z(a),...,x(8)) e U'UV'} € S.
Note também que C¢ = {z € {1,...,a}? : (z(m),...,x(n)) € U} € S; isto conclui

a demonstracdo da afirmacdo.

Definimos uma funcdo de conjunto P : & — [0,1] da seguinte maneira: P(&) =0 e

P{z: (z(m),...,.x(n)) e U}) := Z q~(mmtl),
(Wmse.oyun)EUC{L,...,a}v—m+1
Para simplificar a notacdo, vamos escrever

P({z : (x(m),...,x(n)) € U}) := Za_("_m+1),

U
onde admite-se implicitamente que a soma é feita sobre todos os (u,,...,u,) € U C
{1,...,a}—m+
Note que

P({z: (z(m),....x(n)) = (Unm, ... un)}) = a” O™+

para todo (U, ...,u,) € U.

Afirmacao: P estid bem definida.

Com efeito, suponha que {z : (z(m),...,z(n)) € U)} ={z: (x(k),...,z(l)) € V)}
comU C{l,....a}" ™ eV C{l,... a}"F"L

Sen—m+1=101—k+1, entdo U = V e ndo ha nada a demonstrar. Entdo, podemos
supor, por simetria, quen —m +1 <1 —k+1,donde V =U x {1,...,a}Fm-(+n),

Dai,

Z a7(17k+1) _ Z af(n7m+1) Z a*[(l+m)*(k+”)]
\% U

{1,...,a}(t+m)—(k+n)

— Z q~(n=mtl),
U
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0 que mostra que P estd bem definida.

Afirmacao: P é finitamente aditiva.
De fato, suponha C' = {z : (z(m),...,#(n)) € U)} com U C {1,...,a}" ™ e
D = {z: (z(k),...,x(1)) € V)} com V C {1,...,a} """ tais que C N D = &. Sejam

a = min{m,k}, 5 = max{n,l}.

Considere U’ o conjunto de todas as sequéncias em {1,...,a}?~**! cuja restricio a
{1,...,a}"~™"! pertence a U e, similarmente, considere V' o conjunto de todas as sequéncias
em {1,...,a}?=**! cuja restricio a {1,...,a}'"**! pertence a V.

Dai, C = {z : (z(«),...,x(B)) € U'}, D = {z : (z(a),...,x(p)) € V'}, CUD =
{z:(z(a),...,2(B)) e U'UV'} e UNV' =@ pois CND =@.

Consequentemente, como P esta bem definida, temos:

P(CuUD)= Z q~ (Bmotl)
Uov’

— Z q—(n=m+1) Z g~ (=k+1)
U 1%

=P(C)+ P(D).
Isto conclui a demonstracdo da afirmacao.

Como toda unido infinita contavel de cilindros é um conjunto clopen e ndo podemos
escrever um conjunto clopen ndo-vazio como uma unido infinita contavel de conjuntos clopen
ndo-vazios, segue que P é também contavelmente aditiva sobre S.

Portanto, segue do Teorema de extensdo da Teoria da Medida (veja o Teorema A na
pagina 54 de (HALMOS, Paul, 1956)) que P se estende a uma Gnica medida p definida sobre
uma o-algebra A que contém S.

Como os cilindros elementares formam uma base para a topologia de {1,...,a}Z,
temos que todo subconjunto aberto de {1,...,a}? pode ser escrito como uma unido contavel
de elementos de S, donde segue que a o-algebra A contém os subconjuntos de Borel de
{1,...,a}%, ou seja, X C A.

Desse modo, 1 € uma medida de Borel.

Além disso, como pu({z : (z(m),...,x(n)) € {1,...,a}" ™ }) = 1, segue que u é

uma medida de Borel probabilistica, dita medida de Bernoulli.

Afirmacao: T preserva .

De fato, escreva L := {1,...,a} e note que, para qualquer U C L™ ™" com m < n
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em Z tem-se:

(T {z: (x(m),....x(n)) € U})) = u({x: (x(m+1),....2(n+1)) € U})
=u({x: (x(m),z(m+1),....x(n+1)) € LxU})

— Z a ! Z g~ (n=m-+1)
L U

— Z q—(n—m+1)
U

= p({z: (z(m),... x(n)) € U})

Como os cilindros geram a o-algebra X', segue pelo Teorema 1.8 que T' preserva .

Isso prova a afirmacdo.

Portanto, vemos que (X, X1, T") é um sistema dinamico, dito deslocamento de Bernoulli.
Como dissemos anteriormente, o deslocamento de Bernoulli fornece um modelo matematico
para o experimento aleatdrio que consiste em girar uma roleta com um nimero finito de saidas
igualmente provaveis, “desde o passado remoto até o eterno futuro”.

Agora, vejamos uma propriedade satisfeita pelo deslocamento de Bernoulli que sera
importante a frente.
Proposicao 2.1 . Dados quaisquer cilindros disjuntos C' = {x : (x(m),...,z(n)) € U} com
Uc{l,....a}" ™ eD={z:(xk),....x(1)) € V}com V C {1,...,a}l"* temos

u(CNT (D)) =puCu(T™(D)) = u(C)u(D)
sempre que j € N é suficientemente grande.

Demonstracdo. Com efeito, sejam o = min{m,k} e 5 = max{n,l}. Considere U’ o conjunto
de todas as sequéncias em {1,...,a}?~**! cuja restricio a {1,...,a}" ™*! pertencem a U
e, similarmente, considere 1V’ o conjunto de todas as sequéncias em {1,...,a}’~°*! cuja
restricido a {1,...,a}'"*! pertencem a V. Observe que C' = {z : (z(a),...,x(B8)) € U'} e
D ={z: (z(a),...,z(B)) € V'}. Além disso, note que U'NV' = & pois C' e D sio disjuntos.
Também, dado qualquer j € N temos T/ (D) = {z : (x(a +j),...,z(B+J)) € V'}. Agora,
escreva L :={1,...,a} e tome j € N suficientemente grande tal que o + j > 3. Entdo,

CNTH(D) = {a : (2(a), . ...a(B)w(B+1), ...x(a+]), .. a(B+4) € U'x L x V'),

Dai,
w(CNT(D)) = pu({z: (v(a),...,x(8+7) € U x LT x V'})

=3 g e §T (k=8 37 g (e
z

Lati—B %44

_ Z af(n7m+1) Z af(lkarl)
U 1%

= u(C)u(D),
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como queriamos demonstrar. Note que o mesmo é valido se C' e D s3o, cada um, uma unido

finita de cilindros dois a dois disjuntos. O

Tendo em vista a construcdo acima, podemos considerar a seguinte definicdo:
Definicao 2.2 . Um sistema dindmico (X,X,u,T") é dito deslocamento de Bernoulli se existe
uma particdo finita P := {P,...,P,} satisfazendo:

oo

(i) \/ T7'P = X (mod p);

1=—00

(i) u(ﬂTUﬂ)zHu(Pﬂ, jie{l,....a}, n<i<nem<nem/Z.

Observacao 2.3 . Na construcdo acima, uma particdo P = {Py,...,P,} que satisfaz as
condicdes (i) e (ii) da Definicdo 2.2 é dada por P; := {x : (0) = j} para cada j € {1, ... ,a},
onde a o-4lgebra X' é a o-algebra de Borel sobre {1,...,a}%. Note que, neste caso, tem-se
w(Py) =...=p(P,) = 1/a. Evidentemente, para deslocamentos de Bernoulli gerais pode-se
ter u(P;) # p(P;) para algum par de indices i # j.

Terminamos este capitulo introduzindo uma notacao para os deslocamentos de Bernoulli
que é bastante utilizada. Suponha que (X,X,1,T") é um deslocamento de Bernoulli e considere
P ={P,...,P,} como na Definicdo 2.2. Para cada j € {1,...,a} escreva p; := pu(P;). Sem
perda de generalidade, podemos supor p; < ... < p,. Neste caso, denotamos (X, X, u,T)
simplesmente por B(pi, ... ,pa)-
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3 ENTROPIA

Neste capitulo apresentamos o conceito de entropia em Teoria Ergddica, cuja introducdo
é devida a Andrey Kolmogorov (KOLMOGORQV, 1958) e cuja simplificacdo e sistematizacdo
é devida a Yakov Sinai (SINAI, 1959, 1989).

Seja (X,X,u,T) um sistema dindmico e considere P := {P,,...,P,} uma particdo
finita ordenada. E conveniente pensarmos em P como sendo um experimento aleatério no
seguinte sentido: para cada x € X selecionado de acordo com a distribuicao de probabilidade
, P fornece como resultado o dtomo P; que contém z. Ou seja, se P := {P;,... P}, entdo

consideramos P como sendo a varidvel aleatédria
P:X—{1,... .k}

definida por P(z) =j <= 2z € P; (1 <j<k).
Definicao 3.1 . O conteddo de informacdo obtido ao realizarmos o experimento P é a funcdo
dada por Ip(z) := —In(u(P;)) para todo z € P; (1 < j < k).

Ou seja,

Ip(z) = =) 1p(x)In(u(P)).

pep

Como lin%xlnx = (), adotamos a seguinte convencdo: 0ln0 = 0.
T—

Definicao 3.2 . A entropia da particdo P é, por definicio, a quantidade média de informacao

obtida ao realizarmos o experimento P, ou seja,

1P) = [ Io(ydn= [ =3 1ol (P

PeP

Além disso, note que:

| =S tn P = [ £(= 3 10 (P )

PcP

Ou seja,

H(P) =Y —p(P)In(u(P))

PeP
Dada a expressdo de H é conveniente introduzirmos a funcdo ¢ : [0,1] — R dada por
#(s) = —sIns. Como ¢” < 0, segue que ¢ é cdncava, ou seja, ap(s) + bo(t) < ¢(as + bt)

para quaisquer 0 < a,b < 1 tais que a+b = 1 e quaisquer s,t € [0,1]. Mais geralmente, tem-se
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k k
szgzﬁ < gzﬁ(ZpZ ) para quaisquer 0 < py,...,pr < 1 tais que sz = 1 e quaisquer
tl, otk € 10,1, Alem disso, vale a igualdade se, e somente se, todos os t’s associados a p/s
nao-nulos sdo iguais.

Proposicdo 3.3 . Seja P = {Py,... P} uma particdo finita. Entdo, H(P) < Ink e ocorre
a igualdade se, e somente se, y(P) = 1/k para todo P € P.

Demonstracdo. Para cada i =1,...,k considere p;, = 1/k e t; = u(P;). Pela concavidade de

¢, temos:

/i sz <¢(2pz Z)_ < )_ln]({:k:).

Portanto H(P) < In (k:) e ocorre a igualdade se, e somente se, u(P;) = 1/k para todo
i=1,... k.

0
Agora, considere P e Q dois experimentos e observe que:
H(PV Q) — =35 wPnQuEEnQ) Y —u(Q)n(k(Q))

PeP QeQ QeQ

=Y —uPnQm (1P Q)/uQ)
PeP QeQ

33 uPnQ) (@) — Y —u(Q) In(u(Q))
PeP QeQ Qe

=3 @) (1P QM@ >) (u(P n Q)/(u(@)))
PeP QeQ

+3° N P Q) In(u@) + > u(@
QeQ PeP QeQ

Y@ Y (WP Q@) (u(P n Q)/u(@))

QeQ PeP

= @ In(u(@) + > w(@Q) In(1(Q)) (6)
QeQ Qe

=Y w@Q Y ~(uPn Q@) n (u(P N Q)/n(@)
QeQ PeP

=3 Y Qs (1PnQ)/u(Q)
PeP QeQ
<Y o( S u@(uPnQ)/mQ))
Pep QeQ

=S o( L urna)
PeP QeQ

=Y o(u(P))
PeP
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onde na desigualdade acima usamos o fato de a funcdo ¢ ser concava. Portanto, vemos que
H(PvVQ)—-H(Q) < H(P) (7)

e ocorre a igualdade se, e somente se, ;(P) = u(PNQ)/u(Q) paratodos PP e € Q,

ou seja, se e somente se P e Q sdo independentes.

Observacao 3.4 . Pela equacdo (6) temos que

H(PV Q) — H(Q) = Y 3 n(@s(n(PNQ)/u(Q)

PeP QeQ

= uPrQ i (1(PNQ)/MQ)).

PeP QeQ
Definicdo 3.5 . Dadas P e Q duas particles, a diferenca H(P VvV Q) — H(Q) é dita entropia
condicional de P dado Q e é denotada por H(P|Q). Ou seja,
H(PIQ) =Y 3 —u(Pn Q) (u(PNQ)/uQ).
PeP QeQ

Intuitivamente, a entropia condicional H(P|Q) é a quantidade média de informacdo
que se obtém ao realizar o experimento P dado que o experimento O foi realizado.
Definicdao 3.6 . Dadas P e Q duas particdes, o contetido de informacdo condicional de P

dado Q é a funcdo dada por:

Ipja(x) = > 3 ~1peg(e) In (u(PNQ)/n(Q))-

PeP QeQ
Note que:
[ 5 trmote) P 0@ (@)= [ E(X S 1oty (M 0L )a
X pep Qeo PepeeQ Q)
Y m ( PﬂQ )/ E(1pno)du
PeP QeQ X
— Z Z Inpu(P N Q)/u(Q)/ Lpnqdp
PeP QeQ X
=3 N uPnQm (M(P N Q)/u(@))
PeP QeQ
Ou seja,

H(PIQ) = [ Irod

Além disso, pelo que vimos acima, tem-se H(P|Q) = H(P) se, e somente se, P e
Q sdo independentes. Em outras palavras, tem-se H(P|Q) = H(P) precisamente quando
a realizacdo do experimento Q n3o modifica a quantidade média de informacdo obtida ao

realizar o experimento P. Ou seja,
H(PVQ)=H(P)+H(Q) <= H(P|Q) = H(P) < P e Q sdo independentes. (8)

Abaixo temos outras propriedades da funcdo H, a saber:
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Proposicao 3.7 . Sejam P,Q e R particSes. Valem:
(i) H(PV QIR) = H(P|R) + H(Q|PV R);

(i) SeP < Q, entdo H(P|R) < H(Q|R) e H(R|Q) < H(R|P). Em particular, se P < Q
e R = {X}, entdo H(P) = H(P|{X}) < H(QI{X}) = H(Q)

(iii) P < Q se, e somente se, H(P|Q) = 0;
(iv) H(PIR) < H(P|Q) + H(QIR)

Demonstracdo. (i):Observe que

WPNQNR)
H(PV QIR) = p%:R —u(PNQNR)In <W)
w(PNQNR) w(PNR)
_g% u(PNQAR)(In (—mﬁﬁﬁrﬂ+m( i )
Além disso,
pPNR)N w(PNR)
%%—MPWQWEM( ) >—%;%}w@ﬂQﬂRm%—mﬁr>
_ L (HPNER)
_%; (PmRm%%@l( um)>
_ uPNR)
_;; (PﬁRﬂn07@§—)
= H(P|R).
Por outro lado, escrevendo P N R = S temos:
- W (MPOQNR)N _ L(HMSNQ)
P%{ WPNQNR)I ( TPLE ) SEPVZWEQ W(SNQ)! ( e )
= H(QIPVR),

donde concluimos (i).

(ii): Suponha P < Q. Neste caso, temos:

H(P|R) = I;)}; PﬂRln<(P(2)R))
MPWRU




Capitulo 3. Entropia 39

onde a desigualdade decorre do fato de a funcdo — In(x) ser decrescente juntamente
com a relacdo u(Q N R) < p(P N R) valida sempre que ) C P.
Agora observe que, dados P € P e R € R, tem-se:

ROP ,uRﬂQ w(@Q) p(RNQ)
-l

e, além disso, Z a P) 1.
2 u(P)
Logo, pela concavidade da funcdo ¢ obtemos:

¢< RﬂP) Z,u ( Rg)@)).

Consequentemente,
p(PNR)
B P N R) . (PN R)
Z w ()

—Z ( Pﬂ)R))
22“ ZM ( R(S)Q))

QCP

D <R—5>Q>>

=Y WRNQ)m (%) = H(R|Q),
Q,R

o que termina a demonstragdo do item (ii).

(iii): Segue da definicdo de entropia condicional que H(P|Q) = 0 se, e somente se,
para todos P € P e @ € Q tem-se u(PNQ) =0 ou pu(PNQ) = Q). Portanto, temos
H(P|Q) = 0 se, e somente se, ) é disjunto de P a menos de um conjunto de medida nula,
ou () esta contido em P a menos de um conjunto de medida nula. Em outras palavras, temos
H(P|Q) = 0 se, e somente se, P < Q, o que termina a demonstracdo do item (iii).

(iv): Utilizando os itens (i) e (ii) obtemos:

H(PIR) < H(PVQIR) = H(QIR) + H(P|QVR) < H(QIR) + H(P|Q).
Isso termina a demonstracao da proposicao. O]

A préxima proposicdo garante que a entropia condicional possui uma certa propriedade

de continuidade.
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Proposicao 3.8 . Dados k£ > 1 e ¢ > 0 existe 6 > 0 tal que, para quaisquer particdes
finitas P = {P1,..., P} e Q = {Q1,...,Qx} que satisfazem pu(P,AQi) < § para todo
ie{l,...,k} tem-se H(Q|P) < e.

Demonstracdo. Sejam € > 0 e k > 1 arbitrarios. Como ¢ é continua em [0,1], existe p > 0
tal que ¢(z) < ¢/k?, sempre que = € [0,p) U (1 — p,1]. Considere 6 = p/k e suponha que
P={P,...,P.} e Q={Q,...,Q} sdo particdes finitas tais que u(P;AQ;) < J para todo
i € {1,...,k}. Agora, denote por R a particdo formada pelos elementos da forma P, N Q;

k
com i # j juntamente com o conjunto U P,NaQ;.

=1
Como P,NQ; C P,AQ; sempre que i # j, temos (P, N Q;) < u(PAQ;) < 0. Além

disso,
k

p(UBNQ) 2 Y (P — n(PAQ)) > Y n(Pi=8) > 1-p.

i=1 i=1
Portanto,
H(R) =} ¢(u(R)) < #R <=.

ReR

Pela definicdo da particdo R temos que PV Q = P V R donde, por (7), obtemos:

HQP)=H(PVQ)—H(P)=H(PVR)— H(P)
— H(R|P) < H(R) < ¢,

como queriamos demonstrar.

Agora, dado um experimento P = { P, ...,P;}, como u é T-invariante podemos pensar

no experimento
T-'P={T"'P,... T'P}

como sendo uma repeticdo do experimento P. Observe que os experimentos P e T 1P nio
necessariamente sdo independentes. Além disso, para cada x € X selecionado de acordo
com 4, o experimento aleatério PV TP nos diz o 4tomo de PV TP que contém z.
Equivalentemente, para cada x € X selecionado de acordo com a distribuicao de probabilidade
i, o experimento aleatério PV TP nos diz o 4tomo de P que contém x e também o dtomo
de P que contém T'(x). Mais geralmente, dado n > 1 arbitrario, para cada x € X selecionado
de acordo com a distribuicao de probabilidade y, o experimento aleatério
n—1

\/ T P=PvT'Pv.. v bp

1=0
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nos diz o 4tomo P;, que contém o ponto T x para todo 0 < i < n — 1. Ou seja, para cada

n—1
n > 1 fixado, \/ TP : X — {1,...,k}" é a variavel aleatéria dada por:
i=0

n—1
(V T7P)(@) = Godi - jnr) = T'(@) € Py paracada 0 <i <n— 1,
=0

n—1

De modo equivalente, \/ TP corresponde a n repeticdes consecutivas - ndo necessariamente
i=0

independentes entre si - do experimento aleatério P.

Além disso, como 7" é um automorfismo, segue que o experimento P induz um processo
estocdstico bilateral (DOOB, 1990) A : X — {1,... k}% de modo natural, a saber:

A(z) = (... ,j-1,d0:d1,-..) <= T'(x) € Pj, para cada i € Z.

Com efeito, observe que A induz uma medida de Borel probabilistica v/ sobre o espaco compacto

{1,...,k}? de todas as sequéncias infinitas bilaterais de simbolos 1, ... k, a saber:
v(B) := u(A~'(B)) para todo conjunto de Borel B C {1,... k}~.

Também, se S : {1,....k}* — {1,... k}* é a transformac3o de deslocamento 3 esquerda
S((a;)iez) = (@it1)icz, entdo S oA = Ao T. Dai, v é S-invariante pois, para cada conjunto
de Borel B C {1,... ,k}* tem-se:

|
=

=v(B).
Por esta razdo é comum, em Teoria Ergddica, denominar o par (T,P) (ou (P,T')) de processo.

Observacao 3.9 . Na construcdo acima, a medida v ndo necessariamente é a medida de
Bernoulli. No caso em que a medida v é a medida de Bernoulli dizemos que o processo (T,P)
é um processo Bernoulli. Ou ainda, (T,P) é dito um processo independente e identicamente
distribuido.

Observacao 3.10 . Seja (X,X,u,T") um sistema dindmico que modela algum fenémeno fisico.
Na pratica, para estudarmos o fenémeno em questao realizamos uma medicdo a cada instante
de interesse a qual possui, necessariamente, precisdo finita. Tal precisdo finita das medicGes
induz uma particdo finita P := {Py,...,P} do espaco de configuracdes X em conjuntos de
medida positiva; este é o nosso “experimento”. O processo (7,P) pode ser interpretado como
a “histéria completa” das medicGes do fendomeno em estudo e é, de fato, a Gnica maneira de

obter informacdes, na pratica, sobre o fendmeno a partir do modelo idealizado (X, X', 1, T).
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Agora, sejam m,n > 1 e P = {Py,...,P,} uma particdo finita. Sem perda de generali-

dade, podemos supor que m > n. Dai, observe que:

m+n—1 m+n—1
H( \/ T‘iP) (\/T‘ZP v \/ T"P)
=0 j

m+n—1

H(i\/()T‘iP)+H( \/n T-'P)
:H(Z%\ZT”P) +H<TSZ)1T‘iP>,

onde na desigualdade usamos (7) e na dltima igualdade usamos o fato de p ser T-invariante.

n—1
Portanto, vemos que a sequéncia <H< \/ T*iP>> é subaditiva. Consequentemente,
'_ n>1

segue do Lema 1.52 que existe

n—1

i =1 V7))

e este coincide com inf H< \/ T ZP))

n=zln

Definicao 3.11 . A entropia de T com respeito a particdo P é a média assintética da quan-
tidade média de informacao obtida ao realizarmos n repeticoes consecutivas do experimento
P quando n — oo. Ou seja,

n—1

H(T,P) = lim 1H(\/T"P>

n—oo N,

Esta é a entropia do processo (7, P).

Observe que, dados P e Q dois experimentos tais que P < Q tem-se

n—1 n—1

\/ TP < \/ T7'Q para todo n > 1

n—1 n—1
Portanto, pelo item (ii) da Proposicdo 3.7, temos H< \/ T_i73> < H( \/ T_iQ> para todo
i=0 i=

n > 1, donde conclui-se:
P<Q= H(T,P)< H(T,Q).

Observacao 3.12 . Excetuando-se a Proposicdo 3.8, tudo o que foi exposto anteriormente se
estende para partices infinitas enumerdveis P := {P;,P,, ...} tais que H(P) < +oo. Neste

caso, em particular, nas definicoes sobre entropia temos séries em lugar de somas finitas.

Definicao 3.13 . A entropia do sistema dindmico (X,X,u,T) é o supremo das entropias dos

processos (1',P) tomado sobre todas as particdes finitas P. Ou seja,
H(T) :=sup H(T,P),
P

onde o supremo é tomado sobre todas as particGes finitas P.
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E praticamente impossivel calcular a entropia de um sitema dindmico a partir da
definicdo. Desse modo, nosso préximo objetivo é demonstrar o Teorema de Kolmogorov-Sinai,
o qual fornece uma maneira de a calcularmos.

Para tal, vamos precisar de alguns resultados auxiliares.

Lema 3.14 . Sejam P e Q particoes com entropia finita. Vale:
H(T/PV Q)< H(T,P)+ H(T,Q).

Demonstraco. Pela relacdo (7) temos

H(T/PV Q) = lim H<n\_/1TZ7>\/Q>
=0

n—oo 1,
=7}£20nH(\/T”’V\/TZQ>

< lim (1 (VT”’)“I(VTZQ))

— H(T,P) + H(T,Q).

Lema 3.15 . Se P e Q sao particdes com entropia finita, entdo
H(T,Q) < H(T,P) + H(QIP).

Demonstracdo. Pelo item (i) da Proposicdo 3.7, para todo n > 1 temos:

H( \n/ 779 \n/ T—J’P) — H(n\_/l T7QVT Q) n\_/l TPy T_np>
i=0 j=0 a0 Yo

_H \/T"QI\/T PVTP)

7=0

+H(T

Q|\/T ZQV\/T P)

n—1

(
<H(

=0
n—1
\/ QI \/ TP) + H(T QT "P)
i=0 j=0

H( \/1 T7-Q| \/ T JP) + H(Q|P).

7=0
Dai, obtemos

H(\n/T_’Q| \"/ T_jP> < nH(Q|P) para todon > 1

i=0 j=0
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Finalmente, para todo n > 1 tem-se:
%H(ZT@) < %H(VT@\/VTW’)

(\/T"P)+ H(\/T ig| \/T P)

L(Vrp)

donde tomando o limite quando n — oo concluimos:

3|>—‘

H(Q|P),

H(T,Q) < H(T,P) + H(Q[P).
L]

Lema 3.16 . Seja P = {P, : n € N} uma particdo com entropia finita e considere, para cada

k > 1, a particdo finita P, = {Pl, oo P, X0\ U B}. Vale:

lim H(P|Pk)

k—o0

k
Demonstracdo. Escreva Py := X\ U P;. Por definicao, temos

POP
H(P|Py) = 2;; (PN Py) (Iu(,U(Pi) >).

Agora, observe que todos os termos com i > 1 desaparecem uma vez que, neste caso, se i # 7,
w(P; NP ))

u(P;)
Agora, parai = 0 temos u(P,NP;) =0se j < ke, sej > k, entdo p(PNP;) = p(P)).

Portanto,

H(PIP) = X —ulp)n (M2

entdo (P, N Pj) =0 e, se i = j, entdo In <

) < —n(P)In(u(Py) < H(P) < .

>k

N , . ,M(Pj) , .
Pel d > —u(P;)In (£21) obtémese lim H —0,
ela convergéncia da série p(P;) In (B) obtém-se lim (P|Pr) como
queriamos demonstrar.

]

Observacao 3.17 . Tendo em vista o Lema 3.15 e o Lema 3.16 poderiamos ter definido H (T")
como sendo o supremo das entropias dos processos (7',P) tomado sobre todas as particoes
infinitas enumeraveis P tais que H(P) < +oo. Com efeito, sejam P uma parti¢do infinita
enumeravel com H(P) < +o00 e € > 0 arbitrarios. Utilizando a notacdo do Lema 3.16 existem

k > 1 e uma particdo finita Py, tais que H(P|Px) < €. Logo, pelo Lema 3.15 tem-se:

H(T,P) — e < H(T,Py).
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Proposicao 3.18 . Seja P uma particdo com entropia finita. Ent3o, para todo k£ > 0 temos

k
H(T,P) = H(T, \/T’WD). Além disso, se T' é um automorfismo, ent3o

=0

H(T.P) = H(T, \/ TWD).

Demonstracao Dados n>1e k 0 temos:

1 n+k—1 ntk—1
\/T—J(\/T—ip) \/T—va\/T—JPv v\ TP = \/ T-ip.
=0 =0 =0 7j=1 l=n—1

Logo,

#(r.V 107) = i (Y 1oV 1))

7=0
1 n+k:l
= fm o #(V TP)
ntk—1 1 nkel
_ i H( T*Z>
= et S A

= H(TP).

Agora suponha que T é um automorfismo. Para cadan > 1 e k > 0 tem-se:
k+1 7L+k 1 n+k—1

\/TJ<\/TZP> \/Tva\/T*ij v\ TP=\/ TP
i=—k =k j=—k+1 l=n—k—1 i=—k
Portanto temos:
n(rV 1p) = i (Y (7))
Jj==k j= i=—

_ < k —i
=l (T 77P))
n+2k—1 1 2kl
~ Jii T )
ningo n n+2k—1 i\/O P

O

Proposicao 3.19 . Seja P uma particdo com entropia finita. Ent3o, para todo k£ > 1 temos

H(Tk, k\/lT‘jP) — KH(T,P).
=0

Demonstraco. O
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Realmente,
k—1 1 n—1 k—1
k —J R E - —kj —1
() = (Vo (V)
J= =

7=0
1 n—1
= lim —H( \/ TP VT Py VT*’“J*’““p)
n—oo M,
7=0
nk—1
1 . 9
= lim —H T*J7D> (9)
n—oo M, ]
7=0
nk—1
= — —J
= g (V 1P)
7=0
nk—1
=k lim —H( T*MD)
n—oo 1 =0
H(T,P).

Proposicdo 3.20 . Para todo k > 0 vale H(T*) = kH(T). Além disso, se T' é um automor-
fismo, entdo tem-se H(T*) = |k|H(T) para todo k € Z.

Demonstracdo. Primeiro, se k = 0, entdo 7% = id e o resultado segue neste caso, pois
H(id) = 0.
Agora, sejam k£ > 1 e P uma particdo com entropia finita arbitrarios.

k-1
1 .
A Proposicdo 3.19 nos diz que H(T,P) = EH(T]“, \/ T_JP).
j=0

k—1

1o N I -
< = < =
Dai, H(T\P) = H(T", ]\/OT P) < L H(T") e, portanto, H(T) < L-H(T"). Por
outro lado,
k—1
H(T* P) < H(T’“, \/ T—iP) — kH(T.P) < kH(T), (10)
=0

donde H(T*) < kH(T). Portanto, H(T*) = kH(T).
Agora, suponha que 7' é um automorfismo e observe que, como p é T-invariante e

n—1
\/TP=Pv.-.vI"'"P=T""PV--- VI "'P), temos:

1=0

<\/TZ ) <T" 1>/<JT ZP) <:!T‘ip>.
Logo,
H(T™',P) = H(T,P) (11)

e, portanto, H(T~') = H(T).
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Finalmente, se k € Z com k < 0, entdo temos H(T*) = H((T7')%) = —kH(T™!) =
|E[H(T).

m
Proposicao 3.21 . Sejam (X,X,u,T') um sistema dindmico e P uma particdo. Tem-se
1 n—1 00
H = — ‘ —J .
(T,P) nH< \/ T"P| VT P) para cada n > 1
=0 j=1
Demonstracdo. De fato, fixe n > 1 arbitrario e observe que
n—1 00 00
H(\/ TP\ T7P) = H(Pv.. v TP\ TP)
i=0 j=1 j=1
= H(PI\/T7P) +H(TPPV\/ TP
j=1 Jj=1
+o o+ H(TPIPVTPY v TP Y\ TP
j=1
= H(P|\/ T7P) + H(PIT'P v \/ T7P)
j=1 j=2
o H(PIT 0Py VTP Y\ TP)
j=n
:HOHVTWP)+”thQHVTﬂP>
j=1 j=1
=nH(T,P),
como queriamos demonstrar. O

Proposicdo 3.22 . Seja .4 uma algebra que gera X'. Para toda Q particdo com H(Q) < +o0
e para todo € > 0 existe uma partic3o finita P C A tal que H(Q|P) + H(P|Q) < 2e.

k
Demonstracdo. Para cada k > 1 considere Q; = {Ql, oo Qr, X\ U Qi}.

1
Seja € > 0 arbitrario. Pelo Lema 3.16 existe k > 1 tal que H(Q|Qy) < £/2.
Seja > 0 a ser especificado. Pelo Teorema 1.13, paracadai=1,...,k existe A; € A

tal que
)
i—1

Considere P, = A; e, paracadai = 2,... .k, P, = A; \ U P;. Considere também

J=1

k
P,=X\JP.
j=1

Observe que P = {Py,...,P,Py} é uma particdo finita de X tal que P C A.
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Note que PLAA; = &. Além disso, para cada i = 2,.. .,k temos:

i—1 i—1 i—1 i—1
PAA; = A\ P = An (AN P) = AnAsu p)) = an(U B) = Jinpy).
j=1 j=1 j=1 j=1

Portanto, se x € P, AA;, entdo existe 1 < j < ¢ tal que x € A; N P;, donde segue que
x e A NA; ComoQ;NQ; = T, segue que x € (A; \ Q;) U (A4, \ Q,). Dai, vemos que

PAA; | J(A\Q)) € | J(A4,4Q;). Assim, por (12) obtemos p(PAA;) < ké/2k* = 6/2k.
j=1 =1
Logo,

w(BAQ;) < p(BAAY) + n(ANQ;) < §/2k +6/2k* < §/k paracadai = 1,....k. (13)

k
Além disso, como P e Oy sdo particoes de X, temos PyAQy C UP,-AQ,-. Assim,
=1

(13) implica
1(PyAQg) < 6. (14)

Pela Proposicdo 3.8 e pelas relacdes (13) e (14) concluimos que, se § > 0 é tomado
suficientemente pequeno, entdo H(Qx|P) < e/2 e H(P|Qx) < €/2.

Finalmente, do item (iv) da Proposicdo 3.7 temos:

H(QIP) < H(Q|Qx) + H(Qk|P) < ¢

H(P|Q) < H(P|Qx) + H(Qk|Q) < &,
o que conclui a demonstracdo. ]

Lema 3.23 . Sejam P uma particdo de X com entropia finita e (\A,)°; uma sequéncia de
sub-o-algebras tais que A, T X. Ent3o, para todo € > 0 existem n > 1 e uma particido com

entropia finita Q C A, tais que H(P|Q) + H(Q|P) < e.

Demonstracdo. Seja € > 0 arbitrario. Utilizando a notagdo do Lema 3.16 temos H(P|Pyx) <
e/4 e H(Px|P) = 0 para algum k > 1 suficientemente grande. Como A,, C A, para todo
n > 1, temos que U A, € uma algebra, a qual gera X pois A,, T X por hipdtese. Logo, pela

n=1

Proposicdo 3.22 existe Q particdo finita de X tal que Q C U A, e HQ[Py) + H(Px|Q) <
n=1

e/4.
Como Q é finita, existe ng tal que Q C A,,.

Pelo item (iv) da Proposicdo 3.7 tem-se:

H(P|Q) + H(QIP) < H(P[Py) + H(Pi|Q) + H(QIPx) + H(Pi[P) < e.



Capitulo 3. Entropia 49

Nesse ponto serd conveniente introduzir as no¢des de contetdo de informacdo condici-
onal e entropia condicional no caso em que o dado é uma sub-o-algebra, generalizando o caso
em que o dado é uma particao. Mais precisamente, temos:

Definicao 3.24 . Sejam P uma particdo e F uma sub-o-algebra. O contetido de informacao
condicional de P dada F é a funcdo definida por:
Ipjp(x) = > —1p(x) n(u(P|F)(x)). (15)
PeP
Definicdao 3.25 . Sejam P uma particdo e F uma sub-o-algebra. A entropia condicional de
‘P dada F é definida por:

H(P|F) = /X Ipyrdp. (16)

Observe que:

_ /X Pz; ~1p() In(u(P|F)(2))dp
-/ £ 1O muPIF)C)IF)
:/Xé In(p( P|F))E(Lp|F)dp
:;/ 1(P|F) In(u(P|F))dp

= [ PP

Proposicao 3.26 . Sejam (X,X,1) um espaco de probabilidade e P uma particdo. Tem-se:
(i) Ipyo,xy = Ip p-q.t.p e H(P|{@,X}) = H(P).
(i) Ipx =0 p-q.t.p. e H(P|X) = 0.

Demonstracdo. Pelo Teorema 1.47, para todo P € P tem-se:

W(PI{,X}) = E(1p/{2.X}) = % — J(P) patp.
Dai,
Iy (@) = 3 —1p(e) In(u(P{2.X ) (x)
PeP
=> —lp )
PePpP
= Ip(z) p-q.t.p.

Integrando em ambos os lados, concluimos a demonstragdo de (i). Por fim, o item (ii)
decorre do fato de que, para cada P € P, tem-se u(P|X)(x) =1 para u-q.t.p. z € X. Isso

conclui a demonstracao.
O
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O préximo resultado garante que as definicoes acima generalizam o caso em que o

dado é uma particao.

Lema 3.27 . Sejam P e Q duas particdes de X. Entdo,
Ip5 = Ipjo prat.p. e H(P|Q) = H(P|Q). (17)

Demonstracdo. Sejam P € P e Q € Q arbitrarios. Pelo Teorema 1.47 (com F = {@&,X}),
para p-q.t.p. x € PN Q temos:

Ip5(x) = —In(u(P|Q)(x))

P
Portanto, I, 5(x) Z Z —1pno(z (M) = Ipjo(x) p-q.t.p. Por fim,
PeP QeQ ’M(Q)

integrando em ambos os lados conclui-se a demonstracao.
]

Proposicdo 3.28 . Sejam F e G sub-o-algebras e P e Q particdes tais que H(P) < +o0o e
H(Q) < +o00. Valem as seguintes afirmacdes:
(i) Ipvoir = Ipir + Igp, r Para p-q.t.p. e H(PV Q|F) = H(P|F) + H(Q|P V F);

(i) Se F C G, entdo H(P|G) < H(P|F);
(i) H(T='P|T~'F) = H(P|F);
(iv) Se P < Q, entdo H(P|F) < H(Q|F);
(v) H(PV QIF) < H(P|F) + H(Q|F).
Demonstracdo. (i): Pela Proposicdo 1.47, para cada Q € Q temos
(Q|PVF) = le Q;’];__’]:) [-q.t.p.

pep

Agora note que, para qualquer x € X, apenas um dos termos da soma acima é n3o-nulo. Daf,

P
In (@ |P\/]: Z 1p(z)In K Q;|}_|>](:>)( 2) para p-q.t.p.
PeP

Consequentemente, para p-q.t.p. tem-se:

Z —1lpnoInp(PNQIF) = Z —1plgInu(P|F)

PeP,QeQ PeP,QeQ
p(P N QLF)
LY iplemlOeY)
rePoea H(PF)

= Z —1pInu(P|F) + Z —1oInpu(Q|P Vv F)
PeP QeQ
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Ou seja, Ipyoir = Ipr + IQ|73WT para u/—\q.t.p. Integrando em ambos os lados, obtemos
também H(P Vv Q|F) = H(P|F) + H(QIP V F).

(ii): Considere novamente a fungdo ¢ : [0,1] — R definida por ¢(x) = —tlogt.

Para cada P € P considere fp(x) = E(1p|G)(x).

Afirmacao: E(E(1p|G)|F) = E(1p|F) para todo P € P.

Com efeito, pela definicdo do valor esperado condicional temos que E(E(1p|G)|F) é
F-mensuravel.

Agora, observe que, dado F' € F C G arbitrério, temos:

/F[E@upygﬂf)dﬂ:/Fmpyg)du:/F1pdu.

Portanto, a afirmacao estd demonstrada.

Agora, pelo Teorema 1.48 (Desigualdade de Jensen) e da afirmac3o acima temos:

E(¢ o E(1p|9)|F) < o(E(E(1p|G)[F))
= ¢(E(1p|F))
— —E(1p|F) In(E(Lp|F)).
Dai, para todo P € P temos:
E(-E(1p|G) In(E(1p|G)|F)) < —E(1p|F) In(E(1p|F)).

Integrando, obtém-se:

/X (—E(Lp|G) In(E(1p(G) )yt = / E(—E(15/G) In(E(1p|G)|F))du

< /X —E(1p|F) n(E(Lp|F))dp

Por fim, somando sobre todos os P € P, obtemos H(P|G) < H(P|F).
(iii): Afirmacdo: E(1p|F)oT = E(lp o T|T~'F) para todo P € P.
De fato, sejam B € T~ F e P € P arbitrérios. Entdo, B = T'A para algum A € F.

Como p é T-invariante, temos:

X

| EQeIF) o Td = [ (€117 0 Tty
_ /X (E(Lp|F)La) o Ty

= [ 12y o Ty
~ [ arem)tr0TIan

= / lp OleLL
T-1A

»
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Como E(1p|F) o T é F-mensuravel a afirmacdo segue.

Por fim, note que:

H(T'PIT'F) = [ > —Wn(u(T " PIT ' F) 1y pdp

X pep

/Z—ln (P|F)oT)1poTdu
X

peP

/Z—m (P|F))1pdu
X

PeP
= H(P|F).
(iv): Se P < Q, entdo pelo item (i) temos:
H(P|F) < H(P|F)+ H(QPV F)

= H(PV Q|F)

= H(Q|F).
(v): Utilizando os itens (i) e (ii) tem-se:

H(PV Q|F) = H(P|F) + H(QPV F)
H(P|F) + H(Q|F).
[

Teorema 3.29 . Sejam P uma particdo e A uma sub-o-algebra. Entdo, H(P|A) =0 se, e
somente se, P C A.

Demonstracdo. Suponha P C A. Entdo, para cada P € P a funcdo 1p é A-mensuravel,
donde E(1p|A) = 1p p-q.t.p. Dai,
Ipja(z) = Z —1p(z) In(u(P|A)) = Z —1p(z)In(1p(z)) =0 p-q.t.p. v € X.

PeP Pep
Logo, H(P|A) = 0.
Reciprocamente, suponha H(P|A) = 0.

Ent3o,

~ H(PLA) = [ ElmalA)dn
-/ [E(Z—lpln(u(PlA))\A>du

Pep
= [ ST E(- e talu(PLA)1A) de
XPEP
(18)
/Z In(ja(P|A)E(1p]A)dp
X pep
/Z J(PLA)Y In(u(P|A))dy
X pep

_Z/¢ (P|A))d

Pep
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Consequentemente, obtemos ¢(p(P|.A)) = 0 paratodo P € P, ou seja, p(P|A)(x) =0
ou 1 para pu-q.t.p. z € X.
Agora, fixe P € P arbitrério e sejam By = u(P|A)~'({0}) e By = u(PlA)~1({1}).
Entdo, B; e B sdo A-mensuraveis e ;(B; U By) = 1. Note que:
[ Pl = [ Epl A= [ trdy= (B2 )
By By Bs

Por outro lado,
(P = [ = u(Ba)

Bg B2

Portanto, u(Bs N P) = pu(Bsy). Além disso,

u(Ba) = [ s = [ w(PLAY = [ EQel A= [ Loda = ()

Logo, u(B2) = u(By N P) = u(P). Portanto, segue que u(By N P)/u(P) = 1 e
w(By N P)/u(By) = 1. Consequentemente, P = By € A exceto possivelmente por um
conjunto de medida nula. Como P € P é arbitrario, obtemos 7/5 C A, o que conclui a

demonstracao.
O

Lema 3.30 . (Lema de Chung) Sejam (X,X ) um espaco de probabilidade e P uma
particdo com H(P) < +oo. Valem as seguintes afirmacdes:
(i) Se F; C F5 C ... é uma sequéncia crescente de sub-o-algebras tal que F,, 1 F, ou seja,

F = \/ Fn, entdo a funcdo f(x) := sup Ipr, () é integravel e

n>1 nz
/ fdu < H(P) + 1.
X

(i) Se F1 D F» D ... é uma sequéncia decrescente de sub-o-algebras tal que F,, | F, ou
seja, F = m Fn. entdo a fungdo f(z) := sup Ipr, (x) é integravel e

>
n>1 n=1

/ fdu < H(P) + 1.
X

Demonstracéo. (i): Fixe P € P e t > 0 arbitrarios e considere o conjunto
C:={zxeX; f(x) >t}
Como para cada = € P tem-se Ipr, (x) = —Inpu(P|F,)(x), vemos que

f(x) = sup IpF,(x) >t

n=>1
equivale a dizer u(P|F,)(x) < e! para algum n > 1. Agora, para cada n > 1 considere o

conjunto

Cp={x e X;u(P|F,)(z) <e'eu(P|F)(xr) > e para cada k < n}.
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Observe que C, € F,,, C,, N C,, = & sempre que m #ne CNP C U C,,. Além disso,

n=1

W(PAC,) = / Lpdy
Ch

-/ E(L517 )iy

< e 'pu(Cy).

Dai, como os C),’s sdo dois a dois disjuntos, somando sobre todos os n >

p{r € P; f(z) > t}) = u(PNCO)

Consequentemente, denotando F'(t) := pu({z € X; f(x) > t}) vemos que

F(t) <) min{u(P),e™'}

PeP

/deu = —/OOO tdF(t)

PO+ [ Pt

< /0 T Rt

= | tta € X 1) > ey
< [ X minfup)e

preP

=) [/ e (P)dt+/o<> —tdt]
= e
8 —Inp(P)

e, dai, obtemos:

Pep
)+ Y u(P)
PeP
= H(P)+1,

o que conclui a demonstracdo do item (i).

(ii): Para cada n > 1 a sequéncia finita decrescente F; D Fy D

1 obtém-se:

. D F, pode ser

vista como uma sequéncia crescente F,, C ... C Fo C JFj. Logo, pelo item (i) segue que a
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funcdo f,(x) := sup Ipz,(x) € integravel e satisfaz
1<j<n

/ Fadp < H(P) + 1.
X

Além disso, (f,)n>1 € uma sequéncia crescente de funcdes mensuraveis ndo-negativas tal que

fn T f = supIpr,. Portanto, pelo Teorema 1.38 (Teorema da Convergéncia Monétona)
n>1

obtemos:

[ fin =t [ i< mP) 1
X n—oo X

O préximo resultado serd fundamental no Gltimo capitulo deste trabalho.

Teorema 3.31 . Sejam (F,)2°, uma sequéncia de sub-o-algebras e P uma particdo com
H(P) < +00. Valem as seguintes afirmacdes:
(i) Se F,, C Fny1 para todo n > 1, entdo H(P|F,) | H<P| \/ }-n).
n=1
(ii) Se F,, D F,41 para todo n > 1, entdo H(P|F,) 1 H(P\ ﬂ .Fn).
n=1
Demonstracdo. (i) e (ii): Fixe P € P arbitrério. Para p-q.t.p. * € P, temos Ipz, (v) =
—InE(1p|F)(x) e Ipjr(x) = —InE(1p|F)(x), donde pela continuidade de In o Teorema 1.49
implica que Ip 7, converge para Ip|r em pu-q.t.p. Além disso, pelo Lema 3.30 a sequéncia de

funcdes (Ipz, )n>1 é dominada pela fungdo integravel sup E(1p|F,). Portanto, a sequéncia
n=1

(Ip|7,)n=1 € uniformemente integravel, donde a convergéncia p-q.t.p. implica convergéncia
em L'(X,X,u). Consequentemente, pelo item (ii) da Proposicio 3.28 obtemos H(P|F,) |
H(P|F) se F, C Fpy1 paratodon > 1e H(P|F,) T H(P|F) se F,, O Fny1 para todo
n > 1. Isto conclui a demonstracao.

O

Lema 3.32 . Para toda P particdo com H(P) < 400 tem-se
n—oo

H(T.P) = lim H<P| \n/T—%'P) - H(Py Gﬁ?)
i=1 i=1

Demonstracdo. Primeiramente observe que, como \/ TP = \/ TP 1 \/ T—"P, a segunda
i=1 i=1 i=1
igualdade decorre do Teorema 3.31. Agora, para todo n > 1 temos:

H(VT—iP) — H(vT—iPVP)
H<vT—iP> +H (P VT‘iP> (19)

n—2 n—1
H( \/0 T-'P) + H(P| \/1 TP).
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Utilizando recursivamente a equacgdo (19) segue que

H(P| {/T‘jP>.

n—1 n—1
H( \/ T‘iP) — H(P) +
i=0 k=1
Portanto,
n—1

H(T,P) = lim lH( \/ T*Z’P)

n—oo 1
1=0

[y

n

= lim lH(P) + =
n

n—oo N,

H(P| \k/T‘jP)

k=1 j=1
oo (20)

— Jim ~ > H<P| \/ T‘jP)

n—oo N, P i1
= Jm 1(PI\/TP),
j=1

onde na ultima igualdade usamos a Proposicao 1.50.

O

o0
—

Observacao 3.33 . A sub-o-algebra \/ T—4P é usualmente denominada o passado completo
=1

do processo (7,P). Tendo em vista o Lema 3.32, vemos que H(T,P) é precisamente a
quantidade média de informac3do obtida ao realizarmos o experimento P dado o passado
completo do processo (T,P). Além disso, observe que decorre do Teorema 3.29 e do Lema 3.32

que

H(T,P)=0 < PC \/T/—FD
=1

Ou seja, a entropia do processo (7,P) é nula se, e somente se, "o experimento P esté contido
no passado completo do processo (T,P)". Em outras palavras, H(T,P) = 0 se, e somente
se, "o passado determina o presente”. Neste caso, o processo (7',P) é dito estocasticamente
deterministico, ou simplesmente deterministico.

Agora, observe que \/ﬁ D \/ 7{5 para todo k£ > 1. A sub-o-algebra
i=k i=k+1

ﬂ \/ T—¥P é dita o passado remoto do processo (T, P).
k=1i=k

+oo
Por fim, a sub-o-algebra \/ TP é dita a histéria completa do processo (T, P).
Definicdo 3.34 . Sejam (X, X1, T) um sistema dindmico e P uma particdo com H(P) < +oc.
+o0
Dizemos que P é um gerador de (X, X ,u,T) se \/ TP = X (mod y). Em outras palavras,

todo evento A € X é determinado pela histéria completa do processo (7, P). Além disso,
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+oo
dizemos que P é um gerador forte de (X,X 1, T) se \/ TP = X (mod u). Em outras
i=1

palavras, neste caso, todo evento A € X' é determinado pelo passado do processo (7',P).

Teorema 3.35 . Sejam (X,X,u,T") um sistema dindmico e P; < -+ < P, < ... uma

o0
sequéncia ndo-decrescente de particdes tal que H(P,) < +oo paratodon >1e \/ P, =X.

n=1

Vale:

H(T) = lim H(T,P,).

n—o0

Demonstracdo. Com efeito, seja Q uma particdo finita arbitraria. Pelo Lema 3.15, para cada
n > 1 temos:
H(T,Q) < H(T,Pn) + H(Q|Py)
<

H(T) + H(Q|Pn).

Agora, como 7/3; T X, segue do Teorema 3.29 e do Teorema 3.31:

lim H(Q|P,) = H(Q|X) =0,

n—oo

donde vemos que
H(T,Q) < lim H(T,/P,) < H(T).

Como Q foi tomada arbitrariamente, obtemos H(7T') = lim H(T,P,), como queriamos de-
n—o0

monstrar. [l
Teorema 3.36 . (Kolmogorov-Sinai) Se P é um gerador do sistema dindmico (X,X,u,T),

entao
H(T)= H(T,P).

Demonstracdo. Seja Q uma particdo finita arbitraria. Pelo Lema 3.15 e pelo Lema 3.18, para

cada k£ > 0 vemos que:
k k
H(T,Q) < H(T, \/ T"'P)+ H(Q| \/ T"'P)

i=—k i=—k

=H(T,P)+H(Q| \/ T"'P).

i=—k

k 0 [e9)
Agora, como \/ TP 1 \/ T Pe \/ T~“P = X por hipétese, fazendo k — oo segue
i=—k 1=—00 i=—00

do Teorema 3.29 e do Teorema 3.31:
H(T,Q) < H(T,P) < H(T).

Como Q foi tomada arbitrariamente, segue que H(T) = H(T,P), como queriamos demonstrar.
O
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Corolario 3.37 . Seja (X,X,1,T) um sistema dindmico e suponha que P seja um gerador
forte. Entdo, H(T) = 0.

Demonstracdo. Por hipdtese, \/T/—FD = X. Dai, pelos Teorema 3.36, Teorema 3.29 e
i=1
Lema 3.32, tem-se:

H(T) = H(T,P) = H(P| §7 T-P) = H(P|X) =0,

i=1

o que conclui a demonstracao. O]
Observacao 3.38 . Suponha que P é um gerador para o sistema dindmico (X,X,u,T). Pelo

k
Lema 3.18, para cada k > 0 temos H(T, \/ T-'P) = H(T,P) < H(P) < +oo. Dai, como

i=—k
k [eS)

\/ TP 1 \/ T~P vemos que a conclusio do Teorema de Kolmogorov-Sinai decorre do

i=—k 1=—00

Teorema 3.35 (observe também a semelhanca entre as respectivas demonstragdes).

Definicao 3.39 . Dizemos que os sistemas dindmicos (X, X,u,T) e (Y,),v,S) sdo isomorfos

se existem Xy € X, Yy € V e uma transformacdo bimensuravel s : Xy — Y| satisfazendo:
(i) u(Xo) =v(Yo) =1,
(i) T(Xo) = Xo e S(Yo) = Yo;
(iii) u(A) = v(k(A)) para todo conjunto mensurdvel A C X, e v(B) = u(k~!(B)) para
todo conjunto mensuravel B C Yj;
(iv) koT(x) =S ok(x) para todo z € X.

Observacido 3.40 . E usual estender o isomorfismo « : X, — Y} arbitrariamente aos conjuntos
de medida nula X \ Xy e Y\ Y e considerar k : X — Y.

Teorema 3.41 . Se (X, X,u,T) e (Y,),v,S) sdo isomorfos, entdo H(T') = H(S).

Em outras palavras, a entropia é um invariante de sistemas dinamicos.
Demonstracdo. Seja k : X — Y um isomorfismo. Dada qualquer P particdo finita de X,
segue que kP é uma particdo finita de Y e, além disso,

n—

H(T,P) = lim lH( 1T—ip)
0

n—oo M Y
n—1
- i 2Vt esenio)
n—1
= Jun ZH(V (e 057 0 (P)
n—1
= Jin ZH (1 57P))
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n—1

= lim 1H<\/S &P))

n—oo M,

= H(S,kP).

Exemplo 3.42 . (Rotacio irracional) Considere o sistema dindmico (S',B,\,R,), onde
Ro(z) = x4« (mod 1) é a rotacdo sobre o circulo unitério fechado S* pelo dngulo @ € R\ Q

e \ é a restricdo da medida de Lebesgue a o-algebra de Borel BB sobre S*. Identifique St~ 0,1]
n+1

e considere a particdo finita P = {[0,1/2),[1/2,1]}. Agora, note que \/R P < \/ R,'P

=1 =1

para todo n > 1 e, para M\-q.t.p. z € S, tem-se d1am<\/R ’P) () — 0 quando n — oo.

Dai, pelo Lema 1.33 segue que \/ R."P = B (mod )), donde pelo Corolario 3.37 obtém-se

i=1
H(R,) = 0.
Exemplo 3.43 . (Deslocamento de Bernoulli) Seja (X,X,u,T) um deslocamento de
Bernoulli e considere P = {P;,...,P,} uma particdo finita satisfazendo:

\/ T7'P = X (mod p);

(ﬂT’ h) H/L ), ji€{l,...af, m<i<nem<nemZ
Pelo Teorema 3.36 (Kolmogorov-Slnal) segue que H(T) = H(T,P). Agora observe que, como

TP e T~7P s3o independentes sempre que i # j (pela invaridncia de x juntamente com a

condicdo (ii) acima), pela relacdo (8) obtemos:

( \/ T7P) = HPVT'PV...vT~"IP)

=Y H(rP)
=nH(P)

Z P;)In pu(P;).

Consequentemente,

H(T) = H(T,P) = lim H(\/T 17>) ZN )In (P

n—oo M

Observacao 3.44 . Pelo Exemplo 3.43 vemos que o deslocamento de Bernoulli B(1/2,1/2)
tem entropia In 2 e o deslocamento de Bernoulli B(1/3,1/3,1/3) tem entropia In 3. Portanto,
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pelo Teorema 3.41 vemos que B(1/2,1/2) e B(1/3,1/3,1/3) ndo sdo isomorfos. Foi dessa
maneira que Kolmogorov (KOLMOGOROV, 1958) respondeu a este problema béasico da
teoria, que persistiu mesmo depois dos resultados espectrais de von Neumann e Halmos
(NEUMANN, 1932),(NEUMANN; HALMOS, P., 1942), (HALMOS, Paul, 1956). Por outro
lado, em (ORNSTEIN, 1970) o matematico americano Donald Ornstein demonstrou que, se
dois deslocamentos de Bernoulli (X, X1, T) e (Y,Y,v,S) tém a mesma entropia, entdo eles sdo
isomorfos. Consequentemente, dois deslocamentos de Bernoulli s3o isomorfos se, e somente
se, tém a mesma entropia. Para estes e outros aspectos sobre o problema do isomorfismo em
Teoria Ergédica recomendamos (WEISS, 1972).

O préximo resultado aborda a relacdo entre a nocdo de independéncia relativa e a

entropia condicional, fornecendo uma generalizacdo da relacdo (8).

Proposicao 3.45 . Sejam P,Q e R particGes de X com entropia finita.
Ent3o, tem-se

~~

H(P|QVR) = H(P|O)
se, e somente se, (PN QN R)u(Q) = w(PNQ)u(Q N R) para todos P € P, Q € Qe

R € 'R. Em outras palavras, tem-se

~~

H(P|QVR) = H(P|Q)

se, e somente se, P é independente de R sobre Q.

~~

Demonstracdo. Observe que tem-se H(P\ﬁ) = H(P|Q) se, e somente se,
) WPNQNR)
Y > ,u(PﬂQﬂR)ln( GLYD )

PeP QeQ RER
_ B L (HPNQ)
-3 3 —uPn@nR) <—u(Q) )

PeP QeQ RER

0 que por sua vez ocorre se, e somente se, (PN QN R)u(Q) = u(PNQ)u(Q N R)
paratodos Pe P, Q€ Qe ReR.
]

Proposicao 3.46 . Sejam P, P’, Q e R particdes de X com entropia finita tais que P’ < P

e H(P|QV R) = H(P|Q). Entdo, H(P'|QV R) = H(P'|Q)
Demonstracdo. Sejam P' € P', Q € Q e R € R arbitrarios. Como P’ < P, segue que P’ é

uma unido de dtomos de P, digamos P’ = U P;.
jeJ
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Dai, observe que

uP 0 @0 Q) =u(Urnen 1)u)
= _Z;J;(Pj NQNR)u(Q)
= g;u(Pj NQ)uQNR)
;QHMZ;MEWQ)

— u(QN RU(P' NQ),

donde o resultado segue pela Proposicao 3.45.
]

O préximo resultado generaliza a proposicao anterior no caso em que o espaco de

probabilidade é separavel.

Proposicdo 3.47 . Sejam (X,X ;1) um espaco de probabilidade separavel e P e P’ particdes
de X com entropia finita tais que P’ < P. Se A; e A, sdo sub-o-algebras tais que

H(P|A; vV Ay) = H(P|A:),

entao

H(P'|A; V Ay) = H(P'|Ay).

Demonstracdo. Seja Q particdo de X arbitréria tal que Q C As.

~~

Observe que H(P|A;) > H(P|A V Q) > H(P|A, V Ay) = H(P|A,) e, portanto,

o~

H(P|A; Vv Q) = H(P|.A;). Consequentemente,

—~

H(PV Q|A)) = H(Q|A) + H(P|A,V Q) = H(Q|A,) + H(P|A,).

Agora, note que

H(P'VPVQIA) =H(PVOA)
= H(Q|A)) + H(P|A)) o
= H(Q|A) + H(P' VvV P|A)
= H(QAL) + H(P'|A) + H(P|A V).
Além disso,
H((P'V Q) V PlA) = H(P'V QA) + H(P|A, VPV Q) )

Por outro lado,

H(P'V QVP|A) = H(P'|A) + H(PV QA V) (23)
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Pelas relacdes (21) e (23) e de P’ < P, temos

H(PV QA VP
H(P|A, VP + H(Q|A, VP VP)
H(P|A, VP + H(Q|A, vV P).

H(Q|A) + H(P|A, VP

—~

Consequentemente, H(Q|A,) = H(Q|A; V P), donde obtemos
H(QJA) = H(QA V) > H(QIA V P) = H(QA).

Portanto,

H(Q|A,) = H(Q|A VP). (24)
Pelas relacdes (22), (23) e (24) obtém-se
H(P'V QJA,) + H(P|A, VP v Q) = H(P'|A) + HPV QA VP
= H(P'|A) + H(Q|A, VP') + H(P|A, VP Vv Q)
= H(P'| A1) + H(QA) + H(P|A, VPV Q).

(25)
Portanto, H(P'V Q|A,) = H(P'|Ay) + H(Q|A,).
Agora, note que
H(P'V QA;) = H(Q|A) + H(P'| A v Q),
donde obtemos
H(P'|A) = H(P'|A; Vv Q). (26)

Pela Proposicdo 1.31 existe (Q,,)3° , sequéncia de particdes de X com entropia finita
tal que Q,, 1 As. Por (26) temos

H(P'|Ay) = H(P'| A1 V é;) para cada n > 1. (27)

Mas, pela Proposicdo 1.28 temos A; V é; 1T A; V Ay, donde fazendo n — oo em (27) o
Teorema 3.31 nos d& H(P'|A;) = H(P'|A; V Az). Isso conclui a demonstracdo.
O
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4 O TEOREMA DE ROKHLIN-SINAI

A fim de motivarmos a nocdo de K-automorfismo e prepararmo-nos para o Teorema de

Rokhlin-Sinai - objetivo dltimo do presente trabalho - vejamos o seguinte resultado devido a
Kolmogorov (KOLMOGOROV, 1958):

Teorema 4.1 . (Lei 0-1 de Kolmogorov) Se (X, X1, T') é um deslocamento de Bernoulli

e P={P,...,P,} é uma particdo finita satisfazendo
\/ T7'P = X (mod p);

u(ﬂTilei):Hu(Pji), Ji€{l,....a}, m<i<nem<nem/Z,

entao
VT 'P={2X}

k>1i>k

Demonstracdo. Tome A € ﬂ \/T’iP arbitrario. Temos de mostrar que pu(A) = 0 ou
k>1 ik

“+o0o
1(A) = 1. Realmente, como A € ﬂ\/T’iP - \/ TP, para cada k > 1 existem

k>1 >k i=—o00
ng
ndmeros inteiros my, < ny e Ay € \/ T~"P tais que |my| — 00, |ng| — oo e u(AAA) — 0
i=my

quando & — oo. Entdo, u(Ax) — ,LL(A) e (Ar NA) = u(A) quando k — oo. Por outro
lado, como A € \/ TP, A € \/ T 'Pe, \/ TP e \/ TP s3o independentes

izng+1 i=my izng+1 i=my
(pela condicdo (ii) acima juntamente com a invaridncia de p), obtemos

(A N A) = pu(Ag)u(A) para cada k > 1

Agora, fazendo k — oo conclui-se que u(A) = pu(A)?, o que implica u(A) = 0 ou p(A) = 1.
Isso conclui a demonstracao. O]

Definicdo 4.2 . Um sistema dindmico (X, X ,u,T) é dito um deslocamento de Kolmogorov
se existe uma particdo finita P = { P, ... ,P,} satisfazendo:

\/ T7'P = X (mod p);

i=—00
(i) VTP ={2.x}
k>1izk
Observacao 4.3 . Se (X,X,u,T) é um deslocamento de Bernoulli, entdo a Lei 0-1 de Kol-
mogorov nos diz que (X,X,u,T) é um deslocamento de Kolmogorov. Cabe mencionar que
Kolmogorov conjecturou (KOLMOGOROV, 1958) que, se dois deslocamentos de Kolmogorov
tém a mesma entropia, entdo eles sao isomorfos; em particular, todo deslocamento de Kol-
mogorov é isomorfo a um deslocamento de Bernoulli. Tal conjectura mostrou-se falsa, com o

primeiro contra-exemplo tendo sido construido por Ornstein (ORNSTEIN, 1973).
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Lema 4.4 . Sejam (X,X,u,T) um sistema dindmico e P e Q particdes com entropia finita.

H(P\;\.ZT‘jP) (P|\/T PV T JQ)

n=1j>n

Ent3o,

Em palavras, se conhecemos o “passado completo” do processo (7,P), entdo o “passado

remoto” do processo (7,Q) n3o fornece ganho de informacdo ao “presente” do processo
(T,P).

Demonstracdo. Para cada n > 1 a Proposicao 3.21 nos fornece:

H(TPV Q) = H<7> Vv Q| (7 TPV Q))

:%H(\/ PvQ|\/TﬂPvQ>)

<%H(% 1 i(PvQ)|\/Tj7>)
% (n\/lTlpvQD

— H(T'PVvQ)=H(T,PVQ),

onde na ultima igualdade utilizamos a relacdo (11). Dai, vemos que

lim H(\/T’P\/Q \/T]P\/Q)> H(T,PV Q)
n—oo N im1 (28)

— lim 1H(\/TZ7>\/Q \/T JP)

n—oo N,
7j=1

Agora, note que

(\/TZ PV Q) |\/T J PVQ)) %H(nl iP!QTKPvQ))
Jj=1 i=0 j=1
+%H<n\_/1 Q|\/T27>v\/TJ7>v\/TJQ)
i=0 j=1
:%H(j:: 73|j\:/lT‘j(73\/Q))
+%H(n\_/1 o] n\_/l TPV \/T7Q)
i=0 j=—00 j=1

(29)
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Similarmente,

n—1 00
%H( \/ TPV Q)I\/ T*jP> = %H
i=0 Jj=1

(30)

Além disso, observe que os dois termos do lado direito de (30) sdo, respectivamente,
maiores ou iguais aos correspondentes dois termos do lado direito de (29).

Portanto, tem-se

lH(\/TWD|\/T P) > 1H<\/T’P|\/T PV Q) (31)

j=1 =0 7j=1

—H(\/TZQ] \/ TP) > H(\/T1Q| \/ TJP\/\/T Q) (32)

j=—00 j=—00

Consequentemente, por (28), (29), (30), (31) e (32) obtemos:

lim H(\/T‘P\\/T i( PvQ)) —n11_>1130nH<\/T’77]\/T JP)

n—oo M, =1 (33)
= H(T,P),
onde na dltima igualdade usamos a Proposicao 3.21.
Ou seja,
H(P| \/T P) = lim nH( \/ TP \/T PV Q). (34)

7j=1

Finalmente, pelo item (i) da Proposicdo 3.28 podemos escrever:
n—1 e} 00 [e's)
H( \/ T'P|\/ TPV Q)) - H(Py \/ TPV Q)) + H(TP\P v\/ TPV Q))
=0 j=1 j=1 j=1
NI H(T”—1P|7> VIPV..vT" 2PV \/ TPV Q))

= 1(P| (7 TPV Q)+ H(PIT'PV (7 TPV Q))

j=1 j=2

4+ + H(P]T‘(”‘l)P V...VT'Pv (7 T (PV Q))

j=n
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- H(P| (7 TPV Q)) + H(P| QT‘jP v \/T—JQ)

Jj=1 Jj=1 j=2
+ +H<73]\/T Pv\/T0)
j=n
n—1 e’}
:H(P|\/T’1(PVQ)>+ H(PI\/ TPV \/ T7Q).
j=1 =1 j=1 jelH1

(35)

Portanto, como lim H<P| \/ TPV Q)) = 0, segue de (35), (34) e (33):

n—oo N

1(P| \/T‘MD) :JE&RH( \/T"P| \/T i(Pv Q)

7=1 =0 7j=1

:T}LIEORZH<P|\/T ipv \/ T JQ)

j=l+1

— lim H(P\\/T ipv \/ T JQ)

n—00
jzn+1

_H(P|\/T—J7Dv NV 71 JQ)

n=1j>n
onde na pentltima igualdade utilizamos a Proposu;ao 1.50 e na dltima igualdade utilizamos o

Teorema 3.31. Isso conclui a demonstracao. O

Teorema 4.5 . Sejam (X, X, 11, T) um sistema dindmico e R uma particdo com entropia finita.
Entdo, H(T,R) = 0 se, e somente se, R C m \/ T~7Q para alguma particio com

n=1j>n

entropia finita Q.

Demonstracdo. Suponha H(TR) = 0. Entdo, pela Observacio 3.33 temos R C \/ﬁ%
i=1
Dai, para cada n > 0 temos

7Rc \/ T9Rc\/TR,
j=n+1 §=0
o que implica
Rc\/T-R
jizn
para todo n > 1. Consequentemente, obtemos

—

R C AV 1TR

Reciprocamente, suponha que R C ﬂ \/ T77Q para alguma particio com entropia
n=1j>n
finita Q. Pelo Lema 4.4, para qualquer particao com entropia finita P temos
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H<P|§7T—J‘P) (P|\/T PV T7Q),

j=1 n>1j>n

o que implica

H(T.P) = H(P| j\:/lT‘jP> - H(P!j\z/lT‘jP VR),
pois

—H P\\/TJP)

n=1lj>n

(
H<P|\/T Py T7Q)
(

<H 73|\/T JPVR>

H(P\ \/ T*j77>
- H(T,PJ).

Em particular, para P = R obtemos:

H(T,R) = H(R| §7T—j7z> — H<R| i}T‘jR v R) — 0.

Lema 4.6 . Seja (X,X,u,T) um sistema dindmico e considere P e Q particSes com entropia
finita. Para cada k£ > 0 tem-se:

H( \/ TP \/ TP) = H( \/ rp \/ TPV T70).
i=—k j=k+1 i=—k Jj=k+1 nzlj>n
Demonstracdo. Usaremos inducao sobre k£ > 0. Note que o caso k = 0 é precisamente o

Lema 4.4. Suponhamos o resultado valido para algum k > 0 e provemo-lo para k + 1.
Além disso, para simplificar a notacdo, escreva R := ﬂ \/ T77Q.

n=ljzn
Agora, vamos utilizar repetidas vezes o item (i) da Proposicdo 3.28.
Realmente,
k+1 k 00
\/ TP \/ TP) = H(T- 0Py TPy \/ TP \/ TP)
i=—(k+1) j=k+2 i=—k j=k+2

:H(T‘(k+1)73| (7 T‘j73>

j=k+2
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+H<T’“+1P\/ \/ TP|T-+Dp v <7 T‘j7?>

= j=k+2

73(7 P+ (\/TP|\/TJ7D)

j=k+1

H

(7
(7P \/ TPV \/ T-P)

i=—k j=k+1

H(P|\/T JP) +H( \/ T'Pp| \/ T JP)
(

H

_|_

j=k+1

—H 73|<7T JP)+H( \/ T'Pp| \/ T JPvR)

j=1 i=—k j=k+1

v H 7?|<O/T P)
7=1
00 k 00
:H<73 T JPVR) H(iyleP\j:\kélT‘JPvR>
+H(7>|\/T JPVR)
— H(P| \/T JPvR)

|<w

_|_

TPIT- Py \/ T‘jP\/R>
j=k+2
\/T JP\/R)

onde na pendltima igualdade usamos o caso £ = 0 e na antependltima igualdade

+H

(
# vV
G

usamos a hipétese de inducao.

Dai, vemos que

k+1

H<' \/ TP {7 T‘jP>:H(P]<7T‘ijR>

=—(k+1) Jj=k+2 Jj=1
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+ H( \k/ Tip|T- Py <7 TPy R)
i— j=k+2
+ H(P| \/T—JP \/R>
= H(P \/ TPVR)
+ H( \k/ Tip v TP {7 TP \/R)
i=—k j=k+2
—H(T" 0P| \/ TPVR)

j= k:+2

+H 7>|\/T—J7Dv7z>

H(P) \/T PVR)

(
H(\/TWD\/T (k41| (7 T*jP\/R>

i=—k j=k+2

_I_

H( M TP| <7 T*ijR>,

—(k+1) j=k+2

onde na pendltima igualdade usamos o fato que
H(T- 0P| \/ T9PVR) = H(P|\/ T'PVR).
j=k+2 J=1
Isso conclui a demonstracao. O]
Teorema 4.7 . Seja (X,X,u,T) um sistema dindmico, onde (X,X,u) é um espaco de
probabilidade separavel. Se P e Q sdo partices finitas tais que /Q\ C \/ ﬁ entdo
AV7Tiec TP

nz1jzn nz1jzn
Em palavras, dados dois “experimentos” P e Q, se o “presente” do processo (T,Q)

pode ser descrito pela “histéria completa” do processo (7,P), entdo o “passado remoto” do

processo (1',Q) pode ser descrito pelo “passado remoto” do processo (T',P).

Demonstracdo. Pela Proposicdo 1.31 juntamente com o Teorema 3.29 e do fato de a funcao

H(F|G) ser continua em F, é suficiente mostrar que

H<R| NV T—J’P) —0

n>1j>n
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para cada particao finita R C ﬂ \/ T79Q.
n=1j>n
Para tal, fixemos k > m > 1 arbitrariamente e tomemos uma particdo finita arbitraria

m k
SC \/ TP C \/ TP. Pelo Lema 4.6 temos:

i=—m i=—k
k 9] k 00
H( \/ 7P| \/ T—JP) =H( \/ TPl \/ TPV \/T—JQ).
i=—k j=k+1 i=—k j=k+1 n>1j>n
k
Como S C \/ TP, pela Proposicio 3.47 temos:
i=—k

H(s| {7 TP) = H(S| §7 TPV )\ T7Q).

j=k+1 j=k+1 n>1j>n

Dai, se R C ﬂ \/ T~7Q é uma particdo finita arbitraria, entdo

n=1j>n

j=k+1 j=k+1

s Q TPV T70)

j=k+1 n>1j>n

H

H<S| (7 T‘ijR> <H<Sy (7 T‘jP>
|

(
<H(S| §7 TPVR),

j=k+1

donde H<S| \/ TP v R) = H(S] \/ T_j73>. Agora, fazendo £ — +o0o o Teo-
Jj=k+1 J=k+1

rema 3.31 nos da
H(S| N \/T‘ijR> — H<S| N \/T‘jP> (36)

n=1lj>n n=1j>n

para cada particdo finita R C ﬂ \/ T77Q. Além disso, como

n=1lj>n

Rc\Tiec \/ TP,

n=1j>n 1=—00

ScC \/ TP e \/ TP 1 \/ T'P, o Lema 3.23 nos permite substituir S por R em (36),

o quei:n_oT;L da: o o
0=H(RIN\/ T7PvR)=H(RI\/T7P),
nzljzn nzljzn

onde na primeira igualdade utilizamos o Teorema 3.29. Portanto, usando o Teorema 3.29 na
segunda igualdade obtém-se R C ﬂ \/ TP, o que conclui a demonstrac3o. n

n=ljzn
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O préximo resultado estende o Teorema 4.7.
Teorema 4.8 . Seja (X, X ,1,T) um sistema dindmico, onde (X, X ,;) é um espaco de pro-
babilidade separavel. Se Q é uma particdo com entropia finita e A é uma sub-o-algebra que

satisfazem O C {7 T' A, entio ﬂ \/ T77Q C ﬂ \/ T A,

1=—00 n=1j>n n=1j>n
Demonstracdo. Pela Proposicdo 1.31 existe uma sequéncia (7;);>; de particdes finitas tal que

o0
P 1 A. Fixe [ > 1 arbitrariamente e tome S C \/ TP, uma particdo finita arbitraria. Pela
1=—00

demonstracao do Teorema 4.7, tem-se:

H(sIN\ 17PvR) =H(s|\/ T7P)

n=1lj>n n=1j>n

para cada partic3o finita R C ﬂ \/ T77Q. Agora, para cada m > [ temos S C \/ TP, C

n=lj>n 1=—00
[es)

\/ TP,, e, portanto, fazendo m — oo a Proposicdo 1.29 nos diz que existe uma sub-o-

1=—00

algebra G C ﬂ \/ T A tal que ﬂ \/ T77P,, T G. Dai, o Teorema 3.31 nos da:
n=1j>n n=1lj>n
H(3| N \/T‘ijvR) LH(SIGVR) (37)
n=1lj>n
e
H(3| NV T—J’Pm> L H(S|G). (38)
n=lj>n

Logo, como

H(SIN N T7PuvR) = (S| T7Pn)

n=1j>n n=1j>n

para cada particao finita R C ﬂ \/ T77Q e para todo m > 1, fazendo m — oo obtemos
n=lj>n

pelas relagdes (37) e (38):
H(S|GVR)=H(S|9). (39)

Agora, como 7/7\1 1 A, segue da Proposicdo 1.29 que as particoes S C \/ TP (1=1)

1=—00
[e.e]
sdo densas em \/ T'A. Consequentemente, como a funcio H(F|G) é continua em F e
1=—00
[e.e]
R C ﬂ \/ T77Q C \/ T' A, podemos substituir S por R na relacdo (39) e, assim, obter:
nzlj>n 1=—00

0=H(R|GVR) = H(R|G).
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Portanto, R € G C m \/T‘jA. Dai, como R C ﬂ \/T‘jQ é particao finita
n>=1j>n nzljzn
arbitraria, novamente pela Proposicao 1.31 obtemos

AVTec NV 174

n=1lj>n n=lj>n

como queriamos demonstrar.

Teorema 4.9 . Se (X,X,u,T) é um deslocamento de Kolmogorov, entdo

V7T '2={zx}

k>1i>k

para cada particdo finita Q.

Demonstracdo. Como (X,X,u,T") é um deslocamento de Kolmogorov, por definicdo existe
uma particdo finita P satisfazendo:

(i) \/ T7'"P =X (mod p);

1=—00

(i) VTP ={2.x}
E>1i>k
Dai, se Q é uma particdo finita arbitraria, ent3o pelo item (i) acima temos trivialmente

QC \/ TP. Consequentemente, pelo Teorema 4.9 segue que ﬂ \/ T'Q C ﬂ \/ Tp.

i=—o00 k>1i>k k>1izk
Portanto, pelo item (ii) conclui-se m \/T”Q ={o, X}. O
k>1izk
Proposicao 4.10 . Se (X,X,u,T") é um sistema dindmico e P é uma particdo com entropia
finita tal que ﬂ \/ TP = {@, X}, entdo

n=lj>n

lim H(T",P) = H(P).

n—oo

Em particular, H(T,P) > 0.

Demonstrac3o. Se ﬂ \/ TP = {2, X}, entdo o Teorema 3.31 nos da:

n=lj>n

H(p) = H(PI(\/ T7P)

n=1j>n

= 1 (P (V 7P))

j=0
< (P (Vo)

— lim H(P\ \/(Tn)—<j+1>7>)

n—00 .
Jj=0
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— lim H(P\ \/(T")‘jP>

n—o00 i>1
= lim H(T",P)
n—oo
< H(P).

Portanto, lim H(T",P) = H(P) > 0. Dai, pela relacdo (10) segue que nH(T,P) > 0
n—oo
para todo n > 1 suficientemente grande, donde H(7T,P) > 0. O]

Observacao 4.11 . Segue do Teorema 4.9 juntamente com a Proposicao 4.10 que, se
(X,X,u,T") é um deslocamento de Kolmogorov, entdo H(T,P) > 0 para toda particdo finita
ndo-trivial P. O Teorema de Rokhlin-Sinai, como veremos a frente, nos dard uma generalizacdo

desse fato e também a sua reciproca em versao também geral.
Agora, suponhamos que (X,X 1, T") é um deslocamento de Kolmogorov e considere
uma particdo finita P satisfazendo:

(i) \/ T7'"P = X (mod p);

1=—00

i)V 77P={e.x}.

n>1j>n
Entdo, jA = \/ T~7P é uma sub-o-algebra que satisfaz:
(i) T7PAC jj;o
(i) T"A T X,
(i) T A | {2, X}.
Isso motiva a seguinte definicdo fundamental:
Definicao 4.12 . (K-automorfismo) Dizemos que o sistema dindmico (X,X,u,T) é um

K-automorfismo se existe uma sub-o-algebra A C X satisfazendo:

(i) TTTAC A,
(i) T"A T X, ou seja, \/ T'A = X;
(i) T A | {2, X}, ouseja, [/ T7A= {2 X}.

n=1j>n
Observacao 4.13 . Segue imediatamente da Definicdo 4.12 que todo deslocamento de

Kolmogorov é um K-automorfismo. Além disso, se (X,X,u,T") é um K-automorfismo, entdo
segue do Teorema 4.8 que todo processo (T, P) advindo de uma particdo finita P é um

processo de Kolmogorov. Em outras palavras, se (X,X,u,T") é um K-automorfismo e P
oo

é uma particao finita arbitraria, entdo a restricdo de 7' a sub-o-algebra \/ TP é um
1=—00

deslocamento de Kolmogorov. Realmente, se A C X é uma sub-o-algebra que satisfaz as
oo

condicdes da Definicdo 4.12 e P é uma particdo finita arbitraria, entdo P C \/ T' A, donde

1=—00
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pelo Teorema 4.8 segue que

AVT7Pc\/T7/A={2 X}.

nzljzn nzljzn
Dai, pela Proposicdo 4.10 obtemos H(7T,P) > 0 para toda P particido de X com entropia
finita.
Definicdo 4.14 . Dizemos que um sistema dinadmico (X,X,u,T") tem entropia completamente
positiva (CPE) se H(T,P) > 0 para cada particdo n3o-trivial com entropia finita P.

O Teorema de Rokhlin-Sinai garante que um sistema dindmico sobre um espaco de
probabilidade separavel tem entropia completamente positiva se, e somente se, é um K-
automorfismo.

A partir desse momento fixemos um sistema dindmico (X,X,u,T), onde (X, X ) é
um espaco de probabilidade separavel.

A fim de atingirmos o nosso objetivo principal nesse trabalho - o Teorema de Rokhlin-
Sinai - serd importante analisarmos a “parte deterministica maximal” do sistema (X, X ,u,T").

Vejamos isso em termos precisos:

Definicdo 4.15 . Seja D(T') a colecdo de todos os elementos A € X para os quais existe uma
particdo P de X tal que A€ P, H(P) < o0 e H(T,P) = 0, incluindo o conjunto A = &.
Proposicao 4.16 . D(T') é uma algebra.

Demonstracdo. Primeiro, é claro que X € D(T), pois a particdo trivial P := {@, X'} satisfaz
X eP, H(P) < ooe HTP) =0.

Agora, sejam A,B € D(T') arbitrérios. Pela definicdo de D(T') existem partices P e
Q de X com entropia finita tais que A€ P,B€ Qe H(T,P)=H(T,Q) =0.

Note que AN B € PV Q. Pelo item (iv) da Proposicdo 3.7 e pelo Lema 3.14 temos
HPVQ) < HP)+ HQ) <oceH(TPVQ) < H(T/P)+ H(T,Q) = 0. Portanto,
ANB e D).

Por fim, como A € P, temos que Q := {A,A°} < P é uma particdo de X tal que
H(Q) < HP) < +o e H(T,Q) < H(T,P) = 0. Dai, A° € D(T) e, como AUB =
(A° N B€)¢, conclui-se que AU B € D(T). Portanto, D(T) é uma algebra, como queriamos
demonstrar.

0

Definicdo 4.17 . (o-algebra de Pinsker) A o-3lgebra de Pinsker, denotada por P(T), é a

o-algebra gerada pela dlgebra D(T'), ou seja, é a menor o-algebra que contém a algebra D(T)).

Observacao 4.18 . Segue imediatamente da definicdo de P(T) que, se P é uma particdo de
X com entropia finita que satisfaz H(7,P) = 0, ent&o PC P(T).

Veremos agora algumas propriedades bésicas da o-algebra de Pinsker P(7T'):

Proposicdo 4.19 . T-'P(T) = P(T).
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Demonstracdo. Primeiro vamos mostrar que T-'P(T) C P(T). Tome A € D(T) arbitrério.
Por definicdo, existe uma particdo P tal que A € P, H(P) < oo e H(T,P) = 0. Dai, como
T~1P é uma particdo tal que H(T"'P) = H(P) < 0o e H(T, T™'P) = H(T,P) = 0, pela
Observacdo 3.33 obtemos:

Portanto, vemos que T 1A € T-1P C \/ T—JP. Dai, pela Proposicdo 1.27 temos que, para
5=0

n
—

cadal > 1 existemn; > 1 e (), € \/T‘jP tais que u(TTAAC,,) < 271 Agora, pela
=0
Proposicao 3.18 tem-se:

0=H(T,P) = H(T, @ T_j73> para cada [ > 1

Jj=0

Além disso, pela sub-aditividade de H, temos:

(\/T]P) (n;+ 1)H(P) < oo para cada [ > 1

ny

Isto implica que cada dtomo de \/ TP pertence a D(T) e, portanto, a P(T'). Dai, obtemos
j=0

C,, € P(T) para cada [ > 1. Portanto, fazendo | — oo em pu(T*AAC,,) < 27" obtemos

pelo Teorema 1.16:
T-'A =liminf C,, € P(T).

Consequentemente, T~'D(T) C P(T), o que por sua vez implica TP (T) C P(T). Agora,
vamos mostrar a inclusdo oposta: P(T) C T'P(T). Tome A € D(T) arbitrario. Novamente

pela definicdo existe uma particdo P tal que A € P, H(P) < oo e H(T,P) = 0. Novamente,

como H(T\P) =0 <= PC \/ T-ip (Observagao 3.33), para cada [ > 1 existem n; > 1
=1
” ny— 1

e Cy, € \/T iP tais que u(AANC,,) < 27!. Mas, observe que, como H( \/ T JP)

7=0
n;—1

(n; — 1)H(P) < oo (pela sub-aditividade de H) e H(T, \/ T_j73> = H(T,P) = 0 (pela

Jj=0



Capitulo 4. O Teorema de Rokhlin-Sinai 76

n;—1 n;—1
Proposicdo 3.18), segue que \/ TP C D(T) e, portanto, \/ TP C P(T) para cada
=0 =0

[ > 1. Consequentemente, vemos que:

nl—l

C, € \n/ TP =1 ( \ T7P)

J=1

Dai, como T~'P(T) é uma o-algebra, C,, € T'P(T) e u(AAC,,) < 27! paratodo | > 1,
fazendo | — oo obtemos A = liminf C,, € T~'P(T). Logo, como A € D(T) foi tomado
arbitrariamente, segue que D(T) C T-'P(T), o que implica P(T') C T~ P(T). Isso conclui
a demonstracdo.

[

Proposicdo 4.20 . P(T*) = P(T) para cada k € Z.

Demonstracdo. Primeiro observe que, como T—% = (T~1)*, & suficiente mostrar que P(T*) =
P(T) para cada k > 1 e P(T') = P(T). Suponha k > 1 e tome A € D(T*) arbitrério.
Por definicdo existe uma particdo P tal que A € P, H(P) < co e H(T*/P) = 0. Mas, pela

Observacdo 3.33 tem-se:

H(T*P)=0 < P c\/ (T")~7P.
=1

Dai, como \/ (TF)=1P C \/ T/—FD obtemos P C \/ T/—FD donde, novamente pela
j=1 Jj=1 Jj=1

Observagdo 3.33, tem-se H(T,P) = 0. Isso implica que A € D(T), donde A € P(T).
Dai, como A € D(T*) foi tomado arbitrariamente obtemos D(T*) C P(T), o que implica
P(T*) c P(T).

Reciprocamente, tome A € D(T') arbitrario. Por definicdo existe uma particdo P tal
que A€ P, H(P) < oo e H(T,P) = 0. Pela Proposicdo 3.19 obtemos:

k—1
H(T*P) < H(T’f, \/ T‘j73>
=0
— KH(T,P) = 0,

donde A € D(T*) C P(T*). Dai, como A € D(T) foi tomado arbitrariamente, segue que
D(T) C P(T*), o que implica P(T) C P(T*). Por fim, temos P(T~1) = P(T) pois, para cada
particdo P com entropia finita, tem-se H(T~!,P) = H(T,P). Isso conclui a demonstracdo. [

O préximo resultado formaliza a ideia de que a o-algebra de Pinsker P(T') corresponde

a "parte deterministica maximal” do sistema dindmico (X, X, u,T).
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Teorema 4.21 . Seja P particao de X com entropia finita. Entao, P C P(T) se, e somente
se, H(T,P) =

Demonstracso. Suponha P C P(T). Como D(T') é uma algebra que gera P(T), pela Propo-
sicdo 1.32 existe uma sequéncia de particdes finitas (P,)5°, tal que P, C D(T') para todo
n=1leP,TPT).
Pelo Lema 3.15, para todo n > 1 temos:
H(T,P) < H(T,P,) + H(P|P,)
= H(T'P,) + H(P[P,) (40)
= H(P|P,),

pois H(T,P,) =0, uma vez que P, C D(T) para todo n > 1.
Além disso, como 7/3; 1 P(T), pelo Teorema 3.31 tem-se:

lim H(P|P,) = H(P|P(T)) = 0,

n—o0

onde a dltima igualdade decorre do Teorema 3.29, uma vez que P C P(T') por hipdtese.
Portanto, fazendo n — oo na relagdo (40) obtemos H (7',P) =
Reciprocamente, se P é uma particdo com entropia finita tal que H(7,P) = 0, entdo

P C D(T), donde PC P(T). Isso conclui a demonstragdo.
[

Lema 4.22 . Sejam P e Q particSes de X com entropia finita tais que P < Q ou Q <P e
A C X uma sub-o-algebra tal que 77! A = A. Entio,

%H(\H/TiplvT/—@\/./Q — H(P! vﬁ?\//o quando n — 0.
i=0 i=1 i=1
Em particular, se A :={@, X} e P = Q é tal que H(P) < oo, entdo:
1 N /= > —
EH(VTWHVTWP>%EK?N¢TﬂP>mmﬂon%am
i=0 j=1 J=1
Demonstracdo. Suponha Q < P. Observe que
00 n—1
e (V0w 1) vac o (V7
j=1 i=0
n—1

TPV \/ TPV A

=0

mvvw) A

H<8

<
Il
-

Il
<

TPV A.

I
<8

<.
Il
—

Afirmacao 1: Para cadan > 1, tem-se:
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0 n—1 [e’e) n—1
T (\/ T2y \/ TP)vAcT ) (\/T2Qv\/TP)vA  (41)
j=1 i=0 j=1 i=0
Realmente, observe que, para cada n > 1 temos:

T *, — vl
T‘”(j\/lT—JQ\/i\/OT’P)\/AzT‘”<j\/1T—JQ)\/T‘”(i\/OTZP>vA

<3
3
©

— p-(+D) ( v T+ ( \/ ﬁ) VA
=1

.
Il
o

<3
3
o

<.
I
o

|
B
i
A~ — ~—~
<3
K
S

j=1 1=0
c T (\/ T5Q) v T-trt0p v T~ ( \/ ﬁ?) VA
j=1 =0

7 (\/ TV \/TP) v A,
j=1 i=0

onde na dltima inclusdo utilizamos a hipdtese Q < P. Isso prova a Afirmacdo 1.

Afirmacao 2:

o
\/ T-IPV A é a menor o-algebra que contém
j=1

00 n—1 (42)
T‘”( \/ T-iQV \/ Ti73> V A para todo n > 1.
7j=1 =0

o0
De fato, tome A € \/T—jP arbitrario. Para cada [ > 1 existe m; > 1 tal que

j=1
my
u(ANC)) < 27 para algum C) € \/ T-P.
j=1
me ml—l/\ © ml—l/\
Note que C; € \/ T-3P = T‘ml< \/ TiP) c T ( \/T9ov \/ TiP) para
j=1 i=0 j=1 i=0

cadal > 1.
Dai, como u(AAC)) < 27! para todo [ > 1 implica que A = lim inf C; (Teorema 1.16),

00 n—1
vemos que A pertence a menor o-algebra que contém T‘”( \/ T-1QV \/ TWD) para todo
j=1 i=0

n > 1, o que prova a Afirmacdo 2.

Consequentemente, pelas relagdes (41) e (42) obtém-se:
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T <\/TJQ\/\/T1 Jvat\TPvA (43)
j=1 j=1
Logo, pelo Teorema 3.31 obtemos:
(44)

(P (VT8 JQv\/Tz TP) v.4) = (PN TP A).

Além disso, usando repetidas vezes o item (i) da Proposicdo 3.28 obtemos
(VTP T7QvA)=—H(PvTPV.. . vT"P|\/ T7QV A)
. n i

:%H(m{}l@m+%H<Tp|ﬁv]§’71@v,4)
+...+1H(T”P|Vﬁv©@vA>
Lu(pIy TV A) + (i (Q Qv P)va)

7j=1

ot %H(P\T—W—U(\/T—jgv \/ T'P) v A)
+ (§7 \/ 1'P) v )
PVTR

(Pir

S|
=
—

ﬁ

H

S
v

3Ir—‘

H

n—

H(P

1

L (ppr- ({7 ”\‘/ 77P) v A)

<§ V7))

+
S|
i

(45)

Dai, como

H(P) =0,

3I>—‘

(PI\/TJQVA>

7=1

1
A) < ~H(P) =0

e ) n—1
1 — —
~H(P|T VT Qv\/TP v
j=1 =0
e, além disso, pela Proposicao 1.50 temos

n—1 * n—lA A
%;HOD\T’“(j\:/lT—JQ\/i\:/OTlP>vA>—>H<P!\/T‘J7’VA>,

J=1
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fazendo n — oo em (45) obtemos:
1 "o < —
“H(\/T'P) = H(P\/T-PVA), (46)
Lu(V/77) (7 VA

o que prova o resultado no caso @ < P.
Agora, suponha P < Q.
Como P < P, pela parte ja demonstrada temos

—H<\/TZ7D| \/T =PV A) — H(P| \/T—anA)

7j=1

Dai, como P < Q, temos:

lim H(\/TWD\\/TanA) lim H(\/T’P|\/T9P\/A> (P;@T/ﬁv@.

n—oo M n—oo 1,
j=1 1=0 j=1 7=1
(47)
Por outro lado, como a relacdo P < Q implica
\/TPv\/TQo=\/TQ
i=0 i=0 i=0
pelo item (i) da Proposicdo 3.28 obtém-se:
1 "o < — 1 "o < —
—H( 7P| \/ T ) _ —H( T T )
- \/O 7>|j\/1 QVA)=- \/ QI\! oV A
- —H(\/TZQ|\/T’P\/ \/T =0V A)
1=0
Dai, tomando o limite quando n — oo obtemos:
Jin (VTP TTRY 4) = i LV T2V TR 4)
_JEEOnH \/T QI\/TZPV \/1TJQVA)
]:

=0 7j=1

\n/Tlg|\/Tz7>v\/T PV A
V

' TZQ|\/T JP\/A)
=0 7j=1

TQI\/TZPV\/T =PV A)

=0 = 7=1
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~ lim l15{(\71/Ti73| {O/T/—FDvA)

n—o00 N, 0 i=1
:H(P{j\:/lT/ﬁDvA), (48)

onde na dltima igualdade utilizamos a parte j& demonstrada (pois P < P), na peniltima
igualdade utilizamos o item (i) da Proposi¢do 3.28, na antependiltima igualdade utilizamos
utilizamos a parte ja demonstrada (P < Q por hipdtese) e, na desigualdade, utilizamos a
hipétese P < Q. Portanto, por (47) e (48) obtemos o resultado.

m

O préximo resultado estende o Lema 4.4 e serd usado extensivamente durante a de-

monstracdo do Teorema de Rokhlin-Sinai.

Lema 4.23 . Sejam P,Q e R particdes de X com entropia finita tais que P < Q e A uma
sub-o-algebra tal que 7' A = A. Ent3o,

H(P\i:\/lTiQ\/T"<j\:/lTjR> \/.A) — H(P!i:\/lTiQ\/.A> quando n — oo.

Em particular, se Q@ =P e A = {3, X}, entdo

o0

H<P| \:/1 T-PV T—"< \/ T—fR)) = H<P| \:/1 T—iP) — H(T,P) quando n — oo.

Demonstracdo. Como P < Q, temos PV Q = Q, donde pelo item (i) da Proposicdo 3.28

temos:
H(P) i\/lT—’Q v T‘"(j\/lT—jR> va)=H(Q i\/lT—ZQ v T‘”(j\/lT—jR> v A)
—H(QPV i_\/lT—iQ v T—"(j\_/1 TR) v .A)

(49)

Agora, aplicando repetidas vezes o item (i) da Proposicdo 3.28 tem-se, para todo n > 1:

H(\TL/TiQ\ GT/@V\R) vA)=1(g vTi(QVR) v.A)

3
—

H(T’“Q|T’“(<7T/i\g v\/ TRV A)
=1

Jj=1

+

1M

o)

o (\/T70) v \/ TRV A)

i=1 j=1
ol\/

i—1

+H

S

~

=H

VRS

“(QVR

~—

v A)

=
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+> (e \:7 Qv T <\/T—JR>\/A)

1

+H<Q\(\/T*ZQ>\/T’<\/TJR> ) (50)

=1 7=1

3
—

B
Il

Como O < OV R, o Lema 4.22 nos da:

n—oo MM

H(Q|§7T—/@v¢4> lim H(VTZQ|vm)vA> (51)

Agora, como H(Q) < oo, temos

nh—{gonH<Q|\/m\/A> (52)
(e (VIR (VTR ) =0 6
Para simplificar a notacdo denote <7 T—IR. Pela Proposicdo 1.50, também temos

J:%HZH(QI\/T QVTHR) v A) = JEEOH(Q‘(\/T QYVTTR)VA).
i=1 (54)
Dai, pelas relagdes (49), (50), (51), (52), (53) e (54) obtemos:

o

JE&H(m\/T QUTT(R)VA) = lim H(Q\/TOVT"(R") v A)
=1

~ lim H(Q|7>v\/T iQVT (R —)vA)

=H(Q \/T—’Q vA)

_ lim H(Q|7>v\/T IOV T (R~ )vA)

oo =1
2H<Q\<7@\/A> —H(Qﬁ)\V{;T/@\/A)
i=1 =1

=1 (P|\/ T2V A),
j=1
(55)
onde na dltima igualdade usamos o fato de que PV Q = Q, uma vez que temos P < Q por

hipdtese.

Por outro lado é claro que, para todo n > 1, temos
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H<P|i\:/1T‘inT‘”<j\:/lT‘jR> vA) < H<P|i:\/1T"Q v A).

Consequentemente, pelas relacdes (55) e (56) obtemos o resultado.

(56)

]

Teorema 4.24 . Sejam P e Q particoes de X com entropia finitae A C X uma sub-o-algebra

tal que 7' A = A. Entio,

j=—00

H(PvgﬁT—i(P/’v\Q)vA) <Q|\/T ZQ\/A>+H<P\\/T Py \/ TIQVA).

Em particular, se A = {@, X}, entdo

#(pv ol TPV ) = (e T0) + i (PIV TR YV T)

j=—o0

Demonstracdo. Para cada n > 1 temos:

Ly v\ T TP\ 70V A)

=0 =0 j=1 7j=1

1 o
EH(\/T Qy\/T JPV\/T =0V A)

=0

1 o -
+EH<\/T7?\\/T Qv\/T JPV\/T JQ\/A>

1=0 =0 ]1

Lo\ i
—-n(\/1 o|\/ T JP\/\/T -0V A)

=0 j=1
+%H<P|\n/7/”§\/ vT/—FD\/ O@vzl)
=0 j=1 Jj=1

+—-H(P|\/T7PVT™ T-1QV\/TQ)V A
Li(p1 Y 7T T (V 0 70) v 4
Agora, observe que

—H(P\\/ngv\/Tan\/TJQvA) % (P) =0,

(57)

(58)
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e, como Q@ < PV Q, pelo Lema 4.22 tem-se
1 "o X — 7, —— *, —
-H ¢ - - - )
- <\/T Q|VT IPV \/T JQVA) — H(Q| \/T JQV.A) quando n — oo. (60)
=0 j=1 j=1 7j=1
Além disso note que, para cada 1 < k < n — 1, temos:

_k<§7@v\7@)vA:QTﬁTQV\7va
Jj=1 i=0 j i=0

=1
= \/ T/J\Q VA,
j=k—n

donde . . .

(\/ \/ )\/AL \/ T/*E\/Aquandon%oo. (61)

7=1 =0 Jj=—00

Além disso, também vale:

QT/—FN <7 T-1QV A (O/ vTﬂQvA

7=1 j=k—n Jj=1 Jj=—00
donde, pelo Teorema 3.31 tem-se:
H<P!T’k< \/ T- JQ\/\/ T:Q >\/A> — H<P| <7 T/—FD\/ (7 T/—j\Q\/A> quando n — oo.

j=1 j=1 j=—o0

(62)

Para simplificar a notacdo, denote P~V Q~ := \/T’Z(P/\/\Q)

i=1
Como Q < PV Q, o Lema 4.22 juntamente com as relacdes (57), (58), (59), (60),
(61), (62) nos d3o:

H(PVQ\P—VQ—\/A) = lim lH(\/TZPv\n/TZQ\\/T JPV\/T anA)

noeen =0 =0
ZJLIEO%H<\7TZQ\§7T/—E»V@T—AJQVA)
i=0 j=1 Jj=1
n—1 o] o) n
+ lim =S H (P TP VT H(\/T7Qv\/TQ) v A)
k=1 j=1 j=1 i=0

+H(PI\/T-PVv \/ TQvA),
i=1 j=—00
onde na dltima igualdade utilizamos a Proposicao 1.50. Isso conclui a demonstracao do

resultado.
O]
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O préximo resultado nos dé uma descricdo explicita da o-algebra de Pinsker P (7).
Teorema 4.25 . .
P(T) = \/ ( ﬂ T (\/T-P)).
H(P)<oco n=1 i=1
Ou seja, P(T') é a menor o-algebra que contém o “passado remoto” de todos os processos
(T',P) oriundos de particdes com entropia finita.

Demonstracdo. Pela Proposicdo 1.31 existe uma sequéncia (Py)5>, de particdes finitas de
X tal que 7/9; 1 P(T). Como 7/7; C P(T) para todo k > 1, pelo Teorema 4.21 temos que

H(T,Py) = 0 para todo k£ > 1 e, portanto, pela Observacdo 3.33 juntamente com o mesmo
argumento contido na demonstracao do Teorema 4.5 segue que Pk C ﬂ T (\/T 17%)

para todo k£ >
Dai,

T):zzﬁcj.Z(ﬁT_n(zT_ﬂ))C \/ <nﬂlT <ZT‘7/D\)>

H(P)<oco

Reciprocamente, sejam P e Q particoes arbitrarias de X com entropia finita tais que
(e.) o
gc 1 (\V1-P).
n=1 =1

Afirmacao: <7 Til\Q C QT/FD

1=—00 =1

Em particular, tem-se \/T*ZQ C \/T*"P.
1=0 =1
Realmente, para cada n > 1 temos /Q\ C T‘”(\/ﬁ) donde T"/Q\ C \/T/*F)

i=1 =1
Dai, \/ngc \/T ip.

Alem dISSO para cada [ > 1 temos

ﬁD C QT”Q C QT/@,
=1 i=1

donde \/ TZQC\/T ip

Z——OO

Logo, \/ T*’Q C \/T*iP, o que prova a afirmac3o.

1=—00 =1
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Consequentemente,

H(Pval <7T—(7?/\/\Q)) H(Pvol {7?—73)
i=1 =1

1 (P| \/1 T-P) +H(QPV MT—iP) (63)

H<P| i\/lT—iP>,

o)

—

[e.e]
onde na primeira igualdade usamos o fato que \/ TPV Q)= \/ TP e na terceira usamos
=1

i=1 i
OO —_—
o fato O C \/T‘iP, ambos contidos na Afirmacao acima.

=1
Por outro lado, pelo caso particular do Lema 4.24 temos:

H(Pval\/ TPV Q) - (0 T70) + (P TPy \/ T50)
i=1 i:ol iozol j=—00 (64)
= (9 \/T7Q) + H(P|\/T-P),
=1 =1

onde na dltima igualdade usamos a Afirmacao acima.

Portanto, das relacdes (63) e (64) segue que H(Q\ \/T-@) = 0.
i=1

Dai, pelo Teorema 4.21 temos QC P(T). Portanto, como P e Q sdo particdes

arbitrarias de X com entropia finita tais que @ - ﬂ T’”(\/ T*iP), obtemos
=1

n=1
V (N (VT-P)) cP).
H(P)<oo n=1 i=1
Isso conclui a demonstracao.

O

Tendo em vista o Teorema 4.25, o préximo resultado nos fornece uma extensdo do
Lema 4.4.

Teorema 4.26 . Sejam P uma particdo de X com entropia finita e A C X uma sub-o-algebra
tal que T-' A = A. Entio,

(P TPV Py v A) = (P TPV A).
i=1 i=1
Em particular, se A = {@,X}, entdo

(PN TP P(@) = 1 (P|\/ T7P).

i=1 =1
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Demonstracdo. Seja Q uma particdo arbitraria de X com entropia finita tal que Q C P(T).
[e.e]

Pelo Teorema 4.21 tem-se H(T,Q) = 0 donde, pela Observacdo 3.33, tem-se @C \/T/—@
i=1
Além disso, pelo mesmo argumento da primeira parte da demonstracdo do Teorema 4.5,

temos /Q\ C m \/ T/*J\Q Agora observe que, como T‘”( {7 T/*J\Q> i ﬂ \/ T/*J\Q pelo

n=1j>n J=1 n=1j>n
Teorema 3.31, obtém-se:

(P|\/T PV T anA) _ggoﬂ@y\/T iPVT (QT—/j\Q)vA)

n>1j>n
- H<P|i:\/lT/—73\/A),
(65)

onde na dltima igualdade utilizamos o Lema 4.23.
Agora, pela Proposicdo 1.31, existe uma sequéncia (Qy>1) de particdes finitas de X
tal que Q1T P(T). Pela relacdo (65) temos:

<P|\/T PV T anvA) _ggoﬂ(m\/T iPVT (\:/1T—JQk) \/A)

n=1j>n
= H(P| \/ T-Pv A)
i=1
(66)
para todo k > 1. Além disso, temos O, C ﬂ \/ T-1Qy C P(T) para todo k > 1, onde
n=1j>n
na segunda inclusdo utilizamos o Teorema 4.25. Dai, tem-se m \/ T=1Qy 1T P(T) donde,
n=1j>n
fazendo k — oo na relagdo (66), obtemos pelo Teorema 3.31:
H(P|\/T/—FDVP(T) vA) — H(P|\/T/—FDVA>.

i=1 i=1

Isso conclui a demonstracdo do resultado. O

Suponha que A C X é uma sub-o-algebra tal que 7' A C A.
Denote A_, = ﬂ T "Ae Ay := \/ " A.

n=1 n=1
Ou seja, A_,, é a maior g-algebra contida em todas as o-algebras da forma 77" A e

A, é a menor o-algebra que contém todas as o-algebras da forma 7" A (n > 1).

Observe que A_,, = ﬂ \/ T A e, além disso,

n=1j>n

AC...CTT"AC...CAC...CT"AC...CAx (n>1). (67)

Teorema 4.27 . Sejam A C X uma sub-o-élgebra tal que 77! A C A e P uma particio de
X com entropia finita tal que PC A Entdo,

HP|P(T)V A ) = HPJA ).
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Demonstracdo. Suponha inicialmente que P C A. Note que:

o0

H(PIP(T)V A_) > lim H

—00 in
— lim H Tr)- )
lim H(P|\/ (1) 7PV P(T) v A )

Jj=1 (68)

8

I

=

o

N N N N N
3
| <1

S
3
<
N
3
<
o~
3

N——

7=1

> lim H (P \/T AV A )

p—)oo

= 1(PIN \/T/—EEWA_OO)
p=1j=1
= H(P|A o),

onde na segunda igualdade usamos a Proposicdo 4.20, na terceira igualdade usamos o Teo-
rema 4.26 aplicado a T? (pois (T?) ' A_., = A_, para cada p > 1), na segunda desigualdade
usamos a hipotese PC A, n;ao penultima igualdade usamos o Teorema 3.31 e na ultima igual-
dade usamos o fato que ﬂ \/ T/_ﬂ’\P =A
p=1j=1
Portanto, o resultado é verdadeiro no caso em que 75 c A.
Veremos agora que a mesma conclusdo é verdadeira no caso em que P CTrA para

algum n > 1. Realmente, note que
PCT'A < T "PCA
Dai, como T~™P é uma particao com entropia finita, pela parte j4 demonstrada temos:
H(T™P|P(TYVA_«)=H(T"P|A_),

0 que equivale a dizer

H(PIP(T)V A_x) = H(P|A_w),

uma vez que P(T') e A_., sdo T-invariantes (Proposicdo 4.19).
Portanto, tem-se

H(PIP(T)VA_x) = H(P|A_)

sempre que P C T"A (n > 0).
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Por fim, suponha que P é uma particdo de X com entropia finita tal que P C Ao
Como T" A 1 A, pela Proposicdo 3.23 dado € > 0 existem n € Z e uma particdo Q com
entropia finita tais que O C T"A e H(P|Q) + H(Q|P) < e.

Logo,
H(P|A_») < H(PV QJA_)
= H(QA_») + H(P|OV A_)
< H(QA ) + H(P|O)
< H(QIA_») +¢
=HQIP(T)VA_»)+e¢ (69)
SHPVOIP(T)VA ) +e
= H(P|P(T)V A_oo) + H(QPVP(T)V A_s) + ¢
< H(PIP(T)V A_o) + H(Q|P) + ¢
< H(PIP(T)V A_») + 2¢
< H(P|A_x) + 2e.
Consequentemente, como ¢ > ( é arbitrario obtemos
H(P|P(T)V A-) = H(P|A ),
como queriamos demonstrar. O

Corolario 4.28 . Seja A C X uma sub-o-algebra tal que T 'AC AeT"AT X.
Entdo, P(T) C A_.

Demonstracdo. Seja P uma particdo arbitraria de X com entropia finita. Entdo, P C X = A,

donde pelo Teorema 4.27 tem-se:
H(PIP(T)VA_x) = HP|A_).

Daf, pelo Teorema 3.29 vemos que P C PT)VA , — P C A_ para toda
P particdo de X com entropia finita. Consequentemente, obtemos P(7) C A_,, como
desejado. O

Teorema 4.29 . (Rokhlin-Sinai) Seja (X,X',1,T) um sistema dindmico, onde (X, X ) é
um espaco de probabilidade separavel.

Ent3o, (X,X,u,T") é um K-automorfismo se, e somente se, tem entropia completamente
positiva.

Ou seja, (X, X1, T) é um K-automorfismo se, e somente se, tem-se H(7T,P) > 0 para
toda P particdo de X tal que H(P) < .

Demonstracdo. Suponha que (X,X,u,T') é um K-automorfismo. Segue da Observacio 4.13
que H(T,P) > 0 para cada P particdo de X com entropia finita, ou seja, (X,X,u,T) tem
entropia completamente positiva (CPE).
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Reciprocamente, suponha que (X,X,u,T") tem entropia completamente positiva (CPE).
Observe que, pelo Teorema 4.21 isto significa dizer que P(T) = {@,X }. Portanto, o resultado
restard demonstrado se provarmos que, dado um sistema dindmico (X, X ,u,T") arbitrério, onde

(X, X, 1) é um espaco de probabilidade separavel, existe uma sub-o-algebra A C X’ que satisfaz:

(i) T7'AC A

(i) T"A T X, ou seja, \/ T'A = X;
(i) T~"A L P(T), ouseja, [|\/ T7A="P(T).
n=1j>n
Em outras palavras, sempre existe uma sub-o-algebra cuja “histéria completa” descreve todos
0s eventos e cujo “passado remoto” corresponde a “parte deterministica maximal” do sistema
dindmico.
Realmente, seja (P,),>1 uma sequéncia de particdes finitas tal que 7/9; 1 X (Proposi-
¢do 1.31). A fim de simplificarmos a notacdo no que segue, denote por R = \/ T-IR o
j=1

“passado” do processo (T, R). Agora, considere Q; := P; e ny := 1. Pelo caso particular do

Lema 4.23, existe ny > n; tal que

H(Q1|Q7) — H(Qy|Q; vV T~P;) <

N | —

Agora, considere Qy := Q; V T "2P,. Entdo, temos Q1 < Qs e Q, = Q7 VI P,
Novamente pelo caso particular do Lema 4.23, existe ng > ns tal que

- - — 1
H(Q3Q5) — H(Q:|Q; VT ™Ps) < 2

Considere Q3 := Q, V T "Ps. Entdo, temos Qy < Q3 e Oy = Q, VT 7™P; . Como
Q1 < Qs, pelo caso geral do Lema 4.23 podemos supor que n3 é suficientemente grande tal
que
— —~ 1
H(Q|Qy) — H(Q1|Q5) < o7k
Novamente pelo caso particular do Lema 4.23, existe ny > ns tal que
- T e 1
H(Q3]Q3) — H(Q3|Q3 VT ™Py) < bER
Considere Q4 := Q3 VT "P,. Entdo, temos Q3 < Qs e Q; = Q; VT ™P, .
Como 9 < Qs < Qjs, pelo caso geral do Lema 4.23 podemos supor que ny é

suficientemente grande tal que

—~ —~ 1
H(Q11Q3) - H(QQ)) < 55

e também



Capitulo 4. O Teorema de Rokhlin-Sinai 91

= - 1
H(Q:|Q5) — H(Q|Q;) < 7

Dai, temos: N - 1
H(Qi|Q5) = H(Q]Q1) < 55,

= - 1

H(Q|Q5) — H(2:2|Q)) < 53,

- - 1

H(Q3|Q5) — H(Qs]Qy) < 5.

Continuando dessa maneira obtemos uma sequéncia crescente de nimeros naturais
ny < no < ... € uma sequéncia crescente de particdes finitas Q1 < Qs < ... tais que:
Q. =P, Qp = Qp—l V Tfnppp (p = 1) e

— — 1
H(Q1|Qp) = H(Q[ Q1) < 55 (=),
— - 1
H(Q2|Q,) — H(Q:|Q, 1) < % (¢=2)
— — 1
H(Qp|Qq_) - H(Qp|Qq_+1) < % (q = p).
Consequentemente, temos
— - 1 1
H(QP‘Q;) - H(QP|Q;+1) < 5-@ (p <q).

Dai, se fixamos p > 1 arbitrariamente e tomamos qualquer n > p, ao somarmos sobre

todos os ¢'s tais que p < ¢ < n — 1 obtemos:
H(Q,Q,) — H(Q,1Q,) = H(Q,]Q,) ~ H(Q,|; 1)
H(Q|Qy11) — H(]Q,0)

+ o+

+H(Q,|Q; ) — H(Q,|T;)

<! (1+ L )
’ 5t T o
2

< -.
p

Portanto, vemos que
—~ — 2
H(Qp|Q,) — H(Qp|Q;) < 7 sempre que n > p. (70)

Agora, considere C := \/ é: Observe que, como Q1 < Qy < ..., temos é; TC, 0

n=1

que implica é% TC7,onde C™ := \/ TIC denota o “passado” da sub-o-algebra C.

Jj=1
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Considere A :=C".
Afirmacdo 1: T-'A C A.

De fato, observe que

o que prova a Afirmacdo 1.
Afirmacdo 2: T" A1 X.

Com efeito, como Q) D T~ " 'P;, para cada k > 2, para cada m > 1 temos:

T"A = ]\/1 T_]'J””<k\_/1 Qk)

-y (V)
j=-m+1 k=1

>\ (7 T (QT%PQ
j=—m+1 k=1

o que implica
o]

Pi C (O/ QT/_EEC vaAC \/ T"AC X,

j=—o0 k=1 m=1 m=—00

[e.e]

para cada k > 2. Dai como 7/3; 1T X quando k — oo, conclui-se que \/ T"A = X, ou seja,

m=—00

T" A1 X quando m — oo. Isso prova a Afirmacao 2.

Dai, como T-'A C A (Afirmac3o 1) e T"A 1+ X (Afirmacio 2), pelo Corolério 4.28

segue que P(T) C ﬂ T "A.

n=1

Portanto, falta apenas mostrar que ﬂ T7"A C P(T). Para tal, seja P uma particdo

n=1

arbitraria de X com entropia finita tal que PC ﬂ T "A. Note que, como T ' A C A, temos

n>1

\/ ﬁ C ﬂ T "A C A. Dai, dados n > p, temos:

j=—o00 n=1
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H(PIP~) = H(Q,VPIQ, VP ) - H(QIQ v \/ T-P)

j=—00

— H(Q,|Q, VP-) + H(P|Q,V Q, vV P)
- H(pré} vV T/—97>>
Jj=—00

. A (71)
< H(Q,|9Q,) — H(Q|A) + H(P|Q;)

= |H(9,IQ;) - H(Q,/Q,)]
+ | H(QI00) ~ H(Q,)] + H(PIE;)
<=+ [HQIe) - HQA)] + HPIS).

onde na primeira igualdade utilizamos o Teorema 4.24, na segunda igualdade utilizamos o item

(i) da Proposicdo 3.28, na primeira desigualdade utilizamos as inclusdes é} C é} VP e

—

é} Y \/ T—IP C A e na lltima desigualdade utilizamos a relagdo (70).
j=—00
Mas, fixando p > 1 e fazendo n — oo, pelo Teorema 3.31 obtém-se

lim | H(Q,Q5) — H(Q,4)| =0,

n—oo

pois é% T A. Além disso, como PcCAe é} T A quando p — o0, novamente pelo
Teorema 3.31, juntamente com o Teorema 3.29, vemos que

lim H(P|Q,) = 0.

p—0o0

Consequentemente, fazendo primeiro n — oo e depois p — oo em (71), obtemos

H(P|P~) =0,
ou seja,
H(T,P)=0.
Logo, pelo Teorema 4.21 segue que P C P(T). Portanto, como PC ﬂ T7"A foi tomada
n>1
arbitrariamente, conclui-se ﬂ T7"A C P(T), como queriamos. Isso conclui a demonstracdo

n>1
do Teorema de Rokhlin-Sinai.

Observacao 4.30 . (Comentario final): Vimos na Observacdo 3.33 que

H(TP)=0 < PC \/ﬁ
i=1
Equivalentemente, tem-se

H(TP)>0 < P ¢ \/ﬁ?

i=1
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Em outras palavras, a entropia do processo (7,P) é positiva se, e somente se, seu
“presente” nao pode ser integralmente determinado pelo seu “passado”. Consequentemente, o
Teorema de Rokhlin-Sinai nos diz que um sistema dindmico (X,X,1,T") é um K-automorfismo

se, e somente se, para cada “observacdo” P do fendmeno em questdo, o “passado completo das
oo

observacoes”, ou seja, \/ T—"P, n3o pode descrever integralmente a “observacdo do presente”,
i=1

ou seja, P. Dito de outra maneira, nao é possivel descrever integralmente o “momento seguinte”.

Nesse sentido, o Teorema de Rokhlin-Sinai nos diz que um K-automorfismo é um sistema

dindmico com comportamento completamente aleatério.

O
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