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RESUMO

Neste trabalho apresentamos a caracterização, devida a Rokhlin e Sinai, dos K-automorismos
em termos de sua entropia relativamente a partições mensuráveis Ąnitas.

Palavras-chave: Entropia, K-automorĄsmos, espaços de probabilidade separáveis.



ABSTRACT

In this work we present the characterization, due to Rokhlin and Sinai, of the K-automorphisms
in terms of its entropy relatively to Ąnite measurable partitions.

Keywords: Entropy, K-automorphisms, separable probability spaces.
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INTRODUÇÃO

Na natureza, muitos fenômenos podem ser descritos utilizando-se o formalismo de um

sistema dinâmico. Geralmente, em tais fenômenos naturais há um número muito grande de

partículas envolvidas, o que torna impraticável escrever e resolver as equações diferenciais cor-

respondentes. Por outro lado, quando há uma medida Ąnita (por exemplo, uma probabilidade)

invariante pela ação do sistema, pode-se obter informações de longo prazo sobre o sistema

de um ponto de vista estatístico que prescinde da resolução das equações diferenciais envol-

vidas. Este é o caso nos sistemas hamiltonianos, os quais descrevem a evolução de sistemas

conservativos em mecânica newtoniana.

No presente trabalho um sistema dinâmico é uma quádrupla (X,X ,µ,T ), onde (X,X ,µ)

é um espaço de probabilidade e T : X → X é uma transformação mensurável bijetiva cuja

inversa também é mensurável e µ(T −1A) = µ(A) para cada A ∈ X . Em outras palavras, a

ação de T deixa invariante a medida µ, ou ainda, µ é T -invariante.

Em nosso trabalho abordaremos o importante conceito de entropia, originalmente

introduzido pelo físico e matemático alemão Rudolf Clausius em 1854, no contexto da Termo-

dinâmica, como uma medida da "desordem" do sistema.

Em 1948 o engenheiro elétrico americano Claude Shannon iniciou um estudo matemático

sistemático sobre transmissão de informação e o conceito principal utilizado foi a entropia de

uma fonte emissora de informação, desta vez como uma medida de incerteza sobre a informação

emitida por tal fonte.

Cerca de uma década depois do trabalho de Shannon, o matemático russo Andrey

Kolmogorov introduziu o conceito de entropia em Teoria Ergódica como um invariante de

sistemas isomorfos (isto é, equivalentes). Com tal invariante à disposição, Kolmogorov foi

capaz de mostrar que o 2-deslocamento de Bernoulli e o 3-deslocamento de Bernoulli não são

isomorfos, o que consistia em um problema básico da Teoria Ergódica que resistiu mesmo aos

métodos espectrais de von Neumann e Halmos.

É importante salientar que o matemático russo (e aluno de Kolmogorov) Yakov Sinai,

entre outras enormes contribuições, simpliĄcou e sistematizou o conceito de entropia em Teoria

Ergódica e, após isto, tal conceito Ącou conhecido como entropia de Kolmogorov-Sinai.

Essa dissertação possui quatro capítulos. No primeiro capítulo apresentamos alguns

preliminares da Teoria da Medida e Integração que são necessários à leitura do presente trabalho.

Não apresentamos as demonstrações de todos os fatos preliminares, uma vez que isso tornaria

o texto muito longo e, além disso, existem boas referências para as demonstrações que não

apresentamos, as quais indicamos ao longo do texto. No capítulo 2, o mais curto, apresentamos

a construção do sistema dinâmico com entropia positiva mais importante da Teoria Ergódica: o

deslocamento de Bernoulli. Dada a sua relevância, apresentamos a sua construção matemática

completa. No capítulo 3 apresentamos os elementos da Teoria de Entropia de Kolmogorov-

Sinai que são fundamentais para o entendimento do último capítulo. Aqui cabe salientar que
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alguns resultados clássicos importantes da Teoria de Entropia, por não serem indispensáveis ao

andamento do texto, Ącaram de fora da presente exposição; o mais notável deles talvez seja

o Teorema de Shannon-McMillan-Breiman, resultado fundamental da teoria que fornece uma

interpretação da entropia de sistemas ergódicos em termos combinatoriais. No quarto capítulo,

o último do presente trabalho, apresentamos os K-automorĄsmos e uma demonstração para

o belo Teorema de Rokhlin-Sinai, o qual fornece uma caracterização para tais transformações

em termos de sua entropia relativa a partições mensuráveis Ąnitas do espaço sobre o qual

elas agem. Mais precisamente, o Teorema de Rokhlin-Sinai garante que um sistema dinâmico

(X,X ,µ,T ) é um K-automorĄsmo se, e somente se, a entropia de T relativa a qualquer partição

mensurável Ąnita do espaço X é positiva. Por Ąm observamos que, por questões de espaço,

as propriedades de mistura dos K-automorĄsmos não constam na presente exposição.
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1 PRELIMINARES

Neste capítulo apresentaremos a terminologia básica que será utilizada neste trabalho.

1.1 MEDIDAS E TRANSFORMAÇÕES MENSURÁVEIS

No que segue (X,X ,µ) denotará um espaço de probabilidade. Para esta e demais noções

básicas sobre a Teoria da Medida, veja por exemplo (RUDIN, 1987) ou (HALMOS, Paul, 1974).

Para as noções básicas sobre espaços métricos e também espaços topológicos recomendamos

(DUGUNDJI, 1966).

DeĄnição 1.1 . Dizemos que uma transformação T : X → X é mensurável se T −1(A) ∈ X

sempre que A ∈ X .

DeĄnição 1.2 . Dizemos que uma transformação mensurável T : X → X preserva a medida

µ ou, equivalentemente, que µ é T -invariante, se µ(T −1(A)) = µ(A) para todo A ∈ X .

DeĄnição 1.3 . Um automorĄsmo sobre (X,X ,µ) é uma bijeção mensurável T : X → X

que preserva µ cuja inversa T −1 também é mensurável (e preserva µ).

DeĄnição 1.4 . Um sistema dinâmico é uma quádrupla (X,X ,µ,T ), onde (X,X ,µ) é um

espaço de probabilidade e T : X → X é um automorĄsmo.

DeĄnição 1.5 . Uma medida de Borel sobre um espaço métrico X é uma medida µ deĄ-

nida sobre uma σ-álgebra que contém todos os subconjuntos abertos (ou, equivalentemente,

fechados) do espaço X.

Vamos agora enunciar um resultado que remonta ao início do estudo das transformações

que preservam uma dada medida. Tal resultado mostra, em particular, que é possível encontrar

uma inĄnidade dessas transformações.

Teorema 1.6 . (Liouville) Seja F : U → Rn campo vetorial de classe C1 deĄnido no aberto

U ⊂ Rn. Considere a equação diferencial autônoma x′ = F (x) e denote por ϕt : U → U o

Ćuxo de classe C1 associado. Suponha que ϕt esteja deĄnido para todo t ∈ R.

Então, o Ćuxo (ϕt)t∈R preserva o volume em U se, e somente se, div F (x) = 0 para

todo x ∈ U . Ou seja, se µ denota a medida de volume (isto é, a medida de Lebesgue), então

µ(ϕt(A)) = µ(A) para todo conjunto Lebesgue mensurável A ⊂ U e para todo t ∈ R.

Em particular, a transformação de tempo um ϕ1 : U → U preserva o volume sempre

que div F é identicamente nulo em U .

Demonstração. Veja a página 149 de (NADKARNI, 2013).

DeĄnição 1.7 . Dizemos que uma álgebra A de subconjuntos de X gera a σ-álgebra X se

X é a menor σ-álgebra de subconjuntos de X que contém A. Neste caso, denotamos isso por

σ(A) = X . Mais geralmente, dada qualquer coleção C de subconjuntos de X denotamos por

σ(C) a menor σ-álgebra sobre X que contém C.
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Abaixo temos um resultado que nos permite veriĄcar a invariância de uma probabilidade

no caso em que existe uma álgebra geradora.

Proposição 1.8 . Sejam (X,X ,µ) um espaço de probabilidade e A uma álgebra que gera X .

Se T : X → X é uma transformação mensurável tal que µ(T −1A) = µ(A) para todo A ∈ A,

então µ(T −1B) = µ(B) para todo B ∈ X .

Demonstração. Veja o Lemma 1.3.1 da página 11 de (VIANA; OLIVEIRA, 2016).

DeĄnição 1.9 . Agora recorde que, dados dois conjuntos A e B, sua diferença simétrica é

dada por A△B := (A \ B) ∪ (B \ A).

Seja (X,X ,µ) um espaço de probabilidade e deĄna d(A,B) := µ(A△B) (A,B ∈ X ).

Usando a identiĄcação A ≃ B ⇐⇒ µ(A△B) = 0 não é difícil veriĄcar que d é uma métrica

sobre X . Ou seja, neste caso, (X ,d) é um espaço métrico. Também usaremos a notação

A = B (mod µ) quando µ(A△B) = 0 e, mais geralmente, dadas duas sub-σ-álgebras A e B,

escreveremos A ⊂ B (mod µ) quando para cada A ∈ A existir B ∈ B tal que µ(A△B) = 0.

Além disso, escreveremos A = B (mod µ) quando A ⊂ B (mod µ) e B ⊂ A (mod µ). Não

havendo perigo de confusão, usaremos apenas o símbolo de inclusão ou de igualdade em lugar

do símbolo de inclusão ou igualdade (mod µ).

DeĄnição 1.10 . Dizemos que um espaço de probabilidade (X,X ,µ) é separável se o espaço

métrico (X ,d) é separável.

Exemplo 1.11 . Dados o conjunto [0,1], L a σ-álgebra dos subconjuntos Lebesgue mensuráveis

de [0,1] e λ a medida de Lebesgue sobre [0,1], tem-se que ([0,1],L,λ) é um espaço de

probabilidade separável.

Mais geralmente, suponha que (X,X ,µ) é um espaço de probabilidade para o qual

existem subconjuntos mensuráveis X0 ⊂ X e L0 ⊂ [0,1] com µ(X0) = 1 e λ(L0) = 1, e um

automorĄsmo ϕ : X0 → L0 que satisfaz λ(ϕ(A)) = µ(A) para todo subconjunto mensurável

A ⊂ X0 e µ(ϕ−1(B)) = λ(B) para todo subconjunto mensurável B ⊂ L0. Neste caso, dizemos

que (X,X ,µ) é isomorfo mod 0 a ([0,1],L,λ), ou ainda, um espaço de Lebesgue. Observe que,

como ([0,1],L,λ) é um espaço de probabilidade separável, segue que todo espaço de Lebesgue

é um espaço de probabilidade separável.

O próximo resultado garante que a maioria dos espaços de probabilidade com os quais

trabalhamos são espaços de probabilidade separáveis.

Teorema 1.12 . Se X é um espaço métrico separável completo, X é a σ-álgebra de Borel

sobre X e µ é uma medida de Borel probabilística não-atômica, então (X,X ,µ) é um espaço

de Lebesgue.

Demonstração. Veja o Theorem 8.5.4 na página 237 de (VIANA; OLIVEIRA, 2016).

Abaixo temos um importante resultado que nos garante que, no caso de um espaço de

probabilidade é possível aproximar, na métrica d, um conjunto mensurável qualquer por um

conjunto de uma álgebra geradora. Mais precisamente, vale:
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Teorema 1.13 . Sejam (X,X ,µ) um espaço de probabilidade e A uma álgebra geradora.

Então, para cada B ∈ X e ε > 0 existe A ∈ A tal que µ(B△A) < ε.

Demonstração. Veja Teorema D na página 56 de (HALMOS, Paul, 1956).

Seja (An)∞
n=1 uma sequência de conjuntos mensuráveis. Então, deĄnimos

lim inf An =
∞⋃

n=1

∞⋂

k=n

Ak e lim sup An =
∞⋂

n=1

∞⋃

k=n

Ak.

Proposição 1.14 . Sejam (X,X ,µ) espaço de probabilidade e (An)∞
n=1 sequência de conjuntos

mensuráveis. Então,

lim sup µ(An) ⩽ µ(lim sup An).

Demonstração. DeĄna Fn =
∞⋃

i=n

Ai. Pela deĄnição tem-se, Fn+1 ⊂ Fn para todo n ⩾ 1, donde

a sequência (Fn)∞
n=1 é monótona decrescente. Daí, como µ é medida Ąnita,

µ(lim sup An) = µ(
∞⋂

n=1

Fn)

= lim
n→∞

µ(Fn).

(1)

Seja xn = sup
m⩾n

µ(Am) (n ⩾ 1). Note que (xn)n⩾1 é uma sequência monótona decres-

cente e, portanto,
lim sup µ(An) = inf

n⩾1
sup
m⩾n

µ(Am)

= lim
n→∞

xn.
(2)

Note que µ(Fn) = µ(
∞⋃

m=n

Am) ⩾ µ(Am) para todo m ⩾ n e, portanto, xn ⩽ µ(Fn)

para todo n ⩾ 1. Disto e das relações (1) e (2) obtém-se:

lim sup µ(An) = lim
n→∞

xn

⩽ lim
n→∞

µ(Fn)

= µ(lim sup An).

Proposição 1.15 . Sejam (X,X ,µ) um espaço de probabilidade e (An)∞
n=1 uma sequência de

conjuntos mensuráveis tal que
∞∑

n=1

µ(An) < ∞. Então, µ(lim sup An) = 0.

Demonstração. Dado ε > 0 arbitrário existe n0 ⩾ 1 tal que,

∑

n⩾n0

µ(An) < ε.
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Seja Fm =
∞⋃

n=m

An. Note que a sequência (Fm)∞
m=1 é monótona decrescente. Como µ é Ąnita,

temos:

µ(lim sup An) = µ(
∞⋂

m=1

Fm)

= lim
m→∞

µ(Fm)

= lim
m→∞

µ(
∞⋃

n=m

An)

⩽
∑

n⩾n0

µ(An)

< ε.

Proposição 1.16 . Se (X,X ,µ) é um espaço de probabilidade, B ∈ X e ¶An♢∞
n=1 ⊂ X são

tais que µ(B△An) < 2−n para todo n ⩾ 1, então

µ(B△ lim inf An) = 0.

Demonstração. Escreva A =
∞⋃

n=1

∞⋂

k=n

Ak = lim inf An.

Note que B \ A =
∞⋂

n=1

∞⋃

k=n

(B \ Ak) e B \ Ak ⊂ B△Ak para todo k ⩾ 1. Portanto,

µ(B \ Ak) < 2−k para todo k ⩾ 1,

Daí, segue da Proposição 1.15 que µ(B \ A) = µ(lim sup(B \ An)) = 0.

Por outro lado, temos A \ B =
∞⋃

n=1

∞⋂

k=n

(Ak \ B) e µ(An△B) < 2−n para todo n ⩾ 1,

donde novamente pela Proposição 1.15 temos

µ(A \ B) = µ(lim inf(An \ B)) ⩽ µ(lim sup(An \ B)) = 0.

Concluímos que µ(B△A) = 0, como desejado.

DeĄnição 1.17 . Dadas duas σ-álgebras A1 e A2 deĄnimos A1 ∨ A2 := σ(A1 ∪ A2) e, mais

geralmente, dada (An)n⩾1 uma sequência de σ-álgebras, deĄnimos

∞∨

n=1

An = σ
( ⋃

n⩾1

An

)
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1.2 PARTIÇÕES E σ-ÁLGEBRAS

Em nossa exposição a noção de partição desempenhará um papel crucial. Vejamos sua

deĄnição:

DeĄnição 1.18 . Uma partição do espaço de probabilidade (X,X ,µ) é uma coleção P ⊂ X

que satisfaz:

(i) µ(P ) > 0 para cada P ∈ P;

(ii) µ(P ∩ Q) = 0 para cada P,Q ∈ P com P ̸= Q;

(iii) µ(
⋃

P ∈P P ) = 1.

Observação 1.19 . Se P é uma partição de um espaço de probabilidade, então P é necessa-

riamente uma coleção enumerável. Portanto, ao excluirmos um conjunto com medida nula, se

necessário, podemos supor que P ∩ Q = ∅ sempre que P ̸= Q são elementos de P .

Observação 1.20 . Se P é uma partição do espaço de probabilidade (X,X ,µ) e T : X → X

é uma transformação que preserva a medida µ, então T −1P := ¶T −1(P ) : P ∈ P♢ é uma

partição de (X,X ,µ). Além disso, se T é um automorĄsmo, então TP := ¶T (P ) : P ∈ P♢

também é uma partição de (X,X ,µ).

DeĄnição 1.21 . Seja P uma partição. Dizemos que P ∈ P é um átomo da partição P . Além

disso, denotamos por P̂ a menor σ-álgebra que contém os átomos de P . Ou seja, P̂ = σ(P).

Observação 1.22 . Se P é uma partição, então “P é precisamente a coleção de todas as

uniões de átomos de P (incluindo o conjunto vazio ∅).

DeĄnição 1.23 . Sejam P e Q partições. Dizemos que P é mais Ąna do que Q, o que

denotaremos por Q ≺ P , quando todo átomo de Q puder ser escrito, a menos de um conjunto

de medida nula, como uma união de átomos de P . Note que Q ≺ P ⇐⇒ “Q ⊂ “P (mod µ).

Denotamos por P ∨ Q a coleção de todos os elementos da forma P ∩ Q com P ∈ P e

Q ∈ Q tais que µ(P ∩ Q) > 0. Neste caso, P ∨ Q é uma partição, dita o menor reĄnamento

comum de P e Q.

Mais geralmente, dadas partições P1, . . . ,Pk deĄnimos similarmente a partição
k∨

i=1

Pi := P1 ∨ . . . ∨ Pk.

Proposição 1.24 . Sejam (X,X ,µ) um espaço de probabilidade, P e Q partições e T : X →

X uma transformação que preserva µ. Valem:

(i) ÷P ∨ Q = “P ∨ “Q;

(ii) ’T −1P = T −1“P ;

(iii) ¤�T −1(P ∨ Q) = T −1(÷P ∨ Q) = T −1“P ∨ T −1“Q.

Além disso, se T é um automorĄsmo, então T̂P = T“P e Ÿ�T (P ∨ Q) = T (÷P ∨ Q) = T“P ∨T “Q.

Demonstração. (i): Como P ⊂ “P e Q ⊂ “Q, temos P ∪ Q ⊂ “P ∪ “Q. Daí, como σ(P ∪ Q) =

σ(P ∨ Q) = ÷P ∨ Q e σ(“P ∪ “Q) = “P ∨ “Q, concluímos que ÷P ∨ Q ⊂ “P ∨ “Q. Reciprocamente,
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tome R ∈ “P ∪ “Q arbitrário, digamos R ∈ “P. Como “P ⊂ ÷P ∨ Q, temos R ∈ ÷P ∨ Q.

Consequentemente, como R ∈ “P ∪ “Q é arbitrário, temos “P ∨ “Q = σ(“P ∪ “Q) ⊂ ÷P ∨ Q.

(ii): Apenas note que ’T −1P = σ(T −1P) = T −1(σ(P)) = T −1“P. Se T é um au-

tomorĄsmo, então aplicamos o que acabamos de ver com T −1 em lugar de T e obtemos

T̂P = T“P .

(iii): Usando (i) e (ii) obtém-se:

¤�T −1(P ∨ Q) = T −1(÷P ∨ Q)

= T −1(“P ∨ “Q)

= T −1(σ(“P ∪ “Q))

= σ(T −1(“P ∪ “Q))

= σ(T −1“P ∪ T −1“Q)

= T −1“P ∨ T −1“Q.

Novamente, se T é um automorĄsmo, então aplicando o que acabamos de ver com

T −1 em lugar de T obtemos Ÿ�T (P ∨ Q) = T (÷P ∨ Q) = T“P ∨ T “Q.

Seja (Pn)n⩾1 uma sequência de partições. DeĄnimos
∨

n⩾1

Pn := σ
( ⋃

n⩾1

Pn

)
. Como

P̂n é precisamente a coleção de todas as uniões de átomos de Pn (incluindo o conjunto

vazio ∅), segue que
∨

n⩾1

Pn = σ
( ⋃

n⩾1

Pn

)
= σ

( ⋃

n⩾1

P̂n

)
=

∨

n⩾1

P̂n. Daí, embora
∨

n⩾1

Pn não

necessariamente seja uma partição no sentido da DeĄnição 1.18, usaremos o seguinte abuso de

notação:
÷∨

n⩾1

Pn =
∨

n⩾1

P̂n =
∨

n⩾1

Pn. Em outras palavras,
÷∨

n⩾1

Pn denotará a menor σ-álgebra

que contém os átomos de Pn para todo n ⩾ 1.

Além disso, se T : X → X é uma transformação que preserva µ, então T −1Pn é uma

partição para cada n ⩾ 1, donde pelo abuso de notação acima e de (ii) da proposição anterior

obtemos:

Ÿ�∨

n⩾1

T −1Pn =
∨

n⩾1

÷T −1Pn

=
∨

n⩾1

T −1P̂n

= σ
( ⋃

n⩾1

T −1P̂n

)

= σ
( ⋃

n⩾1

÷T −1Pn

)

= σ
( ⋃

n⩾1

T −1Pn

)

= σ
(

T −1
( ⋃

n⩾1

Pn

))
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= T −1
(

σ
( ⋃

n⩾1

Pn

))

= T −1
( ∨

n⩾1

Pn

)

= T −1
(
÷∨

n⩾1

Pn

)

Consequentemente, como
Ÿ�∨

n⩾1

T −1Pn denota a menor σ-álgebra que contém os átomos

de T −1Pn para todo n ⩾ 1, também usaremos o seguinte abuso de notação:

¤�
T −1

( ∨

n⩾1

Pn

)
= T −1

(
÷∨

n⩾1

Pn

)
=
Ÿ�∨

n⩾1

T −1Pn.

Similarmente, se T é um automorĄsmo, então

⁄�
T
( ∨

n⩾1

Pn

)
= T

(
÷∨

n⩾1

Pn

)
=
◊�∨

n⩾1

TPn.

DeĄnição 1.25 . Sejam (X,X ,µ) um espaço de probabilidade, (An)∞
n=1 uma sequência de

sub-σ-álgebras e A uma sub-σ-álgebra. Escrevemos An ↑ A se An ⊂ An+1 ⊂ A para todo

n ⩾ 1 e A =
∞∨

n=1

An (mod µ).

Observação 1.26 . Sejam (X,X ,µ) um espaço de probabilidade, P uma partição e T : X →

X uma transformação que preserva µ. Como
∞∨

j=1

’T −jP é a menor σ-álgebra que contém os

átomos de T −jP para cada j ⩾ 1, segue que
k∨

j=1

’T −jP ↑

∞∨

j=1

’T −jP. Além disso, se T é um

automorĄsmo, então também vale
k∨

j=1

‘T jP ↑
∞∨

j=1

‘T jP .

Proposição 1.27 . Sejam (X,X ,µ) um espaço de probabilidade, (An)∞
n=1 uma sequência de

sub-σ-álgebras e A uma sub-σ-álgebra tais que An ⊂ An+1 ⊂ A para todo n ⩾ 1. Então,

An ↑ A se, e somente se, dados A ∈ A e ε > 0 existe k ⩾ 1 tal que µ(A△Ak) < ε para

algum Ak ∈ Ak.

Demonstração. Suponha An ↑ A. Pelas deĄnições, temos A =
∞∨

n=1

An = σ
( ⋃

n⩾1

An

)
. Como

An ⊂ An+1 para todo n ⩾ 1, segue que
⋃

n⩾1

An é uma álgebra. Logo, segue do Teorema 1.13

que, dados A ∈ A e ε > 0 existe B ∈
⋃

n⩾1

An tal que µ(A△B) < ε. Portanto, B ∈ Ak para

algum k ⩾ 1 e µ(A△B) < ε.
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Reciprocamente, Ąxe A ∈ A arbitrário. Vamos mostrar que A ∈

∞∨

n=1

An (mod µ). Por

hipótese, para cada j ⩾ 1 existe kj ⩾ 1 tal que µ(A△Akj
) < 2−j para algum Akj

∈ Akj
. Daí,

segue da Proposição 1.16 que µ(A△ lim inf Akj
) = 0.

Logo, como lim inf Akj
∈

∨

n⩾1

An, segue que A ∈

∞∨

n=1

An (mod µ), como queríamos.

Proposição 1.28 . Se An ↑ A e Bn ↑ B, então An ∨ Bn ↑ A ∨ B.

Demonstração. Suponha que An ↑ A e Bn ↑ B. Como An ⊂ An+1 ⊂ A e Bn ⊂ Bn+1 ⊂ B

para todo n ⩾ 1, temos An ∨ Bn ⊂ An+1 ∨ Bn+1 ⊂ A ∨ B para todo n ⩾ 1. Além disso,

para todo n ⩾ 1 temos An ∪ Bn ⊂ A ∪ B e, portanto,
∞∨

n=1

An ∨ Bn ⊂ A ∨ B. Por outro lado,

note que A =
∞∨

n=1

An ⊂
∞∨

n=1

(An ∨ Bn) e, similarmente, B ⊂
∞∨

n=1

An ∨ Bn, donde obtemos

A ∨ B ⊂
∞∨

n=1

An ∨ Bn. Portanto, An ∨ Bn ↑ A ∨ B.

Proposição 1.29 . Se An ↑ A e T : X → X preserva µ, então para cada j ⩾ 1 Ąxado

tem-se T −jAn ↑ T −jA. Além disso, se T é um automorĄsmo, então para cada j ⩾ 1 Ąxado

também tem-se T jAn ↑ T jA.

Demonstração. Fixe j ⩾ 1 arbitrário. Como An ⊂ An+1 ⊂ A para todo n ⩾ 1, temos

T −jAn ⊂ T −jAn+1 ⊂ T −jA para todo n ⩾ 1. Agora, Ąxe T −jA ∈ T −jA e ε > 0 arbitrários.

Como An ↑ A, pela Proposição 1.27 existe no ⩾ 1 tal que µ(A△An0) < ε para algum

An0 ∈ An0 . Mas, como T preserva µ, temos µ(T −jA△T −jAn0) = µ(A△An0) < ε. Portanto,

novamente pela Proposição 1.27 temos T −jAn ↑ T −jA. Por Ąm, se T é um automorĄsmo,

aplicando o que acabamos de ver para T −1 em lugar de T também obtemos T jAn ↑ T jA.

Proposição 1.30 . Sejam (X,X ,µ) um espaço de probabilidade, T : X → X uma transfor-

mação que preserva µ e (An)n⩾1 uma sequência de sub-σ-álgebras tais que An ⊂ An+1 para

cada n ⩾ 1. Então, T −1
( ∞∨

n=1

An

)
=

∞∨

n=1

T −1An. Além disso, se T é um automorĄsmo, então

também tem-se T
( ∞∨

n=1

An

)
=

∞∨

n=1

TAn.

Demonstração. Primeiro, recorde que
∨

n⩾1

An = σ
( ⋃

n⩾1

An

)
, donde tem-se T −1

( ∨

n⩾1

An

)
=

T −1
(

σ
( ⋃

n⩾1

An

))
. Agora, tome A := T −1B ∈ T −1

( ∨

n⩾1

An

)
arbitrário. Como An ⊂ An+1

para todo n ⩾ 1, segue que
⋃

n⩾1

An é uma álgebra que gera
∨

n⩾1

An. Daí, pelo Teorema 1.13

existe uma sequência crescente de números naturais nj → ∞ tal que µ(B△Bnj
) < 2−j para
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algum Bnj
∈ Anj

(j ⩾ 1). Como T preserva µ, temos µ(A△T −1(Bnj
)) < 2−j para todo

j ⩾ 1, donde pela Proposição 1.16 segue que A = lim inf T −1(Bnj
) ∈

∨

n⩾1

T −1An. Isso mostra

que T −1
( ∞∨

n=1

An

)
⊂

∞∨

n=1

T −1An.

Reciprocamente, tome A ∈
∨

n⩾1

T −1An = σ
( ⋃

n⩾1

T −1An

)
arbitrário. Como T −1An ⊂

T −1An+1 para todo n ⩾ 1, segue que
⋃

n⩾1

T −1An é uma álgebra que gera
∨

n⩾1

T −1An. Daí,

novamente pelo Teorema 1.13 existe uma sequência crescente de números naturais nj → ∞

tal que µ(A△Anj
) < 2−j para algum Anj

∈ T −1Anj
(j ⩾ 1). Mas, como T −1Anj

⊂

T −1
( ∨

n⩾1

An

)
para cada j ⩾ 1, vemos que Anj

∈ T −1
( ∨

n⩾1

An

)
para cada j ⩾ 1, donde pela

Proposição 1.16 obtemos A = lim inf Anj
∈ T −1

( ∨

n⩾1

An

)
. Isso mostra que

∨

n⩾1

T −1An ⊂

T −1
( ∨

n⩾1

An

)
. Por Ąm, se T é um automorĄsmo, então aplicando o que acabamos de ver com

T −1 em lugar de T também obtemos T
( ∞∨

n=1

An

)
=

∞∨

n=1

TAn. Isso conclui a demonstração.

Proposição 1.31 . Sejam (X,X ,µ) um espaço de probabilidade separável e A uma sub-σ-

álgebra. Então, existe uma sequência (Pn)∞
n=1 de partições Ąnitas de X tal que P̂n ⊂ A para

todo n ⩾ 1 e P̂n ↑ A.

Demonstração. Como A ⊂ X , segue que (A,d) é separável, donde existe uma sequência

(An)∞
n=1 ⊂ A densa em (A,d).

DeĄna P1 := ¶A1, X \ A1♢. É claro que pelo menos um dos conjuntos de P1 tem

medida positiva. Agora, deĄna P2 := ¶A1 ∩A2, A1 \ (A1 ∩A2), A2 \ (A1 ∩A2), X \ (A1 ∪A2)♢.

Novamente, pelo menos um dos conjuntos de P2 tem medida positiva. Mais geralmente, para

n ⩾ 3 vamos deĄnir recursivamente os elementos de Pn através de n passos, a saber:

(1) Escreva (j1
1 , . . . ,j1

n) = (1, . . . ,n) e considere o conjunto A1 ∩ · · · ∩ An.

(2) Para cada escolha j2
1 , . . . , j2

n−1 ∈ ¶j1
1 , . . . ,j1

n♢ considere o conjunto

A2
j2

1 ,...,j2
n−1

=
n−1⋂

i=1

Aj2
i

\
n⋂

i=1

A1
ji

.

(3) Para cada escolha j3
1 , . . . ,j3

n−2 ∈ ¶j2
1 , . . . ,j2

n−1♢ considere o conjunto

A3
j3

1 ,...,j3
n−2

=
n−2⋂

i=1

Aj3
i

\
n−1⋂

i=1

A2
ji

(n − 1) Para cada escolha jn−1
1 ,jn−1

2 ∈ ¶jn−2
1 ,jn−2

2 ,jn−2
3 ♢ considere o conjunto

An−1

jn−1
1 ,jn−1

2

=
2⋂

i=1

An−1
ji

\

3⋂

i=1

An−2
ji

(n) Para cada j ∈ ¶1, . . . ,n♢ considere o conjunto
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Aj \

n⋃

i=1
i̸=j

Ai.

A partição Pn é a partição de X cujos átomos são precisamente os conjuntos de medida

positiva que pertencem à coleção formada pelo conjunto X \

n⋃

i=1

Ai e os conjuntos dados nesses

n passos.

Note que A1, . . . ,An ∈ P̂n e Pn ≺ Pn+1 para cada n ⩾ 1. Portanto, segue que

P̂n ⊂ ‘Pn+1 ⊂ A para todo n ⩾ 1, donde
∨

n⩾1

P̂n ⊂ A.

Por Ąm, seja A ∈ A arbitrário. Para cada l ⩾ 1 existe Anl
∈ (An)∞

n=1 tal que

µ(A△Anl
) < 2−l donde, pelo Teorema 1.16, temos

A = lim inf Anl
=

∞⋃

i=1

∞⋂

j=i

Anj
∈

∞∨

n=1

P̂n (mod µ).

Portanto, P̂n ↑ A.

Proposição 1.32 . Sejam (X,X ,µ) um espaço de probabilidade separável e A uma álgebra

tais que σ(A) = X . Então, existe uma sequência (Pn)∞
n=1 de partições Ąnitas de X tal que

P̂n ⊂ A para todo n ⩾ 1 e P̂n ↑ X .

Demonstração. Seja (Bn)∞
n=1 ⊂ X uma sequência densa. Como σ(A) = X , segue do Teorema

1.13 que, para todos m,n ⩾ 1 existe Am
n ∈ A tal que

µ(Bn△Am
n ) < (1/m)2−n.

Sejam ε > 0 e A ∈ X arbitrários. Existe n ⩾ 1 tal que µ(A△Bn) < ε/2. Existe também

m ⩾ 1 tal que µ(Bn△Am
n ) < ε/2 e, portanto, µ(A△Am

n ) < ε. Vemos assim que a coleção

¶Am
n : n,m ⩾ 1♢ ⊂ A é enumerável e densa em X , donde podemos aplicar o processo recursivo

da demonstração da Proposição 1.31 para obter uma sequência (Pn)∞
n=1 de partições Ąnitas

de X tal que P̂n ⊂ A para todo n ⩾ 1 e P̂n ↑ X . Isso conclui a demonstração.

O próximo resultado nos dá uma condição suĄciente para que uma sequência crescente

de partições (Pn)n⩾1 satisfaça
∞∨

n=1

Pn = X , no caso em que µ é uma medida de Borel

probabilística sobre um espaço métrico X.

Lema 1.33 . Suponha (X,X ,µ) um espaço de probabilidade, onde X é metrizável, X é a

σ-álgebra de Borel, µ é uma medida de Borel probabilística e P1 ≺ P2 ≺ P3 ≺ . . . é uma

sequência de partições. Para cada x ∈ X denote por Pn(x) o elemento da partição Pn que

contém x. Se para µ-q.t.p. x ∈ X tem-se diam Pn(x) → 0, então
∞∨

n=1

Pn = X .
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Demonstração. Sejam U um aberto não-vazio e x ∈ U arbitrários. A hipótese garante que

existem nx ⩾ 1 e Pnx
∈ Pnx

tais que x ∈ Pnx
⊂ U . É imediato que Pnx

∈ A
( ∞⋃

n=1

Pn

)
=: A.

Agora, como os elementos de A são uniões Ąnitas de elementos das partições Pn juntamente

com o complementar dessas uniões, segue que A é enumerável. Em particular, a aplicação

ϕ : X → A deĄnida por ϕ(x) = Pnx
tem imagem enumerável. Portanto, U =

⋃

x∈U

Pnx
é uma

união enumerável, donde U ∈ σ(A). Isso mostra que σ(A) contém os abertos. Dessa forma,

X ⊂ σ(A). Por Ąm, como cada elemento de A está contido em X , temos X = σ(A) =
∞∨

n=1

P̂n,

o que conclui a demonstração.

O próximo resultado exempliĄca uma ideia importante que será bastante utilizada em

nosso trabalho e que justiĄca o fato de trabalharmos em espaços de probabilidade separáveis,

a saber: um resultado válido no contexto de partições Ąnitas pode valer também no contexto

de sub-σ-álgebras gerais.

Proposição 1.34 . Sejam (X,X ,µ) um espaço de probabilidade separável, A1 e A2 duas

sub-σ-álgebras e T : X → X uma transformação que preserva µ. Então, T −1(A1 ∨ A2) =

T −1A1 ∨ T −1A2. Além disso, se T é um automorĄsmo, então T (A1 ∨ A2) = TA1 ∨ TA2.

Demonstração. Como o espaço (X,X ,µ) é separável, segue da Proposição 1.31 a existência

de duas sequências de partições Ąnitas (Pn)∞
n=1 e (Qn)∞

n=1 tais que P̂n ↑ A1 e ”Qn ↑ A2.

Pelas Proposição 1.28 e Proposição 1.29 temos

P̂n ∨”Qn ↑ A1 ∨ A2

T −1P̂n ↑ T −1A1

T −1”Qn ↑ T −1A2

T −1P̂n ∨ T −1”Qn ↑ T −1A1 ∨ T −1A2

T −1(P̂n ∨”Qn) ↑ T −1(A1 ∨ A2).

Além disso, pela Proposição 1.24 tem-se T −1(P̂n ∨”Qn) = T −1P̂n ∨ T −1”Qn para todo

n ⩾ 1. Portanto, conclui-se:

T −1(A1 ∨ A2) =
∞∨

n=1

T −1(P̂n ∨”Qn) =
∞∨

n=1

(T −1P̂n ∨ T −1”Qn) = T −1A1 ∨ T −1A2.

Por Ąm, se T é um automorĄsmo, aplicando o que acabamos de ver para T −1 em lugar

de T também obtemos T (A1 ∨ A2) = TA1 ∨ TA2.

Finalizamos esta seção com a importante noção de independência, tanto no contexto

de partições como também no contexto de sub-σ-álgebras gerais.
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DeĄnição 1.35 . Sejam (XX ,µ) um espaço de probabilidade e P e Q partições. Dizemos

que P e Q são independentes se, µ(P ∩ Q) = µ(P )µ(Q) para todo P ∈ P e todo Q ∈ Q.

Similarmente, dadas duas sub-σ-álgebras A1 e A2, dizemos que A1 e A2 são independentes

se µ(A1 ∩ A2) = µ(A1)µ(A2) para todo A1 ∈ A1 e todo A2 ∈ A2.

Observação 1.36 . Dadas P e Q partições, temos que P e Q são independentes se, e

somente se, “P e “Q são independentes.

1.3 INTEGRAÇÃO

Nessa seção apresentamos os resultados da Teoria de Integração que serão necessários

à nossa exposição.

Teorema 1.37 . Seja f : X → [0,∞] mensurável. Existe uma sequência de funções simples

não-negativas (sn)n⩾1 tal que 0 ⩽ sn ⩽ sn+1 ⩽ f para todo n ⩾ 1 e sn → f pontualmente.

Demonstração. Veja o 1.17 Theorem na página 15 de (RUDIN, 1987).

Teorema 1.38 . (Teorema da Convergência Monótona) Suponha que (fn)n⩾1 é uma

sequência de funções mensuráveis tal que 0 ⩽ fn(x) ⩽ fn+1(x) para todo n ⩾ 1, para todo

x ∈ X e fn(x) → f(x) para cada x ∈ X. Então, f é mensurável e
∫

X

fdµ = lim
n→∞

∫

X

fndµ.

Demonstração. Veja o 1.26 Theorem na página 21 de (RUDIN, 1987).

Teorema 1.39 . (Teorema da Convergência Dominada) Suponha que (fn)n⩾1 é uma

sequência de funções mensuráveis tal que lim
n→∞

fn(x) = f(x) existe para cada x ∈ X e para

a qual existe uma função g ∈ L1(X,X ,µ) satisfazendo ♣fn(x)♣ ⩽ g(x) para todo n ⩾ 1, para

todo x ∈ X. Então, f ∈ L1(X,X ,µ), lim
n→∞

∫

X

♣fn − f ♣dµ = 0 e
∫

X

fdµ = lim
n→∞

∫

X

fndµ.

Demonstração. Veja o 1.34 Theorem na página 26 de (RUDIN, 1987).

DeĄnição 1.40 . Sejam (X,X ) um espaço mensurável e µ e ν duas medidas sobre (X,X ).

Dizemos que ν é absolutamente contínua com respeito a µ se ν(A) = 0 sempre que µ(A) = 0.

O próximo resultado é fundamental em muitas aplicações da Teoria de Integração,

particularmente na Teoria das Probabilidades.

Teorema 1.41 . (Radon-Nikodym) Sejam (X,X ) espaço mensurável, µ e ν duas medidas

σ-Ąnitas sobre (X,X ) tais que ν é absolutamente contínua com respeito a µ. Então, existe

f ∈ L1(X,X ,µ) tal que ν(A) =

∫

A

fdµ para todo A ∈ X e f é essencialmente única

no seguinte sentido: se g ∈ L1(X,X ,µ) satisfaz ν(A) =

∫

A

gdµ para todo A ∈ X , então

f(x) = g(x) para µ-q.t.p. x ∈ X.

Demonstração. Veja Teorema B na página 128 de (HALMOS, Paul, 1956).
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Sejam (X,X ,µ) um espaço de probabilidade e A ⊂ X uma sub-σ-álgebra. Dada uma

função f ∈ L1(X,X ,µ) deĄnimos uma medida ν sobre o espaço de medida (X,A) por

ν(A) =

∫

A

fdµ.

Note que a restrição µ♣A e ν são medidas sobre (X,A) e, além disso, ν é absolutamente

contínua com respeito a µ. Daí, pelo Teorema 1.41 existe essencialmente uma única função

g ∈ L1(X,A,µ♣A) tal que

ν(A) =

∫

A

gdµ para todo A ∈ A.

DeĄnição 1.42 . A função g dada acima é dita função valor esperado de f dada A e é

denotada por E(f ♣A). Além disso, deĄnimos a probabilidade condicional de A ∈ X dada A

por µ(A♣A) := E(1A♣A).

Observação 1.43 . Sejam A ⊂ X uma sub-σ-álgebra e f ∈ L1(X,X ,µ). Então, decorre do

Teorema 1.41 que E(f ♣A) Ąca completamente caracterizado pelas seguintes propriedades:

(i) E(f ♣A) é A-mensurável;

(ii)
∫

A

E(f ♣A)dµ =

∫

A

fdµ para todo A ∈ A.

Mais especiĄcamente: se h ∈ L1(X,X ,µ) satisfaz (i) e (ii), então h = E(f ♣A) µ-q.t.p. Neste

caso, uma tal h é dita uma versão de E(f ♣A).

Proposição 1.44 . Sejam f ∈ L1(X,X ,µ) e A ⊂ X uma sub-σ-álgebra. Valem as seguintes

propriedades:

(i) Se f ⩾ 0 µ-q.t.p. então E(f ♣A) ⩾ 0 µ-q.t.p.;

(ii) Se f é A-mensurável, então E(f ♣A) = f µ-q.t.p.;

(iii)
∫

A

E(E(f ♣A)♣A)dµ =

∫

A

E(f ♣A)dµ =

∫

A

fdµ para todo A ∈ A;

(iv) E(·♣A) : L1(X,X ,µ) → L1(X,X ,µ) é um operador linear limitado;

(v) Se g : X → R é uma função A-mensurável tal que gf ∈ L1(X,X ,µ), então E(gf ♣A) =

gE(f ♣A) µ-q.t.p.

Demonstração. (i): Suponha que f ⩾ 0 para µ-q.t.p. e considere A = ¶x ∈ X : E(f ♣A) < 0♢.

Como E(f ♣A) é A-mensurável, segue que A ∈ A. Agora, como

0 ⩾

∫

A

E(f ♣A)dµ =

∫

A

fdµ,

temos µ(A) = 0, o que implica que E(f ♣A) ⩾ 0 µ-q.t.p.

(ii): Por deĄnição, para todo A ∈ A tem-se:
∫

A

fdµ =

∫

A

E(f ♣A)dµ.
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Daí, pela Observação 1.43 segue que E(f ♣A) = f µ-q.t.p.

(iii): Decorre imediatamente do item (ii) juntamente com a Observação 1.43.

(iv): Sejam f,g ∈ L1(X,X ,µ) e λ ∈ R arbitrários. Dado A ∈ A, temos:

∫

A

[E(f ♣A) + λE(g♣A)]dµ =

∫

A

E(f ♣A)dµ + λ

∫

A

E(g♣A)dµ

=

∫

A

fdµ + λ

∫

A

gdµ

=

∫

A

(f + λg)dµ.

Logo, pela Observação 1.43 tem-se E(f + λg♣A) = E(f ♣A) + λE(g♣A).

Por Ąm, observe que ♣♣E(f ♣A)♣♣ =

∫

X

E(f ♣A)dµ =

∫

X

fdµ = ♣♣f ♣♣.

Portanto, E(·♣A) é um operador linear limitado.

(v): Suponha inicialmente que g = 1E para algum E ∈ A, ou seja, g(x) = 1 se x ∈ E e

g(x) = 0 caso contrário, para algum E ∈ A. Então, g é A-mensurável tal que gf ∈ L1(X,X ,µ)

e, para cada A ∈ A tem-se:

∫

A

gE(f ♣A)dµ =

∫

A

1EE(f ♣A)dµ

=

∫

E∩A

E(f ♣A)dµ

=

∫

E∩A

fdµ

=

∫

A

1Efdµ

=

∫

A

gfdµ.

Daí, segue da Observação 1.43 que E(gf ♣A) = gE(f ♣A) µ-q.t.p.

Agora, suponha que g =
k∑

i=1

ci1Ei
é uma função mensurável simples não-negativa

A-mensurável, ou seja, ci ⩾ 0 e Ei ∈ A para todo 1 ⩽ i ⩽ k. Então, gf ∈ L1(X,X ,µ) e,

para cada A ∈ A, pela parte já provada obtém-se:

∫

A

gE(f ♣A)dµ =

∫

A

( k∑

i=1

ci1Ei

)
E(f ♣A)dµ

=
k∑

i=1

ci

∫

A

1Ei
E(f ♣A)dµ

=
k∑

i=1

ci

∫

A

1Ei
fdµ

=

∫

A

( k∑

i=1

ci1Ei

)
fdµ
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=

∫

A

gfdµ.

Agora, suponha que g é uma função real A-mensurável não-negativa tal que gf ∈

L1(X,X ,µ) e suponha também que f ⩾ 0. Pelo Teorema 1.37 existe uma sequência crescente

(sn)n⩾1 de funções A-mensuráveis simples não-negativas tal que sn ↑ g pontualmente. Pela

parte já provada, para cada A ∈ A temos
∫

A

snE(f ♣A)dµ =

∫

A

snfdµ para todo n ⩾ 1.

Como f ⩾ 0, segue do item (i) que E(f ♣A) ⩾ 0 µ-q.t.p. Daí, segue que snE(f ♣A) ↑ gE(f ♣A)

pontualmente, donde tomando o limite quando n → ∞ em ambos os lados, o Teorema 1.38

(Teorema da Convergência Monótona) nos dá:
∫

A

gE(f ♣A)dµ =

∫

A

gfdµ.

Como A ∈ A é arbitrário, pela Observação 1.43 segue que E(gf ♣A) = gE(f ♣A) µ-q.t.p.,

no caso em que g,f ⩾ 0.

Para o caso geral, decompomos g = g+ − g− e f = f+ − f− através de suas

partes positiva e negativa (recorde que h+ := max¶h,0♢ e h− := max¶−h,0♢). Daí, como

g+,g−,f+,f− são não-negativas, pela parte já provada juntamente com a linearidade do valor

esperado condicional dada no item (iv), para cada A ∈ A temos:
∫

A

gE(f ♣A)dµ =

∫

A

(g+ − g−)E(f+ − f−♣A)dµ

=

∫

A

g+E(f+♣A)dµ −

∫

A

g+E(f−♣A)dµ

−

∫

A

g−E(f+♣A)dµ +

∫

A

g−E(f−♣A)dµ

=

∫

A

g+f+dµ −

∫

A

g+f−dµ

−

∫

A

g−f+dµ +

∫

A

g−f−dµ

=

∫

A

(g+ − g−)f+dµ −

∫

A

(g+ − g−)f−dµ

=

∫

A

gf+dµ −

∫

A

gf−dµ

=

∫

A

g(f+ − f−)dµ

=

∫

A

gfdµ.

Como A ∈ A é arbitrário, pela Observação 1.43 segue que E(gf ♣A) = gE(f ♣A) µ-q.t.p.

Isso conclui a demonstração.
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Observação 1.45 . Segue de (iii) e (iv) da Proposição 1.44 que o operador E(·♣A) é uma

projeção limitada de L1(X,X ,µ).

Proposição 1.46 . Sejam (X,X ,µ) um espaço de probabilidade, G ⊂ X uma sub-σ-álgebra,

A uma álgebra que gera G, g ∈ L1(X,X ,µ) não-negativa e C ∈ X .

Se g é G-mensurável e
∫

A

gdµ = µ(C ∩ A) para todo A ∈ A, então g é uma versão

de µ(C♣G).

Demonstração. Primeiro, observe que as funções

A ∈ G 7−→

∫

A

gdµ

e

A ∈ G 7−→ µ(C ∩ A)

são medidas sobre G. Por hipótese, elas coincidem sobre a álgebra A, donde elas têm de

coincidir sobre G = σ(A). Ou seja, para cada G ∈ G tem-se:
∫

G

gdµ = µ(C ∩ G)

=

∫

G

1Cdµ,

donde o resultado segue da Observação 1.43.

Teorema 1.47 . Sejam (X,X ,µ) um espaço de probabilidade, F ⊂ X uma sub-σ-álgebra e

P uma partição. Para cada C ∈ X , tem-se:

µ(C♣“P ∨ F) =
∑

P ∈P

1P

µ(C ∩ P ♣F)

µ(P ♣F)
µ-q.t.p.

Demonstração. Seja A a coleção de todas as uniões disjuntas Ąnitas de elementos da forma

P ∩ F com P ∈ P e F ∈ F . Não é difícil veriĄcar que A é uma álgebra que gera “P ∨ F .

Consequentemente, pela Proposição 1.46 é suĄciente mostrar que
∫

P ∩F

∑

P ′∈P

1P ′

µ(C ∩ P ′♣F)

µ(P ′♣F)
dµ = µ(C ∩ P ∩ F ),

para cada P ∈ P e cada F ∈ F . Fixemos P ∈ P e F ∈ F arbitrários. Pela Observação 1.19

podemos supor que os P ′ ∈ P são dois a dois disjuntos. Portanto,
∫

P ∩F

∑

P ′∈P

1P ′

µ(C ∩ P ′♣F)

µ(P ′♣F)
dµ =

∫

F

1P

E(1C∩P ♣F)

E(1P ♣F)
dµ

=

∫

F

E
(

1P

E(1C∩P ♣F)

E(1P ♣F)
♣F

)
dµ

=

∫

F

E(1C∩P ♣F)

E(1P ♣F)
E(1P ♣F)dµ
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=

∫

F

E(1C∩P ♣F)dµ

=

∫

X

1F E(1C∩P ♣F)dµ

=

∫

X

E(1F 1C∩P ♣F)dµ

=

∫

X

E(1C∩P ∩F ♣F)dµ

=

∫

X

1C∩P ∩F dµ

= µ(C ∩ P ∩ F ),

como queríamos demonstrar.

Teorema 1.48 . (Desigualdade de Jensen) Sejam (X,X ,µ) um espaço de probabilidade,

ϕ : [0,1] → R uma função côncava, ou seja, tal que sϕ(a) + tϕ(b) ⩽ ϕ(sa + tb) para todos

a,b ∈ [0,1], 0 ⩽ s,t ⩽ 1 com s + t = 1, e f ∈ L1(X,X ,µ) tal que 0 ⩽ f(x) ⩽ 1 para todo

x ∈ X. Então, para qualquer sub-σ-álgebra G ⊂ X tem-se E(ϕ ◦ f ♣G) ⩽ ϕ(E(f ♣G)) µ-q.t.p.

Demonstração. Veja o 4.Theorem na página 35 de (PARRY, 1981).

Teorema 1.49 . (Teorema de Convergência de Martingale) Sejam (X,X ,µ) um espaço

de probabilidade, (An)∞
n=1 uma sequência de sub-σ-álgebras e f ∈ L1

(
X,

∞∨

n=1

An,µ
)

. Valem:

(i) Se An ⊂ An+1 para todo n ⩾ 1, então

E(f ♣An) ↑ E
(

f ♣

∞∨

n=1

An

)
µ-q.t.p.

(ii) Se An ⊃ An+1 para todo n ⩾ 1, então

E(f ♣An) ↓ E
(

f ♣
⋂

n⩾1

An

)
µ-q.t.p.

Demonstração. Veja o Theorem 4.3 na página 331 de (DOOB, 1990).

Terminamos este capítulo de preliminares com dois fatos simples de análise na reta que

serão fundamentais em nossa exposição. O primeiro deles será usado de forma extensiva no

último capítulo e o segundo será utilizado no capítulo 3 para garantir a existência da entropia

de um sistema dinâmico.

Proposição 1.50 . Sejam (sn)∞
n=1 uma sequência em R e s ∈ R tais que sn → s.

Então,
1

n

n−1∑

j=1

sj → s.
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Demonstração. Uma vez que a sequência (sn)∞
n=1 converge para s ∈ R, dado ε > 0 existe

n0 ⩾ 1 tal que ♣sn − s♣ < ε sempre que n ⩾ n0. Tome M > 0 tal que ♣sn − s♣ < M para todo

n ⩾ 1. Note que, Ąxado n1 ⩾ max
{

n0,
♣s♣ + M(n0 − 1)

ε

}
arbitrariamente, se n ⩾ n1, então

∣∣∣ 1

n

n−1∑

j=1

sj − s
∣∣∣ =

1

n

∣∣∣
n−1∑

j=1

sj − ns
∣∣∣

=
1

n

∣∣∣
n−1∑

j=1

sj −
n∑

k=1

s
∣∣∣

⩽
1

n

(( n−1∑

j=1

♣sj − s♣
)

+ ♣s♣
)

=
1

n
(♣s♣ +

n0−1∑

j=1

♣sj − s♣) +
1

n

n−1∑

i=n0

♣si − s♣

<
1

n
(♣s♣ + M(n0 − 1)) +

1

n
ε(n − n0)

< 2ε.

(3)

DeĄnição 1.51 . Uma sequência (an)n⩾1 ⊂ R é dita subaditiva se am+n ⩽ am + an para

todos m,n ⩾ 1.

Lema 1.52 . (Lema de Fekete) Se (an)n⩾1 ⊂ R é uma sequência subaditiva, então

lim
n

an

n
= inf

n

an

n
,

onde a existência do limite é parte da conclusão.

Demonstração. Escreva γ := inf
n⩾1

(an/n) e suponha inicialmente que γ > −∞. Dado ε > 0

existe k ⩾ 1 tal que ak ⩽ (γ + ε)k. Pela subaditividade da sequência (an)n⩾1, para cada n ⩾ 1

temos ank ⩽ nak ⩽ nk(γ+ε), ou seja, (ank/nk) ⩽ γ+ε. Daí, vemos que lim inf
n

(an/n) ⩽ γ+ε.

Portanto, como ε > 0 é arbitrário, concluímos que lim inf
n

(an/n) ⩽ γ = inf
n⩾1

(an/n), donde

lim inf
n

(an/n) = γ. Agora, dado m ⩾ 1 arbitrário podemos escrever m = nk+j com 0 ⩽ j < k,

donde novamente pela subaditividade obtemos:

am = ank+j

⩽ ank + aj

⩽ (γ + ε)nk + max
0⩽j<k

aj

Dividindo em ambos os lados por m ⩾ 1 e fazendo m → ∞ obtém-se lim sup
m

(am/m) ⩽ γ +ε.

Como ε > 0 é arbitrário, concluímos que lim sup
m

(am/m) ⩽ γ = lim inf
m

(am/m). Portanto,

lim
n

(an/n) = inf
n⩾1

(an/n) no caso em que inf
n⩾1

(an/n) > −∞.
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Por Ąm, suponha que inf
n⩾1

(an/n) = −∞. Dado M > 0 arbitrário, existe k ⩾ 1

tal que ak < −Mk. Pela subaditividade da sequência (an)n⩾1, para cada n ⩾ 1 temos

ank ⩽ nak < nk(−M), ou seja, (ank/nk) < −M. Daí, vemos que lim inf
n

(an/n) ⩽ −M .

Como M > 0 é arbitrário, obtemos lim inf
n

(an/n) = −∞. O resto da demonstração segue

exatamente os mesmos passos do caso anterior com −M em lugar de γ + ε.
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2 O DESLOCAMENTO DE BERNOULLI

Considere um experimento aleatório com um número Ąnito de resultados igualmente

prováveis, digamos a ⩾ 2. Por exemplo, girar uma roleta ŞhonestaŤ com a ⩾ 2 saídas

possíveis. Denotamos por ¶1,2, . . . ,a♢ o conjunto de todos os resultados possíveis e por X =

¶1,2, . . . ,a♢Z o conjunto de todas as sequências bilaterais inĄnitas x = . . . x−2x−1x0x1x2 . . .

de resultados possíveis. É comum denotarmos por x(i) a i-ésima coordenada de x (i ∈ Z).

Agora, considere a transformação T : ¶1, . . . ,a♢Z → ¶1, . . . ,a♢Z dada por

T ((x(i))i∈Z) = (x(i + 1))i∈Z.

Ou seja, a transformação T desloca à esquerda cada coordenada de todo elemento

(x(i))i∈Z ∈ X. Claramente, T é invertível e sua inversa é precisamente a transformação de

deslocamento à direita T −1((x(i))i∈Z) = (x(i − 1))i∈Z.

Vamos mostrar que existem uma σ-álgebra X sobre X e uma medida de probabilidade

µ sobre X que é invariante pela transformação T . Em outras palavras, (X,X ,µ,T ) é um

sistema dinâmico, dito deslocamento de Bernoulli. O deslocamento de Bernoulli fornece um

modelo matemático para o experimento aleatório que consiste em girar uma roleta com um

número Ąnito de saídas igualmente prováveis, Şdesde o passado remoto até o eterno futuroŤ.

Considere o conjunto ¶1, . . . ,a♢ munido da métrica discreta, ou seja, dados x,y ∈

¶1, . . . ,a♢, tem-se d(x,y) = 0 se x = y e d(x,y) = 1 se x ̸= y.

Observe que a métrica ρ(x,y) :=
∞∑

i=−∞

2−♣i♣d(x(i),y(i)) é compatível com a topologia

produto de X = ¶1, . . . ,a♢Z e, além disso, X é compacto pelo Teorema de Tychonoff (veja o

item (4) do 1.4 Theorem na página 224 de (DUGUNDJI, 1966)).

Suponha que x(i) = y(i) e x(−i) = y(−i) para todo 0 ⩽ i ⩽ k. Então,

ρ(x,y) =
∞∑

i=−∞

2−♣i♣d(x(i),y(i))

=
∑

i<−k

2−♣i♣d(x(i),y(i)) +
∑

i>k

2−♣i♣d(x(i),y(i))

=
∑

i>k

2−id(x(−i),y(−i)) +
∑

i>k

2−id(x(i),y(i))

⩽ 2
∞∑

i=k+1

2−i = 2−(k−1).

(4)

Por outro lado, se x(i) ̸= y(i) ou x(−i) ̸= y(−i) para algum 0 ⩽ i ⩽ k, então

ρ(x,y) =
∞∑

i=−∞

2−♣i♣d(x(i),y(i)) ⩾ 2−k.

Em outras palavras, se ρ(x,y) < 2−k, então

x(i) = y(i) e x(−i) = y(−i) para todo 0 ⩽ i ⩽ k. (5)
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Agora, considere n = min¶i ⩾ 0 : x(i) ̸= y(i) ou x(−i) ̸= y(−i)♢ e a métrica ρ′(x,y) := 2−n.

Note que, se x(i) = y(i) e x(−i) = y(−i) para todo 0 ⩽ i ⩽ k, então tem-se

n = min¶i ⩾ 0 : x(i) ̸= y(i) ou x(−i) ̸= y(−i)♢ > k, o que nos dá ρ′(x,y) < 2−k. Daí, por

(5) vemos que ρ′(x,y) ⩽ ρ(x,y).

Por outro lado, se ρ′(x,y) = 2−n com n > 0, então x(i) = y(i) e x(−i) = y(−i) para

todo 0 ⩽ i ⩽ n − 1. Logo, por (4) segue que ρ(x,y) ⩽ 2−(n−2) = 4ρ′(x,y). Além disso, se

ρ′(x,y) = 2−0 = 1, então é claro que ρ(x,y) ⩽ 4.

Portanto, em qualquer caso temos ρ′(x,y) ⩽ ρ(x,y) ⩽ 4ρ′(x,y) (x,y ∈ ¶1, . . . ,a♢Z).

Isso mostra que ρ e ρ′ são uniformemente equivalentes sobre ¶1, . . . ,a♢Z.

AĄrmação: T é contínua.

De fato, se ρ′(x,y) = 2−0 = 1, então ρ′(T (x),T (y)) ⩽ 1 = ρ′(x,y). Além disso, se

ρ′(x,y) = 2−n e m = min¶i ⩾ 0 : x(i + 1) ̸= y(i + 1) ou x(−(i + 1)) ̸= y(−(i + 1))♢, então

m ⩾ n − 1, donde ρ′(T (x),T (y)) = 2−m ⩽ 2−n+1 = 2ρ′(x,y).

Isso mostra que T é contínua e, similarmente, vemos que T −1 é contínua. Portanto, T

e T −1 são funções mensuráveis com respeito à σ-álgebra de Borel de X, a qual denotaremos

por X .

Vamos agora mostrar que existe uma medida de Borel probabilística µ que é T -

invariante.

Com efeito, dados i ∈ Z e j ∈ ¶1, . . . ,a♢, considere o conjunto Aj
i := ¶x : x(i) = j♢.

Note que, se k ∈ N é suĄcientemente grande tal que ♣i♣ < k, então segue de (5) que

y(i) = x(i) = j sempre que ρ(x,y) < 2−k. Ou seja, Aj
i é um conjunto aberto. Além disso,

note que ¶1, . . . ,a♢Z \ Aj
i =

⋃

j′ ̸=j

Aj′

i . Ou seja, Aj
i também é um conjunto fechado.

Recorde que um conjunto que é simultaneamente aberto e fechado é dito clopen.

Dados m ⩽ n em Z e (um, . . . ,un) ∈ ¶1, . . . ,a♢n−m+1, dizemos que o conjunto A =

¶x ∈ ¶1, . . . ,a♢Z : (x(m), . . . ,x(n)) = (um, . . . ,un)♢ é um cilindro elementar de comprimento

r = n − m + 1.

AĄrmação: O conjunto de todos os cilindros elementares forma uma base para a

topologia de ¶1, . . . ,a♢Z.

Com efeito, note inicialmente que todo cilindro elementar é clopen. Reciprocamente,

considere uma bola aberta Bρ(x; r) arbitrária e Ąxe k ∈ N suĄcientemente grande tal que

Bρ(x; 2−k) ⊂ Bρ(x; r).

Considere y ∈ Bρ(x; 2−k) qualquer. Por (5) acima vemos que x(i) = y(i) e x(−i) =

y(−i) para todo 0 ⩽ i ⩽ k. Considere o seguinte cilindro elementar

A = ¶z ∈ ¶1, . . . ,a♢Z : (z(−k − 1), . . . ,z(k + 1)) = (y(−k − 1), . . . ,y(k + 1))♢.

Então, x ∈ A e, por (4), obtemos A ⊂ Bρ(x; 2−k) ⊂ Bρ(x; r); isto conclui a demons-

tração da aĄrmação.

Agora, dados m ⩽ n em Z e U ⊂ ¶1, . . . ,a♢n−m+1, dizemos que o conjunto
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A = ¶x ∈ ¶1, . . . ,a♢Z : (x(m), . . . ,x(n)) ∈ U♢ é um cilindro de posto r = n − m + 1.

Note que todo cilindro elementar de comprimento r = n − m + 1 é um cilindro de

posto r = n − m + 1 e, reciprocamente, todo cilindro de posto r = n − m + 1 é uma união

disjunta Ąnita de cilindros elementares de comprimento r = n − m + 1.

Seja Cr a coleção de todos os cilindros de posto r ⩾ 1 e considere a coleção S =

¶∅♢ ∪ C1 ∪ C2 ∪ . . .

AĄrmação: S é uma álgebra de subconjuntos de ¶1, . . . ,a♢Z.

Observe que ¶1, . . . ,a♢Z = ¶x ∈ ¶1, . . . ,a♢ : x(0) ∈ ¶1, . . . ,a♢♢ ∈ S.

Sejam C = ¶x ∈ ¶1, . . . ,a♢Z : (x(m), . . . ,x(n)) ∈ U♢ com U ⊂ ¶1, . . . ,a♢n−m+1,

m ⩽ n e D = ¶x ∈ ¶1, . . . ,a♢Z : (x(k), . . . ,x(l)) ∈ U♢ com V ⊂ ¶1, . . . ,a♢l−k+1, k ⩽ l

cilindros arbitrários. Sejam α = min¶m,k♢ e β = max¶n,l♢.

Considere U ′ o conjunto de todas as sequências em ¶1, . . . ,a♢β−α+1 cuja restrição a

¶1, . . . a♢n−m+1 pertencem a U e, similarmente, considere V ′ o conjunto de todas as sequências

em ¶1, . . . ,a♢β−α+1 cuja restrição a ¶1, . . . ,a♢l−k+1 pertencem a V .

Então, C = ¶x : (x(α), . . . ,x(β)) ∈ U ′♢ e D = ¶x : (x(α), . . . ,x(β)) ∈ V ′♢.

Daí, C ∪ D = ¶x : (x(α), . . . ,x(β)) ∈ U ′ ∪ V ′♢ ∈ S.

Note também que Cc = ¶x ∈ ¶1, . . . ,a♢Z : (x(m), . . . ,x(n)) ∈ U c♢ ∈ S; isto conclui

a demonstração da aĄrmação.

DeĄnimos uma função de conjunto P : S → [0,1] da seguinte maneira: P (∅) = 0 e

P (¶x : (x(m), . . . ,x(n)) ∈ U♢) :=
∑

(um,...,un)∈U⊂¶1,...,a♢n−m+1

a−(n−m+1).

Para simpliĄcar a notação, vamos escrever

P (¶x : (x(m), . . . ,x(n)) ∈ U♢) :=
∑

U

a−(n−m+1),

onde admite-se implicitamente que a soma é feita sobre todos os (um, . . . ,un) ∈ U ⊂

¶1, . . . ,a♢n−m+1.

Note que

P (¶x : (x(m), . . . ,x(n)) = (um, . . . ,un)♢) = a−(n−m+1)

para todo (um, . . . ,un) ∈ U .

AĄrmação: P está bem deĄnida.

Com efeito, suponha que ¶x : (x(m), . . . ,x(n)) ∈ U)♢ = ¶x : (x(k), . . . ,x(l)) ∈ V )♢

com U ⊂ ¶1, . . . ,a♢n−m+1 e V ⊂ ¶1, . . . ,a♢l−k+1.

Se n − m + 1 = l − k + 1, então U = V e não há nada a demonstrar. Então, podemos

supor, por simetria, que n − m + 1 < l − k + 1, donde V = U × ¶1, . . . ,a♢(l+m)−(k+n).

Daí,
∑

V

a−(l−k+1) =
∑

U

a−(n−m+1)
∑

¶1,...,a♢(l+m)−(k+n)

a−[(l+m)−(k+n)]

=
∑

U

a−(n−m+1),
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o que mostra que P está bem deĄnida.

AĄrmação: P é Ąnitamente aditiva.

De fato, suponha C = ¶x : (x(m), . . . ,x(n)) ∈ U)♢ com U ⊂ ¶1, . . . ,a♢n−m+1 e

D = ¶x : (x(k), . . . ,x(l)) ∈ V )♢ com V ⊂ ¶1, . . . ,a♢l−k+1 tais que C ∩ D = ∅. Sejam

α = min¶m,k♢, β = max¶n,l♢.

Considere U ′ o conjunto de todas as sequências em ¶1, . . . ,a♢β−α+1 cuja restrição a

¶1, . . . ,a♢n−m+1 pertence a U e, similarmente, considere V ′ o conjunto de todas as sequências

em ¶1, . . . ,a♢β−α+1 cuja restrição a ¶1, . . . ,a♢l−k+1 pertence a V .

Daí, C = ¶x : (x(α), . . . ,x(β)) ∈ U ′♢, D = ¶x : (x(α), . . . ,x(β)) ∈ V ′♢, C ∪ D =

¶x : (x(α), . . . ,x(β)) ∈ U ′ ∪ V ′♢ e U ′ ∩ V ′ = ∅ pois C ∩ D = ∅.

Consequentemente, como P está bem deĄnida, temos:

P (C ∪ D) =
∑

U ′∪V ′

a−(β−α+1)

=
∑

U

a−(n−m+1) +
∑

V

a−(l−k+1)

= P (C) + P (D).

Isto conclui a demonstração da aĄrmação.

Como toda união inĄnita contável de cilindros é um conjunto clopen e não podemos

escrever um conjunto clopen não-vazio como uma união inĄnita contável de conjuntos clopen

não-vazios, segue que P é também contavelmente aditiva sobre S.

Portanto, segue do Teorema de extensão da Teoria da Medida (veja o Teorema A na

página 54 de (HALMOS, Paul, 1956)) que P se estende a uma única medida µ deĄnida sobre

uma σ-álgebra A que contém S.

Como os cilindros elementares formam uma base para a topologia de ¶1, . . . ,a♢Z,

temos que todo subconjunto aberto de ¶1, . . . ,a♢Z pode ser escrito como uma união contável

de elementos de S, donde segue que a σ-álgebra A contém os subconjuntos de Borel de

¶1, . . . ,a♢Z, ou seja, X ⊂ A.

Desse modo, µ é uma medida de Borel.

Além disso, como µ(¶x : (x(m), . . . ,x(n)) ∈ ¶1, . . . ,a♢n−m+1♢) = 1, segue que µ é

uma medida de Borel probabilística, dita medida de Bernoulli.

AĄrmação: T preserva µ.

De fato, escreva L := ¶1, . . . ,a♢ e note que, para qualquer U ⊂ Ln−m+1 com m ⩽ n
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em Z tem-se:

µ(T −1(¶x : (x(m), . . . ,x(n)) ∈ U♢)) = µ(¶x : (x(m + 1), . . . ,x(n + 1)) ∈ U♢)

= µ(¶x : (x(m),x(m + 1), . . . ,x(n + 1)) ∈ L × U♢)

=
∑

L

a−1
∑

U

a−(n−m+1)

=
∑

U

a−(n−m+1)

= µ(¶x : (x(m), . . . ,x(n)) ∈ U♢)

Como os cilindros geram a σ-álgebra X , segue pelo Teorema 1.8 que T preserva µ.

Isso prova a aĄrmação.

Portanto, vemos que (X,X ,µ,T ) é um sistema dinâmico, dito deslocamento de Bernoulli.

Como dissemos anteriormente, o deslocamento de Bernoulli fornece um modelo matemático

para o experimento aleatório que consiste em girar uma roleta com um número Ąnito de saídas

igualmente prováveis, Şdesde o passado remoto até o eterno futuroŤ.

Agora, vejamos uma propriedade satisfeita pelo deslocamento de Bernoulli que será

importante à frente.

Proposição 2.1 . Dados quaisquer cilindros disjuntos C = ¶x : (x(m), . . . ,x(n)) ∈ U♢ com

U ⊂ ¶1, . . . ,a♢n−m+1 e D = ¶x : (x(k), . . . ,x(l)) ∈ V ♢ com V ⊂ ¶1, . . . ,a♢l−k+1, temos

µ(C ∩ T −j(D)) = µ(C)µ(T −j(D)) = µ(C)µ(D)

sempre que j ∈ N é suĄcientemente grande.

Demonstração. Com efeito, sejam α = min¶m,k♢ e β = max¶n,l♢. Considere U ′ o conjunto

de todas as sequências em ¶1, . . . ,a♢β−α+1 cuja restrição a ¶1, . . . ,a♢n−m+1 pertencem a U

e, similarmente, considere V ′ o conjunto de todas as sequências em ¶1, . . . ,a♢β−α+1 cuja

restrição a ¶1, . . . ,a♢l−k+1 pertencem a V . Observe que C = ¶x : (x(α), . . . ,x(β)) ∈ U ′♢ e

D = ¶x : (x(α), . . . ,x(β)) ∈ V ′♢. Além disso, note que U ′ ∩V ′ = ∅ pois C e D são disjuntos.

Também, dado qualquer j ∈ N temos T −j(D) = ¶x : (x(α + j), . . . ,x(β + j)) ∈ V ′♢. Agora,

escreva L := ¶1, . . . ,a♢ e tome j ∈ N suĄcientemente grande tal que α + j > β. Então,

C ∩T −j(D) = ¶x : (x(α), . . . ,x(β),x(β+1), . . . ,x(α+j), . . . ,x(β+j)) ∈ U ′ ×Lα+j−β ×V ′♢.

Daí,
µ(C ∩ T −j(D)) = µ(¶x : (x(α), . . . ,x(β + j)) ∈ U ′ × Lα+j−β × V ′♢)

=
∑

U ′

a−(β−α+1)
∑

Lα+j−β

a−(α+j−β)
∑

V ′

a−(β−α+1)

=
∑

U

a−(n−m+1)
∑

V

a−(l−k+1)

= µ(C)µ(D),
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como queríamos demonstrar. Note que o mesmo é válido se C e D são, cada um, uma união

Ąnita de cilindros dois a dois disjuntos.

Tendo em vista a construção acima, podemos considerar a seguinte deĄnição:

DeĄnição 2.2 . Um sistema dinâmico (X,X ,µ,T ) é dito deslocamento de Bernoulli se existe

uma partição Ąnita P := ¶P1, . . . ,Pa♢ satisfazendo:

(i)
∞∨

i=−∞

T −iP = X (mod µ);

(ii) µ
( n⋂

i=m

T iPji

)
=

n∏

i=m

µ(Pji
), ji ∈ ¶1, . . . ,a♢, m ⩽ i ⩽ n e m ⩽ n em Z.

Observação 2.3 . Na construção acima, uma partição P = ¶P1, . . . ,Pa♢ que satisfaz as

condições (i) e (ii) da DeĄnição 2.2 é dada por Pj := ¶x : x(0) = j♢ para cada j ∈ ¶1, . . . ,a♢,

onde a σ-álgebra X é a σ-álgebra de Borel sobre ¶1, . . . ,a♢Z. Note que, neste caso, tem-se

µ(P1) = . . . = µ(Pa) = 1/a. Evidentemente, para deslocamentos de Bernoulli gerais pode-se

ter µ(Pi) ̸= µ(Pj) para algum par de índices i ̸= j.

Terminamos este capítulo introduzindo uma notação para os deslocamentos de Bernoulli

que é bastante utilizada. Suponha que (X,X ,µ,T ) é um deslocamento de Bernoulli e considere

P = ¶P1, . . . ,Pa♢ como na DeĄnição 2.2. Para cada j ∈ ¶1, . . . ,a♢ escreva pj := µ(Pj). Sem

perda de generalidade, podemos supor p1 ⩽ . . . ⩽ pa. Neste caso, denotamos (X,X ,µ,T )

simplesmente por B(p1, . . . ,pa).
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3 ENTROPIA

Neste capítulo apresentamos o conceito de entropia em Teoria Ergódica, cuja introdução

é devida a Andrey Kolmogorov (KOLMOGOROV, 1958) e cuja simpliĄcação e sistematização

é devida a Yakov Sinai (SINAI, 1959, 1989).

Seja (X,X ,µ,T ) um sistema dinâmico e considere P := ¶P1, . . . ,Pk♢ uma partição

Ąnita ordenada. É conveniente pensarmos em P como sendo um experimento aleatório no

seguinte sentido: para cada x ∈ X selecionado de acordo com a distribuição de probabilidade

µ, P fornece como resultado o átomo Pj que contém x. Ou seja, se P := ¶P1, . . . ,Pk♢, então

consideramos P como sendo a variável aleatória

P : X → ¶1, . . . ,k♢

deĄnida por P(x) = j ⇐⇒ x ∈ Pj (1 ⩽ j ⩽ k).

DeĄnição 3.1 . O conteúdo de informação obtido ao realizarmos o experimento P é a função

dada por IP(x) := − ln(µ(Pj)) para todo x ∈ Pj (1 ⩽ j ⩽ k).

Ou seja,

IP(x) = −
∑

P ∈P

1P (x) ln(µ(P )).

Como lim
x→0

x ln x = 0, adotamos a seguinte convenção: 0 ln 0 = 0.

DeĄnição 3.2 . A entropia da partição P é, por deĄnição, a quantidade média de informação

obtida ao realizarmos o experimento P , ou seja,

H(P) =

∫

X

IP(x)dµ =

∫

X

−
∑

P ∈P

1P (x) ln(µ(P ))dµ.

Além disso, note que:

∫

X

−
∑

P ∈P

1P (x) ln(µ(P ))dµ =

∫

X

E
(

−
∑

P ∈P

1P (x) ln(µ(P ))
)

dµ

= −
∑

P ∈P

ln µ(P )

∫

X

E(1P )dµ

= −
∑

P ∈P

ln µ(P )

∫

X

1P dµ

=
∑

P ∈P

−µ(P ) ln(µ(P ))

Ou seja,

H(P) =
∑

P ∈P

−µ(P ) ln(µ(P ))

Dada a expressão de H é conveniente introduzirmos a função ϕ : [0,1] → R dada por

ϕ(s) = −s ln s. Como ϕ′′ ⩽ 0, segue que ϕ é côncava, ou seja, aϕ(s) + bϕ(t) ⩽ ϕ(as + bt)

para quaisquer 0 ⩽ a,b ⩽ 1 tais que a+ b = 1 e quaisquer s,t ∈ [0,1]. Mais geralmente, tem-se
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k∑

i=1

piϕ(ti) ⩽ ϕ
( k∑

i=1

piti

)
para quaisquer 0 ⩽ p1, . . . ,pk ⩽ 1 tais que

k∑

i=1

pi = 1 e quaisquer

t1, . . . ,tk ∈ [0,1]. Além disso, vale a igualdade se, e somente se, todos os t′
is associados a p′

is

não-nulos são iguais.

Proposição 3.3 . Seja P = ¶P1, . . . ,Pk♢ uma partição Ąnita. Então, H(P) ⩽ ln k e ocorre

a igualdade se, e somente se, µ(P ) = 1/k para todo P ∈ P.

Demonstração. Para cada i = 1, . . . , k considere pi = 1/k e ti = µ(Pi). Pela concavidade de

ϕ, temos:

1

k
H(P) =

k∑

i=1

piϕ(ti) ⩽ ϕ
( k∑

i=1

piti

)
= ϕ

(1

k

)
=

ln(k)

k
.

Portanto H(P) ⩽ ln(k) e ocorre a igualdade se, e somente se, µ(Pi) = 1/k para todo

i = 1, . . . ,k.

Agora, considere P e Q dois experimentos e observe que:

H(P ∨ Q) − H(Q) =
∑

P ∈P

∑

Q∈Q

−µ(P ∩ Q) ln(µ(P ∩ Q)) −
∑

Q∈Q

−µ(Q) ln(µ(Q))

=
∑

P ∈P

∑

Q∈Q

−µ(P ∩ Q) ln
(

µ(P ∩ Q)/µ(Q)
)

+
∑

P ∈P

∑

Q∈Q

−µ(P ∩ Q) ln(µ(Q)) −
∑

Q∈Q

−µ(Q) ln(µ(Q))

=
∑

P ∈P

∑

Q∈Q

−µ(Q)
(

µ(P ∩ Q)/µ(Q)
)

ln
(

µ(P ∩ Q)/(µ(Q))
)

+
∑

Q∈Q

∑

P ∈P

−µ(P ∩ Q) ln(µ(Q)) +
∑

Q∈Q

µ(Q) ln(µ(Q))

= −
∑

Q∈Q

µ(Q)
∑

P ∈P

(
µ(P ∩ Q)/µ(Q)

)
ln
(

µ(P ∩ Q)/µ(Q)
)

−
∑

Q∈Q

µ(Q) ln(µ(Q)) +
∑

Q∈Q

µ(Q) ln(µ(Q))

=
∑

Q∈Q

µ(Q)
∑

P ∈P

−
(

µ(P ∩ Q)/µ(Q)
)

ln
(

µ(P ∩ Q)/µ(Q)
)

=
∑

P ∈P

∑

Q∈Q

µ(Q)ϕ
(

µ(P ∩ Q)/µ(Q)
)

⩽
∑

P ∈P

ϕ
(∑

Q∈Q

µ(Q)
(

µ(P ∩ Q)/µ(Q)
))

=
∑

P ∈P

ϕ
(∑

Q∈Q

µ(P ∩ Q)
)

=
∑

P ∈P

ϕ(µ(P ))

= H(P),

(6)
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onde na desigualdade acima usamos o fato de a função ϕ ser côncava. Portanto, vemos que

H(P ∨ Q) − H(Q) ⩽ H(P) (7)

e ocorre a igualdade se, e somente se, µ(P ) = µ(P ∩ Q)/µ(Q) para todos P ∈ P e Q ∈ Q,

ou seja, se e somente se P e Q são independentes.

Observação 3.4 . Pela equação (6) temos que

H(P ∨ Q) − H(Q) =
∑

P ∈P

∑

Q∈Q

µ(Q)ϕ
(

µ(P ∩ Q)/µ(Q)
)

=
∑

P ∈P

∑

Q∈Q

−µ(P ∩ Q) ln
(

µ(P ∩ Q)/µ(Q)
)

.

DeĄnição 3.5 . Dadas P e Q duas partições, a diferença H(P ∨ Q) − H(Q) é dita entropia

condicional de P dado Q e é denotada por H(P♣Q). Ou seja,

H(P♣Q) =
∑

P ∈P

∑

Q∈Q

−µ(P ∩ Q) ln
(

µ(P ∩ Q)/µ(Q)
)

.

Intuitivamente, a entropia condicional H(P♣Q) é a quantidade média de informação

que se obtém ao realizar o experimento P dado que o experimento Q foi realizado.

DeĄnição 3.6 . Dadas P e Q duas partições, o conteúdo de informação condicional de P

dado Q é a função dada por:

IP♣Q(x) :=
∑

P ∈P

∑

Q∈Q

−1P ∩Q(x) ln
(

µ(P ∩ Q)/µ(Q)
)

.

Note que:
∫

X

∑

P ∈P

∑

Q∈Q

1P ∩Q(x) ln(µ(P ∩ Q)/µ(Q))dµ =

∫

X

E
(∑

P ∈P

∑

Q∈Q

1P ∩Q(x) ln
(µ(P ∩ Q)

µ(Q)

))
dµ

=
∑

P ∈P

∑

Q∈Q

ln
(µ(P ∩ Q)

µ(Q)

)∫

X

E(1P ∩Q)dµ

=
∑

P ∈P

∑

Q∈Q

ln µ(P ∩ Q)/µ(Q)

∫

X

1P ∩Qdµ

=
∑

P ∈P

∑

Q∈Q

µ(P ∩ Q) ln
(

µ(P ∩ Q)/µ(Q)
)

Ou seja,

H(P♣Q) =

∫

X

IP♣Qdµ.

Além disso, pelo que vimos acima, tem-se H(P♣Q) = H(P) se, e somente se, P e

Q são independentes. Em outras palavras, tem-se H(P♣Q) = H(P) precisamente quando

a realização do experimento Q não modiĄca a quantidade média de informação obtida ao

realizar o experimento P . Ou seja,

H(P ∨ Q) = H(P) + H(Q) ⇐⇒ H(P♣Q) = H(P) ⇐⇒ P e Q são independentes. (8)

Abaixo temos outras propriedades da função H, a saber:
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Proposição 3.7 . Sejam P ,Q e R partições. Valem:

(i) H(P ∨ Q♣R) = H(P♣R) + H(Q♣P ∨ R);

(ii) Se P ≺ Q, então H(P♣R) ⩽ H(Q♣R) e H(R♣Q) ⩽ H(R♣P). Em particular, se P ≺ Q

e R = ¶X♢, então H(P) = H(P♣¶X♢) ⩽ H(Q♣¶X♢) = H(Q);

(iii) P ≺ Q se, e somente se, H(P♣Q) = 0;

(iv) H(P♣R) ⩽ H(P♣Q) + H(Q♣R).

Demonstração. (i):Observe que

H(P ∨ Q♣R) =
∑

P,Q,R

−µ(P ∩ Q ∩ R) ln
(µ(P ∩ Q ∩ R)

µ(R)

)

=
∑

P,Q,R

−µ(P ∩ Q ∩ R)
(

ln
(µ(P ∩ Q ∩ R)

µ(P ∩ R)

)
+ ln

(µ(P ∩ R)

µ(R)

))
.

Além disso,

∑

P,Q,R

−µ(P ∩ Q ∩ R) ln
(µ(P ∩ R)

µ(R)

)
=

∑

P,R

∑

Q

−µ(P ∩ Q ∩ R) ln
(µ(P ∩ R)

µ(R)

)

=
∑

P,R

−µ(P ∩ R ∩
∑

Q∈Q

Q) ln
(µ(P ∩ R)

µ(R)

)

=
∑

P,R

−µ(P ∩ R) ln
(µ(P ∩ R)

µ(R)

)

= H(P♣R).

Por outro lado, escrevendo P ∩ R = S temos:

∑

P,Q,R

−µ(P ∩ Q ∩ R) ln
(µ(P ∩ Q ∩ R)

µ(P ∩ R)

)
=

∑

S∈P∨R,Q∈Q

−µ(S ∩ Q) ln
(µ(S ∩ Q)

µ(S)

)

= H(Q♣P ∨ R),

donde concluímos (i).

(ii): Suponha P ≺ Q. Neste caso, temos:

H(P♣R) =
∑

P ∈P

∑

R∈R

−µ(P ∩ R) ln
(µ(P ∩ R)

µ(R)

)

=
∑

P

∑

R

∑

Q⊂P

−µ(Q ∩ R) ln
(µ(P ∩ R)

µ(R)

)

⩽
∑

P

∑

R

∑

Q⊂P

−µ(Q ∩ R) ln
(µ(Q ∩ R)

µ(R)

)

= H(Q♣R),
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onde a desigualdade decorre do fato de a função − ln(x) ser decrescente juntamente

com a relação µ(Q ∩ R) ⩽ µ(P ∩ R) válida sempre que Q ⊂ P .

Agora observe que, dados P ∈ P e R ∈ R, tem-se:

µ(R ∩ P )

µ(P )
=

∑

Q⊂P

µ(R ∩ Q)

µ(P )
=

∑

Q⊂P

µ(Q)

µ(P )

µ(R ∩ Q)

µ(Q)
.

e, além disso,
∑

Q⊂P

µ(Q)

µ(P )
= 1.

Logo, pela concavidade da função ϕ obtemos:

ϕ
(µ(R ∩ P )

µ(P )

)
⩾

∑

Q⊂P

µ(Q)

µ(P )
ϕ
(µ(R ∩ Q)

µ(Q)

)
.

Consequentemente,

H(R♣P) =
∑

P,R

−µ(P ∩ R) ln
(µ(P ∩ R)

µ(P )

)

=
∑

P,R

−µ(P )
µ(P ∩ R)

µ(P )
ln
(µ(P ∩ R)

µ(P )

)

=
∑

P,R

µ(P )ϕ
(µ(P ∩ R)

µ(P )

)

⩾
∑

P,R

µ(P )
∑

Q⊂P

µ(Q)

µ(P )
ϕ
(µ(R ∩ Q)

µ(Q)

)

=
∑

Q,R

µ(Q)ϕ
(µ(R ∩ Q)

µ(Q)

)

=
∑

Q,R

µ(R ∩ Q) ln
(µ(R ∩ Q)

µ(Q)

)
= H(R♣Q),

o que termina a demonstração do item (ii).

(iii): Segue da deĄnição de entropia condicional que H(P♣Q) = 0 se, e somente se,

para todos P ∈ P e Q ∈ Q tem-se µ(P ∩ Q) = 0 ou µ(P ∩ Q) = µ(Q). Portanto, temos

H(P♣Q) = 0 se, e somente se, Q é disjunto de P a menos de um conjunto de medida nula,

ou Q está contido em P a menos de um conjunto de medida nula. Em outras palavras, temos

H(P♣Q) = 0 se, e somente se, P ≺ Q, o que termina a demonstração do item (iii).

(iv): Utilizando os itens (i) e (ii) obtemos:

H(P♣R) ⩽ H(P ∨ Q♣R) = H(Q♣R) + H(P♣Q ∨ R) ⩽ H(Q♣R) + H(P♣Q).

Isso termina a demonstração da proposição.

A próxima proposição garante que a entropia condicional possui uma certa propriedade

de continuidade.
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Proposição 3.8 . Dados k ⩾ 1 e ε > 0 existe δ > 0 tal que, para quaisquer partições

Ąnitas P = ¶P1, . . . , Pk♢ e Q = ¶Q1, . . . , Qk♢ que satisfazem µ(Pi△Qi) < δ para todo

i ∈ ¶1, . . . , k♢ tem-se H(Q♣P) < ε.

Demonstração. Sejam ε > 0 e k ⩾ 1 arbitrários. Como ϕ é contínua em [0,1], existe ρ > 0

tal que ϕ(x) < ε/k2, sempre que x ∈ [0,ρ) ∪ (1 − ρ,1]. Considere δ = ρ/k e suponha que

P = ¶P1, . . . , Pk♢ e Q = ¶Q1, . . . , Qk♢ são partições Ąnitas tais que µ(Pi△Qi) < δ para todo

i ∈ ¶1, . . . , k♢. Agora, denote por R a partição formada pelos elementos da forma Pi ∩ Qj

com i ̸= j juntamente com o conjunto
k⋃

i=1

Pi ∩ Qi.

Como Pi ∩ Qj ⊂ Pi△Qi sempre que i ≠ j, temos µ(Pi ∩ Qj) ⩽ µ(Pi△Qi) < δ. Além

disso,

µ
( k⋃

i=1

Pi ∩ Qi

)
⩾

k∑

i=1

(µ(Pi) − µ(Pi△Qi)) >

k∑

i=1

µ(Pi − δ) > 1 − ρ.

Portanto,

H(R) =
∑

R∈R

ϕ(µ(R)) < #R
ε

k2
⩽ ε.

Pela deĄnição da partição R temos que P ∨ Q = P ∨ R donde, por (7), obtemos:

H(Q♣P) = H(P ∨ Q) − H(P) = H(P ∨ R) − H(P )

= H(R♣P) ⩽ H(R) < ε,

como queríamos demonstrar.

Agora, dado um experimento P = ¶P1, . . . ,Pk♢, como µ é T -invariante podemos pensar

no experimento

T −1P = ¶T −1P1, . . . ,T −1Pk♢

como sendo uma repetição do experimento P. Observe que os experimentos P e T −1P não

necessariamente são independentes. Além disso, para cada x ∈ X selecionado de acordo

com µ, o experimento aleatório P ∨ T −1P nos diz o átomo de P ∨ T −1P que contém x.

Equivalentemente, para cada x ∈ X selecionado de acordo com a distribuição de probabilidade

µ, o experimento aleatório P ∨ T −1P nos diz o átomo de P que contém x e também o átomo

de P que contém T (x). Mais geralmente, dado n ⩾ 1 arbitrário, para cada x ∈ X selecionado

de acordo com a distribuição de probabilidade µ, o experimento aleatório

n−1∨

i=0

T −iP = P ∨ T −1P ∨ . . . ∨ T −(n−1)P
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nos diz o átomo Pji
que contém o ponto T ix para todo 0 ⩽ i ⩽ n − 1. Ou seja, para cada

n ⩾ 1 Ąxado,
n−1∨

i=0

T −iP : X → ¶1, . . . ,k♢n é a variável aleatória dada por:

( n−1∨

i=0

T −iP
)

(x) = (j0,j1 . . . ,jn−1) ⇐⇒ T i(x) ∈ Pji
para cada 0 ⩽ i ⩽ n − 1.

De modo equivalente,
n−1∨

i=0

T −iP corresponde a n repetições consecutivas - não necessariamente

independentes entre si - do experimento aleatório P .

Além disso, como T é um automorĄsmo, segue que o experimento P induz um processo

estocástico bilateral (DOOB, 1990) Λ : X → ¶1, . . . ,k♢Z de modo natural, a saber:

Λ(x) = (. . . ,j−1,j0,j1, . . .) ⇐⇒ T i(x) ∈ Pji
para cada i ∈ Z.

Com efeito, observe que Λ induz uma medida de Borel probabilística ν sobre o espaço compacto

¶1, . . . ,k♢Z de todas as sequências inĄnitas bilaterais de símbolos 1, . . . ,k, a saber:

ν(B) := µ(Λ−1(B)) para todo conjunto de Borel B ⊂ ¶1, . . . ,k♢Z.

Também, se S : ¶1, . . . ,k♢Z → ¶1, . . . ,k♢Z é a transformação de deslocamento à esquerda

S((ai)i∈Z) = (ai+1)i∈Z, então S ◦ Λ = Λ ◦ T . Daí, ν é S-invariante pois, para cada conjunto

de Borel B ⊂ ¶1, . . . ,k♢Z tem-se:

ν(S−1(B)) = µ(Λ−1(S−1(B)))

= µ((S ◦ Λ)−1(B))

= µ((Λ ◦ T )−1(B))

= µ(T −1(Λ−1(B)))

= µ(Λ−1(B))

= ν(B).

Por esta razão é comum, em Teoria Ergódica, denominar o par (T,P) (ou (P ,T )) de processo.

Observação 3.9 . Na construção acima, a medida ν não necessariamente é a medida de

Bernoulli. No caso em que a medida ν é a medida de Bernoulli dizemos que o processo (T,P)

é um processo Bernoulli. Ou ainda, (T,P) é dito um processo independente e identicamente

distribuído.

Observação 3.10 . Seja (X,X ,µ,T ) um sistema dinâmico que modela algum fenômeno físico.

Na prática, para estudarmos o fenômeno em questão realizamos uma medição a cada instante

de interesse a qual possui, necessariamente, precisão Ąnita. Tal precisão Ąnita das medições

induz uma partição Ąnita P := ¶P1, . . . ,Pk♢ do espaço de conĄgurações X em conjuntos de

medida positiva; este é o nosso ŞexperimentoŤ. O processo (T,P) pode ser interpretado como

a Şhistória completaŤ das medições do fenômeno em estudo e é, de fato, a única maneira de

obter informações, na prática, sobre o fenômeno a partir do modelo idealizado (X,X ,µ,T ).
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Agora, sejam m,n ⩾ 1 e P = ¶P1, . . . ,Pk♢ uma partição Ąnita. Sem perda de generali-

dade, podemos supor que m ⩾ n. Daí, observe que:

H
(m+n−1∨

i=0

T −iP
)

= H
( n−1∨

i=0

T −iP ∨

m+n−1∨

i=n

T −iP
)

⩽ H
( n−1∨

i=0

T −iP
)

+ H
(m+n−1∨

i=n

T −iP
)

= H
( n−1∨

i=0

T −iP
)

+ H
(m−1∨

i=0

T −iP
)

,

onde na desigualdade usamos (7) e na última igualdade usamos o fato de µ ser T -invariante.

Portanto, vemos que a sequência
(

H
( n−1∨

i=0

T −iP
))

n⩾1
é subaditiva. Consequentemente,

segue do Lema 1.52 que existe

lim
n→∞

1

n
H
( n−1∨

i=0

T −iP
))

e este coincide com inf
n⩾1

1

n
H
( n−1∨

i=0

T −iP
))

.

DeĄnição 3.11 . A entropia de T com respeito à partição P é a média assintótica da quan-

tidade média de informação obtida ao realizarmos n repetições consecutivas do experimento

P quando n → ∞. Ou seja,

H(T,P) = lim
n→∞

1

n
H
( n−1∨

i=0

T −iP
)

.

Esta é a entropia do processo (T,P).

Observe que, dados P e Q dois experimentos tais que P ≺ Q tem-se
n−1∨

i=0

T −iP ≺
n−1∨

i=0

T −iQ para todo n ⩾ 1.

Portanto, pelo item (ii) da Proposição 3.7, temos H
( n−1∨

i=0

T −iP
)
⩽ H

( n−1∨

i=0

T −iQ
)

para todo

n ⩾ 1, donde conclui-se:

P ≺ Q ⇒ H(T,P) ⩽ H(T,Q).

Observação 3.12 . Excetuando-se a Proposição 3.8, tudo o que foi exposto anteriormente se

estende para partições inĄnitas enumeráveis P := ¶P1,P2, . . .♢ tais que H(P) < +∞. Neste

caso, em particular, nas deĄnições sobre entropia temos séries em lugar de somas Ąnitas.

DeĄnição 3.13 . A entropia do sistema dinâmico (X,X ,µ,T ) é o supremo das entropias dos

processos (T,P) tomado sobre todas as partições Ąnitas P . Ou seja,

H(T ) := sup
P

H(T,P),

onde o supremo é tomado sobre todas as partições Ąnitas P .
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É praticamente impossível calcular a entropia de um sitema dinâmico a partir da

deĄnição. Desse modo, nosso próximo objetivo é demonstrar o Teorema de Kolmogorov-Sinai,

o qual fornece uma maneira de a calcularmos.

Para tal, vamos precisar de alguns resultados auxiliares.

Lema 3.14 . Sejam P e Q partições com entropia Ąnita. Vale:

H(T,P ∨ Q) ⩽ H(T,P) + H(T,Q).

Demonstração. Pela relação (7) temos

H(T,P ∨ Q) = lim
n→∞

1

n
H
( n−1∨

i=0

T −i(P ∨ Q)
)

= lim
n→∞

1

n
H
( n−1∨

i=0

T −iP ∨

n−1∨

i=0

T −iQ
)

⩽ lim
n→∞

1

n

(
H
( n−1∨

i=0

T −iP
)

+ H
( n−1∨

i=0

T −iQ
))

= H(T,P) + H(T,Q).

Lema 3.15 . Se P e Q são partições com entropia Ąnita, então

H(T,Q) ⩽ H(T,P) + H(Q♣P).

Demonstração. Pelo item (i) da Proposição 3.7, para todo n ⩾ 1 temos:

H
( n∨

i=0

T −iQ♣
n∨

j=0

T −jP
)

= H
( n−1∨

i=0

T −iQ ∨ T −nQ♣
n−1∨

j=0

T −jP ∨ T −nP
)

= H
( n−1∨

i=0

T −iQ♣
n−1∨

j=0

T −jP ∨ T −nP
)

+ H
(

T −nQ♣

n−1∨

i=0

T −iQ ∨

n∨

j=0

T −jP
)

⩽ H
( n−1∨

i=0

T −iQ♣

n−1∨

j=0

T −jP
)

+ H(T −nQ♣T −nP)

= H
( n−1∨

i=0

T −iQ♣

n−1∨

j=0

T −jP
)

+ H(Q♣P).

Daí, obtemos

H
( n∨

i=0

T −iQ♣

n∨

j=0

T −jP
)
⩽ nH(Q♣P) para todo n ⩾ 1.
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Finalmente, para todo n ⩾ 1 tem-se:

1

n
H
( n−1∨

i=0

T −iQ
)
⩽

1

n
H
( n−1∨

i=0

T −iQ ∨

n−1∨

j=0

T −jP
)

=
1

n
H
( n−1∨

i=0

T −iP
)

+
1

n
H
( n−1∨

i=0

T −iQ♣

n−1∨

j=0

T −jP
)

⩽
1

n
H
( n∨

i=0

T −iP
)

+
n − 1

n
H(Q♣P),

donde tomando o limite quando n → ∞ concluímos:

H(T,Q) ⩽ H(T,P) + H(Q♣P).

Lema 3.16 . Seja P = ¶Pn : n ∈ N♢ uma partição com entropia Ąnita e considere, para cada

k ⩾ 1, a partição Ąnita Pk =
{

P1, . . . ,Pk,X \

n⋃

i=1

Pi

}
. Vale:

lim
k→∞

H(P♣Pk) = 0.

Demonstração. Escreva P0 := X \
k⋃

i=1

Pi. Por deĄnição, temos

H(P♣Pk) =
k∑

i=0

∑

j⩾1

−µ(Pi ∩ Pj) ln
(µ(Pi ∩ Pj)

µ(Pi)

)
.

Agora, observe que todos os termos com i ⩾ 1 desaparecem uma vez que, neste caso, se i ≠ j,

então µ(Pi ∩ Pj) = 0 e, se i = j, então ln
(µ(Pi ∩ Pj)

µ(Pi)

)
= 0.

Agora, para i = 0 temos µ(Pi ∩Pj) = 0 se j ⩽ k e, se j > k, então µ(Pi ∩Pj) = µ(Pj).

Portanto,

H(P♣Pk) =
∑

j>k

−µ(Pj) ln
(µ(Pj)

µ(P0)

)
⩽

∑

j>k

−µ(Pj) ln(µ(Pj)) ⩽ H(P) < ∞.

Pela convergência da série
∑

−µ(Pj) ln
(µ(Pj)

µ(P0)

)
obtém-se lim

k→∞
H(P♣Pk) = 0, como

queríamos demonstrar.

Observação 3.17 . Tendo em vista o Lema 3.15 e o Lema 3.16 poderíamos ter deĄnido H(T )

como sendo o supremo das entropias dos processos (T,P) tomado sobre todas as partições

inĄnitas enumeráveis P tais que H(P) < +∞. Com efeito, sejam P uma partição inĄnita

enumerável com H(P) < +∞ e ε > 0 arbitrários. Utilizando a notação do Lema 3.16 existem

k ⩾ 1 e uma partição Ąnita Pk tais que H(P♣Pk) < ε. Logo, pelo Lema 3.15 tem-se:

H(T,P) − ε < H(T,Pk).
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Proposição 3.18 . Seja P uma partição com entropia Ąnita. Então, para todo k ⩾ 0 temos

H(T,P) = H
(

T,

k∨

i=0

T −iP
)

. Além disso, se T é um automorĄsmo, então

H(T,P) = H
(

T,

k∨

i=−k

T iP
)

.

Demonstração. Dados n ⩾ 1 e k ⩾ 0 temos:
n−1∨

j=0

T −j
( k∨

i=0

T −iP
)

=
k∨

i=0

T −iP ∨

k+1∨

j=1

T −jP ∨ · · · ∨

n+k−1∨

l=n−1

T −lP =
n+k−1∨

i=0

T −iP .

Logo,

H
(

T,
k∨

j=0

T −jP
)

= lim
n→∞

1

n
H
( n−1∨

j=0

T −j
( k∨

i=0

T −iP
))

= lim
n→∞

1

n
H
( n+k−1∨

i=0

T −iP
)

= lim
n→∞

n + k − 1

n

1

n + k − 1
H
( n+k−1∨

i=0

T −iP
)

= H(T,P).

Agora, suponha que T é um automorĄsmo. Para cada n ⩾ 1 e k ⩾ 0 tem-se:
n−1∨

j=0

T −j
( k∨

i=−k

T −iP
)

=
k∨

i=−k

T −iP ∨

k+1∨

j=−k+1

T −jP ∨· · ·∨

n+k−1∨

l=n−k−1

T −lP =
n+k−1∨

i=−k

T −iP .

Portanto, temos:

H
(

T,
k∨

j=−k

T −jP
)

= lim
n→∞

1

n
H
( n−1∨

j=0

T −j
( k∨

i=−k

T −iP
))

= lim
n→∞

1

n
H
( n+k−1∨

i=−k

T −iP
)

= lim
n→∞

1

n
H
(

T k
( n+2k−1∨

i=0

T −iP
))

= lim
n→∞

n + 2k − 1

n

1

n + 2k − 1
H
( n+2k−1∨

i=0

T −iP
)

= H(T,P).

Proposição 3.19 . Seja P uma partição com entropia Ąnita. Então, para todo k ⩾ 1 temos

H
(

T k,

k−1∨

j=0

T −jP
)

= kH(T,P).

Demonstração.
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Realmente,

H
(

T k,

k−1∨

j=0

T −jP
)

= lim
n→∞

1

n
H
( n−1∨

j=0

T −kj
( k−1∨

i=0

T −iP
))

= lim
n→∞

1

n
H
( n−1∨

j=0

T −kj
(

P ∨ T −1P ∨ . . . ∨ T −(k−1)P
))

= lim
n→∞

1

n
H
( n−1∨

j=0

T −kjP ∨ T −kj−1P ∨ . . . ∨ T −kj−k+1P
)

= lim
n→∞

1

n
H
( nk−1∨

j=0

T −jP
)

= lim
n→∞

k

nk
H
( nk−1∨

j=0

T −jP
)

= k lim
n→∞

1

nk
H
( nk−1∨

j=0

T −jP
)

= kH(T,P).

(9)

Proposição 3.20 . Para todo k ⩾ 0 vale H(T k) = kH(T ). Além disso, se T é um automor-

Ąsmo, então tem-se H(T k) = ♣k♣H(T ) para todo k ∈ Z.

Demonstração. Primeiro, se k = 0, então T 0 = id e o resultado segue neste caso, pois

H(id) = 0.

Agora, sejam k ⩾ 1 e P uma partição com entropia Ąnita arbitrários.

A Proposição 3.19 nos diz que H(T,P) =
1

k
H
(

T k,
k−1∨

j=0

T −jP
)

.

Daí, H(T,P) =
1

k
H
(

T k,
k−1∨

j=0

T −jP
)
⩽

1

k
H(T k) e, portanto, H(T ) ⩽

1

k
H(T k). Por

outro lado,

H(T k,P) ⩽ H
(

T k,

k−1∨

i=0

T −iP
)

= kH(T,P) ⩽ kH(T ), (10)

donde H(T k) ⩽ kH(T ). Portanto, H(T k) = kH(T ).

Agora, suponha que T é um automorĄsmo e observe que, como µ é T -invariante e
n−1∨

i=0

T iP = P ∨ · · · ∨ T n−1P = T n−1(P ∨ · · · ∨ T −n+1P), temos:

H
( n−1∨

i=0

T iP
)

= H
(

T n−1

n−1∨

i=0

T −iP
)

= H
( n−1∨

i=0

T −iP
)

.

Logo,

H(T −1,P) = H(T,P) (11)

e, portanto, H(T −1) = H(T ).
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Finalmente, se k ∈ Z com k < 0, então temos H(T k) = H((T −1)−k) = −kH(T −1) =

♣k♣H(T ).

Proposição 3.21 . Sejam (X,X ,µ,T ) um sistema dinâmico e P uma partição. Tem-se

H(T,P) =
1

n
H
( n−1∨

i=0

T iP♣

∞∨

j=1

T −jP
)

para cada n ⩾ 1.

Demonstração. De fato, Ąxe n ⩾ 1 arbitrário e observe que

H
( n−1∨

i=0

T iP♣
∞∨

j=1

T −jP
)

= H
(

P ∨ . . . ∨ T n−1P♣
∞∨

j=1

T −jP
)

= H
(

P♣
∞∨

j=1

T −jP
)

+ H
(

TP♣P ∨
∞∨

j=1

T −jP
)

+ . . . + H
(

T n−1P♣P ∨ TP ∨ . . . ∨ T n−2P ∨

∞∨

j=1

T −jP
)

= H
(

P♣

∞∨

j=1

T −jP
)

+ H
(

P♣T −1P ∨

∞∨

j=2

T −jP
)

+ . . . + H
(

P♣T −(n−1)P ∨ . . . ∨ T −1P ∨
∞∨

j=n

T −jP
)

= H
(

P♣

∞∨

j=1

T −jP
)

+ . . . + H
(

P♣

∞∨

j=1

T −jP
)

= nH(T,P),

como queríamos demonstrar.

Proposição 3.22 . Seja A uma álgebra que gera X . Para toda Q partição com H(Q) < +∞

e para todo ε > 0 existe uma partição Ąnita P ⊂ A tal que H(Q♣P) + H(P♣Q) < 2ε.

Demonstração. Para cada k ⩾ 1 considere Qk =
{

Q1, . . . , Qk, X \

k⋃

i=1

Qi

}
.

Seja ε > 0 arbitrário. Pelo Lema 3.16 existe k ⩾ 1 tal que H(Q♣Qk) < ε/2.

Seja δ > 0 a ser especiĄcado. Pelo Teorema 1.13, para cada i = 1, . . . ,k existe Ai ∈ A

tal que

µ(Qi△Ai) <
δ

2k2
. (12)

Considere P1 = A1 e, para cada i = 2, . . . ,k, Pi = Ai \

i−1⋃

j=1

Pj. Considere também

Po = X \

k⋃

j=1

Pj.

Observe que P = ¶P1, . . . ,Pk,P0♢ é uma partição Ąnita de X tal que P ⊂ A.
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Note que P1△A1 = ∅. Além disso, para cada i = 2, . . . ,k temos:

Pi△Ai = Ai \ Pi = Ai ∩ (Ai \

i−1⋃

j=1

Pj)
c = Ai ∩ (Ac

i ∪ (
i−1⋃

j=1

Pj)) = Ai ∩ (
i−1⋃

j=1

Pj) =
i−1⋃

j=1

(Ai ∩ PJ).

Portanto, se x ∈ Pi△Ai, então existe 1 ⩽ j < i tal que x ∈ Ai ∩ Pj, donde segue que

x ∈ Ai ∩ Aj. Como Qi ∩ Qj = ∅, segue que x ∈ (Ai \ Qi) ∪ (Aj \ Qj). Daí, vemos que

Pi△Ai ⊂

i⋃

j=1

(Aj \Qj) ⊂

i⋃

j=1

(Aj△Qj). Assim, por (12) obtemos µ(Pi△Ai) < kδ/2k2 = δ/2k.

Logo,

µ(Pi△Qi) ⩽ µ(Pi△Ai) + µ(Ai△Qi) < δ/2k + δ/2k2
⩽ δ/k para cada i = 1, . . . ,k. (13)

Além disso, como P e Qk são partições de X, temos P0△Q0 ⊂

k⋃

i=1

Pi△Qi. Assim,

(13) implica

µ(P0△Q0) < δ. (14)

Pela Proposição 3.8 e pelas relações (13) e (14) concluímos que, se δ > 0 é tomado

suĄcientemente pequeno, então H(Qk♣P) < ε/2 e H(P♣Qk) < ε/2.

Finalmente, do item (iv) da Proposição 3.7 temos:

H(Q♣P) ⩽ H(Q♣Qk) + H(Qk♣P) < ε

e

H(P♣Q) ⩽ H(P♣Qk) + H(Qk♣Q) < ε,

o que conclui a demonstração.

Lema 3.23 . Sejam P uma partição de X com entropia Ąnita e (An)∞
n=1 uma sequência de

sub-σ-álgebras tais que An ↑ X . Então, para todo ε > 0 existem n ⩾ 1 e uma partição com

entropia Ąnita Q ⊂ An tais que H(P♣Q) + H(Q♣P) < ε.

Demonstração. Seja ε > 0 arbitrário. Utilizando a notação do Lema 3.16 temos H(P♣Pk) <

ε/4 e H(Pk♣P) = 0 para algum k ⩾ 1 suĄcientemente grande. Como An ⊂ An+1 para todo

n ⩾ 1, temos que
∞⋃

n=1

An é uma álgebra, a qual gera X pois An ↑ X por hipótese. Logo, pela

Proposição 3.22 existe Q partição Ąnita de X tal que Q ⊂
∞⋃

n=1

An e H(Q♣Pk) + H(Pk♣Q) <

ε/4.

Como Q é Ąnita, existe n0 tal que Q ⊂ An0 .

Pelo item (iv) da Proposição 3.7 tem-se:

H(P♣Q) + H(Q♣P) ⩽ H(P♣Pk) + H(Pk♣Q) + H(Q♣Pk) + H(Pk♣P) < ε.
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Nesse ponto será conveniente introduzir as noções de conteúdo de informação condici-

onal e entropia condicional no caso em que o dado é uma sub-σ-álgebra, generalizando o caso

em que o dado é uma partição. Mais precisamente, temos:

DeĄnição 3.24 . Sejam P uma partição e F uma sub-σ-álgebra. O conteúdo de informação

condicional de P dada F é a função deĄnida por:

IP♣F(x) =
∑

P ∈P

−1P (x) ln(µ(P ♣F)(x)). (15)

DeĄnição 3.25 . Sejam P uma partição e F uma sub-σ-álgebra. A entropia condicional de

P dada F é deĄnida por:

H(P♣F) =

∫

X

IP♣Fdµ. (16)

Observe que:

H(P♣F) =

∫

X

IP♣Fdµ

=

∫

X

∑

P ∈P

−1P (x) ln(µ(P ♣F)(x))dµ

=

∫

X

E
(∑

P ∈P

−1P (·) ln(µ(P ♣F)(·))♣F
)

dµ

=

∫

X

∑

P ∈P

− ln(µ(P ♣F))E(1P ♣F)dµ

=
∑

P ∈P

∫

X

−µ(P ♣F) ln(µ(P ♣F))dµ

=

∫

X

ϕ(µ(P ♣F))dµ.

Proposição 3.26 . Sejam (X,X ,µ) um espaço de probabilidade e P uma partição. Tem-se:

(i) IP♣¶∅,X♢ = IP µ-q.t.p e H(P♣¶∅,X♢) = H(P).

(ii) IP♣X = 0 µ-q.t.p. e H(P♣X ) = 0.

Demonstração. Pelo Teorema 1.47, para todo P ∈ P tem-se:

µ(P ♣¶∅,X♢) = E(1P ♣¶∅,X♢) =
µ(P ∩ X)

µ(X)
= µ(P ) µ-q.t.p.

Daí,
IP♣¶∅,X♢(x) =

∑

P ∈P

−1P (x) ln(µ(P ♣¶∅,X♢(x))

=
∑

P ∈P

−1P (x) ln(µ(P ))

= IP(x) µ-q.t.p.

Integrando em ambos os lados, concluímos a demonstração de (i). Por Ąm, o item (ii)

decorre do fato de que, para cada P ∈ P, tem-se µ(P ♣X )(x) = 1 para µ-q.t.p. x ∈ X. Isso

conclui a demonstração.
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O próximo resultado garante que as deĄnições acima generalizam o caso em que o

dado é uma partição.

Lema 3.27 . Sejam P e Q duas partições de X. Então,

IP♣“Q = IP♣Q µ-q.t.p. e H(P♣“Q) = H(P♣Q). (17)

Demonstração. Sejam P ∈ P e Q ∈ Q arbitrários. Pelo Teorema 1.47 (com F = ¶∅,X♢),

para µ-q.t.p. x ∈ P ∩ Q temos:

IP♣“Q(x) = − ln(µ(P ♣“Q)(x))

= − ln
( ∑

Q′∈Q

1Q′(x)
µ(P ∩ Q′)

µ(Q′)

)

= − ln
(µ(P ∩ Q)

µ(Q)

)
.

Portanto, IP♣“Q(x) =
∑

P ∈P

∑

Q∈Q

−1P ∩Q(x) ln
(µ(P ∩ Q)

µ(Q)

)
= IP♣Q(x) µ-q.t.p. Por Ąm,

integrando em ambos os lados conclui-se a demonstração.

Proposição 3.28 . Sejam F e G sub-σ-álgebras e P e Q partições tais que H(P) < +∞ e

H(Q) < +∞. Valem as seguintes aĄrmações:

(i) IP∨Q♣F = IP♣F + IQ♣“P∨F para µ-q.t.p. e H(P ∨ Q♣F) = H(P♣F) + H(Q♣“P ∨ F);

(ii) Se F ⊂ G, então H(P♣G) ⩽ H(P♣F);

(iii) H(T −1P♣T −1F) = H(P♣F);

(iv) Se P ≺ Q, então H(P♣F) ⩽ H(Q♣F);

(v) H(P ∨ Q♣F) ⩽ H(P♣F) + H(Q♣F).

Demonstração. (i): Pela Proposição 1.47, para cada Q ∈ Q temos

µ(Q♣P̂ ∨ F) =
∑

P ∈P

1P

µ(Q ∩ P ♣F)

µ(P ♣F)
µ-q.t.p.

Agora note que, para qualquer x ∈ X, apenas um dos termos da soma acima é não-nulo. Daí,

ln µ(Q♣P̂ ∨ F)(x) =
∑

P ∈P

1P (x) ln
µ(Q ∩ P ♣F)(x)

µ(P ♣F)(x)
para µ-q.t.p.

Consequentemente, para µ-q.t.p. tem-se:
∑

P ∈P,Q∈Q

−1P ∩Q ln µ(P ∩ Q♣F) =
∑

P ∈P,Q∈Q

−1P 1Q ln µ(P ♣F)

+
∑

P ∈P,Q∈Q

−1P 1Q ln
µ(P ∩ Q♣F)

µ(P ♣F)

=
∑

P ∈P

−1P ln µ(P ♣F) +
∑

Q∈Q

−1Q ln µ(Q♣P̂ ∨ F)



Capítulo 3. Entropia 51

Ou seja, IP∨Q♣F = IP♣F + IQ♣“P∨F para µ-q.t.p. Integrando em ambos os lados, obtemos

também H(P ∨ Q♣F) = H(P♣F) + H(Q♣“P ∨ F).

(ii): Considere novamente a função ϕ : [0,1] → R deĄnida por ϕ(x) = −t log t.

Para cada P ∈ P considere fP (x) = E(1P ♣G)(x).

AĄrmação: E(E(1P ♣G)♣F) = E(1P ♣F) para todo P ∈ P.

Com efeito, pela deĄnição do valor esperado condicional temos que E(E(1P ♣G)♣F) é

F -mensurável.

Agora, observe que, dado F ∈ F ⊂ G arbitrário, temos:∫

F

E(E(1P ♣G)♣F)dµ =

∫

F

E(1P ♣G)dµ =

∫

F

1P dµ.

Portanto, a aĄrmação está demonstrada.

Agora, pelo Teorema 1.48 (Desigualdade de Jensen) e da aĄrmação acima temos:

E(ϕ ◦ E(1P ♣G)♣F) ⩽ ϕ(E(E(1P ♣G)♣F))

= ϕ(E(1P ♣F))

= −E(1P ♣F) ln(E(1P ♣F)).

Daí, para todo P ∈ P temos:

E(−E(1P ♣G) ln(E(1P ♣G)♣F)) ⩽ −E(1P ♣F) ln(E(1P ♣F)).

Integrando, obtém-se:∫

X

(−E(1P ♣G) ln(E(1P ♣G))dµ =

∫

X

E(−E(1P ♣G) ln(E(1P ♣G)♣F))dµ

⩽

∫

X

−E(1P ♣F) ln(E(1P ♣F))dµ.

Por Ąm, somando sobre todos os P ∈ P, obtemos H(P♣G) ⩽ H(P♣F).

(iii): AĄrmação: E(1P ♣F) ◦ T = E(1P ◦ T ♣T −1F) para todo P ∈ P.

De fato, sejam B ∈ T −1F e P ∈ P arbitrários. Então, B = T −1A para algum A ∈ F .

Como µ é T -invariante, temos:

∫

B

E(1P ♣F) ◦ Tdµ =

∫

X

(E(1P ♣F) ◦ T )1T −1Adµ

=

∫

X

(E(1P ♣F)1A) ◦ Tdµ

=

∫

X

E(1P ♣F)1Adµ

=

∫

A

1P dµ

=

∫

X

(1P 1A) ◦ Tdµ

=

∫

X

(1P ◦ T )(1A ◦ T )dµ

=

∫

T −1A

1P ◦ Tdµ.
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Como E(1P ♣F) ◦ T é F -mensurável a aĄrmação segue.

Por Ąm, note que:

H(T −1P♣T −1F) =

∫

X

∑

P ∈P

− ln(µ(T −1P ♣T −1F))1T −1P dµ

=

∫

X

∑

P ∈P

− ln(µ(P ♣F) ◦ T )1P ◦ Tdµ

=

∫

X

∑

P ∈P

− ln(µ(P ♣F))1P dµ

= H(P♣F).

(iv): Se P ≺ Q, então pelo item (i) temos:

H(P♣F) ⩽ H(P♣F) + H(Q♣“P ∨ F)

= H(P ∨ Q♣F)

= H(Q♣F).

(v): Utilizando os itens (i) e (ii) tem-se:

H(P ∨ Q♣F) = H(P♣F) + H(Q♣“P ∨ F)

⩽ H(P♣F) + H(Q♣F).

Teorema 3.29 . Sejam P uma partição e A uma sub-σ-álgebra. Então, H(P♣A) = 0 se, e

somente se, “P ⊂ A.

Demonstração. Suponha “P ⊂ A. Então, para cada P ∈ P a função 1P é A-mensurável,

donde E(1P ♣A) = 1P µ-q.t.p. Daí,

IP♣A(x) =
∑

P ∈P

−1P (x) ln(µ(P ♣A)) =
∑

P ∈P

−1P (x) ln(1P (x)) = 0 µ-q.t.p. x ∈ X.

Logo, H(P♣A) = 0.

Reciprocamente, suponha H(P♣A) = 0.

Então,

0 = H(P♣A) =

∫

X

E(IP♣A♣A)dµ

=

∫

X

E
(∑

P ∈P

−1P ln(µ(P♣A))♣A
)

dµ

=

∫

X

∑

P ∈P

E
(

− 1P ln(µ(P♣A))♣A
)

dµ

=

∫

X

∑

P ∈P

− ln(µ(P♣A))E(1P ♣A)dµ

=

∫

X

∑

P ∈P

−µ(P ♣A) ln(µ(P ♣A))dµ

=
∑

P ∈P

∫

X

ϕ(µ(P ♣A))dµ.

(18)
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Consequentemente, obtemos ϕ(µ(P ♣A)) = 0 para todo P ∈ P , ou seja, µ(P ♣A)(x) = 0

ou 1 para µ-q.t.p. x ∈ X.

Agora, Ąxe P ∈ P arbitrário e sejam B1 = µ(P ♣A)−1(¶0♢) e B2 = µ(P ♣A)−1(¶1♢).

Então, B1 e B2 são A-mensuráveis e µ(B1 ∪ B2) = 1. Note que:
∫

B2

µ(P ♣A)dµ =

∫

B2

E(1P ♣A)dµ =

∫

B2

1P dµ = µ(B2 ∩ P ).

Por outro lado, ∫

B2

µ(P ♣A)dµ =

∫

B2

1dµ = µ(B2).

Portanto, µ(B2 ∩ P ) = µ(B2). Além disso,

µ(B2) =

∫

X

1B2dµ =

∫

X

µ(P ♣A)dµ =

∫

X

E(1P ♣A)dµ =

∫

X

1P dµ = µ(P ).

Logo, µ(B2) = µ(B2 ∩ P ) = µ(P ). Portanto, segue que µ(B2 ∩ P )/µ(P ) = 1 e

µ(B2 ∩ P )/µ(B2) = 1. Consequentemente, P = B2 ∈ A exceto possivelmente por um

conjunto de medida nula. Como P ∈ P é arbitrário, obtemos “P ⊂ A, o que conclui a

demonstração.

Lema 3.30 . (Lema de Chung) Sejam (X,X ,µ) um espaço de probabilidade e P uma

partição com H(P) < +∞. Valem as seguintes aĄrmações:

(i) Se F1 ⊂ F2 ⊂ . . . é uma sequência crescente de sub-σ-álgebras tal que Fn ↑ F , ou seja,

F =
∨

n⩾1

Fn, então a função f(x) := sup
n⩾1

IP♣Fn
(x) é integrável e

∫

X

fdµ ⩽ H(P) + 1.

(ii) Se F1 ⊃ F2 ⊃ . . . é uma sequência decrescente de sub-σ-álgebras tal que Fn ↓ F , ou

seja, F =
⋂

n⩾1

Fn, então a função f(x) := sup
n⩾1

IP♣Fn
(x) é integrável e

∫

X

fdµ ⩽ H(P) + 1.

Demonstração. (i): Fixe P ∈ P e t ⩾ 0 arbitrários e considere o conjunto

C := ¶x ∈ X; f(x) > t♢.

Como para cada x ∈ P tem-se IP♣Fn
(x) = − ln µ(P ♣Fn)(x), vemos que

f(x) = sup
n⩾1

IP♣Fn
(x) > t

equivale a dizer µ(P ♣Fn)(x) < e−t para algum n ⩾ 1. Agora, para cada n ⩾ 1 considere o

conjunto

Cn := ¶x ∈ X; µ(P ♣Fn)(x) < e−t e µ(P ♣Fk)(x) ⩾ e−t para cada k < n♢.
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Observe que Cn ∈ Fn, Cm ∩ Cn = ∅ sempre que m ̸= n e C ∩ P ⊂
⋃

n⩾1

Cn. Além disso,

µ(P ∩ Cn) =

∫

Cn

1P dµ

=

∫

Cn

E(1P ♣Fn)dµ

⩽ e−tµ(Cn).

Daí, como os CnŠs são dois a dois disjuntos, somando sobre todos os n ⩾ 1 obtém-se:

µ(¶x ∈ P ; f(x) > t♢) = µ(P ∩ C)

=
∞∑

n=1

µ(P ∩ Cn)

⩽ e−t

∞∑

n=1

µ(Cn)

= e−tµ
(

∪∞
n=1 Cn

)

⩽ e−t.

Consequentemente, denotando F (t) := µ(¶x ∈ X; f(x) > t♢) vemos que

F (t) ⩽
∑

P ∈P

min¶µ(P ),e−t♢

e, daí, obtemos:
∫

X

fdµ = −

∫ ∞

0

tdF (t)

= −tF (t)♣∞0 +

∫ ∞

0

F (t)dt

⩽

∫ ∞

0

F (t)dt

=

∫ ∞

0

µ(¶x ∈ X; f(x) > t♢)dt

⩽

∫ ∞

0

∑

P ∈P

min¶µ(P ),e−t♢dt

=
∑

P ∈P

[ ∫ − ln µ(P )

0

µ(P )dt +

∫ ∞

− ln µ(P )

e−tdt
]

= H(P) +
∑

P ∈P

µ(P )

= H(P) + 1,

o que conclui a demonstração do item (i).

(ii): Para cada n ⩾ 1 a sequência Ąnita decrescente F1 ⊃ F2 ⊃ . . . ⊃ Fn pode ser

vista como uma sequência crescente Fn ⊂ . . . ⊂ F2 ⊂ F1. Logo, pelo item (i) segue que a
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função fn(x) := sup
1⩽j⩽n

IP♣Fj
(x) é integrável e satisfaz

∫

X

fndµ ⩽ H(P) + 1.

Além disso, (fn)n⩾1 é uma sequência crescente de funções mensuráveis não-negativas tal que

fn ↑ f = sup
n⩾1

IP♣Fn
. Portanto, pelo Teorema 1.38 (Teorema da Convergência Monótona)

obtemos: ∫

X

fdµ = lim
n→∞

∫

X

fndµ ⩽ H(P) + 1.

O próximo resultado será fundamental no último capítulo deste trabalho.

Teorema 3.31 . Sejam (Fn)∞
n=1 uma sequência de sub-σ-álgebras e P uma partição com

H(P) < +∞. Valem as seguintes aĄrmações:

(i) Se Fn ⊂ Fn+1 para todo n ⩾ 1, então H(P♣Fn) ↓ H
(

P♣
∞∨

n=1

Fn

)
.

(ii) Se Fn ⊃ Fn+1 para todo n ⩾ 1, então H(P♣Fn) ↑ H
(

P♣
⋂

n⩾1

Fn

)
.

Demonstração. (i) e (ii): Fixe P ∈ P arbitrário. Para µ-q.t.p. x ∈ P , temos IP♣Fn
(x) =

− ln E(1P ♣Fn)(x) e IP♣F(x) = − ln E(1P ♣F)(x), donde pela continuidade de ln o Teorema 1.49

implica que IP♣Fn
converge para IP♣F em µ-q.t.p. Além disso, pelo Lema 3.30 a sequência de

funções (IP♣Fn
)n⩾1 é dominada pela função integrável sup

n⩾1
E(1P ♣Fn). Portanto, a sequência

(IP♣Fn
)n⩾1 é uniformemente integrável, donde a convergência µ-q.t.p. implica convergência

em L1(X,X ,µ). Consequentemente, pelo item (ii) da Proposição 3.28 obtemos H(P♣Fn) ↓

H(P♣F) se Fn ⊂ Fn+1 para todo n ⩾ 1 e H(P♣Fn) ↑ H(P♣F) se Fn ⊃ Fn+1 para todo

n ⩾ 1. Isto conclui a demonstração.

Lema 3.32 . Para toda P partição com H(P) < +∞ tem-se

H(T,P) = lim
n→∞

H
(

P♣
n∨

i=1

T −iP
)

= H
(

P♣
∞∨

i=1

’T −iP
)

.

Demonstração. Primeiramente observe que, como
n∨

i=1

T −iP =
n∨

i=1

’T −iP ↑

∞∨

i=1

’T −iP , a segunda

igualdade decorre do Teorema 3.31. Agora, para todo n ⩾ 1 temos:

H
( n−1∨

i=0

T −iP
)

= H
( n−1∨

i=1

T −iP ∨ P
)

= H
( n−1∨

i=1

T −iP
)

+ H
(

P♣
n−1∨

i=1

T −iP
)

= H
( n−2∨

i=0

T −iP
)

+ H
(

P♣
n−1∨

i=1

T −iP
)

.

(19)
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Utilizando recursivamente a equação (19) segue que

H
( n−1∨

i=0

T −iP
)

= H(P) +
n−1∑

k=1

H
(

P♣
k∨

j=1

T −jP
)

.

Portanto,

H(T,P) = lim
n→∞

1

n
H
( n−1∨

i=0

T −iP
)

= lim
n→∞

1

n
H(P) +

1

n

n−1∑

k=1

H
(

P♣

k∨

j=1

T −jP
)

= lim
n→∞

1

n

n−1∑

k=1

H
(

P♣

k∨

j=1

T −jP
)

= lim
n→∞

H
(

P♣

n∨

j=1

T −jP
)

,

(20)

onde na última igualdade usamos a Proposição 1.50.

Observação 3.33 . A sub-σ-álgebra
∞∨

i=1

’T −iP é usualmente denominada o passado completo

do processo (T,P). Tendo em vista o Lema 3.32, vemos que H(T,P) é precisamente a

quantidade média de informação obtida ao realizarmos o experimento P dado o passado

completo do processo (T,P). Além disso, observe que decorre do Teorema 3.29 e do Lema 3.32

que

H(T,P) = 0 ⇐⇒ “P ⊂
∞∨

i=1

’T −iP .

Ou seja, a entropia do processo (T,P) é nula se, e somente se, Ťo experimento P está contido

no passado completo do processo (T,P)Ş. Em outras palavras, H(T,P) = 0 se, e somente

se, Şo passado determina o presenteŤ. Neste caso, o processo (T,P) é dito estocasticamente

determinístico, ou simplesmente determinístico.

Agora, observe que
∞∨

i=k

’T −iP ⊃
∞∨

i=k+1

’T −iP para todo k ⩾ 1. A sub-σ-álgebra

∞⋂

k=1

∞∨

i=k

’T −iP é dita o passado remoto do processo (T,P).

Por Ąm, a sub-σ-álgebra
+∞∨

i=−∞

T −iP é dita a história completa do processo (T,P).

DeĄnição 3.34 . Sejam (X,X ,µ,T ) um sistema dinâmico e P uma partição com H(P) < +∞.

Dizemos que P é um gerador de (X,X ,µ,T ) se
+∞∨

i=−∞

T −iP = X (mod µ). Em outras palavras,

todo evento A ∈ X é determinado pela história completa do processo (T,P). Além disso,
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dizemos que P é um gerador forte de (X,X ,µ,T ) se
+∞∨

i=1

T −iP = X (mod µ). Em outras

palavras, neste caso, todo evento A ∈ X é determinado pelo passado do processo (T,P).

Teorema 3.35 . Sejam (X,X ,µ,T ) um sistema dinâmico e P1 ≺ · · · ≺ Pn ≺ . . . uma

sequência não-decrescente de partições tal que H(Pn) < +∞ para todo n ⩾ 1 e
∞∨

n=1

Pn = X .

Vale:

H(T ) = lim
n→∞

H(T,Pn).

Demonstração. Com efeito, seja Q uma partição Ąnita arbitrária. Pelo Lema 3.15, para cada

n ⩾ 1 temos:
H(T,Q) ⩽ H(T,Pn) + H(Q♣Pn)

⩽ H(T ) + H(Q♣Pn).

Agora, como P̂n ↑ X , segue do Teorema 3.29 e do Teorema 3.31:

lim
n→∞

H(Q♣P̂n) = H(Q♣X ) = 0,

donde vemos que

H(T,Q) ⩽ lim
n→∞

H(T,Pn) ⩽ H(T ).

Como Q foi tomada arbitrariamente, obtemos H(T ) = lim
n→∞

H(T,Pn), como queríamos de-

monstrar.

Teorema 3.36 . (Kolmogorov-Sinai) Se P é um gerador do sistema dinâmico (X,X ,µ,T ),

então

H(T ) = H(T,P).

Demonstração. Seja Q uma partição Ąnita arbitrária. Pelo Lema 3.15 e pelo Lema 3.18, para

cada k ⩾ 0 vemos que:

H(T,Q) ⩽ H(T,
k∨

i=−k

T −iP) + H(Q♣
k∨

i=−k

T −iP)

= H(T,P) + H(Q♣
k∨

i=−k

T −iP).

Agora, como
k∨

i=−k

T −iP ↑
∞∨

i=−∞

T −iP e
∞∨

i=−∞

T −iP = X por hipótese, fazendo k → ∞ segue

do Teorema 3.29 e do Teorema 3.31:

H(T,Q) ⩽ H(T,P) ⩽ H(T ).

Como Q foi tomada arbitrariamente, segue que H(T ) = H(T,P), como queríamos demonstrar.
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Corolário 3.37 . Seja (X,X ,µ,T ) um sistema dinâmico e suponha que P seja um gerador

forte. Então, H(T ) = 0.

Demonstração. Por hipótese,
∞∨

i=1

’T −iP = X . Daí, pelos Teorema 3.36, Teorema 3.29 e

Lema 3.32, tem-se:

H(T ) = H(T,P) = H(P♣

∞∨

i=1

’T −iP) = H(P♣X ) = 0,

o que conclui a demonstração.

Observação 3.38 . Suponha que P é um gerador para o sistema dinâmico (X,X ,µ,T ). Pelo

Lema 3.18, para cada k ⩾ 0 temos H(T,

k∨

i=−k

T −iP) = H(T,P) ⩽ H(P) < +∞. Daí, como

k∨

i=−k

T −iP ↑

∞∨

i=−∞

T −iP vemos que a conclusão do Teorema de Kolmogorov-Sinai decorre do

Teorema 3.35 (observe também a semelhança entre as respectivas demonstrações).

DeĄnição 3.39 . Dizemos que os sistemas dinâmicos (X,X ,µ,T ) e (Y,Y ,ν,S) são isomorfos

se existem X0 ∈ X , Y0 ∈ Y e uma transformação bimensurável κ : X0 → Y0 satisfazendo:

(i) µ(X0) = ν(Y0) = 1;

(ii) T (X0) = X0 e S(Y0) = Y0;

(iii) µ(A) = ν(κ(A)) para todo conjunto mensurável A ⊂ X0 e ν(B) = µ(κ−1(B)) para

todo conjunto mensurável B ⊂ Y0;

(iv) κ ◦ T (x) = S ◦ κ(x) para todo x ∈ X0.

Observação 3.40 . É usual estender o isomorĄsmo κ : X0 → Y0 arbitrariamente aos conjuntos

de medida nula X \ X0 e Y \ Y0 e considerar κ : X → Y .

Teorema 3.41 . Se (X,X ,µ,T ) e (Y,Y ,ν,S) são isomorfos, então H(T ) = H(S).

Em outras palavras, a entropia é um invariante de sistemas dinâmicos.

Demonstração. Seja κ : X → Y um isomorĄsmo. Dada qualquer P partição Ąnita de X,

segue que κP é uma partição Ąnita de Y e, além disso,

H(T,P) = lim
n→∞

1

n
H
( n−1∨

i=0

T −iP
)

= lim
n→∞

1

n
H
( n−1∨

i=0

(κ−1 ◦ S ◦ κ)−i(P)
)

= lim
n→∞

1

n
H
( n−1∨

i=0

(κ−1 ◦ S−i ◦ κ)(P)
)

= lim
n→∞

1

n
H
(

κ−1

n−1∨

i=0

S−i(κP)
)
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= lim
n→∞

1

n
H
( n−1∨

i=0

S−i(κP)
)

= H(S,κP).

Exemplo 3.42 . (Rotação irracional) Considere o sistema dinâmico (S1,B,λ,Rα), onde

Rα(x) = x + α (mod 1) é a rotação sobre o círculo unitário fechado S1 pelo ângulo α ∈ R\ Q

e λ é a restrição da medida de Lebesgue à σ-álgebra de Borel B sobre S1. IdentiĄque S1 ∼ [0,1]

e considere a partição Ąnita P = ¶[0,1/2),[1/2,1]♢. Agora, note que
n∨

i=1

R−i
α P ≺

n+1∨

i=1

R−i
α P

para todo n ⩾ 1 e, para λ-q.t.p. x ∈ S1, tem-se diam
( n∨

i=1

R−i
α P

)
(x) → 0 quando n → ∞.

Daí, pelo Lema 1.33 segue que
∞∨

i=1

R−i
α P = B (mod λ), donde pelo Corolário 3.37 obtém-se

H(Rα) = 0.

Exemplo 3.43 . (Deslocamento de Bernoulli) Seja (X,X ,µ,T ) um deslocamento de

Bernoulli e considere P = ¶P1, . . . ,Pa♢ uma partição Ąnita satisfazendo:

(i)
∞∨

i=−∞

T −iP = X (mod µ);

(ii) µ
( n⋂

i=m

T iPji

)
=

n∏

i=m

µ(Pji
), ji ∈ ¶1, . . . ,a♢, m ⩽ i ⩽ n e m ⩽ n em Z.

Pelo Teorema 3.36 (Kolmogorov-Sinai) segue que H(T ) = H(T,P). Agora observe que, como

T −iP e T −jP são independentes sempre que i ≠ j (pela invariância de µ juntamente com a

condição (ii) acima), pela relação (8) obtemos:

H
( n−1∨

i=0

T −iP
)

= H(P ∨ T −1P ∨ . . . ∨ T −(n−1)P)

=
n−1∑

i=0

H(T −iP)

= nH(P)

= n

a∑

j=1

−µ(Pj) ln µ(Pj).

Consequentemente,

H(T ) = H(T,P) = lim
n→∞

1

n
H
( n−1∨

i=0

T −iP
)

= −

a∑

j=1

µ(Pj) ln µ(Pj).

Observação 3.44 . Pelo Exemplo 3.43 vemos que o deslocamento de Bernoulli B(1/2,1/2)

tem entropia ln 2 e o deslocamento de Bernoulli B(1/3,1/3,1/3) tem entropia ln 3. Portanto,
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pelo Teorema 3.41 vemos que B(1/2,1/2) e B(1/3,1/3,1/3) não são isomorfos. Foi dessa

maneira que Kolmogorov (KOLMOGOROV, 1958) respondeu a este problema básico da

teoria, que persistiu mesmo depois dos resultados espectrais de von Neumann e Halmos

(NEUMANN, 1932),(NEUMANN; HALMOS, P., 1942), (HALMOS, Paul, 1956). Por outro

lado, em (ORNSTEIN, 1970) o matemático americano Donald Ornstein demonstrou que, se

dois deslocamentos de Bernoulli (X,X ,µ,T ) e (Y,Y ,ν,S) têm a mesma entropia, então eles são

isomorfos. Consequentemente, dois deslocamentos de Bernoulli são isomorfos se, e somente

se, têm a mesma entropia. Para estes e outros aspectos sobre o problema do isomorĄsmo em

Teoria Ergódica recomendamos (WEISS, 1972).

O próximo resultado aborda a relação entre a noção de independência relativa e a

entropia condicional, fornecendo uma generalização da relação (8).

Proposição 3.45 . Sejam P ,Q e R partições de X com entropia Ąnita.

Então, tem-se

H(P♣÷Q ∨ R) = H(P♣“Q)

se, e somente se, µ(P ∩ Q ∩ R)µ(Q) = µ(P ∩ Q)µ(Q ∩ R) para todos P ∈ P, Q ∈ Q e

R ∈ R. Em outras palavras, tem-se

H(P♣÷Q ∨ R) = H(P♣“Q)

se, e somente se, P é independente de R sobre Q.

Demonstração. Observe que tem-se H(P♣÷Q ∨ R) = H(P♣“Q) se, e somente se,

∑

P ∈P

∑

Q∈Q

∑

R∈R

−µ(P ∩ Q ∩ R) ln
(µ(P ∩ Q ∩ R)

µ(Q ∩ R)

)

=
∑

P ∈P

∑

Q∈Q

∑

R∈R

−µ(P ∩ Q ∩ R) ln
(µ(P ∩ Q)

µ(Q)

)
,

o que por sua vez ocorre se, e somente se, µ(P ∩ Q ∩ R)µ(Q) = µ(P ∩ Q)µ(Q ∩ R)

para todos P ∈ P, Q ∈ Q e R ∈ R.

Proposição 3.46 . Sejam P , P ′, Q e R partições de X com entropia Ąnita tais que P ′ ≺ P

e H(P♣÷Q ∨ R) = H(P♣“Q). Então, H(P ′♣÷Q ∨ R) = H(P ′♣“Q)

Demonstração. Sejam P ′ ∈ P ′, Q ∈ Q e R ∈ R arbitrários. Como P ′ ≺ P, segue que P ′ é

uma união de átomos de P , digamos P ′ =
⋃

j∈J

Pj.
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Daí, observe que

µ(P ′ ∩ Q ∩ R)µ(Q) = µ
(⋃

j∈J

Pj ∩ Q ∩ R
)

µ(Q)

=
∑

j∈J

µ(Pj ∩ Q ∩ R)µ(Q)

=
∑

j∈J

µ(Pj ∩ Q)µ(Q ∩ R)

= µ(Q ∩ R)
∑

j∈J

µ(Pj ∩ Q)

= µ(Q ∩ R)µ(P ′ ∩ Q),

donde o resultado segue pela Proposição 3.45.

O próximo resultado generaliza a proposição anterior no caso em que o espaço de

probabilidade é separável.

Proposição 3.47 . Sejam (X,X ,µ) um espaço de probabilidade separável e P e P ′ partições

de X com entropia Ąnita tais que P ′ ≺ P. Se A1 e A2 são sub-σ-álgebras tais que

H(P♣A1 ∨ A2) = H(P♣A1),

então

H(P ′♣A1 ∨ A2) = H(P ′♣A1).

Demonstração. Seja Q partição de X arbitrária tal que Q ⊂ A2.

Observe que H(P♣A1) ⩾ H(P♣A1 ∨ “Q) ⩾ H(P♣A1 ∨ A2) = H(P♣A1) e, portanto,

H(P♣A1 ∨ “Q) = H(P♣A1). Consequentemente,

H(P ∨ Q♣A1) = H(Q♣A1) + H(P♣A1 ∨ “Q) = H(Q♣A1) + H(P♣A1).

Agora, note que

H(P ′ ∨ P ∨ Q♣A1) = H(P ∨ Q♣A1)

= H(Q♣A1) + H(P♣A1)

= H(Q♣A1) + H(P ′ ∨ P♣A1)

= H(Q♣A1) + H(P ′♣A1) + H(P♣A1 ∨ P̂ ′).

(21)

Além disso,

H((P ′ ∨ Q) ∨ P♣A1) = H(P ′ ∨ Q♣A1) + H(P ♣A1 ∨ P̂ ′ ∨ “Q)
(22)

Por outro lado,

H(P ′ ∨ Q ∨ P♣A1) = H(P ′♣A1) + H(P ∨ Q♣A1 ∨ P̂ ′)
(23)
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Pelas relações (21) e (23) e de P ′ ≺ P, temos

H(Q♣A1) + H(P♣A1 ∨ P̂ ′) = H(P ∨ Q♣A1 ∨ P̂ ′)

= H(P♣A1 ∨ P̂ ′) + H(Q♣A1 ∨ P̂ ′ ∨ “P)

= H(P♣A1 ∨ P̂ ′) + H(Q♣A1 ∨ “P).

Consequentemente, H(Q♣A1) = H(Q♣A1 ∨ “P), donde obtemos

H(Q♣A1) ⩾ H(Q♣A1 ∨ P̂ ′) ⩾ H(Q♣A1 ∨ “P) = H(Q♣A1).

Portanto,

H(Q♣A1) = H(Q♣A1 ∨ P̂ ′). (24)

Pelas relações (22), (23) e (24) obtém-se

H(P ′ ∨ Q♣A1) + H(P♣A1 ∨ P̂ ′ ∨ “Q) = H(P ′♣A1) + H(P ∨ Q♣A1 ∨ P̂ ′)

= H(P ′♣A1) + H(Q♣A1 ∨ P̂ ′) + H(P♣A1 ∨ P̂ ′ ∨ “Q)

= H(P ′♣A1) + H(Q♣A1) + H(P♣A1 ∨ P̂ ′ ∨ “Q).

(25)

Portanto, H(P ′ ∨ Q♣A1) = H(P ′♣A1) + H(Q♣A1).

Agora, note que

H(P ′ ∨ Q♣A1) = H(Q♣A1) + H(P ′♣A1 ∨ “Q),

donde obtemos

H(P ′♣A1) = H(P ′♣A1 ∨ “Q). (26)

Pela Proposição 1.31 existe (Qn)∞
n=1 sequência de partições de X com entropia Ąnita

tal que ”Qn ↑ A2. Por (26) temos

H(P ′♣A1) = H(P ′♣A1 ∨”Qn) para cada n ⩾ 1. (27)

Mas, pela Proposição 1.28 temos A1 ∨”Qn ↑ A1 ∨ A2, donde fazendo n → ∞ em (27) o

Teorema 3.31 nos dá H(P ′♣A1) = H(P ′♣A1 ∨ A2). Isso conclui a demonstração.
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4 O TEOREMA DE ROKHLIN-SINAI

A Ąm de motivarmos a noção de K-automorĄsmo e prepararmo-nos para o Teorema de

Rokhlin-Sinai - objetivo último do presente trabalho - vejamos o seguinte resultado devido a

Kolmogorov (KOLMOGOROV, 1958):

Teorema 4.1 . (Lei 0-1 de Kolmogorov) Se (X,X ,µ,T ) é um deslocamento de Bernoulli

e P = ¶P1, . . . ,Pa♢ é uma partição Ąnita satisfazendo

(i)
∞∨

i=−∞

T −iP = X (mod µ);

(ii) µ
( n⋂

i=m

T iPji

)
=

n∏

i=m

µ(Pji
), ji ∈ ¶1, . . . ,a♢, m ⩽ i ⩽ n e m ⩽ n em Z,

então ⋂

k⩾1

∨

i⩾k

T −iP = ¶∅,X♢.

Demonstração. Tome A ∈
⋂

k⩾1

∨

i⩾k

T −iP arbitrário. Temos de mostrar que µ(A) = 0 ou

µ(A) = 1. Realmente, como A ∈
⋂

k⩾1

∨

i⩾k

T −iP ⊂
+∞∨

i=−∞

T −iP, para cada k ⩾ 1 existem

números inteiros mk ⩽ nk e Ak ∈

nk∨

i=mk

T −iP tais que ♣mk♣ → ∞, ♣nk♣ → ∞ e µ(Ak△A) → 0

quando k → ∞. Então, µ(Ak) → µ(A) e µ(Ak ∩ A) → µ(A) quando k → ∞. Por outro

lado, como A ∈
∨

i⩾nk+1

T −iP , Ak ∈

nk∨

i=mk

T −iP e,
∨

i⩾nk+1

T −iP e
nk∨

i=mk

T −iP são independentes

(pela condição (ii) acima juntamente com a invariância de µ), obtemos

µ(Ak ∩ A) = µ(Ak)µ(A) para cada k ⩾ 1.

Agora, fazendo k → ∞ conclui-se que µ(A) = µ(A)2, o que implica µ(A) = 0 ou µ(A) = 1.

Isso conclui a demonstração.

DeĄnição 4.2 . Um sistema dinâmico (X,X ,µ,T ) é dito um deslocamento de Kolmogorov

se existe uma partição Ąnita P = ¶P1, . . . ,Pa♢ satisfazendo:

(i)
∞∨

i=−∞

T −iP = X (mod µ);

(ii)
⋂

k⩾1

∨

i⩾k

T −iP = ¶∅,X♢.

Observação 4.3 . Se (X,X ,µ,T ) é um deslocamento de Bernoulli, então a Lei 0-1 de Kol-

mogorov nos diz que (X,X ,µ,T ) é um deslocamento de Kolmogorov. Cabe mencionar que

Kolmogorov conjecturou (KOLMOGOROV, 1958) que, se dois deslocamentos de Kolmogorov

têm a mesma entropia, então eles são isomorfos; em particular, todo deslocamento de Kol-

mogorov é isomorfo a um deslocamento de Bernoulli. Tal conjectura mostrou-se falsa, com o

primeiro contra-exemplo tendo sido construído por Ornstein (ORNSTEIN, 1973).
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Lema 4.4 . Sejam (X,X ,µ,T ) um sistema dinâmico e P e Q partições com entropia Ąnita.

Então,

H
(

P♣

∞∨

j=1

T −jP
)

= H
(

P♣

∞∨

j=1

T −jP ∨
⋂

n⩾1

∨

j⩾n

T −jQ
)

.

Em palavras, se conhecemos o Şpassado completoŤ do processo (T,P), então o Şpassado

remotoŤ do processo (T,Q) não fornece ganho de informação ao ŞpresenteŤ do processo

(T,P).

Demonstração. Para cada n ⩾ 1 a Proposição 3.21 nos fornece:

H(T,P ∨ Q) = H
(

P ∨ Q♣
∞∨

j=1

T −j(P ∨ Q)
)

=
1

n
H
( n−1∨

i=0

T i(P ∨ Q)♣
∞∨

j=1

T −j(P ∨ Q)
)

⩽
1

n
H
( n−1∨

i=0

T i(P ∨ Q)♣
∞∨

j=1

T −jP
)

⩽
1

n
H
( n−1∨

i=0

T i(P ∨ Q)
)

→ H(T −1,P ∨ Q) = H(T,P ∨ Q),

onde na última igualdade utilizamos a relação (11). Daí, vemos que

lim
n→∞

1

n
H
( n−1∨

i=0

T i(P ∨ Q)♣
∞∨

j=1

T −j(P ∨ Q)
)

= H(T,P ∨ Q)

= lim
n→∞

1

n
H
( n−1∨

i=0

T i(P ∨ Q)♣
∞∨

j=1

T −jP
) (28)

Agora, note que

1

n
H
( n−1∨

i=0

T i(P ∨ Q)♣
∞∨

j=1

T −j(P ∨ Q)
)

=
1

n
H
( n−1∨

i=0

T iP♣
∞∨

j=1

T −j(P ∨ Q)
)

+
1

n
H
( n−1∨

i=0

T iQ♣
n−1∨

i=0

T iP ∨
∞∨

j=1

T −jP ∨
∞∨

j=1

T −jQ
)

=
1

n
H
( n−1∨

i=0

T iP♣
∞∨

j=1

T −j(P ∨ Q)
)

+
1

n
H
( n−1∨

i=0

T iQ♣

n−1∨

j=−∞

T jP ∨

∞∨

j=1

T −jQ
)

(29)
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Similarmente,

1

n
H
( n−1∨

i=0

T i(P ∨ Q)♣
∞∨

j=1

T −jP
)

=
1

n
H
( n−1∨

i=0

T iP♣
∞∨

j=1

T −jP
)

+
1

n
H
( n−1∨

i=0

T iQ♣
n−1∨

i=0

T iP ∨
∞∨

j=1

T −jP
)

=
1

n
H
( n−1∨

i=0

T iP♣

∞∨

j=1

T −jP
)

+
1

n
H
( n−1∨

i=0

T iQ♣

n−1∨

j=−∞

T jP
)

(30)

Além disso, observe que os dois termos do lado direito de (30) são, respectivamente,

maiores ou iguais aos correspondentes dois termos do lado direito de (29).

Portanto, tem-se

1

n
H
( n−1∨

i=0

T iP♣
∞∨

j=1

T −jP
)
⩾

1

n
H
( n−1∨

i=0

T iP♣
∞∨

j=1

T −j(P ∨ Q)
)

(31)

e
1

n
H
( n−1∨

i=0

T iQ♣

n−1∨

j=−∞

T jP
)
⩾

1

n
H
( n−1∨

i=0

T iQ♣

n−1∨

j=−∞

T jP ∨

∞∨

j=1

T −jQ
)

(32)

Consequentemente, por (28), (29), (30), (31) e (32) obtemos:

lim
n→∞

1

n
H
( n−1∨

i=0

T iP♣
∞∨

j=1

T −j(P ∨ Q)
)

= lim
n→∞

1

n
H
( n−1∨

i=0

T iP♣
∞∨

j=1

T −jP
)

= H(T,P),

(33)

onde na última igualdade usamos a Proposição 3.21.

Ou seja,

H
(

P♣

∞∨

j=1

T −jP
)

= lim
n→∞

1

n
H
( n−1∨

i=0

T iP♣

∞∨

j=1

T −j(P ∨ Q)
)

. (34)

Finalmente, pelo item (i) da Proposição 3.28 podemos escrever:

H
( n−1∨

i=0

T iP♣

∞∨

j=1

T −j(P ∨ Q)
)

= H
(

P♣

∞∨

j=1

T −j(P ∨ Q)
)

+ H
(

TP♣P ∨

∞∨

j=1

T −j(P ∨ Q)
)

+ . . . + H
(

T n−1P♣P ∨ TP ∨ . . . ∨ T n−2P ∨

∞∨

j=1

T −j(P ∨ Q)
)

= H
(

P♣

∞∨

j=1

T −j(P ∨ Q)
)

+ H
(

P♣T −1P ∨

∞∨

j=2

T −j(P ∨ Q)
)

+ . . . + H
(

P♣T −(n−1)P ∨ . . . ∨ T −1P ∨

∞∨

j=n

T −j(P ∨ Q)
)
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= H
(

P♣

∞∨

j=1

T −j(P ∨ Q)
)

+ H
(

P♣

∞∨

j=1

T −jP ∨
∨

j⩾2

T −jQ
)

+ . . . + H
(

P♣

∞∨

j=1

T −jP ∨
∨

j⩾n

T −jQ
)

= H
(

P♣
∞∨

j=1

T −j(P ∨ Q)
)

+
n−1∑

l=1

H
(

P♣
∞∨

j=1

T −jP ∨
∨

j⩾l+1

T −jQ
)

.

(35)

Portanto, como lim
n→∞

1

n
H
(

P♣
∞∨

j=1

T −j(P ∨ Q)
)

= 0, segue de (35), (34) e (33):

H
(

P♣

∞∨

j=1

T −jP
)

= lim
n→∞

1

n
H
( n−1∨

i=0

T iP♣

∞∨

j=1

T −j(P ∨ Q)
)

= lim
n→∞

1

n

n−1∑

l=1

H
(

P♣

∞∨

j=1

T −jP ∨
∨

j⩾l+1

T −jQ
)

= lim
n→∞

H
(

P♣

∞∨

j=1

T −jP ∨
∨

j⩾n+1

T −jQ
)

= H
(

P♣

∞∨

j=1

T −jP ∨
⋂

n⩾1

∨

j⩾n

T −jQ
)

,

onde na penúltima igualdade utilizamos a Proposição 1.50 e na última igualdade utilizamos o

Teorema 3.31. Isso conclui a demonstração.

Teorema 4.5 . Sejam (X,X ,µ,T ) um sistema dinâmico e R uma partição com entropia Ąnita.

Então, H(T,R) = 0 se, e somente se, “R ⊂
⋂

n⩾1

∨

j⩾n

T −jQ para alguma partição com

entropia Ąnita Q.

Demonstração. Suponha H(T,R) = 0. Então, pela Observação 3.33 temos “R ⊂
∞∨

i=1

’T −iR.

Daí, para cada n ⩾ 0 temos

÷T −nR ⊂

∞∨

j=n+1

’T −jR ⊂

∞∨

j=0

’T −jR,

o que implica
“R ⊂

∨

j⩾n

’T −jR

para todo n ⩾ 1. Consequentemente, obtemos

“R ⊂
⋂

n⩾1

∨

j⩾n

’T −jR.

Reciprocamente, suponha que “R ⊂
⋂

n⩾1

∨

j⩾n

T −jQ para alguma partição com entropia

Ąnita Q. Pelo Lema 4.4, para qualquer partição com entropia Ąnita P temos
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H
(

P♣
∞∨

j=1

T −jP
)

= H
(

P♣
∞∨

j=1

T −jP ∨
⋂

n⩾1

∨

j⩾n

T −jQ
)

,

o que implica

H(T,P) = H
(

P♣

∞∨

j=1

T −jP
)

= H
(

P♣

∞∨

j=1

T −jP ∨ R
)

,

pois

H(T,P) = H
(

P♣
∞∨

j=1

T −jP
)

= H
(

P♣

∞∨

j=1

T −jP ∨
⋂

n⩾1

∨

j⩾n

T −jQ
)

⩽ H
(

P♣

∞∨

j=1

T −jP ∨ R
)

⩽ H
(

P♣

∞∨

j=1

T −jP
)

= H(T,P).

Em particular, para P = R obtemos:

H(T,R) = H
(

R♣
∞∨

j=1

T −jR
)

= H
(

R♣
∞∨

j=1

T −jR ∨ R
)

= 0.

Lema 4.6 . Seja (X,X ,µ,T ) um sistema dinâmico e considere P e Q partições com entropia

Ąnita. Para cada k ⩾ 0 tem-se:

H
( k∨

i=−k

T iP♣

∞∨

j=k+1

T −jP
)

= H
( k∨

i=−k

T iP♣

∞∨

j=k+1

T −jP ∨
⋂

n⩾1

∨

j⩾n

T −jQ
)

.

Demonstração. Usaremos indução sobre k ⩾ 0. Note que o caso k = 0 é precisamente o

Lema 4.4. Suponhamos o resultado válido para algum k ⩾ 0 e provemo-lo para k + 1.

Além disso, para simpliĄcar a notação, escreva R :=
⋂

n⩾1

∨

j⩾n

T −jQ.

Agora, vamos utilizar repetidas vezes o item (i) da Proposição 3.28.

Realmente,

H
( k+1∨

i=−(k+1)

T iP♣

∞∨

j=k+2

T −jP
)

= H
(

T −(k+1)P ∨ T k+1P ∨

k∨

i=−k

T iP♣

∞∨

j=k+2

T −jP
)

= H
(

T −(k+1)P♣

∞∨

j=k+2

T −jP
)
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+ H
(

T k+1P ∨
k∨

i=−k

T iP♣T −(k+1)P ∨
∞∨

j=k+2

T −jP
)

= H
(

P♣
∞∨

j=1

T −jP
)

+ H
( k∨

i=−k

T iP♣
∞∨

j=k+1

T −jP
)

+ H
(

T k+1P♣

k∨

i=−k

T iP ∨

∞∨

j=k+1

T −jP
)

= H
(

P♣
∞∨

j=1

T −jP
)

+ H
( k∨

i=−k

T iP♣
∞∨

j=k+1

T −jP
)

+ H
(

T k+1P♣
∞∨

j=−k

T −jP
)

= H
(

P♣

∞∨

j=1

T −jP
)

+ H
( k∨

i=−k

T iP♣
∞∨

j=k+1

T −jP
)

+ H
(

P♣

∞∨

j=1

T −jP
)

= H
(

P♣
∞∨

j=1

T −jP
)

+ H
( k∨

i=−k

T iP♣
∞∨

j=k+1

T −jP ∨ R
)

+ H
(

P♣

∞∨

j=1

T −jP
)

= H
(

P♣
∞∨

j=1

T −jP ∨ R
)

+ H
( k∨

i=−k

T iP♣
∞∨

j=k+1

T −jP ∨ R
)

+ H
(

P♣
∞∨

j=1

T −jP ∨ R
)

= H
(

P♣

∞∨

j=1

T −jP ∨ R
)

+ H
( k∨

i=−k

T iP♣T −(k+1)P ∨
∞∨

j=k+2

T −jP ∨ R
)

+ H
(

P♣
∞∨

j=1

T −jP ∨ R
)

,

onde na penúltima igualdade usamos o caso k = 0 e na antepenúltima igualdade

usamos a hipótese de indução.

Daí, vemos que

H
( k+1∨

i=−(k+1)

T iP♣

∞∨

j=k+2

T −jP
)

= H
(

P♣

∞∨

j=1

T −jP ∨ R
)
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+ H
( k∨

i=−k

T iP♣T −(k+1)P ∨

∞∨

j=k+2

T −jP ∨ R
)

+ H
(

P♣

∞∨

j=1

T −jP ∨ R
)

= H
(

P♣
∞∨

j=1

T −jP ∨ R
)

+ H
( k∨

i=−k

T iP ∨ T −(k+1)P♣

∞∨

j=k+2

T −jP ∨ R
)

− H
(

T −(k+1)P♣

∞∨

j=k+2

T −jP ∨ R
)

+ H
(

P♣

∞∨

j=1

T −jP ∨ R
)

= H
(

P♣

∞∨

j=1

T −jP ∨ R
)

+ H
( k∨

i=−k

T iP ∨ T −(k+1)P♣

∞∨

j=k+2

T −jP ∨ R
)

= H
( k+1∨

i=−(k+1)

T iP♣
∞∨

j=k+2

T −jP ∨ R
)

,

onde na penúltima igualdade usamos o fato que

H
(

T −(k+1)P♣
∞∨

j=k+2

T −jP ∨ R
)

= H
(

P♣
∞∨

j=1

T −jP ∨ R
)

.

Isso conclui a demonstração.

Teorema 4.7 . Seja (X,X ,µ,T ) um sistema dinâmico, onde (X,X ,µ) é um espaço de

probabilidade separável. Se P e Q são partições Ąnitas tais que “Q ⊂

∞∨

i=−∞

‘T iP, então

⋂

n⩾1

∨

j⩾n

T −jQ ⊂
⋂

n⩾1

∨

j⩾n

T −jP .

Em palavras, dados dois ŞexperimentosŤ P e Q, se o ŞpresenteŤ do processo (T,Q)

pode ser descrito pela Şhistória completaŤ do processo (T,P), então o Şpassado remotoŤ do

processo (T,Q) pode ser descrito pelo Şpassado remotoŤ do processo (T,P).

Demonstração. Pela Proposição 1.31 juntamente com o Teorema 3.29 e do fato de a função

H(F ♣G) ser contínua em F , é suĄciente mostrar que

H
(

R♣
⋂

n⩾1

∨

j⩾n

T −jP
)

= 0
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para cada partição Ąnita R ⊂
⋂

n⩾1

∨

j⩾n

T −jQ.

Para tal, Ąxemos k ⩾ m ⩾ 1 arbitrariamente e tomemos uma partição Ąnita arbitrária

S ⊂

m∨

i=−m

T iP ⊂

k∨

i=−k

T iP . Pelo Lema 4.6 temos:

H
( k∨

i=−k

T iP♣

∞∨

j=k+1

T −jP
)

= H
( k∨

i=−k

T iP♣

∞∨

j=k+1

T −jP ∨
⋂

n⩾1

∨

j⩾n

T −jQ
)

.

Como S ⊂

k∨

i=−k

T iP , pela Proposição 3.47 temos:

H
(

S♣

∞∨

j=k+1

T −jP
)

= H
(

S♣

∞∨

j=k+1

T −jP ∨
⋂

n⩾1

∨

j⩾n

T −jQ
)

.

Daí, se R ⊂
⋂

n⩾1

∨

j⩾n

T −jQ é uma partição Ąnita arbitrária, então

H
(

S♣
∞∨

j=k+1

T −jP ∨ R
)
⩽ H

(
S♣

∞∨

j=k+1

T −jP
)

= H
(

S♣
∞∨

j=k+1

T −jP ∨
⋂

n⩾1

∨

j⩾n

T −jQ
)

⩽ H
(

S♣

∞∨

j=k+1

T −jP ∨ R
)

,

donde H
(

S♣
∞∨

j=k+1

T −jP ∨ R
)

= H
(

S♣
∞∨

j=k+1

T −jP
)

. Agora, fazendo k → +∞ o Teo-

rema 3.31 nos dá

H
(

S♣
⋂

n⩾1

∨

j⩾n

T −jP ∨ R
)

= H
(

S♣
⋂

n⩾1

∨

j⩾n

T −jP
)

(36)

para cada partição Ąnita R ⊂
⋂

n⩾1

∨

j⩾n

T −jQ. Além disso, como

R ⊂
⋂

n⩾1

∨

j⩾n

T −jQ ⊂

∞∨

i=−∞

‘T iP ,

S ⊂

m∨

i=−m

T iP e
m∨

i=−m

T iP ↑

∞∨

i=−∞

T iP , o Lema 3.23 nos permite substituir S por R em (36),

o que nos dá:

0 = H
(

R♣
⋂

n⩾1

∨

j⩾n

T −jP ∨ R
)

= H
(

R♣
⋂

n⩾1

∨

j⩾n

T −jP
)

,

onde na primeira igualdade utilizamos o Teorema 3.29. Portanto, usando o Teorema 3.29 na

segunda igualdade obtém-se R ⊂
⋂

n⩾1

∨

j⩾n

T −jP , o que conclui a demonstração.



Capítulo 4. O Teorema de Rokhlin-Sinai 71

O próximo resultado estende o Teorema 4.7.

Teorema 4.8 . Seja (X,X ,µ,T ) um sistema dinâmico, onde (X,X ,µ) é um espaço de pro-

babilidade separável. Se Q é uma partição com entropia Ąnita e A é uma sub-σ-álgebra que

satisfazem “Q ⊂
∞∨

i=−∞

T iA, então
⋂

n⩾1

∨

j⩾n

T −jQ ⊂
⋂

n⩾1

∨

j⩾n

T −jA.

Demonstração. Pela Proposição 1.31 existe uma sequência (Pl)l⩾1 de partições Ąnitas tal que

“Pl ↑ A. Fixe l ⩾ 1 arbitrariamente e tome S ⊂
∞∨

i=−∞

T iPl uma partição Ąnita arbitrária. Pela

demonstração do Teorema 4.7, tem-se:

H
(

S♣
⋂

n⩾1

∨

j⩾n

T −jPl ∨ R
)

= H
(

S♣
⋂

n⩾1

∨

j⩾n

T −jPl

)

para cada partição Ąnita R ⊂
⋂

n⩾1

∨

j⩾n

T −jQ. Agora, para cada m ⩾ l temos S ⊂
∞∨

i=−∞

T iPl ⊂

∞∨

i=−∞

T iPm e, portanto, fazendo m → ∞ a Proposição 1.29 nos diz que existe uma sub-σ-

álgebra G ⊂
⋂

n⩾1

∨

j⩾n

T −jA tal que
⋂

n⩾1

∨

j⩾n

T −jPm ↑ G. Daí, o Teorema 3.31 nos dá:

H
(

S♣
⋂

n⩾1

∨

j⩾n

T −jPm ∨ R
)

↓ H(S♣G ∨ R) (37)

e

H
(

S♣
⋂

n⩾1

∨

j⩾n

T −jPm

)
↓ H(S♣G). (38)

Logo, como

H
(

S♣
⋂

n⩾1

∨

j⩾n

T −jPm ∨ R
)

= H
(

S♣
⋂

n⩾1

∨

j⩾n

T −jPm

)

para cada partição Ąnita R ⊂
⋂

n⩾1

∨

j⩾n

T −jQ e para todo m ⩾ 1, fazendo m → ∞ obtemos

pelas relações (37) e (38):

H(S♣G ∨ R) = H(S♣G). (39)

Agora, como “Pl ↑ A, segue da Proposição 1.29 que as partições S ⊂
∞∨

i=−∞

T iPl (l ⩾ 1)

são densas em
∞∨

i=−∞

T iA. Consequentemente, como a função H(F ♣G) é contínua em F e

R ⊂
⋂

n⩾1

∨

j⩾n

T −jQ ⊂

∞∨

i=−∞

T iA, podemos substituir S por R na relação (39) e, assim, obter:

0 = H(R♣G ∨ R) = H(R♣G).
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Portanto, R ⊂ G ⊂
⋂

n⩾1

∨

j⩾n

T −jA. Daí, como R ⊂
⋂

n⩾1

∨

j⩾n

T −jQ é partição Ąnita

arbitrária, novamente pela Proposição 1.31 obtemos

⋂

n⩾1

∨

j⩾n

T −jQ ⊂
⋂

n⩾1

∨

j⩾n

T −jA,

como queríamos demonstrar.

Teorema 4.9 . Se (X,X ,µ,T ) é um deslocamento de Kolmogorov, então

⋂

k⩾1

∨

i⩾k

T −iQ = ¶∅,X♢

para cada partição Ąnita Q.

Demonstração. Como (X,X ,µ,T ) é um deslocamento de Kolmogorov, por deĄnição existe

uma partição Ąnita P satisfazendo:

(i)
∞∨

i=−∞

T −iP = X (mod µ);

(ii)
⋂

k⩾1

∨

i⩾k

T −iP = ¶∅,X♢.

Daí, se Q é uma partição Ąnita arbitrária, então pelo item (i) acima temos trivialmente

Q ⊂
∞∨

i=−∞

T iP . Consequentemente, pelo Teorema 4.9 segue que
⋂

k⩾1

∨

i⩾k

T −iQ ⊂
⋂

k⩾1

∨

i⩾k

T −iP .

Portanto, pelo item (ii) conclui-se
⋂

k⩾1

∨

i⩾k

T −iQ = ¶∅, X♢.

Proposição 4.10 . Se (X,X ,µ,T ) é um sistema dinâmico e P é uma partição com entropia

Ąnita tal que
⋂

n⩾1

∨

j⩾n

T −jP = ¶∅, X♢, então

lim
n→∞

H(T n,P) = H(P).

Em particular, H(T,P) > 0.

Demonstração. Se
⋂

n⩾1

∨

j⩾n

T −jP = ¶∅, X♢, então o Teorema 3.31 nos dá:

H(P) = H
(

P♣
⋂

n⩾1

∨

j⩾n

T −jP
)

= lim
n→∞

H
(

P♣T −n
(∨

j⩾0

T −jP
))

⩽ lim
n→∞

H
(

P♣T −n
(∨

j⩾0

T −njP
))

= lim
n→∞

H
(

P♣
∨

j⩾0

(T n)−(j+1)P
)
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= lim
n→∞

H
(

P♣
∨

j⩾1

(T n)−jP
)

= lim
n→∞

H(T n,P)

⩽ H(P).

Portanto, lim
n→∞

H(T n,P) = H(P) > 0. Daí, pela relação (10) segue que nH(T,P) > 0

para todo n ⩾ 1 suĄcientemente grande, donde H(T,P) > 0.

Observação 4.11 . Segue do Teorema 4.9 juntamente com a Proposição 4.10 que, se

(X,X ,µ,T ) é um deslocamento de Kolmogorov, então H(T,P) > 0 para toda partição Ąnita

não-trivial P . O Teorema de Rokhlin-Sinai, como veremos à frente, nos dará uma generalização

desse fato e também a sua recíproca em versão também geral.

Agora, suponhamos que (X,X ,µ,T ) é um deslocamento de Kolmogorov e considere

uma partição Ąnita P satisfazendo:

(i)
∞∨

i=−∞

T −iP = X (mod µ);

(ii)
⋂

n⩾1

∨

j⩾n

T −jP = ¶∅,X♢.

Então, A :=
∨

j⩾0

T −jP é uma sub-σ-álgebra que satisfaz:

(i) T −1A ⊂ A;

(ii) T nA ↑ X ;

(iii) T −nA ↓ ¶∅, X♢.

Isso motiva a seguinte deĄnição fundamental:

DeĄnição 4.12 . (K-automorĄsmo) Dizemos que o sistema dinâmico (X,X ,µ,T ) é um

K-automorĄsmo se existe uma sub-σ-álgebra A ⊂ X satisfazendo:

(i) T −1A ⊂ A;

(ii) T nA ↑ X , ou seja,

∞∨

i=−∞

T iA = X ;

(iii) T −nA ↓ ¶∅, X♢, ou seja,
⋂

n⩾1

∨

j⩾n

T −jA = ¶∅, X♢.

Observação 4.13 . Segue imediatamente da DeĄnição 4.12 que todo deslocamento de

Kolmogorov é um K-automorĄsmo. Além disso, se (X,X ,µ,T ) é um K-automorĄsmo, então

segue do Teorema 4.8 que todo processo (T,P) advindo de uma partição Ąnita P é um

processo de Kolmogorov. Em outras palavras, se (X,X ,µ,T ) é um K-automorĄsmo e P

é uma partição Ąnita arbitrária, então a restrição de T à sub-σ-álgebra
∞∨

i=−∞

T iP é um

deslocamento de Kolmogorov. Realmente, se A ⊂ X é uma sub-σ-álgebra que satisfaz às

condições da DeĄnição 4.12 e P é uma partição Ąnita arbitrária, então “P ⊂
∞∨

i=−∞

T iA, donde
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pelo Teorema 4.8 segue que

⋂

n⩾1

∨

j⩾n

T −jP ⊂
⋂

n⩾1

∨

j⩾n

T −jA = ¶∅, X♢.

Daí, pela Proposição 4.10 obtemos H(T,P) > 0 para toda P partição de X com entropia

Ąnita.

DeĄnição 4.14 . Dizemos que um sistema dinâmico (X,X ,µ,T ) tem entropia completamente

positiva (CPE) se H(T,P) > 0 para cada partição não-trivial com entropia Ąnita P .

O Teorema de Rokhlin-Sinai garante que um sistema dinâmico sobre um espaço de

probabilidade separável tem entropia completamente positiva se, e somente se, é um K-

automorĄsmo.

A partir desse momento Ąxemos um sistema dinâmico (X,X ,µ,T ), onde (X,X ,µ) é

um espaço de probabilidade separável.

A Ąm de atingirmos o nosso objetivo principal nesse trabalho - o Teorema de Rokhlin-

Sinai - será importante analisarmos a Şparte determinística maximalŤ do sistema (X,X ,µ,T ).

Vejamos isso em termos precisos:

DeĄnição 4.15 . Seja D(T ) a coleção de todos os elementos A ∈ X para os quais existe uma

partição P de X tal que A ∈ P, H(P) < ∞ e H(T,P) = 0, incluindo o conjunto A = ∅.

Proposição 4.16 . D(T ) é uma álgebra.

Demonstração. Primeiro, é claro que X ∈ D(T ), pois a partição trivial P := ¶∅, X♢ satisfaz

X ∈ P, H(P) < ∞ e H(T,P) = 0.

Agora, sejam A,B ∈ D(T ) arbitrários. Pela deĄnição de D(T ) existem partições P e

Q de X com entropia Ąnita tais que A ∈ P, B ∈ Q e H(T,P) = H(T,Q) = 0.

Note que A ∩ B ∈ P ∨ Q. Pelo item (iv) da Proposição 3.7 e pelo Lema 3.14 temos

H(P ∨ Q) ⩽ H(P) + H(Q) < ∞ e H(T,P ∨ Q) ⩽ H(T,P) + H(T,Q) = 0. Portanto,

A ∩ B ∈ D(T ).

Por Ąm, como A ∈ P, temos que Q := ¶A,Ac♢ ≺ P é uma partição de X tal que

H(Q) ⩽ H(P) < +∞ e H(T,Q) ⩽ H(T,P) = 0. Daí, Ac ∈ D(T ) e, como A ∪ B =

(Ac ∩ Bc)c, conclui-se que A ∪ B ∈ D(T ). Portanto, D(T ) é uma álgebra, como queríamos

demonstrar.

DeĄnição 4.17 . (σ-álgebra de Pinsker) A σ-álgebra de Pinsker, denotada por P(T ), é a

σ-álgebra gerada pela álgebra D(T ), ou seja, é a menor σ-álgebra que contém a álgebra D(T ).

Observação 4.18 . Segue imediatamente da deĄnição de P(T ) que, se P é uma partição de

X com entropia Ąnita que satisfaz H(T,P) = 0, então “P ⊂ P(T ).

Veremos agora algumas propriedades básicas da σ-álgebra de Pinsker P(T ):

Proposição 4.19 . T −1P(T ) = P(T ).
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Demonstração. Primeiro vamos mostrar que T −1P(T ) ⊂ P(T ). Tome A ∈ D(T ) arbitrário.

Por deĄnição, existe uma partição P tal que A ∈ P, H(P) < ∞ e H(T,P) = 0. Daí, como

T −1P é uma partição tal que H(T −1P) = H(P) < ∞ e H(T,T −1P) = H(T,P) = 0, pela

Observação 3.33 obtemos:

’T −1P ⊂

∞∨

j=1

¤�T −j(T −1P)

=
∞∨

j=2

’T −jP

⊂
∞∨

j=1

’T −jP

⊂

∞∨

j=0

’T −jP .

Portanto, vemos que T −1A ∈ ’T −1P ⊂

∞∨

j=0

’T −jP . Daí, pela Proposição 1.27 temos que, para

cada l ⩾ 1 existem nl ⩾ 1 e Cnl
∈

nl∨

j=0

’T −jP tais que µ(T −1A△Cnl
) < 2−l. Agora, pela

Proposição 3.18 tem-se:

0 = H(T,P) = H
(

T,

nl∨

j=0

T −jP
)

para cada l ⩾ 1.

Além disso, pela sub-aditividade de H, temos:

H
( nl∨

j=0

T −jP
)
⩽ (nl + 1)H(P) < ∞ para cada l ⩾ 1.

Isto implica que cada átomo de
nl∨

j=0

T −jP pertence a D(T ) e, portanto, a P(T ). Daí, obtemos

Cnl
∈ P(T ) para cada l ⩾ 1. Portanto, fazendo l → ∞ em µ(T −1A△Cnl

) < 2−l obtemos

pelo Teorema 1.16:

T −1A = lim inf Cnl
∈ P(T ).

Consequentemente, T −1D(T ) ⊂ P(T ), o que por sua vez implica T −1P(T ) ⊂ P(T ). Agora,

vamos mostrar a inclusão oposta: P(T ) ⊂ T −1P(T ). Tome A ∈ D(T ) arbitrário. Novamente

pela deĄnição existe uma partição P tal que A ∈ P , H(P) < ∞ e H(T,P) = 0. Novamente,

como H(T,P) = 0 ⇐⇒ “P ⊂

∞∨

j=1

’T −jP (Observação 3.33), para cada l ⩾ 1 existem nl ⩾ 1

e Cnl
∈

nl∨

j=0

’T −jP tais que µ(A△Cnl
) < 2−l. Mas, observe que, como H

( nl−1∨

j=0

T −jP
)

⩽

(nl − 1)H(P) < ∞ (pela sub-aditividade de H) e H
(

T,

nl−1∨

j=0

T −jP
)

= H(T,P) = 0 (pela
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Proposição 3.18), segue que
nl−1∨

j=0

T −jP ⊂ D(T ) e, portanto,
nl−1∨

j=0

T −jP ⊂ P(T ) para cada

l ⩾ 1. Consequentemente, vemos que:

Cnl
∈

nl∨

j=1

T −jP = T −1
( nl−1∨

j=0

T −jP
)

⊂ T −1D(T )

⊂ T −1P(T ), para cada l ⩾ 1.

Daí, como T −1P(T ) é uma σ-álgebra, Cnl
∈ T −1P(T ) e µ(A△Cnl

) < 2−l para todo l ⩾ 1,

fazendo l → ∞ obtemos A = lim inf Cnl
∈ T −1P(T ). Logo, como A ∈ D(T ) foi tomado

arbitrariamente, segue que D(T ) ⊂ T −1P(T ), o que implica P(T ) ⊂ T −1P(T ). Isso conclui

a demonstração.

Proposição 4.20 . P(T k) = P(T ) para cada k ∈ Z.

Demonstração. Primeiro observe que, como T −k = (T −1)k, é suĄciente mostrar que P(T k) =

P(T ) para cada k ⩾ 1 e P(T −1) = P(T ). Suponha k ⩾ 1 e tome A ∈ D(T k) arbitrário.

Por deĄnição existe uma partição P tal que A ∈ P, H(P) < ∞ e H(T k,P) = 0. Mas, pela

Observação 3.33 tem-se:

H(T k,P) = 0 ⇐⇒ “P ⊂
∞∨

j=1

ÿ�(T k)−jP .

Daí, como
∞∨

j=1

ÿ�(T k)−jP ⊂
∞∨

j=1

’T −jP, obtemos P̂ ⊂
∞∨

j=1

’T −jP donde, novamente pela

Observação 3.33, tem-se H(T,P) = 0. Isso implica que A ∈ D(T ), donde A ∈ P(T ).

Daí, como A ∈ D(T k) foi tomado arbitrariamente obtemos D(T k) ⊂ P(T ), o que implica

P(T k) ⊂ P(T ).

Reciprocamente, tome A ∈ D(T ) arbitrário. Por deĄnição existe uma partição P tal

que A ∈ P, H(P) < ∞ e H(T,P) = 0. Pela Proposição 3.19 obtemos:

H(T k,P) ⩽ H
(

T k,

k−1∨

j=0

T −jP
)

= kH(T,P) = 0,

donde A ∈ D(T k) ⊂ P(T k). Daí, como A ∈ D(T ) foi tomado arbitrariamente, segue que

D(T ) ⊂ P(T k), o que implica P(T ) ⊂ P(T k). Por Ąm, temos P(T −1) = P(T ) pois, para cada

partição P com entropia Ąnita, tem-se H(T −1,P) = H(T,P). Isso conclui a demonstração.

O próximo resultado formaliza a ideia de que a σ-álgebra de Pinsker P(T ) corresponde

à Şparte determinística maximalŤ do sistema dinâmico (X,X ,µ,T ).
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Teorema 4.21 . Seja P partição de X com entropia Ąnita. Então, “P ⊂ P(T ) se, e somente

se, H(T,P) = 0.

Demonstração. Suponha “P ⊂ P(T ). Como D(T ) é uma álgebra que gera P(T ), pela Propo-

sição 1.32 existe uma sequência de partições Ąnitas (Pn)∞
n=1 tal que Pn ⊂ D(T ) para todo

n ⩾ 1 e P̂n ↑ P(T ).

Pelo Lema 3.15, para todo n ⩾ 1 temos:

H(T,P) ⩽ H(T,Pn) + H(P♣Pn)

= H(T,Pn) + H(P♣P̂n)

= H(P♣P̂n),

(40)

pois H(T,Pn) = 0, uma vez que Pn ⊂ D(T ) para todo n ⩾ 1.

Além disso, como P̂n ↑ P(T ), pelo Teorema 3.31 tem-se:

lim
n→∞

H(P♣P̂n) = H(P♣P(T )) = 0,

onde a última igualdade decorre do Teorema 3.29, uma vez que “P ⊂ P(T ) por hipótese.

Portanto, fazendo n → ∞ na relação (40) obtemos H(T,P) = 0.

Reciprocamente, se P é uma partição com entropia Ąnita tal que H(T,P) = 0, então

P ⊂ D(T ), donde “P ⊂ P(T ). Isso conclui a demonstração.

Lema 4.22 . Sejam P e Q partições de X com entropia Ąnita tais que P ≺ Q ou Q ≺ P e

A ⊂ X uma sub-σ-álgebra tal que T −1A = A. Então,

1

n
H
( n∨

i=0

T iP♣

∞∨

i=1

’T −iQ ∨ A
)

→ H
(

P♣

∞∨

i=1

’T −iP ∨ A
)

quando n → ∞.

Em particular, se A := ¶∅, X♢ e P = Q é tal que H(P) < ∞, então:

1

n
H
( n∨

i=0

T iP♣

∞∨

j=1

’T −jP
)

→ H
(

P♣

∞∨

j=1

’T −jP
)

quando n → ∞.

Demonstração. Suponha Q ≺ P . Observe que

T −n
( ∞∨

j=1

’T −jQ ∨

n−1∨

i=0

‘T iP
)

∨ A ⊂ T −n
( ∞∨

j=1

’T −jP ∨

n−1∨

i=0

‘T iP
)

∨ A

=
∞∨

j=1

◊�T −j−nP ∨

n−1∨

i=0

÷T i−nP ∨ A

=
∞∨

j=1

’T −jP ∨ A.

AĄrmação 1: Para cada n ⩾ 1, tem-se:



Capítulo 4. O Teorema de Rokhlin-Sinai 78

T −n
( ∞∨

j=1

’T −jQ ∨

n−1∨

i=0

‘T iP
)

∨ A ⊂ T −(n+1)
( ∞∨

j=1

’T −jQ ∨

n−1∨

i=0

‘T iP
)

∨ A. (41)

Realmente, observe que, para cada n ⩾ 1 temos:

T −n
( ∞∨

j=1

’T −jQ ∨

n−1∨

i=0

‘T iP
)

∨ A = T −n
( ∞∨

j=1

’T −jQ
)

∨ T −n
( n−1∨

i=0

‘T iP
)

∨ A

= T −(n+1)
( ∞∨

j=0

’T −jQ
)

∨ T −(n+1)
( n∨

i=1

‘T iP
)

∨ A

⊂ T −(n+1)
( ∞∨

j=0

’T −jQ
)

∨ T −(n+1)
( n∨

i=0

‘T iP
)

∨ A

= T −(n+1)
( ∞∨

j=1

’T −jQ
)

∨Ÿ�T −(n+1)Q ∨ T −(n+1)
( n∨

i=0

‘T iP
)

∨ A

⊂ T −(n+1)
( ∞∨

j=1

’T −jQ
)

∨Ÿ�T −(n+1)P ∨ T −(n+1)
( n∨

i=0

‘T iP
)

∨ A

= T −(n+1)
( ∞∨

j=1

’T −jQ ∨

n∨

i=0

‘T iP
)

∨ A,

onde na última inclusão utilizamos a hipótese Q ≺ P. Isso prova a AĄrmação 1.

AĄrmação 2:

∞∨

j=1

’T −jP ∨ A é a menor σ-álgebra que contém

T −n
( ∞∨

j=1

’T −jQ ∨

n−1∨

i=0

‘T iP
)

∨ A para todo n ⩾ 1.

(42)

De fato, tome A ∈

∞∨

j=1

’T −jP arbitrário. Para cada l ⩾ 1 existe ml ⩾ 1 tal que

µ(A△Cl) < 2−l para algum Cl ∈

ml∨

j=1

’T −jP .

Note que Cl ∈

ml∨

j=1

’T −jP = T −ml

(ml−1∨

i=0

‘T iP
)

⊂ T −ml

( ∞∨

j=1

’T −jQ ∨

ml−1∨

i=0

‘T iP
)

para

cada l ⩾ 1.

Daí, como µ(A△Cl) < 2−l para todo l ⩾ 1 implica que A = lim inf Cl (Teorema 1.16),

vemos que A pertence à menor σ-álgebra que contém T −n
( ∞∨

j=1

’T −jQ ∨

n−1∨

i=0

‘T iP
)

para todo

n ⩾ 1, o que prova a AĄrmação 2.

Consequentemente, pelas relações (41) e (42) obtém-se:
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T −n
( ∞∨

j=1

’T −jQ ∨
n−1∨

i=0

‘T iP
)

∨ A ↑
∞∨

j=1

’T −jP ∨ A. (43)

Logo, pelo Teorema 3.31 obtemos:

H
(

P♣T −n
( ∞∨

j=1

’T −jQ ∨

n−1∨

i=0

‘T iP
)

∨ A
)

→ H
(

P♣

∞∨

j=1

’T −jP ∨ A
)

. (44)

Além disso, usando repetidas vezes o item (i) da Proposição 3.28 obtemos:

1

n
H
( n∨

i=0

T iP♣

∞∨

j=1

’T −jQ ∨ A
)

=
1

n
H
(

P ∨ TP ∨ . . . ∨ T nP♣

∞∨

j=1

’T −jQ ∨ A
)

=
1

n
H
(

P♣

∞∨

j=1

’T −jQ ∨ A
)

+
1

n
H
(

TP♣“P ∨

∞∨

j=1

’T −jQ ∨ A
)

+ . . . +
1

n
H(T nP♣

n−1∨

i=0

‘T iP ∨

∞∨

j=1

’T −jQ ∨ A
)

=
1

n
H
(

P♣

∞∨

j=1

’T −jQ ∨ A
)

+
1

n
H
(

P♣T −1
( ∞∨

j=1

’T −jQ ∨ “P
)

∨ A
)

+ . . . +
1

n
H
(

P♣T −(n−1)
( ∞∨

j=1

’T −jQ ∨

n−2∨

i=0

‘T iP
)

∨ A
)

+
1

n
H
(

P♣T −n
( ∞∨

j=1

’T −jQ ∨

n−1∨

i=0

‘T iP
)

∨ A
)

=
1

n
H
(

P♣
∞∨

j=1

’T −jQ ∨ A
)

+
1

n

n−1∑

k=1

H
(

P♣T −k
( ∞∨

j=1

’T −jQ ∨
k−1∨

i=0

‘T iP
)

∨ A
)

+
1

n
H
(

P♣T −n
( ∞∨

j=1

’T −jQ ∨
n−1∨

i=0

‘T iP
)

∨ A
)

(45)

Daí, como

0 ⩽
1

n
H
(

P♣
∞∨

j=1

’T −jQ ∨ A
)
⩽

1

n
H(P) → 0,

0 ⩽
1

n
H
(

P♣T −n
( ∞∨

j=1

’T −jQ ∨
n−1∨

i=0

‘T iP
)

∨ A
)
⩽

1

n
H(P) → 0

e, além disso, pela Proposição 1.50 temos

1

n

n−1∑

k=1

H
(

P♣T −k
( ∞∨

j=1

’T −jQ ∨

n−1∨

i=0

‘T iP
)

∨ A
)

→ H
(

P♣

∞∨

j=1

’T −jP ∨ A
)

,
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fazendo n → ∞ em (45) obtemos:

1

n
H
( n∨

i=0

T iP
)

→ H
(

P♣

∞∨

j=1

’T −jP ∨ A
)

, (46)

o que prova o resultado no caso Q ≺ P.

Agora, suponha P ≺ Q.

Como P ≺ P, pela parte já demonstrada temos

1

n
H
( n∨

i=0

T iP♣

∞∨

j=1

’T −jP ∨ A
)

→ H
(

P♣

∞∨

j=1

’T −jP ∨ A
)

.

Daí, como P ≺ Q, temos:

lim
n→∞

1

n
H
( n∨

i=0

T iP♣

∞∨

j=1

’T −jQ∨A
)
⩽ lim

n→∞

1

n
H
( n∨

i=0

T iP♣

∞∨

j=1

’T −jP∨A
)

= H
(

P♣

∞∨

j=1

’T −jP∨A
)

.

(47)

Por outro lado, como a relação P ≺ Q implica

n∨

i=0

T iP ∨

n∨

i=0

T iQ =
n∨

i=0

T iQ,

pelo item (i) da Proposição 3.28 obtém-se:

1

n
H
( n∨

i=0

T iP♣
∞∨

j=1

’T −jQ ∨ A
)

=
1

n
H
( n∨

i=0

T iQ♣
∞∨

j=1

’T −jQ ∨ A
)

−
1

n
H
( n∨

i=0

T iQ♣

n∨

i=0

‘T iP ∨

∞∨

j=1

’T −jQ ∨ A
)

Daí, tomando o limite quando n → ∞ obtemos:

lim
n→∞

1

n
H
( n∨

i=0

T iP♣
∞∨

j=1

’T −jQ ∨ A
)

= lim
n→∞

1

n
H
( n∨

i=0

T iQ♣
∞∨

j=1

’T −jQ ∨ A
)

− lim
n→∞

1

n
H
( n∨

i=0

T iQ♣
n∨

i=0

‘T iP ∨
∞∨

j=1

’T −jQ ∨ A
)

⩾ lim
n→∞

1

n
H
( n∨

i=0

T iQ♣
∞∨

j=1

’T −jQ ∨ A
)

− lim
n→∞

1

n
H
( n∨

i=0

T iQ♣

n∨

i=0

‘T iP ∨

∞∨

j=1

’T −jP ∨ A
)

= lim
n→∞

1

n
H
( n∨

i=0

T iQ♣

∞∨

j=1

’T −jP ∨ A
)

− lim
n→∞

1

n
H
( n∨

i=0

T iQ♣

n∨

i=0

‘T iP ∨

∞∨

j=1

’T −jP ∨ A
)
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= lim
n→∞

1

n
H
( n∨

i=0

T iP♣

∞∨

j=1

’T −jP ∨ A
)

= H
(

P♣

∞∨

j=1

’T −jP ∨ A
)

, (48)

onde na última igualdade utilizamos a parte já demonstrada (pois P ≺ P), na penúltima

igualdade utilizamos o item (i) da Proposição 3.28, na antepenúltima igualdade utilizamos

utilizamos a parte já demonstrada (P ≺ Q por hipótese) e, na desigualdade, utilizamos a

hipótese P ≺ Q. Portanto, por (47) e (48) obtemos o resultado.

O próximo resultado estende o Lema 4.4 e será usado extensivamente durante a de-

monstração do Teorema de Rokhlin-Sinai.

Lema 4.23 . Sejam P,Q e R partições de X com entropia Ąnita tais que P ≺ Q e A uma

sub-σ-álgebra tal que T −1A = A. Então,

H
(

P♣

∞∨

i=1

’T −iQ ∨ T −n
( ∞∨

j=1

’T −jR
)

∨ A
)

→ H
(

P♣

∞∨

i=1

’T −iQ ∨ A
)

quando n → ∞.

Em particular, se Q = P e A = ¶∅, X♢, então

H
(

P♣

∞∨

i=1

’T −iP ∨ T −n
( ∞∨

j=1

’T −jR
))

→ H
(

P♣

∞∨

i=1

’T −iP
)

= H(T,P) quando n → ∞.

Demonstração. Como P ≺ Q, temos P ∨ Q = Q, donde pelo item (i) da Proposição 3.28

temos:

H
(

P♣
∞∨

i=1

’T −iQ ∨ T −n
( ∞∨

j=1

’T −jR
)

∨ A
)

= H
(

Q♣
∞∨

i=1

’T −iQ ∨ T −n
( ∞∨

j=1

’T −jR
)

∨ A
)

− H
(

Q♣“P ∨
∞∨

i=1

’T −iQ ∨ T −n
( ∞∨

j=1

’T −jR
)

∨ A
)

(49)

Agora, aplicando repetidas vezes o item (i) da Proposição 3.28 tem-se, para todo n ⩾ 1:

H
( n∨

i=0

T iQ♣

∞∨

i=1

¤�T −i(Q ∨ R) ∨ A
)

= H
(

Q♣

∞∨

i=1

¤�T −i(Q ∨ R) ∨ A
)

+
n−1∑

k=1

H
(

T kQ♣T k
( ∞∨

i=1

’T −iQ
)

∨

∞∨

j=1

’T −jR ∨ A
)

+ H
(

T nQ♣T n
( ∞∨

i=1

’T −iQ
)

∨

∞∨

j=1

’T −jR ∨ A
)

= H
(

Q♣

∞∨

i=1

¤�T −i(Q ∨ R) ∨ A
)
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+
n−1∑

k=1

H
(

Q♣

∞∨

i=1

’T −iQ ∨ T −k
( ∞∨

j=1

’T −jR
)

∨ A
)

+ H
(

Q♣
( ∞∨

i=1

’T −iQ
)

∨ T −n
( ∞∨

j=1

’T −jR
)

∨ A
)

. (50)

Como Q ≺ Q ∨ R, o Lema 4.22 nos dá:

H
(

Q♣

∞∨

i=1

’T −iQ ∨ A
)

= lim
n→∞

1

n
H
( n∨

i=0

T iQ♣

∞∨

i=1

⁄�T −i(Q ∨ R) ∨ A
)

. (51)

Agora, como H(Q) < ∞, temos

lim
n→∞

1

n
H
(

Q♣

∞∨

i=1

¤�T −i(Q ∨ R) ∨ A
)

= 0, (52)

lim
n→∞

1

n
H
(

Q♣
( ∞∨

i=1

’T −iQ
)

∨ T −n
( ∞∨

j=1

’T −jR
)

∨ A
)

= 0 (53)

Para simpliĄcar a notação denote “R− :=
∞∨

j=1

’T −jR. Pela Proposição 1.50, também temos

lim
n→∞

1

n

n−1∑

k=1

H
(

Q♣

∞∨

i=1

’T −iQ ∨ T −k(“R−) ∨ A
)

= lim
n→∞

H
(

Q♣
( ∞∨

i=1

’T −iQ
)

∨ T −n(“R−) ∨ A
)

.

(54)

Daí, pelas relações (49), (50), (51), (52), (53) e (54) obtemos:

lim
n→∞

H
(

P♣
∞∨

i=1

’T −iQ ∨ T −n(“R−) ∨ A
)

= lim
n→∞

H
(

Q♣
∞∨

i=1

’T −iQ ∨ T −n(“R−) ∨ A
)

− lim
n→∞

H
(

Q♣“P ∨
∞∨

i=1

’T −iQ ∨ T −n(“R−) ∨ A
)

= H
(

Q♣

∞∨

i=1

’T −iQ ∨ A
)

− lim
n→∞

H
(

Q♣“P ∨
∞∨

i=1

’T −iQ ∨ T −n(“R−) ∨ A
)

⩾ H
(

Q♣
∞∨

i=1

’T −iQ ∨ A
)

− H
(

Q♣“P ∨
∞∨

l=1

’T −lQ ∨ A
)

= H
(

P♣

∞∨

j=1

’T −jQ ∨ A
)

,

(55)

onde na última igualdade usamos o fato de que P ∨ Q = Q, uma vez que temos P ≺ Q por

hipótese.

Por outro lado é claro que, para todo n ⩾ 1, temos
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H
(

P♣
∞∨

i=1

T −i“Q ∨ T −n
( ∞∨

j=1

T −j“R
)

∨ A
)
⩽ H

(
P♣

∞∨

i=1

T −i“Q ∨ A
)

. (56)

Consequentemente, pelas relações (55) e (56) obtemos o resultado.

Teorema 4.24 . Sejam P e Q partições de X com entropia Ąnita e A ⊂ X uma sub-σ-álgebra

tal que T −1A = A. Então,

H
(

P ∨Q♣
∞∨

i=1

⁄�T −i(P ∨ Q)∨A
)

= H
(

Q♣
∞∨

i=1

’T −iQ∨A
)

+H
(

P♣
∞∨

i=1

’T −iP ∨
∞∨

j=−∞

‘T jQ∨A
)

.

Em particular, se A = ¶∅, X♢, então

H
(

P ∨ Q♣
∞∨

i=1

⁄�T −i(P ∨ Q)
)

= H
(

Q♣
∞∨

i=1

’T −iQ
)

+ H
(

P♣
∞∨

i=1

’T −iP ∨
∞∨

j=−∞

‘T jQ
)

.

Demonstração. Para cada n ⩾ 1 temos:

1

n
H
( n∨

i=0

T iP ∨

n∨

i=0

T iQ♣

∞∨

j=1

’T −jP ∨

∞∨

j=1

’T −jQ ∨ A
)

=
1

n
H
( n∨

i=0

T iQ♣
∞∨

j=1

’T −jP ∨
∞∨

j=1

’T −jQ ∨ A
)

+
1

n
H
( n∨

i=0

T iP♣

n∨

i=0

‘T iQ ∨

∞∨

j=1

’T −jP ∨

∞∨

j=1

’T −jQ ∨ A
)

=
1

n
H
( n∨

i=0

T iQ♣
∞∨

j=1

’T −jP ∨
∞∨

j=1

’T −jQ ∨ A
)

+
1

n
H
(

P♣

n∨

i=0

‘T iQ ∨

∞∨

j=1

’T −jP ∨

∞∨

j=1

’T −jQ ∨ A
)

+
1

n

n−1∑

k=1

H
(

P♣

∞∨

j=1

’T −jP ∨ T −k
( ∞∨

j=1

’T −jQ ∨

n∨

i=0

‘T iQ
)

∨ A
)

+
1

n
H
(

P♣

∞∨

j=1

’T −jP ∨ T −n
( ∞∨

j=1

’T −jQ ∨

n∨

i=0

‘T iQ
)

∨ A
)

.

(57)

Agora, observe que

1

n
H
(

P♣
n∨

i=0

‘T iQ ∨
∞∨

j=1

’T −jP ∨
∞∨

j=1

’T −jQ ∨ A
)
⩽

1

n
H(P) → 0, (58)

1

n
H
(

P♣
∞∨

j=1

’T −jP ∨ T −n
( ∞∨

j=1

’T −jQ ∨
n∨

i=0

‘T iQ
)

∨ A
)
⩽

1

n
H(P) → 0 (59)
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e, como Q ≺ P ∨ Q, pelo Lema 4.22 tem-se

1

n
H
( n∨

i=0

T iQ♣

∞∨

j=1

’T −jP ∨

∞∨

j=1

’T −jQ ∨ A
)

→ H
(

Q♣

∞∨

j=1

’T −jQ ∨ A
)

quando n → ∞. (60)

Além disso note que, para cada 1 ⩽ k ⩽ n − 1, temos:

T −k
( ∞∨

j=1

’T −jQ ∨
n∨

i=0

‘T iQ
)

∨ A =
∞∨

j=1

◊�T −k−jQ ∨
n∨

i=0

◊�T −k+iA ∨ A

=
∞∨

j=k−n

’T −jQ ∨ A,

donde

T −k
( ∞∨

j=1

’T −jQ ∨

n∨

i=0

‘T iQ
)

∨ A ↓

∞∨

j=−∞

’T −jQ ∨ A quando n → ∞. (61)

Além disso, também vale:

∞∨

j=1

’T −jP ∨
∞∨

j=k−n

’T −jQ ∨ A ↓
∞∨

j=1

’T −jP ∨
∞∨

j=−∞

’T −jQ ∨ A,

donde, pelo Teorema 3.31 tem-se:

H
(

P♣T −k
( ∞∨

j=1

’T −jQ∨

n∨

i=0

‘T iQ
)

∨A
)

→ H
(

P♣
∞∨

j=1

’T −jP∨
∞∨

j=−∞

’T −jQ∨A
)

quando n → ∞.

(62)

Para simpliĄcar a notação, denote Ÿ�P− ∨ Q− :=
∞∨

i=1

T −i(÷P ∨ Q).

Como Q ≺ P ∨ Q, o Lema 4.22 juntamente com as relações (57), (58), (59), (60),

(61), (62) nos dão:

H
(

P ∨ Q♣Ÿ�P− ∨ Q− ∨ A
)

= lim
n→∞

1

n
H
( n∨

i=0

T iP ∨

n∨

i=0

T iQ♣

∞∨

j=1

’T −jP ∨

∞∨

j=1

’T −jQ ∨ A
)

= lim
n→∞

1

n
H
( n∨

i=0

T iQ♣
∞∨

j=1

’T −jP ∨
∞∨

j=1

’T −jQ ∨ A
)

+ lim
n→∞

1

n

n−1∑

k=1

H
(

P♣
∞∨

j=1

’T −jP ∨ T −k
( ∞∨

j=1

’T −jQ ∨
n∨

i=0

‘T iQ
)

∨ A
)

= H
(

Q♣

∞∨

i=1

’T −iQ ∨ A
)

+ H
(

P♣
∞∨

i=1

’T −iP ∨
∞∨

j=−∞

‘T jQ ∨ A
)

,

onde na última igualdade utilizamos a Proposição 1.50. Isso conclui a demonstração do

resultado.
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O próximo resultado nos dá uma descrição explícita da σ-álgebra de Pinsker P(T ).

Teorema 4.25 .

P(T ) =
∨

H(P)<∞

( ∞⋂

n=1

T −n
( ∞∨

i=1

’T −iP
))

.

Ou seja, P(T ) é a menor σ-álgebra que contém o Şpassado remotoŤ de todos os processos

(T,P) oriundos de partições com entropia Ąnita.

Demonstração. Pela Proposição 1.31 existe uma sequência (Pk)∞
k=1 de partições Ąnitas de

X tal que P̂k ↑ P(T ). Como P̂k ⊂ P(T ) para todo k ⩾ 1, pelo Teorema 4.21 temos que

H(T,Pk) = 0 para todo k ⩾ 1 e, portanto, pela Observação 3.33 juntamente com o mesmo

argumento contido na demonstração do Teorema 4.5 segue que P̂k ⊂
∞⋂

n=1

T −n
( ∞∨

i=1

÷T −iPk

)

para todo k ⩾ 1.

Daí,

P(T ) =
∞∨

k=1

P̂k ⊂

∞∨

k=1

( ∞⋂

n=1

T −n
( ∞∨

i=1

T −iP̂k

))
⊂

∨

H(P)<∞

( ∞⋂

n=1

T −n
( ∞∨

i=1

T −i“P
))

.

Reciprocamente, sejam P e Q partições arbitrárias de X com entropia Ąnita tais que

“Q ⊂

∞⋂

n=1

T −n
( ∞∨

i=1

’T −iP
)

.

AĄrmação:
∞∨

i=−∞

’T −iQ ⊂

∞∨

i=1

’T −iP .

Em particular, tem-se
∞∨

i=0

’T −iQ ⊂
∞∨

i=1

’T −iP .

Realmente, para cada n ⩾ 1 temos “Q ⊂ T −n
( ∞∨

i=1

’T −iP
)

, donde T n“Q ⊂

∞∨

i=1

’T −iP.

Daí,
∞∨

i=1

‘T iQ ⊂

∞∨

i=1

’T −iP .

Além disso, para cada l ⩾ 1 temos

’T −lP ⊂

∞∨

i=1

◊�T −l−iQ ⊂

∞∨

i=1

’T −iQ,

donde
1∨

i=−∞

‘T iQ ⊂
∞∨

i=1

’T −iP

Logo,
∞∨

i=−∞

’T −iQ ⊂
∞∨

i=1

’T −iP , o que prova a aĄrmação.
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Consequentemente,

H
(

P ∨ Q♣
∞∨

i=1

⁄�T −i(P ∨ Q)
)

= H
(

P ∨ Q♣
∞∨

i=1

’T −iP
)

= H
(

P♣

∞∨

i=1

’T −iP
)

+ H
(

Q♣“P ∨

∞∨

i=1

’T −iP
)

= H
(

P♣
∞∨

i=1

’T −iP
)

,

(63)

onde na primeira igualdade usamos o fato que
∞∨

i=1

¤�T −i(P ∨ Q) =
∞∨

i=1

’T −iP e na terceira usamos

o fato “Q ⊂

∞∨

i=1

’T −iP , ambos contidos na AĄrmação acima.

Por outro lado, pelo caso particular do Lema 4.24 temos:

H
(

P ∨ Q♣

∞∨

i=1

⁄�T −i(P ∨ Q)
)

= H
(

Q♣

∞∨

i=1

’T −iQ
)

+ H
(

P♣

∞∨

i=1

’T −iP ∨

∞∨

j=−∞

‘T jQ
)

= H
(

Q♣
∞∨

i=1

’T −iQ
)

+ H
(

P♣
∞∨

i=1

’T −iP
)

,

(64)

onde na última igualdade usamos a AĄrmação acima.

Portanto, das relações (63) e (64) segue que H
(

Q♣
∞∨

i=1

’T −iQ
)

= 0.

Daí, pelo Teorema 4.21 temos “Q ⊂ P(T ). Portanto, como P e Q são partições

arbitrárias de X com entropia Ąnita tais que “Q ⊂

∞⋂

n=1

T −n
( ∞∨

i=1

’T −iP
)

, obtemos

∨

H(P)<∞

( ∞⋂

n=1

T −n
( ∞∨

i=1

’T −iP
))

⊂ P(T ).

Isso conclui a demonstração.

Tendo em vista o Teorema 4.25, o próximo resultado nos fornece uma extensão do

Lema 4.4.

Teorema 4.26 . Sejam P uma partição de X com entropia Ąnita e A ⊂ X uma sub-σ-álgebra

tal que T −1A = A. Então,

H
(

P♣
∞∨

i=1

’T −iP ∨ P(T ) ∨ A
)

= H
(

P♣
∞∨

i=1

’T −iP ∨ A
)

.

Em particular, se A = ¶∅,X♢, então

H
(

P♣

∞∨

i=1

’T −iP ∨ P(T )
)

= H
(

P♣

∞∨

i=1

’T −iP
)

.
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Demonstração. Seja Q uma partição arbitrária de X com entropia Ąnita tal que “Q ⊂ P(T ).

Pelo Teorema 4.21 tem-se H(T,Q) = 0 donde, pela Observação 3.33, tem-se “Q ⊂
∞∨

i=1

’T −iQ.

Além disso, pelo mesmo argumento da primeira parte da demonstração do Teorema 4.5,

temos “Q ⊂
⋂

n⩾1

∨

j⩾n

’T −jQ. Agora observe que, como T −n
( ∞∨

j=1

’T −jQ
)

↓
⋂

n⩾1

∨

j⩾n

’T −jQ, pelo

Teorema 3.31, obtém-se:

H
(

P♣

∞∨

i=1

’T −iP ∨
⋂

n⩾1

∨

j⩾n

’T −jQ ∨ A
)

= lim
n→∞

H
(

P♣

∞∨

i=1

’T −iP ∨ T −n
( ∞∨

j=1

’T −jQ
)

∨ A
)

= H
(

P♣
∞∨

i=1

’T −iP ∨ A
)

,

(65)

onde na última igualdade utilizamos o Lema 4.23.

Agora, pela Proposição 1.31, existe uma sequência (Qk⩾1) de partições Ąnitas de X

tal que ”Qk ↑ P(T ). Pela relação (65) temos:

H
(

P♣

∞∨

i=1

’T −iP ∨
⋂

n⩾1

∨

j⩾n

÷T −jQk ∨ A
)

= lim
n→∞

H
(

P♣

∞∨

i=1

’T −iP ∨ T −n
( ∞∨

j=1

÷T −jQk

)
∨ A

)

= H
(

P♣

∞∨

i=1

’T −iP ∨ A
)

(66)

para todo k ⩾ 1. Além disso, temos ”Qk ⊂
⋂

n⩾1

∨

j⩾n

÷T −jQk ⊂ P(T ) para todo k ⩾ 1, onde

na segunda inclusão utilizamos o Teorema 4.25. Daí, tem-se
⋂

n⩾1

∨

j⩾n

÷T −jQk ↑ P(T ) donde,

fazendo k → ∞ na relação (66), obtemos pelo Teorema 3.31:

H
(

P♣

∞∨

i=1

’T −iP ∨ P(T ) ∨ A
)

= H
(

P♣

∞∨

i=1

’T −iP ∨ A
)

.

Isso conclui a demonstração do resultado.

Suponha que A ⊂ X é uma sub-σ-álgebra tal que T −1A ⊂ A.

Denote A−∞ :=
⋂

n⩾1

T −nA e A∞ :=
∨

n⩾1

T nA.

Ou seja, A−∞ é a maior σ-álgebra contida em todas as σ-álgebras da forma T −nA e

A∞ é a menor σ-álgebra que contém todas as σ-álgebras da forma T nA (n ⩾ 1).

Observe que A−∞ =
⋂

n⩾1

∨

j⩾n

T −jA e, além disso,

A−∞ ⊂ . . . ⊂ T −nA ⊂ . . . ⊂ A ⊂ . . . ⊂ T nA ⊂ . . . ⊂ A∞ (n ⩾ 1). (67)

Teorema 4.27 . Sejam A ⊂ X uma sub-σ-álgebra tal que T −1A ⊂ A e P uma partição de

X com entropia Ąnita tal que “P ⊂ A∞. Então,

H(P♣P(T ) ∨ A−∞) = H(P♣A−∞).
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Demonstração. Suponha inicialmente que “P ⊂ A. Note que:

H(P♣P(T ) ∨ A−∞) ⩾ lim
p→∞

H
(

P♣
∞∨

j=1

÷T −jpP ∨ P(T ) ∨ A−∞

)

= lim
p→∞

H
(

P♣

∞∨

j=1

ÿ�(T p)−jP ∨ P(T ) ∨ A−∞

)

= lim
p→∞

H
(

P♣

∞∨

j=1

ÿ�(T p)−jP ∨ P(T p) ∨ A−∞

)

= lim
p→∞

H
(

P♣

∞∨

j=1

ÿ�(T p)−jP ∨ A−∞

)

= lim
p→∞

H
(

P♣
∞∨

j=1

÷T −jpP ∨ A−∞

)

⩾ lim
p→∞

H
(

P♣
∞∨

j=1

÷T −jpA ∨ A−∞

)

= H
(

P♣
⋂

p⩾1

∞∨

j=1

÷T −jpA ∨ A−∞

)

= H(P♣A−∞),

(68)

onde na segunda igualdade usamos a Proposição 4.20, na terceira igualdade usamos o Teo-

rema 4.26 aplicado à T p (pois (T p)−1A−∞ = A−∞ para cada p ⩾ 1), na segunda desigualdade

usamos a hipótese “P ⊂ A, na penúltima igualdade usamos o Teorema 3.31 e na última igual-

dade usamos o fato que
⋂

p⩾1

∞∨

j=1

÷T −jpP = A−∞.

Portanto, o resultado é verdadeiro no caso em que “P ⊂ A.

Veremos agora que a mesma conclusão é verdadeira no caso em que “P ⊂ T nA para

algum n ⩾ 1. Realmente, note que

“P ⊂ T nA ⇐⇒ T −n“P ⊂ A.

Daí, como T −nP é uma partição com entropia Ąnita, pela parte já demonstrada temos:

H(T −nP♣P(T ) ∨ A−∞) = H(T −nP♣A−∞),

o que equivale a dizer

H(P♣P(T ) ∨ A−∞) = H(P♣A−∞),

uma vez que P(T ) e A−∞ são T -invariantes (Proposição 4.19).

Portanto, tem-se

H(P♣P(T ) ∨ A−∞) = H(P♣A−∞)

sempre que “P ⊂ T nA (n ⩾ 0).



Capítulo 4. O Teorema de Rokhlin-Sinai 89

Por Ąm, suponha que P é uma partição de X com entropia Ąnita tal que “P ⊂ A∞.

Como T nA ↑ A∞, pela Proposição 3.23 dado ε > 0 existem n ∈ Z e uma partição Q com

entropia Ąnita tais que “Q ⊂ T nA e H(P♣“Q) + H(Q♣“P) < ε.

Logo,

H(P♣A−∞) ⩽ H(P ∨ Q♣A−∞)

= H(Q♣A−∞) + H(P♣“Q ∨ A−∞)

⩽ H(Q♣A−∞) + H(P♣“Q)

< H(Q♣A−∞) + ε

= H(Q♣P(T ) ∨ A−∞) + ε

⩽ H(P ∨ Q♣P(T ) ∨ A−∞) + ε

= H(P♣P(T ) ∨ A−∞) + H(Q♣“P ∨ P(T ) ∨ A−∞) + ε

⩽ H(P♣P(T ) ∨ A−∞) + H(Q♣“P) + ε

< H(P♣P(T ) ∨ A−∞) + 2ε

⩽ H(P♣A−∞) + 2ε.

(69)

Consequentemente, como ε > 0 é arbitrário obtemos

H(P♣P(T ) ∨ A−∞) = H(P♣A−∞),

como queríamos demonstrar.

Corolário 4.28 . Seja A ⊂ X uma sub-σ-álgebra tal que T −1A ⊂ A e T nA ↑ X .

Então, P(T ) ⊂ A−∞.

Demonstração. Seja P uma partição arbitrária de X com entropia Ąnita. Então, “P ⊂ X = A∞,

donde pelo Teorema 4.27 tem-se:

H(P♣P(T ) ∨ A−∞) = H(P♣A−∞).

Daí, pelo Teorema 3.29 vemos que “P ⊂ P(T ) ∨ A−∞ ⇐⇒ “P ⊂ A−∞ para toda

P partição de X com entropia Ąnita. Consequentemente, obtemos P(T ) ⊂ A−∞, como

desejado.

Teorema 4.29 . (Rokhlin-Sinai) Seja (X,X ,µ,T ) um sistema dinâmico, onde (X,X ,µ) é

um espaço de probabilidade separável.

Então, (X,X ,µ,T ) é um K-automorĄsmo se, e somente se, tem entropia completamente

positiva.

Ou seja, (X,X ,µ,T ) é um K-automorĄsmo se, e somente se, tem-se H(T,P) > 0 para

toda P partição de X tal que H(P) < ∞.

Demonstração. Suponha que (X,X ,µ,T ) é um K-automorĄsmo. Segue da Observação 4.13

que H(T,P) > 0 para cada P partição de X com entropia Ąnita, ou seja, (X,X ,µ,T ) tem

entropia completamente positiva (CPE).
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Reciprocamente, suponha que (X,X ,µ,T ) tem entropia completamente positiva (CPE).

Observe que, pelo Teorema 4.21 isto signiĄca dizer que P(T ) = ¶∅,X♢. Portanto, o resultado

restará demonstrado se provarmos que, dado um sistema dinâmico (X,X ,µ,T ) arbitrário, onde

(X,X ,µ) é um espaço de probabilidade separável, existe uma sub-σ-álgebra A ⊂ X que satisfaz:

(i) T −1A ⊂ A;

(ii) T nA ↑ X , ou seja,

∞∨

i=−∞

T iA = X ;

(iii) T −nA ↓ P(T ), ou seja,
⋂

n⩾1

∨

j⩾n

T −jA = P(T ).

Em outras palavras, sempre existe uma sub-σ-álgebra cuja Şhistória completaŤ descreve todos

os eventos e cujo Şpassado remotoŤ corresponde à Şparte determinística maximalŤ do sistema

dinâmico.

Realmente, seja (Pn)n⩾1 uma sequência de partições Ąnitas tal que P̂n ↑ X (Proposi-

ção 1.31). A Ąm de simpliĄcarmos a notação no que segue, denote por “R− :=
∞∨

j=1

’T −jR o

ŞpassadoŤ do processo (T,R). Agora, considere Q1 := P1 e n1 := 1. Pelo caso particular do

Lema 4.23, existe n2 ⩾ n1 tal que

H(Q1♣
”Q−

1 ) − H(Q1♣
”Q−

1 ∨ T −n2”P−
2 ) <

1

2
.

Agora, considere Q2 := Q1 ∨ T −n2P2. Então, temos Q1 ≺ Q2 e ”Q−
2 = ”Q−

1 ∨ T −n2”P−
2 .

Novamente pelo caso particular do Lema 4.23, existe n3 ⩾ n2 tal que

H(Q2♣
”Q−

2 ) − H(Q2♣
”Q−

2 ∨ T −n3”P−
3 ) <

1

22
.

Considere Q3 := Q2 ∨ T −n3P3. Então, temos Q2 ≺ Q3 e ”Q−
3 = ”Q−

2 ∨ T −n3”P−
3 . Como

Q1 ≺ Q2, pelo caso geral do Lema 4.23 podemos supor que n3 é suĄcientemente grande tal

que

H(Q1♣
”Q−

2 ) − H(Q1♣
”Q−

3 ) <
1

22
.

Novamente pelo caso particular do Lema 4.23, existe n4 ⩾ n3 tal que

H(Q3♣
”Q−

3 ) − H(Q3♣
”Q−

3 ∨ T −n4”P−
4 ) <

1

23
.

Considere Q4 := Q3 ∨ T −n4P4. Então, temos Q3 ≺ Q4 e ”Q−
4 = ”Q−

3 ∨ T −n4”P−
4 .

Como Q1 ≺ Q2 ≺ Q3, pelo caso geral do Lema 4.23 podemos supor que n4 é

suĄcientemente grande tal que

H(Q1♣
”Q−

3 ) − H(Q1♣
”Q−

4 ) <
1

23

e também
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H(Q2♣
”Q−

3 ) − H(Q2♣
”Q−

4 ) <
1

23
.

Daí, temos:

H(Q1♣
”Q−

3 ) − H(Q1♣
”Q−

4 ) <
1

23
,

H(Q2♣
”Q−

3 ) − H(Q2♣
”Q−

4 ) <
1

23
,

H(Q3♣
”Q−

3 ) − H(Q3♣
”Q−

4 ) <
1

23
.

Continuando dessa maneira obtemos uma sequência crescente de números naturais

n1 ⩽ n2 ⩽ . . . e uma sequência crescente de partições Ąnitas Q1 ≺ Q2 ≺ . . . tais que:

Q1 := P1, Qp := Qp−1 ∨ T −npPp (p ⩾ 1) e

H(Q1♣”Q−
q ) − H(Q1♣

‘Q−
q+1) <

1

2q
(q ⩾ 1),

H(Q2♣”Q−
q ) − H(Q2♣

‘Q−
q+1) <

1

2q
(q ⩾ 2)

...

H(Qp♣”Q−
q ) − H(Qp♣‘Q−

q+1) <
1

2q
(q ⩾ p).

Consequentemente, temos

H(Qp♣”Q−
q ) − H(Qp♣‘Q−

q+1) <
1

p
.

1

2q−p
(p ⩽ q).

Daí, se Ąxamos p ⩾ 1 arbitrariamente e tomamos qualquer n ⩾ p, ao somarmos sobre

todos os qŠs tais que p ⩽ q ⩽ n − 1 obtemos:

H(Qp♣”Q−
p ) − H(Qp♣”Q−

n ) = H(Qp♣”Q−
p ) − H(Qp♣’Q−

p+1)

+ H(Qp♣’Q−
p+1) − H(Qp♣’Q−

p+2)

+ . . .

...

+ H(Qp♣’Q−
n−1) − H(Qp♣”Q−

n )

<
1

p

(
1 +

1

2
+ . . . +

1

2n−p−1

)

<
2

p
.

Portanto, vemos que

H(Qp♣”Q−
p ) − H(Qp♣”Q−

n ) <
2

p
, sempre que n ⩾ p. (70)

Agora, considere C :=
∞∨

n=1

”Qn. Observe que, como Q1 ≺ Q2 ≺ . . ., temos ”Qn ↑ C, o

que implica ”Q−
n ↑ C−, onde C− :=

∞∨

j=1

T −jC denota o ŞpassadoŤ da sub-σ-álgebra C.



Capítulo 4. O Teorema de Rokhlin-Sinai 92

Considere A := C−.

AĄrmação 1: T −1A ⊂ A.

De fato, observe que

T −1A = T −1
( ∞∨

n=1

”Q−
n

)

= T −1
( ∞∨

n=1

∞∨

j=1

÷T −jQn

)

=
∞∨

n=1

∞∨

j=2

÷T −jQn

⊂

∞∨

n=1

∞∨

j=1

÷T −jQn

= A,

o que prova a AĄrmação 1.

AĄrmação 2: T mA ↑ X .

Com efeito, como ”Qk ⊃ T −nkP̂k para cada k ⩾ 2, para cada m ⩾ 1 temos:

T mA =
∞∨

j=1

T −j+m
( ∞∨

k=1

”Qk

)

=
∞∨

j=−m+1

T −j
( ∞∨

k=1

”Qk

)

⊃
∞∨

j=−m+1

T −j
( ∞∨

k=1

◊�T −nkPk

)

=
∞∨

k=1

∞∨

j=−m+1+nk

÷T −jPk,

o que implica

P̂k ⊂

∞∨

j=−∞

∞∨

k=1

÷T −jPk ⊂

∞∨

m=1

T mA ⊂

∞∨

m=−∞

T mA ⊂ X ,

para cada k ⩾ 2. Daí como P̂k ↑ X quando k → ∞, conclui-se que
∞∨

m=−∞

T mA = X , ou seja,

T mA ↑ X quando m → ∞. Isso prova a AĄrmação 2.

Daí, como T −1A ⊂ A (AĄrmação 1) e T nA ↑ X (AĄrmação 2), pelo Corolário 4.28

segue que P(T ) ⊂
⋂

n⩾1

T −nA.

Portanto, falta apenas mostrar que
⋂

n⩾1

T −nA ⊂ P(T ). Para tal, seja P uma partição

arbitrária de X com entropia Ąnita tal que “P ⊂
⋂

n⩾1

T −nA. Note que, como T −1A ⊂ A, temos

∞∨

j=−∞

’T −jP ⊂
⋂

n⩾1

T −nA ⊂ A. Daí, dados n ⩾ p, temos:
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H(P♣”P−) = H(Qp ∨ P♣”Q−
p ∨”P−) − H

(
Qp♣”Q−

p ∨
∞∨

j=−∞

’T −jP
)

= H(Qp♣”Q−
p ∨”P−) + H(P♣Q̂p ∨”Q−

p ∨”P−)

− H
(

Qp♣”Q−
p ∨

∞∨

j=−∞

’T −jP
)

⩽ H(Qp♣”Q−
p ) − H(Qp♣A) + H(P♣”Q−

p )

=
[
H(Qp♣”Q−

p ) − H(Qp♣”Q−
n )
]

+
[
H(Qp♣”Q−

n ) − H(Qp♣A)
]

+ H(P♣”Q−
p )

<
2

p
+
[
H(Qp♣”Q−

n ) − H(Qp♣A)
]

+ H(P♣”Q−
p ),

(71)

onde na primeira igualdade utilizamos o Teorema 4.24, na segunda igualdade utilizamos o item

(i) da Proposição 3.28, na primeira desigualdade utilizamos as inclusões ”Q−
p ⊂ ”Q−

p ∨ ”P− e

”Q−
p ∨

∞∨

j=−∞

’T −jP ⊂ A e na última desigualdade utilizamos a relação (70).

Mas, Ąxando p ⩾ 1 e fazendo n → ∞, pelo Teorema 3.31 obtém-se

lim
n→∞

[
H(Qp♣”Q−

n ) − H(Qp♣A)
]

= 0,

pois ”Q−
n ↑ A. Além disso, como “P ⊂ A e ”Q−

p ↑ A quando p → ∞, novamente pelo

Teorema 3.31, juntamente com o Teorema 3.29, vemos que

lim
p→∞

H(P♣”Q−
p ) = 0.

Consequentemente, fazendo primeiro n → ∞ e depois p → ∞ em (71), obtemos

H(P♣”P−) = 0,

ou seja,

H(T,P) = 0.

Logo, pelo Teorema 4.21 segue que “P ⊂ P(T ). Portanto, como “P ⊂
⋂

n⩾1

T −nA foi tomada

arbitrariamente, conclui-se
⋂

n⩾1

T −nA ⊂ P(T ), como queríamos. Isso conclui a demonstração

do Teorema de Rokhlin-Sinai.

Observação 4.30 . (Comentário Ąnal): Vimos na Observação 3.33 que

H(T,P) = 0 ⇐⇒ “P ⊆

∞∨

i=1

’T −iP .

Equivalentemente, tem-se

H(T,P) > 0 ⇐⇒ “P ⊈
∞∨

i=1

’T −iP .
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Em outras palavras, a entropia do processo (T,P) é positiva se, e somente se, seu

ŞpresenteŤ não pode ser integralmente determinado pelo seu ŞpassadoŤ. Consequentemente, o

Teorema de Rokhlin-Sinai nos diz que um sistema dinâmico (X,X ,µ,T ) é um K-automorĄsmo

se, e somente se, para cada ŞobservaçãoŤ P do fenômeno em questão, o Şpassado completo das

observaçõesŤ, ou seja,
∞∨

i=1

’T −iP , não pode descrever integralmente a Şobservação do presenteŤ,

ou seja, “P . Dito de outra maneira, não é possível descrever integralmente o Şmomento seguinteŤ.

Nesse sentido, o Teorema de Rokhlin-Sinai nos diz que um K-automorĄsmo é um sistema

dinâmico com comportamento completamente aleatório.
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